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Capitulo 1

Introduccion

Transporte a través de membranas bioldgicas

El movimiento de moléculas entre el citoplasma y el espacio extracelular, o en el caso de
los organelos celulares, entre su interior y el citoplasma, es realizado por diferentes me-
canismos de transporte ubicados en las membranas biolégicas (Hille, 1992; Weiss, 1996).
Algunas moléculas pueden atravesar la membrana lipidica como resultado de su gradien-
te de concentracion entre los compartimientos. El ejemplo mas conocido es el del agua,
pero otras moléculas que son hidrofébicas o lipofilicas también presentan esta capaci-
dad, por ejemplo los esteroides. Se trata de un mecanismo no selectivo y depende de las
caracteristicas fisicas de las moléculas, tales como su solubilidad en lipidos y su radio mole-
cular. Solutos de tamano relativamente grande o con baja solubilidad lipidica dificilmente
trasponen la bicapa lipidica de las membranas. Este tipo de solutos puede experimentar
transporte mediado a través de membranas biolégicas. Los canales y los transportado-
res (“carriers”) permiten que solutos especificos se desplacen entre uno y otro lado de
la membrana a favor de su gradiente electroquimico. Al igual que la difusién simple de
solutos a través de la bicapa lipidica, este transporte por difusiéon facilitada constituye
un ejemplo de transporte pasivo. Diversos iones inorganicos, como sodio, potasio, cloro,
calcio y el i6n hidrégeno, son transportados a través de diferentes membranas biolégicas
por canales y transportadores. Para el caso de muchas moléculas organicas de tamano
intermedio, como los azucares y los aminodcidos, su movimiento entre compartimentos
celulares estd mediado por transportadores con diferentes grados de especificidad.

El transporte activo de solutos a través de membranas es una de las propiedades mas
importantes de los organismos vivos. Los sistemas responsables del transporte activo aco-
plan una fuente dadora de energia libre al transporte contra gradiente electroquimico del
soluto. En el transporte activo primario dicha fuente es una reaccién quimica, usualmente
la hidrolisis del ATP, o el impacto fotéonico. El ejemplo més tipico de transporte acti-
vo primario es el de las bombas idnicas, como la Na™ — K+ ATPasa de la membrana
plasmética de las células animales o la Ht ATPasa de la membrana interna mitocondrial.
En el transporte activo secundario el transporte contra gradiente de un soluto se logra al
acoplarse al transporte a favor de gradiente de otro soluto, usualmente un i6n inorgani-
co. Ejemplos de transporte activo secundario son el cotransportador sodio-glucosa de las
células epiteliales de la mucosa intestinal y el intercambiador C1~ — HC'O3~ presente en



diversos epitelios.

Canales y bombas iénicas

Uno de los mecanismos fundamentales de transporte pasivo esté representado por los ca-
nales iénicos, la mayoria de los cuales permiten el pasaje de iones inorganicos a través
de las membranas bioldgicas. Los canales idnicos se pueden caracterizar de acuerdo a
los iones transportados, inhibidores y activadores farmacoldgicos, propiedades cinéticas,
etc. Muchos canales se caracterizan por poseer mecanismos de compuerta que determinan
que puedan encontrarse abiertos o parcial o completamente cerrados. Dichos mecanismos
de compuerta pueden estar modulados por diferentes factores, uno de los cuales es el
potencial de membrana. El ejemplo clésico es el de las células excitables, las que presen-
tan canales cuya apertura y cierre se encuentra determinada por cambios en el potencial
eléctrico de la membrana plasmatica. La presencia de estos canales desempena un rol
fundamental en la generacion de senales en el sistema nervioso, contraccién muscular y
en la secreciéon hormonal, tal como ocurre en las células beta del pancreas (Hille, 1992;
Weiss, 1996). En otros canales iénicos la regulacién del grado de apertura depende de
la unién de una molécula de ligando a un sitio especifico de la proteina, accesible des-
de alguna de las caras de la membrana. Habitualmente, la molécula o ién que modula la
apertura del canal no es la misma que pasa por él. Ejemplos de ello son el canal de potasio
activado por calcio, el cual se abre ante un incremento de la concentracién intracelular
de este tultimo, y el canal de potasio activado por ATP, el cual se cierra en respuesta
a un aumento de la concentracién intracelular del nucledtido (Weiss, 1996). Un caso de
interés para este trabajo lo representan los canales de protones. Estos se han encontrado,
entre otras localizaciones, en neuronas de caracol, en epitelio alveolar de rata y en diver-
sas células humanas, como neutréfilos (DeCoursey, 1998) y epitelios renales (DeCoursey,
1998, 2003). Es posible distinguir cuatro variedades de canales proténicos, algunos de los
canales presentan una fuerte modulacién por el pH intra o extracelular (DeCoursey, 1998,
2003). En muchos casos la curva de activacién es mas acentuada a potenciales negativos
cuando el pH extracelular se incrementa o el pH intracelular decrece, abriéndose el canal
cuando el gradiente electroquimico determina una corriente saliente. Estudios en tejido
epitelial alveolar de ratén muestran que la curva de activacion puede ser predicha por el
gradiente de pH. El mecanismo de regulacion del canal por el pH no ha sido aclarado,
lo més probable es que existan sitios de protonacién accesibles desde ambas caras de la
membrana (DeCoursey, 2003). Al respecto, es interesante destacar que otros sistemas de
transporte iénico presentan modulacién por protones. Asi, por ejemplo, el intercambiado
Na't — H™ posee, sobre la cara intracelular, un sitio de unién alostérico de protones que
activa el transporte (Weiss, 1996; DeCoursey, 2003). Asimismo, se ha reportado que en los
intercambiadores Cl~—HCO3~ y C1~ —OH™ laregulacién por el pH ocurre a través de la
protonacion, y que diferentes canales son inhibidos o activados por protones (DeCoursey,
2003). Una de las caracteristicas importantes de algunos canales de protones es que el
propio i6n que lo atraviesa es quién a su vez lo regula. Un mecanismo de transporte con
estas caracteristicas ha sido propuesto para explicar la existencia de oscilaciones eléctricas
en mitocondria (Hattori y otros, 2005) En efecto, estos autores han sugerido que las fluc-
tuaciones espontaneas del potencial de la membrana interna de la mitocondria se podrian
explicar por la presencia de canales de protones regulados por pH, de forma similar a los



descritos arriba. Pero esto no sélo se limita a los canales de protones, un fenémeno similar
se encuentra en algunos canales de C'a** donde entre los distintos reguladores se encuentra
el propio i6n Ca*t (Lee y Catterall, 2005). Esta modalidad es importante porque el calcio
juega un rol fundamental como segundo mensajero, esta vinculado a distintos fenémenos
de la fisiologia celular como es el inicio de la transcripcién de genes, contraccién muscular,
liberacién de neurotransmisores. Algunos ejemplos son en Paramecium caudatum donde
el Ca?t acelera la inactivacién de los canales Ca®" voltaje-dependientes, resultados simi-
lares se han encontrado en neuronas gigantes del caracol marino Aplysia californica.

También resulta de interés para esta tesis hacer referencia a algunas bombas de protones.
Estas representan una superfamilia de proteinas, donde el transporte de iones hidrégeno
estd vinculado a distintos roles de la fisiologia celular. Las protén-ATPasas se clasifican en
tipos A, P, V y F. Las del tipo F se encuentran en mitocondrias, cloroplastos y bacterias,
mientras que las V-ATPasas se encuentran en eucariotas, en las membranas del aparato
de Golgi, en vacuolas y en vesiculas. Las protén ATPasas tipo F pueden funcionar tanto
en el sentido de sintetizar ATP a partir del gradiente electroquimico de protones como
en el de hidrolizar ATP para bombear protones desde el interior del organelo celular.
En condiciones fisiologicas las protéon ATPasas tipo V no funcionan en el sentido de la
sintesis de ATP, sino que lo hidrolizan para generar un flujo de hidrogeniones, el cual es
utilizado en numerosos procesos de transporte activo secundario y para mantener un bajo
pH interno. Las ATPasas tipo A se encuentran sélo en Archaea, y si bien su estructura
primaria es similar a las del tipo V, sus funciones son semejantes a las del tipo F (Weiss,
1996; Hilario y Gogarten, 1998).

Fluctuaciones en el potencial de membrana en células no excitables y en or-
ganelos

Los cambios experimentados por la diferencia de potencial eléctrico de diversas mem-
branas bioldgicas juegan un rol importante en el cumplimiento de diferentes funciones.
Un ejemplo clasico esta constituido por las células excitables. Asi, la transmision de in-
formacion en las células nerviosas y la contraccion en los tejidos musculares esquelético,
cardiaco y liso, depende de la capacidad de éstos de generar potenciales de accién, cam-
bios transitorios del potencial de membrana plasmatica como respuesta a estimulos de
diverso origen. A lo largo de los tltimos anos se han descrito otros tipos celulares que
presentan cambios temporales, a veces verdaderas oscilaciones sostenidas, en el potencial
de membrana. En algunos casos son tipos particulares de células excitables, como son las
células beta del pdncreas que liberan insulina (Gilon y Henquin, 1992; Bergsten, 2002;
Numemaker y otros, 2006). En otros casos se trata de células o de organelos subcelula-
res que, en principio, no parecen presentar canales voltaje-dependientes, pero en las que
igualmente se han observado fluctuaciones en el potencial de membrana. Entre otros, se
han descrito estas fluctuaciones eléctricas en algas (Bauer y otros, 1999), mitocondrias
(Vergun y otros, 2003; Vergun y Reynolds, 2004; Cortassa y otros, 2004; Hattori y otros,
2005), macréfagos (Hanley y otros, 2004), células HeLa (Tilly y otros, 1990) y células que
expresan el oncogén Ha-ras (Lang y otros, 1991). Estos casos suelen presentar diferencias
con las células excitables “clasicas”. En estas tiltimas los cambios en el potencial presentan
regularidad en su amplitud y frecuencia a lo largo del proceso, y la duracion de una oscila-
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cion particular es del orden de los milisegundos. Las oscilaciones observadas en células no
excitables, sin embargo, no poseen dicha regularidad y las escalas de tiempo se encuentran
en el rango de los segundos (Bauer y otros, 1999; Hanley y otros, 2004; Hattori y otros,
2005). Asimismo, los mecanismos involucrados son mas complejos y el detalle funcional
de los mismos no es todavia claro. En algunos casos se asocia el cambio en el poten-
cial de membrana a la fluctuacion de la concentracién de calcio en el citoplasma, en otros
a la variacién del pH intra y extracelular o a la presencia de ATP en el medio extracelular.

Los comportamientos oscilatorios han sido descritos en diversas areas de la biologia, como
la biofisica, la bioquimica y la ecologia. Uno de los ejemplos mas estudiados es el de las
oscilaciones de la via glicolitica, en las que las concentraciones de ciertos intermediarios
varfan en periodos de varios minutos (Goldbeter y Berridge, 1996; Edelstein-Keshet, 1988;
Murray, 2002a,b; Montero y Moran, 1992). Otro ejemplo muy estudiado es el del moho
del lodo Dictyestelium discoideum, que puede exhibir oscilaciones en la sintesis de AMP
ciclico, caracterizadas también por periodos del orden de minutos. En ecologia se describen
diversas circunstancias en las que ocurren oscilaciones de poblaciones debidas a fenémenos
de interaccién entre especies o a impactos de procesos epidémicos (Edelstein-Keshet, 1988;
Murray, 2002a,b; Montero y Morén, 1992). Las oscilaciones que ocurren en los procesos
bioldgicos suelen involucrar mecanismos méas complejos que los de los modelos fisicos mas
sencillos. Suele ser frecuente la observacion de situaciones mas extremas que las de una
oscilacién sostenida o amortiguada cléasica, pudiéndose llegar incluso a la presencia de caos
deterministico. El desarrollo de modelos para el andlisis de estos fenémenos constituye ya
una rama clasica del estudio de sistemas complejos en biologia (Delcroy y Goldbeter, 1982;
Takeuchi y Adachi, 1983; Montero y Moran, 1992; Haberichter y otros, 2000).

Modelos integrados de procesos de transporte a través de membranas

Diferentes propiedades celulares, tales como la concentracion interna de distintos iones,
el volumen celular o el potencial de membrana, constituyen un importante objeto de es-
tudio de la fisiologia celular. La adaptacion, supervivencia y evolucién celular depende
de la capacidad de las células de mantener estas variables dentro de rangos compatibles
con las funciones vitales (Weiss, 1996; Herndndez, 2003). La dindmica de estas variables
puede ser descrita utilizando modelos matematicos que integran diferentes procesos de
transporte a través de membranas. Este tipo de metodologia ha sido clasicamente em-
pleado en biofisica para la interpretacion de diversas propiedades celulares, tales como la
regulacién del volumen (Weinstein, 1997; Herndndez, 2007) y la generacién del potencial
de reposo de la membrana plasmatica (Jakobsson, 1980; Herndndez y Cristina, 1998). Se
han realizado algunos trabajos tedricos sobre oscilaciones del potencial de membrana en
células no excitables y en mitocondria (Cortassa y otros, 2004) que proponen modelos
explicitos de procesos de transporte a través de membranas combinados con mecanismos
bioquimicos. En estos modelos se integran diferentes procesos de transporte pasivo y activo
donde las variables son el potencial de membrana y las concentraciones de algunos iones,
y en los que se consideran diferentes formas de interaccion entre los flujos, los ligandos
transportados y las variables mencionadas. Habitualmente, la inclusién de una tinica espe-
cie de ligando intracelular (i6nico o no) y unas pocas variables celulares resulta suficiente
para que el modelo ya exhiba comportamientos complejos y su analisis resulte complicado.



La razén de la complejidad de este tipo de sistemas se pone de manifiesto por el hecho de
que los mismos consisten usualmente en sistemas de ecuaciones diferenciales no lineales.
Las herramientas de que se dispone para abordarlos son analiticas, si el nimero de ecua-
ciones es menor o igual a dos (estudios de estabilidad), y numéricas. La literatura sobre
el estudio de sistemas no lineales en general, y aplicados a la biologia en particular, es
abundante y en general implica realizar estudios sobre las propiedades de estabilidad de
los puntos estacionarios frente a pequenas perturbaciones de los mismos (FitzHugh, 1961;
Chay y Rinzel, 1985; Edelstein-Keshet, 1988; Montero y Moran, 1992; Strogatz, 1994;
Murray, 2002a,b).

Objetivos

El objetivo general de esta tesis es contribuir a comprender el papel que juegan los proce-
sos de transporte en el comportamiento de algunas variables celulares, como el potencial
de membrana y las concentraciones ionicas. El objetivo particular es estudiar modelos in-
tegrados de transporte en membranas biolégicas en los que el ligando transportado tenga
efectos alostéricos sobre el propio proceso de transporte. El propdsito es comprender las
propiedades basicas de estos tipos de modelos y sugerir algunos roles fisiolégicos posibles.
Para ello, se tratan modelos matematicos explicitos consistentes en sistemas de ecuaciones
diferenciales que describen la velocidad de cambio de las variables consideradas. Dichos
sistemas son estudiados desde un punto de vista analitico y numérico. Es algunos casos
se desarrollaran, asimismo, los modelos mecanisticos correspondientes, esto es, las des-
cripciones plausibles de los aspectos mecanicos del modelo de transporte considerado. Es
de destacar que los modelos trabajados aqui presentan un minimo de factores integrados,
siempre se busca que presenten el menor niimero posible de variables y parametros. Lo
que se pretende con esto es destacar los aspectos mas relevantes de los procesos mecanisti-
cos y bioquimicos involucrados. Otro camino, aqui no tratado, pero més presente en las
tendencias actuales es hacia la modelizacién de sistemas con un niimero creciente de ecua-
ciones y componentes, donde su solucién radica en la potencia de calculo de las nuevas
computadoras. A veces en algunos de estos modelos lo que se gana en capacidad de repre-
sentacion se pierde en discriminar los factores determinantes. Una desventaja del enfoque
utilizado en esta tesis es que los modelos aqui presentados no capturan la totalidad de la
complejidad ni de la riqueza de los mecanismos involucrados.

Metodologia

Se estudian dos tipos de modelos de transporte, los cuales contienen una y dos ecuaciones
diferenciales. Quedan excluidos de los estudios de esta tesis sistemas més complejos, de
tres o mas ecuaciones. Al incluir un nimero mayor de ecuaciones aumenta el nimero de
comportamientos que pueden ser descritos. En general, los sistemas de ecuaciones dife-
renciales a utilizar en este estudio no son originales como tales sino que son adaptaciones
de otros, empleados para describir situaciones en diferentes ambitos de la biologia. En
esencia, los modelos consideraran el transporte pasivo y activo de una especie a través de
una membrana. Los sistemas se estudian primero para el caso de una especie no ionica, y



después se incorpora el efecto del potencial de membrana para el caso de que el ligando
transportado tenga carga eléctrica.

En el capitulo uno se estudiaran modelos de una sola variable, cuya cinética dependera del
ligando transportado a través de un efecto alostérico. La concentracién intracelular del
ligando constituira la variable dependiente. Se estudiaran diferentes situaciones, en las
que el ligando posea efectos de activacién o de inhibiciéon del proceso de transporte. No
se incluiran en este capitulo los efectos del potencial de membrana.

En el capitulo dos se consideraran modelos de dos variables dependientes: la concentra-
cién interna del ligando y la concentraciéon del mismo en un estado intermedio durante
su pasaje pasivo a través de la membrana. Asimismo, se considerard el rol del poten-
cial de membrana. Estudios previos realizados en el marco de este trabajo muestran que
este modelo minimo de dos ecuaciones diferenciales puede mostrar una gran riqueza de
comportamientos. Entre otros, puede transformarse en un modelo formalmente idéntico
a un modelo clasico empleado para describir oscilaciones en vias metabdlicas (Higgins,
1964). Es interesante destacar que el “Modelo Minimo de Higgins” (ibid) presenta una
mayor riqueza de conductas dindmicas que otros modelos de dos ecuaciones, tales como
el clasico modelo de Lotka-Volterra (Higgins, 1964; Queeney y otros, 1996)o el oscilador
de Schnackenberger (1979). Como se mencionara, no se han explorado aqui modelos més
complejos, por ejemplo, de tres ecuaciones diferenciales, para describir situaciones plau-
sibles de transporte de un ligando a través de una membrana bioldgica. Estos tipos de
modelos podrian exhibir conductas dinamicas ain mas ricas que las de los modelos antes
citados, existiendo incluso la posibilidad de poder encontrar hasta dinamicas de caos deter-
ministico. Ejemplos de estos modelos de tres ecuaciones, que abundan en la literatura, son

los Delcroy y Goldbeter (1982), Takeuchi y Adachi (1982), Haberichter (2000) entre otros.

Desde el punto de vista metodolégico, para todos los modelos se realizan analisis de esta-
bilidad. Para ello se emplean las técnicas usuales en estos casos, las que implican hallar los
valores estacionarios del sistema, la realizacion de aproximaciones lineales en torno a los
mismos, la obtencién del sistema variacional a partir del conjunto de ecuaciones diferen-
ciales originales y finalmente el estudio de los valores propios del modelo lineal obtenido.
Para todos los modelos se realizan estudios numéricos. Para las simulaciones temporales se
emplea el método de integraciéon de Runge-Kutta de 4° orden y ocasionalmente el método
corrector-predictor de Hamming. Los lenguajes de programacién utilizados fueron Matlab
6.1.0.450 o superiores y C++, y se empled un computador PC con procesador Pentium
IV o superior.



Capitulo 2

Modelos de una dimension

Como se comentd en la Introduccion, en este capitulo se van a analizar modelos dinamicos
descritos por una unica ecuaciéon diferencial, siendo estos sistemas auténomos y la variable
dependiente la concentracién interna de ligando (z). Se estudiarén diferentes casos de ac-
tivacién e inhibiciéon del ligando transportado. Sélo se considerara aqui el caso de ligandos
no iénicos. El esquema mostrado en la Fig. 2.1 ilustra los dos mecanismos de transporte a
través de la membrana involucrados en el proceso. Asumiremos que el ingreso y la salida
del ligando de la célula ocurre a través de dos vias, un paso difusional (b) y un paso activo
(a). La regulacién alostérica podra ocurrir a través de una o ambas vias, dependiendo del
modelo, y sera debida exclusivamente a la especie molecular transportada. No se conside-
rard explicitamente ningin otro factor, como podria ser un metabolito energético u otro
ligando.

.
(ext.) @ F

(int.)

X X

() (b)

Fig. 2.1: Sistemas de Transporte.

El esquema cinético comun a todos los modelos se muestra en la Fig. 2.2.



Modelo 1

Fig. 2.2: Modelo Basico.

En el esquema de la Fig. 2.2 x,, k1, ko, k3, k4, son parametros positivos que representan la
concentracion externa del ligando, las constantes relacionadas con el paso difusional (&,
k) y las constantes relacionadas con el paso activo (ks, k4) respectivamente. A lo anterior
hay que agregar, en los casos particulares a analizar en este capitulo, las correspondientes
constantes de activacion e inhibicién que presentan las diferentes variantes del esquema
general.

2.1. Modelo 1

En este modelo no se considera efecto alésterico alguno por parte del ligando. Entonces,
el esquema es el propio de la Fig. 2.2, siendo la ecuacion correspondiente:

dl’/dt = (k‘Q + kg)l’o — (k?l + k’4)l’ (21)

Resulta facil encontrar una solucién de la Ec.(2.1), no obstante, antes de hallar una solu-
cion explicita se obtendra el modelo adimensional correspondiente, como ilustracién del
procedimiento que se empleard en los restantes sistemas a estudiar. La adimensionaliza-
cién es un procedimiento habitual en el estudio de sistemas fisicos (Segel, 1984; Strogatz,

1994).

Modelo adimensional

Las constantes cinéticas poseen dimensiones de inversa de unidades de tiempo, mientras
que la concentracién de [n/[L]?], simbolizando n la magnitud “cantidad de sustancia”.
Entonces, si se multiplica a ambos lados de la Ec.(2.1) por 1/z y luego se divide por
(k1 + k4) se obtiene:

dy/dr = a —y, (2.2)

siendo y = x/x,, a = (ko +k3)/ (k1 4+ k4) y 7 = (k1 + k4)t. La solucién de la ecuacion (2.2)
es:
y=a+ctexe (2.3)

donde cte = 2°/z% y 29, 20 las concentraciones iniciales intra y extracelulares de soluto,
respectivamente. El comportamiento de la Ec.(2.3) es mostrado en la Fig. 2.3.
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¥ inicial = 1e-3

tau

Fig. 2.3: Curso temporal de la ecuacién (2.3) (o = 0,417, cte = 10).

Como se observa en la Fig. 2.3 el comportamiento de la Ec.((2.3)) esta limitado a un
decaimiento exponencial. jEs posible con un modelo de una tnica ecuacion diferencial
disponer de comportamientos mas complejos que el mostrado? Para responder a esta
pregunta se analizaran a continuaciéon modelos similares al anterior, pero agregando inte-
racciones alostéricas en los distintos pasos. Estas interacciones seran descritas por medio
de constantes simples de activacién y de inhibicién, no detallandose aqui la naturaleza
molecular de estas modulaciones (por ejemplo, si las mismas implican cambios conforma-
cionales de algin tipo).

2.2. Modelos con interacciones

Los esquemas de la Fig. 2.4 muestran los posibles modelos a considerar. En principio,
existe un nimero mayor de esquemas cinéticos que incluirian interacciones alostéricas
del ligando (por ejemplo, si existen més de dos sitios de interaccién alostérica), los que
podrian o no tener plausibilidad biolégica. Entonces, jpor qué se consideran solamente
los mostrados en la Fig. 2.47 Los ocho modelos presentados alli se pueden dividir en dos
grupos. El primero incluye a modelos en los que las interacciones alostéricas afectan tni-
camente a una de las constantes del paso difusional o del paso activo. Por ejemplo, los
modelos 4 y 5 muestran dos modulaciones diferentes que afectan a k4 (paso activo), desde
el punto de vista bioldgico esto es distinto de afectar a k; que es un paso difusional, pero
la estructura matematica de los dos sistemas son semejantes y por tanto las conductas que
se van a observar en la solucion de las respectivas ecuaciones diferenciales son similares.
La misma consideracion de simetria se puede realizar para las constantes ks y k3, tomando
como eje de simetria la concentracién interna y siempre teniendo presente que son pasos
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fisicamente diferentes.

Modelo 2 Modelo 3
[l}/\ [-m
XCI )( Xﬂ xﬂ x xﬂ
Modelo 4 Modelo &
X, 3 X, X, X X,
[U {U
Modelo & Modela 7
(J}/\ ﬂ[’f}
X, X X, X, X X,
A HU
Modela 8 Modela9
m-} /\H
X, X X X5 X Xs

Fig. 2.4: Modelos con interacciones alostéricas de ligando. Los esquemas muestran posibles
efectos alostéricos positivos (4) y negativos (-) del ligando sobre los diferentes pasos.

El segundo grupo esta constituido por los modelos 6 a 9, que presentan dos interacciones
simultaneas. Al igual que en el grupo anterior de modelos, se pueden hacer consideraciones
de simetria para reducir el nimero de sistemas a estudiar. Por ejemplo, el simétrico
correspondiente al esquema del modelo 9 se obtendria al intercambiar el tipo de interaccion
(esto es, positiva o negativa) sobre las constantes moduladas, pero desde el punto de vista
de su comportamiento dinamico no existiran diferencias entre uno u otro. Para el caso del
modelo 6 las constantes afectadas son ks y k3. Veremos aqui que este tipo de modulacion
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conduce a obtener un modelo adimensional similar al del modelo 2. No obstante, a pesar
del hallazgo de dindamicas bésicas similares en esquemas distintos, siempre debe tenerse
presente que se trata de procesos fisicamente diferentes. Como se mencionara, para realizar
el estudio dinamico de los sistemas se les transformara de modo de obtener modelos
adimensionales y con un menor nimero de variables. En la Tabla 2.1 se muestran los
correspondientes cambio de variable y parametros adimensionales de los modelos 2 a 9.
Como puede constatarse, las dimensiones de ky, ko, k3 y k4 vy de x v x, son las mismas que
para el Modelo 1, mientras que para las constantes de activacién e inhibicién son [L]3[n] ™!

’ Modelo

IE

B

[

Variable A T
» kotk _ _
2 y = % A=kpxo 7k1+£4—2314 (k1 + ka — k3 A)t
— T J— ko k3
3 Yy = zq e Fitka krzo (k1 + ka)t
kotks ki+k _
4 y = % A=kgzo i4A‘3 i4A4 kg At
. — katkg kg
5 v=2 - ol krzo kit
x kotk — —
6 Y=oy Ag = kazzo; A3 = kazzo m (k1 + ka — koA — k3 Ag)t
oz — . — kytks kytky —
7 Y=g A1 =kaizo; Aa = kagzo K A, Tk AT BA TRy Ag (k1 A1 + kg Ag)t
. _ kotk k
8 y = % % ﬁ Iy = krizos Iy = krgzo kat
» kotk k
9 y= Ay = kagzo e =y I = krizo kit

Tabla 2.1: Variables y parametros adimensionales.

La Tabla 2.2 muestra los valores numéricos de referencia de los parametros de los distintos
modelos empleados para los estudios numéricos. Algunos de estos valores fueron extraidos
de algin trabajo previo (Hernandez, 2003), y valores semejantes a éstos (en rango y
magnitud) se asignaron a los pardmetros restantes.

Unidades ‘

Parametro

To 10~ 19molem—3
k1 10s~1

ko 10s~1

k3 2,551

ky 20s~1

ka 1019mol—Lem?
ka1 1019mol—tem?3
kas 5% 109mol~lem3
kas 109mol—Lem3
kaa 5% 109mol~tem3
kr 1019, mol~1em3
k1 5% 109mol~lem?3
kra 1019mol—tem?

Tabla 2.2: Valores numéricos de los parametros
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2.2.1. Modelo 2

La ecuacion correspondiente al Modelo 2 (fig. 2.4) es
dr/dt = (ko + k3)xe — (k1 + kg — k3A)z, (2.4)

que sin dimensiones resulta tener la siguiente forma:
dy/dr = C —y. (2.5)

La Ec.((2.5)) es similar a la Ec.((2.2)), por lo tanto su solucién es del mismo tipo. No
obstante, se puede realizar un estudio de estabilidad de los puntos estacionarios, donde
en este caso hay un unico estado:

j=C. (2.6)

La derivada de f(y) evaluada en g brinda un criterio para decidir el tipo de estabilidad,
de forma tal que si:

<0 entonces gy es estable

f(@) (2.7)

> (0 entonces ¢ es inestable,

donde es f(y) = C'—y. En el Modelo 2 la derivada de f(y) es igual a -1 entonces el estado
estacionario es estable (independientemente del signo de C el cual podria ser negativo,
aunque no tendria significado biolégico). Al tratarse de un sistema de primer orden (una
unica ecuacién), el unico comportamiento posible en la aproximacién a un estado de
equilibrio estable es monoétono y no existen otros tipos de conductas como pueden ser
oscilaciones. Lo anterior es valido siempre que la ecuacién diferencial no sea de la forma
0=f (0), donde f ahora describe la variacién de un vector sobre un circulo (Strogatz,
1994). El Modelo 2 no muestra, en consecuencia, otras caracteristicas de interés que las ya
mencionadas, y las variaciones que se puedan producir en las constantes no van a cambiar
cualitativamente la evolucién del sistema.

2.2.2. Modelo 3

La ecuacién para el sistema 3 (fig.2.4) es
T = ]{32370 + kfgf[)o/(l + k’]l’)) - (k’l + k’4)I, (28)

donde k; es una constante de inhibicién. Realizando las convenientes sustituciones se
obtiene la nueva ecuacion

dy/dr =C+ D/(1+ Iy) —y, (2.9)

donde sus componentes son adimensionales (cf. Tabla 2.1). Para hallar los puntos de
equilibrio de la Ec.(2.9) existen dos métodos, uno analitico y otro gréfico. Para el primero
se buscan las raices que anulan (2.9), obteniéndose la siguiente expresién resultante para
los estados estacionarios:

(IC = 1)+ \/(IC =12 +4I(C + D)
21 ’

g = (2.10)
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donde el término contenido en la raiz es mayor que 0. Por esta razon se obtienen dos
raices, una negativa y otra positiva, pero sélo la iltima tiene significado biolégico. Por
este camino es poca la informacion que se puede extraer del modelo, mas alla que a priori
se sabe que C, D e I son constantes positivas (Tabla 2.1). La alternativa es una solucién
grafica, que consiste en igualar la Ec.(2.9) a 0 y luego despejar, obteniéndose la expresion:

C+D/(1+1y)=y. (2.11)

Se grafican los dos términos (a la derecha y a la izquierda de la igualdad) y los puntos
de interseccion entre ambos son los puntos fijos del sistema. Las curvas correspondientes
a las funciones se nuestran en la Fig. 2.5, correspondiendo el color negro a fi(y) =y y el
rojo a fo(y) = C'+ D/(1 + Iy) donde los valores de C, D e I son los correspondientes a la
Tabla 2.2.

o5l \ C+DI(1+1y)) |

Fig. 2.5: Representacion grafica de la Ec.(2.11).

Para valores positivos de y hay un tnico punto fijo, el que se obtiene realizando la pro-
yeccion sobre el eje de las abscisas del punto de corte de las dos curvas (Fig. 2.5, flecha).
Tomando como referencia este punto, a la izquierda del mismo la funciéon C + D/(1+ Iy)
es mayor que y y la Ec.(2.9) tiende a valores positivos crecientes, mientras que a la derecha
del punto la funcién tiende a valores decrecientes. Por lo tanto, concluimos que el punto
fijo es estable.

También es posible estudiar como se comporta este punto estacionario frente a cambios

de los parametros, es decir, si cambia su estabilidad o si el punto fijo llega a desaparecer.
Para ello se deriva respecto a y a ambos lados de la igualdad (2.11):

d D d
o+ ) = 2w (212)
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y se busca un valor critico del o de los parametros que afecten las propiedades de los
puntos estacionarios. Para el caso considerado aqui, estos valores criticos coinciden cuando
el punto de corte de los gréficos es tangente a los mismos. En el Modelo 3 hay tres
parametros, de los que sélo se consideran cambios en D e I, no asi en C. Como puede
verse en la expresion (2.11), el término de la derecha es independiente de los pardmetros.
A partir de la Ec.(2.12) se llega a

DI
_(1 +—1y)2 - 1. (2.13)

Operando y sustituyendo en la Ec.(2.11) se tiene que I = szy y D= % Para este

sistema no es esperable encontrar bifurcaciones, porque para distintos valores de f, el
corte con f; siempre ocurre en un unico punto. La estabilidad de este punto nunca se ve
afectada para un rango de valores positivos de C', D e I.

2.2.3. Modelo 4

Para el sistema 4 la modulacion es positiva y ocurre sobre el paso mediado por la constante
k4. La ecuacion correspondiente es:

dx/dt = (ky + ks3)x — (k1 + k)2 — kaks2?, (2.14)

donde k4 es la constante de activacién. Si se eliminan las dimensiones de la Ec.(2.14) el
Modelo 4 toma la forma

dy/dr = C — Dy — v, (2.15)

siendo C y D las constantes positivas definidas en la Tabla (2.1).

El punto estacionario de interés del sistema ((2.15)) es:

D —+/D?+4C
) ’

j = (2.16)

ya que D < /D? +4C.

I[gualando la Ec.(2.15) a 0 se obtiene C' = Dy + y*. Empleando el mismo procedimiento
que para el Modelo 3, graficamos las dos funciones correspondientes en la Fig. 2.6.
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35

A=1.0
30 B

251 B

20} Dy+y* ]

Fig. 2.6: Representacion grafica de las funciones correspondientes al Modelo 4

En la Fig. 2.6 se representa en rojo la funcién fi(y) = Dy+1? y en negro fo(y) = C, para
valores de C=0.625 y D=1.5. El punto de corte entre ambas funciones es el correspondi-
ente punto estacionario de la Ec.(2.15) proyectado sobre el eje y. Para un rango positivo
de valores de y hay un unico punto fijo el que, utilizando similares argumentos a los del
Modelo 3, concluimos que se trata de un punto estable.

Para estudiar la existencia de bifurcaciones en el Modelo 4 se iguala y deriva las funciones

fiy) y fa(y):

d d

—(C)=—(Dy+y*) = 0= D +2y. 2.17

dy() dy( y+y) +2y (2.17)
Despejando, obtenemos D = —2y y el valor del pardmetro C' = —y?. Es interesante ob-

servar lo que sucede con la evolucién de los puntos fijos del sistema. Para estos valores de
C so6lo hay dos puntos fijos de diferente signo. Para valores menores de C', incluso si se
elimina la restriccion de tomar valores exclusivamente positivos, se observa que los puntos
fijos tienden a colapsar en un tnico punto (punto critico) y finalmente a desaparecer.
Esto se observa en la Fig. 2.7 para valores decrecientes de C'. Esta conducta corresponde
a la existencia de un punto de bifurcacién del tipo de Punto Silla. Para lograr modificar
unicamente C' y no los otros parametros del modelo, se debe aumentar o disminuir la
constante k3 con respecto al valor de referencia de la Tabla 2.2. ;jCémo es la estabilidad
de este punto critico, el que ocurre cuando C, = —D?/4? Realizando el mismo tipo de
razonamiento que empleamos para concluir el tipo de estabilidad de los puntos fijos en los
casos anteriores, podemos observar en la Fig. 2.7 que si se aproxima al punto estacionario
desde la derecha este es atractivo, mientras que si se lo hace desde la izquierda es repul-
sivo. Ademas, las propiedades dindamicas del punto critico no cambian con los diferentes
valores de C. Si se grafica y(C') (Fig. 2.8) se puede apreciar el comportamiento y estabili-
dad de los puntos fijos del Modelo 4 para un un valor fijo de D (D = 1,5). En la Fig. 2.8,
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la linea negra continua representa valores estables del punto estacionario para distintos
valores de C, mientras que la linea roja discontinua representa valores inestables.Como
puede apreciarse, ambos curvas convergen para el valor critico de C antes mencionado.
Como dijeramos mas arriba, este tipo de bifurcacion recibe el nombre de bifurcacion de
Punto Silla (Strogatz, 1994).

35 T

30 B

20 B

215 \/ \ k,=250 i

Fig. 2.7: Representacion grafica de la Ec.(2.17).

Fig. 2.8: Diagrama de estabilidad del Modelo 4
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También es posible obtener la dependencia entre los parametros C, y D realizando las
llamadas curvas de bifurcacion (Fig. 2.9). Puede observarse en esta figura que para un
C' mayor que el valor critico existen dos estados estacionarios, mientras que para valores
menores no existe ninguno.

5L dos puntos fijos dos puntos fijos

20} i

25 I 1 I I I I I I I
-10 -8 -6 -4 -2 0 2 4 6 8 10

Fig. 2.9: Dependencia del valor critico con los parametros.

Se debe remarcar que la bifurcacién mencionada sélo ocurre para valores negativos de C
ey, y por consiguiente no tiene significado biolégico. Por otro lado, la forma de variar C'
disminuyendo a k3, hace que esta constante tenga un peso cada vez menor en la deter-
minacion de ', lo cual implica que no es posible lograr hacer tender C a 0 modificando
exclusivamente dicha constante. También es posible modificar C variando la constante
ks (Tabla 2.1), en ese caso se logra afectar a todos los parametros de la Ec.(2.15). Sin
embargo, las conclusiones extraidas mediante este procedimiento no son diferentes de las
anteriores.

2.2.4. Modelo 5

En el modelo 5 (Fig. 2.4) la interaccién en el paso mediado por k4 es negativa, por lo
tanto su correspondiente ecuacion es:

ka

dr/dt = (kg + k3)r, — ———x — kix. 2.18
x/ (ko + k3)x i k;[:(:)x 1z ( )
La ecuacién sin dimensiones resulta ser
dy/d C D (2.19)
T=C———"—y—1y, )
Y a+1y)? 7Y
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donde I es el producto de la constante de inhibicion k; por x,. El estado estacionario de
la Ec. (2.19) para el rango de interés es

(IC—D—1)++/(IC-D—1)2+4IC
21 ‘

j = (2.20)

Utilizando el método grafico empleado para los modelos previos, obtenemos el gréfico
mostrado en la Fig. 2.10 a partir de la igualdad C' = ﬁy + v,

1=1.0

Dyi(1+ly)+y

Fig. 2.10: Representaciéon grafica del Modelo 5 en estado estacionario.

para los valores C=1.25 y D=2.0 e [=1.0. Como puede observarse en la Fig. 2.10, nueva-
mente para valores positivos de las constantes y variables solamente hay un tnico punto
fijo que es estable. Por mas que se haga variar C dentro del rango positivo el punto esta-
cionario no desaparece y tampoco cambia su estabilidad.

Si se desea encontrar bifurcaciones del sistema 5 se procede a derivar la igualdad anterior,

D

Despejando D en la Ec.(2.21) se obtiene que
D = —(1+ Iy)*. (2.22)

Sustituyendo en la igualdad mostrada arriba, se tiene que C' = —Iy?. En ambos casos, los
valores de C y D tienen que ser negativos para verificar las respectivas igualdades. Por
lo tanto, en caso de que existan bifurcaciones las mismas no se encontraran en el rango
positivo de los parametros.
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2.2.5. Modelo 6

Este modelo (fig. 2.4) presenta dos interacciones positivas que afectan simultaneamente
el aumento de la concentracién interna de la especie(x). Para el esquema 6 la ecuacién
correspondiente es:

dr/dt = [ko(1 + kaox) + k3(1 4 kasx)]z, — (k1 + k4)z, (2.23)

donde k45 v k43 son las constantes de activacion para los pasos mediados por las constantes
ko v ks, respectivamente. Procediendo de igual forma que para los modelos anteriores, a
partir de le Ec.(2.23) la ecuacién adimensional resultante es

dy/dr =C — vy, (2.24)

la que es formalmente similar a la Ec.(2.5), aunque los C' no representan la misma com-
binacién de constantes cinéticas. El Modelo 6 tiene, por consiguiente un comportamiento
semejante a los modelos 1y 2.

2.2.6. Modelo 7

Si ahora se consideran interacciones positivas similares al modelo anterior (Fig. 2.4), pero
sobre las otras dos vias, se obtiene:

dl‘/dt = (kg + kg)l‘o — (kl + k4).1' — (klkAl + k4]€A4)Z‘2, (2.25)

siendo k4, v ka, las correspondientes constantes de activacion. Eliminando las dimensiones
de la Ec.(2.25) se llega a
dy/dr = C — Dy — y*. (2.26)

Esta ecuacion es similar a la del Modelo 4. Por consiguiente, el Modelo 7 posee un com-
portamiento analogo al del Modelo 4.

2.2.7. Modelo 8

Para el Modelo 8 (fig 2.4) las interacciones negativas conducen a la siguiente ecuacién
x x
- k4 )
(1 -+ k[ll') (1 -+ k[4.1')

donde ki v kr4 son las correspondientes constantes de inhibicion. El sistema 8 sin dimen-
siones resulta ser:

d.ﬁE/dt = (]{?2 + kg)ﬂfo - ]{31

(2.27)

D 1
dy/dr = C — + , 2.98
y/dr <1+11y 1+I4?/)y ( )

y la expresion correspondiente para el estado estacionario dentro del rango de concentra-
ciones es

 —(Chi+ 1) — (D+1)—/(CL+ 1) — (D+1))? —A(CLI — (DI, + I))C
4= 2(CLL — (DI + 1)) '

(2.29)
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Realizando la bisqueda de los puntos fijos del modelo por métodos graficos, se descompone

la ecuacion Ec.(2.28) en el siguiente par de funciones: f; = C'y fo = <% + 1+114y) Y.

Para C' = 0,625y D = 0,5 el grafico correspondiente se muestra en la Fig. 2.11.

1.6

fty)

0.8

(DR YT+, )y

06K

0.4

0.2

Fig. 2.11: Representaciéon grafica del Modelo 8 en estado estacionario.

Como se observa en la figura, nuevamente se encuentra un unico punto fijo estable.
. Qué sucede con este estado si se afecta alguna de las constantes de inhibicién? En las
Figs. 2.12 y 2.13 se observan los comportamientos de las curvas para distintos valores de

Il y de ]4.
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1,=0.5

5 1,=100.0

\ 1,=100000.0
Y

04} .

Fig. 2.12: Andlogo a la Fig. 2.11, pero para diferentes valores de I.

1,10

0.8 |4=100.0 i

\ \ 1,=100000.0

04+ -

0.2 B

Fig. 2.13: Andlogo a la Fig. 2.11, pero para diferentes valores de 4.

En las Figs. 2.12 y 2.13 algunos de los valores numéricos considerados para Iy e I se
encuentran fuera del rango biolégicamente plausible, pero se incluyen para observar el
comportamiento “limite” del sistema. Se puede ver que, incluso para valores elevados de
las constantes de inhibicion, el punto estacionario no desaparece ni cambia su estabilidad.
Sin embargo, para valores crecientes de C' se observa que el punto fijo desaparece, tal
como se muestra en el grafico Fig. 2.14,
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T
k=27

k=25

)
e
0-);\_

|
3

\ k3=2.5

0.6 B

041 .

0.2 B

Fig. 2.14: Anélogo a la Fig. 2.13, pero para diferentes valores de k3.

lo cual implica que nos encontramos en presencia de una bifurcacién. El aumento de C se
logra incrementando k3, lo que bioldgicamente implica aumentar el ingreso del ligando a
la célula por el paso activo. Debe observarse también que el incremento de k3 solo afecta
a C. Sin embargo, ésto si sucede si se incrementa D, dado que un cambio en k; implica
necesariamente un cambio en ko.

Para comprender la dinamica de este sistema y qué tipo de bifurcacion es la observada,
y de igual forma que se realizara para el Modelo 4, se extendié el grafico de la Fig 2.14 a
valores negativos de y. Aunque ya se sabe que la regién correspondiente a estos valores no
se va a considerar, incluirlos permite visualizar todos los estados estacionarios del sistema
y como se comportan para distintos valores de C.
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250 T T 250 T T 250

200l k=25 | 200l k=50 | o200l k=150 |
150+ 1 150+ 1 150F 1
100+ 1 100+ 1 100 1

500 1 50 1 s0f 1

e ) 2

o- o ¥ 1 0 0 1
50+ 1 50t 1 50 1
100} 1 100+ 1 -100F 1
150 | 1 1501 4 -150f 1
-200 : -200 : -200 :
-4 2 0 2 4 2 0 2 -4 2 0 2
y ¥ y

Fig. 2.15: Andlogo a Fig.2.14, pero incluyendo valores negativos de y.

En la Fig. 2.15 se puede apreciar que el Modelo 8 presenta un punto estacionario negativo,
que si bien cambia su valor, siempre existe. Un segundo punto estacionario primero aparece
para valores positivos, desaparece y luego vuelve a surgir para valores negativos de y. Sin
embargo, ninguno de los puntos cambia sus propiedades de estabilidad, las que siempre
son estables. La Fig. 2.16 muestra el diagrama de bifurcacién del punto de la Fig. 2.15
que toma valores positivos, mientras que la Fig. 2.17 el correspondiente al punto negativo.

200 T T T T T T T T T
100 - -
0

-100 -

-200 - -

-300 - -

400+ -

-500 - -

-600 - B

_7DD 1 1 1 1 1
0.4 1 18 2 25 3 35 4 4.5 ] 85

Fig. 2.16: Diagrama de bifurcacién del punto fijo positivo de la Fig.2.15.
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-1.161 Bl

-1.251F B

-1.35F A

"5 1 15 2 25 3 35 4 45 5 55

Fig. 2.17: Diagrama de bifurcacién del punto fijo negativo de la Fig.2.15.

Los diagramas de bifurcaciéon mostrados en las Figs. 2.16 y 2.17 no coinciden con los
descritos en la literatura para sistemas de una dimensién (Strogatz, 1994), por lo tanto
las bifurcaciones encontradas para el Modelo 8 no pueden clasificarse como Punto Silla,
Transcritica o Pitchfork. La caracteristica mas destacable de las mismas es que el punto
de equilibrio no cambia las propiedades de estabilidad para los diferentes valores de los
parametros. Desde el punto de vista bioldgico resulta razonable pensar que la constante ks
no puede incrementarse indefinidamente. En resumen, una de las propiedades destacables
del Modelo 8 es que presenta bifurcaciones, pero las mismas no tienen otra consecuencia
mas que la desaparicion del punto fijo para valores crecientes de k3 en el rango fisicamente
plausible de concentracion del ligando transportado.

2.2.8. Modelo 9

Finalmente se considera, nuevamente, una doble interaccion, pero donde una es positiva
y la otra es negativa. La ecuacién correspondiente es:

T

dr/dt = (ky + k3)x, — ky(1 + K —k—, 2.
x/dt = (ko + k3)wo — k(1 + kasz)x T (2.30)
que sin dimensiones resulta ser
)
dy/dr=C —-D(1+ A — . 2.31
y/dr (1+ Ay 1 (2.31)

Para este modelo encontrar los estados estacionarios implica resolver una ecuacién de
tercer grado, por eso el estado estacionario de interés (para el rango positivo de y) es
obtenido por métodos numéricos (ver Tabla (2.3)). Si se grafica fi(y) = C' vy fo(y) =
C =D+ Ay +
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Fig. 2.18: Representaciéon grafica del Modelo 9 en estado estacionario.

nuevamente se observa que hay un tnico punto fijo para valores positivos de y, el cual
es estable (Fig. 2.18). Como se desprende de la inspeccién de esta figura, el Modelo 9 no
presenta bifurcaciones en el rango de interés de y.

2.3. Tiempos de relajacion

La Tabla (2.3) muestra los correspondientes estados estacionarios para los Modelos 3 al 9.
Se nota que para el modelo 9 el valor del estado estacionario se obtuvo mediante métodos
numeéricos utilizando la funciéon fzero de MATLAB. Del anélisis realizado previamente

’ Modelo ‘ Estados Estacionarios ‘

. (IxC—1)++/(IC—1)2441(C+D)

3 ¥y= 21

4 g = cf\/ic22+4D

5 . (IC=D-1)4+4/(IC—D—-1)244IC
¥y= 21

6 g=0C

7 §= C—\/E‘22+4D

8 L —(CU1+14)—(D+1))=+/(CU1+14)— (D+1))2—4(CI1 14— (DIs+11))C)
y= 2(CT 14— (DIs+11)

9 3,87568 * 10~1

Tabla 2.3: Estados estacionarios de los Modelos 3 a 9

concluimos que los sistemas que muestra la Tabla 2.3 son asintéticamente estables para el
rango plausible de valores de x. No obstante, es interesante conocer como se comportan

26



los distintos modelos frente a perturbaciones del estado estacionario. En Fig. 2.19 se
muestra la evolucién dindamica de los modelos 3 a 9 frente a dos perturbaciones del estado
estacionario. Para comparar entre los distintos modelos, en el eje de ordenadas los valores
de y estdn normalizados respecto al correspondiente valor estacionario de cada modelo.
En un caso se parte de un valor diez por ciento mayor que el valor del punto fijo, en el
otro diez por ciento menor.

1.1

h rojo:modelo 3
amarillo:modelo 4
magenta:modelo 5
turguesa:modelo 6
verde:modelo 7
azul:modelo8
negro:modelo 9

1.056

yhy-est.

0.95

09!
0

tiempo

Fig. 2.19: Evolucion temporal de los modelos 3 a 9 en respuesta a perturbaciones de su esta-
do estacionario

En primer lugar hay que observar que en todos los casos los comportamientos de los sis-
temas son consistentes con lo concluido en las secciones anteriores, donde comprobamos
que todos sus puntos de equilibrio son asintéticamente estables. El Modelo 9 es el que
mas rapidamente vuelve al valor estacionario, mientras que el Modelo 8 es el que presenta
el tiempo de relajacion mayor. Se pueden agrupar los diferentes modelos de acuerdo a los
tiempos de relajacién. El primer grupo esta constituido por los modelos que poseen los
tiempos menores, el Modelo 9 y el 7. Ambos modelos presentan dos interacciones sobre
los mismos pasos, pero mientras que en el Modelo 7 ambas son positivas en el 9 una
es negativa y otra positiva. El grupo siguiente esta compuesto por modelos con tiempos
intermedios de relajacion, los Modelos 4 y 5, los que poseen una interaccién sobre ky.
El grupo siguiente posee tiempos mas lentos y esta constituido por los Modelos 3 y 6,
los que también tienen una unica interaccion pero sobre k3. Finalmente, el Modelo 8 se
caracteriza por poseer el tiempo mas lento, presentando dos modulaciones negativas en
los pasos mediados por k3 y k4. Salvo para este ultimo caso, podria concluirse que, para
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la determinacion de los tiempos de relajaciéon son mas importantes las posiciones donde
ocurren las interacciones regulatorias que el tipo de las mismas. En todo caso, los Modelos
8 y 9 parecen representar los comportamientos extremos para un maximo de dos interac-
ciones de diferente tipo para los sistemas propuestos, donde las modulaciones ocurren en
los pasos mediados por ki y ky.

Los estudios realizados en esta secciéon y en las anteriores permiten concluir que todos
los modelos propuestos son asintoticamente estables dentro del rango plausibles de con-
centraciones y que, exceptuando el Modelo 8, no muestran la aparicién de bifurcaciones
dentro de dichos rangos. Con respecto a los tiempos de relajacion, éstos se ubican entre dos
limites, el menor representado por el Modelo 9 y el mayor por el Modelo 8. Hemos desta-
cado aqui que ambos modelos presentan interacciones regulatorias sobre los mismos pasos.
Esto puede interpretarse observando la estructura de los modelos propuestos (Fig. 2.4).
Cuando se afecta a las constantes k; y k4 los términos correspondientes incluyen z, lo
que hace méas complejas a las ecuaciones. En suma, exceptuando el Modelo 8, los modelos
estudiados aqui no presentan propiedades dinamicas complejas. De todas formas,como se
mencionara el hallazgo de bifurcaciones para el caso del Modelo 8 no posee mayor efecto
sobre las propiedades dinamicas generales de dicho sistema. Conductas dinamicas més
ricas podrian obtenerse sustituyendo las constantes de inhibicién y activaciéon empleadas
aqui por expresiones que consideren interacciones alostéricas explicitas y caracteristicas
estructurales detalladas de los procesos de transporte considerados.

2.4. Conclusiones

Segin se mencionara en los modelos estudiados la presencia de mecanismos regulatorios
del ligando transportado puede afectar los tiempos de relajacién frente a perturbaciones
de distinto tipo. Estds perturbaciones se pueden identificar con cambios en condicio-
nes asociadas a determinados estados estacionarios. Una especulacion posible, es que los
distintos tiempos de respuesta podrian estar involucrados en fendémenos de senalizacion
celular que operen a través de sistemas transporte. En estos mecanismos, en general, la
evidencia tiende a mostrar que estan involucrados procesos de retroalimentacién (positiva
o negativa) y o de swicht. En diferentes dreas de la Biologia se han propuestos modelos
que describen comportamientos donde se introduce los mecanismos antes mencionados.
Dos de los modelos que se pueden citar son los propuestos por Heinreich (1996) y Lewis
(1979), ambos tienen en comun ser descritos por una tinica ecuacion diferencial. E1 modelo
de Heinrich y Schuster (1996) describe un sistema metabdlico con vias ramificadas, donde
una via u otra se activan alternativamente y son reguladas por un feedback positivo. Este
sistema desde el punto de vista dindmico presenta multiples estados estacionarios, donde
al cambiar los valores de los parametros el nimero y la conducta de estos estados se mo-
difican. El modelo morfogenético de Lewis (Lewis y otros, 1977) también es un ejemplo
de switch bioquimico, en esta caso la expresién de un gen es activado por la presencia de
una determinada sustancia, y donde también presenta un feedback positivo(citas). Otro
modelo de interés es el propuesto por Ludwig(1978), para el estudio de las relaciones en-
tre bosques y poblaciones de insectos. Al igual que los anteriores est4 compuesto por una
unica ecuacién diferencial, pero que no presenta mecanismos de retroalimentacion o de
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switch. Sin embargo, es capaz de generar comportamientos dindmicos complejos (Ludwig
y otros, 1978).

No resulta inverosimil plantear modelos similares a los antes mencionados, aplicados a
sistemas de transporte como los propuestos en este capitulo. En donde el flujo pasivo
y activo pueden ser regulado por multiples caminos en forma simultanea o alternativa,
considerando ademas los tiempos de respuesta en alcanzar el o los estados estacionarios.
No obstante, estos modelos deberian considerar aspectos analizados aqui con respecto a
los Modelos 3 al 9. Pero necesariamente deben presentar en sus ecuaciones términos que
reflejen relaciones mas complejas entre los componentes del sistema que los modelos vistos
aqui.
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Capitulo 3

Modelos no continuos y de 2
dimensiones

Como se comento en el capitulo anterior, los modelos continuos de una dimension presen-
tan un nimero limitado de comportamientos, a esto se suma que las ecuaciones presenta-
das buscan tener un minimo de constantes y de detalles mecanisticos. En este capitulo se
tratan sistemas que son conformados por una o dos ecuaciones diferenciales. En el primer
caso que se va a abordar, al contrario de los modelos ya vistos, para el sistema de una
dimensién uno de los parametros opera en forma discreta, semejante a los modelos de
Hodgkin y Huxley (1952) con variaciones discretas en la conductancia. En el caso de los
sistemas con dos ecuaciones diferenciales a tratar aqui, éstos son continuos, como en el
caso de los del primer capitulo. En este capitulo y el siguiente se desarrollan estudios
contenidos en un trabajo recientemente publicado por nosotros (Perdomo y Hernandez,
2009) el cual se adjunta. Aqui desarrollamos algunos aspectos analiticos y en el proximo
capitulo simulaciones numéricas de los modelos considerados. Estos se proponen con el ob-
jetivo de describir oscilaciones eléctricas en membranas no excitables. En particular, estos
modelos se aplican para describir algunos aspectos esenciales del transporte de protones
en mitocondria. Todos los modelos consideran, por un lado, el bombeo de protones por
intermediarios de la cadena respiratoria y por el otro el flujo entrante pasivo del ién. Sobre
la base de alguna evidencia experimental obtenida por diversos autores (Hattori y otros,
2005; Vergun y otros, 2003; Vergun y Reynolds, 2004; Cortassa y otros, 2004), todos los
modelos asumen que la conductancia proténica de la membrana interna mitocondrial es
modulable por el pH de la matriz. De esta forma, veremos que el comportamiento oscilato-
rio no ocurre por la presencia de canales voltaje dependientes, sino por el efecto directo de
la modulacién en la cinética del canal debida al protén transportado. En los tres modelos
analizados en el referido trabajo y discutidos aqui, se considera entonces que el transporte
del i6n es regulable por él mismo, es decir que el i6n que atraviesa la membrana a su vez
modula su conductancia. Esto ha sido observado en diversos canales de protones, algunos
de los cuales, pese a ser voltaje dependientes, también admiten modulacion por los propios
protones (DeCoursey, 2003). Tal tipo de regulacién por el ligando transportado también
ha sido observado en diversos canales de calcio (Lee y Catterall, 2005). De interés para
nuestro trabajo es enfatizar que, a partir de su evidencia experimental, Hattori y otros
(2005) propusieron que el flujo de protones a través de la membrana interna mitocondrial
es regulado por el pH de la matriz.
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La Fig. 3.1 muestra esquematicamente los aspectos esenciales de los procesos de transporte
considerados para elaborar los tres modelos (Modelo I, IT y IIT). Al igual que en el capitulo
2, la concentracién extracelular (xy) es un pardmetro en los tres modelos. EI Modelo 1
estd conformado por una tnica ecuacion, ya que el ingreso del catién al interior ocurre en
un unico paso. En los Modelos 11 y III esto ocurre en dos etapas. La primera de estas etapas
la constituye el movimiento del i6n desde el exterior hacia un compartimento intermedio a
nivel de la membrana. Este compartimento podria corresponder a un vestibulo del canal
proténico considerado (Adley y Stanfield, 1996). En este caso, la concentracién en el
vestibulo (z) es una de las dos variables dependientes en los Modelos 11 y I11. Para estos
modelos, la segunda etapa del transporte pasivo del ién hacia el interior estd constituida
por el flujo desde el vestibulo hacia el interior celular (Fig. 3.1B), siendo la concentracion
del i6n en éste tltimo compartimento (y) la otra variable dependiente.

A B
I/’ [a] rr’ [a]

(2) -----#
N

(EL) (1

Fig. 3.1: Procesos de transporte del ién considerados en los modelos I IT y III.

El transporte del i6on se completa por el bombeo del mismo desde el compartimento in-
terno al exterior. Ello ocurre a través de dos procesos de transporte activo (Fig. 3.1).
El proceso mediado por el sistema 1 es electroneutro y asumimos que, en condiciones
fisiologicas, ocurre en forma irreversible. El otro proceso de transporte activo del proton
(EL) es electrogénico y ocurre reversiblemente.

3.1. Incorporacién del potencial de membrana

El potencial de membrana (V,,) es la otra variable dependiente de interés, aunque no se
encuentra integrada en las ecuaciones en ninguno de los tres modelos. Su comportamiento
es obtenido a partir de los resultados de la integraciéon numérica de los respectivos modelos.
Asumimos aqui que los sistemas de transporte 1, 2 y 3 (Fig. 3.1) son independientes del
potencial de membrana y que sélo el proceso EL es electrogénico. El flujo del ién mediado
por EL es

Jion = WTo = 1Y, (3.1)
donde los parametros cinéticos son afectados por la diferencia de potencial eléctrico a
través de la membrana, definiendo V,,, como la diferencia entre el potencial eléctrico en el
exterior (V,) menos el potencial en el interior (V;). Asumimos que las expresiones para p

y 1) son:
= poexp(FV,, /2RT), (3.2)
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n = noexp(—FV,, /2RT), (3.3)

donde p, y 1, son independientes de V,,,, y F' es la constante de Faraday, R la constante
universal de los gases y T la temperatura en grados Kelvin (310 K). El potencial de
membrana es calculado después de cada paso de integracion de los tres modelos empleando
la ecuacién (Hernandez y otros, 1989)

Vi = (RT/ F)In(noy/ po,) (3.4)
En general, la variacion de y respecto al tiempo se puede expresar como:

dy = [+ ¢(uxo — nxo). (3.5)

dt
En la Ec.(3.5) f depende de cudl sea el modelo, siendo ¢ un pardmetro. La condicién
de electroneutralidad implica que se puede considerar que el término px, — nz, es nulo.
Con respecto a la Ec.(3.3), consideramos aqui que 7, es funcién de la concentracién de un
metabolito energético M, para el caso de la mitocondria podria tratarse del malato o el
succinato (Hattori y otros, 2005). Asumimos que esta dependencia respecto al metabolito
es lineal y sigue la siguiente expresion:

no = 1o + niM, (3.6)

donde ny y nq son parametros.

3.2. Modelo no continuo de una dimension (Mode-
lo I)

El Modelo I no es continuo como los mostrados en el capitulo anterior, ya que uno de
sus parametros puede tomar dos valores de acuerdo a la concentracion de protones en el
interior celular. Como ya se comento, el modelo es construido en base al descubrimiento
de oscilaciones en el potencial de membrana de mitocondria y al mecanismo propuesto
por Hattori y colaboradores (2005, de aqui en adelante llamado HWU). Estos autores
proponen que la entrada de protones a la matriz se debe a la apertura de canales como
consecuencia del aumento del pH en la matriz mitocondrial, el que a su vez ocurre por el
transporte activo de hidrogeniones en presencia del metabolito energético (esto es, M).

La dinamica del Modelo I esta descrita por la siguiente ecuaciéon
dy/dt = a — dy, (3.7)

donde « y 0 son parametros que representan la entrada y salida del proton, respectivamen-
te, e y la concentracién interna de protones. Esta no es una ecuacion diferencial comun,
ya que estos parametros a su vez muestran dependencia de una concentracion umbral gy,
y de la concentracién del metabolito energético (M). Este vinculo entre la concentracién
interna del i6n, M, a y 0 se incorpora para dar cuenta de los resultados experimentales
de HWU. Para ello, introducimos las siguientes relaciones:

a = (ap + ag)x,, (3.8)
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Asumimos que si y < ¥, entonces a; = af, en cambio si y > y, entonces a; = 0. Todos los

miembros a la derecha de la igualdad de las Eqs.(3.8) y (3.9) son pardmetros. La conduc-
tancia del canal proténico () depende entonces de dos componentes, uno independiente
de la concentracién interna de protones (ag) y otro que si es dependiente de la misma y
deja de ser nulo cuando dicha concentracién cae por debajo de cierto valor umbral (y,,).
En forma andloga, la tasa de bombeo (4) tiene dos componentes, de los cuales uno (d;)
depende de la concentracién de M. La dinamica del modelo es la siguiente. La evolucion
temporal de y estd dada por la Ec.(3.7). Si M # 0, y tiende a disminuir y a alcanzar el
valor umbral (y,). Cuando estd por debajo de este valor, af se hace positivo y aumenta
la conductancia del canal. Esta, a su vez, aumenta la concentracién de protones en el
interior, volviendo a repetirse el ciclo.

Realizando lo siguientes cambios de variables

__ 1
m ) (3.10)
P

oz,

se obtiene una variante adimensional de la Ec.(3.7)

dm

En la Fig. 3.2 se observa el comportamiento dindmico del Modelo I para los valores
numéricos mostrados en la Tabla (4.1). Muchos de los valores numéricos empleados en
éste y en los siguientes calculos se encuentran basados en evidencia experimental, otros
se utilizaron sobre la base de obtener resultados plausibles. Para una discusién de estos
aspectos, consultar Perdomo y Herndndez (2009).
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Fig. 3.2: Curso temporal de m (Ec.3.11)

Puede observarse en la Fig. 3.2 que el Modelo I es capaz de generar oscilaciones sostenidas
mediante el mecanismo antes comentado.

3.3. Modelos de 2 dimensiones

En esta seccién se tratan los aspectos analiticos de dos modelos minimos de dos ecuaciones
diferenciales no lineales cada uno (Modelos II y I11), los que se evaluaron para representar
oscilaciones en el potencial de membrana de células no excitables (Perdomo y Herndndez,
2009). El Modelo II es una versién continua de la propuesta mecanistica de HWU, ex-
presada en un formato de sistema de dos ecuaciones diferenciales. EI Modelo II es una
version continua del Modelo I pero, al contrario que en éste, en este caso los parametros
son constantes. El Modelo III resulta ser formalmente similar al clasico Modelo Minimo de
Higgins (Higgins, 1964), desarrollado para describir oscilaciones en sistemas bioquimicos.
Al igual que en la seccion anterior, se estudian los aspectos dindmicos de ambos modelos.
En ambos casos, el potencial de membrana también se simula por fuera de los sistemas
de ecuaciones diferenciales utilizando la expresién (3.4). Los fundamentos cinéticos de
los términos empleados en los Modelos II y III se obtienen del andlisis de los diagramas
mostrados en las Figs. 3.2, 3.3 y 3.4 (ver Apéndice), los que representan modelos minimos
de los procesos de transporte activo y pasivo del proton.
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Fig. 3.3: Esquema cinético del transporte activo no electrogénico del ién.
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Fig. 3.4: Esquema cinético de un canal iénico inactivado por el ién transportado.
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Fig. 3.5: Esquema cinético de un canal i6nico activado por el ién transportado.

N

Al igual que en el capitulo 2 se trabaja aqui con los modelos adimensionales. En la Tabla
3.1 se muestran las unidades de los parametros y variables del sistema.
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Parametros y variables Unidades

To mol.cm™3

mol.cm™3

8

mol.cm™3

mol.cm™3s~1

3.—1

mol.cm™°s

oo |

s 1

mol~tem3

mol~tem3s~1

==

mol.cm ™3

Tabla 3.1

3.3.1. Modelo II

En el Modelo II se asume que el sistema de transporte 1 presenta cinética de saturacion
(Fig. 3.3). Asimismo, se asume que el i6n (y) afecta en forma negativa al sistema de
transporte 3 (Fig. 3.4). Los efectos sobre el paso difusional en este caso ocurren de forma
continua, lo que constituye una diferencia esencial con el Modelo I. En aquel un descenso
en la concentracién de protones (o sea, un aumento de la alcanizacién) determina que el
canal se abra, de forma de que opera como un canal tipo “todo o nada”. Esto no es lo
ocurre para el caso del Modelo I1, en el cual el efecto se introduce mediante la inactivacion
del canal por y. El Modelo II esta expresado por el siguiente sistema de ecuaciones

Z—f =a— [Bz/(1+ ¢y (3.12)
%:mmuwm—mm+w»

donde «, 3, § y ¢ son parametros cinéticos. En las dos ecuaciones se observa como y
afecta a ambos mecanismos de transporte con diferentes constantes cinéticas. Es posible
eliminar las dimensiones del sistema anterior definiendo

r=0/(), (3.13)
k= (88/03)/(0 = oy + ap),

y realizando los siguientes cambios de variable:

m = 7, (3.14)
n=y7,
T = avt.
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De esta forma, las Ecs.(3.12) se transforman en

dm km
—=1- 3.15
dr (1+n) (3.15)
dn  km rn
dr — (1+n) (1+n)
Este sistema presenta un tnico estado estacionario
r
n=-——— 3.16
S TCa) (3.16)
. 1
n =
r—1

donde las concentraciones sélo pueden tomar valores positivos. Esta restriccién implica
que deben ser k > 0 y r > 1. El jacobiano correspondiente al sistema (3.15) es

—k km .
( - Gl > (3.17)
(

(14+n) (14n)?

que evaluado en el punto fijo resulta

—k(r—1) r—1
k(r—1) —(TT— 1) . (3.18)

La traza y el determinante de esta matriz son, respectivamente,

—(r—1)

r

tr =

(k+ 1), (3.19)

PN GRS (3.20)

r2
A partir de las dos tltimas expresiones se hallan los valores propios del sistema. La
ecuacion caracteristica correspondiente es:

N —trA+ A =0. (3.21)

Aplicando la restriccion mencionada arriba se concluye que la traza siempre es negativa.
Por lo tanto, la parte real de los valores propios es negativa, pues éstos se obtienen a
partir de la siguiente ecuacion

(=

)2 — 4l

Ao = (3.22)

En virtud de lo anterior, el Modelo II es incapaz de generar oscilaciones. Frente a cualquier
perturbacion del estado estacionario la conducta del sistema es la de volver asintética-
mente al mismo, como lo muestran los graficos de las Figs. 3.6 y 3.7 para diferentes valores
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de los parametros. En estos graficos los circulos azules representan los valores iniciales y
los cuadrados azules los valores finales de la simulacion.

0.13 T 01858
0128 ¢ B 0.18
0175
012 B
g 017
= D115 H 4 = -
0.165
0.11 B
0.16
0.105¢ 0.155
0.1 L 0.15%& 1 !
0 a 10 0 5 10
Tau Tau

Fig. 3.6: Curso temporal del Modelo II. Los graficos se obtuvieron por integracién numéri-
ca de la Ec.(3.15) (k=10, r=7).
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0115 H
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0155 B
0105
015 -
0145} 1 0.1¢
L 0.095 1 !
0 5 10 u} 5 10
Tau Tau

Fig. 3.7: Curso temporal del Modelo II. Los graficos se obtuvieron por integracién numéri-
ca de la Ec.(3.15) (k=7, r=10).

En todos los casos, los graficos de las Figs. 3.6 y 3.7 se obtuvieron perturbando al sistema
desde valores superiores e inferiores al estado estacionario, siendo los valores iniciales de las
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simulaciones de 10 por ciento por encima y por debajo del valor estacionario. Como puede
observarse, los comportamientos en todos los casos son similares. La Fig. 3.8 muestra el
diagrama de fases correspondiente.

0.185 T T T T T

017a

0165 -

0114 012 0124 0.13

m

5 Fau 1
0.1 0.105 om

Fig. 3.8: Diagrama de fases del sistema (3.15).

La inspeccion de la Fig. 3.8 permite comprobar que el estado estacionario es un nodo
estable para los valores empleados de los pardmetros. El sistema tampoco presenta, pa-
ra el rango positivo de las variables, ningtin tipo de bifurcacién (de Hopf, Punto Silla,
Transcritica o Pitckford). Para que ocurra una bifurcacion de Hopf es necesario que la
parte real de los valores propios cambie de signo para algun valor de los parametros.
Teniendo en cuenta las restricciones de éstos (k > 0y r > 1) y las expresiones (3.19)
y (3.20), ésto nunca ocurre. Para que ocurra alguno de los otros tipos de bifurcaciones
deberia cumplirse que A = 0 o, por lo menos, que uno de los valores propios fuera nu-
lo (Strogatz, 1994; Murray, 2002a). Esto tampoco ocurre para el sistema (3.15). Como
complemento de lo anterior se presenta el grafico correspondiente a las isoclinas iguales a
0 (Fig.3.9). Es posible observar que para el rango de concentraciones positivas el estado
estacionario (punto de corte de las isoclinas) siempre existe y que en ningin momento
cambia su estabilidad.
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m'=1-kmit+n) k=7
n'=kmil+m-rnfl+n r=10

Fig. 3.9: Diagrama de isoclinas iguales a 0 del sistema (3.15)(Magenta: Ec.(3.15) para m, Ama-
rillo: Ec(3.15) para n. Célculos realizado con el script libre pplane7 para Matlab).

3.3.2. Modelo III

En el Modelo III, al igual que para el II, se considera un mecanismo de transporte pasivo
en dos etapas, como muestra la Fig.(3.1). En forma anéloga al Modelo II, el modelo
matematico correspondiente presenta dos variables dependientes: x, concentracion en el
comportamiento intramembrana, e y, concentracion interna del ién. Asimismo, el sistema
de transporte 1 en este caso también exhibe saturacion cinética, pero a diferencia del
Modelo II, y ahora modula al sistema 3 por un feedback positivo (fig.3.5). La presencia
de la especie z es un aspecto esencial de modelo y es lo que permite adaptar el Modelo
Minimo de Higgins (Higgins, 1964), formalmente similar Al Modelo III a una situacién
de la biofisica de membranas. Las ecuaciones correspondientes son:

dx

e Bry (3.23)
dy B

= = Pry = [0y/ (L +yy)l.

El estado estacionario de este sistema de ecuaciones es:

T=(—av)/B (3.24)

Los parametros de la Ec.(3.24) dependen de la concentracién externa de protones (x,) y
de la concentracion del metabolito energético M, estas relaciones son expresadas mediante

40



las siguientes ecuaciones:

a =, (3.25)
B =bo/x:+ b M/z>

¥ = co/T0 + 1M/,

d=do/x, + di M/ z,,

donde &, by, b1, cg,c1, do ¥ dq son parametros. El efecto de M sobre ¢ es similar al Modelo I
(Ec.(3.9)), mientras que 0 y v dependen de z,, lo cual es consistente con la Ec.(A3). A su
vez, la dependencia de  con z, recrea el efecto de la alcalinizacién sobre la conductancia
del protén. Para las simulaciones numéricas (Cap. 4) se considerara que ¢; es despreciable
y, por lo tanto, que M no influye en 7. Ademads, asumimos que [ si es dependiente de
M, con lo que se logra un mejor ajuste a los resultados experimentales. Antes de proce-
der a eliminar las dimensiones de las ecuaciones (3.23) se definen las siguientes formas
adimensionales:

1)
- 2
r vl (3.26)
B
P
ary?’

que son constantes positivas. Con los siguientes cambios de variable

m =z, (3.27)
n=yv,
T = ant,

donde t es el tiempo, las ecuaciones del sistema (3.23) se transforman en

d

d—T —1— kmn (3.28)
dn n

—=kmn—r )

dt 1+n

A continuacion se procede a encontrar los estados estacionarios del sistema anterior. Igua-
lando las ecuaciones a 0 y despejando, se obtiene
r—1

n = 3.29
=" (329)
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lo que muestra que, al igual que el Modelo II, el Modelo III también posee un tinico punto
fijo. Para analizar la estabilidad del estado estacionario se halla el jacobiano correspondi-
ente, para el cual la expresién general es

(—lm —km ) (3.30)

Evaluada en el punto fijo dicha expresién resulta ser

N
(“;” 1 (3.31)
(r—1) ro

La traza de esta matriz es igual a

—k —1)?
g =17 (3.32)
r(r—1)
y su determinante es
k
A=—(r—1). (3.33)
r
La solucién de la ecuacién caracteristica (3.21) para el Modelo IIT es:
—kr+(r —kr+(r—1)2
(= r?;" 1)1 )+ \/ 7‘+ 1) 4%0‘ - 1)
Alg = . (3.34)

A las ecuaciones (3.32) y (3.33) se les aplica las mismas restricciones que para el Modelo
II, estoes r > 1y k > 0. Esto lleva a que A siempre sea positivo. No ocurre asi con la
traza, la cual puede ser negativa si se cumple que |rk| > |(r — 1)?|. De manera que el
punto estacionario, dependiendo de si la traza es positiva o negativa, puede ser estable
o inestable. Es decir, el valor que toma la traza determina la estabilidad del Modelo
ITI, el cambio de estabilidad ocurre para un valor critico de la misma y es un punto de
bifurcacion.

Para hallar ese valor critico se iguala a 0 la traza (Ec.(3.32)):

—kr + (r —1)?
=0 3.35
r(r—1) ’ (3:35)
Despejando k se llega a que
(r—1)
k, = ——. (3.36)
r

Para el caso que r >> 1, se cumple

ke~ . (3.37)

Lo que muestran las expresiones anteriores es que si k& > r el estado estacionario es
estable, si k& < r es inestable. Esto puede ser observado en los siguientes graficos para
valores arbitrarios de k£ y r. En la Fig. 3.10 se observa el comportamiento de m y n en
funcién del tiempo, mientras que en la Fig. 3.11 el de n en funcién de m.
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Fig. 3.10: Variacién temporal de m y n para k=10 y r=7 Ec.(3.28).

I I I I
0.54 0.56 0.58 086 0.62 064 0.66

Fig. 3.11: Diagrama de fases de Ec.(3.28) para k=10 y r=7.

En todos los casos, para las simulaciones los valores iniciales correspondieron a una per-
turbacion de diez por ciento con respecto a los estados estacionarios. Los circulos en los
graficos representan el valor inicial en la simulaciéon, mientras que los cuadrados los 1ulti-
mos valores de las misma. Como se desprende de la Fig. 3.11, el punto fijo es un foco
estable para k > r. Cuando se intercambian los valores de k y r, los resultados obtenidos
son los mostrados en las Figs. 3.12 y 3.13.
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0.18r
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0.14

= 012}
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0.08 -
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1 I I I I 0.04 I I I I |
0

Fig. 3.12: Variacién temporal de m y n para k=7 y r=10 Ec.(3.28).

05 T

0.4}
0351
0.3}
c 025f
0.2t
0151

01

Fig. 3.13: Diagrama de fases de Ec.(3.28) para k=7 y r=10.

Los resultados mostrados en las Fig. 3.12 y 3.13 coinciden con el estudio analitico previo,
permitiendo concluir que el punto estacionario es un foco inestable, donde las oscilacio-
nes se hacen cada vez mayores. En la Fig. 3.13 se pone de manifiesto la presencia de un
ciclo limite. Una observacion con respecto a las figuras es que en los diagramas de fase el
intervalo de tiempo fue de 100 unidades, mientras que los graficos en funciéon del tiempo
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el intervalo fue sélo de 10.

Queda explorar la conducta del sistema cuando la relacion entre £ y r estd dada por la
Ec.(3.36). Para los estudios correspondientes (Figs. 3.14 y 3.15), el valor de r utilizado en
la integracién numérica fue de 10.

1.13 T 016
0115
1125+ B
0114 F
112+ 0113t
1115} o112y
= c 011
1.1
0.1
1105 0109
0108
1.1
0107 +
1.095 . 0106
] o 10 ] 5 10
Tau Tau

Fig. 3.14: Variacién temporal de m y n para r=10 (Ec.(3.35)).

0116 T T T T T T

o1mar -

0114 -

0M3r -

onzr -

= 0111 f -

011+ -

0109 - -

0103 - -

0107 - -

D']DE 1 1 1 1 1 1
1.095 1.1 1.105 1.11 1.115 1.12 1.125 1.13

Fig. 3.15: Diagrama de fases de la Ec.(3.35) para r=10.
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Como concluyeramos del andlisis y como muetran las Figs. (3.14) y (3.15), cuando k = k.
se producen oscilaciones sostenidas de las concentraciones, donde se obtiene una elipse
para el correspondiente diagrama de fase. Esto coincide con el estudio analitico, que
permite concluir que en este caso el punto fijo constituye un centro, ya que la traza
vale 0 y las raices de la ecuacion caracteristica son imaginarias puras. Una observacion
importante que debemos hacer, es que las perturbaciones para este caso con respecto al
estado estacionario fueron infimas. Esto es debido a que los centros son infinitesimalmente
estables o, 1o que es lo mismo, neutralmente estables (Rubinow, 1975; Montero y Morén,
1992; Strogatz, 1994). El periodo correspondiente a las oscilaciones sostenidas es igual a

T =n/kY2 (3.38)

Resta responder qué tipo de bifurcacion es la que presenta el Modelo III, y si realmente
existe un ciclo limite, como parece indicar la Fig. (3.13). En caso afirmativo, qué clase de
ciclo limite es (inestable o estable). Si se perturba al sistema en mayor proporcién (100
por ciento), es decir, para valores iniciales més alejados del estado estacionario inestable,
se obtiene el grafico mostrado en la Fig. (3.16)

08r

06r

04r

02r

Fig. 3.16: Plano de fase para el estado estacionario. r=10, k=7.

Los resultados mostrados en esta figura parecen corroborar la existencia de un ciclo limite
estable. Para confirmar que efectivamente se trata de un ciclo limite existen diferentes
métodos, aqui se opta por aplicar métodos numéricos (el scrip de uso libre para Matlab
pplane7). Primero se encuentran las isoclinas, que se obtienen igualando m o n a 0, las
cuales indican el sentido dindmico horizontal o vertical de las variables (“flujo”).

1

- 3.39

n=a (3.39)
!

- — 1 3.40

n=g (3.40)
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El campo de flujos se muestra en Fig. (3.17).

m'=1-kmn
n'=kmn-rnf(1+n)

=05

Fig. 3.17: Diagrama de isoclinas iguales a 0. (Magenta: Eq.3.39, amarillo Eq.3.40. En negro re-
gién entorno al punto fijo. Célculos realizados con el scrip libre pplane7 para Matlab.)

En la Fig. (3.17) la curva de color magenta corresponde a la Ec.(3.39) y la de color naranja
a la (3.40). El punto de corte entre ambas curvas es el punto fijo. Se puede observar que
el flujo cambia alrededor de éste, de manera que se puede encontrar una regién donde los
flujos son entrantes a la misma. Esto se puede ver més claramente dentro del recuadro de
la figura Si se aplica el teorema de Poincaré-Bendixon, la regién recuadrada presenta en su
interior un punto fijo, pero éste es repulsor. Nos encontramos entonces en las condiciones
del teorema mencionado, que nos permite por lo tanto concluir que existe un ciclo limite,
el cual es estable. Si la aproximacién es desde fuera del mismo se converge a él y lo mismo
sucede si se parte del punto fijo o muy proximo de éste, como se grafica en la Fig. 3.18.
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m'=1-kmn k=7
n'=kmn-rnf(1+n) r=

Fig. 3.18: Plano de fase y ciclo limite.

De lo anterior concluimos entonces que el tipo de bifurcaciéon que se presenta cuando
r es mayor que k., dado que el sistema pasa de un foco estable a uno inestable con la
presencia de un ciclo limite estable, es una bifurcaciéon de Hopf supracritica. Su diagrama
de estabilidad, obtenido a partir de la Ec.(3.36), se muestra en la Fig. (3.19).

a0 T T T T T T T T T

anr -

35| punto fijo estable 4

30rF b
centro

20F b
15- b

10k ciclo limite estable E

Fig. 3.19: Diagrama de estabilidad.

Debe destacarse que los valores de r y k utilizados para los estudios mostrados en esta
seccion no tienen necesariamente significado bioldgico, los mismos fueron utilizados con
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el objetivo de ilustrar la dinamica de los modelos. En el siguiente capitulo se muestran
estudios numéricos empleando valores biolégicamente plausibles.

Segun se desprende de los estudios realizados aqui, de los tres modelos tinicamente el 1
y el III son capaces de generar oscilaciones sostenidas. Ademads, el Modelo III posee una
mayor riqueza ya que tiene la capacidad de generar diferentes comportamientos dinamicos.
Ambos modelos se empelan en el capitulo siguiente para realizar estudios numéricos.

3.4. Apéndice

Modelos cinéticos de los procesos de transporte

Suponemos aqui que, para el caso del sistema 1 (Fig.3.1), el transporte activo de y esta
acoplado a la reacciéon S < P. Para dar cuenta de ésto, para el caso de los Modelos
IT y III se propone un diagrama cinético simple de dos estados de la enzima (Fig.3.3).
En este diagrama, N% y N} son estados intermedios de la enzima. Los mismos simbolos
representan la densidad de cada uno de los correspondientes estados. La suma de ambas
densidades es constante y se simboliza como Np. El resto de los simbolos representan:
o1, V10, M10, Vo1, constantes cinéticas; S, P, x, e y, concentraciones de sustrato, producto,
cation extracelular e intracelular, respectivamente. El flujo neto de transporte Jp en la
direccion y—x, es

Jp = (Np/Zp)(1011105Y — piovo1 Po), (A1)

con Xp = l19 + V10 + po1SY + vo1 Px,. Como consideramos que el sistema 1 opera irrever-
siblemente, la expresion para el flujo se reduce a

Jp = (Np/Ep)(umyloSy). (A2>

Esta dltima ecuacién se puede identificar con el término [dy/(1 + vy)] de los modelos 11
y I, siendo

d = (Nppo110S) /(10 + vio + vor P,)
v = (v015)/ (110 + V10 + Vo1 Po). (A.3)

En los Modelos II y III el paso activo presenta entonces saturacion, ésto no ocurre para el
caso del Modelo I. En algunas situaciones de estudio el substrato S puede ser el metabolito
M. Una contrapartida realistica de estos sistemas es el ya mencionado de bombeo de
hidrogeniones a través de la membrana interna mitocondrial, correspondiente a los sitios
de bombeo de la cadena respiratoria (Nichols y Budd, 2000).

Los sistemas 2 y 3 son comunes a los modelos II y III y corresponden a la entrada
del cation al espacio intracelular, como se comentd este pasaje ocurre en dos etapas
(Fig.3.1). El sistema 2 representa la primera de esas etapas, el pasaje del exterior al
espacio intramembrana, mientras que el sistema 3 corresponde a la difusion desde este
ultimo al interior celular. Tanto en el Modelo IT como en el III asumimos que ocurre
modulacién del sistema 3 por el ién transportado, pero en formas diferentes. Para el caso
del Modelo II, el aumento de y inactiva el canal (sistema 3). Un esquema cinético que
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da cuenta de esta propiedad se muestra en la Fig.3.4. En este caso el canal presenta dos
formas intermedias, donde y promueve la transicién de la forma activa (V) a la forma
inactiva (N{). El flujo neto en la direccién x — y es

Jp = (Ns/E)(korlioz — kiolory)- (A.4)

Enla Ec.(A.4) ko1, Lo, k10 y [01 son constantes cinéticas verdaderas; x e y, concentraciones
de las especies involucradas, y N la densidad total del canal. 3 es la suma de todos los
diagramas direccionales del modelo y es igual a:

Y= S(llo + ]{10 + k()l.’ll') + y[SlOl + T’(klo + llg)]. (A5)
Bajo la condicion de irreversibilidad, la ecuacién para el flujo se puede aproximar a
JP = (NS/E)(kOlllgl'). (A6)

Si despreciamos skoiz, X = s(l10 + k10) + y[slor + (k1o + li0)]. La Ec.(A.6) es andloga al
término Sz /(1 + ¢y) de la Ec.(3.12), donde § y ¢ estan dadas por

B = (Nskoilio)/s(lio + ko)
Y = [Slm + T(klg + 110]/3(110 + k‘lo). (A?)

Para el caso del Modelo III, el efecto de y sobre el sistema 3 es positivo. Un esquema
cinético que da cuenta de esta situaciéon se muestra en la Fig.3.5 Como se muestra en la
misma, el canal (sistema 3, Fig. 3.1) preexiste en dos estados conformacionales, igual que
en el caso del Modelo II, y sélo uno es capaz de transportar el ién (NNg). La transicion
del estado inactivo al activo se logra por la presencia de y, que es la propia especie
transportada. El flujo neto en la direccién © — y es

J = (Np/)(korliozy — kiolory?), (A.8)

donde los términos poseen un significado equivalente a los de la Ec.(A.4), con ¥ = (p +
q)(lio + k10) + py(lory + ko1x). Operando bajo condiciones de irreversibilidad, la Ec.(A.8)
puede aproximarse a

J = [(Npkoilo/q)/(Liokio)]zy (A.9)
y resulta andloga al término Sxy del Modelo 11T (Ec.(3.23)). Aqui, 5 = (Npko1l10/q)/(liok1o)-
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Capitulo 4

Simulaciones numeéricas

En este capitulo se realizan estudios numéricos de los Modelos I y III analizados en el
capitulo anterior, empleando valores de los parametros plausibles desde el punto de vis-
ta de su significado bioldgico. No se incluyen aqui estudios numéricos del Modelo II ya
que, como se demostrara en el capitulo 3, no es capaz de dar cuenta de conductas osci-
latorias. Los resultados mostrados aqui han sido publicados en el articulo anteriormente
mencionado (Perdomo y Hernandez, 2009), cuya copia se adjunta. Fundamentalmente,
las simulaciones numéricas mostradas en este capitulo pretenden reproducir algunos re-
sultados experimentales obtenidos por Hattori y colaboradores (2005, HWU). Dentro de
la bibliografia explorada, este articulo constituye uno de los que presenta evidencia ex-
perimental mas exhaustiva de oscilaciones del potencial de membrana en un tejido no
excitable. Por otro lado, estos autores han explorado (entre otras) la posibilidad de que
ciertos metabolitos (por ej., malato y succinato) pueden participar en la produccién de
este tipo de oscilaciones. Las simulaciones aqui presentadas tuvieron como objetivo re-
producir el efecto de estos metabolitos. Existen otros modelos tedricos para representar
oscilaciones en el potencial eléctrico de las mitocondrias donde se incluye la participacion
de otros procesos, tales como la dindmica de reservorios de calcio (Vergun y Reynolds,
2004) o la produccién de especies reactivas de oxigeno (Cortassa y otros, 2004). En los
modelos aqui estudiados tampoco se realiza una representacion detallada y completa de
todos los factores y procesos que intervienen en la fisiologia de las mitocondrias o de los
microorganismos, como pueden ser mecanismos de acoplamiento energético (accién de
fo1 atpasas), produccién de especies reactivas de oxigeno o liberacién de calcio almace-
nado, los que si son considerados por modelos que poseen una estructura mas detallada
(Hernandez y Cristina, 1998; Cortassa y otros, 2003; Beard, 2005; Bertram y otros, 2006).
De esta manera, en los modelos estudiados aqui sélo se han tenido en cuenta aquellos
componentes minimos capaces de generar conductas eléctricas oscilatorias.

4.1. Eleccion de los valores numéricos

Para la eleccion de los valores numéricos de los parametros empleados para simular los
Modelos T y IIT (Cap. 3) se tuvieron en cuenta algunas restricciones, producto de la evi-
dencia experimental disponible (Hattori y otros, 2005). La primera de ella fue tener en
cuenta que el pH de la matriz mitocondrial y de muchos microorganismos se encuentra
entre 7 v 9, correspondiendo a un valor de concentracién de protones entre 1070 y 10712
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mol em™3. La segunda restriccién surge del hecho que la diferencia de potencial eléctrico
a través de la membrana interna mitocondrial se encuentra usualmente entre 0,10 y 0,20
V (Tedeschi, 1974; Miller y Koshland, 1977; Brand y Felder, 1984; Chen, 1984; Nichols
y Budd, 2000). Ademds hay que considerar que en los diferentes trabajos experimenta-
les se reportan algunos resultados similares, por ejemplo, en relacion con el hallazgo de
valores del periodo de las oscilaciones eléctricas (Cortassa y otros, 2004; Vergun y otros,
2003; Hattori y otros, 2005). Esto se introduce en los modelos simulados aqui como una
nueva restriccion, imponiendo que el periodo para oscilaciones sostenidas sea de aproxi-
madamente 60s para concentraciones de referencia del metabolito M (5 mM). Finalmente,
consideramos que el pH exterior es de 7 en condiciones fisiologicas, con lo que el valor del
parametro x, = 10790l cm™3. Para el caso del Modelo III se impone ademds una uni-
dad de tiempo S para el modelo no adimensional (Ec.(3.23)) de 1 s. Esto determina que
el modelo adimensional (Ec.(3.28)) posea una unidad de tiempo h igual a ay (Ec.(4.1)).
Teniendo presente esto, las restricciones del parrafo anterior y las Ecs.(3.24), (3.26) y
(3.27), se obtienen las siguientes relaciones:

v/(6 — ay) = 10" 'mol em™

ayS = h, (4.1)
S =1s.

Combinando las ecuaciones (3.26), (3.27), (3.29) y (4.1), obtenemos para el Modelo III
las siguientes expresiones

a=10""h(r — 1)mol cm™> s~

B =10"hk/(r — 1)mol™" ecm® s,

v =10"/(r — 1)mol™* em?, (4.2)
§=hrs!

A partir de las mismas, se obtienen los valores numéricos de los pardmetros que se mues-
tran en la Tabla (4.1).
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Modelo I

ag 1051

a(l) 0,7s~1

8o 1074571

o1 2,4 x 107 3mol~tem3s~1
Yth 6,44 x 10~ 12mol cm=3
Modelo III

K 0,1s~1

bo 10~ 2mol em™3

by 2x 1076571

co 0,1

do 10~ mol em=3s~1

da 2x 1075571

Otras variables

) 1ems™?t

no 102em s—1

ni 109mol~tem? s—1

o 107 %mol ecm?® (pH, = 7,0)
M 5x 107%mol em™2 (=5 mM)

Tabla 4.1: Valores numéricos de los parametros.

4.2. Dependencia de los valores estacionarios de pH;

y V,, del Modelo III con M

La Fig.4.1 muestra la dependencia de los valores estacionarios de pH; y V,, con M, para
un rango fisiolégico de concentraciones del metabolito. Puede observarse que pH; y V,,
aumentan con M, lo cual coincide con la evidencia experimental y con modelos explicitos
de acoplamiento energético en mitocondrias y microorganismos (Herndndez y Cristina,
1998). El incremento en M afecta positivamente a ¢ (Ec.(3.25)), lo cual determina un
decremento de . Como consecuencia, el pH interno aumenta. Los efectos sobre el potencial
de membrana se deben a dos factores. Por un lado la disminucién de la concentracion
interna de hidrogeneones causa la disminucién de V,, (Ec.(3.4)). A su vez, ocurre un
incremento de 79 debido al incremento de M (Ec.(3.3) y (3.6)). La dependencia de V,,, con
M sera funcién de cual de estos factores predomine. En nuestro caso, en definitiva, V,,
aumenta con M, lo cual es caracteristico de un sistema de acoplamiento energético (ibid).
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Fig. 4.1: Dependencia del pH; y V,,, estacionarios con M, para el Modelo III

4.3. Efecto de M sobre las propiedades dinamicas de
los Modelos I y III

Para estudiar el efecto de M sobre las propiedades dinamicas de ambos modelos se reali-
zaron simulaciones numéricas de la Ec.(3.7) (Modelo I) y de las Ecs.(3.23) (Modelo III),
utilizando los valores de la Tabla 4.1 y el método de integracion de Runge-Kutta de cuarto
orden. En el Modelo I los valores iniciales de la simulacién son el valor estacionario de y:

g = 040330/(50, (43)
y el valor estacionario del potencial eléctrico, que se obtiene de evaluar la Ec.(3.4) en g:

N T l
g iy g
F HoTo

(4.4)

El valor estacionario de la concentracién interna de protones es de 10~ *molem =3, el cual
corresponde a un pH intracelular igual a 8 y a un valor de potencial de 0,116 V. La
concentracion de referencia del metabolito M es la mostrada en la Tabla 4.1. En la Fig.4.2
se pueden observar los resultados de la integracion numérica del Modelo 1.
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Fig. 4.2: Simulacién dindmica del Modelo 1.

Como puede verse, para los valores numéricos empleados el Modelo I exhibe oscilaciones
sostenidas, caracterizadas por un periodo de aproximadamente 60 segundos.

Para las simulaciones correspondientes al Modelo III, los valores iniciales utilizados fue-
ron:x =2,y =9(1—Ay) y V,,, = Am, indicando A el correspondiente estado estacionario.
Unicamente para la variable y se partié de un valor diferente al del equilibrio. Para ello
se consideré que la perturbacién Ay fue proporcional a M segtin un factor de 10°. La
eleccion de este valor fue arbitraria y se baso en la obtenciéon de buenas aproximaciones
numéricas a las curvas experimentales. Se debe recordar (Cap. 3) que las oscilaciones sos-
tenidas suceden para el Modelo IIT en dos casos, el primero ocurre cuando la soluciéon de
la ecuacion caracteristica estd dada por raices imaginarias puras y la traza es igual a 0,
lo que requeria que k ~ r cuando r >> 1 (Seccién 3.3.2). Un segundo caso ocurre cuan-
do la solucién del sistema se encuentra en la regién del ciclo limite (Seccién 3.3.2). Las
simulaciones mostradas més abajo coinciden con la primera de estas situaciones. Cuando
k = r = 110, las oscilaciones presentan una frecuencia igual a 1 min~!, similar a las
descritas por HWU. En la Fig.4.3 se muestra la simulacién dindmica del Modelo III, em-
pleando los valores numéricos de la Tabla 4.1. El potencial membrana inicial fue de 164
mV y la concentracién de equilibrio de y igual a 9,17 x 1072 mol em™2, que equivale a
un valor de pH interno de 8.05.

Como puede verse en la Fig. 4.3, andlogamente al Modelo I, se obtienen oscilaciones
sostenidas con frecuencias similares. Estos resultados son consistentes con la evidencia
experimental de HWU.
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Fig. 4.3: Simulacién dindmica del Modelo III.

Dos factores investigados por HWU que inciden en la frecuencia de las oscilaciones, son la
concentracion de distintos metabolitos (succinato, malato) y el pH externo. El incremento
de ambos tiene como consecuencia aumentar el niimero de oscilaciones por minuto, estos
factores son incluidos en las siguientes simulaciones en los dos modelos. En la Fig. 4.4
se observa la dependencia de la frecuencia de las oscilaciones con la concentracién de
metabolito para ambos modelos. Si bien los resultados numéricos son consistentes con
la evidencia experimental (HWU), los modelos presentan conductas diferentes. Mientras
que para el Modelo I se encuentra una dependencia lineal de la frecuencia respecto de
la concentraciéon de M, no ocurre asi para el Modelo III. De esta forma, el Modelo I no
reproduce en el rango de concentracién explorado las curvas obtenidas por HWU como
si lo hace el Modelo III, que resulta ser entonces una mejor aproximacion. Esto se debe a
que, en el caso del segundo modelo, M afecta a tres de las cuatro constantes (Ec.(3.25)),
mientras que en el Modelo I M sélo afecta a §, parametro vinculado al bombeo de protones
al exterior. La propia complejidad del Modelo III permite reflejar que el efecto de M
ocurre en mas de una de las etapas. Para el caso del Modelo III los valores puntuales
fueron obtenidas a partir de la integracién numérica y la curva empleando directamente
la Ec.(3.38) Para el Modelo I, los valores puntuales (que ajustan a una recta) fueron
obtenidos de la integracion numérica.
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En la Fig. 4.5 se muestra el efecto del pH externo sobre la frecuencia de las oscilaciones.
Como puede verse, ambos modelos determinan un incremento de la frecuencia con la
disminucién de la concentraciéon de hidrogeniones, logrando, en términos generales, buenas
aproximaciones a la evidencia experimental (HWU). No obstante, es el Modelo III el que
nuevamente tiene un mejor ajuste a los resultados experimentales, debido probablemente
a considerar un nimero mayor de efectos (ver més arriba). Nuevamente, la curva para el
Modelo III se obtuvo empleando la Ec.(3.38).

Model |

frequency (min-1)

Model lll

6.0 6.5 7.0 7.5 8,0
PH,

Fig. 4.5: Dependencia de la frecuencia de oscilacién con pHo

Los modelos desarrollados permiten el estudio del efecto de la modificacién de otros
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parametros sobre sus propiedades dinamicas. Como no existe todavia evidencia expe-
rimental para contrastar los resultados que se muestran a continuacién, los estudios si-
guientes pueden tener valor especulativo y predictivo. Entre los parametros a estudiar
bajo estas condiciones se encuentran la conductancia del paso pasivo y la tasa del trans-
porte activo para la concentracién de referencia del metabolito (Tabla 4.1). Los efectos
sobre la conductancia para el Modelo I se introducen a través de cambios en los valo-
res de o y af (Ec.3.8). Un aumento en estas constantes determina una disminucién del
pH interno (es decir, un aumento de la concentracién interna de protones) y de la fre-
cuencia de las oscilaciones. La disminucién de oy y o determina un decremento en la
concentracién interna de H', lo que a su vez produce un aumento de la frecuencia (Fig.
4.6.A). De esta forma, este fenémeno resulta similar al visto anteriormente para el pH ex-
terno (Fig.4.5), donde los valores elevados de éste determinan un aumento de la frecuencia.

Para el caso del Modelo I, la modulacién del transporte activo se realiza a través de
las constantes dy y 3 (Ec.(3.8)). El incremento simultdneo de estos factores produce un
incremento del pH intracelular y de la frecuencia (Fig. 4.6.B). Es facil corroborar, con
ayuda de la Ec.(3.7), que valores bajos de la tasa de bombeo determinan que se acumule
protones en el compartimento interno. Para el caso del Modelo I, la disminucién de la
frecuencia oscilatoria por inhibicién del transporte activo puede interpretarse de forma
semejante a la observada para valores bajos de M (Fig.4.4).
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Fig. 4.6: Efecto de la inhibicién de la conductancia y del transporte activo sobre el Modelo 1.

Para el Modelo III, la conductancia se afecta modificando simultaneamente x, by y b1,
mientras que se debe modificar dy y d; para afectar el paso activo (Ec.(3.25)). En ambos
casos, los resultados son analogos a los obtenidos para el Modelo I. El aumento del pH
interno debido a inhibicién de la conductancia (Fig.4.7) y el decremento del mismo por
inhibicién del transporte activo (Fig.4.8) se pueden interpretar con ayuda de las Eqs.(3.24)
y (3.25).
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Fig. 4.8: Efecto de la inhibicién del transporte activo sobre el Modelo III.

Para el caso del Modelo III, la inhibicion de la conductancia y del transporte activo
protoénico afecta las propiedades de estabilidad. Cuando decrece la conductancia, el co-
ciente k/r decrece y el Modelo I1I tiende a la inestabilidad. Lo contrario ocurre cuando se
inhibe el transporte activo. En este caso, el el cociente k/r aumenta y el sistema tiende a
ser dindmicamente estable y no a generar oscilaciones sostenidas (ver Fig. 3.19).

4.4. Conclusiones

De los estudios numéricos mostrados en este capitulo puede concluirse que los Modelos
I y III son capaces de generar oscilaciones sostenidas, similares en frecuencia y amplitud
a las encontradas por HWU en mitocondrias aisladas. A su vez, estos modelos cumplen
con el requisito mencionado en la introduccion de esta tesis de presentar un minimo de
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elementos para la generacién de las oscilaciones. Asi, s6lo se incluyen en dichos modelos
mecanismos sencillos de transporte activo y pasivo. Con respecto a los modelos, el III,
al ser mas complejo, permite incluir un nimero mayor de efectos y lograr asi un mejor
ajuste a las curvas experimentales. Por otro lado, ambos modelos ignoran otros factores
que pueden estar incidiendo en la generacion de oscilaciones y la modulacion de distintos
mecanismos de transporte, como son la produccion de especies de reactivas de oxigeno,
depdsitos de calcio mitocondrial, entre otros. La inclusion en los modelos béasicos aqui pre-
sentados de estos otros fenémenos ciertamente permitiria obtener conductas mas capaces
de reproducir toda le evidencia experimental existente acerca de los fenémenos oscilatorios
de la membrana interna mitocondrial.
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Epilogo

A lo largo de este trabajo se han analizado distintos modelos capaces de representar
fenomenos de modulacién alostérica de procesos integrados de transporte en membranas,
en los que el modulador fue el propio ligando transportado. Dichos modelos han consistido
en sistemas de ecuaciones diferenciales ordinarias, los que se desarrollaron con el objetivo
de que incluyeran el minimo nimero de componentes y fueran capaces de representar
el mayor nimero de conductas posibles. Lo de “minimo” debe entenderse con un doble
significado. Por un lado, como se comenté en la Introduccién, desde el punto de vista
bioldgico las estructuras involucradas se limitan a un mecanismo de transporte pasivo y
uno activo. Ambas vias pueden ser modulables por el propio ligando, lo que condiciona la
forma de las expresiones matematicas. Segun el segundo significado con que se ha usado la
palabra minimo, los sistemas son de una o dos ecuaciones y presentan un nimero limitado
de parametros. Para los modelos continuos de una dimensién (una variable dependiente),
donde el vector direcciéon se desplaza en una recta, se conocia de antemano que son in-
capaces de converger o diverger al punto fijo de otra forma que no sea monétonamente o
permanecer constante. En estos casos, las soluciones peridédicas no existen y no se obtienen
oscilaciones sostenidas o amortiguadas (Strogatz, 1994). Los ochos sistemas de este tipo
estudiados aqui son, por consiguiente, asintéticamente estables (Cap.2). Con respecto a la
aparicién de bifurcaciones, sélo uno de los modelos presento este tipo de comportamiento
en el rango valido de concentraciones. La misma resulto ser una bifurcacién ” funcional” que
no entra en ninguna de las categorias descritas en la literatura (Strogatz, 1994; Murray,
2002a). Los otros modelos sencillos que mostraron bifurcaciones, lo hacieron para valores
sin significado fisico y fueron de tipo Silla, sin encontrarse bifurcaciones Transcriticas o de
Pitchfork. La explicacion del hallazgo de estas dindamicas sencillas seguramente reside en
el hecho de que los tipos de interacciones planteadas resultaron ser demasiado elementales.
Mas alla de las limitaciones antes comentadas de los modelos de una ecuacion diferencial,
existe abundante bibliografia que muestra que se pueden obtener conductas més ricas con
estos tipos de sistemas de ecuaciones cuando se les aplica a diversos sistemas metabdlicos
o ecoldgicos (Ludwig y otros, 1978; Strogatz, 1994; Heinrich y Schuster, 1996; Murray,
2002a). Una forma de obtener oscilaciones sostenidas en modelos de una dimensién fue la
de discretizar algin pardmetro. Asi, para el caso del Modelo I (Cap.3), se asumié que un
componente de la conductancia del i6n transportado se activa en respuesta a la alcaliniza-
cion de la matriz. Esta propiedad puede dar cuenta de algunos resultados experimentales,
tales como el hallazgo de oscilaciones eléctricas sostenidas. Bajo las condiciones de refe-
rencia, las oscilaciones generadas por el Modelo I son similares a las producidas por el
més complejo Modelo IIT (Cap.3)

Para el caso de los sistemas de dos ecuaciones, s6lo uno de los explorados aqui fue ca-
paz de generar oscilaciones sostenidas, el Modelo III. Este modelo representa una version
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biofisica del clasico Modelo Minimo de Higgins, disenado para interpretar oscilaciones en
sistemas bioquimicos. Dicho modelo presenta una riqueza de comportamientos dinamicos
superior a otros de las mismas caracteristicas, tales como el de Lotka-Volterra o el de
Schnakenberger (Schnackenberger, 1979; Strogatz, 1994; Queeney y otros, 1996; Murray,
2002a). En nuestro caso, el Modelo I1I fue capaz de reproducir distintos resultados experi-
mentales, pero ademéds en un rango diferente de variables al utilizado aqui puede generar
otros comportamientos oscilatorios vinculados al ciclo limite, con lo cual presenta una
potencialidad mayor para representar otros procesos. Aunque el estudio de estos modelos
tuvo principalmente el objetivo de reproducir los cambios en el potencial de membrana
de mitocondria, los mismos se podrian aplicar a otras situaciones bioldgicas, tales como
las oscilaciones del potencial asociadas con oscilaciones de calcio en mitocondria u otros
sistemas. Esta posibilidad estd apoyada por el hecho de que se han descrito canales de
calcio modulados por el propio ion.

Dentro de los aspectos que han quedado pendiente estudiar en el marco de los temas
de esta tesis, la inclusién de componentes estocasticos en los modelos les podria conferir
un mejor ajuste a los resultados experimentales. Otro punto importante seria incluir una
tercera ecuacién diferencial, ya sea haciendo explicito el potencial de membrana en esta
nueva expresion o mediante la inclusién de algin aspecto estructural o alostérico explicito.
La bibliografia de modelos con este niimero es extensa y permite presentar un numero
mayor de comportamientos, por ejemplo la descripcién de caos deterministico. Si bien no se
han descrito hasta ahora conductas cadticas en el potencial de membrana, si lo han sido en
otros ambitos biolégicos, por ejemplo en la dindmica de poblaciones, la actividad cardiaca,
los sistemas enzimaticos, etc. (Montero y Moran, 1992; Murray, 2002a). Una pregunta
de gran relevancia en el desarrollo de modelos tedéricos en Biologia es cuan detallado
debe ser un modelo y cuantas ecuaciones debe incluir. La relacion entre la estructura
bioldgica y la complejidad matematica de los modelos es directa. En esta tesis slo se han
estudiado modelos simples, faciles de comprender e implementar, y que incluyeron los
factores més importantes de la dindmica de los fendmenos fisiologicos considerados. Ello
se realizé a costa del detalle mecanistico pero, a su vez, permitié utilizar todo el arsenal
del tratamiento analitico. Sin embargo, la tendencia actual va en otro sentido, los modelos
tienden a incluir mas el detalle de todos los procesos y esto se refleja en el aumento del
numero y complejidad de las ecuaciones, las que pueden investigarse gracias al constante
incremento en la capacidad de calculo computacional.
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