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Sobre una clase de problemas de Programacion Lineal

1. Introduccion.

En e}l presente trabajo se estudia una clase de problemas de Progra-
macién Lineal vinculados al modelo abierto de Leontieff. Se discute la
existencia de soluciones en funcién de algunos parametros. Un problema
genérico (que indicaremos con (I) ) de la clase, es de la forma siguiente:

Hasllar min z — mX

con las restricciones

(1) I—AX>Y
@) BX > P ()
(3) CX < Q

X> 0.

Se admite que:
1) m es un vector de elementos no-negativos;

2) (I — A) es una matriz de Leontieff de orden n, de la que se
conoce su inversa (I — A)';

3) B y C son matrices de elementos positivos, de orden pxn y gxn
respectivamente;

4) Y, Py Q son vectores de elementos positivos, de n, p y q compo-
nentes respectivamente.

Al variar los vectores m, Y, P y Q (pero siempre cumpliendo las
condiciones 1 y 4), permaneciendo constantes las matrices (I — A), B
v C, se tienen todos los problemas de la clase que consideramos. Segin
los valores que demos a los componentes de los vectores Y, P y Q, e
independientemente de m, el problema que se obtenga puede tener solu-
cién factible o no, Se discutira la existencia de soluciones en funcién de
los vectores Y, P y Q. Se admite que se cumplen las condiciones del si-
guiente teorema fundamental: “Si existe algin vector X tal que (I — A) X
es un vector estrictamente positivo, entonces (I — A)~? existe y transforma
vectores no-negativos en vectores no-negativos” [3] (por supuesto, se supone
que X es no-negativo).



2. Notacion.

La distincion entre vectores-fila y vectores-columna sera obvia en
cada caso. Indicaremos las componentes de un vector con indices supe-
riores. Por ejemplo: X = (X',..... X"

Dados dos vectores U y V del mismo espacio r-dimensional, usaremos
las siguientes definiciones: U = V, si U' = V' para todo i; U = O, si
U 2Oparatodoi; U>0,siUZ20yalgin U >0, U >» O,siU' > O
para todo i; U =2V, si U—-—V =20;U>V,si U—-V>O0;
U>» V, si U=V » O. Y andlogamente para <, < y <« . El signo
U <’V indica quenoes U L V.,

3. Clasificac’on de un problema.

Veremos que dado un problema de la familia —o¢ sea, dados ciertos
vectores m, Y, P y Q—, se le puede clasificar teniendo en cuenta los vec-
tores ¥, Py Q.

En primer lugar, observemos que la relacién > definida anterior-
mente, en un espacio r-dimensional, es un orden parcial. O sea, dados dos
vectores U y V de ese espacio, pueden no ser comparables por esa rela-
¢ién. De modo que dados dos vectores U y V de un espacio r-dimansional
en que se han definido las relaciones del paragrafo anterior, se tendra
uno de los seis casos siguientes: U » VUS> V. U=V, U<V, UKV,
U y V no-comparables. Por lo tanto, dados dos paras de vectores, siendo
que cada par es de un espac’e en que se han definido las relaciones ante-
riores, se tendran 36 posibilidades,

~In segundo lugar, para simplificar la escritura en lo que sigue,
dafiniremos dos matrices:

D = B (I — A"
E-=C({J—A""
En realidad las matrices D y E tienen interpretaciones interesantes,

en cada caso concreto, pero no nos ocuparemos de ese aspecto en el pre-
sente trabajo.

Para clasificar un problema dado, en la clasificacién que propon-
dremos, se hacen los dos pasos siguientes:

1) Calcular DY y EY;
2) Comparar DY con P, y EY con Q.

Los distintos resultados posibles de esas comparaciones pueden agru-
parse en las siguientes clases, que definen la clasificacion propuesta:

(a) DY 2 Py EY < (Q;

(b DY <« Py EY < Q;

(¢) EY < Q, y DY y P no-comparables;

{(d) Otros resultados.



La definicién de la clase (d) implica que la. clasificacion es exhaus-
tiva. Por otra parte, es facil ver que las clases son disjuntas, como se
muestra en el cuadro siguiente. Por lo tanto, se trata de una clasificacién
logica.

DY con PI :
. » > 1= < « no-comparables

EY con Q ’

> a | d d|d|d \ d

> d i d i d| d|d 1 d

= a a a | d d 7 7d

< : a_| a : a|b b c

« a i al|lal|b|b c
no-comparables | d | d | d|d]| d d

Para estudiar los distintos casos, sera util la siguiente

Proposicién 1. C(Y) = {X: I—A)X = Y} es un cono (poliédrico)
contenido en el interior del ortante no-negativo (R,*), con vértice X =
(I —AY.

Demostracion. Sea D{Y) = {X: X > Y}. Sea {e;:i=1,...n} la
base candnica de R,. Es decir, los vectores e, son de la forma
& =(0,....0,1,0,...,0), teniendo un 1 en la i-ésima componentes, y 0 en las
restantes. Se tiene;

D(Y)ZiX:X:Y—l—Eltie‘,ti;O}.

Sca E(Y) la imagen de D(Y) por (I — A)™* (considerado como un ope-
rador sobre R,). Se tiene:

EY) = X:X=(—A)"Y 4+ 2t (-3 t,=20}.

O sea, E(Y) es un cono poliédrico contenido en Ryt, y con vértice
X = (I—A)'Y. Es claro que E(Y) = C(Y).



Ademas, como es sabido, en el modelo de Leontieff se tiene:
X=({I—A""Y > X2 Y - C(Y) estd contenido en e} interior de R,*t.

Nota. Hemos dado esa demostracién, en lugar de otra “maés directa”,
para hacer resaltar un hecho importante que es conveniente tenar presen-
te: la imagen de D(Y) por (I — Ay, es el cono poliédrico “paralelo” a la

imagen de R,* por (I — A)™, que se obtiene trasladando ésta segin el
vector (I — Ay7Y .

ay

D(Y) X = (I-A)dy

(z-A7 ' (R})
s

Ademas, observamos que en virtud de la forma de las restricciones
(3), s1 el problema (I) tiene solucidn factible, entonces tiene solucién
Aptima.

A continuacién pasamos a estudiar los distintos casos por separado.

4. Caso (a).

Este caso queda resuelto con la siguiente

Proposicion 2. La condicién necesaria y suficiente para que X =
(I— A)'Y sea optimo, es que se verifique DY > P y EY < Q.

Demostracion.

Condicién necesaria. X — (I — A)'Y éptimo — X factible. Por lo
tanto X verifica las restricciones (2) y (3), y se tiene:



%

BX 2P —- BI—-A"Y =D
— EX

P
CX < Q — C(I — A1y Q.
Cond cién suficiente. X = (I — A)~'Y verifica (1). Ademi4s:
BX = BI-A"'Y=DY>P
CX = CI—A)'Y = EY < Q.
O sea, X verifica (2) y (3). Por otra parte, X » 0. Es dacir, X es
una solucién factible.

ARY

Sea X; otra solucién factible. Se tiene:
Xy factible - (I— A)X, = Y, > Y = (por la Proposicién 1) X; > X
- mX; 2 mX - X es Optimo.

Nota. En el caso (a) ‘el dptimo puede no ser vinico, Pero, aun en el
caso de que no fuese tnico, por la Proposicién 1 se tiene que X = (I — A)-1Y
serd el Optimo que estd “mds cerca” del punto O.

En resumen, en el caso (a) el problema tiene una solucién inme-
diata, que no depende del vector m.
5. Caso (b).

Para estudiar este caso, consideramos el problema siguiente, que
llamaremos (1I):

min w = mX + HV,

(1) (I —AX — LU, - Y
(29 BX — IU, + IV, =P (11)
(3 CX + LU, = Q
X>0,U, 20U, 20U, >20,V,>0,
donde H = (h....,h) es un vector en que h es una constante “grande”

(segim la terminologia usual en Programacién Lineal), U, es un vector
de n componentes, U, y V, son vectores de p componentes, U, es un
vector de q componentes, I,, I, e I; son matrices unidad apropiadas
{I=L).

Con la aplicacién usual del método simplex, en que junto a las varia-
bles de holgura de la restriccidn (1'), deberiamos agregar también varia-
bles artificiales, el nimero total de variables del problema seria:

n+m+p+q + (n + p)=3n + 2 + q.
En cambio en el problema (II) aparecen solamente
n+m+4+p+q) + p=2n + 2p + q.

Veremos que es posible part'r del problema (II), pues éste tiene una
solucién de partida inmediata. Para hallarla, usaremos la siguiente



Proposicién 3. Sea la matriz particionada G, de la siguiente forma:
[ Gn O o ]
C — I C;;] Cv_»-_) 0
[ C3l O 033

en que Gy, G2z y Gz son submatrices cuadradas no-singulares. Entonces
G es no-singular y su inversa esta dada por

[ C:' O 0O
G ! =1} — C;_,'CmGEI GE' O
L - G;;l G3I GEI O C:shaI )

Demostracién. Una simple computacién nos muestra que G.G* = 1.

Volviendo al problema (II), observemos que las restricciones con
ecuaciones de éste se pueden escribir del siguiente modo:

[d-A) O O 1] X ] [—L O7[ U [y 1
1 Y | I
B I, O l v, =+ 0-—1, U, | = |

P
cC O 1, U, J 0o o 0

Sea
(I-A) O O
C = B I. O
C 0o I,

Por la Proposicién 3 se tiene:
I—A)—1* O O '| I—A* O
G'=| —-BI—-A* I, O I = [
—~CI—A?* O I,



Premultiplicando las restricciones anteriores por G—!, se tiene:

rx1 [—(I—A)—I 071 TU.] T[@—A7Y]
D -1 U,l=| P—-DY |

|
[
quJ L E 0] Q — EY

Tenemos entonces la siguiente solucién de partida:
X=(0—=A"Y,V,=P—DY,U;=Q — EY, Uy = 0, U, = 0.

Como estamos en el caso (b), todas las componentes de esos vectores
X, V. y U, son no-negativas. Se trata de una solucién basica, pues
no tiene mas de n 4- p - g componentes positivas; en particular, si
P » DY y Q » EY, serd no-degenerada.

Con lo anterior se puede construir una tabla de partida para aplicar
el método simplex al problema (II). Si a cierta altura del procedimiento
no aparece ninguna variable Vi, i = 1...,p, en la base, el problema
(I) tendrd solucién factible, y por lo tanto éptima.

Ademas, en virtud de la Proposicién 1, si (I) tiene solucidén éptima,
en esa solucién intervendrdn con valores positivos todas las variables
X,i=1...n

Ahora bien, las variables X', i = l,...,n, ya intervienen en la
solucién de partida que hemos hallado para el problema (II). Por lo
tanto, cstamos en condiciones de aplicar provechosamente un teorema
recientemente demostrado [1], y del cual daremos a continuacién sola-
mente el enunciado.

Teorema. Supongamos que si el problema propuesto tiene solucién
6ptima, la variable X* entra en la solucién 6ptima, Supongamos ade-
mas, que en una determinada aplicacién del método simplex, la primera
tabla en que entra X* es la tabla nimero j, que indicamos T(j), y
que X* entra enla fila i de T(j). Entonces, para saber si el problema
propuesto tiene dptimo y, en ese caso, qué otra variables intervienen
en la solucién dptima, con qué valores, y cuanto vale la funcién objetiva
en el 6ptimo, es suficiente aplicar el método simplex a la tabla Te(j),
que se obtiene sunrimiendo la fila 1 y la columna k de T(j).

La tabla inicial que tenemos para el problema (II) es la siguiente:
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O 0 O H
pPe X, .. Xe U....... Ur| Untl | Uete| Ustetl | [odete VI, VP
m! Xt
. (I — A - (I — A" 0 o o)
e | xe
h A\
. P — DY D -1, 0 I,
b | w
o) Un+pt)
” Q — EY E o) I, o
0 Urtrta
m(l — AyY - ml — >l o o o
- H(® - DY) HD -H o) 0




(Como es sabido, para aplicar el método simplex se puede dividir
toda la ultima fila por h).

En virtud de las consideraciones anteriores y del Teorema enunciado,

podemos pasar a la tabla T°(l), que se obtiene suprimiendo, en la tabla
anterior, las filas y las columnas indicadas con los simbolos X!,...,X"

Mientras que la tabla inicial es de orden (n + p + g + 2) X
(I + 2n + 2p 4+ q), la tabla que obtenemos aplicando el Teorema enun-
ciado es s6lo de orden (p + q + 2) X (1 + n 4 2p -+ q).

Si aplicando el método simplex a la tabla T°(1), no podemos
eliminar de la base a alguna variable V!, i = 1,...,p, entonces el pro-
blema (I) no tiene solucién. En el caso contrario, (I) tiene solucién. La
aplicacién del métoda simplex se efectGa en la tabla T°(1) exacta-
mente del mismo modo que en cualquier problema de Programacién
Lineal (en realidad, esa tabla corresponde a cierto problema dz Progra-
macion Lineal).

E}fl el caso de que el problema (I} tenga solucién dptima, en ella
entraran a lo sumo p 4 g variablesde las U',i=1...n 4+ p + q.
Ademads, en ese caso se verifica:

I—AX —LU, =Y
BX — LU, =P
CX + LU, = Q,
para determinados vectores U, U, y U, correspondientes a la solucion
éptima hallada. Si en la solucién 6ptima fuese U, = 0, el éptimo estaria

dado por X = (I— A)y'Y, lo cual es imposible en virtud de la Proposi-
cién 2. Por lo tanto, en el éptimo se tiene: U, > 0.

O sea, el 6ptimo, si existe, esta dado por

en que U, se obtiene al aplicar el Teorema enunciado en la tabla T°(1).
6. Caso (c).
En este caso se considera el problema siguiente:

min w = mX + HV, 4+ HYV,

i

(11) (I — A)X — IL,U, + L.V, = Y
(27) BX — LU, + LV, =P
(3’) CX + Lqu - Q

X>0U,>0U,>0U,>0V,>0V,>0

donde H, = (h,....,h) y H, = (h,...,h) son vectores d¢ n y p
componentes respectivamente, y en que h es una constante “grande”.

Al no contar con una solucién “buena” de partida, debemos hacer
la aplicacién usual del método simplex. No obstante, en virtud del Teo-
rema enunciado, cada vez que en una solucion bésica entra una variable



X, i=1...,n, eliminamos la columna y Ia fila correspondientes. En caso
de que el problema (I) tenga dptima, éste se calcula en la forma indicada
al final del paragrafo anterior.

7. Caso (d).

En este caso el problema no tiene solucién. Para demostrarlo, lo
dividimos en dos subcasos.

(di) EY <’ Q. Se tiene lo siguiente:

EYS Q->CI—-AY < Q- X =(I—A)"'Y es tal que
X Q.

Pero ademis: X, estd en C{Y) » X, > X - CX;, > CX -
CX, < Q.

Es decir, el cono C(Y) tiene interseccién vacia con la regi6n
{X: CX < Q}, que constituye la restriccién (3), y por lo tanto en
el subcaso (d;) no hay solucién.

(d2) DYZ>'P y EY = Q. Observemos que el vector X = (I — A)-1Y

es el unico que satisface las restricciones (1) y (8). En efecto,
sea X; 7= X vy tal que satisfaga (1). Se tiene:
Xjestaen CY), X, %= X—=>X,>X>CX; » CX=Q— X, no
satisface {3). Pero, por otra parte, X no satisface (2), puesto que:
BX = B{I—A)~Y = DY 2>’ P. O sea, en el subcaso (d.) no
hay solucién.

Es facil ver que estos dos subcasos agotan el caso (d).

8. Conclusion.

El objetivo principal de este trabajo, es dar un ejemplo cobre un
hecho que ha sido reiteradamente sefialado en Programacién Lineal: “el
raodelo matematico de una aplicacién especifica puede llevar a un sistema
de cémputo simplificado” [2].

En primer lugar, la discusién realizada nos permite separar los
zasos en que la respuesta —solucién dptima, o no-existencia de solucién—
es inmediata, de los casos en que es necesario aplicar un algoritmo para
obtener una respuesta. Observemos que esa discusion se puede realizar,
en muchos de los casos que pudieran presentarse en la practica, con una
calculadora de mesa.

En segundo lugar, en los casos en que la solucién no es inmediata,
1a aplicacion del método simplex se ve simplificada por la definicién de
la familia. En efecto, la teoria matematica del modelo de Leontieff nos
permite afirmar que si cierto problema de la familia tiene solucién éptima,



en ella entran todas las variables X', i = l,...,n. Ese hecho nos per-
mite aplicar el Teorema que hemos enunciado, y con el cual se logran
grandes cconomias en los calculos, al punto de que se puede intentar, en
nimchos casos, la resolucién con una maquina de mesa, de problemas que
a primera vista solo podrian ser tratados con una computadora elec-
trénica.

No creemos que el supuesto de que conocemos la matriz (I — A)™
sea restrictivo, puesto que lo légico es pensar que sdlo se plantearia un
problema de la familia si se estd trabajando con el modelo de Leontieff
en su aplicacion habitual, para la cual es imprescindible contar con esa
matnz,
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