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Abstract

En este trabajo se consideran extensiones de las gravedades y super-
gravedades de Chern-Simons asociadas al uso de formas de transgresión
en las acciones correspondientes, en vez de formas de Chern-Simons.
Se observa que las formas de transgresión permiten:
(i) hacer las teoŕıas de Chern-Simons estrictamente invariantes gauge,
(ii) tener un principio de acción bien definido, de modo que la acción es
un extremo cuando valen las ecuaciones del movimiento,
(iii) calcular cargas conservadas covariantes de acuerdo con las calculadas
por métodos hamiltonianos,
(iv) y regularizar la acción de modo que la entroṕıa calculada a partir de
la versión eucĺıdea de esta acción es finita y coincide con la calculada de
nuevo por métodos hamiltonianos.
También se introduce y estudia una clase de modelos para objetos exten-
didos o branas con y sin supersimetŕıa con acciones definidas por la suma
de integrales de las formas de transgresión para grupos de gauge ordinar-
ios, grupos espaciotemporales o sus extensiones supersimétricas. Estos
modelos son generalmente covariantes, independientes de background y
verdaderos sistemas de gauge.
Un modelo de esta clase podŕıa proporcionar una formulación independi-
ente de background de la teoŕıa M.
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5.3 Entroṕıa de agujeros negros con respecto al agujero negro de masa
cero en 3D y 5D . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 50
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6.6.3 Vaćıo y Fenomenoloǵıa . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 69

7 Discusión y Conclusiones 71
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1 Introducción

A pesar de muchos trabajos afirmando lo contrario, la Relatividad General,
actualmente la teoŕıa aceptada de la gravitación, no es una teoŕıa de gauge,
como lo son las teoŕıas de las otras tres interacciones fundamentales conocidas
[1]. La construcción de una teoŕıa de gauge que incluya el campo gravitatorio
plantea la dificultad de que, mientras en el caso de las demás interacciones se
dispone de un ámbito espaciotemporal fijo con una métrica de Minkowski, es
este caso no hay tal fondo fijo de referencia, al ser la métrica (o el vielbein)
parte de la dinámica. Cuando existe una métrica de referencia fija la acción
usual para los campos de gauge es la de Yang-Mills, en cuya construcción se
utiliza la métrica de Minkowski. Veremos que si no hay un fondo fijo dado por
una métrica de referencia la acción natural para una teoŕıa de gauge para los
grupos espaciotemporales (Poincaré, los grupos de de Sitter y sus extensiones
supersimétricas) que pueda generalizar la relatividad general está dada por la
forma de Chern-Simons.

1.1 Panorama del desarrollo de las teoŕıas de Chern-Simons

Las teoŕıas de gauge de Chern-Simons son modelos f́ısicos con una lagrangiana
dada por la forma de Chern-Simons para el grupo de gauge. Estos mode-
los fueron introducidos en el caso abeliano por A. Schwarz [2] y estudiados
como ’modelos de juguete’ en muchos trabajos posteriormente (ver por ejemplo
[3])hasta el reconocido art́ıculo de Witten [4] en el que se muestra que estos
modelos son teoŕıas cuánticas de campos exactamente solubles en 2+1 dimen-
siones, con observables dados por invariantes topológicos (invariantes de nudos)
de la variedad tridimensional de base.

Las gravedades y supergravedades de Chern-Simons son teoŕıas de gauge de
Chern-Simons con grupo de gauge dado por uno de los grupos espaciotempo-
rales y alguna de sus extensiones supersimétricas respectivamente. Estas teoŕıas
fueron introducidas en refs.[5, 6, 7] para espaciotiempos tridimensionales (2+1).
Se observó que la Relatividad General en dimensión 2+1 es equivalente on shell
(cuando valen las ecuaciones del movimiento) a la teoŕıa de CS para el grupo de
Poincaré ISO(2,1), lo que fue explotado por Witten para mostrar que la teoŕıa
es exactamente soluble a nivel cuántico [7].
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Más tarde Chamseddine [8] extendió las supergravedades de Chern-Simons
a dimensiones mas altas y sugirió que esta clase de modelos pod́ıan consider-
arse como la base de un enfoque para la unificación de las interacciones funda-
mentales alternativo a la teoŕıa de Supercuerdas [9]. Las supergravedades de
Chern-Simons (CS-SUGRA) en dimensiones más altas fueron extensivamente es-
tudiadas en diferentes aspecto por la ’Escuela Chilena’ [10, 11, 12, 13, 15, 1, 16].

En uno de esos trabajos Troncoso y Zanelli [12] sugirieron que el ĺımite de
bajas enerǵıas de la teoŕıa M [17, 18, 19, 20] podŕıa ser una CS-SUGRA con
grupo de gauge OSp(1 | 32), contribuyendo desde otro ángulo a la convergencia
entre Teoŕıas CS y Supercuerdas, ya mostrada en las refs.[7, 21, 22]. Más re-
cientemente Horava [23] propuso que una CS-SUGRA podŕıa ser en realidad la
Teoŕıa M, la cual seŕıa en entonces una teoŕıa de campos ordinaria. La propuesta
de Horava a sido considerada mas recientemente por Nastase [24].

1.2 Relación de la Relatividad General y la Supergravedad

estándar con las gravedades y supergravedades de Chern-

Simons

La cuestión de las relaciones entre las teoŕıas CS y la Relatividad General
y/o supergravedad estándar en diversas dimensiones ha sido discutido en las
refs.[7, 8, 1, 10, 12, 23, 15]. Un trabajo reciente que me parece importante, re-
specto al problema de hallar una solución (un ’vaćıo’) de una supergravedad de
Chern-Simons tal que la teoŕıa linealizada alrededor de este vaćıo es la versión
linealizada de la supergravedad en 11D, es ref. [16].

Se puede entender la diferencia entre los dos enfoques considerando que
hay esencialmente dos clases de transformaciones locales en geometŕıa diferen-
cial.Estas son difeomerfismos (vistos como transformaciones generales de coor-
denadas o deformaciones arbitrarias de la variedad, dependiendo de si tomamos
el punto de vista pasivo o activo) y rotaciones locales de una fibra (transfor-
maciones de gauge). Hay entonces también dos maneras de hacer local una
simetŕıa global, que son realizarla como una clase de transformaciones generales
de coordenadas o realizarla como una simetŕıa de gauge.

En lo que respecta a las simetŕıas espaciotemporales la primera via es la
que se toma en Relatividad General, mientras que la segunda se toma en las
gravedades de Chern-Simons. Ya se mencionó que estas teoŕıas son equivalentes
en 2+1 dimensiones, pero esta equivalencia no vale en dimensiones más altas.

En el caso supersimétrico nuevamente la primera opción se toma en super-
gravedad estándar. Los procedimientos principales para construir estas teoŕıas
son el método de Noether [38] y los basados en el ’Superespacio’[46].

El método de Noether involucra los pasos siguientes:
(i) Considerar representaciones de el álgebra de la supersimetŕıa con estados

de esṕın 2 (’gravitones’) como máximo.
(ii) Escribir una acción incluyendo campos de esos espines con los términos
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cinéticos estándar de segundo orden en las derivadas y sin interacciones, con-
truida de modo tal que sea invariante bajo transformaciones supersimétricas
globales. Esta parte es bastante directa.

(iii) Hacer las transformaciones locales, entendidas como extensiones de
transformaciones generales de coordenadas, agregando tanto nuevos campos con
propiedades de transformación adecuadas como términos nuevos a las reglas de
transformación previas. Un punto importante es que se requiere que la acción
resultante de este proceso sea de segundo orden como máximo en las derivadas,
y que de lugar a ecuaciones del movimiento de segundo orden

(iv) Iterar hasta que la acción final sea invariante bajo las nuevas trans-
formaciones locales. No hay garant́ıa de que este proceso termine despues de
un número finito de pasos, pero de hecho termina en la mayoŕıa de los casos
interesantes.

En el método del Superespacio el espaciotiempo con coordenadas xm se ex-
tiende a un espacio con coordenadas adicionales que son números de Grassmann
que anticonmutan θα y realizando las transformaciones supersimétricas como
transformaciones generales de coordenadas del espacio extendido (superdifeo-
morfismos).

Como se mencionó, en las teoŕıas de Chern-Simons la estrategia seguida
es tomar los grupos espaciotemporales o sus extensiones supersimétricas como
grupos de gauge. Las teoŕıas CS contienen términos de orden mayor que dos
en las derivadas en su acción, al contrarioque la Relatividad General y las su-
pergravedades estándar. Es importante señalar sin embargo que solo derivadas
segundas de los campos aparecen en las ecuaciones del movimiento 1. Las teoŕıas
CS no son entonces ’higher derivative theories’, que es como se conoce a aquellas
teoŕıas con ecuaciones del movimiento involucrando derivadas de orden mayor
al segundo de los campos, las cuales se sabe tienen muchas dificultades que las
hacen inconvenientes como modelos f́ısicos.

Como se señaló desde varios puntos de vista Refs.[7, 8, 10, 12, 23, 15]. las
teoŕıas CS pueden aproximarse para pequenãs desviaciones respecto a ciertas
configuración de referencia o ’background’ y para bajas enerǵıas (perturbaciones
de pequeã amplitud y longitud de onda larga alrededor de esas configuraciones).
La cuestió de en que condiciones, para que backgrounds y hasta que punto
gravedades o supergravedades CS corresponden a la Relatividad General o su-
pergravedad estándar esta sin embargo lejos de estar zanjada. Lo que está claro
es que las gravedades CS no pueden considerarse en modo alguno descartadas
como candidatos a teoŕıas f́ısicas de la gravitación, dando Relatividad General
despues de alguna compactificación dinámica apropiada en algún ĺımite de lon-
gitudes de onda largas.

La presencia de términos de mayor orden en la curvatura en las gravedades
CS no debeŕıa ser considerado problemático, ya que tales términos aparecen

1De hecho de primer orden, derivadas de segundo orden aparecen p.ej. si la torsion es
cero, porque la conexión de esṕın en ese caso es función del vielbein involucrando derivadas
primeras de este.
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por ejemplo en correcciones de la teoŕıa de cuerdas a la Relatividad General,
y no pueden descartarse, dada nuestra ignorancia sobre el comportamiento del
campo gravitacional en distancias cortas

En resumen hay dos caminos para entender estas interacciones como con-
secuencia de principios de simetŕıa, el programa de gauge desarrollado por
Maxwell, Weyl, London, Yang, Mills y otros y el propuesto por Riemann, Clif-
ford, Einstein, Kaluza, Klein y otros de ’simetŕıas como transformaciones gen-
erales de coordenadas’. De las cuatro interacciones fundamentales conocidas,
las tres que conocemos a nivel microscópico, como teoŕıas cuánticas de campos,
son teoŕıas de gauge.

Creo que no es irrazonable esperar que una completa descripción cuántica
de todas las interacciones será realizada dentro del marco de las teoŕıas de
gauge. Entonces el requerimiento de la independencia de background lleva a
alguna clase de teoŕıa de Chern-Simons como la única posibilidad para tal teoŕıa
completa.

1.3 Transgresiones y teoŕıa de campos

En este trabajo consideramos extensiones de las teoŕıas de Chern-Simons basadas
en el uso de formas de transgresión [25, 26, 27, 28, 29, 30], las cuales son gener-
alizaciones de las formas de Chern-Simons involucrando dos campos de gauge.
Rećıprocamente las formas de Chern-Simons pueden pensarse como formas de
transgresión con uno de los campos de gauge igual a cero.
Se puede pensar el segundo campo de gauge en las formas de transgresión como
un background de referencia fijo no dinámico, o como un campo dinámico en
pie de igualdad con el primero. En el segundo caso además puede pensarse que
ambos campos están definidos en el mismo espaciotiempo, o que están definidos
en variedades con un borde común.
A nivel de teoŕıa de campos las formas de transgresión poseen:

(i) Invariancia Gauge

Las teoŕıas de Chern-Simons no son estrictamente invariantes gauge, sino
cuasi-invariantes, en el sentido de que la acción cambia por un término de borde
bajo transformaciones de gauge. Las trangresiones en cambio son invariantes
gauge.

(ii) Principio de Acción

Para tener un principio de acción bien definido, en el sentido de que la acción
sea un extremo cuando valen las ecuaciones del movimiento es necesario en gen-
eral agregar términos de borde a la acción, lo cual a veces se hace caso por caso
para configuraciones espećıficas. La acción de transgresión permite dar una pre-
scripción general de los términos de borde que hacen el principio de acción bien
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definido, los cuales son de hecho parte de su definición (por lo que puede decirse
que ’vienen con la acción’).

(iii) Cargas Conservadas Covariantes

Las cargas conservadas que vienen de la acción de Chern-Simons no son
covariantes, en el sentido de que su álgebra de corchetes de Poisson contiene
términos centrales, como sucede siempre que se parte de una acción cuasi-
invariante. Además en el caso de las masas de agujeros negros en diversas
dimensiones para gravedades de CS, los valores obtenidos aplicando el Teorema
de Noether a estas teoŕıas no coinciden con los obtenidos por métodos hamilto-
nianos, que son los que tienen significado f́ısico. Las cargas calculadas utilizando
transgresiones como acciones son covariantes, reflejando la invariancia estricta
de la acción, y dan los mismos valores que los métodos hamiltonianos.

(iv) Termodinámica de Agujeros Negros

La entroṕıa de los agujeros negros en gravedades de Chern-Simons en diver-
sas dimensiones, calculada a partir de la versión eucĺıdea de la acción, diverge,
por lo que se debe ’regularizar’ esta acción con ’contratérminos’ apriopiados.
La acción de transgresión correspondiente da una entroṕıa finita y que coincide
con la calculada por métodos hamiltonianos.

La parte arriba mencionada de este trabajo se basa en trabajo realizado en
colaboración con Rodrigo Olea, Ricardo Troncoso y Jorge Zanelli, recogido en
los art́ıculos [31, 32].

1.4 Transgresiones y acciones para objetos extendidos

Otra área interesante de aplicación de las formas de transgresión tiene que ver
con el estudio de modelos de objetos extendidos de diversas dimensionalidades,
como cuerdas y membranas, llamados en general branas, el cual ha recibido
mucha atención en los últimos años.

Moore y Seiberg [22] mostraron que muchas intrincadas propiedades de una
amplia clase de teoŕıas bidimensionales (2D, signatura 1+1) con invariancia con-
forme o ’Conformal Field Theories’ (CFT) (las llamadas ’Rational Conformal
Field Theories’) se pueden entender de forma muy simple si uno considera estas
teoŕıas como inducidas por una teoŕıa de CS en 3D en su borde bidimensional,
como consecuencias de la invariancia gauge y covariancia general de esta última.
Las CFT en 2D son importantes porque las Teoŕıas de Cuerdas corresponden
a teoŕıas de este tipo. Resultó natural tratar de reescribir las acciones en 1+1
dimensiones de las Supercuerdas como teoŕıas de CS en 2+1 dimensiones [33]
(ver también [7, 21, 22]) por una especie de ’engrosamiento’ de la superficie
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de mundo, como modo de sacar ventajas de las propiedades atractivas de las
teoŕıas de CS.

Las formas de transgresión se usarán en la construcción de una clase de
modelos [34, 35] describiendo objetos extendidos con o sin supersimetŕıa, como
sistemas de gauge. La acción de estos modelos es la suma de las integrales de
las formas de transgresión para el grupo de gauge en cuestión, integradas sobre
subvariedades de la variedad de base (el volumen de mundo de la brana) y la
variedad de base propiamente dicha. El propósito original era introducir objetos
extendidos fundamentales en supergravedades de Chern-Simons a través de la
inmersión de acciones de CS de menor dimensión en un background de CS. Si se
permit́ıa que estas branas tuvieran bordes la acción no seŕıa invariante gauge en
ese caso. Fijar el gauge en los bordes de las branas no era plausible, ya que estos
bordes pod́ıan moverse. Pareció natural entonces usar formas de transgresión
en vez de CS en la construcción, lo cual da acciones invariantes gauge. El precio
que se paga es la duplicación de los campos de gauge. En esta clase de modelos
confluyen varias ĺıneas separadas de trabajo, previamente no relacionadas. Sus
principales ventajas son:

(i) Invariancia Gauge

Los modelos de branas construidos con transgresiones también son invari-
antes gauge. Este es un punto importante que contrasta con lo que pasa con la
teoŕıa de cuerdas estándar, la cual no es un sistema de gauge, lo cual se critica
como uno de sus puntos débiles [36]).

(ii) Independencia de Background y Democracia Brana-Background

En estos modelos los objetos extendidos y el background están descritos por
acciones de la misma forma, atractiva propiedad que podemos llamar ’democ-
racia brana-background’. El background sin embargo no es fijo, sino que es
dinámico e interactúa con las branas, por lo que el modelo es independiente de
background.

(iii) Teoŕıa de Cuerdas como una Teoŕıa Topológica

Estos modelos avanzan el programa propuesto por Moore y Seiberg [22],
Witten [7], Green [33] y Kogan [21] de formular la teoŕıa de cuerdas como un
teoŕıa de CS en 2+1 dimensiones. Incluso se puede conjeturar que uno de los
modelos de la clase propuesta podŕıa proporcionar una formulación independi-
ente de background de la teoŕıa M.

(iv) Branas Heteróticas Supersimétricas
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Estos modelos proporcionan una extensión supersimétrica de el modelo de
Dixon, Duff y Sezgin (DDS) [50] para el acoplamiento de objetos extendidos
a campos de Yang-Mills. Sin embargo nuestros modelos difieren de estos en
que los modelos DDS contienen branas que se mueven en un background fijo
dado por campos de gauge A, la métrica grs y el campo-RR Bd, mientras que
nuestro modelo es independiente de background y todos los campos son campos
de gauge dinámicos.

La parte de este trabajo que trata con objetos extendidos se basa en los
trabajos [34, 35], el primero de los cuales en colaboración con Hitoshi Nishino.

1.5 Plan del trabajo

El plan de este trabajo es el siguiente:
Las secciones 2 y 3 están dedicadas a revisar material de otros autores que

se utilizará adelante.
En la Sección 2 se repasarán brevemente los elementos de la teoŕıa de fibrados

y clases caracteŕısticas que se usan en la construcción de nuestros modelos. En
el apéndice A se incluyen detalles adicionales de este tema.

En la sección 3.1 se revén los modelos f́ısicos de los que los modelos prop-
uestos acá son extensiones. Estos son teoŕıas de gauge y gravedades de Chern-
Simons (3.1), En la sección 4 discutiremos las acciones de transgresión en teoŕıa
de campos, con la sección 4.1 dedicada a las propiedades generales de esta y
una discusión de las opciones disponibles en su formulación, la sección 4.2 a
gravedad con formas de transgresión, la sección 4.3 dedicada a las cargas con-
servadas en general, la 4.4 a las cargas conservadas para teoŕıas con el grupo
AdS como grupo de gauge.

La sección 5 se dedica a la termodinámica de agujeros negros.
La sección 6 comienza con una subsección en que se revisan los tópicos de

la teoŕıa de objetos extendidos que conducen a la clase de modelos propuestos.
Los temas revisados incluyen incluyendo las acciones de Green-Schwarz para
supercuerdas y el acoplamiento de branas a campos de Yang-Mills y trabajos
sobre la relación entre teoŕıa de cuerdas y modelos de CS.

Luego se introducen las acciones de branas basadas en formas de trans-
gresión, se discuten sus simetŕıas, sus ecuaciones del movimiento y algunos
aspectos de la teoŕıa cuántica, aśı como posibles relaciones con la teoŕıa de
cuerdas.

La Discusión y Conclusiones van en la sección 7.
El apéndice A se dedica a la geometŕıa y topoloǵıa de fibrados.
En el apéndice B se repasan los grupos espaciotemporales y sus extensiones

supersimétricas.
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2 Geometŕıa y Topoloǵıa de los Campos de Gauge

That non-Abelian gauge fields are conceptually identical to ideas in the beautiful
theory of fiber bundles, developed by mathematicians without reference to the
physical world, was a great marvel to me. In 1975, I discussed my feelings with
Chern and said ”This is both thrilling and puzzling, since you mathematicians
dreamed up this concepts out of nowhere.” He immediately protested, ”No, no,
this concepts were not dreamed up. They were natural and real.”

-C.N. Yang

Los objetos conocidos en F́ısica como Campos de Gauge y en Geometŕıa
Diferencial como Fibrados desempeñan un rol central en ambas disciplinas. En
esta sección se repasan las propiedades geométricas y topológicas básicas de
estos objetos que se utilizan más adelante en este trabajo. Debe consultarse el
apéndice A por más detalles.

La herramientas matemáticas que se requieren son esencialmente las mismas
usadas en el estudio de Anomaĺıas en Teoŕıa Cuántica de Campos (TCC), por
lo que las referencias en esta sección son los art́ıculos en ese tema de Stora [25],
Zumino [26], Mañés, Stora and Zumino [27], y Alvarez-Gaumé y Ginsparg [28],
y el libro de Bertlmann [37]. Un muy buen libro que contiene estos temas es
ref.[30].

En lo que respecta a la literatura de matemáticas puras algunos de los resul-
tados presentados en esta sección pueden encontrarse en el libro de Chern [29].
Por una lista extensiva de referencias ver [25, 26, 27, 28, 29].

2.1 Fibrados y campos de gauge

Un fibrado diferenciable (E, π,M,F,G) consiste de los siguientes elementos[30]:
(i) Una variedad diferenciable E llamada el espacio total.
(ii) Una variedad diferenciable M llamada el espacio base.
(iii) Una variedad diferenciable F llamada la fibra.
(iv) Un mapa π : E → M llamado la proyección. La imagen inversa π−1(p) ≡
Fp ≈ F es llamada la fibra en p.
(v) Un grupo de Lie G llamado grupo de estructura, que actúa en F por la
izquierda.
(vi) Un conjunto de abiertos {Ui} cubriendo M con un difeomorfismo φi :
Ui × F → π−1(Ui) tal que πφi(p, f) = p. El mapa φi se llama una trivial-
ización local dado que mapea π−1Ui en Ui × F .
(vii) Si escribimos φi(p, f) = φi,p(f), el mapa φi,p : F → Fp es un difeo-
morfismo. Si la intersección de Ui con Uj es no vaćıa, se requiere que en la
intersección tij(p) ≡ φ−1

i,pφj,p : F → F sea un elemento de G. Por lo tanto φi

y φj están relacionados por un mapa suave de la intersección de Ui y Uj a G,
φj(p, f) = φi(p, tij(p)f). Las {tij} se llaman funciones de transición.
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En f́ısica el espacio base M es el espaciotiempo,con coordenadas denotadas
por x. La fibra F es usualmente un espacio vectorial (isomorfo a Rn) dado por
los valores de un campo de materia (lo más fácil es pensarlo como un conjunto
de escalares, pero suelen ser espinores) ψI con ı́ndice en una representación del
álgebra de un grupo G. El grupo G es el grupo de estructura, correspondi-
ente en f́ısica al grupo de gauge. Los campos de materia se escriben usualmente
ψ(x) = ψI(x)T I , donde T I son los generadores del álgebra del grupo en alguna
representación. La acción del grupo de estructura G en la fibra se define por
ψ → ψg = g−1ψ donde g(x) ≡ exp[λI(x)T I ] es un elemento del grupo. Esta
acción del grupo corresponde en f́ısica a las transformaciones de gauge.

La derivada exterior usual no transforma covariantemente bajo transforma-
ciones de gauge dψg = d(g−1ψ) 6= g−1dψ. Para definir una derivada covariante
D se introduce la conexión en el fibrado dada por la 1-forma definida en M ,
A = AI

m(x)T I dxm. La conexión corresponde en f́ısica al potencial de gauge.
La derivada covariante se define por su acción sobre una forma diferencial con
ı́ndices en el grupo Ω = ΩIT I como

DΩ = dΩ + [A,Ω]

donde d es la derivada exterior y el conmutador entre dos matrices de formas
diferenciales de ordenes p y q se define por

[Λp,Σq] = ΛpΣq − (−1)pqΣqΛp (1)

Definiendo la regla de transformación de A bajo transformaciones de gauge
como

A→ Ag = g−1(A+ d)g

se sigue que D transforma covariantemente

Dg = g−1Dg

y también
Dgψg = g−1Dψ

El tensor de campo o curvatura se define como la 2-forma

F = D2 = dA+A2

De la definición de la curvatura resulta que esta satisface idénticamente la iden-
tidad de Bianchi

DF = 0

La curvatura F es covariante bajo transformaciones de gauge

F g = (Dg) = g−1Dgg−1Dg = g−1Fg
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Claramente tantoA como F corresponden en realidad a una matriz de formas
diferenciales, para cualquier representación concreta de los generadores T I .

Bajo transformaciones de gauge infinitesimales (con los elementos de λ→ 0)
se tiene

δλA = dλ+ [A, λ] = D(A)λ

de donde
δλF = [F, λ]

2.2 Polinomios invariantes, formas de transgresión y for-

mas de Chern-Simons

Un polinomio invariante P (F ) se define como la suma formal

P (F ) =

N
∑

n=0

αn STr
(

Fn+1
)

, (2)

donde
STr

(

T I1 . . . T In+1
)

= gI1···In+1

corresponde a una traza simétrica invariante2 en el álgebra de G. Esto es lo
mismo que decir que gI1···In+1 es un tensor invariante simétrico en el álgebra
del G, el cual por contrucción tiene sus ı́ndices en la representación adjunta del
grupo G.

En el apéndice A se prueba que los polinomios invariantes son cerrados

dP (F ) = 0

y por lo tanto localmente exactos

P (F ) = dQ2n+1(A,F )

donde se introdujo la forma de Chern-Simons, definida por

Q2n+1(A,F ) ≡ (n+ 1)

∫ 1

0

ds STr (AFn
s )

con At = tA y Ft = dAt +A2
t .

Una relación similar pero que vale globalmente es la fórmula de transgresión,
que involucra dos potenciales de gaugeA0 y A1 en la misma fibra, con curvaturas
F0 y F1 respectivamente.

STr
(

Fn+1
1

)

− STr
(

Fn+1
0

)

= dT2n+1(A1, A0)

2Ver apéndice B por el significado de ’simétrica’ en el caso de un supergrupo, el cual tiene
generadores fermiónicos. En ese caso debemos hablar de una ’supertraza’ en vez de una traza.
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con la forma de transgresión definida como

T2n+1(A1, A0) ≡ (n+ 1)

∫ 1

0

dt STr ((A1 −A0)F
n
t )

con At = tA1 + (1 − t)A0 y Ft = dAt +A2
t .

La forma de transgresión es invariante bajo transformaciones de gauge en
las que A0 y A1 transforman con el mismo elemento g del grupo G, debido a la
covariancia de J ≡ A1 − A0,J

g = g−1Jg, la covariancia de Ft, F
g
t = g−1Ftg, y

la invariancia de la traza simétrica.

La invariancia bajo transformaciones de gauge de las transgresiones es de
fundamental importancia para nosotros, ya que esa propiedad es la motivación
para usar transgresiones en la construcción de acciones para sistemas f́ısicos,
que es de lo que trata este trabajo.

Bajo variaciones infinitesimales genéricas de A1 y A0 la variación de la trans-
gresión es

δT2n+1 = (n+1) < Fn
1 δA1 > −(n+1) < Fn

0 δA0 > −n(n+1) d

∫ 1

0

dt < JFn−1
t δAt >

con At = tJ +A0 = tA1 + (1− t)A0, δAt = tδA1 + (1 − t)δA0 y Ft = dAt +A2
t

Bajo transformaciones de gauge involucrando solo A1 tenemos δA1 = D1λ,
δAt = tD1λ y entonces

δT2n+1 = d[(n+ 1) < Fn
1 λ > −n(n+ 1)

∫ 1

0

dt t < JFn−1
t D1λ >]

Esto significa que la transgresión vaŕıa por un término de borde si solo uno de
los campos se vaŕıa. Un resultado análogo vale si se vaŕıa solo A0 (ver apéndice
A)

La expresión previa con A1 = A y A0 = 0 da la variación de gauge de la
forma de Chern-Simons:

δQ2n+1 = d[(n+ 1) < Fnλ > −n(n+ 1)

∫ 1

0

dt t < AFn−1
t Dλ >]

con Ft = tF + (t2 − t)A2 y Dλ = dλ + [A, λ] . Esto implica que la forma de
Chern-Simons no es invariante gauge, sino que cambia por un término de borde.
Por esta razón se dice que la forma de Chern-Simons es cuasi-invariante, al con-
trario que las transgresiones, que son invariantes. Como se verá esto representa
una gran diferencia cuando se consideran las cargas conservadas o la entroṕıa
de agujeros negros en teoŕıas de la gravitación con acciones de Chern-Simons o
transgresiones.

Las consideraciones de esta sección se extienden directamente a supergrupos,
que se definen en el apéndice B.
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3 Repaso de la Construcción de Acciones de Chern-

Simons

If one may borrow a term used by the biologists, one would say that there is
gradually forming a ”dogma” that all interactions are due to gauge fields.
C.N. Yang

3.1 La Acción

Se considera un sistema f́ısico consistente de campos de gauge definidos en cierta
variedad de base como en la sección 2.1 y se busca una acción que describa la
dinámica clásica y cuántica del sistema. Se asume que no hay una métrica
dada de antemano en la variedad que podamos usar en la construcciń de la
lagrangiana. La lagrangiana en dimensión D debe ser una D-forma invariante
gauge. El único objeto local covariante gauge que se puede construir con los
potenciales de gauge A es el tensor de campo F . Como no tenemos una métrica,
no podemos construir una acción de Yang-Mills. Una 2n-forma genérica covari-
ante gauge seŕıa F I1 ...F In y podemos construir un objeto invariante gauge con-
trayendo esta con un tensor invariante gI1...In

(el cual debe ser simétrico en sus
ı́ndices debido a que al ser las F 2-formas conmutan, de modo que F I1 ...F In es
simétrico ) El invariante gI1...In

F I1 ...F In no sirve como lagrangiana sin embargo,
debido a que es una derivada total (localmente) como ya vimos. Sin embargo
podemos tomar como nuestra acción para dimensiones impares D = 2n+ 1

S = k

∫

S2n+1

Q2n+1(F,A) = k

∫

M2n+2

STr (Fn+1) (3)

donde k es una constante. Esta lagrangiana, dada por la forma de Chern-
Simons, no es invariante gauge, cambia localmente por una derivada total

δλQ2n+1(A,F ) = −dQ1
2n(A,F, λ)

lo que significa que la acción dada es invariante gauge en una variedad sin borde
suponiendo que la topoloǵıa de la fibra es trivial. La variación de la forma
de Chern-Simons es solo localmente exacta, entonces si la topoloǵıa de la fibra
es no trivial las contribuciones de diferentes cartas locales superpuestas no se
cancelarán en la región de intersección. La acción tampoco es invariante bajo
transformaciones de gauge globalmente no triviales. Por construcción la acción
es generalmente covariante y no depende de ninguna métrica definida en la
variedad.
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3.2 Ecuaciones del movimiento

Bajo variaciones del potencial de gauge se tiene

δS = k (n+ 1)

∫

M2n+2

STr (D(δA)Fn) = k (n+ 1)

∫

M2n+2

d [ STr (δAFn)] (4)

donde usamos δF = D(δA) y ec.(4). Del teorema de Stokes

δS = k (n+ 1)

∫

S2n+1

STr (δAFn) (5)

Entonces las ecuaciones del movimiento δS
δA = 0 son [8, 10, 12]

STr (T IFn) = 0 (6)

En 2+1 dimensiones (n = 1) y si la ’métrica del grupo’ dIJ = STr (T IT J) es
invertible (’no degenerada’) las ecuaciones del movimiento implican que F I = 0
y por lo tanto el campo de gauge es gauge puro. Esto significa que no hay
grados de libertad locales que se propaguen, y el campo de gauge puede hacerce
cero por una transformación de gauge en cualquier carta local (pero no en todas
simultaneamente) En dimensiones mas altas esto no es verdad, las ecuaciones
del movimiento aun tienen la solución F I = 0, pero existen soluciones para las
que esto no es cierto.

3.3 Gravedad y Supergravedad de Chern-Simons

Las gravedades de Chern-Simons son teoŕıas de CS con un grupo espaciotem-
poral como grupo de gauge

A = er Pr +
1

2
ωrsJrs (7)

donde er es el vielbein (por una constante con dimensiones de longitud inversa)
y ωrs es la conexión de spin. La dimensión del espaciotiempo es D = 2n+ 1 y
se toma Pr = Jr,D+1. La Torsión T r y la Curvatura Rrs se definen como

T r = der + ωr
se

s (8)

Rrs = dωrs + ωrpω s
p (9)

Bajo transformaciones de gauge infinitesimales

λ = λrPr +
1

2
λrsMrs (10)

los campos cambian como

δer = Dλr , δωrs = 0 (11)
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para traslaciones de gauge y

δer = λr
se

s , δωrs = −Dλrs (12)

para transformaciones de Lorentz de gauge. Las expresiones para los grupos
de de Sitter son similares, con algunos términos adicionales que se reducen a
cero en el caso de Poincaré, y pueden calcularse a partir del álgebra (ver las
referencias al comienzo de esta sección).

Para especificar el modelo se debe dar el tensor invariante a usar. La opción
mas común es el pseudo-tensor de Levi-Civita

< Jr1r2 ...JrDrD+1 >= ǫr1...rD+1 (13)

El polinomio invariante obtenido en este caso se llama ’densidad de Euler’ En
el caso D = 2 + 1 la acción es

S3 = k ǫrsp

∫

S3

er

(

dωsp + ωsqω p
q + λ

1

3
esep

)

(14)

donde λ = 0 para el grupo de Poincaré ISO(2, 1), λ = +1 para el grupo AdS
SO(2, 2) y λ = −1 para el grupo dS SO(3, 1). Las ecuaciones del movimiento
correspondientes a extremizar la acción bajo variaciones de la conexión de spin
ωrs son

T r = der + ωr
se

s = 0 (15)

Se sigue que si el vielbein es invertible (no degenerado) como matriz det(er
m) 6= 0,

donde m es un ı́ndice espaciotemporal ’curvo’, se puede escribir la conexión de
spin como función del vielbein (on-shell)

ωrs
m = ωrs

m (er
m) (16)

Las ecuaciones del movimiento correspondientes a er son

ǫrsp(R
sp + λesep) = 0 (17)

La acción de Einstein-Hilbert (EH) en cualquier dimensión es

SEH = k ǫr1....rD

∫

SD

Rr1r2er3 ...erD (18)

donde Rrs se define como antes, pero en términos de la conexión de spin corre-
spondiente al caso de torsión cero ω(e) of eq.(75).

Esta claro que la Relatividad General en 2+1 dimensiones es equivalente
on-shell a la teoŕıa de Chern-Simons para el grupo de Poincaré (λ = 0), si el
vielbein es no degenerado.

En dimensiones mas altas y para el tensor invariante < Mr1r2 ...MrDrD+1 >=
ǫr1...rD+1 la acción es

S2n+1 = k

∫

S2n+1

Q2n+1 (19)
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y las ecuaciones del movimiento son

ǫr1....r2n+1T
r1(Rr2r3 + λer2er3)...(Rr2n−2r2n−1 + λer2n−2er2n−1) = 0 (20)

ǫr1....r2n+1(R
r1r2 + λer1er2)...(Rr2n−1r2n + λer2n−1er2n) = 0 (21)

Esta teoŕıa no es equivalente ni siquiera on-shell a la Relatividad General, y el
que la torsión sea cero no es requerido por las ecuaciones del movimiento, al
contrario de lo que sucecede en 2+1. Sin embargo se cree que las gravedades
de Chern-Simons en dimensiones mas altas son equivalentes a la Relatividad
General en ciertos ĺımites, como se menciona en la sección 3.1.5.

Es posible también construir acciones de CS para los grupos espaciotem-
porales usando combinacines simetrizadas de trazas ordinarias como tensores
invariantes. Estas se conocen como ’acciones de gravedades exóticas de Chern-
Simons’. Se diferencian de las mencionadas anteriormente en que en general la
torsión aparece expĺıcitamente en estas acciones. Los invariantes STr (F k) se
conocen como ’densidades de Pontryagin’ y son nulas a menos que k sea par
para los grupos SO(d) con cualquier signatura, lo que implica que acciones de
CS de este tipo solo existen para D = 4n− 1.

Las supergravedades de Chern-Simons (’CS-sugra’) son modelos con acciones
de Chern-Simons para extensiones supersimétricas de los grupos espaciotempo-
rales. Si los generadores fermiónicos son espinores de Majorana, los potenciales
de gauge son de la forma

A = er Pr +
1

2
ωrsMrs + ψαQα +

∑

k

br1...rk

(k) (Z(k))r1...rk
(22)

donde ψα
m es el ’gravitino’ y las br1...rk

(k) 1-formas son los potenciales de gauge

asociados a las cargas bosónicas adicionales que puedan requerirse para cerrar
el álgebra. Los tensores invariantes pueden ser una extensión supersimétrica
apropiada de ǫr1...rk

(que puede ser dif́ıcil de construir), o cualquier producto
simetrizado de trazas de generadores (que puede construirse de manera directa).

3.4 Teoŕıa Cuántica

La teoŕıa cuántica se define formalmente a través de la integral de caminos

Z =
∑

topologias

∫

DA eiS/h̄ (23)

donde se asume que sumamos sobre todas las configuraciones del campo de
gauge, y sobre todas las geometŕıas y topoloǵıas de la variedad deferencial de
base. En principio debeŕıan además utilizarse procedimientos adecuados, anal-
ogos al método de Fadeev-Popov, para evitar redundancias en esta suma, como
sumar configuraciones de gauge correspondientes al mismo estado f́ısico.
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Los observables naturales invariantes gauge son no locales, los llamados
’loops de Wilson’ o ’lazos de Wilson’

W [γ] = Tr

[

P exp(

∫

γ

A)

]

(24)

donde γ es una curva cerrada cualquiera y P exp es la exponencial ordenada de
camino, definida como el producto de las 1+Aµdx

µ en segmentos infinitesimales
en que se divide el camino, en el orden en que este es recorrido. Witten mostró
que para teoŕıas de gauge de CS en 2+1 los valores esperados cuánticos de los
loops de Wilson son invariantes topológicos de nudos

K(γ) =< W [γ] >=

∫

DA W [γ] eiS/h̄ (25)

como cab́ıa esperar de la ausencia de una métrica de referencia que propor-
cionara una noción de distancia entre puntos de γ.

Un punto importante es que la constante de acoplamiento en la acción esta
cuantizada, en el sentido de que la consistencia de la teoŕıa a nivel cuántico
requiere que esta tome alguno de un conjunto discreto de valores. La idea es
que la acción puede escribirse como

S = k

∫

M2n+2

STr (Fn+1) (26)

o

S = k

∫

M
2n+2

STr (Fn+1) (27)

dependiendo de si extendemos S2n+1 en M2n+2 o en M
2n+2

de modo que

S2n+1 = ∂M2n+2 = ∂M
2n+2

. Es natural pedir que la f́ısica descrita por tal
teoŕıa no pueda depender del modo en que uno extienda S2n+1, ya que la teoŕıa
está definida en esta. Para que la integral de camino no dependa de que ex-
tensión elegimos debemos requerir

S − S = 2πi m (28)

donde m es un entero. Pero

S − S = k

∫

M2n+2
T

STr (Fn+1) (29)

donde M2n+2
T es la variedad cerrada formada por la unión de M2n+2 y M

2n+2
,

esta última con la orientación invertida, unidas en S2n+1. Observamos que
∫

M2n+2
T

STr (Fn+1) es un número de Chern, invariante topológico. La condición

de cuantización en k queda

k

∫

M2n+2
T

STr (Fn+1) = 2πi m (30)
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Esta condición de cuantización es satisfecha por cualquier M2n+2
T posible solo

si la integral
∫

M2n+2
T

STr (Fn+1) es proporcional a un número entero. Sabemos

por el teorema de ı́ndice ec.(37) que esto es verdad para la traza simetrizada
usual. También es cierto en el caso del grupo SO(D) para D par y signatura
arbitraria, con ǫr1...rD

como tensor invariante, en cuyo caso la integral se conoce
como el ’número de Euler’ de la variedad χ(MT )(el cual tambien se relaciona
con el ı́ndice de un operador diferencial).

Una importante consecuencia del resultado anterior es que se espera que la
acción clásica sea ya la ’acción efectiva cuántica’. Normalmente se espera que
despues de insertar la acción clásica en la integral de caminos y calcular los
efectos cuánticos usando técnicas apropiadas (desarrollos porturbativos y reg-
ularización, etc.) se obtiene la acción efectiva cuántica como la acción clásica
mas correcciones cuánticas (’contratérminos’), que pueden tener la misma de-
pendencia funcional en los campos dinámicos que la acción clásica (dando lugar
solo a la renormalización de los campos, masas y constantes de acoplamiento)
o, como sucede en general, una dependencia diferente.

Para teoŕıas de CS los posibles contratérminos consistentes con las simetŕıas
de la acción (invariancia gauge y covariancia general) son también Chern-Simons.
Esto fue señalado por primera vez en el estudio de las anomaĺıas en TCC (y
las matemáticas son esencialmente las mismas aca) donde se conoce como ’teo-
rema de Adler-Bardeen’ [42]. El teorema de Adler-Bardeen para anomaĺıas
quirales establece que las correcciones cuánticas de mayor orden (radiativas) a
la anomaĺıa solo dan origen a la renormalización de la función de ondas (re-
definición de los campos) y de las cargas, pero la forma de la anomaĺıa está
determinada por la contribución de orden mas bajo. Este resultado fue ex-
tendido a situaciones mas generales por Piguet y Sorella [43],quienes usaron
métodos BRST para independizarse de cualquier procedimiento espećıfico de
regularización. Podemos interpretar este resultado mas la condición de cuanti-
zación como implicando que despues de que todas las correcciones cuánticas y
la regularización se toman en cuenta se debe finalizar con una acción efectiva de
la forma original con una constante k que satisface la condición de cuantización
dada arriba.

En teoŕıa cuántica de campos aquellas teoŕıas que son bien definidas para
todas las escalas de enerǵıa3 se dice que tienen un ’punto fijo ultravioleta’. Una
clase de teoŕıas que tienen esta propiedad es la de las teoŕıas ’asintoticamente
libres’, como por ejemplo la Cromodinámica Cuántica(QCD) (ver p. ej. [44]).
Sin embargo para estas teoŕıas el punto fijo se dice ’trivial’, porque en el ĺımite
ultravioleta la constante de acoplamiento se anula y la teoŕıa es libre. No se
conocen teoŕıas con puntos fijos ultravioletas no triviales, pero hay teoremas en
el sentido de que si esas teoŕıas existen el número de constantes de acoplamiento
no nulas en ese ĺımite debe ser finito (ver [45]).

3por lo que no es necesario truncarlas a una escala determinada de distancias o enerǵıa, lo
que se conoce como un ’cut-off’.
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Es interesante observar que de los puntos previos se puede concluir que las
teoŕias de Chern-Simons al nivel cuántico son TCC con un punto fijo ultravio-
leta no trivial.
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4 Transgresiones en Teoŕıa de Campos

Santiago, y adelante.
Hernán Cortés

4.1 Transgresiones como acciones de teoŕıas de gauge

En esta sección se consideran generalizaciones de las teoŕıas con acciones de
Chern-Simons en las que la lagrangiana se toma como dada por formas de Trans-
gresión, Ltrans = T2n+1 en dimensión D = 2n+ 1, en vez de formas de Chern-
Simons. Este tipo de generalización fue considerada primero en [53, 34, 35] y
posteriormente en [54, 55]. Los resultados originales contenidos en esta sección
y la siguiente sobre termodinámica de agujeros negros fueron presentados en
nuestro trabajo en [31, 32].

El uso de transgresiones [31, 32] tiene la ventaja inmediata de que la acción
es ahora estrictamente invariante gauge, en vez de solo cuasi-invariante, pero
ademas tiene las importantes ventajas mencionadas en la introducción de:
(i) dar un principio de acción bien definido, en el sentido de que la acción es un
extremo cuando valen las ecuaciones del movimiento con condiciones de borde
apropiadas,
(ii) dar cargas conservadas covariantes a través del método de Noether (debido
a la invariancia de gauge estricta, como se observó en general en [56]), y en el
caso de gravitación una masa que coincide con la obtenida por métodos hamil-
tonianos (al contrario de lo que pasa con la acción de Chern-Simons),
(iii) regularizar la acción a través de los términos de borde dictados por la in-
variancia gauge de modo que la entroṕıa de los agujeros negros en gravitación
de AdS calculada a partir de la acción eucĺıdea es la correcta, comparada con
la calculada con métodos hamiltonianos (donde estos términos de borde deben
calcularse caso por caso).
Se puede pensar que una vez que se logra la invariancia gauge de la teoŕıa, los
demás puntos se siguen como resultado de la ’magia del principio de gauge’, pero
aún aśı resulta sorprendente que la extensión de las acciones de Chern-Simons
requerida por la invariancia gauge resuelva además estos otros problemas.

Las ecuaciones del movimiento pueden determinarse a partir de la fórmula
general para variaciones de las transgresiones

δT2n+1 = (n+1) < Fn
1 δA1 > −(n+1) < Fn

0 δA0 > −n(n+1)d

∫ 1

0

< JFn−1
t δAt >

(31)
donde las interpolaciones son entre A0 y A1.

Las ecuaciones del movimiento (E.d.M.)que se siguen de esta acción son

< Fn
1 T

I >= 0 , < Fn
0 T

I >= 0 (32)
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las cuales deben suplirse con condiciones de borde apropiadas que anulen el
término de borde

−n(n+ 1)d

∫ 1

0

< JFn−1
t δAt >

, de modo que sea δT2n+1 = 0 cuando valen las E.d.M., con lo que la acción seŕıa
realmente un extremo. El término de borde en la variación de la transgresión
se anula si las variaciones δA1 y δA0 se toman como cero en el borde, pero esto,
que equivale a tomar los potenciales de gauge fijos en el borde como condición
de borde, es demasiado restrictivo, considerando que la lagrangiana contiene
solo derivadas primeras de los campos.

Una condición de borde que parece natural dada la forma del término de
borde es pedir que J = 0 (o que tienda a cero lo suficientemente rápido) en
el borde, con lo que A0 = A1 en el borde, y que Ft sea finito en el borde.
Esto aseguraŕıa que el término de borde se anule. Se considerará otra posible
condición de borde en el caso de gravitación.

En esta discusión de las ecuaciones del movimiento se asumió que ambos
campos de gauge son dinámicos. Sin embargo se pueden distinguir dos posibil-
idades:
(i) la ya mencionada de considerar tanto A1 como A0 campos dinámicos que
satisfacen las E.d.M., o
(ii) solo A1 es dinámico, mientras A0 es un background fijo. En ese caso Solo
A1 debe satisfacer las E.d.M..

Observese que cualquiera sean las condiciones de borde, tanto en caso (i)
como (ii) la acción es un extremo para variaciones que se reducen a transfor-
maciones de gauge en borde. En el caso (i) podemos tomar δA1 y δA0 como
arbitrarios en el interior (’bulk’) pero reduciendose a transformaciones de gauge
infinitesimales con el mismo parámetro de gauge λ en el borde. Esto es aśı
porque debido a la invariancia gauge de la trangresión se tiene

0 = δλT2n+1 = (n+1) < Fn
1 D1λ > −(n+1) < Fn

0 D0λ > −n(n+1)d

∫ 1

0

< JFn−1
t δλAt >=

= d

{

(n+ 1) < Fn
1 λ > −(n+ 1) < Fn

0 λ > −n(n+ 1)

∫ 1

0

< JFn−1
t Dtλ >

}

mientras que si miramos a la variación general de la transgresión se tiene que
los términos de bulk son cero debido a las E.d.M. y el término de borde es el
mismo de la expresión previa para variaciones de gauge, porque de todos modo
< Fn

1 λ > y < Fn
0 λ > son cero (E.d.M.), lo que prueba que la acción es un

extremoaún si variaciones de gauge de los potenciales se permiten en el borde.
En el caso (ii) no asumimos que < Fn

0 T
I >= 0, y se toma δA1 arbitrario

en el bulk pero reduciendose a transformaciones de gauge con parámetro λ en
el borde, mientras δA0 es una variación de gauge con parámetro λ tanto en el
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bulk como en el borde (con un λ que es el mismo que aparece en las variaciones
de δA1 en el borde). Un argumento análogo al usado en el caso (i) muestra
que también en este caso la variación de la acción será cero. La situación es
similar a la discutida por Regge y Teitelboim [57] en Relatividad General, donde
la adición de términos de borde se requeŕıa para tener un principio de acción
bien definido, mientras se permit́ıan transformaciones de Poincaré en el infinito
espacial. La similitud será aún mas estrecha al considerar gravitación.

Las formas expĺıcitas de las formas de Chern-Simons y Transgresión en 3D
son

Q3 =< AdA+
2

3
A3 >=< AF − 1

3
A3 > (33)

y

T3 =< A1dA1 +
2

3
A3

1 > − < A0dA0 +
2

3
A3

0 > − < A1A0 > (34)

En 5D estas son

Q▽ =< A(dA)2 +
2

3
A3dA+

3

5
A5 >=< AF 2 − 1

2
A3F +

1

10
A5 > (35)

y
T5(0, 1) = Q5(1) −Q5(0) − dC4 (36)

donde

C4 =
1

2
< (A1A0 −A0A1)(F1 + F0) +A0A

3
1 +A3

0A1 +
1

2
A1A0A1A0 > (37)

La notación Q5(1) (Q5(0)) significa que el argumento es A1 (A0).

4.2 Gravedad con Formas de Transgresión

4.2.1 Generalidades

Consideraremos teoŕıas de la gravitación en las que la acción está dada por
formas transgresión con el grupo G dado por el grupo de Anti-de Siter SO(d−
2, 2), d = 2n+ 1 [31, 32], con generadores JAB con el algebra

[JAB, JCD] = +ηBCJAD − ηACJBD − ηBDJAC + ηADJBC (38)

y la traza simétrica definida por

< JA1A2 ...JAd−1Ad
>= ǫA1....Ad

(39)

La traza simétrica puede definirse a veces con otra normalización, por ejemplo
mas adelante usaremos

< JA1A2 ...JAd−1Ad
>= κ

2n

(n+ 1)
ǫA1....Ad

(40)
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donde κ = [2(d − 2)!Ωd−2Gk]−1 con Ωd−2 el volumen de la la esfera en d − 2
dimensiones y Gd la ’constante de Newton’ en dimensión d. Esto solo da el
mismo que aparece en la traza simétrica factor de normalización en frente de
la transgresión o el CS. Los generadores se dividen en generadores del ’grupo
de Lorentz’ Jab with a, b = 0, ..., d− 2 y los generadores de ’traslaciones’ Pa =
Ja,d−1. El potencial de gauge A es

A =
1

2
ωabJab + eaPa (41)

En d=2+1 la forma de Chern-Simons es

Q3(e, ω) = ǫabc(R
abec +

1

3
e3) +

1

2
ǫabcd(e

aωbc) (42)

y la forma de Transgresión es

T3(e1, ω1; e0, ω0) = ǫabc(R
ab
1 e

c
1+

1

3
e31)−ǫabc(R

ab
0 e

c
0+

1

3
e30)+

1

2
ǫabcd[(e

a
1+e

a
0)(ω

bc
1 −ωbc

0 )]

(43)
En d=4+1 la forma de Chern-Simons es

Q5(e, ω) =
3

4
ǫabcde(R

abRcdee +
2

3
eaebecRde +

1

5
eaebecedee) + (44)

1

4
ǫabcded(−2ωabdωcdee +

1

2
eaebecωde − 3

2
ωafω b

f ω
cdee)

En una notación mas compacta

Q5(e, ω) =
3

4
ǫ(3R2e+ 2e3R+

1

5
e5) + (45)

ǫ

4
d(−2ωdωe+

1

2
e3ω − 3

2
((ω2))ωe)

donde el paréntesis doble implica contracciones, como por ejemplo ((ω2)) ≡
ωafω b

f , y ((ωe)) ≡ ωafef . Para la transgresión en d=4+1 tenemos

T5 =
3

4
ǫ(R2e+

2

3
Re3 +

1

5
e5) − 3

4
ǫ(R̃2e+

2

3
R̃e3 +

1

5
e5)−

1

4
ǫ d[θ(e+ e)(R− 1

4
θ2 +

1

2
e2) + θ(e+ e)(R̃ − 1

4
θ2 +

1

2
e2) + θRe+ θR̃e]

donde θab = ωab − ωab.

4.2.2 Configuración de Variedad Cobordante (VC)

Una elección particular de la configuración A0 que permite apartarse lo menos
posible de las teoŕıas de gravitación de Chern-Simons, en el sentido de agregar
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un mı́nimo de estructura adicional, es la configuración de variedad cobordante
(VC) [31, 32], donde si A1 = A y A0 = A, tenemos

A =
1

2
ωabJab + eaPa , A =

1

2
ωabJab + eaPa (46)

con A definido solo en el borde por

ea = 0 , ω1i = 0 , ωij = ωij (47)

donde el ı́ndice 1 corresponde a la dirección normal al borde y los ı́ndices sub-
rayados, como i, pueden tomar cualquier valor diferente de 1.

Para esta elección de A0 puede verse que la acción puede escribirse como la
forma estándar del término de bulk para la lagrangiana de Chern-Simons con
el tensor invariante

< JA1A2 ...JAd−1Ad
>= κ

2n

(n+ 1)
ǫA1....Ad

(48)

el cual puede escribirse notablemente solo en términos de e y R (y no de ω) en
la forma conocida como de Lanczos-Lovelock- Chern-Simons

LLCS(R, e) = κ

1
∫

0

dtǫ
(

R+ t2e2
)n
e (49)

mas un término de borde dado por

α = −κn
1

∫

0

dtǫθe

n−1
∑

k=0

Cn−1
k

2k + 1

n−1−k
∑

l=0

Cn−1−k
l R̃n−1−k−lt2lθ2lt2ke2k

= −κn
1

∫

0

dt

t
∫

0

dsǫθe
n−1
∑

k=0

Cn−1
k

n−1−k
∑

l=0

Cn−1−k
l R̃n−1−k−lt2lθ2ls2ke2k

= −κn
1

∫

0

dt

t
∫

0

dsǫθe
(

R̃ + t2θ2 + s2e2
)n−1

.

Es decir que la lagrangiana de transgresión en este caso esta dada por

Ltrans = LLCS + dα (50)

Este resultado es particularmente notable si se tiene en cuenta que el término de
borde que debe adicionarse a la lagrangiana LLCS para obtener la lagrangiana
de Chern-Simons con el tensor invariante dado no se conoce en general para
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cualquier dimensión.

La configuración de variedad cobordante permite otra elección de condiciones
de borde particularmente conveniente que también hace que la acción sea un
extremo cuando valen las ecuaciones del movimiento. La fórmula de la variación
de la transgresión para la configuración de variedad cobordante da

δT 0
2n+1 = d[κn

∫ 1

0

dttǫ(δθe − θδe)(R̃+ t2θ2 + t2e2)n−1]

Lo que sugiere la condición de borde natural

ǫabca3.....a2n+1δθ
abec = ǫabca3.....aθab

2n+1
δec

Puede verse [32] que esto implica que la curvatura extŕinseca del borde Kij

satisface
δKij = 0

para las variaciones permitidas en esta condición de borde, y

Kij = Ωgij

donde Ω es una constante y gij es la métrica del borde. Esta última ecuación
implica que la normal es un vector de Killig conforme, ya que la curvatura
extŕinseca está dada por la derivada de Lie de la métrica del borde según la
normal

Kij = Lngij

4.3 Cargas Conservadas

En esta subsección se estudiarán las corrientes y cargas conservadas para teoŕıas
de Chern-Simons y Transgresión, calculadas a partir del Teorema de Noether
[31, 32] . Empezaremos repasando el teorema de Noether, entonces discutire-
mos las corrientes conservadas asociadas a las transformaciones de gauge y a
los difeomorfismos. Otros trabajos que se han ocupado del cálculo de las cargas
conservadas en teoŕıas de gauge y gravitación de Chern-Simons, que no tienen
sin embargo una superposición de contenido significativa con nuestro trabajo,
son las referencias [54, 55, 58]. Un trabajo previo en el caso de 2+1 dimensiones
es ref.[53]. El prolema relacionado de la elección de términos de borde apropia-
dos y de las cargas conservadas en teoŕıas de la gravitación de Einstein-Hilbert
con constante cosmológica en dimensiones pares se trató en ref.[59].
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4.3.1 Teorema de Noether

La variación de formas diferenciales bajo difeomorfismos en que las coordenadas
cambian como δxµ = ξµ esta dada por

δα(x) = α′(x) − α(x) = −Lξα

donde Lξ es la derivada de Lie, que para formas diferenciales puede escribirse
como

Lξα = [dIξ + Iξd]α

con d la derivada exterior y el operador de contracción dado por

Iξαp =
1

(p− 1)!
ξνανµ1...µp−1dx

µ1 ...dxµp−1

El operador Iξ es una antiderivación, en el sentido de que actuando en el el
producto exterior de dos formas diferenciales αp y βq de ordenes p y q respec-
tivamente da Iξ(αpβq) = Iξαpβq + (−1)pαpIξβq . Un resultado útil es que la
derivada de Lie actuando sobre potenciales de gauge es

LξA = D(IξA) + IξF

donde D es la derivada covariante y F el tensor de campo.
Se considera una densidad de lagrangiana dada por una forma diferencial L(φ, ∂φ),
donde φ representa todos los campos dinámicos. La variación de la lagrangiana
bajo difeomorfismos esta dada por δL = −d(IξL), ya que dL = 0 porque el
orden de L es igual a la dimensión del espacio. Se considera una clase de trans-
formaciones bajo las que la lagrangiana sea cuasi-invariante, combinadas con
difeomorfismos. Bajo estas la variación de la lagrangiana se asume de la forma

δL = dΩ − d(IξL)

donde la primera derivada total viene de las transformaciones consideradas y la
segunda de los difeomorfismos. Por otro lado el procedimiento usual que lleva
a las ecuaciones del movimiento (E.d.M.) de Euler-Lagrange da la variación de
la lagrangiana como las ecuaciones del movimiento mas un término de borde

δL = (E.d.M.)δφ + dΘ

donde las variaciones δφson infinitesimales pero arbitrarias en su forma. A
partir de estas expresiones de la variación obtenemos, asumiendo las variaciones
en ambas restringidas a transformaciones de la clase considerada en la primera
expresión de δL e igualando, que si valen las E.d.M.

d[Ω − IξL− Θ] = 0
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Se sigue que la llamada ’corriente de Noether’

⋆j = Ω − IξL− Θ

Se puede ver que si se agrega un término de borde a L, como L′ = L + dB,
con B función de los campos y sus drivadas, entonces la corriente conservada
asociada a la invariancia bajo difeomorfismos cambia como ⋆j′ = ⋆j + IξB.

En las siguientes dos subsecciones deduciremos la forma general de las cargas
de gauge y difeomorfismos para teoŕıas de gauge con acciones de transgresión y
Chern-Simons.

4.3.2 Cargas de Gauge

La variación de la transgresión es

δT2n+1 = (n+1) < Fn
1 δA1 > −(n+1) < Fn

0 δA0 > −n(n+1) d

∫ 1

0

dt < JFn−1
t δAt >

(51)
Bajo transformaciones de gauge

δλA1 = −D1λ , δλA0 = −D0λ (52)

de donde
δλAt = −Dtλ = −dλ−Atλ+ λAt (53)

Las E.d.M., que asumiremos son satisfechas por ambos campos A1 y A0, son
< Fn

1 T
a >= 0 y < Fn

0 T
a >= 0, de donde se sigue que podemos leer la forma

Θ que aparece en el teorema de Noether de la expresión de la variación

Θ = n(n+ 1)

∫ 1

0

dt < JFn−1
t Dtλ > (54)

La forma Ω es cero en este caso, ya que la transgresión es invariante gauge. Se
sigue que la corriente conservada es

∗jλ = −Θ = −n(n+ 1)

∫ 1

0

dt < JFn−1
t Dtλ > (55)

Además ∗jλ = dQλ con

Qλ = n(n+ 1)

∫ 1

0

dt < JFn−1
t λ > (56)

ya que

dQλ = n(n+ 1)

∫ 1

0

dt < Dt[JF
n−1
t λ] > (57)
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o

dQλ = n(n+ 1)

∫ 1

0

dt <
d

dt
FtF

n−1
t λ− JFn−1

t Dtλ] > (58)

y, usando d
dtF

n−1
t = 1

n
d
dtF

n
t

dQλ = (n+ 1) < (Fn
1 − Fn

0 )λ > −n(n+ 1)

∫ 1

0

dt < JFn−1
t Dtλ > (59)

donde el primer término del segundo miembro es cero debido a las E. de M..

Esta expresión de las cargas es válida para Chern-Simons, poniendo A1 = A
y A0 = 0, ya que la configuración A0 = 0 satisface las E.d.M..

4.3.3 Cargas de Difeomorfismos

La variación de la Transgresión es

δT2n+1 = (n+1) < Fn
1 δA1 > −(n+1) < Fn

0 δA0 > −n(n+1) d

∫ 1

0

dt < JFn−1
t δAt >

(60)
La variación de los potenciales bajo difeomorfismos es

δξA1 = −LξA1 = D1[IξA1] − IξF1 = −[Iξd+ dIξ]A1 (61)

δξA0 = −LξA0 = D0[IξA0] − IξF0 = −[Iξd+ dIξ]A0 (62)

δξAt = −LξAt = Dt[IξAt] − IξFt = −[Iξd+ dIξ]At (63)

Podemos leer el Θ que aparece en el teorema de Noether de la variación de la
transgresión

Θ = −n(n+ 1)

∫ 1

0

dt < JFn−1
t δξAt > (64)

o

Θ = n(n+ 1)

∫ 1

0

dt < JFn−1
t Dt[IξAt] + JFn−1

t IξFt > (65)

pero

Dt[JF
n−1
t IξAt] = DtJF

n−1
t IξAt−JFn−1

t Dt[IξAt] =
d

dt
FtF

n−1
t IξAt−JFn−1

t Dt[IξAt]

entonces

Θ = n(n+1)

∫ 1

0

dt <
d

dt
FtF

n−1
t IξAt+JF

n−1
t IξFt > −n(n+1) d

∫ 1

0

dt < JFn−1
t IξAt >

(66)
Para el término IξL en la corriente de Noether tenemos

IξL = IξT2n+1 = (n+ 1)

∫ 1

0

dt < IξJF
n
t − nJFn−1

t IξFt > (67)
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La corriente es ∗j = Ω − [Θ + IξL], pero Ω = 0 debido a la invariancia de la
acción bajo difeomorfismos, entonces

∗j = −[Θ + IξL] = −(n+ 1)

∫ 1

0

dt < n
d

dt
FtF

n−1
t IξAt + IξJF

n
t >

+n(n+ 1) d

∫ 1

0

dt < JFn−1
t IξAt >

pero IξAt = tIξJ + IξA0, entonces IξJ = d
dtIξAt y por lo tanto

< n
d

dt
FtF

n−1
t IξAt + IξJF

n
t >=

d

dt
< Fn

t IξAt >

lo que permite integrar los primeros términos de la corriente dando

∗j =< Fn
1 IξA1 > − < Fn

0 IξA0 > +n(n+ 1) d

∫ 1

0

dt < JFn−1
t IξAt > (68)

Los primeros dos términos del segundo miembro son cero debido a las E. de M.,
entonces

∗j = dQξ (69)

con

Qξ = +n(n+ 1)

∫ 1

0

dt < JFn−1
t IξAt > (70)

Como en el caso de las cargas de gauge, esta expresión es válida para Chern-
Simons, poniendo A1 = A y A0 = 0, ya que la configuración A0 = 0 satisface
las E.d.M.. Otra forma de plantear estas cargas es como

Q′
ξ = Qξ + IξB (71)

Entonces de las ecuaciones (22) y (23) resulta

Qtrans
ξ (0, 1) = QCS

ξ (1) −QCS
ξ (0) − IξC2n(0, 1) (72)

con

C2n = −(n+ 1)n

∫ 1

0

ds

∫ 1

0

dt < tAsJ(Fs)
n−1
t > (73)

donde (Fs)t = tFs + (t2 − t)A2
s, As = sA1 + (1− s)A0 and Fs = dAs +A2

s, y de
ah́ı

IξC2n(0, 1) = −n(n+ 1)

∫ 1

0

ds

∫ 1

0

dt < tIξAsJ(Fs)
n−1
t + tAsIξJ(Fs)

n−1
t + (74)

(n− 1)tAs(Fs)
n−2
t Iξ(Fs)t >
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4.4 Cálculo de las Cargas en Casos Concretos para Chern-

Simons y Transgresiones

En esta subsección calcularemos las cargas conservadas para agujeros negros
en gravedades de Chern-Simons y transgresiones (ver refs. [60, 61] sobre estas
soluciones), como se hizo en refs. [31, 32]. En el caso de transgresiones haremos
el cálculo en dimensión arbitraria, usando como referencia tanto otro agujero
negro, en particular el de M = 0 (masa cero) y el de M = −1 (AdS), y la
configuración de variedad cobordante (VC).

Veremos que el resultado de la masa es el que se esperaba dado el resultado
hamiltoniano para transgresiones, pero no para Chern-Simons.

4.4.1 Chern-Simons en d=2+1

Se considera la solución de las E.d.M. de gravedad de Chern-Simons para un
agujero negro en rotación en d=2+1, con vielbein [60]

e0 = ∆dt , e1 =
1

∆
dr , e2 = rdφ − J

2r
dt (75)

con

∆ =

√

r2 − 2G3M +
2G3J

4r2

y conexión de esṕın

ω01 = rdt − J

2r
dφ , ω02 = − J

2r2∆
dr , ω12 = −∆dφ (76)

y la solución de anti de Sitter (AdS) con vielbein

e0 = ∆dt , e1 =
1

∆
dr , e2 = rdφ (77)

con
∆ =

√

r2 + 2G3

y conexión de esṕın

ω01 = rdt , ω02 = 0 , ω12 = −∆dφ (78)

A Gauge

En d=2+1 la corriente de gauge es

∗jCS
λ = −2d < Aλ > (79)

O, para gravedad CS, si λ = 1
2λ

abJab + λaPa

∗jCS
λ = κd[ǫabcω

abλc + ǫabce
aλbc] (80)

32



con la traza simétrica mencionada

< JA1A2 ...JAd−1Ad
>= κ

2n

(n+ 1)
ǫA1....Ad

(81)

en el caso n = 1. La constante es κ = [2(d−2)!Ωd−2Gd]
−1 con Ωd−2 el volumen

de la la esfera en d−2 dimensiones y Gd la ’constante de Newton’ en dimensión
d. En este caso κ = [4πG2]

−1

La carga
∫

Σ
∗jCS

λ , donde Σ en uns sección espacial es 0 o ∞ a menos que se
elija un λ que cumpla determinadas condiciones. Esto parece corresponder a la
elección de los llamados ’parámetros de reducibilidad’, discutidos por Barnich
et al. [62]. En el caso de los difeomorfismos lo que se requiere es que ξµ sea
un vector de Killing asintóticamente (lo cual desde luego es una parte bien
conocida del folcklore de la Relatividad General). Para transformaciones de
gauge lo que se requiere es que λ sea un parámetro covariantemente constante
asintóticamente, esto es Dλ = 0 asintóticamente(para transgresiones debe ser
D1λ = D0λ = 0 asintóticamente), lo que implica que δλA = 0 en el borde
espacial, condición análoga a la condición de ser vector de Killing para vectores
quegeneran difeomorfismos. La condición Dλ = 0 implica, tanto para el agujero
negro como AdS,

λ0 = λ01 = c1r , λ1 = λ02 = 0 , λ2 = −λ12 = c2r (82)

donde c1 y c2 son constantes.
Las cargas conservadas

∫

Σ
∗jCS

λ en d = 2 + 1 dan:
(i) M para el parámetro de gauge que corresponde a c1 = 1 y c2 = 0.
(ii) J para el parámetro de gauge que corresponde a c1 = 0 y c2 = 1,
si la integral, que se reduce a una integral en el borde espacial, se toma en el
circulo de radio infinito.

B Difeomorfismos

En d=2+1
∗jCS

ξ = d < AIξA > (83)

Las cargas conservadas
∫

Σ ∗jCS
ξ en d = 2 + 1 dan:

(iii) M para el vector de Killing ξ = ∂
∂t .

(iv) −J para el vector de Killing ξ = ∂
∂φ ,

no importa que radio se tome la integración (al contrario de lo que sucede para
las cargas de gauge)

4.4.2 Momento Angular para Transgresión en 2+1

Mas adelante se evaluará la masa de gauge y difeomorfismos en cualquier di-
mensión para transgresiones, pero la única solución que se conoce con momento
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angular es en d=2+1, por lo que daremos el resultado del cálculo del momento
angular tomando A1 y A0 como agujeros negros con la misma masa y momento
angular J y J respectivamente. Las corrientes de gauge y difeomorfismos de las
acciones de transgresión son, en d=2+1

∗jtrans
λ = −2d < (A1 −A0)λ > (84)

para la de gauge y

∗jtrans
ξ = d < (A1 −A0)(IξA1 + IξA0) > (85)

para la de difeomorfismos.
El resultado para la carga de difeomorfismos

∫

Σ ∗jtrans
ξ en d = 2 + 1 es

−(J − J) para el vector de Killing ξ = ∂
∂φ ,

no importa que radio se tome la integración. El resultado para la carga de gauge
∫

Σ
∗jtrans

λ en d = 2+1 es el mismo, pero la integración debe tomarse para radio
infinito de la sección espacial. Es importante notar que el hecho de que el re-
sultado involucre las diferencias de los valores de J para cada configuración no
es obvio que debiera cumplirse a partir de la expresión original de la corriente
conservada.

4.4.3 Masa de agujeros negros en cualquier dimensión con variedades
cobordantes

La carga de Noether asociada a la invariancia bajo difeomorfismos es para d =
2n+ 1

Qξ = n(n+ 1)

∫ 1

0

< ∆AFn−1
t IξAt > (86)

donde ∆A = A−A.
Calcularemos esta carga tomando A como una solución de las E.d.M. corre-
spondiente a un agujero negro para gravedad de AdS en dimensión arbitraria
d = 2n + 1 (ver [60, 61]) y A como la configuración correspondiente a una
variedad cobordante

A =
1

2
ωabJab + eaPa , A =

1

2
ωabJab + eaPa (87)

Donde

e0 = ∆dt , e1 =
1

∆
dr , em = rẽm (88)

ω01 = rdt , ω1m = −∆ẽm , ω0m = 0 , ωmn (89)

donde las coordenadas 0 y 1 corresponden a las direcciones temporal y espacial
radial y ẽm y ωmn son el velbein y la conexión de esṕın de la esfera Sd−1,
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correspondiente a las variables angulares. Tenemos

∆ =

√

r2 − (2GkM + 1)
1
n + 1 =

√

r2 − α+ 1 (90)

donde α = (2GkM + 1)
1
n . Para A tenemos

ea = 0 , ω1i = 0 , ωij = ωij (91)

donde los ı́ndices subrayados como i pueden tomar cualquier valor posible difer-
ente de 1.
Si

∆A = A−A ≡ 1

2
ΘabJab + EaPa (92)

con Θab ≡ ωab − ωab y Ea ≡ ea − ea. Entonces

Ea = ea , Θ1i = ω1i , Θij = 0 (93)

y para ∆A tenemos

∆A =
1

2
ΘabJab + eaPa = Θ1iJ1i + eaPa (94)

También

At = t∆A+A =
1

2
[tΘ + ω]J + [tE + e]P (95)

entonces para el vector de Killig temporal ξ = ∂
∂t obtenemos

IξAt = te0tP0 + tΘ01
t J01 (96)

donde se usó que E = e, e = 0 y Iξω = 0.
Los tensores de campo son

F =
1

2
R

ab
Jab + T aPa , F =

1

2
R̃

ab

Jab + T
a
Pa (97)

donde R
ab

= Rab + eaeb o en una notación mas simple R = R + e2 y R̃
ab

=
R̃ab +eaeb, con Rab = dωab +ωa

cω
cb y R̃ab = dωab +ωa

cω
cb . Para las soluciones

de agujero negro

T a = 0 , R
0a

= 0 , R
1m

= 0 , R
mn

= αẽmẽn (98)

y para la configuración de variedad cobordante

T
a

= 0 , R̃
1i

= R̃1i = 0 , Rij = R̃ij + (Θ2)ij (99)

de donde

R̃
ij

= R
ij − [(Θ2)ij + (e2)ij ] (100)
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La configuración A de variedad cobordante con el agujero negro también satis-
face las ecuaciones del movimiento, como el propio agujero negro.
Necesitaremos

Ft = dAt +A2
t = F + tD∆A+ t2∆A2 (101)

con D∆A = d∆A +A∆A+ ∆AA, entonces

Ft =
1

2
[R̃+t(DΘ+eE+Ee)+t2(Θ2+E2)]J+[T+t(DE+((Θe)))+t2((ΘE))]P

(102)
donde los parentesis dobles indican contracciones, y D es la derivada covari-
ante con ω, por ejemplo [DΘ]ab = dΘab + wa

cΘ
cb + wb

cΘ
ac. Por definición

Ft =≡ 1
2RtJ + TtP .

Para las dos configuraciones consideradas

Ft =
1

2
[R̃+ tDΘ + t2(Θ2 + e2)]J + [tDe+ t2((Θe))]P (103)

Juntando todo, con el vector de Killing ξ = ∂
∂t y la traza simétrica que lleva

a la gravedad de Chern-Simons usual para el grupo AdS

< Ja1a2Ja3a4 ...Ja2n−1a2n
Pa2n+1 >= κ

2n

(n+ 1)
ǫa1a2a3...a2n−1a2na2n+1 (104)

donde κ = [2(d − 2)!Ωd−2Gk]−1 con Ωd−2 el volumen de la la esfera en d − 2
dimensiones y Gd la ’constante de Newton’ en dimensión d.
De la forma de ∆A y IξAt vemos que el ı́ndice 1 debe estar en ∆A or IξAt, y
por lo tanto también el generador P . Por lo tanto los ı́ndices e Ft deben ser
angulares mn.

Necesitamos

[DΘ]mn = 0 (105)

(Θ2 + e2)mn = (α− 1)ẽmẽn (106)

R̃mn = ẽmẽn (107)

Reuniendo todo obtenemos

Q(
∂

∂t
) = κn

∫ 1

0

dt tǫ01m1...m2n−2(2Θ01
t e

m1+2e0tΘ
1m1)[1+t2(α−1)]n−1ẽm2 ...ẽm2n−1

(108)
pero Θ01

t = r, em1 = rẽm1 , e0t = ∆ y Θ1m1 = −∆ẽm1 , entonces

Q(
∂

∂t
) = κn

∫ 1

0

dt ǫ01m1...m2n−22t(α− 1)[1 + t2(α− 1)]n−1ẽm1 ...ẽm2n−1 (109)

esta expresión puede integrarse en t tomando

u = [1 + t2(α− 1)]
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y el resultado es

Q(
∂

∂t
) = κǫ01m1...m2n−2(α

n − 1)ẽm1 ...ẽm2n−1 (110)

Integrado en la esfera Sd−2 esto da
∫

Sd−2

Q(
∂

∂t
) = κ(d− 2)!Ωd−2(α

n − 1) (111)

donde usamos
∫

Sd−2 ǫ01m1...m2n−2 ẽm1 ...ẽm2n−1 = (d− 2)!Ωd−2. Finalmente

∫

Sd−2

Q(
∂

∂t
) = M (112)

4.4.4 Masa de agujeros negros en cualquier dimensión respecto a
otro agujero negro

La carga de Noether asociada a los difeomorfismos es para d = 2n+ 1

Qξ = n(n+ 1)

∫ 1

0

< ∆AFn−1
t IξAt > (113)

donde ∆A = A−A.
Calcularemos esta carga tomando tanto A como A como soluciones de las E.d.M.
de tipo agujero negro para gravedad de AdS en dimensión arbitraria d = 2n+1
[60, 61]. Si

A =
1

2
ωabJab + eaPa , A =

1

2
ωabJab + eaPa (114)

tenemos

e0 = ∆dt , e1 =
1

∆
dr , em = rẽm (115)

ω01 = rdt , ω1m = −∆ẽm , ω0m = 0 , ωmn (116)

donde las coordenadas 0 y 1 corresponden a las direcciones temporal y espacial y
ẽm y ωmn son el vielbein y la conexión de esṕın de la esfera Sd−2 correspondiente
a las variables angulares. Tenemos

∆ =

√

r2 − (2GkM + 1)
1
n + 1 =

√

r2 − α+ 1 (117)

donde α = (2GkM + 1)
1
n . Para A tenemos expresiones similares con

∆ =

√

r2 − (2GkM + 1)
1
n + 1 =

√

r2 − α+ 1 (118)

Los tensores de campo son

F =
1

2
R

ab
Jab + T aPa , F =

1

2
R̃

ab

Jab + T
a
Pa (119)
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donde R
ab

= Rab + eaeb o en una notación mas simple R = R + e2 y R̃
ab

=
R̃ab +eaeb, con Rab = dωab +ωa

cω
cb y R̃ab = dωab +ωa

cω
cb . Para las soluciones

de agujero negro

T a = 0 , R
0a

= 0 , R
1m

= 0 , R
mn

= αẽmẽn (120)

y

T
a

= 0 , R̃
0a

= 0 , R̃
1m

= 0 , R̃
mn

= αẽmẽn (121)

Tenemos

∆A = A−A ≡ 1

2
ΘabJab + EaPa (122)

con Θab ≡ ωab − ωab y Ea ≡ ea − ea. También

At = t∆A+A =
1

2
[tΘ + ω]J + [tE + e]P (123)

y
Ft = dAt +A2

t = F + tD∆A+ t2∆A2 (124)

con D∆A = d∆A +A∆A+ ∆AA entonces

Ft =
1

2
[R̃+t(DΘ+eE+Ee)+t2(Θ2+E2)]J+[T+t(DE+((Θe)))+t2((ΘE))]P ≡ 1

2
RtJ+TtP

(125)
donde el parentesis doble indica contracciones, y D es la derivada covariante
con ω, por ejemplo [DΘ]ab = dΘab + wa

cΘ
cb + wb

cΘ
ac.

Para las soluciones de agujero negro consideradas las componentes de E son

E0 = (∆ − ∆)dt , E1 =

(

1

∆
− 1

∆

)

dr , Em = 0 (126)

mientras las componentes de Θ son

Θ01 = 0 , Θ0m = 0 , Θmn = 0 , Θ1m = (∆ − ∆)ẽm (127)

Entonces, en este caso,
∆A = Θ1mJ1m + EaPa (128)

donde EaPa es según dr y dt solamente. Además

IξAt = [t(∆ − ∆) + ∆]P0 + rJ01 (129)

para el vector de Killing ξ = ∂
∂t . Tomamos de nuevo la traza simétrica

< Ja1a2Ja3a4 ...Ja2n−1a2n
Pa2n+1 >= κ

2n

(n+ 1)
ǫa1a2a3...a2n−1a2na2n+1 (130)
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donde κ = [2(d − 2)!Ωd−2Gk]−1 con Ωd−2 correspondiendo al volumen de la
esfera en d− 2 dimensiones y Gk la ’constante de Newton’ en dimensión d.
Para calcular Qξ, para ξ = ∂

∂t , descartamos términos según dr o dt porque
la integral se tomará a tiempo fijo sobre las variables angulares. Esto implica
que el ı́ndice 1 debe estar en la parte de ∆A. Entonces solo el generador P0

contribuirá de IξAt, y de ah́ı solo términos según Jmn contribuirán de Fn−1
t .

Necesitamos

[DΘ]mn = 2∆(∆ − ∆)ẽmẽn (131)

Emen + emEn = 0 (132)

(Θ2 + E2)mn = −(∆ − ∆)2ẽmẽn (133)

R̃
mn

= αẽmẽn (134)

Juntando todo

Q(
∂

∂t
) = κn

∫ 1

0

dt 2ǫ01m1...m2n−2(∆ − ∆)[t(∆ − ∆) + ∆]

(

α+ 2t∆(∆ − ∆) − t2(∆ − ∆)2
)n−1

ẽm1 ...ẽm2n−1

Esto puede integrarse en t tomando

u =
(

α+ 2t∆(∆ − ∆) − t2(∆ − ∆)2
)

y el resultado es

Q(
∂

∂t
) = κǫ01m1...m2n−2(α

n − αn)ẽm1 ...ẽm2n−1 (135)

Integrado en la esfera Sd−2 da
∫

Sd−2

Q(
∂

∂t
) = κ(d− 2)!Ωd−2(α

n − αn) (136)

donde usamos
∫

Sd−2 ǫ01m1...m2n−2 ẽm1 ...ẽm2n−1 = (d− 2)!Ωd−2. Entonces
∫

Sd−2

Q(
∂

∂t
) = M −M (137)

Este es el resultado que se esperaŕıa, pero es no trivial el modo en que se obtiene.
En particular para una teoŕıa de CS pura no se obtiene M como resultado para
la masa, como vimos en el caso de 5D.

4.4.5 Masa de gauge en cualquier dimension para transgresiones

La carga de Noether asociada a transformaciones de gauge es para d = 2n+ 1

Qλ = n(n+ 1)

∫ 1

0

< ∆AFn−1
t λ > (138)
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donde ∆A = A−A.
Calcularemos esta carga tomando tanto A como A como soluciones de las E.d.M.
de tipo agujero negro para AdS en dimensión arbitraria d = 2n + 1 [60, 61] .
No consideraremos un parámetro de gauge arbitrario λ, sino uno que satisfazga
la condición de ser covariantemente constante

Dλ = dλ+Aλ− λA = 0 (139)

válida asintoticamente. Por ejemplo para soluciones de tipo agujero negro re-
queriremos que la condición valga para r → ∞. Esta condición implica que la
variación de gauge del potencial es cero asintóticamente, δλA = 0 para r → ∞.
Para soluciones de tipo agujero negro hay d−1 soluciones independientes a esta
condición, marcadas por d− 1 constantes arbitrarias C1, Cm, con m = 2, ..., d.
La condición de covariancia constante da en ese caso

λ1 = λ0m = 0 (140)

λ0 = λ01 = C1r (141)

λm = −λ1m = Cmr (142)

λm
n ẽ

n = ωm
n C

n (143)

Elegimos el parámetro de gauge temporal, generador de ’boosts’ de gauge

λ(1) = rP0 + rJ01 (144)

que corresponde a C1 = 1 y Cm = 0.
Notese que la fórmula para las cargas de gauge es idéntica a la fórmula para

cargas de difeomorfismos, con λ en vez de IξAt. Pero

IξAt = [t(∆ − ∆) + ∆]P0 + rJ01 (145)

para el vector de Killing temporal ξ = ∂
∂t . Para r → ∞,

∆ − ∆ ≈ α− α

2r
= O(

1

r
) → 0

y

∆ ≈ r + O(
1

r
) → r

entonces
IξAt → λ(1)

. Se sigue que
∫

Sd−2

Qλ = M −M (146)

si la integral se calcula sobre una esfera de radio infinito. Esto contrasta con
lo que pasa en el caso de la masa de difeomorfismo, donde la integral puede
calcularse en cualquier hipersuperficie espacial que rodee el origen.
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4.4.6 Cálculo de la masa del agujero negro en d=4+1 para Chern-
Simons

El cálculo de la masa de gauge o de difeomorfismos para la gravedad de Chern-
Simons pura en 5D muestra el problema antes mencionado de que el valor
obtenido no es el parámetro M en la solución de agujero negro, el cual se sabe
por métodos hamiltonianos que corresponde a la masa f́ısica.

A Gauge

La corriente de gauge es

∗jCS
λ = d < [−3AF +A3

1]λ > (147)

la cual al ser evaluada para el prámetro de gauge covariantemente constante
considerado arriba λ(1) que genera los ’boosts’ de gauge e integrada de una
’masa’

∫

Σ

∗jCS
ξ =

2

6G5
(α− 1)2 (148)

con la constante α definida arriba y G5 la constante de Newton en 5D. Esta
expresión claramente no da M

B Difeomorfismos

∗jtrans
ξ =< [

3

2
AF +

1

2
AdA]IξA > (149)

Esta corriente, evaluada para el vector de Killing temporal ξ = ∂
∂t e integrada

da una ’masa’
∫

Σ

∗jCS
ξ =

1

2G5
(α +

2

3
)(α− 1) (150)

Este valor es nuevamente distinto de M .
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5 Termodinámica de Agujeros Negros

En esta sección se discutirá la termodinámica de los agujeros negros de Chern-
Simons. Se verá que estos tienen asociada una temperatura definida y una
entroṕıa [63, 64], y que esta entroṕıa se puede calcular a partir de la evaluación
de la acción eucĺıdea (con tiempo imaginario y periódico) en la configuración de
agujero negro considerada [65].

El problema que resuelven las formas de transgresión en este contexto es
la regularización de la acción [31, 32]. Sucede que la acción de Chern-Simons
pura diverge en estas configuraciones, lo cual se resuelve a nivel de una for-
mulación hamiltoniana de mini-superespacio agregando los términos de borde
necesarios para que la acción sea un extremo (tenga variación cero) cuando
valen las ecuaciones del movimiento y condiciones de borde apropiadas (como
se dijo antes, pedir que las variaciones sean cero en el infinito espacial es de-
masiado restrictivo) [60, 61]. Este procedimiento tiene el inconveniente de que
los términos de borde apropiados tienen que buscarse caso por caso, para cada
solución. La acción de transgresión contiene los términos de borde apropiados
por construcción, resolviendo aśı este problema en general. Esto se prueba para
cualquier dimensión para la configuración de variedad cobordante, y en 3 y 5
dimensiones si se toma como referencia el agujero negro de masa cero.

5.1 Repaso de los fundamentos

Hace unos treinta años Bekenstein [63] y Hawking [64] observaron que las solu-
ciones de agujero negro en Relatividad General tienen una entroṕıa y una
temperatura definidas. Estos resultados se extienden a agujeros negros en
gravedades de Chern-Simons. Se puede llegar a la temperatura y entroṕıa por
varios caminos, todos los cuales conducen a las mismas conclusiones. Una de
las formas mas concisas y elegantes, si bien algo oscura y misteriosa en sus fun-
damentos, tiene que ver con la formulación de integrales de camino con acción
eucĺıdea de la teoŕıa cuántica de campos[65]. En esta subsección repasaremos
las ideas básicas de este método, siguiendo esencialmente [65].

5.1.1 Teoŕıa Cuántica de Campos y Mecánica Estad́ıstica

En la formulación de integrales de camino la amplitud de pasar de la configu-
ración Φ1 de los campos en el instante t1 a la configuración Φ2 en el instante t2
esta dada por

< Φ2, t2 | Φ1, t1 >=

∫

DΦeiI[Φ] (151)

donde la integral se toma sobre todas las configuraciones que interpolan entre
las configuraciones inicial y final dadas y I[Φ] es la acción. También

< Φ2, t2 | Φ1, t1 >=< Φ2 | e−iH(t2−t1) | Φ1 > (152)
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donde H es el hamiltoniano.
Supongamos que se hace ahora t2 − t1 = −iβ, lo que equivale a pasar a un

tiempo imaginario, y se hace Φ2 = Φ1, sumando sobre todos los Φ1 se obtiene

Tr[exp(−βH)] =

∫

DΦeiI[Φ] (153)

donde la integral se toma sobre todos los campos periódicos con peŕıodo β en
tiempo imaginario y para la acción eucĺıdea Î = −iI. Pero

Z = Tr[exp(−βH)] (154)

es simplemente la función de partición Z en el ensemble canónico para el campo
Φ con temperatura T = β−1 (tomando de acá en mas la constante de Boltzman
kB = 1), la cual puede calcularse entonces usando este procedimiento.

La evaluación concreta de la función de partición usualmente se basa en
que la integral funcional que la define es dominada por la contribución de las
configuraciones próximas a aquellas para las cuales la acción es un extremo
(aproximación de punto de silla) con las condiciones de periodicidad requeridas.
Si estas configuraciones son Φ0, y las configuraciones próximas a estas son de
la forma Φ = Φ0 + Φ mientras que la acción eucĺıdea desarrollada alrededor de
esa configuración hasta segundo orden en los campos tiene la forma

Î[Φ] = Î[Φ0] + I2[Φ] (155)

donde I2 es de segundo orden en las fluctuaciones. Se sigue que

lnZ = −Î[Φ0] + ln

∫

DΦe−I2[Φ] (156)

donde el primer término del segundo miembro representa el background y el
segundo las fluctuaciones.

En el ensemble canónico el logaritmo de Z y la enerǵıa libre se relacionan
entre si y con la entroṕıa S y la masa (enerǵıa interna) M como

lnZ = βF = S − βM (157)

Esta ecuación permite calcular la entroṕıa, dadas M (la enerǵıa total) y la
función de partición Z.

5.1.2 Termodinámica de Agujeros Negros

En el caso de gravitación, analogamente, la función de partición en función de
la métrica g (o el vielbein y la conexión de esṕın) es

Z =

∫

DgDΦeiI[g,Φ] (158)
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Se Z como la función de partición mecánica estad́ıstica para configuracione
periódicas en tiempo imaginario β y para la acción eucĺıdea Î = −iI, por ana-
loǵıa con la discusión para otros campos cuánticos, a pesar de que no se conocen
los estados cuánticos del campo gravitatorio. Otra vez la función de partición es
dominada por las configuraciones próximas a aquellas para las cuales la acción
es un extremo (aproximación de punto de silla) con las condiciones de period-
icidad requeridas. Si estas configuraciones son g0 y Φ0, y las configuraciones
próximas a estas son de la forma g = g0 +g y Φ = Φ0 +Φ mientras que la acción
desarrollada alrededor de esa configuración hasta segundo orden en los campos
tiene la forma

Î[g,Φ] = Î[g0,Φ0] + I2[g,Φ] (159)

donde I2 es de segundo orden en las fluctuaciones. Se sigue que

lnZ = −Î[g0,Φ0] + ln

∫

DgDΦe−I2[g,Φ] (160)

donde el primer término del segundo miembro representa el background y el
segundo las fluctuaciones.

También en el caso gravitatorio vale que en el ensemble canónico el logaritmo
de Z y la enerǵıa libre se relacionan entre si y con la entroṕıa S y la masa (enerǵıa
interna) M como

lnZ = βF = S − βM (161)

A fines de la década de 1960 se observó que aparentemente se podŕıa violar
la segunda ley de la termodinámica y reducir la entroṕıa del universo arro-
jando objetos con entroṕıa en un agujero negro. Esta observación, junto con la
propiedad previamente conocida de que el área de un agujero negro (o mas bien
de su horizonte de eventos) siempre se incrementa (clásicamente), y en particu-
lar el agujero negro que resulta de unir dos agujeros negros tiene un área mayor
que la suma de la de los dos originales, llevo a J. Bekenstein [63] a proponer que
los agujeros tienen una entroṕıa proporcional a su área. Posteriormente Hawk-
ing [64] observó que si teńıan entroṕıa deb́ıan tener una temperatura, la cual
calculó en base a argumentos de teoŕıa cuántica de campos en espaciotiempos
curvos. En retrospectiva resulta natural que los agujeros negros sean objetos
susceptibles de una descripción termodinámica, ya que debido a los teoremas
llamados de no hair se puede caracterizar un agujero negro con un pequeño
número magnitudes macroscópicas (masa, momento angular, carga eléctrica y
otras cargas conservadas asociadas a interacciones de largo alcance), con inde-
pendencia como se formó o los detalles del estado de su interior (cualquier estado
interior con los mismos valores de las magnitudes microscópicas mencionadas
da lugar al mismo agujero negro en el exterior).

Si se consideran backgrounds correspondientes a agujeros negros se encuentra
que las soluciones eucĺıdeas solo son no singulares para un valor espećıfico de la
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temperatura. Esto se ve al considerar las métricas de agujero negro, que suelen
tener la forma genérica

ds2 = −f(r)dt2 +
dr2

f(r)
+ r2dΩ2 (162)

donde la función f(r) tiene una ráız en el horizonte f(r+) = 0 y dΩ2 representa
el elemento de ĺınea en la esfera de dimensión d-2. Cerca del horizonte se puede
desarrollar f(r) como f(r) = (r − r+)f ′(r+) con lo que la métrica queda

ds2 = −(r − r+)f ′(r+)dt2 +
dr2

(r − r+)f ′(r+)
(163)

ignorando la parte angular. Si elegimos una nueva variable ρ tal que

dρ =
dr

√

f ′
+

√
r − r+

(164)

(donde f ′
+ = f ′(r+)) lo que implica r > r+ si ρ es real, entonces

ρ =
2
√
r − r+
√

f ′
+

(165)

y de ah́ı

f ′
+(r − r+) =

[f ′
+ρ]

2

4
(166)

por lo que la métrica, sin la parte angular y pasando al espacio eucĺıdeo t→ iτ
queda

ds2 = +
[f ′

+ρ]
2

4
dτ2 + dρ2 = ρ2dφ2 + dρ2 (167)

con φ =
f ′

+

2 τ . Para evitar una singularidad cónica φ debe tener peŕıodo 2π, que
corresponde a τ con peŕıodo β dado por

β =
4π

f ′
+

(168)

La temperatura correspondiente es la ’Temperatura de Hawking’ TH = 1/β
Notese que las coordenadas definidas arriba (τ, ρ), para el β correspondiente

a la temperatura de Hawking, son coordenadas polares en un plano correspon-
diente a valores de r ≥ r+ y cuyo origen corresponde a r = r+. Es importante
señalar que no hay borde en el origen (correspondiente al horizonte de eventos)
del plano eucĺıdeo .

Por ejemplo, para la métrica de Schwarszchild f(r) = 1 − 2M/r (en las
unidades en que c = G = h̄ = kB = 1), entonces r+ = 2M y β = 8πM
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Para los agujeros negros de Chern-Simons de la sección previa f(r) = ∆2(r),
entonces r2+ = α− 1, y β = 2π/r+ [60, 61].

Estas diferentes dependencias de la enerǵıa M con la temperatura dan lu-
gar a un comportamiento bastante diferente de los calores espećıficos en función
de M para agujeros negros de Schwarzschild y Chern-Simons (ver p. ej. ref.[61]).

En lo que respecta a la función de partición Z (y de ah́ı la entroṕıa), el orden
más bajo de aproximación (llamada aproximación semiclásica) se obtiene, como
se observó antes, evaluando la acción en la configuración periódica en tiempo
imaginario con peŕıodo β, correspondiente a los valores dados de la enerǵıa M y
cualquier otra magnitud macroscópica que caracterize el estado termodinámico.

En el caso de gravitación en el ensemble canónico la magnitud macroscópica
es M y la solución correspondiente es el agujero negro de masa M, el cual es
periódico en tiempo imaginario ya que es estático. En el caso de momento
angular, carga eléctrica y/o otras cargas macroscópicas distintas de cero, la
solución correspondiente será el agujero negro con esas cargas.

Es importante mencionar algunas sutilezas de la evaluación de la acción de
agujeros negros para calcular Z. En primer lugar la acción que se debe tomar
debe tener términos de borde apropiados para que la acción sea un extremo
(tenga variación cero) cuando valen las ecuaciones del movimiento [57]. En se-
gundo lugar al pasar a la acción eucĺıdea el origen está en r = r+, por lo que
la si la integración se hace en la variable r el rango de integración debe ser de
r = r+ a r = ∞, y los términos de borde que existan deben evaluarse en el
borde en infinito, pero no en el horizonte de eventos, ya que ah́ı no hay borde
en coordenadas eucĺıdeas.

Para el caso del agujero negro de Schwarzschild en relatividad general la
acción con el término de borde apropiado en una región Ω con borde ∂Ωes

I =
1

16π

∫

Ω

R
√−gd4x+

1

8π

∫

∂Ω

K
√
−hd3x

donde g es el determinante de la métrica, R es el escalar de curvatura, h es el
determinante de la métrica inducida en el borde y K es la traza de la curvatura
extŕınseca [57]. La acción da

I = 4πM2

y la entroṕıa da

S =
A

4

con A = 4πr2+ el área del horizonte de eventos, en unidades de Planck (recordar
que tomamos c = G = h̄ = kB = 1 ). Este es el resultado justamente reconocido
de Bekenstein y Hawking [63, 64, 65].
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5.2 Entroṕıa de agujeros negros en cualquier dimensión

para la configuración de variedad cobordante

En esta sección se calcula la entroṕıa de agujeros negro de Chern-Simons usando
la acción de variedad cobordante discutida en la sección anterior. La razón para
elegir esta configuración es que el término de borde es tal que la acción es un
extremo cuando valen las ecuaciones del movimiento, para la condición de borde
considerada.

La entroṕıa de agujeros negros de Chern-Simons fue calculada antes uti-
lizando métodos hamiltonianos de minisuperespacio [60, 61]. El mérito del en-
foque discutido acá es que se da una prescripción general de los términos de
borde, mientras que en el enfoque de minisuperespacio deben buscarse caso por
caso para cada solución.

Los cálculos de esta sección están incluidos en [32].
Al elegir ea = 0 en la conexión de AdS A, la acción de transgresión se reduce

a la de Lanczos-Lovelock-Chern-Simons mas un término de borde

I2n+1(A,A) =

∫

M

LLCS
2n+1(R, e) + dα

con

LLCS
2n+1(R, e) = κ

1
∫

0

dtǫ
(

R + t2e2
)n
e

y

α = −κn
1

∫

0

dt

t
∫

0

dsǫθe
(

R̃+ t2θ2 + s2e2
)n−1

.

La constante κ se toma como antes igual a κ = 1
2(d−2)!Ωd−2Gn−1

.

y también las configuraciones de agujero negro estático son las dadas arriba,
con métrica

ds2 = −∆2(r)dt2 +
dr2

∆2(r)
+ r2dΩ2

d−2

donde la función ∆(r) es

∆2(r) = 1 − σ + r2

y la constante σ = (2Gn−1M + 1)
1
n es la que antes llamamos α (cambiamos

la notación para evitar confusión con el término de borde α), con el parámetro
M correspondiendo a la masa, como puede verse a partir del modelo de mini-
superespacio en el formalismo hamiltoniano.

Si evaluamos la forma eucĺıdea del término de borde en esta familia de solu-
ciones se obtiene
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∫

∂M

αE =

2(d−2)!Ωd−2βκn





(

∆2
)
′

2
r

1
∫

0

dt
(

1 − ∆2 + t2r2
)n−1

+



∆2 −
(

∆2
)
′

2
r





1
∫

0

dtt
(

1 − t2∆2 + t2r2
)n−1





r=∞

donde β es el peŕıodo del tiempo eucĺıdeo τ . Debido a la forma particular de la
función en la métrica la segunda integral no depende de r, y será proporcional
a la masa M

β

Gn
n (1 − σ)

1
∫

0

dtt
(

1 − t2 (1 − σ)
)n−1

= −βM

y el término restante, que contiene potencias divergentes de r, se combina con
este de modo que el borde se escribe

∫

∂M

αE = 2(d− 2)!Ωd−2βκn



r2
1

∫

0

dt
(

σ +
(

t2 − 1
)

r2
)n−1





r=∞

− βM.

La acción eucĺıdea en el bulk –on-shell-toma la forma expĺıcita

ILCS
E = (d−2)!Ωd−2βκ



2nr2
1

∫

0

dt
(

t2 − 1
) (

σ +
(

t2 − 1
)

r2
)n−1

+

1
∫

0

dt
(

σ +
(

t2 − 1
)

r2
)n





r=∞

r=r+

y, dado que está claro que la potencia mas alta en σ en el segundo término
es cero porque es independiente de r, podemos poner la expresión anterior en
la forma

ILCS
E = 2(d−2)!Ωd−2βκn





n−1
∑

k=0

(n− 1)!

(n− 1 − k)!k!
σn−1−k

1
∫

0

dt
2k + 3

2k + 2

(

t2 − 1
)k+1

r2(k+1)





r=∞

r=r+

.

Sorprendentemente, los coeficientes que vienen de la integración en t se simpli-
fican, debido a la relación

1
∫

0

dt
2k + 3

2k + 2

(

t2 − 1
)k+1

= −
1

∫

0

dt
(

t2 − 1
)k

que hace que la continuación eucĺıdea de la acción de Lovelock-Chern-Simons
se reduzca a
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ILCS
E = −2(d− 2)!Ωd−2βκn



r2
1

∫

0

dt
(

σ +
(

t2 − 1
)

r2
)n−1





r=∞

r=r+

.

Juntando todo la acción eucĺıdea total IE = ILCS
E +

∫

∂M

αE tiene las diver-

gencias en el infinito espacial canceladas. Como veremos abajo la contribución
del horizonte de eventos r+ da exactamente la entroṕıa del agujero negro, ya
que

S = IE + βM =
β

Gn
nr2+

1
∫

0

dt
(

σ +
(

t2 − 1
)

r2+
)n−1

.

Por definición el radio del horizonte r+ satisface la relación

∆2(r+) = 0 = 1 − σ + r2+

y asumiendo que el peŕıodo en el tiempo eucĺıdeo β se calcula como se dijo
arriba,

β =
1

T

donde T representa la temperatura del agujero negro

T =
1

4π

d∆

dr

∣

∣

∣

∣

r+

.

Por lo tanto, la expresión para la entroṕıa de un agujero negro de Chern-
Simons es

S =
2πkB

Gn
nr+

1
∫

0

dt
(

1 + t2r2+
)n−1

la que por medio de un cambio de variables lleva a la fórmula

S =
2πkB

Gn
n

r+
∫

0

dr
(

1 + r2
)n−1

.
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5.3 Entroṕıa de agujeros negros con respecto al agujero

negro de masa cero en 3D y 5D

Se puede pensar en regularizar la acción eucĺıdea en el cálculo de la entroṕıa
tomando la configuración A correspondiente a un agujero negro de masa M
y la configuración A como una configuración especial correspondiente a una
solución estática de las ecuaciones del movimiento. Dado que el peŕıodo β esta
fijado para el agujero negro, la configuración A debe ser tal que β pueda ser
arbitrario, o no este definido para esta configuración. Dos configuraciones que
satisfacen este requisito son el espacio AdS (M = −1) y el agujero negro de
masa cero(M = 0). Elegimos el agujero negro de masa cero. El cálculo [31] se
realizará para d=3 y d=5 porque solo en esos caso conocemos la forma expĺıcita
de la acción en términos de los vielbeins y conexiones de esṕın como la diferen-
cia de acciones de Lovelock-Chern-Simons para cada campo mas un término de
borde. Se comprueba que el resultado en estos casos es el esperado, como en el
caso de variedad cobordante, si se aplican las siguientes prescripciones:
(i) La integral en el bulk se toma entre los radios cero e infinito para el agujero
negro de masa cero pero entre r+ e infinito para el agujero negro de masa M .
(ii) Los términos de borde se consideran en infinito, pero no en r+, donde en la
representación eucĺıdea de hecho no hay borde.

5.3.1 Entroṕıa en 3D

La acción de transgresión para el grupo AdS en 3D, con la traza simétrica
considerada arriba

I0
3 = κǫ(Re+

1

3
e3) − κǫ(R̃e+

1

3
e3) +

1

2
κǫ d[(e+ e)θ]

donde la notación es la de la sección anterior. Se toma la configuración e, ω
correspondiente a un agujero negro de masa M y la configuración e, ω corre-
spondiente a un agujero negro de masa cero. La acción eucĺidea I se evalúa en
los rangos de las coordenadas en que está definida

I = κ

∫

Ω+

ǫ(Re+
1

3
e3) − κ

∫

Ω

ǫ(R̃e+
1

3
e3) +

1

2
κ

∫

Σ

ǫ [(e+ e)θ]

donde Ω+ es la región comprendida entre τ = 0 y τ = β y entre r = r+ y
r = +∞, Ω es la región comprendida entre τ = 0 y τ = β y entre r = 0
y r = +∞, y Σ es la superficie con r = +∞ y τ entre 0 y β. Utilizando
la forma expĺıcita del vielbein, la conexión de esṕin y la curvatura para cada
configuración resulta

I = κ

∫ r+

0

dr r 6
2

3
2πβ − 2κπβ2G3M
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donde el primer término del segundo miembro viene del bulk y el segundo del
borde. Se tiene

I = κ(4πr2+β − 2πβ2G3M) = 2πβκ2G3M

donde se uso que r2+ = 2G3M . Usando que en 3D

κ =
1

2G32π

resulta I = βM pero I = βF = S − βM de donde la entroṕia S es

S = 2βM

Usando β = 2π/r+ y r2+ = 2G3M resulta también

S =
2π

G3
r+

que coincide con el resultado de la subsección anterior para 3D.

5.3.2 Entroṕıa en 5D

La acción de transgresión para el grupo AdS en 5D, con la traza simétrica antes
considerada es

T5 = κǫ(R2e+
2

3
Re3 +

1

5
e5) − κǫ(R̃2e+

2

3
R̃e3 +

1

5
e5)−

1

3
κǫ d[θ(e+ e)(R − 1

4
θ2 +

1

2
e2) + θ(e+ e)(R̃ − 1

4
θ2 +

1

2
e2) + θRe+ θR̃e]

con la notación de la sección anterior. Se toma de nuevo la configuración e, ω
correspondiente a un agujero negro de masa M y la configuración e, ω corre-
spondiente a un agujero negro de masa cero. La acción eucĺidea I se evalúa en
los rangos de las coordenadas en que está definida

I = κ

∫

Ω+

ǫ(R2e+
2

3
Re3 +

1

5
e5) − κ

∫

Ω

ǫ(R̃2e+
2

3
R̃e3 +

1

5
e5)−

1

3
κ

∫

Σ

ǫ [θ(e+ e)(R− 1

4
θ2 +

1

2
e2) + θ(e+ e)(R̃ − 1

4
θ2 +

1

2
e2) + θRe+ θR̃e]

donde otra vez Ω+ es la región comprendida entre τ = 0 y τ = β y entre r = r+
y r = +∞, Ω es la región comprendida entre τ = 0 y τ = β y entre r = 0
y r = +∞, y Σ es la superficie con r = +∞ y τ entre 0 y β. Utilizando
la forma expĺicita del vielbein, la conexión de esṕin y la curvatura para cada
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configuración resulta que el término de borde divergente cancela la divergencia
que viene del bulk (regularizando asi la acción) y se obtiene

I =
β

2G5
[−8

3
r4+ + 4αr2+ − 2G5M ]

donde α =
√

2G5M + 1, y G5 es la constante de Newton en 5D. Usando como
antes que I = βF = S − βM , la entroṕia S es

S =
β

G5
[−4

3
r4+ + 2αr2+]

Usando β = 2π/r+ y r2+ = α− 1 resulta también

S =
4π

G5
[r+ +

r3+
3

]

que coincide con el resultado de la subsección anterior para 5D.
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6 Acoplamiento de Branas con Gravedades de

Chern-Simons

6.1 Repaso de Modelos de Objetos Extendidos

However, I do not believe that scientific progress is always best advanced by
keeping an altogether open mind. It is often necessary to forget one’s doubts
and to follow the consecuences of one’s assumptions wherever they may lead-
the great thing is not to be free of theoretical prejudices, but to have the right
theoretical prejudices. And always, the test of any theoretical preconception is
in where it leads

-S. Weinberg

La Teoŕıa de Supercuerdas [9] es actualmente el único candidato para una
teoŕıa cuántica de toda la materia y las interacciones. Como tal es destacable
que incluye una teoŕıa cuántica de la gravitación. La teoŕıa se definió origi-
nalmente través de desarrollos perturbativos involucrando todas las superficies
bidimensionales interpolando entre configuraciones iniciales y finales dadas de
lazos cerrados y/o abiertos (dependiendo de la teoŕıa). Esta definición pertur-
bativa de la teoŕıa es su principal desventaja, dado que la mayor parte de las
cuestiones interesantes que se plantean (incluyendo hacer predicciones experi-
mentalmente verificables) son intrinsecamente no perturbativas.

La consistencia de la teoŕıa cuántica resulta ser una condición muy restric-
tiva, que es pasada por solo cinco modelos definidos en un espaciotiempo de
diez dimensiones, llamados Tipo IIA, IIB and I y los dos modelos de Cuerdas
Heteróticas con grupos de gauge SO(32) y E8 × E8. Estas teoŕıas tienen como
ĺımite de bajas enerǵıas diferentes teoŕıas de supergravedad estándar.

Durante los últimos años se progresó mucho en la comprensión de los aspec-
tos no perturbativos de la teoŕıa, lo que llevó a establecer una red de ’Duali-
dades’ entre las diferentes teoŕıas. Estas dualidades implican que el régimen de
acoplamiento fuerte de alguno de los cinco modelos consistentes corresponde al
régimen de acoplamiento débil de otra y que las compactificaciones de diferentes
teoŕıas en diferentes variedades llevan a la misma teoŕıa. Algunas de las duali-
dades, sin embargo, relacionan teoŕıas de cuerdas en diez dimensiones con una
teoŕıa desconocida en once dimensiones. También resultó que al nivel no per-
turbativo aparecen objetos extendidos de dimensión mayor que dos, conocidos
como ’branes’. Estos resultados llevaron a postular que existe una única teoŕıa
cuántica supersimétrica que tiene como ĺımites especiales las cinco teoŕıas de
cuerdas consistentes conocidas, la cual ha sido llamada teoŕıa M [17, 18, 19, 20].
Se sabe que esta teoŕıa tiene supergravedad estándar en once dimensiones como
su ĺımite de bajas enerǵıas, y que incluye objetos extendidos con volumen de
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mundo de dimensión 2+1 y 5+1 (membranas y 5-branas respectivamente)
En esta sección se revisarán aspectos de la teoŕıa de objetos extendidos que

se utilizarán en lo que sigue. Estos son (1) la formulación de Green-Schwarz
de las supercuerdas y superbranas con supersimetŕıa espaciotemporal, (2) las
acciones de cuerdas y branas heteróticas y (3) trabajos orientados a reescribir
la teoŕıa de cuerdas como un modelo de Chern-Simons.

6.1.1 La Acción de Green-Schwarz

La acción de cuerdas con supersimetŕıa espaciotemporal de propuesta por Green
y Schwarz [47] es

S = T

∫

dτ

∫ π

0

dσ(L1 + L2) (169)

donde

L1 = −1

2

√−γγijΠr
i Πjr (170)

L2 = −i ǫij∂iX
r
[

θ
1
γr∂jθ

1 − θ
2
γr∂jθ

2
]

+ ǫijθ
1
γr∂iθ

1θ
2
γr∂jθ

2 (171)

los ı́ndices i, j = 0, 1 son ı́ndices curvos de la superficie de mundo, las coorde-
nadas de la superficie de mundo son ζi = (ζ0, ζ1) = (τ, σ), r, s, p = 0, ..., 10
son ı́ndices planos de Lorentz, las variables dinámicas son las coordenadas espa-
ciotemporales Xr(σ, τ), los espinores de Majorana-Weyl en 10D θAα(σ, τ), con
A = 1, 2 y α = 1, ...32, la métrica auxiliar en la superficie de mundo γij , y

Πr = dXr − iθ
A
γrdθA =

(

∂iX
r − iθ

A
γr∂iθ

A
)

dζi = Πr
i dζ

i (172)

La acción es invariante bajo reparametrizaciones de la superficie de mundo (o
transformaciones generales de coordenadas de esta) y transformaciones globales
de super-Poincaré

δθA =
1

4
Λrsγ

rsθA + ǫA (173)

δXr = Λr
sX

s + ar + ǫAγrθA (174)

δγij = 0 (175)

con parámetros (Λr
s, a

r, ǫA). La acción también es invariante bajo la simetŕıa
local fermiónica conocida como ’simetŕıa kappa’

δκθ
A = 2iγ.Πiκ

Ai , δκX
r = iθ

A
γrδκθ

A (176)

δκ(
√−γγij) = −16

√−γ [P ik
− κ1j∂kθ

1P ik
+ κ2j∂kθ

2] (177)
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donde los κAi son variables de Grassman, bi-vectores de la superficie de mundo
con un ı́ndice espinorial suprimido de Majorana-Weyl y satisfacen las condi-
ciones de autodualidad y anti-autodualidad

P ij
+ κ

1
j = 0 , P ij

− κ
2
j = 0 (178)

con los proyectores

P ij
± =

1

2
(γij ± ǫij/

√−γ) (179)

la simetŕıa-κ permite elegir el gauge del cono de luz

γ+θA = 0 , X+(σ, τ) = x+ +
p+

πT
τ (180)

Las componentes de cono de luz de un vector Ar se definen como A± = 1√
2
(A0±

A9). Debido a (γ+)2 = 0 la condición del cono de luz implica que la mitad de las
componentes de θA son cero. Es destacable que la teoŕıa descrita por la acción
de las ecs.(90-92), la cual parece tener términos de interacción complicados, es
en realidad una teoŕıa libre en el gauge del cono de luz. El requerimiento de la
simetŕıa-κ determina los coeficientes relativos de L1 y L2.

En la ref.[48] se observó que el término S2 =
∫

dτdσL2 puede interpretarse
como la integral del la 3-forma de Wess-Zumino-Witten (como en la ec.(24)) para
el grupo de Super-Poincaré. Se considera la forma de Maurer-CartanU = g−1dg

con g = eiX̂aPa+θAαQA
α . Entonces esencialmente U = [dXa + iθγadθ] + dθAαQA

α

y

S2 =

∫

M3

STr [U3] =

∫

M3

STr [(g−1dg)3] (181)

donde M3 es una variedad tridimensional con borde en la superficie de mundo
de la cuerda. Las trazas de productos de generadores requeridas son STr (PPP ),
STr (PPQ), STr (QQP ) y STr (QQQ). De estas, la única no nula es STr (PaQαQβ) =
(

γa C
−1

)

αβ
. Notar que los ı́ndices espinoriales del tensor simétrico invariante

son en realidad ı́ndices en la representación adjunta del grupo desuper-Poincaré,
aún cuando vistos desde el punto de vista del subgrupo de Lorentz son ı́ndices
en la representación fundamental espinorial de aquel grupo.

Las configuraciones de la supercuerdapueden pensarse como una inmersión
de su superficie de mundo en un superespacio plano en 10D con N = 2. Desde
este punto de vista la generalización natural seŕıa considerar inmersiones en
superespacios curvos [9], lo que podŕıa interpretarse como una cuerda propa-
gandose en un background no trivial. Requerimientos de consistencia imponen
la condición de que el background debe satisfacer las ecuaciones de la super-
gravedad estándar que corresponde al ĺımite de bajas enerǵıas del modelo de
supercuerdas considerado, y aquellos backgrounds incluirán en general campos
adicionales, como campos de gauge y campos dados por p-formas (algunos de
los cuales son llamasos ’campos de Ramond-Ramond’ o ’campos-RR’). Esto
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puede interpretarse pensando que el background consistente para la cuerda esta
formado por un condensado de cuerdas.

Es posible generalizar la acción de Green-Schwarz a objetos extendidos de
mayor dimensionalidad, llamados ’super p-branas’ [49], en backgrounds planos
o curvos. Estos modelos son κ-simétricos, pero al contrario de lo que ocurre en
el caso de las cuerdas esto no alcanza para permitir la elección de un gauge en
el que la teoŕıa sea libre. Esto hace que el problema de la cuantización de los
modelos de p-brana sea muy dif́ıcil, por lo que no está resuelto hasta hoy.

6.1.2 Cuerdas y Branas Heteróticas

El acoplamiento de objetos extendidos bosónicos de diversas dimensiones a cam-
pos de gauge fue estudiado por Dixon, Duff y Sezgin (DDS)[50] siguiendo el
modelo de la cuerda heterótica [51]. La acción de el modelo DDS para objetos
extendidos con volumen de mundo de dimensión par d en un espaciotiempo de
dimensión D es

SDDS = SK
d + SWZW

d (182)

donde el término cinético es

SK
d =

∫

ddζ

{

−1

2

√−γ γij
[

∂iX
r∂jX

sgrs(X
p) + Ja

i J
a
j

]

+
1

2
(d− 2)

√−γ
}

(183)
aca las coordenadas del volumen de mundo son ζi, i, j, k = 0, ..., d − 1, las
coordenadas espaciotemporales son Xr(ζ), r, s, p = 0, ..., D − 1, la métrica del
volumen de mundo es γij(ζ), y la métrica del background espaciotemporal es
grs(X). Las Ja

i ’s se definen como Ja
i = ∂iX

rAa
r − ∂iY

lKa
l donde los Aa

r(X)
son campos de gauge para algún grupo de gauge G, las Y l(ζ) son coordenadas
en la variedad de grupo G y los Ka

l (Y ) son formas de Maurer-Cartan (MC)
invariantes a la izquierda Kl = Ka

l T
a = g−1(Y ) ∂

∂Y l g(Y ). En el lenguaje de

formas diferenciales A = Aa
rT

adxr y K = Ka
l T

adyl, y sus pull-backs al volumen
de mundo (los cuales denotaremos con el mismo śımbolo, ya que será claro
por el contexto cual de los dos estamos usando) A = Aa

rT
a∂iX

rdζi y K =
Ka

l T
a∂iY

ldζi. Entonces J = A − K, análogo al J de la sección 2.1.2. con
A1 = A y A0 = K, K gauge puro. Las formas de MC satisfacen la ec. de MC
dK +K2 = 0.

El término de WZW es

SWZW
d =

∫

[Bd + Cd − bd] =

∫

Bd (184)

con

Bd =
1

d!
Br1...rd

∂i1X
r1...∂id

Xrddζi1 ...dζid (185)

bd =
1

d!
br1...rd

∂i1X
r1...∂id

Xrddζi1 ...dζid (186)
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donde Bd es un campo de Ramond-Ramond (campo RR) y bd es una forma de
WZW que satisface

dbd = −Qd+1(K, 0) (187)

localmente (recordar dQd+1(K, 0) = STr (F
d+2
2 = 0) = 0). La d-forma Cd(A,K,F )

se define como antes
Cd(A,K,F ) = k01Q(At, Ft) (188)

con At interpolando entre A y K como At = tA+ (1 − t)K.
La acción DDS ec.(103) es invariante bajo transformaciones generales de

coordenadas del background y (independientemente) del volumen de mundo
por construcción. Si la métrica del background es plana grs(X) = ηrs entonces
la acción es invariante bajo transformaciones de Poincaré globales.

La acción DDS también es invariante gauge. Para ver que el término cinético
es invariante notamos que Ja

i J
a
j = STr (JiJj), el cual es invariante porque como

sabemos J transforma covariantemente. Para probar que el término de WZW
es invariante gauge se necesitan las propiedades de transformación de bd, Cd y
Bd. Se tiene δvQd+1(A,F ) = −dQ1

d(A,F, v), entonces módulo formas exactas

δvbd = Q1
d(K, 0, v) (189)

La fórmula de homotoṕıa de Cartan con P(At, Ft) = Qd+1(At, Ft) y At =
tA+ (1 − t)K da

Qd+1(A,F ) −Qd+1(K, 0) = dCd(A,K,F ) + k01 STr (F
d+2
2 ) (190)

entonces, considerando que k01 STr (F
d+2
2 ) es invariante gauge se tiene, módulo

formas exactas

δvCd(A,K,F ) = −Q1
d(A,F, v) +Q1

d(K, 0, v) (191)

Finalmente se postula la regla de transformación para el campo RR 4

δvBd = Q1
d(A,F, v) (192)

que implica que el ’tensor de campo’ del campo RR, denotado Hd+1, definido
con una corrección de CS como

Hd+1 = dBd + Qd+1(A,F )

es invariante gauge. SE concluye que módulo formas exactas δvBd = 0 y entonces
el término de WZW en la acción ec.(105) es invariante gauge, por lo que toda
la acción DDS es invariante gauge.

La acción DDS ha sido relevante en el estudio de dualidades entre objetos
extendidos, ver p.ej. ref.[52] y referencias ah́ı.

4En teoŕıa de cuerdas el campo RR es parte del espectro de modos cero y su regla de
transformación se deduce de la expansión perturbativa.
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6.1.3 Teoŕıa de Cuerdas y Acciones de Chern-Simons

Varios trabajos [22, 33, 7, 21] se orientaron a interpretar las acciones de cuer-
das en 1+1 dimensiones como teoŕıas de CS en 2+1 dimensiones, buscando
aprovechar las buenas propiedades de estas últimas, como ser teoŕıas de gauge
independientes de background y tener un buen comportamiento cuántico.

Moore and Seiberg [22] mostraro que una teoŕıa de gauge de CS en una
variedad de dimensión 2+1 con borde de dimensión 1+1 induce una teoŕıa de
campo conforme (CFT) en el borde. Todas las CFT Racionales pueden constru-
irse de ese modo, y muchos aspectos complejos de estas se entienden facilmente
a partir de la invariancia gauge y la covariancia general de la CS. Las supercuer-
das pueden pensarse como CFTs en 1+1, por lo que Moore y Seiberg hicieron
la conjetura natural de que la misma estrategia debeŕıa resultar para estas.

En su trabajo en gravedad de CS en 2+1 Witten [7] propuso que las teoŕıas
de cuerdas en una superficie de mundo de dimensión 1+1 podŕıan interpretarse
como modelos de CS a través de un ’engrosamiento de la superficie de mundo’.

M.B. Green prosiguió esta ĺınea de trabajo considerando una teoŕıa de CS
en 2+1 (’volumen de mundo’) con una versión no degenerada del grupo de su-
pertraslaciones en 10D (’espaciotiempo’) como grupo de gauge, en una variedad
con borde. Green sugirió que el modelo se relacionaba con las supercuerdas. Las
desventajas de ese modelo son que el término cinético debe agregarse a mano y
que la acción no es invariante gauge sin fijar el gauge en el borde.

6.2 Formas de Transgresión y Acciones de Branas

Nothing is more fruitful-all mathematicians know it- than those obscure analo-
gies, those disturbing reflections of one theory on another, those furtive caresses,
those inexplicable discords; nothing also gives more pleasure to the researcher
André Weil

Tomando como base los trabajos repasados arriba en refs.[34, 35] se contruyó
una clase de modelos de objetos extendidos en interacción con los campos de
gauge de las gravedades o supergravedades de Chern-Simons , en la que con-
fluyen las propiedades mas atractivas de los modelos discutidos en las secciones
anteriores. Podŕıa decirse que estos modelos describen branas propagandose en
un background descrito por una gravedad de CS, pero esto seŕıa inexacto, ya
que el background no es fijo y predeterminado, sino que es afectado por las
branas, que actúan como fuente de los campos de gauge. Ya se mencionaron en
la Introducción las ventajas de los modelos considerados acá.

La acción se define por

S =

N
∑

n=0

αn

∫

S2n+1

k01 STr
(

Fn+1
)

(193)
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donde S2N+1 es el borde de M2N+2, S2N+1 ≡ ∂M2N+2, y las subvariedades
S2n+1 están inmersas en S2N+1. En caso de que la propia S2N+1 tenga borde
Ω2N , entonces S2N+1 está estrictamente inclúıda en el borde de M2N+2. Las
subvariedades S2n+1 pueden tener bordes dados por subvariedades Ω2n, de modo
que ∂S2n+1 = Ω2n.

Las variables dinámicas son lo potenciales de gauge AI
m, las coordenadas de

inmersión de las subvariedades S2n+1, Xm
(2n+1)(χ

i
(2n+1)), m = 0, ..., 2N + 1

donde las χi
(2n+1) con i = 0, ..., 2n + 1 , son coordenadas locales en

S2n+1 y las coordenadas de inmersión de las subvariedades Ω2n, Xm
(2n)(ξ

i
(2n+1)),

m = 0, ..., 2N +1 donde las ξi
(2n) con i = 0, ..., 2n , son coordenadas locales

en Ω2n (por supuesto en el borde Ω2n de S2n+1 las Xm’s de el mismo punto
deben coincidir como funciones de las χ’s, o las ξ’s correspondientes). Note que
de todas estas variedades se asume que pueden ser no compactas, especialmente
en la ’dirección temporal’.

Veremos mas adelante que la consistencia de la teoŕıa cuántica implica que los
coeficientes αn están cuantizados, analogamente a lo que pasaba en gravedad de
CS [11]. Una elección consistente de los coeficientes es la que sale del polinomio
P (F ) = h STr [eiF/(2π)], donde h es la constante de Planck.

La acción de la ec.(114) es de la forma

S =

N
∑

n=0

αn

∫

S2n+1

T2n+1 =

N
∑

n=0

αn

∫

S2n+1

L2n+1 (194)

Puede escribirse de mas explicitamente como

S =

N
∑

n=0

αn

{∫

S2n+1

[Q2n+1(F1, A1) −Q2n+1(F0, A0)] −
∫

Ω2n

C2n

}

(195)

donde C2n = k01Q2n+1(At, Ft) como en las ec.(25-26).
En ref.[34] se adicionó un ’término cinético’ en el borde Ω2n de las subvar-

iedades S2n+1 dado por

S
(2n)
K =

1

2

∫

Ω2n

d2nξ
(2n)

√−γ
(2n)

[

γij
(2n)

STr (JiJj) − (2n− 2)
]

(196)

donde se introdujo la métrica del volumen de mundo γ
(2n)

. Otra posibilidad
para este término cinético es usar una expresión de la forma de Born-Infeld

∫

Ω2n

d2nξ
(2n)

STr

[

√

− sdet
{

JiJj + (F0)ij + (F1)ij

}

]

(197)

o
∫

Ω2n

d2nξ
(2n)

STr

[

√

− sdet
{

STr (JiJj) + (F0)ij + (F1)ij

}

]

(198)
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donde el superdeterminante se toma en los ı́ndices curvos i , j de los pull-
backs en Sd mientras las supertrazas se toman en los ı́ndices de grupo. En
lo que sigue consideraremos estos términos cinéticos como ’opcionales’, y nos
concentraremos en el modelo en que estos no se incluyen.

6.3 Invariancias de la Acción

La acción de la ec.(114) y los términos cinéticos opcionales son invariantes bajo
transformaciones generales de coordenadas por construcción. De la invariancia
gauge de las formas de transgresión bajo transformaciones de gauge, si tanto A0

como A1 transforman con el mismo elemento del grupo se sigue que la acción
dela ec.(114) es invariante gauge. La invariancia gauge del término cinético se
deduce de que F y J son covariantes gauge, la métrica auxiliar en el volumen
de γ es invariante gauge, y de la invariancia y la propiedad ćıclica de la traza
simétrica.

Si consideramos variaciones de gauge que involucren solo uno de nuestros
dos campos de gauge, manteniendo el otro fijo, la variación de la transgresión
es una derivada total que puede leerse de las ecuaciones de descenso ecs.(32-33)
y es

δvI
0
2n+1(A1, A0) = −dI1

2n(v,A1, A0) (199)

para variaciones involucrando solo A1 (note que A1 |θ=0= A1). La variación de
la acción es una suma de términos de borde en los bordes de las branas. Para
variaciones involucrando solo A0 vale un resultado similar.

6.4 Ecuaciones del Movimiento

En el caso de una teoŕıa CS sin branes o bordes las ecuaciones del movimiento
δS
δA = 0 están dadas por ec.(65)[8, 10, 12]

STr (T IFn) = 0

En el caso con bordes y branes necesitamos usar que

δ1J = δA1 , δ0J = −δA0

δrFt = Dt(δrAt) = d(δrAt) + [At, (δrAt)] , r = 0, 1

δ1At = tδA1 , δ0At = (1 − t)δA0

Por lo tanto, para variaciones de A1

δ1L2n+1 = (n+ 1)

∫ 1

0

dt STr (δA1F
n
t ) + n(n+ 1)

∫ 1

0

dt t STr (JDt(δA1)F
n−1
t )

(200)
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pero

d [ STr (JδA1F
n
t )] = STr (DtJ δA1F

n−1
t ) − STr (JDt(δA1)F

n−1
t ) (201)

donde usamos dSTr ( ) = STr (Dt ) y la identidad de Bianchi DtFt = 0,
entonces

δ1L2n+1 = (n+ 1)

∫ 1

0

dt STr (δA1F
n
t ) + n(n+ 1)

∫ 1

0

dt t STr (δA1Dt(J)Fn−1
t )

+d

[

n(n+ 1)

∫ 1

0

dt t STr (δA1JF
n−1
t )

]

(202)

El último término del segundo miembro es un término de borde. Bajo varia-
ciones de A0 tenemos

δ0L2n+1 = −(n+ 1)

∫ 1

0

dt STr (δA0F
n
t ) + n(n+ 1)

∫ 1

0

dt (1 − t) STr (δA0Dt(J)Fn−1
t )

+d

[

n(n+ 1)

∫ 1

0

dt (1 − t) STr (δA0JF
n−1
t )

]

(203)

Si escribimos

δrL2n+1 = STr (δArQ
(r)
2n ) + d

[

STr (δArR
(r)
2n−1)

]

(204)

donde

Q
(1)
2n = (n+ 1)

∫ 1

0

dtFn
t + n(n+ 1)

∫ 1

0

dt tDt(J)Fn−1
t

Q
(0)
2n = −(n+ 1)

∫ 1

0

dtFn
t + n(n+ 1)

∫ 1

0

dt (1 − t)Dt(J)Fn−1
t

R
(1)
2n−1 = n(n+ 1)

∫ 1

0

dt tJFn−1
t

R
(0)
2n−1 = n(n+ 1)

∫ 1

0

dt (1 − t)JFn−1
t (205)

Entonces podemos escribir

δrS =

N
∑

n=0

αn

[∫

S2n+1

STr (δArQ
(r)
2n ) +

∫

Ω2n

STr (δArR
(r)
2n−1)

]

(206)

o

δrS =

∫

S2N+1

d2N+1x δ(Ar)
I
m J (r)mI (207)
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donde

J (r)mI(xm) =
N

∑

n=0

αn

[ ∫

S2n+1

d2n+1χ2n+1J (r)mI
(2n+1) +

∫

Ω2n

d2nξ2nJ (r)mI
(2n)

]

(208)

con

J (r)mI
(2n+1) = δ2N+1(X(2n+1)(χ2n+1) − xm) STr

(

T I(Q
(r)
2n )m2...m2n+1

)

×

×∂i1X
[m
(2n+1)∂i2X

m2

(2n+1)...∂i2n+1X
m2n+1]
(2n+1) ǫ

i1...i2n+1 (209)

y

J (r)mI
(2n) = δ2N+1(Xm

(2n)(ξ2n) − xm) STr
(

T I(R
(r)
2n−1)m2...m2n

)

×

×∂i1X
[m
(2n)∂i2X

m2

(2n)...∂i2n
X

m2n]
(2n) ǫ

i1...i2n (210)

Las ecuaciones del movimiento δS
δAr

= 0 son entonces

J (r)mI = 0 (211)

Estas ecuaciones pueden interpretarse como las ecuaciones halladas antes en el
caso sin bordes o branas, pero ahora con términos de fuente dados por corrientes
asociadas a las branas, que actúan como fuentes de los campos de gauge y son
afectadas por estos.

Respecto a las ecuaciones del movimiento correspondientes a la extrem-
ización de la acci”on bajo variaciones de las funciones que describen la inmersión
de las branas X es conveniente escribir

S =
N

∑

n=0

αn

[∫

S2n+1

d2n+1χ2n+1 (ω2n+1)m1...m2n+1∂i1X
[m1

(2n+1)...∂i2n+1X
m2n+1]
(2n+1) ǫ

i1...i2n+1

+

∫

Ω2n

d2nξ2n (ω2n)m1...m2n
∂i1X

[m1

(2n)...∂i2n
X

m2n]
(2n) ǫ

i1...i2n

]

(212)

donde separamos las contibuciones del interior (’bulk’) y el borde de las branas
a L2n+1 como en la ec.(116).

En la expresión previa la dependencia de S en las funciones X es a través de
las ω’s mientras que la dependencia de S en ∂X es a través de los factores que
entran en la construcción de los pull-backs. Las ecuaciones de Euler-Lagrange
para Xs

(p) dan entonces

[

p
∂

∂Xr
(p)

(ω(p))sm2...mp
− ∂

∂Xs
(p)

(ω(p))rm2...mp

]

∂i1X
[r
(p)∂i2X

m2

(p) ...∂ip
X

mp]

(p) ǫ
i1...ip = 0

(213)
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Aplicando las ecuaciones de Euler-Lagrange para el ’bulk’ S2n+1 nos sobra un
término de borde

∂i1

[

(ω(p))sm2...mp
∂i2X

[m2

(p) ...∂ip
X

mp

(p) δX
s]
(p)ǫ

i1...ip

]

(214)

Podemos requerir que el término de borde sea cero, en analoǵıa con las cuerdas
abiertas,

(ω(p))sm2...mp
∂i2X

[m2

(p) ...∂ip
X

mp

(p) δX
s]
(p)ǫ

i1...ip = 0 (215)

la cual no debe tomarse como condición sobre que puntos pueden ser recorri-
dos por los bordes de las branas, sobre las velocidades de estos puntos, o sobre
las variaciones δX permitidas, sino solo sobre las derivadas espaciales de las
funciones X en el borde (una condición de coordenadas). Alternativamente
se puede agregar ese término como una contribución extra a las ecuaciones de
Euler-Lagrange en el borde. Si agregamos los términos cinéticos de las ecs.(117-
119) habrá un término extra en las corrientes localizadas en los bordes Ω2n de
las branas, y términos extra en las ecuaciones de Euler-Lagrange. Las ecua-
ciones del movimiento de las métricas auxiliares γ en los términos cinéticos de
la ec.(117) son algebraicas.

6.5 Conexiones con la Teoŕıa de Cuerdas y la Teoŕıa M

6.5.1 Relación con la Acción de Green-Schwarz

En la ref.[34] consideramos el modelo de ec.(114) mas un término cinético
del tipo dado antes para el grupo de la teoŕıa M OSp(32|1) [23, 20, 39] y
relacionamos este modelo con las supercuerdas IIA y IIB. Como vimos este
grupo tiene generadores Pa (traslaciones), Qα (generadores de supersimetŕıas),
Mab (Lorentz) y Za1...a5 , a = 0, ...10. Tomamos la traza simétrica como la traza
estándar en la representación adjunta de G simetrizada. Se toma una acción
de la clase considerada en la sección 6.1 correspondiente a una membrana con
borde, con término cinético en el borde

S =

∫

Ω2

dσ2√−γγijSTr[JiJj ] +
1

2

∫

Ω3

T3(A0, A1) (216)

para OSp(32|1) 5 con J = A1 −A0 y γ una métrica auxiliar en la superficie de
mundo correspondiente al borde de la membrana.

Se considera A1 como gauge puro y A0 = 0

A1 = g−1dg
5Otras posibilidades menos simples para hacer contacto con la teoŕıa de cuerdas incluyen

considerar un grupo diferente, como OSp(64|1)), términos de borde extra como los del tipo de
Born-Infeld de sección 6.1, o una traza simétrica diferente, como alguna extensión apropiada
de la carácteŕıstica de Euler.
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con el elemento del grupo tomado de la forma

g = e(iX
a
1 Pa+θα

1 Qα)

con a = 0, ..., 9. Se considera una ’semiespacio’ en 11D con borde en un hiper-
plano de 10D, esto es una región en 11D con un borde con la topoloǵıa de R10.
Identificamos los parámetros de gauge Xa, a = 0, ..., 9, con las coordenadas xa,
a = 0, ..., 9 Xa ≡ xa. Los bordes en 10D se eligen en x10 = 0 y x10 = 1 re-
spectivamente. Consideramos entonces una 2-brana con borde, con este borde
contenido en el hiperplano mencionado en 10D. Las coordenadas del volumen
de mundo de la brana son σ0, σ1 σ2 y xa = Xa = Xa(σ0, σ1) para a = 0, ..., 9.

Se requiere que A1 sea gauge puro A1 = g−1dg

g = e(iX
a
0 Pa+θα

0 Qα)

con a = 0, ..., 9. En el ĺımite de Inonu-Wigner (ver apéndice B) los conmutadores
relevantes son

[Pa, Pb] = 0

{Qα, Qβ} = 2i(Cγa)αβPa

entonces, considerando que para una matriz M se cumple que

e−MδeM = δM − 1

2
[M, δM ]

si [[M, δM ],M ] = [[M, δM ], δM ] = 0, entonces

A1 = i(dXa
1 − iθ1γ

aθ1)Pa + dθα
1Qα

Vemos que aparecen Los Πa = dXa
1 − iθ1γ

aθ1 de la sección 3.2.1. sobre el
modelo de Green-Schwarz.

La acción para la 2-brana es

S2 =

∫

Ω2

C2 +

∫

S3

WZW

como en las ecs.(24-26). Tenemos
∫

Ω2

C2 =

∫

Ω2

dσ2√−γSTr[A0iA0jγ
ij ] =

∫

Ω2

dσ2√−γηabΠ
a
i Πb

jγ
ij ]

que es el término cinético de Green-Schwarz y las Π’s son las de la ec.(103). Se
requirieron las supertrazas simétricas STr (PP ), STr (PQ) and STr (QQ). Para
el término WZW las trazas relevantes son STr (PPP ), STr (PPQ), STr (QQP ) y
STr (QQQ). Entre estas, las no nulas despues de la contracción de Inonu-Wigner
Pa → RPa, Qα →

√
RQα y R→ ∞ se normalizan como

STr (PaPb) = ηab , STr (PaQαQβ) =
(

γa C
−1

)

αβ
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El término de WZW surge de que la transgresión se reduce al Chern-Simons
para A0 = 0, y de ah́ı al WZW para A1 gauge puro. Para el término de WZW
se tiene

WZW = −1

3

∫

STr[(g−1
1 dg)3]

que con la forma del g dado y las trazas consideradas es exactamente el WZW
de Green-Schwarz.

En el trabajo original de Green-Schwarz el coeficiente relativo se fijo por
simetŕıa κ. Seŕıa interesante entender como esta simetŕıa aparece en nuestro
modelo. Una posibilidad es que sea lo que queda de la parte fermiónica de
nuestra simetŕıa de gauge. Mas concretamente, se podŕıa pensar en repetir la
construcción anterior para una métrica auxiliar no plana arbitraria en la su-
perficie de mundo, entonces luego de una transformación fermiónica de gauge
recuperar las condiciones de dualidad o antidualidad haciendo a transformación
de esta métrica que correspondeŕıa a la simetŕıa κ.

Se mostró entonces que la acción propuesta contiene las configuraciones de
la acción de Green-Schwarz (en el gauge en que la métrica de la superficie de
mundo es plana) como parte de su espacio de congiguraciones. La acción prop-
uesta acá para configuraciones genéricas (no truncadas a formas especiales de
los campos de gauge como en esta subsección) es sin embargo invariante gauge
e independiente de background.

6.5.2 Relación con el Modelo DDS de Branas Heteróticas

Es posible relacionar el modelo DDS para el acoplamiento de campos de Yang-
Mills a branas, repasado en la sección 3.2.2., a través de los paso siguientes:

(a) Considerar la acción de la ec.(114) mas un término cinético como el de
la ec.(117), con grupo de gauge dado por el producto del grupo de Poincaré y
el grupo de gauge ’interno’ (con los generadores de uno conmutando con los del
otro).

(b) Tomar el caso particular de un A0 = K gauge puro y un A1 con compo-
nentes de Poincaré (los que multiplican los generadores de Poincaré) iguales a
cero, y componentes en los generadors del grupo de gauge interno arbitrarias.

(c) Hacer una reducción dimensional doble (en el background y en el bulk
de la brana) asumiendo que todos los campos son independientes de una co-
ordenada del background, la cual se identifica con una coordenada en el bulk
de la brana. El borde de la brana se asume contenido en las dimensiones no
compactificadas.

(d) Si K = G−1dG con G = gspacetimeginternal y gspacetime = exp[iX̂rPr],
r 6= D − 1 (D − 1 es la dimensión compactificada), identificar las coordenadas
espaciotemporalesXr en las dimensiones no compactificadas con los parámetros
de gauge X̂r (una elección de coordenadas).
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Mirando las ecs.(116-117) se ve que la acción DDS con la brana DDS siendo
el borde de la brana de la que partimos se recupera luego del proceso descrito.
La forma de WZW para K tiene solo componentes según el grupo de gauge
interno (las trazas que podŕıan dar un WZW espaciotemporal para K son cero)
y el campo-RR esta dado como un campo compuesto en términos de las formas
de CS para A1 dimensionalmente reducidas. Se usó STr [PrPs] ≈ ηrs , la que no
es realmente una traza en una representación matricial del grupo de Poincaré,
ya que este tiene representaciones de dimensión infinita, pero podemos eludir
este problema bien tomando el grupo dS o AdS con un ’radio’ (el parámetro en
la contracción de Inonu-Wigner) muy grande y viendo la acción DDS como una
aproximación, o bien simplemente definiendo el tensor invariante de ese modo.

6.5.3 D-branas y Teoŕıa K

Algunos de los modelos de ’D-branas’ tienen acciones con alguna similitud con
la nuestra con un término cinético, por ejemplo los modelos de Douglas [66] y
de Green, Hull y Townsend [67] (aunque en ese trabajo el término cinéticose
agrega en el bulk). En esos trabajos sin embargo los grupos espaciotemporal
e interno se mantienen separados, el background es fijo (al contrario que en
nuestro modelo donde el background es dinámico e interactúa con las branas),
y existen campos-RR para asegurar la invariancia gauge (como en el modelo
DDS).

Varios trabajos relativamente recientes tratan de la relación de las D-branas
con la teoŕıa [68, 69]. La situación descrita en esos art́ıculos puede resumirse
en el enunciado de que ”la teoŕıa K debe preferirse a la cohomologíıa” o equiv-
alentemente ”formulaciones en términos de campos de gauge deben preferirse
a formulaciones en términos de p-formas, o campos-RR”. En nuestro modelo
podemos reproducir campos-RR, como se menciona en la subsección previa,
como compuestos con las formas CS de uno de los potenciales de gauge (p.ej.
A1) el cual se acopla (con lo que usualmente se llama ’acoplamiento anómalo’)
al otro (A0). La ’regla de transformación anómala’ de ese campo-RR compuesto
es entonces automática.

Notese que el mapa estándar entre las clases de teoŕıa K de fibrados sobre una
variedad diferenciable y las clases de cohomoloǵıa sobre la variedad está dada por
los caracteres de Chern, los cuales aparecen en la acción de ec.(137). También
la duplicación de campos que aparece en nuestro modelo es una propiedad de
teoŕıa K.

Estas observaciones parecen sugerir que nuestra clase de modelos es mas fun-
damental que los modelos de D-branas mencionados, al tener en forma expĺıcita
propiedades sugeridas impĺıcitamente en estos.
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6.6 Propiedades Cuánticas

6.6.1 Acción Efectiva Cuántica

La teoŕıa cuántica se define formalmente a través de la integral de caminos

Z =
∑

topologies

∑

p

∫

DA DX(p) e
iS/h̄

donde se entiende que se debe sumar sobre todas las configuraciones de los
campos de gauge y sobre todas lasgeometŕıas y topoloǵıas de las branas y edel
espacio base.

Está claro que la teoŕıa incluye configuraciones con muchas branas, ya que
la suma incluye cnfiguraciones con cualquier númerode partes no conectadas
para branas de cualquier dimensionalidad posible. Esto tambén es cierto a nivel
clásico, donde pueden considerarse soluciones con cualquier número de branas.

Como en teoŕıas de gauge y gravedad de Chern-Simons la consistencia de la
teoŕıa cuántica lleva al requerimiento de que las constantes en la acción están
cuantizadas. Podemos considerar branas sin bordes, con uno solo de los campos
de gauge A0 o A1 no nulo. Entonces se puede usar un argumento similar al de
la sección 3.1.4 para probar que las constantes están cuantizadas. Se puede con-
siderar la brana recorriendo un camino cerrado en el espaciotiempo,y entonces
contraer este camino a cero, de modo que la brana no se mueve. El camino es
una subvariedad del espaciotiempo de dimensión p+1 para una p-brana (con p
par), la cual es el borde de infinitas subvariedades de dimensión p+2. Cuando
el camino se contrae a cero la variedad de dimensión p+2 se vuelve cerrada. La
amplitud cuántica para ese camino contráıdo debe ser 1, ya que la brana no se
mueve. Debe ser también exp(iS/h̄). Se sigue que S = 2πm con m entero. Pero

S = k

∫

Sp+1

Qp+1 = k

∫

Ωp+2

STr[F p/2+1]

Entonces

k

∫

Ωp+2

STr[F p/2+1] = 2πmh̄

Si
∫

Ωp+2 STr[F
p/2+1] es proporcional a un entero debido al teorema de ı́ndice

(ver sección 2.1.6. p.ej. el númeo de Chern es in/(2π)n
∫

Ωp+2 STr[F
p/2+1] = l)

se sigue entonces que k debe estar cuantizado.

Un corolario interesante es que si
∫

Ωp+2 STr[F
p/2+1] es no nulo hay un flujo

no trivial a través de la subvariedad Ωp+2, señalando la presencia de una d-p-4-
brana solitónica ’magnética’(al contrario que las branas originales fundamentales
’eléctricas’) rodeada por Ωp+2. Esto implica que a nuestras branas fundamen-
tales con volumen de mundo de dimensión impar corresponden branas solitónicas
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con volumenes de mundo de dimensión par. P.ej. hay una 5-brana solitónica
asociada a nuestra 2-brana fundamental en 11D .

La integración de caminos dada arriba es claramente solo formal a este nivel.
Seŕıa deseable desarrollar los detalles técnicos como procedimientos para evitar
redundancias al sumar sobre configuraciones de los campos de gauge y métodos
de regularización. Sin embargo como en el caso de teoŕıas de Chern-Simons
podemos conjeturar que la acción clásica es ya la acción efectiva cuántica, basan-
donos en argumentos similares, relacionados con el teorema de Adler-Bardeen
de no renormalización de las anomaĺıas.

Como se mencionó en el caso de las teoŕıas de CS, también escierto para nue-
stro modelo de branas que el formalismo matemático es estrechamente análogo
al que se usa en el estudio de las anomaĺıas. Se podŕıa decir en cierto modo que
la acción es en si misma una pura anomaĺıa.

Otro aspecto de la relación entre las anomaĺıas y nuestros modelos en el con-
texto de la discusión al final de la sección 3.1.4. y el hecho de que las anomaĺıas
’tienen el mismo aspecto’ en todas las escalas (no renormalización). Esto último
implica que la estructura de anomaĺıas de una teoŕıa efectiva dada debe ser la
misma que la de la teoŕıa microscópica correspondiente, una propiedad conocida
como ’condición de compatibilidad de anomaĺıas de ’t Hooft’[70]. El hecho de
que la teoŕıa efectiva ’recuerda’ estas caracteristicas de la teoŕıa microscópica
debe dar indicios sobre la forma de esta última, si se conoce la primera, como
sugirió Stelle [71] (quien llamó a esta propiedad ’atavismo’ ). Si el modelo de
ec.(137) corresponde a la teoŕıa M, debeŕıa haber una correspondencia entre
este y sus propiedades de transformación y los términos anómalos y reglas de
transformación anómalas del ĺımite de bajas enerǵıas de esta teoŕıa, que es la
supergravedad estándar en 11D.

6.6.2 Relación con la Teoŕıa M a Nivel Cuántico

Si nuestro modelo en once dimensiones con grupo OSp(32|1) tiene como casos
ĺımite las cinco teoŕıas consistentes de supercuerdas, entonces las consideraciones
de consistencia y cancelación de anomaĺıas de estas últimas debeŕıan reflejarse
en que la primera es la única de nuestra clase de modelos que esconsistente.
Podemos hacer un argumento heuŕıstico en el sentido de que una teoŕıa comple-
tamente consistente de la naturaleza debeŕıa tener un desarrollo perturbativo
’suave’ en torno a todo ’punto’ de su espacio de fases, en el sentido de que cada
orden sea finito, aún si el punto no es un ’vaćıo’ de la teoŕıa y en ese caso la
serie completa no converge.

La versión cuántica de nuestro modelo ofrece otro modo de relacionar mode-
los de CS con supergravedad estándar. Las idea es que como tenemos configura-
ciones correspondientes a supercuerdas en el espacio plano, podemos sumar las
contribuciones a la integral de caminos de estas configuraciones y tomar prestado
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el argumento de teoŕıa de cuerdas acerca de que talcondensado de cuerdas cor-
responde a bajas enerǵıas a diferentes supergravedades estándar. Aunque uno
no puede esperar que el resultado de esta suma parcial de lugar a un backround
que sea un verdadero vaćıo (solución de las ecuaciones del movimiento de la
acción efectiva cuántica) de la teoŕıa completa.

Al hacer esta suma parcial podemos agregar una contribución que no sea
gauge puro en la placa de sección 4.2.1. y reducirla dimensionalmente asum-
iendo que el potencial es independiente de las coordenadas a través de la placa.
El resultado [34] es un término en la acción de cuerdas que se ve como el dilatón
por el escalar de curvatura de la superficie de mundo,con el dilaton dado por
la undécima componente del vielbein y la curvatura dada por el pull-back de la
espaciotemporal. La integral de la curvatura en 2D es el número de Euler, por lo
que podemos ordenar la suma parcial de estas configuraciones en la integral de
caminos según el género de la superficie de mundo y la potencia correspondiente
del dilatón, el cual se interpreta como la constante de acoplamiento. Como el
valor del dilatón corresponde a la undécima componente del vielbein, podemos
decir que la constante de acoplamiento en el desarrollo perturbativo de las cuer-
das est”a directamente relacionado con el tamaño de la undécima dimensión,
comose hab́ıa encontrado en el estudio de las dualidades en la teoŕıa M (ver [17]).

6.6.3 Vaćıo y Fenomenoloǵıa

Si la acción es ya la acción efectiva cuántica, como se sugirió, el problema
de hallar un ’vaćıo’ se reduce a encontrar una solución de las ecuaciones del
movimiento clásicas (sin necesidad de buscar correcciones cuánticas a esta).
Hacer fenomenoloǵıa requiere encontraruna solución realista, en el sentido de
tener cuatro dimensiones espaciotemporales ’grandes’ aproximadamente planas
con signatura 3+1 (al menos en cierta etapa de la evolución cósmica). Las
masas y constantes de acoplamiento de la f́ısica de part́ıculas podŕıan leerse de
los coeficientes de los términos de menor orden de una expansión perturbativa
alrededor de este vaćıo (o background). Ver ref.[72] y referencias ah́ı por traba-
jos recientes en modelos cosmológicos para teoŕıas con términos de mayor orden
en la curvatura y como problemas de modelos mas estándar se resuelven en este
contexto. Un punto importante es que la acción original no solo contiene con-
stantes adimensionadas, las cuales además están cuantizadas, por lo que todas
las constantes dimensionadas que aparezcan deben aparecer dinámicamente,
asociadas a un vaćıo determinado, por una suerte de ’transmutación dimen-
sional’. Por ejemplo el tamaño de una dimensión compactificada proporcionaŕıa
una constante dimensionada, la cual apareceŕıa en las expresiones para masas y
constantes de acoplamiento de pequeñas perturbaciones alrededor de ese back-
ground. La renormalización (o dependencia con la escala) de estas constantes
podŕıa leerse en la dependencia expĺıcita de estas en la escala (o longitud de
onda) de las perturbaciones.
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La dependencia de las constantes en el vaćı0 que se considere es análoga a
la dependencia de las frecuencias normales de las pequeñas oscilaciones de un
sistema alrededor de un mı́nimo de un potencial con muchos mı́nimos en este
mı́nimo.

Se debe subrayar que estamos usando dos nociones diferentes, pero com-
patibles, de cuantización. Por un lado tenemos la teoŕıa cuántica completa,
la cual da amplitudes entre dos configuraciones diferentes en términos de una
integral de caminos entre configuraciones arbitrarias como una suma sobre to-
das las geometŕıas y topoloǵıas interpolando entre estas, la cual es análoga a la
’Teoŕıa de Campos de Cuerdas’, pero aún más dif́ıcil debido a las dimensiones
mas altas de las branas. Por otro lado tenemos las pequeñas perturbaciones
alrededor de un vaćıo, lo cual tiene sentido porque nosotros ’vivimos en este’
y podemos ver solo pequeñas perturbaciones alrededor de este vaćıo. Debeŕıa
haber una cierta amplitud (idealmente pequeña) de trancisión a otros vaćıos o
configuraciones lejanas a nuestro vaćıo, pero no podemos detectarlos porque no
’existimos’ en estas ’ramas cuánticas’. Fenomenologicamente solo procesos de
muy alta enerǵıa, como los dados en agujeros negros y cosmoloǵıa requeriŕıan
un apartamiento de la aproximación de pequeñas perturbaciones alrededor de
un background. Por supuesto el requerimiento de finitud debe valer para la
teoŕıa completa, y no solo un sector de esta.

Para modelos ’de juguete’ como modelos de CS en 2+1 tiene sentido, y es
posible, considerar la teoŕıa completa como en [7], pero esto seŕıa imposible para
teoŕıas mas complejas.

Otro problema interesante en el estudio de soluciones de nuestra clase de
teoŕıas tiene que ver con el trabajo de Aros et al. [73]. En este se consid-
eraro soluciones tipo ’branas negras’ a las ecuaciones de las supergravedades
de Chern-Simons. Uno puede conjeturar que membranas fundamentales de CS
como las que se consideran acá pueden proporcionar una teoŕıa efectiva para
perturbaciones de longitudes de onda largas de estas ’branas negras’, de modo
análogo a como las supermembranas son teoŕıas efectivas para soluciones tipo
branas negras (’solitónicas’) de las supergravedades estándar [49].

Finalmente debe decirse que el significado de la aparición de dos campos de
gauge cuando se usan formas de transgresión en vez de formas de CS es oscuro
a nivel fenomenológico. Es tentador comparar la situación con la de la teoŕıa
de cuerdas heteróticas con grupo de gauge E8 × E8, con su sector de ’materia
normal’ y su ’sector oculto’. Sin embargo la situación es bastante diferente,
ya que los sectores de las cuerdas heteróticas interactúan gravitacionalmente,
mientras que en nuestro modelo todas las interacciones vienen de términos de
borde, de modo que silas branas no tienen bordes, entonces los dos sectores
no interactúan en absoluto. El estudio de soluciones concretas de branas con
bordes, o quizá de la teoŕıa inducida en el borde cuando ambos campos son
gauge puro, debeŕıa ayudar a esclarecer este punto.
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7 Discusión y Conclusiones

Si el Señor me hubiera preguntado, le hubiera sugerido algo mucho mas simple.
Comentario del Rey Alfonso X el Sabio, al conocer el sistema astronómico de
Tolomeo

Como ya dijimos antes, la evolución de la teoŕıa de campos y la f́ısica de
part́ıculas durante las últimas décadas nos ha enseñado que la invariancia gauge
es el principio subyacente a las teoŕıas que describen tres de las cuatro interac-
ciones fundamentales. Este principio tiene un alcance que va mucho mas allá
de su origen en la teoŕıa clásica del campo electromagnético, y es esencial para
la consistencia cuántica del modelo estándar.

Por otro lado, el desarrollo de la teoŕıa cuántica de campos dio lugar a tres
grandes sorpresas:

(i) Renormalización: la necesidad de renormalizar la teoŕıa para obtener
predicciones finitas y la renormalización de las constantes f́ısicas, las cuales
dependen de la escala (de longitud, tiempo o enerǵıa, equivalentes en unidades
naturales),

(ii) Ruptura espontánea de simetŕıa,
(ii) Anomaĺıas: asociadas a la violación a nivel cuántico de leyes de conser-

vación clásicas, las cuales han tenido valor predictivo en casos concretos tanto
para anomaĺıas quirales como de gauge. Su estructura matemática está profun-
damente relacionada con las clases caracteŕısticas de fibrados (ver p. ej. ref.[28]).

Mientras que la ruptura espontánea de simetŕıa probablemente no es funda-
mental y el campo de Higgs posiblemente solo un campo efectivo , como sucede
en superconductividad, donde el campo de Higgs corresponde a los pares de
Cooper, creo que los otros puntos son pistas importantes en la búsqueda de
una eventual teoŕıa unificada. Estas pistas se recogen en la construcción de los
modelos discutidos en este trabajo, los cuales consisten en teoŕıas de gauge inde-
pendientes de background incluyendo la gravitación. Las anomaĺıas aparecen en
que la forma matemática de las teoŕıas consideradas, la única consistente con la
invariancia gauge y la independencia de background es tal que uno podŕıa decir,
irónicamente, que las teoŕıas son una pura anomaĺıa. Respecto a la renormal-
ización, como consecuencia de la ausencia de contratérminos y la cuantización
de las constantes se espera que estas teoŕıas no reciban correcciones cuánticas,
propiedad correspondiente al teorema de Adler-Bardeen para las anomaĺıas.

Hemos visto como el pasar de formas de Chern-Simons a transgresiones,
reemplazando acciones cuasi-invariantes gauge por acciones estrictamente in-
variantes, proporciona además (en virtud del principio de gauge) una pre-
scripción general para los términos de borde y regularización de la acción que
da las cargas conservadas y la entroṕıa correctas.
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Una importante cuestión, que debeŕıa analizarse en el futuro, tiene que ver
con el significado f́ısico y la importancia del segundo campo de gauge. En el caso
de gravitación la prescripción de variedad cobordante para el segundo campo es
la que permite apartarse lo menos posible, agregando un mı́nimo de estructura
adicional, de las acciones de Chern-Simons puras. Uno podŕıa sentirse tentado a
detenerse ah́ı, y considerar solamente configuraciones de este tipo, considerando
el segundo campo como no f́ısico. Sin embargo esto no parece natural, ya que
nada hay en el formalismo que marque un campo como f́ısico y el otro como
auxiliar. Considerar solo estas configuraciones parece análogo a disponer del
formalismo del análisis vectorial pero limitarse a considerar campos según la
dirección z, por ejemplo. Creo que la configuración de variedad cobordante
debeŕıa verse elección especialmente conveniente, entre muchas posibles.

Dado que las ecuaciones del movimiento, en el caso de teoŕıas de campos (sin
objetos extendidos) son las mismas de Chern-Simons, una situación interesante
seŕıa estudiar un caso en que ambos campos interactúan, por ejemplo el caso
en que ambos son gauge puro y viven en una variedad con borde, ya que en el
borde se induce una acción correspondiente a dos acciones de WZW restadas y
un término de interacción (que viene de C2n). En el caso de objetos extendidos
los bordes de las branas se acoplan a ambos campos.

Las acciones de branas construidas, además de ser invariantes bajo transfor-
maciones de gauge e independientes de background tienen una forma sugestiva
en el siguiente sentido: los niveles de estructura que se pueden dar a una var-
iedad son en orden de precedencia topoloǵıa, estructura diferencial y métrica.
Uno de los principales logros de la Relatividad General fue hacer la métrica
parte de la dinámica, en vez de ser un escenario fijo para los demás fenómenos
f́ısicos. Hacer lo mismo con la estructura diferencial, considerando los diferen-
ciales dxm objetos f́ısicos que anticonmutan, como en la ref.[74], considerando
funciones genéricas de estos objetos, que son polinomios truncados, como la-
grangianas llevaŕıa a acciones con objetos extendidos de diversas dimensiones,
como las consideradas en este trabajo surgiendo de la suma formal de formas
diferenciales involucrada en los polinomios caracteŕısticos 6. Requerir que el
modelo sea invariante gauge restringe mucho las formas posibles de la acción,
como hemos visto.

Entre los problemas interesantes a estudiar en el futuro están la búsqueda de
otras conexiones con la teoŕıa de supercuerdas, en particular como se traducen
en el contexto de nuestros modelos los argumentos que en las supercuerdas lle-
van a un número muy pequeño de teoŕıas consistentes (’traducir’ la cancelación
de anomaĺıas parece prometedor); y la búsqueda de posibles conexiones con
el efecto Hall cuántico (QHE) en dimensiones mas altas (que dos) [76] , dado

6Esta imagen se parece algo a la idea de Thorn sobre teoŕıa de cuerdas conocida como
’string bits approach’ y recuerda la frase de Witten sobre esta teoŕıa ”...to do justice to such
a theory, one needs building blocks more graceful than big, floppy strings”[75].
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que la teoŕıa de campos efectiva de este fenómeno esta relacionada con la de
Chern-Simons [77, 78], siendo en el caso de dimensiones más altas muy similar
a los modelos discutidos aca, ya que consiste en branas de Chern-Simons en un
background de Chern-Simons.

”Nunca persegúı la gloria
ni dejar en la memoria
de los hombres mi canción;
yo amo los mundos sutiles,
ingrávidos y gentiles
como pompas de jabón.
Me gusta verlos pintarse
de sol y grana, volar
bajo el cielo azul, temblar
súbitamente quebrarse.”
-Antonio Machado7
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esta tesis.
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8 Apéndices

8.1 Apéndice A. Complemento en fibrados y campos de

gauge.

8.1.1 Propiedades generales

Las trazas de productos de formas diferenciales matriciales satisfacen la propiedad
ćıclica

tr[ΣqΛp] = (−1)pqtr[ΛpΣq]

Una importante propiedad es

dSTr (Ω) = STr (D Ω)

donde Ω es una forma cualquiera con ı́ndices en el grupo. De esta y de la
identidad de Bianchi resulta

dP (F ) = 0 , dSTr
(

Fn+1
)

= 0

de donde P (F ) y STr
(

Fn+1
)

son formas localmente exactas.

8.1.2 Transformationes de Gauge

Bajo transformaciones de gauge los potenciales cambian como

Ag
r = g−1(Ar + d)g , r = 0, 1

donde g(x) ≡ exp[vI(x)T
I ] es un elemento del grupo. Se sigue que J ≡ A1 −

A0 transforma covariantemente si tanto A1 como A0 transforman con el mismo
g

Jg = g−1Jg

También
F g = g−1Fg

Para un polinomio invariante, por definición

P (F g) = P (g−1Fg) = P (F )

La variedad diferencial de base esta descrita en general por un conjunto de
cartas locales de coordenadas Ui. Los campos de gauge en dos cartas locales
con intersección no vaćıa están relacionados en la intersección de las cartas por
una transformación de gauge

AUj
= t−1

ij (AUi
+ d)tij
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La información sobre la topoloǵıa del fibrado está contenida en las ’funciones
de transición’ tij .

Un campo de gauge se dice que es gauge puro si se puede hacer cero en
una carta local cualquiera por una transformación de gauge (aún cuando esto
puede no ser posible en general en todas las cartas locales simultáneamente).
Un campo gauge puro es de la forma

Agauge puro ≡ V = g−1dg

La forma V se llama forma de Maurer-Cartan (MC) invariante por la izquierda.
Es invariante por la izquierda en el sentido de que si reemplazamos g → g0g,
donde g0 es un elemento del grupo de gauge independiente de x, entonces V no
cambia. Las formas de MC satisfacen la ecuación de Maurer-Cartan

dV + V 2 = 0

Se sigue que Fgauge puro = 0. El rećıproco también es verdadero, esto es: si
F = 0 entonces A es gauge puro.

8.1.3 Operador y Fórmula de Homotoṕıa de Cartan

Sea At la interpolación entre dos potenciales de gauge A0 y A1,

At = tA1 + (1 − t)A0 , Ft = dAt +A2
t .

El operador de Homotoṕıa de Cartan k01 actúa sobre polinomios P(Ft, At) y se
define como

k01P(Ft, At) =

∫ 1

0

dt ltP(Ft, At) ,

donde la acción del operador lt en polinomios arbitrarios de At y Ft es definida
a través de

ltAt = 0 , ltFt = A1 −A0 ≡ J ,

y la convención de que lt actúa como una antiderivación lt(ΛpΣq) = (ltΛp)Σq +
(−1)pΛp(ltΣq), donde Λp y Σq son p y q-formas (funciones de A y de F) respec-
tivamente.

Se puede verificar directamente la relación

(

ltd+ dlt
)

P(Ft, At) =
∂

∂t
P(Ft, At)

la cual se puede integrar entre 0 y 1 en t para obtener la fórmula de homotoṕıa
de Cartan

(

k01d+ dk01

)

P(Ft, At) = P(F1, A1) − P(F0, A0) .

Para variaciones arbitrarias δA uno puede definir la antiderivación l (corre-
spondiente a dt lt) actuando como lA = 0 y lF = δA. Entonces ld+ dl = δ en
polinomios en A y F .
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8.1.4 Formas de Transgresión y de Chern-Simons

La forma de transgresión T2n+1(A1, F1, A0, F0) se define como

T2n+1(A1, A0) ≡ k01 STr
(

Fn+1
t

)

= (n+ 1)

∫ 1

0

dt STr ((A1 −A0)F
n
t )

La forma de Chern-Simons Q2n+1(A,F ) es la forma de Transgresión en el caso
A1 = A y A0 = 0.

Q2n+1(A,F ) ≡ T2n+1(A,F, 0, 0) = (n+ 1)

∫ 1

0

ds STr (AFn
s )

con As = sA y Fs = dAs +A2
s = sdA+ s2A2 = sF + s(s− 1)A2.

De la fórmula de homotoṕıa de Cartan P(Ft, At) = STr
(

Fn+1
t

)

se sigue la
fórmula de transgresión

STr
(

Fn+1
1

)

− STr
(

Fn+1
0

)

= dT2n+1(A1, A0) .

la cual es válida globalmente. Por lo tanto las integrales
∫

M2n+2 STr
(

Fn+1
)

en una variedad sin borde, conocidas como ’números de Chern’ son invariantes
topológicos en el sentido de que solo dependen de la topoloǵıa del fibrado (esto
es, de las funciones de transición) y no cambian bajo difeomorfismos.

Para las formas de Chern-Simons tenemos

STr
(

Fn+1
)

= dQ2n+1(A,F )

Esta ecuación vale solo localmente, ya que si tomamosA0 cero en una carta local,
no será cero en general en otras, debido a funciones de transición no triviales.
Una consecuencia de esto es que en caso de campos gauge puro (F = 0) la forma
de Chern-Simons es localmente exacta, y esta dada explicitamente por la ’forma
de Wess-Zumino-Witten’ (WZW)

Q2n+1(g
−1dg, 0) = (−1)n (n+ 1)!n!

(2n+ 1)!
STr

[

(g−1dg)2n+1
]

La forma de transgresión se puede escribir como la diferencia de dos formas de
Chern-Simons mas un término de borde usando la fórmula de homotoṕıa de
Cartan aplicada a P(Ft, At) = Q2n+1(Ft, At), Resulta

T2n+1(A1, F1, A0, F0) = Q2n+1(A1, F1) −Q2n+1(A0, F0) − d [k01Q2n+1(At, Ft)]

donde se uso que dQ2n+1(A,F ) = STr (Fn+1). El último término es un término
de borde C2n = k01Q2n+1(At, Ft) dado mas explicitamente por

C2n(F1, A1;A0, F0) ≡ −n(n+ 1)

∫ 1

0

ds

∫ 1

0

dt s STr
(

AtJF
n−1
st

)
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con Fst = sFt + s(s− 1)A2
t y At = tA1 + (1 − t)A0.

La invariancia de la forma de Transgresión bajo transformaciones de gauge
involucrando ambos potenciales A0 y A1 se sigue de la covariancia de J =
A1 −A0 y Ft bajo esas transformaciones, la definición de T2n+1 y la invariancia
de la traza.

8.1.5 Teoremas de Indice

Finalmente repasaremos algunos resultados sobre Teoremas de Indice que us-
aremos mas adelante. Consideramos el operador

/D = eµ
aγ

a (∂µ +Aµ)

definido en una variedad M2n de dimensión par. En la expresión previa eµ
a es

el inverso del vielbein, a es un ı́ndice ’plano’ en el espacio tangente y µ es un
ı́ndice ’curvo’ de la variedad. Las matrices gamma de Dirac γa satisfacen el
álgebra de Clifford {γa, γb} = 2ηab. Definimos γ2n+1 = ηγ0 . . .γ2n−1, donde
η es una constante numérica elegida de modo que (γ2n+1)2 = 1. Entonces los
autovalores de γ2n+1 son mas o menos uno, y sus autoestados se dicen espinores
de quiralidad positiva o negativa respectivamente. Si definimos el ’hamiltoniano’
H = (i /D)2 entonces se puede mostrar que {i /D, γ2n+1} = 0 y [H, γ2n+1] = 0. Se
sigue que podemos diagonalizar simultáneamente H y γ2n+1, o sea que podemos
elegir una base de autoestados de that is H de quiralidad definida. Si tenemos
un autoestado ψ de H con autovalor E, Hψ = Eψ, entonces φ = i /Dψ es
tambieén un autoestado de H con el mismo autovalor E, Hφ = H(i /Dψ) =
i /D(Hψ) = Eφ. Por otro lado φ y ψ tienen quiralidades opuestas, porque
γ2n+1φ = γ2n+1(i /Dψ) = −i /Dγ2n+1ψ, entonces si γ2n+1ψ = ±ψ obtenemos
γ2n+1φ = ∓φ. Se sigue que los autoestados de H con un autovalor dado existen
en parejas de quiralidad opuesta. Sin embargo el razonamiento previo no vale
si φ = i /Dψ = 0, entonces Hψ = 0 y E = 0, y los estados con autovalor cero
(modos cero) no aparecen en parejas.

El Indice del operador de Dirac se define como la diferencia entre el número
de modos cero linealmente independientes de quiralidad positiva menos el número
de modos cero linealmente independientes de quiralidad negativa,

ind i /D = n+ − n−

Para ver que el ı́ndice es un invariante topológico se observa que bajo deforma-
ciones continuas de la variedad algunos modos cero pueden convertirse en modos
con autovalor no nulo y viceversa, pero deben hacerlo en pares de quiralidad
opuesta, de modo que la diferencia es constante.

El teorema de indice de Atiyah-Singer da el ı́ndice en términos de la integral
de un polinomio invariante sobre la variedad. Un caso particular del teorema
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que utilizaremos es

ind i /D =

∫

M2n

[ch(F )]

donde el ıcarácter de Chern se define como la suma formal de formas diferenciales
dada por

ch(F ) = STr
(

ei F
2π

)

y esta última integral se entiende que selecciona la forma del orden correcto en
la suma formal que define el carácter de Chern.

8.1.6 Variación general de la transgresión

El contenido de esta subsección es la única parte de esta sección que es nuevo
[31], hasta donde yo se.

La forma de transgresión es

T2n+1 = (n+ 1)

∫ 1

0

dt < JFn
t >

con J = A1 −A0. Además

At = tJ +A0 = tA1 + (1 − t)A0

y
Ft = dAt +A2

t = F0 + tD0J + t2J2

con F0 = dA0 +A2
0 y D0J = dJ +A0J + JA0 Notese que la derivada de Ft con

respecto al parámetro t satisface

d

dt
Ft = DtJ = dJ +AtJ + JAt = dJ + 2tJ2 +A0J + JA0

Para la variación general de la forma de transgresión tenemos

δT2n+1 = (n+ 1)

∫ 1

0

dt{< Fn
t δJ > + < nJFn−1

t Dt[δAt] >}

pero

Dt[JF
n−1
t δAt] = DtJF

n−1
t δAt−JFn−1

t Dt[δAt] =
d

dt
FtF

n−1
t δAt−JFn−1

t Dt[δAt]

y usando δAt = tδJ + δA0

δT2n+1 = (n+ 1)

∫ 1

0

dt{< [Fn
t + tn

d

dt
FtF

n−1
t ]δJ > + < n

d

dt
FtF

n−1
t δA0 >}

−n(n+ 1) d

∫ 1

0

dt < JFn−1
t δAt >
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pero, dentro del bracket, Fn
t + tnd

dtFtF
n−1
t = d

dt [tF
n
t ] y nd

dtFtF
n−1
t = d

dtF
n
t

entonces las dos primeras integrales en t pueden calcularse dando

δT2n+1 = (n+1) < Fn
1 δJ > +(n+1) < (Fn

1 −Fn
0 )δA0 > −n(n+1) d

∫ 1

0

dt < JFn−1
t δAt >

y finalmente tenemos para variaciones genéricas de las transgresiones

δT2n+1 = (n+1) < Fn
1 δA1 > −(n+1) < Fn

0 δA0 > −n(n+1) d

∫ 1

0

dt < JFn−1
t δAt >

Bajo transformaciones de gauge involucrando solo A1 tenemos δA1 = D1λ,
δAt = tD1λ y entonces

δT2n+1 = d[(n+ 1) < Fn
1 λ > −n(n+ 1)

∫ 1

0

dt t < JFn−1
t D1λ >]

La expresión previa con A1 = A y A0 = 0 da la variación de gauge de la forma
de Chern-Simons.

Bajo transformaciones de gauge involucrando solo A0 tenemos δA0 = D0λ,
δAt = (1 − t)D0λ y entonces

δT2n+1 = d[−(n+ 1) < Fn
0 λ > −n(n+ 1)

∫ 1

0

dt (1 − t) < JFn−1
t D0λ >]
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8.2 Apéndice B. Supergrupos

En este trabajo consideraremos teoŕıas de gauge con grupos de gauge dados
por extensiones supersimétricas de grupos espaciotemporales. En esta sección
repasaré brevemente las propiedades básicas de los grupos espaciotemporales
y sus extensiones supersimétricas. Hay muchas referencias muy buenas sobre
supersimetŕıa en general, una de ellas es ref.[38]. Mis principales referencias so-
bre extensiones supersimétricas de los grupos de Sitter y Conforme son[39, 13],
mientras que trabajos útiles en este tema son [1, 40]. Una lista extensiva de
referencias puede encontrarse en estos trabajos.

8.2.1 Generalidades

El grupo ortogonal O(M,N) se define como el grupo de Un
m que dejan invariante

la forma cuadrática
xmηmnx

n = constant

donde ηmn es una matriz diagonal de (M+N)×(M+N) conM entradas igual a
+1 y N entradas igual a -1. El grupo ortogonal especial SO(M,N) es el grupo de
matrices de O(M,N) con determinante igual a uno, det[M ] = 1. Considerando
transformaciones infinitesimales Un

m = δn
m + ωrs(Mrs)

n
m, con ωrs = −ωsr real,

ωrs ≪ 1, entonces los generadores (Mrs)
n
m satisfacen el álgebra

[Mrs,Mpq] = +ηrqMsp − ηrpMsq + ηspMrq − ηsqMrp

El grupo simpléctico Sp(N) se definecomo el grupo de matrices que dejan in-
variante la forma cuadrática

θαCαβθ
β = constant

donde Cαβ es una matriz antisimétrica de N × N y los parámetros θα son
variables de Grassman que anticonmutan . El grupo ortosimpléctico OSp(N |
M) es el grupo de matrices que dejan invariante la forma cuadrática

xmδmnx
n + θαCαβθ

β = constant

con m,n = 1, . . ., N and α, β = 1, . . ., M . Claramente tanto O(N) como
Sp(M) son subgrupos de OSp(N |M).

8.2.2 Los Grupos Espaciotemporales

Los grupos espaciotemporales en dimensión D son el grupo de Lorentz SO(D−
1, 1), el grupo de Poincaré ISO(D − 1, 1) (que consiste de transformaciones de
Lorentz y traslaciones espaciotemporales), el grupo de de Sitter (dS) SO(D, 1)
y el grupo de anti-de Sitter Group (AdS) SO(D − 1, 2).
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El grupo de Poincaré es el grupo de isometŕıas (transformaciones que dejan
la métrica invariante) del espacio de Minkowski.

Los espacios de de Sitter se definen como el hiperboloides

−x2
0 + x2

1 + . . . + x2
D−1 + ǫ

(w

R

)2

= R2

inmersos en un espacio plano de dimensión D + 1 con métrica

ds2 = −dx2
0 + dx2

1 + . . . + dx2
D−1 + ǫ

1

R2
dw2

donde R es el radio de curvatura del hiperboloide. La métrica en el hiperboloide
es la inducida por la inmmersión. El caso ǫ = 1 corresponde al espacio de de
Sitter, ǫ = −1 corresponde al espacio de anti-de Sitter y ǫ = 0 corresponde al
espacio de Minkowski. Los grupos de de Sitter son los grupos de isometrias
de los espacios de de Sitter correspondientes. Los espacios de Minkowski y de
de Sitter son los espacios con mayor número de isometŕıas en una dimensión
dada D (tienen D(D + 1)/2 generadores), por lo que se denominan espacios
maximalmente simétricos. En el ĺımite R → ∞ los espacios de de Sitter se
reducen al espacio de Minkowski. En el mismo ĺımite los grupos de de Sitter se
reducen al grupo de Poincaré, a través de lo que se conoce como contracción de
Inonu-Wigner . Esta contracción consiste en definir los momentos P s

P s = R−1 MsD

y tomar el ĺımite R → ∞ en el álgebra de los grupos in the dS o AdS. Es fácil
verificar que el álgebra se reduce a la del grupo de Poincaré.

8.2.3 Supersimetŕıa

Supersimetŕıa [38] es una extensión de las simetŕıas espaciotemporales que mez-
cla bosones y fermiones (materia e interacción) Hay teoremas de imposibil-
idad, como el teorema de Coleman-Mandula y el teorema de Sohnius-Haag-
Lopuzsanski que afirman que las únicas extensiones no triviales de las simetŕıas
espaciotemporales (que no sean producto directo o extensiones centrales) están
dadas por supergrupos los cuales son grupos con algunos parámetros dados por
variables de Grassmann, o lo que es lo mismo,con un álgebra de generadores
consistente de conmutadores y anticonmutadores. Si denotamos por B y F los
generadores bosónicos y fermiónicos respectivamente, tenemos un álgebra que
se lee esquemáticamente como

[B,B] ≈ B , [B,F ] ≈ F , {F, F} ≈ B

Para agregar un conjunto de generadores fermiónicos a un álgebra bosónica
se debe satisfacer las condiciones de consistencia dadas por la ’identidad de
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Jacobi’ (la cual vale automáticamente para cualquier representación matricial
del álgebra, si esta existe)

[A, [B,C}} = [A,B}, C} + (−1)bc[A,C}, B}

donde (−1)bc = −1 si tanto B como C son fermiónicos, y (−1)bc = +1 en
cualquier otro caso.

En general la manera de obtener superidentidades matriciales a partir de las
identidades válidas para matrices bosónicas usuales es considerar los generadores
fermiónicos multiplicados porvariables de Grassmann, tratando la combinación
como una matriz usual, y entonces factorizar y reordenar los parámetros de
Grassmann correspondientes, lo que producirá signos relativos entre los difer-
entes términos. La generalización de la identidad de Jacobi dada arriba es un
ejemplo de esto, y esta es la regla que usaremos para definir ’Supertrazas’. Esta
regla debe aplicarse también a nuestra definición de traza simétrica, la que será
de hecho antisimétrica en los ı́ndices fermiónicos.

Resulta que los generadores fermiónicos F tienen que ser espinores Qi
α donde

α es el ı́ndice espinorial espaciotemporal y i es un ı́ndice en la representación
vectorial de algún grupo de simetŕıas internas.

El álgebra de Super-Poincaré se sabe que tiene, en adición al álgebra de
Poincaré, las siguientes relaciones de conmutación (modulo constantes multi-
plicativas)

{Qi
α, Q

j
β} = δijγs

αβP s , [Mrs, Q
i
α] = (γrs)

β
αQ

i
β

donde γs son las matrices de Dirac de la dimensión correspondiente, y denotamos
su producto antisimetrizado como haremos en lo que sigue por

γ[k] ≡ γ[r1 . . . γrk] ≡ γr1...rk

El grupo de de Sitter no tiene extensiones supersimétricas, debido a que no es
posible agregarle generadores fermiónicos de modo consistente con la identidad
de Jacobi.

Para el grupo de anti-de Sitter es conveniente[13, 1] considerar una repre-
sentación concreta dada por

Ps ≡MsD =

(

1
2 (γs)αβ 0
0 0

)

Mrs =

(

1
2 (γrs)αβ 0
0 0

)

Resulta que, excepto para D = 5 mod 4 (no necesitaremos este caso, pero se
discute en [13, 1]) se puede extender el álgebra a una superalgebra adicionando
el espinor de pseudo-Majorana Qk

α tal que Q
α

k = CαβukjQ
j
α donde Cαβ es la
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matriz de conjugación de carga y uij es un Casimir cuadrático del grupo interno.
Qk

α esta dado explicitamente por

(

Qk
γ

)αi

βj
=

(

0 δα
γ δ

k
j

−Cγβu
ki 0

)

Los generadores del grupo de simetŕıa interna son

(

Rkl
)i

j
=

(

0 0
0 (Rkl)i

j

)

donde (Rkl)i
j son los generadores en la representación adjunta.

Para satisfacer la identidad de Jacobi tambien se necesita añadir nuevos
generadores bosónicos a Ps y Mrs. Los nuevos generadores son de la forma

Z[k] =

(

1
2 (γr1...rk

)αβ 0
0 0

)

Podemos definir Ps ≡ (Z[1])s y Mrs ≡ (Z[2])rs. Los Z[k] requeridos son aquellos

tales que
(

Cγ[k]

)T
= +Cγ[k] si D = 2, 6, 7, 8 mod 8 o aquellos tales que

(

Cγ[k]

)T
= −Cγ[k] si D = 2, 3, 4, 6 mod 8. D = 2, 6 mod 8 aparece en

ambas listas debido a que en esa dimensión hay dos elecciones no equivalentes
de la matriz de conjugación de carga CT = ±C. Excepto en D = 5 mod 4 las
superalgebras obtenidas son OSp(2[D/2] | N) para d=2,3,4 mod 8 y OSp(N |
2[D/2]) para d=6,7,8 mod 8, donde [D/2] denota la parte entera de D/2.

Un importante ejemplo es el supergrupo de la Teoŕıa M [41] OSp(1 | 32), el
cual es la extensión supersimétrica minimal del grupo AdS enD = 11, SO(10, 2).
El grupo de la teoŕıa M tiene generadores Ps ≡ (Z[1])s(translations), Qα (es-
pinores de Majorana generadores se supersimetŕıas), Mrs ≡ (Z[2])rs (Lorentz)
and (Z[5])r1...r5, con αβ = 1, ..., 32 y r, s = 0, ..., 10. El álgebra es

[Z[i], Z[j]] = 2y
∑

k=1,2 mod 4

{

i j
k

}

Z[k]

[Q,Z[k]] = (−1)kyγ[k]Q

{Qα, Qβ} =
∑

k=1,2,5

1

k!

(

γr1...rkC−1
)

αβ
(Z[k])r1...rk

donde y es un parámetro de normalización arbitrario, y debemos definir

(Z[D−k])s1...sD−k
=

i

k!
ǫrk...r1

s1...sD−k
(Z[k])r1...rk

Los coeficientes de Clebsch-Gordan son
{

i j
k

}

=
i! j!

s! t! u!
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donde s = 1
2 (i+ j− k), t = 1

2 (i− j + k) y u = 1
2 (−i+ j+ k). Los conmutadores

de los generadores fermiónicos del supergrupo de la teoŕıa M son explicitamente

{Qα, Qβ} =
(

γrC−1
)

αβ
Pr +

1

2

(

γrsC−1
)

αβ
Mrs +

1

5!

(

γr1...r5C−1
)

αβ
(Z[5])r1...r5

Podemos definir contracciones de las álgebras super-AdS, análogasa las contrac-
ciones de Inonu-Wigner para AdS. Sea

P s ≡ 1

2y R
(Z[1])s , Mrs ≡ 1

2y
(Z[2])rs , Qα =

1√
R
Qα , Z[5] ≡

1

R
Z[5]

En el ĺımite R → ∞ recobramos el álgebra de super-Poincaré mas los gener-
adores Z[5] que son extensiones centrales con respecto a las supertraslaciones

(lo que significa que conmutan con P s y Qα) y tienen los conmutadores con los
generadores de Lorentz que corresponden a un tensor de cinco ı́ndices. A veces
se llama álgebra de la teoŕıa M a esta contracción, pero en este trabajo se reser-
vará ese término para el álgebra de OSp(1 | 32). Claramente los generadores
Z[5] no son necesarios para la clausura del álgebra de super-Poincaré.

8.2.4 Trazas Invariantes

Un tensor invariante es un objeto con ı́ndices en una o mas representaciones
de un grupo, tal que todos sus componentes son constantes (números puros) y
que bajo transformaciones arbitrarias en el grupo transforma en si mismo. Por
ejemplo ηrs es un tensor invariante de O(N,M) por definición (y por supuesto
también de SO(N,M)), el śımbolo de Levi-Civita ǫr1...rD

es un tensor invari-
ante de SO(N,M), N + M = D y también lo son las matrices de Dirac para
esa dimensión y signatura γr

αβ (con ı́ndices en las representaciones fundamental
y adjunta). Los tensores invariantes pueden usarse para producir invariantes,
saturando los ı́ndices de objetos con ı́ndices en la representación correspondi-
ente. Se puede obtener tensores invariantes tomando la traza de un producto
de generadores del grupo. La traza simétrica se obtiene simetrizando

STr
(

T I1 . . . T In+1
)

=
∑

P

Tr
(

T (I1 . . . T In+1)
)

donde la suma es sobre todas las permutaciones de ı́ndices. Llamamos en gen-
eral ’traza invariante’ al resultado de la contracción de todos los ı́ndices de un
objeto dadocon un tensor invariante, y una ’traza simétrica invariante’ si el ten-
sor invariante es simétrico. Como se dijo antes estas trazas son antisimétricas
en los ı́ndices fermiónicos. Las propiedades de simetŕıa correctas pueden obten-
erse considerando los generadores fermiónicos mulriplicados por parámetros de
Grassmann, tomando las definiciones usuales para el caso bosónico, y entonces
factorizando y reordenando los parámetros de Grassmann.

Los tensores invariantes con ı́ndices en la representación adjunta para los gru-
pos SO(D) con cualquier signatura (lo que incluye dS y AdS, y su contracción
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Poincaré) son esencialmente ηrs y ǫr1...rD
(el tensor de Levi-Civita), y productos

tensoriales y contracciones de estos. Productos de η’s son equivalentes a pro-
ductos de trazas de productos de generadores Tr [T r1 ...T rn1 ]...T r [T r1...T rnk ]
con el rango del tensor invariante igual a N = n1 + ...+ nk.

En este trabajo se usa también la notación

< T r1 ...T rk >≡ gr1...rk

para denotar una traza simétrica invariante. Los ı́ndices de grupo se suben y
bajan con la ’métrica del grupo’, que para SO(D) es ηrs.
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