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|. INTRODUCCION

El interés epidemioldgico que la equinocacosis hidatidica (EH)
ha provocado en el Uruguay se relaciona con dos hechos fun-
damentales. Por un lado, se comprueba que la prevalencia de la
hidatidosis humana en el Uruguay es de las mayores del mun-
do). La importancia de ésto se vincula con el hecho de que se
trata de una enfermedad médico-quirirgica de alto riesgo. Por
otra parte, el gran porcentaje de bovinos, ovinos y: suinos
afectados hace que sea una enfermedad que ocasiona grandes
pérdidas econdmicas en la produccién animal(1.2),

Las investigaciones efectuadas en nuestro medio acerca de
esta enfermedad son innumerables y no seran detalladas aqui.
Grandes han sido, asimismo, los esfuerzos realizados para com-
batirla. Debido a diversos factores de orden higiénico y pato-
Iégico, esta enfermedad sigue constituyendo, hoy dia, un pro-
blema nacional(@.

En el presente trabajo se intentaran exponer los aspectos
elementales de un tipo de enfoque particular del problema: la
modelizacion matematica de la enfermedad.

Desde el punto de vista bioldgico, el parasito se reproduce, en
una comunidad animal, cumpliendo un ciclo. La forma aduita de!
parésito se desarrolla fundamentalmente en el perro, y la forma
larvaria en huéspedes intermediarios diversos (oveja, cerdo, va-
ca, hombre)d), La naturaleca y el tipo de interacciones ecold-

91



gicas dependientes de esta parasitosis la hacen sumamente
compleja desde el punto de vista dinamico. Este hecho justifica
el intento de aplicar un modelo matematico para realizar su
descripcion y andlisis'¥,

El modelo matematico particular que se desarrolle para re-
presentar un sistema bioldgico dado depende de algunos fac-
tores. Entre otros, el grado de complejidad de que se desee
dotar al modelo condiciona la técnica matematica empleada para
expresario. Si bien un modelo matematicamente complejo re-
presenta mas fielmente una situacion real, las dificultades para
su estudio pueden ser despraporcionadas respecto a su utilidad.
Muchas veces, el analisis de un modelo de menor grado de
complejidad puede aportar resultados de gran valor en relacion
con una situacion biolagica dada.

En este trabajo se plantea una primera aproximacion a la
modelizacién matematica de la EH. El modelo empleado consiste
en esencia en un sistema de ecuaciones diferenciales similar al
utilizado por R. Ross para describir la malaria®). El modelo es
deterministico (no toma en cuenta la existencia de factores
aleatorios). Se expondran aqui los resultados preliminares del
estudio de las propiedades mas elementales del modelo.

i MODELO MATEMATICO

En lo que sigue, se asumira que los siguientes simbolos re-
presentan:

xt: Nimero total de huéspedes definitivos.

xe Numero total de huéspedes definitivos infectados.

y¢: Numero total de huéspedes intermediarios no humanos.
Ye: NUmero de huéspedes intermediarios no humanos infectados.
z.: Numero total de huéspedes humanos.

Ze: Numero de huéspedes humanos infectados.
kq, ko, .... kg: Parametros.

I.1. Modelo matemético del ciclo biolégico del parasito.

El ciclo biolédgico del parasito queda permanentemente man-
tenido si coexisten, en una comunidad biolégica. individuos de la
especie que actua como huésped definitivo e individuos de por lo
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menos una de las especies que actuan coma huéspedes in-
termediarios no humanos. Para cada unc de estos tipos de
huespedes, las transformaciones de individuos sanos en indi-
vidugos afectados puede representarse de la forma que se iiustra
en el diagrama 16).

Xt — Xe Yy — Ye

- -

\/ \/

Xe YE
Diagrama 1

El modelo matematico que describe estas interacciones con-
siste en el siguiente sistema de ecuaciones diferenciales:

dx
dro = k1 0¢ — xg) ye — (ka + ka) xe

d
G° = ka r - ved e — ks + ke) Ve
M de dye . . ’
En este sistema, - y T expresan la velocidad instantanea
t

de cambio en el tamano de las poblaciones “xg” e “yo' respec-
tivamente.

Los estados de equilibrio vienen dados por las condiciones:

dx
UXe
a0 =0

y
dVe}_ a
dt
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La curva (ye. xo) para la cual E.YE = 0, es:
dt

ka y: Xe
Ye = = g (Xl

En el espacio de fases (xq, ye) las curvas f (y.) y g [xg) serian,
para ciertos valores de los parametros, las representadas en la
figura 1

|
[41]

5
T

»
¢4}

Figura 1
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Los estados estacionarios del sistema son:
a) El estado estacionario trivial:

X, Yo = (O, O
b) El estado estacionario no trivial:

Xe, Ye) = (Xe, Ve)

Si definimos:
A = ks + ka

B = ks + kg

El estado estacionario no trivial esta dado por:

% = kikaxgyy — A B
kikgys + ka B

- _ kikaxxy, - AB
Ve kikaxy + kqiA

La region biolégicamente plausible (RP) en el espacio de fases
(Xe, Ye) es:

AP ={(xe. yell Xe €[0. x:]. ve€ [0 wi]}
donde [ , ] es un intervalo cerrado.

Para que cierto estado (x Yye) tenga sentido biologico, debe
necesariamente cumplirse gque

X Yt >(._§...) (A.)
k1 kg

Se concluye entonces que
Xe € RP&=7. € RP
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Se dividid la region plausible en subregiones llamadas |, I,

IV de la forma ilustrada en la figura 2.

Ye

Ve fp-————F—————"———=——~— ——f

dxg
dt

P

i,

——— —— —— ——— — — —— ——

Figura 2

x . — s e — e A e  — o — — e — o — = — —— i —

Se comprueba que, para cada subregion:

Subregion |

Subregion I

Subregion [l

Subregion 1V:
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En la figura 3 se ilustra la orientacion de las trayectorias para
cada subregién del espacio de fases (xg, Yygl.

Ye

Ye f———— "~~~ —————=

PRt Py

Kl e e

m
x

cr
x

]

Figura 3

El andlisis sugiere que el estado estacionario trivial (0, O) es
inestable, mientras que el estado estacionario no trivial (Xg, Vo)
es asintdticamente estable. E! estudio de la estabilidad de es-
tados estacionarios mediante el procedimento de linealizacion(®)
confirma estas conclusiones!(”).

Desde el punto de vista bioldgico se cumple que, aparente-
mente, el estado endémica [ el estado (X, Ve)] es un estado al
cual tiende el sistema a partir de cuaiquier otro estado inicial.
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II.2. Interaccion de los huéspedes humanos con el ciclo na-
tural.

La pasibilidad de que los seres humanos puedan actuar como
huespedes intermediarios (0, mas estrictamente, como huéspe-
des accidentales) en el ciclo bioldgico de la EH, da lugar a que la
situacion bioldgica real sea aun mas complicada que la que
acabamos de plantear. Dicha situacion se representa en el
diagrama 2.

Zy - Zg Xt — Xg
] ]
— + -
Ze Xe
Diagrama 2

La velocidad instantanea de cambio en el tamano de la pobla-
cion “2¢" esta dada por

dze

—_ .. , d
£l estado de equilibrio de la pablacion “z," requiere que BtEg = 0.

Bajo esta condicion se cumple que

k7 Xg Zt
k7xe + kg + kg

ZQ=

Si xe = Xg = constante,

Ze=

k7 Xe 2z¢ .[1 _e—(k7_ie+k8+k9]t ]
k7xe + kg + kg.

En la figura 4 se representa graficamente zg(tl.
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k7XeZt,

k7‘).ze + kg + kg

Figura 4

La curva representa la forma del crecimiento de la pablacion
“ze"' en un sistema en el cual el ciclo del parasito se encuentre
en estado estacionario.

. DISCUSION Y CONCLUSIONES

No discutiremos aqui el valor y la importancia del uso de
modelos matematicos para la descripcion y el estudio de sis-
temas reales. Puede consultarse la amplia literatura existente
sobre este problemalt. 8),

Respecto a la situacion bioldgica que nos concierne, el empleo
de un modelo matematico para representar la EH puede permitir
realizar un andlisis mas riguroso de las interacciones estableci-
das en esta parasitosis. £l modelo desarrollado es aproximativo,
y Supone que en un cierto territorio se encuentran homogenea-
mente distribuidos individuos de las especies que actuan como
huéspedes definitivos e intermediarios. El espacio no aparece
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como variable en el sistema. Solo se considera la variacion
temporal en el tamaro de las poblaciones de individuos afecta-
dos, tomandose el tiempo como variable continua. Tampoco se
considera la participacion de factores aleatorios en dichas va-
riaciones.

El propdsito fundamental de esta comunicacion inicial era de-
mostrar la plausibilidad del modelo en relacion con el sistema en
estudio.

Para que un modelo matematico pueda utilizarse como re-
presentacion de una situacion real, no deben existir contradic-
ciones entre las propiedades matematicas del modelo y los
conocimientos empiricos acerca del sistema modelizado. En rela-
cian con este hecho, el modelo planteado aqui demuestra tener
propiedades que no parecen ser contradictorias con los co-
nocimentos que se poseen acerca de la EH. Entre otros fac-
tores puede mencionarse el hecho de que, al representarse en
este modelo, el ciclo del parasito resulta automantenido en
forma natural, y puede alcanzar un estado endémico que, desde
el punto de vista matematico, resulta ser un estado estacio-
nario asintoticamente estable. El modelo sugiere, ademas, que la
aparicion de algunos huéspedes humanos que interactuen con el
ciclo natural conduce al desarrallo de una pob!27idn de huespe-
des humanos infectados que crece segun una funcion exponen-
cial asintdtica a un cierto valor que depende de los parametros
del modelo.

Pese a ser aproximado, el modelo planteado parece constituir
una aceptable representacion de la enfermedad.

RESUMEN

Se desarrolid un modelo matematico deterministico para des-
cribir los aspectos dinamicos de la evolucion de la equinococosis
hidatidica en una comunidad cerrada.

El estudio de las propiedades elementales del modelo demues-
tra que el mismo constituye una adecuada representacion de la
enfermedad.

SUMMARY

A deterministic mathematical model was developped In ordgr
to describe the dynamical aspects of hydatidic echinococcosis Iin
a closed community.
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The studying of the elementary properties of the model shows
that it can accurately represent the disease.
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