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RESUMEN

En este trabajo proponemos una teoria cudntica que describe al
campo libre de Klein-Gordon en término de datos nulos (datos inicia-
les sobre hipersuperficies nulas), asumiendo que la geometria espacio-
temporal es dada. Como hipersuperficie de datos nulos se consideran
las dos ramas generadas por las geodésicas nulas que emergen de
una superficie bidimensional en direcciones futuras y normales a la
superficie. Se construye dicha teoria usando las herramientas de teo-
ria cuantica de campos en espacio-tiempo curvo, mostrdndose que se
trata de una extensién natural y rigurosa de la cuantizacién estdndar.
Esto se realiza tanto en el espacio de Minkowski como en espacio
tiempo-curvo y se demuestran en ambos casos las propiedades cuasi-
libre y Hadamard. Para probar esta tltima propiedad en el caso de
espacio-tiempo curvo se agrega una hipétesis sobre el comportamien-
to de la teoria cerca de la superficie espacial. Un aspecto sorprendente
de nuestra cuantizaciéon es que no todos los modos de datos iniciales
son cuantizables. Todos los promedios espacio-temporales del campo
escalar estdn representados por operadores, pero hay modos de da-
tos iniciales que no lo estdn. Estos modos excluidos son los conocidos
modos cero.

ABSTRACT

In this work we propose a quantum theory describing the free
Klein-Gordon field in terms of null data (initial data on null hypersur-
faces), assuming a fixed spacetime geometry. The null hypersurface
we consider consists of the two branches generated by the null geo-
desics emanating normally and to the future from a two dimensional
space-like surface. This theory, which is a natural and rigorous exten-
sion of the standard quantization, is constructed using the tools of
quantum field theory in curved space-time. We build the theory both
in Minkowski and curved spacetime and we prove the quasi-free and
Hadamard properties. To prove the latter in curved spacetime, an ad-
ditional hypothesis about the behavior of the field near the space-like
surface is used. A remarkable aspect of our theory is that not every
initial data mode is quantizable. All the smeared field modes are re-
presented by quantum operators but there are initial data modes that
are not. These excluded modes are the well known zero modes.
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INTRODUCCION

Esta tesis se enmarca en el area de Teoria Cudntica de Campos
en Espacio-Tiempo Curvo (CS-QFT) , la cual trata a los campos como
entidades cuanticas a excepcién del campo gravitatorio. En este enfo-
que la gravedad permanece como un campo clédsico e interacttia con
el resto de los campos por medio de relaciones semi-cldsicas. Dado
que los campos cudnticos descritos de esta manera existen sobre una
geometria curva, el proceso usual de cuantizacién en el espacio de
Minkowski debe ser alterado, pues este se apoya en la simetria global
que posee este espacio-tiempo (simetria de Poincaré).

Es evidente por su caracter semi-cldsico que CS-QFT no aspira a ser
una teoria fundamental. Adn asi, sus predicciones han sido siempre
una referencia principal para las teorias fundamentales sobre la grave-
dad. Por ejemplo, sus grandes logros de los 70’s, como son la radiacién
de Agujeros Negros y el efecto Unruh, siguen marcando el camino para
los candidatos a teorfa cudntica de la gravedad.

En la década de los 9o’s CS-QFT logré completar una formulacién
rigurosa de la teoria de campos libres en espacio-tiempo curvo por
medio de un enfoque que centra el proceso de cuantizacién en un
algebra de observables mas que en un conjunto de observables so-
bre un espacio de Hilbert. Se trata del enfoque conocido como Teoria
Cuéntica de Campos Algebraica (aQFT). En este punto restaba por re-
solver el problema de la eleccién del vacio de la teoria. Su resolucién,
mediante la condicion Hadamard (Kay and Wald [25]) y gracias a
los teoremas de Verch [37] y de Radzikowski [30], condujo a un gran
desarrollo de esta area de la teoria de campos. Entre los logros de este
periodo se destaca la teoria perturbativa de campos con interaccién
en espacio-tiempo curvo (Hollands and Wald [21]).

En este trabajo hacemos uso de algunos de estos desarrollos para
encontrar una teorfa cudntica que describa el problema de datos inicia-
les del campo de Klein Gordon (K-G) libre sobre una hipersuperficie
N, formada por dos ramas nulas. Cada rama es trazada por las dos
familias de geodésicas nulas que emergen de una superficie bidimen-
sional espacial en las direcciones futuras y normales a la misma. En
particular, proponemos una cuantizacion tipo Fock de los datos inicia-
les sobre esta hipersuperficie y demostramos que bajo ciertas circuns-
tancias cumple la propiedad Hadamard. Esta es una generalizacién
local del axioma de positividad de la energia en espacio de Minkows-
ki y parece ser una condicién necesaria para tener una teorfa cudntica
con “buenas” propiedades (en varios sentidos que discutiremos en el
capitulo cuatro). Ademas de la propiedad Hadamard mostramos que
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nuestra teoria es una extension natural de la cuantizaciéon estdndar
del campo de K-G.

Un aspecto sorprendente de nuestra cuantizacién es que no todos
los modos de datos iniciales son cuantizables. Todos los promedios
espacio-temporales del campo escalar estdn representados por ope-
radores, pero hay modos de datos iniciales que no lo estan. Estos
modos excluidos son los conocidos modos cero (modos probleméticos
en la cuantizacion de datos sobre hipersuperficies nulas). De esta ma-
nera nuestro formalismo resuelve el problema de modos cero para N/
automdticamente.

MOTIVACION

La eleccion de la hipersuperficie N en particular proviene del inte-
rés por verificar rigurosamente la forma introducida por Bousso [7]
para una conjetura sobre la relacion entre drea y entropia en relativi-
dad general. En dicho trabajo, Bousso conjetura que el d&rea A de una
superficie bidimensional espacial B impone un limite a la entropia
calculada sobre ciertas hipersuperficies nulas que son extensiones de
B en direcciones nulas. Concretamente la conjetura es que la entropia
es menor o igual que A/4.

Como fue sugerido por Reisenberger [32], el estudio de un modelo
cudntico de datos iniciales para gravedad en nuestra hipersuperficie
se presenta como un ambiente ideal para verificar esta conjetura. La
cuantizacion del campo de K-G libre en A representa un primer paso
en este sentido. De hecho, del mismo trabajo también se desprende
que la cuantizacion de este problema guarda similitudes con la cuan-
tizacién del campo gravitatorio en la misma geometria.

Por otro lado, la cuantizacién del campo de K-G libre en este ti-
po de hipersuperficies presenta un interés en si mismo como varian-
te del enfoque de Light-Front Quantization. Este formalismo ha sido
usado para el estudio de Cromodindmica Cudantica (Heinzl [20]) en
espacio-tiempo plano pues implica ciertas simplificaciones en su ana-
lisis. Como contrapartida, tiene algunos inconvenientes importantes.
En particular, presenta un problema de modos cero anédlogo al que he-
mos estudiado en nuestro trabajo y las soluciones al mismo ([36],[40])
parecen ir en una linea similar a la de nuestra investigacién.

ESQUEMA DEL TRABAJO

Para comenzar a explicar la construccién de la teoria cuantica, en
el préximo capitulo introduciremos una herramienta fundamental: la
forma simpléctica. Esta es la pieza clave en una construcciéon de la me-
canica cldsica que nos permite describir los sistemas fisicos sin hacer
referencia a ninguna eleccién particular de coordenadas candnicas,
lo cual es muy beneficioso para tratar problemas en espacio-tiempos
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arbitrarios. Dicho capitulo y el siguiente tienen como principal fuen-
te el libro de Wald [39] y en ellos requerimos del lector el manejo
del lenguaje usual de las formulaciones Lagrangiana y Hamiltoniana
de la mecdnica de finitos e infinitos grados de libertad, presente en
libros de texto como José and Saletan [24]. La formulacién es comple-
tada discutiendo los corchetes de Poisson, como preparacién para el
siguiente capitulo.

En el tercer capitulo discutimos el proceso de cuantizacién en el
lenguaje de mecdanica simpléctica siguiendo también el tratamiento
del libro de Wald [39]. El lector seguramente estard familiarizado con
la presentacioén usual de la cuantizacién candnica, como la del oscila-
dor armonico en el capitulo XII de Messiah [27] 0 el campo escalar en
el capitulo XXI de Messiah [28] o el capitulo 2 de Birrell and Davies
[4]. En ese caso podré advertir que el énfasis de nuestro enfoque estéd
en evitar la eleccion de sistemas de coordenadas privilegiados, man-
teniendo la simetria entre espacio y tiempo explicitamente en toda la
construccion, como se explica en Ashtekar et al. [2]. Un punto clave
del capitulo es la discusién de la no unicidad en la definicién de la
teoria cuantica sobre un espacio de Hilbert. Este es un problema co-
mun a todas las teorias cudnticas de sistemas con infinitos grados de
libertad. Sin embargo en casos particulares (como las teorias de cam-
pos en el espacio de Minkowski) se resuelve al tener criterios extra
para elegir ciertos espacios de estados por sobre otros. Al final del
capitulo presentamos estas ideas aplicadas al ejemplo del oscilador
armonico, buscando conectar nuestra construccion con los enfoques
usuales de la cuantizacién de dicho problema.

En el cuarto capitulo discutimos la aOFT, una formulacién de teo-
rias cudnticas que se independiza del espacio de Hilbert y cuyo foco
estd en el dlgebra que forman un conjunto minimo de observables.
La discusién incluye las nociones del dlgebra de observables, de es-
tado algebraico y su relacién con las teorias cudnticas sobre espa-
cios de Hilbert mediante una construccién conocida como GNS (Gel-
fand-Naimark-Segal). Asi mismo, tratamos algunos puntos especifi-
cos de importancia para esta tesis, como son los conceptos de estados
algebraicos cuasi-libres y Hadamard. También analizamos la posibili-
dad de extender el dlgebra para describir observables importantes en
CS-QFT como los asociados al tensor de stress-energia. Este capitulo
tiene una dosis importante de conceptos y lenguaje propios del es-
tudio de estructuras algebraicas, por lo cual agregamos el apéndice
B.2 dedicado a introducir las definiciones e ideas indispensables para
entenderlo.

En el quinto capitulo completamos un panorama de nociones gene-
rales introduciendo el andlisis microlocal aplicado a Teoria de Cam-
pos. El capitulo gira en torno a la idea de Wave Front Set. Este es un
concepto asociado al estudio de divergencias que se vuelve sumamen-
te relevante pues, gracias al resultado de Radzikowski que presenta-



INTRODUCCION

mos en la seccién 5.7 y del teorema de Verch que discutimos al final
del capitulo cuatro, vincula una nocién de energia positiva - similar
a la condicién espectral de la teoria axiomadtica de campos en espacio-
tiempo plano (Haag [18], Bogolubov et al. [6])- con la de equivalencia
de las teorias cudnticas. Todo este capitulo se nutre de la matematica
desarrollada en el apéndice A.

Los capitulos seis y siete se enfocan en nuestro problema, comen-
zando en el capitulo seis con una descripcién de sus aspectos geomé-
tricos; en particular discutiendo los puntos relevantes para el estudio
del problema clésico de datos iniciales para la ecuaciéon de K-G. Un tra-
tamiento més general sobre geometria en espacio tiempo-curvo se en-
cuentra en [38] o [19]. El resultado central del capitulo es la propuesta
de datos iniciales de prueba. Esta eleccién es fundamental pues es la
que determina cuales son los observables que se incluyen en la cuan-
tizacion y cudles se excluyen de la misma. Como tltimo punto de este
capitulo se discuten los ya citados modos cero y se concluye que son
ellos los que quedan excluidos de nuestra cuantizacion.

La construccion detallada de la teoria cudntica, tanto en espacio-
tiempo plano como en espacio-tiempo curvo se realiza en el capitulo
siete con el apoyo de los apéndices C y D. El apéndice D funciona
como deposito de todos los célculos complicados para descomprimir
el cuerpo de la tesis. Como primer punto, se realiza la cuantizacién de
datos iniciales nulos en el caso de espacio-tiempo plano. Se demuestra
que la misma es una extensiéon natural de la cuantizacién usual del
campo de K-G y se muestra que presenta las propiedades cuasi-libre
y Hadamard. En segundo lugar se define la cuantizaciéon en espacio-
tiempo curvo, la cual hace uso de la construccién en espacio-tiempo
plano. También se demuestra que, bajo ciertas hipoétesis adicionales,
posee la propiedad Hadamard. Esta demostraciéon consiste en probar
la condicién Condicion Espectral Microlocal (1SC), que es equivalente
a la condicién Hadamard. La prueba insume buena parte del capitulo
y se apoya fuertemente en las herramientas de andlisis microlocal
discutidas en el capitulo cinco.

Las conclusiones y los apéndices ya mencionados completan el
cuerpo de la tesis.



Parte I

CIMIENTO DE LA TESIS






LA FORMA SIMPLECTICA

2.1 INTRODUCCION

Existe una formulacién muy general de la mecanica, a veces de-
nominada “mecénica simpléctica”, cuya filosofia es independizar la
mecdanica de las coordenadas canénicas elegidas para describir el sis-
tema. En esta formulacion el espacio de fase M es visto como una
variedad simpléctica (ver definicién en 2.2). Esta formulacién y su ele-
mento clave, la forma simpléctica, son usualmente omitidos en el estu-
dio de la mecénica analitica elemental. El motivo es que en muchos
problemas de fisica contamos con una forma evidente de elegir un
conjunto de coordenadas canodnicas, pero este no es el caso que nos
compete. El precio a pagar seréd la introduccién de algunas herramien-
tas de geometria diferencial.

Dada la importancia de esta estructura matemadtica, comenzamos el
capitulo dando una definicién general de estructuras simplécticas so-
bre espacios vectoriales y sobre variedades. Luego introduciremos la
forma simpléctica dentro de sistemas mecanicos simples y finalmente
discutiremos una construccién en base a la formulaciéon Lagrangiana
de la mecénica que es explicitamente covariante, es decir evita el uso
de coordenadas privilegiadas en el espacio de fase. Por este motivo a
esta construccion se la conoce como espacio de fase covariante.

2.2 ESPACIO Y VARIEDAD SIMPLECTICA

ESPACIO SIMPLECTICO: Un espacio simpléctico (V,Q)) es un es-
pacio vectorial V' con una forma simpléctica ) : V x V — R, es decir,
un mapa bilineal que es antisimétrico y no degenerado, en el sentido
de que Q(v,w) =0V w € V sélo si v = 0. Notar que la antisimetria
y la no degeneracién implican que si V es un espacio de dimensién
finita, entonces esta dimensién es par.

VARIEDAD SIMPLECTICA: Una variedad simpléctica (M, Q)) es
una variedad diferenciable M equipada con una forma simpléctica
Qp : TypM x T,M — R en cada punto p, siendo () diferenciable en
My cerrada, es decir dQ) = 0.

Notar que un espacio vectorial simpléctico es un caso particular de
variedad simpléctica, ya que el espacio tangente en cada punto puede
identificarse con el propio espacio vectorial.
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2.3 LA FORMA SIMPLECTICA EN LA MECANICA HAMILTONIANA

Como sabemos de la formulacién Hamiltoniana, dado un Hamilto-
niano H(g, p, t) de un sistema con n grados de libertad, las ecuaciones
de Hamilton son

i = oH

P i=1,.n (2.3.1)
. _ _9H
Pi = —%4

Podemos reescribir estas ecuaciones en términos de coordenadas
canoénicas y = (q%,..,4", p1, .., pu) como y¥ = le%}’ donde

0 I
QFl = a1 =1,..,2n (2.3.2)
_Il’l><l’l OHXH
Y Iuxn es la matriz identidad n x n.
La estructura simpléctica aparece cuando promovemos y a un pun-
to de una variedad M y vemos las ecuaciones de Hamilton como

y' = Q"V,H, (2.3.3)

donde hemos pasado a una notacién de indices abstractos. El inverso
de O, que escribiremos como (2, , es la forma simpléctica sobre M.
Notese que su expresion en coordenadas candnicas (ecuacién 2.3.2)
muestra que es una forma cerrada pues sus coeficientes en dicha base
son constantes.

Al campo X* = Q% V,H se lo denomina campo hamiltoniano y sus
curvas integrales son las trayectorias fisicas dindmicamente permiti-
das en el espacio de fase, con lo cual es claro que la mecanica queda
determinada por el par (M, Q)) y el Hamiltoniano H.

La forma simpléctica aporta una caracterizacion muy sencilla de
las coordenadas canoénicas. Por definicion, las coordenadas son cané-
nicas si las ecuaciones de movimiento 2.3.3 adquieren la forma 2.3.1
para cualquier Hamiltoniano H y este es el caso si y s6lo si () en
esas coordenadas tiene la forma 2.3.2. Asi, podemos caracterizar las
coordenadas canénicas como aquellas en las que () tiene la forma
2.3.2.

Ahora que tenemos una formulacién abstracta que engloba a cual-
quier sistema con n grados de libertad construido en base a variables
canodnicas, podemos preguntarnos si la construcciéon funciona en sen-
tido opuesto. O sea, ;serd cierto que toda variedad simpléctica da
lugar a una formulacién canénica de la mecanica? La respuesta es
que, al menos localmente, esta construcciéon es posible como conse-
cuencia del Teorema de Darboux. Este teorema asegura que existe un
entorno de cada punto de una variedad simpléctica (M, Q) de di-
mension 2n cubierto por una parametrizacion local (yy, ..., y2,) en la

cual QO = idyi+n A dy;. Identificando g = (y1,..,Yn) Y
i=1

p = (Yn+1,-,Y2n) se recupera la mecanica hamiltoniana en términos
de variables canénicas.
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2.3.1 Identificacion entre M y el espacio de soluciones

En un sistema mecanico las soluciones quedan determinadas univo-
camente por la condicién inicial y(t) y por lo tanto siempre se puede
identificar M con el espacio de soluciones & mediante la relaciéon

y(t) € S < y(t) € M.

Esto nos permite definir una forma simpléctica sobre soluciones que
es independiente del tiempo ty, aunque no lo parece a primera vista.
Como hemos marcado, las transformaciones candnicas no afectan a
la forma simpléctica. Luego, dado que la evolucién en el tiempo es
una transformacién de este tipo, la eleccién del tiempo inicial tg re-
sulta irrelevante para la definicién de la forma simpléctica sobre S.
Mads adelante trataremos este mismo aspecto desde el punto de vista
Lagrangiano.

2.3.2 Sistemas dindmicos lineales

En nuestro trabajo tratamos con un sistema dindmico lineal. Esto quie-
re decir que el sistema cumple el principio de superposicién (las com-
binaciones lineales de soluciones son soluciones) y por lo tanto S es
un espacio vectorial. Luego, la identificaciéon entre S y M discuti-
da previamente le confiere al espacio de fase esta misma estructura.
También supondremos que existen coordenadas canénicas lineales
y globales en M. Estas coordenadas se pueden obtener, por ejem-
plo, identificando M con el espacio tangente en un punto (digamos
M ~ Ty M), lo cual es posible debido a que M es un espacio vecto-
rial. Luego, cualquier conjunto de coordenadas canénicas en To.M lo
es también en todo M.

Una consecuencia que queremos remarcar de la estructura de espa-
cio vectorial es que (M, Q) se vuelve un espacio vectorial simpléctico
como definimos en la seccién 2.2. Por lo tanto () es un mapa bilineal
y antisimétrico () : M x M — RR. De esta manera, si el sistema tiene
n grados de libertad y expresamos los puntos del espacio de fase en
una base y = (¢'....q", p1...pn), podemos escribir

QW 12) = Zpqu]i - szq]i (2.3.4)
j=1

A partir de este resultado podemos definir Q(y, ) : M — R (y fi-
jo) como una funcién lineal de las coordenadas, cuya accién sobre
un punto y’ esta dado por Q(y,y’). La no degeneraciéon de Q) nos
permite, a su vez, reescribir cualquier funcién de las coordenadas ca-
noénicas en términos de las funciones Q) (y, -). La ventaja de esta nueva
formulacién es que dichas funciones son independientes del sistema
de coordenadas y se pueden definir sin dificultad en un sistema con
infinitos grados de libertad.
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2.4 LA FORMA SIMPLECTICA EN LA MECANICA LAGRANGIANA

Antes de entrar de lleno en la formulacién covariante a la que nos
referimos en la introduccién, estudiemos un caso mdas simple para
entender la idea de este enfoque.

2.4.1  Ejemplo O: sistema con 1 grado de libertad

Consideremos la formulacién Lagrangiana de un problema con 1
grado de libertad.

En primer lugar tenemos la accién

S = i/ L(g(t), q(t), tydt

donde (t;, tf) es el intervalo de tiempo de interés, g la coordenada que
describe el grado de libertad del sistema y L(g,4,t) el Lagrangiano.
Las ecuaciones de movimiento provienen de exigir que la accién sea
estacionaria bajo variaciones dq(t) de la funcién q(t) que se anulan
en los extremos t; y ty.

Una variacion de la accion S se define como una derivada funcio-
nal, es decir

08 = fx ftif L(q + Adq,q + Adg, t)dt

y se debe igualar dicha variacién a cero para encontrar las soluciones.

Se abre una nueva perspectiva si le damos a este cdlculo un con-
tenido geométrico. Podemos pensar en el espacio F de funciones
q: [titf] = R, que incluye al espacio de soluciones S, como una
variedad y en él las variaciones J resultan vectores tangentes. En esta
imagen 0S = dS (J) donde d es la derivada exterior en F actuando
sobre la accidn, es decir que 6S es una derivada en la direccién J. En
lo que sigue utilizaremos este enfoque geométrico como motivacién,
aunque no daremos definiciones exactas pues estos conceptos se dan
en el contexto de variedades de dimensién infinita. Véase Abraham
et al. [1] para una presentacion detallada del correspondiente marco
matematico.

Volviendo al célculo, si hacemos una variacién cualquiera, resulta
que

o5 = Ji/ {3hoa+ Soayae = i/ [ — 4 (%)) onae + B

Para que la variacién se anule cuando dq(t;) = dq(ts) = 0 debe cum-
plirse

G(g,4,t) = oL _ % (%) = 0 (ecuaciones de movimiento).
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Notese que si se cumple esta ecuacién de movimiento la variacién de
la accién se reduce a

88 = 5eoqli, — G qls, -

En la formulacién geométrica, el término de borde g—séqh es el valor

de la 1-forma ©; = a—sdqh evaluada en el vector 4.
En base a variaciones de ® podemos definir una nueva cantidad ()
bilineal y antisimétrica dada por

Q4 (61,02) = 6104 (82) — 620 (61) — O ([01,02]),

es decir,

O (61,8) = 61 (35) daqli — 6 (%) dnql,

Geométricamente (); representa una 2-forma definida como (); =
d®;. Ahora, si recordamos que el pasaje a la formulacion Hamilto-
niana se hace identificando p = % entonces la expresioén anterior se
reduce a

QO (81,02) = 01p(t)d2q(t) — Sap(t)d19(t). (2.4.1)

Este objeto es una forma simpléctica en el espacio de soluciones S
(visto como una subvariedad de F) con variaciones que son tangen-
tes a S. De hecho es la misma forma simpléctica que se defini6 en la
seccién anterior.” Aunque () es, en principio, una forma sobre F, de
hecho sélo involucra la variaciéon de g y p a tiempo t. Desde ese punto
de vista () (91, 62) es el valor de la 2-forma dp(t) Adq(t) en M eva-
luada sobre los vectores (61q (t),61p (t)) y (629 (t), d2p (f)) tangentes
aM.

Ya fue discutido en la seccién anterior que la forma simpléctica se
mantiene invariante con la evolucién temporal del sistema si esta sa-
tisface las ecuaciones de movimiento. Por lo tanto, los (); definen una
Unica forma simpléctica sobre soluciones. Este hecho clave puede ser
verificado en el formalismo Lagrangiano sin recurrir a coordenadas
candnicas, como mostramos a continuacion.

Queremos probar que, en una solucién,

Qtz (51/ 52) - Qtl (51/52) =0

para cualquier t; y t; siendo é; y d, variaciones tangentes a S. Para
ello calculamos

O, (01,62) — Oy, (61,62) =

=4 [®t1 - ®t2] <52) =4 [®f2 - ®f1] (51) - [®t2 - ®t1] ([51'52])'

1 Aqui suponemos que S tiene una estructura diferenciable tal que las coordenadas g

yp= % son buenas coordenadas sobre S.

11



12

LA FORMA SIMPLECTICA

Usando que [d1, &2] es una variacién, en una solucién vale la igualdad
[(51,(52] S = (®f2 — ®t1) ([(51,(52]), pues G=0.

Si ademas las variaciones son tangentes a S, es decir que preservan
la condicién G = 0 y por lo tanto son soluciones de la ecuacion linea-
lizada 6G (g,4,t) = 0, también se cumple

01 [®f, — O] (82) = 81625
52 [®f, — O] (81) = 6261S.
Finalmente
Qy, (01,62) — O, (61,02) = 01025 — 02615 — [61,02] S = 0.

En particular, si el sistema es lineal, el espacio de soluciones S ~
M es un espacio vectorial y por lo tanto todas las soluciones pueden
pensarse también como variaciones que resuelven la ecuacién de mo-
vimiento linealizada. Con esto, la férmula 2.4.1 para () restringida a
S es exactamente igual a la definida por 2.3.4.

2.4.2  Campo escalar

Nuestro objetivo es estudiar el caso del campo de K-G, pero antes
es tutil discutir en general teorias de campos escalares en el espacio-
tiempo. No ahondaremos aqui en los detalles de los efectos de una
geometria espacio-temporal curva, algunos de los cuales se tratan en
las primeras secciones del capitulo seis.

Comenzamos introduciendo la accién

5= fQ L(¢p, Ve, x)e..

con ¢ un campo escalar y Q un domino compacto (con borde 9Q) que
admite una superficie de datos iniciales para ¢ (superficie de Cauchy
del interior de Q) compacta cuya definicién se presenta en la seccién
6.2. Ademads, € . es una forma de volumen (los cuatro puntos indican

que se trata de una 4-forma) y V es una derivada covariante tal que
Ve =072

Variando la accién e integrando por partes se puede escribir
05 = [, G(¢, Vo, x)o¢e... + [50 B (¢, V¢, x,d¢)ea..

con G = % -V, <%) y B* = %(54). Luego, la aplicacién del

principio variacional, es decir S = 0, cuando d¢|3o = 0 requiere

2 Si existe un sistema de coordenadas x* que cubra todo Q, entonces puede elegirse
que €. = d*x y V, la derivada parcial 9,,.
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G(¢,0,¢,x) = 0 (ecuacién de campo)

pues el término de borde faQ B (¢, 0., x,6¢)€,.. se anula por ser li-
neal en d¢.
Al igual que en el ejemplo anterior definimos

Ox(0) = Jy B(9,0up, x,09) e,

donde la integral se calcula en una superficie orientada X, y también
definimos

QZ (51,52) = 51@2 (52) — 52@2 (51) — ®Z ([(51, (52]) . (2.4.2)

Nos interesa pensar en el espacio de fase M como el espacio de datos
iniciales. Para eso fijamos una superficie >~ de Cauchy del interior de
Q (asi como fijamos ty en el caso unidimensional). Fijada la superficie
%, Oy es una 2-forma sobre M por los mismos motivos que lo era
en el caso unidimensional. Al igual que entonces debemos discutir
la no degeneracion y la independencia del tiempo (en este caso de
la superficie ¥). En cuanto al primer punto, adelantamos que para el
campo de K-G no existe degeneracion posible aunque esto serd parte
de la discusién del capitulo seis. Pero existen sistemas cuya forma
simpléctica es degenerada. Estos son los sistemas con libertad gauge.
En esos casos, la eliminaciéon de la degeneracién se debe realizar “a
mano” y a ese proceso se lo denomina fijacién de gauge. En cuanto
a la dependencia de ¥~ podemos realizar un calculo analogo al del
caso unidimensional. Pensemos en el borde de Q como 9Q = XT U
¥~ donde £* son dos hipersuperficies con un borde comun al que
llamaremos 0. Es claro que

©50(8) = Ox+(6) + Ox-(0)
y por lo tanto
Qs+ (61,02) + Qz- (61,02) = Qo (91, 02).
Por definicion esta cantidad se calcula como

Qg (01,02) = 010,0 (02) — 62050 (1) — Oa¢ ([01,82))-

Para variaciones 61, &, que satisfacen la ecuacién de campo linealizada
(sobre soluciones) se cumple §S = @y (9) y i@, (6;) = 6;6;S. Por lo
tanto

a0 (61,02) = 01025 — 62615 — [01,02] S =0

Esto demuestra que Qg+ = —Qy-. Ahora, si cambiamos la orien-
tacion de una de las hiper-superficies para que la orientacion que
inducen en el borde 9% coincida, entonces la forma simpléctica es
igual en ambas. El mismo argumento se puede dar para cualquier

13
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hipersuperficie en el interior de Q que tenga el mismo borde JX y
concluimos que la forma simpléctica s6lo depende del borde (orien-
tado) de las hipersuperficies sobre las que se calcula. Esto establece
la independencia de la eleccién de superficie de Cauchy, ya que to-
das las superficies de Cauchy del interior de Q comparten el mismo
borde (ver proposiciéon B.12 de Reisenberger [31]).

Para darle el nombre de forma simpléctica al objeto obtenido falta
mostrar que es una 2-forma cerrada. Esta condicién es equivalente
(ver seccién 7.4.A de Abraham et al. [1]) a la relacién algebraica

Y 60Q0,8) —Q([6,6],6) =0
(i,j,k)=Cic(1,2,3)

para toda las variaciones 61, &>, 3 y siendo Cic el conjunto de las per-
mutaciones ciclicas. El cumplimiento de esta ecuacién es una conse-
cuencia inmediata de la definicién 2.4.2 y es la expresién algebraica
del hecho () = d® = 42 = 0.

2.4.3 Campo de Klein-Gordon

Enfoquemos nuestra atenciéon ahora en el caso de interés, es decir
el campo de K-G.
Partimos de su accién

Sk—c =—3 [ {8VapVyp + m>p?} €.
Q

donde €. es la 4-forma de volumen y V, la derivada covariante defi-
nidas por la métrica.
Tomando variaciones de la accién e integrando por partes resulta

3Sk-c = [ {8"VaVup —m?¢p} épe... — [Vy (§"Vagip) €.
0 0

El primer término contiene la ecuaciéon de K-G cuando se iguala a cero
G (¢, Vap,x) = VoV —m’p =0

y el segundo puede reducirse a un término de borde usando el teore-
ma de Stokes?

— [V (8Vapdp) €.. = — [ g0V agpogey, .
Q 2Q

donde el integrando sobre dQ es una 3-forma porque un indice de €__
ha sido contraido. Luego se define

@Z((S) = — fZ gubva¢5§b€b...'

3 Por demostracién y notacién ver el apéndice B de Wald [38]
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Entonces, la forma simpléctica es
O(61,62) = 6105, (62) — 0205 (61) — Ox ([61,82]) =

= — [+ 8" [020V 4 (519) — 519V 4 (529)] €. -

Dado que el campo de K-G cumple el principio de superposicion,
soluciones ¢; y ¢, se pueden considerar como variaciones d1¢ y dr¢.
De esta manera, la forma simpléctica sobre variaciones define la for-
ma simpléctica sobre soluciones dada por

Q1 ) = /Z 3§ 1V a2 — 2V apr] €. (2.4.3)

2.5 LOS CORCHETES DE POISSON Y LA FORMA SIMPLECTICA.

En esta seccién introducimos la relacién entre la forma simplécti-
ca y los corchetes de Poisson. Estos son la pieza fundamental de la
cuantizacién candnica, como veremos inmediatamente.

2.5.1 N grados de libertad

En un sistema con N grados de libertad es estdndar definir los
corchetes de Poisson de dos funciones f : M — R, ¢: M — R
mediante

N
{f8h= Lk — oo

donde (g,p) = (¢'..9N, p1..pN) son coordenadas canénicas. En base a
esta definicion, es trivial ver que los corchetes fundamentales {ql, q’ },

{qi, Pj} y {Pi, p]'} resultan
{a.n} =00 {a.a} = {pupi} =0 (51

En términos de la matriz (2 de 2.3.2 y de las coordenadas y =

(y1,-yan) = (q,P)
af 3
{f.g} =M LSL.
O sea que se trata de la expresiéon en coordenadas de la relaciéon

{f.8} = Q"V.ifVig

donde Q% es la inversa de la forma simpléctica y V es cualquier
derivada covariante en M. Desde este punto de vista el corchete de
Poisson es inherente a la estructura simpléctica de (M, Q)).

En el problema clésico, estos corchetes dotan a los observables so-
bre M de una estructura de Algebra de Lie, con el corchete de Poisson
jugando el papel de corchete de Lie, ya que cumple las siguientes
propiedades:
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= es antisimétrico y bilineal (por construccién)

= cumple la identidad de Jacobi:
{fAg Yy +{h{f,g}} +{g {h f}} = 0 (como consecuencia

de que Q) es cerrada)

Estas propiedades son de suma importancia para la cuantizacién por-
que en ella los corchetes de Poisson se reemplazan con conmutadores
que son antisimétricos, bilineales y cumplen la identidad de Jacobi.

De forma esquematica, el proceso de cuantizacion se reduce a bus-
car una correspondencia entre observables cldsicos (funciones reales
C*® en M) con operadores autoadjuntos sobre un espacio de Hilbert.
A los observables clasicos f se asocian operadores fque cumplen

fe=Fa+4{f st +0(%).

Esta relacién no fija del todo la cuantizacion, debido al término de
orden h?. Para lograrlo, se impone la condicién

8] = in{f.g}

-sin término de orden %- a un subconjunto de observables basicos.
(En general esta condicién no se puede imponer sobre todos los ob-
servables.) Este conjunto de observables basicos debe ser suficiente
para parametrizar todo el espacio de fase. Luego el resto de los obser-
vables cuantizados serdn funciones de estos. Para sistemas lineales,
por ejemplo, una eleccién natural de observables basicos son las fun-
ciones lineales en el espacio de fase.

En el capitulo siguiente ahondaremos en el proceso de cuantizacién
y la importancia de la forma simpléctica en el mismo. Pero primero
necesitamos extender las ideas descritas en esta seccion a sistemas de
infinitos grados de libertad.

2.5.2  Grados de libertad infinitos

En el caso de sistemas con infinitos grados de libertad se presenta
una dificultad obvia en la generalizacién del corchete de Poisson. La
definiciéon dada en la subseccion anterior incluye una suma sobre los
grados de libertad, eligiendo un sistema de coordenadas en el espacio
M. Para resolver este problema volvamos a la observacién de la sec-
cién 2.3.2. Alli encontramos que en un espacio de fase con estructura
de espacio vectorial, los objetos Q) (y, -) son funciones lineales de las
coordenadas. Es mas, de la férmula

Qy,y) = §qu]’ —pig
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cony = (qt.gN, pr.pn) e ¥ = (§'..4N, p1..Pn) queda claro que cual-
quier combinacién lineal de coordenadas canénicas i se puede obte-
ner como ) (y,-) para algun y, ajustando los coeficientes. Es decir
que los Q) (y, ) pueden ser considerados como coordenadas lineales
y sus corchetes contienen la misma informacién que los corchetes
fundamentales.

El célculo de estos corchetes arroja

{Q®y, ), 0%z )} (1) = {Z (ijj _ ﬁjqj) ; (rqu — f)ksk> } =

]

=Y (pjs —ri¢') = —Q(y,2)
]

donde y, 7 y z = (s,r) son puntos del espacio de fase. De esta manera,
para cualquier sistema dindmico lineal (M, Q}) podemos definir unos
nuevos corchetes fundamentales que se obtienen como

{Q(p1, ), QY2, 1)} = —Q(¢p1, ¥2) (2.5.2)

dados dos elementos ¢; y ¢ de S ~ M. Esta expresién tiene como
ventaja que es independiente de las coordenadas canénicas y también
que es una expresion generalizable a sistemas con infinitos grados de
libertad.

Antes de pasar al siguiente capitulo queremos adelantar algunos re-
sultados del principio del capitulo seis que aclaran el significado de
los observables () (¢, -). Ya mencionamos que, en el caso de sistemas
con grados de libertad finitos, estos observables son combinaciones
lineales de observables de posicion y momento. En el caso de infini-
tos grados de libertad, especificamente en el caso del campo de K-G,
veremos que () (¢, -) (para cierta clase de ¥) es igual a un promedio
del campo ¢ en una regién M del espacio-tiempo. En el capitulo seis
mostraremos que si f es una funcién suave y de soporte compacto en
M, entonces Q) (¢, ¢) = [ foe.. para un ¢ determinado por f. Estos

M

promedios en el espacio-tiempo ocupan un lugar central en teorfa de
campos.

2.6 RESUMEN

Hemos introducido una formulacién de la mecénica independiente
de las coordenadas canénicas, que explota el hecho de que el espacio
de fase es una variedad simpléctica (M, Q)). Ademds hemos introdu-
cido un método covariante para determinar la forma simpléctica a
partir de la formulacion Lagrangiana. Por ltimo, en el caso de siste-
mas lineales (como el campo K-G) y haciendo uso de la identificacién
entre el espacio de soluciones (S) y el espacio de fase (M), podemos

17
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reemplazar las coordenadas canénicas g, p como “observables funda-
mentales” por los objetos Q) (¢, -) con ¢ € S. Ello nos conduce a elegir
los corchetes {Q(y1,), Q¢ )} = —Q(¢1, ¢2) y no {q', p;} = &', pa-
ra el proceso de cuantizacién canénica. La importancia de este cambio
es que nos proporciona un “algoritmo de cuantizaciéon” independien-
te de las coordenadas candnicas y que vale para sistemas de infinitos
grados de libertad.



CUANTIZACION SIMPLECTICA

En este capitulo discutiremos las ideas fundamentales sobre el pro-
ceso de cuantizacién canénica, pero lo haremos introduciendo una
versién de la cuantizacién que se apoya en las propiedades de la for-
ma simpléctica que vimos al final del capitulo anterior. Por esta razén
la denominaremos cuantizacion simpléctica. En particular nos detendre-
mos a discutir el problema de la no unicidad en la construccién de
una teoria cudntica sobre un espacio de Hilbert.

Algunas definiciones y nociones basicas sobre espacios de Hilbert
son tratadas en el apéndice B.1.

3.1 GENERALIDADES

En una teoria cldsica los estados de un sistema se representan como
puntos de un espacio de fase M y los observables como funciones de
dicho espacio a IR, mientras que la evolucién temporal estd definida
mediante el flujo Hamiltoniano dado por las ecuaciones de Hamil-
ton 2.3.1. Esta imagen cambia radicalmente en la teorfa cudntica. En
ella los estados son representados por elementos de un espacio de
Hilbert F, los observables (reales) son operadores autoadjuntos en
dicho espacio y la evolucién temporal estd dada por una familia de
transformaciones unitarias en F generadas por el operador Hamilto-
niano.

Como vimos en 2.5.1, para sistemas lineales el pasaje entre ambas
construcciones se puede dar transfiriendo el dlgebra de Poisson de la
teoria clasica a un dlgebra de conmutadores mediante la férmula:

£.8] =in{f.g}

donde f, g son observables clasicos lineales y f,§ son operadores cuan-
ticos. En base a esta &dlgebra se construye luego la del resto de los
observables clasicos.

Por ejemplo, si vemos a las coordenadas ¢, p como observables fisi-
cos, entonces el dlgebra de operadores cudnticos 4§, p correspondiente
a las relaciones 2.5.1 sera:

161, pj] = ih{pi, pj} =0

4, pj] = in{q, p} = ins';1d
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donde Id es el operador identidad en F. Usualmente a estos con-
mutadores que definen el dlgebra de observables se los denomina
Relaciones de Conmutacién Canoénicas (CCR).

Para un sistema lineal se pueden re-expresar las CCR en términos
de operadores asociados a ) (y, -). Utilizando el corchete 2.5.2, la re-
lacién que se obtiene es:

(00, v2,)| = —imQ (1, v2) [ (G:11)

o —

donde y; e y» son puntos del espacio de fase y Q)(y,-) es el opera-
dor autoadjunto asociado a la funcién lineal Q(y, -). (N6tese que el

punto en el operador Q/(?,\ ) no implica una dependencia funcional,
sino que es un nombre que hace referencia a Q(y, -) asi como ]?hace
referencia a la funcién f.) Estas relaciones capturan la misma algebra
definida por las CCR, pero de manera independiente de las coordena-
das canénicas.

Un problema que presenta esta construccion es que los operadores
que representan esta dlgebra no son, en general, operadores acota-
dos y por lo tanto su accién no esta definida sobre todo el espacio
de Hilbert. Una forma de resolver este problema es utilizar otro con-
junto de operadores que a su vez representan un algebra diferen-
te. Estos son los llamados operadores de Weyl, que son una version

_—

“exponenciada” de los operadores Q) (y,-), es decir los operadores

—

W (y) = exp (%Q (v, )) Estos operadores tampoco estan, en princi-
pio, definidos en todo el espacio de Hilbert, pero pueden ser extendi-
dos de manera tnica.

De la relacién 3.1.1, el dlgebra de estos operadores estd dada por:

= W(y1)W(y2) = exp (:Q (1 v2) /2) W (1 +12)

] VV(;) = W(—y) siendo W(y)* el adjunto de W(y)

Estas son la denominadas relaciones de Weyl y junto con el espacio de
Hilbert F definen un sistema cudntico (]-" p I/V(y\)) a partir de un es-
pacio simpléctico (M, Q2). Al algebra formada por las combinaciones
lineales finitas de operadores de Weyl se la denomina dlgebra de Weyl.

Vale aclarar que las construcciones en base a las CCR y en base al al-
gebra de Weyl no son necesariamente equivalentes, pues no todos los
operadores que satisfacen el élgeb% Weyl se pueden escribir co-

mo exponenciales de operadores () (y, -). Para lograr la equivalencia
es necesario tener algunas hipoétesis extra. Por ejemplo, si exigimos
que los operadores de Weyl sean fuertemente continuos® entonces
—_— —_—
todo operador W(y) tiene su correspondiente Q) (y, -) y viceversa.
También es conveniente marcar que, en teoria de campos, la des-
cripcién de la teorfa cudntica no se completa con ninguna de estas

1 Ver definiciones de la topologia fuerte en en el apéndice B.2.
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construcciones, pues no todos los observables de interés son descri-
tos en términos de las relaciones CCR ni el algebra de Weyl. Estas
construcciones son mas bien un punto de partida para formular una
teoria cudntica completa.

3.2 PROBLEMA DE LA EQUIVALENCIA DE LAS CUANTIZACIONES
3.2.1  Sistemas con N grados de libertad

Por lo dicho hasta el momento no queda claro si existe una o mu-
chas formas de elegir un conjunto de operadores sobre un espacio
de Hilbert que cumplan las relaciones de Weyl, pero resulta que para
sistemas con grados de libertad finitos todas las construcciones de es-
te tipo son equivalentes. Ese es el contenido del teorema de Stone-von
Neumann, pero antes de plantearlo formalmente necesitamos algunas
definiciones:

Definicién 3.1. Un conjunto de operadores sobre un espacio F que
cumplen las relaciones que definen un dlgebra se denomina represen-
tacion del dlgebra.

—

Definicién 3.2. Un par (]-' , W(y)) se denomina representacion irredu-
cible de las relaciones de Weyl si no existe un subespacio no trivial de

—

F invariante bajo la accién de todos los W(y) .

Definicién 3.3. Dos pares (]—", VV(;)) y (.7-", W) se dicen unitaria-

mente equivalentes si existe un mapa unitario U : F — F’ que satisface

U~ 'W(y)U = W'(y) para todo y.

Observacién: Cuando dos construcciones cumplen esta definicién
todas las predicciones sobre un estado |¢) € F de una teoria son
equivalentes a las predicciones sobre el estado U |¢) de la otra. Esto

o —

se debe a que (¢| W/(y) |¢) = (Up| W(y) |U¢). Por lo tanto se trata
de la misma teoria con los estados “re-etiquetados”.?

Ahora podemos establecer el enunciado del teorema con precision.
Teorema 3.1. (de Stone-von Neumann)

Todas las representaciones irreducibles de las relaciones de Weyl
de sistemas con N < co grados de libertad son unitariamente equiva-
lentes.

La demostracion de este teorema (ver teoremas 7.4 y 7.5 por Simon
en [34]) utiliza como pieza fundamental que el sistema tiene grados

Aqui usamos notacién de Dirac, en la cual los vectores del espacio de Hilbert (ket)
son representados con |¢) y las 1-formas (bra) por (|. De modo que el producto
escalar es la accién de un bra sobre un ket (1|¢)
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de libertad finitos. Se requiere un considerable esfuerzo extra para
establecer algtn tipo de teorema de unicidad en el caso de infinitos
grados de libertad. Esto lo desarrollamos en el capitulo cuatro con la
discusién del teorema de Verch (seccion 4.4.4)

3.2.2  Generalidades sobre el problema de grados de libertad infinitos

En teoria de campos, la dificultad antes mencionada puede ser su-
perada en algunas situaciones, donde la existencia de simetrias en el
espacio tiempo pueden favorecer alguna elecciéon particular del par
(.7: p W) Este es el caso de los espacio-tiempos estacionarios, y es-
pecialmente uno de sus casos particulares, el espacio-tiempo plano
(espacio de Minkowski). No nos detendremos a estudiarlos, pero el
lector interesado puede encontrar un tratamiento detallado en el ca-
pitulo cuatro de [39].

En un espacio-tiempo arbitrario no hay una cuantizacién obviamen-
te preferida, pero podemos dar una caracterizacion de la libertad que
tenemos para elegir la cuantizacién dentro de las llamadas cuantiza-
ciones Fock. La proxima seccién incluye un enfoque a este problema
que es clave en el desarrollo de esta tesis.

3.2.3 Construccién de una cuantizacion Fock

El tratamiento que seguimos en esta seccion y la demostracién del
teorema que lo sustenta se dan en el apéndice A de Kay and Wald [25].
Aqui nos limitaremos a presentar la construccion general y también a
discutir una version restringida que se desarrolla en la seccién 3.2 de
Wald [39]. Este tltimo es un punto importante, pues dentro de este
caso particular se desarrolla nuestro trabajo.

La afirmacién que hacemos es que la libertad para elegir la teo-
ria cudntica (tipo Fock) de un sistema lineal queda sintetizada en la
elecciéon de un producto interno g en el espacio de soluciones. La
proposicién que lo sustenta es la siguiente.3

Proposicién 3.1. Sobre el producto g y el proyector K

Dado un producto interno g en un espacio vectorial (real) simpléc-
tico (S,Q)) que cumpla

g (Y1, 91) § (P2, 92) = Q (91, 92)° (3.2.1)

entonces ¢ define un mapa lineal K : § — H, con ‘H un espacio de
Hilbert complejo que cumple:

Esta es la proposicién 3.1 de Kay and Wald [25] que es discutida en el cuerpo de ese
trabajo y demostrada en el apéndice A del mismo.
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KS + iKS es denso en H

g (1, 92) = 2Re (K¢p1, Kihp)
Q (¥1,42) = —2Im (K1, Kha)

El par (H, K) es tinico a menos de una transformacién unitaria

siendo (-, -)4, el producto interno en H.

Nota: El signo en el tercer punto ha sido cambiado con respecto a [25]
para adecuarse a nuestra definicion de la forma simpléctica y de todos los
objetos asociados a ella. Asi mismo el producto interno y en esa referencia
corresponde a g /2 en nuestra notacion.

Luego de tener el espacio de Hilbert H, llamado espacio de una parti-
cula, la teorfa cudntica se completa introduciendo el espacio de Fock.
Esta construccion serd presentada luego de discutir el caso en el cual
3.2.1 se satura.

3.2.4 Estructura compleja en S

Cuando la inecuacién 3.2.1 se satura, es decir cuando se cumple

sy 4109
g (1, 91) = ;:%{ < (0a. ) } (3.2.2)

la construccién del proyector K presentado en la seccién anterior se
simplifica considerablemente. En ese caso podemos seguir el siguien-
te esquema:

1. Completamos el espacio de soluciones con la norma ||| =
g (1, )2 para obtener un espacio de Hilbert real S,

2. Larelacion 3.2.2 implica que la forma simpléctica es un mapa li-
neal () : § x § — R acotado y por lo tanto tiene dos propiedades
clave:

» puede ser extendido a () : §¢ X S; — R por continuidad
= via el Lema de Reisz existe un operador lineal y acotado
] : 8¢ — Sg que cumple Q (1, P2) = g (Y1, J2)
3. El mapa ] definido a partir de (2 cumple las propiedades:

= J* = —] por la antisimetria de ()

s J*] = Id por la igualdad 3.2.2 y la desigualdad de Sch-
wartz.

» J?2 = —Id por las dos propiedades anteriores

23



24

CUANTIZACION SIMPLECTICA

4. Se define un nuevo espacio Sg llamado complexificacion de Ss.
Este contiene las sumas con coeficientes complejos de elemen-
tos de Sq. A este espacio se extiende naturalmente la accién de
O, gy J. El espacio Séc con el producto escalar g (1,1,) es
un espacio de Hilbert complejo. El operador iJ es autoadjun-
to en este espacio de Hilbert (por las propiedades de ) y tiene
dos espacios propios con valores propios &1. Estos espacios son
ortogonales y ademds son espacios de Hilbert conjugados. Po-
demos identificarlos como H y H. Para que H coincida con el
de la proposicién 3.1 elegimos que H sea el subespacio asociado
al valor propio —1.

Toda esta construccién no hace mencién al mapa K, pero visto que
. C ) _
cualquier elemento i € Sy puede escribirse como ¢ = ¢4 + P

con P, € H 'y p_ € H entonces el mapa puede definirse como la
restriccion a S del proyector Kyp = 3 (Id —i]) ¢ = 4. Es decir, se
puede ver a K como el mapa K : § — H que toma un vector ¢ y
realiza el siguiente camino:

peS—ypeS;»peSy — Py cH

Dado que S; es S completado entonces es claro que § +iS es
denso en Sg y por lo tanto KS + iKS es denso en H.

Por ultimo, la proposicién 3.1 también relaciona el producto in-
terno en H con gy (), relaciones que también podemos verificar en
esta construccién. Para empezar notamos que el producto interno en
‘H es la restriccion del producto interno en SC, con lo cual se verifica
que

(K1, Kpa)y, = 8 (Kipr, Kyp).

Ademés, dado que los subespacios H y H son subespacios propios
de i] con valor propio —1 y +1 respectivamente, se cumple

8 (K, Kypp) = (K1, Kipa),, = 0.

Entonces, teniendo en cuenta que toda solucién real se puede escribir
como 1 = Kip + K1, para soluciones reales se cumple

8§ (Y1, 92) — i (1, ¢2) = & (Y1, ¥2) —ig (Y1, J2) =
= g (Y1, K2 + Kyp) + g (1, Kpo — Kp) =

= 28 (1, Kyp2) = 2g (Kyp1, Kp2) +2¢ (Kypr, Kpo) =
= 042 (K¢p, Kip)y,

Es decir que

1
Re (K1, Kpa)yy = 58 ($1,92) (3.2.3)

Im (K1, Kpp),, = —%O (Y1, 42), (3.2.4)

coincidiendo con el contenido de la proposicion.
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3.2.5 Construccion del espacio de Fock

El espacio de Hilbert H definido anteriormente es el llamado espa-
cio de Hilbert de una particula y no es el espacio de Hilbert del sistema.
La cuantizaciéon Fock utiliza otro espacio de Hilbert, el espacio de Fock
simétrico* (ver descripcion en el apéndice B.1) que se construye a par-
tir de H de la forma

(o] n
Fs = EBO [@{H] =CoHo <H®7{> D ...
n= S
En pocas palabras, este espacio es la suma infinita de los productos
de espacios de n particulas simetrizados y tomamos como convencién
que C es el espacio de cero particulas.

Como notacién para representar un estado |¥) € F; utilizamos
[¥) = (o, ¥, p1%,..) donde Yo € C, p* € H, p1®2 = (@) ¢
H (2;9 H , etc. y para el producto interno en H usamos §,¢* = (1, ¢),,.

El producto interno en F; es la extensién natural del producto in-
terno en H y se define como

(¥,@) = L7y, 0

El espacio de Fock incluye sélo los elementos que cumplen la condi-
cién (¥, @) < oo. De esta manera el producto escalar en F; consta de
una suma infinita, pero de valor finito, de los productos escalares en
los espacios de n particulas.

3.2.6 Operadores fundamentales en el espacio de Fock

Como describimos en el apéndice B.1, en el espacio de Fock se pue-
de definir un operador de creacién @* () y uno de aniquilacion 7 ()
asociados a cada elemento ¢* € H. Con el dominio definido ade-
cuadamente (ver apéndice) estos operadores cumplen las siguientes
propiedades para cualquier par ¢, € H:

» 7(0)|¥) =0« |¥) = (¢0,0...). (Al estado |¥) normalizado
que cumple esta condicion lo llamamos vacio del espacio de Fock
y lo representamos como |0).)

» 7% (Z) es el adjunto de 7 (¢)
= [@(0),a(m] =@, a ()] =0
La eleccién del espacio de Fock simétrico se debe a que hemos partido de las CCR.

En caso de realizarse una cuantizacion partiendo de relaciones de anti-conmutacién
(como se hace para campos fermiénicos), se debe utilizar el espacio de Fock antisi-

o0 n n
métrico F, = D [@[H , donde el producto ®, es antisimetrizado.
n=0
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= [@@).@ (n)] = (&g 1d
Luego, con estos operadores podemos construir los operadores auto-

adjuntos Q (¢, -) mediante

Q(y,-) = ivha (Kp) — ivha* (Kyp). (3.2.5)
cuyo dominio es la interseccién de los dominios de @ (K¢) y @* (Ky).
Esta combinacién particular de operadores de creacion y aniquilacion
cumple

Q) O (2, )| = 2ihIm (K, Kyo),, 1d

y por la proposiciéon 3.1 esto equivale a

Q@) Q)| = —inQ (1, 9) [d.

O sea que estos operadores cumplen el dlgebra CCR que describimos
anteriormente.

EN RESUMEN: La métrica ¢ nos permite construir un espacio de
Fock y operadores en este espacio que corresponden a los observables
Q (¢, -). La identificacion de los elementos ¢ del espacio de solucio-

nes S con los operadores Q/(I,LT ) se logra mediante un proyector> K
determinado por g. Este nos permite pasar de soluciones a elementos
del espacio de Hilbert de una particula, los que luego se utilizan para
construir los operadores segtin la férmula 3.2.5.

Asi mismo, a partir del proyector K y el producto escalar en el
espacio de Hilbert de una particula, se puede recuperar la métrica g
por medio de la expresion 3.2.3. Esto demuestra que la libertad en
la eleccién de una cuantizacién tipo Fock estd parametrizada por la
métrica g.

3.3 EL OSCILADOR ARMONICO

3.3.1 Introduccion

En esta seccién discutiremos un ejemplo clave para entender este
programa de cuantizacién: un oscilador armoénico con frecuencia w.
Este es un ejemplo sencillo, en el cual el contenido geométrico de la
ecuacion 3.2.2 se hace evidente y que ademads nos permite interpretar
la cuantizacién en el lenguaje de mecanica cudntica elemental.

La cuantizacién se inicia con el espacio de soluciones (reales) del
oscilador (S). Los elementos de este espacio son las funciones que
cumplen la ecuacién

Estrictamente hablando, K no es un proyector de S — H pues H no es un sub-
conjunto de S. Més precisamente es la restriccién a S de un proyector de Sg,: en

H.
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& d
dTZ +w?q=0cong(0) =gy mz?(o) = Po

es decir, las funciones de la forma
q(t) = % (qo+iLl)e it + 1 (gg—iLl)etict

Evidentemente se puede definir una equivalencia entre este espacio
de funciones y el espacio de M = R? mediante la relacién

(g0, po) € M +— g(t) € S con qo, po condiciones iniciales de g(f).

El segundo punto es elegir un producto interno g en S que cumpla
la igualdad 3.2.2. En la siguiente subseccion estudiamos el significado
de esa eleccion antes de seguir con la cuantizacion.

3.3.2 Interpretacion geométrica de 3.2.2.

Veremos que la ecuacion 3.2.2 es equivalente a decir que existen
bases del espacio de fase que son canénicas con respecto a (2 (en las
que ) adquiere la forma candnica) y ortonormales con respecto a g.
Esta es una interpretacion que se puede generalizar, pero la virtud
del ejemplo del oscilador es que los calculos para demostrarla son
muy sencillos.

Antes de comenzar notemos que siempre podemos aplicar la ecua-
cién 3.2.2 a los vectores unitarios con respecto a g y obtener

1=sup Q (u,0) (3.3.1)

conu,v € M, g(u,u) =1 = g(v,v). Esta es una versién simplifi-
cada, pero con el mismo contenido que la ecuacién 3.2.2.

Probaremos primero que la igualdad implica que existen bases ca-
nénicas y ortogonales a la vez.

Debido a que estamos en R? la antisimetria de Q obliga a que en
cualquier base la matriz que la representa sea de la forma

Qab:ﬁ[(l) _01]

Por lo tanto, toda base es candnica a menos de una constante de
normalizacién. Si ahora consideramos una base ortonormal {e;,e;}
de g, entonces dos vectores unitarios u, v cualquiera se pueden escri-
bir como

u = cos (6,) eq +sen (0,) e
v = cos (0y) e1 + sen (6y) ez

para algunos 6,, 0,. Luego, la forma simpléctica evaluada en este vec-
tores resulta

27
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Q (u,v) = cos (6,) sen (6,) QA (eq,e2) +
+sen (0,,) cos (6,) Q) (e2,e1) = B sen (6, —0y).

Ahora, aplicando la ecuacién 3.3.1,

1=sup Q (u,0)* = sup B2sen? (6, — 6,).
v v

De esta ecuacién se desprende que 82 = 1. En el caso = 1, la base
{e1,e2} es candnica y en el caso f = —1 la base {e,e1} es candnica.

En sentido opuesto, supongamos que tenemos una base canéni-
ca {eg,ep} dada. Con ella se puede definir una métrica dada por
g (x,y) = QxQy + PP, donde en Q,, P, son las componentes de x en
esa base. Por construccién, la base {eg,ep} es ortonormal con respec-
to a g. Como también es canénica entonces Q2 (x,y) = PxQ, — P,Q,.

Por otro lado, si u, v son vectores unitarios segtin ¢ entonces existen
6., 0, tales que

u = cos (6,) eq + sen (6,) ep
v = cos (6,) eg + sen (6,) ep.

Finalmente, evaluando Q) en esos vectores, obtenemos que Q) (1, v) =
sen (8, — 0,) y es claro que se cumple la igualdad sup Q (u,v)* = 1.
%

3.3.3 Construccion del proyector K

Como discutimos anteriormente, a partir de g y () se define una
estructura compleja | mediante

g(x,Jy) = Q(x,y).

En término de coordenadas g,,x*J%y° = Q,x*y° para todo x,y o tam-
bién J& = ¢ (). donde g™ es el inverso de g,;- En una base {eg,ep}
ortogonal y candnica (que existe porque se cumple la igualdad 3.3.1)
se puede escribir | explicitamente como

0 -1 0 -1 10
J= aque () = =
1 0 2 1 0 e 01
Es evidente que los valores propios de | son &i y que cada uno tie-

ne un subespacio unidimensional asociado si aceptamos coeficientes
complejos, es decir en Sg ~ C2. Estos dos subespacios son:

1. el espacio de Hilbert H, que es el espacio asociado con el valor

propio +i, generado por el vector normalizado €~ = % (eq — iep).

2. el espacio conjugado H, que corresponde al autovalor —i, gene-

rado por el vector normalizado et = 1= (eg + iep).

V2
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A partir de | se puede definir un proyector K al subespacio H, cuya
matriz en la base {eg,ep} es

, 1 +i
K:;(Id—z]):;[ ‘
—i 1
De la expresion es claro que Ke~ = ¢~ y Ke™ = 0 por lo cual K es

un proyector de Sg ~ C? — C ~ H. Notar que, siendo S ~ R de
dimensién finita, S, (Ia complecién de S) coincide con S.

3.3.4 El producto interno

El producto interno en Sg estd definido por g (extendida lineal-
mente a Sg,:) mediante (x,y) = E(Y,y). Expresado en términos de
la base {eg,ep} resulta (x,y) = Q,Qy + PrP,. También podemos ex-
presarlo en términos de la base {€~,e"}. Llamando z, = (¢7,x) y
wy = (€, x) obtenemos (x,y) = Zxz, + Wyw,. Notar que si nos res-
tringimos a vectores de # la expresién se reduce a (x,v);, = ZxZy,
obteniendo el producto escalar habitual en C (que es nuestro espacio
de Hilbert).

Como ya vimos en la presentacién general, el producto escalar en
H cumple la propiedad

(Kx,Ky)y = 3 8 (x,) — iQ (x,y)]

para x,y € S (reales). Esto puede verificarse directamente con la
expresion para el producto en la base {eg, ep}

g (x,y) —iQ (x,y) = QvQy + PxPy — i (PxQy — QxPy) =

= (Qx - pr) (Qy + ZPy) = 2zny =2 (Kx,Ky)H.

3.3.5 El espacio de Fock

En base al espacio de Hilbert # = {ze~ | z € C} ~ C con el pro-
ducto interno (x, y),, = Zxz, se construye el espacio de Fock simétrico

Fs(H)=CoHOH?eHB o ...

Los elementos de H®" son todos proporcionales a €~ ® ... ® €~ y
entonces el espacio H®" es unidimensional, con producto escalar
(s,1) = (Zns€ @ ..Q€ ,zZp€ ®..R € ) = ZysZy. Luego, los vecto-
res del espacio de Fock pueden ser escritos como |¥) = (zo, z1, 22, ...)
con z; nimeros complejos con el producto interno entre dos elemen-
tos dado por

[ee]

(Y1,¥Y2) = L Zn,Zn,-

n=0
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El requisito de que los vectores en F; (H) tengan norma acotada se
traduce en la condicién

(¥%) = L [l < o
n—=

n+1
Una base natural de 5 (H) es {|n)},_o; donde [n) = ((), 0,..1,0, ) .

3.3.6  Operadores del espacio de Fock

Sobre F; (H) se pueden definir operadores de aniquilacién

a(z) (zo,z1,22,...) = (Zzl, V2z25,/3223, )

y también de creacién

a* (z) (zo, 21,22, ) = (0, 220, V2221,V 3222, )

que dependen de la elecciéon de un elemento z de H. Los dominios de
estos operadores consisten de los vectores que cumplen las propieda-

des

[ee]

las cuales coinciden a la luz de la condicién Y |z, |2 < o0. Es evidente
n=0

que las combinaciones finitas de elementos de la base {|n)},_,;

cumplen estas propiedades, pero también lo hacen combinaciones
oo
infinitas como por ejemplo ), % |n).

Los operadores de bajad; y subida que se definen en la cuantiza-
cién usual del oscilador se corresponden con los operadores a = 4 (1)
y a* = 4" (1) de nuestro formalismo. Evaluando estos operadores
sobre la base ortonormal {|n)},_, de Fs (#) se obtiene que

aln) = (0,0,..., ﬁ,O,....) =nln-1)

n—+2
————
a*|n) =10,0,..,vVn+1,0,..| =vn+1|n+1).

Es claro que a*a|n) = n|n), lo cual implica que los vectores |n)
son autoestados de numero. Ademds [a,a*||n) = |n), con lo cual
[a,a*] = Id y también [4(z1),d"(22)] = (z1,22) Id.
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3.3.7 Operadores Q) (y, )

A partir de los operadores 4 (z) y @* (z) se pueden construir los
operadores

Qly,) = ivia (z,) - ivia* (z,)
En base a las relaciones de conmutacién de 4 (z) y a* (z) este operador
cumple la relacién esperada

Q) Q)| = =i (x,y) 4.

Mas alld de la definicién, es interesante entender qué representa
Q/(_y,\- ) en el lenguaje de la cudntica elemental. Para ello comencemos
estudiando los observables clésicos Q) (y, -). Ya vimos que en una base
{eq,ep}, la forma simpléctica sobre dos vectores x, y se escribe como
Q(y,x) = PyQx — QyPy. Por lo tanto, el observable Q) (y,-) cumple
Q(y,-) =PQ(-) —QyP(-), donde Q(-) y P(-) son las funciones en
el espacio de fase que seleccionan las componentes seglin eg y ep
respectivamente. En particular Q (ep,-) = Q(-) y Q(eq,-) = =P (+).
Pasando a los operadores que los representan en la teorfa cudntica se
obtiene que Q = Q@) y P = —Q@-).

Ahora podemos hacer la conexién con nuestra formulacién de la
teorfa cudntica, expresando los vectores eg y ep en términos de €y

€' y los operadores Qﬁp\,) y Q (eq, -) en términos de operadores de
creacion y aniquilacion.
Recordando que z, = (¢*,y) y z, = (¢, y) entonces

Q) = ivh[a(z) — 6 (z)] = iVR[a (e, y) - a* (e, y))].
Luego

O+iP =Q(ep —ieg,) = —iv/2Q (e*,) = V2hi (1) = \/2h a.

Asi resulta a = \/% (Q + iﬁ) y andlogamente a* = \/% (Q - ils),

que son las conocidas relaciones entre los operadores de bajada y
subida y los de posicion y momento. Es mas, la relacién de conmuta-
cion de Q y P se obtiene inmediatamente de la relaciéon para a y a*,

arrojando la CCR: [Q, 1/5] — ihld.
Desde otro punto de vista podemos expresar los observables Q) (v, )
en la base {€¢~, e} de la siguiente manera. Ya vimos que
Q(y,x) =gy, Jx) = izyzy — iw,wy,
por lo cual
Q(y,-) =izyz () —iwyw (-).
Trasladando esta igualdad a la teoria cuantica tenemos una forma

directa de conectar los operadores de creaci6n y aniquilacion con ob-

12
servables clésicos, es decir a = ==z y a* Z.
’ f y ~Vh
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3.3.8 El Hamiltoniano y la métrica g

Hasta ahora en la cuantizacién no ha aparecido ni la masa ni la
frecuencia del oscilador, pues las mismas no afectan el célculo de la
forma simpléctica. Tampoco hemos relacionado nuestra cuantizacion
con el Hamiltoniano y es alli donde apareceran esas cantidades.

En primer lugar, partiendo del Hamiltoniano escrito en términos
de variables de posicién 4 y momento p que cumplen p = m% y
dado por H = 5-p? + 1mw?q?, existe una eleccién de coordenadas
canodnicas, y por tanto una métrica g, que lo simplifican. Si definimos
nuevas variables canénicas Q = \/mwgq y P = —£—, entonces en ellas

vVmw’
el Hamiltoniano resulta

H = 5p? + tmw?q* = ¢ (Q* + P?)
y por lo tanto

g(y,y) =Q2+P2=2H(y).

Es decir, que el Hamiltoniano es ¥ por la métrica asociada a estas
2

coordenadas.
Construyendo el espacio de Fock a partir de ¢ obtenemos que

1(Q*+P2) =nh (a*a + %) y por lo tanto, el operador Hamiltoniano

es H = hw (a*a + %) De esta manera, la métrica g seleccionada por
el Hamiltoniano nos da una cuantizacién Fock cuyo vacio coincide
con el estado base del operador Hamiltoniano. Todas las construccio-
nes Fock en base a otras métricas son equivalentes a la nuestra (este
es un problema con grados de libertad finitos), pero el vacio que se
obtiene en ellas no coincide con el estado fundamental del Hamilto-
niano. Estos son los llamados squeezed vacuum.

3.4 RESUMEN

Hemos descrito la construcciéon de una cuantizaciéon de sistemas
lineales en base a los observables fundamentales Q) (¢, -) sobre un es-
pacio de Fock. También hemos introducido el dlgebra de Weyl, que
serd el punto de partida de la cuantizacioén algebraica que discutire-
mos en el siguiente capitulo. Esta nos proporcionard, a su vez, una
perspectiva mds amplia de las cuantizaciones Fock.

La cuantizacién presentada en el capitulo no es, en general, tinica
(ni siquiera a menos de transformaciones unitarias). Sin embargo, he-
mos mostrado que la libertad en la cuantizacién reside en la eleccion
de un producto escalar g en el espacio de soluciones que cumpla la
igualdad 3.2.2.

Como ejemplo elemental de la cuantizacién presentada hemos dis-
cutido a fondo el caso del oscilador arménico.
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En este capitulo discutiremos el enfoque algebraico en teoria de
campos. Este enfoque pone en la base de la construccién al dlgebra
de un conjunto minimo de observables. Sobre esta 4lgebra los estados
son incorporados como mapas lineales del algebra a C y la accién de
uno de estos mapas sobre un observable representa la evaluacién del
valor esperado del observable en el estado correspondiente. Esta teo-
ria también permite describir observables que no estan en el algebra
minima, pero ello requiere ciertas restricciones sobre los estados. Es-
to da origen de la distincién entre estados “fisicos” y “no fisicos”.
Comenzaremos el capitulo construyendo un algebra de observables,
que luego promoveremos a estructura fundamental. Con el algebra
ya definida discutiremos los estados cuasi-libres y su vinculo con la
cuantizacion Fock del capitulo anterior. Finalmente trataremos los es-
tados Hadamard y su rol como “estados fisicos”. En todo el capitulo
usaremos unidades con 71 = 1.

4.1 LA CONSTRUCCION DEL ALGEBRA DE WEYL

Al final de la seccién 3.1 presentamos un conjunto de operadores

o —

W(yp) = exp (1@ )) sobre un espacio de Hilbert F; () construi-

dos a partir del espacio de soluciones (S, }). También notamos que,
como consecuencia de las CCR, cumplen las siguientes relaciones:

- W(y) = W(—p)

—

= W) W(g2) = exp (20(p1,92)) W(i1 + $2)

—

Los W(y) pertenecen al conjunto de los operadores lineales y aco-
tados F; (H) — Fs (H) que llamaremos L (Fs (H)). Dicho conjun-
to tiene una estructura de C* — dlgebra con la norma uniforme (ver
apéndice B.2). Luego, el conjunto de operadores que se pueden escri-
bir como combinaciones lineales finitas de operadores de Weyl W (1)
forman una sub-C*-4lgebra (tomando la clausura en la norma unifor-
me). Esa es la llamada Algebra de Weyl y en adelante la designaremos
simplemente como A.

La construccion que acabamos de presentar parte de una cuantiza-
cion Fock del sistema. Por lo tanto seria esperable que, para sistemas
con infinitos grados de libertad, el dlgebra resultante dependiera de la
eleccién de una de las infinitas construcciones Fock no-equivalentes.
Por suerte para el enfoque algebraico este no es el caso. Ha sido pro-
bado que la C*-dlgebra resultante (incluida su norma) no depende en
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absoluto de la representacién en base a la cual estd construida (ver
Slawny[33] o alternativamente el teorema 2.2.2 de Haag [18] y el co-
rolario 2.2.6 de Bratteli and Robinson [8]). Esto nos permite promover
el algebra de Weyl al lugar de objeto fundamental y ver a las cons-
trucciones Fock como representaciones de esta dlgebra sobre espacios
de Hilbert.

Vale la pena acotar que si bien esta construccién tiene la deseable
propiedad de permitirnos trabajar con operadores acotados, existen

autores que trabajan con el 4lgebra de operadores no acotados Q(, -).
Esto lo hace, por ejemplo Radzikowski [30], uno de los autores de
referencia en esta tesis.

4.2 ESTADOS ALGEBRAICOS

En el enfoque algebraico los estados w : A — C son definidos como
mapas lineales en el dlgebra A, donde w (A) con A € A se interpreta
como el valor esperado de A en el estado w. Pero no cualquier mapa
lineal serd un estado. Las condiciones extra que se piden son:

1. Condicién de positividad:
w (A*A) > 0 para todo A € A

2. Condicion de Normalizacion:

w(ld) =1

Estas condiciones incorporan, en un lenguaje algebraico, propieda-
des de los estados fisicos que conocemos en mecénica cudntica. Para
discutirlas brevemente, imaginemos dos escenarios. En primer lugar,
que los estados algebraicos representen estados puros, es decir, vecto-
res en el espacio de Hilbert. En ese caso la primera condicién dice
que

0 < w(A*A) +— (w|A*A] W)y = <AW/A“)>; = HAC‘)HZF 20
y la segunda condicién dice que
A 2
1= w(Id) « (@ ‘Id’ w>f = (w,w) 7 = || =1

donde hemos distinguido como A a los operadores en el espacio de
Hilbert que representan a los elementos A del édlgebra abstracta. En
este caso vemos que las nociones algebraicas de positividad y norma-
lizacién coinciden con las nociones homénimas en espacios de Hil-
bert.

El razonamiento anterior se puede aplicar también si el estado al-
gebraico representara un estado mixto en el espacio de Hilbert. En di-
cha situacién el estado mixto se representa por una matriz densidad
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p = Lpi|$i) (il , siendo {[¢;)} una base ortonormal y p; los pesos

1
relativos de cada estado en la mezcla. A su vez, el valor esperado de
un observable A se calcula como (A) = Tr (pA) y por lo tanto, la
condicién de positividad implica

w(A*A) = Tr (pA"A) = Lpi (il A*Aly) = Tpi | A ga)* >0

y la condicién de normalizacién equivale a w (Id) = Y_p; = 1. Es cla-
i

ro que la interpretacion de ambas condiciones es la misma que para
estados puros. De hecho, un estado puro |¢) se puede ver como un
caso particular de matriz densidad con p = [¢) (¢| . Con un célcu-
lo similar se pueden verificar las misma propiedades para matrices
densidad con espectro continuo.

4.3 CONSTRUCCION GNS

Sabemos que hay un estado algebraico para cada vector o matriz
densidad en el espacio de Hilbert, pero surge naturalmente la pre-
gunta jexiste una matriz densidad en el espacio de Hilbert para cual-
quier estado algebraico que cumpla las condiciones de positividad y
normalizacién?

La respuesta para una representacion dada del dlgebra en un espa-
cio de Hilbert es no. Pero dado un estado algebraico w siempre se
puede encontrar un espacio de Hilbert y una representacion del élge-
bra de Weyl en la cual w si corresponde a un vector de dicho espa-
cio. Esta representacion se puede obtener por medio de una construc-
cién conocida como GNS (Gelfand-Naimark-Segal). En ella se cons-
truye explicitamente un espacio de Hilbert a partir de un estado w
y de la propia élgebra A. El primer paso es transformar el mapa
(A,B) = w(A*B) con A,B € A en un producto interno, y a los
elementos del dlgebra en un espacio de Hilbert con este producto
interno. La construccién lleva al siguiente teorema, cuya prueba se
encuentra en el capitulo “Topics in Functional Analysis” de [34].

Teorema 4.1. (de GNS)

Dada una C* — dlgebra A con elemento identidad y un estado w :
A — C, existe una tnica terna (F, 7y, |¥)) (a menos de una trans-
formacién unitaria), con F,, un espacio de Hilbert, 77, : A — L (Fy)
una representacion del algebra y |'¥) un vector ciclico, tales que

w(A) = (Y| 7w (A) [F) -

Hay dos conceptos matemaéticos en este teorema que conviene acla-
rar. Por un lado recordemos que una representacion lleva los elemen-
tos del 4lgebra a operadores sobre un espacio de Hilbert que realizan
dicha algebra. Por ejemplo, el dlgebra de Weyl es representada por las
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combinaciones lineales de operadores de Weyl W. En segundo lugar,
cuando decimos vector ciclico nos referimos a un vector para el cual el
conjunto {7, (A) [¥) | YA € A} es un subespacio denso de F,.

Con este teorema tenemos una forma de traducir estados en el alge-
bra a estados en un espacio de Hilbert, utilizando como “diccionario”
la representacioén del édlgebra 71.,(.A). Ahora bien, no todo estado al-
gebraico tendrd una representacién en la construccion GNS de un
estado algebraico dado. En aQFT se utiliza el nombre folium de w para
referirse al conjunto de matrices densidad asociadas a la construccién
GNS del estado w.

Otra nocién algebraica relevante es la distincién entre estados alge-
braicos puros y mixtos. Un estado es puro si no puede escribirse como
una combinacién lineal de otros dos estados algebraicos y de lo con-
trario es mixto. Vale aclarar que las nociones de estado algebraico
puro y mixto no coinciden con las nociones en el sentido de espacios
de Hilbert. Por ejemplo, en la construcciéon GNS a partir de un estado
w, ese estado siempre es representado por un vector |¥) (estado pu-
ro en JF) sin importar si w es un estado algebraico puro o mixto. La
razon para distinguir entre estados algebraicos puros y mixtos es que
los estados algebraicos mixtos generan representaciones GNS reduci-
bles y esto si implica una conexién entre ambas nociones de estados
mixtos. El cardcter reducible de una representacion implica que el es-
pacio de Hilbert F se divide en un conjunto de subespacios F; que
son invariantes bajo la accion de los operadores en 71, (.A). Entonces
el vector ciclico |¥) que representa al estado algebraico es una suma
[¥) = Y |¢;) de vectores |¢;) no nulos que pertenecen respectivamen-

1
te a los subespacios F;. Por lo tanto, en este estado, el valor esperado
de un observable A € 71,,(A) se calcula como (¥| A |¥) = Tr <pg)

con p =Y |¢;) (¢;|. Es decir que un estado algebraico mixto se compor-
i

ta como un estado mixto (en el sentido de espacios de Hilbert) a la
hora de calcular valores esperados de observables del dlgebra.

4.4 ESTADOS FISICOS

La estructura algebraica que resefiamos hasta aqui incorpora en un
mismo formalismo todas las construcciones tipo Fock de sistemas li-
neales (y muchas no Fock) y pone en pie de igualdad a todos los
estados algebraicos. Pero el precio que se paga es que s6lo un sub-
conjunto de observables estdn incorporados en ella (los que estan
comprendidos en la clausura de combinaciones lineales de operado-
res de Weyl). Si ahora queremos extender el conjunto de observables
a uno que incluya, por ejemplo, al tensor stress-energia (ver seccién
4.4.3) entonces surge un problema grave. A nivel del dlgebra es posi-
ble pensar este tipo de observable como limites (en alguna topologia
en que el algebra no estd cerrada) de observables que estdan en el



4.4 ESTADOS FISICOS

algebra, pero eso no implica que la accién de los estados (que son
funcionales sobre el dlgebra) esté bien definida como un limite. Es-
quemdticamente se puede expresar asi: dados A; € A y un estado
w: A — C,entonces A; — A no implica que w (A;) tenga un valor
limite que nos permita definir w (A). La solucién inmediata a este
problema es delimitar el conjunto de observables relevantes y luego
restringir el conjunto de estados algebraicos a aquellos cuya accién
esté bien definida como limite. Dicho de otra forma, sélo algunos es-
tados algebraicos serdn considerados “fisicos”. Estos son los estados
en los cuales el valor esperado de todos los observables relevantes
estd bien definido.

Siguiendo esta linea de acciéon se han propuesto en la literatura
diversas nociones de estados “fisicos”. En este trabajo nos concentra-
remos en el tipo de estados llamados Hadamard, que es la nocién de
estado fisico mds aceptada.

Otro conjunto de estados algebraicos importante (y no disjunto con
los estados Hadamard) es el de los cuasi-libres. Este tipo de estado es
el mas utilizado para describir la teoria libre pues su construcciéon
GNS arroja una construcciéon Fock como la que presentamos en el
capitulo tres. De hecho, la eleccién de un estado cuasi-libre se puede
identificar claramente con la eleccién de un producto interno g, que es
el centro de la cuantizacién Fock como vimos en ese capitulo. Antes
de pasar a la discusién de los estados Hadamard, nos detendremos a
discutir mas en detalle este conjunto.

4.4.1  Estados cuasi-libres

Definimos un estado cuasi-libre como un estado que cumple

o () = (15

para todo operador de Weyl, siendo g cualquier producto interno en
el espacio de soluciones S que cumpla la condicién 3.2.1

g (Y1, 1) g (P2, 92) = Q (Y1, 42)*.

El estado wy es puro si y solo si la desigualdad se satura para cual-
quier ¢, # 0, como se demuestra en Kay and Wald [25].
Con esta definicién wy satisface claramente la condicién de norma-

lizacién ya que wg (Id) = wq (I/V(\O)) = exp (0) = 1. La positividad
de w, también es clara para los generadores m del &lgebra, pero

la condicién 3.2.1 sobre el producto interno es necesaria y suficiente
para asegurar la positividad sobre todos los elementos del algebra.

La interpretacion fisica de los estados cuasi-libres estd intimamen-
te ligada con las funciones de correlaciéon, que por otra parte serd un
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concepto clave en los siguientes capitulos. Por esta razén, en el apén-
dice C, incorporamos algunas ideas bdsicas para entender la nocién
de funcién de correlacién en el enfoque algebraico.

Como se demuestra en dicho apéndice, para estados cuasi-libres
todas las funciones de correlaciéon estan definidas. Dentro de ellas, las
funciones de n puntos con n impar son cero, la funcién de correlacién
de dos puntos es

A p2) = 5 18 (1, 92) — 12 (9, 92)]

y las funciones de mayor orden son sumas de productos de funciones
de dos puntos. Esto coincide con las propiedades de las funciones
de correlacién en la cuantizacién Fock estdndar del campo libre en
espacio-tiempo plano y es una primera prueba de la conexién que
discutiremos en la préxima subseccion.

4.4.2 Conexion con la construccion Fock

Como vimos en la subseccién anterior, un producto interno que
cumple la inecuacién 3.2.1 identifica a un estado cuasi-libre. También
sabemos de la seccién 3.2.3 que el mismo producto interno define una
cuantizaciéon Fock. Como el lector ya habré advertido, estos hechos no
son una coincidencia. Resulta que la representacion del algebra obte-
nida por la construccion GNS en base al estado wy es la cuantizacion
Fock construida en base al producto interno g, con w, representado
por el vacio Fock. Esta conexion entre ambas construcciones nos per-
mite reinterpretar la libertad para elegir una cuantizacién Fock como
la libertad de elegir un estado cuasi-libre como vacio.

Verifiquemos la relacién explicitamente. En la cuantizacién Fock
todos los operadores de Weyl estan representados por operadores de
la forma

o (W(1p)) = i) = o (Kp)=a(Kyp),

Usando la relacién de conmutacion [a (Kip) ,a* (Ky)] = (Ky, Kip),, Id
y la identidad e "8 = e 2lABlpARB, que se cumple para cualquier par
de operadores A, B cuyo conmutador sea proporcional a la identidad,
entonces los operadores de Weyl se pueden escribir como

T (W()) = e~ KK (k)1 (F).
Si ahora calculamos su valor esperado en el vacio, obtenemos
(0] 7 (W())[0) 5, = e~ KPKD (0] et (KPIED) o), = e K0 KD

donde hemos usado que @ (K¢) [0) = 0y que 4* (K¢) es el adjunto
de 4 (K¢). Finalmente, en términos del producto interno g definido

por g (1, 92) = 2Re ((K4p1, Kipp),,) resulta



4.4 ESTADOS FISICOS

(S 9) espacio de A algebra ||| g satura la
r

soluciones de Weyl inecuacioén
producto ¢
internoen §

via proyector K (fS,W((b ))
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Y
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Figura 1: Esquema de la relacién entre las construcciones Fock y algebraica
a partir de un producto interno que cumple la inecuacién 3.2.1

(0] 7t (W()) [0) , = e~ 38009,

De modo que el vacio |0) del espacio de Fock representa al estado
cuasi-libre w, construido a partir de g. Luego, como la representacion
obtenida por la construccion GNS es la tinica en la cual el estado es
un vector ciclico, y |0) es ciclico en el espacio de Fock, entonces debe
coincidir con la construccion Fock en base a g.

En el capitulo tres hemos discutido especialmente la cuantizaciéon
Fock construida a partir de una métrica ¢ que cumple la ecuacién
3.2.2, lo cual arroja una representaciéon irreducible del algebra de
Weyl. Sin embargo, como lo demuestra la proposicién 3.1, también
se puede realizar una construccién Fock a partir de una métrica que
cumpla la inecuacién 3.2.1, pero en ese caso la representacion es re-
ducible y eso se corresponde, como ya marcamos, con que el estado
cuasi-libre definido por g sea un estado algebraico mixto. Para fijar es-
tas ideas presentamos el esquema 1 como forma grafica de sintetizar
lo dicho en estos dltimos parrafos.

4.4.3 Estados Hadamard

Como vimos en la seccién anterior, la restriccién a vacios cuasi-
libres resulta ser muy conveniente. Sin embargo no asegura que los
objetos del tipo® (0| ¢(x)¢(x)|0) puedan definirse adecuadamente.
Estos objetos son fundamentales en el calculo de, por ejemplo, el valor
esperado del tensor stress-energia, el cual juega un papel fundamen-
tal en las teorias semi-clasicas® cuyos resultados siguen siendo la re-

Ver primera seccién del apéndice C para una discusién detallada.
2 En el enfoque semi-cldsico se estudia la interaccién entre un campo gravitatorio
clasico g, y campos de materia cudnticos. Estos campos de materia actdan como

fuentes gravitatorias a través del valor esperado del tensor stress-energia <f\ab> de

acuerdo a la ecuaciéon G, = 87 <T,;,>, donde G, es el tensor de Einstein.
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ferencia principal para las teorias cudnticas de la gravedad. Ademas,
este es un punto clave para llevar adelante un desarrollo perturbativo
de la teoria de campos equivalente al que se realiza en espacio-tiempo
plano (ver Hollands and Wald [21]).

La solucién planteada en la mayor parte de la literatura es restringir
los estados posibles a aquellos para los cuales la parte divergente de
éﬁg (0] ¢(x)¢(y) |0) tenga una forma fijada por la llamada condicion

Hadamard.

La forma definitiva de esta condicién estd explicada en detalle en
la seccion 3.3 de [25], pero a grandes rasgos consiste en exigir que la
funcién de dos puntos tenga la forma

H(x,y) = G +V(x,y)Ln (o) + W(x,y)

siendo ¢ la distancia geodésica cuadratica entre x e y,
V(x,y) = Loi(x,y)et . W(xy) = Zwi(x,y)o’
1 1

donde U, v; y w; son funciones suaves que se obtienen imponiendo la
ecuacién de campo en ambas variables.

Esta forma funcional reproduce la estructura de la funcién de dos
puntos en espacio-tiempo plano (ver apéndice D.3), pero los detalles
sobre la misma no son cruciales en esta tesis, pues en 1996 Radzi-
kowski [30] demostré que es equivalente a otra condicién que es mds
intuitiva desde el punto de vista fisico y estd muy relacionada con
uno de los axiomas de Wightman de la Teoria Cudntica de Campos Axio-
mdtica. Se trata de la llamada condicién espectral (ver la seccién II.1 de
Haag [18]), la cual exige que la energia sea positiva (0 al menos aco-
tada por abajo), pero no es aplicable al caso de espacio-tiempo curvo.
La nueva condicién introducida por Radzikowski funciona como un
equivalente de la condicién espectral en espacio-tiempo curvo. A ello
debe su nombre de condicion espectral microlocal (uSC). En el capitulo
siguiente daremos una descripcién de la misma y por lo tanto debere-
mos repasar conceptos del andlisis microlocal (ver Hormander [23]).

4.4.4 Teorema de Verch

Uno de los resultados principales que muestran la importancia de
los estados de Hadamard y que ha sido uno de los focos de esta te-
sis fue obtenido por Verch [37]. Como discutimos en el capitulo tres,
el teorema de Stone von-Neumann no funciona en teoria de campos
porque los grados de libertad son infinitos. Ahora bien, si uno aisla
los modos de momento muy alto y muy bajo de un campo, lo que
resta son un ntimero finito de modos. La condicién Hadamard limita
fuertemente los modos de momento alto, quedando sélo los modos
de baja frecuencia como testigos de la no equivalencia de las repre-
sentaciones. Estos modos se manifiestan en escalas espaciales muy



4.5 RESUMEN

grandes y por lo tanto es esperable que exista algtin tipo de equi-
valencia si uno estudia estados Hadamard en regiones acotadas del
espacio-tiempo. En ese sentido Verch prob6 que dados dos estados,
w1 Yy woy, cuasi-libres y Hadamard, y la restriccién Ap del dlgebra de
Weyl a una region O del espacio-tiempo abierta y de clausura com-
pacta, se cumple que:

cualquier matriz densidad en la construccion GNS en base a w; coincide
con alguna matriz densidad en la construccion GNS en base a w; cuando se
las restringe al dlgebra Ao. De esta manera, localmente los folia de ambas
construcciones coinciden.

Notar que esta coincidencia de los valores esperados, se extiende a
observables definidos como limites de elementos de Ap, por ejemplo
el tensor de stress-energia.

En particular, el resultado de Verch implica que las representacio-
nes GNS del algebra Ay son cuasi-equivalentes (ver definicién en Dix-
mier [13]). Esta relacion entre las representaciones es mds débil que
la equivalencia unitaria, pero ambas coinciden cuando las representa-
ciones son irreducibles (ver proposicion 5.3.3 de Dixmier [13]).

4.5 RESUMEN

En este capitulo presentamos un enfoque algebraico sobre el pro-
ceso de cuantizacién, que se centra en un algebra minima de obser-
vables. Su principal ventaja es que logra incorporar en un mismo
marco tedrico todas las representaciones del dlgebra de Weyl. Sobre
esta algebra se definen estados como funcionales lineales que asig-
nan a cada elemento del algebra su valor esperado en dicho estado.
Dado un estado se puede definir un espacio de Hilbert y una repre-
sentacién del dlgebra sobre ese espacio mediante una construccién
conocida como construccién de GNS. En particular las construcciones
GNS en base a estados cuasi-libres coinciden con las cuantizaciones
Fock del capitulo anterior.

La necesidad de incorporar en la teoria observables que no perte-
necen al dlgebra nos motiva a restringirnos a estados Hadamard. Con
esta restriccion las teorias resultantes tienen dos caracteristicas impor-
tantes:

= permiten una descripcion semi-cldsica de la interaccién de cam-
pos de materia con la gravedad y ademads habilitan un desa-
rrollo perturbativo de teorias de campos con interaccién sobre
espacio-tiempo curvo (Hollands and Wald [21]).

= por el Teorema de Verch la cuantizacién es tnica (localmente).
Todas las cuantizaciones en base a estados Hadamard y cuasi-
libres son cuasi-equivalentes cuando se restringen a observables
en una regién acotada.
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5.1 INTRODUCCION

Este capitulo debe su existencia a un resultado obtenido por Rad-
zikowski [30] que permite entender la condicién Hadamard en térmi-
nos de la transformada de Fourier (TF) de las funciones de correlacion.
Especificamente, Radzikowski prob6 la equivalencia de esta condi-
ciéon con la Condicion Espectral Microlocal (1SC). Es mds, para estados
cuasi-libres, fue probado por Strohmaier et al. [35] que la condicién

uSC es equivalente a una condicién sobre la TF de ¢ (f) |0), es decir,
los quanta del campo de K-G. En la expresion anterior ¢ (f) es el ob-
servable campo promediado que mencionamos en la seccién 2.5 y que
discutiremos en detalle en el siguiente capitulo.

La importancia del resultado de [35] es que esta version de la con-
dicién 4SC es una formulacién local de la condiciéon de positividad
de la energia y esto le da un sentido fisico mucho mds concreto a la
condicién Hadamard. La discusiéon detallada de este punto se da al
final del capitulo, luego de introducir las herramientas matematicas
necesarias.

Como mencionamos anteriormente, el énfasis en este capitulo esta
en estudiar la divergencia de ciertas distribuciones (las funciones de
correlacién) en el espacio-tiempo. El resultado clave que vincula di-
vergencia y TF es que las funciones suaves tienen una transformada
que cae rapidamente en el limite de momento grande, de lo cual se
desprende que las divergencias estdn relacionadas con el decaimiento
“lento” de la TF en dicho limite. En el caso de espacio tiempo-plano
se puede utilizar el andlisis de Fourier para trabajar con las nocio-
nes de momento y frecuencia. Esto no sucede en un espacio-tiempo
curvo general, pues no existe una nocién natural de onda plana y
por tanto de transformada de Fourier. El andlisis micro-local es una
herramienta matematica que nos permite sortear este problema. Con
él podemos definir una nocién local de transformada de Fourier que
brinda informacién sobre las divergencias de distribuciones en torno
a un punto del espacio tiempo.

Un tratamiento profundo de los métodos de andlisis microlocal se
encuentra en el libro de Hérmander [23], una referencia ineludible en
el area. Aqui nos limitaremos a enunciar los resultados fundamenta-
les que utilizamos en este trabajo.

En cuanto a la aplicacién de los resultados de dicho texto a nuestro
problema es conveniente hacer algunas puntualizaciones. En primer
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lugar, dado que modelamos al espacio-tiempo como variedad y que
nos interesa estudiar distribuciones en un entorno de un punto, siem-
pre podremos identificar una regioén pequefia del espacio-tiempo con
un abierto de R" (via una parametrizacion local). De este modo los re-
sultados obtenidos para R” son facilmente exportables a variedades.
En segundo lugar, las distribuciones estdn definidas como mapas a
C, pero se puede sustituir C por otros espacios normados como R o
espacios de Hilbert.

5.2 DEFINICIONES

Antes de comenzar invitamos al lector no familiarizado con el len-
guaje de teoria de distribuciones a repasar el apéndice A, el cual con-
centra algunos conceptos imprescindibles para esta seccion de la tesis.

Comenzamos presentando varias definiciones clave para el desarro-
llo del capitulo. En particular introducimos la nocién central de Wave
Front Set.

Definicién 5.1. (Entorno cénico)

Un entorno cénico I' de un vector k € R" es un conjunto I' =
{ock’ |k eV, a> O} con V un entorno de k.

NOTACION: Dado un abierto X C R”" llamaremos X x R" \ 0 al
conjunto {(x,k) € X x R" | k # 0}.

Definicién 5.2. (Direccion regular)

Dado un abierto X C R", un espacio vectorial B con norma y una
distribucién u € D' (X, B) que toma valores en B, decimos que un
par (x,k) € X x R"\ 0 define una direccion regular en x si existe una
funcién f € CF(X), con f(x) # 0, y un entorno cénico I' de k tal que:

< 0

» VYN sup <1+|k’|N> Hﬁt(k’) .

kK'el

siendo ﬁt (k") la TF del producto® fu. B puede ser, por ejemplo, R, C
o un espacio de Hilbert.

La regularidad postulada significa que ﬁt (k") es acotado y cae mas
rapidamente que cualquier potencia |k’| cuando k' — oo en T, es decir
en la direccién de k y direcciones vecinas.

Definicién 5.3. (Punto reqular)

A los puntos x que s6lo poseen direcciones regulares se los llama
puntos regulares

Para la transformada de Fourier usamos la notacién f(k) = [ f(x)e=**d"x y para

la anti-transformada la notacién es f(x) = [ f (k)ek*d"k con d"k = (g:;n .
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Definicién 5.4. (Soporte singular)

Al complemento del conjunto de puntos regulares se lo denomina
soporte singular de la distribucion.

Por ejemplo, si el soporte singular de una distribuciéon es vacio,
entonces la distribucién es una funcién C*.

Definicion 5.5. (Wave Front Set)

Al conjunto de pares (x,k) € (X xR")\ 0 tal que k no es una
direccion regular en x, se lo denomina Wave Front Set (WF).

El WF describe no sélo los puntos donde una distribucién es sin-
gular, sino también las direcciones de la TF que determinan dicha
singularidad. En palabras podemos decir que el WF es el conjunto de
los puntos y las direcciones en las cuales la TF no cae més rapido que
cualquier potencia del argumento k, cuando este se hace grande.

5.3 EJEMPLOS

La aplicacién a algunos ejemplos puede ser de utilidad para enten-
der el concepto. En todos los ejemplos f € Cj° (R") — C serd una
funcién de prueba (suave y de soporte compacto) y las distribuciones
seran del tipo u € D' (R",C).

Ejemplo 5.1. El WF de una funcién g € C* (R") es vacio.

Discutiremos el ejemplo en R por simplicidad, pero esta demostra-
cion se extiende a IR". Para calcular el WF de g debemos multiplicarla
por una funcién i € C§° (R) con soporte en torno al punto de interés
y luego estudiar la transformada de Fourier de f = hg. Dado que
f € C§° (R) entonces la transformada de Fourier de sus derivadas de
cualquier orden estan bien definidas. Explicitamente

9 (k) = [ (e e =~ (x) (k) e~ e = ikF (k)

y luego %(k) = (—ik)" f(k) . Por otro lado )f(k)‘ estd acotada por la
aproximacion

k)| = | [ (e

R

< [|f(x)]dx < Lomax |f(x)| = Co
R

donde Ly es la longitud de cualquier intervalo que contenga el sopor-
te f. Lo mismo sucede con todas sus derivadas. Por lo tanto, uniendo
ambos resultados, para cualquier m y cualquier k se cumple

FTT

(1+ k7)) = |76 + 30| < o+ G <
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De aqui se puede concluir que todas las direcciones son regulares en
el soporte de /1 y dado que esta funcién puede elegirse arbitrariamen-
te WF (g) = @.

Ejemplo 5.2. El WF de la distribucién 6 de Dirac en R, definida por
5 (f) = £(0).

Aplicando la definicién de producto de distribuciones por funcio-
nes suaves y de TF de distribuciones

(£2) (k) = fo(e=) = o(fe) = f(0)e 0 = £(0).

Para cualquier punto x diferente de 0 podemos elegir una funcién f
tal que f(x) # 0y f(0) = 0. Entonces WF (4) no contiene puntos
diferentes de 0. Si x = 0, la definicién requiere que f(0) # 0y por
tanto la TF no decae con k en ninguna direccién. Esto implica que

WE (8) = {(0,k) | k # 0}.

Ejemplo 5.3. La distribucién ”T( ) =1/ (x - iO)” 0 més exactamente
*) ds, con fecy.

la distribucién definida por T(f lzm f P

Calculando ﬁ" se obtiene

zks

f (k) = eli)n&f s—ie
En primer lugar veamos que la transformada de Fourier de T es
2mif_ siendo 6_(x) = 0(—x) y 6 el escaléon de Heaviside. Para ello

0
1 _ iks ,ek
— =i [ "e“dk y entonces

—00

. oo 0o
T(g)=T(3) = lim [ £Clds = lim f F(s)i [ eleckdkds =

L J s—ie
e—=0" T

0
= limi feek fg ) eksdsdk = lingife€k27rg (k) dk =
e—0" “o

e—0t
0
=2mi [ g (k)dk =2mif_ (g).

Luego aplicando propiedades elementales de la transformada de Fou-
rier

fT() = 5 (f*T)< ) = i(f*G—) (k)=z‘if(k—k/)dk/:

(cambio de variable u = k — k')
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Si k > 0 entonces en el limite k — +oo la integral cae mas répido
que cualquier potencia de k porque f lo hace. Por lo tanto los pares
(0,k < 0) son regulares. En cambio si k < 0 entonces cuando k —

+oo
—oo la integral tiende a i [ f(u)du = 2mif(0). O sea que los pares

(0,k < 0) estdn en el WF de T. En cualquier otro punto distinto de
0 podemos elegir f de forma tal que f(0) = 0 y como conclusion
WE (T) = {(0,k) |k > 0}.

Ejemplo 5.4. La distribucién escalén 6 definida por 6 (f) = [ f(x)dx
+

El cdlculo de la TF es inmediato
fO (k) =6 (fe™) = [ fx)e **dx.
]R+

Si la funcién f tiene soporte sélo en x < 0, la TF es cero. Por tanto
los puntos x < 0 no pertenecen al WF. Por otro lado, si el soporte
de f estd en x > 0, entonces f0 (k) = f(k) y esta es una funcién que
cae mds rapido que cualquier potencia de k ya que f es suave. De
esta manera sélo el punto x = 0 estd en el soporte singular. Luego
podemos usar que la derivada de la funcién escalén es la 6 de Dirac
y el resultado que veremos en la siguiente subseccién segtin el cual
WF (1) C WF(u) siendo u una distribucion y u’ su derivada. Esto
implica que WF () = {(0,k) |k # 0} pues WF () = {(0,k) |k #0} y
no hay otros pares que puedan estar en WF (0).

En este caso es facil calcular de forma explicita como es el compor-
tamiento de la TF de la funcion escaldn, visto como el limite ene — 0
del escalon regularizado Be(x) = 0(x ) ~¢*. Primero se obtiene la trans—
formada de 6, ( fe ilk=ie)x gy = y luego 0 = lz De

z 0+k 16

aqui se desprende que 9 = —iT(k) y que transformada de Fourier del
escalon cae como 1/k en los limites k — 0.

Ejemplo 5.5. Por ultimo tomemos el caso de la delta 1-D en un
espacio 2-D, es decir la distribucién ¢ (x) donde x es una de las
coordenadas en RR?, cuya acciéon sobre una funcién de prueba es

= [ £(0,y)dy.

Si tomamos una funcién suave f(x,y) y calculamos 7‘:5 se obtiene

ﬁ(erky) = [ £(0,y)e *Oe~kvdy = J?O(ky)

donde fo(y) = f(0,y). Para cualquier punto fuera del eje y se pue-
de elegir una funcién C§° cuyo soporte incluya al punto pero no al
eje y, con lo cual ﬁ(ky) = 0. Luego en los puntos del eje, si ha-
cemos el limite ﬁ()\kx,)xky) cuando A — oo, estd cae mds rapido
que cualquier potencia de |Ak| porque f es suave, excepto si toma-
mos ky = 0, en cuyo caso la transformada no cae. De este modo

WEF (6(x)) = {(x,y, ks, ky) |y =0,k, =0}
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5.4 OPERACIONES CON DISTRIBUCIONES Y EL WF

Ademas de las operaciones definidas en el apéndice A existen otras
operaciones sobre distribuciones que pueden definirse si se cumplen
ciertas condiciones sobre el WF, como la multiplicacién y la restriccion
de distribuciones a sub-variedades. También va a ser importante para
nuestros fines saber como impactan algunas operaciones sobre el WF
del resultado. Comencemos repasando esto tltimo en las operaciones
definidas en el apéndice, siendo u € D' (R"), v € D' (R™) y f €
Cy (R")

PRODUCTO POR UNA FUNCION SUAVE: Se desprende del lema
8.1.1 de Hormander [23] que

WEF (fu) C WF (u).

CONVOLUCION CON UNA FUNCION SUAVE: La convolucién con
una funcién suave y de soporte compacto arroja una funcién C* y
por lo tanto

WFE (f*u) =0

Esto es consecuencia del comentario al final del apéndice A. Si u es
de soporte compacto, la transformada de Fourier de f * u se obtiene
como ﬁ/u(k) = f(k)i(k). Dado que f cae mas répido que cualquier
potencia de k cuando k — ooy que u estd acotado por alguna potencia
de k entonces el producto cae mas rapido que cualquier potencia de
ky WF(f*u) =@.Siuno es de soporte compacto, siempre puede
ser sustituida por otra distribucién de soporte compacto que coincida
con u en un conjunto acotado sin cambiar el resultado de WF (f * u)
(pues f es de soporte compacto).

DERIVADA: Utilizando las propiedades de la transformada de Fou-
rier vistas en el ejemplo 1 de la seccién anterior se puede probar que
WF (9;ju) C WF (u) o de forma mds general,

WE (P(u)) C WE (1)

siendo P un operador diferencial con coeficientes suaves.

PRODUCTO TENSORIAL DE DISTRIBUCIONES: Dado que la trans-
formada de Fourier del producto tensorial es el producto de las trans-
formadas entonces

WF (u®v) C [WF (u) x WF (v)] U [(supp (u) x {0}) x WF (v)]U

U [WE (u) x (supp (v) x {0})]
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SATURACION DE UNA ENTRADA (TEOREMA DE KERNEL): En el
apéndice A discutimos que, dada una distribuciéon K € D’ (X; x Xj),
existe un tnico mapa KC : C§° (Xp) — D' (X;) tal que Kf(g) = K(f,g)
siendo f y g funciones de prueba. El WF de K f cumple

WE (Kf) € {(x,k) | (x,y,k,0) € WE(K),y € supp (f)}.
5.4.1 Operaciones determinadas por el WF

Como primer paso definiremos una operacion clave, el pullback de
una distribucién por un mapa suave entre dos espacios. En el caso de
una funcién suave ¢ : Y C R" — C, el pullback a X por un mapa
suave f : X — Y C R"™ se define simplemente como la composicion,
es decir f*¢g = go f. La generalizacién a distribuciones requiere de la
introduccion de varias nociones relacionadas con el WF. Esta es una
ampliacion necesaria pues esta operacion nos permite extender, por
ejemplo, la nocién de WF a distribuciones sobre variedades.

Definiciones previas:
Sean X C R",Y C R™ dos abiertos y f : X — Y un mapa C*.

» El conjunto de los normales al mapa f es
Ny = {(F(0).m) € Y xR (F()) 5 =0
donde la coordenada i de (f'(x))" 7 es ?g{:ﬂj.

= Si I' es un subconjunto cénico de Y x R™, es decir un conjun-
to invariante bajo el mapa (y,7) — (y,An) para todo A > 0,
entonces el pullback de I por f es

1= { (0 (1) ) € X xR (F(x), ) €T}

= Dado un conjunto cénico cerrado I' en X x R™\ 0 se define

!

DL (X) = {u €D (X),WF (1) C r}

es decir, el conjunto de distribuciones cuyo WF estd dentro de I'.
= Una sucesion u; en Dr (X) converge a u si y sélo si
1. u;(g) — u(g) para toda funcién de prueba g
2. sup (14 k)N ‘hALZ](k) — hu(k)| — 0 para toda funcién h
]—0o

kev
de prueba y cono cerrado V C R" tal que supp [h] x V es

disjunto de I'.

Esto define la topologia de Dy (X).
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PULLBACK POR UN MAPA SUAVE (TEOREMA 8.2.4 DE HORMAN-
DER [23]):

Dada una distribucién u € D’ (Y) y un mapa suave f : X — Y
que cumplen Ny N WF(u) = @ entonces se puede definir el pullback
f*(u) € D' (X) de manera tnica si exigimos que:

» la operacion se debe reducir a f* (#) = uo f cuando u € C®

= f* debe mapear Dp(Y) — D} (X) de forma continua y lineal
para todo I' conico, cerrado y disjunto de Ny.

El pullback definido de esta manera cumple WF (f*u) C f*WF (u).

Un caso particular importante es el de X,Y C R" y f un difeo-
morfismo. En ese caso dada una distribucién u € D’ (Y) la existen-
cia del pullback estd asegurada, ya que Ny = @, y se cumple que
WF (f*u) = f*WF (u). Esto permite definir sin ambigiiedad el WF de
distribuciones sobre variedades, ya que podemos definir WF (u) con
u € D' (M) como

WEF(u) = ¢*WF (¢~ * (1)),

siendo ¢ : M — IR” una carta local. De esta manera se obtiene una
definiciéon independiente del sistema de coordenadas.

NoTA: El WF en una variedad M es un subconjunto del fibrado
cotangente T*M.> Asi cuando hablamos de los vectores k del WF en
un punto de M, nos referimos a 1-formas.

RESTRICCION A SUB-VARIEDADES:

Con el resultado anterior, dada una variedad M, una distribucién
u € D' (M) y una subvariedad X entonces, si el fibrado co-normal3
N* (X) es disjunto con el WF (u), se define la restriccion de u|x me-
diante el pullback del mapa de inclusiéon X — M.

PRODUCTO DE DOS DISTRIBUCIONES:

Para dos distribuciones u,v € D' (M) se puede utilizar el mapa
diagonal ® : X — X x X dado por ®(x) = (x, x) y definir el producto
como

uv = 9" [u ® v]

El fibrado co-tangente T* M en una variedad M esta formado por los elementos de la
forma (x,k) con x € My k € TfM, es decir puntos y 1-formas (co-vectores) en el
punto. A su vez es una variedad con la topologia y la estructura diferenciable here-
dadas de M (ver, por ejemplo, seccién 2.9 de Hawking and Ellis [19]). Tipicamente
el espacio de fase es modelado como este tipo de fibrado, pues el momento se define
mas naturalmente como un co-vector que como un vector en espacios con geometria
curva.

Siendo X una subvariedad de M, el fibrado co-normal N* (X) es la subvariedad de
T*M formado por pares (x,k) tales que k(v) = 0 para cualquier vector tangente v
en x.
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El fibrado co-normal de © (M) en M x M es

N*={(x,n),(x,—1n) | n € TyM}.

Entonces, por el resultado sobre el pullback y sobre el WF de u ® v,
la definicién del producto funciona a menos que haya un (x,7) €
WF(u) tal que (x, —1) € WF(v). Por el mismo resultado

WF(uv) C *WF (u®v) C

C{len+8) | (x,n) € WE(u) o =0, (x,§) € WF(v) 0& = 0}

Teorema del Kernel sobre distribuciones:

Como vimos en el teorema del Kernel, una distribucién K € D' (X x Y)

define un mapa K : C§° (Y) — D’ (X) mediante £f(g) = K(f,g). En
algunos caso se puede extender K al espacio de distribuciones de
soporte compacto &’ (Y).

= Notacion:
Dado K € D' (X x Y) se definen
WE'(K) = { (5,1 k) | (5,0, —y) € WE (K0}
WE (K)x = {(x,k) | (x,,k,0) € WF (K) ,y € Y}
WE' (K)x = {(ke) | (2,9, ~ks,0) € WE (K) v € Y}
WF (K)y = {(x,kx) | (x,4,0,ky) € WF(K),x € Y}
WE' (K)y = {(x,k) | (x,9,0,—k,) € WE (K),x € Y}

ENUNCIADO DEL TEOREMA (TEOREMA 8.2.13 DE [23]):

Existe una tnica extensién continua del mapa K a distribuciones
u € & (X) con WF (u) disjunto de WF’ (K),. El mapa K se dice
continuo si su restriccién a £’ (C) N Dy (Y) es continua para cualquier
C C Y compacto y T’ conjunto cénico cerrado disjunto de WF’ (K),,.
Si u es una distribucién en el dominio de K entonces

WE (Ku) C WF (K)y UWF' (K) o WF ()

donde la composicion WF’ (K) o WF (1) consiste de los elementos
(x,y,kx, ky) € WF' (K) tales que (y,k,) € WF (u).

NOTA: En el capitulo siete usaremos este teorema en el caso espe-
cialmente sencillo en el cual WF’ (K), = @. Con esta simplificacién
es obvio que se cumple el requisito WF (1) NWF' (K), = @y que T
es disjunto de WF’ (K), para cualquier I'. Este tltimo hecho implica
que K es continuo en la topologia débil sobre £’ (Y). (Una sucesion u;
converge a una distribucién u en la topologia débil si u; (g) converge
a u(g) para cualquier funcién de prueba g.)
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5.5 WF PARA SOLUCIONES DE ECUACIONES DIFERENCIALES

Las propiedades del WF lo hacen especialmente ttil para estudiar
las distribuciones que surgen como soluciones de ecuaciones diferen-
ciales. La siguiente proposicion explica porqué.

Definicién 5.6. (simbolo principal)

Si P:C®M) — C®(M) es un operador diferencial de orden m

[que se puede escribir como P = ¥ a,(x) (iD)" con D la derivacion
la| <m

y a,(x) # 0] definimos el simbolo principal como p,, = Y, a,(x)k",
|a|=m
siendo & un multi-indice.#

Proposicioén 5.1. (porposicion 8.3.1 de [23]):

Sea P : C*(M) — C®(M) un operador diferencial y u una distri-
bucién que satisface P(u) = 0 entonces

WEF (u) C Char (P)

donde el conjunto caracteristico Char (P) es el conjunto de pares
(x,k) € T*M \ 0 para los cuales el simbolo principal se anula.

Esta propiedad es extremadamente ttil, pues no es necesario es-
tudiar detalladamente las soluciones de las ecuaciones diferenciales
para describir sus singularidades. Basta con hacer una simple inves-
tigacion sobre los ceros de la funcién p,, para acotarlas fuertemente.

Otro resultado importante es que las singularidades en puntos dife-
rentes del espacio-tiempo estdn conectadas en el sentido especificado
en el teorema 23.2.9 de Hormander [22]. Allf se prueba que el WF
es una unién de trayectorias, en posicion y momento, de particulas
con Hamiltoniano p,. Inmediatamente presentamos una versién de
este teorema reducido a ecuaciones lineales de segundo orden, como
la ecuacién de K-G. En este caso el simbolo principal toma la forma
p2 = h”b(x)kukb.

Teorema 5.1. (de propagacion de singularidades):

Sea P un operador diferencial de segundo orden con coeficientes
C* sobre una variedad M globalmente hiperbdlica segtn la métrica
h® definida por el simbolo principal. Entonces si Pu = f se cumple
que WF (1) \ WF(f) es un subconjunto de Char (P) invariante bajo el
flujo del campo hamiltoniano definido por el simbolo principal.

Para aclarar el contenido de la proposiciéon y teorema anteriores,
es conveniente discutirlos directamente en algunos ejemplos, que son
elegidos especialmente por su importancia en este trabajo.

4 Un multi-indice & es un conjunto de enteros positivos {ay, ...}, con la notacién
kY =k kM y || = Ya.
i



5.5 WF PARA SOLUCIONES DE ECUACIONES DIFERENCIALES

Ejemplo 5.6. WF de soluciones de la ecuacién de K-G:

Supongamos que queremos estudiar la ecuacién de Klein-Gordon
en una porcién(M, g) del espacio-tiempo. En este caso, el operador
diferencial es P = gy — m?, cuyo simbolo principal es

p2 (x,k) = g% (x) kaky.

El mismo se anula en cualquier punto x, pero sélo para direcciones
con k? = 0, y por lo tanto, dada una solucién u de la ecuacién K-G en
un espacio-tiempo cualquiera, WF (1) C {(x,k) | k* =0,k A0} =V
como lo marca la proposicién 5.1.

En este caso, podemos utilizar el teorema de propagaciéon de sin-
gularidades para acotar atin més los posibles WF de las soluciones.
El Hamiltoniano definido por el simbolo principal es H = g“bkakb y
éste se corresponde al Lagrangiano L = }g,,%°%" , siendo k, = gTLﬂ =
% gpx? y donde ¥ = % con A pardmetro de las trayectorias x” (A). Es-
to se comprueba inmediatamente calculando k,x* — L = % gabxbx“ —
lowpx"xt = lo,x°xb = k,k» = H. Las trayectorias correspondien-
tes a este sistema se puede determinar en la formulacién Lagrangia-

1 1
na, por medio de la accién I = [L(x,%)dA = [gu (x(A)) x"%PdA.
0 0

La ecuacién de Lagrange resultante se puede escribir en la forma
¥¢ = —T¢,x"xb, donde I, son los simbolos de Christoffel y A es un
pardmetro afin de las soluciones. Esta es la ecuacion para las geodési-
cas, con vectores tangentes x4,

De esta manera los momentos conjugados k, = 3g.%” son co-
tangentes a las geodésicas y transportados paralelamente por ellas.
En particular, los co-vectores (nulos) en el WF son transportados pa-
ralelamente por geodésicas nulas. Como conclusién tenemos que el
WF de cualquier solucién debe ser la unién de conjuntos de la forma
{(x,k) | x =7 (A),k = (A)} con v una geodésica nula con pardme-
tro afin A.

Ejemplo 5.7. WF de las bi-soluciones de K-G:

Consideremos las bi-soluciones F € D' (M x M) tales que el opera-
dor P de K-G cumple

(P®Id)F=(Id®P)F =0.
El operador P ® Id tiene como simbolo principal
p(x,k x', k) = g"(x)kak,

y por tanto el conjunto caracteristico es Char (P @ Id) = (Vo x T*M) \
0 donde Vy = V UO. Idem para el operador Id ® P para el cual
Char (Id ® P) = (T*M x V) \ 0. Por lo tanto, el WF de una bi-solucién
de K-G cumple
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WF(F) C Vo xT*M)N(T*M x V) C Vo x Vo

Debido a que el simbolo principal es el mismo que en el ejemplo
anterior, la aplicacién del teorema de propagacién de singularidades
es inmediata y arroja que WF (F) debe ser la unién de conjuntos de
la forma

{(xly/kmky) ’ X = Yx (Ax) Jky = Yy (/\x) Y ="y (/\y) rky = 'j’y (/\y)}
con Ay, A, pardmetros afines.

Ejemplo 5.8. La funcién de correlaciéon de dos puntos A™(x,y) de la
ecuacién de K-G en espacio-tiempo plano.

Como discutimos en el apéndice C.2, esta funcién es la parte de fre-
cuencia positiva de una bi-solucién de K-G (la funcién de Pauli-Jordan
A) y por lo tanto su WF debe estar contenido en Vy x Vj. Pero pode-
mos estudiarlo en mds detalle dado que conocemos explicitamente
esta funcion.

Utilizando la expresién que presentamos en el apéndice citado

A (xy) = (5233(5 (k* +m?) 6 (k°) etk (x—y)

y considerando dos funciones de prueba en torno a puntos ¥, ¥ fijos
que llamaremos fx(x) y g7(v), podemos calcular la TF

fy.gy.A+ (kx, ky) =
=(%)

[ RS (12 -+ m?) 0 (K0) i) gy (y)e e vl ()

=J (;:;3%(]"‘ — k)gy(ky + k)6 (K2 4+ m?) 6 (kO).

Usando también que fr(Ak) y gy(Ak) caen mas répido a cero que
cualquier potencia de |Ak| en el limite A — oo (pues fr y g7 son sua-

ves) podemos concluir que fz.g7.AT(Aky, Aky) cae rapidamente con
A — oo excepto que ky = —k,, pues en cualquier otro caso, la inte-
gral estd acotada por cotas de la forma Cy/ (1 + \/\|N) para todo N.
Ahora, debido al término & (k? + m?) 6 (k°), el momento k debe estar
en una direccién nula y hacia el futuro, pues en cualquier otra direc-
cién hay un entorno cénico en el cual la transformada es cero cuando
k — co. Esto implica

WF(AT) C V4 x V_, donde Vi = {(x,k)[k* =0, +k° > 0}

Para acotar ain mds el WF de A" se puede utilizar el conocido
WF de la funcién A, el cual fue determinado por Duistermaat and
Hormander [14] y estda dado por

WE(A) = {(x,ke,y, —ky) | (x,ke) ~ (v, ky) , K& = 0}.



5.6 CONDICION ESPECTRAL MICROLOCAL

Aqui la equivalencia (x, ky) ~ (y, ky) significa que x =y y kx =k,
0 que existe una geodésica que une x con y, con ky tangente a la
misma en x y k, su transporte paralelo a y. Por tratarse de espacio-
tiempo plano la geodésica es una recta (nula) y el transporte paralelo
arroja el mismo co-vector (ky = k;). El siguiente célculo figura, por
ejemplo, en Fewster [15].

Como primer paso se considera la relacion entre A 'y A™ (es decir
—iA = AT 4+ A7), concluyéndose que

WE(A) € WE(AY) UWE(A™) (pues —iA = A+ + A™)
C WF(A")UWF(A) (pues AT = —iA— A7).
Ahora, dado que A" (x) = —A~(—x), se cumple
(x,k) € WF(AT) < (x,—k) € WF(A™).

Por lo tanto, WF (A") C V4 x V_ implica WF(A™) C V_xVy y
como consecuencia de esta ultima inclusién resulta

(Vi xV_)NWF (A7) =Q@.
Combinando esto con las conclusiones sobre WF (A) se obtiene
WFE(A)N (VL xV_) C WF(AT) C WF(A)N (V4 x V).
Es decir que WF(AT) = WF(A) N (V4 x V_). Esto demuestra que
W) = { (koK) | (ko) ~ (k) K = 0.k, € C7)

siendo C* el cono de luz futuro (que no incluye al co-vector cero).

5.6 CONDICION ESPECTRAL MICROLOCAL

La condicién ;SC no es otra cosa que una generalizacién del re-
sultado del dltimo ejemplo en la secciéon anterior a las funciones de
correlacién en espacio-tiempo curvo. Especificamente esta condicion
se aplica a la distribucién A, definida en el apéndice C mediante la
ecuacién C.1.2, ya que esa distribucion es el equivalente de A en la
teoria sobre espacio-tiempo curvo.

CONDICION ESPECTRAL MICROLOCAL PARA LA FUNCION DE DOS
PUNTOS: Un estado cumple la condicién espectral microlocal si la
funcién de correlacién de dos puntos A evaluada en ese estado cum-

ple
WE(A) = {(x, kx, v, —ky) | (x,kx) ~ (v, ky), kx € CT} (5.6.1)

donde C* es el cono de luz futuro y la equivalencia (x,ky) ~ (v, k)
significa que x = y y kx = k; o que hay una geodésica nula y(s)
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que une x con y siendo k, cotangente a la geodésica en x y k, su
transporte paralelo a y.

La condicién ;SC puede enunciarse de forma mads simple, como se
presenta en la secciéon 6 de Strohmaier et al. [35]. Alli se demuestra
que la condicién sobre la funcién de correlacién de dos puntos puede

reducirse a otra sobre los operadores de campo ¢ (f) actuando sobre

el estado |w). Si definimos ¢ (f) = ¢ (f) |w) entonces la condicion
espectral microlocal es equivalente a

WF (¢) C V™

Esta condicién obliga a que el espectro (microlocal) de cualquier
excitacion del campo deba tener su principal contribucién dentro del
cono de luz pasado. Debiendo todas las otras direcciones ser suprimi-
das en el limite de “momento grande”. Asi presentada esta condicién
es un andlogo local de la condicion espectral de la teoria cudntica de
campos axiomética en espacio-tiempo plano, la cual dice que el espec-
tro del operador momento P?, es decir la energia, debe ser positiva.
Por el principio de equivalencia de relatividad general se espera que
esta condicién siga valiendo en espacio-tiempo curvo para frecuen-
cias altas, como exige ;SC.

Para no generar confusién vale aclarar porqué la positividad de
la energia y la negatividad de la frecuencia son términos equivalen-
tes. Supongamos que consideramos la accién del campo ¢ (x) sobre
el vacio |0) en el espacio-tiempo plano y nos enfocamos en la evo-
lucién temporal. En la imagen de Heisenberg el operador campo
cumple la relacion ¢ (x) = e*attg (0) e~#H*. Por lo tanto ¢ (x) |0) =
ettt (0) e~ w1 |0) = eT#H!p (0) |0) pues H |0) = 0. Esta ultima ex-
presi6én nos muestra que la parte de frecuencia negativa (w = —2 < 0)
en el desarrollo de ¢ (x) |0) se corresponde con modos de energia po-
sitiva (H > 0).

5.7 RESULTADO DE RADZIKOWSKI

En principio, la condicién ;SC simplemente reproduce una caracte-
ristica de las funciones de correlaciéon de la teoria en espacio plano,
pero Radzikowski probé en [30] que si la funcién de correlacién eva-
luada en dos estados cuasi-libres w; y w»> cumple esta condicién, en-
tonces los términos divergentes en ambos casos coinciden y ademas
los estados son Hadamard. Esto permite definir sin ambigiiedad obje-
tos del tipo (w1| p(x)Pp(x) |w1) como un limite de (w1| ¢(x)Pp(y) |w1)
cuando y — x, ya que la parte divergente puede extraerse de forma
independiente del estado w; antes de hacer el limite.

Otra consecuencia es que la condicion Hadamard puede ser reem-
plazada en el teorema de Verch por la ;SC, obteniéndose la siguiente
version de dicho teorema:



5.8 RESUMEN

todas las representaciones GNS construidas a partir de estados cuasi-libres
que cumplen uSC son localmente cuasi-equivalentes.

5.8 RESUMEN

En este capitulo presentamos una herramienta matemaética para el
analisis de distribuciones (el Wave Front Set) que estd muy conectada
con la condicién Hadamard del capitulo anterior a través del resul-
tado de Radzikowski. Este resultado demuestra que si la funcién de
correlaciéon de dos puntos del campo de K-G cumple la condicién es-
pectral microlocal para un estado cuasi-libre, entonces el mismo es
Hadamard. También se mostré que dicha condicién es una generali-
zacion a espacio-tiempo curvo de la condicién de positividad de la
energia, via el principio de equivalencia.
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TRATAMIENTO DEL PROBLEMA






PROBLEMA CLASICO E INGREDIENTES PARA LA
CUANTIZACION

Como planteamos en la introduccién, nuestro objetivo es realizar
una cuantizacién de datos nulos (datos sobre una hipersuperficie nu-
la NV)) para un campo gobernado por la ecuacién de Klein-Gordon
libre

Pp=[0;—m?*|¢p=0

dentro del dominio de dependencia futuro de V. En esta ecuacion y
de aqui en adelante usaremos i = ¢ = 1.

Comenzaremos este capitulo describiendo aspectos geométricos,
luego estudiaremos el problema desde el punto de vista clasico y
finalmente repasaremos los ingredientes necesarios para la cuanti-
zacion. Aqui no trataremos las propiedades particulares de nuestra
cuantizacién, con una excepcion. Al final del capitulo discutiremos
cuales son los modos del campo que se incluyen y cuales se excluyen
de la cuantizacién, dado que este es un aspecto que conviene estudiar
a nivel clasico. El resto de las propiedades de la teoria cudntica seran
discutidas en el capitulo siguiente.

6.1 GEOMETRIA DEL PROBLEMA

A continuacién introducimos algunos elementos esenciales sobre
la geometria de nuestro problema. Para un tratamiento mds extenso
y detallado de estos conceptos invitamos al lector a consultar Wald
[38] y para un andlisis concreto de nuestra geometria, el Apéndice A
de Reisenberger [31].

El problema se define en una porcién del espacio-tiempo V' que su-
pondremos es una variedad Hausdorff', paracompacta® , orientada
temporalmente3 y que posee una métrica Lorentziana ¢* de signa-
tura (—,+,+,+). En dicha regién estan definidas (ver figura 2) una
superficie espacial SY (bidimensional) y dos hipersuperficies genera-
das por las geodésicas nulas futuras que parten de S° en direcciones

Un espacio topolégico tiene la propiedad Hausdorff si, para cualquier par de puntos
x,y del espacio, existen dos entornos abiertos Vy, Vy tales que x € Vy,y € Vy, Vi N
Vy=0

Un espacio topolégico es paracompacto si todo cubrimiento por abiertos admite un
refinamiento en el cual todo punto del espacio posee un entorno incluido en un
conjunto finito de abiertos del cubrimiento.

Se identifica de forma continua a través de todo el espacio tiempo cual es el cono de
luz futuro y cual es el cono de luz pasado en cada punto.
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Figura 2: Esquema 3D de las hipersuperficies nulas N'* y N7, la superficie

espacial S°, las coordenadas sobre las mismas y D+ [N] (limitado
por Ay las lineas punteadas).

normales, pero que son cortadas antes de interceptarse. Al par de
hipersuperficies las denominamos N'* , N~ y a su unién N. Sobre
ellas definimos coordenadas nulas x* y x~ respectivamente, que pa-
rametrizan las direcciones de los generadores nulos y dos direccio-
nes espaciales x que parametrizan la superficie espacial S’ y que
se mantienen constantes a lo largo de los generadores. Ademds su-
pondremos que la hipersuperficie A/ es un conjunto acronal.# Si esta
altima propiedad no se cumple en un determinado espacio-tiempo,
siempre se puede encajar A en otro espacio-tiempo en el cual si se
cumple. (Proposicion B.6 en Reisenberger [31]).

Esta hipersuperficie serd nuestra superficie de datos iniciales y el
sistema serd estudiado en su dominio de dependencia futuro D" [N],
es decir el conjunto de puntos en V tal que toda curva causal (curva
no espacial), inextensible, que pase por un punto de D" [N] interseca
a N en el pasado.

NOTACION: Llamaremos M al interior de D" [N].

6.2 HIPERBOLICIDAD GLOBAL

Un concepto fundamental en el estudio de ecuaciones diferenciales
en espacio tiempo curvo es el de superficie de Cauchy.

Definicién 6.1. (superficie de Cauchy)

Para un abierto A C V, una superficie C es de Cauchy si es un
subconjunto acronal de su clausura A (ninguna curva tipo tiempo en

Un conjunto es acronal si ningtin par de puntos del conjunto estd conectado por
curvas tipo tiempo.



6.2 HIPERBOLICIDAD GLOBAL

A la cruza dos veces) y toda curva causal e inextensible en A cruza o
tiene un punto terminal en C.

Con esta definicién la hipersuperficie N resulta ser una superficie
de Cauchy de D [N] (proposicion B.11 en Reisenberger [31]). Cuan-
do un espacio tiempo (o porcién de espacio-tiempo) posee una super-
ficie de Cauchy se lo denomina globalmente hiperbélico. Esta es una no-
cién importante en el desarrollo de CS-QFT pues estos espacio-tiempos
permiten ser foliados por superficies de Cauchy, lo cual habilita defi-
nir una nocién de evolucién mediante el pardametro que etiqueta las
sucesivas hipersuperficies. (ver teorema 8.3.13 en Wald [38])

En este tipo de espacio-tiempos, la ecuacién de K-G (al igual que
otras ecuaciones lineales) tiene algunas propiedades importantes, co-
mo se prueba en el capitulo tres de Bar et al. [3]. Entre estas propie-
dades destacamos dos que sirven a nuestros propdsitos.

Siendo P el operador de Klein-Gordon y definiendo 7 = C§° (M)
(conjunto de funciones de prueba suaves y de soporte compacto en el
interior de D" [N]) se cumple:

1. La ecuacién con fuentes P¢ = f (con f € T ) tiene soluciones
avanzada (Af) y retardada (Rf) tnicas. Estas son las funciones
que cumplen:

P(Af) =P(Rf) = f,
Rf = 0 fuera del futuro causal del soporte de f,
Af = 0 fuera del pasado causal del soporte de f.

2. El problema de Cauchy esta bien planteado sobre una superficie
de Cauchy espacial . para cualquier par de datos iniciales ¢y, 779
suaves. Esto quiere decir que, dados P el operador de Klein-
Gordon, f € T, ¢o,m9p € C5°(X) y n normal a la superficie,
entonces el problema

Pp = f
Pls = ¢o

naaa¢|z = 7o

tiene solucién tnica y depende continuamente de los datos ini-
ciales en un sentido explicado en [3]. En particular, el problema
de Cauchy de la ecuacién libre (f = 0) estd bien planteado.

NOTACION: En adelante, al conjunto de soluciones del problema
de Cauchy recién definido (para la ecuacion de K-G sin fuentes), lo
denominaremos S. Este conjunto no debe ser pensado como el con-
junto de todas las soluciones de la ecuacion de K-G. Es simplemente
un conjunto conveniente para definir el problema cuantico, como ve-
remos en la siguiente seccién.
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6.3 PROBLEMA CLASICO
6.3.1 En el interior de DT [N]

Las propiedades discutidas en la seccién anterior nos permiten defi-
nir un mapa lineal entre las funciones de prueba (7) y las soluciones
de K-G en § mediante

Ef = Af —Rf

Es facil probar que este mapa E : 7 — S es sobreyectivo (Lema
3.2.1 de [39]) y que su ntcleo, es decir los f tales que Ef = 0, son las
funciones que cumplen f = P (g) para algin g € T.

Ahora bien, estas propiedades no son sélo curiosidades sobre el
problema cldsico, sino que nos permiten entender el contenido fisico
de los observables Q) (1, -). Estos observables son campos promedia-
dos sobre funciones de prueba, lo cual se expresa de la siguiente
forma:

Q(Ef,¢)= [ fodv=¢(f)

DN

siendo ¢ una solucion de K-Gy f € T cualquiera.
La afirmacién anterior puede probarse partiendo de la expresién
2.4.3 si elegimos 2. = N, ¢ = Ef y ¢» = ¢. En ese caso

QEf,¢) = [ " [EfVep—¢ViEfler.  (63)

y dado que estamos integrando en una hipersuperficie que no esta en
el futuro causal del soporte de f entonces también se cumple que

O(Ef,¢) = [8" [AfVap — 9VuAf] ey, =
N

= f 8ab [AfVap — pVaAf] ey
ID*N]

En la dltima igualdad hemos cambiado la orientacién de N, que era
hacia el futuro, por una orientacion hacia el pasado para que 0D [N]
tenga orientacion saliente. Ahora, utilizando el teorema de Stokes
(férmula B.2.23 de Wald [38])

Q(Ef,¢) = aD_fW]Vb [(VEAS) (Vag) + Af (VEVap)] €.

Q(Ef, ) = _D+fw] [(V2Af) (Vo) + Af (VVap)] €+

+ [ (V) (VaAf) + ¢ (VIVeAS)] e =
D[]
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= [ [p(V'V.Af) = Af (VVap)e.. =
DHN]

= [ le{f+m?Af} - Af {m*p}]e =

D*+[N]

= | ¢fe.

DHN]

lo cual prueba la afirmacion.

En conclusién, Q (Ef,-) : S — C es una funcién lineal que mapea
soluciones ¢ a su promedio espacio-temporal ¢(f). Esta es justamente
la propiedad a nivel cldsico que nos permitird relacionar los operado-

res de campo ¢(f) con los operadores fundamentales, mediante la

relacién Qﬁ) = qT(B

Notese que la propiedad que identifica las distribucion ¢(f) como
solucién de la ecuacion de K-G es que ¢ (Pf) = 0 para cualquier f
pues

¢(Pf)= [ (Pflge.= [ (Pp)fe. =0,

D[] D[N

donde hemos integrado por partes en el dltimo paso y hemos usado
que f tiene soporte compacto en M.

6.3.2 En superficies de Cauchy

A diferencia de lo planteado en la subseccién anterior, cuando ha-
blamos de cuantizacion de datos iniciales, estamos pensando en par-
tir de un problema cldsico propuesto en término de distribuciones
sobre una superficie de Cauchy donde se definen datos iniciales. Por
razones que explicaremos inmediatamente se distinguen los casos de
superficies de Cauchy espaciales (ningtin par de puntos estd conectado
por geodésicas nulas) y nulas, como N.

Hipersuperficie Espacial

A laluz del resultado de la seccién 6.2 es fécil definir este problema
cuando se trata de una superficie de Cauchy espacial. En ese caso
suceden dos cosas:

1. La superficie X posee una normal n” que es un vector tipo tiem-
po.

2. El problema de Cauchy sobre X esta bien definido.

La primera de estas propiedades nos permite escribir la forma sim-
pléctica (férmula 6.3.1) sobre X como

Q¢ 9) = [ n [$oayp — poa¢] ds
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donde ds es la forma de volumen inducida en 2.
Utilizando la segunda propiedad, si identificamos los datos inicia-
les para ¢ como |z = —B y n?9,P|x = a, podemos escribir

Qe (a,p),¢) = [ a¢+ pougds

donde el mapa e (&, ) es un mapa biyectivo que asocia las funciones
de prueba «, € C§° (X) con una solucién en S y cuya existencia estd
asegurada porque el problema de Cauchy esta bien definido.

NOTACION: en adelante denominaremos solucién de prueba a aque-
lla cuyos datos iniciales son funciones de prueba y a estos datos los
denominaremos datos de prueba. Por ejemplo, en el pérrafo anterior, ¢
era la solucién de prueba asociada a los datos de prueba « y .

Problema de las hipersuperficies nulas

Desde el punto de vista cldsico las hipersuperficies nulas presentan
ventajas y desventajas con respecto al tratamiento del problema de
datos iniciales. Algunas de esas ventajas han impulsado el desarrollo
de un programa de cuantizacién en espacio-tiempo plano conocido
como Light Front Quantization (a veces Light Cone o Infinite Momentum
Frame Quantization); una idea que ya habfia sido sugerida por Dirac en
1949 [12] y que consiste en buscar una cuantizacién de campos en el
espacio de Minkowski con datos iniciales sobre un hiperplano nulo.

En este enfoque se comienza eligiendo un sistema de coordenadas
nulas, por ejemplo:

+ _ 204!

X V2

y xt=(x)

donde (xo, x!, x2, x3) son coordenadas inerciales ortonormales; se
supone que la hipersuperficie nula esta definida por x~ = 0 y se to-
ma la coordenada x* como un analogo a una “coordenada tiempo”
para seguir de cerca el esquema usual de cuantizacién canonica. Re-
sultados como los de [11],[10],[41] ¥ [42] han dado lugar a un area
de la fisica de particulas que aplica estos métodos a cromodindmica
cudantica [20]. Por ejemplo, una ventaja de este método es que el vacio
del espacio de Fock no se ve alterado al incorporar los términos de
interaccion y se dice que es un vacio trivial (Burkardt [9]).

Este programa de cuantizaciéon también presenta importantes pro-
blemas. Varios de ellos estdn relacionados con que no es fécil carac-
terizar el espacio de soluciones mediante datos iniciales en un hiper-
plano nulo. Esto afecta a la definicién de operadores distribucionales
sobre la hipersuperficie pues s6lo un subconjunto de funciones de
prueba define “buenos operadores cudnticos” en el espacio-tiempo
(Ullrich [36]). Este problema permea a todo el programa de Light
Front Quantization y estd asociado al conocido problema de los mo-
dos cero, Yamawaki [40]. La “solucién” usual para este problema es
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el pasaje a un esquema discreto de cuantizacion (Maskawa and Ya-
mawaki [26]), aunque hay propuestas mas recientes (Ullrich [36]) en
la linea de restringir los datos nulos que se pretende cuantizar.

Datos iniciales en N

En nuestro trabajo no contamos con un hiperplano nulo, sino con la
hipersuperficie N antes descrita. Sin embargo, compartimos el proble-
ma planteado en la sub-seccion anterior referente a la dificultad para
elegir los datos iniciales y las funciones de prueba que nos permitan
escribir los operadores fundamentales como distribuciones sobre N.

Para aclarar el punto consideremos el caso de la hipersuperficie N/
en espacio-tiempo plano, definida por

0}

N-={x|x"=03x >x >0}

Nt ={x]x =073t >x"

v
v

SO={x|x =x"=0,[x <d}

con d, ¥, X~ constantes positivas. La forma simpléctica calculada so-
bre N resulta

Oy (p,¢) = ¥ [d>x* [dx) (—9djp + po;p)

j=% 80 0
donde la suma es sobre N'* y N ~. Integrando por partes, la forma
simpléctica se puede reescribir como

On (h.9)= X [f dzxﬁfdxj (2059) ¢ +

j=% |50 0

— [d* x| i+ fdzxLlePfxf_o] :
50 S0

Ahora supongamos que queremos identificar una distribucién de la

forma [ a¢ds con algun Oy (¢, ¢) , siendo « € CF (NT) y ¢, ¢ sua-
N+

ves. Esto implica que 20;¢[y+ = &, 9P| =0, P[0 =0y ¢l =0,

pero estamos suponiendo que ¥ es una funcién suave y por lo tanto

xt xt
0=y (0,x",x+) —9(0,0,xF) = [dxtojp = I [dxta.
0 0 =
Es decir, s6lo las funciones de prueba que cumplen [dx*a = 0 se

0
pueden describir de esa manera. Esto indica que no cualquier dato

inicial promediado ¢ («) definido sobre funciones de prueba arbitra-
rias en N serd tenido en cuenta para la cuantizacion. Como veremos
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mas adelante nuestro método de cuantizacién sélo considera observa-
bles de la forma Qy (¥, -), lo cual implica a primera vista una restric-
cién importante de los datos. Afortunadamente, nuestro conjunto de
datos iniciales de prueba contiene todas las soluciones del tipo Ef y
son estas soluciones las que representan al campo promediado ¢ (f)
en M via la relaciéon Q (Ef,-) = ¢ (f). Inmediatamente pasamos a
definir dicho conjunto.

6.3.3 Propuesta de datos iniciales de prueba:

Definicién 6.2. (datos iniciales de prueba)

Como conjunto de datos iniciales de prueba, al que llamaremos Sy,
elegimos a los datos suaves y de soporte compacto en N. Este es el
conjunto definido por las siguientes condiciones:

= |+ es suave en N y se anula en un entorno de oA
= {|n- essuave en N~ y se anula en un entorno de oN

donde una funcién es suave en una variedad con borde (como N )
si tiene una extensién suave a una variedad sin borde que contie-
ne a la variedad con borde (ver definicién detallada en seccién 8.2
Abraham et al. [1]). Es importante notar que esta propiedades impli-
ca que P|s € C5° (S°) y que

Plgo = lim ¢|n+ = lim ¢|p— (¢ es continuo en SO).
xt—=0 x~—0

La eleccién de datos de prueba estd motivada por dos razones. Por
un lado, cada dato inicial de este tipo nos permite construir una solu-
cién ¢ suave en M (ver discusion al final de 5.4 en Friedlander [16]).
Por otro lado Sy incluye todos los datos iniciales para las soluciones
de la forma Ef con f € 7. A su vez, por el lema 3.2.1 de [39], esto
equivale a incluir todas las soluciones en S.

6.4 CUANTIZACION

Como discutimos brevemente en la seccién anterior, no podemos
cuantizar todos los modos de datos iniciales. De todas maneras nues-
tro objetivo es definir el dlgebra de Weyl en M y ésta se construye

—

a partir de los operadores de campo ¢ (f). Por lo tanto, si la cuan-

—

tizacién de datos iniciales incluye a todos los operadores Q) (Ef,-),
tendremos todos los ingredientes que necesitamos dada la identifica-

o —

ciéon Q (Ef,-) = m Los datos iniciales de prueba definidos en la
subseccién 6.3.3 cumplen con este requisito y en ese sentido los con-
sideramos un conjunto suficiente. De todas maneras es importante
destacar que los datos iniciales en Syr incluyen también otras solucio-
nes, como se muestra de forma esquematica en la figura 3.
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Figura 3: Esquema 2D de la diferencia entre soluciones suaves 1y € Sy y
soluciones del tipo Ef € S. (a) Soluciones tipo Ef. Tienen soporte
compacto en X y en el interior de . (b) Soluciones ¢ generadas
por datos suaves y de soporte compacto en A. No tienen (en gene-
ral) soporte compacto en X, ni siquiera si tienen soporte compacto

en N.

6.4.1 Cuantizacion en M

Ya discutimos que nuestra cuantizacién incluye todos los operado-

—

res de campo ¢ (f) con f de soporte compacto en M via la relacion

Q(Ef,) = ¢ (f)-
Este nuevo conjunto de operadores hereda la construccion de la
teoria cuantica de la seccion 3.2. Es decir, la relacion de conmutacién

se traduce inmediatamente como

9N, (9)] = [AEf, ), QEg, )| = ~iC2 (Ef, Eg) [d = ~i [ fEgeld

(6.4.1)

y la conexién con los operadores de creacién y aniquilacién del espa-
cio de Hilbert F; () se obtiene mediante la férmula (ecuacién 3.2.5)

—

¢ (f) = Q(Ef,) = id (K(E)) — ia" (K(Ef))

El campo cuantico ¢ es una solucién distribucional de la ecuacién
de K-G ya que cumple

—

¢ (Pf) = Q(E(Pf),") =0

donde P es el operador de K-G definido al principio del capitulo.
Finalmente, dado que estos operadores describen el campo de K-G
real también se cumple
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siendo f una funcién de prueba real.

Nota: Es usual encontrar en la literatura, y aparece en algunas par-
tes de esta tesis, la notacién ¢(x) para el operador campo. Esta nota-
cién puede llevar a pensar que podemos definir el campo como una
funcién en cada punto, pero es s6lo una notacién. En estos términos,
la relacién de conmutacién 6.4.1 en el espacio de Minkowski puede
expresarse en la forma mas convencional

(60, ()] = ~in(x—y)id

siendo A la funcién de Pauli-Jordan que describimos en el apéndice
C.2. Para mostrarlo, notemos que [qb (f), ¢ ( g)} es una bi-distribucién

que depende de dos funciones de prueba f, g y por lo tanto se puede
escribir como

2(D,9)] = [ F(03) [ (x), 9 (v)] d*xay.
A su vez
Q(E(f),E(g)) = [ fEgd*x =

= [ f (Ag—Rg) d*x = [ f(x) g(y)A(x — y) d*yd*x

donde hemos usado que A = A* — A" siendo A” y A" las funciones de
Green avanzada y retardada de la ecuacién de K-G respectivamente.
De la igualdad 6.4.1 para cualquier par de funciones f, g se desprende
el resultado.

6.4.2 Cuantizacion en N'

Como comentamos anteriormente, los observables de tipo ¢ (f) son
un subconjunto de todos los observables que admitimos, pero cabe
preguntarse qué hemos dejado afuera de la cuantizacién y qué otros
modos, a demds de los ¢ (f), entran en la cuantizacién de datos ini-
ciales.

De forma genérica podemos decir que los modos que incluimos
son aquellos que se pueden escribir como

Oy (p,¢) = ¥ [alpds’ + [alpds”
=% Ni S0

donde hemos reescrito los datos de prueba i como &/ = 20/ pi Yy
2’ = 2¢|g. Esta féormula surge de integrar por partes la ecuacién
6.3.1, con ds*, ds” y ds® las formas de volumen inducidas sobre las
superficies N7, N~ y S respectivamente.

Con las condiciones sobre los datos de prueba establecidas en 6.3.3,
las funciones &« cumplen
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ki
faldx) = —aP, o/ suave en N7 y se anulan un entorno de 9N/,
0

Ademas, a® es suave en S” y se anula en un entorno de 9S°.

Ya mencionamos que los modos cero son un problema importante
en Light Front Quantization. A continuacién mostramos que estos son
justamente los modos que quedan excluidos de nuestra cuantizacion.

Primero, definimos modo cero como el generado por un dato inicial
que vale ¢ = ¢p = cte. en una rama (N por ejemplo) y ¢ = 0 en la
otra rama. Ahora, supongamos que Qy (¢,¢) = 0 V¢ € Syr. Como
ya vimos para el caso de espacio-tiempo plano, cualquier funcién sua-

ve que sea cero en una rama, cero en S’ y cumpla [ #/ds’ = 0 genera
Ni
un dato inicial de prueba . Esto implica que los modos que anulan

la forma simpléctica para todo dato de prueba deben ser constantes
en cada rama. Luego, aplicando esto al célculo directo de la forma
simpléctica se obtiene

=% Ni

]

Oy (Y, ¢) = ¥ [alpds' + [a¢pds® = Y ¢/ [aids/ + [aO¢Ods®
S0 =+ N S0
donde hemos usado la notaciéon ¢* y ¢° para designar al modo de

datos iniciales en las ramas N'= y en S° respectivamente. Entonces,
usando la relacién entre &/ y a9, se obtiene

Oy (¢, ¢) = [a [¢° — ¢t — ¢~ ] ds”
SO

Ahora, exigir que la forma simpléctica sea cero para cualquier dato
de prueba, implica que ¢ — ¢ — ¢~ = 0 y asi ¢" también debe ser
constante (por la propia relacién con ¢+ y ¢~). La igualdad ¢° =
¢* + ¢~ representa una combinacién de modos cero en cada rama.

En particular, los modos cero cumplen ¢ (f) = Qu (Ef,¢) =0y
esto significa que no son registrados por los operadores de campo en
M, o dicho de otra manera, son modos que no se propagan hacia el
interior de D [N].

Notese que los modos cero no presentan el mismo comportamiento
que los modos ¢ = cte en todo N. Estos si son registrados en el
interior, ya que no cumplen la condicién ¢+ + ¢~ = ¢, salvo en el
caso trivial ¢ = 0.

Finalmente, si exigimos que ¢ sea un modo suave, entonces los mo-
dos cero quedan automaticamente descartados y ¢ queda definido
de manera tnica por los promedios Qs (1, ¢) con ¢ € Sy. Ahora
bien, al cuantizar tenemos que considerar campos ¢ distribucionales
y estos no se agotan en los que tiene la forma Qs (¢, ¢), por lo cual
nuestra descripciéon del campo sobre N es, en rigor, incompleta. De
todas maneras, alcanza para describir el campo en M y eso es sufi-
ciente para nuestros propositos.
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Para los datos iniciales recién descritos podemos definir la teoria
cudntica empezando por los operadores fundamentales que daremos
—_—

en llamar Q (|, -). Como primer punto tenemos las relaciones de
conmutacion
Q1L ), Q (el )| = i (1, 42) T
Por otro lado, dado que queremos cuantizar un campo escalar real,
serdn autoadjuntos:

AWy, ) =0

El punto faltante es elegir una construccién Fock que nos asegure la
condicién Hadamard. Esto serd desarrollado en el capitulo siguiente,
comenzando por proponer un proyector K en la hipétesis del teorema
de la seccién 3.2.3.

6.5 RESUMEN

En este primer capitulo tratando nuestro problema de datos inicia-
les, hemos introducido la geometria sobre la cual se desarrolla (la
hipersuperficie N y su dominio de dependencia futuro D (N)) y
también hemos definido el espacio de datos iniciales de prueba Sy .
Este es un conjunto de datos de prueba que incluye todas las so-
luciones de la forma Ef, con f una funcién de soporte compacto
en M = intD" (N). Este es un punto clave pues la identificacién

—

¢ (f) = Q(Ef,-) nos dice que nuestra cuantizacion incluye todos los
operadores campo promediado en M. Por dltimo hemos mostrado
que los modos cero quedan excluidos de la cuantizacién y que, de
hecho, son modos de datos iniciales que no se propagan hacia M.
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7.1 INTRODUCCION

En este capitulo propondremos una cuantizacion Fock para datos
iniciales del campo de K-G en la hipersuperficie nula N en espacio
tiempo curvo y lo llevaremos acabo en dos pasos. Primero propon-
dremos una cuantizacion de datos iniciales sobre una hipersuperficie
N compuesta de dos semi-hiperplanos nulos, similar a \, pero en el
espacio de Minkowski. Esta cuantizacién sera una extensién natural
de la cuantizacion estandar del campo de K-G. Por este motivo intro-
duciremos brevemente dicha cuantizacion estdndar en el lenguaje del
capitulo tres. Como segundo paso, utilizando la cuantizacién de da-
tos iniciales en N, definiremos una cuantizacion de datos iniciales en
N (en espacio-tiempo curvo), lo cual completard la construccion.

Para terminar el capitulo mostraremos que la teoria resultante en
DT [N] cumple la condicién Hadamard (o equivalentemente la condi-
cién ;SC) en ciertas circunstancias. La importancia de esta corrobora-
cién radica en que la condicion Hadamard parece ser necesaria para
que la cuantizacién sea aceptable como modelo fisico. (Véase la dis-
cusioén de este punto en la secciones 5.6 y 5.7.) Luego el teorema de
Verch nos asegura que nuestra cuantizacién es equivalente (mds pre-
cisamente cuasi-equivalente) a cualquier otra cuantizaciéon Fock que
también satisfaga la condicion Hadamard.

7.2 CUANTIZACION EN ESPACIO-TIEMPO PLANO
7.2.1  Notacién

Coordenadas:

En esta seccién utilizaremos coordenadas usuales de cuantizacién

. _ 0ol .
en el frente de luz, es decir, x = (x+,x ,xL) con x* = % y siendo
(x%,x!,x1) las coordenadas Lorentzianas en espacio-tiempo plano. En

estas coordenadas el producto escalar en el espacio-tiempo resulta

Xy =%y’ = xpyt A xeyT dxgyt = Tyt = xtyT byt
dado que usamos la signatura (— + ++) para la métrica.
Superficies:

Para no confundir las superficies en espacio-tiempo plano y espacio-
tiempo curvo, en ambos casos usaremos los mismos nombres pero
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con fuentes diferentes para la letra. De esta manera definimos una
superficie de datos iniciales N en el espacio de Minkowski con

NT ={x|x" =0,x" >0}
N™ ={x|x"=0,x" >0}
SO ={x|x =x* =0}

En N, las coordenadas x* y x~ no tienen cota superior y tampoco
x2 y x3 estén acotadas. (Esto hace que tanto N™ como N~ y SY no sean
compactos.) Esta eleccion nos permite simplificar la notacién y las
férmulas. De todas maneras los observables ¢ (f) s6lo dependen de
datos en una porcién compacta de N, determinada por la interseccién
de N con el pasado causal del soporte de f.

En adelante también utilizaremos las notaciones M para designar
al interior de D" [N] y T (M) para designar a las funciones de prueba
con soporte compacto en M.

Frecuencia positiva:

Para la TF utilizamos la convenciéon
f) = [ fx)e ™ >d*x
fO) = [ fk)e*>atk

donde d*k = (2‘147")4 . Diremos que un modo es de frecuencia positiva si
kO = —ko > 0.

7.2.2  Modos de Fourier

Consideremos las ondas planas que son solucién de la ecuacién de
K-G. Es decir, las funciones de la forma ¢ = e™** con k -k +m? = 0.
Es claro que estas ondas definen de forma tinica modos de Fourier
sobre la hipersuperficie N mediante su restriccion:

lth\H _ ei[k+x++kaJ—]

iy = el ],

Ay que [k < [k
de frecuencia positiva tiene k™, k™ > 0 y los de frecuencia negativa,
k™, k™ < 0. Llevando esto a las restricciones a N se obtiene que ;|n+
es de frecuencia positiva si ky = —k~ < 0y x|y~ es de frecuencia po-
sitiva si k- = —k* < 0. Por ser un campo masivo quedan excluidos
los modos con ky =00 k_ =0.

Por otro lado, dado que k* = , los modos
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7.2.3  Cascarén de masa positivo (h) y L? (h)

Llamamos cascarén de masa al conjunto de co-vectores k que cum-
plen k2 4+m? = 0, es decir los k correspondientes a las soluciones de la
ecuacion de K-G en el espacio de momento. Por tratarse de un campo
con masa no nula, el cascarén se divide en dos conjuntos disconexos:
el cascarén de masa positivo h = {k | k> + m? = 0,k > 0} y el negativo,
con kY < 0.

Sobre el cascarén de masa positivo, definimos el conjunto de fun-
ciones de cuadrado integrable L? () con el producto interno

(81,82) = [ 182dp

L2(h)

siendo y la medida il 1

3
(2m) 2\/ k ~?+m2
sarse de forma explicitamente covariante como

(§1,82) = [0 (K +m?) 0 (k) §(K)g2(k)d*k.
R4

en h. Este producto puede expre-

También es inmediato observar que, via el mapa
8(k)

[@n)azm]“’

el espacio L?(h) es isomorfo a L?(IR®) que es un conocido espacio de
Hilbert.

¥) =

g — ¢l

7.2.4 Cuantizacion estdndar

Antes de presentar nuestra cuantizaciéon de datos iniciales, intro-
ducimos brevemente la cuantizacion estandar del campo de K-G en
el espacio de Minkowski V. Esta construccién sirve como motivacién,
pero también es interesante como aplicacion del lenguaje utilizado en
el capitulo tres.

Al igual que en el capitulo seis llamamos S al espacio de solucio-
nes de la forma ¢ = Ef con f funcién de prueba en el espacio-tiempo.
Dado que Ef = [ A(x—y)f(y)d%y, para estas soluciones la transfor-
mada de Fourier es

¢ = 2mis (& +m?) e (k) £,

ya que 27id (k* + m?) e (k%) es la transformada de Fourier de A (ver
apéndice C.2). Notar que ¢ determina a f de manera tnica sobre el
cascarén de masa y viceversa.

Para obtener el proyector K, en la formulacién usual se toma la
parte de frecuencia positiva de A con respecto a x°, es decir iA*. En
el espacio de momento eso significa

K¢ = 27id (kK + m?) 6 (K°) f.
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Afirmamos que esta eleccion es equivalente, en el formalismo del
capitulo tres, a usar el producto interno

g (p1,¢2) = (Z}T)g [6 (K2 +m?) fi (—k) fo (k) d*k

definido sobre el espacio de soluciones complejas Sé“,:. Para probar
esta afirmacién, primero nétese que g es bilineal y simétrica y que

si @1, ¢ son soluciones reales se cumplen f1, (—k) = f1 (k), lo cual
implica

(@ + ) [0 (00) +6 ()] i (k) fo () =

g((l)l’ (PZ) = (21)3

= Sk O3+ m2) 0 (k) |fi (=) fo (k) + fi (1) fo (k)| ¥k =

= Sk [0+ m2) 8 (k) [fi () f2 () + fi (k) fo (k)|
También sabemos (ver seccién 6.3.1) que

Q(¢p1,¢2) = [ figod*x = [ [ filx A (x —y) dixdty =
= G [ (2 4 m?) e () fi <—k>fz (k) d*.

Por lo tanto, mediante la igualdad Q (¢1, ¢2) = g (¢1,J¢2), se define
una estructura compleja | que cumple

Jo = ie (K°) ¢ = —2716 (k* +m?) f.

De esta expresion se desprende inmediatamente que las autofuncio-
nes de | son las soluciones de frecuencia positiva, para las cuales
J¢ = i, y las de frecuencia negativa con ¢ = —i¢. Luego, al elegir
el subespacio propio de | con valor propio i como espacio de Hilbert
de una particula (# ), entonces el proyector a este subespacio cumple

Rp =4 (#—119) = 32rit (& -+ %) F [e (k) +1] =
=0 (k) 27ti6 (K2 + m?) f,
coincidiendo con el proyector propuesto al principio, como queria-

mos probar.
En ese espacio de Hilbert, el producto interno resulta

<K¢1,K¢2>H = 8 (Kpy, Ken) =
+m2) 0 (K) Fi (k) fa (k) d*k. (7.2.1)
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Esta expresiéon muestra que el espacio de Hilbert de una particula es
unitariamente equivalente a L? (h). Es decir, que si etiquetamos a los
estados por las funciones f entonces el espacio de Hilbert coincide
con L? (h).

A partir de aqui, siguiendo exactamente los pasos del capitulo tres,
se construye el espacio de Fock asociado a H y se define el operador
campo

—

#(f) = Q(Ef,") = ia (K(Ef) ) —ia* (K (Ef))

con las propiedades conocidas, incluyendo las relaciones de conmu-
tacion

#(F),$()] =~ (Ef, Eg) Id.

En los libros de texto, el campo qT(B = —ia (K (Ef)) +ia* (K(Ef))
se expresa usualmente en término de los operadores de creacién y
aniquilacién ax = 7 (Kyx) = @ (e~***). Resulta esclarecedor seguir
ese camino en nuestra construccion. Para ello, escribimos

—

9(f) = id (K(Ef)) —ia* (K (Ef)) =

——

=ia <(271T)4 fK(Ef)eik-xd4k> _ i ((2711)4 fﬂff)eik-xdzxk)

Ahora, se puede escribir

O(F) = G SO (k)6 (2 4 m2) (Fau+ fay) = [ f(0B(
donde el operador campo distribucional ¢(x) se escribe como
(/ﬁ(X) = (271.[)3 f 0 (kO) o (kZ + mz) (ll]kak +¢kaﬁ)

Por supuesto, esta manipulaciéon es formal, pues los operadores ay
no acttian en el espacio de Fock®. De todas maneras, es un ejercicio
interesante para conectar nuestra construccion con las presentaciones
usuales de los libros de texto.

7.2.5 Cuantizacién de datos iniciales en N

Definicién 7.1. Llamaremos Sy al conjunto de datos iniciales suaves
y de soporte compacto y también al conjunto de soluciones que estos
generan, en analogia con la definicién dada en 6.3.3.

Existe un marco matematico donde los operadores ay estan bien definidos. Dicho
marco se da en el contexto de los espacios de Hilbert equipados (ver referencia a los
rigged Hilbert Spaces en Bogoliubov and Shirkov [5])
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Definicién 7.2. Seguiremos usando la notacién S para designar a las
soluciones de K-G que se pueden escribir como Ef con f € T (M)
(funcién de prueba en M).

Definicién 7.3. Sobre los datos iniciales Sy definimos la forma bili-
neal (¢1,¢) = —iQn (¢1,¢2) , con Qy la forma simpléctica sobre
N.

Con estos ingredientes planteamos la siguiente proposicion.
Proposicién 7.1. (sobre el proyector Ky)

El proyector Ky definido por

Kng(k) = (¢w, @)

con ¥y una solucién de onda plana de la ecuacién de K-G con frecuen-
cia positiva, es un mapa lineal Ky : Sy — L? (h).

Demostracion. Es claro que se trata de un mapa lineal, por la lineali-
dad de Qy. Para probar que mapea datos iniciales a L? (k) necesita-
mos probar que los elementos de Ky (Sy) son de cuadrado integra-
ble. Para eso debemos estudiar el comportamiento de Ky¢(k) cuan-
do k — oo. Este cdlculo estd desarrollado en el apéndice D.1 donde
demostramos que efectivamente se trata de funciones de cuadrado
integrable en h. O

A partir del proyector Ky fijamos nuestra cuantizacién definiendo
los operadores fundamentales en el espacio de Fock Fg (L? (h)) se-
gan la construccion del capitulo tres, es decir

—

On (¢, ) = ia (Kng) — ia* (Kngp) con ¢ € Sy.

Estos operadores poseen relaciones de conmutacién (debido a la de-
finicién de @ y @*) dadas por

[0 ), 00 ] = 20 (Ko, Koo T
donde

(Kngp1, Kn2) 2y =

_ (2711)3 16 (k2 +m2) 6 (k%) On (Y, ¢1) On (B, p2) d*k.

En particular, para soluciones en el espacio S (de la forma Ef), es
facil demostrar que 2Im (Kny¢1, Knga) = —Qn (¢1,¢2). Comenzamos
calculando

KnNEf = (Y, Ef) = —iOn (¥, Ef) =
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Ahora, como probamos en el capitulo seis, Qn (Ef,¢) = [ fopd*x, si
el soporte de f estd en M, por lo cual

(KNEF) () = i [ £t = i [ f(x)e " wd = if (k).

Esto nos da la igualdad f(k) = —Qy (¥, Ef) y entonces podemos
escribir

(KNEf1,KNEf2) = —(22)3 J 6 (2 +m2) 60 (k%) On (Y, Efi) fa(k)d*k

Por lo tanto

i2Im <KN¢1’KN¢%V> = _
B (2711)3 J o (k2 +m?)6 (k) {QN (¥, Ef1) f2(k) — On ($y, Ef1) fz(k)} d*k.

Finalmente, debido a que fcae rapidamente con k — coen /1 y que el
integrando en Qy (¥x, Ef1) tiene soporte compacto, se puede invertir
el orden de las integrales (teorema de Fubini [17]). Asi llegamos a

i2Im (Kn¢1, Kngo) = . i
— O (ﬁ [6(K2+m?)6 (k) [fz(kﬁpk - lP—kfz(—k)] dk Ef1) ‘

Ahora,

2 [ o (13 +m) 0 (k) [fz(k)% _ t/z_kfz(—k)} P —
o 0 (K mP) e (k) fafk)e

y por lo visto al principio de la subseccién

o J 0 (K2 m?) e (K) fa(k)ek* = —i [ Efpe™** = —iEf, .

Por lo tanto, se cumple

i2Im <KN(P1IKN(P2> = 1QN (Efz, Efl) = —iQN (Efl, Efz)
y esto implica que las relaciones de conmutacién se reducen a

[ON (B, ), On ()| = ~iOn (KNEfi, KnEf2) Td

Asf, los operadores Q@ -) satisfacen las CCR.

Desde la perspectiva algebraica, esta es la cuantizacién Fock que
se obtiene de la construccién GNS a partir del estado algebraico wy
definido por

wn (W (¢)) = e 38n(949)

siendo W (¢) el elemento del algebra de Weyl asociado al dato inicial
¢y gn es el producto interno

SN (Y1, 92) = (2711)3 [ 6 (k* 4+ m?) Kngr (—k)Kngpa (k)d*k
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Modos cuantizados:

Antes de seguir discutiendo algunas propiedades de la cuantiza-
cién, como la condiciéon Hadamard, es importante entender cuales
son los modos de datos iniciales que estdn representados por los
operadores QW) Este es un punto central pues esperamos que
nuestra cuantizacién incluya suficientes operadores para reproducir
la cuantizacion estdndar en M, pero que a la vez excluya operadores
para los cuales no tenemos una descripcién adecuada en el marco de
una construccién Fock.

Para comenzar, supongamos que queremos encontrar el operador
cudntico que representa al observable clasico campo inicial promedia-
do sobre N:

¢ (0) = [apduy = [ d°x* {ofooﬁ(,bdx+ + Ofoofgl)df - oc°4>|so}.
N 0 0

En nuestra cuantizacién tenemos un operador para los elementos de
la forma ¢ (a) = Qn (9, ¢) con P datos de prueba en Sy correspon-
diente a «. Como vimos en el capitulo seis, los datos i existen si y

[o°] [o0]

s6lo si se cumplen las relaciones [aTdx"™ = [a~dx~ = —al. Para
0 0

estos operadores la expresion en términos de operadores de creaciéon

y aniquilacién es
—_—

On (y,-) = ia (Knp) — ia* (Knp).

Calculando Ky explicitamente se obtiene
Knyp(k) = —iOn (¢, ¢) = iOn (¥, ) = i [atpdpn.
N

Esto nos dice que el proyector Ky da una transformada de Fourier
en N de la funcién de prueba a. Usando la notacién [ayp, dun = &(k)
N

tenemos

—_—

¢ (@) =On(y,-) =a (&) +a* (&)

Al igual que hicimos para la cuantizacion estdndar, es esclarece-
dor expresar formalmente el campo en término de operadores ax =

a (Knyw) y ap = a* (Knyk). El calculo de Knyw(p) = (¢p, k) se rea-
liza en el apéndice D.2, donde se obtiene que las ondas planas son
ortogonales, es decir

(Pp, 1) = (271)° 2p70 (ky —py) 82 (pr — p1) = (271)° 53 (k — p).

De esta manera se cumple

ac=a ()8 (k-p)) vy alp)=7 (@0’ (k-p)).
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Notese que si 77 es una funcién suave sobre el cascarén i entonces
Jnlp 5u (k—=p)dpu(p) =1 (k)
y por lo tanto valen las igualdades
a0 = [y y & () = [yaidp.

Finalmente podemos escribir

—

¢ (v) = [day + dajdy
h

o también

—

¢ (@) = [ap(x)dpn con @(x) = [ (Prax+ P,a;) dun.

N h
Como ya mencionamos, estas son expresiones formales, pues los
operadores ay y a; no actiian en el espacio de Fock. De todas mane-
—_—
ras muestran claramente a los operadores Qy (¢, ) como el campo
promediado sobre funciones de prueba a que cumplen la relacién

[e9)
Jatdx* = —al. Cabe preguntarse entonces porqué no podemos ge-

neralizar la cuantizacién para incluir cualquier funcién « mediante la

férmula 4) f a¢(x)dpuy. La respuesta es que el operador campo

promedlado con una funcién de prueba que no cumple la relacién dis-
cutida no es un operador en el espacio de Fock. Como ya discutimos
(y demostramos en el apéndice D.1), el proyector Ky lleva elemen-
tos de Sy a L2 (h). De esa manera, la norma del vector QW) |0)
cumple

O ) 0] = (01 (Rad) & (K 0) = (Knp, Kt 3 <

o0
Pero si el dato de prueba cumple [ atdx* # —aP, la misma demostra-
0

ciéon del apéndice D.1 muestra que las funciones que se obtienen no
son de cuadrado integrable. Por lo tanto, el operador campo actuando
sobre el vacio no produce elementos en el espacio de Fock. El hecho

de que el vacio no pertenezca al dominio de QW) es una carac-

teristica de por si indeseable, pero hay otras “malas propiedades” de

estos operadores que los muestran como inadecuados para describir

al campo. Por ejemplo, si definimos los operadores de Weyl W («a) a
[e0]

partir de operadores de campo cp/(?) tales que f atdx® # —af, enton-

ces se obtiene el siguiente resultado para (0| W ) 10).

Definiendo W (a) = ¢i9(@) y escribiendo esta expresion en término de
operadores de creacién y aniquilacién resulta
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(O] W (a) [0) = (0] (&)@ |0y

Usando ahora que el conmutador de 4 con @* es proporcional a la
identidad (al igual que procedimos en la seccién 4.4.2) resulta

<0| W ([x) |O> — 67%@(,5()&(11) <0| eiﬁ*(&)eiﬁ(g) |O> _ e*%(ﬁ(,ﬁc)Lz(h).

Esto muestra que los datos de prueba que no son de cuadrado inte-
grable en L2 (h) cumplen (0| W («) |0) = 0 pues (@, &) 2y = 400, lo

—

cual implica a su vez que ¢ («) no es un operador autoadjunto. Una
forma de probar esta tltima afirmacion es mostrando que una fami-
lia uniparamétrica de operadores de Weyl W (Ay) (con pardmetro A)

no es continua en el pardmetro, como deberia suceder si ¢ (x) fuera
autoadjunto. Es evidente que

(0] W (Ap) |0) = e~ 2V (KwbKatlizg) — g

excepto si A = 0. En ese caso (0| W (0) |0) = 1, dejando clara la dis-
continuidad.

En definitiva, vemos que nuestra cuantizacién es rigurosa en el
sentido de que incorpora al operador campo promediado sobre datos
de prueba en N, pero sélo en los casos en que es un operador bien
definido.

7.2.6  Condicion Hadamard

Ya mostramos que nuestra cuantizacién coincide con la cuantiza-
cion estandar del campo de K-G en M y por lo tanto la condicién de
Hadamard, que estd inspirada en el caso plano, también se debe cum-
plir. Efectivamente es asi. En este caso podemos calcular la funcion
de correlacion de dos puntos explicitamente y confirmar que su parte
divergente es de la forma Hadamard.

Como discutimos en el apéndice A, para una construccién Fock con
vacio cuasi-libre se puede definir la funcién de dos puntos promedia-
da en el espacio tiempo como A (f,g) = A (Ef, EQ). Esta distribucién
puede calcularse a partir del producto interno en el espacio de Hil-
bert H gracias a la relacion A (¢1,¢2) = (K¢, K¢p2),, discutida en el
mismo apéndice. En nuestro caso tenemos

(Kn1, Kng2)y = | (;l:;35 (k2 +m?) 6 (k%) On (p1, ¥) On (92, Py

y entonces, si consideramos dos funciones fi, f» € 7 que cumplen

$1 = Ef1 v ¢» = Efr podemos transformar la expresion anterior en

A(f,) = MEF,Eg) = lim [ d'x [ dyfi() faly)¢ (x— )
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Aqui hemos introducido la funcién suave A7, cuyo limite en € — 0
es el propagador A" (ver apéndice C.2). Concretamente identificamos

N*(x—y) = lim [ 25 (k2 4 m?) 0 (k) ety
donde € es un cuadrivector temporal y se entiende que el limite en €
debe ser tomado luego de integrar. En el apéndice D.3 realizamos el
célculo de la parte divergente de esta distribucion discutiendo en de-
talle el € y obtenemos el mismo resultado que aparece en la literatura
para la forma Hadamard (seccion 3.3 de Kay and Wald [25]), es decir:

— 14 1 1 2 2 .

con 7 = Ve > 0,0 = (x—y)z, T = x%—y%y W(x,y) una funcién
suave.

7.3 CUANTIZACION EN ESPACIO-TIEMPO CURVO

Para la cuantizacién en espacio tiempo curvo, adoptaremos la es-
trategia de utilizar coordenadas sobre las hipersuperficies nulas que
nos permitan mapear el problema a su equivalente en espacio-tiempo
plano. De este modo podremos utilizar de forma integra la cuantiza-
cién que describimos en la seccién anterior y luego obtener nuestra
teoria con el mapa inverso.

La discusion de la preservacion de la condicion Hadamard en el
proceso de traduccién se dara en la siguiente seccién.

7.3.1  Eleccion del sistema de coordenadas

En primer lugar definimos un difeomorfismo suave del interior de
N al interior de N. Esto,a su vez, define coordenadas a = (a™,a~,a?, &%)
sobre A/ de manera tal que sus valores en un punto p € N son los
valores de (x,x™,x?,x*) en a (p) € N (ver figura 4). Elegimos « de
forma tal que a2, &> = cte a lo largo de los generadores de N, a~ = 0
en N* y at = 0en N, donde hemos conservado las definiciones
del capitulo anterior para estas hipersuperficies.

NOTACION:
Llamaremos p a la densidad de 4rea en coordenadas a',a? en las
secciones espaciales de N caracterizadas por a™,a™ = cte.

Por otro lado debemos distinguir la forma simpléctica en espacio-
tiempo curvo de su equivalente en espacio-tiempo plano. Para ello
utilizamos los subindices A y N respectivamente en los correspon-
dientes Q).
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SO

Figura 4: Esquema del difeomerfismo a que conecta la cuantizacién en
espacio-tiempo curvo con la cuantizacién es espacio-tiempo plano.

En analogia con nuestra notacién para espacio-tiempo plano usa-
remos la notacion M = int [DT (N)] y T (M) para el espacio de
funciones de prueba en M.

7.3.2  Propuesta de cuantizacion

Empezamos por una proposicion.
Proposicién 7.2. (mapa entre espacios de soluciones)

Dado el conjunto de datos iniciales suaves Sy definido en 6.3.3 y
su equivalente Sy en espacio tiempo plano, el mapa ¢ : Sy — Sy de-
finido por ¢(¢) = \/p¢ o a~! es una mapa lineal, 1 a 1 y sobreyectivo.

Demostracion. a~! es suave en N* y N~ y por lo tanto su composicién

con la funcién suave ,/p¢ también es suave. La continuidad de «
implica que mapea conjuntos compactos en conjuntos compactos y
por tanto, el hecho de que ¢ tiene soporte compacto en el interior de
N garantiza que ¢ (¢) lo tiene en el interior de N. La linealidad es
evidente y por tltimo el mapa inverso ¢~ !(y) = ﬁlp ow estd bien
definido, lo cual asegura que la relaciéon sea 1 a 1. O

Vale aclarar que la importancia del factor ,/p radica en que gracias
a él se cumple la igualdad

Qu (1, ¢2) = On (@ (¢1), 9 (92)) (7.3.1)

como se prueba en el apéndice D.4.
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7.3.2.1  Construccion de la teoria:

El mapa ¢ nos permite construir la teoria para datos ¢ € Sxr utili-
zando ¢ (¢) € Sy como datos iniciales en la construccién de la sec-
ciény.2. El resultado es la cuantizaciéon Fock correspondiente a la mé-
trica

SN (P1,¢2) = gn (@ (91), 9 (42))-

Esta métrica, junto con la forma simpléctica (7.3.1) definen el proyec-
tor Ky : Sy — H dado por

K N = KN o Q.
Explicitamente

Ky (k) = =iOn ($ ppoa™)

donde i son los modos de frecuencia positiva definidos para el
espacio-tiempo plano. Con estos elementos, podemos definir los ope-
radores

—

Qu (¢, ) = ia (Kn¢p) — ia* (Kyp) =

= i@ (Kng (9)) —ia" (Kng (9)) = W (9 (9) ).

Es inmediato comprobar que el conmutador de estos operadores cum-
ple las relaciones esperadas

(O (1), 0x (2] = [On o (90) ). O o 92 )|

O (91,-), O (¢2,7) (¢ (¢1),-), On (9 (¢2),°)

= —iOn (¢ (91), @ (92)) Id = —iQuy (¢1, ¢0) [d

lo cual completa la teoria cuantica de datos iniciales.

Vale aclarar que las funciones cldsicas Qp (¢, ) vy On (¢ (¢), -) son
distintas, pues de hecho acttian en espacio diferentes. Sin embargo,
los operadores que las representan en las respectivas cuantizaciones
de datos en NV y N son iguales. Este es el tinico sentido de la igual-

o —

dad Qu (¢,-) = On W) ,+) ya que los puntos en esta ecuacién no
representan dependencias funcionales de los operadores.

Al igual que hicimos en espacio-tiempo plano, en base a esta cuan-
tizacion de datos iniciales en N, podemos construir una cuantizacion
del campo en M. Para ellos basta con definir

$(f) = Qv (Ef,-) = On (9 (Ef) )
y asi obtener un conjunto de operadores de campo con las mismas

propiedades que discutimos en la seccién 6.4.1.

Finalmente, desde el punto de vista algebraico, esta cuantizacién
corresponde a la representacion del dlgebra de Weyl obtenida a partir
de la construccién GNS para el estado cuasi-libre wy definido por

wn W ()] =wn[W (g ()] = e~ isn(@(@).9(9)) = p—isn(¢9),
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7.4 ESTUDIO DE LA CONDICION uSC

Como hemos visto en la seccién anterior, muchas propiedades se
transfieren directamente de la teoria en espacio-tiempo plano al espacio-
tiempo curvo, pero en el caso de la condicién Hadamard esto no es
evidente. La funcién de correlaciéon de dos puntos no se mantiene al
aplicar el mapa ¢ y por lo tanto es necesario demostrar que su parte
divergente es de la forma Hadamard.

En espacio-tiempo plano la comprobacién de esta condicién se pue-
de realizar explicitamente, como vimos en la subseccién 7.2.6. Sin em-
bargo, en un espacio-tiempo globalmente hiperbdlico arbitrario resul-
ta dificil hacer el cdlculo explicito de la parte divergente de la funcién
de dos puntos. Por este motivo elegimos comprobar la condicién 1SC,
que es equivalente a la condicion Hadamard por el teorema de Rad-
zikowski.

La condicién ;SC exige que los quanta de momento grande creados
por el operador campo sean de energia positiva. En espacio tiempo
plano esto es asegurado por Ky, que proyecta a modos de energia
positiva, ya que s6lo se consideran ondas planas ¢y de frecuencia
positiva en la expresion Kyg(k) = —iQn (¢, ¢). En el caso curvo,
en virtud de la relaciéon 7.3.1, la accién de Ky, estd dada por una
expresion parecida:

Kn(k) = —iQy (Lo ¢) .

Pero a diferencia del caso plano, las funciones ﬁ@k o« no son datos
iniciales para ondas planas de frecuencia positiva sino deformaciones
suaves de las mismas. No obstante, es esperable que la proyeccién
sobre estas funciones atn asegure la positividad de la energia de los
quanta en el limite de momento grande. A continuacién veremos que
esta expectativa se cumple en gran medida. Haciendo uso de varias
herramientas de andlisis microlocal discutidas en el capitulo 5 hemos
probado el siguiente resultado.

Proposicion 7.3. (sobre cumplimiento de la condicién ;SC)

La funcién de dos puntos para la cuantizacién presentada en la sec-
cién 7.3 satisface la condicién espectral microlocal en todo el interior
del dominio de dependencia de N, si la satisface en un entorno de
SO,

En la subseccién siguiente desarrollamos los diferentes pasos que
llevan a la demostracion de esta proposicion. Antes de ir a ella presen-
tamos un resultado que se desprende inmediatamente de la misma.

Corolario 7.1. (caso particular)

Consideremos un espacio-tiempo globalmente hiperbdlico tal que
la métrica coincide con la del espacio de Minkowski al pasado de



7.4 ESTUDIO DE LA CONDICION uSC

una hipersuperficie espacial X y se contintia de forma suave hacia el
futuro de X. Si la superficie S° se encuentra en el pasado de X y en
esa region N coincide con N, entonces la cuantizacion presentada en
7.3 cumple ;SC.

Demostracién. Al pasado de X la métrica coincide con la del espacio
de Minkowski y el mapa ¢ es la identidad. Esto implica que, para
puntos en el pasado de %, el calculo de la funcién de dos puntos
coincide con el célculo hecho en el caso de espacio tiempo plano. Por
lo tanto, en esos puntos se cumple la condicién ;SC y eso nos coloca
en las hipétesis de la proposicion anterior. O

En este corolario hemos supuesto que la hipersuperficie N’ no es
compacta, contrario a la definicién que adoptamos en nuestro trabajo.
De todas maneras esto no tiene ningtin efecto sobre las conclusiones,
pues la hipétesis necesaria para demostrar ;SC es que los datos ini-
ciales deben tener soporte compacto en N y esto no requiere de la
compacidad de la propia hipersuperficie.

7.4.1 Estrategia de demostracion

A grandes rasgos la idea es escribir la funcién de correlacién de for-
ma que la dependencia de los datos iniciales sobre la hipersuperficie
N sea explicita. De esa forma se podra determinar cémo la accion del
proyector K impacta sobre la funcién de correlacién en M, restrin-
giendo el WF a las direcciones de la forma V., x V_ (ver definicién al
final de esta subseccion).

La demostracién consta de varios pasos, a cada uno de los cuales
dedicamos una o mas subsecciones:

= escribir la funcién de correlacién de dos puntos en término de
integrales sobre

= argumentar que, de todos los posibles (x, Y, kx,ky) en el WF, al-
canza con estudiar los de la forma (y,y,k,, —k;)

= llevar la prueba sobre la condicién ;SC a un calculo sobre el WF
de una distribucién en el espacio-tiempo plano, que llamaremos
AN.

= reunir los resultados incorporando la hipétesis sobre el cumpli-
miento de SC en un entorno de S°

Para descomprimir la demostracién muchos célculos son presentados
en el apéndice D.

NOTACION: En el resto del capitulo usaremos las siguientes nota-
ciones
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Vi ={(x,k) | k> =0,%k" > 0}
Vo= {(xk) | K =0}

Vi={(xk) |k =0+k">0}

Im = {(x, %k, —kx) | (x,kc) € V-}

7.4.2  Forma explicita para la funcién de dos puntos

De la construccién de la teoria cudntica vista en la seccién anterior
sabemos que los operadores de campo se obtienen como

—

§ (f) = O (Ef,-) = i (KyEf) — ia (KyEf)

donde f es una funcién de prueba con soporte en M. Por lo tanto, la
funcién de correlacion A (f,g) = (0| ¢ (f) ¢ (g) |0) se calcula como

A(f,8) = (01 (F)$(2)10) =
= (0|@ (KvEf) & (KnEg) [0) = (KWEf, KnEg)y.

Notese que esta tltima expresion muestra explicitamente que la fun-
ci6én de dos puntos queda expresada en términos de objetos en N.

Para el calculo del WF debemos extender esta expresion para fun-
ciones complejas, pues el andlisis del WF requiere que consideremos
funciones de prueba de la forma fre’**. Es decir, una funcién locali-
zadora fz con soporte en torno a X multiplicada por una onda plana.
Al extenderla linealmente a funciones f, g complejas obtenemos

A(f.8) = (KvE (F) KvEg),

por la sesquilinealidad del producto interno.

En la siguiente subseccién, para simplificar el estudio de su WF,
utilizamos que la funcién de dos puntos coincide con el producto
interno de ciertos elementos de H.

7.4.3  Simplificacion del estudio del WF (/)
Queremos probar que, para acotar los elementos (x, Y, kx, ky) S
WF (A), es suficiente estudiar los que tiene la forma (x, x, ky, —ky). Pa-

ra ello observamos primero que, por ser un producto interno, A (f,g)
cumple

A = |(KvE(F) KnEg). | <

_ —\1/2 —N\1/2
< (KvEf, KvEf) " (KnEg KnEg)* = A(f.F) A& )"
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en virtud de la desigualdad de Cauchy-Schwartz.
A partir de esta desigualdad, en el apéndice D.6, probamos que

WE (A) C {(x,y, ke, ky) | (x,x,ky, —ky) € WF(A) 0ky =0,
, (v, —ky, ky) € WE(A) 0ky =0}.

Ademads, debido a que A es una bi-solucién de K-G, sabemos que
WEF (A) C Vo x Vy. Esto muestra que basta probar que WF (A) no
contiene elementos de la forma (x, x, ky, —ky) con ky en el cono de luz
pasado, para que se cumpla la inclusiéon WF (A) C V. x V_. Por otro
lado, haciendo uso de un argumento muy similar al empelado en el
ejemplo 5.8, en el apéndice D.6 probamos que la condicién WF (A) C
V4 x V_ implica ysC.

Como conclusion, vemos que alcanza con probar que WF (A) N
I~ = @ para demostrar la propiedad ;SC.

7.4.4 La funcién de dos puntos como composicion de distribuciones

En esta seccién encontraremos una inclusién para WF (A) N1~ el
elemento central de la prueba.

Utilizando la notacién /pEf o ol =E f, en nuestra cuantizacién
se cumple que

A(f,8) = (KxE (f) KnEg), =

= [ 555 (k2 +m2) 0 (k) O (9 EF) O (3, Eg)-

Esta expresion puede ser interpretada en términos de las siguientes
distribuciones:

1. AT € D' (V x V), cuyo kernel (ver apéndice C.2) esta dado por

A —xa) = [ e (k2 m2) 0 (k) eeoa )

=/ (574535 (K +m?) 0 (K°) i (x1) Py (x2)

2. E € D' (U x M) siendo U un entorno de N. Esta es la bi-distribucién

que se obtiene a partir del mapa E : 7 (M) — D’ (U) como con-
secuencia del teorema del kernel.

89

3. La forma simpléctica Q) vista como una bi-distribucién en D’ (V x V).

Si se desarrolla la expresién para la forma simpléctica en N se
obtiene

On (Y ¢) = 1 f (¢ajll7 — l/Ja]‘(P) Axdd?xt =

J=EN
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= f ¢ (x1)P(x2) Oy (X1,X2)d4x1d4x2
VxV

con kernel

On (x1,%2) =
5 (x1 — x2) [5 (x5) 0 (x3) Oyr +0 (x3)6(x3) 0 — (1 xz)}.

La primera es una distribucién conocida que, como se discute en el
apéndice D.7, puede obtenerse como el limite de la funcién C*

N6 = L 85 4 )0 () e-ra,

En cuanto a la segunda distribucién, en el apéndice D.5 probamos
que estd bien definida en U x M, siendo U un entorno de N y también
probamos que su WF (relacionado con el WF de E) cumple

WF (E) = { (x ¥, ke, —ky) € T*U\ O x T*M\ 0 | (x, k) ~ (y,ky) }.
Aqui la equivalencia (x, ki) ~ (y,k,) significa:

= el punto y € M esta conectado por una geodésica nula al punto
x de coordenadas x = « (x)

» k, es co-tangente a la geodésica en y

= k. es la expresion en coordenadas del co-vector k, que es el
transporte paralelo de k, a x.

Por dltimo, Oy ha sido escrita como producto de conocidas distri-
buciones y es una distribucién bien definida como mostramos en
el apéndice D.7. A esta bi-distribucién le corresponde (via el teore-
ma del kernel) un mapa @ : 7 (V) — D' (V) que cumple Qi (¢) =

On (¥, ).

En base a estas distribuciones, la funcién de dos puntos

A(f,8) = [ 520 (k2 +m2) 6 (K) On (91 Ef) On (9, Eg)

puede escribirse (formalmente) como?®

A(f,8) =
fA+ (Xl — X2) QN (Xl, X3) QN (Xg, X4) ]Ef(X3)IEg(X4)d4X1d4X2d4X3d4X4
\VZ

Yy asuvez

Ef(x3) = Af4 E (x3,y) f(y)d*y, Eg(xs) = Af4 E (x4, y) 8(y)d*y.

La expresién para A en término de integrales mdltiples es formal pues no estd de-
mostrado que las integrales conmutan. De todas maneras, esta expresion formal
sirve para entender la interpretacién de A en términos de ET @ ET y Ay.
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Introduciendo ahora el producto tensorial EQ E € D’ (U x U x M x M)
también se puede escribir

Ef(x3)Eg(x4) = MfM [E @ E] (x3,x4, ¥1,Y2) f(y1)8(y2)d*y1d*yo.

Finalmente, definimos la distribucién Ay € D’ (V x V) dada por
AN = QUQAT (Xl — X2)

donde los supra-indices x; y xo indican en qué variable acttian los
mapas Q. En términos de esta nueva distribucién

A (f,g) = va/\N (X3,X4) E®E (X3,X4,f,g) d4X3d4X4 = /\N (IEf,IEg)
X

De forma alternativa pensaremos en la distribucién A como

A(f,8) = [ET®ET] (f® g An)

donde E” es el traspuesto de E, es decir ET (y,x) = E (x,y).

Esta tdltima expresion supone que Ay es una distribucién bien de-
finida y que tiene sentido saturar dos de las entradas de E? @ ET
con ella. En el apéndice D.7 demostramos que Ay es una distribuciéon
y en la préxima subseccion tratamos el tema de la composicién con
ET @ ET. Para esto tdltimo utilizaremos el teorema del kernel sobre
distribuciones presentado en la seccién 5.4.

7.4.5 Reduccion de la demostracion al cdlculo de WF (Ay)

El objetivo de esta sub-seccién es expresar A como una composi-
cién de ET @ ET y An, lo cual nos permitird a su vez, encontrar una
inclusién para WF (A) en términos de WF (Ay).

Como primer punto debemos justificar que la expresion

A(f,g) = [ET®ET] (f®g An)

tiene sentido, ya que estamos poniendo la distribucién Ay en la en-
trada de otra distribucién. Para que esto sea legitimo, el teorema del
kernel (ver secci6n 5.4) exige que WF' (ET @ ET) | N WF (Ay) =
@. Como veremos inmediatamente esta condicién se cumple porque
WF (ET ® IET)UXu = @. Luego, la misma asegura la existencia de
una distribucién [ET @ ET] Any = [ET @ ET] (-, An) que, por defini-
cién, coincide con A. Ademads, el teorema del kernel nos dice que el
WF cumple la inclusién

WF (A) C WF (ET @ ET) UWF (ET @ ET) o WF (A).

MxM
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EIWF de ET @ ET:
En primer lugar, el WF del producto tensorial ET @ ET cumple (ver

seccion 5.4)
WF (ET @ ET) ¢ {WF (ET) x WF (ET)} U
U {WF (]ET) X (supp (IET) X 0) } U { (supp <1ET) X 0) x WF (IET) } .
(7.4.1)

Luego, WF (]ET ® IET) cumple

MxM
WF (ET®ET),, ., € {WF (ET),, x WF (ET),,} U
U{WF (ET),, x (supp (ET) x0)} U
U {(supp (ET) x 0) x WF (ET),,}.

Como vemos, todos los términos incluyen WF (ET) v €l cual pode-

mos calcular explicitamente.
Sabemos que

WF (E) = {(x,y, kX,—ky) e T*U\NOX T*M\ 0| (x, ky) = (y,ky)}
con lo cual
WF (]ET) = {(y,x, —ky, kx) eT*M\O0x T*U\O| (x ky) = (y,ky)}.

Este WF no admite elementos con momento cero en ninguna de sus
entradas y por tanto WF (]ET)M = {(y,x,—k,,0) € WF (ET)} = @.
Esto prueba que la distribucién [ET ® ET] Ay estd bien definida.

Como dijimos anteriormente, el teorema del kernel nos asegura la
siguiente inclusion para WF (A):

WF (A) C WF (ET®ET),, ,,UWF (ET®ET) o WF (Ay).

Por idénticas razones a las presentadas en la prueba de existencia, se
cumple WF (ET @ ET) = @y por lo tanto la inclusién se reduce
a

MxM

WF (A) € WE' (ET ® ET) o WF (An)
o explicitamente
WEF (A) C
{ vy ki k) | (Y12 5052 ky Ky ke, =k ) € WE (ET @ ET),
(x1,%2, ks, K, ) € WF (An) }.
Si ahora hacemos la interseccion con I~ obtenemos

WE (A)N I~ C
{(y/]// kyl _ky) ’ (y/}// X1, X2, ky/ _ky/ _kX1/ _kxg) € WP (]ET & ]ET) ’
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, (y,ky) eV, (X1,X2, kxlzkxz) c WF (/\N)}

Esto limita fuertemente a los posibles elementos de WF (A) NI~ pues
en la inclusién 7.4.1 s6lo el término WF (ET) x WF (ET) tiene ele-
mentos de esta forma, ya que k, # 0 en V_. Por lo tanto obtenemos

WF(A)NI~ C
{(wy ky —ky) | (v.ky) €V, (v, 30, ky, —ky) € WF (ET),

(y, x2, —ky, —kX2) € WF (]ET) , (X1,%2, kyy, K, ) € WE ()\N)}
O sea

WE(A)NI™ C{(. v ky, —ky) | (v, ky) € V-,

(X].I kxl) ~ (y/ky> ~ (le _kxz) ’ (X11X2/ leIkXQ) c WF (/\N)}
Ya discutimos que Ay tiene soporte sobre N y A sobre M (que es

disjunto con N). Por lo tanto, la doble equivalencia dice que tanto
X1 como x; son las coordenadas de puntos de N que estan sobre una
geodésica nula que pasa por y tangente a k. Dado que hemos supues-
to que N estd encajado acronalmente en el espacio-tiempo, se aplican
los resultados del apéndice B de Reisenberger [31] (especialmente la
proposicion B.7). Segun este resultado, para que dos punto de N
estén sobre la misma geodésica nula sélo existen dos opciones (ver
figura 5): que la geodésica sea un generador o que los puntos coin-
cidan. La primera opcién debe descartarse. En ese caso la geodésica
perteneceria a Ny por lo tanto no podria conectar con puntos de M.
La opcién restante es x; = xo = x y kg, = —ky, = k«. Esto simplifica
aun mas la inclusion, llevandola a

WE(A) NI~ C

{ (v ky,—ky) | (v ky) € V-, (x ke) = (1, ky) , (%% ke, —kx) € WF (An) }.

Como dltimo paso antes de probar que WF (A) NI~ = @ debe-
mos estudiar WF (Ay). En particular, aquellos elementos de la forma
(%, %, ke, —kx)-

7.4.6  Estudio del WF (Ay)

De la expresion explicita para Ay vemos que su soporte se reduce
a la hipersuperficie N, por lo tanto su WF s6lo puede contener puntos
en dicha hipersuperficie. Ahora bien, al final de la subseccién an-
terior establecimos que los elementos de WF (Ay) que contribuyen a
WEF (A)N I~ sondelaforma (x,x, ky, —ky). A continuacién llevaremos
a cabo el calculo de WF (Ay) Nl con | = {(x,x, ki, —kx) | x € N'\ SO},
el cual nos permite demostrar ;SC para pares (y, k) tales que la geo-
désica nula por y tangente a k, interseca A en puntos del interior de
N o0 N~ En el caso restante, es decir, cuando la geodésica interseca
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Figura 5: Esquema que muestra porqué se descartan pares de puntos
x1 # xp de N al estudiar WF (A) N I~. (a) Condicién para
(x1,%2, kyy, kx, ) € WF (Ay) incompatible con y € M. (b) Condicién
para (x1,x2, kx,, kx,) € WF (Ay) compatible con y € M.

a N en SY, el desarrollo que presentaremos a continuacién no funcio-
na. Este caso sera tratado en la siguiente subseccién, incorporando
una hipétesis extra.

El célculo de WF (An) N1 se realiza en el apéndice D.8, obteniéndo-
se el resultado

WE (An) N1 C {(x,% ke, —ky) | x € NT\ SO, (k) <0} U
{ (%% ks, —ke) [ x € N7\ SO, (ke)_ < 0}.

Combinando este resultado con la exigencia (x, k) =~ (y, ky), vemos
que (kc), # 0en N y (k.)_ # 0 en NT. Esto se debe a que en el
caso (k) +,=0en NT, el vector nulo k, (de coordenadas k,) deberia
ser tangente a N'T y por tanto a un generador de N 7. A su vez
ky es tangente a una geodésica que conecta un punto x en N'" con
y € M, pero esto es imposible ya que esta geodésica coincidiria con
un generador de N, que es disjunto de M. Finalmente, (k) + <0
en NT y (k) < 0en N~ es incompatible con la condicién k, € V_
en conjunto con (x, k) ~ (y,k,). La razén es que el co-vector ky
(de coordenadas k) es el transporte paralelo por una geodésica nula
de un co-vector k, € V_ y entonces no puede pasar de ser un co-
vector apuntando hacia el pasado a uno que apunta hacia el futuro.
Esto muestra que WF (A) NI~ sélo puede contener elementos de la
forma (y,y,ky, —k,) correspondientes a geodésicas que pasan por S°.
Trataremos esta posibilidad en la siguiente subseccion.

7.4.7 Hipdtesis sobre WF (A) cerca de S°

Como ya mencionamos, si la geodésica que une y con N, lo hace
en un punto de S°, el cdlculo presentado en la subseccién anterior no
funciona. Sin embargo, si tomamos como hipétesis que la condicion
espectral microlocal se cumple en un entorno pequefio de S° pode-
mos utilizar la aplicacién del teorema de propagacion de singularida-
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des del ejemplo 5.7. Como se vio entonces el WF de una bi-solucién
de K-G, como A, consiste de una unién de conjuntos de la forma

{(x,y,kx,ky) | =7x (Ax) hx = 12 (M) y =1y (/\y) Ky =Ty (Ay)}

con Ay, A, pardmetros afines de las geodésicas nulas 7, y ;. Por lo
tanto, si (y,y,ky,, —ky) € WF (A) también lo esta (y1,y2, ky,, ky,) si
(v, ky) ~ (vy1,ky,) y (v, —ky) ~ (y2,ky,). Ahora, para puntos y1,y>
cercanos a S” sobre la geodésica nula que une y con S, se cumple
§SC por hipétesis y eso implica que (1,2, ky,, ky,) € WF (A) s6lo si
(y1,y2,ky,, ky,) € V4 x V_. Finalmente concluimos que (y,y,k,, —k,) €
WF (A) solosi (y,y,ky, —ky) € Vi x V_ (ver figura 6), lo cual prueba
la inclusién esperada para los elementos del WF (A) en este caso. Asi
concluye la prueba de que WF (A) NI~ = @y por lo tanto se cumple
uSC en M.[J

Figura 6: Esquema que muestra como el WF de la funcién de dos puntos
cerca de la superficie S” (zona punteada del esquema) determina
el WF de puntos lejos de ese entorno (aqui el punto y).

7.5 RESUMEN

Hemos propuesto una cuantizaciéon de datos iniciales para el cam-
po de K-G en espacio tiempo plano (sobre la hipersuperficie N) y he-
mos mostrado que un subconjunto de los operadores fundamentales,

los de la forma Qy (KNEf,-), reproducen la cuantizaciéon usual del
campo de K-G en M (el interior del dominio de dependencia de N).
También hemos probado que el conjunto de operadores fundamen-

tales incluidos en la cuantizacion, es decir Qy (Kn¢, <) con ¢ € Sy,
representan a todos los operadores de campo promediados sobre N
que pueden incluirse en esta cuantizaciéon Fock. También hemos mos-
trado explicitamente que se cumplen las condiciones cuasi-libre y Ha-
damard. Luego hemos utilizado esta cuantizacién para construir una
cuantizaciéon de datos iniciales de un problema andlogo en espacio-
tiempo curvo. La relacién con la teoria en espacio-tiempo curvo nos
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ha permitido probar que la cuantizacién hereda muchas de las pro-
piedades, incluida la propiedad cuasi-libre. Como tltimo punto del
capitulo, hemos estudiado la funcién de correlacién de dos puntos
(A), para demostrar que cumple la condicion ;SC, la cual es equiva-
lente a la condicién Hadamard. Agregando una hipétesis adicional
sobre el comportamiento de A cerca de la superficie S° hemos de-
mostrado que se cumple ;SC. Teniendo las propiedades cuasi-libre y
Hadamard, el teorema de Verch asegura que nuestra cuantizacion es
cuasi-equivalente a cualquier otra cuantizacién que también posea
estas propiedades.



CONCLUSIONES

GENERALES

En este trabajo hemos estudiado el problema de la cuantizacién de
datos iniciales para el campo de Klein-Gordon sobre la hipersuperfi-
cie N formada por dos ramas nulas (N'© y N/7). Para el andlisis de
este problema nos hemos enfocado en los observables Q) (¢, -) con ¥
un dato de prueba sobre Ny Q) la forma simpléctica. En base a es-
tos observables hemos propuesto una cuantizacién Fock de los datos
iniciales y la hemos interpretado, desde el punto de vista de la teoria
algebraica de campos, como una construccién GNS en base a un es-
tado cuasi-libre. También hemos estudiado la propiedad Hadamard
y logrado demostrar que la misma se cumple bajo ciertas hipétesis.
Esto le confiere a nuestra cuantizacién propiedades suficientes para
poder definir el valor esperado del tensor stress-energia del campo
escalar y también para incorporar (de forma perturbativa) interaccio-
nes del campo escalar. Ademds muestra que la cuantizacién es tnica
en el sentido de que cualquier otra cuantizacién con vacio cuasi-libre
y Hadamard presenta los mismos valores esperados de observables
contruidos a partir del campo.

La cuantizacién sobre la geometria que hemos elegido no ha sido
estudiada en la literatura, aunque algunas lineas similares se desa-
rrollan en el trabajo de Moretti [29]. Alli se estudia la cuantizacién
del campo de K-G sobre una superficie nula, pero no aparece un
“doblez” similar al que presenta nuestra geometria en la superficie

SO=NtTNN".
TEORfA EN ESPACIO-TIEMPO PLANO

Como paso previo a la propuesta de cuantizacién en espacio tiempo-
curvo hemos desarrollado una cuantizacion en espacio tiempo plano,
con datos sobre una hipersuperficie no acotada N. Para esta cuan-
tizaciéon hemos encontrado varios resultados que fortalecen nuestro
modelo.

En primer lugar vale aclarar que nuestra cuantizacién sélo inclu-
ye promedios sobre N de datos iniciales ¢ del campo que se pueden
expresar de la forma Q (¢, ¢), donde 1 es un dato de prueba en un
cierto conjunto. Limitar la cuantizacién a estos promedios simpléc-
ticos en vez de incluir cualquier promedio de datos iniciales puede
parecer arbitrario, pero hemos demostrado que esta cuantizacién no
puede ser extendida para incluir los promedios de datos iniciales ex-
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cluidos. Ademds mostramos que dicha exclusién no impacta sobre la
capacidad de nuestra teoria para describir el campo en M. La razén

es que todos los operadores de campo promediado ¢ (f) de la cuanti-
zacién usual del campo de K-G en M pueden ser escritos en la forma

—

Q(Ef,-) (aqui Ef es la resta de las soluciones avanzada y retardada
de la ecuacién de K-G con fuente f) y estos operadores estdn inclui-
dos en nuestra cuantizacion. También discutimos que los promedios
simplécticos son insensibles a los llamados modos cero, que son datos
iniciales para ondas de choque que se propagan por las superficie N,
pero sin llegar al interior M de su dominio de dependencia. Esta no
cuantizaciéon de los modos cero va en la misma linea de de la pro-
puesta de Ullrich [36] para el tratamiento del problema anélogo en
el drea de Light Front Quantization, donde se estudia la cuantizacién
de datos iniciales sobre un sélo hiperplano nulo (en espacio-tiempo
plano).

Finalmente hemos mostrado que se cumple la propiedad Hada-
mard para la funciéon de correlacion de dos puntos. Esta es una con-
secuencia directa de que nuestra cuantizacién coincide con la cuanti-
zacién usual del campo escalar en M.

TEORIA EN ESPACIO-TIEMPO CURVO

Para construir la cuantizacién en espacio-tiempo curvo hemos in-
troducido un mapa « que lleva datos iniciales en la hipersuperficie N/
a datos iniciales en la hipersuperficie N. Con este mapa hemos podido
utilizar la misma estructura de espacio de Fock y de operadores fun-

damentales W ) de la cuantizacién en espacio de Minkowski. De
esta manera hemos demostrado que la teoria en espacio-tiempo cuer-
vo hereda varias de las propiedades de la teoria en espacio-tiempo
plano. Entre ellas, las relaciones de conmutacién para los operadores
fundamentales y el hecho de ser una construccién GNS en base a un
estado cuasi-libre. La dificultad mayor se ha presentado para demos-
trar la propiedad Hadamard. Para lograrlo hemos incluido una hip6-
tesis extra: que la condiciéon Hadamard se cumple en un entorno de
S® = N NN~ (la interseccién entre las dos ramas de ). Agregando
esta hipotesis hemos demostrado la llamada Condicién Espectral Mi-
crolocal. Esta es una condicién equivalente a la condiciéon Hadamard,
pero es mds transparente en cuanto a su contenido: probar esta con-
dicién significa probar que se cumple (localmente) la condicién de
positividad de la energfa.

PERSPECTIVAS

El aspecto més importante de este modelo que atin queda por inves-
tigar es la hipétesis extra para la prueba de la condicién Hadamard.
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Una posible linea de accién en este sentido seria buscar una condicién
sobre el mapa « que asegure el cumplimiento de la condicién ;SC en
un entorno de S’. Sabemos que esta estrategia funciona en un caso
en particular, pues en el espacio de Minkowski un mapa « que se re-
duzca a la identidad en un entorno de S° cumple esta condicién. Esta
perspectiva nos alienta a pensar que la estrategia puede funcionar en
general. Un primer paso en esta direccién seria estudiar estas condi-
ciones en espacio-tiempos con alto grado de simetria, como De-Sitter
o anti De-Sitter.

Mas alld de este problema, nuestro modelo puede ser extendido
para describir otros campos libres. Por ejemplo, podriamos intentar
describir el campo gravitatorio linealizado, lo cual nos acercaria a una
cuantizacién de datos iniciales nulos para la gravedad, conectando asi
con el trabajo de Reisenberger [32], que dio origen a esta tesis.
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DISTRIBUCIONES

Uno de los aspectos importantes de la formalizacion de la Teoria
Cuéntica de Campos es dar cuenta de la naturaleza distribucional de
los operadores de campo ¢(x).

Definir un operador que acttia en el espacio de Hilbert en cada
punto del espacio-tiempo parece la idea mds natural e inmediata pa-
ra cuantizar un campo ¢(x), pero trae consigo importantes problemas
matematicos y también problemas conceptuales asociados a la posi-
bilidad de realizar una medicion de tales observables “puntuales”.

Estos problemas se resuelven definiendo a los operadores funda-
mentales como distribuciones, es decir como operadores cuya accién
queda definida cuando se “promedia” sobre funciones suaves del
espacio-tiempo. A estas se las denomina funciones de prueba, pues la
accion del operador queda determinada cuando se define sobre todas
ellas.

En términos mds estrictos, los campos cudnticos se definen como
mapas de un cierto espacio de funciones de prueba 7 a operadores
en un espacio de Hilbert que son continuos en un cierto sentido. Por
razones de simplicidad en este apéndice discutiremos las propieda-
des de distribuciones que son mapas de las funciones de prueba de
R" en C. Esto no representara una simplificacién excesiva ya que la
sustitucion de C por otros espacios normados no presenta ninguna
dificultad importante.

Para el lector interesado en ampliar estas ideas, todo este apéndice
esta desarrollado en los primeros capitulos de Hoérmander [23].

A.1 DEFINICIONES BASICAS.

Las distribuciones son una extensiéon de la idea de funcién que
permite definir operaciones como la derivacién, convolucién y TF pa-
ra funciones discontinuas como la funcién escalén de Heaviside o
incluso algunas que no tienen un valor definido en un punto co-
mo la delta de Dirac. La observacién clave para este desarrollo es
que la integracién es una operacion mucho mds robusta que la de-
rivaciéon ya que puede definirse para una clase mucho mas amplia
de funciones. Por ejemplo, para la funcién discontinua de Heaviside
(H(x >0) =1,H(x < 0) =0) no se puede definir la derivada usual
en el punto x = 0, pero si se puede definir la integracién de dicha
funcién multiplicada por una funcién suave f de la forma:

—+oc0

if:f (x)H(x)dx = [ f(x)dx

0
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Esta integral toma valores reales si el soporte de f (clausura de los
puntos donde f # 0) es acotado y nos permite definir una funcional

—+o0
lineal H(f) = [ f(x)dx que asocia un real a cada funcién suave y de
0

soporte compacto.

Definicién A.1. Llamamos C§° (X) al conjunto de funciones C* con
soporte en X C R".

Definicién A.2. Decimos que u es una distribucién sobre un abierto
X C R" si es una funcional lineal u : C§° (X) — C y cumple que dado
cualquier compacto K C X existen constantes k, C para los cuales:

u(f)] < C ¥ supl|o®f| con f € CF (K)

e

donde a representa un multi-indice, es decir un conjunto {ay, ...y},
0" representa 0"1...0" y |a| = Y_a;. La cota implica que u (f) es conti-
i

nuo en su argumento para una cierta topologia sobre C§° (X).

NOTACION: Al conjunto de las distribuciones reales en X se lo de-
nomina D’ (X, C) aunque en el resto del apéndice utilizaremos la no-
tacion D’ (X) en su lugar pues trataremos siempre con distribuciones
u : C — C. El mismo tratamiento puede darse para distribucio-
nes sobre otros espacios vectoriales topolégicos, por ejemplo en el
cuerpo de la tesis consideraremos distribuciones cuyos valores son
operadores en espacios de Hilbert. El nombre D’ (X) para identificar
al conjunto de distribuciones se debe a que el espacio de funciones
de prueba correspondiente C§° (X) a menudo es denominado D(X).

De la definicién de distribucion se desprende que cualquier funcién
g integrable en compactos de X tiene una distribucion asociada g €
D' (X,C) definida por

e(f) = /gfdx, con f € Cy° (X). (A.1.1)
X

Esta identificacién nos proporciona un punto de partida para exten-
der nociones de los espacios de funciones a las distribuciones, como
veremos inmediatamente.

Definicién A.3. La restriccion de u € D’ (X) al conjunto abierto Y C
X es la distribucion uy : Cf° (Y) — C definida como uy(f) = u(f)
con f € Cy° (Y) C C§° (X).

Definicién A.4. El soporte de u € D’ (X) es el conjunto supp (1) C X
de puntos que NO poseen un entorno V; para el cual uy, = 0.
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Definicién A.5. Con las definiciones anteriores podemos definir el
soporte singular de u € D’ (X), abreviado singsupp (1), como el con-
junto de puntos que NO poseen un entorno abierto Vy en el cual
(u — @)y, = 0 para alguna funcién ¢ € C*.

Esta dltima definicién abarca entonces a todos los puntos de X en
los cuales la distribucién no se comporta como una funcién suave y
donde la identificacién A.1.1 pasa a ser inicamente formal.

Dentro del conjunto de distribuciones, hay un subespacio de distri-
buciones con soporte compacto en X al que llamaremos &’ (X). Para
ellas se puede extender el espacio de funciones de prueba al conjunto
de funciones C*.

A.2 OPERACIONES

Extendiendo la idea de las operaciones en espacios de funciones y
haciendo uso de A.1.1 podemos definir operaciones sobre las distribu-
ciones. En todos los casos partimos de las propiedades de funciones
g € C%(X) vistas como un subespacio de distribuciones actuando
sobre funciones de prueba f € Cf° (X) y luego extendemos las opera-
ciones a distribuciones genéricas u € D’ (X), con X C R".

PRODUCTO POR FUNCIONES SUAVES:

De manera obvia se extiende el producto de funciones hg con
h € C* ya que para todo f € C§° (X)
[ lgh] fd"x = [g[hf]d"x donde hf € C§ (X).

X

X
Por lo tanto la extensién natural es

hu (f) = u (hf)

DERIVACION:
Integrando por partes se obtiene
Joigfd'x = — [g0ifd"x
;z(a que f € CS"}EX) es cero en el borde de X.

En base a esto se extiende la nocién de derivacion para u € D’ (X)
mediante

diu (f) = —u (0if) para todo f € C5° (X).
El ejemplo tipico de derivacién es el de la conocida relaciéon entre la

funcion escalon de Heaviside 6(x) = { L x>0 y la distribucién
0,x<0

delta de Dirac definida como (f) = f(0). Segun la definicién
£) =0 (%) = —[Hdx == [f (o) = F(0)] = £(0)

de __
con lo cual 7; = 4.
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CONVOLUCION DE UNA FUNCION Y UNA DISTRIBUCION:

La convolucién de funciones se define con

g*fl(y) = [g(x)f(y —x)d"x = I[{ng(y —x)f(x)d"x = [f*g] (y)

RH

suponiendo que f € Cf° (R").
Para u € D' (R") es inmediato definir

[ f1(y) = u (fy) con fy(x) = f(y —x)

Se puede probar (teorema 4.1.2 de Hormander [23]) que esta opera-
cién cumple la propiedad

(ux fysxh=ux(fxh) (A.2.1)

siue D' (R")y f,heCy (R

CONVOLUCION DE DISTRIBUCIONES:

Dadas dos distribuciones u1, u; € D’ (R") no existe una tinica forma
de definir su convolucién. Pero si se exige que una de ellas tenga
soporte compacto y que se cumpla A.2.1, es decir

(1 % up) * f = uy * (up * f) para toda f € C° (R")

entonces existe una tnica distribucion u € D’ (R") que se ajusta a la
definicion u = (uq * up).

Un aspecto importante sobre la convolucién de distribuciones es el
de la relaciéon de su soporte con el de las distribuciones convolucio-
nadas. Con respecto a esto se cumple que:

w supp (ug *up) C supp (uy) + supp (uz)
» singsupp (uy * up) C singsupp (uq) + singsupp (uz)

donde + indica la suma de los elementos de los conjuntos como vec-
tores de R".

PRODUCTO TENSORIAL:

A partir de dos funciones g1 € C* (X1) y g2 € C®(X2), con X; C R”
y X2 C R™, se puede definir el producto tensorial
91 ® g2 € C® (X; x Xp) mediante

(81 ® 2] (x1,22) = g1 (x1) &2 (x2)

Para extender esta nocién a distribuciones entonces se puede inte-
grar dicho producto con la funcién f; ® f, € D (X; x X;) obteniendo
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[ 181®8] (x1,%2) [1 ® fa] (x1,%2) d"x1d"xp =
X1 X Xo

= [g1fid"x1 [ g2 fod™x,
Xi

X

Esto lleva a la definicion:

(i1 @ uz] (1 ® f2) = w1 (f1) uz (f2)

para distribuciones 11 € D' (X1) y up € D' (Xa).

Teorema A.1. (del Kernel de Schwartz)

Reciprocamente a la definicién anterior se puede partir de una dis-
tribucién K € D’ (X3 x Xp) y obtener una distribuciéon naturalmente
asociada a K en X; o X». La idea parte de observar que, a partir de
una funcién continua K (x1,x2) € C(X; x X»), se obtiene un mapa
K :C§ (X2) = C(Xy) dado por

Kfa(x1) = [K(x1,x2)f2(x2)d™x, para todo fo € CF(X2), x1 € Xi.
X3

Luego, vistos como distribuciones,

Kf2(fr) = }{’CfZ(xl)fl(denxl =K (f1® f2).

El teorema del kernel de Schwartz extiende la relaciéon entre K y
K a distribuciones. El mismo dice que para cada K € D' (X7 x X3)
existe un tnico mapa K : C° (X) — D’ (Xj) lineal y continuo que
cumple

Kf2(fi) = K(fi ® f2) para todo fi € C5’(X1) y f2 € CF°(X2).

y también que se cumple el reciproco. Para cada mapa K : C§° (X2) —
D' (X;) lineal y continuo la relacién anterior define una distribucién
K e D' (X1 x Xa).

COMPOSICION CON FUNCIONES SUAVES:

Dada una funcién F : X1 C R" — X, C R™ que sea C* y con
diferencial sobreyectivo existe un tinico mapa lineal

F*: D' (X2) — D' (X1) tal que, restringido a funciones continuas, F*
se reduce a la composicién de u con F:

F*u=uofF.

Decimos que F*u es el pullback de u por F y es una nocién muy
importante, pues es la que se utiliza para extender la definicién de
distribucién a variedades diferenciables. En la seccién 5.4 presenta-
mos una generalizacion de este resultado que no exige que el mapa
sea sobreyectivo.
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A.3 TRANSFORMADA DE FOURIER

Una de las virtudes més importantes de la teoria de distribuciones
es el marco sélido que aporta para definir la TF, ya que para muchas
funciones no existe una nocién correcta de su TF como mapa entre es-
pacios de funciones. En cambio, todas las distribuciones temperadas
(las cuales definimos a continuacion) tienen TF bien definida.

Para una funcién integrable f € L! (R") se define su TF

fk) = [ e R f(x)d"x

donde (x, k) es el producto interno en R"
Para el caso de que f € L! (R") entonces se tiene una férmula de
inversién dada por

flx) = [ R f(kyd"k

donde d"k = -4k

(@n)"

Distribuciones temperadas

Para extender esta nocién a distribuciones, primero hay que definir
un nuevo espacio de funciones de prueba . (R") que consiste en
funciones f € C* para las cuales

sup |x*9P f| < oo para cualquier par de multi-indices «, B.
X

Estas funciones de prueba son integrables y el conjunto . es ma-
peado a si mismo por la TF. Ademds, para estas funciones, la TF tiene
las propiedades conocidas:

/fg 'y = /fgd”x (A3.1)
Jfgdix=[fgdx
frg=Ff%
fé = (zi)"f*g

Definicién A.6. A los mapas lineales continuos sobre .7 (R") se los
denomina distribuciones temperadas. El conjunto de estas distribucio-
nes, al que se denomina .’ (R") es un subespacio de D’ (R") e in-
cluye, por ejemplo al conjunto &£’ (R") de distribuciones con soporte
compacto. Sobre dicho espacio se puede definir la TF utilizando la
propiedad A.3.1, con lo cual

i(f) = u (f) conue.? (R")y f e .7 (R
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Teorema A.2. (7.1.14 de [23])

Para distribuciones de soporte compacto u € £’ (R") la TF es la fun-
ciéon C*

u(k) =u (e_i<"k>>

donde el punto representa la variable sobre la que actta u.

Notese que, de la definicion de distribucion, se desprende que (k)
es una funcién suave que no crece mds rapido que una cierta potencia
de k cuando k — co.
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ESPACIOS DE HILBERT Y ALGEBRAS DE
OPERADORES

En este apéndice introducimos el lenguaje minimo de los dos es-
cenarios matematicos donde se desarrollan las Teorfas Cudanticas en
esta tesis. Por un lado la construcciéon de un espacio de estados (es-
pacio de Fock) con la estructura de espacio de Hilbert y un conjunto
de operadores sobre dicho espacio. Por otro la formulacién algebrai-
ca que describe un élgebra de operadores e incorpora a los estados
como funciones lineales sobre dicha algebra.

B.1 ESPACIOS DE HILBERT

Definicién B.1. Un espacio de Hilbert (1) es un espacio vectorial
complejo con producto interno que es un espacio de Banach con res-
pecto a la norma inducida por el producto interno.

Dentro de esta definicién aparecen varias nociones que vale la pena
repasar brevemente:

= Dado un espacio vectorial V complejo, un producto interno es
un mapa (-,-) : V. x V — C lineal en la segunda variable y que
cumple (vq,v2) = (v2,v1) Vv1,v2 € V (y por tanto antilineal en
la primera variable) y que (v1,v1) > 0 para todo vy # 0.

» Todo producto interno induce una norma en V definida como
loll = v/ (v, v).

» Una sucesién {v;} en V se dice de Cauchy si para cada ¢ > 0
existe un entero N tal que ||v, — vy| < €V n,m > N.

= Un espacio con una norma en el cual toda sucesiéon de Cauchy
converge a un elemento de V se dice completo en dicha norma
y se llama espacio de Banach.

Si bien no todo espacio con producto interno es completo en la norma
inducida, siempre se puede construir un espacio de Hilbert por un
proceso conocido como completar el espacio. Este proceso tiene tres
pasos:

1. Se define una distancia entre sucesiones de Cauchy {v,} y {w,}
de la forma

{0} — {wa}ll = lim [lon — i
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2. Dado que pueden haber muchas sucesiones diferentes a dis-
tancia cero se transforma la operacién anterior considerando
las clases de equivalencia de distancia cero de sucesiones de
Cauchy en vez de las sucesiones en si.

3. Cada punto del nuevo espacio (de Hilbert) se identifica con una
clase de equivalencia de sucesiones de Cauchy del paso 2. El
producto interno se define como ({v,},{w,}) = nlz_}ngo (U, Wy)
donde v, y w, son representantes cualquiera de su clase de
equivalencia.

Por este procedimiento obtenemos un espacio vectorial que contiene
al espacio original V como subconjunto denso y a todos los limites
de sucesiones de Cauchy.

B.1.1 Algunas construcciones a partir de un espacio de Hilbert

Hay varios espacios ttiles que se construyen a partir de un espacio
de Hilbert y que intervienen en la formulacién de teorfas cudnticas.
Los principales son:

EL ESPACIO COMPLEJO CONJUGADO H: A partir de la operacién
producto por escalar x : C x H — H se define una nueva operacion
X :CxH — H mediante cxv = ¢ x v con c € C,v € ‘H y entonces
el mismo conjunto de elementos con la nueva operacién producto es
un nuevo espacio vectorial H.

Dado que el nuevo espacio tiene los mismos elementos que H exis-
te una correspondencia natural entre cualquier v € H y el mismo
elemento en H, que llamaremos T para especificar que se trata de
otro espacio vectorial.

Con esta identificacion, en H se define inmediatamente un produc-
to escalar (-, -)7; mediante (01,72)7 = (v1,02)y

EL ESPACIO DUAL H*: El espacio dual es el conjunto de todos los
mapas lineales y acotados” de H en C. Se trata de un espacio vectorial
y en el caso especifico de los espacios de Hilbert (por el lema de Reisz)
existe la siguiente equivalencia:

Dado un elemento v* € H* existe un tinico v € H tal que v* () =
(v,-). De este modo H y H* resultan isomorfos.

OPERADOR ADJUNTO: También se desprende del lema de Reisz
que todo mapa acotado A : H; — H» entre espacios de Hilbert tiene
un adjunto A* : Hy — Hy que cumple (w, Av)y, = (A*w,v),, para
cualquier v € Hy,w € Hy.

Un mapa entre espacio normados f : V — W se dice acotado si Vo € V3Ic € R tal
que [[f(0)llw < ¢llolly



B.1 ESPACIOS DE HILBERT

SUMA DIRECTA: A partir del producto cartesiano xH, de una

o
coleccién de espacios de Hilbert comenzamos definiendo el espacio
V C xH, formado por elementos v = (vy, v, ....) con sélo una canti-

o
dad finita de v, diferentes de cero.
Se define la suma directa ©H, como el espacio V completado en
14

la norma inducida por el producto interno (v, w)y = ¥ (Vs Wa) g, -
o

PRODUCTO TENSORIAL: Dados dos espacios de Hilbert H; y H»
se puede definir el espacio W de todos los mapas lineales A : Hi —
H, cuyo rango es un subespacio de dimension finita de H,. Luego W
es un espacio vectorial con un producto interno definido por (A, B) =
tr (A*B).

El producto tensorial H; @ H, es el espacio V completado en la
norma inducida por este producto interno. Usando el lema de Reisz
también puede verse como el conjunto de los mapas bilineales « :
Hy x Hy — C que cumplen

2 .
)3 ‘zx (e},ejz-)‘ < oo donde {e!} es una base ortonormal de #; y
L]
{e?} es una base ortonormal de H>.

La definicién se extiende naturalmente al producto de un ntiimero
finito de espacios de Hilbert como el conjunto de los mapas « : H; X

2
tx(e}, ..... ,e?’)‘ < o0
1 n

we X Hy — C que cumplen Y

11 wody

ESPACIO DE FOCK: Un espacio de Fock es un espacio de Hilbert
construido a partir de otro espacio de Hilbert H mediante 7 (H) =

) n 0
@ <®H , definiendo @H = C.
n=0

En fisica es usual definir dos tipos especiales de espacios de Fock,
utilizados para describir campos de bosones o fermiones. Estos son:

» Espacio de Fock simétrico F; (H) = E}S <§JSH> donde el pro-

n=0
n
ducto tensorial simétrico ®; s6lo admite mapas « simétricos en
las n variables.

[ee]

» Espacio de Fock antisimétrico F, (H) = @ (éu"H) donde el
0

n=

n
producto tensorial antisimétrico ®, s6lo admite mapas « antisi-
métricos en las n variables.

NOTACION DE INDICES ABSTRACTOS: Es usual utilizar una no-
tacién simplificada, con indices abstractos para los elementos de los
diferentes espacios asociados a los espacios de Hilbert. Partimos de
la notacién v para los elementos de H y entonces llamamos:

= 7, al correspondiente elemento en H* por el lema de Reisz
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= T, al correspondiente elemento en H por la correspondencia
natural entre ellos

= 7 al elemento de H

Esta notacién permite escribir facilmente a los elementos del produc-

antisimetrizacién de indices respectivamente.
También da una forma muy cémoda de escribir el producto interno
como (v, w) = T,w", muy similar a la notacién de Einstein.>

OPERADORES DE CREACION Y ANIQUILACION EN F; (H): Existe
un conjunto de operadores lineales sobre espacios de Fock, que son
muy utiles en la construccién de Teorias cudnticas, conocidos como
operadores de creaciéon y aniquilacién.

Para cada elemento {” € H se definen la accién de dichos opera-
dores de aniquilacién y creacién respectivamente sobre un elemento

[¥) = (Yo, 97, P12, ...) € Fs (H) mediante:

7 (0) 1) = (G, V2ouy™, V3E ™, )

7 (@) 1%) = (0.90g", V2EU 9™, Vgl p), )

y asumimos que sus dominios se restringen a los subespacios de
Fs (M) en los cuales las imagenes @ (&) |¥) y @ (§)" [¥) de cualquier
vector |¥) tienen norma finita. Con esta restriccion las propiedades
importantes de estos operadores son:

n G (8) [¥) =0V € H <= [¥) = (1,0...).

El estado normalizado |0) = (1,0,0...) se llama el vacio del espa-
cio de Fock y el hecho de ser aniquilado por todos los operado-
res de aniquilacién, lo identifica (médulo una fase).

» 7* () es el adjunto de @ (¢)
Corroboremos que se cumple la propiedad
(Y2,d(5) Y1)z = @ (§) Y2, Y1) £
Comenzamos calculando (¥,,7 (&) ¥1) =
= (0,9 93" ), (G0, V", VB, ) ) =
= Ppolatf] + \/ﬂzalé} T+ ﬁ@zalazgﬂlﬁaluz +

2 Los indice abstractos son indices que marcan las entradas de un tensor, visto como un
mapa multilineal. Cuando un indice se repite esto significa que las correspondientes
entradas del tensor estdn contraidas, lo cual se asemeja a la convencion de la suma
de Einstein para indices comunes. A diferencia de los indices comunes los abstractos
no toman valores ni se suman, son simplemente marcadores de entradas.
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Por otro lado (@* (¢) ‘I’z,‘I’1>

<<0 208, V28 \fé Wz ) (10, 95, a1a2,m)> =
= 0+ P latp] +\f€a¢2a1 it

Finalmente los sumandos coinciden término a término.

= Los operadores de creacién y aniquilacion cumplen las siguien-
tes relaciones de conmutacion:

 [@(8).a(m] =0
* [@ (). a ()] =0
 [@(@),a ] =(&n)d

En todas las relaciones, la simetrizacion juega un papel impor-
tante. Veamos la primera relacién (la segunda es similar):

a@)amy)—ama(@)ly) =
=a(¢) (ﬁaw”, V27,9, /3, %2, ) -
—a (i) (G, Ve, By, ) =
= (V2&u ™, V3 2%, ) — (V2 Gt /320, Eap ™2, . ) =
=0
Por otro lado la tercera relaciéon
a@)a m¥)—a (ma(@)ly) =
() (0.gun, vy, VAo yo, ) -
=@ () (&ag", V2Gap, V3G, ) =
= (o, 2Eam(o ), 3o e, ) — (0, Eprgm, 2 poton ), .) =
Cant” (o, 9™, 92, ...)

B.2 ALGEBRAS DE OPERADORES

Esta parte del apéndice estd basado en la secciéon 1lI.2.1 de Haag
[18].

Definicién B.2. Un dlgebra sobre un espacio de Hilbert F es un sub-
conjunto A de operadores acotados sobre F que cumple:

m A+ Be A
»m ABec A

Vei,c0€ CyABe A

Si un algebra incluye los adjuntos de todos sus elementos entonces
se denomina *-dlgebra.
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TOroLOGIAs: Una nocién importante que se puede definir en un
algebra es la de topologia, es decir un forma de determinar entornos.
En las élgebras de operadores hay varias topologias ttiles.

La més evidente es la topologia uniforme, la cual se obtiene introdu-
[ Av]
lloll 7

de A € A con radio € como el conjunto de los operadores B € A que
cumplen ||[A —B| <e.

ciendo la norma uniforme [|A|| , = sup y definiendo el entorno
veH

PROPIEDADES: Los operadores acotados en un *-dlgebra A con la
norma uniforme cumplen las siguientes propiedades:

[cA[l = e[ [[Al

|A+ B[l < [|A[|+ || B

|AB[| < [[A]l - ||B]]

|AAll = ||A]>

paratodoce C, A, Be A

Las primeras tres propiedades son obvias, pero vale la pena demos-
trar la ultima.

En primer lugar | A*A|| < [|A*]| | A]l y || AA*|| < || Al | A*]| usando
que | AB] < || A] - ||BI

Entonces es inmediato que ||A*A| ||AA*|| < ||A*||* | A Por otro

lado 5 ) .
IA|? = sup Al I sup [(9lAAlp) £l sup IolIlA"Alp) ]

2 - 2 = 2 =
A*A
y de la misma manera ||A*||*> < ||AA*|. Por estos dos resultados
se cumple

|A*[]*||A||* < ||A*A]| || AA*|| y entonces se debe cumplir | AA*|| =
|A*A|l = ||A]| ||A*||- De las desigualdades para ||A*|| y ||A|| se llega
finalmente a que ||A*||> = ||A|* = || A*A|

EJEMPLO IMPORTANTE: Las combinaciones lineales finitas de ope-
radores que cumplen las relaciones de Weyl que presentamos en la
seccién 4.1 son un *-dlgebra dada por:

e
o W) = exp (1292) (g Ty

siendo 91, P, soluciones de K-G y () la forma simpléctica.

—

En primer lugar es evidente que la identidad en esta algebra es W(0)

—_— —_—— —

ya que W(yp)W(0) = W(0)W(y) = W(y) y también que se trata de
operadores unitarios pues:

WW(P) = WE)W(—p) = exp (iﬂ(‘p{w) W(0) = Id e

igualmente W(y) W(y) = Id .
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Por lo tanto su modulo en la norma uniforme resulta

Tl T _ o
W], = sup e = it =1

Con este resultado el dlgebra de Weyl es un *-algebra de operadores
acotados.

Definicién B.3. Un *-dlgebra que es cerrada con la topologia unifor-
me se denomina C*-dlgebra.

Por ejemplo la clausura del dlgebra definida por las relaciones de
Weyl con la topologia uniforme es la C*-algebra que llamamos Algebra
de Weyl.

Ademas de la topologia uniforme existen otras topologias que tam-
bién son de utilidad. Por ejemplo la topologia fuerte de operadores, que
es la topologia generada por los todos los conjuntos de la forma
|Av — By|| < e por alginv € F y e > 0.

ISOMORFISMOS DE ALGEBRAS:

Definiremos tres tipos de isomorfismos entre *-dlgebras A; y A,.

1. Isomorfismo algebraico: se requiere que el mapa conserve la es-
tructura algebraica (suma, producto por escalares, producto y
adjunto)

2. Isomorfismo completo: isomorfismo algebraico que también con-
serva la topologia

3. Equivalencia unitaria: requiere que exista un mapa unitario V :
F1 — Fptal que Ay = VA V!

ALGEBRAS ABSTRACTAS: Sibien los espacios de Hilbert son una ba-
se firme sobre la cual construir *-dlgebras, el enfoque algebraico de
teoria de campos requiere independizarse de los mismos. Esto es po-
sible gracias a que todas las estructuras introducidas hasta ahora re-
quieren de un conjunto de operaciones formales (combinacién lineal,
producto y adjunto) y de normas o semi-normas que pueden ser im-
puestas directamente en el dlgebra. Esto es lo que se denomina dlgebra
abstracta.

Por ejemplo, A es una C*-dlgebra abstracta si es una *-algebra com-
pleta en la topologia asociada a una norma ||-|| con las propiedades:

leAll = Icl |A]

lA+B < Al +]B]

|AB| < |All- B

jA*Al = A

paratodocc C,A,Bc A

Introducimos finalmente una nocién importante y a la vez muy
inmediata que relaciona algebras abstractas y concretas.
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REPRESENTACION: Una representacion 7t de un algebra abstracta A
en un espacio de Hilbert F es un homeomorfismo3 del algebra al
conjunto de operadores acotados en F que reproduce la estructura
algebraica de A en F. Es decir:

n(A+B)=mn(A)+ n(B)

T (aA) =amt(A)

m(AB) = (A) 7 (B)

mw(A*) =m(A)"

para cualquier A, B€ AyacC

Un manera de generar representaciones de un algebra es la llamada
construccion GNS. Por su importancia en este trabajo la presentamos
en la seccién 4.3 junto con otro concepto fundamental en el enfoque
algebraico de teoria de campos como es la nocién de estado algebraico.

3 Un homeomorfismo entre espacio topoldgicos es una biyeccion, continua, con inver-
sa continua. Para este tipo de mapas, la topologia se transporta de un espacio al
otro.



FUNCIONES DE CORRELACION

En este apéndice discutiremos la nocién de funcién de correlacién
en Teorfa Cudntica de Campos y cémo dicha nocién se incorpora en
la formulacién algebraica; especificamente discutiremos el caso de los
estados cuasi-libres.

C.1 TEORIA DE CAMPOS

Estos objetos son tipicos del andlisis perturbativo de teorias de cam-
pos con interacciones y su representacion gréafica es la base de los
famosos diagramas de Feynman. Dado un campo ¢ en el espacio-
tiempo, el ejemplo mdas simple en que podemos pensar es en una
funcién de correlaciéon de dos puntos que consiste en calcular
(0] p(x)$(y) |0), es decir, el valor esperado del producto de operado-
res de campo en dos puntos x,y del espacio-tiempo en el vacio de
la teoria |0). Otros ejemplos son el valor esperado del conmutador
0 [¢(x),¢(y)] 10) y (O] T (¢(x)$(y)) |0) donde T ordena causalmen-
te a los puntos x e y. Esta tltima funcién de correlacion aparece en
la serie de Dyson del desarrollo perturbativo. En definitiva, las fun-
ciones de correlacién son una herramienta central para vincular la
Teoria de Campos con la Fisica de Particulas.

En este punto es importante sefialar, como ya mencionamos en el
apéndice A, que los operadores de campo ¢(x) no son funciones de-
finidas en cada punto x del espacio tiempo, sino distribuciones sobre
funciones de prueba f suaves y de soporte compacto en el espacio-

L —

tiempo. Utilizamos la notacién ¢ (f) para designar a esas distribucio-
nes que definen operadores en el espacio de Hilbert. Formalmente

—

podemos escribir ¢ (f) como una integral [ ¢(x).f(x)e, con € una
4-forma de volumen.

Como se discute en la seccién 6.3, para K-G el conjunto de los ope-
radores de campo coincide con el de los operadores fundamentales

()/(1;7 ), siendo ¢ = Ef una solucién de prueba que corresponde a
la funcién de prueba f. Esto a su vez implica que los operadores

VV@) = exp (up/(B) son operadores de Weyl.
En el lenguaje distribucional, se define la funcién de correlacion de n
puntos como

—_—

A (frs e fu) = (01 @(f1)--¢(fn) |0)

que podemos pensar como un promedio de (0| $(x7)...¢(xy) |0) sobre
funciones de prueba f;...f,. Teniendo en cuenta ademads la relacién
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de los operadores de campo con los operadores fundamentales, la
definicién anterior es equivalente a

—

AWt erpn) = 0| QW1 )0 (n ) [0)  (C11)
cuando ¢; = Ef; 0 mds esquemdticamente
A(f1, s fn) = A(Ef1, ., Efu) (C.1.2)

C.2 LA FUNCION DE PAULI-JORDAN Y EL PROPAGADOR DE K-G
EN ESPACIO-TIEMPO PLANO.

Un ejemplo de funcién de correlacién, de particular importancia en
este trabajo, es la funcién de correlacién de dos puntos para el campo
de K-G en espacio tiempo plano (0] ¢(x)¢(y) |0) = AT (x —y).

Al final de la sub-seccién 6.4.1 notamos que el conmutador cum-
ple (0] [¢(x),$(y)] |0) = —iA (x —y) donde A es la funcién de Pauli-
Jordan, que se obtiene como la resta de las funciones de Green avan-
zada y retardada de la ecuacién de K-G. Por lo tanto el propagador
cumple —iA (x —y) = AT (x —y) — A" (y — x). Esta igualdad tam-
bién suele escribirse como —iA (x —y) = AT (x —y) + A~ (x —y) de-
finiendo A~ (x) = —AT (—x). Inmediatamente veremos que el origen
de la notacién +, — es que AT y A~ son las partes de frecuencia po-
sitiva y negativa de la funcién —iA respectivamente, si hacemos un
desarrollo de Fourier con x° como variable tiempo.

La ecuacién de K-G con fuentes [1*¢ — m?¢ = f en espacio de Min-
kowski tiene solucién avanzada

Af(x) = [ A%(x,y) f(y)d*y,
siendo A? la funcién de Green avanzada, es decir la soluciéon a
CRA(x,y) —m*A" (x,y) = d(x —y)

que es cero fuera del pasado causal de f. Esta funcién se puede cal-
cular en el espacio de momento, obteniéndose

eik«x

. —1 4
80 = Ji e | e

Andlogamente se define la solucién retardada Rf, que se escribe en
términos de la funcién de Green retardada como

Rf(x) = [N (x,y)f(y)d*y

r . —1 elkx 4
con A’(x) = elirgz+ 2y i e d k. Luego

A(x) = A(x) — A'(x) = lim —L [ 6 (K2 +m?) e (K°) e *d'k,

e—0t (277)3
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siendo € un co-vector tipo tiempo (e? < 0). Finalmente, la parte de
frecuencia positiva de —iA (con respecto a x°) resulta

AT (x) = (2;)3 [ 6 (k> +m?) 0 (K°) e*>d*k.

Es claro que A~ es la parte de frecuencia negativa.
Alternativamente, se define AT como el limite de la funcién suave
A} (x) dado por

A (x) = limZ (x) = lim

1 2 2 0Y pik-(x—ie) g4
L[5 (2 m2) 0 (k) e -l
siendo € un vector tipo tiempo que apunta hacia el futuro. En la sec-
cién 7.2.6 calculamos explicitamente las divergencias de A™ investi-
gando el comportamiento de A} cuando € — 0

c.2.0.1 La distribuciéon E (f, g)

En el cuerpo de la tesis, especialmente en los capitulos seis y sie-
te, hacemos uso de las propiedades de la distribucién E (f,g) =
Q(Ef,Eg) = [fEge, con f,g funciones de prueba en el espacio-
tiempo y € una forma de volumen. Dado que Ef = Af — Rf, el nt-
cleo de esa distribucién (al que podemos llamar E(x,y)) coincide con
A (x —y) en el espacio tiempo plano. Dicho de otra forma, la distri-
bucién E es la generalizacion de A a espacio tiempo curvo.

C.3 FORMULACION ALGEBRAICA

Las nociones de funciones de correlacién se pueden incorporar fé-
cilmente al enfoque algebraico. Pero dado que el dlgebra que utili-
zamos en nuestro trabajo es el dlgebra de Weyl, debemos dar una
definicién alternativa (pero equivalente) de la ecuaciéon C.1.1 para las
funciones de correlaciéon en término de elementos del dlgebra. Asi
definimos

n — —
“

, O
A (l/]], ey’ ll]n) = an W(S]lp])-nW(SnlIJH)) S]...Sn:() (C31)

donde w es un estado algebraico y m) son operadores de Weyl.

La diferencia con la definicion en término de operadores Q (¢;, ) es
que esta nueva expresion asume que la derivada esta definida para el
estado w. Si este no es el caso, entonces la funcién de correlaciéon no
estd definida para el estado correspondiente en el dlgebra de Weyl.

C.4 APLICACION AL CASO CUASI-LIBRE

En el caso de estados cuasi-libres, los cuales cumplen
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o () =exn(-142)

se pueden calcular las funciones de correlacién de todo orden apli-
cando C.3.1.
En primer lugar la aplicacién al caso n = 1 arroja

con lo cual los estados cuasi-libres segtin nuestra definicién poseen
funcién de correlaciéon de 1 punto (valor esperado del campo) nula.
Luego, la funcién de correlacion de dos puntos se calcula como

A1, 92) = — st (Wisig)Wisaga) ) =
— _%252 [ (W (s1¢p1 + s2¢p2) ) exp (%Q(Sllpl'sﬂpz))]sl,sz:o =

= —%252 [exp (—%g (5191 + s2tpp, s19P1 + Szle))

exp (I*2Q (Y1, 42))],, o =
= — 5 {exp (=1 [ (1 90) + 3152 {8 (91, 92) — iQ (1, 92)} +

+§8(¢21¢’2)D} =

51,52=0

= 38 (Y1, 92) —iQ (1, 42)]

Nota: es interesante ver que, a la luz de la construccion de la seccién
3.2.3, la funcién de dos puntos se conecta con el producto escalar en
el espacio de Hilbert de una particula de forma inmediata, es decir

A(f,8) = (KEf,KEQ)y

Para n 2 2 y par, las funciones de correlacién son sumas de pro-
ductos de las de dos puntos, mientras que en el caso impar son cero.
Para demostrar esta afirmacién comencemos probando que el pro-

—

ducto W(p1)...W (¢py,) es

—

W(pn). W () = exp ( L Qv w)) W(Ly)

j<k=1
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PRUEBA POR INDUCCION:

Por definicién
W(p)W(y2) = exp (4Q(¢1, 92)) W1 + 92),

por lo cual la igualdad se cumple para m = 2. Supongamos ahora
que se cumple para m = n y probemos que se cumple para

m=n+1.
W)W () W(ir) = exp <]§ ol w)) WL g W(pr) =

n—+1

= exp <§<§ 1Q(lIJj, lPk)) exp (AQ(W1 + oo+ P, i) W( ,lele) =

J<k= ]=
—BXP< Z Q(IIJ],IIJk)) WX )0
Aplicando el resultado anterior para las funciones de correlacion

de n puntos obtenemos

—

/] an ’ %
M1 ) = (1) 5 exp <; y (s]tP],skybk) ( <ZS;¢]>> =
.05 i<k=1
51...5p=0

N ai’l s n 1 n n
= (i) exp <; Y Q(Sijj,SklPk)> exp (—48 (Zsijjr]{Z,SklPk)) =
) j<k= j=1 =1 51...5p,=0

" L 1 &
exp <; Z Q(Sjl/]j,sklpk ) exp < 1 kzlg (5]1/]]; SklPk)> =
k=

j<k=1 $1...8,=0

an 0" 14 )
= (—i) 951.05, exp <_4jrkz_,15j5k {g (07, Px) — 2i0(¢pj, ¢k)9kj}> §1on=0 =

1L,k>j

donde 6y_; =
0k<j
Utilizando la relacion 1 = 6;_; + 0, x + 6 y la simetria entre j y
k en el producto g (1j, 1), la expresion anterior se puede reescribir

como

o o Yy
(—i) 35195, l 2 SjSk { (W, ) — 1OQ(W;, ¥x)] Ok + %kg (Wi, ¥r) ” S

En términos de la funcién de dos puntos resulta:
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I 1 S
(—i) 351,05, exp [ ). 5iSk {)\ (Wi, ¥r) Ok + %g (¥, ) }1 5157 =0

k=1

En resumen, la funcién de n puntos se puede escribir como

A aﬂ 1
A1, Pn) = (=) mjglexp (—sjskgix)

donde g = A (5, Y1) i + g (¥ 9x) -

Dado que se trata de una derivada n-ésima de un producto de n?
términos, al desarrollarla se obtiene una suma de #°® sumandos, cada
uno de los cuales es el producto de n? términos con exp (—sjskik)
derivado un numero variable de veces.

Ahora bien, tomando en cuenta que la derivada n-ésima sélo inclu-
ye derivar con respecto a cada s; una sola vez, la mayoria de los n?
sumandos son cero. Si un factor exp (—sjskg]-k) es derivado 3 o més
veces se anula porque s6lo depende de 2 variables y si es derivado 1
vez se anula al evaluar la derivada en s;...s, = 0. Esto hace que s6lo
sobrevivan los sumandos en donde cada exp (—s;skgjk) es derivado
dos o cero veces. Este argumento también demuestra que todas las
funciones de correlacion con n impar se anulan pues no existe forma
de obtener sumandos donde cada factor se derive dos o cero veces
Unicamente.

Ahora s6lo consideremos términos con n par.

En esos casos la derivada de un término resulta:

2
s exP (=ssigin) s, o o = — (810km + Sjmut) S =

= — (Gion + Sjndia) | A (91 91) Oucy + B g (1, 90|
Dado que | # m los posibles valores de esos términos son:
AP, Pm) Oy sil=jym=k
A (P, 1) O sil=kym=j
= 0 en cualquier otro caso

Finalmente en cada sumando se pueden derivar n/2 de estos térmi-
nos y el resto se evaltian en s...s;, = 0, contribuyendo con un 1.
Por lo tanto la funcién de n puntos resulta:

8 [0 G ) s} =

{a;}em(n) =1

n/2
= 2 [H {A (lpﬂzl—l’ E%) 91121*112171 }}

{apem(n) =1
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donde {4;} es una permutacién de indices a, ...a, del conjunto de
permutaciones 7 (n).

Este resultado muestra explicitamente que las funciones de n pun-
tos son sumas de productos de funciones de correlacién de dos pun-
tos.






CALCULOS

Para descomprimir el cuerpo de la tesis, dejamos algunos calculos
detallados como apéndice.

D.1 EL MAPA KN COMO MAPA LINEAL DE DATOS DE PRUEBA A
L% ()

Queremos probar que Kn¢ = (¢, ¢) (como funcién de k) es un
elemento de L2 (h) si ¢ € Sy, siendo ; = e’** un modo de Fourier
y (Y, ¢) = —iQn (P, ¢). Es decir, queremos demostrar que Kn¢
es de cuadrado integrable en /.

Comenzamos calculando
(Y, @) = =1 (Y1, ¢) = —iQn (Yk, ¢) =
= —i Z fdsz‘ fdx] (¢a]lp_k — l,U_ka](P) .
R+

j=* R2

Integrando por partes resulta

(Yr, ¢) = 2i [ d*x* [¢k4>|x+xo +r dxf¢kaj4>]
o

IRZ
Ahora, definiendo una TF sélo en las direcciones L. como

]‘(xi,kL) — deXLe—ikalf(x:t, xJ_)
]RZ
entonces

(Y, ¢) =2i & [fdxje_ikf"jajé(xf,kl) + ;JJ(O,kL)].

jJ=% | R+

Debido a que estamos integrando en R los primeros sumandos son
equivalentes a la composicién con un escalén en x*. Por lo tanto
los primeros dos términos son la TF tridimensional del producto de
d+¢ con el escalén 6 (x*), que estd bien definido pues 9+ ¢ es una
funcién suave y de soporte compacto en N*. Resulta entonces

—_—

(i, @) = 20 (0959 (ke ki) +00-¢ (k- k1) +lso (k).

Para estudiar su comportamiento en el limite de k — oo utiliza-
remos las nociones de WF del capitulo 5. Tomemos como ejemplo el
caso k_ — oo. En primer lugar observemos que todos los sumando
son TF de funciones de soporte compacto, y por lo tanto son funciones
analiticas. Luego notemos que en el caso k1 = 0 se cumple
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+oo , .
001 ¢lk,—0 = [ 9rPe " "dxt | o = —Pls0.
0

Por lo tanto 09 ¢, o + $|s0 = 0. Tratdndose ademas de una funcién
analitica

00, (ki k) + G0,k ) =k fu (ks k))

con fi una funcién analitica. Utilizando ahora que k* + m? = 0 se

(ky)*+m?

agrega la condicién k, = =5 ~— y entonces tenemos que

09 4 _ (k)P m?
00, ¢ (ki ki) +¢(0k) = =g f+ (k, ko).

Cuando k_ — oo este término cae a cero al menos tan rdpido como
k%, mientras que el término

00 ¢ (k k)= L0%0 ¢ (k k) =L =isxd ¢(k ki )—0

al menos tan rdpido como -. Asi la suma cae al menos tan rapido
como k% El mismo razonamiento funciona cuando k; — oo.
1 2 . .
De todo esto se concluye que (i, ¢) ok s6lo en las direcciones

de los ejes de ki o k— y mads rdpido que cualquier potencia de k
en todas las otras direcciones. Por lo tanto el cuadrado de (i, ¢) es
integrable en h.

D.2 ORTOGONALIDAD DE LAS SOLUCIONES DE ONDA PLANA

Dada la forma bilineal (¢1,¢2) = —iQn (¢, ¢2) en el contexto de
la seccién 7.2, los modos i cumplen

(e, i) = (27)° 2K76 (ki —K,) 8% (ko — K
Demostracion:

(YY) = —iQ (P, o) = —iQ (Y, Yi)
=i ¥ [ ($u0jp—x — Y-ijtp) dxidxt

J=ENS

Usando que 0+ = ikse’** entonces se cumple

(o) = — T (K +1K) [ [axtel () (K )e]
=% 0 R2

Foo .., .
=- % (K+K) @nPs(K, —k) | o)X i —
=% 0

(regularizando las integrales con € ,e_ — 07)
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— / . 2 2 /o 7

Las divergencias de ambos sumandos estan relacionadas, de mane-
ra que debemos trabajar un poco para entenderlas. En primer lugar,
el factor 6% (k' — k) nos permite escribir

2
2 2 k/ +m2
k+k7 _ (kL)erm _ ( L)z — kq_k/_,
k_+k
de modo que el término % se puede reescribir como
(kL+k__) _ (K, +ky)
K=k~ ie- Ky —ky—ie{ky/k_}"

Resumiendo hasta ahora:
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X . .
() = — (K +ky) 2m)70% (KL — k1) | =57 — k@*k+*ielf{k+/k’,}

Si estudiamos el término g(k)e = ¢ +§ il = (L 777 en el plano de
k complejo, éste tiene dos polos y existen dos situaciones diferentes.
Si el signo de {k/k"_} es positivo, entonces hay un polo en cada lado
del eje real (k = —ie; y k = ie_ {k/k"_}). Este caso corresponde al
producto de ondas planas en el mismo cascarén de masa (positivo o
negativo). Por otro lado, si el signo es negativo, ambos polos estan en
el mismo semiplano con respecto al eje real.

En el limite e — 0 se cumple que g define una distribucién 6.
Para demostrarlo se parte de una funcién de prueba real f(k) y su
descomposicién en una suma de funciones analiticas f (z) y f- (z),
tales que f (z) decae en el semiplano complejo con parte imaginaria

positiva y f (z) en el otro semiplano Entonces
ff dk—ff+ dk—i—ff+ ge(k)dk =
= f f + z)dz + f f dz
c+

donde C* es un camino Cerrado en el semiplano positivo que incluye
a la recta real y C~ es un camino cerrado en el semiplano negativo
que incluye a la recta real.

Si ambas ondas planas estdn en el mismo cascarén de masa, enton-
ces el teorema de residuos implica

ff k)dk = 27ti (—i) fy (ie- {ky/k_}) —2miif_(—iet) — 27tf(0).

En camb1o si estdn en cascarones de masa diferentes
f f(k)ge(k)dk = —27i (—i) f—(ie— {ky/k_}) —2miif_(—ie;) — 0.
Por lo tanto en el limite e_, e, — 0 sucede lo siguiente:

= si ambas ondas planas estan en el mismo cascarén de masa
gk, —ky)e — 276 (K, — k) y podemos escribir

(e ey = — (270)° (K + k) 8 (K — k) 02 (K — k1)
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= (2m)°2kT 5 (K —ky) % (K — k1)

» si ambas ondas estdn en cascarones diferentes g(k)e — 0, pe-
ro esta posibilidad también estd contemplada en la igualdad
anterior ya que modos de diferente cascarén no pueden tener
k, =k, por lo cual vale la misma igualdad en ambos casos.

D.3 CONDICION HADAMARD EN ESPACIO-TIEMPO PLANO

En el apéndice C.2 hemos definido la distribucién AT como el limi-
te de la funcion suave A} cuando € — 0, es decir

AT (x—y) = lim f d k 56 (k2 + m?) 6 (k0) eik-(x—y—ie)

e—0

siendo € un cuadrivector temporal.

Podemos desarrollar la funcién A para obtener explicitamente las
partes divergentes de A*. Para empezar podemos escribir AJ en una
base en la cual la componente temporal apunte en la direccién de e.

De esta manera, podemos usar € = (eo, 6) sin pérdida de generali-
dad. Asi resulta

- |2 ; ; 2
BE(x) = s [ dkOdFo (— (k) + [’ + m2> B (k0) ¢~ (x"=ie") gif %

e integrando en k°

AF(x) = &k ,—iE (e0+ix?) ,ik-®

7

2
donde E; = ‘k‘ + m?2. Pasando ahora a coordenadas esféricas en el

espacio de momento

A (%) = G f dk f d f [ 450 (1) g0
conk = ’E’ y r = |X|. Las integrales en los dngulos son elementales y

arrojan

ikr —ikr

+ K2 —1Ek 0_jed ek —e
Ad(x) = g fdszk Jon ikr

Cambiando k por —k en el segundo término

) = g T e )

8n2

o también
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A:(X) — —119 f dk 1 —zEk(x —i€ ) ikr‘

872 r ar

Luego, aplicando el cambio de variable E, = mch (1) y k = msh (n)
se pasa a

A*(x) f d17€ 1mch()7)(x —i€ )eim”h(q).

€ 87r2r or

Para interpretar esta funcién (compleja) podemos escribir las coorde-
nadas espaciales de la forma

x —ie® =4/ (x —ie®)® —r2ch () y r = 1/ (x — ie®)* — 12 sh (§) donde
0 es algtin complejo y asi escribir

f d17€ im A/ (x—i€%)? —r2 ch(1779~) )

AZ‘ (x) 87r2r or

Dado que el integrando cae con #7 — oo por el factor e™™ ch(n)e® enton-
ces podemos hacer la integral sobre la variable 17 — § en el eje real, ya
que la integral sobre el eje corrido Im (9~) arroja el mismo resultado.
Finalmente

_ _ . 2
M) = sk [ dpe =) = L2 (—im? (2),

con z = my/ (x0 — ie)* — 12 y siendo Héz) la segunda funcién de Han-

kel con v = 0. Dado que esta funcién cumple la igualdad

2 2
LHP =

entonces
AL (x) = $H (2).

8z

Ahora, H( (z) = J1 (z) — iNj (z) siendo

Ni(z) = =2+ 2Ln (%) i(z) + R(z),

con R(z) un término que es regular en z. Por lo tanto A resulta

m2 Z 2 Z m
Af(x) = & [zLn (5) — f] +R(z) = g=Ln (3) — 4—% + R(z2).
Finalmente, puede escribirse

2 2 740
At (x) = WZ%‘WWJFM”ZL n (x* + % + 2ix%) + W(x).

Esta es la expresion para la forma Hadamard manejada en la seccién
4.6 de Wald [39], entre otras referencias.
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D.4 RELACION ENTRE FORMA SIMPLECTICA EN N Y N/

En este apartado probaremos la ecuaciéon 7.3.1, es decir

Qn (1, 92) = On (Voyr o™, (oo oa™)

donde la notacién es exactamente la de la seccién correspondiente. Es
decir v y pg son funciones en N, ¢, 1> son funciones en Ny 11, o™
son funciones en N.

PRUEBA: En la prueba utilizaremos la notacion yN para referirnos
a poa~!, que en definitiva es la misma funcién expresada en las
coordenadas (at,a”,a’t).

Usando la expresion explicita de la forma simpléctica en N

On (\/51,01 oa" L Vo2 o (x_l) =
- ]-Zi J { ¥ (VogY) — (1« 2)} d>atde) =
Sk

IIM

f { (23 amlpl + faa/ (\/ﬁ) 1[J'2\|1IJ{\I — (14 2)} A2atda.
+ N

El segundo término se cancela con su correspondiente de la parte
(1 ++ 2) y entonces

On = Z f [9”2 i —(1e 2)} p d2atdal.

La expresion anterior es exactamente la forma simpléctica Qs (91, 2)
expresada en las coordenadas «.[]

D.5 LA DISTRIBUCION [E Y SU WF
Definiciones

Al igual que en el cuerpo de la tesis, utilizamos la notacién V para
el espacio-tiempo y M para el interior del dominio de dependencia
de V.

En la seccién 7.4 hemos definido Ef = /pEf o a~!, con & coorde-
nadas sobre Ny donde Ef : T (M) — D' (M) es la diferencia entre
las soluciones avanzada y retardada de K-G en M con fuente f y en
virtud del teorema del kernel E también puede interpretarse como
una distribuciéon E € D' (M x M).

Por motivos formales tomaremos como punto de partida la distri-
bucién E € D' (V x V) sobre todo el espacio-tiempo. El WF de esta
distribucion es conocido (Duistermaat and Hormander [14]):

WE (E) = {(y,x, —ky, kx) € T*V\OX T*V\O | (x,kx) ~ (v,ky) }
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donde la equivalencia (x, k) ~ (y, k) significa que x =y y ky =k, o
que hay una geodésica nula (s) que une x con y siendo k, tangente
a la geodésica en x y k, su transporte paralelo a y.

Extensién del mapa « y WF (E)

Consideremos una extensiéon de las coordenadas « a un entorno
espacio-temporal U de N y llamemos a ese mapa con el mismo nom-
bre «. (Ver introduccién del apéndice B y proposicién B.1 de Reisen-
berger [31] para una posible construccién de estas coordenadas.)

Extendiendo la definicién de Ef a U =a (U) mediante la igualdad
Ef = \/pEf oa™!, entonces E y E estan relacionados por un mapa
suave e invertible que consiste en multiplicar por la funcién suave
\/p y tomar coordenadas en la primera entrada (via el mapa «). Por
el teorema 8.2.4 de Hormander [23] que presentamos en el capitulo
cinco, E es una distribucién bien definida en M x M y su WF es

WEF (E) = {(x ¥, ke, —ky) € T*U\OX T*V\ 0| (x, k) ~ (y,ky) }
donde la equivalencia (x, ke) =~ (y, k) significa que:

= el punto y € M estd conectado por una geodésica nula al punto
x de coordenadas x = & (x)

= k, es tangente a la geodésica en y

= k, es la expresién en coordenadas del vector ky que es el trans-
porte paralelo de ky a x.

D.6 SIMPLIFICACION DEL ESTUDIO DEL WF (A)

Partimos de la distribucion A (f,g) = <K ~E (f) , Ky E g>H, donde
Ky es el proyector de la cuantizacién en espacio-tiempo curvo y que-
remos encontrar una inclusién para su WF. Encontrar una inclusioén
equivale a determinar un subconjunto de las direcciones regulares (y
luego el complemento incluye al WF). Recordemos que un conjunto
abierto de vectores (kx, ky) representan direcciones regulares en (x,y)
si existen dos funciones de prueba fy y go con soporte alrededor de x
e y respectivamente tales que

A (foe ™M, goe= M) | — 0
A—00
més rapido que cualquier potencia de A para todos los (ky, k) en el
conjunto.

La distribucién A puede escribirse como el producto interno en
un espacio de Hilbert y por lo tanto se cumple la desigualdad de
Schwartz. Esto lleva a la inecuacién
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A(£,9)] = [(KvEF KuEg), | <
< <KN57/ KNEf>;/2 (KnEg, KnEg)y)” =

= [a (1) ace)]” (D:6.1)

Consideremos ahora la expresiéon A ( f, 7) A (3, g) dadas dos fun-
ciones fijas f(x) = fi(x)e”™* y o(y) = fo(y)e Y. Entonces las
distribuciones A ( f, f) y A (g, g) estan evaluadas en funciones de
soporte compacto y por lo tanto pueden ser tratadas como distribu-
ciones de soporte compacto sin alterar el resultado del célculo. Si ese
es el caso, podemos utilizar las siguientes propiedades de la estas
distribuciones. Si u € £ entonces

1. sea X (1) el conjunto direcciones no regulares. Entonces £ (¢u) C
X (u) (lema 8.1.1 de Hérmander [23])

2. el crecimiento de su trasformada de Fourier (k) estd acotado
por algun polinomio de |k| cuando k — oco. (Ver nota al final de
apéndice A.3.1)

Utilizaremos estas propiedades para probar la siguiente proposicién.

Proposicion D.1. (simplificacion del estudio del WF)
Si (x,x, —kyx, kx) & WF (A) y ky # Oentonces (x,y, —kx,ky) & WF (A)
para todo (y,ky).

Demostracion. Por hipétesis, existen f1, f, € C{° tales que f1(x), f> (x) #
0 y existe un entorno cénico de k, tal que

A (flefi/\(fk’)-,fzefi)\k/-) .0

A—o0

mas rapido que cualquier potencia de A para cualquier k' en dicho
entorno. Luego, por la primera propiedad, definiendo fo = fif> se
debe cumplir

A (foe—m(—k’),foe—mw.) —.0.

A—r00

Por otro lado, por la segunda propiedad, si consideramos cualquier
funcion de prueba g(y) = go(y)e MY con gy de soporte compacto
entonces

A (goefi)\ky-’goei)\ky-) <C (1 + WN)
para algiin N y C. Finalmente,

A (foe_m(_k’)‘,foe_“k/') A (goe~ M, goeiMki) — 0

A—00
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mas rdpido que cualquier potencia de A. Por la desigualdad D.6.1
este producto impone una cota para A (foe= ", goe7 v, 1o cual
demuestra la proposicion. ]

El mismo argumento usado en la demostraciéon anterior prueba
que si (y,y, —ky, k,) ¢ WF (A) entonces (x,y, —kx, ky) ¢ WF (A) pa-
ra todo (x,ky). Ambos argumentos llevan a acotar el WF (A) por la
inclusion

WE (A) C
{(x v, ke, ky) | (x,%, ke, —kx) € WE (A), (v, 3, —ky, ky) € WF (A)}.

p.6.1 Condicion suficiente para uSC

El objetivo del estudio de WF (A) es probar que A cumple la con-
dicién xSC. Dedicamos el resto de la seccién a obtener una condicion
suficiente para el cumplimiento de ;SC. Antes de seguir conviene in-
troducir la notacion:

Vi = {(x,k) | K> =0,£k" > 0}
Vi = {(x,k) | K*=0,£k" >0}

Vo= {(x,k) | ¥* =0}

La inclusién demostrada anteriormente y el hecho de que WF (A) C
Vo x Vo por ser bi-solucién de K-G (ver capitulo cinco) simplifican
la verificacién de la condicién buscada. Pues, basta con probar que
(x,x,—k, k) ¢ WF (A) cuando k es un vector no cero en el cono de
luz futuro, para demostrar que WF (A) C (V4 x V_). La proxima
proposicién muestra que, a su vez, esto implica ;SC.

Proposicion D.2. (condicion suficiente para uSC)

Un requisito suficiente para que A cumpla la condicién ;SC es que se
cumpla la inclusién
WF(A) C (V4 x Vo).

Demostracién. SiWF (A) C (V4 x V_) entonces WF (AT) C (V- x V),

donde AT(f,¢) = A (g, f). También sabemos que A — AT = —iE. De
esta igualdad se desprende que

WF (E) C WF (A) UWF (AT) (por —iE = A — AT)
C WF (E) UWF (AT) (por A = —iE + AT)

Ahora, tomando la interseccién con (V4 x V_) se cumple
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WF(E)N (V4 xV_) CWF(A)U[WF(AT)N (V4 xV_)]
C [WF(E)Nn (V4 xV_)]JU[WF(AT)N (V4 x V)]

Veamos en detalle los términos que involucran a AT. Sabemos que
WF (AT) C (V- x V4) y por lo tanto

WE(AT) N (Ve x V_) € (V- x V)N (Vs x V) =
= (M x{0}) x (M x {0}).

Este conjunto s6lo posee elementos de la forma (x,y,0,0) pero, por
definicién, ningtin WF posee direcciones con todas sus componentes
de momento cero. De esta forma se concluye que

WE (AT)N(Vy xV_) =0.

Esto lleva a

WE (E)N (V4 xV_) CWF(A) C WE(E)N (V4 x V)
y por lo tanto

WF (A) =WF(E)N (V4 x V_).

Finalmente, dado que WF (E) no posee elementos con momento cero
en ninguna de sus entradas, se cumple

WE (A) = WE(E)N (V4 x V)

que es el contenido exacto de la condicién ;SC. O

D.7 LA DISTRIBUCION Ay

Queremos demostrar que Ay = Q*1Q*2AT (x; — x2) es una distri-
bucién, donde A1 (x; — x2) es el kernel de la distribucion A™ y Q
es el mapa correspondiente a la distribucién Q) por el teorema del
kernel, es decir Q¢ (¢) = Qn (¢, ). Como vimos en la seccion 7.4.4,
la funcién de dos puntos se relaciona con Ay segtin la férmula

A (f1, f2) = An(Ef1, Ef2).

Nuestro objetivo es encontrar WF (A) en M y para ello debemos
considerar funciones f; y f» con soporte compacto en torno a un par
de puntos de M. Luego, dado que cualquier par de puntos en M es-
t4 contenido en el interior de un conjunto compacto, entonces para
encontrar WF (A) alcanza con estudiar su restriccién a abiertos B
de clausura compacta en M. Por lo tanto, sin introducir arbitrarieda-
des, en adelante supondremos que las funciones de prueba f tienen
soporte compacto en un B de este tipo.

Ahora, debido a que Efi, = \/pEfi2oa™!y que los soporte
de f1 y f2 estan incluidos en B, la intersecciéon de los soportes de
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Ef1y Ef; con N estd incluida en la imagen por a de la intersec-
cién del pasado causal de B con N. Esto nos permite introducir
una funcién localizadora i € C$ (R*) que valga uno en la inter-
seccion de N con la union de los soportes de [Ef; y [E f, y cero fue-
ra de algin entorno de esa interseccién, sin afectar al calculo de A.
Asi, podemos permite definir la distribucién de soporte compacto
AN,h (IEfl,IEfz) = AN (hIEfl, ]’lIEfz) = A (fler)- Esta propiedad
de compacidad del soporte nos sera de utilidad.
Inmediatamente comprobaremos que

AN,h = QXIQXZh(Xl)h(Xz)A+ (Xl — X2)

es una distribucién bien definida. Una forma de pensar a esa distri-
bucién es como el limite en € — co de la distribucién

/\N,he = hQXll’lQXZA;’_ (Xl — Xg)

siendo

0 ) = 5 )0 4) et

Esta tltima funcién, que introdujimos en el apéndice C.2 y calcula-
mos explicitamente en el apéndice D.3, es una funcién suave debido
al término real decreciente ¢¢ = ¢~ "¢k en el integrando y enton-
ces la accion del mapa hQ@ hQ*2 sobre Al (x; — x2) estd bien definida.
Es mas, la presencia de la funcién /i, nos permite introducir una nueva
funcién I que valgan 1 en el soporte de h y sea de soporte compacto,
con lo cual I(x1)I(x2)Af (x1 — x2) es un funcién C. (Esto nos per-
mitird usar el teorema 2.1.8 de Hormander [23] al final del calculo).
Luego

AN,he = hQthQXQA;r (Xl — X2) = hQthQXZZ(Xl)Z(Xg)Azr (Xl — X2).

Para ver que Q es un mapa bien definido, basta demostrar que Qy
define una distribucién. El calculo explicito arroja

On (¢, ¢) = r 1l (CPa]‘lP — l,baj(p) dxdd?xt =

J=EN
= [ o(x)P(x2)On (x1,x2) dx1d*x;
VxV
con kernel
QN (x1,%2) =

¢ 164 00 —x2)8 (1) 0 ()] + 0y [0° (1 —2) 8 () 0 (x7)] -

— (Xl < X2).
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Estudiando este kernel podemos ver que se trata de una distribu-
ci6n. En primer lugar, los productos del tipo & (x; ) 6 (x{) estan bien
definidos como productos tensoriales J ® 6, pues las distribuciones
acttian en variables diferentes. El inconveniente podria presentarse
en el producto de 1® 6 (x; ) 0 (x;) con la bi-distribucién 6* (x; — x2),
donde 1 representa la funcién de x; y x{ que es idénticamente 1. Pa-
ra ver que este producto esta bien definido, veamos que se cumple la
condicion presentada en la seccion 5.4, es decir WF’ ((54 (x1 — xz)) N
WF(1®6(x;)0(x7)) =2.

En la seccién 5.3 calculamos el WF (6 (x)). Luego 6% (x —y) se ob-
tiene como el pullback de 6* por el mapa (x,y) — x —y. Segtn el
teorema de pullback (ver seccién 5.4) se obtiene el resultado

WE (8% (x1 — x2)) = {(x1,%2, ke, —kx) | (x1 —x2, ky) € WF (6*) } =
= {(x1,x1, ks —ks) | kx 7# 0}
Luego

WF! ((54 (x1 — x2)) = {(x1,x1, ky, kx) | kx 7 0}.

Por otra parte, debido a la propiedad del WF de un producto tensorial
y a que WF (1) = @, se cumple

WF (1 ® 6 (xl_) 0 (xf)) C {(xl,xz, ke, 0) | x; =0, kf(-l = O}.
Queda claro entonces que
WE' (8* (x1 —x2) ) NWF (1®6 (x7) 0 (x{)) =@

y de forma andloga se prueba la misma propiedad para los términos
con + y — intercambiados y para los término con x; y x intercambia-
dos. Por ltimo, la derivada de una distribucién es una distribucion,
con lo cual Qy lo es. Esto demuestra que Ay ;e es una distribucion.

Ahora, el teorema 2.1.8 de Hormander [23] asegura que el limite
débil de una sucesion de distribuciones es una distribucién y enton-
ces Ay = linz))\N,he es una distribucién bien definida. Para el calculo

€—

de WF podemos identificar Ay = Ay, sin pérdida de generalidad.

D.8 CALCULO DEL WF DE Ay

S6lo debemos encontrar una inclusién para WF (Ay) Nl con | =
{(x,% ks, —k) | x € N'\ S°}. Por lo tanto podemos restringirnos a es-
tudiar Ay cuando el soporte de las funciones de prueba en ambas en-
tradas estdn en un entorno U™ de puntos de N tal que UT NS° =@
o en un entorno U~ con idénticas caracteristicas respecto de N™. Su-
pongamos entonces que se trata de U™. Escrito en términos de Qy la
distribucién Ay resulta
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An(yny2) = [ On(x1,y1) On (x2,y2) AT (x1 — x2)d*xqd*xo.
U+xut

Ya que ambos puntos Y1 € y2 no alcanzan N~ ni SO entonces
QN (Xl,yl) = axf [(54 <X1 — y1) 0 (Xl_)] — (Xl < yl)

On (x1,y1) = 20, [6* (1 — 1) 6 (x7) ]

On (x2,y2) = 20, [6% (x2 —y2) 6 (x3)].

Asi, la distribucion Ay resulta

An (y1,y2) = 46 (y7) 6 (v ) Zoibuye),

3y1 a3’2
Por lo tanto
AN (Y1, y2) =
45 (y7) o (v5) [ %5 (K2 4 m2) (k4 )20 (KO) e+ (v —v2 ) ko (v —v) =

45 (yl—) 5 (Y2_) f dk 1 5 <k_ _ (klz)ljjn#) (k+)2 0 (kO) otk+ (i =y )tk (i —v3) —

— 46 (y7) 8 (vy) [ -2y oA (k)20 (—ky ) e (93 )k (vl —vr) =
0 .
= =20 (y1) 6 (v7) & (vi —yi) [ Grkpe™e(ivm),
Esta expresion representa a la distribucién que se obtiene como limite
débil de
Ane (y1,¥2) = =26 (y1) 0 (v5) 8 (yi —v3) f dk+k ok (i —yi —ie™)

Recordemos que € es un cuadrivector temporal dirigido hacia el futu-
ro y por tanto el componente e es positivo. Entonces

_ _ _ . 52 ]/L—yL
) = 2 57) o) tig £,

A su vez esta distribucion se puede reescribir como
— 17 — -\ 52 1
AN (Y1, y2) = ﬂelgglf (y1)0(y2) 8% (it —y2") dys FOI- y; )’

quedando escrita en términos de distribuciones cuyos WF fueron es-
tudiados en la secciéon 5.3. En U™ x U™ el célculo de Ay es andlogo y
arroja
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AN (yuy2) = 7 Him 8 (y1) 6 (v3) 0 (vi —v2) 3, m

Usando los WF de ¢ y ﬁ calculados en la seccién 5.3 y usando
que WF (0;u) C WF (u) para cualquier distribucién u, entonces la
expresion para Ay lleva inmediatamente a deducir que WF (Ay) N
cumple la inclusién

WE (An) N1 C { (%% ke, —ke) | x € NT\ S, (ke), <0}U

{(x,x, ke, —kx) | x € N7\ SO, (ky)_ < O}.
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