TRABAJO MONOGRAFICO

El problema del nimero de clases
de Gauss
La solucion de Goldfeld-Oesterlé

Carolina Chiesa

Mayo 2023

Orientador:

Gongzalo Tornaria

Facultad de Ciencias, UDELAR

LICENCIATURA EN MATEMATICA
UNIVERSIDAD DE LA REPUBLICA
MONTEVIDEO, URUGUAY






Resumen

Esta monografia estd basada en el articulo [Oe| y su objetivo es entender la prueba
dada por Goldfeld-Oesterlé al Problema de Gauss para el nimero de clases de ideales en
cuerpos cuadraticos imaginarios.

PROBLEMA (Problema del nimero de clases de Gauss). Dado h > 1, encontrar un
algoritmo efectivo para determinar todos los cuerpos cuadrdticos imaginarios con niumero
de clases h.

El Teorema de Goldfeld-Oesterlé da una cota inferior efectiva para h(d), el nimero
de clases del cuerpo cuadrético imaginario de discriminante d.

TEOREMA (Oesterlé).

P(d) > g (logla) [ (1 - B2).
pld
p#d

Veremos primero algunos resultados basicos necesarios sobre cuerpos cuadraticos
imaginarios y formas modulares, para finalmente introducirnos en la prueba.
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Introduccion

Remontandonos al afio 1640, Fermat enunci6é su Teorema sobre la suma de dos cua-
drados.

TEOREMA 0.1. Sea p un primo impar, entonces existen x,y € Z tales que p = x> + >
sty solo sip=1 (mbd 4),

Este fue el primero de varios de sus teoremas sobre representaciones de enteros como
sumas de cuadrados, algunos de los que le siguieron fueron los siguientes:

TEOREMA 0.2. Sea p un primo impar
p=2+2 r,yeZ <p=1,3 (méd8)
TEOREMA 0.3. Sea p un primo impar
p=2+3 ryeZ<p=3dp=1 (mbd 3).

Los tres Teoremas enunciados arriba fueron probados por primera vez por Euler
entre los anos 1749 y 1763, y muchos otros teoremas del estilo fueron probados durante
todo el siglo XVIII. En 1773 Lagrange public6 una prueba de los Teoremas de Fermat
basadas en la teoria de formas cuadraticas binarias, que introdujo con conceptos como
el discriminante y la relacién de equivalencia de formas cuadraticas reducidas.

Dada una forma cuadratica f(z,y) = az? +bry + cy? con a, b, c € Z de discriminante
d = b? — 4ac se dice que es primitiva si mcd(a,b,c) = 1, y se dice que representa al
entero m si la ecuacién f(z,y) = m tiene solucién entera. Si ademés se puede pedir
med(x,y) = 1 entonces se dice que f representa propiamente a m. Bajo cambios de

variables del tipo
/
G)-C3)G)  wmmea

una forma sigue representando los mismos elementos; Lagrange define entonces la equi-
valencia entre formas cuadréticas de la siguiente manera:

DEFINICION 0.4. Dos formas f(x,y) y g(x,y) son equivalentes si existen «, 3,7,8 € Z
con ad — By = £1 tales que f(z,y) = g(ax + By, vz + dy).

Si ad — By = 1 entonces se dice que las formas son propiamente equivalentes, pero
este concepto no fue introducido por Lagrange sino més adelante por Gauss. No es
dificil ver que ser equivalentes y ser propiamente equivalentes son ambas relaciones de
equivalencia, y que formas propiamente equivalentes también representan los mismos
enteros. Usaremos la notacién (a, b, ¢) para referirnos a la forma f(z,y) = az?+bxy + cy?
y (a,b,¢) ~ (A, B,C) para referirnos a formas propiamente equivalentes.
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6 INTRODUCCION

Cuando el discriminante d de una forma (a, b, ¢) es positivo la forma se dice indefinida,
esto quiere decir que representa enteros positivos y negativos; en cambio cuando d es
negativo la forma sélo representa enteros del mismo signo que a, en este caso se le dice
definida positiva cuando a > 0 y definida negativa cuando a < 0. Toda forma primitiva
definida positiva es propiamente equivalente a una tnica forma reducida.

DEFINICION 0.5. Una forma primitiva definida positiva (a,b,c) es reducida si
bl<a<c, ylbl=aba=c=b=0.

DEFINICION 0.6. Sea d < 0, h(d) denota al nimero de clases de equivalencia de
formas cuadraticas primitivas definidas positivas de discriminante d. Este ntimero es
finito y coincide con el nimero de formas reducidas de discriminante d.

En el articulo 303 de Disquisitiones Arithmeticae Gauss conjetura que, fijando h, el
ntimero de discriminantes d < 0 tales que h(d) = h es finito, y en el articulo 304 conjetura
que el limite de h(d) cuando d — o es infinito. Gauss también da una tabla para algunos
numeros de clases fijos y conjetura que estd completa, pero consideraba formas del tipo
ax?® + 2bxy + cy?, que tienen discriminante par y en consecuencia corresponden a un
problema mas simple. La version moderna del problema es la siguiente.

PrROBLEMA (El problema del nimero de clases de Gauss). Dado h, encontrar un
algoritmo efectivo para determinar todos los discriminantes negativos con numero de
clases h.

Hay una correspondencia entre el nimero de clases de formas cuadraticas de discri-
minante d < 0 y el niimero de clases de ideales en un cuerpo cuadratico imaginario de
discriminante d, lo cual da otro enfoque al problema del niimero de clases de Gauss.
Dado un cuerpo cuadratico K imaginario de discriminante d y O su anillo de ente-
ros, se definen los ideales fraccionales en Ok como los Og—submébdulos finitamente
generados, al conjunto de ideales fraccionales lo denotamos por Fr(Of). Si I es un ideal
fraccional entonces existe o € Ok tal que ol es un ideal de Ok. Si existe b € K* tal
que I = bOg entonces se dice que el ideal fraccional I es principal y al conjunto de
ideales fraccionales principales lo denotamos por Pr(Ok). Decimos que dos ideales I,.J
son equivalentes (I ~ J) si I = PJ donde P € Pr(Ok).

DEFINICION 0.7. Un entero d # 1 es un discriminante fundamental si satisface una
de las siguientes condiciones:

(a) d=1 (mdd 4) y es libre de cuadrados.
(b) d = 4k, donde k = 2,3 (mdd 4) es libre de cuadrados.

Equivalentemente, los discriminantes fundamentales son los enteros que son discri-
minantes de cuerpos cuadraticos.

TEOREMA 0.8. Dado d < 0 un discriminante fundamental. Hay una biyeccion en-
tre clases de equivalencia de formas cuadrdticas primitivas definidas positivas de dis-
criminante d y clases de equivalencia de ideales fraccionales en un cuerpo cuadrdtico
imaginario de discriminante d.

A continuacion se enuncian algunas de las contribuciones més importantes en relacion
al problema de nimero de clases de Gauss.
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Dirichlet: Relaciona el niimero de clases de ideales en Q[+v/d] con el valor particular
en s = 1 de una L—serie de Dirichlet, este resultado lo probd en 1839.

DEFINICION 0.9. Dado un cardcter de Dirichlet y, su L-serie de Dirichlet asociada
es

L(s,x) == Y x(mn = [ [ (1 = x(p)p~*) """
n=1 V4

Notaremos por xg4 al cardcter de Dirichlet asociado a un cuerpo cuadratico imaginario
de discriminante d. Este caracter es el simbolo de Kronecker (d)

L(s,xq) converge para Rs > 1 y se extiende por prolongacién analitica a todo el
plano complejo.

TEOREMA 0.10 (Dirichlet). Sea d < 0 un discriminante fundamental. Entonces

L(la Xd) = ?UW\}/L(;J;?

donde w es el numero de raices de la unidad en K.

OBSERVACION 0.11. Como h(d) = 1 la L—serie anterior no se anula en s = 1. De
ese resultado Dirichlet deduce la infinitud de los primos en progresiones aritméticas.

Hecke, Landau: En 1918 se publicé el siguiente Teorema probado por Landau,
pero que este atribuyé a Hecke.

TEOREMA 0.12 (Hecke). Sea d < 0 un discriminante fundamental. Si L(s,xq) # 0
para s real tal que s > 1 — Wcldl’ entonces

h(d) = ALl

= Tog ld]’

donde c,c1 son ciertas constantes fijas.

Deuring: La hipédtesis generalizada de Riemann (GRH) establece que los ceros no
triviales de L(s, x) se encuentran en Rs = % En 1933 Deuring probé

TEOREMA 0.13 (Deuring). Si GRH es falsa entonces h(d) = 2 para —d suficiente-
mente grande.

Mordell: En 1934 Mordell mejoré el resultado de Deuring, y en el mismo afio
Heilbronn hizo otro avance.

TEOREMA 0.14 (Mordell). Si GRH es falsa, entonces dlim h(d) = oo.
—>—00

TEOREMA 0.15 (Heilbronn). Si RH es falsa, entonces dlim h(d) = oo.

——00
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Con este ultimo resultado, Heilbronn probé junto a Linfoot que hay a lo sumo diez
cuerpos cuadraticos imaginarios cuyo ntimero de clases es 1, estos corresponden a los
discriminantes d = —3, —4, —7,—8,—11,—19, —43, —67, —163 y quizd, a un ultimo dis-
criminante fuera de esa lista.

Los resultados de Hecke, Deuring y Heilbronn combinados dan una prueba para la
Conjetura de Gauss que no depende de la veracidad de la Hipétesis de Riemann, pero
el método de estas pruebas no es efectivo, pues en caso de existir un cero de L(s, xq)
localizado fuera de Rs = % dependerian de él.

Siegel: En 1935 di6 una cota inferior para h(d) que depende de una constante ¢ > 0
que no puede ser calculada de forma efectiva.

TEOREMA 0.16. Sea d < 0 un discriminante fundamental. Para todo € > 0 existe
c > 0 tal que

1
h(d) > ¢|d|2 .

Tatuzawa: En 1951 probd la siguiente version del Teorema de Siegel,

1
TEOREMA 0.17 (Tatuzawa). Sea 0 < & < 115, i |d| > ez entonces
L(1,xq) > 0.655|d| ¢
excepto, a lo sumo, para un discriminante d.

La posible existencia de un discriminante para el que no valga la cota anterior hace
que esta mejora de Tatuzawa al Teorema de Siegel también sea inefectiva, por lo que no
resuelve el Problema de Gauss.

Heegner: Publicé en 1952 un articulo con lo que afirmaba era una prueba de la no
existencia de un décimo cuerpo cuadratico imaginario con nimero de clases 1, lo que
resolveria el Problema de Gauss para el nimero de clases 1. Sin embargo, su prueba
contenia algunos errores y citaba —aunque no utilizaba— un trabajo de Weber que
contenia resultados con pruebas incompletas, este fue el principal motivo por el cual
no fue considerada como “esencialmente correcta” hasta el afio 1967. Lamentablemente,
Heegner fallecié en 1965 sin ver su prueba ser aceptada. En 1969 Stark publicé la prueba
de Heegner corregida.

Stark, Baker: Entre 1966 y 1967 resolvieron de forma independiente el Problema
de Gauss para el numero de clases 1. Stark prob6 que un décimo cuerpo cuadratico en el
Teorema de Heilbronn-Linfoot no podria existir, de forma muy similar a la de Heegner.
La solucién de Baker, en cambio, utilizaba la independencia lineal de tres logaritmos.

Stark, Baker: En 1971 probaron, nuevamente de forma independiente, que no
puede existir un decimonoveno cuerpo cuadratico imaginario con niimero de clases 2,
ambos usaron el método de independencia lineal de logaritmos.

Goldfeld: En 1976 prob6 un Teorema que resuelve efectivamente el Problema de
Gauss para el caso general, asumiendo que la Conjetura de Birch-Swinnerton-Dyer es
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HY
N

Ficura 1. Ley de grupo

cierta para una curva de rango g = 3. Para entender el enunciado del Teorema de
Goldfeld primero definimos algunos conceptos elementales de curvas elipticas.

Sea E : y? = 42® — ax — b una curva eliptica sobre Q de discriminante A = a3 — 27b?
no nulo. El conjunto de sus puntos racionales se denota F(Q) y es un grupo abeliano
finitamente generado con la siguiente ley de grupo:

= El neutro 0 es el punto en infinito.

» Si P = (x,y) su opuesto es —P = (x, —y).

= La suma de tres puntos colineales es 0.
El rango g de E(Q) se define como el niimero de generadores linealmente independientes
de orden infinito en E(Q), es decir, E(Q) = Z9@® T donde T es un subgrupo de torsion.
El conductor de una curva eliptica es un entero asociado a ella cuyos divisores primos
son los primos que dividen al discriminante de la curva. Si N denota al conductor de la
curva F se define la L—serie de Hasse-Weil asociada a E como

a1 _ ogy—1
LE(S):H(l_tpp S) H(l_tpp S+ p! 25) )
p|N ptN
donde t, = p+ 1 — E(FF,). Estos coeficientes estan acotados por |t,| < 2,/p.

CONJETURA 0.1 (Birch-Swinnerton-Dyer). Sea g el rango de una curva eliptica E/Q,
entonces

Lg(s) ~ Cg(s—1)9.
TEOREMA 0.18 (Goldfeld). Sea d < 0 un discriminante fundamental y N tal que
Xd(N) = —1. Si Lg(s) ~ Cg(s —1)9 con g impar, entonces
h(d) = W(log’d|)gf26721\/g10g10g\d\7
donde ¢ es una constante efectiva que no depende de E.

Existe una versién de este teorema para los casos xq(IN) = 1y xq(N) = 0. Para
el primer caso, la proposiciéon 1.37 nos da la cota hlog N > log%. El segundo caso,
en cambio, es mas complicado de tratar. En la seccién 2 del Capitulo 4 haremos un
comentario sobre la prueba que da Oesterlé.

Observemos que por el Teorema anterior, para obtener una cota no trivial basta con
encontrar una curva eliptica cuya L—serie tenga un cero de orden 3 en s = 1.
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Gross-Zagier: En 1983 probaron un Teorema que da como corolario la existencia
de una curva eliptica con un cero triple en s = 1, como requeria el Teorema de Goldfeld.
Combinando estos resultados se obtiene

TEOREMA 0.19 (Goldfeld-Gross-Zagier). Para todo € > 0 existe una constante ¢ > 0
calculable de forma efectiva tal que h(d) > c(log |d|)!~=.

Oesterlé: En 1984 publica una prueba simplificada del Teorema de Goldfeld y cal-
cula la constante para la curva eliptica Ey que da el Corolario de Gross-Zagier.

TEOREMA 0.20 (Oesterlé).

h(d) > 70100(10g D] | (1 - %) :

pld
p#d

Watkins: En 2003 publicé su trabajo donde modifica las pruebas de Goldfeld-
Oesterlé, mejorando la cota obtenida por Oesterlé, lo que le permite dar la clasificacién
completa de cuerpos cuadraticos imaginarios con ntimero de clases hasta 100.

El objetivo de esta monografia es estudiar la prueba dada por Oesterlé en [Oe¢| al
Teorema de Goldfeld, dividiremos entonces la estructura en cuatro capitulos.

En el primer capitulo veremos algunos resultados bésicos sobre la teoria de cuerpos
cuadraticos, posiblemente el resultado méas importante aqui sea la correspondencia entre
clases de ideales de un cuerpo cuadratico imaginario de discriminante d y clases de
formas primitivas definidas positivas de discriminante d. Definiremos también la funcién
(x asociada a un cuerpo cuadratico y veremos algunas de sus propiedades, que seran
necesarias mas adelante.

En el segundo capitulo introducimos algunos resultados elementales sobre formas
modulares, en particular necesitaremos usar la ecuacién funcional para las L-series aso-
ciadas a las formas nuevas y a su cuadrado simétrico.

Luego de ver los preliminares necesarios en los dos capitulos anteriores, en el Capitulo
3 nos dedicaremos a estudiar la prueba de Oesterlé para el Teorema de Goldfeld. La
prueba parte de asumir la existencia, para K un cuerpo cuadratico, de una constante
M y dos series de Dirichlet ¢, Gk que cumplen ciertas propiedades, con esto asumido
se busca acotar ciertas integrales que dependen de v, Gx, M y una constante U que se
debe elegir convenientemente.

En el capitulo 4 vemos como Oesterlé define M, 1 y G que satisfacen las condiciones
requeridas en la parte previa, y como finaliza la prueba utilizando la curva eliptica de
conductor 37 dada por Gross-Zagier para computar la constante del Teorema de forma
efectiva.



Capitulo 1

Cuerpos cuadraticos imaginarios y formas cuadraticas
binarias

1. Cuerpos cuadraticos

Un cuerpo de niimeros es una extension de grado finito sobre Q. Cuando el grado es
dos se le denomina cuerpo cuadratico. Los cuerpos cuadraticos pueden escribirse como
K =Q(yv/m) = {a+by/m: a,be Q}, donde m € Z\{0, 1} es un entero libre de cuadrados.
Cuando m > 0 se dice que el cuerpo cuadratico es real y si m < 0 se dice imaginario.
Se define el discriminante dx del cuerpo cuadratico Q(y/m) como m si m =1 (méd 4)
y 4m en otro caso.

DEFINICION 1.1. Sea K un cuerpo cuadritico y o = a + by/m € K. Se definen el
conjugado, norma, traza y discriminante de a como sigue,

a:=a—bymekK
)i=a@ =a®>—mb’eQ

Tr(a) :=a+a@=2a€cQ
)= (a —@)® = 4mb*

OBSERVACION 1.2. Si K es un cuerpo cuadrdtico y o : K — K es un automorfismo

que fija Q, entonces o(y/m) = \/m o o(y/m) = —\/m, luego existe un unico automorfis-
mo de cuerpos no trivial y el grupo de Galois de la extension K/Q tiene dos elementos,

Gal(K/Q) = {id,o}.
PROPOSICION 1.3.
(a) N(aB) = N(a) N(§) Yo, f e K.
(b) N(a) =0< a=0.
(c¢) Tr(a+ ) = Tr(a) + Tr(B) Yo, B € K.
(d) Disc(a) =0 < aeQ.
DEMOSTRACION. Una demostracién se puede ver en [Tr, Prop. 4.1.3]. O

El anillo de enteros.

DEFINICION 1.4. Dado K un cuerpo de ntimeros, o € K es un entero algebraico si
es raiz de un polinomio ménico con coeficientes en Z.

El conjunto de enteros algebraicos sobre un cuerpo de nimeros K forma un anillo,
que denotamos por O . En particular, si K es un cuerpo cuadratico tenemos el siguiente
teorema.

11



12 1. CUERPOS CUADRATICOS IMAGINARIOS Y FORMAS CUADRATICAS BINARIAS

TEOREMA 1.5. El anillo de enteros de un cuerpo cuadrdtico K = Q(y/m) estd dado
por
On — {a+bym: a,beZ}sim=2,3 (mébd 4)
Eole ™ g=b (méd2)}sim=1 (mod 4)

Ademds Ok = Z|wg], donde wy = %-

DEMOSTRACION. Como todo a € K satisface a? — Tr(a)a + N(a) = 0 tenemos la
igualdad

Ok ={aeK: o®*~Aa+B=0, A,BeZ}={aeK: Tr(a),N(a) e Z}.

Sen &1 - vmsim =23 (mbd 4)
00 = {13/% sim=1 (mo6d 4)’

nomio 22 — m en el caso m = 2,3 (méd 4) y de 22 —x + I_Tm en caso contrario; esto
implica que Z[do] = Z + Zdy < Ok. Queremos ver la inclusién reversa.

Sea a = a + by/m € Of, por hipétesis Tr(a) = 2a € Z y N(a) = a? — b*m € Z.
Tr(a)

do es un entero algebraico, pues es raiz del poli-

Entonces a = yb= p con p,q € Z, med(p, q) = 1, donde

4p*m = ¢*(Tr(a)? — 4N(a)).

Como m es libre de cuadrados ¢? | 4, entonces ¢ = 1 0 ¢ = 2, en cualquier caso b = 5 con

s € Z. Viendo esto médulo 4 tenemos que Tr(a)? = s?m (méd 4) y podemos distinguir

en dos casos:

Caso 1: Sim # 1 (mdéd 4) entonces Tr(«)
Luego Tr(a) = s=0 (méd 2) y

Caso 2: Si m =1 (méd 4) entonces Tr(a)? = 52 (mod 4).
Luego Tr(a) = s (mdd 2) y, por lo tanto,

aza—f-bm:ﬁ(a);sme{a—i_gm: a=b (médQ)}.

Si escribimos Tr(«) = s + 2k, entonces vemos que

o 3+2k+s\/m:k+sl+\/ﬁ.
2 2
La igualdad Ok = Z[wk] se deduce facilmente a partir de la definicién de d. O

PROPOSICION 1.6. Si dg < —4, entonces el conjunto de unidades de Ok es {+1}.

DEMOSTRACION. Siguiendo con la notacién de la demostracién previa, x = a + bdg €
Ok es una unidad si y sélo si N(z) = £1, esto es,
N(z) = N(a + bdg) = a* + Tr(6p)ab + N(5o)b* = +
Si b =0 entonces a? = 1y x = +1, si b # 0 entonces dividimos entre b?,
2

a 1

b7 + TI'((SQ) b + N(éo) _b2
Sidg < —4, % >1>+4 32> llegamos a una contradiccion usando que dK es el minimo
en R de la funcién 22 + Tr(50)x + N(do)- O
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Factorizacién tnica en ideales primos. Vamos a enunciar algunos resultados
sobre cuerpos cuadréticos imaginarios que se pueden encontrar en [Cox, §5] o en [Tr,

§4].
PROPOSICION 1.7. Si K es un cuerpo de nimeros y a un ideal no nulo de O,
entonces el anillo cociente Ok /a es finito.

DEFINICION 1.8. Dado un ideal a no nulo de O se define su norma como |Ok/a |.

PROPOSICION 1.9. Sea K un cuerpo cuadrdtico imaginario.

(a) Sean I y J dos ideales no nulos de Ok . Si I|J entonces N(I) | N(J).

(b) Si I # (0) entonces IT = N(I)Ok.

(c) Sean I y J dos ideales no nulos de O . Entonces N(I.J) = N(I)N(J).

(d) Sea I un ideal, entonces existen a,b,c € Z tales que I = c(aZ + (=b+ 80)Z) y
N(I) = c%a.

TEOREMA 1.10. Sea K un cuerpo de nidmeros. Su anillo de enteros Ok es un dominio
de Dedekind, es decir, es Noetheriano, integralmente cerrado y sus ideales primos no
nulos son mazrimales.

OBSERVACION 1.11. Sip es un ideal primo de O entonces Ok /p es un cuerpo, se
le denomina cuerpo de residuos de .

Al ser dominios de Dedekind tienen factorizacién tnica en ideales:

TEOREMA 1.12. 57 K es un cuerpo de nimeros, todo ideal no nulo a de Ok se escribe

de forma unica como producto de ideales primos:
a=9pr...Pk.
Los ideales p; son exactamente los ideales primos de Ok que contienen a.

Regresando a cuerpos cuadréticos, si K es un cuerpo cuadratico de discriminante dg
podemos caracterizar la factorizacién de (p) = pOg con p € Z a partir del simbolo de
Kronecker (‘%‘). Recordemos que cuando p es un primo impar el simbolo de Kronecker
coincide con el simbolo de Legendre, y cuando p = 2 lo extiende de la siguiente manera:

d 1 sidg=1 (mdd 8)
K . ,

<2> =< 0 sidg=0 (mdd 4)

—1 sidg=5 (mdbd )

y tenemos la siguiente proposicion,

PROPOSICION 1.13. Si K es un cuerpo cuadrdtico de discriminante dg y p € Z un

primo, entonces
(a) Si (dTK) = 1 entonces existen ideales p # p en Ok tal que pOx = pp. En este
caso decimos que p descompone en K.
(b) Si (%) = 0 entonces existe un ideal p en Ok tal que pOg = p>. Decimos que
p ramifica en K.

(c) Si (‘%) = —1 entonces pOk es un ideal primo en Ok . Decimos que p es inerte

en K.
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DEMOSTRACION. Sea p un ideal primo de Ok, p N Z es un ideal primo de Z que
es distinto de (0) (contiene a N(p)). Entonces existe un tnico primo p € N tal que
p N Z = pZ. Por lo tanto, dado p un ideal primo existe un tnico primo p € N al que
divide.

Sea p e Nprimoy pOg = p1ps2 ... la factorizacién en ideales primos, tomando norma

p inerte pOg =p
p? = N(pOk) = N(p1) N(p2) ..., hay tres opciones: { p ramifica pOr = p2.
p descompone pOg = pp

No es dificil ver que la ecuaciéon x? — Tr(o)z + N(6o) = 0 tiene 1 + (%) soluciones
en Z/pZ, pero también podemos ver que el nimero de soluciones es 0 si p es inerte, 1 si
ramifica y 2 si descompone.

(a) Si p es inerte. Supongamos que existe una solucién xg € Z a la ecuacién

wf — Tr(do)zo + N(89) =0 (mdéd p),
entonces (g — do)(zo — do) = 22 — Tr(d0)z0 + N(dp) € pOk. Como pOf es un
ideal primo contiene a un factor de la izquierda, pongamos “’Tjéo € O = Z[do],

pero esto es absurdo.
(b) Si p ramifica o descompone pOk = pp. Por la parte 4 de 1.9

= c(aZ + (=b+ d)Z) y N(pOk) = ?a,
como p es primo debe ser ¢ = 1 y a = p, luego
p=pZ+(—b+ d0)Z, p=pZ+ (=b+00)Z = pZ + (b—Tr(dy) + 69)Z.

y 22 —Tr(60)z + N(d) = (z —do)(z —0g) = (x — b)(x — Tr(d) +b) (mdd p), por
lo tanto, podemos observar que el nimero de soluciones médulo p a la ecuaciéon
es 1 siysolosiz—b=xz—Tr(d)+b (méd p) y 2 en caso contrario.

La condicién x —b = x — Tr(dp) + b (mdd p) es equivalente a la condicién de
ramificar, pues

pSpepZ+ (—b+060)Z < pZ+ (b—Tr(do) + do)
<dk,leZ: —b+dy=kp+ l(b — TI‘((S()) + d9.
comparando coeficientes esto ocurre si y s6losil =1y —b = kp + Tr(dp) — b, o
equivalentemente si b = Tr(dg) — b (mdd p).
O

OBSERVACION 1.14. Si p ramifica o descompone y p | pOk entonces N(p) = p. Sip

es inerte entonces N(pOk) = p*.

El grupo de clases de ideales. A continuacién definiremos el grupo de clases de
ideales, para lo cual requerimos de algunos resultados cuyas pruebas omitiremos, pero
que pueden encontrarse en [Cox, §5].

DEFINICION 1.15. Un ideal fraccional de Ok es un Og-submédulo no nulo a de K
tal que da = {da : a € a} estd contenido en Ok para algin d € Ox no nulo.

PROPOSICION 1.16. Los ideales fraccionales son exactamente los O -subméddulos de
K finitamente generados.
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DEFINICION 1.17. Sea I un ideal fraccional, entonces existe o € O tal que ol es

un ideal de Ok. Se define la norma de I como N([I) := 1\;1((6:’1 I)), y el discriminante como

a f

DEFINICION 1.18. Un ideal fraccional a se dice principal si existe b € K*, tal que
a = bOg. Denotamos por Pr(O) al conjunto de ideales fraccionales principales.

2
A(I) := det (a ﬁ) , donde (a, B) es una Z-base de I.

El conjunto de ideales fraccionales es un grupo libre generado por los ideales primos
de Ok, es decir que tiene factorizacién tnica en ideales primos:

TEOREMA 1.19. El conjunto Fr(Ok) de ideales fraccionarios de Ok es un grupo.

TEOREMA 1.20. Dado a un ideal fraccional de Ok, puede escribirse de forma tunica
(salvo permutacion) como producto de ideales primos distintos elevados a exponentes
enteros.

DEFINICION 1.21. Se define el grupo de clases de ideales de K como el grupo cociente
Cl(Ok) = Fr(Ok)/Pr(Ok). El niimero de clases del cuerpo cuadrético K es el orden de
este grupo, lo denotamos por hy.

2. Formas cuadraticas binarias

DEFINICION 1.22. Dada una forma cuadrética binaria f(z,y) = az? + bxy + cy? de
discriminante dy = b% — dac, se dice que es primitiva si med(a,b,c) = 1.

DEFINICION 1.23. Sea m € Z, se dice que una forma cuadrética binaria f(z,y)
representa m si existen z,y € Z no ambos nulos tales que m = f(x,y). Si ademés z e y
son coprimos entonces se dice que f representa propiamente a m.

Si f(x,y) es una forma cuadrética binaria y consideramos un cambio de variables

del tipo
(-6 9() wnes

entonces bajo este cambio de variable f sigue representando los mismos enteros.
Cuando el discriminante d¢ de una forma f(z,y) es positivo, esta representa enteros
positivos y negativos, y se le llama indefinida. Cuando por el contrario el discriminante
es negativo, como 4af(z,y) = (2az + by)? — dy?, f representa sélo enteros del mismo
signo que a. En el segundo caso, si a > 0 la forma es definida positiva y si a < 0 es
definida negativa.

DEFINICION 1.24. Dos formas f(z,y) y g(x,y) son equivalentes si existen «, 8,7, €
Z tales que ad — fy = £1y f(z,y) = g(ax + By, vz + dy). Si ad — fy = 1 entonces son
propiamente equivalentes.

OBSERVACION 1.25. Dos formas equivalentes f y g tienen el mismo discriminante:

dy = (a6 — By)dg(ad — ) = d.
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Se puede ver facilmente que ser equivalentes y propiamente equivalentes son relacio-
nes de equivalencia. Al conjunto de clases de equivalencia propia de formas primitivas
definidas positivas de discriminante D le llamaremos CI(D) y denotaremos por h(D) al
nimero de clases |Cl(D)].

Supongamos que D = 0,1 (mdd 4) es negativo y (a,b,c) y (a’,V',¢") son dos formas

/
tales que mcd (a, a, b;b

) = 1. Se define la composicion de Dirichlet de (a,b,c) y
(', V', ") como sigue.
(a,b,c)o (a',b,c) = <aa/,B, BQ_D) ,
4aa’
donde B € Z satisface
(a) B=b (mbd 2a) (b) B=V (méd 2d') (¢) BE=D (méd 4ad’).
La composicién de Dirichlet induce una operacién binaria en Cl(D) que le da estruc-

tura de grupo abeliano.

DEFINICION 1.26. Una forma f(x,y) = ax? + bxy + cy? primitiva y definida positiva
es reducida si
b <a<cysib=a6a=centonces b> 0.

TEOREMA 1.27. Toda forma primitive y definida positiva es propiamente equivalente
a una unica forma reducida.

DEMOSTRACION. Ver [Cox, Theorem 2.8]. O

PROPOSICION 1.28. Sea f(z,y) = ax® + bxy + cy? una forma reducida definida
positiva de discriminante dy < 0, entonces:

(a)a<\/?

(b) V;df <ce< DU

~ ~ 3(1

(c) Si f(z,y) =m con m < ¢, entonces y = 0.

DEMOSTRACION.
(a) —ds = 4ac — b* > 4a® — a® = 3a?, entonces a < \/?,
2— —
(b) —dy = 3ac + ac — a’ = —dy = 3ac, por otro lado A2 >ca= "2 4df > %, luego

027\/_%'

(¢) Sea m = f(x,y) un entero representado por f, tal que y # 0.
Si |y| < |z| entonces |bry| < ax?, luego

m = f(x,y) = az® + bry + cy® = az® — az® + ¢y’ = cy® = .
Si |z| < |y| entonces |bzy| < clzy| < c(y? — 1), luego
m= f(z,y) = az® + by + cy®> = azx® —c(y* = 1) +cy* =az’ + c>c.

O

OBSERVACION 1.29. Sea f(x,y) = ax® + bry + cy?, la unica representacion propia
cony =0 es f(1,0) = a.
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TEOREMA 1.30. Sea T = #{p primo :p|dg}, entonces 271 | hg.

DEMOSTRACION. Ver Prop. 3.11 en [Cox], la cual establece que C(d) tiene exacta-
mente 27! elementos de orden menor o igual a 2, donde ; viene dado por una tabla
que depende de d (méd 4) y d (méd 8).

Como en nuestro caso dx es fundamental, la proposicion mencionada establece que
w=T. Como ademéds el grupo Cl(df) es abeliano, el subconjunto de elementos de orden
menor o igual a 2 es un subgrupo y por el Teorema de Lagrange 27! | hy. ([

3. Correspondencia entre Cl(dx) y Cl(Ok)

Como es esperable, el nimero de clases de ideales de un cuerpo cuadratico K de
discriminante d coincide con el nimero de clases de formas primitivas definidas positivas
de discriminante dg. A continuacién veremos eso.

LEMA 1.31. Sea I # (0) un ideal fraccionario en un cuerpo cuadrdtico K, entonces
A(I) = N(I)%dk.

DEMOSTRACION. Sabemos que Ok = [1,wk], donde wg = dK% VK v que existe

n € N tal que nl es un ideal de Ok. Sea (a, ) una Z—base de al, entonces (% é) es

una Z-base de I.
Ademas, existen a1, b1, a2,bs € Z tales que o = a1 + aswg, B = by + bowg, por lo tanto

det g 2_ 1dt 1 WK 2dt al b1 2_d (albg—ale)Q
Na o) =N ax) “Nap 1) =% 0

El término (‘11172;72261)2 es N(I)?, esto se deduce de la siguiente propiedad para grupos
abelianos:

SiG=7Z®Z y H es un subgrupo generado por (a1, az), (b1, b2) linealmente independien-
tes, entonces

3IRISIR

|G/H| = |a1bs — azb1],
tomando G = O vy H = nl.

Del Teorema 1.27 se puede deducir el siguiente,

TEOREMA 1.32. El nimero h(D) de clases de formas primitivas definidas positivas
de discriminante D es finito e igual al nimero de formas reducidas de discriminante D.

Con lo anterior estamos en condiciones de ver el teorema que establece la correspon-
dencia entre Cl(Og) y Cl(dk).
TEOREMA 1.33. Sea K un cuerpo cuadrdtico imaginario de discriminante d .

(1) Si f(z,y) = ax® + bxy + cy® es una forma primitiva definida positiva de discri-
minante dg, entonces

I = [a,_b+2dK] z{ma—kn_b—;dK: m,nEZ}

es un ideal de O .
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(2) El mapa ¢ : Cl(Or) — Cl(dg) dado por ¢([I]) = [W], donde [a, 5] es

una Z—base de I orientada de forma positiva (esto quiere decir que af—aB > 0),
es un isomorfismo cuyo inverso estd dado por el mapa

o] - | o, =] |.

2
En consecuencia hx = h(dg).

DEMOSTRACION.
(1) Sabemos que Ok = [17 M] por lo que basta ver:
() adityTs e 1
(b) (P (Letyic) e g
Veamos esto,
(a) adK-i-Q\/E _ adK-i-Qa\/E _ adK+ab+a2(—b+ i) _ adK2+b _|_a_b+2\/@.

Como a € Zy dix = b? (méd 4) = dx = b (mdd 2), entonces aw €Ly
por lo tanto a% el.
(b) (—lﬁm) (dK""\/E) _ —bD+Vdgdg—bdr+dk _ dxg—b? + (dr—b)(=b++/dk)
2 2 4 1 1 :
Nuevamente, como dg = b? (méd 4) entonces (_b+2‘/ﬂ ) (dK +2‘/E> el

(2) Para ver que ¢ estd bien definida hay que ver los siguientes tres items:
N(az+8y)
(@) ZFm

es una forma cuadratica primitiva definida positiva de discriminante
dg.
(b) El resultado es independiente de la base («, §) tomada.
(c) La imagen de una clase de ideales consiste en formas equivalentes.
Veamoslo.
(a)
N(az — By) _ (az — py)(az + By) _ Az® — Bay + Cy?

N(1) N(7) - N() ’

donde A = a@, B = —fa — Ba,C = Bp.
Como «,f,a + € I su norma es divisible por N(I), de esta forma N(I)
divide a A, B, C'y por lo tanto W es una forma cuadrética binaria con

coeficientes enteros. El discriminante de ¢(z,y) es Bf\ii?)‘;‘c = dg por el lema
previo, y resta ver que es una forma primitiva.

Recordemos que dx = m con m = 1 (méd 4) o dx = 4m con m # 1
(méd 4), donde m es un entero libre de cuadrados, por lo tanto el unico
posible divisor comtin de A, B,C es 2 en el segundo caso. Como 4|dx =
(dg‘) = 0, entonces (2) = t2, luego

(a) = t"a(B) = t°bI = ™) g

donde a,b y J son coprimos con (2), luego A = % oB= % es impar.
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(b) Si{«, 8} y {7,0} son dos Z—bases positivamente orientadas de I, entonces
a =py+qd B=ry+sé D,S,q, 1 €L
y se ve facilmente que ps — gr = 1.
(c) Si ce K*, entonces {ca, B} es una base de ¢l y ~

por lo tanto ¢ esta bien definida.
Ahora queremos ver que ¢ es biyectiva.

(zea—yeB) _ N(&)N(za—yp)
N(cl) N(c)N(I) >

OBSERVACION 1.34. Si I es un ideal fraccional de Ok con Z—base {a, [}
entonces ¢([I]) = [ax? + by + cy?] donde
oo b — —af —ap _ 8B

N(I) N(I) N(I)
El mapa 1 : Cl(dx) — Cl(Ok) dado por [f(z,y)] = [[a, M]] también
esté bien definido, veamos esto.
Sean f(x,y) = ax?®+bxy +cy?® y g(z,y) = a’z? + b2y + 'y? dos formas equi-

valentes, esto quiere decir que f(x,y) = g(pr + qy,rz + sy) para ciertos p,q,r, s
enteros que satisfacen ps —qr = 1. Sean 7 y 7/ las raices en el semiplano superior

de f(z,1) y g(z,1) respectivamente, como a,a’ > 0 entonces 7 = —b+27a Vi
= —b'+/di
2a’ .

Entonces [a, 71’% ”dK] = a[l, 7], y por lo tanto para ver que 1) estd bien definida

basta ver que f ~ g < [1,7] = A[1,7'], lo cual veremos en dos pasos:

()f ~g o' =

PT +q 1)

0=f(r,1) = — ?
£ 1) = glor + v +5) = (77 + 9% (T

Ademaés %f;iz = (ps — qr)|r7 + 8237 y por lo tanto 7 y 7/ estdn en el mismo
semiplano.
(2)7 = B4 < [1,7] = A[1,7], donde A = r7 + s € K*:

M1,7] = [rT + s,pT + ¢q] = [1, 7] porque ps — qr = 1.
Reciprocamente, si A\[1,7'] = [1,7] entonces A = r7 + s y A7/ = pt + ¢ y debe
ser ps —rq = 1.
Por 1ltimo queremos ver que ¢ y v son inversos.
Sea f(z,y) = ax® + bry + cy? una forma cuadritica definida positiva de
discriminante d e I = [a, _b% VdK]. Entonces N(I) = N([a, ar]), y como [a, aT]

tiene indice a en [1,a7] = Ok resulta N(I) = a. Luego,

¢([I])=a—2x2— —b+\/5—b—\/@xy+ (—b+\/ﬂ) <—b—\/@> /
2

a 2a 2
b2 —d
= ax® + bry + K
4a

= az? + bxy + ey
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Por otra parte, si I es un ideal fraccional, podemos escribirlo como I = [a, (]
cona>0yp=Fk+ %, y como vimos antes N(I) = a.
Luego ¢([I]) = az?® + bry + cy? donde

2 K2+ kD + (&2 — d
0= 0 be ok dy  eo FHEDH (g —dK)
o 4oy

Finalmente ¢ o ¢([I]) = [[a, MH = [[e, B]] -

4. Las funciones ( y (g

©¢]
La L—serie de Dirichlet asociada al cardcter x es L(s,x) = >, XSZ), que converge
n=
para $(s) > 1. En particular tenemos la funcién zeta de Riemann, que es la L-serie

1

o0
asociada al cardcter trivial: ((s) = »] .

n=1
DEFINICION 1.35. La funcién zeta del cuerpo cuadratico imaginario K se define como
Cx(s) := C(s)L(s, x), donde x es el simbolo de Kronecker (ﬂ>

DEFINICION 1.36. La funcién zeta parcial de una clase de ideales C se define como

¢(C,s) := > N(e)~*.

ceC
Existe ' € C! tal que todo a € C cumple que aa’ = aOk, a € K, tomando norma:
N(a)N(a') = N(aOk) = N(«a), luego
CCs) =N@)* S N
o/ |aOx

Ahora, aOg = SOk siy s6lo si a = bf, donde b € O satisface que N(b) = 1. Y por la
correspondencia vista en la parte anterior,

1) o= N X -ut B gma,

a: d|aOk (m,n)€Z2\(0,0)

donde w™! es la cantidad de unidades en Ok. Si dx < —4 entonces w = 2, para
di =4, w =4y paradg =3, w = 6.
Para dig < 4 tenemos lo siguiente,

2) Ck(s)=[Ja-p) 'O —x)p )"
p p
(3) = [ a-p72 [ @=-p7" [[ a-p'@+p )"
pix(p)=1 p:x(p)=0 pix(p)=—1

[[a-N@™)

p

(5) - Y N

n ideal de O

—~
[N

~—
Il
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® = >, XNET

CeCl(Ok) ceC

(7) - YL g

qEQZZi 2 (mvn)EZZ\(O»O)

©® -3 (zq<m,o>—s+ 3 q<m,n>-s)

quQ;i meN (m,n)eZxN*
9) = Z (a(q)_s Z m”2 4 Z q(m,n)_s>
qeQred meN (m,n)eZ xN*

(10) = ] <a(q)8C(28)+ > q(man)s>7

qugf;? (m,n)EZxN*

donde

(4) se obtiene a partir de (3) aplicando la observacién 1.14.

(5) se sigue de la factorizacién tnica en ideales de Ok.

(7) es la igualdad 1, observar que en este caso w = 2.

En (9) usamos que g(m, —n) = ¢(—m,n) y separamos en representaciones con y = 0
y con y # 0.

Si ahora queremos calcular CCI((2(§)) tenemos lo siguiente

Ck(s) _ (1—p~*) _ 14+p°
¢(2s) 1;[ (1 —=p=)(1 = x(p)p~*) L1 (1= x@)p*)’

y por otra parte

o s < o)
5 quEed (m,n)EZxN*
= (a Q(ma n)—s)
quZed =1 (m,n)eZxN*
mcd(m,n)=d
= >, (a(Q)‘S S q(m,n)_s>
— Z (a(q)s+ Z q(m,n) S)
qungl (m,n)eZxN*
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ProprosICcION 1.37.

. h d
(a) Sip descompone en (’)K entonces p'* = <.

(b) Si escmbzmos Z vpn~% entonces Y, vp < h.

DEMOSTRACION.

(a) Como p descompone existen ideales p # p tales que pOx = pp y N(p) = N(p) = p.
p" es un ideal principal de O y por lo tanto estd generado por un elemento de

la forma ‘Hbr [1 ,%]

, pues recordemos que O = . Como p # p tenemos

que b # 0, luego

2 2
h n_ 0+ |di|b® _ ldi]
- N — > )
p (p) 4 1
(b) Por 1.28 sabemos que una forma ¢(z,y) representa (propiamente) a a(q), c(q) y
ldx |

enteros mayores a c(q) = ~5—. Como dxg < —4 es un discriminante fundamen-
tal, es decir dg = 1 (m6d 4) y libre de cuadrados o dx = 4m con m libre de

Vi Vl0dk|
Mo

cuadrados, entonces ¥5% no es entero y la desigualdad es estricta: c¢(q) >
Vimos que

CK(S) Z <a( —s —s)
- DY almm) ),
<(2S) qugig (m,n()er)N*

mcd(m,n)=1

por la desigualdad anterior los elementos de la forma g(m,n)™*® corresponderian

a sumandos n~° con n = ¢(q) > Y5— ‘dK . Entonces tenemos lo siguiente:
Yy t= Y a(@ = Y, #g:alg) =nin
ngx/\j;{l qug? n< \/lZKI
a(q)< Vv |‘21K‘
es decir

d
n< ldg|

:

, . |dx
De hecho, por 1.28 podemos observar que las formas que no estéan en {q ta(q) < Y5 }

son exactamente aquellas tales que ~ l; Kl o a(q) < %}—K‘.

OBSERVACION 1.38. Por 1.37 (b) tenemos que

o -1 () - S

p
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Z vp < h.

VIdi|

2
Podemos ver entonces que el hecho de que el nimero de clases h = hg sea “pequeno”
para un cuerpo K de discriminante “grande” se traduce en que hay muchos primos

donde

n<

pequenios tales que % = 1. Esto igualdad se da si y solo si x(p) = 1, es decir, si
p es inerte.

Si definimos la funcion de Liouville X : N* — {—1,1} como la funcion completamente
multiplicativa tal que \(p) = —1 para p primo, entonces lo anterior se traduce como “hay

2

muchos primos pequenos tales que \(p) = x(p)”






Capitulo 2

Formas modulares de peso 2

1. Formas modulares de peso k para subgrupos de congruencia.

A G = SLy(Z)/{+1} se le llama grupo modular, actiia en C := Cu{o0} de la siguiente

forma:
a b (2) — az+b
c d ez +d

Es facil ver que en el semiplano superior H : {z € C : J(z) > 0} se satisface que

& <Z 2) (2) = |C§J(ji)‘2, por lo tanto H es estable bajo la accién del grupo modular.

DEFINICION 2.1. Sea k € Z. Una forma modular de peso k para SLs(Z) es una
funcién f : H — C que satisface

(1) f es holomorfa en H.
b
@) £ = (e 4 ) paray = (4 1) € SLa(@),
(3) f es holomorfa en o0, esto quiere decir que existe im .y f(2)-

OBSERVACION 2.2. SLo(Z) es generado por <(1) 1) y <(1) —01

condicion (2) en 2.1 se satisface si y solo si f(z +1) = f(2) y f(—1/2) = 2Ff(2).
En particular, las formas modulares sobre SLa(Z) son Z—periddicas, lo que implica que
w

> y por lo tanto la

admiten una expansion de Fourier de la forma f(z) = Y. anq", donde q = €*™*. Como
n=—aw
son funciones holomorfas en oo se satisface que a, = 0 para n < 0.

Q0
DEFINICION 2.3. Sea f(z) = . a,¢™ una forma modular de peso k en SLy(Z), se
n=
dice cuspidal si ag = 0 y normalizada si a; = 1.

Es fécil ver que el conjunto de formas modulares de peso k, denotado por My (SLa(Z))
forma un espacio vectorial complejo. La condicién de ser holomorfa en oo hace que la
dimension de este espacio vectorial sea finita. Por otra parte, el producto de una forma
modular de peso k y otra de peso [ es una forma modular de peso k + [.

Las formas cuspidales de peso k forman un subespacio vectorial de My (SLa2(Z)) al
que denotamos Si(SL2(Z)). Observar que la condicién de ser cuspidal es equivalente a
limg(.) e f(2) = 0.

Sea N un entero positivo. El subgrupo principal de congruencias de nivel N es

T(N) = {(i Z) € SLo(Z) : (Z Z) - <(1) ?) (méd N)}.

25
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DEFINICION 2.4. Un subgrupo I' de SLy(Z) es un subgrupo de congruencia si existe
N eZ" tal que I'(N) € T'. N es el nivel de congruencia de T.

OBSERVACION 2.5. Todo subgrupo de congruencia tiene indice finito, pues T'(N) es el
kernel del homomorfismo natural SLe(Z) — SLo(Z/NZ), luego SL2(Z)/T'(N) es isomorfo
a SLy(Z/NZ).

Dos tipos de subgrupos de congruencia importantes son I'g y I';:

To(N) = {(Z Z) € ST (Z) - (i Z) — (; :) (méd N)},
Ty (N) = {(‘CZ Z) € ST (Z) - (‘Z Z) _ (é T) (méd N)}.

Andlogo a 2.1 se puede definir una forma modular de peso k& en un subgrupo de
congruencia I'.

DEFINICION 2.6. Sea v = (i Z) € SLy(Z). Definimos el operador [7]; en las funcio-
nes f : H — C como
FIk(2) := (e + )7 F(7(2)).
DEFINICION 2.7. f:H — C es una forma modular de peso k para I si
(1) f es holomorfa en H.

) £ = (e 4 ) paran = (4 D) et

(3) f[y]r(2) := (cz +d)~*f(2) es holomorfa en oo para toda y = (CCL Z) € SLy(Z).

Si ademds f[v]r tiene coeficiente de Fourier ay = 0 para toda v € SLg(Z) entonces se
dice que f es cuspidal.

La tercera condicién en la definicién previa no permite asociar una tnica expansion
de Fourier a f. Si por ejemplo v € SLy(Z) lleva o0 en s racional , y § := ((1) f), entonces
+78 también lo hace. Ademas f[£v5](z) = (£1)*f[v](z + 7), por lo tanto f[y] y f[v5]
son ambas holomorfas en oo pero pueden tener expansién de Fourier distintas. A pesar
de esto se puede observar que la definicién de cuspidal estd bien dada y al conjunto de
formas cuspidales de peso k en un subgrupo de congruencia I' lo denotamos por Si(T").

Como antes, el conjunto de formas modulares de peso k en I', denotado por My (T'), forma
un espacio vectorial complejo de dimensién finita y Sg(I') es un subespacio vectorial.

OBSERVACION 2.8. T'(N) c T'1(N) < T'g(N) < SLa(Z), y por lo tanto
My(To(N)) < M (I'1(N)).

2. Operadores de Hecke

A continuacién introduciremos resumidamente dos tipos de operadores en My (I'1(N))
que seran fundamentales mas adelante, al asociar L-series a las funciones modulares y
ver algunas de sus propiedades.
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Sean I'; y T'y dos subgrupos de congruencia en SLa(Z) y a € GLJ (Q). El conjunto
T'yal'y es una clase lateral doble y el grupo I'y actia en I'yal's por multiplicacion a
izquierda, con lo cual obtenemos una particién I''al's = u;I'13;, donde los 3; son
representantes de las érbitas.

Vamos a extender la definicién 2.6 para v € GL] (Z).

d

FIk(z) = det(1)* ez + d)* f(v2).

Sean I'y y I'y dos subgrupos de congruencia de SLy(Z), y {8} < I'1yI'2 un conjunto de
representantes de las érbitas bajo la accién de I'y, definimos

JIT1 o]k (2) = Z f1Bilk-

DEFINICION 2.9. Sea f:H — Ce Mi(T'(N))y v = <Z b> € GL3 (Z), definimos

OBSERVACION 2.10. T'1(N) es normal en To(N) ya que es el kernel del mapa

P :To(N) — (Z/NZ)* dado por 1 (Z A d (méd N). El mapa anterior también es

d
sobreyectivo, por lo que induce un isomorfismo To(N)/T1(N) = (Z/NZ)*.

Es facil ver que

1 0 1 = ;
) <0 p> T1(N) = {VG Ma(Z) : 7 = <0 p> (méd N) y dety =p}.
Cuando p | N un conjunto de representantes consiste en Bj = (1) i)) 0<j<p.

En caso de que p { N hay una coclase extra, un representante es 3 = (% Z) (g (1)>
donde mp — Nn = 1. Para mas detalles ver [D-S, §5].

DEFINICION 2.11. Sea d tal que mcd(d, N) = 1, un operador de Hecke del primer
tipo u operador diamante es

() : Mi(T'1(N)) = Mg(T1(N))  dadopor  (d)f = f[7]k,
para cualquier v = <CCL g) e ['y(N) tal que 6 =d (mdd N).
DEFINICION 2.12. Para p primo, se definen los operadores de Hecke del segundo tipo
T MU (V) = M) Tof = £ |1 () n(zv)]k.

PROPOSICION 2.13. Los operadores de Hecke estdn bien definidos y conmutan entre
i,

(1) {d)T}, = Tp{d)-

(2) {dXe) = {eXd) = {de).

(3) T, T, = T,T,.

DEMOSTRACION. Ver [D-S] 5.2.4. O
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DEFINICION 2.14. Sea x : (Z/NZ)* — C* un cardcter, definimos el espacio My (N, x)
como

Mi(N,x) = {f € Mg(T'1(N)) : {d)f = x(d)f Vd € (Z/NZ)*}.
Mp(I'1(N)) se descompone como My = B, My (N, x).

PROPOSICION 2.15. Sea f € My(T'1(N)), como <(1) i) e I'1(N), f tiene periodo 1

y admite una expansion de Fourier de la forma

0¢]
F(z) =Y an(f)q" q=e"".
n=0
(a) Si 1y : (Z/NZ)* — C es el cardcter trivial, entonces T,f tiene expansion de
Fourier
0¢] Q0
Tof(2) = 3 anp(£)d" + In(p)p" " Y, an(®)f)g™
n=1 n=0

I
18

anp(f)q" + ]lN(p)pkilan/p(@>f)qn-

3
I
—_

(b) Si fe Mi(N,x) entonces Tp,f € Mp(N,x) y
Q0

T,0(2) = Y (annl ) + X ansp()) a"

n=0

DEMOSTRACION.

(a) Sea0<j<pypB;= ((1] ;), entonces

A8 = oty (257

®O 2min(z+j)
S ()5

2miz 1 2mig
donde ¢y =e » =gq? y u, =e » . Como

entonces

p—1

S = D auDe T =Y an(f)a™

Jj=0 n=0 (méd p) n=0
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Sip| N esto es Tpf, en caso contrario existen m,n tales que mp — Nn =1y
T, f incluye el término

(% 0 (6 Y)] @ - @nme - s

de donde se deduce (a).
(b) es inmediato de (a) observando que ()T, f = T,,({d)f) = x(p)Tf.

O

Las definiciones de (d) y T, se pueden extender en general a {(ny, T, para cualquier
nezr.

DEFINICION 2.16.
« Si med(n, N) = 1 entonces {(n) queda determinado por n (méd N).
« Si med(n, N) > 1 entonces (n) es el operador nulo.

DEFINICION 2.17.

o« 17 =1 es la identidad.
« Sea r = 2, T,r se define de forma inductiva como Tpr = T, Tr—1 — p"_1<p>Tpr72.
« La definicién se extiende a cualquier n = [[p;* de forma multiplicativa:

T, = [Ty

3. Formas nuevas

Se puede ver que si M | N entonces Sy (I'1(M)) € Sk(I'1(N)), ademas, si d|4% existe
otra inmersion de Si(I'1(M)) en Sk(I'1(IV)) que consiste en el mapa

F(2) = flale(z) = A f(d2), v = (5 9)-

El mapa anterior es inyectivo, lineal, y lleva formas en Si(I'1(M)) en Sk(I'1(V)). Las
formas viejas distinguen las formas en Si(I'(N)) que “provienen” de niveles mas bajos.

Dado un subgrupo de congruencia I' existe un producto interno en el espacio de
formas cuspidales de peso k en I' llamado Producto interno de Petersson, que es definido
como sigue:

DEFINICION 2.18. Sean f, g € Sk(I'1(N)), se define su Producto interno de Petersson
como

9= (f:9);

1
[GfWﬂwa

donde Dy(N) es un dominio fundamental para I'(IV) y, escribiendo z = x + iy, 6(f, g) es
la forma diferencial 6(f, ) := y* 2 f(2)g(2)dxdy
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1.0

0.8

0.6

0.4

0.2

F1GURA 1. Dominios fundamentales para I'g(13) (izq.) y I'1(17) (der.)

DEFINICION 2.19. Si d | N, consideramos vy = (g (1)) Se define el mapa iy como

sigue,
ig: (Su(TL(Nd™))* — Sp(T1(NV), tal que (f,9) — f + glvali-

El subespacio de formas viejas de nivel N es

SeT1(N))M = iy (SpT1(Nd))?)

p|N

y el subespacio de formas nuevas de nivel N es

SHT V) o= (Sran)™)

Los operadores de Hecke respetan la descomposicién de S (I'1 (IV)) en formas nuevas
y viejas. Este resultado junto con los siguientes se pueden encontrar en [D-S, §5].

PROPOSICION 2.20. Los subespacios Sp(I'1(N))? y S(T'1(N))™ son estables por
los operadores de Hecke {n) y T,,, para todo n € Z™.

COROLARIO 2.21. Si(T'1(N))% y S(T1(N))"® tienen base ortonormal de valores
propios para los operadores de Hecke {n) y T,, con med(n,N) = 1.

En el caso de las formas nuevas, se puede (no es inmediato) eliminar la condicion
med(n, N) = 1.

DEFINICION 2.22. Una forma nueva es f € Si(I'1(N))™" normalizada tal que es un
vector propio para todos los operadores de Hecke (n) y T, n € Z* (basta pedirlo para
n coprimo con N).

o0
PROPOSICION 2.23. Sea f(z) = 3} anq™ una forma nueva, entonces anGm = Gpm
n=0
para todo m,n € Z" tal que med(m,n) = 1.
Si f e My(N,x) entonces ayn = ap(f)am—1 — x(p)p**'a

pn72.
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DEMOSTRACION. Como f es un vector propio para todo n coprimo con N existen
A(n) y p(n) tales que (nyf = X(n)f y Tn,f = p(n)f. Asumamos el siguiente resultado,
Afirmacion: el mapa n — A(n) define un cardcter de Dirichlet x tal que f € My (N, x).
De la afirmacion y la proposicién previa se deduce la igualdad

pn)arf = a1 (Tof) = an(f).

Cuando f es normalizada, esto se reduce a p(n) = ay, si med(n, N) = 1. El resultado se
sigue de 2.17. ]

0
PROPOSICION 2.24. Si f = > anq™ € Sp(T'1(N), x) es una forma nueva entonces su
n=0

0
L-serie asociada L(f,s) :== Y, apn~* converge para Rs > k/2 + 1 y admite un producto
=1
de Fuler "
L(f,s) = [ [ = app™ + x(p)p" 1 72)7".

p

DEMOSTRACION. Consideremos Oga funcion holomorfa definida en el disco unitario
D ={z:]z|< 1} dada por ¢g(z) = >, anz". Por Cauchy
n=1

! 2 z_”%.

n = 5_.
270 J)z)=r z

Fijando y = % y haciendo el cambio de variables z = 2™(#+%) nog queda

r=1

=1
ap = J fla + iy)e 2@+ ) gy — 62”J f(x 4 iy)e 2™y,
z=0 =0

k/2 k/2

Como f es cuspidal debe cumplir que lim |f(2)|3z"* = 0, como ademds |f(z)|Sz
QJz—0

es continua, esto implica que es acotada. Existe entonces C' € R tal que |a,| < Cnb? y
ann ™ = O(n¥F/2=R%) esto implica que f converge absolutamente para Rs > k/2 + 1.

o0

Consideremos ahora P(S) = [] | X a,pmpm3> . Como los coeficientes son multi-
p<S \m=0

plicativos, si A consiste en los nimeros cuyos factores primos son menores a .S entonces

P(S) = > ayn~*. Luego

neA

|L<f78) _P(S)’ = Z ann_s < Zann_s

neN\A nz=s

y como L(f,s) converge la suma de la derecha tiene limite 0 cuando S — c0. Deducimos
que P(S) converge absolutamente a L(f,s).
0
Sea X = p~*, resta ver que Y. aym X" = (1 — ap(f)X + x(p)p*1X?)~L, lo cual

m=0
equivale a ver que la serie

o0

(X)) = D apm (/X (1= ap(f)X + x(p)p* ' X?)

m=0
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es constante igual a 1. Usando la proposicién 2.15

o0
P(X) = a1 + apX —ara, X + Z (apm + apmfzx(p)pkfl - apmflap> X" =a =1

m=2

O

El caso que nos interesa es el de formas modulares f € S(I'g(V)) de peso 2 que son
formas nuevas, es decir, son normalizadas y autovectores para todos los T), y {(n), los
resultados vistos para I'1 (V) permanecen validos para I'g(N) (esto no es algo inmediato),
vamos a asumir también que estas formas modulares satisfacen la siguiente propiedad:

(P) Sif es una forma nueva de peso 2 para I'y(N), entonces existe € € {—1,1} tal que

F(57) = —eNT2f(7).

Q0
PROPOSICION 2.25. Sea f = . anq™ una forma nueva de peso 2 para T'o(N). En-
n=1
tonces
(a) lap| < 2/p para todo p primo.
(b) Sip?| N entonces a, = 0.
(c) Sip| N yp®>t N entonces a, = +1.

DEMOSTRACION. La parte (a) es un caso particular de la Conjetura de Ramanujan-
Petersson

an(f) = O(n" 7T +¢) Ve > 0,

que fue probada por Deligne a partir de las Conjeturas de Weil en el ano 1974 [Del]. Las
partes (b) y (c) son més sencillas, [Ogg, Theorem 1]. O

OBSERVACION 2.26. En la prueba de 2.24 obtuvimos la cota |a,| < Cng, lo cual
implica la convergencia uniforme de L(f,s) para Rs > %4— 1. La proposicion 2.25 mejora
esta cota para el caso particular de las formas nuevas de peso 2. Ahora tenemos |a,| <
2,/p y por lo tanto L(f,s) converge para s > %

PROPOSICION 2.27. Sea f en las hipétesis de la proposicién anterior.
La funcién s — N2(2m)7°T'(s)L(f,s) se extiende a una funcion entera A(f,s) que sa-
tisface la ecuacion funcional A(f,2 — s) = eA(f,s).

DEMOSTRACION.

AFIRMACION. Si Rs > % entonces

en T = [ sior S
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PRUEBA DE LA AFIRMACION: T'(s) converge para s con parte real positiva y L(f, s)
para s con Rs > 3, por lo tanto el término de la izquierda converge absolutamente, luego

(2m) T (5)L(f. 9 Enf e

d dt
= Z an j e~ 2mings " (integrando por partes)
n=0
o0
_ J Z —27rtnts @
© dt
_ f rate L
0 t

Por la afirmaciéon tenemos que

A(f, 5) NS/QJf el
«© it '\ g dt
fof(m)tt
! it \ ,dt  (* it \ dt
1 (GR)r [ (5w

Como f <\/’—§v> tiene orden e~2/VN cuando t — o0 esta integral converge en todo el

plano complejo. O

0
PROPOSICION 2.28. Sea f = > an(f)q™ € My(N,x) una forma nueva normalizada

n=
de peso 2 y nivel N y ¢ un cardcter de Dirichlet primitivo mdédulo r. Entonces existe un
entero Ny = 1 y una forma modular f @ de peso 2, nivel Ny, y cardcter 2 tales que

ap(f ® ) = ap(f)Y(p) para todo primo p.
Claramente f ® v estd determinada de forma unica, le llamaremos torsién de f por .

DEMOSTRACION. Notemos por G(1)) a la suma de Gauss >  ¢(u)e(*), donde
u (méd r)
e(m) = €™ Como 9 es un caracter primitivo, entonces G (1) # 0 y cumple la siguiente
igualdad:

(13) G@ywn) = > Plu)e (™).

u (méd r)
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Sea v = (CCL Z) € I'o(M), entonces

a1 B (o by, far b s
ErET\o 1) \e a)F T ‘ q edu N

Si ¢ es el conductor de x y M = mcm{N, cr,r2}, de lo anterior se deduce que

Z O(u)f (72+ %)

(méd r)

5 oo ) (2

méd r)

@ Y (=)

u (méd r)

(f ®)[1(2)

2U
—x@p@®) S B (+d)

u (méd r)
= x(d)(d)(f ®¥)(2),
esto significa que f ® ¥ es una forma modular de peso k, nivel M y caracter yy2. O

PROPOSICION 2.29. Si mcd(N, d?) es libre de cuadrados, entonces f @ xq tiene ca-
racter x y nivel Ny, = mem(N,d?). Ademds se cumple que an(f @ Xa) = an(f)xa(n)
para todo n =1 y la constante € para la ecuacion funcional viene dada por la formula

(14) e(f®x) = xa(—N1)e(f) H —ap(f),

p|N2

donde N = N1Ny y Ny = mcd(N, d).
DEMOSTRACION. Se puede encontrar una prueba de esto en [D-S] §5. O
OBSERVACION 2.30. Si med(N,d) = 1 la férmula anterior se reduce a

(15) e(f ®xd) = xa(=N)e(f).
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DEFINICION 2.31. Recordemos que la funcién de Liouville es X : N* — {£1} comple-

Q0
tamente multiplicativa tal que vale —1 en los primos. Dada f = )’ a,¢" una forma nueva
n=0
normalizada de peso 2, nivel N y cardcter y. Vamos a definir las siguientes L-series:

(1) L(F @\, s) = élanA(n)n—s y
(2) L(Sym® f,s) :=[1(1 — x(p)p" ) 'L(f,s/2)L(f ® A, 5/2).

p

Q0
PROPOSICION 2.32. Si f = Y anq™ es una forma nueva de peso 2, nivel N y cardcter
n=0
X, entonces

L(Sym® f,5) = [ [ + x(p)p'~*) ™" D] aZn™.
P n=1

Q0
DEMOSTRACION. Sea f = Y. a,¢" una forma nueva normalizada de peso 2 y cardcter
n=1

x para I'o(N). Podemos escribir
-1 -1
L(f.s/2) =TT (1= aw™?) (1= p72)
J2

donde a8, = x(p)p y ap + Bp = ap. Como la funcién A es completamente multiplicativa
y A(p) = —1 para todo primo p, esto implica que

L(f®A\s/2) = 1;[ (1 + app—s/Q) -1 (1 N Bpp_sﬂ)—l

S

Pongamos X = p~?,
L(f.s/2)L(f @\ s/2) = [ [ (1 —a2Xx) " (1 - 82x)""
p
= H (1 - (aIQ, + ﬁz)X + aI%BgXQ)_l
p
=[]~ (@2 - 2x()n) X + X2 (p)p*X?)
p

Por otra parte, tenemos las siguientes relaciones:

(1) apn = ApQyn-—1 — X(p)papn—z n = 2.

2) AP)Pays = apagrz — a1 3,

Elevando al cuadrado ambos lados en (1) y (2) tenemos

(3) azn = (ag — x(p)p)azn — x(p)p(al — x(p)p)azn—2 + x()°patn-s.

0
La L-serie Y. a?n~* puede escribirse como
n=1

2 —s 2 —js
ant =[]
p j=0

0

n=1
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Para probar la proposiciéon querremos ver que

-1 _
L+ x@pX) "D a2 X = (1-a2X + x(p)*p*X? + 2x(p)pX)” (1 = x(p)pX)~",
j=0

lo cual equivale a ver
(4) Z az; X7 (1= x(p)pX) (1 - ap X + x(p)*p* X* + 2x(p)pX) = (1 + x(p)pX).
El término de la izquierda en 4 es

DaZ X7 (14 (x(p)p — ap) X + (aZx(p)p — x(p)*p*)X? — x(p)*p* X?)

a0
= (af,jX] + a2 (x(p) — ap) X7+ + a2 (azx(p)p — x(p)*p*) X7+ — af,jx(p)sp?’XM)

A(X) =1+ (ap + x(p)p — ap) X + (22 + ap(x(p)p — a3) + (azx(p)p — x(p)*p*)) X*
=1+ x(p)pX + (a2 + a’(x(p)p — a2) + (azx(p)p — x(p)*p?)) X?

kSl

= 1 XX + (a2~ (@~ x()n)?)
=1+x(p  (por (1))
B(X) = Y (a2 + 621 (x(p) — a2) + a2 (@x(p)p = x()*?) — aZisx(p)p*) X,
j=3
=0 (por (3)).

PROPOSICION 2.33. Si N es un entero libre de cuadrados, entonces la funcién

A(Sym? f,s) = N*(2m)~*T'(s)n—*/?T'(s/2) L(Sym? f, 5)
se extiende a una funcion entera que satisface la ecuacion funcional

A(Sym2 fi3— 3) = A(Sym2 s 3)'

DEMOSTRACION. L
Sea f(z) = Y] anq™, y escribamos z = = + iy, entonces
n=1
1 0
2
f(2)2%dx = Z aZe ™,
_% n=1

ILa prueba para un caso mds general se encuentra en [Ogg]
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y, por lo tanto,

o i 0 o0

_s d

1) | serdnty = 3 azetmm [ Lot
) n=1 0

o J-1 41n Y
0
(2) = (4m)°T(s) D a2,
n=1

Ahora, D = {z +iye C : |z| < }} es un dominio fundamental para el grupo de trasla-

1 .
ciones T = { < n) I nE Z} , ¥ podemos escribirlo como unién de clases laterales a

01
derecha de T'.

a b a+nc b+nd a b\ . s
T . d 2{( . d ):neZ}=T<C d) si y sélo si (¢,d) = £(d,d'),

por lo tanto hay una correspondencia entre clases laterales derechas de T en I'g(N) y
pares (¢, d) asociados a matrices en I'g(N), de forma que se pueden elegir los pares (0, 1)
y (¢,d) con ¢ > 0, N | d y med(e,d) = 1 como representantes, denotemos por C a este
conjunto de representantes.

Observando que J(y2)® = % deducimos que 5(f, f) := | f|?(z)dzdy es invarian-
te por la accién de T'o(N) y

3) f P (2)drdy = | 12(2)y° Fy(z, s)dady,
D Do

donde Dy es un dominio fundamental para I'o(N) y

Fn(z,s) = Z lcz +d|7% =1 Z |mNz 4 n| =25,

(c,d)eC meZ+t
med(mN,n)=1

o =[Ja-p""= 3

Sea ahora

ptN (m,n)EZXZ+t
mcd(n,N)=1
Si p(d) denota a la funciéon de Mobius tenemos que Y u(d) = {é Z i i, luego
dln
2(n(25)Fn(z,s) = 2 ImNz 4 n| ™
(m,n)EZXZ
med(n,N)=1

I

= Z Z p(d)|mNz 4 n|~2
(m,n)eZxZ dlmed(n,N)

/

= Z Z w(d)|mNz + dn| =%

dln (m,n)eZXZ
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_ ZM 25G Nz S) ,
dln
donde G (z,s) = Z/ |mz + n| 725,
(m,n)ELXZ
Definamos ahora Ly (s) := (n(2(s — 1))
2¢{n(2(s — 1)) tenemos

(1) 204m)T(s)Lpa(s) = 3 p(d)yd 26D fD VTG ()

dN

aZn~*. Multiplicando (1) y (3) por
1

T8

La funcion I(z,s) := (%)S I'(s)G(z, s) es una funcién entera excepto por polos simples
de residuo 1 en s = 0y s = 1. Ademas satisface las ecuaciones funcionales

I(z,s) =1(z,1—5) I(v(2),s) = I(z,s) para toda v € G.

fON) S(f, f)I <Z\C]l’2,s—1>.

Supongamos que p es un primo que divide a Ny sea § = (i\]fj _pr> €l (%) <(1) 2) ’

Multiplicando (4) por (%)5_1 ['(s —1) llegamos a

(5)

¢(s) := (2m) 2TV NTID(s)D(s — 1) L2 (s) = 27 Z
i@

entonces

1. Como f un autovector para todos los operadores de Hecke y ademéas es norma-
lizada, la proposicién 2.23 implica que f[5]r = apf.
2. N es libre de cuadrados, entonces por la proposicién 2.25 si p | n, a, = +1.

3. 8(f, f) o B = apd(f. f) = o(f. f).
4. B~1Dg es un dominio fundamental para 3~ 'T'g(N)B = I'o(N).

Podemos deducir que, para d | %

Nz Y _ o2 Nz 7
fDO(mI(pd’s 1) s(S) = LW)I( L)
f I(M7S—1>(5(f,f_)7
Do(N) d

- _a2 1-s 1-s & s — r
o) = (1 = aip ™) Y ua = [ 1(5F 1) a(r )

d\%

luego

Repitiendo esto para cada primo p | N y recordando que a12, =1,

= (27 —pl—s 2,8 — f).
o(s) = 2m) [ (1 - ) fDO(M“N’ 1 6(f, )

p|N
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Si definimos ¢ (s) := [ [, 5 (1 —pl7*)~14(s), lo anterior significa que ¢+ satisface la
ecuacion funcional
¢T(s) =" (3—s).

La funcion I' satisface la férmula de duplicacion de Legendre:
D(2)D(z + 1) = 21725,/7T(22),

aplicando esta férmula con z = % tenemos
—2(s— s— s s—1 s—2, —
ot (s) = (2m) 2D N-ID(s)D (5) r ( > ) 25=27=1/2¢ (5 — 1)A(Sym? f, 5)

— aN"IN*(27)~*[(s)n =T (;) A(Sym? £, s)¢(s — 1)
= A(Sym? f,s) TN IN%¢(s — 1)
donde &(s) = m~%/2T'(s/2)((s) satisface la ecuacién funcional £(s) = £(1 — s), con lo cual
A(Sym? £, s) debe cumplir
A(Sym? f,5) = A(Sym? f,3 — s).

OBSERVACION 2.34. En la demostracién anterior
Lpa(s) = J(=p"*) ' L(Sym? f,8) = [ [(1 = p"*)¢(s — 1) L(Sym? [, 5)
pIN pIN
Y VIMos que
¢(s) :==(2m) 2TV NTIT ()T (s — 1) Lja(s)

e [Ja- | 1= 6.

pIN Do(N)

Como I(Nz,s — 1) tiene polos simples de residuo 1 en s = 2 observamos que ¢(s) tiene

un polo simple en s = 2 de residuo (2m) [[ (1—p~1) SDO(N) d(f, f). Por otra parte, ((s—1)
pIN

también tiene un polo simple de residuo 1 en s = 2. Deducimos entonces que

L(Sym? f,2) = 2(271')_3J 5(f,f) #0.

Do(N)






Capitulo 3

Demostracion de Oesterlé al Teorema de Goldfeld

Sea K un cuerpo cuadratico imaginario de discriminante —d < —4 y xqg = (=%) su

caricter asociado, que coincide con el simbolo de Kronecker. Llamémosle h al nimero
de clases hx = h(—d).

0 0
Dadas dos series de Dirichlet A = > a,n™% y B = >, b,n"° escribimos A « B
n=1 n=1

cuando |a,| < |b,| para todon > 1. Para la. demostracién del Teorema de Goldfeld vamos
a considerar dos series de Dirichlet ¢ y GG, y una constante M € R~ que satisfagan las
siguientes 4 condiciones.

(C1)
2
_1
o) < s -1y G@)«(%&jﬁf)
En particular, esto implica que 1 converge para Rs > 1 y G converge para
Rs > 3

§.

(C2) G admite un Producto de Euler de la forma I;[Gp con Gp(s) = éf;fi::;gigﬁ:s)),

donde o, o, 3, " € C tienen médulo menor o igual a /p.

(C3) Sea~y(s) = M*T'(s)?. La funcién p(s) = d*v(s)1(s)G(s) se extiende a una funcién
entera que decrece rapidamente en cada banda vertical, satisface la ecuacién
funcional p(s) = ¢(2 — s) y admite un cero de orden al menos 3 en s = 1. De la
ecuacién funcional se deduce que el orden del cero en s = 1 es al menos 4.

(C4) ¢ admite una extensién holomorfa sobre un entorno del semiplano H; := {s €
C: Rs = 1}, con un cero simple en s = 1. La funcién v decrece rapidamente
en infinito sobre cada banda vertical en H;

En principio se asume la existencia de ¢, G y M. En el capitulo 4 veremos que si f
es una forma modular de peso 2 y nivel N tal que su L-serie asociada tiene un cero de
orden al menos 3 en s = 1, entonces podemos tomar

L(Sym® f,2s)
- L - W 120
V() = LA )L @ 0) = = D2,
Gi(s) = L(f @ xa: s)L(F ® A, 5) 7,
_N
- 4n?
donde v que satisfacen las condiciones (C1)-(C4) para todo cuerpo cuadratico K con
discriminante coprimo a N tal que x4(N) = —1.

41



42 3. DEMOSTRACION DE OESTERLE AL TEOREMA DE GOLDFELD

El Teorema de Gross-Zagier implica la existencia de dicha forma modular y junto
con el Teorema de Goldfeld esto da una cota efectiva para el nimero de clases de cuerpos
cuadraticos en la familia descrita anteriormente. El resultado se extiende para la familia
de todos los cuerpos cuadraticos imaginarios.

1. Igualdad fundamental
PROPOSICION 3.1. Sea w(s) = 5=d* 'y (s)y(s)G(s)(s — 1)73. Para o > 3

2
o+100
J = f w(s)ds = 0.
o—100
DEMOSTRACION. Sea K > 0, consideremos el dominio simplemente conexo

Ag={z=2+iyeC : 1<z <o, —K<y<K}

Por el Teorema de los residuos
o+iK 1+iK 1—iK o+iK
J w(s)ds + J w(s)ds + f w(s)ds + j w(s)ds = f w(s)ds =0
o—iK o+iK 1+iK 1-iK Ak

De aplicar la condicién (C3) y tomar limite K — oo resulta

r% w(s)ds = f e w(s)ds.

0 —100 1—i00
Observar que w(s) = 52-¢(s)(s—1)73. Por la ecuacién funcional que satisface ¢ es claro
que w(2 —s) = —w(s) y por lo tanto J = —J = 0. O

Sea U > 1 una constante real, definimos

G(U,s) = [ [ Gpl(s),

p<U

G(U, s)* := G(s) — G(U,s) = G(U, s) <—1 + 1] Gp(s)> ,

p=U

donde recordamos que G, son los factores de Euler de G dados por la condicién (C2).
Ahora definimos las integrales J(U) y J(U)* de forma andloga a J en la proposicién
previa,

aw)= T ()G, ) (s - 1)L

o—100 27Ti.
0 +100 d
O = [ G s - )

Por la condicién (C4) la funcién vt es holomorfa en el dominio de integracién. Como
ademds G(U, s) tiene una cantidad finita de factores, esto implica que J(U) y J(U)*
convergen, y la proposicién previa implica que J(U) = —J(U)*.
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2. La integral J(U)

Dado n < %, por la condicién (C4) existe 7 tal que ¢ se extiende a una funcién
holomorfa en el dominio A := {s e C: 1—-n < Rs <1, -7 < s < N} U H;
representado en la siguiente imagen.

IR

IA

7

F1GURA 1. Dominio A.

En particular ¢ es holomorfa en la regién delimitada por 0A y la recta {s : s = o}.

PROPOSICION 3.2. Sea JA(U) := §,, d* 1y(s)0(s)G(U, s)(s — 1)7345 | entonces

G'(U,1)
JWU)—JaU) =C1G(U,1) | logd - C
W)~ 1a(0) = 60 (1o + G+ o))
donde C1 es el valor de la funcién s — % en s =1y Cy el valor de la derivada
logaritmica en el mismo punto.

DEMOSTRACION. Por el Teorema de los residuos y un argumento andlogo al de la
proposicién 3.1
J(U) = Ja(U) =2mi > Res(p).
pr polos

Sea f(s) una funcién holomorfa y F'(s) = J;’((SS)) su derivada logaritmica, entonces, dado
un punto a

f(s) = f(a) (1+ F(a)(s—a) + O ((s — a)?))
Luego

Res ( (Sffsi)Q : a> = f(a)F(a).

La proposicién se sigue de aplicar lo anterior a f(s) = dS_IWG(U, s)ena =1, pues
el cero de v(s)¥(s) en s = 1 es simple y v es holomorfa en el resto de los puntos, al
igual que G(U, s).

Entonces

res (LE01) = sr),
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donde
£(1) = lim WG(U, 1) = C1G(U, 1)
y
(=LY G'(U,s) "(U,1)
F(1) = —_— =1 —.
(1) -1 _1+02+ G, 9) . ogd + Co + GU,1)

O

PROPOSICION 3.3. Existe una constante C3 > 0 que sélo depende de M y 1, tal que

[Ja(U)| < C5 sup |G(U, s)|.
se0A

DEMOSTRACION. Podemos tomar

Ca= [ hsuis)s - )-8 4
oA

21’
que converge por (C3). O

3. Algunos lemas
LEMA 3.4. SeanmeZ, m =2 ya,o € R tales que a < o.

Entonces la funcion I : R%, — C dada por I(z) = ngzgj m_s(s—a)_m% es real positiva.

Si ademds a = 0, entonces I es decreciente y conveza.

DEMOSTRACION. Veremos que

z”floga|™ !
I(x)z{ (m—T1)! S

A\YAV/AN

r<1
0 siz>1
Es claro que I(z) es positiva y si a = 0 entonces es decreciente. Ademés I es C? y como
x~% es convexa como funcién en z, resulta que x — I(z) también lo es.

Si z > 1 entonces el integrando tiene una singularidad evitable en s = a, y si x < 1
entonces tiene un polo en s = a de orden m y residuo

1 am—1 s _a|logalc\”"“1
— =g =
(m—1)! | dsm—1 s (m—1)!

En cualquier caso, por el Teorema de los Residuos es suficiente ver que

Res(a) =

lim x %(s —a) ™ds =0,
R—0 Cr

donde Cp es la semicircunferencia dada por Cr = {z € C: |z| = R, y Rs < o}.
Pero haciendo el cambio de variables u = s — a tenemos que

J x (s —a) Mds J x "y "du
CR CR

y esta tltima integral es O(z~fR™™ + R™™), que tiende a 0 cuando R — o0 indepen-
dientemente del valor de x. O

= gjia

< Jjaf mS‘Estm’
Cr
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Sean a,o0 y m en las hipotesis del Lema 3.4 y uq, ..., u, medidas no negativas sobre
R% tales que

6)  p([0,y)) < y cuando y — oo, y 1i([0,)) < €7 cnando y — 0.

Observemos que la funcién t — t~7 es integrable. Para 1 < j < r y s con R(s) = o
definimos f1;(s) := SR* t™%dp; y J(z) = S?zz f1(s) ... fr(s)x™%(s — a)_m%.

LEMA 3.5. J es una funcion positiva definida sobre R .

0 +100 s L L o ds
J JR* t1%dps .. JR* t, fduyx (s — a) 9

+

DEMOSTRACION.

En primer lugar, debemos observar que la condicién p; no negativa y ¢t — ¢~ integrable
implica que cada p; es una medida o-finita, ademas ¢~ con fts = o y ¢t~ también son
integrables respecto a cada p; y podemos aplicar el Teorema de Fubini.

0 +100 ds
x) =J J trsf 7%t e (s —a) M —dpy .. . dp,.
R¥ R* o—io0 2mi

Por el Lema 3.4
J(x) = J J I(xzty...tp)duy ... dp,.
R* R*

Como la funcién t — I(xt) es positiva por el Lema 3.4, entonces J(x) es positiva.

Por el mismo lema, si a > 0 la funcién = — I(xt) es decreciente y convexa, luego

@+ (pu I(xt)dt también lo es y mas en general J(x). O
+

LEMA 3.6. Sean u; medidas positivas definidas en R% que satisfacen las mismas
condiciones que las medidas p;, con 1 < j < r. Para cada J se definen Mj de forma
andloga a fi;, y J' andlogo a J
Supongamos que a = 0 Yy So 62 15 ([0, t1])dt1dtadts < SO 0 Mj ([0, t1])dt1dtadts para
todox>0yj (1<j<r). Entonces J<J.

DEMOSTRACION. Por el Teorema de Fubini basta considerar el caso r = 1.
Como vimos antes J(x) = §px I(xt)dpr y J'(x) = §ps I(xt)dpy. Ahora podemos
+ +
aplicar partes cuatro veces,

J(x) =

[1autto. ]! = o1 [t tyan |+ [0 [ [ o, tpanare)

t3 o t i3 rta
31’”’ t) JJ f ([0, 1] dtldtgdtg] +f ac4l””(a;t)ff J ([0, t1])dty dtodtsdt
0 0 Jo 0

Y tenemos un resultado andlogo para J'(x). La condicién (6) implica que las evalua-
ciones en cero e infinito en los primeros 4 términos son todas nulas, mientras que la
desigualdad de las integrales se deduce de la hipotesis y de observar en la prueba de 3.4
que 21" (xt) = 0, esto concluye la prueba del lema. O
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A nosotros nos van a interesar dos casos, el primer caso en que las medidas p; son
las imagenes por el homeomorfismo ¢ — ¢! de medidas de la forma e *¢~%~'dt, donde
u < o. Observar que en este primer caso p;(s) = I'(s — u). El segundo caso es el de

0
medidas de la forma > a,0,, donde ¢, es la medida de Dirac en el punto n y (ay)
n=0

e}
es una sucesién de reales positivos tales que >, a,n~? converge. En el segundo caso
n=0
o0
fi(s) = ¥ an.
n=0
EJEMPLO 3.7. Sea ¢ una forma cuadratica binaria reducida de discriminante d, y

sean
/

w= Z 5q(m,n)7 y pWo=myg +v,

(m,n)eZxN* z
donde J, es la medida de Dirac en z y v es la medida con densidad % respecto a la
medida de Lebesgue up en [@,—i—oo], es decir v(A) = §, %dul = %Ml- Definamos
ahora Ny(z) := #{(m,n) € Z x N* : ¢(m,n) < z}. En el capitulo 1 vimos que si
q(r,y) = ax? + bry + cy? es una forma reducida, entonces Ny(x) es vacié para = < c,

también vimos que @ <c< %. De la primera desigualdad se deduce que

JIN (t)dt 0 six < @
o T T Fa Nydt s> vd -

, . . , . (2am+bn)?+dn? 4

Es facil ver que g(m,n) < x si y sélo si “———— < z,luego 0 < n < 4/ y
A/ _ 2_ A/ _ 2_ . , A/ _ 2 1 o7
W <m < W. Ahora, fijo n hay a lo mas 4“+d" + 1 posibilidades

para m, por lo que

ly/ 22
N < 3 (L )
n=1
4ax
W=
(8) < \/4aafl—dn2 - \/élllax + ék%
n=0

[dax
d g o
(9) < 4““;_dt2 dt + ‘/? - i‘w + 4?79” (pues el integrando es decreciente)

0
1
(10) = zlzf 4?Tx\/mdu + \/% (cambio de variables u =t 4‘;“")
0
(11) = TE +4/%

Observemos que con los calculos anteriores tenemos un término 4/ 4‘375” que no puede

ser eliminado, por lo que con ese método no podemos deducir que las médidas cumplen
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la desigualdad
| w0, e < | o,
0 0

Esta desigualdad es parte de la hipétesis en la versién de Oesterlé del lema 3.6, que se
encuentra en [Oe]. Oesterlé afirma que estas medidas cumplen la desigualdad, pero el
articulo al que cita no fue publicado. Watkins remedia esto dando la versiéon enunciada
del Lema 3.6 con integrales triples y probando que p y i estdn en sus hipétesis.

PROPOSICION 3.8. Para todo x > 0 las medidas p y p' satisfacen

x rt3 t2 T rt3 it
f J f ,u([O, tl]) dt1dtodts < f f J ,U/([O, tl]) dt1dtodis .
0 JO 0 0 JO 0

DEMOSTRACION. Veremos un esbozo de la prueba, los detalles se pueden ver en
[Wat].

Observemos primero que como N, (t) = 0 para t < @ ver la desigualdad anterior es
igual a ver la siguiente,

xr rl3 to x i3 to
(12) f f Nq<t1) dt1dtadts < J J J ™+ %(tl - @) dt1dtadts.
0 JO 0 0 JO 0

Sea (4(s) = % > q(m,n)~*%, por (1) tenemos que
(m,n)€Z2\(0,0)

ST glmn) ™t = Gls) — ala)~C(2s).

(m,n)EZ xN*

(4 satisface las siguientes propiedades:

(a) (4 converge para Rs > 1y se extiende de forma analitica a una funcién en el
plano complejo excepto por un polo en s = 1 de residuo %. Mas atn, la funcién

%F(S)Cq(s) es invariante por el cambio de variable s +— 1 — s.

(b) Si Rs = 2 entonces |(y(s)| < (1?)’3.
a(q)?2

Se puede ver que la integral de la izquierda en (12) es

1 24100 .,L,S-‘r?)

(Cq(S) - a(‘])—SC(QS)) S5+ (s +2)(s+3) ds.

271 Jo oo

Como ((2s) tiene ceros simples en los enteros negativos, el integrando tiene singu-
laridades evitables en s = —1,s = —2,s = —3. Por otra parte, (,(s) solo tiene un polo
simple en s = 1 de residuo % y ¢(2s) tiene un polo simple en s = % con residuo 1.

Si consideramos la regiéon delimitada por Rs = _71 y Rs = 2 vemos que esta encierra
los polos del integrando, los residuos son los siguientes:
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Res(s = 0) = (¢(0) = ¢(0)) & = (3 +3) 5

1 8
Res(s = 3) = | — 1 1?);

a(q)?

4
T\ X

R =1)=|—4)=—.

sle=1) <\/3> 24

La idea es ahora cambiar el dominio de integracién por Rs = —5 en lugar de usar

Rs = 2, y luego acotar absolutamente los dos términos de la integral usando la ecuacién
funcional y la cota para (; en Jis = % dadas en 3.7. La primera integral es

s+3

1 2+’LOO T
Wjém S sy sy K
3
d 2 (| (3 +it) x213a() 2 ”
San2om )y D=L i) ||(—S+i)E + i) i) (G +it)|

Por las propiedades de I' esto es igual a

x2a
0 i, NE Haww

5, entonces se obtiene la cota

El valor de esta integral es aproximadamente 0.7981211 <
dx%
3 -
11a(q)2
Con un método similar podemos acotar la segunda integral,
s5+3 1 3
1

1.
1 —5-&-100 s T
f_ ((2s)alq) s(s+1)(s+2)(s+ 3)d8 < %a(q)

21 %—z‘oo

Lo visto hasta ahora implica que el lado izquierdo de (12) es menor o igual a
3 9

£3 8.%'% I 7T[134 i d:p% a(q)ZxZ
6 a(q)%105 24+/d 11a(q)% 25

Por otra parte, el lado derecho de (12) es exactamente
Ttz t2 _ A/dy\3 _A/d\4
f J J T+ \Lf(tl — @)dtldhdtg — M _ iu
0o Jo Jo d 6 Vd o 24
B mat N La:?’ _ 3nx?4/d n Srad _ 77Td%
S 24Vd 12 16 48 384

|

Para probar el lema basta ver entonces que la cota obtenida para el lado izquierdo
es menor a la expresion obtenida para el derecho. Para eso separamos en dos casos,

recordando que a(q \/7 y %E (el otro caso es trivial).



3. ALGUNOS LEMAS 49

= Cuando z < %é) entonces se puede refinar el argumento del inicio y obtener la
siguiente desigualdad sin integrar tres veces
\/8) _m Tty

T
Nt <mt+ [ — _T ,
a(t1) THL\/&(l 2 Sz

Observemos que 7 nos da la desigualdad Ny(t1) < % + 3, que no es suficiente.

= Cuando x > entonces consideramos « y (3 tales que a = @ y = Bg. La

9d
4da(q)
desigualdad de las integrales triples se traduce a:
80445% a3p? a4ﬂg OJ%B% ralB3  3ma?p? SmaB Tw

105 6 1l T 25 ST 12 16 18 334

9
que vale para todo que o = /3y 3 > 1
O

Acabamos de ver que p y p’ estdn en las hip6tesis del Lema 3.6. Finalmente obser-
vemos que para s con R(s) =0 > 1

ZORS IR D YN SR R

*
+ (m,n)eZxN* (m,n)eZxN*

\/&) g e
t %y =7 ( + — t=odt
2 \d Va

™ 1 Vd e
+ﬁs—1 2
NZAYE 1
2) <1+2(5—1)>
(v
B Y '

EJEMPLO 3.9. Consideremos las medidas

ﬁ) B

o0
V=Z5n y v =61+,
n=1

donde p1 es la medida de Lebesgue en [1,00); y sean u y p las imdgenes via t +— t? de
vy V' respectivamente.

Para t > 0 se tiene que v([0,t]) < V/([0,t]) y por lo tanto u([0,¢]) < 1/([0,t]) Vt > 0,
esto implica que nuevamente estamos en las hipotesis del Lema 3.6.

Sea s tal que R(s) = o > 1, calculemos fi(s) y 1/(s).
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its) = |

o) = |

0
—2s _ —2s
2y = Yt
n=0

o0
7254 =1 +f t725dt =1+ = .
1 28—1 S—%

*
+
S

*
*
4. Cota para J(U)*

A lo largo de esta seccién vamos a asumir que o > 1. Recordemos las definiciones de
JWU)y JU)*.

G(U.s) =[] Gpls)

p<U
o +100 dS
SO = [ R s - )7
o —100 211
G(U,s)* =G(s) — G(U,s)
o +100 dS
e I e OGP N R e
o —i00 271
Haciendo el cambio de variables s — s + % podemos escribir
IO 1 1 1 1 1,-3 ds
7 = [ a4 Pul+ DEWs + 1= D70
o—10

A 1
Sea H(z) = {777 d* 27(s+ 3)27*(s— 3) 7%, recordemos que v(s+ 1) = M2 (s + )2
Observando que I'(s + 1) = fi(s + 3) para u = e~‘t"1dt tenemos que H(z) = J (7%;)
para 1 = pg = i, por lo tanto podemos usar el Lema 3.5 para ver que H es una funcién

positiva y decreciente en R .
Sea ahora ¢(s) = Y, a,n~* una serie de Dirichlet absolutamente convergente tal

que (s + $)G(U, s + 1)* « ¢(s), y tomemos 2 = 1. Como H es positiva,

o 1 1 1,—3 ds (7T 1 1 1,—3 ds
s+ Des - D7 = D [ a (s Danls = 57
J;r—z'oo 2 2 2mi nz::o o—i0 27 2 27
Acotando término a término vemos que

(13) U] < j

o—100

o+100

&2 (s + L)p(s)(s — 1)

El resultado anterior puede aplicarse al caso particular en que ¢ es el cuadrado de
la serie (x(s) = qu%ed (a(q)_SC(Zs) + 2(mnyezxns 4(M, n)_s) quitando los términos

de la forma a(q)~*a(q’)~%¢(2s)? donde a(q)a(q’) < U, veamos esto.

1 2
Por la condicién (C1) ¥(s) « ((2s —1)? y G(s) « <m> , por lo tanto

(s +3)GU, s+ 3)* < (k(s)? = ((25)°G(U, s+ 3) < ¢
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2
pues los médulos de los términos de G(U, s + %) estan acotados por los de 2?2(5))2 .

Como en el capitulo 1 vimos que

Cels) _yp L4 - .
¢(2s) 1;[ (1=x(P)p~*) q%;ﬁd (a(Q) + (mvn)éXN*Q(m, n) )
K med(m,n)=1

resulta que podemos quitarle a (x(s)? los elementos de la forma a(q)a(q’)¢(2s)?
a(qa(q') < U.

PROPOSICION 3.10. Recordemos que h corresponde al nimero de clases del cuerpo
cuadrdtico K. Se cumple que

|J(U)*| < Jp+ Jo + Js,

donde
T +100 1
(14) Bt [ s+ HUR - 40
o—100
o+io0 s L1 s 1\_2 ds
19 geh | 2dTaerhg( X a0 )o@t
o—100 S ed ™
qeQ7;
h2 o +100 1 ds
1 — 2 223 1y - I e S
( 6) J3 ™ \/a o—ioo ’Y(S + 2) (8 _ 1)2 (S 2) 27_”

DEMOSTRACION. Ya vimos que |J(U)*| < {75% A" z(s + He(s)(s — 3)73 pa-

ra ¢(s) igual a (x(s) eliminando los términos de la forma a(q) %a(q’)~ 5((28) tales

que a(q)a(q’) < U. Ahora separaremos ¢ en términos de la forma a(q) *a(q’)~°¢(2s)?,
S qmn) Y ), ya(@)C(2s) Y q(m,n). Por simplicidad

(m,n)EZ x N* (m!,n/)eZx N* (m,n)EZ x N*

les llamaremos términos de tipo 1, tipo 2 y tipo 3 respectivamente y notaremos @; a la

suma sobre todos las formas ¢q,q’' € Qged de elementos de tipo i.

OBSERVACION 3.11.

(1) Podemos cambiar los términos de tipo 1 por U—5((2s)? pues ¢ elimind los
a(q)a(q') menores a U.
(2) El Lema 3.6 aplicado al ejemplo 3.7 nos permite reemplazar > q(m,n)

(m,n)eZxN*
1

por ﬂ'S—QSd 2 para cada forma q € Qred, y el mismo lema aplicado al ejemplo

2
3.9 nos permite reemplazar ((2s)? por (ﬂ) )
oL
2
(3) Los dos puntos anteriores nos permiten reemplazar términos del tipo 1 por el

término U 55> —1 hay a lo mds h? términos de este tipo.

1\2’
(+-2)
1

. , . . S—5 _3
(4) Andlogamente, podemos reemplazar términos de tipo 2 por a(q)¢(2s)m=—22%d" 2.
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2
1. . . . 2 (3573 25 71—
(5) Por dltimo podemos reemplazar cada término del tipo 3 por m <51> 25479,
hay h? términos de este tipo.

Aplicando la observacién previa obtenemos lo siguiente:

(J1) Por el item 3

o +100 5—1 _ ds
f &2+ Dpr(s)(s — 1P < gy,

o—100

(J2) Por el item 4

o +1400 1 1 ds
d’2 - — =32 <
L—ioo s+ 2)%(8)(5 2) 271
T -1 1 ~ 5os s 1,-3 ds
d"2y(s+ 3) Z a(q) C(QS)TFil2 d 2(s—3) i < Jo
o—100 quged - ™
(J3) Por el item 5
0 +100 1 ds
d*"27(s + $)p3(s)(s — 3) = < Js,
Ja—ioo 2 20 2mi
de donde se deduce la proposicion. O

Para finalmente hallar las cotas para Ji, J2, J3 necesitamos una proposiciéon maés.

PROPOSICION 3.12. Para todox > 0 ye tal que 0 < & < % se satisfacen las siguientes
desigualdades.

(1)

7 +ic0 ds 1 0 1 0
s.2 _1N\—5 72 =Y 8.2 - Y .8
J, et DTS ) )]

o—1

o +100 1 d
f x® (s — l)_Q—S < 4z

o—100

o +ic0 1 ,ds =
Jyss D <

T—100

DEMOSTRACION. Por simplicidad denotemos por F; al integrando del {tem (i), pa-
ra probar la proposicién podemos aplicar en cada caso el Teorema de los Residuos.
Observemos que de forma similar a lo que ocurre para el lema 3.4, cuando z < 1 las
singularidades son evitables y las integrales nulas. Supongamos entonces que z > 1.
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041400 d d d
J %% (s — %)_578, = j %52 (s — %)_573 — f %52 (s — %)_5i.
2mi Dr 27 R 2mi

= (2mi)Res (F1, 3) tomando limite R — o0
1[0,
S [684(30 82)] )
s=3

< + li
= 054 3! 0s2 .

o+100 s 1 1\—2 ds 1
x (s—3) 5 = Res (Fy,1) + Res (F2v§)

g—100 s—1

[N

(2) De forma similar

Cdpt logzz®(s — 1) — 22
(s —1)2 1
s=3
=4z — 2logx/x — 4/T
< 4z.

2
(3) Como el integrando F3(s) = z* (ﬁ) (s — 1)1 no tiene polos en Rs > 1y las

integrales sobre los segmentos {o = Rs > 0 + ¢, s = + R} tienden a 0 cuando
R — o0, por el Teorema de los residuos la integral

T +4100 ds o+€+4100 ds
f Fg(S)i, :J F3(8)7.
o—io 2m o+e—ion 2mi

es positiva. Sean

-1 —1
Fy(s) =2 —r5—— (s—3) . I(s):i=2°(s—3) =F(s)(s—1)*
(s—1)2—¢
entonces,
O’+ZOO o+e+i00
J §RF3 d
o—1i o+£—100

Lfif (G 2g) - 9169 (e )
: (i)~ 9703 () o

J<a+€+zoo ds

o+€e—100
o+e+100 ds

I
=
—
(Va)
N—
Q,

(Va)

o+£—100
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Por 1ultimo,

04100 d o +€e+100 1 d
|G- I -
it 27 otein (s—1l4+e)(s—1—¢) 27
= Res (Fu(s),1 4+ ¢) + Res (Fy(s),1 —¢)
(1+¢)? _ . (1—¢)?
_ $1+€T(% +€) 1 _ml ET(% —E) 1
1+¢e)?
< x1+5( 265) (% +€)_1
rlte
T e+ 2e2
ml-i—a
T
([
PROPOSICION 3.13.
() 1 < Calie (|1og %E| + 3)", donde Cy = M
(b) Jo < Csh Y a(q)™", donde Cs5 = 222 M3,
quged '
(c) J3 < C'(;\%, donde C = An2eM2 sup(2,log(4M))
DEMOSTRACION.
(a) Usando Fubini y la proposicién previa
oo 1 dM ° ds
J = 2 2 - 2 1\-5
PV o —io0 (s + 2) (s = 2) 27
ty,—t UHOO t1tadM S 2 1 5d8dd
—l1 ,— 12 102 _i\7o t t
ff e\/tltf ) (BFR) 5 = ) g dndts

h?2 —t1 _—t 1 10 dMtqt 2
' f J G [4'6’54<( ) 5)+
1 0 [(dMtita\°®
wz( U )]S_l‘“ldt?]

2 1 8 s—3 a =3
_ w2y [4!654 (F(s + 3 ($E) 2 32> + %@ <F(5 +3)° (T )]

Haciendo este ultimo célculo se ve que J; < (log ) donde P es un
polinomio monico de grado 4 y los coeficientes de sus monomios de grado d

. , d o4 . .
menor o igual a 3 estan acotados por (9—]‘/6[) 34~ esto implica (a).
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(b) Por Fubini

7Th Q0 Q0 o +100 0¢]
J2=[ [ [ eneavavn S ag ) [
Vd Jo Jo o—in \  lored "e0
d

s s 1._5ds
<2M\/gt1t2> s— 1 (8 - 5) Smdtldt2:| .

Como ((2s) y >, a(g)~® convergen absolutamente, la integral conmuta con las

aeQp "
sumas y por lo tanto, de aplicar la proposicién previa resulta

Jo = 7h LOO e*t8< 3 a(q)’1>C(2)2Mtdt1dt2 - @< 3 a ) (3)¢(2).

quged qured
(c) Por Fubini J3 es
72 B2 oo §of o +i00 s 2 ds
Jy =1 e e t2 f (4Mtt S(7> ~ 138 gt
T4 Va Vv N
Por la proposicién previa
472h? 53

M:T(S +¢)? My

2 h2
J3 < — f f e t2ff (4Mtyto) Tedt = NG 5 .

para £ < 1. Tomemos ¢ = (sup(2,log(4M))) ™!, en este caso
3
(S + e)? <1 y (4M)®

y eso concluye (c).

5. Eleccién de U

1
Fijemos U = (\é&) donde m es el minimo entero que satisface m? +m > % sih #4

ym = % si h = 4.
LEMA 3.14. Existe a lo sumo un primo p < U que descompone en K, y si tal primo

existe entonces p = (%)E.

Sea q el divisor primo mds grande de d, entonces q = U.

DEMOSTRACION. Supongamos que existen p y p’ en las hipdtesis del lema. Entonces

1+pS1+4p—3 « 1—[ 1+p*® :CK(S)
l—p=s1—p—s L—x(@p=  ¢(2s)

p primo

Observemos que p'p’’ < méx{p, P}V < @ para todo par (I,1') € N? tal que [+’ < |m]|

(|lm] # m solo si h = 4). Escribamos
1+pS14p~—*
1—p=351—p'~s

MS

o0 o0
=(1+p°)1+p”) Z =: Z cnon”®
=0 n=0

l

0
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Por 1.37 (b) >} ¢, < h.

N
S

NN

Como los pares (I,1') € L = {(0,0), (0, |m]), (|m],0), (|m] — 1,1), (1, |m| — 1)} satisfacen
[+ 1" < |m|, tenemos que
3 e <h

(L,HeL

de donde
1+ Q[mj + Q[mJ + 4M < Z Cplpt! < h.

Pero, por otra parte,

14 2|m] + 2|m| +4lmJ([m2J_1) =1+2/m|+2m*>h

1
por hipdtesis, lo cual lleva a una contradiccion. La desigualdad p > (%)E para todo
primo p que descompone fue probada en 1.37 (a), resta entonces ver la tltima parte del
lema.
Sea ¢ el mayor divisor primo de d, en 1.30 mencionamos la siguiente proposicién:

Sea T = #{p primo :p|d} , entonces 271 | h,

de la cual se deduce que T' < 2m, en caso contrario 22" | h < 2(m+m/) y esta desigualdad
solo se cumple para m = 0. Como d 6 % es libre de cuadrados, debe existir un divisor
1
d

primo mayor a (§)7. O

1
LEMA 3.15. Sea P(d) = {p primo :p|d}\{q} yV = (% h'. Entonces

M 1< Y algt <o [T (A+p7h), donde ay = (1 + %) Gfg,l)

qeQre? peP(d)
2
_1
(2) |G(U,1) =2 ap [] |Gp(1)|, donde ag = .
peP(d) -V 2 ,
(3) %(%) > ) 3?( g}i) az, donde az = 1~ 2 rlog V.
peP(d)
1
s _1o T2)2
(4) sup;ggghg" <ay [[ (1—p 1)72, donde oy = %
seA peP(d) (1-vd)
DEMOSTRACION.

(1) Ver [Oe, pag. 318].
(2) IGU ] = HUle(l)l, por (C1) [Gp(1)] < #7}’ |Gp(1)] = 1 pues los
p< -

a,a, 3, B tienen médulo menor o igual a \/p- Luego,

[



5. ELECCION DE U 57

Gl =TT 16O [T IGm1 TT 16M1 [T 16,)]

peP(d) peP(d) p<U p<U
p>U x(p)=1 x(p)=-1
> [ 1G] I
peP(d) p<U
x(p)=1
1\ 2
1-V—2
> ] 16| —— | -
peP(d) 1+V 2

esta ultima desigualdad se deduce de la condicién (C1) y del lema 3.14, ya que

1 \2
1 2
G(U,1) « H +7p1 y p < U descompone = p > V.
p<U \1—x(p)p2

G'(U,1) Z [d
= —log |Gy (s)|
G(U,1) — L ds 1
> ¥ [oelGuol] |+ | g oelGael |
peBd) Lds ds=1 ds a1
rs 1 d 1—qg~*° 2
> Z —log |Gp(s)] + llog < S> ]
pePld) - s ls=1 ds 1+g¢ 5=1
s ] 1+q1> (1+¢H+0-¢" .
> —log |G, (s + 2 ( lo
pE;(d) L ds g| P( )|_ =1 1— q_l (1 + q_1)2 249

1

S 4logqq™ _
> —1 1 s
Z [ Og|Gp(S)|]S:1 + (1 _q,l)(l _,_q,l) 0g4q

(4) Por la parte (a)

G, 5)| (1+ V_%)Z |Gp(s)] s
GO 1) S T Ny— [T 1Gs(s)l.

PN
=
[N}

S

m

e,
~

ISH
&

Por el lema 3.14 y la condicién (C1)

CUs)| _  (+VTE? 14V [T G
= 1 1 1 :
G(U,1)| 1+ V121 -y 121 =V oy 1Gp(1)]
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Ahora recordemos que s € Ay Rs = % pues v < %. Podemos considerar s lo

suficientemente pequeia, de forma que para s € A se cumpla
G, _ (1+V2)? 1+ V*% I 1
1

x 1 1 —
GOV ya2a—v-121-V T 5

que es lo que deseamos.

TEOREMA 3.16. Ezxiste una constante Cs > 0 que depende de M y v pero no de
G,K,h od, tal que

Gp(1)

Csh > inf{1, ]‘[ =
p

peP(d)

log d.

DEMOSTRACION. Sabemos que |[J(U)*| < J; + Jo + J3, por la proposicién 3.13
tenemos las siguientes desigualdades,

h2 dM 4 h2
J < Ci—— | |log —| + 3 Jo < Csh a(q)~! J3 < Cg——=
1 4\FU(‘gU‘ ) 9 52@(1((1) 3 67
qeQy;
Por la parte 1. del lema 3.15
h2
[T < Ji+Csh Y. alg)™' +J5 < Ce—=
red \/g
qeQ7;
_ Cy h dM Y Cs h
< Csh 14+p ! a+<lo+3> + —=—.

Recordemos que

J(U) = C1G(U, 1) <logd + %g((gll)) + 02> +Ja(U)

donde |Ja| < C3sup|G(U, s)|, por las partes 2, 3 y 4 del lema previo
EIS7AN

G'(U, 1)
G(U, 1)

|J(U)| = |Cil|az H |Gp(1)] <logd+ R
peP(d)

1| G (1)
> |Cilee [] |Gp(1)|logd(1+10gd > %Gp(1)7a3+02 +Ja
peP(d) | peP(d)
il G (1)
> |Cilag H ]Gp(1)|logd(1 + — Z R —ag+ Cy—
peP(d) logd | 5y Cr(1)
Cs sup G(u,s)
IC1| sea G(U,1)

> |Cilaglogd [ |Gp(1)],
peP(d)
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donde

1 G/ (1) C3C¥4 1
ag:=as | 1+ E R p _a3+02_ | | (1—p_1)_2
logd peP(d) Gp(1)

Sabemos que T = #P(d) es tal que 271 |h, en consecuencia est4 acotado por la vacuacion
2-4dica de h, de esto se deduce que existe \g € Ry tal que para todo A = \g, si d = e
entonces

Qa5

ag >0 y — <1+C7

ag
donde C7 es una constante efectivamente calculable que depende solamente de A\, v y M
, vy tiende a 0 cuando A tiende a +oo0.

El teorema se sigue de la igualdad J(U) = —J(U)* tomando

Cs — sup{\, ’g‘;"(l L RO

6. Conclusién

En este capitulo obtuvimos una cota para h(d), asumiendo la existencia de ¢, M y
G en las condiciones (C1)...(C4). La constante obtenida en el Teorema 3.16 depende
de ¥ y M pero no del cuerpo cuadratico K o su discriminante d, ni tampoco de G.

En el capitulo siguiente veremos que si conocemos una forma nueva de peso 2 y nivel
N con un cero de orden 3 en s = 1, entonces podemos definir ¢ y M que dependen sélo
de f. Ademas, para todo discriminante d tal que y4(IN) = —1 podemos definir G. Mas
precisamente, tendremos la siguiente Proposicién.

PROPOSICION. Sea f una forma nueva de peso 2 y nivel N tal que L(f,s) tiene
un cero de orden al menos 3 en s = 1. Sea K un cuerpo cuadrdtico imaginario de
discriminante d coprimo con N tal que xq(IN) = —1. Entonces la constante M = %
y las series de Dirichlet (s) = L(f,s)L(f ® \,s) y G(s) = L(f ® x,s)L(f ® \,s)~!
satisfacen las condiciones (C1),(C2),(C3),(C4).

Esto quiere decir que si consideramos K en la familia Ky, de los cuerpos cuadraticos
imaginarios cuyo discriminante es coprimo con N y satisfacen y4(IN) = —1, de la exis-
tencia de ¥, M y G se deduce la existencia de una constante Cg como en el Teorema 3.16
para K. Como Cg no depende de K, la misma constante es valida para toda la familia.

Finalmente observemos que para cuerpos en Kj, la Proposicién 2.25 implica que
tenemos la cota |G)p(1)| = 1+ p—|2,/p| para los factores de Euler de . Ahora podemos
aplicar el Teorema 3.16 a dicha familia para acotar el nimero de clases de forma efectiva,
lo que obtenemos es el Teorema de Goldfeld para Ky .

TEOREMA (Goldfeld). Supongamos que existen M,v y Gk para todo K € K que
satisfacen las condiciones (C1)-(C4). Entonces, para todo discriminante —d de un cuer-
po cuadrdtico imaginario en Ky existe una constante C' > 0 efectivamente calculable,
que depende solo de M y ¢ tal que

¥(d)logd < Ch(—d);
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d(d) = H)<1—E\ﬁ]>.

peP(d




Capitulo 4

Construccion de una forma modular para el Teorema de
Goldfeld

En el capitulo anterior vimos el Teorema 3.16, que asumiendo la existencia de series
de M,v y Gk en las condiciones (C1)-(C4) establece la existencia de una constante Cg
que depende solo de M y ¥ tal que

Gp(1)

Csh >inf{1, ]_[ =
b

peP(d)

log d.

El dltimo paso en el trabajo de Oesterlé en [Oe] es definir estos tres elementos asumiendo
la existencia de una L—serie con un cero de orden al menos 3, esto tltimo es un corolario
del Teorema de Gross-Zagier.

1. Teorema de Oesterlé para la familia

Sea f una forma modular de peso 2 y nivel N, fijamos
N
M = 2 ¥(s) = L(f,s)L(f @A, s).

Consideremos Ky el conjunto de cuerpos cuadraticos imaginarios de discriminante co-
primo con N y tal que el cardcter cuadratico asociado x satisface x(—N) = 1. Para
K € Ky se define Gx = L(f @ x, s)L(f ® \,s) L.

OBSERVACION 4.1. Por lo visto en el capitulo 2
G(1) =G(0) =

[T @ =ax@)™ T] @ =an(Hx®) +p) ][0+ ap(H) ] [0+ ap(f) +p),

p|Nd? ptNd? p|N N
si p ramifica, como el discriminante es coprimo con N, Gp(1) = 14+ap(f)+p, ademds
ap(f) € Z estd acotado por |ay(f)| < 24/p (2.25) por lo que |Gp(1)] =1+ p —[24/p].

PROPOSICION 4.2. Sea f una forma nueva de peso 2 y nivel N tal que L(f,s) tiene
un cero de orden al menos 3 en s =1, y sea K € K. Entonces la constante M = %
y las series de Dirichlet ¢ (s) = L(f,s)L(f @ \,s) y G(s) = L(f @ x, s)L(f ® A, s)~*

satisfacen las condiciones (C1),(C2),(C3),(C4) del Capitulo 3.

DEMOSTRACION.

61
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(C1) Como mcd(N,d?) = 1 por 2.29 se tiene que

an(f @ x) = an(f)x(n) y an(f @A) = an(f)A(S),

para todo n > 0. Ademas,

pi2 2 2 1+ pl2
(s) = L(Sym? f72S)H °) Z 75Hﬁ
PIN n=0 N P
Como |a,(f)| < 24/p para todo primo p,
)<< 4 = 1-2s (2 1) 1 _p1723 (1 1—25)—1
5 Zn C(2s - Hle_st -p
n=0 pIN ptN

« (25 —1)2

Finalmente

Gr(s) = [ [T =ap)x@pr )" T] 0 —apx@p®+p">)

ptNd2 ptNd?

H(l +app ) H(l +app® + pl_QS)]

pIN pIN
« [ [Ta-xepz)™" ] - x@pz=+p%)
PINd2 pINd2

[Ta+ap> ) [Ja+p+ pl‘%)]

p|N pIN

xs— 1Y
<<< ¢(25) )

(C2) Es inmediato.
(C3) Se deduce de la ecuacién funcional 2.27

d*y(s)Y(s)Gr(s) = Af, s)A(f @ x, 8) = e(f)e(f @ X)A(f, 1 = s)A(f ®x, 1 — 3).
El lado derecho tiene un cero de orden al menos 3 en s = 1 y por (15) el signo
de la ecuacién funcional es x(—N)e?(f) = 1, por lo tanto el orden del cero es al

menos cuatro.

(C4) 9(s) = L(Sym? f,2s)[](1 — p'~2%) satisface (2.33) y por lo tanto admite una
PIN
extension holomorfa sobre un entorno de Hi. Ademads, por la observacion 2.34 i
tiene un cero simple en s = 1.

]

La proposicién permite aplicar lo visto en el capitulo anterior a la familia Ky de
cuerpos cuadraticos de discriminante coprimo con N que ademés satisfacen x(—N) = 1.
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Recordemos que la constante Cg en el teorema 3.16 estda definida como

Cs = sup{\, &(1 + C7)},
Chl
1
donde C] es el valor de V(Z)ﬂ(s) ens=1,Cs= %M 2 y (7 es una constante efectiva.

El valor de C; es finito, pues v tiene un cero de orden simple en s = 1 y I'(1) = 1.
Observemos que

M°T?(s)L(Sym? f,2s) [ (1 — p'—29)

V($)Y(s) _ pIN
s—1 s—1
_ (%)SHO _pl_gs)F2(s)A(Sym2 f,25)N~=25(2m)%T(25) "' T(s) L7
dm N s—1
= N7°T(s)['(2s) 'w*A(Sym? f,25)((s — 1)¢(2s — 1)) ' [ J(1 =

pIN
Como I'(2) =T'(1) = 1 y ¢ tiene un polo simple con residuo simple en s = 1 esto nos

queda

v(s)p(s) 1

C = s—l =N— WH A(Sym? £,2).
pIN

De la prueba de 2.33 se puede deducir el valor en s = 1 de A(Sym? £, 2s),

A(Sym® f,2) = 2N | f(2)(2)dxdy,

Dy

luego

Cy = 271'1_[ (2) f(z)dzdy
piv P
y por la definicién de M
T3
05 = 12N 2.
El Teorema de Gross-Zagier, que no enunciaremos aqui, tiene como corolario el si-
guiente resultado:

COROLARIO 4.3. Sea Ey : —139y? = 2% + 422 — 482 + 80 la curva eliptica sobre Q
de conductor 37 - (139)% y rango g = 3, su L—serie asociada Lg,(s) tiene un cero triple
en s =1.

La L—serie anterior esta asociada a la forma modular f; = fy®yxo, donde xg = (ﬁ)
y fo es una forma nueva de peso 2 y nivel 37 tal que fy (%) = —3772 fo(7). Haciendo los
calculos para la forma f; Oesterlé obtiene la cota C' = 7000 en el Teorema de Goldfeld:

TEOREMA 4.4 (Oesterlé).

h(d) > #d Gog [d) [ | (1 - [iﬁ]) .

pld
p#d
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Usando, en cambio, la curva eliptica 5077.al de conductor 5077 hallada por Brumer
y Kramer, Oesterlé computa C' = 55 para discriminantes coprimos con 5077. Para poder
usar dicha curva era necesario mostrar su modularidad y que la L-serie tiene un cero de
orden 3 en s = 1; lo cual probaron mas adelante Oesterlé, Mestre y Serre.

2. Comentario sobre el caso general

Sea K un cuerpo cuadratico imaginario de discriminante —d y caracter g4, y sean
fo, f1 las formas modulares descritas anteriormente.

Cuando x4(—37) = —1 (o equivalentemente x(37) = 1) la proposicién 1.37 nos dice
que 37" > %, tomando logaritmo, hlog 37 > log %.

Cuando xq(—37) = 1, como d € K} estamos en las hip6tesis de la secciéon anterior.

Cuando x4(—37) = 0, el resultado obtenido para la familia K puede ser modificado
levemente de forma que valga cambiando la condicion x4(—N) = —1 por e(f®xq) = €(f).
En este caso se toma ¢(s) = [ [¢,(s) la serie de Dirichlet tal que v, es el p—ésimo factor

P

de Euler de
Lf®xars)  sip? | med(N,d)
L(f,s)L(f®A,s) en otro caso '’

M = 7%, donde N, es el nivel de f ® x4y G(s) = L(f,s)L(f ® xa, s)y(s) L
Si se ve entonces que e(f1 ® xq) = €(f) cuando x4(37) = 0, se obtiene una cota efectiva
para la familia de todos los cuerpos cuadraticos.

= £(fo) =1ye(fi) =xo(=37) = -1
» Sixa(—37) = 0: e(f1 ® xa) = €(fo ® xoxa) = —1.

3. Resultados de Mark Watkins

Con los resultados de Oesterlé se di6 la clasificacién de cuerpos cuadraticos imagi-
narios para el ntimero de clases h = 3, pero observemos que la cota dada por Goldfeld-
Oesterlé es equivalente a

d < exp (—CO(d)h(—d)),
es decir que es una cota exponencial para d. Con la cota de Oesterlé tenemos para
h(—d) < 100

9 -1
d < exp <7000 - 100 H <1 - [ \/ﬁ]> ) < exp 268800000.

p<i3 p+1

Watkins modifico la técnica utilizada por Oesterlé para encontrar una cota efectiva en
el Teorema de Goldfeld. En lugar de considerar la curva eliptica dada por Gross-Zagier
o incluso la dada por Brumer-Kramer, utiliza funciones L de Dirichlet con ceros de
parte imaginaria suficientemente pequena. Con esta técnica, para h < 100 elimina la
posibilidad de encontrar discriminantes d mayores a 262 con ntmero de clases h.

La tabla 1 corresponde a la clasificacién dada por Watkins para h < 100, una ob-
servacién es que no hay cuerpos con “ntmero de clases pequefio” y un discriminante
“excepcional” que sea anormalmente grande, lo cual es consistente con la Hipétesis de
Riemann.


http://www.lmfdb.org/EllipticCurve/Q/5077/a/1
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h # Mayordgx | h # Mayordx | h # Mayordx | h # Mayordg | h #  Mayor dg
1 9 163 21 85 61483 41 109 296587 |61 132 606643 81 228 1030723
2 18 427 22 139 85507 |42 339 280267 |62 323 647707 | 82 402 1446547
3 16 907 23 68 90787 43 106 300787 | 63 216 991027 83 150 1074907
4 54 1555 24 511 111763 |44 691 319867 |64 1672 693067 | 84 1715 1225387
5 25 2683 25 95 93307 |45 154 308323 |65 164 703123 85 221 1285747
6 51 3763 26 190 103027 |46 268 462883 | 66 530 958483 86 472 1534723
7 31 5293 27 93 103387 |47 107 375523 |67 120 652723 87 222 1261747
8 131 6307 28 457 126043 |48 1365 335203 |68 976 819163 88 1905 1265587
9 34 10627 29 83 166147 |49 132 393187 |69 209 888427 | 89 192 1429387
10 87 13843 30 255 134467 |50 345 389467 | 70 560 811507 | 90 801 1548523
11 41 15667 31 73 133387 |51 159 546067 |71 150 909547 | 91 214 1391083
12 206 17803 32 708 164803 |52 770 439147 | 72 1930 947923 92 1248 1452067
13 37 20563 33 101 222643 |53 114 425107 |73 119 886867 | 93 262 1475203
14 95 30067 34 219 189883 | 54 427 532123 |74 407 951043 94 509 1587763
15 68 34483 35 103 210907 |55 163 452083 |75 237 916507 | 95 241 1659067
16 322 31243 36 668 217627 |56 1205 494323 |76 1075 1086187 | 96 3283 1684027
17 45 37123 37 85 158923 | 57 179 615883 |77 216 1242763 | 97 185 1842523
18 150 48427 38 237 289963 |58 291 586987 | 78 561 1004347 | 98 580 2383747
19 47 38707 39 115 253507 |59 128 474307 |79 175 1333963 | 99 289 1480627
20 350 58507 40 912 260947 |60 1303 662803 |80 2277 1165483 | 100 1736 1856563
CuADRO 1. Tabla para h < 100
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