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Resumen
Esta monografía está basada en el artículo [Oe] y su objetivo es entender la prueba

dada por Goldfeld-Oesterlé al Problema de Gauss para el número de clases de ideales en
cuerpos cuadráticos imaginarios.

Problema (Problema del número de clases de Gauss). Dado h ě 1, encontrar un
algoritmo efectivo para determinar todos los cuerpos cuadráticos imaginarios con número
de clases h.

El Teorema de Goldfeld-Oesterlé da una cota inferior efectiva para hpdq, el número
de clases del cuerpo cuadrático imaginario de discriminante d.

Teorema (Oesterlé).

hpdq ą 1
7000plog |d|q

ź

p|d

p‰d

´

1 ´
r2?

ps

p`1

¯

.

Veremos primero algunos resultados básicos necesarios sobre cuerpos cuadráticos
imaginarios y formas modulares, para finalmente introducirnos en la prueba.
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Introducción

Remontándonos al año 1640, Fermat enunció su Teorema sobre la suma de dos cua-
drados.

Teorema 0.1. Sea p un primo impar, entonces existen x, y P Z tales que p “ x2 `y2

si y sólo si p ” 1 pmód 4q,

Este fue el primero de varios de sus teoremas sobre representaciones de enteros como
sumas de cuadrados, algunos de los que le siguieron fueron los siguientes:

Teorema 0.2. Sea p un primo impar
p “ x2 ` 2y2 x, y P Z ô p ” 1, 3 pmód 8q

Teorema 0.3. Sea p un primo impar
p “ x2 ` 3y2 x, y P Z ô p “ 3 ó p ” 1 pmód 3q.

Los tres Teoremas enunciados arriba fueron probados por primera vez por Euler
entre los años 1749 y 1763, y muchos otros teoremas del estilo fueron probados durante
todo el siglo XVIII. En 1773 Lagrange publicó una prueba de los Teoremas de Fermat
basadas en la teoría de formas cuadráticas binarias, que introdujo con conceptos como
el discriminante y la relación de equivalencia de formas cuadráticas reducidas.

Dada una forma cuadrática fpx, yq “ ax2 ` bxy` cy2 con a, b, c P Z de discriminante
d “ b2 ´ 4ac se dice que es primitiva si mcdpa, b, cq “ 1, y se dice que representa al
entero m si la ecuación fpx, yq “ m tiene solución entera. Si además se puede pedir
mcdpx, yq “ 1 entonces se dice que f representa propiamente a m. Bajo cambios de
variables del tipo

ˆ

x
y

˙

“

ˆ

α β
γ δ

˙ ˆ

x1

y1

˙

αδ ´ βγ “ ˘1

una forma sigue representando los mismos elementos; Lagrange define entonces la equi-
valencia entre formas cuadráticas de la siguiente manera:

Definición 0.4. Dos formas fpx, yq y gpx, yq son equivalentes si existen α, β, γ, δ P Z
con αδ ´ βγ “ ˘1 tales que fpx, yq “ gpαx` βy, γx` δyq.

Si αδ ´ βγ “ 1 entonces se dice que las formas son propiamente equivalentes, pero
este concepto no fue introducido por Lagrange sino más adelante por Gauss. No es
difícil ver que ser equivalentes y ser propiamente equivalentes son ambas relaciones de
equivalencia, y que formas propiamente equivalentes también representan los mismos
enteros. Usaremos la notación pa, b, cq para referirnos a la forma fpx, yq “ ax2 `bxy`cy2

y pa, b, cq „ pA,B,Cq para referirnos a formas propiamente equivalentes.
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Cuando el discriminante d de una forma pa, b, cq es positivo la forma se dice indefinida,
esto quiere decir que representa enteros positivos y negativos; en cambio cuando d es
negativo la forma sólo representa enteros del mismo signo que a, en este caso se le dice
definida positiva cuando a ą 0 y definida negativa cuando a ă 0. Toda forma primitiva
definida positiva es propiamente equivalente a una única forma reducida.

Definición 0.5. Una forma primitiva definida positiva pa, b, cq es reducida si
|b| ď a ď c, y |b| “ a ó a “ c ñ b ě 0.

Definición 0.6. Sea d ă 0, hpdq denota al número de clases de equivalencia de
formas cuadráticas primitivas definidas positivas de discriminante d. Este número es
finito y coincide con el número de formas reducidas de discriminante d.

En el árticulo 303 de Disquisitiones Arithmeticae Gauss conjetura que, fijando h, el
número de discriminantes d ă 0 tales que hpdq “ h es finito, y en el artículo 304 conjetura
que el límite de hpdq cuando d Ñ 8 es infinito. Gauss también da una tabla para algunos
números de clases fijos y conjetura que está completa, pero consideraba formas del tipo
ax2 ` 2bxy ` cy2, que tienen discriminante par y en consecuencia corresponden a un
problema más simple. La versión moderna del problema es la siguiente.

Problema (El problema del número de clases de Gauss). Dado h, encontrar un
algoritmo efectivo para determinar todos los discriminantes negativos con número de
clases h.

Hay una correspondencia entre el número de clases de formas cuadráticas de discri-
minante d ă 0 y el número de clases de ideales en un cuerpo cuadrático imaginario de
discriminante d, lo cual da otro enfoque al problema del número de clases de Gauss.
Dado un cuerpo cuadrático K imaginario de discriminante d y OK su anillo de ente-
ros, se definen los ideales fraccionales en OK como los OK´submódulos finitamente
generados, al conjunto de ideales fraccionales lo denotamos por FrpOKq. Si I es un ideal
fraccional entonces existe α P OK tal que αI es un ideal de OK . Si existe b P K˚ tal
que I “ bOK entonces se dice que el ideal fraccional I es principal y al conjunto de
ideales fraccionales principales lo denotamos por PrpOKq. Decimos que dos ideales I, J
son equivalentes (I „ J) si I “ PJ donde P P PrpOKq.

Definición 0.7. Un entero d ‰ 1 es un discriminante fundamental si satisface una
de las siguientes condiciones:

(a) d ” 1 pmód 4q y es libre de cuadrados.
(b) d “ 4k, donde k ” 2, 3 pmód 4q es libre de cuadrados.
Equivalentemente, los discriminantes fundamentales son los enteros que son discri-

minantes de cuerpos cuadráticos.
Teorema 0.8. Dado d ă 0 un discriminante fundamental. Hay una biyección en-

tre clases de equivalencia de formas cuadráticas primitivas definidas positivas de dis-
criminante d y clases de equivalencia de ideales fraccionales en un cuerpo cuadrático
imaginario de discriminante d.

A continuación se enuncian algunas de las contribuciones más importantes en relación
al problema de número de clases de Gauss.
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Dirichlet: Relaciona el número de clases de ideales en Qr
?
ds con el valor particular

en s “ 1 de una L´serie de Dirichlet, este resultado lo probó en 1839.

Definición 0.9. Dado un carácter de Dirichlet χ, su L-serie de Dirichlet asociada
es

Lps, χq :“
8
ÿ

n“1
χpnqn´s “

ź

p

`

1 ´ χppqp´s
˘´1

.

Notaremos por χd al carácter de Dirichlet asociado a un cuerpo cuadrático imaginario
de discriminante d. Este carácter es el símbolo de Kronecker

`

d
¨

˘

.
Lps, χdq converge para ℜs ą 1 y se extiende por prolongación analítica a todo el

plano complejo.

Teorema 0.10 (Dirichlet). Sea d ă 0 un discriminante fundamental. Entonces

Lp1, χdq “
2πhpdq

w
?

´d
,

donde w es el número de raíces de la unidad en K.

Observación 0.11. Como hpdq ě 1 la L´serie anterior no se anula en s “ 1. De
ese resultado Dirichlet deduce la infinitud de los primos en progresiones aritméticas.

Hecke, Landau: En 1918 se publicó el siguiente Teorema probado por Landau,
pero que este atribuyó a Hecke.

Teorema 0.12 (Hecke). Sea d ă 0 un discriminante fundamental. Si Lps, χdq ‰ 0
para s real tal que s ą 1 ´ c

log |d|
, entonces

hpdq ě c1

a

|d|

log |d|
,

donde c, c1 son ciertas constantes fijas.

Deuring: La hipótesis generalizada de Riemann (GRH) establece que los ceros no
triviales de Lps, χq se encuentran en ℜs “ 1

2 . En 1933 Deuring probó

Teorema 0.13 (Deuring). Si GRH es falsa entonces hpdq ě 2 para ´d suficiente-
mente grande.

Mordell: En 1934 Mordell mejoró el resultado de Deuring, y en el mismo año
Heilbronn hizo otro avance.

Teorema 0.14 (Mordell). Si GRH es falsa, entonces ĺım
dÑ´8

hpdq “ 8.

Teorema 0.15 (Heilbronn). Si RH es falsa, entonces ĺım
dÑ´8

hpdq “ 8.
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Con este último resultado, Heilbronn probó junto a Linfoot que hay a lo sumo diez
cuerpos cuadráticos imaginarios cuyo número de clases es 1, estos corresponden a los
discriminantes d “ ´3,´4,´7,´8,´11,´19,´43,´67,´163 y quizá, a un último dis-
criminante fuera de esa lista.

Los resultados de Hecke, Deuring y Heilbronn combinados dan una prueba para la
Conjetura de Gauss que no depende de la veracidad de la Hipótesis de Riemann, pero
el método de estas pruebas no es efectivo, pues en caso de existir un cero de Lps, χdq

localizado fuera de ℜs “ 1
2 dependerían de él.

Siegel: En 1935 dió una cota inferior para hpdq que depende de una constante c ą 0
que no puede ser calculada de forma efectiva.

Teorema 0.16. Sea d ă 0 un discriminante fundamental. Para todo ε ą 0 existe
c ą 0 tal que

hpdq ą c|d|
1
2 ´ε.

Tatuzawa: En 1951 probó la siguiente versión del Teorema de Siegel,

Teorema 0.17 (Tatuzawa). Sea 0 ă ε ă 1
11.2 , si |d| ą e

1
ε entonces

Lp1, χdq ą 0.655|d|´ε

excepto, a lo sumo, para un discriminante d.

La posible existencia de un discriminante para el que no valga la cota anterior hace
que esta mejora de Tatuzawa al Teorema de Siegel también sea inefectiva, por lo que no
resuelve el Problema de Gauss.

Heegner: Publicó en 1952 un artículo con lo que afirmaba era una prueba de la no
existencia de un décimo cuerpo cuadrático imaginario con número de clases 1, lo que
resolvería el Problema de Gauss para el número de clases 1. Sin embargo, su prueba
contenía algunos errores y citaba —aunque no utilizaba— un trabajo de Weber que
contenía resultados con pruebas incompletas, este fue el principal motivo por el cual
no fue considerada como “esencialmente correcta” hasta el año 1967. Lamentablemente,
Heegner falleció en 1965 sin ver su prueba ser aceptada. En 1969 Stark publicó la prueba
de Heegner corregida.

Stark, Baker: Entre 1966 y 1967 resolvieron de forma independiente el Problema
de Gauss para el número de clases 1. Stark probó que un décimo cuerpo cuadrático en el
Teorema de Heilbronn-Linfoot no podría existir, de forma muy similar a la de Heegner.
La solución de Baker, en cambio, utilizaba la independencia lineal de tres logaritmos.

Stark, Baker: En 1971 probaron, nuevamente de forma independiente, que no
puede existir un decimonoveno cuerpo cuadrático imaginario con número de clases 2,
ambos usaron el método de independencia lineal de logaritmos.

Goldfeld: En 1976 probó un Teorema que resuelve efectivamente el Problema de
Gauss para el caso general, asumiendo que la Conjetura de Birch-Swinnerton-Dyer es
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Figura 1. Ley de grupo

cierta para una curva de rango g “ 3. Para entender el enunciado del Teorema de
Goldfeld primero definimos algunos conceptos elementales de curvas elípticas.

Sea E : y2 “ 4x3 ´ax´ b una curva elíptica sobre Q de discriminante ∆ “ a3 ´ 27b2

no nulo. El conjunto de sus puntos racionales se denota EpQq y es un grupo abeliano
finitamente generado con la siguiente ley de grupo:

El neutro 0 es el punto en infinito.
Si P “ px, yq su opuesto es ´P “ px,´yq.
La suma de tres puntos colineales es 0.

El rango g de EpQq se define como el número de generadores linealmente independientes
de orden infinito en EpQq, es decir, EpQq “ Zg ‘ T donde T es un subgrupo de torsión.
El conductor de una curva elíptica es un entero asociado a ella cuyos divisores primos
son los primos que dividen al discriminante de la curva. Si N denota al conductor de la
curva E se define la L´serie de Hasse-Weil asociada a E como

LEpsq “
ź

p|N

`

1 ´ tpp
´s

˘´1 ź

p∤N

`

1 ´ tpp
´s ` p1´2s˘´1

,

donde tp “ p` 1 ´ EpFpq. Estos coeficientes están acotados por |tp| ď 2?
p.

Conjetura 0.1 (Birch-Swinnerton-Dyer). Sea g el rango de una curva elíptica E{Q,
entonces

LEpsq „ CEps´ 1qg.

Teorema 0.18 (Goldfeld). Sea d ă 0 un discriminante fundamental y N tal que
χdpNq “ ´1. Si LEpsq „ CEps´ 1qg con g impar, entonces

hpdq ą c
g4gN13 plog |d|qg´2e´21

?
g log log |d|,

donde c es una constante efectiva que no depende de E.

Existe una versión de este teorema para los casos χdpNq “ 1 y χdpNq “ 0. Para
el primer caso, la proposición 1.37 nos da la cota h logN ě log d

4 . El segundo caso,
en cambio, es más complicado de tratar. En la sección 2 del Capítulo 4 haremos un
comentario sobre la prueba que da Oesterlé.

Observemos que por el Teorema anterior, para obtener una cota no trivial basta con
encontrar una curva elíptica cuya L´serie tenga un cero de orden 3 en s “ 1.
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Gross-Zagier: En 1983 probaron un Teorema que da como corolario la existencia
de una curva elíptica con un cero triple en s “ 1, como requería el Teorema de Goldfeld.
Combinando estos resultados se obtiene

Teorema 0.19 (Goldfeld-Gross-Zagier). Para todo ε ą 0 existe una constante c ą 0
calculable de forma efectiva tal que hpdq ą cplog |d|q1´ε.

Oesterlé: En 1984 publica una prueba simplificada del Teorema de Goldfeld y cal-
cula la constante para la curva elíptica E0 que da el Corolario de Gross-Zagier.

Teorema 0.20 (Oesterlé).

hpdq ą
1

7000plog |d|q
ź

p|d

p‰d

˜

1 ´
r2

a

ps

p` 1

¸

.

Watkins: En 2003 publicó su trabajo donde modifica las pruebas de Goldfeld-
Oesterlé, mejorando la cota obtenida por Oesterlé, lo que le permite dar la clasificación
completa de cuerpos cuadráticos imaginarios con número de clases hasta 100.

El objetivo de esta monografía es estudiar la prueba dada por Oesterlé en [Oe] al
Teorema de Goldfeld, dividiremos entonces la estructura en cuatro capítulos.

En el primer capítulo veremos algunos resultados básicos sobre la teoría de cuerpos
cuadráticos, posiblemente el resultado más importante aquí sea la correspondencia entre
clases de ideales de un cuerpo cuadrático imaginario de discriminante d y clases de
formas primitivas definidas positivas de discriminante d. Definiremos también la función
ζK asociada a un cuerpo cuadrático y veremos algunas de sus propiedades, que serán
necesarias más adelante.

En el segundo capítulo introducimos algunos resultados elementales sobre formas
modulares, en particular necesitaremos usar la ecuación funcional para las L-series aso-
ciadas a las formas nuevas y a su cuadrado simétrico.

Luego de ver los preliminares necesarios en los dos capítulos anteriores, en el Capítulo
3 nos dedicaremos a estudiar la prueba de Oesterlé para el Teorema de Goldfeld. La
prueba parte de asumir la existencia, para K un cuerpo cuadrático, de una constante
M y dos series de Dirichlet ψ,GK que cumplen ciertas propiedades, con esto asumido
se busca acotar ciertas integrales que dependen de ψ,GK , M y una constante U que se
debe elegir convenientemente.

En el capítulo 4 vemos como Oesterlé define M,ψ y GK que satisfacen las condiciones
requeridas en la parte previa, y como finaliza la prueba utilizando la curva elíptica de
conductor 37 dada por Gross-Zagier para computar la constante del Teorema de forma
efectiva.



Capítulo 1

Cuerpos cuadráticos imaginarios y formas cuadráticas
binarias

1. Cuerpos cuadráticos

Un cuerpo de números es una extensión de grado finito sobre Q. Cuando el grado es
dos se le denomina cuerpo cuadrático. Los cuerpos cuadráticos pueden escribirse como
K “ Qp

?
mq “ ta`b

?
m : a, b P Qu, donde m P Zzt0, 1u es un entero libre de cuadrados.

Cuando m ą 0 se dice que el cuerpo cuádratico es real y si m ă 0 se dice imaginario.
Se define el discriminante dK del cuerpo cuadrático Qp

?
mq como m si m ” 1 pmód 4q

y 4m en otro caso.

Definición 1.1. Sea K un cuerpo cuadrático y α “ a ` b
?
m P K. Se definen el

conjugado, norma, traza y discriminante de α como sigue,

α :“ a´ b
?
m P K

Npαq :“ αα “ a2 ´mb2 P Q
Trpαq :“ α ` α “ 2a P Q

Discpαq :“ pα ´ αq2 “ 4mb2

Observación 1.2. Si K es un cuerpo cuadrático y σ : K Ñ K es un automorfismo
que fija Q, entonces σp

?
mq “

?
m o σp

?
mq “ ´

?
m, luego existe un único automorfis-

mo de cuerpos no trivial y el grupo de Galois de la extensión K{Q tiene dos elementos,
GalpK{Qq “ tid, σu.

Proposición 1.3.
(a) Npαβq “ Npαq Npβq @α, β P K.
(b) Npαq “ 0 ô α “ 0.
(c) Trpα ` βq “ Trpαq ` Trpβq @α, β P K.
(d) Discpαq “ 0 ô α P Q.

Demostración. Una demostración se puede ver en [Tr, Prop. 4.1.3]. □

El anillo de enteros.

Definición 1.4. Dado K un cuerpo de números, α P K es un entero algebraico si
es raíz de un polinomio mónico con coeficientes en Z.

El conjunto de enteros algebraicos sobre un cuerpo de números K forma un anillo,
que denotamos por OK . En particular, si K es un cuerpo cuadrático tenemos el siguiente
teorema.

11
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Teorema 1.5. El anillo de enteros de un cuerpo cuadrático K “ Qp
?
mq está dado

por

OK “

"

ta` b
?
m : a, b P Zu si m ” 2, 3 pmód 4q

t
a`b

?
m

2 : a ” b pmód 2qu si m ” 1 pmód 4q

Además OK “ ZrwKs, donde wK “
dK`

?
dK

2 .

Demostración. Como todo α P K satisface α2 ´ Trpαqα ` Npαq “ 0 tenemos la
igualdad

OK “ tα P K : α2 ´Aα `B “ 0, A,B P Zu “ tα P K : Trpαq,Npαq P Zu.

Sea δ0 :“
"?

m si m ” 2, 3 pmód 4q
1`

?
m

2 si m ” 1 pmód 4q
, δ0 es un entero algebraico, pues es raíz del poli-

nomio x2 ´ m en el caso m ” 2, 3 pmód 4q y de x2 ´ x ` 1´m
4 en caso contrario; esto

implica que Zrδ0s “ Z ` Zδ0 Ď OK . Queremos ver la inclusión reversa.
Sea α “ a ` b

?
m P OK , por hipótesis Trpαq “ 2a P Z y Npαq “ a2 ´ b2m P Z.

Entonces a “
Trpαq

2 y b “
p
q con p, q P Z, mcdpp, qq “ 1, donde

4p2m “ q2pTrpαq2 ´ 4 Npαqq.

Como m es libre de cuadrados q2 | 4, entonces q “ 1 o q “ 2, en cualquier caso b “ s
2 con

s P Z. Viendo esto módulo 4 tenemos que Trpαq2 ” s2m pmód 4q y podemos distinguir
en dos casos:

Caso 1: Si m ı 1 pmód 4q entonces Trpαq2 ” s2 ” 0 pmód 4q.
Luego Trpαq ” s ” 0 pmód 2q y a, b P Z.

Caso 2: Si m ” 1 pmód 4q entonces Trpαq2 ” s2 pmód 4q.
Luego Trpαq ” s pmód 2q y, por lo tanto,

α “ a` b
?
m “

Trpαq ` s
?
m

2 P

"

a` b
?
m

2 : a ” b pmód 2q

*

.

Si escribimos Trpαq “ s` 2k, entonces vemos que

α “
s` 2k ` s

?
m

2 “ k ` s
1 `

?
m

2 .

La igualdad OK “ ZrwKs se deduce fácilmente a partir de la definición de dK . □

Proposición 1.6. Si dK ă ´4, entonces el conjunto de unidades de OK es t˘1u.

Demostración. Siguiendo con la notación de la demostración previa, x “ a`bδ0 P

OK es una unidad si y sólo si Npxq “ ˘1, esto es,

Npxq “ Npa` bδ0q “ a2 ` Trpδ0qab` Npδ0qb2 “ ˘1.
Si b “ 0 entonces a2 “ 1 y x “ ˘1, si b ‰ 0 entonces dividimos entre b2,

a2

b2 ` Trpδ0q
a

b
` Npδ0q “ ˘

1
b2 .

Si dK ă ´4, ´dK
4 ą 1 ě ˘ 1

b2 , llegamos a una contradicción usando que ´dK
4 es el mínimo

en R de la función x2 ` Trpδ0qx` Npδ0q. □
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Factorización única en ideales primos. Vamos a enunciar algunos resultados
sobre cuerpos cuadráticos imaginarios que se pueden encontrar en [Cox, §5] o en [Tr,
§4].

Proposición 1.7. Si K es un cuerpo de números y a un ideal no nulo de OK ,
entonces el anillo cociente OK{a es finito.

Definición 1.8. Dado un ideal a no nulo de OK se define su norma como |OK{a |.

Proposición 1.9. Sea K un cuerpo cuadrático imaginario.
(a) Sean I y J dos ideales no nulos de OK . Si I|J entonces NpIq | NpJq.
(b) Si I ‰ p0q entonces II “ NpIqOK .
(c) Sean I y J dos ideales no nulos de OK . Entonces NpIJq “ NpIq NpJq.
(d) Sea I un ideal, entonces existen a, b, c P Z tales que I “ cpaZ ` p´b ` δ0qZq y

NpIq “ c2a.

Teorema 1.10. Sea K un cuerpo de números. Su anillo de enteros OK es un dominio
de Dedekind, es decir, es Noetheriano, integralmente cerrado y sus ideales primos no
nulos son maximales.

Observación 1.11. Si p es un ideal primo de OK entonces OK{p es un cuerpo, se
le denomina cuerpo de residuos de p.

Al ser dominios de Dedekind tienen factorización única en ideales:

Teorema 1.12. Si K es un cuerpo de números, todo ideal no nulo a de OK se escribe
de forma única como producto de ideales primos:

a “ p1 . . . pk.

Los ideales pi son exactamente los ideales primos de OK que contienen a.

Regresando a cuerpos cuadráticos, si K es un cuerpo cuadrático de discriminante dK
podemos caracterizar la factorización de ppq “ pOK con p P Z a partir del símbolo de
Kronecker

´

dK
p

¯

. Recordemos que cuando p es un primo impar el símbolo de Kronecker
coincide con el símbolo de Legendre, y cuando p “ 2 lo extiende de la siguiente manera:

ˆ

dK
2

˙

“

$

&

%

1 si dK ” 1 pmód 8q

0 si dK ” 0 pmód 4q

´1 si dK ” 5 pmód 8q

y tenemos la siguiente proposición,

Proposición 1.13. Si K es un cuerpo cuadrático de discriminante dK y p P Z un
primo, entonces

(a) Si
´

dK
p

¯

“ 1 entonces existen ideales p ‰ p̄ en OK tal que pOK “ pp̄. En este
caso decimos que p descompone en K.

(b) Si
´

dK
p

¯

“ 0 entonces existe un ideal p en OK tal que pOK “ p2. Decimos que
p ramifica en K.

(c) Si
´

dK
p

¯

“ ´1 entonces pOK es un ideal primo en OK . Decimos que p es inerte
en K.
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Demostración. Sea p un ideal primo de OK , p X Z es un ideal primo de Z que
es distinto de p0q (contiene a Nppqq. Entonces existe un único primo p P N tal que
p X Z “ pZ. Por lo tanto, dado p un ideal primo existe un único primo p P N al que
divide.

Sea p P N primo y pOK “ p1p2 . . . la factorización en ideales primos, tomando norma

p2 “ NppOKq “ Npp1q Npp2q . . . , hay tres opciones:

$

&

%

p inerte pOK “ p
p ramifica pOK “ p2

p descompone pOK “ pp̄
.

No es difícil ver que la ecuación x2 ´ Trpδ0qx` Npδ0q “ 0 tiene 1 `

´

dK
p

¯

soluciones
en Z{pZ, pero también podemos ver que el número de soluciones es 0 si p es inerte, 1 si
ramifica y 2 si descompone.

(a) Si p es inerte. Supongamos que existe una solución x0 P Z a la ecuación
x2

0 ´ Trpδ0qx0 ` Npδ0q ” 0 pmód pq,

entonces px0 ´ δ0qpx0 ´ δ0q “ x2
0 ´ Trpδ0qx0 ` Npδ0q P pOK . Como pOK es un

ideal primo contiene a un factor de la izquierda, pongamos x0´δ0
p P OK “ Zrδ0s,

pero esto es absurdo.
(b) Si p ramifica o descompone pOK “ pp̄. Por la parte 4 de 1.9

p “ cpaZ ` p´b` δ0qZq y NppOKq “ c2a,

como p es primo debe ser c “ 1 y a “ p, luego
p “ pZ ` p´b` δ0qZ, p̄ “ pZ ` p´b` δ0qZ “ pZ ` pb´ Trpδ0q ` δ0qZ.

y x2 ´Trpδ0qx`Npδ0q “ px´ δ0qpx´ δ0q ” px´ bqpx´ Trpδ0q ` bq pmód pq, por
lo tanto, podemos observar que el número de soluciones módulo p a la ecuación
es 1 si y solo si x´ b ” x´ Trpδ0q ` b pmód pq y 2 en caso contrario.

La condición x´ b ” x´ Trpδ0q ` b pmód pq es equivalente a la condición de
ramificar, pues

p Ď p̄ ôpZ ` p´b` δ0qZ Ď pZ ` pb´ Trpδ0q ` δ0q

ôDk, l P Z : ´b` δ0 “ kp` lpb´ Trpδ0q ` δ0.

comparando coeficientes esto ocurre si y sólo si l “ 1 y ´b “ kp ` Trpδ0q ´ b, o
equivalentemente si b ” Trpδ0q ´ b pmód pq.

□

Observación 1.14. Si p ramifica o descompone y p | pOK entonces Nppq “ p. Si p
es inerte entonces NppOKq “ p2.

El grupo de clases de ideales. A continuación definiremos el grupo de clases de
ideales, para lo cual requerimos de algunos resultados cuyas pruebas omitiremos, pero
que pueden encontrarse en [Cox, §5].

Definición 1.15. Un ideal fraccional de OK es un OK-submódulo no nulo a de K
tal que da “ tda : a P au está contenido en OK para algún d P OK no nulo.

Proposición 1.16. Los ideales fraccionales son exactamente los OK-submódulos de
K finitamente generados.
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Definición 1.17. Sea I un ideal fraccional, entonces existe α P OK tal que αI es
un ideal de OK . Se define la norma de I como NpIq :“ NpαIq

Npαq
, y el discriminante como

∆pIq :“ det
ˆ

α β
α β

˙2
, donde pα, βq es una Z-base de I.

Definición 1.18. Un ideal fraccional a se dice principal si existe b P K˚, tal que
a “ bOK . Denotamos por PrpOKq al conjunto de ideales fraccionales principales.

El conjunto de ideales fraccionales es un grupo libre generado por los ideales primos
de OK , es decir que tiene factorización única en ideales primos:

Teorema 1.19. El conjunto FrpOKq de ideales fraccionarios de OK es un grupo.

Teorema 1.20. Dado a un ideal fraccional de OK , puede escribirse de forma única
(salvo permutación) como producto de ideales primos distintos elevados a exponentes
enteros.

Definición 1.21. Se define el grupo de clases de ideales de K como el grupo cociente
ClpOKq “ FrpOKq{ PrpOKq. El número de clases del cuerpo cuadrático K es el orden de
este grupo, lo denotamos por hK .

2. Formas cuadráticas binarias

Definición 1.22. Dada una forma cuadrática binaria fpx, yq “ ax2 ` bxy ` cy2 de
discriminante df “ b2 ´ 4ac, se dice que es primitiva si mcdpa, b, cq “ 1.

Definición 1.23. Sea m P Z, se dice que una forma cuadrática binaria fpx, yq

representa m si existen x, y P Z no ambos nulos tales que m “ fpx, yq. Si además x e y
son coprimos entonces se dice que f representa propiamente a m.

Si fpx, yq es una forma cuadrática binaria y consideramos un cambio de variables
del tipo

ˆ

x
y

˙

“

ˆ

α β
γ δ

˙ ˆ

x1

y1

˙

αδ ´ βγ “ ˘1

entonces bajo este cambio de variable f sigue representando los mismos enteros.
Cuando el discriminante df de una forma fpx, yq es positivo, esta representa enteros
positivos y negativos, y se le llama indefinida. Cuando por el contrario el discriminante
es negativo, como 4afpx, yq “ p2ax ` byq2 ´ dy2, f representa sólo enteros del mismo
signo que a. En el segundo caso, si a ą 0 la forma es definida positiva y si a ă 0 es
definida negativa.

Definición 1.24. Dos formas fpx, yq y gpx, yq son equivalentes si existen α, β, γ, δ P

Z tales que αδ ´ βγ “ ˘1 y fpx, yq “ gpαx` βy, γx` δyq. Si αδ ´ βγ “ 1 entonces son
propiamente equivalentes.

Observación 1.25. Dos formas equivalentes f y g tienen el mismo discriminante:

df “ pαδ ´ βγqdgpαδ ´ βγq “ dg.
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Se puede ver fácilmente que ser equivalentes y propiamente equivalentes son relacio-
nes de equivalencia. Al conjunto de clases de equivalencia propia de formas primitivas
definidas positivas de discriminante D le llamaremos ClpDq y denotaremos por hpDq al
número de clases |ClpDq|.

Supongamos que D ” 0, 1 pmód 4q es negativo y pa, b, cq y pa1, b1, c1q son dos formas
tales que mcd

´

a, a1, b`b
1

2

¯

“ 1. Se define la composición de Dirichlet de pa, b, cq y
pa1, b1, c1q como sigue.

pa, b, cq ˝ pa1, b1, c1q “

ˆ

aa1, B,
B2 ´D

4aa1

˙

,

donde B P Z satisface
paq B ” b pmód 2aq pbq B ” b1 pmód 2a1q pcq B2 ” D pmód 4aa1q.

La composición de Dirichlet induce una operación binaria en ClpDq que le da estruc-
tura de grupo abeliano.

Definición 1.26. Una forma fpx, yq “ ax2 ` bxy` cy2 primitiva y definida positiva
es reducida si

|b| ď a ď c y si b “ a ó a “ c entonces b ą 0.

Teorema 1.27. Toda forma primitiva y definida positiva es propiamente equivalente
a una única forma reducida.

Demostración. Ver [Cox, Theorem 2.8]. □

Proposición 1.28. Sea fpx, yq “ ax2 ` bxy ` cy2 una forma reducida definida
positiva de discriminante df ă 0, entonces:

(a) a ď

b

´df

3

(b)
?

´df

2 ď c ď
´df

3a .
(c) Si fpx, yq “ m con m ă c, entonces y “ 0.

Demostración.
(a) ´df “ 4ac´ b2 ě 4a2 ´ a2 “ 3a2, entonces a ď

b

´df

3 .

(b) ´df “ 3ac ` ac ´ a2 ñ ´df ě 3ac, por otro lado c2 ě ca “
b2´df

4 ě
´df

4 , luego

c ě

?
´df

2 .
(c) Sea m “ fpx, yq un entero representado por f , tal que y ‰ 0.

Si |y| ď |x| entonces |bxy| ď ax2, luego
m “ fpx, yq “ ax2 ` bxy ` cy2 ě ax2 ´ ax2 ` cy2 “ cy2 ě c.

Si |x| ď |y| entonces |bxy| ď c|xy| ď cpy2 ´ 1q, luego
m “ fpx, yq “ ax2 ` bxy ` cy2 ě ax2 ´ cpy2 ´ 1q ` cy2 “ ax2 ` c ě c.

□

Observación 1.29. Sea fpx, yq “ ax2 ` bxy ` cy2, la única representación propia
con y “ 0 es fp1, 0q “ a.
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Teorema 1.30. Sea T “ #tp primo : p | dKu, entonces 2T´1 | hK .

Demostración. Ver Prop. 3.11 en [Cox], la cual establece que Cpdq tiene exacta-
mente 2µ´1 elementos de orden menor o igual a 2, donde µ viene dado por una tabla
que depende de d pmód 4q y d pmód 8q.
Como en nuestro caso dK es fundamental, la proposición mencionada establece que
µ “ T . Como además el grupo ClpdKq es abeliano, el subconjunto de elementos de orden
menor o igual a 2 es un subgrupo y por el Teorema de Lagrange 2T´1 | hK . □

3. Correspondencia entre ClpdKq y ClpOKq

Como es esperable, el número de clases de ideales de un cuerpo cuadrático K de
discriminante dK coincide con el número de clases de formas primitivas definidas positivas
de discriminante dK . A continuación veremos eso.

Lema 1.31. Sea I ‰ p0q un ideal fraccionario en un cuerpo cuadrático K, entonces
∆pIq “ NpIq2dK .

Demostración. Sabemos que OK “ r1, wKs, donde wK “
dK`

?
dK

2 , y que existe
n P N tal que nI es un ideal de OK . Sea pα, βq una Z´base de αI, entonces

´

α
n ,

β
n

¯

es
una Z-base de I.
Además, existen a1, b1, a2, b2 P Z tales que α “ a1 ` a2wK , β “ b1 ` b2wK , por lo tanto

det

˜

α
n

β
n

α
n

β
n

¸2

“
1
n4 det

ˆ

1 wK
1 wK

˙2
det

ˆ

a1 b1
a2 b2

˙2
“ dK

pa1b2 ´ a2b1q2

n4 .

El término pa1b2´a2b1q2

n4 es NpIq2, esto se deduce de la siguiente propiedad para grupos
abelianos:
Si G “ Z‘Z y H es un subgrupo generado por pa1, a2q, pb1, b2q linealmente independien-
tes, entonces

|G{H| “ |a1b2 ´ a2b1|,

tomando G “ OK y H “ nI.
□

Del Teorema 1.27 se puede deducir el siguiente,

Teorema 1.32. El número hpDq de clases de formas primitivas definidas positivas
de discriminante D es finito e igual al número de formas reducidas de discriminante D.

Con lo anterior estamos en condiciones de ver el teorema que establece la correspon-
dencia entre ClpOKq y ClpdKq.

Teorema 1.33. Sea K un cuerpo cuadrático imaginario de discriminante dK .
(1) Si fpx, yq “ ax2 ` bxy ` cy2 es una forma primitiva definida positiva de discri-

minante dK , entonces

I “

„

a,
´b`

?
dK

2

ȷ

“

"

ma` n
´b`

?
dK

2 : m,n P Z
*

es un ideal de OK .
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(2) El mapa ϕ : ClpOKq Ñ ClpdKq dado por ϕprIsq “

”

Npαx´βyq

NpIq

ı

, donde rα, βs es
una Z´base de I orientada de forma positiva (esto quiere decir que αβ´αβ ą 0),
es un isomorfismo cuyo inverso está dado por el mapa

rfpx, yqs ÞÑ

„

”

a,
´b`

?
dK

2

ı

ȷ

.

En consecuencia hK “ hpdKq.

Demostración.
(1) Sabemos que OK “

”

1, DK`
?
DK

2

ı

por lo que basta ver:

(a) adK`
?
dK

2 P I

(b)
´

´b`
?
dK

2

¯ ´

dK`
?
dK

2

¯

P I

Veamos esto,
(a) adK`

?
dK

2 “
adK`a

?
dK

2 “
adK`ab`ap´b`

?
dKq

2 “ adK`b
2 ` a´b`

?
dK

2 .
Como a P Z y dK ” b2 pmód 4q ñ dK ” b pmód 2q, entonces adK`b

2 P Z y
por lo tanto adK`

?
dK

2 P I.

(b)
´

´b`
?
dK

2

¯ ´

dK`
?
dK

2

¯

“
´bD`

?
dKdK´b

?
dK`dK

4 “
dK´b2

4 `
pdK´bqp´b`

?
dKq

4 .

Nuevamente, como dK ” b2 pmód 4q entonces
´

´b`
?
dK

2

¯ ´

dK`
?
dK

2

¯

P I.
(2) Para ver que ϕ está bien definida hay que ver los siguientes tres items:

(a) Npαx`βyq

NpIq
es una forma cuadrática primitiva definida positiva de discriminante

dK .
(b) El resultado es independiente de la base pα, βq tomada.
(c) La imagen de una clase de ideales consiste en formas equivalentes.
Veámoslo.
(a)

Npαx´ βyq

NpIq
“

pαx´ βyqpαx` βyq

NpIq
“
Ax2 ´Bxy ` Cy2

NpIq
,

donde A “ αα,B “ ´βα ´ βα,C “ ββ.
Como α, β, α ` β P I su norma es divisible por NpIq, de esta forma NpIq

divide a A,B,C y por lo tanto Npαx´βyq

NpIq
es una forma cuadrática binaria con

coeficientes enteros. El discriminante de qpx, yq es B2´4AC
NpIq2 “ dK por el lema

previo, y resta ver que es una forma primitiva.
Recordemos que dK “ m con m ” 1 pmód 4q o dK “ 4m con m ı 1
pmód 4q, donde m es un entero libre de cuadrados, por lo tanto el único
posible divisor común de A,B,C es 2 en el segundo caso. Como 4|dK ñ
´

dK
2

¯

“ 0, entonces p2q “ t2, luego

pαq “ tuapβq “ tvbI “ tmı́npu,vqJ

donde a, b y J son coprimos con p2q, luego A “
Npαq

NpIq
o B “

Npβq

NpIq
es impar.
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(b) Si tα, βu y tγ, δu son dos Z´bases positivamente orientadas de I, entonces
α “ pγ ` qδ β “ rγ ` sδ p, s, q, r P Z

y se ve fácilmente que ps´ qr “ 1.
(c) Si c P K˚, entonces tcα, cβu es una base de cI y Npxcα´ycβq

NpcIq
“

Npcq Npxα´yβq

Npcq NpIq
,

por lo tanto ϕ está bien definida.
Ahora queremos ver que ϕ es biyectiva.

Observación 1.34. Si I es un ideal fraccional de OK con Z´base tα, βu

entonces ϕprIsq “ rax2 ` bxy ` cy2s donde

a “
αα

NpIq
b “

´αβ ´ αβ

NpIq
c “

ββ

NpIq

El mapa ψ : ClpdKq Ñ ClpOKq dado por rfpx, yqs “

”

ra, ´b`
?
dK

2 s

ı

también
está bien definido, veamos esto.

Sean fpx, yq “ ax2 ` bxy` cy2 y gpx, yq “ a1x2 ` b1xy` c1y2 dos formas equi-
valentes, esto quiere decir que fpx, yq “ gppx` qy, rx` syq para ciertos p, q, r, s
enteros que satisfacen ps´qr “ 1. Sean τ y τ 1 las raíces en el semiplano superior
de fpx, 1q y gpx, 1q respectivamente, como a, a1 ě 0 entonces τ “

´b`
?
dK

2a y
τ 1 “

´b1`
?
dK

2a1 .
Entonces

”

a, ´b`
?
dK

2

ı

“ ar1, τ s, y por lo tanto para ver que ψ está bien definida
basta ver que f „ g ô r1, τ s “ λr1, τ 1s, lo cual veremos en dos pasos:

(1)f „ g ô τ 1 “
pτ`q
rτ`s :

0 “ fpτ, 1q “ gppτ ` q, rτ ` sq “ prτ ` sq2g

ˆ

pτ ` q

rτ ` s
, 1

˙

Además ℑpτ`q
rτ`s “ pps ´ qrq|rτ ` s|2ℑτ y por lo tanto τ y τ 1 están en el mismo

semiplano.
(2)τ 1 “

pτ`q
rτ`s ô r1, τ s “ λr1, τ 1s, donde λ “ rτ ` s P K˚:

λr1, τ s “ rrτ ` s, pτ ` qs “ r1, τ s porque ps´ qr “ 1.
Recíprocamente, si λr1, τ 1s “ r1, τ s entonces λ “ rτ ` s y λτ 1 “ pτ ` q y debe
ser ps´ rq “ 1.

Por último queremos ver que ϕ y ψ son inversos.
Sea fpx, yq “ ax2 ` bxy ` cy2 una forma cuadrática definida positiva de

discriminante dK e I “

”

a, ´b`
?
dK

2

ı

. Entonces NpIq “ Npra, aτ sq, y como ra, aτ s

tiene índice a en r1, aτ s “ OK resulta NpIq “ a. Luego,

ϕprIsq “
a2

a
x2 ´

´b`
?
D ´ b´

?
dK

2a xy `

ˆ

´b`
?
dK

2

˙ ˆ

´b´
?
dK

2

˙

y2

“ ax2 ` bxy `
b2 ´ dK

4a
“ ax2 ` bxy ` cy2.
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Por otra parte, si I es un ideal fraccional, podemos escribirlo como I “ rα, βs

con α ą 0 y β “ k `
d`

?
dK

2 , y como vimos antes NpIq “ α.
Luego ϕprIsq “ ax2 ` bxy ` cy2 donde

a “
α2

α
“ α b “ ´2k ´ dK c “

k2 ` kD ` pd2
K ´ dKq

4α
Finalmente ψ ˝ ϕprIsq “

””

α, 2k`dK`
?
dK

2

ıı

“ rrα, βss .

□

4. Las funciones ζ y ζK

La L´serie de Dirichlet asociada al carácter χ es Lps, χq “
8
ř

n“1

χpnq

ns , que converge

para ℜpsq ą 1. En particular tenemos la función zeta de Riemann, que es la L-serie
asociada al carácter trivial: ζpsq “

8
ř

n“1

1
ns .

Definición 1.35. La función zeta del cuerpo cuadrático imaginario K se define como
ζKpsq :“ ζpsqLps, χq, donde χ es el símbolo de Kronecker

´

´dK
¨

¯

.

Definición 1.36. La función zeta parcial de una clase de ideales C se define como
ζpC, sq :“

ř

cPC
Npcq´s.

Existe a1 P C´1 tal que todo a P C cumple que aa1 “ αOK , α P K, tomando norma:
Npaq Npa1q “ NpαOKq “ Npαq, luego

ζpC, sq “ Npa1qs
ÿ

α:a1|αOK

Npαq´s.

Ahora, αOK “ βOK si y sólo si α “ bβ, donde b P OK satisface que Npbq “ 1. Y por la
correspondencia vista en la parte anterior,

(1) ζpC, sq “
ÿ

α: a1|αOK

Npa1q

Npαq

s

“ w´1
ÿ

pm,nqPZ2zp0,0q

qpm,nq´s,

donde w´1 es la cantidad de unidades en OK . Si dK ă ´4 entonces w “ 2, para
dK “ 4, w “ 4 y para dK “ 3, w “ 6.
Para dK ă 4 tenemos lo siguiente,

ζKpsq “
ź

p

p1 ´ p´sq´1
ź

p

p1 ´ χppqp´sq´1(2)

“
ź

p:χppq“1
p1 ´ p´sq´2

ź

p:χppq“0
p1 ´ p´sq´1

ź

p:χppq“´1
p1 ´ p´sq´1p1 ` p´sq´1(3)

“
ź

p

p1 ´ Nppq´sq´s(4)

“
ÿ

n ideal de OK

Npnq´s(5)
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“
ÿ

CPClpOKq

ÿ

cPC
Npcq´s(6)

“
ÿ

qPQred
dK

1
2

ÿ

pm,nqPZ2zp0,0q

qpm,nq´s(7)

“
ÿ

qPQred
dK

˜

ÿ

mPN
qpm, 0q´s `

ÿ

pm,nqPZˆN˚

qpm,nq´s

¸

(8)

“
ÿ

qPQred
dK

˜

apqq´s
ÿ

mPN
m´2s `

ÿ

pm,nqPZˆN˚

qpm,nq´s

¸

(9)

“
ÿ

qPQred
dK

˜

apqq´sζp2sq `
ÿ

pm,nqPZˆN˚

qpm,nq´s

¸

,(10)

donde
(4) se obtiene a partir de (3) aplicando la observación 1.14.
(5) se sigue de la factorización única en ideales de OK .
(7) es la igualdad 1, observar que en este caso w “ 2.
En (9) usamos que qpm,´nq “ qp´m,nq y separamos en representaciones con y “ 0

y con y ‰ 0.

Si ahora queremos calcular ζKpsq

ζp2sq
tenemos lo siguiente

ζKpsq

ζp2sq “
ź

p

p1 ´ p´2sq

p1 ´ p´sqp1 ´ χppqp´sq
“

ź

p

1 ` p´s

p1 ´ χppqp´sq
,

y por otra parte

ζKpsq

ζp2sq “
ÿ

qPQred
dK

˜

apqq´s `
1

ζp2sq
ÿ

pm,nqPZˆN˚

qpm,nq´s

¸

“
ÿ

qPQred
dK

˜

apqq´s `
1

ζp2sq

8
ÿ

d“1

ÿ

pm,nqPZˆN˚

mcdpm,nq“d

qpm,nq´s

¸

“
ÿ

qPQred
dK

˜

apqq´s `
1

ζp2sq

8
ÿ

d“1
d´2s

ÿ

pm,nqPZˆN˚

mcdpm,nq“1

qpm,nq´s

¸

“
ÿ

qPQred
dK

˜

apqq´s `
ÿ

pm,nqPZˆN˚

mcdpm,nq“1

qpm,nq´s

¸

.
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Proposición 1.37.
(a) Si p descompone en OK entonces ph ě

dK
4 .

(b) Si escribimos ζKpsq

ζp2sq
“

8
ř

n“1
νnn

´s entonces
ř

nď

?
dK
2

νn ď h.

Demostración.
(a) Como p descompone existen ideales p ‰ p̄ tales que pOK “ pp̄ y Nppq “ Npp̄q “ p.

ph es un ideal principal de OK y por lo tanto está generado por un elemento de
la forma a`b

?
dK

2 , pues recordemos que OK “ r1, dK`
?
dK

2 s. Como p ‰ p̄ tenemos
que b ‰ 0, luego

ph “ Nppqh “
a2 ` |dK |b2

4 ě
|dK |

4 .

(b) Por 1.28 sabemos que una forma qpx, yq representa (propiamente) a apqq, cpqq y
enteros mayores a cpqq ě

?
|dK |

2 . Como dK ă ´4 es un discriminante fundamen-
tal, es decir dK ” 1 pmód 4q y libre de cuadrados o dK “ 4m con m libre de
cuadrados, entonces

?
dK
2 no es entero y la desigualdad es estricta: cpqq ą

?
|dK |

2 .
Vimos que

(11) ζKpsq

ζp2sq “
ÿ

qPQred
dK

˜

apqq´s `
ÿ

pm,nqPZˆN˚

mcdpm,nq“1

qpm,nq´s

¸

,

por la desigualdad anterior los elementos de la forma qpm,nq´s corresponderían
a sumandos n´s con n ě cpqq ą

?
|dK |

2 . Entonces tenemos lo siguiente:
ÿ

nď

?
|dK |

2

νnn
´s “

ÿ

qPQred
dK

apqqď

?
|dK |

2

apqq´s “
ÿ

nď

?
|dK |

2

# tq : apqq “ nun´s,

es decir

(12)
ÿ

nď

?
|dK |

2

νn “ #
"

q : apqq ď

?
|dK |

2

*

ď h.

De hecho, por 1.28 podemos observar que las formas que no están en
"

q : apqq ď

?
|dK |

2

*

son exactamente aquellas tales que
?

|dK |

2 ă apqq ď

b

|dK |

3 .
□

Observación 1.38. Por 1.37 (b) tenemos que

ζKpsq

ζp2sq “
ź

p

ˆ

1 ` p´s

1 ´ χppqp´s

˙

“

8
ÿ

n“0
νnn

´s,
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donde
ÿ

nď

?
|dK |

2

νn ď h.

Podemos ver entonces que el hecho de que el número de clases h “ hK sea “pequeño”
para un cuerpo K de discriminante “grande” se traduce en que hay muchos primos
pequeños tales que 1`p´s

1´χppqp´s “ 1. Esto igualdad se da si y sólo si χppq “ 1, es decir, si
p es inerte.

Si definimos la función de Liouville λ : N˚ Ñ t´1, 1u como la función completamente
multiplicativa tal que λppq “ ´1 para p primo, entonces lo anterior se traduce como “hay
muchos primos pequeños tales que λppq “ χppq”.





Capítulo 2

Formas modulares de peso 2

1. Formas modulares de peso k para subgrupos de congruencia.

A G “ SL2pZq{t˘1u se le llama grupo modular, actúa en Ĉ :“ CYt8u de la siguiente
forma:

ˆ

a b
c d

˙

pzq “
az ` b

cz ` d
.

Es fácil ver que en el semiplano superior H : tz P C : ℑpzq ą 0u se satisface que

ℑ
ˆ

a b
c d

˙

pzq “
ℑpzq

|cz`d|2 , por lo tanto H es estable bajo la acción del grupo modular.

Definición 2.1. Sea k P Z. Una forma modular de peso k para SL2pZq es una
función f : H Ñ C que satisface

(1) f es holomorfa en H.

(2) f pγpzqq “ pcz ` dqkfpzq para γ “

ˆ

a b
c d

˙

P SL2pZq.

(3) f es holomorfa en 8, esto quiere decir que existe ĺımImpzqÑ8 fpzq.

Observación 2.2. SL2pZq es generado por
ˆ

1 1
0 1

˙

y
ˆ

0 ´1
1 0

˙

y por lo tanto la

condición p2q en 2.1 se satisface si y sólo si fpz ` 1q “ fpzq y fp´1{zq “ zkfpzq.
En particular, las formas modulares sobre SL2pZq son Z´periódicas, lo que implica que
admiten una expansión de Fourier de la forma fpzq “

8
ř

n“´8

anq
n, donde q “ e2πiz. Como

son funciones holomorfas en 8 se satisface que an “ 0 para n ă 0.

Definición 2.3. Sea fpzq “
8
ř

n“0
anq

n una forma modular de peso k en SL2pZq, se

dice cuspidal si a0 “ 0 y normalizada si a1 “ 1.

Es fácil ver que el conjunto de formas modulares de peso k, denotado por MkpSL2pZqq

forma un espacio vectorial complejo. La condición de ser holomorfa en 8 hace que la
dimensión de este espacio vectorial sea finita. Por otra parte, el producto de una forma
modular de peso k y otra de peso l es una forma modular de peso k ` l.

Las formas cuspidales de peso k forman un subespacio vectorial de MkpSL2pZqq al
que denotamos SkpSL2pZqq. Observar que la condición de ser cuspidal es equivalente a
ĺımℑpzqÑ8 fpzq “ 0.

Sea N un entero positivo. El subgrupo principal de congruencias de nivel N es

ΓpNq “

"ˆ

a b
c d

˙

P SL2pZq :
ˆ

a b
c d

˙

”

ˆ

1 0
0 1

˙

pmód Nq

*

.

25
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Definición 2.4. Un subgrupo Γ de SL2pZq es un subgrupo de congruencia si existe
N P Z` tal que ΓpNq Ď Γ. N es el nivel de congruencia de Γ.

Observación 2.5. Todo subgrupo de congruencia tiene índice finito, pues ΓpNq es el
kernel del homomorfismo natural SL2pZq Ñ SL2pZ{NZq, luego SL2pZq{ΓpNq es isomorfo
a SL2pZ{NZq.

Dos tipos de subgrupos de congruencia importantes son Γ0 y Γ1:

Γ0pNq :“
"ˆ

a b
c d

˙

P SL2pZq :
ˆ

a b
c d

˙

”

ˆ

˚ ˚

0 ˚

˙

pmód Nq

*

,

Γ1pNq :“
"ˆ

a b
c d

˙

P SL2pZq :
ˆ

a b
c d

˙

”

ˆ

1 ˚

0 1

˙

pmód Nq

*

.

Análogo a 2.1 se puede definir una forma modular de peso k en un subgrupo de
congruencia Γ.

Definición 2.6. Sea γ “

´

a b
c d

¯

P SL2pZq. Definimos el operador rγsk en las funcio-
nes f : H Ñ C como

f rγskpzq :“ pcz ` dq´kfpγpzqq.

Definición 2.7. f : H Ñ C es una forma modular de peso k para Γ si
(1) f es holomorfa en H.

(2) f pγpzqq “ pcz ` dqkfpzq para γ “

ˆ

a b
c d

˙

P Γ.

(3) f rγskpzq :“ pcz ` dq´kfpzq es holomorfa en 8 para toda γ “

ˆ

a b
c d

˙

P SL2pZq.

Si además f rγsk tiene coeficiente de Fourier a0 “ 0 para toda γ P SL2pZq entonces se
dice que f es cuspidal.

La tercera condición en la definición previa no permite asociar una única expansión
de Fourier a f . Si por ejemplo γ P SL2pZq lleva 8 en s racional , y β :“

´

1 t
0 1

¯

, entonces
˘γβ también lo hace. Además f r˘γβspzq “ p˘1qkf rγspz` jq, por lo tanto f rγs y f rγβs

son ambas holomorfas en 8 pero pueden tener expansión de Fourier distintas. A pesar
de esto se puede observar que la definición de cuspidal está bien dada y al conjunto de
formas cuspidales de peso k en un subgrupo de congruencia Γ lo denotamos por SkpΓq.
Como antes, el conjunto de formas modulares de peso k en Γ, denotado por MkpΓq, forma
un espacio vectorial complejo de dimensión finita y SkpΓq es un subespacio vectorial.

Observación 2.8. ΓpNq Ă Γ1pNq Ă Γ0pNq Ă SL2pZq, y por lo tanto

MkpΓ0pNqq Ă MkpΓ1pNqq.

2. Operadores de Hecke

A continuación introduciremos resumidamente dos tipos de operadores enMkpΓ1pNqq

que serán fundamentales más adelante, al asociar L-series a las funciones modulares y
ver algunas de sus propiedades.
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Sean Γ1 y Γ2 dos subgrupos de congruencia en SL2pZq y α P GL`
2 pQq. El conjunto

Γ1αΓ2 es una clase lateral doble y el grupo Γ1 actúa en Γ1αΓ2 por multiplicación a
izquierda, con lo cual obtenemos una partición Γ1αΓ2 “ YjΓ1βj , donde los βj son
representantes de las órbitas.

Vamos a extender la definición 2.6 para γ P GL`
2 pZq.

Definición 2.9. Sea f : H Ñ C P MkpΓpNqq y γ “

ˆ

a b
c d

˙

P GL`
2 pZq, definimos

f rγskpzq :“ detpγqk´1pcz ` dq´kfpγzq.

Sean Γ1 y Γ2 dos subgrupos de congruencia de SL2pZq, y tβju Ă Γ1γΓ2 un conjunto de
representantes de las órbitas bajo la acción de Γ1, definimos

f rΓ1γΓ2skpzq :“
ÿ

j

f rβjsk.

Observación 2.10. Γ1pNq es normal en Γ0pNq ya que es el kernel del mapa

ψ : Γ0pNq Ñ pZ{NZq˚ dado por ψ
ˆ

a b
c d

˙

“ d pmód Nq. El mapa anterior también es

sobreyectivo, por lo que induce un isomorfismo Γ0pNq{Γ1pNq
„
ÝÑ pZ{NZq˚.

Es fácil ver que

Γ1pNq

ˆ

1 0
0 p

˙

Γ1pNq “

"

γ P M2pZq : γ ”

ˆ

1 ˚

0 p

˙

pmód Nq y det γ “ p

*

.

Cuando p | N un conjunto de representantes consiste en βj “

ˆ

1 j
0 p

˙

0 ď j ă p.

En caso de que p ∤ N hay una coclase extra, un representante es β “

ˆ

m n
N p

˙ ˆ

p 0
0 1

˙

donde mp´Nn “ 1. Para mas detalles ver [D-S, §5].

Definición 2.11. Sea d tal que mcdpd,Nq “ 1, un operador de Hecke del primer
tipo u operador diamante es

xdy : MkpΓ1pNqq Ñ MkpΓ1pNqq dado por xdyf “ f rγsk,

para cualquier γ “

ˆ

a b
c δ

˙

P Γ0pNq tal que δ ” d pmód Nq.

Definición 2.12. Para p primo, se definen los operadores de Hecke del segundo tipo

Tp : MkpΓ1pNqq Ñ MkpΓ1pNqq Tpf “ f

„

Γ1pNq

ˆ

1 0
0 p

˙

Γ1pNq

ȷ

k

.

Proposición 2.13. Los operadores de Hecke están bien definidos y conmutan entre
sí,

(1) xdyTp “ Tpxdy.
(2) xdyxey “ xeyxdy “ xdey.
(3) TpTq “ TqTp.

Demostración. Ver [D-S] 5.2.4. □
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Definición 2.14. Sea χ : pZ{NZq˚ Ñ C˚ un carácter, definimos el espacio MkpN,χq

como
MkpN,χq “ tf P MkpΓ1pNqq : xdyf “ χpdqf @d P pZ{NZq˚u.

MkpΓ1pNqq se descompone como Mk “
À

χMkpN,χq.

Proposición 2.15. Sea f P MkpΓ1pNqq, como
ˆ

1 1
0 1

˙

P Γ1pNq, f tiene periodo 1

y admite una expansión de Fourier de la forma

fpzq “

8
ÿ

n“0
anpfqqn q “ e2πiz.

(a) Si 1N : pZ{NZq˚ Ñ C es el carácter trivial, entonces Tpf tiene expansión de
Fourier

Tpfpzq “

8
ÿ

n“1
anppfqqn ` 1N ppqpk´1

8
ÿ

n“0
anpxpyfqqnp

“

8
ÿ

n“1
anppfqqn ` 1N ppqpk´1an{ppxpyfqqn.

(b) Si f P MkpN,χq entonces Tpf P MkpN,χq y

Tpfpzq “

8
ÿ

n“0

´

anppfq ` χppqpk´1an{ppfq

¯

qn

Demostración.

(a) Sea 0 ď j ă p y βj “

ˆ

1 j
0 p

˙

, entonces

f rβjskpzq “ pk´1p´kf

ˆ

z ` j

p

˙

“
1
p

8
ÿ

n“0
anpfqe

2πinpz`jq

p

“
1
p

8
ÿ

n“0
anpfqqnpµ

n
p ,

donde qp “ e
2πiz

p “ q
1
p y µp “ e

2πij
p . Como

p´1
ÿ

j“0
e

2πinj
p “

"

p si p | N
0 si p ∤ N ,

entonces
p´1
ÿ

j“0
f rβjskpzq “

ÿ

n”0 pmód pq

anpfqe
2πinz

p “

8
ÿ

n“0
anppfqqn.
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Si p | N esto es Tpf , en caso contrario existen m,n tales que mp ´ Nn “ 1 y
Tpf incluye el término

f

„ˆ

m n
N p

˙ ˆ

p 0
0 1

˙ȷ

k

pzq “ xpyf rβjspzq “ pk´1xpyfppzq,

de donde se deduce (a).
(b) es inmediato de (a) observando que xdyTpf “ Tppxdyfq “ χppqTpf .

□

Las definiciones de xdy y Tp se pueden extender en general a xny, Tn para cualquier
n P Z`.

Definición 2.16.
‚ Si mcdpn,Nq “ 1 entonces xny queda determinado por n pmód Nq.
‚ Si mcdpn,Nq ą 1 entonces xny es el operador nulo.

Definición 2.17.
‚ T1 “ 1 es la identidad.
‚ Sea r ě 2, Tpr se define de forma inductiva como Tpr “ TpTpr´1 ´ pr´1xpyTpr´2 .
‚ La definición se extiende a cualquier n “

ś

pri
i de forma multiplicativa:

Tn “
ź

Tpi
ri .

3. Formas nuevas

Se puede ver que si M | N entonces SkpΓ1pMqq Ď SkpΓ1pNqq, además, si d|NM existe
otra inmersión de SkpΓ1pMqq en SkpΓ1pNqq que consiste en el mapa

fpzq ÞÑ f rγdskpzq “ dk´1fpdzq, γd “

´

d 0
0 1

¯

.

El mapa anterior es inyectivo, lineal, y lleva formas en SkpΓ1pMqq en SkpΓ1pNqq. Las
formas viejas distinguen las formas en SkpΓpNqq que “provienen” de niveles más bajos.

Dado un subgrupo de congruencia Γ existe un producto interno en el espacio de
formas cuspidales de peso k en Γ llamado Producto interno de Petersson, que es definido
como sigue:

Definición 2.18. Sean f, g P SkpΓ1pNqq, se define su Producto interno de Petersson
como

xf, gy :“ 1
rG : ΓpNqs

ż

D0pNq

δpf, gq,

donde D0pNq es un dominio fundamental para ΓpNq y, escribiendo z “ x` iy, δpf, gq es
la forma diferencial δpf, gq :“ yk´2fpzqgpzqdxdy
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Figura 1. Dominios fundamentales para Γ0p13q (izq.) y Γ1p17q (der.)

Definición 2.19. Si d | N , consideramos γd “

ˆ

d 0
0 1

˙

. Se define el mapa id como
sigue,

id :
`

SkpΓ1pNd´1qq
˘2

Ñ SkpΓ1pNqq, tal que pf, gq ÞÑ f ` grγdsk.

El subespacio de formas viejas de nivel N es

SkpΓ1pNqqold :“
ÿ

p|N

ip
`

SkpΓ1pNd´1qq2˘

,

y el subespacio de formas nuevas de nivel N es

SkpΓ1pNqqnew :“
´

SkpΓ1pNqqold
¯K

.

Los operadores de Hecke respetan la descomposición de SKpΓ1pNqq en formas nuevas
y viejas. Este resultado junto con los siguientes se pueden encontrar en [D-S, §5].

Proposición 2.20. Los subespacios SkpΓ1pNqqold y SkpΓ1pNqqnew son estables por
los operadores de Hecke xny y Tn, para todo n P Z`.

Corolario 2.21. SkpΓ1pNqqold y SkpΓ1pNqqnew tienen base ortonormal de valores
propios para los operadores de Hecke xny y Tn con mcdpn,Nq “ 1.
En el caso de las formas nuevas, se puede (no es inmediato) eliminar la condición
mcdpn,Nq “ 1.

Definición 2.22. Una forma nueva es f P SkpΓ1pNqqnew normalizada tal que es un
vector propio para todos los operadores de Hecke xny y Tn, n P Z` (basta pedirlo para
n coprimo con N).

Proposición 2.23. Sea fpzq “
8
ř

n“0
anq

n una forma nueva, entonces anam “ anm

para todo m,n P Z` tal que mcdpm,nq “ 1.
Si f P MkpN,χq entonces apn “ appfqapn´1 ´ χppqp2k´1apn´2.
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Demostración. Como f es un vector propio para todo n coprimo con N existen
λpnq y µpnq tales que xnyf “ λpnqf y Tnf “ µpnqf . Asumamos el siguiente resultado,
Afirmación: el mapa n ÞÑ λpnq define un carácter de Dirichlet χ tal que f P MkpN,χq.
De la afirmación y la proposición previa se deduce la igualdad

µpnqa1f “ a1pTnfq “ anpfq.

Cuando f es normalizada, esto se reduce a µpnq “ an si mcdpn,Nq “ 1. El resultado se
sigue de 2.17. □

Proposición 2.24. Si f “
8
ř

n“0
anq

n P SkpΓ1pNq, χq es una forma nueva entonces su

L-serie asociada Lpf, sq :“
8
ř

n“1
ann

´s converge para ℜs ą k{2 ` 1 y admite un producto

de Euler
Lpf, sq “

ź

p

p1 ´ app
´s ` χppqpk´1´2sq´1.

Demostración. Consideremos la función holomorfa definida en el disco unitario
D “ tz : | z |ă 1u dada por gpzq “

8
ř

n“1
anz

n. Por Cauchy

an “
1

2πi

ż

|z|“r
gpzqz´ndz

z
.

Fijando y “ 1
n y haciendo el cambio de variables z “ e2πipx`iyq nos queda

an “

ż x“1

x“0
fpx` iyqe´2πinpx`iyqdx “ e2π

ż x“1

x“0
fpx` iyqe´2πinxdx.

Como f es cuspidal debe cumplir que ĺım
ℑzÑ8

|fpzq|ℑzk{2 “ 0, como además |fpzq|ℑzk{2

es continua, esto implica que es acotada. Existe entonces C P R tal que |an| ď Cnk{2 y
ann

´s “ Opnk{2´ℜsq, esto implica que f converge absolutamente para ℜs ą k{2 ` 1.

Consideremos ahora P pSq “
ś

păS

ˆ

8
ř

m“0
apmp´ms

˙

. Como los coeficientes son multi-

plicativos, si A consiste en los números cuyos factores primos son menores a S entonces
P pSq “

ř

nPA
ann

´s. Luego

|Lpf, sq ´ P pSq| “

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ÿ

nPNzA

ann
´s

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ď
ÿ

něS

ann
´s

y como Lpf, sq converge la suma de la derecha tiene límite 0 cuando S Ñ 8. Deducimos
que P pSq converge absolutamente a Lpf, sq.

Sea X “ p´s, resta ver que
8
ř

m“0
apmXn “ p1 ´ appfqX ` χppqpk´1X2q´1, lo cual

equivale a ver que la serie

ψpXq “

8
ÿ

m“0
apmpfqXnp1 ´ appfqX ` χppqpk´1X2q
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es constante igual a 1. Usando la proposición 2.15

ψpXq “ a1 ` apX ´ a1apX `

8
ÿ

m“2

´

apm ` apm´2χppqpk´1 ´ apm´1ap

¯

Xm “ a1 “ 1.

□

El caso que nos interesa es el de formas modulares f P SkpΓ0pNqq de peso 2 que son
formas nuevas, es decir, son normalizadas y autovectores para todos los Tn y xny, los
resultados vistos para Γ1pNq permanecen válidos para Γ0pNq (esto no es algo inmediato),
vamos a asumir también que estas formas modulares satisfacen la siguiente propiedad:

(P) Si f es una forma nueva de peso 2 para Γ1pNq, entonces existe ε P t´1, 1u tal que
fp ´1

Nτ q “ ´εNτ2fpτq.

Proposición 2.25. Sea f “
8
ř

n“1
anq

n una forma nueva de peso 2 para Γ0pNq. En-
tonces

(a) |ap| ď 2?
p para todo p primo.

(b) Si p2 | N entonces ap “ 0.
(c) Si p | N y p2 ∤ N entonces ap “ ˘1.

Demostración. La parte (a) es un caso particular de la Conjetura de Ramanujan-
Petersson

anpfq “ Opn
k´1

2 `εq @ε ą 0,

que fue probada por Deligne a partir de las Conjeturas de Weil en el año 1974 [Del]. Las
partes (b) y (c) son más sencillas, [Ogg, Theorem 1]. □

Observación 2.26. En la prueba de 2.24 obtuvimos la cota |an| ď Cn
k
2 , lo cual

implica la convergencia uniforme de Lpf, sq para ℜs ą k
2 `1. La proposición 2.25 mejora

esta cota para el caso particular de las formas nuevas de peso 2. Ahora tenemos |ap| ď

2?
p y por lo tanto Lpf, sq converge para ℜs ą 3

2

Proposición 2.27. Sea f en las hipótesis de la proposición anterior.
La función s ÞÑ N

s
2 p2πq´sΓpsqLpf, sq se extiende a una función entera Λpf, sq que sa-

tisface la ecuación funcional Λpf, 2 ´ sq “ εΛpf, sq.

Demostración.

Afirmación. Si ℜs ą 3
2 entonces

p2πq´sΓpsqLpf, sq “

ż 8

0
fpitqts

dt

t
.
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Prueba de la afirmación: Γpsq converge para s con parte real positiva y Lpf, sq
para s con ℜs ą 3

2 , por lo tanto el término de la izquierda converge absolutamente, luego

p2πq´sΓpsqLpf, sq “ p2πq´s
8
ÿ

n“0
ann

´s

ż 8

0
e´tts

dt

t

“

8
ÿ

n“0
an

ż 8

0
e´2πtnts

dt

t
(integrando por partes)

“

ż 8

0

8
ÿ

n“0
ane

´2πtnts
dt

t

“

ż 8

0
fpitqts

dt

t
.

□

Por la afirmación tenemos que

Λpf, sq “ N s{2
ż 8

0
fpitqts

dt

t

“

ż 8

0
f

ˆ

it
?
N

˙

ts
dt

t

“

ż 1

0
f

ˆ

it
?
N

˙

ts
dt

t
`

ż 8

1
f

ˆ

it
?
N

˙

ts
dt

t

“

ż 1

0
εf

ˆ

i
?
Nt

˙

ts´2dt

t
`

ż 8

1
f

ˆ

it
?
N

˙

ts
dt

t

“

ż 8

1
εf

ˆ

it
?
N

˙

t2´sdt

t
`

ż 8

1
f

ˆ

it
?
N

˙

ts
dt

t

“

ż 8

1
f

ˆ

it
?
N

˙

`

ts ` εt2´s
˘ dt

t

Como f
´

it?
N

¯

tiene orden e´2πt{
?
N cuando t Ñ 8 esta integral converge en todo el

plano complejo. □

Proposición 2.28. Sea f “
8
ř

n“1
anpfqqn P MkpN,χq una forma nueva normalizada

de peso 2 y nivel N y ψ un carácter de Dirichlet primitivo módulo r. Entonces existe un
entero Nψ ě 1 y una forma modular f bψ de peso 2, nivel Nψ y carácter χψ2 tales que
appf b ψq “ appfqψppq para todo primo p.
Claramente f b ψ está determinada de forma única, le llamaremos torsión de f por ψ.

Demostración. Notemos por Gpψq a la suma de Gauss
ř

u pmód rq

ψpuqepur q, donde

epmq “ e2πim. Como ψ es un carácter primitivo, entonces Gpψq ‰ 0 y cumple la siguiente
igualdad:

(13) Gpψqψpnq “
ÿ

u pmód rq

ψpuqe
`

nu
r

˘

.
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Luego,

pf b ψqpzq :“
8
ÿ

n“0
ψpnqanpfqqn “

8
ÿ

n“0
anpfqepnzqGpψq´1

ÿ

u pmód rq

ψpuqepunr q

“ Gpψq´1
ÿ

u pmód rq

ψpuq

8
ÿ

n“0
anpfqe

`

npz ` u
r q

˘

“
ÿ

u pmód rq

ψpuqfpz ` u
r q.

Sea γ “

ˆ

a b
c d

˙

P Γ0pMq, entonces

γz `
u

r
“

ˆ

1 u
r

0 1

˙ ˆ

a b
c d

˙

z “

˜

a` uc
r b´ bcdu

r ´ cd2u2

r2

c d´ cd2u
r

¸

ˆ

1 d2u
r

0 1

˙

z.

Si c es el conductor de χ y M “ mcmtN, cr, r2u, de lo anterior se deduce que

pf b ψqrγspzq “
ÿ

u pmód rq

ψpuqf
´

γz `
u

r

¯

“
ÿ

u pmód rq

ψpuqχ

ˆ

d´
cd2u

r

˙

f

ˆ

z `
d2u

r

˙

“ χpdq
ÿ

u pmód rq

ψpd2uqf

ˆ

z `
d2u

r

˙

“ χpdqψpd2q
ÿ

u pmód rq

ψpd2uqf

ˆ

z `
d2u

r

˙

“ χpdqψpd2qpf b ψqpzq,

esto significa que f b ψ es una forma modular de peso k, nivel M y carácter χψ2. □

Proposición 2.29. Si mcdpN, d2q es libre de cuadrados, entonces f b χd tiene ca-
rácter χ y nivel Nχd

“ mcmpN, d2q. Además se cumple que anpf b χdq “ anpfqχdpnq

para todo n ě 1 y la constante ε para la ecuación funcional viene dada por la fórmula

(14) εpf b χq “ χdp´N1qεpfq
ź

p|N2

´appfq,

donde N “ N1N2 y N2 “ mcdpN, dq.

Demostración. Se puede encontrar una prueba de esto en [D-S] §5. □

Observación 2.30. Si mcdpN, dq “ 1 la fórmula anterior se reduce a

(15) εpf b χdq “ χdp´Nqεpfq.
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Definición 2.31. Recordemos que la función de Liouville es λ : N˚ Ñ t˘1u comple-
tamente multiplicativa tal que vale ´1 en los primos. Dada f “

8
ř

n“0
anq

n una forma nueva

normalizada de peso 2, nivel N y carácter χ. Vamos a definir las siguientes L-series:

(1) Lpf b λ, sq :“
8
ř

n“1
anλpnqn´s y

(2) LpSym2 f, sq :“
ś

p
p1 ´ χppqp1´sq´1Lpf, s{2qLpf b λ, s{2q.

Proposición 2.32. Si f “
8
ř

n“0
anq

n es una forma nueva de peso 2, nivel N y carácter
χ, entonces

LpSym2 f, sq “
ź

p

p1 ` χppqp1´sq´1
8
ÿ

n“1
a2
nn

´s.

Demostración. Sea f “
8
ř

n“1
anq

n una forma nueva normalizada de peso 2 y carácter

χ para Γ0pNq. Podemos escribir

Lpf, s{2q “
ź

p

´

1 ´ αpp
´s{2

¯´1 ´

1 ´ βpp
´s{2

¯´1
,

donde αpβp “ χppqp y αp `βp “ ap. Como la función λ es completamente multiplicativa
y λppq “ ´1 para todo primo p, esto implica que

Lpf b λ, s{2q “
ź

p

´

1 ` αpp
´s{2

¯´1 ´

1 ` βpp
´s{2

¯´1

Pongamos X “ p´s,

Lpf, s{2qLpf b λ, s{2q “
ź

p

`

1 ´ α2
pX

˘´1 `

1 ´ β2
pX

˘´1

“
ź

p

`

1 ´ pα2
p ` β2

pqX ` α2
pβ

2
pX

2˘´1

“
ź

p

`

1 ´ pa2
p ´ 2χppqpqX ` χ2ppqp2X2˘´1

Por otra parte, tenemos las siguientes relaciones:
(1) apn “ apapn´1 ´ χppqpapn´2 n ě 2.

(2) χppqpapn´3 “ apapn´2 ´ apn´1 n ě 3.
Elevando al cuadrado ambos lados en (1) y (2) tenemos
(3) a2

pn “ pa2
p ´ χppqpqa2

pn´1 ´ χppqppa2
p ´ χppqpqa2

pn´2 ` χppq3p3a2
pn´3 .

La L-serie
8
ř

n“1
a2
nn

´s puede escribirse como

8
ÿ

n“1
a2
nn

´s “
ź

p

ÿ

jě0
a2
pjp

´js.
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Para probar la proposición querremos ver que

p1 ` χppqpXq´1
ÿ

jě0
a2
pjX

j “
`

1 ´ a2
pX ` χppq2p2X2 ` 2χppqpX

˘´1
p1 ´ χppqpXq

´1 ,

lo cual equivale a ver

(4)
8
ÿ

j“0
a2
pjX

j p1 ´ χppqpXq
`

1 ´ a2
pX ` χppq2p2X2 ` 2χppqpX

˘

“ p1 ` χppqpXq.

El término de la izquierda en 4 es
8
ÿ

j“0
a2
pjX

j
`

1 ` pχppqp´ a2
pqX ` pa2

pχppqp´ χppq2p2qX2 ´ χppq3p3X3˘

“

8
ÿ

j“0

´

a2
pjX

j ` a2
pj pχppq ´ a2

pqX
j`1 ` a2

pj pa2
pχppqp´ χppq2p2qXj`2 ´ a2

pjχppq3p3Xj`3
¯

“ApXq `BpXq,

donde

ApXq “ 1 ` pa2
p ` χppqp´ a2

pqX ` pa2
p2 ` a2

ppχppqp´ a2
pq ` pa2

pχppqp´ χppq2p2qqX2

“ 1 ` χppqpX ` pa2
p2 ` a2

ppχppqp´ a2
pq ` pa2

pχppqp´ χppq2p2qqX2

“ 1 ` χppqpX `

´

a2
p2 ´ pa2

p ´ χppqpq2
¯2

“ 1 ` χppqp (por (1)).

BpXq “
ÿ

jě3

´

a2
pj ` a2

pj´1pχppq ´ a2
pq ` a2

pj´2pa2
pχppqp´ χppq2p2q ´ a2

pj´3χppq3p3
¯

Xj .

“ 0 (por (3)).

□

Proposición 2.33. Si N es un entero libre de cuadrados, entonces la función

ΛpSym2 f, sq “ N sp2πq´sΓpsqπ´s{2Γps{2qLpSym2 f, sq

se extiende a una función entera que satisface la ecuación funcional

ΛpSym2 f, 3 ´ sq “ ΛpSym2 f, sq.

Demostración. 1.
Sea fpzq “

8
ř

n“1
anq

n, y escribamos z “ x` iy, entonces

ż 1
2

´ 1
2

fpzq2dx “

8
ÿ

n“1
a2
ne

´4πny,

1La prueba para un caso más general se encuentra en [Ogg]
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y, por lo tanto,
ż 8

´8

ż 1
2

´ 1
2

ys´1fpzq2dxdy “

8
ÿ

n“1
a2
ne

´4πny
ż 8

0

y

4πn
´s
e´y dy

y
(1)

“ p4πq´sΓpsq
8
ÿ

n“1
a2
nn

´s,(2)

Ahora, D “ tx` iy P C : |x| ď 1
2u es un dominio fundamental para el grupo de trasla-

ciones T “

"ˆ

1 n
0 1

˙

: n P Z
*

, y podemos escribirlo como unión de clases laterales a

derecha de T .
T

ˆ

a b
c d

˙

“

"ˆ

a` nc b` nd
c d

˙

: n P Z
*

“ T

ˆ

a b
c d

˙

si y sólo si pc, dq “ ˘pc1, d1q,

por lo tanto hay una correspondencia entre clases laterales derechas de T en Γ0pNq y
pares pc, dq asociados a matrices en Γ0pNq, de forma que se pueden elegir los pares p0, 1q

y pc, dq con c ą 0, N | d y mcdpc, dq “ 1 como representantes, denotemos por C a este
conjunto de representantes.

Observando que ℑpγzqs “
ℑpzqs

|jpγ,zq|2s deducimos que δpf, f̄q :“ |f |2pzqdxdy es invarian-
te por la acción de Γ0pNq y

(3)
ż

D
ysf2pzqdxdy “

ż

D0

f2pzqysFN pz, sqdxdy,

donde D0 es un dominio fundamental para Γ0pNq y

FN pz, sq “
ÿ

pc,dqPC
|cz ` d|´2s “ 1

ÿ

mPZ`

mcdpmN,nq“1

|mNz ` n|´2s.

Sea ahora
ζN psq “

ź

p∤N
p1 ´ p´sq´1 “

ÿ

pm,nqPZˆZ`

mcdpn,Nq“1

n´s

Si µpdq denota a la función de Möbius tenemos que
ř

d|n

µpdq “

"

1 n “ 1
0 n ą 1, luego

2ζN p2sqFN pz, sq “
ÿ

pm,nqPZˆZ
mcdpn,Nq“1

|mNz ` n|´2s

“

1
ÿ

pm,nqPZˆZ

ÿ

d|mcdpn,Nq

µpdq|mNz ` n|´2s

“
ÿ

d|n

1
ÿ

pm,nqPZˆZ
µpdq|mNz ` dn|´2s
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“
ÿ

d|n

µpdqd´2sG
`

Nz
d , s

˘

,

donde G pz, sq “
ř1

pm,nqPZˆZ
|mz ` n|´2s.

Definamos ahora Lf2psq :“ ζN p2ps´ 1qq
8
ř

n“1
a2
nn

´s. Multiplicando (1) y (3) por

2ζN p2ps´ 1qq tenemos

(4) 2p4πq´sΓpsqLf2psq “
ÿ

d|N

µpdqd´2ps´1q

ż

D0pNq

ys´1δpf, f̄qG
`

Nz
d , s´ 1

˘

.

La función Ipz, sq :“
`

y
π

˘s ΓpsqGpz, sq es una función entera excepto por polos simples
de residuo 1 en s “ 0 y s “ 1. Además satisface las ecuaciones funcionales

Ipz, sq “ Ipz, 1 ´ sq Ipγpzq, sq “ Ipz, sq para toda γ P G.

Multiplicando (4) por
`

N
π

˘s´1 Γps´ 1q llegamos a
(5)

ϕpsq :“ p2πq´2ps´1qN s´1ΓpsqΓps´ 1qLf2psq “ 2π
ÿ

d|N

µpdq

ds´1

ż

D0pNq

δpf, f̄qI

ˆ

Nz

d
, s´ 1

˙

.

Supongamos que p es un primo que divide a N y sea β “

ˆ

sp ´r
N p

˙

P Γ0

´

N
p

¯

ˆ

1 0
0 p

˙

,

entonces
1. Como f un autovector para todos los operadores de Hecke y además es norma-

lizada, la proposición 2.23 implica que f rβsk “ apf.
2. N es libre de cuadrados, entonces por la proposición 2.25 si p | n, ap “ ˘1.
3. δpf, f̄q ˝ β “ a2

pδpf, f̄q “ δpf, f̄q.
4. β´1D0 es un dominio fundamental para β´1Γ0pNqβ “ Γ0pNq.

Podemos deducir que, para d | Np ,
ż

D0pNq

I

ˆ

Nz

pd
, s´ 1

˙

δpf, f̄q “ a2
p

ż

D0pNq

I

ˆ

Nz

d
, s´ 1

˙

δpf, f̄q

“

ż

D0pNq

I

ˆ

Nz

d
, s´ 1

˙

δpf, f̄q,

luego

ϕpsq “ p2πqp1 ´ a2
pp

1´sq
ÿ

d| N
p

µpdqd1´s

ż

D0pNq

I

ˆ

Nz

d
, s´ 1

˙

δpf, f̄q.

Repitiendo esto para cada primo p | N y recordando que a2
p “ 1,

ϕpsq “ p2πq
ź

p|N

p1 ´ p1´sq

ż

D0pNq

I pNz, s´ 1q δpf, f̄q.
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Si definimos ϕ`psq :“
ś

p|N p1 ´ p1´sq´1ϕpsq, lo anterior significa que ϕ` satisface la
ecuación funcional

ϕ`psq “ ϕ`p3 ´ sq.

La función Γ satisface la fórmula de duplicación de Legendre:
ΓpzqΓpz ` 1q “ 21´2s?πΓp2zq,

aplicando esta fórmula con z “ s´1
2 tenemos

ϕ`psq “ p2πq´2ps´1qN s´1ΓpsqΓ
´s

2

¯

Γ
ˆ

s´ 1
2

˙

2s´2π´1{2ζps´ 1qΛpSym2 f, sq

“ πN´1N sp2πq´sΓpsqπ
´s
2 Γ

´s

2

¯

ΛpSym2 f, sqξps´ 1q

“ ΛpSym2 f, sqπN´1N sξps´ 1q

donde ξpsq “ π´s{2Γps{2qζpsq satisface la ecuación funcional ξpsq “ ξp1 ´ sq, con lo cual
ΛpSym2 f, sq debe cumplir

ΛpSym2 f, sq “ ΛpSym2 f, 3 ´ sq.

□

Observación 2.34. En la demostración anterior
Lf2psq “

ź

p∤N
p1 ´ p1´sq´1LpSym2 f, sq “

ź

p|N

p1 ´ p1´sqζps´ 1qLpSym2 f, sq

y vimos que
ϕpsq :“p2πq´2ps´1qN s´1ΓpsqΓps´ 1qLf2psq

“p2πq
ź

p|N

p1 ´ p1´sq

ż

D0pNq

IpNz, s´ 1qδpf, f̄q.

Como IpNz, s´ 1q tiene polos simples de residuo 1 en s “ 2 observamos que ϕpsq tiene
un polo simple en s “ 2 de residuo p2πq

ś

p|N

p1´p´1q
ş

D0pNq
δpf, f̄q. Por otra parte, ζps´1q

también tiene un polo simple de residuo 1 en s “ 2. Deducimos entonces que

LpSym2 f, 2q “ 2p2πq´3
ż

D0pNq

δpf, f̄q ‰ 0.





Capítulo 3

Demostración de Oesterlé al Teorema de Goldfeld

Sea K un cuerpo cuadrático imaginario de discriminante ´d ă ´4 y χd “ p ´d
¨

q su
carácter asociado, que coincide con el símbolo de Kronecker. Llamémosle h al número
de clases hK “ hp´dq.

Dadas dos series de Dirichlet A “
8
ř

n“1
ann

´s y B “
8
ř

n“1
bnn

´s escribimos A ! B

cuando |an| ď |bn| para todo n ě 1. Para la demostración del Teorema de Goldfeld vamos
a considerar dos series de Dirichlet ψ y G, y una constante M P Rą0 que satisfagan las
siguientes 4 condiciones.

(C1)

ψpsq ! ζp2s´ 1q2 y Gpsq !

˜

ζKps´ 1
2q

ζp2s´ 1q

¸2

En particular, esto implica que ψ converge para ℜs ą 1 y G converge para
ℜs ą 3

2 .
(C2) G admite un Producto de Euler de la forma

ś

p
Gp con Gppsq “

p1`αp´sqp1`βp´sq

p1`α1p´sqp1`β1p´sq
,

donde α, α1, β, β1 P C tienen módulo menor o igual a ?
p.

(C3) Sea γpsq “ M sΓpsq2. La función φpsq “ dsγpsqψpsqGpsq se extiende a una función
entera que decrece rápidamente en cada banda vertical, satisface la ecuación
funcional φpsq “ φp2 ´ sq y admite un cero de orden al menos 3 en s “ 1. De la
ecuación funcional se deduce que el orden del cero en s “ 1 es al menos 4.

(C4) ψ admite una extensión holomorfa sobre un entorno del semiplano H1 :“ ts P

C : ℜs ě 1u, con un cero simple en s “ 1. La función γψ decrece rápidamente
en infinito sobre cada banda vertical en H1

En principio se asume la existencia de ψ,G y M . En el capítulo 4 veremos que si f
es una forma modular de peso 2 y nivel N tal que su L-serie asociada tiene un cero de
orden al menos 3 en s “ 1, entonces podemos tomar

ψpsq “ Lpf, sqLpf b λ, sq “
LpSym2 f, 2sq
ζp2s´ 1q

,

GKpsq “ Lpf b χd, sqLpf b λ, sq´1,

M “
N

4π2

donde ψ que satisfacen las condiciones (C1)-(C4) para todo cuerpo cuadrático K con
discriminante coprimo a N tal que χdpNq “ ´1.

41
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El Teorema de Gross-Zagier implica la existencia de dicha forma modular y junto
con el Teorema de Goldfeld esto da una cota efectiva para el número de clases de cuerpos
cuadráticos en la familia descrita anteriormente. El resultado se extiende para la familia
de todos los cuerpos cuadráticos imaginarios.

1. Igualdad fundamental

Proposición 3.1. Sea wpsq “ 1
2πid

s´1γpsqψpsqGpsqps´ 1q´3. Para σ ą 3
2

J :“
ż σ`i8

σ´i8
wpsqds “ 0.

Demostración. Sea K ą 0, consideremos el dominio simplemente conexo

∆K “ tz “ x` iy P C : 1 ď x ď σ, ´K ď y ď Ku

Por el Teorema de los residuos
ż σ`iK

σ´iK
wpsqds`

ż 1`iK

σ`iK
wpsqds`

ż 1´iK

1`iK
wpsqds`

ż σ`iK

1´iK
wpsqds “

ż

B∆K

wpsqds “ 0

De aplicar la condición (C3) y tomar límite K Ñ 8 resulta
ż σ`i8

σ´i8
wpsqds “

ż 1`i8

1´i8
wpsqds.

Observar que wpsq “ 1
2πidφpsqps´1q´3. Por la ecuación funcional que satisface φ es claro

que wp2 ´ sq “ ´wpsq y por lo tanto J “ ´J “ 0. □

Sea U ě 1 una constante real, definimos

GpU, sq :“
ź

păU

Gppsq,

y

GpU, sq˚ :“ Gpsq ´GpU, sq “ GpU, sq

˜

´1 `
ź

pěU

Gppsq

¸

,

donde recordamos que Gp son los factores de Euler de G dados por la condición (C2).
Ahora definimos las integrales JpUq y JpUq˚ de forma análoga a J en la proposición
previa,

JpUq :“
ż σ`i8

σ´i8
ds´1γpsqψpsqGpU, sqps´ 1q´3 ds

2πi.

JpUq˚ :“
ż σ`i8

σ´i8
ds´1γpsqψpsqGpU, sq˚ps´ 1q´3 ds

2πi.

Por la condición (C4) la función γψ es holomorfa en el dominio de integración. Como
además GpU, sq tiene una cantidad finita de factores, esto implica que JpUq y JpUq˚

convergen, y la proposición previa implica que JpUq “ ´JpUq˚.
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2. La integral J(U)

Dado η ď 1
4 , por la condición (C4) existe η̃ tal que ψ se extiende a una función

holomorfa en el dominio ∆ :“ ts P C : 1 ´ η ď ℜs ď 1, ´η̃ ď ℑs ď η̃u Y H1
representado en la siguiente imagen.

Figura 1. Dominio ∆.

En particular ψ es holomorfa en la región delimitada por B∆ y la recta ts : ℜs “ σu.
Proposición 3.2. Sea J∆pUq :“

ş

B∆ d
s´1γpsqψpsqGpU, sqps´ 1q´3 ds

2πi , entonces

JpUq ´ J∆pUq “ C1GpU, 1q

ˆ

log d`
G1pU, 1q

GpU, 1q
` C2

˙

,

donde C1 es el valor de la función s ÞÑ
γpsqψpsq

s´1 en s “ 1 y C2 el valor de la derivada
logarítmica en el mismo punto.

Demostración. Por el Teorema de los residuos y un argumento análogo al de la
proposición 3.1

JpUq ´ J∆pUq “ 2πi
ÿ

pk polos
Resppkq.

Sea fpsq una función holomorfa y F psq “
f 1psq

fpsq
su derivada logarítmica, entonces, dado

un punto a
fpsq “ fpaq

`

1 ` F paqps´ aq `O
`

ps´ aq2˘˘

Luego

Res
ˆ

fpsq

ps´ aq2 , a

˙

“ fpaqF paq.

La proposición se sigue de aplicar lo anterior a fpsq “ ds´1 γpsqψpsq

s´1 GpU, sq en a “ 1, pues
el cero de γpsqψpsq en s “ 1 es simple y γψ es holomorfa en el resto de los puntos, al
igual que GpU, sq.
Entonces

Res
ˆ

fpsq

ps´ 1q2 , 1
˙

“ fp1qF p1q,
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donde
fp1q “ ĺım

sÑ1

γpsqψpsq

s´ 1 GpU, 1q “ C1GpU, 1q

y

F p1q “
pds´1q1

ds´1

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

s“1

` C2 `
G1pU, sq

GpU, sq

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

s“1

“ log d` C2 `
G1pU, 1q

GpU, 1q
.

□

Proposición 3.3. Existe una constante C3 ą 0 que sólo depende de M y ψ, tal que

|J∆pUq| ď C3 sup
sPB∆

|GpU, sq|.

Demostración. Podemos tomar

C3 “

ż

B∆

|γpsqψpsqps´ 1q´3|
ds

2π ,

que converge por (C3). □

3. Algunos lemas

Lema 3.4. Sean m P Z, m ě 2 y a, σ P R tales que a ă σ.
Entonces la función I : R˚

ą0 Ñ C dada por Ipxq “
şσ`i8
σ´i8 x´sps´aq´m ds

2πi es real positiva.
Si además a ě 0, entonces I es decreciente y convexa.

Demostración. Veremos que

Ipxq “

#

x´a| log x|m´1

pm´1q! si x ď 1
0 si x ě 1

Es claro que Ipxq es positiva y si a ě 0 entonces es decreciente. Además I es C2 y como
x´a es convexa como función en x, resulta que x ÞÑ Ipxq también lo es.
Si x ą 1 entonces el integrando tiene una singularidad evitable en s “ a, y si x ď 1
entonces tiene un polo en s “ a de orden m y residuo

Respaq “
1

pm´ 1q!

„

dm´1

dsm´1x
´s

ȷ

s“a

“ x´a | log x|m´1

pm´ 1q! .

En cualquier caso, por el Teorema de los Residuos es suficiente ver que

ĺım
RÑ8

ż

CR

x´sps´ aq´mds “ 0,

donde CR es la semicircunferencia dada por CR “ tz P C : |z| “ R, y ℜs ă σu.
Pero haciendo el cambio de variables u “ s´ a tenemos que

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ż

CR

x´sps´ aq´mds

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

“ x´a

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ż

CR

x´uu´mdu

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ď x´a

ż

CR

xℜsR´m,

y esta última integral es Opx´RR´m ` R´mq, que tiende a 0 cuando R Ñ 8 indepen-
dientemente del valor de x. □



3. ALGUNOS LEMAS 45

Sean a, σ y m en las hipótesis del Lema 3.4 y µ1, . . . , µr medidas no negativas sobre
R˚

` tales que

(6) µipr0, yqq ! y cuando y Ñ 8, y µipr0, yqq ! e
´1
y cuando y Ñ 0.

Observemos que la función t ÞÑ t´σ es integrable. Para 1 ď j ď r y s con ℜpsq “ σ

definimos µ̂jpsq :“
ş

R˚
`
t´sdµj y Jpxq “

şσ`i8
σ´i8 µ̂1psq . . . µ̂rpsqx

´sps´ aq´m ds
2πi .

Lema 3.5. J es una función positiva definida sobre R˚
`.

Demostración.

Jpxq “

ż σ`i8

σ´i8

ż

R˚
`

t´s1 dµ1 . . .

ż

R˚
`

t´sr dµrx
´sps´ aq´m ds

2πi

En primer lugar, debemos observar que la condición µj no negativa y t ÞÑ t´σ integrable
implica que cada µj es una medida σ-finita, además t´s con ℜs “ σ y t´a también son
integrables respecto a cada µj y podemos aplicar el Teorema de Fubini.

Jpxq “

ż

R˚
`

. . .

ż

R˚
`

t´sr

ż σ`i8

σ´i8
t´s1 . . . t´sr x´sps´ aq´m ds

2πidµ1 . . . dµr.

Por el Lema 3.4
Jpxq “

ż

R˚
`

. . .

ż

R˚
`

Ipxt1 . . . trqdµ1 . . . dµr.

Como la función t ÞÑ Ipxtq es positiva por el Lema 3.4, entonces Jpxq es positiva.
Por el mismo lema, si a ě 0 la función x ÞÑ Ipxtq es decreciente y convexa, luego
x ÞÑ

ş

R˚
`
Ipxtqdt también lo es y más en general Jpxq. □

Lema 3.6. Sean µ1
j medidas positivas definidas en R˚

` que satisfacen las mismas
condiciones que las medidas µj, con 1 ď j ď r. Para cada j se definen µ̂1

j de forma
análoga a µ̂j, y J 1 análogo a J .
Supongamos que a ě 0 y

şx
0

şt3
0

şt2
0 µjpr0, t1sqdt1dt2dt3 ď

şx
0

şt3
0

şt2
0 µ1

jpr0, t1sqdt1dt2dt3 para
todo x ě 0 y j (1 ď j ď r). Entonces J ď J 1.

Demostración. Por el Teorema de Fubini basta considerar el caso r “ 1.
Como vimos antes Jpxq “

ş

R˚
`
Ipxtqdµ1 y J 1pxq “

ş

R˚
`
Ipxtqdµ1

1. Ahora podemos
aplicar partes cuatro veces,

Jpxq “

”

Ipxtqµpr0, tsq
ı8

0
´

”

xI 1pxtq

ż t

0
µpr0, t1sqdt1

ı8

0
`

”

x2I2pxtq

ż t

0

ż t2

0
µpr0, t1sqdt1dt2

ı8

0
´

”

x3I3pxtq

ż t

0

ż t3

0

ż t2

0
µpr0, t1sqdt1dt2dt3

ı8

0
`

ż 8

0
x4I4pxtq

ż t

0

ż t3

0

ż t2

0
µpr0, t1sqdt1dt2dt3dt

Y tenemos un resultado análogo para J 1pxq. La condición (6) implica que las evalua-
ciones en cero e infinito en los primeros 4 términos son todas nulas, mientras que la
desigualdad de las integrales se deduce de la hipótesis y de observar en la prueba de 3.4
que x4I4pxtq ě 0, esto concluye la prueba del lema. □
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A nosotros nos van a interesar dos casos, el primer caso en que las medidas µj son
las imágenes por el homeomorfismo t ÞÑ t´1 de medidas de la forma e´tt´u´1dt, donde
u ď σ. Observar que en este primer caso µjpsq “ Γps ´ uq. El segundo caso es el de

medidas de la forma
8
ř

n“0
anδn, donde δn es la medida de Dirac en el punto n y panq

es una sucesión de reales positivos tales que
8
ř

n“0
ann

´σ converge. En el segundo caso

µ̂jpsq “
8
ř

n“0
ann

´s.

Ejemplo 3.7. Sea q una forma cuadrática binaria reducida de discriminante d, y
sean

µ “
ÿ

pm,nqPZˆN˚

δqpm,nq, y µ1 “ πδ?
d

2
` ν,

donde δx es la medida de Dirac en x y ν es la medida con densidad π?
d

respecto a la

medida de Lebesgue µ1 en r
?
d

2 ,`8s, es decir νpAq “
ş

A
π?
d
dµ1 “ π?

d
µ1. Definamos

ahora Nqpxq :“ #tpm,nq P Z ˆ N˚ : qpm,nq ď xu. En el capítulo 1 vimos que si
qpx, yq “ ax2 ` bxy ` cy2 es una forma reducida, entonces Nqpxq es vació para x ă c,
también vimos que

?
d

2 ă c ď d
3a . De la primera desigualdad se deduce que

ż x

0
Nqptqdt “

#

0 si x ă
?
d

2
şx?

d
2
Nqptqdt si x ě

?
d

2 .
.

Es fácil ver que qpm,nq ď x si y sólo si p2am`bnq2`dn2

4a ď x, luego 0 ă n ď

b

4ax
d y

´
?

4ax´dn2´bn
2a ď m ď

?
4ax´dn2´bn

2a . Ahora, fijo n hay a lo más
?

4ax´dn2

a `1 posibilidades
para m, por lo que

Nqpxq ď

t

b

4ax
d u

ÿ

n“1

´ ?
4ax´dn2

a ` 1
¯

(7)

ď

t

b

4ax
d u

ÿ

n“0

?
4ax´dn2

a ´
?

4ax
a `

b

4ax
d(8)

ď

ż

b

4ax
d

0

?
4ax´dt2

a dt`
?

4ax
a ´

?
4ax
a `

b

4ax
d (pues el integrando es decreciente)(9)

“ 1
a

ż 1

0

4ax
d

a

1 ´ u2du`

b

4ax
d

ˆ

cambio de variables u “ t
b

4ax
d

˙

(10)

“ πx?
d

`

b

4ax
d .(11)

Observemos que con los cálculos anteriores tenemos un término
b

4ax
d que no puede

ser eliminado, por lo que con ese método no podemos deducir que las médidas cumplen
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la desigualdad
ż x

0
µpr0, tsq dt ď

ż x

0
µ1pr0, tsq dt.

Esta desigualdad es parte de la hipótesis en la versión de Oesterlé del lema 3.6, que se
encuentra en [Oe]. Oesterlé afirma que estas medidas cumplen la desigualdad, pero el
artículo al que cita no fue publicado. Watkins remedia esto dando la versión enunciada
del Lema 3.6 con integrales triples y probando que µ y µ1 están en sus hipótesis.

Proposición 3.8. Para todo x ě 0 las medidas µ y µ1 satisfacen
ż x

0

ż t3

0

ż t2

0
µpr0, t1sq dt1dt2dt3 ď

ż x

0

ż t3

0

ż t2

0
µ1pr0, t1sq dt1dt2dt3 .

Demostración. Veremos un esbozo de la prueba, los detalles se pueden ver en
[Wat].

Observemos primero que como Nqptq “ 0 para t ď
?
d

2 ver la desigualdad anterior es
igual a ver la siguiente,

(12)
ż x

0

ż t3

0

ż t2

0
Nqpt1q dt1dt2dt3 ď

ż x

0

ż t3

0

ż t2

0
π ` π?

d
pt1 ´

?
d

2 q dt1dt2dt3.

Sea ζqpsq “ 1
2

ř

pm,nqPZ2zp0,0q

qpm,nq´s, por (1) tenemos que

ÿ

pm,nqPZˆN˚

qpm,nq´s “ ζqpsq ´ apqq´sζp2sq.

ζq satisface las siguientes propiedades:

(a) ζq converge para ℜs ą 1 y se extiende de forma analítica a una función en el
plano complejo excepto por un polo en s “ 1 de residuo π?

d
. Más aún, la función

?
d

2π Γpsqζqpsq es invariante por el cambio de variable s ÞÑ 1 ´ s.
(b) Si ℜs “ 3

2 entonces |ζqpsq| ď 13
apqq

3
2

.

Se puede ver que la integral de la izquierda en (12) es

1
2πi

ż 2`i8

2´i8

`

ζqpsq ´ apqq´sζp2sq
˘ xs`3

sps` 1qps` 2qps` 3q
ds.

Como ζp2sq tiene ceros simples en los enteros negativos, el integrando tiene singu-
laridades evitables en s “ ´1, s “ ´2, s “ ´3. Por otra parte, ζqpsq solo tiene un polo
simple en s “ 1 de residuo π?

d
y ζp2sq tiene un polo simple en s “ 1

2 con residuo 1.
Si consideramos la región delimitada por ℜs “ ´1

2 y ℜs “ 2 vemos que esta encierra
los polos del integrando, los residuos son los siguientes:
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Resps “ 0q “ pζqp0q ´ ζp0qq
x3

6 “
`1

2 ` 1
2
˘ x

6

Resps “ 1
2q “

¨

˝´
1

apqq
1
2

˛

‚

8x
7
2

105

Resps “ 1q “

ˆ

π
?
d

˙

x4

24 .

La idea es ahora cambiar el dominio de integración por ℜs “ ´1
2 en lugar de usar

ℜs “ 2, y luego acotar absolutamente los dos términos de la integral usando la ecuación
funcional y la cota para ζq en ℜs “ 3

2 dadas en 3.7. La primera integral es
ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

1
2πi

ż ´
1
2 `i8

´
1
2 ´i8

ζqpsq
xs`3

sps` 1qps` 2qps` 3q
ds

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ď
d

4π2
2

2π

ż 8

0

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

Γp3
2 ` itq

Γp´1
2 ´ itq

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

x
5
2 13apqq

´
3
2

p´1
2 ` itqp1

2 ` itqp3
2 ` itqp5

2 ` itq

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

dt.

Por las propiedades de Γ esto es igual a

x
5
2apqq

´
3
2
d

4π3

ż 8

0

1
b

9
4 ` t2

b

25
4 ` t2

dt .

El valor de esta integral es aproximadamente 0.7981211 ď 4
5 , entonces se obtiene la cota

dx
5
2

11apqq
3
2

.
Con un método similar podemos acotar la segunda integral,

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

1
2πi

ż ´
1
2 `i8

´
1
2 ´i8

ζp2sqapqq´s xs`3

sps` 1qps` 2qps` 3q
ds

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ď
1
25apqq

3
4x

9
4 .

Lo visto hasta ahora implica que el lado izquierdo de (12) es menor o igual a

x3

6 ´
8x

7
2

apqq
1
2 105

`
πx4

24
?
d

`
dx

5
2

11apqq
3
2

`
apqq

3
4x

9
4

25 .

Por otra parte, el lado derecho de (12) es exactamente
ż x

0

ż t3

0

ż t2

0
π ` π?

d
pt1 ´

?
d

2 qdt1dt2dt3 “
πpx´

?
d

2 q3

6 ´
π

?
d

px´
?
d

2 q4

24

“
πx4

24
?
d

`
πx3

12 ´
3πx2?

d

16 `
5πxd

48 ´
7πd

3
2

384 .

Para probar el lema basta ver entonces que la cota obtenida para el lado izquierdo
es menor a la expresión obtenida para el derecho. Para eso separamos en dos casos,
recordando que apqq ď

b

d
3 y

?
d

2 ď 4 (el otro caso es trivial).
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Cuando x ď 9d
4apqq

entonces se puede refinar el argumento del inicio y obtener la
siguiente desigualdad sin integrar tres veces

Nqpt1q ď π `
π

?
d

˜

t1 ´

?
d

2

¸

“
π

2 `
πt1
?
d
.

Observemos que 7 nos da la desigualdad Nqpt1q ď πt?
d

` 3, que no es suficiente.

Cuando x ě 9d
4apqq

entonces consideramos α y β tales que a “
?
d
α y x “ β da . La

desigualdad de las integrales triples se traduce a:

´
8α4β

7
2

105 `
α3β3

6 `
α4β

5
2

11 `
α

3
2β

9
4

25 ď
πα3β3

12 ´
3πα2β2

16 `
5παβ

48 ´
7π
384 ,

que vale para todo que α ě
?

3 y β ě 9
4 .

□

Acabamos de ver que µ y µ1 están en las hipótesis del Lema 3.6. Finalmente obser-
vemos que para s con ℜpsq “ σ ą 1

µ̂psq “

ż

R˚
`

t´sd
ÿ

pm,nqPZˆN˚

δqpm,nq “
ÿ

pm,nqPZˆN˚

qpm,nq´s

y

µ̂1psq “

ż

R˚
`

t´sdµ1 “ π

˜?
d

2

¸´s

`
π

?
d

ż `8

?
d

2

t´sdt

“ π

˜?
d

2

¸´s

`
π

?
d

1
s´ 1

˜?
d

2

¸1´s

“ π

˜?
d

2

¸´s
ˆ

1 `
1

2ps´ 1q

˙

“ π
s´ 1

2
s´ 1

˜?
d

2

¸´s

.

Ejemplo 3.9. Consideremos las medidas

ν “

8
ÿ

n“1
δn y ν 1 “ δ1 ` µ1,

donde µ1 es la medida de Lebesgue en r1,8q; y sean µ y µ1 las imágenes vía t ÞÑ t2 de
ν y ν 1 respectivamente.

Para t ě 0 se tiene que νpr0, tsq ď ν 1pr0, tsq y por lo tanto µpr0, tsq ď µ1pr0, tsq @t ą 0,
esto implica que nuevamente estamos en las hipótesis del Lema 3.6.

Sea s tal que ℜpsq “ σ ą 1, calculemos µ̂psq y µ̂1psq.
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µ̂psq “

ż

R˚
`

t´2sdν “

8
ÿ

n“0
t´2s.

µ̂1psq “

ż

R˚
`

t´2sdν 1 “ 1 `

ż 8

1
t´2sdt “ 1 `

1
2s´ 1 “

s

s´ 1
2
.

4. Cota para J(U)*

A lo largo de esta sección vamos a asumir que σ ą 1. Recordemos las definiciones de
JpUq y JpUq˚.

‚GpU, sq “
ź

păU

Gppsq

‚JpUq “

ż σ`i8

σ´i8
ds´1γpsqψpsqGpU, sqps´ 1q´3 ds

2πi
‚GpU, sq˚ “ Gpsq ´GpU, sq

‚JpUq˚ “

ż σ`i8

σ´i8
ds´1γpsqψpsqGpU, sq˚ps´ 1q´3 ds

2πi

Haciendo el cambio de variables s ÞÑ s` 1
2 podemos escribir

JpUq˚ “

ż σ`i8

σ´i8
ds´

1
2γps` 1

2qψpγ ` 1
2qGpU, s` 1

2q˚ps´ 1
2q´3 ds

2πi.

Sea Hpxq “
şσ`i8
σ´i8 ds´

1
2γps` 1

2qx´sps´ 1
2q´3, recordemos que γps` 1

2q “ M s` 1
2 Γps` 1

2q2.
Observando que Γps ` 1

2q “ µ̂ps ` 1
2q para µ “ e´tt´1dt tenemos que Hpxq “ J

`

x
Md

˘

para µ1 “ µ2 “ µ, por lo tanto podemos usar el Lema 3.5 para ver que H es una función
positiva y decreciente en R˚

`.
Sea ahora φpsq “

ř8
n“0 ann

´s una serie de Dirichlet absolutamente convergente tal
que ψps` 1

2qGpU, s` 1
2q˚ ! φpsq, y tomemos x “ 1. Como H es positiva,

ż σ`i8

σ´i8
ds´

1
2γps` 1

2qφpsqps´ 1
2q´3 ds

2πi “

8
ÿ

n“0

ż σ`i8

σ´i8
ds´

1
2γps` 1

2qanps´ 1
2q´3 ds

2πi.

Acotando término a término vemos que

(13) |JpUq˚| ď

ż σ`i8

σ´i8
ds´

1
2γps` 1

2qφpsqps´ 1
2q´3.

El resultado anterior puede aplicarse al caso particular en que φ es el cuadrado de
la serie ζKpsq “

ř

qPQred
d

´

apqq´sζp2sq `
ř

pm,nqPZˆN˚ qpm,nq´s
¯

quitando los términos
de la forma apqq´sapq1q´sζp2sq2 donde apqqapq1q ă U , veamos esto.

Por la condición (C1) ψpsq ! ζp2s´ 1q2 y Gpsq !

ˆ

ζKps´
1
2 q

ζp2s´1q

˙2
, por lo tanto

ψps` 1
2qGpU, s` 1

2q˚ ! ζKpsq2 ´ ζp2sq2GpU, s` 1
2q ! φ
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pues los módulos de los términos de GpU, s` 1
2q están acotados por los de ζKpsq2

ζp2sq2 .
Como en el capítulo 1 vimos que

ζKpsq

ζp2sq “
ź

p

1 ` p´s

p1 ´ χppqp´sq
“

ÿ

qPQred
dK

˜

apqq´s `
ÿ

pm,nqPZˆN˚

mcdpm,nq“1

qpm,nq´s

¸

,

resulta que podemos quitarle a ζKpsq2 los elementos de la forma apqqapq1qζp2sq2 con
apqqapq1q ă U .

Proposición 3.10. Recordemos que h corresponde al número de clases del cuerpo
cuadrático K. Se cumple que

|JpUq˚| ď J1 ` J2 ` J3,

donde

J1 “ h2
ż σ`i8

σ´i8
ds´

1
2γps` 1

2qU´ss2ps´ 1
2q´5 ds

2πi(14)

J2 “ 2πh
ż σ`i8

σ´i8
2sd

s´1
2 γps` 1

2q
1

s´ 1

˜

ÿ

qPQred
d

apqq´s

¸

ζp2sqps´ 1
2q´2 ds

2πi(15)

J3 “ π2 h
2

?
d

ż σ`i8

σ´i8
22sγps` 1

2q
1

ps´ 1q2 ps´ 1
2q´1 ds

2πi(16)

Demostración. Ya vimos que |JpUq˚| ď
şσ`i8
σ´i8 ds´ 1

2γps ` 1
2qφpsqps ´ 1

2q´3 pa-
ra φpsq igual a ζKpsq eliminando los términos de la forma apqq´sapq1q´sζp2sq2 tales
que apqqapq1q ă U . Ahora separaremos φ en términos de la forma apqq´sapq1q´sζp2sq2,

ř

pm,nqPZˆN˚

qpm,nq
ř

pm1,n1qPZˆN˚

q1pm1, n1q, y apqq´sζp2sq
ř

pm,nqPZˆN˚

qpm,nq. Por simplicidad

les llamaremos términos de tipo 1, tipo 2 y tipo 3 respectivamente y notaremos φi a la
suma sobre todos las formas q, q1 P Qredd de elementos de tipo i.

Observación 3.11.
(1) Podemos cambiar los términos de tipo 1 por U´sζp2sq2 pues φ eliminó los

apqqapq1q menores a U .
(2) El Lema 3.6 aplicado al ejemplo 3.7 nos permite reemplazar

ř

pm,nqPZˆN˚

qpm,nq

por π s´
1
2

s´1 2sd´ s
2 para cada forma q P Qredd , y el mismo lema aplicado al ejemplo

3.9 nos permite reemplazar ζp2sq2 por
ˆ

s

s´
1
2

˙2
.

(3) Los dos puntos anteriores nos permiten reemplazar términos del tipo 1 por el
término U´ss2 1

´

s´
1
2

¯2 , hay a lo más h2 términos de este tipo.

(4) Análogamente, podemos reemplazar términos de tipo 2 por apqqζp2sqπ s´
1
2

s´1 2sd´ s
2 .
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(5) Por último podemos reemplazar cada término del tipo 3 por π2
ˆ

s´
1
2

s´1

˙2
22sd´s,

hay h2 términos de este tipo.

Aplicando la observación previa obtenemos lo siguiente:
(J1) Por el ítem 3

ż σ`i8

σ´i8
ds´

1
2γps` 1

2qφ1psqps´ 1
2q´3 ds

2πi ď J1.

(J2) Por el ítem 4
ż σ`i8

σ´i8
ds´

1
2γps`

1
2qφ2psqps´ 1

2q´3 ds

2πi ď

ż σ`i8

σ´i8
ds´

1
2γps` 1

2q

¨

˝

ÿ

qPQred
d

apqq

˛

‚ζp2sqπ
s´ 1

2
s´ 1 2sd´ s

2 ps´ 1
2q´3 ds

2πi ď J2.

(J3) Por el item 5
ż σ`i8

σ´i8
ds´

1
2γps` 1

2qφ3psqps´ 1
2q´3 ds

2πi ď J3,

de donde se deduce la proposición. □

Para finalmente hallar las cotas para J1, J2, J3 necesitamos una proposición más.

Proposición 3.12. Para todo x ą 0 y ε tal que 0 ă ε ď 1
2 se satisfacen las siguientes

desigualdades.
(1)

ż σ`i8

σ´i8
xss2ps´ 1

2q´5 ds

2πi ď

„

1
4!

B

Bs4 pxss2q `
1
3!

B

Bs2 pxsq

ȷ

s“
1
2

.

(2)
ż σ`i8

σ´i8
xs

1
s´ 1ps´ 1

2q´2 ds

2πi ď 4x.

(3)
ż σ`i8

σ´i8
xs

1
ps´ 1q2 ps´ 1

2q´1 ds

2πi ď
x1`ε

ε
.

Demostración. Por simplicidad denotemos por Fi al integrando del ítem (i), pa-
ra probar la proposición podemos aplicar en cada caso el Teorema de los Residuos.
Observemos que de forma similar a lo que ocurre para el lema 3.4, cuando x ă 1 las
singularidades son evitables y las integrales nulas. Supongamos entonces que x ě 1.
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(1)
ż σ`i8

σ´i8
xss2ps´ 1

2q´5 ds

2πi “

ż

DR

xss2ps´ 1
2q´5 ds

2πi ´

ż

γR
xss2ps´ 1

2q´5 ds

2πi
“ p2πiqRes

`

F1,
1
2
˘

tomando límite R Ñ 8

“
1
4!

„

B

Bs4 pxss2q

ȷ

s“
1
2

ď

„

1
4!

ˆ

B

Bs4 pxss2q

˙

`
1
3!

B

Bs2 pxsq

ȷ

s“
1
2

(2) De forma similar
ż σ`i8

σ´i8
xs

1
s´ 1ps´ 1

2q´2 ds

2πi “ Res pF2, 1q ` Res
`

F2,
1
2
˘

“ 4x`
log xxsps´ 1q ´ x2

ps´ 1q2

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

s“
1
2

“ 4x´ 2 log x
?
x´ 4

?
x

ď 4x.

(3) Como el integrando F3psq “ xs
´

1
ps´1q2

¯2
ps´ 1

2q´1 no tiene polos en ℜs ą 1 y las
integrales sobre los segmentos tσ ě ℜs ě σ ` ε, ℑs “ ˘Ru tienden a 0 cuando
R Ñ 8, por el Teorema de los residuos la integral

ż σ`i8

σ´i8
F3psq

ds

2πi “

ż σ`ε`i8

σ`ε´i8
F3psq

ds

2πi
es positiva. Sean

F4psq :“ xs
1

ps´ 1q2 ´ ε2
`

s´ 1
2
˘´1

, Ipsq :“ xs
`

s´ 1
2
˘´1

“ F3psqps´ 1q2 ,

entonces,
ż σ`i8

σ´i8
F3psqds “

ż σ`ε`i8

σ`ε´i8
ℜF3psqds

“

ż σ`ε`i8

σ`ε´i8
ℜIpsqℜ

ˆ

1
ps´ 1q2

˙

´ ℑIpsqℑ
ˆ

1
ps´ 1q2

˙

ds

ď

ż σ`ε`i8

σ`ε´i8
ℜIpsqℜ

ˆ

1
ps´ 1q2 ´ ε2

˙

´ ℑIpsqℑ
ˆ

1
ps´ 1q2

˙

ds

“ ℜ
ż σ`ε`i8

σ`ε´i8
F4psq

ds

2πids

“

ż σ`ε`i8

σ`ε´i8
F4psq

ds

2πids.
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Por último,

ż σ`i8

σ´i8
F3psq

ds

2πi ď

ż σ`ε`i8

σ`ε´i8
xs

1
ps´ 1 ` εqps´ 1 ´ εq

ps´ 1
2q´1 ds

2πi
“ Res pF4psq, 1 ` εq ` Res pF4psq, 1 ´ εq

“ x1`ε p1 ` εq2

2ε p1
2 ` εq´1 ´ x1´ε p1 ´ εq2

2ε p1
2 ´ εq´1

ď x1`ε p1 ` εq2

2ε p1
2 ` εq´1

“
x1`ε

ε` 2ε2

ď
x1`ε

ε
.

□

Proposición 3.13.

(a) J1 ď C4
h2

?
U

`

| log dM
U | ` 3

˘4, donde C4 “ M
96 .

(b) J2 ď C5h
ř

qPQred
d

apqq´1, donde C5 “ 2π4

3 M
3
2 .

(c) J3 ď C6
h2
?
d
, donde C6 “ 4π2eM

3
2 supp2, logp4Mqq

Demostración.

(a) Usando Fubini y la proposición previa

J1 “ h2
?
d

ż σ`i8

σ´i8
Γ2ps`

1
2q

ˆ

dM

U

˙s

s2ps´ 1
2q´5 ds

2πi

“ h2
?
d

ż 8

0

ż 8

0
e´t1e´t2 1

?
t1t2

ż σ`i8

σ´i8
Γ2ps` 1

2q
`

t1t2dM
U

˘s
s2ps´ 1

2q´5 ds

2πidt1dt2

ď

«

h2
?
d

ż 8

0

ż 8

0
e´t1e´t2 1

?
t1t2

” 1
4!

B

Bs4

´

`

dMt1t2
U

˘s
s2

¯

`

1
3!

B

Bs2

ˆ

dMt1t2
U

˙s
ı

s“
1
2
dt1dt2

ff

“ h2M
U

«

1
4!

B

Bs4

˜

Γps` 1
2q2 `

dM
U

˘s´ 1
2 s2

¸

` 1
3!

B

Bs2

˜

Γps` 1
2q2 `

dM
U

˘s´ 1
2

¸ff

s“
1
2

Haciendo este último cálculo se ve que J1 ď 1
96P plog dm

U q donde P es un
polinomio mónico de grado 4 y los coeficientes de sus monomios de grado d

menor o igual a 3 están acotados por
`

M
96

˘d 34´l, esto implica (a).
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(b) Por Fubini

J2 “

„

πh
?
d

ż 8

0

ż 8

0
e´t1e´t2

?
t1

?
t2

ż σ`i8

σ´i8

˜

ÿ

qPQred
d

apqq´s

¸

˜

8
ÿ

n“0
n´2s

¸

´

2M
?
dt1t2

¯s s

s´ 1ps´
1
2q´3 ds

2πidt1dt2
ȷ

.

Como ζp2sq y
ř

qPQred
d

apqq´s convergen absolutamente, la integral conmuta con las

sumas y por lo tanto, de aplicar la proposición previa resulta

J2 “ πh

ż 8

0
e´t8

´

ÿ

qPQred
d

apqq´1
¯

ζp2q2Mtdt1dt2 “
16πh
?
d

´

ÿ

qPQred
d

apqq´1
¯

γp3
2qζp2q.

(c) Por Fubini J3 es

J3 “
π2

4
h2
?
d

ż 8
ş8

0

0
e´t1e´t2

?
t1

?
t2

ż σ`i8

σ´i8
p4Mt1t2qs

´ s

s´ 1

¯2
ps´ 1

2q´3 ds

2πidt1dt2.

Por la proposición previa

J3 ď
π2

4
h2
?
d

ż 8

0

ż 8

0
e´t1e´t2

?
t1

?
t2

4
ε

p4Mt1t2q1`εdt “
4π2h2

?
d
M

3
2 Γp

3
2 ` εq2 p4Mqε

ε

para ε ď 1
2 . Tomemos ε “ psupp2, logp4Mqqq

´1, en este caso

Γp
3
2 ` εq2 ď 1 y p4Mqε ď e

y eso concluye (c).
□

5. Elección de U

Fijemos U “

´ ?
d

2

¯
1
m donde m es el mínimo entero que satisface m2 `m ě h

2 si h ‰ 4
y m “ 3

2 si h “ 4.

Lema 3.14. Existe a lo sumo un primo p ď U que descompone en K, y si tal primo

existe entonces p ě
`

d
4

˘

1
h .

Sea q el divisor primo más grande de d, entonces q ě U.

Demostración. Supongamos que existen p y p1 en las hipótesis del lema. Entonces
1 ` p´s

1 ´ p´s

1 ` p1´s

1 ´ p1´s
!

ź

p primo

1 ` p´s

1 ´ χppqp´s
“
ζKpsq

ζp2sq .

Observemos que plp1l1 ď máxtp, p1ul`l
1

ď
?
d

2 para todo par pl, l1q P N2 tal que l` l1 ď tmu

(tmu ‰ m solo si h “ 4). Escribamos

1 ` p´s

1 ´ p´s

1 ` p1´s

1 ´ p1´s
“ p1 ` psqp1 ` p1sq

8
ÿ

l“0
p´ls

8
ÿ

l1“0
p1´l1s “:

8
ÿ

n“0
cnn

´s
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Por 1.37 (b)
ř

nď
?

d
2

cn ď h.

Como los pares pl, l1q P L “ tp0, 0q, p0, tmuq, ptmu, 0q, ptmu ´ 1, 1q, p1, tmu ´ 1qu satisfacen
l ` l1 ď tmu, tenemos que

ÿ

pl,l1qPL

cplpl1 ď h,

de donde

1 ` 2tmu ` 2tmu ` 4 tmuptmu ´ 1q

2 ď
ÿ

pl,l1qPL

cplpl1 ď h.

Pero, por otra parte,

1 ` 2tmu ` 2tmu ` 4 tmuptmu ´ 1q

2 “ 1 ` 2tmu ` 2tmu2 ą h

por hipótesis, lo cual lleva a una contradicción. La desigualdad p ě
`

d
4

˘

1
h para todo

primo p que descompone fue probada en 1.37 (a), resta entonces ver la última parte del
lema.
Sea q el mayor divisor primo de d, en 1.30 mencionamos la siguiente proposición:

Sea T “ #tp primo : p | du , entonces 2T´1 | h,

de la cual se deduce que T ď 2m, en caso contrario 22m | h ď 2pm`m1q y esta desigualdad
solo se cumple para m “ 0. Como d ó d

4 es libre de cuadrados, debe existir un divisor
primo mayor a

`

d
4

˘

1
T . □

Lema 3.15. Sea P pdq “ tp primo : p | duztqu y V “
`

d
4

˘

1
h . Entonces

(1) 1 ď
ř

qPQred
d

apqq´1 ď α1
ś

pPP pdq

`

1 ` p´1˘

, donde α1 “
`

1 ` h
U

˘

´

1`V ´1

1´V ´1

¯

.

(2) |GpU, 1q ě α2
ś

pPP pdq

|Gpp1q|, donde α2 “

˜

1`V ´ 1
2

1´V
´

1
2

¸2

.

(3) ℜ
´

G1pU,1q

GpU,1q

¯

ě
ř

pPP pdq

ℜ
´

G1
ppU,1q

GppU,1q

¯

´ α3, donde α3 “ 4V ´
1
2

1´V ´1 log V .

(4) sup
sP∆

|GpU,sq|

|GpU,1q|
ď α4

ś

pPP pdq

p1 ´ p´
1
4 q´2, donde α4 “

p1`V
´

1
2 q2

p1´V
1
4 q4

.

Demostración.
(1) Ver [Oe, pág. 318].
(2) |GpU, 1q| “

ś

păU
|Gpp1q|, por (C1) |Gpp1q| ď

1`p´ 1
2

1´χppqp´ 1
2

,y |Gpp1q| ě 1 pues los

α, α, β, β tienen módulo menor o igual a ?
p. Luego,
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|GpU, 1q| “
ź

pPP pdq

|Gpp1q|
ź

pPP pdq

pąU

|Gpp1q|´1
ź

păU

χppq“1

|Gpp1q|
ź

păU

χppq“´1

|Gpp1q|

ě
ź

pPP pdq

|Gpp1q|
ź

păU

χppq“1

|Gpp1q|´1

ě
ź

pPP pdq

|Gpp1q|

¨

˝

1 ´ V ´
´1
2

1 ` V
´1
2

˛

‚

2

,

esta última desigualdad se deduce de la condición (C1) y del lema 3.14, ya que

GpU, 1q !
ź

păU

¨

˝

1 ` p´
1
2

1 ´ χppqp
1
2

˛

‚

2

y p ď U descompone ñ p ą V.

(3)

ℜG
1pU, 1q

GpU, 1q
“

ÿ

păU

„

d

ds
log |Gppsq|

ȷ

s“1

ě
ÿ

pPP pdq

” s

ds
log |Gppsq|

ı

s“1
`

„

d

ds
log |Gqpsq|´1

ȷ

s“1

ě
ÿ

pPP pdq

” s

ds
log |Gppsq|

ı

s“1
`

«

d

ds
log

ˆ

1 ´ q´s

1 ` q´s

˙2
ff

s“1

ě
ÿ

pPP pdq

” s

ds
log |Gppsq|

ı

s“1
` 2

ˆ

1 ` q´1

1 ´ q´1

˙

p1 ` q´1q ` p1 ´ q´1q

p1 ` q´1q2 log qq´1

ě
ÿ

pPP pdq

” s

ds
log |Gppsq|

ı

s“1
`

4 log qq´1

p1 ´ q´1qp1 ` q´1q
log qq´s

ě
ź

pPP pdq

ℜ
G1
pp1q

Gpp1q
` 4log V V ´

1
2

1 ´ V ´1 .

(4) Por la parte (a)

|GpU, sq|

|GpU, 1q|
ď

p1 ` V ´ 1
2 q2

p1 ` V ´
1
4 q2p1 ´ V ´

1
4 q2

ź

pPP pdq

|Gppsq|

|Gpp1q|

ź

păU

pRP pdq

|Gppsq|.

Por el lema 3.14 y la condición (C1)

|GpU, sq|

|GpU, 1q|
ď

p1 ` V ´ 1
2 q2

p1 ` V ´
1
4 q2p1 ´ V ´

1
4 q2

1 ` V
1
2 ´s

1 ´ V
1
2 ´s

ź

pPP pdq

|Gppsq|

|Gpp1q|
.
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Ahora recordemos que s P ∆ y ℜs ě 3
4 pues ν ď 1

4 . Podemos considerar ℑs lo
suficientemente pequeña, de forma que para s P ∆ se cumpla

|GpU, sq|

|GpU, 1q|
ď

p1 ` V ´ 1
2 q2

p1 ` V ´
1
4 q2p1 ´ V ´

1
4 q2

1 ` V ´ 1
4

1 ´ V ´ 1
4

ź

pPP pdq

p1 ´ p´ 1
4 q,

que es lo que deseamos.
□

Teorema 3.16. Existe una constante C8 ą 0 que depende de M y ψ pero no de
G,K, h o d, tal que

C8h ě ı́nf

$

&

%

1,
ź

pPP pdq

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

Gpp1q

1 ` p´1

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

,

.

-

log d.

Demostración. Sabemos que |JpUq˚| ď J1 ` J2 ` J3, por la proposición 3.13
tenemos las siguientes desigualdades,

J1 ď C4
h2

?
U

ˆ

| log dM
U

| ` 3
˙4

J2 ď C5h
ÿ

qPQred
d

apqq´1 J3 ď C6
h2
?
d

Por la parte 1. del lema 3.15

|JpUq˚| ď J1 ` C5h
ÿ

qPQred
d

apqq´1 ` J3 ď C6
h2
?
d

ď C5h
ź

pPP pdq

p1 ` p´1q

˜

α1 `
C4
C5

h
?
U

ˆ

| log dM
U

| ` 3
˙4

`
C6
C5

h
?
d

¸

.

Recordemos que

JpUq “ C1GpU, 1q

ˆ

log d` ℜG
1pU, 1q

GpU, 1q
` C2

˙

` J∆pUq

donde |J∆| ď C3sup
sP∆

|GpU, sq|, por las partes 2, 3 y 4 del lema previo

|JpUq| ě |C1|α2
ź

pPP pdq

|Gpp1q|

ˆ

log d` ℜG
1pU, 1q

GpU, 1q
` C2

˙

` J∆

ě |C1|α2
ź

pPP pdq

|Gpp1q| log d
˜

1 `
1

log d

«

ÿ

pPP pdq

ℜ
G1
pp1q

Gpp1q
´ α3 ` C2

ff¸

` J∆

ě |C1|α2
ź

pPP pdq

|Gpp1q| log d
˜

1 `
1

log d

«

ÿ

pPP pdq

ℜ
G1
pp1q

Gpp1q
´ α3 ` C2´

C3
|C1|

sup
sP∆

Gpu, sq

GpU, 1q

ff¸

ě |C1|α6 log d
ź

pPP pdq

|Gpp1q|,
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donde

α6 :“ α2

¨

˝1 `
1

log d

»

–

ÿ

pPP pdq

ℜ
G1
pp1q

Gpp1q
´ α3 ` C2 ´

C3α4
|C1|

ź

pPP pdq

p1 ´ p´ 1
4 q´2

fi

fl

˛

‚.

Sabemos que T “ #P pdq es tal que 2T´1|h, en consecuencia está acotado por la vacuación
2-ádica de h, de esto se deduce que existe λ0 P R` tal que para todo λ ě λ0, si d ě eλh

entonces
α6 ą 0 y α5

α6
ď 1 ` C7

donde C7 es una constante efectivamente calculable que depende solamente de λ, ψ y M
, y tiende a 0 cuando λ tiende a `8.
El teorema se sigue de la igualdad JpUq “ ´JpUq˚ tomando

C8 “ suptλ,
C5

|C1|
p1 ` C7pλqqu.

□

6. Conclusión

En este capítulo obtuvimos una cota para hpdq, asumiendo la existencia de ψ,M y
G en las condiciones (C1). . . (C4). La constante obtenida en el Teorema 3.16 depende
de ψ y M pero no del cuerpo cuadrático K o su discriminante d, ni tampoco de G.

En el capítulo siguiente veremos que si conocemos una forma nueva de peso 2 y nivel
N con un cero de orden 3 en s “ 1, entonces podemos definir ψ y M que dependen sólo
de f . Además, para todo discriminante d tal que χdpNq “ ´1 podemos definir G. Más
precisamente, tendremos la siguiente Proposición.

Proposición. Sea f una forma nueva de peso 2 y nivel N tal que Lpf, sq tiene
un cero de orden al menos 3 en s “ 1. Sea K un cuerpo cuadrático imaginario de
discriminante d coprimo con N tal que χdpNq “ ´1. Entonces la constante M “ N

4π2

y las series de Dirichlet ψpsq “ Lpf, sqLpf b λ, sq y Gpsq “ Lpf b χ, sqLpf b λ, sq´1

satisfacen las condiciones (C1),(C2),(C3),(C4).

Esto quiere decir que si consideramos K en la familia K´
N de los cuerpos cuadráticos

imaginarios cuyo discriminante es coprimo con N y satisfacen χdpNq “ ´1, de la exis-
tencia de ψ,M y G se deduce la existencia de una constante C8 como en el Teorema 3.16
para K. Como C8 no depende de K, la misma constante es válida para toda la familia.

Finalmente observemos que para cuerpos en K´
N , la Proposición 2.25 implica que

tenemos la cota |Gpp1q| ě 1 `p´ t2?
pu para los factores de Euler de G. Ahora podemos

aplicar el Teorema 3.16 a dicha familia para acotar el número de clases de forma efectiva,
lo que obtenemos es el Teorema de Goldfeld para K´

N .

Teorema (Goldfeld). Supongamos que existen M,ψ y GK para todo K P K´
N que

satisfacen las condiciones (C1)-(C4). Entonces, para todo discriminante ´d de un cuer-
po cuadrático imaginario en K´

N existe una constante C ą 0 efectivamente calculable,
que depende sólo de M y ψ tal que

ϑpdq log d ď Chp´dq;
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donde
ϑpdq “

ź

pPP pdq

ˆ

1 ´
r2?

ps

p` 1

˙

.



Capítulo 4

Construcción de una forma modular para el Teorema de
Goldfeld

En el capítulo anterior vimos el Teorema 3.16, que asumiendo la existencia de series
de M,ψ y GK en las condiciones (C1)-(C4) establece la existencia de una constante C8
que depende solo de M y ψ tal que

C8h ě ı́nf

$

&

%

1,
ź

pPP pdq

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

Gpp1q

1 ` p´1

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

,

.

-

log d.

El último paso en el trabajo de Oesterlé en [Oe] es definir estos tres elementos asumiendo
la existencia de una L´serie con un cero de orden al menos 3, esto último es un corolario
del Teorema de Gross-Zagier.

1. Teorema de Oesterlé para la familia K´
N

Sea f una forma modular de peso 2 y nivel N , fijamos

M “
N

4π2 y ψpsq “ Lpf, sqLpf b λ, sq.

Consideremos K´
N el conjunto de cuerpos cuadráticos imaginarios de discriminante co-

primo con N y tal que el carácter cuadrático asociado χ satisface χp´Nq “ 1. Para
K P K´

N se define GK “ Lpf b χ, sqLpf b λ, sq´1.

Observación 4.1. Por lo visto en el capítulo 2

Gp1q “ Gp0q “

ź

p|Nd2

p1 ´ appfqχppqq´1
ź

p∤Nd2

p1 ´ appfqχppq ` pq´1
ź

p|N

p1 ` appfqq
ź

p∤N
p1 ` appfq ` pq,

si p ramifica, como el discriminante es coprimo con N , Gpp1q “ 1`appfq`p, además
appfq P Z está acotado por |appfq| ď 2?

p (2.25) por lo que |Gpp1q| ě 1 ` p´ t2?
pu.

Proposición 4.2. Sea f una forma nueva de peso 2 y nivel N tal que Lpf, sq tiene
un cero de orden al menos 3 en s “ 1, y sea K P K´

N . Entonces la constante M “ N
4π2

y las series de Dirichlet ψpsq “ Lpf, sqLpf b λ, sq y Gpsq “ Lpf b χ, sqLpf b λ, sq´1

satisfacen las condiciones (C1),(C2),(C3),(C4) del Capítulo 3.

Demostración.
61
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(C1) Como mcdpN, d2q “ 1 por 2.29 se tiene que

anpf b χq “ anpfqχpnq y anpf b λq “ anpfqλpfq,

para todo n ą 0. Además,

ψpsq “ LpSym2 f, 2sq
ź

p∤N
p1 ´ p1´2sq “

8
ÿ

n“0
a2
nn

´2s
ź

p∤N

1 ` p1´2s

1 ´ p1´2s .

Como |appfq| ď 2?
p para todo primo p,

ψpsq ! 4
8
ÿ

n“0
n1´2sζp2s´ 1q

ź

p|N

1 ´ p1´2s

1 ` p1´2s

ź

p∤N
p1 ´ p1´2sq´1

! ζp2s´ 1q2.

Finalmente

GKpsq “

«

ź

p∤Nd2

p1 ´ appfqχppqp´sq´1
ź

p∤Nd2

p1 ´ apχppqp´s ` p1´2sq

ź

p|N

p1 ` app
´sq

ź

p∤N
p1 ` app

´s ` p1´2sq

ff

!

«

ź

p∤Nd2

p1 ´ χppqp
1
2 ´sq´1

ź

p∤Nd2

p1 ´ χppqp
1
2 ´s ` p1´2sq

ź

p|N

p1 ` app
1
2 ´sq

ź

p∤N
p1 ` p

1
2 ´s ` p1´2sq

ff

!

˜

ζKps´ 1
2q

ζp2sq

¸2

.

(C2) Es inmediato.
(C3) Se deduce de la ecuación funcional 2.27
dsγpsqψpsqGKpsq “ Λpf, sqΛpf b χ, sq “ εpfqεpf b χqΛpf, 1 ´ sqΛpf b χ, 1 ´ sq.

El lado derecho tiene un cero de orden al menos 3 en s “ 1 y por (15) el signo
de la ecuación funcional es χp´Nqε2pfq “ 1, por lo tanto el orden del cero es al
menos cuatro.

(C4) ψpsq “ LpSym2 f, 2sq
ś

p∤N
p1 ´ p1´2sq satisface (2.33) y por lo tanto admite una

extensión holomorfa sobre un entorno de H1. Además, por la observación 2.34 ψ
tiene un cero simple en s “ 1.

□

La proposición permite aplicar lo visto en el capítulo anterior a la familia K´
N de

cuerpos cuadráticos de discriminante coprimo con N que además satisfacen χp´Nq “ 1.
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Recordemos que la constante C8 en el teorema 3.16 está definida como

C8 “ suptλ,
C5

|C1|
p1 ` C7qu,

donde C1 es el valor de γpsqψpsq

s´1 en s “ 1, C5 “ 2π4

3 M
1
2 y C7 es una constante efectiva.

El valor de C1 es finito, pues ψ tiene un cero de orden simple en s “ 1 y Γp1q “ 1.
Observemos que

γpsqψpsq

s´ 1 “

M sΓ2psqLpSym2 f, 2sq
ś

p∤N
p1 ´ p1´2sq

s´ 1

“
`

N
4π2

˘s ź

p∤N
p1 ´ p1´2sq

Γ2psqΛpSym2 f, 2sqN´2sp2πq2sΓp2sq´1Γpsq´1πs

s´ 1

“ N´sΓpsqΓp2sq´1πsΛpSym2 f, 2sqpps´ 1qζp2s´ 1qq´1
ź

p|N

p1 ´ p´1q´1.

Como Γp2q “ Γp1q “ 1 y ζ tiene un polo simple con residuo simple en s “ 1 esto nos
queda

C1 “
γpsqψpsq

s´ 1 “ N´1π
ź

p|N

p1 ´ p´1q´1ΛpSym2 f, 2q.

De la prueba de 2.33 se puede deducir el valor en s “ 1 de ΛpSym2 f, 2sq,

ΛpSym2 f, 2q “ 2N
ż

D0

fpzqfpzqdxdy,

luego
C1 “ 2π

ź

p|N

p

p´ 1

ż

D0

fpzqfpzqdxdy

y por la definición de M
C5 “

π

12N
3
2 .

El Teorema de Gross-Zagier, que no enunciaremos aquí, tiene como corolario el si-
guiente resultado:

Corolario 4.3. Sea E0 : ´139y2 “ x3 ` 4x2 ´ 48x ` 80 la curva elíptica sobre Q
de conductor 37 ¨ p139q2 y rango g “ 3, su L´serie asociada LE0psq tiene un cero triple
en s “ 1.

La L´serie anterior está asociada a la forma modular f1 “ f0bχ0, donde χ0 “
`

´139
¨

˘

y f0 es una forma nueva de peso 2 y nivel 37 tal que f0
`

´1
37τ

˘

“ ´37τ2f0pτq. Haciendo los
cálculos para la forma f1 Oesterlé obtiene la cota C “ 7000 en el Teorema de Goldfeld:

Teorema 4.4 (Oesterlé).

hpdq ą 1
7000plog |d|q

ź

p|d

p‰d

´

1 ´
r2?

ps

p`1

¯

.
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Usando, en cambio, la curva elíptica 5077.a1 de conductor 5077 hallada por Brumer
y Kramer, Oesterlé computa C “ 55 para discriminantes coprimos con 5077. Para poder
usar dicha curva era necesario mostrar su modularidad y que la L-serie tiene un cero de
orden 3 en s “ 1; lo cual probaron más adelante Oesterlé, Mestre y Serre.

2. Comentario sobre el caso general

Sea K un cuerpo cuadrático imaginario de discriminante ´d y carácter χd, y sean
f0, f1 las formas modulares descritas anteriormente.

Cuando χdp´37q “ ´1 (o equivalentemente χp37q “ 1) la proposición 1.37 nos dice
que 37h ě d

4 , tomando logaritmo, h log 37 ě log d
4 .

Cuando χdp´37q “ 1, como d P K´
N estamos en las hipótesis de la sección anterior.

Cuando χdp´37q “ 0, el resultado obtenido para la familia K´
N puede ser modificado

levemente de forma que valga cambiando la condición χdp´Nq “ ´1 por εpfbχdq “ εpfq.
En este caso se toma ψpsq “

ś

p
ψppsq la serie de Dirichlet tal que ψp es el p´ésimo factor

de Euler de
"

Lpf b χd, sq si p2 | mcdpN, d2q

Lpf, sqLpf b λ, sq en otro caso ,

M “

?
NNχ

4π2d , donde Nχd
es el nivel de f b χd y Gpsq “ Lpf, sqLpf b χd, sqψpsq´1.

Si se ve entonces que εpf1 b χdq “ εpfq cuando χdp37q “ 0, se obtiene una cota efectiva
para la familia de todos los cuerpos cuadráticos.

εpf0q “ 1 y εpf1q “ χ0p´37q “ ´1.
Si χdp´37q “ 0: εpf1 b χdq “ εpf0 b χ0χdq “ ´1.

3. Resultados de Mark Watkins

Con los resultados de Oesterlé se dió la clasificación de cuerpos cuadráticos imagi-
narios para el número de clases h “ 3, pero observemos que la cota dada por Goldfeld-
Oesterlé es equivalente a

d ď exp p´Cθpdqhp´dqq,

es decir que es una cota exponencial para d. Con la cota de Oesterlé tenemos para
hp´dq ď 100

d ď exp
˜

7000 ¨ 100
ź

pď13

ˆ

1 ´
r2?

ps

p` 1

˙´1
¸

ď exp 268800000.

Watkins modificó la técnica utilizada por Oesterlé para encontrar una cota efectiva en
el Teorema de Goldfeld. En lugar de considerar la curva elíptica dada por Gross-Zagier
o incluso la dada por Brumer-Kramer, utiliza funciones L de Dirichlet con ceros de
parte imaginaria suficientemente pequeña. Con esta técnica, para h ď 100 elimina la
posibilidad de encontrar discriminantes d mayores a 2162 con número de clases h.

La tabla 1 corresponde a la clasificación dada por Watkins para h ď 100, una ob-
servación es que no hay cuerpos con “número de clases pequeño” y un discriminante
“excepcional” que sea anormalmente grande, lo cual es consistente con la Hipótesis de
Riemann.

http://www.lmfdb.org/EllipticCurve/Q/5077/a/1
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h # Mayor dK h # Mayor dK h # Mayor dK h # Mayor dK h # Mayor dK
1 9 163 21 85 61483 41 109 296587 61 132 606643 81 228 1030723
2 18 427 22 139 85507 42 339 280267 62 323 647707 82 402 1446547
3 16 907 23 68 90787 43 106 300787 63 216 991027 83 150 1074907
4 54 1555 24 511 111763 44 691 319867 64 1672 693067 84 1715 1225387
5 25 2683 25 95 93307 45 154 308323 65 164 703123 85 221 1285747
6 51 3763 26 190 103027 46 268 462883 66 530 958483 86 472 1534723
7 31 5293 27 93 103387 47 107 375523 67 120 652723 87 222 1261747
8 131 6307 28 457 126043 48 1365 335203 68 976 819163 88 1905 1265587
9 34 10627 29 83 166147 49 132 393187 69 209 888427 89 192 1429387
10 87 13843 30 255 134467 50 345 389467 70 560 811507 90 801 1548523
11 41 15667 31 73 133387 51 159 546067 71 150 909547 91 214 1391083
12 206 17803 32 708 164803 52 770 439147 72 1930 947923 92 1248 1452067
13 37 20563 33 101 222643 53 114 425107 73 119 886867 93 262 1475203
14 95 30067 34 219 189883 54 427 532123 74 407 951043 94 509 1587763
15 68 34483 35 103 210907 55 163 452083 75 237 916507 95 241 1659067
16 322 31243 36 668 217627 56 1205 494323 76 1075 1086187 96 3283 1684027
17 45 37123 37 85 158923 57 179 615883 77 216 1242763 97 185 1842523
18 150 48427 38 237 289963 58 291 586987 78 561 1004347 98 580 2383747
19 47 38707 39 115 253507 59 128 474307 79 175 1333963 99 289 1480627
20 350 58507 40 912 260947 60 1303 662803 80 2277 1165483 100 1736 1856563

Cuadro 1. Tabla para h ď 100
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