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Resumen

En los dltimos anos se ha demostrado que ciertas propiedades de las amplitudes de
dispersion, conocidas como teoremas soft, pueden entenderse en términos de simetrias
que actian sobre estados asintdticos. Siguiendo esta linea de investigacién, en esta
tesis estudiamos los teoremas soft de la electrodinamica con espinores sin masa y
discutimos las simetrias correspondientes. A pesar de la relevancia de esta teoria,
hasta ahora no se habia realizado un anélisis completo de sus simetrias asintéticas.
En particular, presentamos por primera vez las cargas asintéticas asociadas a los

electrones soft y realizamos un primer anélisis de las simetrias que generan.



1. Introducciéon

En los dltimos anos los trabajos realizados por Strominger [1}2], relacionan los teoremas
soft (o factorizacién infrarroja) con las simetrias asintéticas de la teorfa.

Los teoremas soft describen las propiedades de la amplitud de dispersién en donde
participan particulas cuya energia tiende a cero que se denominan como particulas soft. En
la realidad cuando hablamos de que la energia tiende a cero, quiere decir que la energia de
dichas particulas es mucho menor que la energia de las demés que participan del proceso de
interaccién. Los primeros trabajos sobre esto fueron en QED (Electrodindmica Cuéntica,
por sus siglas en inglés) en el afio 1937 por Bloch y Nordsieck [3], luego esta linea de
trabajo se continuo desarrollando por Low y otros [4-8], a posterior Weinberg introduce
un teorema soft para gravedad en 1958 [9]. Por otro lado las simetrias asintéticas surgen
al realizar un anélisis en el borde o regién asintdtica del espacio tiempo, con el fin de
determinar las transformaciones que generan cantidades conservadas. Los primeros trabajos
sobre esto fueron los de Bondi, van der Burg, Metzner y Sachs [10,/11] que habfan buscado
recuperar el grupo de Poincaré como simetria asintdtica en la relatividad general. También
en los ultimos afios se han encontrado simetrias del mismo tipo en QED y en teorias no
abelianas [1},12,/13,[15-24].

La conexion entre los teoremas soft y las simetrias asintoticas, se da por medio de una
relacion matematica que denominamos como identidad de Ward. Estas son identidades de
la matriz de dispersion que expresan la conservacion de las cargas asociadas a las simetrias
de la regién asintética. La conexion mencionada se ha trabajado en diferentes teorias.
Siguiendo esta linea de investigacién, en este trabajo nos centramos en mostrar la relacién
entre los teoremas soft y las simetrias asintéticas para QED con espinores sin masa, es
importante mencionar que dada la relevancia de esta teoria, hasta el momento no se ha
realizado un analisis completo de sus simetrias asintéticas.

En esta tesis re-derivamos la relacién mencionada en el caso de fotones soft, como en
el trabajo de Strominger [36]. Asimismo como trabajamos con espinores no masivos, esto

nos permite derivar los teoremas soft para electrones y positrones.



Para determinar la simetria asintotica asociada a los nuevos teoremas soft se implementa
la identidad de Ward a partir de los mismos con el fin de obtener las cargas conserva-
das. Una vez que se obtienen las cargas se derivan las transformaciones que generan las
simetrias. La tesis tiene la siguiente estructura. En la seccién 2 introducimos conceptos
fundamentales de QFT (Teoria Cudntica de Campos, por sus siglas en inglés) para tener
un buen entendimiento del trabajo. Se introduce la teoria con la que trabajamos y ademés
presentamos desde un punto de vista clasico las simetrias y corrientes conservadas de la
misma. Por otra parte presentamos las reglas de Feynman, herramienta muy importante
para determinar las amplitudes de dispersién. El andlisis de los teoremas soft se basa en
estas reglas.

En la seccion |3| se determinan las cargas en la region asintética. Para conseguir las
mismas, es necesario realizar un analisis asintético. Para esto primero consideramos una
versién compacta del espacio tiempo de Minkowski (o diagrama de Penrose). En donde
alcanzar el infinito para esta versién compacta es estar en una superficie tridimensional
que denominamos como infinito nulo. Luego introducimos las coordenadas y el limite en
que se alcanza el infinito nulo. A partir de como decaen los campos podemos establecer
las cargas ya sea a partir del comportamiento asintético de las corrientes o por medio
del formalismo candnico. Por otra parte presentamos el espacio de Fock asintético donde
introducimos como son los operadores de creacion y aniquilacion.

En la siguiente seccién [| reproducimos el trabajo de Strominger [36]. Primero introdu-
cimos la existencia de particulas soft y hard en la carga @),, luego buscamos la identidad
de Ward de esta carga. En la sub-seccién [4.4] mostramos la equivalencia que existe entre
la identidad de Ward y el teorema soft para fotones. Por lo tanto la transformacién de
gauge asintética es una simetria de la matriz de dispersion. Con esto podemos decir que
el teorema soft para fotones se puede entender a partir de la simetria asintética de gauge.
En el apéndice [B] se muestra el cdlculo detallado de la equivalencia.

Por tdltimo en la seccién [5f mostramos que al estar trabajando en QED para espinores sin
masa nos permite derivar el teorema soft para electrones y positrones. Luego establecemos

la carga conservada a partir de los teoremas soft por medio de las identidades de Ward.



Por medio de estas determinamos las transformaciones que generan las simetrias asintoticas
a través del formalismo canoénico. Por tltimo buscamos el dlgebra de cargas asociada al
conjunto de cargas que surgen a partir de las diferentes simetrias.

En la seccién [6] , llegamos a la conclusién sobre el trabajo realizado y se hacen co-
mentarios sobre cuestiones a trabajar a futuro. Luego en la tesis se pueden encontrar tres
apéndices. En el apéndice [A] se presenta un célculo sobre el espinor asintético, luego mos-
tramos las simetrias y corrientes conservadas de la teoria. Por dltimo se hacen en detalle
los calculos para determinar las cargas asintoticas ya sea a partir de la forma simpléctica
o por medio de las corrientes.

En el apéndice [B] se muestran en detalle las operaciones para determinar la identidad
de Ward para el caso de (0, asimismo se muestra la equivalencia entre dicha identidad
y el teorema soft para fotones. También presentamos un ejemplo simple para el un buen
entendimiento del teorema soft para fotones.

Por tltimo en el apéndice [C]se muestra el computo detallado de las simetrias asintdticas
asociadas al electrén y positron soft. También se exponen los algunos calculos del algebra

de cargas.



2. Preliminares

Presentamos conceptos de la teoria clasica de campos que van a permitir generar un
entendimiento mayor de este trabajo. Por otra parte se hace una breve introduccién de
las propiedades y elementos de la QED para espinores sin masa. A partir del lagrangiano
de la teoria buscamos la corriente potencial simpléctica, por medio de este elemento de-
terminamos las corrientes conservadas a partir del teorema de Noether. Mostramos que
las transformaciones de gauge locales, las del grupo de Poincaré y la rotacion global axial
son simetrias y ademas determinamos las corrientes conservadas. Luego se presenta la ma-
triz S (matriz de dispersién) y su concepto de simetria, ademas presentamos las reglas de

Feynman para QED.

2.1. Elementos de la Teoria Clasica de Campos

En esta sub-seccién presentamos conceptos de la teoria clasica de campos necesarios
para el desarrollo de QED siguiendo la notacién de [26}27]. En la mecénica clésica la accién
S es una cantidad muy importante ya que a partir de ella podemos describir la dindmica
de un sistema y esta se define como la integral en el tiempo del lagrangiano L. En una
teoria de campos local la accién se puede escribir como la integral en el espacio de la
densidad lagrangiana £, la cual es una funcién de ¢*(z) y 0,¢%(x), donde ¢*(x) puede ser
A, (x), U(z), ..

- [ 26 @).8,6° @) 2.1)
A partir de S podemos obtener las ecuaciones del movimiento que describen la dindmica

de los campos. Para obtenerlas debemos primero plantear la variacion de 0S para una

variacion infinitesimal de los campos ¢%(x) [26],27]. La variacién de S para un 6¢%(z) es

5= o g @ - (i) 0+ (e @) o2



El principio de accién estacionaria pide que S = 0 y cuando 0¢*(z) se anula en los
bordes de la regiéon de integracion obtenemos las ecuaciones del movimiento de los campos

que se denominan como las ecuaciones de Euler-Lagrange

u B oL B oL _
B0 @) = 5ge) 8“(8@@%@)) 0 (23)

En general en las teorias de campos encontramos que la densidad lagrangiana se puede

descomponer en un término que corresponde a la parte libre (no interactuante) mas otro

término que involucran interacciones |27]

L = Lijpre + Lint- (2.4)

En la mecanica clasica podemos utilizar otra cantidad para describir la dinamica del
sistema y ésta es el hamiltoniano que es la transformada de Legendre del lagrangiano. En
el caso de campos tenemos una densidad hamiltoniana H que es una funcién de la variable

de momento conjugado 7(z) el cual se define como

oL
B 8&5“@

donde se define el hamiltoniano H como

m(x) (2.5)

~—

H:/ Hd?’:l::/ d*x [Wa($)¢a(33) - L. (2.6)

siendo ‘H la densidad hamiltoniana. De igual manera que L se pude escribir a H como

la suma de un termino libre H; mas otro de interacciéon H,y,:. Si el L;,; no contiene a
¢*(x) y solo involucra a ¢*(x) tenemos que el hamiltoniano de interaccién no contiene a
7m(x) con esto se llega a que H;py = —L;y. El hamiltoniano de interaccién es importante

ya que a partir de él se pueden describir los procesos de dispersién [26,27].
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2.1.1. Teorema de Noether

Se puede mostrar la relacién entre las simetrias de una teoria y las corrientes conservadas
por medio del Teorema de Noether [2831]. Definimos la simetria de una teoria como las
variaciones infinitesimales de los campos que dejan invariante la accién a menos de un
término de superficie, que no afecta a las ecuaciones del movimiento E(¢®(x)) para un
conjunto de campos ¢*(z) [26].

Consideremos en particular una transformacién infinitesimal d¢®(x) de tal forma que

la accién es invariante a menos de un término de borde

6S:i/d%ihK%x) 2.7)

siendo K*(x) un vector definido en el espacio-tiempo. Esto es equivalente a que la

densidad lagrangiana solo puede variar por termino de una divergencia

5L = 0,K"(x) (2.8)

El teorema de Noether permite construir una corriente donde su divergencia es pro-
porcional a E(¢%(z)) y la misma se conserva si ¢*(x) es solucién de las ecuaciones del

movimiento. Primero notamos que el ultimo termino de ([2.2)

05 = /d433 [—E(¢"(2))0¢" () + 9,0 (¢ (), 60" (2))] (2.9)

describe la derivada total de la corriente potencial simpléctica 0" (¢*(x), d¢%(z)), que
representa una 1-forma [31]. Si usamos la simetria de transformacién d¢®(x), encontramos

una ley de conservacién

OuT" = E(¢"(2))0¢"(x) £ 0 TH = 046" (2),56" () — K*(x)  (2.10)

w . . . . . .
donde = 0 implica que ¢*(x) es solucién a las ecuaciones del movimiento [32]. Entonces
concluimos que para cada simetria d¢® de la teoria vamos a tener una corriente conservada

si se satisfacen las ecuaciones del movimiento.
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Las cargas conservadas las obtenemos a partir de

Q= /gdé'uj“ (2.11)

donde & es una superficie tridimensional en la cual integramos la corriente. En la seccién
determinamos las cargas asintéticas, por lo que £ corresponde a una superficie tridimen-
sional que denominamos como infinito nulo, Z, en la cual integramos las componentes

relevantes de las corrientes.

2.2. QED de Espinores sin masa

La QED es una teoria de gauge abeliana que se describe por medio de las variables de
campo que son el campo de gauge A, y el spinor de Dirac ¥ [27,29]. En esta tesis vamos
a tratar la QED para espinores sin masa en el gauge de Lorenz. La densidad lagrangiana

en este caso es la siguiente
1 -
L=+/-n (—Zf“”]-"#,, + z’\l@“DMI/) (2.12)

siendo /—n la raiz cuadrada del determinante de la métrica del espacio-tiempo de Min-
kowski 7,,, o también denominado como elemento volumétrico de dicho espacio, ademas
consideramos a la métrica con la signatura —+++. Donde F,, = 0,4, —0,.A,, es el tensor
de Maxwell, con ¥ = Ui~? y ademds D, = 0, + ieA, para el caso de ¥, con v = 0, 1,2, 3.
En la situacién de ¥ tenemos que D, = 0, — ieA,. Siendo 7* las matrices de Dirac en la

base de Weyl

10 = S (2.13)

donde los 1 que aparecen en 7° corresponden a la matriz identidad con dimensién 222,

mientras que o/ representan las matrices de Pauli, por lo que 7* posee dimensién 4z4.

12



Las v* cumplen las siguientes relaciones de anti-conmutacion

{97} = =2 (2.14)
donde ademas se define a 7° := %v'4243 [26]. El tiltimo término de la densidad lagran-
giana describe el acoplamiento de la electrodinamica libre con un electrén de tal forma que

este sea invariante bajo transformaciones de gauge U(1). Ademds este ultimo representa el

hamiltoniano de interaccion H;,; siendo este

Hing = Uy A, W, (2.15)

A partir de (2.3) determinamos las ecuaciones del movimiento

D FH — eUy" U = 9, F* — J =0
P =0 (2.16)
2@3 =0
siendo Y = YD, y J* = e¥~y"¥ la densidad de corriente eléctrica. Para desarrollar
el analisis cuantico que deseamos hacer en QED, debemos presentar como es la forma
cuantizada de los campos. La cuantizacién de estos ultimos esta relacionado con el tipo
de particula que pueden ser bosones o fermiones. En nuestro caso A, representa un fotén
que es un bosén, mientras que ¥ y W representan fermiones (electrones) y anti-fermiones

positrones) respectivamente. El campo de gauge A, cuantizado es el siguiente [26
gauge Ay, g

Az =Y / 0 (ax(p)<, ()€™ + al(p)eps (p)eP7) (2.17)
d3p

(2m)3\/2E,

siendo ,, 4 (p) los vectores de polarizacién, s := + la helicidad de los fotones y a,(p), al(p)

dp = (2.18)

son los operadores de creacion y aniquilacion de fotones. Estos tltimos cumplen la siguiente

relacién de conmutacion [26]

13



[as(p), al, ()] = 2Ip|(27)%6556® (p — p). (2.19)

Por otra parte los espinores ¥ y ¥

U(r) =Y / 4 (b, () s (D)™ + ¢l (p)vs(p)e )
- (2.20)

con u(p)e?® y vy(p)e”P* son las soluciones de onda plana a la ecuacién de Dirac de
espinores sin masa, donde s representa la helicidad de electrones y positrones. A su vez
estos constituyen la base de espinores sin masa para cada momento p* [26]. Los operadores
bs(p), bi(p) crean y aniquilan electrones, mientras que c,(p), cl(p) cumplen la misma

funcién pero para positrones. Donde satisfacen las siguientes relaciones de anti-conmutacion

[27]

[bs(p), bl (1)] = [cs(p), cb, ()] = 2[p| (27)%6, 6@ (p — 1) (2.21)

2.2.1. Corrientes Conservadas y Simetrias

La densidad lagrangiana (2.12) es invariante bajo la transformacién de gauge local |27]

SaA, = 0,A SA0 = —ieAW (2.22)

donde se incluye el caso particular de A = 1 que corresponde a la simetria global U(1).

También es invariante bajo la rotacién global axial [27]

65 A, =0 650 = in°W. (2.23)

Por otra parte la densidad lagrangiana es invariante por un factor de una derivada total
bajo las transformaciones del grupo de Poincaré que estan constituidas por las traslaciones
en el espacio-tiempo y por las transformaciones de Lorentz [26]. Los campos transforman

bajo traslaciones de la siguiente forma [26]

14



deA, = €0,A, 0V = €0,V (2.24)

para las transformaciones de Lorentz tenemos que |26]

6, A, = w, A, + ws 2°0,.A, 0,V = (w(ﬂx‘s&y — %wwS”‘S) U (2.25)

tomando el campo vectorial £V = w_"zY y usando la definicién de derivada de Lie para

2l
covectores (Lxw); = w; ;X" +w;X*; con ,j = 0; [43] tenemos que las transformaciones de

Lorentz adquieren la siguiente forma

5§Ay = »CS.A,/ 55\1’ = ({787 + %&5{7375) v (2.26)

siendo S* = 2 [v* ~¥] el élgebra de Lorentz para la representacién de espinores [26].

i
Aplicando el teorema de Noether, las simetrias de la densidad lagrangiana dan a lugar
a corrientes conservadas. Es decir la rotacion global axial, las transformaciones de gauge
locales y las del grupo de Poincaré van a tener asociadas sus correspondientes corrientes
conservadas.

Para obtener las mismas ya sabemos que 0L = E(¢)d¢ + 0,0"(9), para la densidad
lagrangiana tenemos que la misma se comporta bajo transformaciones de dA, y 0¥

como

_ _ _— _
L = /=[(0,F" — €0y W) A, + i0U PV — iB D5 + 0,(—F"SA, + iUy 50)] (2.27)

los primeros tres términos de la variacién representan las ecuaciones del movimiento
de los campos A,, ¥ y U. El ultimo término representa la derivada total de la corriente

potencial simpléctica 6

0"(8) = /—n(=F"™ A, + iUy"5W) (2.28)

al imponer que se cumplen las ecuaciones del movimiento nos queda que 6L = J,6".

En los casos de las transformaciones de gauge locales y la rotacion global axial 6L = 0

15



de forma tal que la corriente conservada se obtiene directamente evaluando 6#(9) por las
transformaciones que corresponden [31]. Para el caso de la rotacion global axial la corriente

conservada es

Ts" = 0"(65) = —/—nUy'y° 0, (2.29)

mientras que para las transformaciones de gauge locales tenemos

Tt =01(6A) = /—n (—f”“@,,A + eA\Ilfy”\I/) =+ (=F*"o,A+ AJ*) =
= —/—nd, (AF"™).

donde usamos que —0,F* = J" [27] . Para el caso de las transformaciones del grupo

(2.30)

de Poincaré tenemos que la densidad lagrangiana va a variar por un factor de una derivada
total con 0L = 0,K*". En este caso la corriente conservada es de la forma J* = 0(5) —
K*" [31]. Para traslaciones la densidad lagrangiana va a variar como 6.L = 0,(e*L) y
para las transformaciones de Lorentz 0,L = 0, (w(;“ x5£). La corriente para el caso de las

traslaciones es

TF == [(-F"€0,A, +ily"e€0,V)]| — e'L. (2.31)
La corriente conservada que surge de las transformaciones de Lorentz es
TH == [=F" (w, A, + w5 2°0,A,) + 109" (w; 200, — w,s57) U] — wha’L. (2.32)

La corriente asociada al grupo de Poincaré va a estar dada por la suma de J* y J*.
Ambas corrientes se pueden expresar de forma compacta por medio de un tensor simétrico,

llegando a que

TF = N/ —ne, T+ (2.33)

Wws, v SOV
2

siendo T"7 el tensor simétrico de energia momento [26]. Por més detalles sobre las

T = V= (ws T + (2.34)

operaciones ver el apéndice .
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2.3. Matriz S

La matriz S es un objeto que permite conectar estados asintéticos (que no interactian
entre si) iniciales y finales por medio de interacciones. Por lo tanto este objeto contiene
toda informacién sobre los procesos de dispersion posibles que se puedan generar en la
teoria que se esta trabajando. A partir de él se pueden determinar las probabilidades
de que ocurran los procesos de dispersion, tasas de decaimiento, funciones de correlacion
y secciones eficaces. Para construir la matriz S primero debemos preparar los estados
asintoticos iniciales y finales, que en este caso van a ser estados definidos en los tiempos
T = “+oo respectivamente, de forma tal que estos se encuentran en la representacion de
Heisenberg [26].

De cierto modo es necesario generar una traslacién temporal que nos permita realizar
la conexién entre los estados y producir la interacciéon. Por lo tanto la traslacién temporal

del estado |in > es

lin' >= e T |in > (2.35)

siendo este un estado de particulas libres, si se hace el limite T" — —oo. De igual manera

lo hacemos para el estado |out >, donde la traslacién temporal es

lout’ >= T |out > (2.36)

donde este estado se comporta como uno de la teoria libre cuando T' — +o00. La

amplitud de dispersion entre los estados (2.35)) y (2.36) es

A=< out'|lin’ >= lim < out|e”*#7T|in > (2.37)
T—o0

donde la matriz de dispersién S la definimos como [26]

S = lim e 2HT (2.38)

T—o0
En general el hamiltoniano como ya mencionamos, se puede escribir como la suma de

un término libre y uno de interaccién, siendo H = H, + H;y;.

17



La matriz S en la representacién de interaccion esta dada por

S=T (e—i Iz Hf“)df) (2.39)

donde H; es el hamiltoniano de interaccion en la representacién de interaccién. Como

necesitamos una teoria covariante entonces

§ = T (e7Z Holertie) (2.40)

Siendo 7T el operador de tiempo ordenado que actia en los operadores de la siguiente

manera

O1(t1)Oo(t Lt >t
T e (2.41)
Og(tg)ol(tl) s1ty >t

Donde reescribimos a A como

A =< out|T (e_ifj;f Him(x)d%) lin > (2.42)

En particular la matriz de dispersion se puede descomponer de la forma S = 1 + T
donde 1 es la matriz identidad y representa la situacién donde las particulas no interactian,
lo que representa un resultado trivial, por lo que vamos a estar interesados en el aporte de

iT [26] . Por otro lado la amplitud de i7" es

< out|iT|in >= (27)*6™ (Y prin = > Piout) iMTiprin — T;pjour) (2.43)
k J

donde M (ILxpy in — IL;p;j out) s el andlogo a la amplitud de dispersién para una particu-
la. Para determinar la amplitud de dispersién A primero realizamos una expansiéon ,
luego al evaluar cada termino con los estados |in > y |out > vamos a encontrar que algu-
nos términos van a contribuir en la amplitud de dispersion. Este calculo también se puede

realizar por medio de los diagramas de Feynman [26],27].
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2.3.1. Reglas de Feynman para QED

Los diagramas de Feynman fueron introducidos por Richard Feynman a mitad de siglo
veinte y son una herramienta fundamental para reducir los calculos en QFT [30]. Por medio
de los diagramas se describen los procesos de dispersion que experimentan las particulas.
Estos son 1tiles para el calculo de probabilidades de que ocurran los procesos de dispersion,
funciones de correlacion, secciones eficaces y tasas de decaimientos [26}27] . En esta seccién
presentamos los diagramas de Feynman para QED y las reglas para determinar amplitudes
de dispersién para diferentes procesos posibles que pueden darse en esta teoria. Como
sabemos QED se describe por medio de fotones, electrones y positrones. Los fotones en los
diagramas de Feynman se representan por medio de lineas onduladas como se observan en
las figuras 1]y [2] .

En el caso de estar en una linea externa puede representar a una de las particulas

entrantes o salientes que participan de la dispersién, en la amplitud se lo expresa por

*

% s(p) cuando es saliente, estos

medio de €, (p) cuando el fotén es entrante o por un e

corresponden a los vectores de polarizaciéon del foton. Mientras que s indica el sentido de

}'\/\/\/\/ =€, s(p)
T
p M = €,.5(p)
T

la polarizacién [26,27).

Figura 1: Descripcion de los fotones cuando se encuentran en una linea externa en el
proceso de dispersion, siendo €, ,(p) un fotén saliente mientras que € (p) es un fotén

entrante. Imagen tomada de [26].
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Cuando en el diagrama de un proceso, el fotén esta en una linea interna en la amplitud

se sustituye por un propagador de Feynman para un fotén.

. TiNuy
ANNNN -
H v q2+ie
<
P

Figura 2: Propagador de Feynman de un fotén. Imagen tomada de [26].

Los fermiones y anti-fermiones se describen en los diagramas por medio de lineas llenas
como se observan en las figuras |3y 4] . Cuando estos estan en una linea externa al igual que
el foton participan del procesos y pueden ser una de las particulas entrantes o salientes.
Cuando se tiene un fermién entrante la amplitud se evalia por medio de us(p) y cuando
es saliente por medio de u4(p). Los anti-fermiones se evalian por medio de vs(p) y vs(p).
Las cantidades us(p), us(p), vs(p), vs(p) corresponden a las soluciones de onda plana de la
ecuacién de Dirac para ¥, U. En los diagramas, estos se representan por medio de lineas
llenas, para diferenciarlos se impone que el momento del anti-fermién apunte en el sentido

opuesto a la flecha que indica si es entrante o saliente [26] [27].
>_<7 = us(p) A_< = us(p)
P P
>—F = Us (p) 4>_< = Vs (p)
< <—

p p

Figura 3: En la amplitud de dispersién los fermiones se evalian por medio de wus(p) y
los salientes por @s(p). Mientras que los anti-fermiones por v,(p) v 05(p) respectivamente.

Imagen tomada de [26].
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si tenemos un fermion en una linea interna en la amplitud debemos sustituir por un

propagador de Feynman para fermiones.

D T p2-m24ie

Figura 4: Propagador de Feynman de un fermién. Imagen tomada de [26].

Al estar en QED, tenemos interaccién de fotones con electrones (fermiones) y positro-
nes (anti-fermiones) [26] [27], cuando se tiene un vértice en la amplitud de dispersién se

sustituye por la cantidad —ievy*.

w= —gey*

Figura 5: Sustituimos en la amplitud de dispersion por esta cantidad —iey* cuando nos

encontramos con un fotén en el vértice. Imagen tomada de [26].

Muy importante en cada uno de los vértices se debe de imponer la conservacién del

momento. Para cada loop de momento indeterminado %k se debe integrar por

[ o

También se debe tomar en cuenta la regla de signo. Esta establece que por cada inter-

cambio de fermiones externos idénticos y por cada loop de este tipo de particulas se debe

agregar un factor de -1 a la amplitud [27] .
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2.3.2. Ejemplo

Consideremos un proceso de dispersion como ejemplo para entender como funcionan
los diagramas de Feynman. Tomemos un proceso de dispersiéon donde participan electrones

sin masa y fotones como se observan en la figura [6] .

[

wqt

Figura 6: Proceso de dispersiéon donde participan 2 electrones y 3 fotones.

Mas adelante este tipo de proceso va a estar relacionado con un teorema que se presenta
en la seccion {| . Para determinar A aplicamos las reglas que presentamos y recorremos
el diagrama de derecha a izquierda. Primero tenemos un fermién(electrén) saliente por
lo que en la amplitud segun las reglas va un termino de us(py). A la derecha de este va
multiplicado por el termino de un vértice —iey*, luego por la polarizacién del fotén saliente
€, seguido del propagador de un fermién con momento p3 +p, que surge de la conservacion
del momento en el vértice. Nos encontramos con otro vértice por lo que tenemos otro
termino de la forma —iey? con un fotén entrante de polarizacién €*. Hay otro propagador
entre el vértice y el fotén saliente con momento p; — wq, llegando a otro vértice —iey®. Por
ultimo tenemos el fotén saliente con polarizacion €5 seguido del electrén entrante u(py),
donde la amplitud de dispersién es

(p1+p1) 5 (pr — wy)

A= —ie3ﬂ(p4)7”ei(p3)mv ea(m)mv“%(wqm(m) (2.45)
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2.3.3. Simetrias de la Matriz S

En el marco de la matriz S, las leyes de conservacién del teorema de Noether toman la
forma de , donde O es operador asociado a la cantidad conservada y generador de la

simetria

0S = SO (2.46)

es decir que conmutan con la matriz S. En particular si consideramos estados asintéticos

lin >y |out > entonces la definicién de simetria la podemos extender a la siguiente [306]

< out][0, S]|lin >=00 < out|0®S — SO™|in >= 0. (2.47)

Como ejemplo se puede ver de forma directa que la energia es una cantidad conservada, si

consideramos el operador Hamiltoniano H tenemos que

< out|H™S — SH™|in >=0 — E®" < out|S|in >= E™ < out|S|in > . (2.48)

Esto conlleva a que la energia se conserve E°“ = E™. En general, si consideramos la

carga como un operador tenemos que la conservacién se expresa como

< out|Q™S — SQ™|in >= 0. (2.49)

A esta ecuacion la denominamos como identidad de Ward. Notar que esta definicién
de identidad de Ward difiere de la usada en teoria de campOSE . Esta ecuacién representa
una parte muy importante de este trabajo ya que es la relacién matematica que une las

simetrias asintdticas y los teoremas soft [36].

'Notar que el hecho de que la amplitud de dispersién de fotones longitudinales es cero es un ejemplo

de "identidad de Ward” en el sentido usual [26] .
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3. Cargas y Simetrias Asintéticas

Como estamos interesados en realizar un analisis asintético de la teoria en esta seccion
introducimos la transformacion de coordenadas que nos fija la direccién y limite donde
se alcanza la region asintotica que en este caso la denominamos como infinito nulo. Pa-
ra visualizar como es el comportamiento del espacio tiempo en estas nuevas coordenadas
introducimos los diagramas de Penrose. Una vez establecida la direccién y el limite obte-
nemos los campos y cargas en el infinito nulo. Con los campos asintéticos determinamos el
espacio de fase radiativo que luego nos lleva al espacio de Fock asintotico que lo determi-
namos a partir de la transformada de Fourier de los campos asintéticos. El cual a partir de
estos ultimos definimos los operadores de creacion y aniquilacién. Ademdas mostramos que
relacion deben cumplir los operadores del espacio de Fock con los operadores del espacio

de Fock asintético en el infinito nulo con el fin de preservar las relaciones de conmutacion.

3.1. Diagrama de Penrose del Espacio de Minkowski

Para realizar un analisis asintético de los campos y de las cantidades asociadas a estos
es necesario conocer la estructura del espacio-tiempo de Minkowski. Para esto usamos los
diagramas de Penrose [33]. Estos diagramas se obtienen a partir de una transformacién
conforme que es un re-escaleo de la métrica por medio de un cambio de coordenadas
conveniente de tal forma que el espacio-tiempo se compacta, donde el infinito puede ser
tratado como una superficie tridimensional [34]. En particular el diagrama de Penrose
del espacio-tiempo de Minkowski que vamos a utilizar es el que se observa en la figura (7] .
Ademas la transformacion conforme que genera el diagrama mencionado tiene la propiedad
de preservar la relacién de causalidad de los eventos [35].

Como podemos ver en la figura[7] las particulas masivas libres solo pueden moverse por
medios de geodésicas que conecten tnicamente el infinito temporal futuro ¢~ y el infinito
temporal pasado i*. Como nuestro trabajo consta en solo el tratamiento de particulas no
masivas, estas se mueven del infinito nulo pasado Z~ al infinito nulo futuro Z* por medio

de geodésicas nulas.
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Figura 7: Imagen tomada de . Diagrama de Penrose del espacio de Minkowski.

Para nuestro andlisis asintdtico alcanzar el infinito es estar tanto en Zt o Z=. El pun-
to Z es el futuro de Z* e Z~ es el pasado de Z~. Por otra parte, Z* representa el pasado
de Tt e Z7 es el futuro Z~, estos puntos estdn préximos a i® que denominamos como
infinito espacial el cudl representa una discontinuidad donde hay que tener especial cui-
dado al hacer el analisis préximo a este punto. Por esto se le va a pedir a los campos
una condicién de continuidad antipodal que no desarrollaremos en este trabajo, por més
detalles ver . Desde un punto de vista geométrico segun la figura EI , los puntos i* e i°
que representan superficies esféricas, Z* y Z~ son superficies tridimensionales. Ademas las
lineas rojas representan superficies de ¢ constante mientras que las azules son superficies
de r constante .

En la siguiente sub-seccion desarrollamos la transformacién de coordenadas que permite

describir ZT e Z~. Ademads se establece el limite y direccién con la que se alcanzan las

regiones asintodticas .
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3.2. Coordenadas Nulas

Para describir los campos cerca de ZT, trabajamos con coordenadas nulas salientes.
Primero identificamos una direccién nula ¢*(z) dada por un punto x := (z, Z) en la esfera

celeste como se observa en la figura

Figura 8: Z" es parametrizado por el tiempo retardado u y por las coordenadas esféricas

(2, z). Imagen tomada de [36].
Elegimos

Hig) = 23242, —i(z — 2),1 — |2)?
¢'(w) = Al 2 42 =i = 2) 1= [2]) (3.1)

para esta eleccion uno tiene que

dq'dq, = 2dzdz (3.2)
corresponde a un espacio plano conforme. Ver para diferentes opciones conformes.
Luego, se elige un vector nulo k* transverso a ¢*(x) que especifica el flujo del tiempo

M= —=(1,0,0,—1), kg, =1 (3.3)

1
V2
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con esta definicién parametrizamos las coordenadas cartesianas z* por medio de (r, u, ),

teniendo la siguiente forma

' (ryu, z) = r¢t(x) + uk” (3.4)

en estas coordenadas la métrica del espacio-tiempo cerca de Z7 es

ds* = —2dudr + 2r*dzdz (3.5)

donde Z" se alcanza tomando r — oo con (u,z) constante como se observa la figura[g],
siendo u = t—rq°(x). Para realizar una descripcién de Z~ no podemos usar las coordenadas
u debido a que estas alcanzan un valor infinito al aproximarse a Z", por esto introducimos
nuevas coordenadas como se observan en la figura |§| . Nuevamente usamos la misma

direccién nula ¢#(x), lo tnico que el flujo I* de tiempo en este caso tiene la forma

Figura 9: 7= es parametrizado por el tiempo avanzado v y por las coordenadas esféricas

(2, 2). Imagen tomada de [30].
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1
P =—-(-1,0,0,1), l"q, =1 3.6
V/Q( ), 1"q, (3.6)

con esta definicién parametrizamos las coordenadas cartesianas por medio de (r, v, x),

teniendo la siguiente forma

a(r,v,x) = rg*(z) + vl (3.7)

en estas coordenadas la métrica del espacio-tiempo cerca de Z~ es

datdx, = 2dvdr + 2r*dzdz (3.8)

donde Z~ se alcanza tomando el mismo limite para r y con (v,z) constante como se

observa en la figura 9], siendo v = ¢ + r¢°(x) [36].

3.3. Campos Asintoticos

Ahora presentamos el comportamiento de los campos A, y U en Z". Para el caso de A,
sabemos que en coordenadas cartesianas estos decaen de la forma 1/r [37], en las nuevas

coordenadas tenemos [13}16, 30|

A (ryu,z) "= AL (u,m) + O(r )
Az (ru,2) "= Az (u,z) + O(r )
A, (1, u, ) = r Ay (u, ) + O(r?)
A, (r,u, x) o O(T_Q)
donde la uinica componente no nula del campo electromagnético es la transversal A, donde
lo consideramos como un campo de gauge en ZT, se obtiene el mismo comportamiento
para Z~. Estos decaimientos de los campos de A, se obtienen a partir de un anélisis
de fase estacionaria en los modos de Fourier [16] . También es de interés presentar el

comportamiento asintético en la variable u para los campos A, (u,z) y As(u, x) que segin

[12H14)].
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A, (u, ) e A, (oo, z) +O(1/u) + .... 510
As(u, ) "= Ax(+o00,2) + O(1/u) + .. 210
Se obtiene el mismo comportamiento en la variable v que describe Z~.
Los campos de Dirac han sido discutidos por [39]. Como otro campo sin masa, el spinor
de Dirac decae como 1/r. La ecuacién de Dirac impone restricciones en las componentes

de orden principal del spinor, dejando solo dos componentes independientes en el campo

asintético. El spinor de Dirac tiene la siguiente forma

—5¢— <u7 .T)
2/ ¢+ (u> 'T)
2y (u, )
En el apéndice [A se encuentra en detalle como se obtiene (3.11)). El comportamiento

(3.11)

asintético de las componentes del espinor en la variable u es del orden O(1/u?). Donde
los consideramos como campos fermiénicos complejos en Z*. Ademads los ¥, van a estar
asociados con la helicidad positiva/negativa de los electrones. De forma similar, A,, A; van
a estar asociados con la helicidad positiva/negativa de los fotones. Por tanto introducimos
la siguiente notacién A, := A,, A_ := A;. Notar que de forma diferente a los 9., los

campos de gauge satisfacen la condicién de que A%} = A_.

3.4. Corrientes y Cargas Asintoticas

Sabiendo como es el comportamiento de los campos asintoticos podemos escribir como
son las corrientes asociadas a las diferentes transformaciones en el infinito nulo e integrando
en Z obtenemos la carga en el infinito nulo futuro Q™. Si se integra en Z~ obtenemos la
carga (~ en el infinito nulo pasado, para evitar el exceso de notacién no vamos a diferenciar
las regiones mencionadas en la integracion [36]. Como Z es una superficie tridimensional
con r = oo constante y con vector normal saliente en direcciéon r entonces al realizar la

integral de superficie ([2.11]) sobre Z, la componente relevante es . = r para todos los casos.
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Para que las cargas Q% sean generadores las transformaciones asociadas a estas deben
dejar invariante el comportamiento asintético de los campos [42,47].
Para determinar la carga asociada a la corriente de gauge en Z, elegimos un decaimiento

en r para A(r,u, z) de la forma

A(r,u, ) — M)+ O(1)r). (3.12)

Este decaimiento permite establecer que la carga es no trivial y que es un generador ya

que la transformacion de gauge asintética deja invariante el comportamiento asintético de

los campos [36] . La corriente de gauge (2.30]) en Z es

T =Y AL 0Mx) + ezl (3.13)

integrando obtenemos la carga (), siendo esta

0, = / FVI=Y / &V (A_Sas)\(a:) +6A(x)¢:¢s). (3.14)
7 T Jz
donde d*V = dud®z corresponde al elemento de volumen en Z* y d®V = dvd?*x para
7.
Los siguientes comportamientos asintéticos de las corrientes tienen asociadas transfor-
maciones de coordenadas que mantienen invariantes el comportamiento asintético de los

campos. Para el caso de la corriente axial (2.29)), la misma adquiere el siguiente compor-

tamiento asintdtico

Jy =iy — iy (3.15)

integrando se tiene que la carga axial Q5 es

Qs = / PV T = / BV (s — ). (3.16)
z T
Con el grupo de Poincaré, primero tratamos la corriente asociada a las traslaciones

(2.24) que se comporta de forma asintética como
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Jr=3" e, (ALA - i) + o) (3.17)
con ¢, de la forma ({3.1). Los términos del orden O(1/r) los despreciamos y tenemos

que la carga (). es la siguiente

Q. = / BV I = / PV g, (A_SAS + i¢;¢s) (3.18)
z z
por ultimo realizamos el mismo tratamiento que para la corriente asociada a las trans-

formaciones de Lorentz ([2.25]), cuyo comportamiento asintético es el siguiente [39]

T, = A, (Lyen,) + aud,) At
Tyt (Y(z)@z LY (2)0: + %Y’(z) FY(2) + %(Y’(z) + Y’(Z))u8u> vt (3.19)
ot (Y(z)@z FV(E0: 4 5V(2) + V() + 5(V(2) + Y’(z))uau) oo+ O(1)r)

donde Y := w,q" D%, con D* = h®3, siendo a := z,z, « = D,Y*/2 y h*® la métrica
del plano conforme ((3.2)). Integrando se llega a la carga asociada a las transformaciones de
Lorentz. La carga de Poincaré esta dada por la contribucién de Q. y @,. En el apéndice

se encuentra en detalle la obtencion de las corrientes y cargas asintoticas.
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3.5. Espacio de Fase Radiativo y Simetrias Asintéticas

Ahora realizamos una descripcién candnica en las regiones Z* donde las variables del
espacio de fase son Ay y 14 en sus respectivas regiones. Estas definen una forma simpléctica
que se construye a partir de la corriente potencial simpléctica . Al igual que en la
parte anterior para evitar el exceso de notacién no vamos a distinguir entre Z+ e Z~ en los
procedimientos. En la regién Z la componente relevante de es la radial r que tiene

la siguiente forma

lim 0" (6) = A.0A; + A6 A, + i o0, + i dup_. (3.20)

r—00
Tomando la segunda variacién en (3.20)) e integrando sobre las variables que correspon-

dan obtenemos la estructura simpléctica en Z.

0= 2 /I BV (M,S ASA, + 00 A (ws) (3.21)

En principio el espacio de fase radiativo esta bien definido ya que el mismo esté libre de
vinculos y la forma simpléctica contiene los grados de libertad (cuatro grados por punto)
fisicos de la teorfa en la region asintética. Donde los campos que toman valores en 7~
constituyen el espacio de datos iniciales mientras que los que toman valores en Z+ componen
el espacio de datos finales. Evaluando (3.21]) por medio de dos variaciones d; y dy se tiene

que

Q61,62) = > / PV (514024, = BASIA, +ii0L00, — ib0l010)  (322)
s=+ 77T

donde es importante la posicion de los campos fermidnicos ya que estos anti-conmutan.
Usando la regla (1119)* = 31} para el producto de complejo conjugado de campos fer-
mionicos se puede verificar que la forma simpléctica es real. Para realizar la discusién a
partir de los corchetes de Poisson, es necesario considerar que el campo vectorial Hamilto-
niano X esta asociado a una funcién Hamiltoniana F del espacio de fase. El cual podemos

obtener explicitamente por medio de la siguiente definicién [43]
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Q(6, Xp) = 0F, (3.23)

El corchete de Poisson entre funciones bosénicas esta dado por

[F,G} = Xo(F) = —X#(G) = Q(Xe, Xr) (3.24)

si F y G son fermidnicas, hay un signo adicional que puede ser determinado por medio

de la regla de Leibnitz Grassmaniana para corchetes de Poisson,
{FlFQ,G} :Fl{FQ,G}j:{Fl,G}FQ (325)

donde el menos se presenta si F5 y G son fermionicas. En particular, el corchete de Poisson
entre dos funciones fermionicas es simétrico en vez de anti-simétrico. Ver capitulo seis
de [44] por més detalles. Habiendo presentado estas definiciones uno encuentra que los

corchetes de Poisson elementales no nulos son

(A, 2), A_o(u, 7)) = %5@ — )6 (2, ),
(3.26)

{Ys(u, ), 93 )} = —id(u — )o@ (2, 2").

Usando la definicién podemos determinar las cargas que constituyen generadores
en el espacio de fase. Para poder encontrarlas debemos establecer cuales son las transforma-
ciones de coordenadas que dejan invariante la forma simpléctica en Z (es equivalente decir
que dejan invariante el comportamiento asintético de los campos). En la sub-seccién se
presentan cargas cuyas transformaciones que las producen cumplen con el requerimiento
que se menciona. Por lo que deberiamos de obtener los mismos resultados utilizando el
formalismo canodnico. Para determinar las cargas se debe evaluar a la forma simpléctica

para las diferentes variaciones de los campos asociadas a las posibles transformaciones 9;

en T [43]

5Q; == Q(5,5,). (3.27)
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La transformacion de gauge en su forma asintética deja invariante el comportamiento
asintotico de los campos si se elige a A(r, u, x) de la forma dada por (3.12]), entonces las
componentes transversales de los campos de gauge A, y las componentes del spinor v

transforman de la siguiente forma [36]

As = O\ () s = —ieA(x)s. (3.28)

Las cargas ), asociadas a las transformaciones de gauge (3.28)) son las siguientes
Q) = Z / dud®x O () A_y + Nx)eh s (3.29)
T Jz

La rotacién global axial al tratarse de una transformacion global, la misma tiene el

mismo comportamiento en todo punto. Por lo que A, y 1, transforman como

55143 =0 (551/J+ - —Zer 551&7 - Zw, (330)

de forma tal que la carga asociada a dicha transformacion es

Qs = / duds [9 iy —p* )] (3.31)

Por otra parte A, y 9 transforman bajo traslaciones como

55143 = _quz/As 5e¢s = _EVQI/Q/}S (332)

donde obtenemos la carga Q). a partir de (3.32)), siendo esta

Q=) /I dud’z €'q, [A_SAS - w;*ws] - (3.33)

Tenemos que las transformaciones de Lorentz en la region asintética para A y g

son [39]

5WAS = E(yaaa)AS —+ OzuauAs = (5(yaaa)A5 (3.34)
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las componentes del spinor transforman para Y [39]

oy = (Y(z)aZ + %Y’(z) + %Y’(Z)u@u) (o
] (3.35)
mientras que para Y
Sy = (Y(z)az +Y'(2) + %Y’(Z)u&u) U
. 1. 1 (3.36)
dythy = (Y(z)az + §Y’(2) + 5Y’(z)uau> .

donde Y := w, "q" D%, con D* = h*®d, siendo a := z,z y h® la métrica del plano
conforme (3.2). Por lo que la carga @), asociada a las transformaciones (3.34)), (3.35)) y
(3-36) es

Qu=2_ /I dud’x (A—s5<waa>As + w;‘5<yaaa)ws) : (3.37)

Tomando la contribucién de @), y ()., obtenemos la carga asociada al grupo de Poincaré.

Se puede ver que las cargas obtenidas a partir de coinciden con las que se obtienen
de la integracion de las diferentes corrientes en la regiéon asintotica, entonces se puede decir
que la forma simpléctica definida es consistente. Esto es debido a que tanto las corrientes
conservadas como la forma simpléctica, las construimos a partir de 0#(J) y de las variables
del espacio de fase. Hasta el momento hemos obtenido un comportamiento cinematico de
las cargas debido a que conocemos a las mismas en las regiones asintéticas.

Para probar la conservacion de estas al producirse la interaccion se utiliza la identidad
de Ward que se presenta en la sub-seccién . Ya es conocida la conservacion de la carga
asociada al grupo de Poincaré y la de la carga @, [36]. La carga asociada a la rotacién
global axial ()5 desde el punto vista de la mecénica cudntica no se conserva a 1 loop. Esto

es conocido como la anomalia axial [41].

35



3.6. Espacio de Fock Asintético

Para obtener el espacio de Fock asintético debemos cuantizar los campos asintéticos
As(u, ), Y (u, ) y ¥(u,x). Para realizar esto primero consideramos todos los modos w de
radiacién que atraviesan Z*. Para expresar los campos en funcién de los modos w aplicamos

la transformada de Fourier en la variable © a cada uno de ellos

+o0 _ )
Ys(u, x) = / d_w%(w’ x)e W (3.38)

los corchetes de Poisson (3.33]) implican que

{Au(w,2), A (W, 2)} = Z6(w+ )6 (2, 2)
w (3.39)
{Ys(w, x), P (W', 1)} = =216 (w — )6 (z, 2').
Notar que la informacién de A, (u, z) estd contenida en A,(w, ), w > 0 ya que A,(—w, x) =
(A_,(w,z))* debido a que el campo de gauge es real. Pero no hay relacién entre la frecuencia
positiva y negativa en las componentes de 1/33((,0, ).

Anélogamente se hace para los campos que estan en Z~. Donde definimos un conjunto

independientes de funciones de modo w en cada regién Z%, siendo estas

as(w,z) == As(w,x), w>0
bs(w, ) == bs(w,x), w>0 (3.40)
cs(w,z) = o (—w,x), w>0.
tras la cuantizacion, estas funciones se convierten en los operadores de Fock asintéticos
de creacién y aniquilacién de fotones, electrones y positrones [26].

Las relaciones de (anti) conmutacién de los operadores las obtenemos a partir de la

condicién de cuantizacién a los (3.26)), es decir que podemos escribir, { , } = —i[ , | [26]
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[ag(w, x), al (W, 2))]- = zé(w — )o@ (z, "),
« (3.41)
[bs(w, z), b1 (', 2")] 4 = [es(w, x), ch(W', )]y = 270 (w — ' )0P (z, ).

Los operadores de creacién y aniquilacion (3.40)) lo podemos relacionar con los opera-
dores del espacio de Fock usuales (3.42)). Para encontrar la relacién debemos tomar como
es el decaimiento de los campos (3.42) y luego poder expresarlos en funcién de (w, z).

; | (3.42)

donde dp = dp/((27)32|p|) v los (anti) conmutadores elementales son

[ds(p), b ()] = 21l (27)*6,00®) (p = '), d = {a,b,c}. (3.43)

Para obtener el comportamiento asintético de (3.42) primero expresamos los campos

en las nuevas coordenadas

AM(X) = Z/de (as(p)gz7s(p)eip~X + ai(p)ﬁﬂ,s(p)e_ip'x>
S (3.44)

V(X)=> / dp (bs(p)us(p)e™™ + cl(p)vs(p)e™)

en este caso tomamos a X* como en las coordenadas (3.4) y escribimos al momento p* =
wq*(z). Esta expresién del momento en funcién de (w,z) es la que permite relacionar
el espacio de Fock usual con el de Fock asintético como se observa en ([3.48). En estas

coordenadas el elemento de linea del momento tiene la siguiente forma

~ w
dp = d*z'd 3.45
P =9t T (3:45)
la fase de la onda plana se convierte en
p- X =rwq(x) - q(a') + uwk - g(z') (3.46)
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donde

q(z) - q(a') = =[z = 2|~ (3.47)

En el limite » — oo, la integral en d?z’ se puede resolver por medio de un anélisis de
saddle point [45] [46], lo que permite expresar al campo en funcién de (w,x). La parte de
frecuencia positiva de un campo escalar tiene la siguiente ecuacién al aplicar el analisis

mencionado [52]

tm [ dpo(p)e™X = / T g))e 01 (3.48)

r—00 4mir
de tal forma que podemos aplicar esta ecuacion para los correspondientes campos ((3.44)).

En el caso del campo A, tenemos que [13]

A, (u,x) = = /OOO dw <a+(w,x) e — aT_(w,:c)ei““> +O(1)r) (3.49)

47 2T

de forma similar se obtiene el resultado para A;(u, z). Las polarizaciones del fotén con

momento p*(z) = wg"(x) pueden tomarse de la forma [36]

fo (@) = 0gu(@), (@) = Dagua) (3.50)
el cual satisfacen
€x.q =0, er.e4 =0, er.e_=1,
5y,+5:+ + 5,%76;_ + quq% = Nuv

con k* un vector nulo con un producto escalar no cero con ¢* dado por la ecuacién

B.
Para el espinor tenemos que las soluciones de onda plana asociadas a la ecuacion de

ir r inor 1 = igul
Dirac para espinores sin masa con momento p* = wqg”(x) son las siguientes |29

38



0 1

Uy (w,z) = v_(w,z) = 2Y4/w ;o u_(w, ) = vy (w, x) = 2Y4w (3.52)
1 0
z 0

el cual satisfacen las siguientes relaciones

qui(w,r) =0, ul(w,z)uy(w,z) = 2wy, Zus(w,x)ﬂs(w, r)=p (3.53)

s

y similarmente para vy. Donde se llega a que

(Z) b (w,z)e” W — ciﬂ_ (w, z)e™]
> dw 1
v = —ol/4

(v, ) 471'@'7“/0 27 Ve (1

+0(1/r%).  (3.54)
) by (w, z)e™ ™% — ¢l (w, z)e™]

Comparando las expresiones de ([3.42)) con (3.49) v (3.54) encontramos que los opera-
dores de Fock estan relacionados con los operadores de Fock (3.40)) de la siguiente manera

as(w,x) = L,as(p), bs(w, x) = mbs(p), cs(w,x) = mcs(p). (3.55)

47

47y

Notando que 6@ (p—p') = ﬁé(w — w03 (x, 2") se verifica que los conmutadores ([3.43

llevan a los conmutadores ((3.41]).
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4. Identidad de Ward para (), y Teorema Soft para
Fotones

En esta sub-seccién hacemos las deducciones que se realizan en el trabajo de Strominger
[36]. Las cargas asociadas a la transformaciones de gauge locales van a introducir dos
tipos de cargas que denominamos como carga soft y hard, la primera va a estar relacionada
con fotones cuya energia tiende a cero que denominamos como fotones soft. El otro tipo de
carga se denomina hard por tener un comportamiento energético mucho mayor que el soft.
Las cargas las vamos a describir en términos de los operadores de Fock asintéticos.
Una vez hecho esto deducimos la identidad de Ward de @), que implica la conservacién de
la misma y que la transformacion de gauge asintética es una simetria. Ademas mostramos

la equivalencia entre la identidad de Ward y el teorema soft para fotones.

4.1. Cargas Soft y Hard

Previo a introducir la identidad de Ward, nos interesa expresar la carga asociada a
las transformaciones de gauge (4.4) en términos de los operadores del espacio de Fock
asintético. Primero trabajamos con el primer término, pero antes de expresarlo en funcion
de los operadores, es necesario analizar que es lo que ocurre en los infinitos temporales
de Z% e Z= [36]. A partir de ahora los superindices que contengan + implica que son
cantidades definidas en Z* respectivamente. Los campos A,(u,z) cuando u — o0 se

comportan de la siguiente forma segun [12-14]

Ay(u,2) “E= 0 (%) + .. (4.1)
siendo
U—T00 1
Ay(u,m) “E® Ay (o0, 1) + O (&) + ... (4.2)

con esto planteamos que a orden dominante

As(u, z) e Ay(Fo0,2) = AT®(1). (4.3)
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Asumiendo que 8[GA$°O(x) = 0 que se escribe como 9, AT (z) = 9;AF>(x) implica que
no hay estados asintéticos con cargas magnéticas [36]. Tomando en cuenta esto tltimo e

integrando por partes

Z /I+ dud®z [0\ (z) A_y(u,z)] = 2/z+ dud®z [0:0T (x) A, (u, z)]. (4.4)

Si aplicamos la transformada de Fourier (3.38]) para el campo de gauge e integrando en

u'y w se llega a que

/ dud®z (0:)" (x) A,(u,z)) = lim —2/ d*x 0N (1) AL (w, z). (4.5)
T+ w—0 n+

siendo ¥ una superficie de Cauchy. Aplicando el promedio del limite de w — 0 se obtiene
que

lim —2 /Z 0N () A, 0) = lim — /E 0 (@) (A, 0) - Az ) (40)

w—0 w—0t

usando las relaciones (3.41]) expresamos el primer termino de la carga en funcién de los
operadores

Z/ﬁ dud®z (O (2) A_y(u,x)) = lim —i /2+ &Pz I (2)[at (w,2) —al (W, 2)]. (4.7)

w—0

A partir de esta ecuaciéon podemos ver que el termino lineal con los A, de la carga @,
esta asociado con fotones cuya energia tiende a cero que los denominamos como soft debido
al comportamiento de la energia. Para expresar el segundo término de la carga por medio
de los operadores tenemos que realizar la transformada de Fourier para ¢, y ¢, y aplicar

las definiciones de by(w, ), cs(w, z) llegando a que [306]

Z/ﬂ dud®z [eXT (2)0% (u, 2)s (u, )] =
| (4.8)

— Z /I+ d2xdw€)\2+ﬂ(-x) [bl‘*‘(w,:ﬁ)b:(w’x) _ Cj[f”(w, CL’)C:_((,U, l‘)} .

Este término de la carga lo vamos a denominar como hard ya que la energia de este
término es mucho mayor que la carga soft. Esto ultimo es debido a que la carga hard esta

constituida por particulas que participan del proceso de dispersion.
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Tomando la contribucién de ambos términos, obtenemos la carga @ definida en Z™

QY = lim —i/ d*z 9N (2)[at (w, ) — al T (w, 2)] +
>+

w—0
Qs
2 AT (@) it + S t+ + (4.9)
-I—Z/ d“xdw o (b H(w, 2)bf (w,z) — ¢l T (w, z)cf (w, x))
S z*
Qu

Realizando el mismo procedimiento y tomando en cuenta que el campo Ag(v, x) tiene
el mismo comportamiento que Ag(u, ), cuando v — +oo y ademas que 9, A¥)(z) = 0,
se obtiene @, en Z~. Donde el comportamiento de los términos es igual que QY pero con

la diferencia de operadores y funciones definidas en la respectiva region.

Q, = lim —i/_ d*z O\ (z)[a (w, x) — a' " (w, x)] +

Qs
A= ( (4.10)
+ Z /_ d*rdw )\2—75) (b~ (w, 2)b; (w, ) — ¢ ~(w, z)c; (w, z))

Qu

dado como es el comportamiento de cada uno de los factores, la carga se puede descom-
poner como la suma de un término soft Qs y uno hard Qg [36] . En particular si hacemos
un andlisis de la carga a partir del comportamiento de la funcién A(x) encontramos que
si esta es constante el término soft se anula, ya que depende de la derivada y solo nos
queda el término hard que representa la carga eléctrica total que atraviesa la superficie Z.
Si A(z) no es constante encontramos que ambos factores persisten y en particular ambos
se evalian por medio de una funcién de peso que depende del punto de la esfera conforme
por donde salen las particulas [36]. En el apéndice [B| se encuentran las cuentas detalladas

para obtener cada uno de los términos en funcion de los operadores.
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4.2. Identidad de Ward para ),

Como ya mencionamos en la sub-seccion la conservacion de la carga a partir de la
matriz S la denominamos como identidades de Ward. Ahora buscamos obtener la identidad
de Ward en particular para Q),.

La conservacién de la carga implica que la amplitud del conmutador de

dicha carga con la matriz S deber ser nulo [36]

< out|Qf S — SQ; |in >= 0. (4.11)

Para que la ecuacién ([4.11]) se cumpla, las funciones A*(z) deben cumplir la siguiente

condicién de continuidad antipodal

AT ()| = A (=)l (4.12)

Donde consideramos que los estados |in >y |out > son estados de multi-particulas que
no interactian entre si debido a que estos estdn definidos en Z~ y Z% respectivamente. Los
mismos pueden estar compuestos por fotones, electrones y positrones que consideramos

como particulas hard que dependen de (w,z) y de la helicidad. En este caso vamos a

considerar que tenemos positrones en las posiciones z; , z; , electrones en x;r, x; y fotones
en z;",z; con sus energfas y helicidades respectivas. De forma tal que los estados |in >y
lout > son los siguientes
lin >= |z, ,wy, 8 > |27, w;, 8" > |, w,s" >
Jkl| & s ¥y jo%io 1 2% >

(4.13)

_ + o F oo +o
<out| =y <z, wy,s| <xj,wf,s'| < w, "

Al evaluar la ecuacién (4.11]) usando las relaciones de conmutacién de los operadores (3.14])

y ademds como actian los mismos sobre los estados |in > y |out > tenemos que
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w—0

lim iw/ >z \(r) < outlat(w,x)S — Sal~(w,z)|in >=
)
=e Z [CHA(ZT) — C7A(z7)] < out|S|in >
i€y (4.14)
1 para
con C; = b w_
—1 para
esto representa la identidad de Ward para @, [36] . En el apéndice hay un desarrollo
detallado de como obtener la identidad de Ward.

4.3. Teorema Soft para Fotones

El teorema soft para fotones establece que la amplitud de dispersion de un conjunto de
particulas con un fotén adicional con energia tendiendo a cero es igual a la amplitud de
dispersion sin el fotén adicional multiplicado por un factor soft mas correcciones de orden

WP [36]

y - e~
}JIL% < out|ay(p)Slin >= Z

{Cfpj.si _Crpi el
i€y

- T < out|S|in > + O(W°)

_ oy (ol
= olJIL% < out|Sal " (p)|in >

donde p* = wg" es el momento del fotén soft. Tomando los estados |in > y |out > en

la base de ondas planas

in>=|py,...p, >, out >= |p{,.....,pt > 4.16
1 n 1 m

también se puede expresar de la siguiente forma

+t ox —— o*
7 w—0 Ci'p; € Cip; e A
Awr (0050wt =0 Y e{ Lt R AL (V) + O (4.17)
— b;-p p;-p

siendo A, (pﬁ’fj) la amplitud sin el fotén adicional.
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Para derivar la ecuacion consideramos un proceso de dispersion de un total de
n particulas entrantes y m salientes que constituyen un total de w = n 4+ m particulas.
Donde dentro del tipo de particulas entrantes y salientes, se tienen fotones, electrones y
positrones

Luego agregamos al proceso de dispersion un foton soft, el cual lo representamos con una

linea ondulada de color rojo como se observa en la figura [10], con momento p* = wg*.

Figura 10: Los diagramas de Feynman representan los posibles procesos de dispersion en
donde participa el foton soft. En el primer y tercer diagrama, el foton estd adherido a un

electrén o positrén y en la restante estd en una linea interna. Imagen modificada de [36] .

La amplitud de dispersion con el fotén soft adicional se escribe como la suma de dos
tipos de términos, uno donde el fotén esta sobre a una linea externa y otro donde el fotén
estd en una linea interna. En el caso que el fotén se encuentra en una de las lineas externas
tenemos dos contribuciones, una cuando el fotén estd en una particula entrante y otra en

la saliente.
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La teoria solo permite que las particulas entrantes y salientes sean positrones y electrones,
dejando por fuera los fotones [36]. Consideramos que tenemos un total de j electrones y
k positrones entrantes, y por otro lado tenemos un total de j’ electrones y k' positrones
salientes.

Habiendo hecho esta division, escribimos la amplitud de dispersion con el fotén soft

adicional como

Aw—f—l(pw, W ,WQ+ Z Aw+1 pl - w7WQ+ + Z Aw—f—l k waWQ+)+

jEY ke A (4.18)
+ Z Aw+1 ﬂp w’qur + Z Aw-‘rl k/ waqur)
Jj ey k' €

donde cada uno de los términos representa la amplitud de dispersiéon con el fotén
adicional sobre un electrén o positrén, ya sea entrante o saliente. Al aplicar las reglas de
Feynman que se presentan en la sub-seccién[2.3.1], debemos tomar en cuenta que las mismas
se dedujeron con la signatura + — —— y al estar usando — + ++ debemos agregar un -1
donde se requiera (es decir en casos que se tengan contracciones y donde esté involucrada
la métrica 7, como en el caso del propagador del fotén). Para determinar la amplitud
de dispersion cuando el foton esta en una linea externa, primero consideramos off-shell la
linea que contiene el foton, luego tomamos el limite de w — 0 y por ultimo se opera en el
numerador del propagador. Al realizar esto obtenemos el producto de un factor soft por la
amplitud de dispersién original al considerar on-shell nuevamente la linea que contenia al

foton soft. Cuando el fotdn esta en el electrén j-esimo entrante tenemos que

;- —wy

A _ A
R (p; —wq)

Aw—i-l(pl, - 7uﬂwq—i,- - er 1<pl,7 J—1,. ) 27#62,+us<p;> (419)

siendo Fw—l(pﬁ’f}a,..,w) la amplitud de dispersion con la linea que contiene al fotén soft

off-shell, el cual representa un espinor. Tomando el limite soft w — 0 el termino (p,__:)uq)Q
J

pasa a la forma %, ahora para expresar el coeficiente de la form
S

en cuenta que {7*,7"} = 2n? y ademds que pju,(p;) = 0 [26].
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Con esto nos queda la siguiente amplitud

P _
Aw 1/17 ﬂl’ , }L,A : _er 7A ViRd “6* us K —
+1<p17 7]7 - W q+ ) 1< 7] 17 ) )2wp]_‘q7 )u‘7+ (pj)
Py, (20" — ") .
— —eF, 4 (pi LY e us(p7) =
1<p1, Lj—1,.,w ) QWPJ_C] w,+ (p])
2p; et — el P
= —eF,_ A J “’+]us -
1(p1, Ji=1.w w) 2p;.p (pj)
al operar se obtiene que
A, 0 A p; €% _
Aw+1(p11p, ,j’?},w’wq+ ) = _er—l(pzlp,..,j—l,..,w) = Us(pj)
p;.p
como A, (p ¢A’¢) = F, l(plﬁ”?]wl »)Us(p; ) entonces tenemos que
w—0 p._,g* A
Aw+1(p1, ,]7jp,w7WQ+ ) = _6]——+Aw(p1ﬁ’,1’u¢>
p;.p
Para el caso del k-esimo positrén entrante tenemos
o —wy
Ay Ad W = —el, et pE el F,_1(p¥ Ad
+1(P1 kW CI+ ) (P ) s (p,; ~wq)? 1(171 1,.,w)
w—0 — — p( )A)7
= els(py >7M5u+2 Wy, F l(p%,..,ljil,,.,w)

(4.20)

(4.21)

(4.22)

(4.23)

siendo Fw,l(pf’f,fz_lv_ ) la amplitud de dispersién con la linea que contiene al fotén soft

off-shell, el cual representa un espinor. Tomando en cuenta que pp = > vy (pr)Vs (Dk) ¥

ademds que Us(pr)y" vy (pr) = 2ph0ss’ [53], se obtiene

VA Ay w—=0 ZS' Vgt (p_)@s’ (p_) VA,
Aw—&-l(pqlp,..,k@,b..,w? wqi ) = 6”5(pk )’Yusu + = £ Fy- 1(p1 A —1,. .,w) =
2wpy. .q
Z 2pk 055 Vst (D) w Py €% w
= 68* Fw 1<p " w) =e US(p )Fw 1<p i w)
,"F QCL)pk q 1 17“, pk. .p k 1 7 il
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como Aw(pﬁ’f{uw) = U (pi;)fwfl@iﬁ,’fil,..,w) se llega a que

Ab A\ w0 Dy -E4 A
Ayt (P047wgh™) 92 e—;_;Aupﬁa.,f)- (4.25)
-

Ahora si el fotén estd en un electrén j’-esimo saliente aplicamos crossing symmetry [26],
por lo que la amplitud de dispersiéon para un positrén entrante es igual a la amplitud de

dispersiéon de un electron saliente con el momento opuesto. Con lo dicho establecemos que

+  _x
— 0 p'/-g —
Awir (PP wat™) = e—}} ;Aw (P, (4.26)
J'

Para el caso del k’-esimo positréon saliente, aplicamos nuevamente crossing symmetry.
Donde la amplitud de dispersion de un positron saliente es igual a la amplitud de dispersion

de un electréon entrante con el momento opuesto.

Con esto podemos decir que

+ x
5 0 Ppr-€
Aw‘i‘l(p’[l{’f]g}b,..,w? win) w; - ;—i- ;Aw (pllp,,/,‘w) (427)
k'

En el caso de estar en una de las lineas internas se tiene el siguiente diagrama como se

observa en la figura [11], que corresponde a una parte del proceso de dispersion.

>

kM + wgt kM

Figura 11: Diagrama que describe como es el comportamiento de parte del proceso de

dispersion cuando el fotén estd en una linea interna.
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Al calcular encontramos que

. K—wq LK
Z€m7ﬂ€u+ﬁ (428)
donde tomando el limite de w tendiendo a cero tenemos
Ktk
zek—f (4.29)

de tal forma que el fotén soft en una linea interna no contribuye al teorema soft, ya
que no presenta un polo en w, es decir que representa un termino del O(w?).

Sumando en todas las particulas entrantes y salientes

; w0 Ciplet Cip; el
Awer (o080 wat ™) =0 ) e [ L S A, (P O (4.30)
P p; -p p; -p

obtenemos el teorema soft para fotones [36]. En el apéndice se encuentra un ejemplo
para el caso de un total de cuatro particulas, donde se muestra en detalle como se opera

para derivar el teorema soft usando diagramas de Feynman.
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4.4. Equivalencia entre la Identidad de Ward y el Teorema Soft

Para mostrar la equivalencia entre la identidad de Ward (4.14)) y el teorema soft para

1

fotones debemos elegir una funcién A\(x) en este caso vamos a tomar que \(w,w) =

con d:\(w,w) = 216? (2 — w) sustituyendo en (4.14)) tenemos que
m + —
‘ + Gt ()i > € Ce G
E;IL% < outlal(p)S — Sal ™ (p)lin >= 2 2 L 7 iz (4.31)

Para ir de la ecuacién (4.15) a la (4.31) primero debemos plantear por invarianza
CPT [36] que

< outla’(p)Slin >= — < out|Sal ~(p)|in > (4.32)

ademas se tienen que considerar la relaciones para pasar al espacio de Fock
asintotico.
Después tenemos que expresar el momento en término de la energia w y las coordenadas
de la esfera conforme, en nuestro caso elegimos que pj = wgq"(zy) para cada particula
hard y p* = wg(x) el momento del fotén soft que tiene las polarizaciones posibles dadas
segun [36] . Operando en el teorema del fotén soft usando el resultado de producto
interno , las polarizaciones y ademas tomando la contribucién de los fotones
soft entrantes y salientes recuperamos la identidad de Ward. En el apéndice se
muestra el calculo detallado. Esta equivalencia es uno de los resultados fundamentales del
trabajo de Strominger ya que muestra la conexién explicita entre la simetria de gauge
asintotica que se denomina como large gauge y el teorema soft por medio de una identidad

de Ward [36].
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5. Electrén y Positron Soft

En esta seccion vamos a introducir por primera vez los teoremas soft para electrones
y positrones. Por medio de la equivalencia entre la identidad de Ward y el teorema soft
encontramos la carga asociada al electron y positron soft. Luego se determinan las trans-
formaciones que generan dichas cargas, realizando una primera discusion de los resultados.
Por ultimo se calcula el algebra que generan las cargas obtenidas a partir de la simetrias

la teoria, procediéndose a realizar un primer analisis de los resultados.

5.1. Teorema Soft para Electrones y Positrones

El teorema soft se puede aplicar para otros tipos de particulas [1}-4}9,/48,49], en este
caso al estar analizando la QED para espinores sin masa podemos aplicar el teorema al
electréon y positron, que corresponde a la situaciéon donde los mismos poseen momento
Pt = wg’ y w — 0. Al igual que el caso anterior, para presentar el teorema soft para las
particulas en cuestion vamos a considerar un proceso de dispersién en el que participan
un total de n particulas, dentro del proceso vamos a considerar que participan electrones,
positrones y fotones.

Primero presentamos el teorema soft para electrones. De forma similar al foton soft, la
amplitud de dispersion con un electron soft adicional es igual al elemento de matriz S con
un intercambio de particula hard, multiplicado por un factor soft que queda determinado
por el vértice donde interactian las particulas hard y la soft. Este factor ademas de ser
multiplicativo posee el efecto del intercambio de particulas hard. Como en la situacién
anterior podemos plantear diagramas a nivel arbol como se observan en la figura [12], en
donde el electrén va a contribuir en la amplitud si el mismo esta sobre una de las lineas
externas. Es decir que puede emerger de un positron o fotén que constituyen particulas
hard. En la situacién de que el electrén emerge de un positrén se adiciona un fotén en la
linea interna, mientras que si este emerge de un fotén se agrega un electron en la linea
interna. Debemos adicionar estas particulas como lineas internas con el fin de asegurar la

conservacién de la carga en el proceso de dispersién con esta particula soft adicional.
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En el caso de que el electrén esté en una linea interna (propagador de un fermién o de un
foton), este no va a contribuir en el teorema soft, ya que no vamos a encontrar un factor
que contenga un polo en w. De tal forma que la amplitud de dispersién con un electron

soft adicional con helicidad s se expresa como

A ({0}, 0a?) = Aun (0, wa?) + Awin (102}, 06%) + Anpt ({0 ph,wg?) (5.1)

siendo A1 ({pi},wq?) la amplitud de dispersién con el electrén soft adicional uni-
camente sobre los fotones, mientras que Anﬂ({pf},wqﬁf) esta restringida a solamente el
electrén soft sobre los positrones. El ultimo termino A, 1({n., P}, wg?) es la amplitud
para el caso en que el electrén soft esta sobre una linea interna (propagador de un fermién
o de un fotén), el cual no contribuye en el teorema soft.

Para construir el teorema soft para electrones a partir de los diagramas es necesario
poder aislar el vértice que contiene la particula soft. Para hacer esto lo primero que se
debe hacer es considerar off-shell la linea que contiene al electrén soft y tomar el limite
de w tendiendo a cero. Luego de esto se busca escribir el propagador de manera tal de
obtener una amplitud de dispersion para tres particulas y una amplitud de dispersion de
n particulas teniendo off-shell la particula que se adiciona como linea interna como se
observa en la figura . Al realizar esto ultimo se considera on-shell la particula que se
agrega como linea interna. Con esto se obtiene el producto de un factor soft con la amplitud
de dispersion, donde ambos presentan el intercambio de particulas hard.

Para determinar la amplitud de dispersion para los casos posibles vamos a considerar
a las n particulas como salientes, ya que aplicando crossing symmetry la contribuciéon en
la amplitud va a ser la misma para las entrantes [26]. Ademds para los célculos se toma
en consideracién los factores de -1 que puedan aparecer por el cambio de signatura en la
métrica.

Primero se determina la amplitud para cuando el electron con helicidad positiva esta
sobre un fotéon

Ava{ot}oat) = e (o), P L) 52
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Figura 12: Los diagramas de Feynman representan los posibles procesos de dispersion en
los que participa el electrén soft (representado en color rojo). El primero representa cuando
este esta en un positrén y el restante corresponde al estar en un fotén. Se pueden observar

los cambios de tipo de particula hard para los respectivos procesos.

siendo Fn_l(pf’fi) la amplitud de dispersion con la linea off-shell donde se encuentra
el electrén soft, representando un espinor. Tomando el limite de w — 0 , aplicando la
propiedad Y us(p)u(p) = p y ademds que pi = (wgx)®> = 0 entonces la amplitud esta se
reduce a
v _% Zs’ usl(pk)asl<pk)

_ 7, A
A1 ({pit} wat) = —etiy (wg)y’e; o Faoa (). (5.3)
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Figura 13: Diagramas que describen el objetivo que se quiere cumplir para hacer aparecer

el factor soft en los casos de tener amplitud de dispersiéon con electrén o positrén soft
adicional.

Ahora se analiza el término 7 (wq)y”uy (px), a este lo podemos descomponer como u (wq)y°y g (p),

la matriz 7°4” con las matrices v de la forma (2.13)) tiene la siguiente forma

,YO,YV —

v

av 0
0 o

siendo

donde 7%y” es una matriz diagonal y con los u, de la forma (3.52)) tenemos que el término

Uy (wq)y ug (pr) es no cero para s’ = +

ul (wq)y us (pr) = Uy (wq)o”uy (pr) (5.6)



el cual representa un vector que tiene las siguientes entradas en las coordenadas del plano

conforme.

ul (wq)o"uy (pr) = V2w (14 Zzi, 2 + 2k, 1(Z — 25), 1 — Z2) (5.7)

A su vez el termino @ (wq)y"u (pg) contraido con una polarizacién del fotén que puede
ser positiva o negativa, en este caso el factor u, (wq)y uy (py)es*. Tomando la definicién
de polarizacién en términos de ¢*(z) segin (3.50) encontramos que el termino es distinto

de cero para s = +

ul (wq)o"uy (pp)ef * = 2/wwi(Z — %) (5.8)
ademas tomando el resultado de la ecuacién ([3.47) el factor soft en las coordenadas

conformes es el siguiente

_€ﬂ+(wq)¢; “uy (i) _ €
2wWq - P VWwwg(z — 21)

Entonces sumando en todas las contribuciones de los fotones salientes y con p* = wqg"

(5.9)

tenemos que

ws Uy (wq)d* u
Avir({pi},wa)) =0 = 3 e +{ g})ﬁp:(m)An(' o o). (5.10)
i€A+

donde la amplitud es igual al producto de un factor soft y la amplitud original solo con
un cambio de particula hard, donde cambiamos un fotén por un electrén. En el caso que

tenemos el electron soft estd sobre un positron la amplitud se escribe como

5 et (wq)y'nuvs(p 5
Ava({pf.wat) = =T e i G.11)

siendo Ffj_l(p}?’fi) un vector. Igual que en la parte anterior @ (wq)y"vs(px) este termino

es distinto de cero si s = — ya que uy = v_.
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Desarrollando la métrica 7, de la forma (3.51)) tenemos que el dltimo termino en la ampli-
tud no contribuyen ya que representan ecuaciones de la forma pu,(p) = 0y p,Fi,_; (p}f’_fi) =
0 (identidad de Ward) [26] . Quedando solo los términos de las polarizaciones. Llegando a

que la amplitud es

€ﬂ+<WQ)7y(€u,+5;+ + €u,—€?§,+)U+ (k) M b,A
- 2 anl(pk—l) (512)
(pr + wq)

usando el resultado anterior el tinico termino que contribuye es el primero. Ademas

An—i-l({pg}? wqfﬁ) =

tomando el limite de w — 0 y que p; = (wq)? = 0 la amplitud queda de la forma

, ety (wq)y”ey uy (i)
Anii({p} }wa) = — 20q.pr,

de tal forma que obtenemos el mismo factor soft que en el caso anterior, donde la

5u,+~7:#—1(pllfﬁ) (5.13)

amplitud de dispersion original se ve modificada ya que intercambiamos un positrén saliente
de helicidad negativa por un fotén saliente con la misma helicidad ya que €/ = ¢, ;.

Sumando en todos los positrones salientes tenemos que la amplitud es

7 Up(wq)g* u ’
ke

donde se genera un cambio de particulas hard siendo en este caso un positron por un
foton de helicidad negativa respectivamente. Con esto concluimos que la interaccién QED
fija las helicidades de las lineas internas y externas donde esta el electron soft en términos
de la helicidad del primero (esto es por conservacién del momento angular).

Tomando en concreto al electrén soft con helicidad positiva y llamando p; el momento
de la particula hard, el teorema de electréon soft para helicidad positiva tiene la siguiente

forma

A (gt ) 20 = 37 WPy (papy)

ey 2p - pr
Uiy (p)& ut (ps) ; (5.15)
— g PR e e zAn(...,pkf%pkf‘,...).
- 2p - p
kep_
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En el caso de un electrén soft con helicidad negativa operando de la misma manera
encontramos que para ambos casos (al estar sobre un fotén o un positrén) el factor soft

esta dado por

2D - pg A /wwk(i - Zk;)
y en la amplitud se generan los mismos intercambios de particulas pero con las helicidades
intercambiadas con respecto al caso del electron soft con helicidad positiva. En el caso que
el electrén soft (ya sea de helicidad positiva o negativa) estd en una linea interna se tiene
diagrama constituido por la particula soft y dos propagadores uno de un fotén y otro de
un fermién como se observa en la figura[14] Al calcular dicho diagrama encontramos

- - K
zeus(wq)m'y 2 = zeus(wq)fy“ﬁg,w (5.17)

al tomar el limite de w tendiendo a cero encontramos que este termino no va a contribuir

con un factor soft(no encontramos un polo en w).

kM 4 wgk Jo I

Figura 14: Diagrama que describe parte del proceso de dispersion donde participa el
electréon soft en una linea interna. Donde se tiene un electrén soft saliente y dos pro-

pagadores uno de un fermion y el otro de un foton.
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De tal forma que para un electron soft con helicidad s el teorema se puede expresar

como

An+1({p§}7wqg))) "-’20 - Z eMAn( s 7pk‘s4 — pk;ﬂ e )

2p - pr
50 ) ; (5.18)
- 6¥An(“'7pklﬁs —>pkf‘8,)—|—(9(w0)
2p - py,

ke

En el caso del positron soft tomamos nuevamente las n particulas todas salientes y luego
aplicamos crossing symmetry al tomar en cuenta las entrantes. En este caso las particulas
hard van a ser electrones y fotones. Donde la amplitud de dispersién con el positrén soft
adicional se comporta de forma similar al caso del electrén soft. Si este estd sobre un
fotén entrante se agrega un positréon en una linea interna, si la particula soft esté sobre
un electréon debemos agregar un fotén en una linea interna. En este caso al igual que el
anterior la helicidad de las particulas hard se fija por medio de la teoria. Para obtener la
amplitud de dispersion se aplica el mismo procedimiento que el presentado al inicio de esta
sub-seccién. En el caso de que un positron soft de helicidad positiva se encuentra sobre un

foton la amplitud de dispersion es la siguiente

B (5.19

siendo Fé_l(p}f’fi) un espinor que representa la amplitud de dispersion original pero con

At (Y, wgl) = —eF._ (po)

la linea que contiene la interaccién off-shell . Tomando el limite de la frecuencia tendiendo

a cero, que las particulas son sin masa y que > v(p)0s(p) = p tenemos

) s/ Us'\ Dk Vgt Pk) L «
Aval{} ) =~y () I B s ). 520

Ahora nos interesa analizar el termino v, (wq)y vy = vivoy”vs/. Tenemos nuevamente
la matriz 7°y” que segtin el comportamiento mostrado y dada la forma de v,(p) dados
por tenemos que solamente se puede admitir a s’ = +. Ademas como el factor que
estamos analizando esta contraido con la polarizacién del fotén vl (wq)a” vy (pi)es*, este es

distinto de cero si solo si s = +.
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oL (p4)5" v (wa)el . = 2/ (2 — ) (5.21)

tomando nuevamente el factor soft en las coordenadas conformes

_em(pk);zim(wq) _ € (5.22)

2ppie Vwwi(z — 2)

La amplitud de dispersién para el positrén soft tomando la contribucién de todos los

fotones es

5\ w0 Uy (wq)#3 v (pr) ;
Ann({pih wgl) =" = Y e > fplj An(p = el ) (5.23)
keAL

donde intercambiamos de la amplitud original un fotén por un positron. Ahora si el

positron esta sobre un electron tenemos

Ar (P}, wa?) = —eFL () 2o lPe)Y 9y 0 (00) 5.24
+1({pk} +) () (e + wq)? ( )

/
. A . , .
siendo F * 1(pf’_l) el mismo que se presenté anteriormente. Nuevamente tenemos un
termi iad la matriz %" t =— = bt
ermino asociado con la matriz 7’7" que en este caso s ya que u_ = v, para obtener
una amplitud distinta de cero. Haciendo el mismo procedimiento y tomando las mismas
condiciones para reducir la amplitud como en el caso del electrén soft sobre un positrén se

llega a que

U1 (pr)V (Epaer s +Ep—€p )V (wq)

Anir ({0} wg?) = —eF* (004
-+ { k} +) 1( k 1) 2ppk

(5.25)

el tnico factor del numerador distinto de cero es el que tiene €, ¢, .. Con esto se
obtiene el mismo factor soft para la situaciéon anterior. Sumando en todos los electrones

salientes tenemos que la amplitud de dispersién es

Avor(p gl = = 30 BB (e iy )
kv D Dk

donde se intercambia un electrén por un fotén. El teorema soft para un positréon con

helicidad positiva se expresa como
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I\ w U4 (wq)g vy (p 5
An+1<{ka}7wq3{j) ;0 - Z € +( 2) - +( k)An(7pkﬁ —>Pk:p->)
KeAy P - Pk
(5.27)

B Z 6@+(WQ)¢iv+(pk)An('

v A
PR =D,
2p - pi )

kew_
En el caso de tener positréon soft con helicidad negativa se opera de forma andloga al
caso de helicidad positiva donde se obtiene el mismo intercambio de particulas pero con
las helicidades intercambias y el factor soft en este caso es
v (wq)#" v—(pr) €

e ey (5.28)

En el caso que el positrén soft se encuentra en una linea interna, de igual manera que

el electrén soft este no va a contribuir con un factor soft. Donde el teorema soft para

positrones con helicidad s es

An—l-l({pi(}v wqg) Wzo - Z €U5(wq)¢8’08(pk) An( .- 7pk;4 - pkf? .. )

2p - py,
N (5.29)
—Zes 5 s 2 An(...,pklfsépiés,...).
kv s D - Pk
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5.2. Carga del Electrén y Positron Soft

Como ya sabemos el teorema soft esta relacionado con una identidad de Ward que
establece la conservacién de la carga en ZF, que da a lugar a una simetria asintética.
Ya habiendo presentado el teorema soft para electrones y positrones, dada la relacién
mencionada se debe poder encontrar las cargas conservadas @, y ;. Como en el caso de
Q», la carga Qy y Q; van a tener un termino soft que va a ser el asociado al electrén soft,
mas un termino hard que va estar relacionado con las particulas hard. Por lo tanto elegimos
la carga Qy+, de forma tal de recuperar el teorema soft para electrones con helicidad
positiva en el espacio de Fock al aplicar la identidad de Ward. Donde los operadores que
constituyen la carga deben generar los intercambios de particulas, cuando el electrén soft

esta sobre a las particulas hard (positrones o fotones). En este caso,

Qu. )= lim Y20, )+ V2 [a OB (1 00, )+ e ()

(5.30)

donde los operadores de Fock son aquellos con la normalizacién de . Ahora ex-

presamos el momento en funcién de la energia y las coordenadas de la esfera conforme con
Pt = wgt(z).

Usando el factor soft y la relacién entre los operadores de momento y los asintoticos

la carga queda expresada en funcion de w,z. El primer termino de usando

(3-55)) obtenemos de forma directa

V2w

47

bi(p) = by (w, ) (5.31)

el término de la integral debe de manipularse un poco mas

6\/_ ﬁ‘ i s (pr) _
S22 [ IR (o b ) + < (o) = -

e\/_ dwkd Lk Wk
4 2(27)3\Jwr(z — 1) ( Y (Pr)br (pr) + et (pr)a (pk‘>)
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despejando los operadores ai(pk), by (pr), cT_(pk), apr) de 1) en funciéon de w, =
y sustituyendo en ([5.32))

e\/_/ dwkd Th Wi

Vwr(z = z1)

(b eos () + ! (p)a-(p1)

e dwd*zy, /2wy (4m)
=1 / )2 — o) Vo (ai(wk,xk)bJr(wk,:I:k) + ci(wk,xk)a,(wk,xk» (5.33)

' 1 oo d
= % d%kz — /0 2? (ai(wk,xk)m(wk,xk) + (wk,xk)a,(wk,xk)>

de tal forma que obtenemos la siguiente expresion de la carga

Qu, (W, x) = lim by (w, z)+

ie 1 Foo dwy (5.34)
—l—% d>x, ) /0 o (al(wk,xk)bJr(wk,xk) + (wk,xk)a,(wk,xk))
Usando las relaciones (3.40)), encontramos que el primer termino
“+o0o
im by 0) = [ duv (0.2) = v 0) (5.35)
w— oo
mientras que para la integral de frecuencia tenemos que
dwk Heo dwk ~ ~ ~ ~
o ()= o <Az(—wk,$k)¢+(wk7$k) + ¢+(—wk,$k)Az(Wk7$k)>
0 s 0 2m
:/ duAs(u, zp)y (u, ) == oz(x).

Por lo tanto, la carga no promediada asociada a la factorizacion del electrén soft con

helicidad positiva es

Qu, () = ¥y (2) +ied7 ' ox(x) (5.37)
siendo (07'f) = 5= [ d?mp— —f(zr). Si se factoriza el operador derivada inverso la
carga se puede escribir como
+o0
Q@)= 02" [ dubiv(a) (5.39)

62



con Dby = (0, + ieA,))s la derivada covariante de gauge U(1) en el infinito nulo.
Para obtener la carga en caso de tener helicidad negativa la carga tiene la misma forma
en términos de los operadores de Fock pero difieren en la helicidad. Al pasar al espacio de
Fock asintético usamos el factor soft y operando de la misma forma en los operadores

obtenemos en w, x

Q¢— (w,x) = lim b_(w’ {L‘)+

w—0
. 1 +00 g (5.39)
+% dz,’ljk (2 — Zk> /0 % (CZT_(OJk, .Ik)b_(wk, Jfk) + cl(wk, xk)a+(wk, .QTk))
el primer factor lo expresamos como
+oo
h'n% b_(w,z) = / dutp_(u,x) =: p_(x) (5.40)
w—> — 0o
mientras que el segundo
o0 dw 0 dwy, ( ~ i 7 i
St = [ 5 (A oo o) + - () Ao, )
0 m 0 2m
+oo (541)
:/ duA,(u, zx)Y_(u, zp) == 0, (T).
donde la carga no promediada queda expresada como
Qy_(7) =¢_(x) +ied; o, () (5.42)
factorizando el operador diferencial inverso tenemos que
Qo) =0 [ auDi(a) (5.43)

Basandonos en el hecho de que A(z) es una funcién de peso definida en la esfera conforme
que nos permite evaluar la carga 5. Entonces si se quiere encontrar la carga evaluada en
77+ usando la definicién de d;!. Debemos integrar por una funcién de peso en la esfera

conforme que en este caso consideramos los espinores-vectores

X(z) = (G (2), X2 (). (5.44)



Definimos las cargas

F, = /Idedu (X7 () Dsoy (x) + X (2) Datp—(2)] . (5.45)

Para el caso de la carga ();; se aplica el mismo procedimiento que para Q. En este caso

la carga se expresa en términos de los operadores respetando el intercambio de particulas
hard que se presentan en el teorema soft para positrones. La carga con helicidad positiva

adquiere la siguiente expresion en el espacio de Fock

V2w

Qy, (p) = ilg(l) 47 c+(p)+ (5.46)
\4/%/ Pk ¢+ +( ) [al(pk)CJr(Pk)“L bT_(pk:)a_(pk)

usando las relaciones ([3.40) , la expresuﬁn del factor ([5.22) y nuevamente operando de la

misma forma con los operadores, la carga queda expresada en el espacio de Fock asintético

como
Qy. (2) = litm c. (w, 2)~
ie 9 1 *dwy T 4 ; (5.47)
27T d (Z . Zk) 0 27T |:a’+(wk:7 xk‘)c+(wk7 xk) + b— (wlm Q;]C)CL, (wk'u xk)]
el primer término lo expresamos de la siguiente forma
11'1% ci(w,z) = / dup* (u, ) =: * () (5.48)
w— oo
el segundo término
dw dw' / ~ ~ ~ -
/ o () I/ <A (—wk, )V (—wr, T) +¢i(wk,$k)f42(wk,$k))
0 T 0 2 (5.49)

- /Oo duAs(u, xp)Y” (u, 1) = 05 ().

oo

llegando a la siguiente expresion para la carga no promediada en el caso de helicidad

positiva

Qyp, (v) =" (v) — ied oz (x) (5.50)
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factorizando el operador diferencial inverso y usando que D % = (9,—ieA,)1s podemos

expresar a ((5.50) como

Qi (2) = 05! /_ " D" (x) (5.51)

Para el caso de la helicidad negativa se procede de la misma manera, lo inico que se
ve modificado es la helicidad de los operadores en cada uno de los términos. En este caso

la expresion de la carga en el espacio de Fock asintotico es la siguiente

Qs (x) = lm c_(w,2)+

. 1 g (5.52)
_% dQI'k (Z — Zk) /0 ;;Tk (af_(wk, xk)c,(wk, l’k) -+ bl(wk, $k)a+(wk, xk)>
donde los términos expresados en funcién de los campos son los siguientes
})1'2% ¢ (w,x) = /_OO dur)’ (u, x) =: 7 (x) (5.53)
> dw “dwy [~ ~ ~ ~
/ 2—k ()= / — (Az(—wk7$k)¢i(—wk,$k) + ?/Ji(wkwk)Az(wkwk))
oA o 2 (5.54)

= /°° duA,(u, i)V} (u, 21) = 0.4 ().

o0

nuevamente podemos expresar la carga en forma compacta a partir de la derivada

covariante

Qy_(x) =07 /_ ) duD Y7 (z) (5.55)

promediando en la esfera conforme de igual manera que para F) tenemos

FY o= /Idedu [ (@)1 DAL () + X2 (2) D ()] (5.56)

donde se observa que la carga para positrones es el complejo conjugado de F).
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5.3. Simetria Asintotica

Las carga obtenida es una carga definida en Z no trivial, por lo tanto debe tener
asociada una simetria. Las simetrias como ya mencionamos provienen de una transfor-
macién que dejan invariante el comportamiento asintotico de los campos. Entonces para
encontrar las transformaciones de los campos, usamos la definicién de corchete de Poisson,
de forma tal que las transformaciones las obtenemos a partir del corchete de las cargas con

los campos

{Qi, X} = 0:X (5.57)

Para el caso de la carga F) usando los corchetes de Poisson de las variables candnicas

(3.26)), que Dy1hs = (0, +ieA, )5, la regla de Leibnitz (3.25)) y la definicién (5.57)) , tenemos

que

5XAZ = {FX7 Az} - ZeXf(x)%
5XA2 ={F Az} = iex* ()¢ (5.58)
St = {F, ¥} = iD:x"(x)

Gyt ={Fy, ¢t} =iD.x"(x)
operando de forma similar para la carga F* encontramos las transformaciones asociadas

a los campos

0 A, = {F;, A} = —iex? (z)0”
O Az = {Fy, Az} = —iexi (2)v]
Oy = Ly e} = DX (x)
Obe = {Fy, ¢} = iD:ox(x).

(5.59)

Como un primer analisis encontramos en particular que estas transformaciones no de-
jan invariante el comportamiento asintético en la variable u de los campos, por lo que

no podemos afirmar que estas constituyen una simetria. Una soluciéon a este problema,
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es extender el espacio de fases como se hace en los trabajos realizados por Campiglia y

Peraza [50,51].

5.4. Algebra de Cargas

Para buscar el algebra asociada al conjunto de cargas que se obtuvieron hasta el mo-
mento, lo que buscamos es realizar el corchete de Poisson entre cargas. A partir de la

definicion de corchete de Poisson encontramos que para las cargas

{Qi, Q;} = 6;Q; (5.60)
siendo §;(Q); la transformacién de la carga ); por medio de la de la simetria que genera

la carga ();. Ademas es necesario utilizar la propiedad del corchete de Poisson

{Qi, Q;} = —{Q;, Qi}- (5.61)

El corchete entre la F) con las demas es el siguiente

{an Q)\} - FX” {FX7Q5} = Fx”v {an Qe} = 07 {vaQw} = Fx’“ (562)

donde X" = —idx(z), X" = (ix*(z), —ix?(z)) y X = d,x(z) son vectores contenidos en
el espacio generado por x(z). Para esta carga no buscamos el dlgebra que genera consigo
misma ni con FY, ya que el corchete de Poisson no esta bien definido. Esto lo observamos en
la sub-seccién anterior [5.3[, al obtener la transformacion que genera la simetria asintética
asociada a dicha carga.

Para [ se tiene el mismo comportamiento que F. con

{FL.Qx} = Fo {FLQs} = Fiu, {FLQ} =0, {F;.Qu}=F (5.63)

siendo X' = i\x(z), X = (ix*(z), —ix*(z)) y X' = dux(x), donde nuevamente estos
son vectores contenidos en el espacio generado por y en el plano conforme. Tampoco bus-

camos el algebra con F. por lo mencionado en el parrafo anterior.
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En el caso de ), encontramos que

{Q)\J FX} = _FX’7 {Q)\?Q5} = O) {Q)\J QE} = 07

{Q1, Qu} = Qx, {Q1,Q\} =0
donde X (z) = dyeg ) A(T).

(5.64)

Para la carga Q5 se llega a que

{Q57Q)\} = 07 {QS; Fx} = _Fx”7 {Q57Q6} = 07 7{@57 Qw} = 07 {Q57 Q5} =0 (565)

usando la propiedad para obtener {Qs, F\}. Para lo casos que restan que son
Q. v Qu, el corchete entre si y consigo mismas son resultados ya conocidos [36]. Con el
resto de las cargas usamos la propiedad para determinar el corchete. Podemos decir
que los resultados obtenidos son coherentes ya que debajo de estas operaciones subyace
el conmutador de las transformaciones que generan las cargas que ya son resultados bien

conocidos [36].

68



6. Conclusiones

En los ultimos anos se ha demostrado que existe una conexién directa e inversa, entre

los teoremas soft y las simetrias asintéticas [36]. La conexién se da por medio de las
identidades de Ward. En este trabajo se hace un anélisis asintético a nivel arbol, con el fin
de establecer dicha conexion para QED con espinores sin masa. En particular verificamos
nuevamente la equivalencia demostrada por Strominger en sus trabajos, entre el teorema
soft para fotones y la simetria de gauge asintética. Para verificar la conexién, primero es
necesario escribir las cargas asociadas a la simetria asintética de gauge en funcion de los
campos en el infinito nulo (regién asintética). Donde en particular la carga ya presenta la
existencia de un termino soft cuya funcion es crear o destruir fotones soft (particulas cuya
energia tiende a cero). La misma al presentar este comportamiento ya permite suponer la
conexién de interés. Al aplicar la identidad de Ward sobre la carga mencionada, se verifica
la equivalencia.
Como trabajamos en QED con espinores sin masa, esto nos permite derivar el teorema soft
para electrones y positrones. En este caso el comportamiento del teorema soft es diferente
al de fotones, ya que se genera un intercambio de particulas en el factor multiplicativo y
en la amplitud. Al derivar el teorema soft se busca la simetria asintética por medio de
las identidades de Ward. Por lo que primero identificamos los candidatos a cargas para
ambos casos, de tal forma que al aplicar dicha identidad, debemos recuperar el teorema del
electréon y positrén soft. Dado que la carga mencionada es no trivial, implica la existencia
de una simetria asintotica. Para encontrar las transformaciones que generan las simetrias
se aplica el formalismo candnico.

Se encuentran que estas transformaciones no dejan invariante el comportamiento asintoti-
co de los campos. Esto sugiere una extension del espacio de fases como se han estudiado
en gravedad y Yang-Mills [50,51]. Al realizar el andlisis asint6tico de la teoria, obtenemos
cargas asociadas a distintas simetrias ya conocidas. Dentro de las mismas tenemos la de
gauge, rotacién global axial y grupo de Poincaré. Se determina por medio del formalismo
canonico, el algebra de Lie que generan las cargas mencionadas y las nuevas que surgen de

los nuevos teoremas soft.
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En particular no buscamos el algebra que generan las nuevas cargas entre si. Esto es
debido a que el corchete de Poisson entre ellas no esta bien definido.

Se hizo un estudio detallado de las simetrias asintéticas en QED con espinores sin masa.
Este trabajo deja para futuro algunas cuestiones a determinar:

1) Identificar de forma completa la simetria asintética asociadas a las nuevas particulas
soft.

2) Completar el dlgebra de cargas.

3) Por ultimo preguntarnos, si estas nuevas simetrias, también se pueden encontrar en

diagramas a un loop.
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A. Apéndice 1

A.1. Espinor Asintético

En la seccién (3.3) presentamos el comportamiento asintético de los campos A, y V.
Aqui describiremos como se obtiene la ecuacién (3.11)). El espinor en las nuevas coordenadas
(0%

x® = (r,u,z%) con % := x = z, z debe ser solucién a la ecuacién de Dirac para espinores

sin masa

V0,0 =0 (A1)

primero escribimos las matrices y* en las nuevas coordenadas.

ox®

7= (A-2)

usando que (9,)* = ¢*?dsx, y que 2¥ = rq” + uk”, tenemos que

ox" _ oz ox®

0 = M e =T

en este caso h representa el espacio plano conforme en la esfera(3.2)). Desarrollando

(A.2) usando ([A.3)) se tiene que

= 7 h%0yq, (A.3)

V=K = o =T h 0y (A-4)

donde las matrices tienen la siguiente forma

0 0 22 —2 0020
100 0 0 1 foooo
TV o2 0 o " V2 o0 0 0 (45)
02: 0 0 0200
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0 0 20 -2z 0 0 27 0
1o o0 -2z 2 .1 ]0o0 =20
TV e 2 0 o TV oo 0 o (A6)

2: 22 0 0 2 22 0 0

sustituyendo las expresiones de las matrices gamma en las nuevas coordenadas hace

que la ecuacién de Dirac (A.1)) tenga una nueva forma

K0,V — 40,V + —r ' h®0,qV = 0 (A7)
en el limite asintético el espinor de Dirac se expande como

o

wmm@@?gﬂ9+m:o(%+m. (A.8)

T T

introduciendo este comportamiento en (A.7)) y tomando solo al orden 1/r tenemos que

la ecuacién se reduce a

%gauxi; +0 (%) ~0 (A.9)

al resolver la ecuacién nos encontramos que la solucién es de la forma [

%g\if = 0. (A.10)

Ahora consideramos que el espinor estd compuesto por 4 entradas a determinar

U= (A.11)

siendo cada una de ellas funciones de (u,z), para encontrar las mismas se debe pedir

que el espinor verifique la ecuacién (A.10) de forma tal que

2De la ecuacién tomamos la solucién trivial, pero la solucién general involucra una funcién f(z, z) que

se puede investigar a futuro que papel juega en el andlisis asintético.
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(A.12)
1 -z 0 0 ||

-z —z* 0 0 (N

o o o O

resolviendo el sistema de ecuaciones tenemos que las entradas cumplen las siguientes

relaciones entre si

U1 = —Zte, Yy =293 (A.13)

donde el espinor queda con la siguiente forma

— 21

i-vz| (A.14)
(B

213

Para que U se comporte como un espinor, este debe transformar como tal bajo las
transformaciones de Lorentz en el plano conforme (2.25). Al tener espinores sin masa,
necesitamos una transformacién que estabilice el momento del espinor, con el fin de deter-
minar su helicidad. Segun [27] el que puede hacer esto es el grupo SO(2). La rotacién en

el plano conforme esta representada por [39)

JO =i (20, — 70.) (A.15)

ya que necesitamos un covector debido a como es la expresion de la transformacién,

entonces el mismo se expresa como

Jp = hpgJ* = iTQ(—ZdZ + Zdz). (A16)

Al aplicar la transformacién evaluada en el origen del plano conforme tenemos

1
5,0 = (J“(?a — 5abJaSab> Ul (A.17)
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con

/2 2 0 0

o1 1o o2 0 o0
§F =20 =5 (A.18)

“lo o 12 0

0 0 z —1/2

y ademas como S** = —S*? entonces tenemos que

1 1 . : _
¥ = 5 (OpJ,) S|y = —3 (0:J.5%% + 0.J:5%) U]y = ir’S**V|, (A.19)

donde (A.14)) evaluado en el origen, transforma como un espinor bajo rotaciones. Los
vectores propios de la matriz 1257 |y constituyen la base de Weyl [39]. Donde llegamos a

que los vectores propios son

. = (A.20)

con valor propio +i/2. A partir de los resultados tenemos que 1y = ¢ y 13 = 1y

segun la helicidad. Entonces

U =172 v (A.21)

si sustituimos en (A.8) y normalizando se llega a que [

—Z_
r—00 1 w—
v = TV o (A.22)
2y

3Elegimos una normalizacién en el espinor de tal manera de tener un factor de 2/ en el denominador.
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A.2. Corrientes Conservadas y Simetrias de la Densidad Lagran-
giana

Vamos a mostrar explicitamente que la variaciéon de la densidad lagrangiana tiene la

forma que estda dada por la ecuacién (2.27)). Partiendo de la densidad lagrangiana ([2.12))

1 _
L=+—n (—Z}"’“’]—"W + z'\I/'y“Du\I/> (A.23)

aplicando la variacion se obtiene que 6L = /=1 [- 3 F*"6F,, + i6Wy"D,¥ + U~*§(D, V)],

desarrollando se llega a lo siguiente

6L =+/—n —%}"‘“’5(8“./41, — 0, A,) + iUy D,V + iU~y"5(9, W + ieAM\I;)] (A.24)

tomando en cuenta que 6(9,A4, — 0,.A,) = 26(9),.A,)) entonces
0L = /= [-F"6(0,A)) + i6 DLV + iUAH6(0, V) — Wy 6A, ¥ — eWy' A,00]  (A.25)

0L = /=N[0,(—F"6A,) + 0,F0 A, + idUD U+

) ) ) ) (A.26)
+0,(1VA*OV) — 10, U0V — eU WA, — el A0

ordenando la ecuacién ((A.26)) se llega a la variacién de la densidad lagrangiana esperada
que da a lugar a la corriente potencial simpléctica 0#(5) que estd representada en el dltimo

término de la ecuacion (|A.26]).
5L =/—n [(aﬂfﬂ" Uy W6 A, + i0UB — BTV + 0, (~F6A, + i\Iny“é\I’)} (A.27)

la densidad lagrangiana (2.12)) es simétrica bajo transformaciones locales de gauge y bajo
rotaciones axiales. En el caso de las transformaciones locales de gauge ([2.22)) la densidad

lagrangiana varia como
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1 -
AL =+/—n (—151\(]-"“”}"”,,) + i(SA(\Iw“DM\IJ)) (A.28)

al analizar los elementos por separado, se tiene que en el primer término

1 1 1
5 (—Z}"W}"W> = =P8 Fu = =5 P (000 A, — 0,00 A,) =

. (A.29)
= —5}""” 10,0,A — 0,0,A] =0
para el segundo término tenemos lo siguiente
OA (10D, W) = iAW (y* D, ) + iWy*05 (D) ¥ + iWy* D, 6p (V) (A.30)
ademds se tiene que 05 (D,) = ied, A, sustituyendo en se llega a que
A1 D, V) = eAUAHT — e AUAHT = (), (A.31)

Con el resultado de las ecuaciones ((A.29) y (A.31)) se llega a que la densidad lagrangiana
es invariante bajo transformaciones de gauge locales. Ahora hacemos lo mismo pero con

las rotaciones globales axiales ([2.23])
1 e =
55[, =1 (—155(.7””.7'—“1,) + 255(\I/7MDu\I/)> <A32)

al analizar los elementos por separado, se tiene que en el primer factor

1 1
5 (‘Zf “”ﬂw> = =7 105 (F"™) Fpu + F105 (Fu)] = 0. (A.33)

Los dos factores que involucran al tensor de maxwell se eliminan por la forma explicita
de la transformacién global para A, (2.23). El término que corresponde a los espinores

varia como

Sabiendo que 65(D,) = D, 051 y sustituyendo en (A.34) se obtiene.

85(1U" D, ¥) = Uy D, ¥ — U*D, ¥ = 0 (A.35)
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Como la densidad lagrangiana es invariante bajo rotaciones axiales globales por el
teorema de Noether existe una corriente axial clasica que se conserva. Para llegar directa-

mente a su forma podemos aplicar rotacién axial global (2.23) sobre la corriente potencial

simpléctica (2.28))

T = 01(85) = /—n(—F" 554, + iWyH65W0) = Uyty° U, (A.36)

de igual manera se obtiene la corriente conservada asociada a las transformaciones de

gauge locales, siendo esta

T = 0(5x) = V=(=F* S0 A, + iUy 5, 0) =
— T, + eATAHT = —FO,N + AJF = =0, (AF™).

(A.37)

Para el caso de las transformaciones del grupo de Poincaré los campos transforman
bajo traslaciones segun (2.24)), mientras que bajo transformaciones de Lorentz lo hacen de
la forma (2.25). La densidad lagrangiana varia segin las traslaciones a primer orden de la

siguiente forma

5L = e,0"L = ,(e"L). (A.38)

Por el teorema de Noether al variar la densidad lagrangiana por un factor de una
divergencia 0L = 0, K” entonces tenemos un corriente conservada J" = #* — K”. Sabemos

que 0.L = 0,0"(6.), para este caso se tiene

e, L = /=00, (—F"65,.A, + iUy"5.0) (A.39)

lo cual expresamos como

DIV =H(=F 0, A, +i09€0,) — L] = 0 (A.40)

donde obtenemos la corriente conservada asociada a las traslaciones

Tl = /—n(=F" 0, A, +i¥~y"ed,) — e'L. (A.41)

7



A su vez esta corriente se la puede expresar en funciéon de un tensor simétrico, para

hacer esto le sumamos a la corriente un termino anti-simétrico con divergencia nula

T" = =ne, (T + 0,B"™) (A.42)

para este caso tomamos

0,B™ =0, (F"AY) = 0,F"™ A" + FM"9,A" = —eUy"U + F'9,AY (A.43)

sustituyendo en (|A.41)

TF = v=ne, (=F" A, + F*0,A7 + PeUy"UAT +iUF90) —ep'L  (A44)

usando la definicién de F'*” y D,, obtenemos

= /=1y (=F"F, +ieUy" D'V — e L (A.45)

donde la corriente queda expresada por medio del tensor de energia momento.

T = /=, T (A.46)

Para las transformaciones de Lorentz hacemos el mismo procedimiento, la densidad

lagrangiana varia bajo dichas transformaciones como

Sl = Da(w®2" L) (A.47)

como 0,L = 0,0"(9,,) entonces
Do (W 2" L) = /=10, (—F"™ 5,4, + i¥y"5,V) (A.48)

el cual queda expresada como

Tt == [-F" (w, A, — ws 220, A,) + iUy (w200, — w,5S57°) vl + wWha’ £ (A.49)
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nuevamente queremos expresar la corriente conservada en términos de un tensor simétri-

co, para esto primero expresamos el primer factor de ([A.49)) en una forma mas conveniente.

FH (Wl Ay — w]at0,A,) = wey (FPAY + F207 A,) (A.50)

En este caso elegimos el tensor anti-simétrico de divergencia nula como

8,B" = 8, (F'" e’ A7) = (9, F"™a’ A" + F*" 0,0’ A" + F"1°9,A") (A51)
.51
= — e UYWAY + FMAY 4+ Fr a9, A0
sumando w,;8, B*%7 a la ecuacién (A.49), tomando al definicién de F* y D7 tenemos

que

Wws, v SO

Tl = V=1 |wsy T + 9

(A.52)

donde T*7 representa de nuevo el tensor de energia momento mas un término que
depende de S%7. La suma de J* y J* constituye la corriente conservada asociada al grupo

de Poincaré.
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A.3. Cargas Asintéticas a partir de la forma Simpléctica

Por medio de la forma simpléctica buscamos las cargas asociadas a las trans-
formaciones U(1) local de gauge, rotacién global axial y grupo de Poincaré, a partir de
la definicion (3.27]). Para buscar las cargas evaluamos la forma simpléctica de la forma
dada por la (3.22)), para las diferentes variaciones generadas por las transformaciones.
Para la carga Q) asociada a la transformacion local de Gauge U(1) consideramos que

A(r,u, ) = Az) + O(1/r) cuando r tiende a infinito.

5@)\ = Q((Sa 5/\) = Z / dUdQ:U (514755)\145 - 5)\14.735143 + Z5¢:5A¢s - 25,\7?:5%) (A53)
s T

Analizamos los términos por separado, el primero tiene la siguiente forma

3 / dud®x [(514,505>\(:U) —8u8,5)\(;1:)(5AS} --3 / dud?z \(x)96A_, =
s 7 s 7

(A.54)
=0 — /dud%)\ z 8814,5
(-3 faurorond)
El segundo término asociado a las componentes del spinor se reduce a
> / dud®x 100705, — i35, = ) / dud?z (N 1, + e ou,) =
S 1 S T
(A.55)
=4 (Z/dud% 6A¢:¢5>
—Jz
dejando que 6Qy = (Zs [ dud?z Xepip — 85/1,3)>, se obtiene que
Q=) / dud®z N e, — 0,A_y). (A.56)
T Jz

Para buscar la carga asociada a la rotacién global axial consideramos la transformacion

dada por la ecuacion (2.23)) y realizamos el mismo procedimiento
5Qs = Q(6.55) = > / duds (6/1_555145 A \A, 0S5, — ¢55¢;5¢5) (A.57)
—Jz

80



Las componentes del espinor bajo la rotaciéon axial transforman de la siguiente manera
Ist_ = 1p_ y 051, = —itpy. Los términos asociados a los campos de gauge ((A.57)) se anulan
debido a la forma de la transformacién, por lo tanto solo nos queda analizar el término

asociado a los espinores. Hacemos el andlisis por separado en términos de la helicidad s

05, 65) — /I dudz [i(i607p_) — i(—it? 6)] = 6 ( /Z dud?a —¢i¢_) (A.58)

Q(8,05) 4 = /I dud’v [i(—idyiy) —i(ipoys)] =6 ( /I dud?z ¢i¢+) (A.59)

para obtener la cargar axial tomamos que 0Q5 = €2(d, d5)+ + €2(, d5)— donde

0Qs =9 (/I dud®x [77/1j_¢+ - Qﬁiw—}) (A.60)

obteniendo

Qs = /I dud’z [y — i), (A.61)

Ahora determinamos las cargas asociadas a las transformaciones del grupo de Poincaré.
En el caso de las traslaciones podemos representar a las mismas mediante el cambio de
coordenadas x'* = z# + €*. Bajo dicho cambio de coordenadas el campo de gauge A,, tiene

la siguiente forma

de AL (2") = €0,A,(z"). (A.62)

El factor asociado a la derivada parcial tiene la siguiente forma en las coordenadas

x® = (r,u,x) con 2% :=x = z, Z.

ox®
07 — % o <A63)
Usando que (9,)* = n*?0sx, y que ¥ = rq” + uk”, tenemos que
ox" ox" ox®
= —k}y' _— l/' _— = _lhaba v A64
Ox” " Oxv ©r g =" v ( )
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en este caso h® es la métrica que representa el espacio plano conforme en la esfera

celeste (3.2]).

Siendo n*# la métrica de Minkowski en las nuevas coordenadas z®

0o -1 0 0

af —1

nr = (A.65)

0
0 0 0 r2
0 O

Volviendo a la ecuacion , al hacer el cambio de coordenadas a z® y tomando el
limite asintético, las componentes s = z, z del campo de gauge son las relevantes como se

menciona en la sub-seccién [3.3] . Por lo que las transformaciones de los campos toman la

siguiente forma

5. A (2% = 9% 5, A (2”) =

=€ (_k’yarAs<xﬁ) - Q’YauAS<:U,8) + 7171hababq’7‘/45(‘/EB))

El primer factor se anula, ya que el campo A, solo depende de u y x , el tercero va
a tener asociado un termino del orden O(1/r) y se va a anular debido a que r tiende
a infinito. Por lo tanto solo hay contribuciéon por parte del segundo, llevando a que la
transformacién infinitesimal para el campo de gauge sea 6.A; = —e’q,A,. Para el caso
del espinor se procede de la misma forma, tomando en cuenta que de forma asintética
solo son relevantes los términos del orden O(1/r), entonces las componentes del espinor
transforman de la siguiente forma d.¢, = —e”qyl/}s . Para buscar las cargas asociadas a la

traslaciéon procedemos de la misma forma, es decir Q). = Q(6, o)

0Qe=Y_ / dud?x (—5,4*56”qu$+€”qu,85143 — 0" € by +z’e”q,,¢*5ws). (A.67)
A

s
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Integrando por partes en u se llega a que

0Qc = / dud?z €'q, (5,4_5/13 + A_ A, + 60" s + wisé%)
s T
=> /Z dudx €"q, [6(A_SAS) +@'5(¢};‘¢5)} = (A.68)

—5 (Z / dudz g, [A_SAS + w:wsD
B 7

llegando a que Q. = >, fz dud®z €”q, [}LSAS + w;‘ws} Ahora para el caso de las trans-

14

formaciones de Lorentz 2 = A z¥ | el campo de gauge y el espinor de Dirac transforman
de la siguiente manera A, (2') = A YA, (A~ 'z) con ¥(2') = S(A)¥(A~"z). Desde un punto
infinitesimal podemos escribir a A * = §, " +w, " de forma tal que la variacién infinitesimal

del campo de gauge bajo la transformacién tiene la siguiente forma

beAy =w,/ A, +w ) 279,A, =w /A, +£0,A, (A.69)
con §” = w,”27, usando la definicién de derivada de Lie para covectores [43] (Lxw); =

wi; X'+ w; X' y ademas 0, = wi, entonces 6¢ A, = 9,&" A, + "0, A, = LeA,. Ahora

I

bien debemos presentar dicha variacién en las coordenadas z“ para esto utilizamos el vector

£ = whz¥o, con 0, = —k,0, — q,0, + r~'D%,0, siendo D* = h*0,,
e M M m M

& =wh [-r¢"qu0u + (—¢"kurd, + ¢"D%q,0, — K quud,) + O(r )] (A.70)

Definimos Y* := whq¢”"D%q, y o := wkq"k,, = D,Y*/2, con estas definiciones llegamos a

que

E=Y, + a(ud, —r0,) + O(r1). (A.71)
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Con las variables introducidas podemos escribir la variaciéon del campo de gauge en las

nuevas coordenadas

E{AM = 5”&;«4# + augyAu =
= Y0, A, + audy A, — 1O, A, + 0,Y " Ag + 0,8 Ay + 0,87 A, + O 7).

(A.72)

Tomando el limite r — oo tenemos que Le A, = Lyag,) As+aud, As+O(r=t) =: §yag,) As+
O(r~1). Con la variacién infinitesimal para el campo de gauge podemos buscar la carga
asociada al mismo. Por lo tanto estamos en condiciones de buscar las cargas asociadas a
las transformaciones de Lorentz para el caso del campo de gauge. En este caso planteamos

que

Qua =Q(d,00)a = /

dud?z/—h het (5Aa5(ycac),4b - 5(ycaC)Aa6Ab) (A.73)
T

tomando la definicién de dy.p, A5 tenemos que

5Qua = / dud? /=R |54 (Liyeoy Ay + audyAy) = (Liyeoyda + aududa) 04, (AT4)
T

integrando por partes en el segundo factor se tiene

- / dud®e/=Rh [Liyveon Ag + aud, Ag| 54, =
* - - ‘ . (AT
_ / dudz [/J(ycac)(\/—hh“bAaéAb + VRh® AL yen )0 Ay + \/—hh“bAaauéAb)]
T
Como E(Ycac)hab = YO.hap+0,Y hepy+0pY hoe = DYy + DY, I43] y ademas E(YCBC)\/ —h =
2ay/—h, con esto se plantea que Lyeg,) (\/—hh“b) =v—-h (204h“b - DY, — DbYa) = 0,
esto ultimo es nulo es debido a que Y* es un vector de killing conforme [35] si y solo si

Y* = whk” D%, por lo tanto la ecuacién (A.75)) se reduce a los siguiente

/ V —hhabAa6 (AC(YCBC)Ab + auauAb) <A76)
7

ahora bien con el resultado obtenido la ecuacién (A.74)), se representa §Q),4 como
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504 = / dud®ev/—h W[5 Ay(Loyeny Ao + aud, Ap)+
A
+Aa5(£(YC80)Ab -+ au@Ab)] = (A77)

=4 ( / dudx\/—hhab(Aad(ycac)Ab)>
v

sumando en todas las polarizaciones tenemos que Qua = >, fz dudxA_sé(yaaa)As.
Para el caso del espinor, debemos buscar como es la transformaciones Lorentz infini-
tesimal de éste. Partiendo de la forma infinitesimal de A * y que ¥(z') = S(A)¥ (A x)

tenemos que

1
o = (w,ﬂx”@u + QQMVS/W) v (A.78)

ademas como Q,,, = w,, y S* = 1[y*,~"] tenemos que

1
U = (w,ﬂx”@u + gw’“’[fyu, ’y,,]) (A.79)
tomando que 0,§, = —w,, y que {# = w,Fz” tenemos que
1 1 1oAY
SV = (€0, — S0L" 7] (A.80)

aplicando el cambio de coordenadas para 0V, se tiene que el spinor transforma para &y

de la siguiente manera

—Z0,1_
1 Oyt_
00, ¥ = o & (A.81)
5y¢+
Zéyz/)-&-
de forma tal que las componentes del espinor tienen la siguiente forma
Lo, Lo,
oy = (Y(2)0, + §Y (z) + §Y (2)udy | Y-
(A.82)

dyy = <Y(z)8z +Y'(2) + %Y’(z)u(()u) (o

para el cambio de coordenadas segun &5 las componente del espinor transforman como
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Syh_ = (Y(z)@z +Y'(2) + %Y’(z)u@u) v
(A.83)

2

Ya que tenemos como transforman de forma infinitesimal las componentes del espinor

_ 1- 15
Sty = (Y(Z)az +=Y'(z) + §Y’(2)u8u) Uy
podemos buscar la carga Q.

5Quy = 06.6.)5 =3 / Qua § (5025 yagmyths — Syanyybios) =

o (A.84)

=> / dud®z [i (0020y s — Sy hionhs) + i (507 0y1hs — Oy 0ioys)]
T Jz

tomando el termino asociado a Jdy analizamos para cada s = 4. Para la situacion en la
que s = — tenemos la siguiente integral [ dudz i (5¢i5y¢_ — 6y@[)i5¢_), donde vamos a

integrar por partes el segundo termino obteniendo lo siguiente.

_ / dud?z Syt 51 — — / dud?z (Y(z)@z FY() + 1Y’<z>uau> VS =
T T 2

_ /Z dud?z " (y@)az FY(2) = Y(2) + %Y’(z) + %Y’(z)u@u) Su_ = (A.85)

- /I dud?z * (Y(z)az + %Y’(Z> + %Y’(Z)u8u> 0y = /I dudz (P6(5v-))

Se llega a que [, dud’x i (0 dyp_ — Sy¢* 6y ) = [, dud®z id(¢* 6y1_), para el caso

s = 4+ se obtiene el mismo resultado. De forma tal

> / dud®x i (5Y70y1hs — Syionhs) =) / dud?z i5( 5y 1hy) (A.86)
S 1 S 1

Tomando el termino asociado dy de la ecuacién (A.84]) analizamos para s = +. Para la
situacién en la que s = — tenemos la siguiente integral fI dudzx 1 (&ﬁiéyw_ — 5ywi6¢_)

donde vamos a integrar por partes el segundo termino de la siguiente manera
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—/dude g o = —/dud% (Y( )05 + ;Y’ )+ %Y’(z)u@u> Yo =
T

(z
dudew ( 0: +Y'(2) — 1Y’( Z) % (2) + =Y (z )u@u) dp_ = (A.87)

[\Dlr—t

n
/dud%w ( ()0: +Y'(2) + Y’ )&p dud%w 5(8y1_)

Se llega a que [ dud*z i (5@/}i5y@[)_ — 59@[)*_5@/1_) = [, dud?z i6(¢* dy1p_), para el caso

s = + se obtiene el mismo resultado, de forma tal

S [ duaiGoign. — sy =3 [ duda i) (A8

tomando las contribuciones de ((A.86)) y (A.88]) tenemos que

0Quy =0 (iZ/Idud2m Yoy s + 1/);‘53/@&8) =4 (zz /Idud% ¢:6ya5a¢s> (A.89)

Donde llegamos a que la expresion de la carga es la siguiente Q. =) _, fz dudx ;0 (yen,)Vs-
Ya que tenemos las cargas asociadas a las transformaciones de Lorentz para el campo de
gauge como el espinor, la contribucién de ambas nos otorga la carga asociada a las trans-

formaciones de Lorentz, que tiene la siguiente forma

Qu=Qua+Quy =) / dud®x (A_sé(yaaa)As + 1/):5(Yaaa)1/)s> : (A.90)
s A

Por lo tanto la carga asociada a las transformaciones del grupo de Poincaré esta dada

por la contribucién de Q. y Q..
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A.4. Cargas Asintéticas a partir de las Corrientes Conservadas

Derivamos las cargas asintéticas a partir de las corrientes conservadas. Para esto debe-
mos obtener el comportamiento asintotico de la corriente conservada a partir de los campos
asintdticos y luego integrar en el infinito nulo Z. Como mencionamos en la sub-seccion
la componente relevante de la corriente para obtener las cargas que atraviesan la superficie
7 es p = r. Primero obtenemos las carga asintotica asociadas a las transformaciones de

gauge. Sabemos que la corriente de gauge tiene la siguiente forma

Tl = =n(=F*0,A + AT D) (A1)

tomando r — oo y ademds A(r,u,x) — A(z) + O(1/r), entonces el comportamiento

asintGtico de J{' es el siguiente

Ty =17 (=F70.\(x) — F70; + A(z)Uy'0) = "
S (_nmnzﬁFaﬁaz)\(x) _ HraﬁzﬁFaﬁaz)\(x) + )\(x)\ff’)/r\lf)

con n®° de la forma dada por . Usando el espinor de la forma (3.11]) se llega a que

JE = 0,A:0. M) + 0, A0:\(x) + M)W vy + M@)o =

. . (A.3)
=Y AL ONz) + M) vl
integrando en el infinito nulo se obtiene
Q)= /dud2x Jy = Z / dud®c A_ DN (x) + Nx)lp,. (A.4)
7 z

s

Se realiza el mismo procedimiento para las corriente restantes. Ahora analizamos el

caso de la corriente asociada a la rotacién global axial J*

Ts" = Uyty° U (A.5)
tomando el limite asintético J¥' se comporta como
T =I5 = V=0 (U°0) (A.6)
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usando 7", v° y el espinor (3.11)) se llega a que

Jy =iy — iy (A.7)

siendo

Qs = / dud®z J; = / dud®z (Y3, — i), (A.8)
Ahora para el caso del grupo de Poincaré vamos a obtener primero la carga asociada a

las traslaciones, la corriente conservada para este caso es

Tl =+v/—n [(_f“”6787Au + Z'\I;fyuevaﬂ,)} _ L —
= V=0 [(—1 N Fape 0, A, + 1040, 0)] — €L

tomando el limite asintético el primer termino de (A.9)), este queda expresado de la

(A.9)

siguiente manera

vV =1 <_77m7]ZEFa5€7q7AZ - nTangﬁFaﬂéyquAg — ’i\Ij’}/TE’qu\P> =

. . . . N (A.10)
= [~Aq, A — Aog A —ieg, (vids +utd )]
la densidad lagrangiana cuando r — oo se comporta como
T—00 1 FZEFZz . 2T .
L= {——2 5 T ir*Wy* (9, +ieA,) \If} : (A.11)
r

Esto lleva a que £ = O (%) +0 (T%) donde en el limite este termino no va a contribuir

en la corriente, donde se llega a que

T =3 gy [~ AL A — i (A.12)

s

integrando en el infinito nulo Z y haciendo integraciéon por partes en la variable u se

obtiene

Q.= / dud®zJ =) / dud’x (ALSAS +z’¢:ws> : (A.13)

Para el caso de la transformacién de Lorentz la corriente conservada es la siguiente
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Th=+/=n {—fﬂ" (LeA,) + 107" (5”87 - %6’55757‘5> \If} +wiaL (A.14)

en la sub-seccién (3.4) se muestra como es el comportamiento de £¢ donde expresamos

a ((A.14) en el limite asintético como

To = SN0 Fag (Ove0 As) — 5 (Ui8vaa ) | =
> r?

. (A.15)
=> [/LS O(vea,)As + i¢:5(w6a)¢s}
integrando se llega a que
Qw = /dud21’J£ = Z/dude [A_S 5(Ya(‘)a)AS + il/):d(yaaa)l/)s] . <A16)
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B. Apéndice II

B.1. Demostraciéon de la Identidad de Ward para (@),

El objetivo es mostrar como obtener la ecuacién (4.14). Primero comenzamos escribir
la carga QY en funcién de los operadores de Fock definidos en la ecuacién (3.40)). Iniciamos

con el termino Q;C que tiene la siguiente forma

;=Y /Z dud’z (DN () A_J] (B.1)

para expresar este término en funcién del operador af(w,z) tenemos que tomar en
cuenta como es el comportamiento de A,(u,x) en el infinito nulo Z* a medida que u — co.

El campo transversal A,(u,x) tiene el siguiente comportamiento

" u—=300 1
As(u,z) =0 <u1+5) (B.2)
siendo
u—£00 1
A(u,z) " =" 0(1)+0 (E) (B.3)
con esto planteamos que
Ay(u, ) "5 Ay (oo, 1) = AF®(2). (B.4)

Imponiendo que 8[QA§°°(:C) = 0 e integrando por partes

QL= Z /z+ dud®z O\ (x) A_, = — Z /I+ dud®z \T(x)0,A_, =
= —/ P’z Xt (2) [0, (AT™ — A;°) + 0: (Af* - AC>)] = (B.5)
>+

z

_ 9 /E @ XH(@) [0 (A7 - A7)

de forma tal que QJ se expresa como

Qs = 2/ Pz 0T (z) (AF> — A7) = 2/dud2:v DN (2)A.,. (B.6)
> I
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Aplicamos la transformada de Fourier a A,

“+oo (_ .w) R ‘
Q; = 2// dwdud?®z 2—82)\+(:E)Aj(w, a:)e(_“‘”‘) =
T J—00 ™

+o00 5 (B7)
= 2// dwd*z 1w\t (1) AT (w, 2)6(w)
¥ J—o0
entonces planteamos
QL= —2/ d*x Ifm iwd A (2)Af (w, ) (B.8)
» w—r
aplicamos el promedio del limite entorno a w — 0 donde
QL = / d*x 0\ (z) [h’m (—iw) At (w, ) + lim (—z‘w)flj(w,:v)} =
by w—0t w—0—
= / d?z 0:\" () lim (iw) [—flj(w,x) + Aj(—w,x)] = (B.9)
» w—0t
_ / P DX () lim (i) [~ AF (w,) + A2 (0,2)]
> w—0
usando la definicién de operadores de Fock ([3.40) para as(w, z) se llega a que
QY = / d*x O:\T(z) lir%(iw) [—ai(w, T) + aT_Jr(w,x)] . (B.10)
» w—r

Ahora se escribe el termino Qg en funcién de los operadores (3.40]), sabemos que

Q= Z/Zdudzx eAT (2)! (u, 2)s (u, ) (B.11)

aplicamos la transformada de Fourier a ¢} y 1); donde se obtiene que

+oo + ~ ~ X " ’
Q=Y / / di de” dud?e G (o ) (o ) )
s ZJ—00

472

+oo + ~ 3 )
= Z/z/_ dw'dw” d*x —6A27£$>¢*:(w//,a:)wj(w',a:)é(w — W) = (B.12)

= Z /E /_"'OO dw dPx %ﬁﬁ*j(wc‘%)&:(w,’ 7)

para expresar Q; en funcién de b,(w, ) y ¢s(w, ) debemos primero dividir la integral

(completar) donde Q}; queda expresado como
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QH—Z// e X T 0 ) )
+Z// il dte A T 2y ()

aplicando un cambio de variable w' = —w' y s = —s en el primer termino de (B.13) se

(B.13)

llega a que

‘_Z/ / s ﬁ#qﬁ*;(—wlw)@fs(—d,xﬂ
N R

usando la definicién de operadores de Fock - ) para bs(w,z) y cs(w,x), aplicando

(B.14)

normal ordering y renombrando w’ = w, se llega a que

QY = Z// dwd*z 6)\ ) [b Hw, 2)bf (w, z) —clﬂw,x)cj(w,x)] . (B.15)

de forma tal que la expresién de @} en funcién de los operadores es la siguiente

Qf = lir% —iw/zdgx O (2)[at (w,z) — al F(w, )]+
(B.16)

+Z/d2xd (bJH(w 2)bf (w, ) — el T (w, 2)cf (w,2)) .
Por lo tanto obtenemos la carga @), en funcién de los operadores de Fock asintdtico en
Z+. Realizando el mismo procedimiento tomando en cuenta que el campo A,(v, z) tiene el
mismo comportamiento que Ay(u, x), cuando v — +oo y ademas que 9, AF®;|(x) = 0, se

tiene que ), en Z~ es

Q, = lim —z'w/ &Pz N ()07 (w, 2) — al ™ (w, 2)]+
w—0 »

A (2 (B.17)
+ Z / d*rdw /\2—75) (b~ (w, 2)b; (w, ) — ] ~(w, z)c; (w, 2)) -

B T
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Como )y es una cantidad conservada entonces debe ser una simetria de la matriz de

dispersién S es decir que

< out|Qf S — SQy |in >=0 (B.18)

donde la funcién A(x) cumple con las condiciones de forma tal que A*(z) =
A~ (—x) = A(x). Consideramos estados asintéticos de multi-particulas (en esta situacién
las particulas no interactian entre si) que estan constituidos por un total de [ fotones, j
positrones y k electrones que los consideramos como particulas hard, los estados [in >y
< out| se expresan de la siguiente forma
lin >= |z, wy, 8" > |2, w5, 8 > |o7 w78 > (B.19)
<out] =<z, wi, 8| <xf,wl 8| < a8

El cual expresado por medio de los operadores de Fock asintéticos se tiene que

lin >= Il ai’(wl, xl)bl ’(wk,xk)cl’(wj, z;)|0 >

(B.20)
< out| =< 0|z af (wy, 2)bF (wk, z1)c (wy, ;).
Primero evaluamos < out|Q$“S|in >,
< out|QY Slin >= h’r% —iw/ d*z 0:\(z) < out|[at (w, x) — al T (w, 2)]Sin >
w—r
. (B.21)

A
—i—Z/Id?xdw 62—5:6) < out| [bl T(w, 2)b] (w, z) — f T (w, z)cf (w, 2)] S|in >

del primer término vamos a considerar solo la contribucién por parte de al ya que no
puedo destruir fotones soft, debido a que el estado < out| solo contiene particulas hard.

Usando la relaciéon de conmutacion (3.41f) el primer termino queda como

lim —iw/ d*z 9:\(x) < out|at (w,x)Slin > (B.22)
5

w—0
para el segundo término usamos las relaciones de conmutacién (3.41)), la expresion de

los estados in y out, y como actiian los operadores en el vacio se tiene que
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Z < out|b! T (w, 2)bF (w, z)S|in > — Z < outle! T(w, z)cf (w, x)S|in >=

- Z 210 (w — wy) 0P (w, ) < out|S|in > — (B.23)

- Z 216(w — w;)6@ (x, ) < out|S|in >

Se sustituye (B.23) en el segundo término de la ecuacion (B.21)) y se obtiene que

+oo eA(x)
Z/ / d%de— < out| [bl T(w, 2)b] (w, z) — f T (w, 2)cf (w, x)] Slin >=
5 JzJo @

+o0
= / / d*zdw Ze)\(a:)é(w — wi)0P (x, 27) < out|S|in >
= Jo

k

(B.24)
- Ze)\ 6(w — w;)dP (x, x)) < out|Slin >=
/d2x)\ 25(2 z,x})) 252)xx+] < out|Sl|in >
usando los resultados (B.22) vy (B.24)) se obtiene que
< out|QY Slin >= h'r% —iw/ d*z 9:\(x) < out|at (w, x)S|in > +
w— b
(B.25)
/d2x Az [Z 63 (2, ) 2(5(2)(x,xj)] < out|Slin >
integrando se llega a que
< out|QY Slin >= Ifm —z'w/ d*z 9:\ < out|at (w, x)S|in > +
w— »
ADIRCIEDY A(:z:j)] < out|S|in >=
k J
(B.26)

w—0

= lfim —iw/ d*z 9:\ < out|at (w, x)S|in > —i—eZCf)\(xf)
x i
1 para ¥

C; = -
—1 para ¥
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realizando el mismo procedimiento se tiene que

< out|SQy |in >= HH(I] —iw/ d*z 9\ (z) < out|Sal ™ (w, z)|in > +
w— )

(B.27)
—I—eZCZ-_)\(x;) < out|Sl|in >
como debe cumplirse ([B.18]) entonces se tiene que
h’n}) w/ d*z0:\(z) < out|atS — Sal ~|in >=
w—
R (B.28)

= ez [CHA(z]) — C; AMa;)] < out|S|in >

donde la ecuacién (B.28]) representa la identidad de Ward para @, [36].
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B.2. Equivalencia entre Identidad de Ward y Teorema Soft
El teorema soft para fotones establece que

Ciplet  Cop, .
e[ kPt ZePety < out|Slin >

lim < out|aZX(p)S|in >= Z - -

w—0 _
ke yy

_ _ 1 T- ;
= }}L% < out|Sal " (p)|in >

donde este es equivalente a (4.14]). La ecuacién (B.29) esta expresada en funcién del
momento del fotén soft p* y el de las particulas pj. Los estados in y out estan en la base

de onda planas

lin >= |p;, ..., D, >, <out] =<pf,....p}| (B.30)

Para establecer la equivalencia primero elegimos la funcién A(z) de (4.14)), que en este caso
es AM(w, w) = — con 9:\ = 216 (2 — w), de tal forma que sustituyendo en 1) se tiene

que

lim w < outlaf(w,x)S — al (w, z)|in >=

w—0
C+ o : (B.31)
- _° [ E — —FE | < out|S|in > .
211 _lz— 2z, z—z
ke

Para mostrar la equivalencia vamos a ir del teorema soft a la identidad de Ward.
Para esto debemos expresar el momento de las particulas de (B.29)) en términos de las

coordenadas z, Z y la energia. Por otro lado la polarizacién del foton soft la tomamos segin

(3.50), pi, = weg"(xx) ¥y p* = wgt(z) de forma tal que

Fet=—w(z-7z") pip=—wwrlz— 2P (B.32)

donde se obtiene

preh 1

_ (B.33
iy wlz—z) )

aplicando lo mismo se llega a
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o 1
ety _ . (B.34)
Py -p w(z—2;)

Usando las relaciones que existen entre los operadores de Fock asintoticos y los de Fock,

podemos expresar que el

7 + . _ ’ . + .
}E}% w < out|a (p)S|in >= })ILI%) 4mi < outla(w,x)S|in > (B.35)
y ademés que < out|at (w,z)S)in >= — < out|Sa' " (w, z)|in > se tiene
h’Ir%) w < outlat (w,z)S|in >= h'n% 2mi < outlat (w,z)S — Sal " (w,x)|in > .  (B.36)
w— w—

Sustituyendo los resultados (B.33)), (B.34)) y (B.35) en (B.29) recuperamos la identidad
de Ward

/ " gt S
}JIL% w < out|al (w,z)S — Sal " (w, z)|in >

1 <& C+ o (B.37)
= — e[ P — —k | < out|S|in >
27 P Z—z,  zZ—z

con esto queda demostrada la equivalencia entre la identidad de Ward de @, y el teorema

soft para fotones. Donde verificamos la conexién demostrada por Strominger [36].
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B.3. Ejemplo de Teorema Soft para Fotones

El teorema soft establece que cualquier elemento de la matriz S con un fotén soft
adicional es igual al elemento de la matriz original multiplicado por el factor soft mas

correcciones de orden w? [36]

n + b = o
, pret  ppe
< out|a (p)Slin >= E e l — =

! pEp Pip

} < out|S|in > +O(w°) (B.38)
k=1

también se puede escribir como

pp-et ppe’
pid pid

A (A wg?) =3 [ } A () (B.39)
k=1

para derivar la ecuacién tomamos cualquier proceso de dispersién con un total
de n particulas entrantes y salientes y luego agregamos un fotén saliente con momento
p* = wgt. En el limite soft, se puede escribir la amplitud como la suma de dos tipos de
términos, uno donde el foton este adherido a una linea externa y otro donde el fotén esta
en una linea interna. En esta seccion mostramos una deduccién simplificada de forma tal
que se pueda entender el funcionamiento del teorema soft para el caso donde tenemos un
total de cuatro particulas que en este caso son electrones y fotones. Consideramos el fotén
soft como saliente- Los procesos de dispersion que obtenemos estan representados por los
diagramas a nivel arbol como se muestran en la figura [15|.

Usando las reglas de Feynman calculamos la amplitud asociada a cada uno de los casos,

primero lo haremos para la situacion donde el fotén soft esta en la linea del electréon entrante

. = v _* + * —w * w
Ania(pp ™ walt) = —(0)°e*a(pa)y €V,+(ps)M7565,+(pz)Mv“6w(wQ)U(pl) =
(pa + p3) (p1 —wq) B
(pr+p3) s Pt (B40)
— 3 - v _* * I ¥
ie”u(pa)y EV,+(p3)(p4 sl S (P2)g o e (wau(p)
usando la relacién de conmutacién [y*,4"] = 2n*” y que para espinores sin masa se

verifica que pru(pi) = 0 de forma tal que lo anterior se puede expresar como

.5 U ox + . p1-€% (wq)
A (P wat) = —iea(pa)y 8V,+(p3)W—mvésg,+(pz)u(p1)+—

B.41
(pa +ps3)? p1-wq ( )
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Figura 15: Procesos de dispersion constituidos por dos electrones con un fotén soft adicional

en la linea externa y en la interna

vemos que en (B.41)) hay un coeficiente que representa la amplitud de dispersién para

el proceso cuando no actia el fotén soft y el restante representa al coeficiente soft donde

) ep1-€%(wq)

A A
A (py 4 wald) = A (py
p1-p

cuando el fotén esta sobre el electrén saliente

(pr +waq)

(ps + wq)?

(pr + ps)
(p1 + p2)?

—0

7553+(p2) 7M527+(p2)u(p1) =

7%3+<p2>m

A (0, wald) = =) *ulpa)y"e;, , (wq)

= fie3ﬂ(p4)’y”£’,j’+(p3) ey + (wq)u(pr)

2wps.q

usando la relacién us(p)y uy (p) = 2pHdss se llega a que

epy.ch
s (0P wa) = A, () 2L
DP4.p
si el fotén estd en la linea interna la amplitud es
A - 3= v_* (%_ W ) * ]4 * w—0
Amt(p}f ,wqf) = —ie’u(ps)y 81/(293)(/{_—005527“%,+(WQ)ﬁ7655,+(192)u(p1) =

o0 e KK
= i€ u(pa)y <} (ps) 137" (00) 15751 (2)u(n)

100

(B.42)

(B.43)

(B.44)
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representando un termino del orden O(w?). Entonces la amplitud de dispersién va a ser

igual a la suma de las contribuciones calculadas anteriormente

p4.€* pl.E* A
A, w’A,w =e (—+ — —+> A, (p? B.46
+1 (pk CI;L) Dap D1 (pk: ) ( )

de forma tal que obtenemos el teorema soft.
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C. Apéndice III

C.1. Simetria Asintética
Aqui se presentan los cdlculos para obtener por medio de las cargas Fy y FY, las
transformaciones asociadas a las simetrias asintdticas que generan las cargas mencionadas.
Para obtener las transformaciones realizamos el corchete de Poisson de las cargas con los
campos. Utilizando la definicion (5.57)), que D, = 9, + ieA,, los corchetes de los campos
(3.26) y la regla de Leibnitz (3.25)) . Las transformaciones de los campos asociadas a la
carga [, presentan la siguiente forma
(5XAZ = {FX,AZ} = {/ d*zdu (Xngz/J+ + X*_ZDZqL) ,AZ} =
~ / Padu \F{As, Ay} = / Paodu T {As AL} = (C.47)
= /dedu XE0(u — w6 (z,2') = iex by
Shs = (P As) = { [ dPadu (D 4 Do) As) =
= /d29€du XA Ay} = /d%du XY {A, Asy = (C.48)
= /d%du XFY_6(u — u')6*(z,2) = iex* _
5x¢i = {va @Z’i} = {/d%du (X*§D2¢+ +X“D.y_) 7¢i} =
= /dedu{X*zDszmwi} = /d2xdu{x*z(8z —l—’ieAg)meM;} =

(C.49)

- / Pardu [~0o {03} +ieA{bs,07)] =

= /dedu i0(u —u)0%(x — 2') [0 — ieds) X" = iDsx**

sy = (R v) = ([ dhadu (CTDa 43D ) 03} =

— [ daduly Dot} = [ daduly (0. + ieA- 0t =
(C.50)

= /d%du [—3ZX*Z{¢_,¢i} + i6A2{¢+7¢iH =

= /dzxdu id(u —u')6*(x — 2') [0, —ieA,] x\** = iD,x*
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operando de forma similar para la carga F* encontramos las transformaciones asociadas

a los campos

0 A, = {F; A} = —iex”u"
5XA2 = {FQ, Az} = —iex Y}
Oy = {F;, Vit =1D.x"
O = {F;, Y-} = iDzx*

(C.51)
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C.2. Algebra de Cargas

Aqui mostramos algunos de los calculos para obtener los resultados sobre el dlgebra
asociada al conjunto de cargas asociadas a la simetrias de QED que se presentan en la
sub-seccion . De tal forma que para obtener dicha &lgebra, realizamos el corchete de
Poisson entre las diferentes cargas definidas en el espacio. Primero buscamos el corchete

de Poisson de la carga F. con ()), donde usando el corchete de Poisson entre los campos

(3.26]), llegamos a que

{F,Q\} = 05F. = /d%du [5*25A(D2¢+) + %0\ (D)) (C.52)
A

siendo 05 (Dsts) = —iADg1)s entonces

{Fsa Q)\} = —iAF; (053)

como £* = (e*#,¢**) es un vector definido en el plano conforme, entonces contiene al

vector € * = —ile* de forma tal que

{FE7Q)\} = Fs’ (054)

ahora buscamos el corchete entre F. y Q5

(F..Qs} = 6:F, = / Paodu [£765(Datpy) + 565(Dotp_)] =
(C.55)

= /dQ.TdU [Zg*ZDZ¢_ —/L.Z‘:*EDET/}_;'_]
z
nuevamente como el vector ex esta definido en el plano conforme entonces contiene a
My __ (g k2 < _XZ
e * = (ie**, —ie*?).

{F.,Qs} = Fun (C.56)

Por otro lado al hacer el corchete con (). encontramos

(F..Q) = 6.F. = / Pudu [£76.(Day) + €0,(Dap_)] =
z (C.57)

= /I xdu [5*2 (—6”61”/121/4 - eVDz(qV%)) +e* (—EVQVAZw— - EVDZ(qui/}—)ﬂ
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si se desarrollan las derivadas covariantes, se integra por partes y considerando que los

campos decaen en u, se tiene que el primer término

/d2$du 5*2 <_€VQVA277Z)+ - 6VD§(QV77[}+)> =
I
= /d%du e <—€VQVA2¢+ - EV(DEQV)ler - EVQVD2¢+) = (C.58)
I
= / dPzdu £* (—E”QVAzM — € (D:qu )y — € ¢, 0504 + 6”61qu¢+> =0
z

el segundo término tiene el mismo comportamiento de forma tal que operando de la

misma manera se tiene que es nulo

Para el caso de @), usando la propiedad (/5.61])

{Q)\an} - _{F67Q)\} = _Fe’ (C60)

al hacer el corchete de (0, con Q5 encontramos que

(@@} =s0 =Y |

Prdu [85A65(A,s) T+ eAds(17,) +e/\¢;‘55(ws)} -
s ot (C.61)
- /I Padu [if5), — " — i, + ity ] = 0.

Luego con @), si se integra por partes y se toma que los campos decae en u tenemos que

{Qx, Qc} =605 = Z/d%du [&(@)% + Y50 (¥s) + 33/\56(14_5)] =
==Y [ era [bo s v -oa] = (co
— =3 [ duera, [, - div.+ 0.0.4.] =0

Si se hace el corchete entre Q) y J.,, primero es conveniente por cuestién de simpleza,

plantear lo siguiente
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{Qx Qu} = —{Qu, i} (C.63)

Ahora desarrollamos el corchete {Q,,, @} donde obtenemos

{Qu, Qr\} = 6:\Qu, = Z / d*zdu [5A(A—s)5(Yaaa)As + A755A5(Yaaa)As] +
s T
+ [(5/\¢:)5(Yaau)'¢)s + ’QD:(S)\(S(yaaa)@Z)S} = Z / d%du [A_sd(yaaa)(asA($))] + (064)
s 7

+ [iedsvs0iyaa) A(2)] = Q

Para conseguir los resultados restantes, se procede de forma similar.
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