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Resumen

La psicometria es el area que se dedica al estudio y desarrollo de herramientas de medicién en
psicologia. Uno de los problemas que aborda es la medicién de variables latentes. En este sentido,
la Teoria de los Test (TT) es una de las herramientas que brinda un marco de trabajo a la hora de
disefiar instrumentos de medida. En el 4mbito de la TT, es la Teorfa de Respuesta al Item (TRI) una
técnica moderna cuya flexibilidad permite analizar las respuestas y las caracteristicas de los items en
un test. Un subconjunto de modelos en la TRI puede encontrarse bajo el paragiias del denominado
Modelo de Rasch y sus extensiones, cuyas propiedades, asi como también su sencillez, los convierten
en atractivos cuando se trabaja con problemas reales. A pesar de haber sido desarrollados en forma
independiente, los modelos propuestos en la TRI pueden ser representados a través de un modelo
lineal generalizado mixto (GLMM). Este aspecto es sumamente relevante, ya que es posible hacer
uso de los resultados y algoritmos desarrollados para los GLMM en la aplicacién de un problema
especifico. En el presente Trabajo de Fin de Grado estaremos abordando el Modelo de Rasch,
desde un enfoque tradicional, asi como también desde la perspectiva de los GLMM. Ademds,
ambas estrategias son aplicadas a un test de comportamiento utilizado en la identificacién del
Trastorno del Espectro Autista (TEA). Los resultados obtenidos muestran el potencial del Modelo
de Rasch, y la posibilidad de ser extendidos en experimentos que involucren a la poblaciéon en
Uruguay.

Palabras Claves

Teoria de Respuesta al [tem (TRI), Modelo de Rasch, Modelos Lineales Generalizados Mixtos,
Inferencia Bayesiana.

Key Words

Ttem Response Theory (IRT), Rasch Model, Generalized Linear Mixed Model (GLMM), Bayesian
Inference.
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Capitulo 1

Introduccion
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1.1. Antecedentes

En muchas situaciones de investigacién aplicada las variables de interés no son directamente obser-
vables, es decir, el problema involucra a las denominadas variables latentes. A pesar de su peculiar
caracteristica, su existencia puede ser inferida a través de una serie de manifestaciones, conoci-
das como variables manifiestas, que cuentan con la virtud de ser cuantificables (De Ayalal [2009,
Chap. 1). Un ejemplo de ello es la variable “inteligencia de los individuos”, donde a través de un
conjunto de test (o cuestionarios) se obtienen medidas indirectas que, entre otras cosas, permiten
caracterizar y conformar agrupamientos de personas (Baker, 2001, Chap. 1).

La psicometria, segin la |Psychometric Society), es el drea dedicada a la investigacién y el desarro-
llo de herramientas de medicién cualitativas en psicologia. Dentro de dicha area, muchos de los
problemas abordados involucran variables latentes. En este sentido, algunos de los instrumentos
que se han disenado son los tests, los cuales, dependiendo del objetivo que se persiga, tendran una
estructura, un conjunto de preguntas (abiertas o cerradas), un conjunto de respuestas admisibles,
etc.

En general, las técnicas utilizadas en el proceso de medir variables latentes involucran una co-
rrespondencia entre un conjunto de niveles en la variable de interés y valores en una escala como
consignan (Wright and Masters| 1982, Chap. 1 y 3), (Dunn-Rankin, Knezek, Wallace, and Zhang}
2004, Chap. 2). Actualmente, dentro de la psicometria, los frameworks que permiten establecer
dicha correspondencia son: la teoria clasica de los test y la teoria de respuesta al item.

La nace, segin algunos autores como Muniz| (2000)), en los trabajos de Spearman a comienzo
del siglo XX. Esta se basa en el hecho que el instrumento (un test) utilizado para evaluar a un
conjunto de personas, no es preciso e introduce un error. Esto quiere decir que, el score total (o
resultado) del test es una medida empirica imprecisa, y en consecuencia, los apartamientos respecto
al valor real deben de ser tenidos en cuenta a la hora de elaborar conclusiones.

Bajo este escenario, donde el instrumento que permite inferir una variable latente es impreciso,
se propone utilizar un modelo estadistico lineal para modelar los desvios respecto al verdadero
valor. Es decir, el score total observado (score empirico), correspondiente a cada participante del
test, estd formado por dos componentes: la primera, corresponde al verdadero valor del score total,
mientras que la segunda, es el error introducido por el instrumento. Ademds, se asume que los
errores son independientes e idénticamente distribuidos, no correlacionados entre si y con el score
observado.

Una de las ventajas de la[TCT]|radica en el hecho de su sencillez, tanto en su aplicacién, asi como
también en la interpretacion de los resultados. Sin embargo, carece de una propiedad relevante
que invalida su aplicacién en forma generalizada. Esto es, el modelo no es invariante respecto del
instrumento, es decir, al ser aplicado en distintos tests, los resultados obtenidos no son comparables.
A pesar de ello, la ha sido utilizada en distintas disciplinas y atn sigue formando parte en
los textos clasicos de psicometria.

En la concebida en forma independiente y casi en simultdneo por |Lord| (1952) y|Rasch! (1960),
se realiza un abordaje diferente respecto a la Mediante la propuesta de un nuevo modelo
estadistico se abre un abanico de opciones que posibilita el analisis de las respuestas observadas, asi
como también ciertas caracteristicas de las preguntas que forman parte del test. En este sentido,
el centro de interés no se encuentra tnicamente en el score total de cada participante, sino en sus
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respuestas y los items del test. Esto ultimo es lo que hace factible, a través de un mismo modelo,
comparar distintos instrumentos. Algunos autores, por ejemplo, De Ayalal (2009)), [Martinez Arias,|
[Hernéndez Lloreda, and Hernandez Lloredal (2014]) o Muniz| (2018]), la denominan teorfa moderna
de los tests.

El Modelo de Rasch y sus extensiones puede considerarse como un subconjunto de los modelos
desarrollados en la[TRI] Sus propiedades y sencillez lo han convertido en una herramienta atractiva
en el andlisis de test. Como veremos en el siguiente capitulo, a pesar de poseer una expresién
algebraica idéntica al propuesto por Lord, la forma en que Rasch elabora la soluciéon al mismo
problema es partiendo de un enfoque completamente diferente.

Un aspecto relevante a tener presente es el siguiente, modelar las caracteristicas de los participantes
y la estructura del test al mismo tiempo no es gratuito, y trae consigo complejizar el modelo. Es
decir, los modelos desarrollados dentro de la[TR] presentan una estructura mds compleja respecto
al modelo lineal de la[TCT| En consecuencia, la inferencia estadistica requerird de técnicas mds
sofisticadas. Esto se ve reflejado en los algoritmos que se han propuesto durante el desarrollo de la
tanto desde la estadistica frecuentista, asi como también bajo la estadistica bayesiana.

Resulta oportuno senalar que los modelos propuestos bajo el paragiias de la[I'RI| pueden ser abor-
dados a través de la teorfa desarrollada en los |Generalized Linear Mixed Models (GLMM)| Esta
caracteristica es interesante ya que, a pesar de ser teorias desarrolladas en forma independiente y
persiguiendo distintos objetivos, es casi inmediato representar cualquiera de los modelos desarrolla-
dos en la[TRI| como un [GLMM] Por lo tanto, es admisible la aplicacién de todas las herramientas y
los resultados desarrollados dentro de la teoria de modelos generalizados mixtos, a un subconjunto
de problemas pertenecientes a la teoria de los test.

A pesar que el desarrollo de la [TR] comienza a mediados del siglo XX, es en las tltimas décadas,
debido al aumento en capacidad de cémputo y el avance tecnolégico, en que toma mayor relevancia
y aplicacién a problemas reales. No debemos perder de vista que, en general, se suelen analizar
test donde el niimero de participantes es elevado, y en consecuencia, la cantidad de pardmetros a
estimar es elevada, lo cual resulté ser una limitante durante muchos anos.

En la actualidad, podemos encontrar aplicaciones de la[TRI en diversas dreas. Por ejemplo, en me-
dicina destacamos el estudio de: el Trastorno del Espectro Autista [Cordier, Munro, Wilkes-Gillan,
R, Parsons, and Joosten! (2019)); Kuhfeld and A.|(2018);|Lundin, Kosidou, and Dalman| (2019); [Ma-,
zefsky, Yu, White, Siegel, and Pilkonis| (2018); Murray, Booth, McKenzie, and Kuenssberg] (2016]);
Seung, Ji, Kim, Sung, Youn, Hong, H., Lee, H., and Youm| (2015); la enfermedad de Alzheimer|Ard,
Galasko, and Edland| (2013)); Balsis, Unger, Benge, Geraci, and Doody| (2012); Balsis, Choudhury,
Geraci, and Patrick| (2018); [Le, Lancashire, Hirst, and Jokel (2011); [Umeda-Kameyama, Mori,
Wada-Isoe, Kikuchi, Kojima, Kagimura, Ueki, Watabe, Kudoh, Akishita, and Nakamura| (2018]);
Verma and Markey| (2014)); o la epilepsia Birbeck, Sehyun, Hays, and Vickrey| (2000); Goodwin,|
Ferro, and Speechley| (2018]).

Dentro del [Instituto de Estadistica (IESTA)| de la [Facultad de Ciencias Econémicas y Adminis-
tracion (FCEA)| el grupo [Grupo Interdisciplinario en Métodos Estadisticos en Salud y Economial
ncuentra investigando, desde distintas perspectivas, problemas que involucran en
andlisis de test. En esta direccién, algunos trabajos realizados pueden encontrarse en [Alvarez-Vaz

2020); |Alvarez-Vaz, Massa, Lorenzo, and Fabruccini (2018); [Debera and Nalbarte| (2006); Massa.
2020)); [Massa, Camano, and Alvarez Vaz| (I2018[); |Massa, Berberian, and Alvarez—Vaz| 42019 .
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Motivados en la relevancia intrinseca de la[TR]y la diversidad de aplicaciones en las que ésta pue-
de contribuir, nos proponemos abordar dicha teoria con un enfoque distinto al habitual. Es decir,
analizaremos la[TRI| de forma tradicional e incorporaremos la perspectiva desde los[GLMM] Suma-
do a esto, seran presentadas las técnicas de inferencia que provienen de la estadistica frecuentista
y bayesiana. Ademads, aplicaremos los métodos aqui desarrollados a un test de comportamiento
utilizado en la identificacién del [Trastorno del Espectro Autista (TEA)|

1.2. Objetivo

El objetivo del presente consiste en el estudio de los modelos de en particular profun-
dizaremos en el Modelo de Rasch definido como un Es decir, serd objeto de investigacién
aquellos casos donde, mediante un Modelo de Rasch, pueda describirse el comportamiento de la
variable dependiente (respuesta al ftem dicotémica), utilizando efectos fijos y aleatorios.

Los objetivos especificos propuestos son:

- Revisién bibliografica de la[TRI} los denominados modelos de un pardmetro, dos pardmetros
y el Modelo de Rasch, as{ como también el vinculo con los [GLMM]

- Analisis de las bibliotecas disponibles en R que posibiliten la aplicacién a un problema real.

- Implementacién en R del Modelo de Rasch, desde un enfoque clésico asi como también desde
la perspectiva de los [GLMM] con aplicacién a un problema real.

Los supuestos son:

- Los modelos y el test a analizar son de respuesta dicotémica.
- La variable latente es unidimensional.

- La aplicacién de los modelos propuestos a un problema real se realizara haciendo uso de los

datos proporcionados por [Thabtah| (2020), que corresponden a un test de comportamiento
utilizado en la identificacién del [TEAL

26



1.3. Aportes del TFG

El presente [TFG| realiza un incipiente aporte en:

- Exponer los principales resultados de la[TRI] para el caso de los modelos que son objeto de
estudio, en forma unificada a partir de las publicaciones realizados principalmente por [Fischer]
and Molenaar| (1995), Baker and Kim| (2004), De Boeck and Wilson| (2004)), y Levy
and Mislevy| (2016), asi como también otros autores.

- Revisién de la evolucién de la[TRI]a lo largo de los afios, aspecto éste que nos llevé a encontrar
erratas en algunos desarrollos de resultados, citas a autores, y citas a resultados.

- Incorporar, en forma breve e introductoria, la visién de la Teoria de los Test desde una 6ptica
que proviene del d&mbito de la psicologia, algo que no es habitual en los textos de estadistica.

- Aplicacién del Modelo de Rasch, bajo el enfoque frecuencista y bayesiano, al conjunto de
datos generado por [Thabtah| (2020)). De acuerdo a nuestra investigacién, este acercamiento
al problema atin no ha sido publicado a nivel de revistas arbitradas o conferencias.

En lo que refiere a la evolucién de 1a[TRI} en particular los modelos de un pardmetro, dos pardmetros
y el modelo de Rasch, a lo largo de nuestro trabajo hemos sido diligentes en revisar las citas y los
resultados que provenian de diversas publicaciones. Sin embargo, sabemos que atin queda trabajo
por hacer para llegar a una completa revisiéon del estado del arte.

El Modelo de Rasch es una herramienta que ha sido utilizada en test que permiten identificar
personas con el En este sentido, por ejemplo, Lundqvist and Lindner| (2017) han disenado
un test y lo han aplicado a pacientes con y sin diagnéstico de [I'EA| en Suecia. Por lo tanto, la
aplicacion de dicho modelo al anlisis del [TEA] no es novedoso. Sin embargo, creemos que si lo es
la forma en que se aborda el problema, es decir, bajo la perspectiva de los [GLMM] haciendo uso
de la inferencia clasica y bayesiana.

Un aspecto relevante a senalar esta asociado a la dificultad en el acceso a datos. En las publicaciones
que hemos consultado los datos analizados no se encuentran disponibles, lo cual imposibilita la
comparacién entre los modelos que se han propuesto y los que proponemos. Esto nos condujo a
elegir un conjunto de datos, cuyo acceso es publico, y que son el resultado de un proyecto de
investigacion del Manukau Institute of Technology en Nueva Zelanda. Dicho proyecto persiguié el
fin de desarrollar un test, y una plataforma de recoleccion de datos, que posibilitara la investigacién

del [TEA|Thabtah| (2017a/1lTI2J1T).

Existen variadas publicaciones que han hecho uso de los datos del Manukau Institute of Technology,
aunque la mayoria de éstas utilizan algoritmos de machine learning en el andlisis. Por ejemplo, la
aplicacién de arboles de decisién, k-nearest neighbors, random forest, redes neuronales, regresion
logistica, support vector machine, etc, puede encontrarse en |Al-diabat| (2018); Bala, Ali, Satu, Ha~
san, and Moni| (2022); [Erkan and Thanh| (2019)); Jannat and Canavan| (2021)); |[Jayakumaran and
Sweetlin| (2020); [Raj and Masood| (2020); [Saihi and Alshraideh| (2021)); [Singh, Farooqui, Sattler,
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Usua, and Helde (2021)); Thabtah| (2017c|); Thabtah, Kamalov, and Rajab (2018)); Thabtah, Ab-|
delhamid, and Peebles| (2019). Una visién critica sobre la aplicacién de estos algoritmos y sus

implicancias en el diagnéstico del es desarrollada por Thabtah! (2019a)). Hasta este momento,

de acuerdo a nuestra investigacion, no hemos encontrado publicaciones donde los datos elegidos

(Thabtah) |2020), hayan sido analizados utilizando algtin modelo proveniente de 1am Esto hace
que nuestra aproximacién al problema sea una nueva contribucién.

Sumado a lo anterior, teniendo en cuenta que durante el presente ano se llevard a cabo el censo
en Uruguay, y de acuerdo a la informacién oﬁcia del [Instituto Nacional de Estadistica (INE)]
por primera vez se realizard un relevamiento de la poblacién diagnosticada con [I'EA] Entonces,
se abren nuevas oportunidades para investigar el utilizando (o replicando) la herramienta
desarrollada por , en una muestra probabilistica tomada en nuestro pais, aplicando
los modelos aqui desarrollados, asi como también extensiones a éstos o nuevas propuestas.

1.4. Estructura del TFG

El presente[TFG]se estructura de la siguiente manera: en el Capitulo [2] estudiaremos los principales
aspectos de la teoria de los test, introduciendo el modelo ojiva normal y los modelos de uno y dos
parametros, asi como también el Modelo de Rasch y sus extensiones; a lo largo del Capitulo [3] se
realiza un estudio formal de las técnicas utilizadas en la inferencia de los parametros; en el Capitulo
[]se presenta el modelo de uno y dos pardmetros de la[TRI]y el Modelo de Rasch bajo la perspectiva
de los [GEMML por tltimo, el Capitulo [f estd dedicado a la aplicacién de las técnicas abordadas a
un test de diagnéstico del [TEA] mientras que en el Capitulo [6] se presentan las conclusiones y los
trabajos a futuro.

Thttps://censo2023.uy /nombre-tiene-diagnostico-de-autismo-o-trastorno-del-espectro-autista-tea/.

2https://webtest.censo2023.uy/wp-content /uploads/2023/01/Comparativo-de-censos-1963-2011-1.xlsx

S3https://preprod.censo2023.uy/wp-content /uploads/2023/02/Cuestionario-Censo-personas-viviendas-hogares-
2011.pdf
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Capitulo 2

Teoria de Respuesta al [tem en
Psicometria
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2.1. Introduccion

La psicometria es un area multidisciplinaria que, de acuerdo a Psychometric Society |[Psychome-
tric Society], se dedica al estudio de la teoria y las técnicas de medicion cuantitativa en psicologia,
educacién y ciencias sociales. [Rao and Sinharay| (2007)) han realizado una reconstruccién histérica
atribuyendo las primeras investigaciones en el drea a C. F. Gauss y F. W. Bassel en la primer
mitad del siglo XIX; sus trabajos estuvieron focalizados en las diferencias individuales en la per-
cepcién aplicados a la astronomia [Meneses, Barrios, Bonillo, Cosculluela, Lozano, Turbany, and
Valero| (2013). Price 2016/ da cuenta de las primeras investigaciones a partir de las publicaciones
de F. Galton en la segunda mitad del siglo XIX, quien inspirado en los trabajos de C. Darwin se
propuso clasificar a las personas segin habilidades. Sin embargo, su consolidacién como disciplina
cientifica data de la década de 1930 (Meneses et al., [2013)).

El problema de medir, en diversas areas entre ellas la psicometria, es en la actualidad objeto de
discusion y da lugar a opiniones contrapuestas. Medir es “comparar una cantidad con su respectiva
unidad”, segin la definicién de la |Real Academia Espanola (RAE)l Nummaly y Bernstein 1994
asocian el concepto de medir al proceso de asignar simbolos a objetos, con el fin de representar
cantidades de atributos mediante niimeros, por ejemplo, mediante el uso de una escala; o decidir
si un objeto pertenece a cierta categoria que cuenta con un conjunto de atributos. Dichos objetos
en el campo de la psicologia y biologia generalmente son personas o animales, aunque, como es de
esperar, no solo a éstos se restringe en otras disciplinas.

A la hora de medir se requiere de, al menos, contar con instrumentos de mediciéon junto con un
proceso sistematico, estandarizado y reproducible, que permita comparar resultados. Pensemos,
por ejemplo, en aplicaciones donde se busca estudiar el comportamiento de una especie, la escasez
de dichos instrumentos o sus limitaciones imponen restricciones en el desarrollo de la investigacién
que no siempre son sencillas de sortear. Este problema, ademds, puede verse acentuado cuando las
variables de interés son latentes, es decir, no son directamente observables.

Los test forman parte del conjunto de herramientas utilizadas en psicometria con el fin de medir,
en forma indirecta, un fenémeno. [Yela (1996 los define como el reactivo que, aplicado a un sujeto,
revela el grado de instruccién, aptitud o manera de ser; al mismo tiempo afirma que, son los test
psicométricos el instrumento que permite medir el grado de algiin rasgo mental. Su utilizacion,
junto con otras herramientas complementarias, contribuyen al proceso de recabar evidencia sobre
las hipétesis que han sido formuladas como parte de la aplicacién del método cientifico. Debido a
la relevancia adquirida, se ha desarrollado lo que se conoce como Teoria de los Test.

La Teoria de los Test brinda un marco teérico sobre el cual se ha desarrollado, entre otros, el diseno
de test, los modelos estadisticos y sus aplicaciones. Dicho marco permite establecer el vinculo fun-
cional entre las variables observables a partir del test y aquellas que son latentes (Barbero Garcia,
Garcia Cueto, Holgado Tello, and Vila Abad, [2015]). Dos de los enfoques mas destacados son la
y la siendo esta ultima la que ha contado con un fuerte impulso a nivel de investiga-
cién en los ultimos afios, con aplicaciones que trascienden a areas como psicologia, educacién o
medicina.

Los modelos [TCT] y [TRI, mds alld de perseguir el mismo objetivo y ser un instrumento en el
analisis de propiedades psicométricas, cada uno presenta ventajas y desventajas respecto al otro.
El primero nace a partir de los trabajos de Spearman a principios del siglo XX, quien a partir de
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un modelo lineal sencillo analiza el score (o puntaje) que obtienen las personas al realizar un test;
mientras que el segundo surge a partir de los trabajo de F. Lord y M. Novick, donde se proponen
modelos estadisticos mas complejos que permitan afrontar algunas de las carencias del enfoque

clasico 2010).
[Rodriguez Jiménez et al| (2011)) presenta un excelente resumen sobre como cada uno prioriza e

identifica las propiedades psicométricasEl (ver Figura[2.1)), asf como también los procedimientos de
valoracién o medicion.

TEORIA CLASICA DE LOS TEST TEORIA DE RESPUESTA AL [TEM
(TRI}
Informacion de los items Informacion de la prucba. determina la
ANALISIS DE LOS [TEMS ANALISIS DE LA PRUEBA FUNCION DE DIF  CALIBRACION DE [TEMS
INFORMACION |
identifica atributos
- Parkmetros. Propledades
P | \ / \ DIFICULTAD ADIVINANZA
-
DISCRIMINACION DIFICULTAD *I;LET;:;‘S;;\S VALIDEZ CONFIABILIDAD DISCRIMINACION
| usa procedimientos coma formas de hallarla
Indices de comelaciin  Frecuencia relativa  Descriptivos prv—— ™ T
rrelacion lisis de
expertos Estabilidad Equivalencia
Andlisis multrvariado Consistencia interna

- roro —
Analisis Re gresidn
Factorial EQS miiltiple

Figura 2.1: Los modelos y[TRI} propiedades psicométricas y métodos. Fuente: Rodriguez Jiménez et al.| (2011).

Por dltimo, vale la pena hacer menciéon que la piscometria cuenta con cinco pilares: teoria de
la medicidn, teoria de los test, escalamiento psicoldgico, escalamiento psicofisico, y técnicas de
estadistica multivariada. Un andlisis detallado puede encontrarse en Muniz (2018) o Rao and|

Sinharay, (2007).

2.2. Teoria de Respuesta al Item

La [TR]] es considerada la teorfa moderna de los test, un paradigma de medicién en psicometria
, 0 un marco matematico que permite analizar conjuntamente las capacidades de
las personas y los item |Wu, Davis, Domingue, Piech, and Goodman| (2020). Es una alternativa a
que permite entrelazar el rasgo latente (#), que ha sido medido por el instrumento psicométri-
co, v la respuesta al item. En la presente seccién estaremos abordando algunos aspectos de dicha
teoria, asi como también su base tedrica.

En su génesis, [TR nace como una herramienta para dar solucién al problema de medir variables
latentes dentro del drea de psicometria. Bock y Moustaki (2007, Chap. 11) atribuyen su origen a la
btsqueda de soluciones al problema de medicién en educacién, donde el fin de era lograr medir el

1EQS corresponde a Ecuaciones Estructurales, mientras que DIF a Funcionamiento Diferencial del Item.
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rendimiento individual de los estudiantes. Su gesta es posterior a la[TCT] algunos autores, como
De Ayala (2009) o [van der Linden| (2016); van der Linden and Hambleton| (1997)), atribuyen los
primeros trabajos en el area a |Thurstone| (1925l2)); posteriormente surgen las contribuciones de
Lord| (1952) y Rasch| (1960)).

Lord (1980,Chap. 2) establece que, parte de una declaracién matematica sobre cémo las
respuestas a los items en un test dependen del nivel de habilidades de los examinados. Donde el
vinculo entre ambos esta dado por la funcién de respuesta al item. En la actualidad, [TR]] puede
ser visto como una familia de modelos probabilisticos que posibilita relacionar habilidades de los
individuos con la probabilidad de responder correctamente a un item.

Vale la pena observar que en no se persigue el objetivo de predecir como respondera un
individuo a los ftem en un test, sino buscar construir herramientas estadisticas que posibiliten
modelar caracteristicas psicométricas independientemente del test en consideracion. En este sentido
mediante la[TR] es posible inferir el nivel de habilidad en los examinados.

Una posible clasificacién (Mair, [2018, Chap. 1) para los modelos es de acuerdo a la naturaleza
de las respuestas (dicotémicas, politémicas); o la dimensién del rasgo latente (unidimensional,
multidimensional). En el presente nuestro enfoque estara en respuestas dicotémicas y rasgo
latente unidimensional.

En la literatura de teoria de test, cuando se trabaja con # € R se dice que nos encontramos
bajo la asuncién de unidimensionalidad. Por lo tanto, sélo una habilidad es medida a través del
conjunto de {tems que forman parte del test. Esto es admisible siempre que exista un componente (o
factor) dominante que influye en la performance de los examinados (Hambleton, Swaminathan, and
Rogers| (1991, Chap. 2). Los modelos desarrollados bajo estas condiciones se los denomina modelos
unidimensionales. Esta es una de las hipGtesis sobre la cual se construye la [TRI] La segunda
hipétesis esta ligada al concepto de independencia local, es decir, se asume que las respuestas de
un examinado a cada item son independientes entre si.

2.2.1. TRI en Modelos con Respuesta Dicotomica

Supongamos que los item admiten respuestas dicotémicas, 6 es unidimiensional y existe indepen-
dencia local. Ademds, supongamos que los examinados pueden ser ubicados en concordancia con
una escala, de acuerdo a sus habilidades (o rasgo latente), y que la probabilidad de responder
correctamente a un {tem depende unicamente de su habilidad. Bajo este escenario, la[TRI| propone
que el vinculo entre 6 y la probabilidad que tienen los examinados de responder correctamente a
un {tem P(0) esta dado por la Siendo ésta un piedra fundamental sobre la cual se construye
la teoria.

Al igual que hicimos antes, supongamos que un test esta formado por ¢ = 1,2,...,n. items,
j=1,2,...,J. son los examinados y las respuestas a cada item se modelan utilizando una[Variable]
binaria Y;; € {0,1}. En otras palabras, asumiremos que las respuestas tienen un
score igual a 1 cuando son correctas y 0 en caso contrario. El vector aleatorio de respuestas del
j-ésimo participante lo denotaremos como Y; € {0,1}" (vector columna), mientras que el vector
de las respuestas proporcionadas por éste lo representaremos como y; = (Y1, Y255 - - - +Ynj), donde

Yij € {0, 1}.
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Bajo esta notacion, una vez que se ha realizado el test y se han registrado las respuestas de los
participantes, la informacién obtenida puede representarse como en la Tabla Donde y.; =
> ¥ij. 0 <y, <n,Vj=1,2,...,J representa el score total del j-ésimo participante, mientras
que y;. = Z;-]:l Yij, 0 <y < J,Vi=1,2,...,n corresponde a la cantidad de respuestas correctas
que han proporcionado los examinados en el i-ésimo item.

Tabla 2.1: Ejemplo de datos recolectados en un test con n items en donde ha participado J examinados.

Participantes
Items P P ... ... P;_4 Pj; Total por [tem
I:tem 1 Y1 Y12 Yisor Yas Y1.
Item 2 Yo1 Y22 Yos1  Yau Yo.
Item n Yni Yn2 Yps_1 Yoy Yn.
Score Total 3.1 y.o Yo Y,

De Ayala (2009, Chap 1.) y Luzardo (2017, Cap. 1), establecen que la primer referencia al concepto
de[CCI] proviene de[Tucker] (1946)), posteriormente llega el trabajo de|[Lord and Novick| (1968). En la
Figura[2.2] se muestra su forma genérica, donde podemos observar que existe una relacién funcional
entre los niveles de habilidad (6) y la probabilidad de responder correctamente (P(6)). En un test
tendremos una [CCJ| asociada a cada item, que a grandes rasgos conservara la forma de “S” y se
diferenciaran entre sf en la velocidad crecimiento/decrecimiento, asi como también en el nivel de
habilidad para el cual la probabilidad de responder correctamente es igual 0.5.

Figura 2.2: Ejemplo de curva caracteristica de del item 1} probabilidad P(#) vs 6 habilidad o rasgo latente.

33



Potencialmente la escala del rasgo latente puede variar de —oco a +00, sin embargo, bajo la hipote-
sis que dicha variable proviene de una poblacién normal estandarizada, el rango de variacién que
suele utilizarse es [—3, 3] o [—4, 4] (Debera and Nalbarte} 2006; Hambleton et al., |1991)). Si obser-
vamos la Figura tenemos que, aquellos individuos con menor habilidad (# < 0) tendrdn menor
probabilidad de responder correctamente, tendiendo ésta a cero a medida que 6 decrece. Mientras
que aquellos con mayor habilidad (6 > 0) tendran mayor probabilidad de responder correctamente
y a medida que 6 crece dicha probabilidad tiende a uno.

La[CCJ| representa el score medio que pueden obtener los examinados en funcién del rasgo latente.
Existen dos propiedades sumamente relevantes asociadas a dicha funcién, una de ellas tiene que
ver con su monotonia respecto de . La segunda propiedad radica en que [CCI| puede ser definida
como un miembro de la familia de posicién y escala (Baker and Kiml [2004, Chap. 1), donde los
parametros involucrados son: b, que corresponde al parametro de posicién, expresado en las mismas
unidades que 6, en consecuencia con un rango de variacién de (—oo, +00) y corresponde al punto
en que la probabilidad de responder correctamente el item es igual a 0,5; a, correspondiente al
pardmetro de escala de la curva, siendo su rango de variacién teérico (0,400). En la siguiente
seccién se presentard formalmente y llegaremos a que éste corresponde al llamado modelo de dos
parametros.

Antes de continuar con la presentacién formal de los modelos, es de orden observar que hasta ahora
hemos supuesto que cada item en un test cuenta con una respuesta que se asume es la correcta.
En test vinculados al area de educacién es sencillo encontrar miiltiples ejemplos de esta situacién,
pensemos en la prueba de ingreso que se realiza todos los anos en nuestra facultad a cada nueva
generacién. Sin embargo, en otras areas, como en medicina, un test puede ser un instrumento
utilizado para elaborar un diagndstico. Por lo tanto, cada item no posee una respuesta correcta,
sino que las respuestas brindadas por los pacientes permiten confirmar (descartar) la presencia
(ausencia) de ciertos sintomas. Este hecho no invalida el uso de la en estos casos es necesario
interpretar las respuestas obtenidas como una forma de corroborar aquello que se sospecha como
verdadero (Desjardins and Bulut, 2018, Chap. 5 ). Otro caso particular, comun en la préctica real,
son aquellas situaciones donde los participantes no responden, es decir, estamos frente a la ausencia
de respuesta en algunos items. Esta casuistica no serd abordada en el presente [TFG] un desarrollo
en profundidad puede encontrarse en (Lord) [1980).

2.2.2. Modelo Unidimensional Ojiva Normal

El modelo unidimensional ojiva normal fue propuesto por [Lord| (1952), quien consideré que el
comportamiento de la [CCI| presenta la misma forma que la curva de la distribucién normal acu-
mulada. Fue el primer modelo propuesto, presentado en 1959, donde en la parametrizacién fueron
considerados los pardametros de dificultad y discriminacion del item.

Backer establece que el modelo ojiva normal puede deducirse desde dos enfoques, uno mas pragmati-
ca y otro que se basa en el formalismo tedrico (Baker and Kim| 2004, Chap. 1). Comencemos por
el primero de ellos, el cual nos permite acercarnos al modelo desde la intuicion.

Si asumimos que el comportamiento de la [CCI| presenta similares caracterfsticas que la curva
de una distribucién normal acumulada, ésta tltima podria ser calibrada utilizando la proporcién
de respuestas correctas y los niveles de habilidad o rasgo latente. Dichos valores presentan un
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estrecho vinculo, como veremos més en detalle en la siguiente seccién, con dos atributos que posee
1a[CCll y que corresponden al pardmetro de dificultad y al pardmetro de discriminacién del ftem
respectivamente.

Por otro lado, sabemos que la distribucién N(u,0?) pertenece a la familia de posicién y escala,
con pardmetro de posicién u y 1/0 el pardmetro de escala, siendo la Ec. la expresion analitica
de la funcién de distribucién en el caso de la normal estandarizada.

z=(0-p)/o® 4 2
P(z) = ——e 2 dz 2.1

Si se quiere utilizar el modelo ojiva normal para modelar la [CCI, una opcién sencilla es igualar
los pardmetros de posicién y escala de ambas curvas. Observar que la Ec. 2.1 no es utilizada en
el sentido tradicional, es decir, para obtener la probabilidad acumulada, sino como una expresién
analitica que modela una curva.

Este es un camino muy simplista del problema a la hora de modelar la [CCI} sin embargo, de
forma sencilla e intuitiva nos permite encontrar el vinculo entre dos modelos que, en principio,
parecerian estar completamente disociados. Un desarrollo riguroso del modelo ojiva normal ha sido
desarrollado por [Lord| (1980) y |Lord and Novick (1968), donde la idea central, a grandes rasgos,
consiste en construir un modelo de regresiéon lineal donde la variable independiente es el rasgo
latente (#) y la dependiente es una continua (T € R) que modela la propensién de un individuo
a responder en forma correcta un item del test.

Siguiendo la linea de razonamiento propuesta por D. Bock y I. Moustaki (2007, Chap. 15), su-
pongamos que Y;; € {0,1} es una dicotémica que modela la respuesta al i-ésimo item de un
test, ¢ = 1,2,...,n., por parte del j-ésimo participante, j = 1,2,...,J. Es decir, Y;; = 1 si la
respuesta fue la correcta y 0 en caso contrario. Sea ; € R el rasgo latente que se desea medir en
el j-ésimo individuo y T;; la propensiéon de éste a responder en forma correcta al i-ésimo item.
Ademds, supongamos que existe un umbral ¢; (constante) tal que si Y;; > (;, entonces Y;; =1, es
decir, el participante responde correctamente al item. Mientras que si Y;; < (;, entonces Y;; = 0.
Se asume, ademds, que con probabilidad nula ocurre el suceso Y;; = ¢; (Lord, (1980, Chap. 3).
Bajo estas condiciones, la propuesta de Lord se basa en el hecho que al medir el valor de 6;, dicha
medida esta afectada de un error aleatorio, proponiendo el siguiente modelo lineal:

Tij = ai(aj — bi) + €5 (2.2)

Donde €;; son errores aleatorios, que pueden considerarse independientes e idénticamente distribu-|
con distribucién N (0, 1), mientras que a; y b; son dos pardmetros caracteristicos de cada
item denominados parametro de discriminacién del item y parametro de dificultad del item. El
primero de ellos aporta informacién sobre la capacidad de item para discriminar entre los distintos
niveles de 6, como veremos a continuacién es proporcional a la pendiente de la [CCIl El segundo
nos brinda informacién sobre los niveles del rasgo latente, donde la probabilidad de responder
correctamente es mayor o igual al 0,5 en cada item.

Bajo la hipétesis de independencia local y suponiendo que no existe correlacion entre las respuestas
de los participantes, tenemos que:
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Tij|9j ~ N(az(é?J — bi), 1) (23)
Lo que equivale a decir:

La expresién anterior nos conduce a que la probabilidad de responder correctamente el i-ésimo
item por parte del j-ésimo participante (P;(6,)), dado a;, b; y un nivel de habilidad 8; € R, esta
dada por:

Pi(0;) = P(Yi; = 110;) = P(Ty; > Gl0;)

oo 1 _
—e¢

Z:Ci—{li(ej—bi) Vv 27T

z==Gitai(0;—b:)) q 2
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Siendo ®(2(6;)) la |cumulative distribution function (cdp)| de la distribucién normal, que en este
modelo debe interpretarseﬂ como una funcién que depende de 6, es decir, de la habilidad o rasgo
latente del individuo. Observar que en el desarrollo de la Ec. hemos utilizados la propiedad
1 —®(z) = ®(—=2), es decir, simetria de la distribucién normal.

T,‘j
A

Pi,{sj)

}( Ti; = ai(fl — bs)
G

1 — Py(8;)

-
>

8;

Figura 2.3: Ejemplo del modelo ojiva normal dado por Ec. donde se han representado graficamente tres niveles
de rasgo latente (6;) distintos.

En la Figura[2.3]se muestra un ejemplo del modelo dado por la Ec. donde se ha representado en
forma genérica tres niveles de ; ademds se incluye el potencial rango de variaciéon de T;; utilizando

2En el modelo ojiva normal ®(z(65)) no debe interpretarse como se hace habitualmente, es decir, como la
probabilidad acumulada.
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la campana sobre cada linea vertical. La probabilidad P;(§;) corresponde al drea bajo la campana
para aquellos valores tal que Y;; > (;, mientras que Q;(6;) = 1 — P;(6;) es el drea bajo la campana
por debajo del umbral. Se puede observar que a cada nivel de habilidad 6; le corresponde una
probabilidad distinta de responder correctamente al item, lo mismo sucede con la probabilidad de
responder en forma incorrecta. A medida que nos movemos hacia la derecha en el eje de las abscisas,
el drea correspondiente a P;(#;) aumenta, lo cual estd en la misma direccién de la intuicién, es
decir, mayores niveles de habilidad por parte del examinado se corresponden con un incremento
en la probabilidad de responder correctamente al item. En contrapartida, a medida que disminuye
el nivel de habilidad del examinado, es menos probable que responda correctamente.

La en el modelo ojiva normal se modela utilizando la expresién para P;(6;) (Ec. , a éste
también se lo conoce como modelo de dos pardametros, ya que a;, b; forman parte de las expresién
analitica. Dicha funcién es creciente en 6;, con un punto de inflexién en ; = b; correspondiente
a P;(0;) = 0,5, siendo a;/+/27 la pendiente en dicho punto. Un caso particular del modelo de dos
parametros es cuando a; = 1V i =1,2,...,n., es decir, las curvas caracteristicas de todos los items
presentan la misma pendiente, en consecuencia se obtiene el llamado modelo de un parametro.

Existe una extensién al modelo de dos pardmetros donde se incorpora un tercer pardmetro (c;),
que permite reflejar el efecto de adivinacién (guessing) en el acierto de la respuesta por parte del
examinado. La expresién analitica esta dada por:

Pi(0;) = P(Yi; = 1|6;) = P(Ti; > Gi|0;)

o0 1 2 (2.6)
:ciJr(lfci)/ e” 7 dz
2=Ci—ai(0;—b;) V2T

A pesar de su potencial el modelo ojiva normal presenta la desventaja de ser mas dificil trabajar
desde el punto de vista matemético y computacional, ya que involucran el proceso de integracién. Es
por ello que en la practica resultan méas adecuados los denominados modelos logisticos (Hambleton
et al., (1991, Chap. 1). En las siguientes secciones analizaremos dichos modelos, asi como también
su vinculo con el ojiva normal.

2.2.3. Modelo Unidimensional Logistico

El modelo logistico es una alternativa al modelo ojiva normal, donde se utiliza la funcién logistica
con el fin de modelar a 1a[CCI La propuesta surge, como veremos en la siguiente seccién, a través
de dos concepciones distintas del problema, una de ellas desarrollada por A. Birnbaum y otra por
G. Rasch.

Recordemos que la funcién logistica g(z) esta dada por la Ec. ésta es creciente en el recorrido
de x, presenta una cota inferior en g(z) = 0 y una superior en g(z) = 1. Ademds, z = 0 es un
punto de inflexién tal que g(0) = 0,5. Podemos observar que el recorrido de g(z) es el intervalo
(0,1), por lo tanto, dicha funcién transforma R en (0,1), siendo ésta una aplicacién biyectiva.

g(‘r) = 1izm = 1+l—m ’ T € IR (27)

La expresién general del modelo logistico esta dado por la Ec. donde P;(0;) es la probabilidad
de responder en forma correcta al item 7 dado que 6; es el rasgo latente del j-ésimo participante.
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L(6;)
Pz(ej) = 1j»eL(Jgj) = 1+e*1L(9j) s 9] eR (28)

Algunas ventajas que presenta respecto a su predecesor, el modelo ojiva normal, se encuentra en el
hecho que nos libera de realizar el calculo integral. Ademds, teniendo en cuenta que la probabilidad
de responder en forma incorrecta el item es Q;(0;) = 1 — P;(6;), entonces In(P;(6;)/Qi(0;)) es una
funcién lineal en L(6;). A este resultado se llega de forma sencilla a partir de la definicién de

y la funcién?| logit (Ec. , como se puede observar en la expresién [2.11]

P(Y;; = 106;)
OR="—1__J° 2.9
P(Y;; = 0[0) (2.9)
P(Yy; = 1/60))

In(OR) =In | =—1—2¢ (2.10)

) (P(Yz‘j = 0|9j)>

eL(ej) 1+ eL(ej)
L(6;) =In (1 I . (2.11)

A lo largo del tiempo se han desarrollado distintos modelos logisticos siendo los mas relevantes
aquellos que, al igual que el ojiva normal, utilizan los pardmetros de discriminacién, dificultad y
adivinacién. A continuacién abordaremos cada uno de ellos.

2.2.4. Modelo Unidimensional 1PL

El modelo de un pardmetro logistico o [One Parameter Logistic (1PL)| corresponde al caso en que
L(8;) es funcién del rasgo latente 6; y b; correspondiente al parametro de dificultad item. Este es
un caso particular del modelo inicialmente propuesto |Birnbaum| (1968) denominado modelo de dos
parametros.

La propuesta de Birnbaum consiste en modelar P;(6;), probabilidad de responder correctamente
al i-ésimo item por parte del j-ésimo examinado, a través de una funcién lineal de su habilidad y
la dificultad del item. En otras palabras, dado un nivel del rasgo latente, la dificultad del item es
la dnica caracteristica que influye en la performance de sujeto (Hambleton et al., (1991, Chap. 2).

Supongamos que el test cuenta con i = 1,2,...,n. itemy j = 1,2,...,J. son los examinados, tal
como representamos en la Tabla 2.1} entonces la expresién analitica para el modelo [IPT] es:

Pi0;) = P(Yi; = 1]0;,b;) = <2

Siendo P(Y;; = 1]0;) la probabilidad que el examinado j, con un nivel de habilidad 6;, responda
en forma correcta al i-ésimo item, L(0;) = 6; — b;. El pardmetro b; € RT, al igual que antes,
corresponde a la dificultad del i-ésimo {tem. Notar que Y;; es una [VA] dicotémica (Y;; € {0,1})

3Utilizaremos In para denotar el logaritmo neperiano.
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que modela la respuesta del examinado, tomando el valor 1 cuando la respuesta es correcta y 0 en
caso contrario.

A partir de la expresién [2.12] es sencillo obtener la probabilidad que un participante j responda en
forma incorrecta al item ¢ dado un nivel de habilidad 6:

P(Yy; =0[6;,0;) =1— P(Yi; = 116;,b;) = He(gilfbi) (2.13)
Sea y;; la realizacién de la |V_K| Y;;, entonces en forma compacta podemos expresar las Ecs. y
de la siguiente mantera:

(05 =bi)yij
Py(8;) = P(Yij = 316, b)) = <=y (2.14)
Observar que b; es para P(Y;; = 1]6;) el pardmetro de posicién y corresponde al punto de inflexién
de la curva o de méxima pendiente, es decir, P(Y;; = 1|6; = b;,b;) = 0,5. Ademds, vale la
pena notar que el concepto de dificultad en difiere al que se utiliza en donde en esta
tltima se encuentra asociado a la proporcién de respuestas correctas al item observada entre todos

los examinados.

En la Figura [2.4] se han representado dos ejemplos de [CCI para el modelo [[PT] donde el rasgo
latente varfa en el intervalo [—4,44]. y el pardmetro de discriminacién toma los valores b = 0 y
b = 1,5, curvas denominadas CCI1 y CCI2 respectivamente. Podemos observar que la curva CCI2
es igual a la curva CCI1 trasladada. Ademads, en el nivel de habilidad 6 = 0, la probabilidad de
responder correctamente al item cuando b = 0 es igual a 0.5, mientras que si b = 1,5 ésta toma un
valor de 0.15 aproximadamente.

1.00

0.75

CCl
— cci
- - CCl2
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0.25
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[ese=)

Figura 2.4: Ejemplo de curva caracteristica de del {tem , probabilidad (P(6)) vs habilidad o rasgo latente
(0), para dos pardmetros de dificultad. La curva color rojo corresponde a b = 0 y la curva color azul a b; = 1,5.
Las curvas se han generado en R utilizando el cédigo de ShinyltemAnalysis Martinkova and Drabinova, (2018)) y
modificado por el autor de este @

Una propiedad interesante del modelo es la siguiente, la diferencia de la funcién logit en dos
participantes (j, k), en un item i cualquiera, es funcién de la diferencia de sus habilidades. A este
resultado se llega utilizando las y las propiedades de los logaritmos:
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_ [ Py, =1]6;) PYie =1]0;)\ _ ,
In(OR;) —In(ORk) =1n (W) —1In (M) =0; — 0 (2.15)

Haciendo uso de la notacién aqui presentada (Tabla [2.1] -, Ec. - y bajo la hipétesis de indepen-
dencia local, tenemos que la probabilidad de observar, en el j-ésimo examinado con un nivel de
habilidad ¢, un patrén de respuestas y; = (y1;,92;, - - - ,ynj), yij € {0,1} esta dada por la siguiente
expresion:

n n (91 i)Yij
e

=1 =1

(2.16)

Donde Y; € {0,1}" es un vector aleatorio cuyas componentes modelan las n respuestas del j-ésimo
participante. Observar que la Ec. corresponde a una funcién de verosimilutud L(f]y ;).

El resultado anterior puede extenderse para todos los participantes del test, bajo la hipdtesis que
sus respuestas son independientes, de la siguiente manera: tomando como referencia la Tabla
definimos 6 = (61,0s,...,6,) el vector de habilidades, b = (by,bs,...,b,) el vector de pardmetros
de dificultad de cada item, Y € {0,1}"*/ es la matriz de respuestas formada por los vectores
columna Yj, j = 1,2,...,J., son sus columnas; entonces, la probabilidad de observar una matriz
de respuestas Y = (yy,y1,.-.,y,) es

6 —bi )yz]

J n n
P(Y =yl0;,0:) = [ [] P(Vis = vis16;,b:) HH R (2.17)
j=1li=1

Al comienzo de la presente seccién hacfamos referencia al hecho que es un caso particular
del modelo de dos pardmetros, el cual presentaremos a continuacién. Ademaés, las Ecs. y
2.17| presentan las mismas caracteristicas que las correspondientes al Modelo de Rasch, el cual
abordaremos mas adelante y probaremos un importante resultado en lo que refiere al estadistico
suficiente para estimar el parametro de dificultad.

2.2.5. Modelo Unidimensional 2PL

El modelo logistico de dos pardmetros o|/Two Parameter Logistic (2PL)|surge como una alternativa
al modelo ojiva normal, brindando una solucién que permite desligarse del cdlculo integral. Algunos
autores como Santisteban [2009; 2001, Bock y Moustaki en (2007, Chap 15) atribuyen las primeras
publicaciones sobre el modelo de dos parametros a/Birnbaum)| (1957,55)), posteriormente, de acuerdo
a Bartolucci, Bacci y Gnaldi (2015, Chap. 3), P. Mair ( [2018, Chap. 4), podemos encontrar los
modelos logisticos desarrollado por |Birnbaum| (1968).

Al igual que antes, consideramos un test con i = 1,2,...,n {tems, en donde j =1,2,...,J son los
examinados y 6; el nivel de habilidad que éstos poseen. Sea Y;; € {0,1} la que utilizaremos
para modelar la respuesta del j-ésimo examinado al i-ésimo {tem. Bajo esta notacion, la expresién
analitica del modelo esta dada por:
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e@i(05=by)

Pi(0;) = P(Yi; = 1|05, ai,b;) = (2.18)

Al pardmetro a; se lo denomina parametro de discriminacién del {tem, corresponde a la pendiente
de 1a [CCJ| en el punto b;. Los itemes con valores grandes de a; son mejores para clasificar par-
ticipantes de acuerdo a sus habilidades. En el caso ideal la pendiente es infinita y se logra una
clasificacién perfecta. En otras palabras, es posible construir una regla de decision tal que el nivel
de habilidad 6; = b; permite discriminar dos grupos, aquellos examinados con probabilidad igual a
1 de responder en forma correcta al item, respecto de aquellos con probabilidad nula de responder
en forma correcta. Tener presente que el rango tedrico de variacién de a; es (—o0, +00), sin embar-
go, los rangos negativos no se tienen en cuenta en y en la practica (0,2) es el rango habitual
(Hambleton et al.l [1991).

Al igual que hicimos antes, podemos expresar en forma compacta P(Y;; = 1(0;,a,,b;) y Q(Yi; =
1165, a:,b;) = 1 — P(Y;; = 1]6;,a,,b;); para ello utilizaremos la Y:; € {0,1} que modela la
respuestas del j-ésimo individuo al i-ésimo item, por lo tanto la expresién analitica es:
a;(0;—=b;)v;j
P(Yi; = yij105,ai,b;) = eHEZT:)J (2.19)
El vinculo entre los modelodIPT] PPL]y ojiva normal (Ec.[2.5) puede ser visto como un re-escalado,
ya que, de acuerdo a Birnbaum| (1968)), si se utiliza el resultado de (1952)) tenemos que:

|®(x) — U(1,72)] < 0,01V z €R. (2.20)
En forma equivalente:
|®(x/1,7) — ¥(x)] < 0,01 ¥V z €R. (2.21)

Siendo ®(x) la normal y ¥(x) la logistica que se deﬁneﬂ
e’ 1

\If = =
(@) 1+e® l1+e®

(2.22)

La Ec. o nos dice que ambas normal y logistica, difieren menos de 0,01 en forma
uniforme para todo el rango de variacién de la variable independiente. Es por ello que muchas
veces en la literatura, por ejemplo [DeMars| (2010) o [Lord and Novick| (1968), podemos encontrar
que el modelo 2PI] se define utilizando la expresién algebraica dada por la Ec. y un factor
multiplicativo igual a 1.7, ademés de los ya mencionados pardametros discriminacion y de dificultad.

En la Figura [2.5 se han representado dos ejemplos de la[CC]| para el modelo donde [—4, +4]
es el intervalo en donde varia el rasgo latente. Los valores de los pardmetros utilizados son: a = 1
y b=0en la curva CCIl; y a =5y b= 0 en la curva CCI2. Podemos observar que, para el mismo
valor del pardmetro de dificultad, la curva CCI2 posee una pendiente mayor respecto de la curva
CCI1, este resultado estd en consonancia con el hecho que dicho modelo posee un parametro de
discriminacién mayor.

4No confundir con la Ec. en donde hemos utilizado la misma notacién
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Figura 2.5: Ejemplo de curva caracteristica de del item , probabilidad (P(#)) vs habilidad o rasgo latente (6),
para dos valores del pardmetro de discriminacién. La curva CCI1 corresponde aa =1y b=0ylaCClI2aa =5
y b = 0. Las curvas se han generado en R utilizando el cédigo de ShinyltemAnalysis |Martinkova and Drabinova
(2018) y modificado por el autor de este

Continuando con el andlisis del modelo bajo las mismas hipétesis y utilizando la misma
estrategia que en la seccién anterior, es posible obtener la probabilidad de observar en el vector de
respuestas y; = (Y15, Y2j,- - -, Yng) en el j-ésimo participante:

n

P(Y; = y;10;,a,b) = L(y;10;,a,b) = [ [(P(Yij = 1:;))"4 x (1 — P(Y;; = yi;))* ¥

i=1

efi 221 @iy =22 aibiyig (2.23)
Ty (14 et
Donde b = (b1, b2,...,bs), @ = (a1,a2,...,a,), mientras que el término y; = S aiy. se lo

denomina score ponderado, ya que el score de cada item se encuentra ponderado por el parametro
de discriminacién del {tem.

Por tltimo, dado que estamos bajo la hipdtesis de independencia local y suponiendo que las respues-
tas de los examinados no estan correlacionadas, de forma sencilla es posible extender el resultado
anterior a la probabilidad de observar todos los vectores de respuestas de la Tabla Como
resultado se obtiene la Ec. siendo 8 = (61,02, ...,0) el rasgo latente de los J examinados.

P(Y =yl|0,a,b) = L(y;,¥s,---,¥;)|0,a,b)
623’:1 0.5 =2 7—1 aibiyi. (224)

Hj:l IT= (1 + eai("j—bi))

Al incluir en el modelo el parametro de discriminacion se pierde la propiedad objetividad especifica,
en consecuencia, la diferencia entre los ya no depende tnicamente de la diferencia de niveles de
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habilidad entre individuos para cualquier item, o de la diferencia entre los parametros de dificultad
entre dos items para un mismo individuo. Ademads, también se pierde la propiedad sobre los es-
tadisticos suficientes, es decir, la suma del score por participante y por item ya no son estadisticos
conjuntamente suficientes para el nivel de habilidad y el parametro de discriminacién. En conse-
cuencia, observamos que existe un compromiso contrapuesto entre las propiedades intrinsecas de
e incorporar un nuevo parametro en el modelo.

2.3. Modelo de Rasch

El [Modelo de Rasch (MR)| lleva el nombre, de acuerdo |Andersen| (1977) [Andersen and Wghlk|
(2001)), del mateméatico danés G. Rasch, quien propuso a comienzos de la década de 1960 un nuevo
enfoque en el analisis de la[CCI|[Rasch! (1960). Su trabajo se realiza en forma independiente, y casi
en simultdneo, a la propuesta de Lod y Birnbaum de los modelos [2PI] y [Three Parameter Logistid
Mas alla que el puede ser visto como un caso particular del modelo de Birnbaum, como

veremos a continuacion, su concepcién es a partir de una perspectiva diferente.

Supongamos que P(Y;; = 1|¢;) es la probabilidad que tiene el j-ésimo individuo de responder
correctamente al i-ésimo item, dado un nivel del rasgo latente &;, mientras P(Y; = 0[§) = 1-P(Y; =
1/¢) es la probabilidad de responder en forma incorrecta. La propuesta de Rasch, segiin
(1977), White| (1976) y Maydeu-Olivares and Montano (2013), consiste en definir P(Y;; = 1|¢;) de
la siguiente manera:

PY; = 1|§;) = h(2) (2.25)

Siendo Q = (¢;,8;) € R*", donde &; el rasgo latente del examinado, §; es un pardmetro definido
como dificultad del i-ésimo ftem y k() (definida en Ec.[2.26]) es una transformacién biyectiva de R
a el intervalo [0, 1].

x
hiz) = 2.26
(1) = (226)
Especificamente el modelo propuesto por Rasch es:
P(Y; = 1]¢;) = & (2.27)
! &+

El modelo de la Ec. puede interpretarse de la siguiente manera: la probabilidad de responder
correctamente a un item es una funcién que depende tnicamente del rasgo latente del sujeto y un
parametro intrinseco a cada item. Ademas, el vinculo con el modelo (Ec. es simplemente
la transformacion & = e y §; = e, siendo a el pardmetro de discriminacién (idéntico para todos
los {tems) y b; el pardmetro de dificultad. En otras palabras, el se construye sobre la hipdtesis
que todos los items presentan igual poder de discriminaciéon a; =aVi=1,2...,n., lo que equivale
a decir, las [CCI] presentan la misma pendiente.

Frecuentemente en la practica se trabaja con a = 1 (Santisteban Requenal [2009} |Santisteban Re-|
lquena and Alvaradol [2001)), por lo tanto, los resultados presentados en la seccién anterior para el
modelo [IPL]son también son aplicables al[MR] Ademds, en la literatura el modelo suele presentarse
a través de las siguientes expresiones:
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(05 —b3)

Fi(0;) = P(Yij = 110;,0) = =

9j,bi €R (228)

Qi(0;) = P(Yij = 016;,b;) = 1 = P(Yi; = 1|6, b)) = =iy (2.29)

Desde una perspectiva puramente matematica el y el modelo ﬂ (cuando @ = 1) hacen
uso de idénticas expresiones analiticas para modelar la[CCJ] sin embargo, parten de concepciones
distintas en el ajuste de la curva. El primero de éstos, se basa en la hipétesis que el pardmetro
de discriminacion es igual para todos los items, mientras que en el segundo se busca el mejor
ajuste del modelo en base a los datos observados sin restringir a un tnico valor el parametro de
discriminacién (Andrichl [2004; |Columbia Public Health)). Ellis en su tesis (Ellis, [2011, Chap. 2)
nos dice que el [MR] es confirmatorio ya que los datos deben de ajustarse al modelo, mientras que
[2PI] es un modelo exploratorio debido a que el modelo se ajusta a los datos.

Vale la pena senalar que, al igual que antes, si las respuestas de los participantes siguen la notacion
utilizada en la Tabla entonces un patrén de respuestas y; puede modelarse como n experimentos
Bernoulli. Por lo tanto, bajo la hipdtesis de independencia local, la probabilidad de observar dicho
patrén es:

P(Y =yl¢) = HP (Y; = 1|9)¥ - P(Y; = 0j¢)' (2.30)

Luzardo| (2017)) y McDonald| (2011)) resaltan algunas bondades interesantes del modelo entre
ellas se destacan: a) la probabilidad de observar en el j-ésimo participante un patrén de respuestas
Y; = (Y15, Y255 - - Ynj), 0 en forma equivalente la funcién de verosimilitud L(6;]y;), presenta una
expresién sencilla; b) el score total del examinado es un estadistico suficiente para 6, a éste lo
notaremos como 7' = t(Y;). Es decir, la probabilidad de observar un vector de respuestas dado
(P(Y; =y,)) depende tinicamente del score total. Ademds, éste es un estadistico minimo suficiente.
En nuestro caso, dado que y; € {0,1}, Vi = 1,2, ..., n, entonces el score total de j-ésimo examinado
es 55 =t(y;) = Y5 = 2oy Yij-

Una demostracién para el estadistico suficiente fue propuesta por |Andersen| (1977)), quien utilizé
algunos de sus resultados ya publicados en [I973a. La propuesta se basa en el Teorema [I] y el
Corolario [T] que presentamos a continuacion.

Teorema 1. Si existe un estadistico minimo suficiente para 0;, que es independiente de b;, 1 =
1,2,...,n, entonces P(Y;; = 1]0;,b;) tiene la forma:

(#(67) (b))
— 110, b,) = 2D
P(Yi; = 116;,bi) = I CICAETIC)

para ciertas funciones p(0), ¥(b;).

Dem. ver Teorema 1. pdg. 72 (Andersen|, |1977).

Corolario 1. Si existe un estadistico minimo suficiente para el pardmetro 8; que es independiente
de b;, 1 = 1,2,...,n, entonces el score total es el estadistico minimo suficiente y el modelo es el
modelo de Rasch.

Dem. ver Corolario 1. pag. 72 (Andersen, |1977).
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Un camino alternativo, que nos conduzca a obtener el estadistico minimo suficiente para 6; es,
utilizar la definicién de familia exponencial y el Teorema de Factorizacién de Neyman (ver Apéndice
. De esta forma se obtiene que y.; = Y | y;; es un estadistico suficiente para 0; (Olive, |2014,
Chap. 4, Example 4.8).

Continuando en esta linea de razonamiento, otro resultado relevante enlaza el vinculo entre el
estadistico suficiente y un subconjunto de items en el test. Fischer y Molenaar prueban que, bajo
las hipétesis del si y.; es un estadistico suficiente para estimar el rasgo latente f; en un test
con n items, entonces y(]s = S yijls es también un estadistico suficiente para 6; para algin
S. Donde S es un subconjunto (no vacio) de los n items, e I, = {0,1} es la funcién indicatriz
que, toma el valor 1 si el {tem pertenece al subconjunto S y cero en caso contrario (Fischer and
Molenaar}, 1995, Lemma 2.1).

Supongamos que J examinados participan de un test formado por n items, donde cada uno de éstos
tiene un score igual a 1 punto cuando la respuesta es correcta y 0 en caso contrario. Sea y;; € {0,1}
la respuesta al item ¢ del participante j, por lo tanto, el score total de dicho participante esta dado
por y.; = o 1y, 0 <y, < mn, Vj=12,...,n Ademds utilizaremos la siguiente notaciéon
Yi. = ijl Yij, 0 <y < J, Vi = 1,2,...,n. Observar que a la cantidad y;. corresponde a la
cantidad de respuestas correctas que han proporcionado los examinados en el i-ésimo item. Esta
informacién puede representarse en una matriz de n x J, en la Tabla puede observarse un
ejemplo.

Al igual que antes, la Ec. nos permite modelar la probabilidad de responder correctamente
al i-ésimo {tem por parte del j-ésimo participante dado que 6; es su nivel de habilidad. Sea Y =
(Y1,Ys,...,Y. ;) el vector aleatorio que representa el socre total (o la cantidad de respuestas
correctas, debido a que estamos considerando items binarios) de cada examinado. Se puede observar
que Y;; ~ Ber(P;j), con Pj; = P(Y;; = y;;]0;,b;). Bajo estas condiciones, siguiendo la linea de
razonamiento de G. Fisher (2007, Chap. 16), Barndorff-Nielsen (2014, Ch. 9, Example 9.14) y R.
Sundberg (2019, Chap. 12), tenemos que la probabilidad de observar en el participante j un patrén
de respuestas y; = (y1;,Y2j, - - -, Ynj) esta dado por:

P(Y; =y,l0;,b) = L(y,|0;,b) = [ [(P(Yij = yij))¥" x (1 — P(Ys; = yi;))' ¥
1=1

e0iy-i =271 biyij (2.31)

- | (1 + e(erb"))

Donde b = (b1, b, ..., b,) corresponde al vector de parametros de dificultad de cada ftem, y.; es el
score que obtuvo el j-ésimo participante en el test. Ademas, en la Ec. hemos utilizado la Ec.
es decir, la hipotesis de independencia local, asi como también propiedades de las potencias.

El resultado anterior lo podemos extender, bajo las hipétesis del [MR] para todos los participantes
del test, segtin lo que se ha registrado en la Tabla de la siguiente manera:
e i=1 03537 biys.

P(Y = (yla}’la"'ay )|07b) = L((ylayla"'ay )|03b) =
’ A T (e )

(2.32)
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En el desarrollo de la expresién anterior, nuevamente, se ha utilizado la hipétesis de independen-
cia local e independencia de respuestas entre participantes. Observar también que el término y;.
corresponde a la cantidad de examinados que respondieron en forma correcta al i-ésimo item y

0 = (01,05,...,0,) es el vector de habilidades.

En primer lugar, a partir de la Ec.[2:32] es inmediato observar que, las matrices de respuestas, como
la presentada en la Tabla con igual suma por filas y columnas, presentan idéntica expresién
algebraica de la funcién verosimilitud.

En segundo lugar, la funcién de verosimilitud pertenece a la familia exponencial. Entonces, al apli-
car el Teorema de Factorizaciérﬂ se obtiene una parametrizacion tal que, el vector de estadisticos
(T = (Ty,T)) depende tnicamente del score que obtuvo cada participante y la cantidad de res-
puestas correctas en cada {tem. En otras palabras, bajo las hipétesis del[MR] dichos estadisticos son
conjuntamente suficientes para (6;,b;). Por lo tanto, los totales por columna y fila (y.; = > ¥ij,
Yi. = Z}'le Yij), contienen toda la informacién acerca de © = (6;,b;) disponible en la muestra de
respuestas.

Adems3s de la suficiencia, otra propiedad que posee el Modelo de Rasch es la denominada objetivi-
dad especifica. Segtin |Fischer| (1987)) e [Irtel| (1995)), ésta fue introducida por el propio Rasch entre
1967 y 1977 quien establecid: para todo item ¢ = 1,2, ..., n., la diferencia del cociente de probabi-
lidades P;/Q; en dos examinados j y { cualesquiera, cuyas habilidades son §; y 6; respectivamente,
es funcién dnicamente de la diferencia de habilidades. A este resultado se llega en forma inmediata

aplicando la definicién del modelo (Ecs. 2.29)), la definicién de (Ec. y la funcién logit
(Ec. [2.10)), como se muestra a continuacion:

hl(OReJ.)bi) — III(ORQMH) = 9j — 0[ (233)

Se dice que es un propiedad objetiva ya que al comparar la razén de probabilidades, ésta sélo
depende de la diferencia de habilidades. A su vez, es especifica debido a que no depende del item
en consideracién (Luzardol, 2017)).

Anélogamente, para un individuo j € {0,1,2...,J} con un nivel de habilidad 6, al comparar el
cociente de probabilidades P;/Q; para dos items cualesquiera (b;, by, V i,k € {0,1,2...,n}), se
obtiene una funcién que depende tinicamente de la diferencia de los parametros de dificultad de
cada ftem. Procediendo igual que antes, tenemos que:

hl(Ojo,bt) — hl(OROj,bk) = bk - bz (234)

Estas propiedades junto con el estadistico suficiente son sumamente relevantes ya que pueden
utilizarse en la estimacién de los parametros del modelo, asi como también en la comparacién de
examinados e {tems.

El[MR] marcé un mojén importante en el desarrollo de la[TRI] sin embargo, parte del supuesto que
unicamente es la dificultad del item una caracteristica de influencia. Este supuesto, denominado

5Ver Apéndice
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homogeneidad en la dificultad del item, puede imponer en ciertos casos una restricciéon importante
y en consecuencia su validez queda restringida a un subconjunto de test y participantes. A pesar
de ello, su uso se ha extendido a diferentes areas debido a la sencillez intrinseca que posee, tanto
su aplicacién como en la interpretacion. En el Apéndice [C|hemos incluido un conjunto de modelos
que corresponden a extensiones al modelo aqui presentado.

2.4. Observaciones Finales

Un diferencia importante entre el modelo de la [TCT]y [TR]| radica en el hecho que, el segundo
nos permite calcular la probabilidad de responder en forma correcta un item por parte de un
examinado, dado un nivel de habilidad; mientras que en el primero la habilidad del examinado
para responder en forma correcta depende del conjuntos de items en consideracion.

Los modelos ojiva normal son poco utilizados en la practica debido a la complejidad que implica el
calculo de la integral. Ademas, dado que es posible obtener buenas aproximaciones a los modelos
logisticos, son éstos ultimos preferidos en diversas aplicaciones.

Existen otros modelos, ademds de los presentados en la seccién de [TRI} son los denominados [3PL]
y [Four Parameter Logistic (4PL)] en donde se incorporan nuevos pardmetro al modelo 2PL} De
acuerdo a [Santisteban Requena and Alvarado| (2001)), éstos han sido introducidos con el objetivo
de resolver los problemas de ajuste, en particular, cuando se observan datos de examinados, que
no responden correctamente a {tems que deberian resultar “faciles” para su nivel de habilidad. Sin
embargo, diversos autores cuestionan la ganancia que se obtiene, desde el punto de vista practico,
al adicionar complejidad en el modelo. En nuestro [TFG] el andlisis de dichos modelos ha quedado
fuera del alcance.
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Capitulo 3

Estimacion de los Parametros y
Ajuste en el Modelo Logistico
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3.1. Introduccion

Una vez que se ha elegido el modelo a utilizar, el siguiente paso es hacer uso del conjunto de
herramientas disponibles con el fin de estimar sus parametros y validar la bondad en el ajuste. En
la presente seccién estaremos abordando las caracteristicas de las técnicas cominmente utilizadas,
quedando fuera del alcance de nuestro[TFG]|la estimacién de pardmetros en el modelo ojiva normal
y los métodos no paramétricos.

Al hablar de estimacién de pardmetros del modelo nos estamos refiriendo a los pardmetros (a,b) €
R™ x R™ utilizados en el ajuste de la asf como también de 8 € R7, es decir, el rasgo latente.
Recordemos que, a priori, la tinica informacién disponible para este fin es el conjunto de respuestas
a cada item del test proporcionadas por los participantes.

En la literatura, generalmente, se presentan dos estrategias para este fin, a saber, los métodos
de estimacién condicional y estimacién conjunta. El primero de ellos consiste en estimar el rasgo
latente bajo la hipotesis que los parametros de dificultad y discriminacion son conocidos o viceversa;
mientras que en el segundo la estimacion de todos los pardmetros se realiza en forma conjunta,
siendo éste el més utilizado en la préctica. Bajo el alcance de los problemas en la dicha
estimacién se realiza item a {tem.

Los métodos antes mencionados se basan en la hipétesis que el rasgo latente es un valor fijo
asociado a cada individuo. En la literatura se lo suele denominar efecto fijo o fixed-effect. Sin
embargo, en ciertos problemas debido a las caracteristicas del experimento, o cuando se quiere
lograr estimaciones consistentes, esta asuncién no es valida. Por lo tanto, es necesario modelar
al rasgo latente como una [VA] que proviene de un modelo de probabilidad con cierta funcién de
distribucién. En estos casos se dice que el modelo es de efectos mixtos, donde @ es un efecto
aleatorio o random-effect y los pardmetros (a,b) son los efectos fijos. Este dltimo enfoque serd
presentando en el siguiente capitulo.

Una vez que se han estimado los pardametros involucrados en el modelo, necesitamos herramientas
que nos ayuden a evaluar la bondad en el ajuste por parte del modelo a los datos observados.
En este sentido existen, en lineas generales, dos grupos de herramientas: graficas y estadisticas.
Las segundas seran objeto de estudio en el presente capitulo. Una excelente descripcién sobre las
primeras puede encontrarse, por ejemplo, en Bartolucci et al.| (2015)).

A continuacién estaremos abordando las técnicas de estimacién y evaluacion de modelos. El desa-
rrollo que subsigue esta basado principalmente en los trabajos de Baker and Kiml (2004)), Bartolucci
et al.|(2015)), Cai and Thissen| (2014), Fischer and Molenaar| (1995)), Melia| (2003) y |Santisteban Re-
quena and Alvarado| (2001). Los resultados que se exponen son para el caso del modelo sin
embargo, el procedimiento es andlogo para los modelos [IPI]
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3.2. Meétodo de Maxima Verosimilitud en la Estimacion de
los Parametros de Discriminacién y Dificultad

La propuesta de utilizar el método de méxima verosimilitud surge de Maxwell (1959), quien utiliza
el modelo logistico, como alternativa al modelo ojiva normal, a la hora de estimar los parametros.
Para ello se basé en los trabajos de Berkson| (195155, quien recientemente habia publicado una
serie de resultados sobre funcién logistica En la presente seccién analizaremos el método méaxima
verosimilitud, aplicado al modelo con el objetivo de estimar el parametro de discriminacion
y dificultad de cada item en el test cuando el rasgo latente es conocido.

Supongamos que un test esta formado por n items dicotémicos y nos interesa estimar los parametros
del modelo para el i-ésimo item, i = 1,...,n.. Ademads, vamos a suponer que los participantes
estdn agrupados en J grupos de acuerdo al nivel de rasgo latente (conocido) 8;, j =1,...,J.. En
cada grupo hay f; individuos y denotaremos con 7; a la cantidad de respuestas correctas que han
proporcionado, por lo tanto, f; —r; es la cantidad de respuestas incorrectas. Por tltimo, llamaremos
R = (r1,72,...,7,) al vector de respuestas correctas observadas.

En el j-ésimo grupo, la proporcién de respuestas correctas (p.) esta dada por:

J

r
pi =p(0;) = (3.1)
fi
En consecuencia, la proporcién de respuestas incorrectas es:
fi—r;
g; = q0;) = = (3.2)
fi

Bajo la hipétesis que las respuestas de los examinados son independientes, podemos suponer que
r;j ~ Bin(f;,p;). Haciendo uso de Ec. tenemos que la probabilidad de observar en el i-esimo
item, i € {1,2,...n}, el vector R de respuestas correctas es:

J
PY =R =L=]] (;’f{)Pji QI (3.3)
j=1 ™7
Donde, de acuerdo a la notacién antes utilizada, P; = P;(0;), Q; = Qi:(6;) = 1—P;(8;) y L
corresponde a la distribucién conjunta o funcién de verosimilitud. Aplicando el método de maxima
verosimilitud (ver Apéndice [A)) buscamos maximizar L, es decir, encontrar d,, b; donde L(a;, b;10;)
se maximiza, que equivale a maximizar su logaritm

J f J J
=) =Y ( ) S P+ S ) Q) (3.4)

Jj=1 Jj=1 Jj=1

La expresién anterior representa a la funciéon objetivo, mientras que las restricciones forman parte
del recorrido de los parametros involucrados.

1Recordemos que la funcién logaritmo es monétona, creciente, por lo tanto maximizar L es equivalente a maximizar
InL.
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3.2.1. Modelo 2PL

En la practica, cuando se trabaja con el modelo se suele realizar una reparametrizacion de la
Ec. definiendo v; = —a;b;, por lo tanto P;(6;) puede expresarse de la siguiente manera:

1

Pj = Pi(0;) = P(Yi; = 1165, ai,b;) = 11 e-ai(0,-b)

(3.5)

1
Qj = Qi(0;) = P(Yi; =00, a,b;) =

- (3.6)

Maximizar [3.4)implica buscar a; = a;(01,...,0,), % = ;(61,...,0,) tal que 8/da; = 0, 0l /Ov; = 0
y se debe de cumplir el criterio del Hessiano. Esto nos lleva a resolver el sistema de ecuaciones:

ol

ol
Da; (U

v

(@) =0 (3.7)

Sea W; = P;Q; los pesos de Urban-Miiller, si derivamos y sustituimos en [3.7] tenemos que:

(ain) —

aili = 25=105fiW; (%(g]) ’ aaul,; = 25=1 fiWi (pijj ) (3.8)

8%l _ J 8%l _ J 2 8% 9%
o = 2= Wi s o = Xm0 Wi maa = dwen = =1 0ifiW; (3.9)

La biisqueda de soluciones a el sistema (no lineal) de ecuaciones que maximicen [, se realiza
a través de algoritmos de aproximaciones sucesivas. Uno de los procedimientos utilizados es el
método de Newton—RaphsorEl, que consiste en iterar haciendo uso de la serie de Taylor de primer
orden en torno a (a;,7;), punto que maximiza | = l(a;, v;).

En el proceso de iteraci(') se asume que dgkﬂ) = &gk) + A&Ek) y f/i(kﬂ) = Di(k) + Aﬁi(k), k=
0,1,2,..., donde dgk) y ﬁl(k son las aproximaciones a G; y ¥; (soluciones al sistema , mientras
que Adgk) y Aﬁi(k) son los errores en la aproximacién. Por lo tanto, la serie de Taylor, expresada

en forma matricial, en torno a (&Ek), ﬁi(k)) de las funciones 9l/da; y 0l/0v; es:

821 821 .
6871,- aili daz 90,04, Aal(k)
= + . (3.10)
ol ol %1 0% Ap®
Ivid (k+1) ovid (k) 94,00, 007 1 () i

Los subindices (k + 1) y (k) indican que las derivadas parciales son evaluadas en (&Z(.kﬂ),z?i(kﬂ)) y

(&(k),ﬁ.(k)) respectivamente. Si (dz(-kJrl),f/i(kJrl)) es solucién de la Ec. entonces el lado izquierdo

? K2

2Una descripcién més completa de este método puede encontrarse en
3El desarrollo completo de los conceptos aqui presentados se encuentra en el Apéndice Sec.
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de la igualdad es cero. Por lo tanto, se obtiene un sistema lineal en A&E—k) y Aﬁi(k) cuya solucién
es:

-1

. (k al
AV 0a? 90,04 Da;

- (k) 821 821 ol
A | 50;04; 002 avid (k)

(3.11)

- J J -1
=S 02w, =S 0 W _p.
2]21 ]fj J ZJ:l ij J Z‘Ll@ £iW; Pj PJ>

J J
L— Zj:l 0;/;W; _ijl fiW; (k)

En la expresién anterior hemos utilizado las Ecs. y Ahora bien, si esta aproximacién
A (k . (k - o -

es buena, entonces Aal(. ) < €a; ¥ Aui( ) < €,,, para cualquier ¢,,,€,, arbitrarios pequenos y en

consecuencia hemos encontrado la solucién, en caso contrario se continiia iterando.

Una vez que se converge a una solucién, ésta puede expresarse de la siguiente manera:

] [
= +
RN
(3.12)
5 k) [ W = 3 0505 B J b P,
) ;" S f,W,<Pa‘—Pj)
i =S 05W =X W =i\ Ba;

Siendo &'V y ﬁi(kﬂ) la solucién buscada al sistema de Ecs. A partir de estos valores es

%

posible obtener la estimacién para el parametro de dificultad: b = —1; /d;.
Berkson| (1951lf5) prueba que Z}]=1 fipi y Z}]=1 f;ip; son estadisticos suficientes de v; y a; res-

pectivamente, bajo la hipdtesis que 6; es conocido. Ademas, Berkson| (1953)) provee una expresién

para la varianza de a;, 7; y b;:
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Var(a;
aT(a ) Z-;Iil fJW](ej 0)2
1 5 N
Var(v;) = m92‘/ar(ai) (3.13)

Siendo 6 :

(3.14)

Los resultados anteriores permiten obtener una estimacion del los pardmetros involucrados en el
modelo asi como también su varianza.

3.3. Meétodo de Maxima Verosimilitud en la Estimacion del
Rasgo Latente

El desarrollo del método de méaxima verosimilitud presentado en la seccién anterior partia de la
base que el rasgo latente (6,) de los examinados era conocido. Sin embargo, en la préctica los test
son diseniados con el fin de de ser un instrumento que permita estimar dicho valor. En la presente
seccion estaremos presentando el método de maxima verosimilitud para estimar el rasgo latente en
el caso en que los pardmetros del modelo (dificultad y discriminacién) son conocidos.

Las hipétesis utilizadas en la estimacién de 6; estan vinculadas al hecho que los examinados pueden
considerarse independientes unos de otros. Es decir, las respuestas que éstos proporcionan son
independientes entre si, sumado al hecho que es véalido admitir que su habilidad es estimable a
través de un test.

Al igual que hicimos antes, supondremos que J es la cantidad de examinados, el test esta formado
por n items que admiten respuestas dicotémicas, las cuales notaremos como y;; € {0, 1}, es decir, la
respuesta al i-ésimo item por parte del j-ésimo examinado, donde: =1,2,...,n.,j =1,2,...,J. De
modo que y; = (Y15, Y25, - - ,yn]—)T es el vector columna que contiene las respuestas proporcionadas
por el j-ésimo examinado en el el test.

Por tdltimo, llamemos P;(6;) a la probabilidad que tiene el examinado j de responder correctamente
al item 7 dado que 6, es su nivel de habilidad. Mientras que Q;(6;) = 1 — P;; es la probabilidad de
responder en forma incorrecta.

A continuacién presentamos un bosquejo del método [Maximum Likelihood (ML)| para el caso en
que los pardmetros del modelo son conocidos.
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3.3.1. Modelo 2PL

Supongamos que estamos modelando la [CCJ| a través de un modelo 2PI] por lo tanto, utilizando
los resultados de la Sec tenemos que P;(0;) vy Q:(6;) estdn dadas por las Ec.s y
respectivamente.

1

Pi(6;) = P(Yi; = 10;) = 1o a0 (3.15)
0 — OYii— 016, — 1
Qi(0;) = Q(Yij = 06;) = 1+ eas(6;—b;) (3.16)
La probabilidad de observar el vector de respuestas y; esta dada por:
- i 1-yij
P(y;10;) = Lly;) = [T [P(02)]" [Qi6)] " (3.17)

=1

Siendo L(6;]y;) la funcién de verosimilitud, cuyo logaritmo es:
i 1—yij
103ly,) Zln AT (3.18)

En la expresién anterior P;(0;) v P;(6;) son funciones unicamente de 6;, ya que hemos supuesto
que, para cada item 4, los pardametros a; y b; son conocidos. Por lo tanto, al aplicar el método
de méaxima verosimilitud, buscamos éj que maximice l(9j|yj). Esto nos conduce a que se debe de
satisfacer las siguientes igualdadesﬁ

%l(aﬂ}’]) = 0 ) 392 (0 |y])
! 6; 6;

<0 (3.19)

Las expresiones anteriores equivalen a:

1 9P (8;)

Ié) 1 9Q;
3071 05yy)| = Xiliviriey ee | toim(l—¥i)o; 50| =0
0; 0, 05
92 _ 81/P;; OP;; 1 92Py 3.20
3921(6j|}’j)é = Z:‘L:l Yij aejj 60; R +Zz 1 UP 693?J P + ( )
J

J

S (1= i) 29,

i=1 96, 06, <0

%) i
. + 2 (1 =) 1ij 32%2J X
0;

J

Derivando Ec. Ec. respecto a ¢; se obtiene:

4En la expresién la notacién %b_ es utilizada para indicar que la derivada evaluada en un punto.
3%

55



OP;;

26, —aiP”Q” (3.21)
0Qi;
862 VJ = —aiPijQij (322)
J

Sustituyendo las derivadas [3.21|[3.22| en [3.19| y definiendo W;; = P;;Q;; (pesos de Urban-Miiller)
obtenemos el siguiente sistema de ecuaciones no lineal:

a - 1 0Py 1 0Qi;
0 |y] Zylj PZ] 69 Z(]‘ y’LJ)QU 89

=1

= Z a;Yij — Z a; Py = zn: a; Wi (M)
=1 i=1 i=1 Pi;Qij

a 0, o2 n 6P”

=l . (3.24)

— 2 - 270/
== E a; PijQij = — E a; Wi
i=1 i=1

Observar que en la Ec. el primer sumando (Y, a;y;;) corresponde al estadistico minimo
suficiente de ¢; en el modelo logistico.

(3.23)

La busqueda de éj (solucién al problema) se realiza, como lo hicimos antes, mediante técnicas
de aproximaciones sucesivas. En general suele aplicarse el algoritmo de Newton—RaphsorEl Por lo
tanto, al igual que antes, se asume que la solucion es é;l) = HAJ(Q) + Aé§0), siendo Aé§0) el error en
la estimacion.

La serie de Taylor de primer orden para la funcién 91/06; en torno a é;o) la es:

9 9 o2 o)
—1(0,]y; =~ —I(0ly; —1(0;ly; Af 2
ae] ( J ‘yj) é(l) aej ( J|yj) 9‘(0) + 86? ( J ‘y]) é(O) J (3 5)

) J J

Si HJ(-O) es solucién de Ec. entonces el lado izquierdo de Ec. es igual a cero. Por lo tanto,

obtenemos una estimacién para AG?:

(3.26)

-1
0
W] e

H©)
9].

5Una descripcién a alto nivel de este método puede encontrarse en
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A partir de la estimacion de Aé§0) podemos estimar é§1) ya que é§0) es conocida y puede expresarse
de la siguiente manera:

-1
) (3.27)
ey

50)
%

El algoritmo se detiene cuando el punto obtenido cumple: AHAJ(-O) < €p;, con €p; arbitrario y sufi-
cientemente pequeno. En caso contrario, repetimos el procedimiento anterior. En forma genérica,
en el paso k + 1 la solucién propuesta tomara la formas:

(01,00, = (6], + [20%)] (3.28)

Mientras que la estimacion es:
_ 14 %1050y [ouesly))
[aj]k.H - [ej]k o [ 962 : :|k ’ { 30; . }k (3.29)

La Ec. |3.29| puede reescribirse, utilizando las Ecs. y de la siguiente manera:

—1
[0,],00 = 03], — [2?1 a;Wij (%Z;éﬁ} = @ W], (3.30)

k

En muestras grandes se puede probar que la varianza de 0; es:

A 1
Var(0;) = e (3.31)
B( 41651y, )
Utilizando el resultado de la Ec. la varianza puede expresarse de la siguiente manera:
A 1
Var(4;) = (3.32)

n 2747, .
Doie1 @i Wi

A pesar de la sencillez que presenta el método, en la préactica suele ser poco usado ya que en general
se desconoce el valor de los parametros de dificultad y discriminacién involucrados en el test.
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3.4. Meétodos de Estimacion Conjunta, Condicional y Mar-
ginal

En las secciones anteriores fueron presentadas las técnicas de estimacién condicional, éstas parten
de la hipotesis que el rasgo latente o los pardmetros del modelo son conocidos. Sin embargo, como
hemos mencionado, en la préactica es poco frecuente encontrarnos con experimentos en los que
sean conocidos dichos parametros. Es por ello que se han desarrollado métodos alternativos que
permiten realizar una estimacién conjunta de ambos grupos de parametros.

Las técnicas de estimacion paramétrica conjunta méas utilizadas son: maxima verosimilitud conjunta
o Joint Maximum Likelihood (Joint Maximum Likelihood (JML))), maxima verosimilitud condi-
cional o Conditional Maximum Likelihood (Conditional Maximum Likelihood (CML)|y méxima
verosimilitud marginal o Marginal Maximum Likelihood (Marginal Maximum Likelihood (MML)).
Estas se diferencian entre s principalmente en lo siguiente, las dos primeras modelan el rasgo
latente como un efecto fijo, mientras que en la tercera es considerado como un efecto aleatorio. A
continuacion estaremos presentando los principales resultados asociados a cada una de ellas.

3.4.1. Maxima Verosimilitud Conjunta

El método de méxima verosimilitud conjunta [JMI] consiste en maximizar la distribucién conjunta
(P(y|0,a,b)) con respecto al rasgo latente (8;) y el resto de los pardmetros involucrados en el
modelo, es decir, dificultad del item (b;) y discriminacién del item (a;). Para este fin es necesario
asumir que el rasgo latente y los parametros del modelo son efectos fijos.

En el capitulo anterior, bajo la hipdtesis de independencia local, obtuvimos la distribucién conjunta
para cada modelo analizado (1PL} [2PL)). Recordemos que fueron considerados n items en un test,

siendo J la cantidad de examinados. Ademds, @ = (01,6s,...,0,) corresponde al rasgo latente
de los participantes e y = (y;,¥,--.,¥,) los vectores columna correspondientes a sus respuestas
en el test. Por dltimo, b = (by,ba,...,b,) vy @ = (a1,as,...,a,) corresponden a los vectores de

parametros de dificultad, discriminacion respectivamente para cada item.

En su forma general, la probabilidad de observar una matriz de respuestas como la presentada en

la Tabla es decir, para los modelos esta dada por:

n J
P(Y =16.d) = L(8.d|(y.%5:---.v,)) = [ T [006;. 4 - (00,0 (3.33)

Donde d es el vector de parametros que involucra a los vectores a y b, segin el modelo que se esté
considerandcﬂ y U(:) es la logisticzﬂ utilizada para modelar la A partir de la expresién
anterior tenemos que el logaritmo de la funcién de verosimilitud es:

In (L((@, dly,,ys,--- ,yJ))) _

7

SPor ejemplo, en un modelo d; = (a;,b;).
7Se ha definido en la Ec.

(yiz) - Pi(05,d;) + (1 — yi5) - Qi(0;,d;) (3.34)

n
= 1

J

1
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Luego, sélo resta obtener las derivadas parciales respecto a cada pardmetro e igualar a cero. En
esta direccién el proceso es analogo al presentado en las secciones y obteniéndose un
sistema, de ecuaciones que debe resolverse en forma simultdnea. Una alternativa en la busqueda
de las estimaciones maximo verosimiles, es utilizar el método de Newton-Raphson en dos etapas.
La primera de éstas consiste en estimar los parametros del modelo, asumiendo que los items son
independientes y la habilidad de los participantes es conocida, es decir, partiendo de un valor inicial
predefinido. Luego, en la segunda etapa, se estima la habilidad de los examinados, utilizando el
resultado de la primer etapa, asumiendo que éstos responden en forma independiente. El proceso
continia hasta que la diferencia entre pasos sucesivos es menor a una valor pequeno, que ha sido
inicialmente fijado.

Bajo este enfoque, las ventajas y desventajas sefialadas por Baker y Kim (Baker and Kiml [2004,
Chap. 4) pueden resumirse en:

- El procedimiento es general y puede ser aplicado a cualquiera de los modelos, es decir, de
uno, dos, o tres parametros.

- El método no realiza una estimacién simultanea de los parametros, sino que son necesarias
dos etapas, donde en cada una de ellas se debe de asumir ciertas condiciones de independencia
para poder obtener la estimacién conjunta.

- Existe evidencia acerca de la consistencia en las estimaciones de los parametros, a medida que
crece la cantidad de examinados, para un nimero fijo de {tems. Sin embargo, dicha propiedad

aun no ha sido probado en modelos y

Ademaés, cuando se realizan la estimacién en el modelo para ciertos conjuntos de datos, el
método [JMT] puede verse afectado por problemas de estabilidad, y en consecuencia las soluciones
divergen. A dicho problema en la literatura se lo conoce como el caso Heywood (Bartolucci et al.
2015, Chap. 5).

Por 1dltimo, hacer notar que al problema de optimizacion se le debe imponer restricciones para que la
estimacién de los pardmetros se encuentre dentro de rango esperado. Ademas, otras consideraciones
son necesarias cuando el conjunto de datos incluye respuestas faltantes.

3.4.2. Maxima Verosimilitud Condicional

En la seccién anterior hicimos notar que una de las desventajas presente en el método [JML] es la
ausencia de una demostracion formal sobre la consistencia de los estimadores. Distintos métodos
se han propuesto con el fin de sortear esta debilidad, uno de ellos es el denominado método de
méxima verosimilitud condicional o [CMI1

El método [CMI] saca provecho de las bondades que presenta la familia de distribuciones exponen-
cial, particularmente el modelo Rasch, siendo posible obtener estimadores consistentes. Para ello,
se parte del hecho que el score obtenido por parte del j-ésimo examinado (y.; = >, ¥;;) €s un
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estadistico suficiente para estimar 6;, es decir, la habilidad que éste presentaﬂ Luego, maximizan-
do la funcién de verosimilitud, condicionanda respecto de 6;, es posible estimar el pardmetro b;
correspondiente a la dificultad del i-ésimo item.

Aplicando este enfoque al modelo de Rasch, tenemos que, si al igual que antes, se tiene un test con
n items y son J los examinados que participan en el test, entonces, para el j-ésimo examinado, la
probabilidad de observar el vector de respuestas y;» = (Y15,%2j - - - Yin), condicionada a un nivel
de habilidad 6;, esta dada por la Ec. es decir:

€03y =227y bivij

[Ti-, (1 + e(ejfb"'))

P(Y; =y,l0;,b) = L(6;, bly;) = (3.35)

Donde b = (b1, ba,...,b,) corresponde al vector de pardmetros de dificultad de cada item. Usando
este resultado podemos obtener la probabilidad de observar un vector de respuestas y;, dado que
rj = t(yj) =Y., es el resultado del test y 0; es el nivel de habilidad. Dicha probabilidad esta dada
por:

PY, =y, . 0. b) = J 31V _ j 105 .
( J YJ‘y.J’ Js ) P(y-j‘ajvb) P(Y~j|9jab) (3 36)

El denominador de la expresién anterior es la probabilidad que el j-ésimo participante obtenga un
score igual a r; = t(y;) =y.;, condicionada a 6;, es decir, a un nivel de habilidad dado. En un test
con n items, existen (y"J) posibles vectores de respuesta que el participante j puede proporcionar
para obtener este score. Por lo tanto, dicha probabilidad es igual a la suma de las probabilidad

para cada posible vector de respuestasﬂ

Vi/t(yj'):)’.j

- > IPOG, =ui)re x (1= P(Yij = i)'

Vi [ Hyp)=y.; i=1
efivs (Zv i/ ty)=y. € Xia biy”)
[Ti-, (1 + e(gjfb/"))

(3.37)

A partir de las Ec. y se obtiene:

8Recordemos que estamos utilizando como referencia la Tabla donde y.; = >°7; yi;j corresponde al score

del j-ésimo participante, y;. = ijl yij es la cantidad de respuestas correctas al i-ésimo item.

90bservar que en la Ec. el indice 7 de la productoria en el denominador no se ve restringido a los items que
satisfacen la condicién de score total. Esto se debe a que una vez encontrado el vector de respuestas que cumple con
dicha condicidn, el producto se realiza sobre todos los items.
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e~ 2iz1 bivij
J= Sy (3.38)

P(Y; =y;l0;,b) = > :
Vi/t(Yj =Y.

La expresién anterior es independiente del 6;, es decir, el rasgo latente del examinado y sélo
depende de los pardmetros de dificultad (b;) de cada item y se restringe al score total (y.;) de
interés a ser analizado. Luego, la funcién de verosimilitud condicional se obtiene al considerar a
los J examinados, donde cada uno de ellos ha obtenido un score y ;. Esto es:

J
e~ 2j=12ui=1 biYij

P(Y:(Y17y2>ayJ)|07b):L(0ab‘Y) = J (339)
— >y biyij
i1 204 wy=y, € =0
Siendo 8 = (01,60, ...,0,) las habilidades de los examinados, y la matriz de respuestas corresponde
ay = (y1,¥2,---,¥,)- Observar que el denominador en la expresion anterior puede compactarsﬂ

esto se logra al tomar en cuenta aquellos examinados que han obtenido idéntico score.

La estimacion maximo verosimil del vector b puede obtenerse al tomar logaritmo en la Ec. [3.39
derivando respecto a cada pardametro e igualando a cero. De esta forma se obtiene un sistema
de ecuaciones cuya solucién puede encontrarse, por ejemplo, mediante algoritmos iterativos como
Newton-Raphson. En otras palabras, el procedimiento a seguir es andlogo al antes presentado en
este capitulo. Un desarrollo completo es presentado por Bartolucci (Bartolucci et al., 2015, ver Sec.
5.3 y App. 5.A.2.).

En forma alternativamente, si el objetivo fuese estimar la habilidad del participante, también se
podria utilizar el método [CMI] En este caso, se hace uso de la propiedad presente en el modelo de
Rasch, es decir, la suma del score obtenido en el i-ésimo item por parte de todos los examinados
(yi. = Z}]:1 ¥ij) es un estadistico suficiente para estimar el pardmetro b; correspondiente a la difi-
cultad del item. A continuacién, maximizando la funcién de verosimilitud, condicionanda respecto
de b;, es posible estimar el pardametro ¢;, es decir, el rasgo latente del j-ésimo examinado.

A pesar de ser una alternativa que permite obtener estimaciones consistentes cuando trabajamos
con el modelo de Rasch, y de ser uno de los métodos més utilizados, respecto a|Linear Logistic Test|
Model (LLTM)] el [CMTI] presenta algunas debilidades. Fischer nos advierte acerca dos problemas
que éste presenta, el primero de ellos asociado al cémputo de las derivadas parciales y la precisién
numérica, mientras que la segunda esta asociada a la velocidad de convergencia (Fischer and
Molenaar} 1995, Chap. 3). Ademds, estos problemas se vuelven atin mds criticos a medida que se
incrementa el nimero de {tems en el test.

Antes de finalizar, hacer mencién a las propiedades asintéticas del método Andersen| (1970)
es quien propone dicho método y prueba la consistencia y normalidad de las estimaciones. Sus
resultados se construyen sobre otros que fueron probados para familia de distribuciones exponencial.
También |Pfanzagll (1994) prueba la consistencia y ademads eficiencia asint6tica de los estimadores.

10En la mayoria de los casos de interés J > n y cada {tem es dicotémico, entonces, en la matriz de respuestas se
van a observar score idénticos entre particpantes.
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3.4.3. Maxima Verosimilitud Marginal

En la seccién anterior presentamos un método alternativo, maxima verosimilitud condicional, que
permite estimar los parametros del modelo logistico, y ademas, resuelve el problema de consistencia
presente en el método de maxima verosimilitud conjunta. Sin embargo, su aplicacién se encuentra
restringida al modelo de Rasch. A continuacién estaremos analizando un método méas general,
llamado méxima verosimilitud marginal o [MMI] mediante el cual es posible obtener estimadores

consistentes para los modelos y

El método consiste en maximizar la funcién de verosimilitud una vez que los parametros uti-
lizados para modelar la habilidad se han integrado, asumiendo que éstos presentan en comun una
distribucién de probabilidad. Dicho método nace con la propuesta de Bock y Liberbam (1970)), quie-
nes trabajando sobre el modelo ojiva normal de dos parametros, estiman cotas para los parametros
de dificultad de lo items haciendo uso de la técnica Gauss-Hermite Quadratur@ en la integracién
y asumiendo que la habilidad de los examinados se distribuye N(0,1). Ademds, Bock y Liber-
bam sugieren utilizar el algoritmo de Newton-Raphson para obtener la solucién al problema de
maximizacién.

Bajo el enfoque de [MMI] los examinados son considerados como una muestra aleatoria tomada
de una poblacién cuya habilidad se distribuye segun cierta py(0|7). Es decir, el vector de habili-
dades (0) es considerado aleatorio y T es el vector de pardmetros de habilidad poblacional. Por lo
tanto, bajo este escenario el modelo va a incluir dos componentes, efectos fijos (dificultad de los
ftems) y efectos aleatorios (habilidad de los participantes). De esta forma, al integrar la funcién
de verosimilitud (que se obtiene a partir de la matriz de respuestas) respecto a 6, el problema
consiste en maximizar (en los pardmetros de los {tems (a, b)) el resultado de la integracién, el cual
es independiente de la habilidad de los examinados.

Observar que en [JMI] y [CMI] el vector de habilidades es considerado fijo, mientras que en [MMI]
la habilidad es un vector aleatorio. Por lo tanto, el rasgo latente del examinado (0}) debe de
ser reemplazado por la probabilidad de tener cierto nivel de habilidad condicionada al vector y;
de respuestas, los pardmetros correspondientes a los ftems (a,b) y el pardmetro 7 de habilidad

poblacional.

Teniendo esto presente, desde la perspectiva de la estadistica bayesiana, dicha probabilidad es la
denominada probabilidad a posteriori, mientras que pp,(0|7) es la denominada distribucién a priori.
En consecuencia, tendremos un vector (de dimensién J) de probabilidades a posteriori, donde cada
componente corresponde a cada uno de los examinados. En forma analitica, podemos expresar esto
de la siguiente manera}

__ ply;105, (a,b)) - pu(6)l7)
S p(y,10:, (a,b)) - pu(0i|T) db;

ph(ejlyj’ (a,b),7) (3.40)

Arribados a este punto, debemos senalar que la distribucién a priori del rasgo latente, en principio,
es desconocida. Por lo tanto, su eleccién va a depender del conocimiento previo que se tenga sobre la

1Una descripcién detallada sobre Gauss-Hermite Quadrature y sus aplicaciones en estadistica puede encontrarse
en |Liu and Pierce, (1994); Nia (2006).
ZHermos utilizado p para representar a las respectivas funciones de densidad (o cuantfa).
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poblacion y las caracteristicas del test. En ocasiones se utiliza una muestra pequena de examinados,
y mediante un test piloto se intenta inferir su forma. Ademas, ésta puede provenir una distribucién
continua o discreta]

Bajo la hipétesis de independencia local P(y,|0;, (a, b)) es igual al producto, para los n items, de
P;(0;) y Qi(8;) elevadas a y;; e (1 — y;;) respectivamente, tal como hemos visto antes para los
modelos y Luego, una vez obtenida la distribucién a posteriori, se sigue el procedimiento
antes descrit

La propuesta inicial de Bock y Liberbam presentaba ciertas debilidades. Estas estaban asociadas a
los tiempos de cémputo: a) en el proceso de integracién y b) el proceso de maximizacién. Sumado a
esto, al utilizar Gauss-Hermite Quadrature, la precision en las estimaciones depende de la cantidad
de puntos que se utiliza, y resulta ser adecuada cuando la dimensién del rasgo latente es baja. Con
el paso del tiempo, en la década del ’80, Bock y Aitkin (Bock and Aitkin) [1981) proponen utilizar
el algoritmo de [Expectation—Maximization (EM)|en la estimacién de los pardmetros de dificultad.

El nuevo enfoque de Bock y Aitkin presenta mejoras considerables respecto a los problemas iden-
tificados en la propuesta inicial. La estimacién de los parametros del item se realiza en dos pasos,
denominados E (Expectation) y M (Maximization), aplicados a el logaritmo de la funcién de ve-
rosimilitud, una vez que se ha realizado la integracién en el parametro de habilidad. En el paso F
se calcula el valor esperado de la verosimilitud (para cada examinado), condicionada a los datos
observados y el valor de los pardmetros correspondientes a los examinados. Mientras que en el paso
M se maximiza dicho valor esperado con respecto a los parametros del item.

Antes de finalizar, hacer mencién que en los 1ltimos afios se han desarrollo distintas técnicas que
permiten mejorar la convergencia y/o precision, respecto a la propuesta Bock y Aitkin, en las
estimaciones. Algunos ejemplos son: Schilling and Bock| (2005) quienes muestran una mejora en la
precisién y velocidad de convergencia mediante el uso de Adaptative Gauss-Hermite Quadrature;
Casabianca and Lewis| (2015) logran mejorar la precisién en las estimaciones, para ello utilizan
loglinear smoothing en la estimacién de la distribucién del rasgo latente; [F. and Karimi (2019)
presentan un nuevo método que permite aproximar la funciéon de verosimilitud para el caso de
datos longitudinales.

3.5. Ajuste del Modelo de Rasch

La bondad en el ajuste del modelo es un concepto que, en el drea de estadistica, en ocasiones se
utiliza para describir qué tan bien el modelo representa a los datos observados. Un modelo perfec-
tamente ajustado representard muy bien a las muestras disponibles, sin embargo, probablemente
resulte pobre su performance a la hora de predecir nuevas observaciones. En contrapartida, un
modelo que no presente ajuste perfecto, ofrecerd mejores resultados a la hora de predecir.

En general, existen dos grupos de herramientas que permiten analizar el ajuste del modelo: gréficas
y estadisticas (indices o test de hipétesis). La primera de éstas podrian considerarse menos objetivas
que las segundas. A pesar de ello, debido a su sencillez en la visualizacién e interpretacién de los

13Una completa descripcién sobre las posibles distribuciones a priori puede encontrarse en [Fox] (2010).
14Un desarrollo completo puede encontrarse en [Baker and Kim)| (2004).
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resultados, cada vez més se incrementa la investigacion en el campo de estadistica computacional
grafica (Chambers, Cleveland, B., and Tukey, [2017)).

En la presente seccion, tal como adelantdaramos al inicio del capitulo, estaremos analizando tres de
las herramientas estadisticas frecuentemente utilizadas en la Estas son el Test x? y el test de
razén de verosimilitudes y el pseudo R?.

3.5.1. Test y? de Pearson

El test x? de Pearson es una de las técnicas mds populares, frecuentemente utilizado en aquellos
modelos estadisticos donde la variable respuesta es categérica. Tomando como referencia la ma-
triz de respuestas presentada en la Tabla. da vector de respuestas y; presenta 2" posibles
combinaciones. Por lo tanto, los modelos de [I'RI| logisticos pueden pensarse como un modelo li-
neal generalizado, en particular, uno multinomial, donde existen C' = 2" categorias mutuamente
excluyentes. En consecuencia, es posible utilizar los resultados existentes para realizar el test de
hipétesis.

Bajo esta perspectiva, tendremos C probabilidades, donde cada una de ellas representa la probabi-
lidad de pertenecer a una categoria, es decir, P(v) = (P, (v), P(v),..., P.(v)), siendo v el vector
de parametros cuya dimensién depende de 6 y los parametros del modelo involucrado o)
). Luego, el estadistico del test x? (Ec. se construye haciendo uso de dichas probabilidades y
las frecuencias observadas en la matriz de respuesta.

C C
Jl «;l ‘;l
—_— 41
n; (Fl ”Z P (3 )

=1 l

En la expresiéon anterior hemos utilizado F; para representar la frecuencia absoluta observada,
mientras que E(F;) = B corresponde a la frecuencia esperada. La hipdtesis nula sometida a test
es: los datos se ajustan al modelo, es decir, el modelo es adecuado. Bajo H, asintéticamente
X2 ~ x? con C — dim(v) — 1 grados de libertad (Glas and Verhelst, |1989).

A pesar de su sencillez, el test no resulta de utilidad a medida que la cantidad de {tems aumenta.
El problema radica en que el nimero de sumandos (patrones de respuestas posible) crece en forma
exponencial, en consecuencia, observaremos muchos patrones de respuesta con frecuencia igual a
cero, mientras que su valor esperado serd muy pequeno (Rao and Sinharay|, 2007, Chap. 6). Glas y
Verhelst (1989) proponen un nuevo estadistico que permite sortear este problema. Este se construye
a partir de una extensién de la Ec. [3:41] la cual puede ser expresada de la siguiente manera:

X?=vD v (3.42)

Siendo v = /n(F — E(F)) el vector de desviaciones, donde los vectores F y E(F) corresponden a
las frecuencias observadas y esperadas respectivamente. Ademds, D es una matriz diagonal formada
por E(F;) = P,. El estadistico del test se basa en el vector d = U’v de ¢ combinaciones lineales,

donde U es la denominada matriz de contraste, que concentra las C' desviaciones en una cantidad
¢ (C' >> ¢). Luego, definiendd™}

15Se ha utilizado la notacién A~ para indicar a la matriz inversa generalizada.
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Q=v'UUD 'U)"Uv (3.43)

Bajo Hj, asintéticamente @ ~ x? y los grados de libertad son rango(U'DU) — dim(v) — 1. Un
aspecto crucial bajo este enfoque es como obtener la matriz U, en este sentido un procedimiento
detallado es desarrollado por [Fischer and Molenaar| (1995) y |Glas and Verhelst| (1989).

3.5.2. Test de Razdn de Verosimilitudes

El test de razon de verosimilitud es utilizando tanto en modelos lineales generalizados, asi como
también en los modelos logisticos de la (Andersen| [1973b). Dicho test permite comparar dos
modelos anidados (completo y reducido), es decir, aquellos donde uno incluye un subconjunto de
parametros del otro.

En modelos lineales o logisticos, la hipdtesis nula (Hp) corresponde a evaluar si son igual a cero
aquellos parametros del modelo completo que no forman parte del modelo reducido. En el contexto
del modelo de Rasch, se evalda 0; =1, j =1,2,...,J., es decir, la cantidad de rasgos latentes que
son igual a uno.

El estadistico utilizado en el test de razén de verosimilitud es:

D =2log =% = —2(I, —I,,) (3.44)

Donde f)c y fLR son las funciones de verosimilitud, utilizando los parametros estimados, para
el modelo completo y el modelo reducidﬂ Bajo la hipdtesis nula, haciendo uso de resultados
asintéticos, se tiene que D ~ x?2, siendo los grados de libertad igual a la cantidad de pardmetros
en que difieren uno y otro modelo, es decir, la cantidad de parametros involucrados en la hipétesis
nula.

3.5.3. Indices

Otra de las herramientas estadisticas para evaluar la bondad en el ajuste son los denominados indi-
ces. Existen distintas propuestas, cada una de ellas con sus caracteristicas, ventajas y desventajas.
En el 4rea de la teoria de los test, su interpretacion es andloga a la que se hace, por ejemplo, en los
modelos de regresion. Es decir, se utilizan a la hora de evaluar la performance del modelo y son
una herramienta valiosa a la hora de elegir entre un conjunto de modelos candidatos.

Uno de los més conocidos es el pseudo R?, que se define como el cociente entre la diferencia de la
verosimilitud entre los modelos a comparar y la verosimilitud del modelo de referencia (Bartolucci
et al., 2015, Chap. 5), esto es:
2 lAR - ZM
pseudo R = B (3.45)
R

16Hemos utilizado |, oy I r Para representar el logaritmo de las funciones de verosimilitud.

65



Donde [ Ry [  €s el logaritmo de las verosimilitudes estimadas del modelo de referencia y el modelo
candidato respectivamente. Estas pueden obtenerse a través de algunos de los métodos presentados
en la seccién anterior.

Observar que el valor del pseudo R? € [0, 1], de modo que si el resultado es igual a cero, el modelo
reducido se ajusta a los datos igual que el de referencia, por lo tanto, elegiriamos al modelo de
referencia; mientras que si el resultado se aproxima a uno, entonces el modelo candidato se ajusta
mejor a los datos.

Alternativas al pseudo R? pueden ser el Akaike Information Criterion o Bayesian Information
Criterion, que también pueden utilizarse a la hora de evaluar los modelos logisticos. Estos7 seran
analizados con mas detalle en el siguiente capitulo, sin embargo, no debemos de perder de vista
que, cuando se haga referencia a la funcién de verosimilitud, los pardametros estimados se obtienen

a través de los métodos [JMT], [CMTI] o [MMT]

3.6. Observaciones Finales

En el presente capitulo se han analizado tres enfoques en lo que refiere a la estimacion de parametros
en los modelos logisticos de la[TRI} En el primero de ellos, maximizando la funcién de verosimili-
tud, se procura la estimacién de los parametros: dificultad del item, discriminacién y guessing, bajo
la hipétesis que el rasgo latente de los individuos es conocido. En el segundo enfoque, nuevamente
haciendo uso de la funcién de verosimilitud, se estima el rasgo latente de los participantes bajo
la hipdtesis que los parametros del modelo, para cada item, son conocidos. Por ltimo, el tercer
enfoque consistié en presentar tres métodos ([JML] [CML] [MMTL)), los cuales permiten realizar la
estimacién de los pardmetros y el rasgo latente en forma conjunta. Ha quedado fuera de nuestro
alcance, entre otras cosas, analizar el caso en que existen datos faltanteﬂ el impacto en la con-
vergencia o en las estimaciones cuando: aumenta la cantidad de items o en aquellos casos en que
el test presenta una cantidad de items fija y aumenta la nimero de participantes.

Ademas, se ha presentado un grupo de herramientas estadisticas que permiten evaluar la bondad
del modelo en el ajuste a los datos. Dos de éstas son test de hipétesis (test x? y test de razén de
verosimilitud) y la tercera el indice denominado pseudo R?. No han sido abordados otro tipo de
test, por ejemplo, los no paramétricos, asi como también el andlisis de la convergencia asintdtica de
los estadisticos. Todos estos son tépicos que, a nuestro juicio, demandarian al menos un capitulo
completo.

17Corresponde al caso en que los participantes no responden a todos los ftems del test.
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Capitulo 4

Modelos Lineales Generalizados
Mixtos y Modelo de Rasch
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4.1. Introducciéon

Hasta ahora analizamos un conjunto de modelos de respuesta al item y las técnicas empleadas para
estimar sus parametros bajo la 6ptica de la[TRI} Sin embargo, no hemos considerado la estructura
que presentan los datos provenientes de las respuestas a un test y el efecto que ésta puede tener en
las estimaciones. En el presente capitulo estaremos abordando una perspectiva alternativa, que nos
permitird construir modelos cuando los datos presentan cierta estructura jerarquica. En particular,
estaremos analizando el vinculo que existe entre los modelos logisticos de 1a[TRI]y los denominados
GLMM]

Los [GLMM] ofrecen un mayor grado de flexibilidad ya que, a través de la incorporacién de los
denominados efectos fijos y aleatorios, es posible modelar de mejor forma la variabilidad entre
items e individuos que forman parte de un mismo grupo, o entre grupos de individuos. Sin embargo,
dicha flexibilidad no es gratuita, en contrapartida la inferencia requiere de algoritmos alternativos
y suele ser mas costosa desde el punto de vista computacional. En ocasiones cuando el problema
no puede ser resuelto a través de algoritmos clésicos de optimizacion, es la inferencia bayesiana, y
los algoritmos de [Markov chain Monte Carlo (MCMC)| los que ofrecen una solucién alternativa.

Una vez que se ha elegido un conjunto de modelos candidatos dentro del abanico de posibilidades
que ofrece [GLMM] necesitamos disponer de criterios que permitan evaluar la bondad en el ajuste
a los datos. En este sentido, algunos métodos provienen de la teoria de modelos lineales. A pesar
de ello, se han desarrollado nuevas técnicas para los casos en que la inferencia es realizada bajo la
perspectiva bayesiana.

A continuacién estaremos abordando los modelos logit de la[TRIdesde la perspectiva de los[GLMM]
es decir, consideraremos las estructura de los datos en el modelado. También analizaremos las
técnicas de inferencia y selecciéon de modelos. El desarrollo que subsigue esta basado principalmente
en los trabajos de McCulloch! (2003), Rijmen, Tuerlinckx, De Boeck, and Kuppens| (2003), De Boeck|
land Wilson| (2004)), (2010), Levy and Mislevy] (2016]).

4.2. Modelo Lineales Generalizados Mixtos

Una familia de modelos que presenta gran flexibilidad, debido a sus caracteristicas, es la denomi-
nada [GLMM] (Breslow and Clayton| [1993; [McCullagh and Nelder}, [1989; McCulloch and Searle,
. Estos son una extensiélﬂ de lo LMMl los cuales permiten incorporar como predictores linea-
les efectos fijos y aleatorios. En particular, es la componente aleatoria quien posibilita representar
la correlacion entre observaciones, asumiendo que ésta proviene de cierta distribucién de probabi-
lidad.

Los modelos que involucran efectos aleatorios son frecuentemente utilizados en problemas donde,
por ejemplo, el interés principal radica en cuantificar la variabilidad, en lugar de predecir nuevas
observaciones Chap. 25). También es posible encontrarlos en problemas donde los
efectos aleatorios son parte de los efectos no deseados.

1En el Apéndice [E| puede encontrarse una introduccién a los m
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La incorporacién de una componente aleatoria en el modelo permite trabajar con datos que pre-
sentan cierta correlacién. Por ejemplo, hace posible modelar el denominado subject effects, el cual
esta presente en aquellos problemas donde la variable respuesta puede ser explicada por la diferen-
cia intrinseca entre individuos. Este es un efecto tipico en datos que presentan cierta estructura
de cluster o jerdrquica. Otras aplicaciones donde se utilizan los [GLMM] es en experimentos lon-
gitudinales, es decir, cuando los datos provienen de una serie de muestras a las mismas unidades
experimentales en un intervalo de tiempo.

Los se caracterizan, al igual que los |Generalized Linear Models (GLM)| por tener tres
componentes, a saber: la distribucién de la variable independiente, efectos fijos, efectos aleato-
rios y funcién de enlace. Comenzaremos por introducir la notaciéon que utilizaremos para dichos
componentesﬂ

= Distribucién de la variable dependiente Y;: asumiremos que pertenece a la familia de distri-
buciones exponenciales V¢ =1,2,...,n.

s Efectos fijos: serdan modelados a través de una combinacion lineal de predictores.

LF
Bo + Z Biy - @,

;=1

= Efectos aleatorios: seran modelados a través de una combinacién lineal de predictores.

Lg
ug + E uy,. - 21,
=1

s Una funcién link g que enlaza a las variables a los efectos fijos y aleatorios con la variable
dependiente.

Estamos asumiendo que L, y L,, corresponde a la cantidad de variables que representan los efectos
fijos y aleatorios respectivamente, 3;, son los pardmetros de los efectos fijos z;;,, mientras que u;,
son los pardmetros de los efectos aleatorios y z;, son los niveles correspondientes a los efectos
aleatorios.

En su forma general de los [GLMM]se representan de la siguiente manera:

LF LR
n(xi,z;) = Bo + Z Biy - @ity + uo + Z w, - Zil, (4.1)

=1 =1

2Unicamente este caso el subindice i es utilizado para indexar a las observaciones. En el resto del se utiliza
con otro fin y se hace explicito cuando es utilizado para indexar a los items.
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En forma alternativa tenemos que la representacion matricial es:
n(xi,z;) =%, -B+1z-u (4.2)

Donde x; € Rlr y z; € RFr, B € REr, u € RER, ademds, n(-) es la funcién que contiene a los
predictores lineales, la cual esta formada por dos componentes, es decir, efectos fijos y aleatorios.
Finalmente, el vinculo entre la variable respuesta y la funcién 7(-) esta dado por:

n(xi, zi) = g(E(y:)) (4.3)
McCulloch| (2003)) propone una forma compacta para representar a los (GLMM

Yilu ~ fyi,u(yIU) € F, indep.

E(Yila) = p;

9(pi) = n(xi, z;) (4.4)
n(xi,2z;) =x;-B+z;-u

u=f,(ul%)

Siendo F la familia de distribuciones exponencial. La formulacién anterior permite visualizar con
mayor claridad cuatro aspectos importantes en este tipo de modelos. 1) Y; pertenece a la familia
exponencial y su distribucién esta condicionada a los efectos aleatorios; 2) la funcién link (g) se
aplica al valor esperado de Y;, condicionada también en los efectos aleatorios; 3) la componente
de predictores lineales (7(x;,2;)) se encuentra formada por la combinacién lineal de efectos fijos
y aleatorios; 4) se asume que u proviene de cierta distribucién, usualmente se asume normaﬂ
L, -dimensional, con media nula y ¥ su matriz de covarianza.

Existen distintas funciones link que pueden ser utilizadas, sin embargo, dentro del area de psico-
metria son las funcioneﬂ ® y ¥ las funcién de enlace con las que se suele trabajar. En aquellos
casos en que la funcién link es logit, al resultante se lo llama modelo logit mixto. Su repre-
sentacion algebraica esta dada por la Ec. y al igual que en los se asume que y; € {0,1}.

exg-,BJrz;»u
P(yilx;,2i, B,u) = 1+ exi-B+ziu (4.5)
Ademsds, partiendo de la definicién dada a través de la Ec. [£:4] y utilizando la Ec. para un
vector de observaciones y = (y1,¥2,,-..,yn), tenemos que la funcién de verosimilitud es:
x}-B+z;-u
1o Zyxm) = [ ] H el (D) (16)

El hecho de incorporar efectos aleatorios al modelo trae consigo algunas consecuencias que se
reflejan a través en el valor esperado, la varianza, covarianza y correlacién marginales de la variable

3La hipdtesis sobre media nula en los efectos aleatorios se debe al hecho que éstos representan la desviacién
respecto a la media modelada a través de los efectos fijos.

4En el present la funcién @ corresponde a la funcién de distribucién acumulativa para la N(0,1), mientras
que ¥ es la funcién logit(0,1).
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de interés. Por ejemplo, McCulloch and Searle| (2001)) muestran que si se asume g(-) = log(+) y
u; ~ N(0,02), entonces E(y;) = X - 3+ 02 /2, es decir, la esperanza se incrementa en funcién de
la varianza del efecto aleatorio. Mientras que si y|u sigue una distribucién de Poisson, utilizando
la misma funcién link y distribucién para u, entonces V(y;) = E(yi)(e"i'ﬁ[es"'i/2 - 603/2] +1), es
decir, la varianza es mayor al valor esperado y crece de exponencialmente a medida que crece x; - 3.

Por tltimo, cabe senialar que los [GLMM] nos permite estudiar el efecto medio a nivel poblacional
al variar un efecto fijo, asi como también a nivel de grupo o cluster. Esto se debe a que estamos
incorporando en el modelo la posibilidad de modelar la variabilidad dentro del cluster, algo que al
utilizar un [GLM] no es posible realizar.

4.3. Modelo Logit Mixto y Modelos de Respuesta al Item

En la Sec. se introdujo los [GLMM] en forma genérica, a continuacién estaremos presentando el
vinculo con los modelos logisticos de la[TRI} Como veremos, la expresion algebraica es la misma, sin
embargo, algunos aspectos son necesarios considerar cuando los datos provienen de las respuestas
a un test. Desde el punto de vista computacional, una de las principales ventajas que cuenta
esta forma de representar los modelos de la[TR]] radica en el hecho que existen muchos algoritmos
implementados en software para los[GLMM]que pueden ser utilizados en el andlisis de las respuestas
a items.

Al igual que en los capitulos anteriores, supondremos que el test estd formado por n items y
son J los examinados que responden a cada item. Ademds, supondremos que las respuestas son
dicotémicas, es decir, y;; € {0,1}, donde y;; corresponde a la respuesta del j-ésimo examinado al
i-ésimo item, coni=1,2,...,nyj=1,2,...,J.

Partiendo de formulacién dada por la Ec. utilizando a la funcién logit como link y concibiendo
a los vectores x;;,2;; como efectos fijos y aleatorios respectivamente; asumiendo que (8, 0j) son
los parémetrosﬂ del modelo; entonces, bajo la hipdtesis de independencia locaﬂ la expresién dada
por la Ec. [I7] corresponde a el modelo logit mixto desde la perspectiva de la teorfa de respuesta
la item.

ex;j 'ﬁJFZéj -0

1+ X Bt 05

En la expresién anterior estamos considerando que 6; € REr y B € Rlr, son los vectores de
pardmetros del modelo. Asumiremos que la distribucién de 8; es normal multivariada con media
nula y ¥ su matriz de covarianzas, es decir, 8; ~ N(0,X). Sumado a esto, supondremos que 6;
es independiente de 6/ V j # j'. El motivo por el cual los efectos aleatorios son considerados de
media nula se debe al hecho que, éstos representan la desviacién respecto a la media de los efectos
fijos, por lo tanto, el interés radica en la matriz de covarianzas.

5Algunos autores lo denominan “efecto”.

60bservar que las respuestas (Yi;) de cada examinados no son mutuamente independientes, sin embargo, la
hipétesis de independencia local permite asumir independencia en las observaciones condicionada a el nivel de
habilidad.
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A partir de la Ec. y utilizando la distribucién de 6;, para una matriz de respuestas y cuyas
componentes son los vectores de respuestas y; = (Y15, Y155 - - -+ Yns)’; la distribucién marginal se
obtiene integrando sobre el vector de efectos aleatorios asociados al j-ésimo examinado. La expresién
dada por la Ec. [I.§] corresponde a la verosimilitud marginal bajo las hipétesis antes mencionadas.

J
L(ﬁ72|y7xv Z) = L(IBaEKylv .. ,y']),Xj,Zj) = / HP(yJ‘X],ZJ,ﬁ,E)N(O,Z)dBJ (48)
j=1

En la expresion anterior X; € R™¥Lr y Z; c R™"*Lr representan las matrices cuya j-ésima fila
corresponde a los vectores xgj y zéj asociados a los efectos fijos y aleatorios respectivamente.

Observar que el Modelo de Rasch, definido en la Ec. en general se asume que 6; (rasgo latente)
es una muestra de una poblacién cuya distribucién es normal de media nula y varianza 092, y b;
(dificultad del item) lo podemos considerar como invariante entre examinados. Entonces, §; puede
ser identificado en |4.7|como un efecto aleatorio, mientras que b; es un efecto fijo. Luego, si definimos
b; = f3;, tenemos que el modelo de Rasch puede definirse a través de la Ec. [£.7] donde la matriz
X; es la identidad, de dimensién n x n, mientras que Z; es un vector de unos cuya dimensién es
igual a n, es decir, la cantidad de {tems involucrados en el test. Esto nos conduce a un modelo logit
mixto con efectos fijos y aleatorios inicamente en el término intercepto.

En forma andloga, si observamos la formulacién del modelo (ver Sec.[C.2)), donde la dificultad
del item se modela a través de la suma de funciones lineales. Entonces, siguiendo la misma linea
de razonamiento, el modelo dado por la Ec. puede definirse a través de la Ec. [£.7 donde las
matrices X; son todas iguales V j = 1,2,...J..

La misma idea puede aplicarse al Modelo de Rasch de Regresién Latente (ver Sec. , el cual
incorpora caracteristicas propias de cada examinado a través de un modelo lineal. De modo que,
si partimos de la Ec. la podemos transformar en la Ec. ya que 0; = x; - B + ¢, siendo
x; el vector de covariables asociado a las caracteristicas de los examinados y €¢; ~ N(0,02),
Cov(ej,e5) = 0,V j # j'. Es decir, la variable latente cuenta con una componente fija (x; - 3)
y una componente aleatoria (e;) modelada a través del error. Observar que la matriz X; estard

formada por las covariables correspondientes a los items y a los examinados.

Al llegar a este punto vale la pena mencionar una aplicacién que, de acuerdo con [Rijmen et al.
(2003)), involucra la interaccién entre covariables de items y covariables de examinados. Este tipo de
formulacién puede encontrarse en el analisis del |Differential Item Functioning (DIF )| y corresponde,
por ejemplo, al caso en que dos grupos de examinados no se diferencian por el nivel habilidad,
aunque si se diferencian en el score total que obtienen. Esta clase de problemas es analizada en
detalle por Holland and Wainer| (1993).

De Boeck y Wilson (2004, Chap. 2) presentan una interesante perspectiva en lo que refiere al
vinculo entre los m y el modelo de Rasch, asi como también a sus extensiones, clasificando
los modelos (ver Tabla en cuatro grupos: doblemente descriptivo, doblemente explicativo,
explicativo por item y explicativo por examinado.
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Tabla 4.1: Clasificacién de modelos de respuesta la {tem. La funcién 7(-) corresponde a la inversa de la funcién link.
Para cada modelo se presenta el valor de dicha funcién discriminando entre la componente asociada a el examinado
y el item. Fuente: |De Boeck and Wilson| (2004)

n()=9""C)
Modelo Componente del examinado Componente del item  Efectos Aleatorios  Grupo
Modelo de Rasch 0; b; 0; Doblemente Descriptivo
Modelo de Rasch de Regresién Latente Xf B+ b; € Explicativo por Examinado
Modelo de Test Lineal Logistico 0; X{ -b 0; Explicativo por ftem
Modelo de Test Lineal Logistico regresién latente X]E “B+e X{ -b € Doblemente Explicativo

En la Tabla [£.1] se encuentran los cuatro grupos de modelos que han sido presentados en el Cap.
y las covariablesm que forman parte en cada uno de ellos. La diferencia entre grupos radica en
el tipo de covariables involucradas, es decir, si éstas son covariables de item, examinado o item
por examinado. Por lo tanto, partiendo de dicha clasificacién es posible enlazar a cada grupo de
modelos con su respectiva representacion a través de un modelo de regresion logit mixto.

4.4. Modelos Jerarquicos y Modelos de Respuesta al [tem

Los modelos lineales generalizados mixtos, por sus caracteristicas, pueden ser aplicados en conjuntos
de datos que presentan una estructura jerarquica o multinivel. Partiendo de la base que existen dos
o mds niveles de jerarquia, los[GLMM] permiten que los coeficientes puedan variar entre niveles. El

concepto de jerarquia en los es introducido por Lee and Nelder| (1996]) y luego es extendido
por McCulloch| (2003) a los (GLMM

Fox| (2014) presenta algunos ejemplos de datos anidado: datos con dos niveles de jerarquia puede
encontrarse cuando se analiza cierta caracteristica de estudiantes que pertenecen (anidados) a una
escuela, o individuos que pertenecen a un pais; mientras que datos en tres niveles pode encontrarse
en experimentos que involucran a estudiantes que pertenecen (anidados) a un aula (anidada) en la
escuela en una localidad.

Aplicado este concepto a la teoria de los test, por ejemplo, es posible identificar una jerarquia de
dos y tres niveles en los siguientes casos: 1) los {tems (nivel 1) se encuentran anidados en cada
individuo (nivel 2); 2) los {tems (nivel 1) se encuentran anidados a los examinados (nivel 2), que
a su vez, se encuentran anidados al centro donde se desarrolla dicha actividad (nivel 3), es decir,
escuela, hospital, pais, etc. En la literatura también se le suele llamar cluster a dicha estructura
de grupos, ya que los elementos que forman parte del mismo cluster presentan caracteristicas en
comun.

En cada nivel de la jerarquia tendremos componentes fijos y aleatorios que permiten modelar la
variabilidad (heterogeneidad) dentro de cada grupo y entre los grupos. Por ejemplo, en el caso
2) antes mencionado, dentro del nivel 1 la dificultad del item puede formar parte de efectos fijos,
es decir, representar la componente del modelo que no varia entre examinados o ser un efecto
aleatorio si los items varian entre examinados. En el nivel 2, los efectos fijos podrian modelarse a

7Observar que aqui hemos utilizado los supraindices E, I con el fin de diferenciar las covariables de examinados
e items respectivamente.

73



través de una caracteristica presente en los examinados (género), mientras que los efectos aleatorios
representaran la componente que varia en el examinado, por ejemplo, el nivel de habilidad. Por
ultimo, en el nivel 3 de la jerarquia se encuentran los grupos de personas con alguna caracteristica
en comin, que podran ser toda la poblacién objetivo (efecto fijo) o una muestra de ésta (efecto
aleatorio).

A lo antes expuesto, como notamos en el Capitulo[2] es posible incorporar otro conjunto de variables
que permitan describir la variabilidad en cada nivel. Fox y Glas (2016) presentan un interesante
estudio sobre las pruebas PISA 2003 realizadas en Alemania dentro del drea de matematicas. Los
autores utilizan un modelo de tres niveles (de idénticas caracterfsticas al caso 2), donde algunas
de las variables explicativas que se incorporan al modelo son: 1) nivel de examinados, lugar de
nacimiento y primera lengua; 2) nivel de escuela, se utiliza un indice que mide el nivel socio-
econémico y social de cada institucién.

Esto nos conduce a pensar que existe una estructura jerdrquica en los datos provenientes de las
respuestas a los items en un test. Muchas veces dicha estructura es ignorada y se llevan acabo
investigaciones donde el analisis de los datos se realiza a través de, por ejemplo, los siguientes
enfoques: proponer un modelo de respuesta al item y trabajar con los datos como un tinico grupo;
proponer un modelo de respuesta al item para cada grupo; proponer un modelo de respuesta al
item que contemple la existencia de grupos, aunque se ignora las posibles interacciones entre los
niveles de jerarquia (Bartolucci et al.l [2015]).

Los planteamientos antes mencionados presentan distintas desventajas y el hecho de ignorar la
existencia de una estructura jerdrquica en los datos puede conducir a conclusiones equivocas y/o
sesgo en los resultados. Es por tal motivo que, a la hora de proponer un modelo, resulta sumamente
relevante poner en consideracion las caracteristicas intrinsecas que poseen las muestras a analizar.

En lalos modelos jerdrquicos o multinivel fueron introducidos por |Aitkin and Longford| (1986)),
quienes mostraron su aplicacion en el drea de educaciéon. Desde entonces han tomado cada vez mas
relevancia extendiéndose a diversos ambitos, por ejemplo, en el diagndstico de la enfermedad de
Parkinson (Gottipati, Karlsson, and Plan, [2017)).

Formalmente, adoptando la propuesta de [Fox and Glas| (2016]), supongamos que un test con n
items, serd proporcionado a un conjunto de individuos que pertenecen a ciertos Centrosﬂ Ademiss,
consideremos que los centros, h = 1,2,..., H., seran seleccionados a través de cierta estrategia de
muestreo, y en cada centro elegido se toma una muestra de J individuos que responderan a los
items del test. En nuestro enfoque asumiremos que los examinados responden a todos los items,
sin embargo, el modelo jerarquico puede ser extendido a casos donde esta hipdtesis no se cumple.

Los datos provenientes del test, cuya estructura admite tres niveles, es decir, los items se encuentran
anidados a personas y las personas se encuentran anidadas a centros, pueden ser modelados a través
de las Ecs. [.9] {10y El primer nivel esta asociado a las habilidades de los individuos y se
define a través del modelo que representa la probabilidad de responder correctamente a los ftemsﬂ
Mientras que el segundo nivel corresponde al modelo que refleja variabilidad del rasgo latente de
los individuos en cada centro, y en el tercer nivel se modela la variabilidad del rasgo latente entre
centros.

8Por ejemplo, hospitales o escuelas.
9Por ejemplo, el modelo de Rasch, un modelo u ojiva normal.

74



(050 —b5)
e
PiOin) = T cmns (4.9)

=L,
Oin = Poj + Z xl,jhﬁm +€n = X;’h “Br+ Eﬁg ) eﬁl) ~ N(0, Ug) (4.10)
=1
V=L,
3 3 3
ﬁlh =0+ Z Yo Wiy, + El(j) = W;h e (inn el(h) ) 657,) ~ N(07 Eﬁ) (411)
'=1

Donde P;(0;1) es la probabilidad que el j-ésimo examinado (con un nivel de habilidad 6;3), en el
centro h, responda correctamente al i-ésimo item. Hemos supuesto que 6, es explicado por un con-
junto de variables que describen las caracteristicas del examinado x;, = (1,2,,,,2,,,,- - ,mLHjh)’7
a través de un modelo lineal, cuyos erroresiE son iid y no correlacionados. Ademds, se asume que
los parametros de dicho modelo lineal varian entre centros y para ello se utiliza otro modelo lineal
win = (Liw,, , Wy s - -y wLth)’, donde el vector de erroreq”'|se considera proveniente de una dis-
tribuciéon normal multivariada con media cero y X3 su matriz de covarianzas, tal que sus elementos
son 03, Vk,k'=0,1,2,...,L, y o} cuando k =k’

En forma equivalente, el modelo representado por las Ecs. [£.10] puede ser expresado en forma
matricial de la siguiente forma:

0h =X, Bn+e?, €~ N(©0,02I,) (4.12)
Br=Wy,-v+e . € ~N0Zp) (4.13)
elh 1 Ti1h e xLJ 1h BOh €gzL)
O2n Lozion 0 3y, Binj e
o=, | . Xn= , Bn = : e = :2
Gjh 1 Tijh " .TLth Blh eg,h)
0, 1oz, oz, Be,n &2

108e ha utilizado el supraindice (2) para indicar que corresponden a los errores de nivel 2.
1 Se ha utilizado el supraindice (3) para indicar que corresponden a los errores de nivel 3.
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Sustituyendo la Ec. en se tiene que:

o, ZXh'Wh"Y-i-Xh-ef)-i-e;Q) (4.14)
=Xp -y + X e e

Observar que X, incluye informacién a nivel de examinado, centro, e interaccién entre ellos (tam-
bién llamada cross-level effect), es decir, X, refleja cambios en el efecto asociado a las variables en
el nivel 1 debido a las caracteristicas del nivel 2 y viceversa.

A partir del modelo propuesto a través de las Ecs. [£.9] [£.10] utilizando las hipétesis antes
mencionadas, tenemos que los dos primeros momentos para 6, son:

E(05|Xn, W) =X, - By, (4.15)

Var(0y|Xn, W) = Var(Xy, - Br) + 51,

=X EpXj, + 031, (410
Por 1ltimo, vale la pena subrayar que esta forma de conceptualizar los modelos de como
modelos no lineales jerarquicos, es de aplicabilidad restringida, es decir, sélo es vélido para los
modelos Rasch o y no as{ para otros modelos en la [TRI| como los modelos ya
que este ultimo involucra el producto del pardmetro de adivinacién (Bartolucci et al., 2015). Un
analisis detallado sobre los modelos jerarquicos y el impacto en las estimaciones al ignorar datos
con estructura de cluster pueden encontrarse en [Snijders and Bosker| (2011]).

4.5. Estimacion de los parametros del Modelo

El camino natural hacia la estimacion de los parametros, desde la 6ptica de la estadistica clésica,
es hacer uso de la funcién de verosimilitud del mismo modo que fue presentado en el Cap. 3| Por lo
tanto, partiendo de la Ec. una vez definida la distribucion de los efectos aleatorios, estaremos
en condiciones de buscar el valor éptimo de los pardmetros que maximizan dicha funcion.

Supongamos que el modelo de respuesta al {tem es un logit mixto, entonces la Ec. [£.7]representa la
probabilidad de responder en forma correcta un item. Por lo tanto, la Ec. debe ser maximizada
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en los pardmetros (3, X) del modelo. Un aspecto clave radica en el cdlculo de la integral involucrada
en la funcién de verosimilitud. En general, dicha integral es multidimensional y no es posible
calcularla en forma cerrada (Rijmen et al., |2003]).

En este sentido se han propuesto distintos algoritmos, sin embargo, no siempre se logra conver-
gencia. Ademas, el problema se hace mas complejo cuando en el modelo se incorporan variables
explicativas, como en caso de los modelos jerarquicos, lo cual trae consigo mayor cantidad de
pardmetros a estimar (Levy and Mislevy, [2016, Chap. 11). En consecuencia, es necesario recurrir
a métodos alternativos.

La busqueda de soluciones al problema de computar una integral en un espacio de dimension finita,
en particular cuando se trabaja con la funcién de verosimilitud en los [GLMM] es un campo de
investigacion que lleva décadas y aun continia activo. Algunas de las propuestas mas relevantes, de
acuerdo a McCulloch and Searle (2001)), son: el algoritmo de cuadratura Gauss-Hermite, amplia-
mente utilizado cuando los efectos aleatorios presentan una distribucién normal; integracién Lague-
rre, la cual extiende el algoritmo de cuadratura Gauss-Hermite para casos en que la distribucién de
los efectos aleatorios pertenece a la familia exponencial; el algoritmo de expectation-maximization.

Alternativamente puede optarse por una perspectiva bayesiana, donde |Albert| (1992)), [Fox and Glas
(2001) son pioneros en el desarrollo de estimaciones para modelos jerarquicos cuando el modelo
de respuesta al item es ojiva normal de dos pardmetros. Posteriormente, [Fox| (2010) extiende estas
ideas para el caso de los modelos logisticos y es este tltimo enfoque el que estaremos analizando en
la seccién que subsigue. Cabe sefialar que, recientemente han surgido nuevas propuestas en la infe-
rencia bayesiana, en particular mejoras a los algoritmos utilizados en la estimacién de pardametros,
por ejemplo, Kuo| (2015))/Sheng and Headrick| (2012)), o |Su| (2012]).

4.6. Estimacion bayesiana de los parametros en el Modelo
Jerarquico

En la presente seccién abordaremos el enfoque bayesiano, bajo el alcance de los modelos jerdrquicos,
con el fin de estimar los pardmetros involucrados en el modelo de [TRI] Para ello, seguiremos
la propuesta de [Fox| (2010), quien ha desarrollado un algoritmo que permite estimar en forma
simultdnea dichos pardmetros haciendo usd™| de en particular combinando y el
muestreo de Gibbs.

El objetivo es estimar la distribucién conjunta a posteriori de todos los pardmetros involucrados en
el modelo. En esta direccién el primer paso consiste en obtener la funcién de verosimilitud haciendo
uso del modelo jerdrquico. Supondremos, tal como vimos anteﬂ que los datos son obtenidos a
partir de las respuestas de los examinados a un test y éstos son representados a través de un
modelo jerarquico de tres niveles. Es decir, las respuestas a los items se encuentran anidadas a los
examinados, y éstos se encuentran anidados a centroﬂ

12En el Apéndicelﬂpuede encontrarse una descripcién de[ MCMC) asi como también de los algoritmos
Hastings (M-H)|y muestreo de Gibbs.

Utilizaremos la misma notacién que en la Sec.
1Por ejemplo, escuelas u hospitales.
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Si el modelo es logistico, las Ecs. vy son las expresiones analiticas para dicho modelo.
De lo contrario alcanza con reemplazar la Ec. por el modelo elegido, es decir, uno en donde se
ha utilizado una funcién link normal, probit, etc.

Llamaremoﬁ d; = (a;,b;) al vector de pardmetros asociados a los itemﬂ y asumimos que y es
la matriz de respuestas. Entonces, considerando la estructura jerarquica que presentan los datos,
la funcién de verosimilitud™] es:

H J
p(yld, 03,7, 35) = [[ 1] py;nl0in di)p@nlx;n, Bu,08)p(BulWh, v, 5)p(|Se)p(d)p(c3)p(Ep)  (4.17)
h=1j=1|h

Observar que en la expresién anterior estamos asumiendo independencia en: las respuestas de
cada centro y entre los examinados. Ademas, la estructura de la Ec. [4.17] permite identificar cémo
interviene cada nivel en la funcién de verosimilitud: el término p(y;,|0;n,d;) corresponde a la
distribucién de las respuestas del j-ésimo examinado en el h-ésimo centro (nivel 1); el siguiente
término, p(6;x|x;n, Bn, 02), corresponde a la distribucién condicional del pardmetro que modela la
habilidad del j-ésimo examinado en el centro h (nivel 2); por dltimo, el término p(By|Wh, 7, X3)
y p(¥|3g) corresponde a la distribucién asociada a los efectos aleatorios entre centros (nivel 3).

El siguiente paso consiste en definir las distribuciones a priori (por ejemplo no informativas) para
las componentes aleatorias involucradas en el modelo. En este sentido, siguiendo la misma linea de
lo visto en el Cap. 3] J. Fox propone:

» Varianza de los errores oj (nivel 2) es generada por una distribucién inversa gamma de
parametros g1 v g
-5
p(o3) x (o)~ (418)

Dado que, en general, los hiperparametros son desconocidos, se recomienda utilizar g1 = 1y
g2 con un valor pequeno.

= Efectos fijos:

Yo N(0,02) VI (4.19)

El hiperparametro 0',2Y suele elegirse con un valor grande.

= Matriz de covarianzas X3 es generadas por una distribucién inversa Wishart.

—1
J+Q+2 —trSrEgT)
2 2

(4.20)

p(EﬁlJ,ST)O( |2,3‘7 €

Se recomienda que S, sea una matriz diagonal de unos, y J > @ + 1.

15En el Capl’tulodeﬁnimos d = (a, b, ¢). sin embargo, como mencionamos en la seccién anterior, al trabajar con
estructuras jerarquicas sélo tienen sentido los modelosym lo que equivale a decir ¢ = 0. Por tal motivo, en
el presente capitulo se considera d = (a, b).

16Parsdmetros de discriminacién y dificultad de los ftems respectivamente.

17Tal como vimos antes en la Ec.
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En lo que sigue utilizaremos la notacién del Cap. [2] donde, de acuerdo a las Ecs. 2.3y 2.8 tenemos
que Yijn ~ N(a;(0;n —b;),1) e Yij ~ logit(a;(8;n — b;),1). Ademas, como vimos a través de la
Ec. [2.20] el factor de escala 1,7 es el que permite establecer el vinculo entre ambos enfoques.

A continuacién se presenta la secuencia de pasos en el algoritmo [MCMC] propuesto por Fox [2010]
para el caso de items binarios, que permite estimar los parametros en forma conjunta:

1. Obtener la muestra de las realizaciones z(™m+1).
Esto es, la matriz de cuyos elementos son la probabilidad de responder correctamente a los

items del test (o la matriz de respuestas binarias).

Se asume que son generadas por la distribuciéon dado por la Ec. (o , es decir,
Yijn|Yijn, Ojn, di ~ N(ai(0jn —bi),1) (0 YijnlOjn,ds ~ logit(a;(0;n — b;),1))

d{™*Y utilizando la

2. Obtener la muestra del vector de parametros asociados a los items
distribucién condicional.

Se asume que la distribucién a priori de d es normal multivariada intercambiablﬂ con
media pg v matriz de covarianzas Xg.

Sea H = (1,70, —1,714,m(6)) ¥ dgmﬂ), entonces, la muestra es generada a partir de:

di | 2,00, i, BT ~ Ny, Qa)
wy = Qa(H'z; + pa3y")
Q' = '(HH) + 3!

1 si T; tiene una distribucién normal.

sp =
72/3  si T; tiene una distribucién logistica.

Observacion: la distribucion condicional de d; se utiliza para generar muestras, a través del
algoritmo [M-H] cuando T; ~ logit.

(m+1) y Efim+1)

3. Obtener las muestras i, a partir de las distribuciones condicional:

18ntercambiable en el sentido que la probabilidad conjunta de los pardmetros del item es invariante con respecto
a las permutaciones de los subindices.
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Observar que en el paso 2, la distribucién condicional de d; es utilizada para generar un valor
candidato haciendo uso del algoritmo [M-H| En consecuencia, ésta puede ser normal o logistica
dependiendo del modelo elegido. En el paso 3, J + ngs corresponde a los grados de libertad de la
distribucién inversa Wishart, donde nge > 2 es usualmente asumido. Ademds, Ky es un factor de
escala, habitualmente utilizado cuando se trabaja con prioris conjugadas, como es el caso de la
distribucién normal (Gelman, Carlin, Stern, Dunson, Vehtari, and Rubin| 2021, Chap. 3).

De esta forma el algoritmo propuesto por Fox| (2010) permite, en cada paso de iteracién, obtener las
muestras de ¢,0,d, pa, Xa,03,7, Xg. Cuando las muestras son suficientemente grande, a partir
de éstas es posible estimar las distribuciones a posteriori involucradas, sus momentos u otros
estadisticos. Una de las principales ventajas, a diferencia de la propuesta de Fox y Glas 2001
radica en que el algoritmo puede ser utilizado cuando el modelo propuesto es ojiva normal o
logit o . Ademids, puede ser extendido para el caso de estructuras méas complejas que
involucren mayor cantidad de niveles en la jerarquia.

4.7. Seleccién del Modelo

En las secciones anteriores presentamos una forma de abordar el problema distinta a la que se
pueden encontrar en los textos tradicionales de la[TRI] Es decir, haciendo uso de las caracteristicas
que presentan los datos en un test (jerarquia), fue posible incorporar efectos fijos y aleatorios
en el modelo. De esta forma, desde una perspectiva de precisién en las estimaciones, es posible
disminuir el sesgo. Sumado a esto, debido a la complejidad que trae consigo optimizar la funcién
de verosimilitud, analizamos la aproximacién bayesiana al problema, que nos permite estimar los
parametros involucrados en el modelo.

El siguiente paso, una vez que se tiene un conjunto de modelos candidatos, consiste en elegir
aquel modelo que mejor se ajuste a los pardmetros. El proceso de seleccién se torna complejo a
medida que la cantidad de variables involucradas (efectos fijos y aleatorios) crece. Ademds, bajo
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el enfoque bayesiano, no debe perderse de vista el costo computacional en la estimacion de todos
los parametros involucrados, asi como también la sensibilidad en los resultados al cambiar las
densidades a priori.

Algunas de las técnicas empleadas dentro de la [TRI) en lo que refiere a la bondad en el ajuste
del modelo son: Bayes Factor, Bayesian Information Criterion y Deviance Information Criterion,
Widely Applicable Information Criterion y Leave-One-Out Cross-Validation. A continuacion esta-
remos presentando cada uno de estos criterios, asi como también sus propiedades.

4.7.1. Factor de Bayes - BF

En estadistica bayesiana el [Bayes Factor (BF)| propuesto por Jeffreys (1961), es comiinmente
utilizado cuando se requiere comparar dos modelos. La idea detras de dicho factor es similar a la
del test de razén de verosimilitudes en la estadistica clasica, aunque a diferencia de esta ultima,
no se requiere que los modelos se encuentren anidados.

ElBE] se define como el cociente de la razén de la probabilidad a posteriori bajo la hipdtesis nula
y la hipotesis alternativa sobre la razén de la probabilidad a priori bajo la hipdtesis nula y la
hipétesis alternativa. Esto es:

pp — PHoly)/P(Hly)
P(Ho)/P(H;)
La hip6tesis nula (Hp) y alternativa (Hy) corresponde a que el modelo M y Ms es el que mejor

se ajusta a los datos respectivamente. Por lo tanto, podemos reescribir la Ec. de la siguiente
manera:

(4.21)

_ P(Mly) ) P(M;) _ P(y|M)
BE = BGLly) POL) ~ Plyh) (4.22)

En la expresién anterior, para la segunda igualdad, se ha utilizado el Teorema de Bayes. Observar
que BF > 0 siempre, por lo tanto, se necesita algin criterio que permita decir cudndo seleccionar
un modelo u otro. Jeffreys (Jeffreys, 1961, Chap. 5) obtiene una aproximacién general que permite
establecer un criterio de decision, éste consiste en: si BF > 1 entonces existe suficiente evidencia
para afirmar que M; se ajusta mejor a los datos, mientras que si BF' < 0,01, entonces la evidencia
es a favor M en el ajuste a los datos.

Una de las desventajas del [BF]se encuentra en el hecho que, en general, su valor estd influenciado
por las distribuciones a priori elegidas (Sinharay and Stern, [2012). Esto conduce a que sea necesario
realizar un analisis de sensibilidad una vez obtenido el valor de dicho coeficiente (Kass,|1993; |Weiss|,
1996). Ademads, no siempre es sencillo obtener la distribucién marginal de los datos, por lo tanto,
su aplicacién suele estar limitada.
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4.7.2. Criterio de Informacién Bayesiana - BIC

El Bayesian Information Criterion (BIC)| propuesto por [Schwarz (1978), surge con motivo de
abordar el problema de inconsistencia que presenta [Akaike Information Criterion (AIC)| es decir,
no considerar el tamano de la muestra en el término de penalizacién. [BIC| esta disefiado para
ser consistente, para ello hace uso del Teorema de Bayes y se aplica una penalizacién asociada
al numero de parametros utilizados en el modelo. Dicha penalizacién se incorpora a través de un
sumando que depende del tamano muestral.

El coeficiente [BIC| para el modelo M se define de la siguiente manera:

BIC(M) = —2In(L(y|d, 8)) +n,, In(n,) (4.23)

Siendo L(y|a,§)) la funcién de verosimilitud evaluada en los pardmetros estimados, n,, es el
numero de pardmetros utilizados en el modelo y n, es el tamafio de la muestra. Con el fin de
simplificar la notacién hemos utilizado (37 5)), sin embargo, no debemos perder de vista que estos
parametros pueden depender de otros parametros que forman parte del modelo, como es el caso
de los modelos [TRI| jerdrquicos.

El BIC] resulta de gran utilidad cuando es dificil de obtener el coeficiente [BEF} Se puede observar
que puede ser aplicado a modelos anidados, asi como también a modelos no anidados. ademas, a
medida que se anaden mas variables al modelo, el ajuste mejora, sin embargo, el coeficiente de
penalizacién (n,, In(nr)) se incrementa. De esta forma existe una compensacién que penaliza el
sobreajuste del modelo. Sumado a esto, otra de las ventajas presente en este criterio es el hecho
que, a la hora de calcularlo, no involucra a las distribuciones a priori que se hayan utilizado en los
parametros.

Si My y Ms son los dos modelos a comparar tenemos que:
AB[C(Ml, MQ) =-2 1n(L1 — LQ) + (’I’LM1 - nM2 ) ln(nT) (424)

Donde Ly y L2 son las funciones de verosimilitud de cada modelo evaluadas en las estimaciones de
los parametros involucrados, mientras que n,, y n,, es la cantidad total de pardmetros en cada
caso. La regla de decisién consiste en elegir el modelo que presente el valor de [BIC| més bajo.

Vale la pena senalar que a partir de la Ec. utilizando un resultado asintético, se tiene que
ABIC(My, Ms) es aproximadamente igual a 2log(BF) (Fox, 2010, Chap. 4). De alli el vinculo
entre ambos criterios, el cual es valido cuando el nimero de parametros del modelo es constante a
medida que aumenta el ntimero de observaciones.

Esto 1ltimo es algo que no se cumple en los modelos de ya que un aumento en la niimero de
muestras trae consigo un aumento en la cantidad de parametros. Por tal motivo, no es recomendable
utilizar ABIC a la hora de estimar el [BEL

Por dltimo senalar que cuando el modelo en consideracién presenta una estructura jerarquica, es
decir, incorpora efectos fijos y aleatorios, [BIC| presenta algunas desventajas adicionales. La primera
de ellas esta asociada al tamano de la muestra. Definir n, puede resultar ambiguo debido a que
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en cada nivel de la jerarquia hay un tamano de la muestra involucradﬂ Chap. 3). En
segundo lugar, no siempre es sencillo definir el ntimero efectivo de parametros que forman parte
del modelo. En los modelos con efectos aleatorios dicho valor depende de la varianza en los niveles
superiores, que a priori es desconocida su estructura, y que puede variar entre cero (todos los

efectos aleatorios son iguales) e infinito 2010, Chap. 4).

4.7.3. Criterio de Informacion Devianza - DIC

El criterio [Deviance Information Criterion (DIC)| propuesto por |Spiegelhalter, Best, Carlin, and|
wvan der Linde| (2002), es una métrica comunmente utilizada a la hora de comparar modelos bayesia-
nos. Estd basado en elegir un modelo tal que el valor esperado de la distancia de Kullback-Leibler,
entre el proceso que gener6 los datos y el modelo que representa a los datos, sea minima.

Bajo la perspectiva de Spiegelhalter, [DIC| surge con el fin de ofrecer una alternativa a [AIC| o
[BIC] cuando se trabaja con modelos jerdrquicos y el ntimero de pardmetros involucrados no estd
claramente definido. En este sentido, [DIC|es una medida que permite establecer el ntimero efectivo
de pardmetro en un modelo. Ademads, al igual que [BIC] incorpora un término de penalizacién, de
modo que el modelo parsimonioso sea el elegido.

Formalmente [DIC| se define de la siguiente manera:

DIC(d,6) = 2log(L(y|d, 6)) + 2p,c (4.25)

Porc = B, 4, (~2log L(y|d, 0)) + 2(log(L(y|d, §))

7 -~ (4.26)
=D(d,0) — D(d,0)
4.0y €l valor esperado con respecto a p(d, 8ly) y (d, )
son los pardmetros estimados a partir de la muestra. El término p,,. corresponde a la propuesta
de Spiegelhalter en lo que refiere al nimero 6ptimo de parametros en el modelo y es igual a la
diferencia de devianza media y estimada.

Reescribiendo la Ec. m tenemos que D(d,0) = D(a,é) + Py, de modo que p,,. puede ser
interpretado como una medida de complejidad cuando se esta trabajando con modelos desde una
perspectiva bayesiana. Ademads, en la Ec. corresponde al término de penalizacion a la hora de
seleccionar el un modelo.

A partir de D(d, 6), D(a7 §) podemos reescribir la Ec. de la siguiente manera:

Siendo L(-) la funcién de verosimilitud, E,

DIC(d, ) = D(d,0) + 2p,,,.

(4.27)
= D(d7 9) +Poro

Aligual que antes, el modelo que presente menor valor de DIC' sera seleccionado. El nimero 6ptimo
de pardmetros p,,, puede obtenerse a través de [MCMC]| o utilizando la mediana a posteriori. Sin

9Este aspecto puede resultar controversial, ya que otros autores como Morales Correa and Salazar Uribe| (2016))
o [Pinheiro and Bates| (2000) definen n,, y n, como el nimero total de pardmetros estimados y el nimero de
observaciones (no missing) respectivamente utilizadas en el proceso de estimacién.
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embargo, este Ultimo estimador puede tomar valores negativos, lo cual indicaria que no es adecuado
utilizarlo en estos casos [Lock (2022)); [Spiegelhalter et al| (2002)). Un analisis completo sobre [DIC]
puede encontrarse en [Li and Wang] (2022));|LI, YU, , and ZENG] (2017); [Spiegelhalter, Best, Carlin,
land van der Linde| (2014))

4.7.4. WAIC

En estadistica bayesiana también podemos encontrar el [Widely Applicable Information Criterion|
propuesto por [Watanabel (2010), el cual es considerado como un criterio completamente
bayesiano que permite estimar el valor esperado de una observacién que no pertenece a la muestra.
El criterio consiste en utilizar nuevos datos para evaluar la performance del modelo ajustado y
para ello se incluye una correccién debido al sesgo introducido por la muestra de entrenamiento en
el ajuste.

Una de las alternativas para computar el [WAIC| es siguiendo un razonamiento andlogo al que
hicimos para [DIC] es decir, en lugar de construir p,,, se construye p,, ,,:

Puvare =23 (108 (Epout (p(316))) — Epoes (lo5(p(3119)))) (4.28)

i=1

Siendo Eppst(-) €l valor esperado utilizando la distribucién a posteriori, que puede ser computado
a través de algoritmos de simulacién, y n es la cantidad de muestras. Luego es utilizado
como factor de correccion del sesgo:

’ pWAIC

elppd,, ,,. = Ippd — Py, ;0 (4.29)
Luego, se define:
WAIC = 72(1ppd - pWAIC) (430)

En la Ec. se ha utilizado la denominada |log pointwise predictive density (Ippd)| para un nuevo
dato, que es una forma de resumir la precision predictiva del modelo ajustado a los datos, mientras
que jexpected log pointwise predictive density (elppd)|es su valor esperado cuando son consideradas
n nuevas observaciones, esto es:

Ippd = 1og | [ ppost (v:) Z log / (Yi|0)ppost(0)d0 (4.31)
=1
elppd = > " 1og Ef (Ppost (vi)) (4.32)
=1

La forma de computar las expresiones [£.28] [£.31] es haciendo uso del método de Monte Carlo, es
decir, a partir de las s = 1,2,...,5 muestras tomar el promedio:

n S
Do are ™ QZ <log< Z (y:10°) ) - —Zlog ( (y:]0°) ) (4.33)

i=1
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n S
1
Ippd ~ > 10g< > p(yi|05)> (4.34)
i=1 s=1

]

En modelos lineales, con errores provenientes de una distribucién normal, y con un tamano de
muestra grande, se puede probar que p,, ,,, €s aproximadamente igual al nimero de pardmetros
en el modelo. Por lo tanto, al igual que sucedia en [DIC| con p,,,., el término p,, ,,., bajo esta
hipotesis, puede ser visto como una medida de complejidad del modelo.

Una ventaja de [WAIC] respecto a [DIC| es que cuenta con la propiedad de promediar sobre la
distribucién a posteriori, en lugar de condicionar en una estimacién puntual (Gelman, Hwang, and|
. Esta es una propiedad relevante cuando lo que se busca es el mejor modelo con
capacidad predictiva. A pesar de sus bondades, en muchos problemas reales no se utiliza debido a
la demanda computacional necesaria que posee.

4.7.5. LOOCV

Los criterios [AIC] BIC| [DIC|y [WAIC] pueden ser vistos como distintas aproximaciones o versiones
de la técnica cross-validation (Gelman et al., 2014; [Stone, [1997). Un problema intrinseco de esta
ultima es el aspecto computacional, ya que es necesario ajustar el modelo reiteradas veces para
distintos conjuntos de datos. Ademds, |Gelman et al| (2014) muestra que, en ciertos escenarios,
[ATIC], [DIC| y [WAIC] pueden fallar, conduciendo a decisiones equivocas.

Recientemente, a partir de la imposibilidad en garantizar efectividad mediante los métodos de
seleccién conocidos, se gesté el criterio [Leave-One-Out Cross-Validation (LOOCV)| en modelos
bayesianos. El costo computacional involucrado es reducido haciendo uso de la técnica
Esta es definida por |Tokdar and Kass| (]2009[) como una coleccién de métodos Monte
Carlo, donde el valor esperado, respecto a la distribucién objetivo, es aproximado por el promedio
ponderado de muestras aleatorias tomadas de otras distribuciones demuestra que
en la aplicacién de [[S es esencial asumir varianza finita en la distribucién a posteriori de los
parametros, esto permite asegurar convergencia en distribucién al verdadero parametro.

En [LOOCV] la idea es dividir el conjunto de observaciones en dos grupos, donde uno de éstos
(denominado conjunto de entrenamiento) serd utilizado para ajustar el modelo, y de esta forma se
obtiene la distribucién a posteriori ppost (0] ;rqin) de los pardmetros. Luego, el modelo obtenido es
validado haciendo uso de el segundo subconjunto de datos (denominado datos de validacién), esto

€8, log(pﬁt(yvalid)) = logfpﬁt(yvalid)|0)pPOSt(0|ytrain)d0'

El algoritmo, de acuerdo a|Gelman et al. (2021)); [Stern! (2019)), lo podemos resumir en los siguientes
pasos:

- Generar simulaciones de ppost—i(0°]y_;), s-ésima distribucion a posteriori sin la i-ésima mues-
tra,cons=1,2...,5,i=1,2... n.
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- Computar lppd:

lpdeOOCV IOg prost( %) yz Zlogppost( z)(?/z)
i=1 i=1

= Zl g/G)ppost(—i)(yi|0)ppost(9|ytrm‘n)d0 (435)
=1

1 S
tog (5 2 p(ul6"))

Q
nmx 1

Se asume que S es lo suficientemente grande, de forma tal que permite capturar adecuada-
mente la forma de la distribucién a posteriori.

Observacion: en la estimacion de ppost—i(¥i) existe sesgo, ya que el modelo utilizado ha sido
ajustado utilizando n — 1 muestras.

- Las comparaciones entre modelos se realizan al computar el nimero efectivo de parametros:

Proocy = 1ppd —Ippd, . (4.36)

En este desarrollo estamos utilizando la definicién dada en la Ec. que puede ser aproximada
por la Ec. Ademsds, hemos omitido un factor de ajuste por sesgo que habitualmente no es
aplicado. Resulta importante destacar que el algoritmo puede ser extendido dejando k muestras
fuera del subconjunto de datos de entrenamiento.

Finalmente, senalar lo siguiente: algunos autores, por ejemplo |Epifani, MacEachern, and Peruggial
(2008)), prueban que en cierto conjunto de problemas, los resultados obtenidos en la aplicacion
de [Leave-One-Out (LOO)| haciendo uso de [IS| conducen a varianza no finita en la distribucién a
posteriori de los pardmetros. Es Vehtari, Gelman, and Gabry| (2017) quien propone una solucién
a este problema introduciendo [Pareto Smoothed Importance Sampling Leave-One-Out (PSIS)l Es
decir, al igual que antes, aplicar [LOO]| e incorporar la distribucién de Pareto en el ajuste de la
distribucién de los pesos de [[S| De esta forma se logra mejorar la confiabilidad, estabilidad y
precision de las estimaciones de la varianza.

4.8. Observaciones Finales

En el presente capitulo hemos realizado una introduccién a los modelos lineales generalizados e
introdujimos la estructura jerdrquica presente en los datos que provienen de un test. Sefialamos el
potencial problema de sesgo que puede introducirse en las estimaciones de los pardmetros, en un
modelo de[TR]] al no considerar dicha estructura. Estos conceptos nos abrieron paso para enlazar

los [GLMM] y el modelo logit en la [TRI]
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Otro aspecto relevante que analizamos corresponde a las técnicas que se pueden utilizar a la hora
de estimar los parametros del modelo. En particular, la dificultad presente tanto en el modelo
ojiva normal, asi como también en el logit. Esto nos condujo al enfoque bayesiano y el uso del
algoritmo Este introduce un gran desafio, desde el punto de vista computacional, debido
a la cantidad de parametros a estimar en un modelo con efectos fijos y aleatorios.

Por tultimo, fueron abordas las técnicas mas utilizadas en la seleccién de modelos bajo el
enfoque bayesiano. Cada una de éstas cuenta con una sélida base tedrica que no hemos profun-
dizado, ya que requerirfa un [TFG| en s{ mismo, sin embargo, han sido presentados los principales
resultados y las referencias a los autores que realizan una linea de investigacion activa en esta linea.
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Capitulo 5

Aplicacion del Modelo de Rasch a
un Test utilizado en la
identificacion del TEA
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5.1. Introduccion

El[TEA]es considerado una afeccién que se encuentra relacionada con el desarrollo del cerebro, y
afecta la manera en que una persona percibe y socializa con otras personas (Mayo Clinic, [2021)).
Dicho trastorno presenta un alto grado de complejidad y sus causas pueden deberse a distintos
factores. Recientes investigaciones muestran que una posible causa estaria asociada al desarrollo
neuroldgico, factores genéticos y ambientales (Sandin, Lichtenstein, Kuja-Halkola, Larsson, Hult-
man, and Reichenberg] 2014).

Segun la|Organizacién Mundial para la Salud| (2023), uno de cada cien nifios en el mundo presenta
En 2014, la Asamblea Mundial de la Salud adoptd la resolucién “Medidas integrales y
coordinadas para gestionar los trastornos del espectro autista”, donde, entre otras cosas, se busca
fortalecer la capacidad del personal de salud, mejorar la atencién de las personas con autismo, y
fomentar los entornos inclusivos.

Un aspecto crucial en esta direccién es el proceso de diagndstico, sin embargo, en la actualidad los
costos de atencién médica asociados al a nivel mundial, son significativos. Un diagndstico
temprano de dicho trastorno puede contribuir a reducirlos, asi como también en mejorar la calidad
de vida e interaccién social de las personas.

En Uruguay, de acuerdo a informacion de Presidenciaﬂ en 2015 aproximadamente entre 30,000
y 35,000 uruguayos presentaban Al dia de hoy no se cuenta con informacién precisa por
parte de las oficinas gubernamentales o asociaciones civiles. Serd sobre el final de 2023, gracias al
censo que se llevard a cabo, donde dispondremos de datos oficiales. En dicho censo, conforme a la
comunicaciérﬂﬂ del a través del sitio web, por primera vez seran registradas las personas que
han sido diagnosticadas con autismo.

La relevancia que ha tomado la investigacién en torno al y las caracteristica de los modelos
que hemos presentado, nos motivan a ponerlos a prueba con este tipo de datos. Cabe senalar que
el Modelo de Rasch es una herramienta que se ha utilizado en test de diagndstico del [TEA] Por
ejemplo, [Lundqvist and Lindner| (2017) han disefiado un test y lo han aplicado a pacientes en
Suecia.

Desafortunadamente, a la hora de llevar adelante investigacién en esta drea, uno de los problemas
que podemos encontrar esta asociado a la disponibilidad de datos. Existen organizaciones en USA
y Europa que disponen de este tipo de bases de datos, las cuales comercializan el acceso, y muchas
veces Unicamente proyectos académicos (que cuenten con un aval) pueden obtenerlos. Esta realidad
restringe la posibilidad de contrastar modelos que han sido propuestos con respecto a nuestro
acercamiento al problema.

Thttps://www.gub.uy/presidencia/comunicacion /noticias/30000-uruguayos-presentan-trastorno-del-espectro-
autista.

2https://censo2023.uy /nombre-tiene-diagnostico-de-autismo-o-trastorno-del-espectro-autista-tea,/.

3https://preprod.censo2023.uy /wp-content /uploads/2023/02/Cuestionario-Censo-personas-viviendas-hogares-
2011.pdf
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El acceso a datos fue un obstdculo a sortear en el presente [TEG] Luego de establecer distintos
contactos con investigadores en Argentina, Australia, Suecia y USA, sin éxito en el establecimien-
to de acuerdos, encontramos una base de datos abierta que era el resultado de un proyecto del
Department of Digital Technology, en el Manukau Institute of Technology de Nueva Zelanda.

El proyecto de investigacién consistié en el desarrollo de un test de comportamiento, asi como tam-
bién una pagina web y una aplicacion para teléfonos celulares, con acceso a personas de cualquier
parte del planeta. El objetivo principal es la generacién de datos abiertos que pudieran ser utiliza-
dos, con fines académicos, en la identificacién del [TEA] en ninos, adolescentes y adultos [Thabtah
(201 7ay 14 1[21l1).

La importancia en el diagndstico a edades tempranas nos condujo a pensar en datos que provienen
de ninos. En este sentido, el conjunto de datos seleccionado corresponde al resultado del test de
comportamiento realizado a ninos menores de 5 afios (Thabtahl 2020). A través de dichos datos
evaluaremos un conjunto de modelos y analizaremos su perfomance.

En las siguientes secciones presentaremos el conjunto de datos y realizaremos un analisis descriptivo.
Ademas, un conjunto de modelos son propuestos, y se aplicaran las técnicas antes vistas en lo que
refiere a seleccion. Luego compararemos la bondad en el ajuste, y por iltimo, expondremos las
conclusiones y trabajos a futuro. Los resultados aqui presentados se han implementado en R (R
Core Team) 2022} versién 4.1.3) y son complementados en el Apéndice El cédigo utilizado se
encuentra en el Apéndice [H}

5.2. Descripciéon de los Datos

El conjunto de datos elegido es el denominado “Autistic Spectrum Disorder Screening Data for
Toddlers” [Thabtahl (2020). La forma en que se han obtenido las respuestas al test de comporta-
miento para la identificacién del es a través de la plataforma ASDTests (Thabtahl 2017b]).
Esto hace que no exista un disenio de muestreo en la seleccién de participantes, sino que aquellos
que cuenten con acceso a internet pueden realizar el test.

El test cuenta con diez caracteristicas (o items) de comportamiento (llamadas Q-Chat, ver Tabla
5.1) v una serie de variables que son proporcionadas por la persona que realiza el test. Dichas
caracteristicas individuales, de acuerdo Thabtah|(2020), han demostrado ser efectivas para detectar
los casos de [TEA] en la ciencia del comportamiento.
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Tabla 5.1: ftems del test “Autistic Spectrum Disorder Screening Data for Toddlers” [Thabtah (2020).

ftem Pregunta

Al (El nifio/nina te mira cuando lo llamas por su nombre?

A2 1 Qué tan facil es hacer contacto visual con el nifio/nina?

A3 (El nifio/nina senala indicando que el/ella quiere algo?
(ejemplo, un juguete que estd fuera de su alcance)

A4 (El nifio/nina senala algo de interés para compartir con usted?
(ejemplo, sefialar una vista interesante)

A5 (El nino/nina simula acciones?
(ejemplo, cuidar a las mufiecas, hablar por teléfono)

A6 (El nifo/nina sigue donde usted estd mirando?

A7 {51 usted o alguien en la familia esta visiblemente decepcionado,

el niflo/nifia muestra signos de querer reconfortarlos?
(ejemplo, acaricidndoles el cabello, abrazdndolos)

A8 Describirfa las primeras palabras del nifio/nina
(la app. mostrard una lista desplegable)
A9 (El nifio/nina utiliza gestos simples?

(ejemplo, mover la mano para decir adiés)
A10  ;El nifio/nifia mira fijamente a la nada sin un propésito aparente?

En la Tabla se ha incluido el nombre de los campos en el conjunto de datos, su tipo, y una
descripcion de las caracteristicas, asi como también de las variables relevadas.

Tabla 5.2: Descripcion de las variables que forman parte del conjunto de datos publicado por [Thabtah| (2020).

Variable Tipo Descripcién
D Numérica Identificador de participante
Al,... A10 Binaria ~ Cddigo de respuesta a la pregunta

segun el método de seleccién utilizado {0, 1}
Age_Mons Numérica Edad de los ninos en meses
Score Numérica Score total en el test 1,...,10

Si Score < 3 = no requierea un tratamiento de TEA.
Si Score > 3 = requierea un tratamiento de TEA.

Sex Caracter ~ Sexo: F (Femenino), M (Masculino)
Ethnicity String Etnia: lista de etnias en formato texto
Jaundice Booleano  Nacida con ictericia: Y (Yes), N (No)

Family mem _with. ASD  Booleano Familiar cercano con antecedentes de ASD: Y (Yes), N (No)

‘Who.completed.the.test String Quién ha completado el Test,
Padres, paciente, tutor, personal médico, médico, etc.

Class.ASD. Traits. String  Rasgos ASD (Yes) o Rasgos No ASD (No)
(asignados automaticamente por la aplicacién ASDTests)
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Ademaés de las variables disponibles en el conjunto de datos, decidimos crear una nueva variable
categoérica llamada Age_Cat, donde se agrupan los ninos de acuerdo a si su edad en meses es menor
a 24 meses (categorfa L1) o mayor a 24 meses (categoria L2).

5.3. Descripcién de los Datos

El conjunto de datos cuenta con 1054 participantes, de los cuales 29 se han identificado como
profesionales de la salud, el resto se han identificado como miembros de la familia u otros. Dado que
las respuestas provenientes de profesionales de la salud pueden corresponder a pruebas realizadas
a través de la plataforma, hemos decidido eliminar dichas respuestas.

Por tanto, el conjunto de datos a analizar presenta 1025 participantes, 314 son de sexo femenino,
mientras que 711 son de sexo masculino. Del total de participantes, 861 han indicado que un familiar
ha sido diagnosticado con 283 han nacido con ictericia (Jaundice) y se han registrado etnias
en donde han predominado europeos y asiaticos.

Una de las columnas proporcionadas es el resultado del test, de los 1025 participantes, 317 presentan
rasgos de Es decir, estos 317 participantes han obtenido un score total en el test mayor a
tres y los 708 restantes han obtenido un score total menor a tres.

En las Tablas y se muestran las medidas de resumen y cantidad de participantes para las
variables en el conjunto de datos. Mientras que en la Tabla se presenta la media y el desvio
estandar del Score total obtenido por parte de los participantes que han sido identificados con
rasgos de Los valores se han discriminado de acuerdo a las variables Sexo, ictericia (Juandice),
familiar diagnosticado con TEA (Family mem with_ ASD) y Categoria de edad (Age_cat).

Tabla 5.3: Medidas de resumen para las variables Age_Mons y Score.

Minimo 1ler. Cuartil Mediana Media 3er. Cuartil Mdaximo
Age_Mons 12 23 30 27 36 36
Score 0 3 5 5.2 8 10

Tabla 5.4: Cantidad de participantes en cada categoria para las variables Sex, Jaundice, Class.ASD.Traits., Fa-
mily_mem_with_ASD, Age_Cat y Who.completed.the.test.

F M No Yes L1 L2 Family Member Others

Sex 314 711

Jaundice 742 283
Class.ASD.Traits. 317 708
Family_mem_with_ASD 861 164

Age_Cat 276 749

‘Who.completed.the.test 1018 3
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Tabla 5.5: Promedio y desvio estdndar (SD) del Score total obtenido en el test, agrupados segin el diagnético
(Class.ASD.Traits.), desglosado por: Todos los participantes, Sexo, ictericia (Juandice), familiar diagnosticado con

TEA (Family_mem_with_ASD), Categoria de edad (Age_cat).

En la Figura[5.I] se presenta la variacién del Score total, observado en los participantes, agrupados

Class.ASD.Traits.: Yes

Class.ASD.Traits.: No

Media DS Media DS
Todos Part. 6.78 1.91 1.69 1.07
Sexo F 6.82 1.83 1.43 1.07
Sexo M 6.76 1.94 1.86 1.05
Jaundice: No 6.85 1.88 1.70 1.09
Jaundice: Yes 6.61 1.99 1.67 1.03
Family_mem_with_ASD: No 6.74 1.92 1.71 1.07
Family_mem_with_.ASD: Yes  6.99 1.87 1.61 1.09
Age_cat 7.26 1.81 1.53 1.03
Age_cat 6.62 1.92 1.77 1.08

por Sexo, segiin si presentan ictericia (Jaundice) y la categoria de edad.

Sexo F
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Figura 5.1: Boxplot: variaciéon del Score total observado en los participantes.

A partir de los resultados de la Figura [5.1] podemos senalar:

Yes

(b) Participantes agrupados por Sexo y categoria de de

- No existen diferencias notorias en el rango de variacién del Score total en participantes con
rasgos de [TEA] en el grupo que ha indicado presentar ictericia, as{ como también en las
categorias de edad. Lo opuesto sucede cuando el grupo corresponde a los participantes que
no presentan rasgos de [TEA] En ambos casos sf observan diferencias en las medianas entre
grupos.

- Existen diferencias en el rango de variacién del Score total y la mediana en los participantes
que no presentan rasgos de [TEA] Esto se observa en el grupo que ha indicado presentar
ictericia, asi como también en las categorias de edad.

Ademas de lo presentando en esta seccion, hemos incluido otras medidas de centralidad y graficos
en el Apéndice [G]

94



5.4. Eleccion de Variables

Al comienzo del capitulo se han presentado las variables disponibles en el conjunto de datos.
Basicamente tenemos dos grupos de variables, en uno de ellos se encuentran los items que deben
responder los examinados, mientras que en otro se encuentran las variables que se han relevado
asociadas a las caracteristicas propias de los examinados y de su entorno.

En el Capitulo 2] y [ fue presentado el Modelo de Rasch y sus extensiones, as{ como también
los [GEMM] Ambas perspectivas incorporan variables con el fin de explicar la variabilidad en la
probabilidad de responder correctamente a un item. Esto nos conduce a la necesidad de tomar una
decisién sobre cudles y cudntas variables incorporar en los modelos a ser propuestos.

Dado que no contamos con conocimiento previo en el area de investigacién del asi como
la posibilidad de consultar a expertos, decidimos dejar de lado las variables asociadas a aspectos
étnicos y antecedentes familiares con [TEA] Sabemos que esta decisién es arbitraria y por ende
cuestionable. Sin embargo, puede considerarse como una primera aproximacién al problema.

En resumen, consideraremos en el modelado las variables: ID, A1, ..., A10, Sex, Jaundice y la nueva
variable que construimos Age_Cat. Los modelos que propondremos en el presente [TFG| pueden ser
extendidos, incorporando el resto de las variables, e incluso hasta podria incorporarse interaccién
entre variables.

5.5. Modelos Propuestos

En el marco de la aplicacién de los modelos antes vistos al conjunto de datos seleccionado, propo-
nemos comparar el desempeno del Modelo de Rasch con respecto al Modelo de Rasch Regresién
Latente representado como un Esta aproximacién al problema nos permitird construir
modelos explicativos de la probabilidad a cada item correctamente.

Bajo nuestro abordaje del problema, nos proponemos utilizar como referencia un modelo sencillo,
como lo es el Modelo de Rasch (representado a través de la Ec. , e incorporar complejidad
al modelo a través de una de sus extensiones, esto es, el Modelo de Rasch de Regresiéon Latente
(introducido en la Sec. . En particular, este ultimo serd representado través de un modelo
logit mixto, el cual fue analizado en la Sec. [£:3] Por sencillez, lo llamaremos [Modelo de Rasch de|
[Regresion Latente - GLMM (MRRL-GLMM)|

El Modelo de Rasch de Regresion Latente permite considerar el efecto de individuo, es decir, la
variabilidad propia inherente en cada examinado. Por lo tanto, supondremos que el rasgo latente
0; €R, 0; = x;- - B + ¢, siendo x; el vector de covariables asociado a las caracteristicas de los
examinados y €; ~ N (0, afj), Cov(ej,e) =0,V j # j'. Es decir, la variable latente cuenta con una
componente fija (x; - B) y una componente aleatoria modelada a través del error. Las covariables
a utilizar son las que hemos seleccionado en la secciéon anterior.

Los parametros en el seran estimados utilizando [CML]| a través de la libreria eRm (Mair and

Hatzinger, 2007)), mientras que que los pardmetros del  MRRL-GLMM]| seran estimados mediante
(a través de la aproximacién de Lapace), e inferencia bayesiana. Para ello, haremos uso de las
librerfas Imer (Bates, Machler, Bolker, and Walker, 2015|) y brms (Bturkner} |2017) respectivamente.
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La Tabla resume las variables involucradas en cada modelo, el efecto que representa (fijo o
aleatorio) y el tipo de inferencia utilizada. Observar que en el caso de la variable ID se encuentra
como efecto fijo y aleatorio, esto se debe a que en el caso del Modelo Rasch es considerada como
un efecto fijo, mientras que en los MRRL-GLMM] es un efecto aleatorio.

Tabla 5.6: Modelos propuestos, variables involucradas y tipo de inferencia utilizada en la estimacién de los pardmetros

Efecto Modelo
Fijo Aleatorio Rasch MRRL-GLMM MRRL-GLMM
1D v v v v v
Al,..., Al0 v v v v
Variables Involucradas —Sex v v v
Age_Cat v v v
Jaundice v v v
. . Clasica v v
Tipo de Inferencia Bayesiana v

La construccién de los  MRRL-GLMM] se realiza bajo el siguiente esquema: se parte de la misma
estructura que el Modelo de Rasch, es decir, las inicas variables involucradas son ID (utilizada para
modelar la variabilidad en cada examinado) y los items Al,..., A10; luego se van incorporando
variables explicativas, en forma secuencial, comenzado por Sex, seguido por Age_cat y finalmente
Jaundice. De esta forma se llega a los cuatro modelos candidatos, cuyos pardmetros son inferidos
por dos caminos distintos.

Haciendo abuso de la notacién admitida en R para representar los modelos, y con el fin de fijar
ideas, la Tabla[5.7| muestra los modelos que han sido evaluados y el nombre que le hemos asignado
a cada uno. La variable Y;; € {0,1} indica la respuesta del j-ésimo examinado al i-ésimo item, el
resto de las variables corresponden a las antes descritas, y en todo los casos logit es la funcion link.

Al igual que nos sucedié a la hora de seleccionar las variables involucradas en los modelos, la incor-
poracién secuencial en el orden antes dicho no obedece a ninguna recomendacion o al seguimiento
de resultados antes publicados. Esto hace que sea cuestionable dicho criterio. La falta de herra-
mientas automaticas del estilo stepwise o una recomendacién por parte de expertos, nos condujo
a esta eleccién.

2

En lo que refiere a las distribuciones a priori para los pardmetros 3, y i seguimos el criterio
propuesto por [Fox| (2010), es decir, prioris no informativasﬁ Bp ~ N(0,10) y 0, ~ N1 (0,20). En
el muestreo se utilizaron 4 cadenas, con 2000 iteraciones, 1000 de éstas son de warm-up. En la
implementacién en R, a través de la biblioteca brms, hemos seguido como referencia a |Biirkner

(2019).

En todos los casos se ha obtenido convergencia en los algoritmos utilizados para hacer la estima-
cién de los pardmetros. El Apéndice [G] incluye la salida completa de los modelos y el analisis de
convergencia para el caso bayesiano. Asociado a este ultimo punto, la validacién en el desempeno
del modelo a la hora de predecir la variable respuesta, a partir de las prioris utilizadas, se hizo
utilizando la proporcién de ceros, proporcién de unos y evaluando la funcién entropia.

4En el caso de o ; de ha utilizado una normal trucada, con el fin de admitir inicamente valores positivos.
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Tabla 5.7: Modelos propuestos, variables involucradas y tipo de inferencia utilizada en la estimacién de los pardmetros

Nombre Modelo Tipo de Inferencia
m_rasch M Rasch Yij ~ Item + 1D Clasica
m1_rasch_glmm Yij ~ =1+ Item; + (1|ID;)

m2_rasch_glmm Y~ =1+ Item; + Sex; + (1/1D;) S
m3_rasch_glmm MRRL-GLMM Y;j ~ =1+ Item; + Sex; + Age_Cat; + (1/1D;) Clasica
m4_rasch_glmm Yij ~ =1+ Item; + Sex; + Age_Cat; + Jaundice; + (1|I1D;)

ml _rasch B_glmm Yij ~ =1+ Item; + (1|ID;)

m2_rasch_B_glmm , oy Yij ~ =1+ Ttem; + Sex; + (1|ID;) .
m3_rasch_B_glmm MRRL-GLMM Yij ~ =14 Item; + Sex; + Age_Cat; + (1|ID;) Bayesiana
m4_rasch_B_glmm Yij ~ =14 Item; + Sex; + Age_Cat; + Jaundice; 4+ (1|1D;)

5.6. Seleccion de Modelos y Diagnéstico

En la seleccién de modelos tnicamente se encuentran involucrados los modelos denominados
MRRL-GLMM, ya que como hemos mencionado al comienzo del presente capitulo, el objetivo
es comparar el Modelo de Rasch respecto a sus extensiones representados como un [GLMM]

La seleccién del modelo que mejor se ajuste a los datos se ha realizado, para el caso de inferencia
clésica, utilizando los criterios [AIC] [BIC] y el test de razén de verosimilitudes. Estos tres han
sido implementados en R haciendo uso de la funcién anova disponible en la biblioteca base. En
la Tabla |5.8] se puede observar los resultados obtenidos, indicando que, de los cuatro modelos,
m2_rasch_glmm es el que mejor se ajusta a los datos. Observar que el modelo ml_rasch_glmm
es tomado como referencia, ya que éste es el mas parsimonioso en variables entre los modelos a
analizar.

Tabla 5.8: Valores obtenidos de AIC, BIC y Test de Razén de Verosimilitudes correspondientes a los modelos MRRL-
GLMM cuyos parametros han sido estimados utilizando ML a través de la aproximacién de Lapace.

Modelo AIC BIC X?]f:1 Pr(> Chisq)

ml rasch glmm 12436 12516

m2_rasch glmm 12424 12511 13.87 < 0,001
m3_rasch glmm 12426 12521 0.032 0,857
m4 rasch_ glmm 12428 12529  0.86 0,353

En el caso de los modelos bayesianos, se ha utilizado [DIC]y [LOOCV]en la seleccién de modelos. La
aplicacién del primer criterio se ha realizado a través de una funcién en R que hemos implemen-
tado, mientras que en el segundo se ha utilizado la libraria loo (Vehtari, Gabry, Magnusson, Yao,
Birkner, Paananen, and Gelman), 2023). La Tabla muestra los resultados obtenidos, donde po-
demos observar que ambos criterios arrojan distintos modelos a elegir, es decir, m1_rasch_B_glmm
y m4_rasch_B_glmm respectivamente. Siguiendo las recomendaciones (Gelman et al., 2021 Chap.

7), optamos por [LOOCV]| para definir cudl es el modelo que mejor se ajusta a los datos.
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Tabla 5.9: Valores obtenidos de DIC y LOOCYV correspondientes a los modelos MRRL-GLMM cuyos pardmetros
han sido estimados utilizando inferencia bayesiana.

Modelo DIC LOOCV

ml_rasch B_glmm 17481.83 2.0
m2_rasch_ B_glmm  17497.59 0.9
m3_rasch_B_glmm 17502.06 0.9
m4 rasch_ B_glmm 17512.17 0.0

La validacién en lo que refiere a la significancia de los efectos fijos en el modelo m2_rasch_glmm,
de acuerdo a las recomendaciones de Faraway (Faraway|, 2016, Chap 13) y Fox (Fox and Weisberg,
2019, Sec. 7.3.2), la hemos realizado utilizando el Test de Wald. La Tablamuestra los resultados
del test, implementado a través de la funcién Anova disponible en biblioteca car (Fox and Weisberg,
2019). La hipétesis nula corresponde a que el pardmetro 3 asociado a cada variable es igual a cero.
Podemos observar que para ambas variables se rechaza la hipdtesis nula y en consecuencia son
significativas en el modelo.

Tabla 5.10: Resultados del Test de Wald aplicado al modelo m2_rasch_glmm.

Modelo Variable X2 gr. libertad  Pr(> Chisq)

Ttem  284.41 10 < 0,01
Sex 14.03 1 < 0,01

m2_rasch_glmm

Nos resta validar la hipétesis de normalidad en los residuos para el modelo m2_rasch_glmm. En
esta direccién, siguendo a Faraway (Farawayl 2016, Chap 13), realizamos un andlisis gréafico (ver
resultados en Apéndice y ademas los test de Kolmogorov Smirnov y Jarque Bera. El primer
test asume como hipétesis nula que la distribucién de los residuos es normal, mientras que el
segundo asume que la asimetria y kurtosis de los residuos no son significativamente diferentes a
los correspondientes en una distribucién normal.

Tabla 5.11: Resultados del Test de Kolmogorov Smirnov y Jarque Bera aplicado a los residuos del modelo
m2_rasch_glmm.

T. Kolmogorov Smirnov T. Jarque Bera
Modelo D p — valor XZf:Q p — valor
m2_rasch_glmm  0.163 < 0,001 867.72 < 0,01

La Tabla [5.11] muestra los resultados arrojados por el test de Kolmogorov Smirnov y Jarque Bera.
En ambos casos se rechaza la hipdtesis nula, por lo tanto, los residuos no cumplen la hipdtesis de
normalidad.

Bates et al.| (2015]) advierte acerca de los objetos disponibles, al utilizar la libreria lmer, a la hora
de realizar el diagndstico de modelos. En este sentido, describe una alternativa a las herramientas
graficas, que corresponde a una adaptacién del método posterior predictive simulation. La idea
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consiste en computar alguna medida de resumen para un conjunto de simulaciones y analizar qué
modelo representa mejor los datos.

Siguiendo dicha recomendacién, realizamos 1000 simulaciones de los modelos m{1,2,3,4} rasch_glmm
y computamos para cada una de éstas la proporcién de ceros en las respuestas estimadas. La
eleccion de dicho estadistico se debe a que existe menor cantidad de ceros en las observaciones.
Ademsds, teniendo en cuenta que dicha proporcién puede variar segin si existe (o no) diagndsti-
co de [TEA] decidimos analizar el resultado de la simulacién dentro de cada clase de la variable
Class.ASD.Traits.

La Figura[5.2| muestra los resultados obtenidos subdivididos de acuerdo al resultado del test acerca
del rasgo de[TEA] En ésta se puede observar la distribucién de la proporcién de ceros para los distin-
tos modelos. Una inspeccién visual nos indicaria que los modelos m1_rasch_glmm y m2_rasch_glmm
podrian ser buenos candidatos para representar los datos. Nuestra decisién ha sido seleccionar el
modelo m2_rasch_glmm en sintonia con el test de razén de verosimilitudes.

Sim. m1_rasch_glmm Sim_m1_rasch_gimm Sim_m2_rasch_gimm Sim. m2_rasch_gimm

Diag. Autismo: No Diag. Autismo: Si Diag. Autismo: No Diag. Autismo: Si

100 ,
: h’h
0
) 3

043 045 047 049 051 053 045 047 0.49 051

043 045 047 049 051 053 0.45 047

Sim m3_rasch_gimm Sim.m3_rasch_gimm Sim. m4_rasch_gimm Sim. m4_rasch_gimm

Diag. Aut

50
0
0.49 1

047 049 051 053 045 047 048 051

ismo: No Diag Autismo: Si Diag. Autismo: No Diag. Autismo: Si

Cantidad de Muestras

043 045 047 049 051 053 045 047 05 45
Proporcién de ceros

Figura 5.2: Adaptacion del método método posterior predictive simulation aplicado a los modelos
m{1,2,3,4} rasch_glmm.

En resumen, al utilizar inferencia clédsica e inferencia bayesiana en los modelos MRRL-GLMM, los
que mejor se ajustan a los datos son m2_rasch_glmm y m4_rasch_B_glmm respectivamente. En el
caso del modelo m2_rasch_glmm existe un incumplimiento en una de las hipétesis sobre las cuales
se construye la inferencia. Sin embargo, los resultados obtenidos a partir de la adaptacion del
método posterior predictive simulation, nos muestran que puede ser un buen candidato a incluir
en el analisis.
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5.7. Resultados

A continuacién estaremos presentando los resultados obtenidos en las estimaciones de los pardme-
tros correspondientes a los modelos: m_rasch, m2_rasch_glmm y m4_rasch_B_glmm, es decir, aquellos
que mejor se han ajustado a los datos. Como hemos mencionado, en los dos primeros modelos se
ha utilizado inferencia cldsica, en particular los algoritmos[CMI]y [MI] a través de la aproximacién
de Lapace, mientras que en el tercero se ha utilizado inferencia bayesiana.

En la Tabla[5.12)se pueden observar las estimaciones para cada modelo, as{ como también el p-valor
en el caso de m_rasch, m2_rasch_glmm. Podemos senalar que en el caso de los items, algunos de éstos
no resultaron significativos a nivel 5% para el modelo. En el caso del modelo m4_rasch_B_glmm,
se observa que el intervalo de credibilidad al 95 % asociado a algunos items y la variable Age_cat
L2 incluyen el valor cero, es decir, su estimaciéon podria tomar el valor nulo.

Tabla 5.12: Etimacién de los pardmtros en los modelos seleccionados.

Modelo m_rasch Modelo m2_rasch_glmm Modelo m4_rasch_B_glmm

Estimacion z p — valor Estimacién z Pr(>|z]) Estimacién Est. Error R
Ba1 0.217 0.204 0.838 0.049 0.433 0.665 0.07 0.14 1
Baz -0.405 0.607 0.544 -0.573 -5.039 < 0,01 -0.56 0.14 1
Bas -0.663 -0.190 0.850 -0.831 -7.26 < 0,01 -0.82 0.14 1
Baa -0.038 -1.587 0.113 -0.206 -1.816 0.069 -0.19 0.14 1
Bas 0.021 -1.628 0.103 -0.146 -1.29 0.197 -0.13 0.14 1
Bae 0.294 -3.339 < 0,01 0.126 1.107 0.268 0.14 0.14 1
Bar 0.759 -1.806 0.071 0.589 5.119 < 0,01 0.61 0.14 1
Bas -0.361 2.325 < 0,05 -0.529 -4.661 < 0,01 -0.51 0.14 1
Bag -0.173 -3.356 < 0,01 -0.340 -3.004 < 0,01 -0.32 0.14 1
Bato 0.349 10.691 < 0,01 0.181 1.591 0.111 0.20 0.14 1
Bsex M 0.404 3.745 < 0,01 0.41 0.11 1
Bage_cat L2 -0.02 0.11 1
Braundice Yes 0.11 0.11 1

En el grafico de la Figura[5.3|se muestran las estimaciones y los respectivos intervalos de confianza
y credibilidad al 95 % para los tres modelos. También hemos incluido, siguiendo la recomendacién
de Bates et al.| (2015), el intervalo de confianza para el modelo m2_rasch_glmm utilizando la técnica
de bootstrap.

En los casos donde los modelos cuentan con variables en comin, existe un solapamiento en los
intervalos, en consecuencia no se obtiene una mejora en la precisién de las estimaciones. Sumado
a esto, a pesar que el modelo m2_rasch_glmm viola la hipétesis de normalidad, se observa que los
intervalos de confianza obtenidos se aproximan a los respectivos mediante estimacién bayesiana.

Respecto al rasgo latente de los examinados, la Figura [5.4|muestra las estimaciones y los respectivos
intervalos de confianza y credibilidad al 95 %. Observar que en el modelo m_rasch se tiene menos
valores estimados, esto es consecuencia de las caracteristicas de[CMI] donde el score total obtenido
por los examinados (estadistico suficiente) es utilizado en el proceso de estimacién. Mientras que
en los modelos m2_rasch_glmm y m4_rasch_B_glmm, a diferencia de éste, las técnicas utilizadas en
la estimacién de parametros permite lograr mayor diferenciacién entre participantes.
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5.8. Evaluacion de los Modelos

La bondad en el ajuste de los modelos es evaluada como es habitual en los problemas de clasificacién,
es decir, computand(ﬂ precision, sensibilidad, especificidad y el drea bajo la curva ROC (AUC).
Estas resultan ser herramientas de gran utilidad a la hora de comprar la prediccion del modelo
respecto a lo que se observa a partir de los datos.

Tabla 5.13: Evaluacién de la capacidad predictiva de los modelos.

Modelo Precision  Sensibilidad  Especificidad AUC
m_rasch 0.728 0.748 0.708 0.802
m2_rasch_glmm 0.764 0.762 0.765 0.846
m4 rasch_ B_glmm 0.763 0.763 0.765 0.846

En la tabla [5.13] se muestran los resultados obtenidos. A partir de éstos se puede observar una
mejora en la performance al utilizar los modelos Sin embargo, no existe diferencias
notorias entre los modelos m2_rasch_glmm y m4_rasch_.B_glmm. Por ttlimo, senalar que en el
Apéndice se han incluido las curvas ROC para cada modelo.

5.9. Observaciones finales

En el presente capitulo hemos aplicado a un problema real los resultados presentados a lo largo del
[TEFG|] El modelo de Rasch, desde una perspectiva cldsica y bayesina, ha sido analizado, arrojando
resultados que muestran su potencial en la Teoria de los Test.

Un aspecto a subrayar es el siguiente, durante el estudio de las bibliotecas disponibles en R para
llevar adelante la implementacion de los modelos, nos encontramos que en la mayoria de los casos
era necesario realizar un desarrollo adicional que permitiera extraer los resultados finales. Sumado
a esto, al analizar cémo han sido implementadas las funciones, en particular en la biblioteca eRm,
encontramos escasa flexibilidad cuando se quiere integrar, por ejemplo, con Tydeverse.

El siguiente capitulo ha sido dedicado a exponer las conclusiones a partir de los resultados aqui
obtenidos, as{ como también los trabajos a futuro identificados en el [TFG]

5Ver definicién en [Florkowski| (2008)).
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Capitulo 6

Conclusiones
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6.1. Conclusiones

A partir de los resultados obtenidos, en primer lugar, podemos concluir que el abordaje del Modelo
de Rasch a través de los [GLMM] permite incorporar la variabilidad inherente entre individuos.
Ademsds, es posible utilizar un conjunto de herramientas, tedricas y de software, a la hora de
realizar el andlisis que ofrece gran flexibilidad.

En segundo lugar, el abordaje desde la éptica de la[TRI] a los datos de “Autistic Spectrum Disorder
Screening Data for Toddlers”, permite un anélisis e interpretacién de resultados que no se logra a
través de los algoritmos de machine learning. Estos ultimos han sido, hasta ahora, el conjunto de
herramientas utilizadas en el estudio de las respuestas al test.

En tercer lugar, al utilizar los[GLMM]se obtiene una mejora en la performance, respecto al Modelo
de Rasch, con un costo computacional que no ha resultado significativo. Ademads, abre las puertas
a incorporar mayor complejidad al modelo, por ejemplo, a través de los modelados multinivel.

En cuarto lugar destacamos las ventajas que presentan los [GLMM] a nivel de software. En la
actualidad, existe un importante nimero de bibliotecas pensadas con integracién al nuevo para-
digma de desarrollo en R, como lo es tydiverse y shiny. De acuerdo a nuestro analisis, las biblitecas
originalmente desarrolladas para el Modelo de Rasch y sus extensiones, carecen de integracion sen-
cilla con dichas bibliotecas e incluso con rstan. Sin embargo, las bibliotecas Imer y brms cuentan
con compatibilidad al mundo de tydiverse, donde hay una comunidad muy activa desarrollando
nuevas funciones. En esta direccién destacamos la biblioteca ShinyIltemAnalysis
Drabinoval (2018).

Finalmente, debemos senalar con respecto a la precisiéon en la estimaciéon de los parametros del
modelo (efectos fijos), no se logra una ventajas sustancial a través de los algoritmos utilizados en
los [GEMM] A pesar de ello, no debemos perder de vista la flexibilidad que estos dltimos presentan
en el modelado, principalmente a la hora de introducir efectos asociados a la autocorrelacion, por
ejemplo, entre observaciones o entre items.

Una debilidad que queremos senalar estéd asociada al tipo de datos con los que estamos trabajando.
De acuerdo a la descripcién aportada por , no se ha realizado un diseno de muestreo
para seleccionar a los participantes del test. Esto hace que, a partir de los resultados obtenidos,
no sea posible realizar afirmaciones sobre los items o las habilidades de los examinados, debido al
sesgo de seleccién.

Otra de las debilidades que visualizamos estd asociada a la prediccion de nuevas observaciones.
Los [GLMM] funcionan muy bien cuando la aproximacién al problema es mediante un modelo
explicativo. Sin embargo, si lo que se busca es un modelado predictivo, existe la restriccién a la

hora de predecir efectos aleatorios. Rizopoulos (2018a; |2018b)) describe este problema y expone
algunas alternativas.

A lo anterior sumamos aspectos de performance. Si comparamos los modelos aqui propuestos con
respecto a los algoritmos de machine learning Al-diabat| (2018)); Bala et al.| (2022)); [Erkan and
Thanh| (2019); Jannat and Canavan| (2021); |[Jayakumaran and Sweetlin| (2020); |[Raj and Masood
(2020); [Saihi and Alshraideh| (2021)); [Singh et al.| (2021); Thabtah|(2017c)); Thabtah et al.| (2018]/1),
en algunos casos obtenemos un resultado similar y en otros casos una performace menor.
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6.2. Trabajos a Futuro

En lo que refiere a mejoras y trabajos a futuro, creemos que el primer paso deberia ser abordar
el andlisis de las respuestas al test con la colaboracién de investigadores en el drea del [TEA] Esto
permitird tener un mejor entendimiento del experimento y sus caracteristicas, asi como también
mejorar los modelos que han sido propuestos.

Respecto a la capacidad de predecir nuevas observaciones, creemos que resta trabajo por realizar,
y abre un abanico de posibilidades a nivel tedrico y en el desarrollo de biblitecas en R.

El siguiente paso natural es extender los modelos aqui propuestos a través de modelos 2PI] es
decir, tomar en consideracién la dificultad del item en el modelado. En este sentido, también se
puede recurrir a modelar dicho parametro a través de una variable latente que involucre alguna
caracteristica del test y/o del examinado.

Asociado a los puntos anteriores, y teniendo en cuenta la realizacién del censo 2023 en Uruguay,
el cual por primera vez se realizard un relevamiento de la poblacién diagnosticada con [TEA] se
abren nuevas oportunidades para investigar el [TEA] en nuestro pafs. Por ejemplo, haciendo uso de
la herramienta desarrollada por [Thabtah| (2017b)), en una muestra probabilistica y aplicando los
modelos aqui desarrollados, asi como también extensiones a éstos o nuevas propuestas.

Finalmente una pregunta que nos realizamos es la siguiente: jpueden combinarse modelos de la[TR]|
y algoritmos de machine learning, por ejemplo, mediante la técnica de stacking? ;qué beneficios
traeria consigo?
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Apéndice A
Resultados Generales

En el desarrollo de las definiciones y los resultados que se presentan a continuacién se ha tomado
como referencia a los siguientes autores: Barndorff-Nielsen| (2014]), Boente and Yohai, |Casella and
Berger| (2002), (Gémez and Delicado| (2006)), |Gémez Villegas| (2005), Notas del curso de Inferencia
Estadistica IESTA| (2020), Martin| (2017)), [Mukhopadhyay| (2000]), |Olive| (2014)), |Olsson| (2002]),
Perera; (2011)), |[Pintarelli| (2010)), Rice| (2007)), Wasserman| (2004).

A.1. Familia de Distribuciones

Definicién 1. Se define una familia de distribuciones como el conjunto de funciones de distribu-
cion definidas sobre el mismo espacio probabilistico:

F={F.(]0) : 0 € © CR"} (A.1)

A © se lo denomina espacio paramétrico.

A.2. Familia Exponencial

Definicién 2. Una familia de distribuciones se dice que es una familia exponencial (o familia
exponencial natural) de k pardmetros si su funcion de densidad puede factorizarse de la siguiente
manera:

F(@]6) = h(z) - c(B) - eZi=1 Wi O 6@ g YV e6) >0, hiz)>0 (A.2)

Siendo ¢(0), w;(0), h(x), t;(x) funciones reales que dependen unicamente de 0 y x respectivamente.
Observar que la parametrizacion no es unica, ya que multiplicando a w; por una constante y
dividiendo t; por la misma constante se llega a la misma factorizacion.

Muchas de las distribuciones cominmente utilizadas pertenecen a la familia exponencial, algunos
ejemplos son: beta, binomial, gamma, normal. Ademads, un resultado importante que se puede
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probar en esta familia es acerca de la suficiencia, ya que [t;(z),t2(), ..., t.(z)]7 son estadisticos
suficientedT]

Si X3, Xs,...,X, son una muestra aleatoria de X ~ f, (z|f) e independientes entre si y f, (z|0)
pertenece a la familia exponencial, entonces la funcién se puede escribir de la siguiente manera:

L(6)7) = (Hhu)) (@) - = s (S o) (A.3)

Supongamos que k = 1, en forma alternativa f(z|f) puede reescribirse de la siguiente manera:

z6

Flz]f) = ¢ @8 g g, (A.4)

Donde al parametro 6 se lo denomina parametro natural, mientras que a ¢ se lo llama pardmetro
de dispersién. Observar que cuando a(¢) = 1y c(z, $) se tiene que f(x|0) = h(x)e® = la cual
corresponde a la familia exponencial natural.

A.3. Funcion de Verosimilitud

Definicién 3. Sea X1, X,2,...,X,, una muestra aleatoria de X ~ f,(z]0), @ = (01,04,...,0x)T €
O CRF, z=27F= (21,22,...,2,) € X (espacio muestral). La funcién de verosimilitud (likelihood
function) L(0|%) : © — Rt se define como:

LOT) = fx, x..x, (T1,22, ., 20|0) (A.5)

La funcién L(0|Z) mide la evidencia contenida en la muestra (&) sobre los posibles valores que el
parametro @ puede tomar.

Observar que cuando X7, X, 2,...,X, son independientes, la funcién de verosimilitud es:
L(0|7) = [] /. (x:10) (A.6)
i=1

En muchas oportunidades resulta de utilidad trabajar con el logaritmo de la funcién de verosimi-
litud, que bajo el supuesto de independencia puede expresarse de la siguiente manera:

1(617) = 105(L(01)) = 3 1., (6) (A7)

Esta expresién suele ser muy utilizada a la hora de realizar la estimacién de los parametros (é)
de f(x|@) mediante el método de méxima verosimilitud, ya que la derivada de I(6|Z) presenta una
expresion algebraica més sencilla respecto a L(6|Z). Observemos que:

1Los estadisticos suficientes son definidos més adelante en el presente Apéndice.
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0|a: zzai [y, (2:]0) ¥V ji=1,2,... k. (A.8)

De esta forma se obtiene el sistema de ecuaciones que permite obtener 8, es decir, la estimacién
del vector de pardametros de interés.

A.4. Condiciones de Regularidad FI

Definicién 4. Sea X una VA tal que fy(z|0) es su funcion de densidad, 6 € R*, entonces se
define las condiciones de regulariadad de la Informacién de Fisher (FI regularity conditions) de la
stguiente manera:

R1. (%jf(xm)<OOV$€X,v9j;j:1727""k'

R2. [ f(x]0)du(zx) es derivable respecto a 0; (j =1,2,...,k) y los operadorres [, d/df; pueden
intercambiarse.

R3. Soporte fijo: {x : f(x|@) >0} V 6 € O, es decir, el recorrido de X no depende de 0.

A.5. Funcion Score de Fisher

Definicién 5. Sea § € R* y X una VA cuya funcion de densidad es f, (x|0), la funcién Score de
Fisher se define como:

5(0) = (a‘z lo8(/(01), 7= 10(F(O1X). .. 7o log(f(OlX))> (A.9)

Tomando en cuenta que el logaritmo es una funcién monoétona creciente, entonces cada componente
de la funcién S(@) proporciona una medida de la sensibilidad de f, (x|@) a cambios en 6}, j =
1,2,...,k. En el caso unidimensional, evaluada S(f) en un punto 6y, su valor corresponde a la
pendiente de la tangente a la curva en dicho punto.

Por comodidad reescribiremos el vector S(0) de la siguiente manera:
5(6) = (51(0),52(0),...,s,(0)) (A.10)

Una caracteristica interesante, que resultard de gran utilidad, es el hecho que el valor esperado de
la funcién score es igual a cero.
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A.6. Funcion Informacion de Fisher

Definicién 6. La matriz de Informacion de Fisher acerca de © basada en X (I_(0) de k x k),
bajo las condiciones de reqularidad R1, R2, R3, se define como:

1,.(0) = Ee[Volog(f, (X10)) - Vj log(f (X]6))] = Cov(Vylog(fy (X]6))) (A.11)

donde Eg denota el valor esperado tomado con respecto a f(X|0), es decir, 8 es un pardmetro; Vg
es el gradiente respecto a las componentes de 0; la matriz de covarianza es simétrica y semidefinida
positiva.

A partir de esta definicién tenemos que los elementos i,j = 1,2, ..., k. de la matriz de Informacién
de Fisher son:

0 0
(1x(0))i; = Cov| -log(f (X]0)) , - -log(f,(X]6))
00; 09;
Alternativamente, debido a que se cumplen las condiciones de regularidad, tenemos que una ex-
presién alternativa es:

2

Sag5 o8 <X0>>] (A12)

0

1.(8) = E(S(a) : ST(e)) = —B| spoor

ST(e)l =-F

O su equivalente en los elementos i, j de la matriz de Informacién de Fisher:

2

0
(IX (0))17] =—FEp aezej

log(fx (Xle))] (A.13)

El estimador méaximo verosimil @ del parametro 8 presenta una distribucién asintéticamente normal

multivariada, cuya media es 6 y matriz de varianza-covarianza (I (0))~" = n(I,(8))~".

En el caso particular en que 8 € R deja de tener sentido hablar de matriz, sino que simplemente
se define la Informacién de Fisher de la siguiente manera:

1.(0) = Es | 555

0 yog(fs <X|e>>] (A.14)

En el desarrollo hemos utilizado Ey para indicar que el valor esperado se toma con respecto a
[« (0]X), es decir, 6 es la[VA]en consideracién.
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A.7. Meétodos Numéricos

En muchos casos maximizar la funcién de verosimilitud, lo que equivale a resolver el sistema de
ecuaciones dado por las funciones Score de Fisher, implica resolver un sistema de ecuaciones no
lineal. Ante esta situacién es necesario recurrir a métodos numéricos desarrollados para resolver el
problema de optimizacién bajo ciertas condiciones de regularidad.

A continuacién se describe brevemente dos de los métodos frecuentemente utilizados, estos son el
método de Newton-Raphson y el Método de Socring de Fisher.

A.7.0.1. Algoritmo de Newton-Raphson

Supongamos que el objetivo es maximizar la funcién {(6|x) respecto al vector de pardmetros 6, es

decir, buscamos 6 tal que el logaritmo de la funcién de verosimilitud sea mdxima. Sea I’ el vector
cuyas componentes corresponde a la primer derivada en las componente del vector de pardmetros.
Ademas, llamaremos H a la matriz Hessiana.

El método de Newton-Raphson consiste en realizar el desarrollo de Tylor para la funcién I'(0]x).
Partiendo de un valor inicial 8y tenemos que:

l'(91\x) = l/(00|x) + (01 - 00) . H(eo) (A15)

Si 0, el el vector que maximiza a la funcién I(0]x), entonces (61 |x) = 0, por lo tanto, a partir de
la expresion anterior se obtiene:

6, =0, —1'(6]x)-H *(6y) (A.16)

Si |61 — 6| < ¢, entonces 01 es el valor que optimiza a la funcién de verosimilitud, de lo contrario
se repite el proceso utilizando a @; como valor inicial. En el paso k + 1 tendremos que:

Ori1 =0, —1'(0k|x)-H(6)) (A.17)

De forma iterativa contintia el proceso hasta converger a la solucién, la cual esta garantizada
cuando se parte de un valor inicial préximo a 6.

Si f(x]0) es suficientemente regular, entonces [(0|x) serd aproximadamente cuadratico a medida
que crece el tamano de la muestra, por lo tanto, el algoritmo convergera. Mientras que en otros
casos el algoritmo podria no converger.
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A.7.0.2. Método de Socring de Fisher

El método de Socring de Fisher es una variante a Newton-Raphson, donde la matriz Hessiana
H(0) es sustituida por su valor esperado. Dicha esperanza coincide con la matriz de informacién
de Fisher a menos de un signo, esto es:

E(H(9)) = —1(6)) (A.18)

Utilizar el valor esperado en lugar de la matriz Hessiana presenta la ventaja que sdlo es necesario
calcular derivadas primeras. Esto se debe a que es posible probar el siguiente resultado:

UOlx)\ al(8]x) d(8]x)
£ ( 96,00; > =k ( 90, 99, ) (A.19)

Otra ventaja radica en el hecho que el valor esperado de la matriz Hessiana es siempre una matriz
definida positiva, por lo tanto, no esta presente el problema de no convergencia como en el caso del
método de Newton-Raphson. Sin embargo, las bondades del método de Scoring de Fisher no son
gratuitas, y el costo que hay que pagar a cambio se encuentra en mayor tiempo de convergencia.

Por 1ltimo, es oportuno senalar que cuando la funcién de densidad pertenece a la familia expo-
nencial, el método de Scoring de Fisher y el método de Newton-Raphson son equivalentes.

A.8. Estadisticos Suficientes

A continuacién se describe algunos de los resultados més relevantes en lo que refiere a los estadisticos
suficientes.

Teorema 2. Teorema de Factorizacion.

Sea L(0|x) un funcidn de verosimilitud, x = (x1,%2,...,2,) € R™. Un estadistico real T =
T(X1,Xo,...,X,) es suficiente para 0 si y sélo si:

L(f|z) = g(T(x);0) - h(x) , Ve € X. (A.20)

Demostracion. ver Chap. 6, Teorema 6.2.6|Casella and Bergen (2002).

Teorema 3. Sea L(0|x) una funcion de verosimilitud.
Un estadisticoT = ?(Xl,Xg [N 7Xn) = (Tl(X17X2 .o ,Xn),TQ(Xl,XQ RPN ,)(n)7 e ,Tk-(Xth e 7Xn))
de componentes reales es conjuntamente suficiente para @ = (01,0s,...,0;) € © C R* siy sélo si

LOl®) = g(T' (X1, Xs...,X,):0) - h(@) , Ve e X. (A.21)
Ver. Cap. 3, Teorema 3.3.3|IESTA| (2020) y Lecture 12|Panchenko (2003).
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Observacion: si T1 (X1, Xo ..., Xp), To(X1, X2 .., X0n), ..o, Ti(X1, X2 ..., X)) es conjuntamente
suficiente para 8 = (61,602,...,0%), esto no implica que T5(X71,X5...,X,,) es suficiente para 6;
Vi=1,2...,k

Teorema 4. Cota inferior de Cramer-Rao. Sea X = (X1, Xs5...,X,) un vector aleatorio
cuya funcion de densidad conjunta f(z|0), 0 € © C R. Sea T(X1,Xz,...,X,) un estimador
insesgado de 7(0) tal que E(T(X1,Xa,...,X,)) = 7(0) con 7(0) una funcion diferenciable en 6.

Si fx(x|0) satisface las condiciones de Regularidad FI, entonces:

r0) 1 d*r(0) 1
6> 1(6)  d6* nl,, ()

Var(T(X1, Xo,. .., X,)) > (A.22)

Demostracion. ver Chap. 2, Theorem 2.9 Martin| (2017).

Observacion: la cota de Cramer-Rao es alcanzable si y sélo si f3(x|0) pertenece a la familia
exponencial.
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Apéndice B

Modelos Logisticos Dicotémicos -
Estimacion de los Parametros

B.1. Meétodo de Maxima Verosimilitud - Estimacion de los
Parametros de Discriminacién y Dificultad en el Mo-
delo 2PL

En el presente Apéndice analizaremos el método de Méxima Verosimilitud (Maximum Likelihood,
, aplicado al modelo con el objetivo de estimar el pardmetro de discriminacién y dificultad
de cada item en el test. El desarrollo que sigue a continuacién esta basado principalmente en los
trabajos de |Baker and Kim)| (2004)), Bartolucci et al.| (2015), |Cal and Thissen| (2014), [Fischer and
Molenaar] (1995)), Melia (2003)), Santisteban Requena and Alvarado, (2001)).

Supongamos que un test esta formado por n items dicotémicos y nos interesa estimar los pardmetros

del modelo para el i-ésimo item, i = 1,...,n.. Ademads, vamos a suponer que los participantes
estdn agrupados en J grupos de acuerdo al nivel de rasgo latente (conocido) 6;, j =1,...,J.. En

cada grupo hay f; individuos y denotaremos con r; a la cantidad de respuestas correctas que han
proporcionado, por lo tanto, f; —r; es la cantidad de respuestas incorrectas. Por tltimo, llamaremos
R = (r1,r2,...,7,) al vector de respuestas correctas observadas.

Sea p, la proporcién de respuestas correctas dado por:

T

pj =p(0;) = 7 (B.1)
J
Por lo tanto, la proporcién de respuestas incorrectas es:
fi =15
4 = q(0;) = “—— (B.2)

[

Bajo la hipétesis que las respuestas de los examinados son independientes, podemos suponer que
rj ~ Bin(f;,p;). Haciendo uso de Ec. tenemos que la probabilidad de observar en el i-esimo
item, i € {1,2,...n}, el vector R de respuestas correctas es:
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P(Y = R) ﬁ( )ij@jﬂ“” (B.3)

Donde, de acuerdo a la notacién utilizada en el Capl’tulo P; = Pi(0;), Q; = Qi(8;) y L correspon-
de a la distribucién conjunta o funcién de verosimilitud, a partir de ésta buscamos los parametros
a;,b; que maximicen L, lo que equivale a maximizar su logaritmo.

:j(fa> +§_jmn +i ) In(Q;) (B4)

j=1 j=1

En la practica se suele realizar una reparametrizacién de la Ec. definiendo v; = —a;b;, por lo
tanto P;(#;) en el modelo puede expresarse de la siguiente manera:

1

1 + efai(ej 7171)
1
14 o @i+

Pj = Pl(HJ) = P(}/” = 1|9j,ai,bi) =

1
1

Qj = Qi(0;) = P(Yi; = 06, a:,b;) =
(B.6)

Maximizarimplica buscar a; = a;(01,...,0,), 0, = 0;(01,...,0,) talque 9l /da; = 0,0l /0v; =0
y se debe de cumplir el criterio del Hessiano. Esto nos lleva a resolver el sistema de ecuaciones:

ol
0(17;

— al
=0 ’ ov;

i 1(ai,04)

=0 (B.7)

(Gi,0)

Derivando[B.5} [B.6] definiendo W; = P;Q; (pesos de Urban-Miiller), y sustituyendo en tenemos
que:

Bl J pj —Pj
6ai - Zejfjw]< Pij

(B.8)

8l J pj_Pj
al/i - ZfJWJ ( Pij



o -
ke ijWj

%

j=1
2l K,
507 = > o fw; (B.9)
(3 j:1
9?1 921 J
81/i8ai o 6a¢8yi h jglejfjwj

La busqueda de soluciones a el sistema de ecuaciones (no lineal), que maximicen [, se realiza
a través de algoritmos de aproximaciones sucesivas. Uno de los procedimientos utilizados es el
método de Newton—RaphsonEL que consiste en iterar haciendo uso de la serie de Taylor de primer
orden en torno a (d;, 7;), puntos que maximizan [ = l(a;, v;).

El proceso de iteracién consiste en asumir que dgl) = a§°> + A&EO) y 191»(1) = ( )+ AD; © " donde
dl(.o), 191-(0) son las aproximaciones (solucién semilla o primer estimacién) a d( ) ( ) (potenmales

soluciones a , mientras que Aa y Al/ son los errores en la aproximamon. Por lo tanto, la
serie de Taylor en torno a (a;, ;) de las func1ones Ol/0a; y Ol/0v; es:

O o sy OL g sy, 9 (3l )@®.5)- 20 + 2 o (f‘” )@, 5) - Ar®

8ai( oo da;~ ¢ " da; \da; Ov; \Oa;
(B.10)
o 1) ~y~ O 0 . (0 9 (ol 6© 5,©). AG© o (ol 0@ 5,©@). Ap©
@M, Wy P (5O p, ). Aa (). A
gy @79 2 2@ ) 4 o () @0 ) 800 + 5 (50 ) @050 - 0
El sistema de ecuaciones puede reescribirse asf:
O ) sy O o o)y, 0% 5,© © &l 8@ 5@y . Ap©®
8(11' (a’i ’ 7, )_ aai(a‘i 7V’L )+ 8@2( 7 ) A + 81/1804( ) Ayi
(B.11)
Ol ) o Ol 0 o . .0 © 0L ) 50y Ap®
Gy O ) S g @ U iy (G P AT g (A, AT) - Ay

En la expresion anterior estamos utilizando la siguiente notacién:

l
O G pmy .

3 la funcién derivada parcial es evaluada en el punto(a El) A(l))
a;

)

andlogo para la derivada segunda.

1Una descripcién a alto nivel de este método puede encontrarse en
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. (1) ~(1 . o . .
Teniendo en cuenta que (al( )7 VZ-( )) debe satlsfacer podemos reescribir el sistema de ecuaciones
de la siguiente manera:

2 2
— O, 5,0 = a*i(dgo)ﬂ?im)) A+ @, 5.9) -

da; ‘ aai ov;0a; ~ *

(B.12)
ol R ol ) . 0% o) X
5(&20)7 l/i(O)) - Oa;0v; (az(O)’ Vi(O)) Adq + 0212 (QEO)f Vi(O)) WAVZ

Dado que 9%1/da;0v; y 8%1/00v;a; existen y son continuas, se cumple la propiedad: 821/0a;0v; =
02%1/90v;a;, por lo tanto, el sistema de ecuaciones puede escribirse en forma matricial:

ol o2 0% ~(0
da; 042 90,04 Aal”
=— : (B.13)
el 9%l 921 +(0)
i d0.0a; 0D A,

En la expresion anterior hemos omito explicitar que las derivadas parciales son evaluadas en

(&EO), 7;(9). Observar que es un sistema lineal en A&EO), Aﬁi(o) y su solucién es:

-1
(0 921 931 ol
Aag ) 922 90,04 da;

= — . B.14

Aﬁ(o) 8% %1 oL ( )
i 00;0a; o002 v,

De esta forma obtenemos una estimacién para Adgo), Aﬁi(o) en base (dgo), ﬁi(o)), es decir, primer

. . ~(1) 4 (1 , A . . -

aproximacién a (al(- ), D, )) que habiamos propuesto. Si dicha primer aproximacién es buena, en-
(0 . (0 . . . - .

tonces Aag ) < €a; Y Az/i( ) < €,,, para cualquier €,,,¢€,, arbitrarios pequenios y en consecuencia

hemos encontrado la solucién. Cuando esta desigualdad no se cumple, a partir del valor obteni-
A(1) A(1 . . . .
alh, o )) se construye una nueva aproximacién a la solucién de la siguiente manera:

do para (@, o]
dgz) = dgl) + A&E—l) y DZ@) = ﬁi(l) + Az)i(l) y se repetimos el proceso. En forma matricial tenemos

que:

al? att AaY
= + (B.15)
&EQ) (1) Aﬁi(l)
La solucién al sistema lineal es:
. 921 921 7171
Aag” 947 Ba,00; on
= — : (B.16)
(1 2 2 al
AVi( ) afialai gﬁé v,



En hemos omitido incluir el punto en donde son evaluadas las derivadas parciales (&El), u}(l)).
Utilizando el mismo criterio, si la aproximacién es buena, entonces A&gl) <€y Az?i(l) < €y,. En
caso contrario se continua iterando, donde la expresién genérica de la solucién propuesta en el paso
k41 es:

alkty alk) N
= + (B.17)
p{E+D) () N

Mientras que su solucién puede expresarse, utilizando y de la siguiente manera:

r 8% 8%l

A (k 2%l al
Aal(- ) 022 90,04 Ba;

- (k) 921 821 ol
A | 50, 04; 02 dv;

(B.18)

r J J -
=2 G LWy =305 0 W

> 5=19ifiW; (ppjczj )
1w (52

Teniendo en cuenta que las derivadas de son evaluadas en (dl(.k), ﬁfk)) y sustituyendo en

tenemos que:

J J
=225 0 5W5 =i fiW

J J 1
— L0 FEW.  — T 0. F W s
ak+) & D= 05 LW =3 0 W 70,0, j(p}éjéw
, . (B.19)
A~ (k+1) A~ (k) 7t (pjj)
l ' =2 0 W = iV 2= fiVi| Fa,

Una vez que se ha obtenido la estimacion para a; y ;, tenemos que la estimacion para el parametro
de dificultad es b; = —9; /a;.
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Apéndice C

Extensiones al Modelo de Rasch

C.1. Introduccion

En las ultimas décadas diversos autores han propuesto una serie de extensiones al para
ello han utilizando distintos enfoques. En algunos casos se ha perseguido el objetivo de resolver
un problema especifico. Mientras que en otros casos, se busca flexibilizar las hipétesis sobre la
cuales Rasch construyé su propuesta en el andlisis de la [CCI} es decir, la independencia local y
homogeneidad en la dificultad del item.

Un posible abordaje a la hora de modelar el problema de extension del es descrito por von
Davier (2007, Chap. 2), quien extiende los criterios propuestos [Junker| (1999). A éste lo podemos
resumir en tres casos:

- Caso 1: asumir una estrategia comun entre personas.
- Caso 2: la estrategia puede ser distinta entre personas.

- Caso 3: la estrategia puede ser distinta entre {tems dentro de un mismo grupo de personas.

Por ejemplo, en el primer caso podemos encontrar el denominado modelo de test lineal logistico,
mientras que en el segundo caso se encuentran mezclas de éste o del modelo de Rasch, por ultimo
en el tercer caso se encuentran los modelos politémicos.

A continuacién estaremos presentando tres extensiones al modelo propuesto por Rasch, en parti-
cular, aquellos donde los items son considerados como dicotémicos, puesto que éstos son el objeto
de estudio en nuestro [TEGL
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C.2. Modelo de Test Lineal Logistico - LLTM

El modelo de test lineal logistico o es una extensién al modelo de Rasch, propuesto por
Fischer| (1972lJ7)), donde se impone un conjunto de restricciones, a través de funciones lineales, a
los pardmetros b;, es decir, aquellos que son utilizados para modelar la dificultad del item. La
propuesta nace a partir de la idea de modelar la dificultad del item, a través de una funcién que
depende de ciertas operaciones cognitivas (o pasos) involucradas en el proceso cuyo resultado es la
respuesta a un item.

A diferencia del modelo propuesto por Rasch, en LLTM]la dificultad del {tem se modela a través de
la suma de funciones lineales, cada una de las cuales contiene un parametro cuyo fin es modelar la
dificultad cognitiva en el paso correspondiente. Es decir, supongamos que dos {tems 7,4’ involucran
dos y tres pasos en el proceso cognitivo respectivamente, Ademads, supongamos que ambos items
coinciden en dos de estos procesos, por lo tanto, asumiendo un modelo lineal aditivo, la dificultad
del item puede expresarse de la siguiente manera:

b; = by + a1 + as
(1)
by =bo+ a1 +as+as

Donde aq, as, as se utilizan para modelar la dificultad en cada operacién cognitiva y by es una
constante. Observar que el sumando utilizado para modelar la dificultad en la tercer operacion
(a3), bajo este esquema, coincide con la diferencia de la dificultad en los {tems involucrados, lo
que equivale a by — b; = a3. De esta forma se logra un modelo més flexible para un conjunto de
problemas que asi lo requieran.

Estas ideas pueden ser extendidas al caso en que se utiliza un conjunto de L, caracteristicas,
que notaremos como Xy , l, =1,2,...,L,, para explicar la diferencia entre {tems (Fischer and
Molenaar}, [1995)). Por lo tanto, si partimos del modelo presentado en la Ec. [2.28] éste es extendido
a un bajo las mismas condiciones antes mencionadas, de la siguiente manera:
(05 —0;)
P;(0;) = P(Y;; =1]0;,b;) = =,

1+e(9j —b;)

L
b; = bo + Zl;:l bll Xilz (C2)

l,=12,....,L, ,i=1,2,...,n.,5=1,2,...,J.

Observar que X1, corresponde al valor en la [,-ésima operacion cognitiva para el i-ésimo item,
considerada como un efecto fijo, mientras que b, es el peso de dicha operacion. Ademds, es la
habilidad del examinado la componente aleatoria en el modelo y en general se asume 6; ~ N (0, O'g),

siendo independiente entre participantes.

En lo que refiere a la estimaciéon de los pardmetros ay,, los enfoques utilizados son los mismos que se
emplean en la estimacién de los pardametros del modelo de Rasch. Estos son: Joint Maximum Like-
lihood (JML), Conditional Maximum Likelihood (CML), Marginal Likelihood Maximum (MML),
y junto con evaluacién de la bondad en el ajuste son abordados en el Capitulo
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El ajuste de[LLTM]a un conjunto de datos demanda, por un lado, obtener resultados satisfactorios
del ajuste de los datos a un [MR] y por otro, que se cumplan las ecuaciones lineales sobre los
parametros béasicos. Por lo tanto, este tipo de modelo presenta una caracteristica mas restrictiva
respecto al propuesto por Rasch. Al igual que con los métodos de estimacién, en el Capitulo
refchap-est-param se analizan los distintos enfoques que pueden utilizarse a la hora de analizar el
ajuste del modelo. Ademads, advertir que existen diversas extensiones al algunos de éstos
recientemente publicados |Abbakumov, Desmet, and Van den Noortgate (2019); |Brandt, Moulton,
and Duckor| (2015); [Hoijtink and Vollema| (2003); van der Linden| (2016).

C.3. Modelo de Test Lineal Logistico para Cambios - LLTMC

EI[LLTM] ofrece un enfoque alternativo al propuesto inicialmente por Rasch, brindando un mayor
grado de flexibilidad en el modelado a través del vinculo entre la dificultad del item y las operaciones
cognitivas en el proceso de respuesta. Sin embargo, conlleva un acabado conocimiento, o un instinto
muy agudo, sobre cudles son dichas operaciones. Algo que, dependiendo del tipo de rasgo latente
en estudio, no siempre es posible conocer.

Estas restricciones motivaron la propuesta de conferir a [LLTM] una interpretacién alternativa, la
cual consiste en considerarlo como un modelo para el andlisis de cambios que permite medir los
efectos de un tratamiento. A esta nueva interpretacion se la denomina modelo de test lineal logistico
para cambios o [Linear Logistic Test Model for Change (LLTMC)| y fue desarrollada por [Fischer
(1972L8)).

Bajo el paragiias del nuevo enfoque, una aplicacién inmediata puede encontrarse en los estudios
cognitivos longitudinales. Pensemos en el caso donde los examinados responden el mismo test
en una cantidad finita de oportunidades, cada cierto periodo de tiempo. Ademds, imaginemos el
escenario en que a lo largo de dicho periodo los examinados pueden ser sometidos a algtin tipo de
tratamiento. Una vez finalizado el estudio, es posible construir una secuencia en el tiempo de la
matriz de respuestasﬂ Lo cual permitira estudiar el cambio en 6}, es decir, el rasgo latente de cada
examinado.

Supongamos que el test es proporcionado a los participantes en H oportunidades durante un
periodo de tiempo, entonces, podemos pensar que por cada item ¢, ahora se disponen de H items
virtuales (ip, h =1,2,...,H.). De modo que, los cambios que se puedan producir en ¢;, a lo largo
de las distintas instancias que el examinado responde a los items del test, pueden ser vistos como
cambios en la parametrizacién (b;, ) del modelo.

Un supuesto sobre el cual se construye el [LETMC]| esta vinculado al efecto del tratamiento, que
notaremos como by, sobre b;, a lo largo del tiempo. Dicho efecto se asume constante entre dos
oportunidades consecutivas (h — 1,h) para todos los participantes (Fischer, 1989 Chap 9). En
otras palabras, tendremos que:

bi, —bi, , =bn=cte, Yh>1 (C.3)

h Th—1

En forma equivalente, si realizamos la recursién, se tiene que:

INos referimos a una tabla de idénticas caracteristicas a la Tabla
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h
bi, =bi, + Y _ bn (C.4)
h=2

La expresion obtenida en la Ec. [C4 refleja que el pardmetro de dificultad es modelado a través de
un modelo lineal en b,. Ademds podemos observar que su forma es analoga a la Ec. Lo cual
refleja, tal como indicamos antes, que [LLTMC]| representa una interpretacién de CLLTM]

La inferencia sobre los pardmetros puede realizar con en mismo abordaje que en [LLTM] como
hemos mencionado, éstas son analizadas en el Capitulo [3]

C.4. Modelo de Rasch Regresiéon Latente

La tercer extensién que presentaremos corresponde a la que |[De Boeck and Wilson| (2004)) denomi-
nan modelo de Rasch Regresién Latente. Dicho modelo contempla la posibilidad de incluir carac-
teristicas propias de cada examinado como variables regresoras, por ejemplo, sexo, raza, periodo
de tiempo desde que se diagnosticé cierta enfermedad de afectacién cognitiva, etc.

Bajo este nuevo enfoque la variable latente 6; es modelada a través de una combinacion lineal de un
conjunto de variables predictoras, consideradas como efectos fijos, asociadas al j-ésimo examinado.
A éstas las representaremos como Zji,, que corresponde a la [ -ésima variable regresora en el
j-ésimo examinado. De modo que el modelo es de Rasch de regresion latente es:

(0 —b3)
Pi(0j> = P(Yéj = 1|0j7bi) = W
L
Hj = 190 + ZZJle 191J . Zjlj + €; (05)

l,=1,2

7 g Ly e ey

L,,i=12...,n.,7=12...,J

Siendo L, la cantidad de variables que representan los efectos fijos involucradas en el modelo y ¢;
corresponde a los errores aleatorios, no correlacionados, que asumiremos con distribucion N (0, o2).
Observar que Zji, ¥y 19;1 corresponden a el valor del predictor [, y su peso respectivamente para el
j-ésimo examinado.

Distintos autores proponen este enfoque con el fin de analizar el conjunto de respuestas a un test,
cuando es posible conocer o medir ciertas caracteristicas en los examinados. |Zwinderman| (1991/9)
ha presentado un completo desarrollo en esta direccién. Ademds, como es de esperar, también
se han realizado propuestas que combinan [LLTM] y el modelo de Rasch regresién latente, donde
las caracteristicas del item y los examinados forman parte de los efectos fijos, mientras que la
componente aleatoria esta dada en el error al estimar la habilidad de los individuos.

Finalmente mencionar que los métodos utilizados en la estimaciéon de los pardmetros son: Joint
Maximum Likelihood (JML), Conditional Maximum Likelihood (CML), Marginal Likelihood Ma-
ximum (MML) y junto con evaluacién de la bondad en el ajuste son analizados en el Capitulo
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Apéndice D

Métodos de Cadenas de Markov
Monte Carlo

D.1. Introduccion

Los métodos [MCMC] son una 1til herramienta dentro del drea de la estadistica bayesiana compu-
tacional, asi como también en otras disciplinas. En la presente seccion nos proponemos dar una
visién a alto nivel de este método, asi como también del algoritmo [M-H|y muestreo de Gibbs. Para
ello utilizamos como referencia a los siguientes autores: |Alvarez-Castro| (2021)), |Ausin| (2012)), [Fox
(2010)), [Hoff| (2009), [Robert and Casella; (2010)).

Los son métodos de simulacién que permite generar muestras de distribuciones de probabi-
lidad y estimar estadisticos de interés, por ejemplo, media, mediana desviacién estandar cuantiles,
etc. En la estadistica bayesiana son utilizados para generar muestras de la distribucién a posteriori,
principalmente cuando la forma analitica es desconocida o dificil de obtener.

Una cadena de Markov se define como la secuencia de IVariables Aleatorias (VAS)I CIONCIONCICNN
©® ... tal que la distribucién de © sélo depende de O~ es decir, el futuro sélo depende del
pasado a través del presente. En forma analitica esto es:

PO® c Al6,6,07,... 007) = PO c 40 = 4 (D-1)

La cadena de Markov se dice que es homogénea en el tiempo cuando esta definida por su valor
inicial #° en ¢t = 0. Por lo tanto, tenemos que el nticleo de transicién es P(0! = #¢|@(*~1) = g(t=1)),
Bajo ciertas condiciones de regularidad, la cadena de Markov converge a su distribucién estacio-
naria, es decir:

Jim PO =010y = 6,) = 7(0) (D.2)
—00

La idea de los métodos consiste en obtener la distribucién estacionaria 7(6|x) a partir de
las muestras (9(0), o) 92 ,...) que simulan la cadena de Markov. El vector x corresponde a las
observaciones de una X tal que asumimos Y ~ f(z|f). Ademds, se trabaja bajo la hipdtesis
que la cadena es estacionaria, por lo tanto, () sélo depende de 9(t—1).
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Las primeras muestras de la cadena son descartadas (se les denomina iteraciones de burn-in), y
la cantidad a descartar debe de ser tal que la cadena logre llegar a su estado estacionario. De
modo que, es necesario simular un nimero grande de iteraciones. Cuando el algoritmo esta bien
implementado la convergencia de la cadena esta garantizada independientemente del valor inicial
(semilla) elegido.

Una vez que se ha logrado la convergencia de la cadena, resulta de interés, por ejemplo, obtener la
media a posteriori. En este sentido un estimador insesgado de la media y la varianza es:

M+T,

~ 1
h=— > oW (D.3)
M t=Tp+1
~2 t) _ 7\2
0y = (0% —0) (D.4)
M—1 t=Ty+1

En la expresién anterior estamos asumiendo que las primeras muestras (T3) han sido descartadas
en la cadena y son tomadas en cuenta las siguiente M candidatas. Bajo las hipétesis del Teorema
Central del Limite, la convergencia de E(f) — 6 esta garantizada cuando el numero de observa-
ciones (M) es grande. Sumado a esto, construyendo el histograma de las observaciones podemos
obtener la forma, dispersién, simetria, etc.

D.2. Algoritmo Metropolis Hasting

El algoritmo [M-H] permite simular cadenas de Markov y es una técnica utilizada en la estadistica
bayesiana a la hora de obtener la densidad a posteriori de una pardmetro. Supongamos que 6 es
el pardmetro que queremos estimar, cuya distribucién estacionaria es m(6|x). El algoritmo consiste
en los siguientes pasos:

1. Fijar un valor inicial (%),
2. Definir la distribucién candidata ¢(8]0®)) que seré utilizada para generar las muestras.
3. Simular un valor candidato 8 utilizando q(A|0®)) ¥V t =1,2,3. ..

5. Computar la probabilidad de aceptar el 0:
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o =min< 1 W(é‘x)/Q(éw(t)) = min< 1 7T(9~|X)‘I(9(t)|é) = min< 1 f(x‘é)ﬂ(é)qw(t”é)
, ; T F(x[0O)7(61)q(0]0®)

(60)]x)/g(6]6) (6@ x)q(86)

6. Obtener una realizacién u a partir de U ~ U(0, 1).
7. Si u < a, entonces tomar (1) = 4, de lo contrario AT = §(®).

8. Volver al paso 2.

Observar que los pasos 2 y 3 se repiten un cantidad elevada (7p) de veces hasta tener certeza que
la cadena ha alcanzado convergencia. Una vez que se han descartado las iteraciones de burn-in, el
valor candidato € con probabilidad « seréd aceptado.

En el desarrollo que antecede partimos de la hipdtesis que f(x|#) es conocida y proponemos una
densidad candidata ¢(0]0®)). Por la regla de Bayes tenemos que w(f|z) = f(x|0)w(0)/f(x) vy
700 |z) = f(x|0®)7(0®)/ f(x). En general, la constante de proporcionalidad f(x) es desconocida.
Sin embargo, la probabilidad de aceptacién a es independiente de dicha densidad marginal, esto
se ve reflejado en la dltima igualdad.

D.3. Muestreo de Gibbs

El muestreo de Gibbs es un caso particular del algoritmo donde la probabilidad («) de aceptar

el valor candidato (6) es siempre igual a uno. En otras palabras, se asume que las densidades
propuestas coinciden con las densidades a posteriori condicionadas en lo datos observados

Supongamos que 0 = (01, 6,,...,0,) el vector de pardmetros involucrados en el modelo y deseamos
obtener para cada 6; la distribucién condicional (en el resto de los pardmetros y datos observados)
a posteriori. Una de las dificultades bajo el enfoque del muestreo de Gibbs se encuentra en el hecho
que no siempre es posible obtener, para algunos de los parametros involucrados, el valor candidato.

Es decir, durante el proceso donde se genera la muestra del valor candidato, por ejemplo, OEHD ~
P(0i|0§t), Gét), .. ,91@1, 0521 cel Gz(f)), no siempre es posible calcular dicha densidad condicional.

En estos casos se utiliza el algoritmo denominado Hastings-within-Gibbs, donde a través de [M-H|
son generados aquellos parametros que son dificiles de generar una muestra. De esta forma, es
posible obtener, respecto a el muestro de Gibbs, mejores resultados en lo que refiere a performance
en la convergencia en aquellos casos en los que existe alta correlacién entre muestras.

Vale la pena senalar que tanto el método [M-H] el muestreo de Gibbs o una combinacién de éstos
pueden resultar menos eficiente, respecto a un algoritmo que haya sido disenado especialmente
para resolver el problema de estimacién de la densidad a posteriori. Sin embargo, suelen ser una
excelente herramienta que puede ser utilizada, por ejemplo, para compara performance, tiempo de
convergencia y precision en las estimaciones.
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D.4. Analisis de la Convergencia

Un aspecto importante a la hora de implementar los algoritmos [M-H] el muestreo de Gibbs o una
combinacion de éstos, esta asociada a la convergencia de la cadena de Markov, asi como también
la correlacién entre muestras. En este sentido se han realizado distintas propuestas para abordar
dicha problematica. A continuacién se describen algunas de las més relevantes.

Una vez que se ha logrado obtener una potencial distribucién a posteriori, es recomendable realizar:

- Una inspeccion visual en lo que refiere a la convergencia de las cadenas al valor estacionario.
Estas deben ser generadas a partir de distintas semillas.

- Verificar que la muestra obtenida, sin las iteraciones de burn-in, sea (aproximadamente) una
muestra independiente e idénticamente distribuida.

- Inspeccionar las funciones de autocorrelacién de los valores generados en la muestra. Dado que
la muestra proviene de una cada de Markov, deberia de observarse una correlacién positiva.

- Verificar la convergencia de la cadena a algin estadistico predefinido, por ejemplo, la media.

Un riguroso abordaje sobre andlisis de la convergencia, asi como de los algoritmos antes presentados
es presentados, puede encontrarse en Brooks, Gelman, Jones, and Meng| (2011)), |Gelman et al.
(2021)).
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Apéndice E

Modelo Lineales Mixtos

E.1. Introduccién

En los modelos lineales se asume que los regresores (8o, f1, - - -, Bp) son pardmetros fijos y desco-
nocidos, éstos corresponden a los llamados efectos fijos o fixed effects. Un nivel més de flexibilidad
puede alcanzarse al recurrir a los llamados donde ademés de los efectos fijos estan presentes
los llamados efectos aleatorios o random effects.

Al trabajar con[LMM] los regresores asociados a los efectos aleatorios son considerados como varia-
bles aleatorias, donde los parametros de su funcién de densidad pueden o no ser conocidos. Laird y
Ware 1982 fueron los pioneros en desarrollar estos conceptos para el caso de datos longitudinales.

La idea central detrds de LMM]radica en el hecho que, los efectos fijos modelan la forma en que
las medidas difieren en una muestra, y los efectos aleatorios modelan la variabilidad general entre
cierta unidad caracteristica o estructura de asociacién.

Desde esta nueva perspectiva se da paso a lo que se conoce como modelos jerarquicos, los cuales
pueden ser pensados como una extension de los modelos de regresién. A pesar de las similitudes
entre ambos modelos, a través de [LMM] es posible incluir en el andlisis subunidades especificas,
de acuerdo a las caracteristicas de la poblacién en estudio, lo que se traduce en agrupamientos de
acuerdo a algun criterio o caracteristicas intrinseca.

Una de las principales caracteristicas de [LMM] radica en la posibilidad de trabajar con conjuntos
de datos donde las observaciones no son independientes, es decir, existe un grado de correlacién
entre ellas, convirtiéndolos en modelos con mayor grado de flexibilidad.

En la practica es altamente probable encontrar datos correlacionados, un ejemplo de ello es la
repeticién de una medida de un mismo sujeto (o cluster) que forma parte de la muestra. Otro
ejemplo puede encontrarse al analizar los resultados que obtienen estudiantes de un mismo nivel,
podria ser el mismo grado en primaria, en sus pruebas finales a nivel nacional. Si tomamos muestras
en distintas instituciones educativas, es de orden pensar que el puntaje final de cada estudiante
esta correlacionado con la institucion donde se formd, entre otros factores. Bajo estas condiciones
estamos frente a una estructura jerarquica de dos niveles: escuelas y alumnos.
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M34s formalmente, los modelos lineales mixtos son una clase de modelos utilizados cuando los datos
presentan algunas de las siguientes caracteristicas: tienen una estructura de cluster (agrupados
y relacionados), son longitudinales (evolucién de un fenémeno a lo largo del tiempo), provienen
de medidas repetidas o estructuras jerdrquicas Morales Correa and Salazar Uribe (2016)); [West,|
[Welch, and ecki (2007). Algunas de sus ventajas radica en el hecho que es posible obtener mejores
estimaciones de los efectos fijos y disminuir el rango de variacién de los errores, por tanto mejora
la performance del modelo.

Comencemos por presentar la estructura del modelo de regresién lineal mixto:

Y= XB + ZU+e (E-1)
— —_l
Efectos Fijos Efectos Aleatorios

Siendo Y el vector de respuestas, X representa los efectos fijos, ZU y € modelan los efectos alea-
torios. A continuacién analizaremos las hipdtesis sobre U y € que permiten obtener las estimaciones
sobre los pardmetros del modelo.

Consideremos el caso en que los datos provienen de un conjunto de i sujetos ¢ € {1,2,3...,m} (o
clustesEI)7 donde para cada uno de ellos se han realizado (seleccionado) j € {1,2,...,n;} medidas
(integrantes del cluster). Ademds se han tomado en cuenta de p efectos fijos covariantes y ¢ efectos

aleatorios. Por lo tanto, el modelo de efectos mixtos para un sujeto 7 de acuerdo a (2017)
es:

p—1 g—1
Yij = Bo + Z Brxiji + wio + Z Uik Zijk T €ij (E.2)
k=1 k=1

Donde Yij € R, Xij € RP, B €RP, Zij e RY, U; € RY, €5 € R, €5 Z"Z\‘/i N(0,0’S), 7 =12,...,n; De
acuerdo a|[Fahrmeir, Kneib, Lang, and Marx| (2013)); [West et al.| (2007)) las hipdtesis para los efectos

aleatorios del modelo son: U; g N(0,%,), X, € R?*? matriz de covarianza, ¢; g N(0,%.), 2. €
R™*" matriz de covarianza, ¢ = 1,2,...,m. Ademds U; € (Uy,Us, ..., Un), € € (€1,€2,...,€mn)

independientes entre si.

En forma matricial, de acuerdo a [Brunner| (2012)); |Czado| (2018), la representacién es la siguiente:

Yi=Xif+ ZiUi+ €

i=1,2,...,m.

(E.3)

Yi1 X4 Z}
Vi=|vs | erry Xi= | X2 | error; z,= | Xi2 | e Rroxe

M4 wm;

1La descripcién dentro del paréntesis corresponde al caso en que los datos estan agrupados en clusters.
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Bo Ujo €0

B2 Ui2 €i2
8= B3 eERP; U; = U3 ER?; = | €3 | e R™
ﬂp—l Uiq—1 €in;
Si tomamos en cuenta todos los sujetos i = 1,2,...,m, el total de muestras esta dado por n =

>, n;, entonces el modelo general puede ser expresado de la siguiente manera:

Y =XB+2U +¢

(6 )

Donde Y € M,,«1 es el vector de respuestas, X € M, matriz de constantes conocidas, 8 € Mpx1
vector de parametros fijos desconocidos, Z € M, x4 matriz de constantes conocidas, U € M,,,4x1
matriz de efectos aleatorio&ﬂ € € M« residuos. Con € y U variables aleatorias, independientes
entre si, ademas I';.,

e = 0el,, son matrices diagonal cuya estructura es:

> 0 -+ 0 Y, 0 - 0
0o . - 0 0 % - 0
Le=1. . . | ERTMTTM N = . .| eRM

0 0 P 0 0 e,

‘731 Oryy ¢ Opy, Ug 0O --- 0

2
5 - O'T.IZ U.T2 . a'r.zq 5= 0 o2 -+ 0
O—qu UTZq . qu 0 0 e 0'5

Bajo estas condiciones, de acuerdo a Baumgartner| (2013)); |Czado| (2018)), el modelo representando
a través de puede ser expresado de la siguiente manera:

2En la literatura [Fahrmeir et al.| (2013)); [West et al.| (2007) puede encontrarse a las matrices X, Z con el nombre
matriz de diseno.
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Y|U ~ N(XB+ ZU,S.)

E.5
U~ N(0,T,) (E-5)
La distribucién marginaﬁ de Y esta dada por:
Y ~N(XB,X2

Y =2r,.7Z" +3.

En la siguiente seccién introduciremos algunos conceptos que seran el soporte para la estimacién y
prediccion de los parametros del modelo. Vale la pena aclarar que utilizaremos el término estimacion
cuando nos refiramos al valor que se obtiene, sujeto a un criterio, de los parametros correspondientes
a los efectos fijos, por hipdtesis éstos son constantes y a priori desconocidos. Mientras que, con el
fin de diferenciar la naturaleza de los parametros correspondientes a los efectos aleatorios, sobre los
cuales hemos hecho el supuesto que son desconocidos y que ademaés provienen de cierta distribucion
de probabilidad, a los valores obtenidos a través de algin criterio (que explicaremos més adelante)
los llamaremos prediccion.

E.1.1. REML

A la hora de estimar la varianza de los pardametros del modelo, en general, se utiliza la funcién de
maxima verosimilitud. Un camino alternativo, propuesto por Patterson and Thompson| (1971)), es
[Restricted Maximum Likelihood (REML)| el cual permite estimar la varianza cuando, por ejemplo,
las estimaciones por [ML]son sesgadas. La idea central detrds de es maximizar aquella parte
de la funcién de verosimilitud invariante a los efectos fijos.

Un posible abordaje en el anélisis es el siguiente: analizar los residuos sin tomar en cuenta los
efectos fijos, por ejemplo maximizando el logaritmo de la funcién de verosimilitud de KTY en
lugar de la correspondiente a Y, siendo K una matriz cuyas componentes son constantes, de rango
completo por filas, tal que KX = 0.

Teniendo en cuenta las hipétesis de normalidad e independencia de los efectos fijos y aleatorios

(E.4l [E.6) se llega a que Y ~ N(0, KTSK):

E(KTY)=E(KT"(XB+ ZU 4+¢) =0

E.7
Var(K'Y) = KTSK (E7)

Por lo tanto, el logaritmo de la funcién de méxima verosimilitud, a menos de una constante, esta
dado por:

1 1
lrEML(E) = —§ZOQ|KTZK| - §YTK(KTEK)_1KTY (E.8)

3Ver Chap. 4 en |[Balsells| (2009) o theorem 17.2 |Rencher and Schaalje| (2008]))
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Al utilizar REMI] se busca obtener X, y ¥, maximizando

Una caracteristica importante de cuando los datos son balanceadosﬂ esta vinculada al
hecho que sus estimaciones coinciden con las que se obtienen a través de ANOVA
loch, and Casellal 2006, Chap. 2 y Chap. 6). Ademds es una potente herramienta para datos no
balanceados en el andlisis de los modelos mixtos (Chap 2. |West et al.| (2007))), aunque hay que tener
cierto recaudo. Un completo desarrollo en la derivacién de la funcién [REMI] puede encontrarse en

(2007).

No debemos perder de vista que la aplicacién de ambos métodos y [REMLYJ) requiere optimizar
una funcién objetivo, lo cual se hace mediante algoritmos como Newton-Raphson o Expectation-
Maximization. De modo que [MT]y [REMI] bajo ciertas condiciones, pueden verse afectados debido
a problemas de convergencia.

En particular REMI] esta muy ligado a los grados de libertad de los efectos fijos, ya que la dimensién
de K depende de la dimension de X. Por lo tanto, su aplicacién requiere especial cuidado cuando,
el rango de la matriz X es grande en comparacién al tamano de la muestra.

Acerca de los métodos computacionales en el andlisis de los modelos mixtos, una excelente guia son
los articulos de Bates| (March 27, 2018)); Bates et al.| (2015]) o el articulo de |La1rd and Ware, (1982).
Mientras que acerca de la discusién m s REML] existe variada literatura, algunos ejemplos son
McCulloch and Searle| (2001); |[Pinheiro and Bates| (2000); |West et al.| (]2007[).

A partir de este momento ya estamos en condiciones de dar un paso mas en el andlisis de los
modelos mixtos en el sentido de estimar y predecir los pardmetros del modelo.

E.1.2. Estimacion de los parametros del modelo

A la hora de estimar y predecir los parametros asociados a los efectos fijos y aleatorios, es necesario
realizar algunas consideraciones adicionales respecto a las vistas anteriormente en los modelos de
regresion lineal. Vale la pena advertir que el desarrollo de estos resultados puede resultar tedioso.

En la literatura sobre LMM] puede encontrarse que, distintos autores han utilizado distintas hipéte-
sis o aproximaciones, en desarrollo de soluciones al problema de estimar y predecir los pardmetros
del modelo. El anélisis puede ser dividido en dos casos, dependiendo si ¥ es conocido o desconocido.

Asumir que X es conocido equivale a decir que I, y ¥, son conocidos, de modo que las hipétesis
del modelo dadas por [E-4] o implican sin embargo el camino inverso no siempre es valido.

Teniendo en cuenta este aspecto, una alternativa en el andlisis es la siguiente: cuando sélo se
requiere realizar la estimacién de 8, podemos partir del modelo marginal (asumiendo ¥ conocido);
mientras que cuando es de interés realizar la estimacién de 8 y prediccion de U partimos de

Caado) @015).

Las herramientas utilizadas en este tipo de problemas son el principio de maxima verosimilitud,
su variante [REMI] y las ecuaciones de Henderson. A continuacién presentaremos un esbozo de
los resultados més relevantes, siendo nuestro soporte las publicaciones [Davison| (2003); Hobmaier;
2011); McCulloch| (2003); McCulloch and Searle| (2001); [Pinheiro| (1994); [Pinheiro and Bates
2000); Rencher and Schaalje| (2008)); [Searle et al.| (2006)); West et al.| (2007).

4Se tienen datos balanceados cuando, por ejemplo, la cantidad de muestras repetidas para cada individuo es la
misma.

135



E.1.2.1. Caso 1 - Y conocido

Partiendo de la hipdtesis que X es conocida, a continuacién desarrollamos un bosquejo de las
alternativas para llegar a la estimacién de gy U.

Comencemos por estimar los efectos fijos del modelo, para este propésito utilizaremos la distribu-
cién marginal de Y dada por

Por lo tanto, tenemos que la funcién de densidad para un conjunto de observaciones y esta dada
por la normal multivariante:

fly:B) = 277—71/2|2|—1/26—{%(y—Xﬁ)TE’1(y—Xﬁ)} (E.9)
A partir de este punto la estimacién de 8 puede realizarse utilizando:

i. Principio de maxima verosimilitud: minimizando la funcién logaritmo de la verosimilitud,
obteniéndose asi Bpsr,.

ii. Minimos cuadrados generalizados: aplicando el mismo proceso utilizado en el modelo de
regresion, tomado en cuenta la simetria de X se obtiene el estimador Bgps.

Ambos caminos nos conducen al mismo resultado en la estimacién de los efectos fijos. La tabla [E.I]
resume la estimacién (Barr, BGLS

El desarrollo antes descrito se basa en el hecho que Y tiene una distribucién normal, sin embargo,
aunque esta hipdtesis no se cumpla se puede probar que la estimacion obtenida para X/ coincide
con el mejor estimador lineal insesgado [Best Linear Unbiased Estimator (BLUE)| es decir, el mejor
en el contexto de todos los estimadores lineales en y con menor varianza (Hayes and Haslett],|1999).

Efectos Fijos Efectos Aleatorios

Barr = Bars = (XTL1X)~XTx-ly BP(U) =iy, = I, 275" (y — XB)
Y. Conocido BLP(U) = ablp = py + CZ_l(y — /j,y)

BLUE(XS) = XBaL BLUP(U) = Tipup = py + CX Ny — py)

Tabla E.1: Estimacién de efectos fijos y prediccién de efectos aleatorios en cuando ¥ es conocida.

Podemos observar que 3yrr, depende de la inversa generalizada (X7 Y71 X)), la cual en general no
tiene una solucién tnica. Sin embargo, si reescribimos la expresién para el estimador de la siguiente
manera;

XBur = X(XTS1X)" X8y (E.10)

5Utilizaremos la notacién (A)~ para referirnos a la inversa generalizada de A.
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Se tiene que XBML es invariante debido a que X (XTYX~1X)~ X7 también lo es (McCulloch and
2001, Chap. 6.3).

La prediccién de los efectos aleatorios para el caso de X conocido, como mencionamos antes, la
realizaremos a partir de[E4]y [E-5] donde la funcién de densidad distribucién conjunta la podemos
expresar de la siguiente manera:

Los tres métodos frecuentemente utilizados en la prediccién de los efectos aleatorios son:
|dictor (BP)| [Best Linear Predictior (BLP)|y [Best Linear Unbiased Predictior (BLUP)| El primero
de ellos es utilizado cuando se tiene conocimiento de todos los parametros de la distribucién con-
junta entre U e Y, mientras que los otros dos son utilizados cuando sélo se tiene conocimiento de
algunos pardmetros de f(y,u) (Chap. 7 [Searle et al. (2006)). A continuacién estaremos desarro-
llando estos conceptos, la Tabla [E-I] resume los resultados que subsiguen.

El mejor predictor de U se obtiene al minimizar el error cuadratico medio. Recordemos que éste no
necesariamente es igual al predictor de minima varianza. Supongamos que la funcién de densidad
conjunta esta dada por f(y,u), entonces el error cuadratico medio en la prediccién de U es:

E((u—-U)'A(w—-U)) = //(ﬂ —u)TA@ —u) f(y,u)dydu (E.12)
Donde A es una matriz definida positiva y simétrica. Al minimizar [E.12] tenemos que:

BP(U) = Ty, = E(U|Y) (E.13)

Este resultado es véalido cualquiera sea f(y,u) y no depende de las caracteristicas de la matriz A
(McCulloch and Searlel 2001}, Sec. 9.8.a). Por otro lado el valor esperado y la varianza de BP(U)
son (McCulloch and Searle, 2001, Appendix S1):

Ey(uwy) = Ey(E,(UY)) = E(U)
(E.14)
Var(uy, —U) = E,(Var(U|Y))

De modo que U, es una VA cuyos momentos estan dados por y su funcién de densidad
depende de y, notar ademds que Uy, es insesgado sobre y.

A la hora de obtener el mejor predictor de u se requiere el conocimiento de la densidad conjunta
(f(u,y) = f(uly) f(y)), recordemos que Y tiene una distribucién normal, de acuerdo a[E.6| entonces
bajo estas condiciones se puede probar (Searle et al.l [2006, App. S2) que en su forma general:

()= (()-(&5 9) -

Dada esta condicién de normalidad genérica se puede probar (McCulloch and Searle, 2001, App.
S2.b.) que la distribucién condicional de U]Y esta dada por:

UlY ~N(py + CEHY — py), T, —CE1CT) (E.16)
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En particular bajo las hipétesis dadas por y

E(U) = Uy = 0
E(Y)=py =X
E.1
Var(U) =T, (E.17)
CT =Cov(Y,UT) = Cou(XB + ZU + €, UT) = ZCou(U,UT) = ZI'T
Por lo tanto, el primer y segundo momento de [BP]estard dado por:
BP(U) =Ty, = E(UY) = piy + CS7HY — py) (E18)
=1,.2T2" Yy — XB) '
Var(U|Y) =T, —cx~'c” (E.19)

A partir del desarrollo anterior podemos observar que BP(u) no necesariamente es lineal en y,
cuando esto ocurre, es decir u = a + By, siendo a un vector y B una matriz cuyas componentes

son constantes, estamos frente a lo que se define como Se puede probar (McCulloch and

2001, Chap. 9) que al minimizar [E.12] considerando « lineal en y y teniendo en cuenta las
definiciones dadas en se obtiene:

BLP(u) = Uy = pv + CE (Y — py)

=T,2TS"YY = XBu1) (£.20)

Es importantes resaltar en este punto lo siguiente, BLP(u) es un estimador insesgado en el sentido
que Ey(u) = E(u).

Hasta ahora desarrollamos los conceptos de y para dos VA cuya distribucién es f(y,u).
Cuando trabajamos con un modelo mixto, definido por[E-} existe una variacién de estos predictores

llamado [BLUP| se define como aquel que minimiza el [Mean Squared Error (MSE)|entre predictores
lineales insesgados. Partiendo de se puede demostrar (Cap 2. [McCulloch| (2003))):

BLUP(U) = tippup = pv + CE 1Y — py)

=T,2Ts" Y — XB) (.21)

El resultado anterior se obtiene cuando se cumple , tomando el estimador X B ML, es decir, el
de méxima verosimilitud (Searle et al., 2006, Chap. 7.5).

Por 1ltimo, queremos hacer notar las diferencias que existen en las hipdtesis a la hora de utilizar
predictores [BP} [BLP|[BLP] [BLUP| En en caso de [BP] exige asumir condiciones més exigentes
que [BLP] y a su vez [BLP| requiere de més exigencias que BLUP| En el primer caso necesitamos
del conocimiento de la distribucién conjunta f(u|y), mientras que para utilizar alcanza con
conocer de Y,U la esperanza y varianza, en tanto para [BLUP| es necesario el conocimiento de
Var(y) y Cov(U,YT). A pesar que hemos hecho uso de la hipétesis de normalidad, ninguno de los
tres predictores demanda esta condicién.
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E.1.2.2. Caso 2 - ¥ desconocido

En la practica generalmente no se conoce %, por lo tanto, no sélo se requiere estimar los efectos fijos
y predecir los efectos aleatorios, sino que también es necesario desarrollar técnicas que permitan
su estimacion. Existen diferentes caminos que nos conducen a resolver este problema, en nuestro

caso hemos decidido utilizar [ML] y [REML]

Al igual que hicimos para los efectos fijos con X conocido, podemos partir desde el modelo marginal
obtener la funcién de verosimilitud (o su logaritmo) y buscar los valores de 8 y ¥ que la hacen
minima.

La distribucién de Y tiene una matriz de varianza-covarianza dada por

¥ =2T,.Z7 + 3., que de acuerdo a las hipétesis para es funcion de T', y X.. Resulta
conveniente definir el vector 6 cuyas componentes son los coeficientes de T', y Y., es decir, § =
(02 Oy Origs s Oy Orggy Opogs - - - ,afq,crg).

Recordemos que ¥, es una matriz de matrices cuya diagonal esta formada por 3¢, = 021,,, del
mismo modo I', también es una matriz de matrices y su diagonal esta formada por las matrices
¥, (simétrica), donde 02 € R* y oy, € R, i # j.

Bajo estas condiciones, asumiendo que ¥ no es funcién de 8y ¥ = %(6), buscamos B\, 9 tal que
sea maximo el logaritmo de la funciéon de verosimilitud

1(B,%) = 1(B,0):

1(B,0) =argﬁe%a9x€®l(6,9;y) (E.22)
Siendo B=RPy © = {RT XRx---xRxRt xR---RxR*"}, § € © donde dim(0) = 1+q(q+1)/2,

entonces, la expresién anterior equivale a:

1(B,6) = sup U(B,6;y) (E.23)
BEB 0O
Maximizar [(3,0;y) nos lleva a un sistema de ecuaciones que corresponde a 9l/93 = 0 cuando 0
es fija y 01/00 = 0 cuando B es fijo y ) € 6, esto se traduceﬂ en:

Li)’;; Y) _ oo f= (XTS0)'X)" XTS(0) "ty
(B.24)

- _, 0% _ >
0 5 7) - (y - XB)"=(9) 1870;’(6) 1(Y*Xﬁ)> =0

al(B, 0; 1 _,9%(0
B, 0;y) _ tr<2(9) 19%(0)
a0y
Resolver el sistema de ecuaciones para 3 y € permite obtener los estimadores de maxima verosimi-
litud (Barr,Oarz). Dado que las ecuaciones se involucra a la inversa X!, el proceso se realiza en
forma numérica utilizando métodos de iteracién.

Un camino alternativo en la estimacién de las componentes de la varianza de Y es [REMI] como
mencionamos antes se analizan los residuos sin tomar en cuenta los efectos fijos. El objetivo serd
maximizar que nos permita estimar 6, es decir, el pardmetro de interés.

6Ver (McCulloch and Searlel 2001, Chap. 6 y App. M.5), (Searle et all 2006, Chap. 6, 7, App. M, App. S),
(Hobmaier}, |2011} Chap. 5.4), |Czado| (2018)
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Esto nos lleva a que la solucién §RE ML esta dada por:

é\REML = argrgnee’g{ ZREML(Q) (E25)

Una solucién a este problema de optimizacién se obtiene utilizando el Teorema de Khatri (Searle
et al. 2006, App. M.4f)), el cual establece que si K es de rango completo, KX = 0y ¥ es definida
positiva, entonces: P = K(KTYK) KT para P=Y"! - 3-1X(XT2-1X)~ X7, Aplicando
este resultado y bajo la hipétesis ¥ = >, 02Z; Z1 + 0.1,,, se llega al sistema de ecuaciones:

(tr(ﬁZZ—ZZ-T )> = (yTﬁTZZ-ZiT ﬁy> (E.26)
=1 q 7

yeees i=1,...,q

El proceso antes descrito nos permite llegar a estimaciones con menor sesgo respecto a las que se
podrian obtener a través de [ML] aunque la complejidad de cémputo es de similares caracteristicas
(McCulloch and Searle, 2001, Chap. 6.9, 6.12), (McCulloch} 2003, Chap. 8).

Llegados a este punto, conociendo 5 entonces es posible obtener ﬁn y f] por lo tanto, la prediccion
de U puede realizarse al igual como lo hicimos para X conocido, por ejemplo utilizando BLUP,
teniendo en cuenta que ahora dicha prediccién dependera de B y E es decir, U= F ZTS- Hy—-X ﬂ)

Efectos Fijos Efectos Aleatorios
B=(XTS1X)"XTS 1y U= TL,ZTS Yy - XB)
> Desconocido
R XML
Z pu—
YREML

Tabla E.2: Estimacién de efectos fijos y prediccion de efectos aleatorios en m cuando X es desconocida.

Resumiendo, la Tabla incluye los resultados antes analizados para de B\ , U cuando ¥ es desco-
nocido.

E.1.3. Ecuaciones de Henderson

Un resultado ampliamente difundido en la literatura de[LMM] corresponde a las llamadas ecuaciones
del modelo mixto, también conocidas como ecuaciones de Henderson (Henderson, [1953; [Vleck,
1998)), las cuales permiten obtener BLUP y para $ y u en forma simultanea.

Hemos visto que partiendo de [E-] se llega a la distribucién de
YU ~ NXB+ 2ZU,%3.) y U ~ N(0,T,). Con esta informacién el enfoque de Henderson fue
el siguiente: a partir de la distribucién conjunta f(y,u), maximizar la funcién de verosimilitud

L(B.usy) y obtener (3, 1).
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El desarrollo que permite llegar a las ecuaciones de Henderson se encuentra en [Czado| (2018);
Davison| (2003]); McCulloch| (2003)); McCulloch and Searle (2001); [Wul (2009). A continuacién pre-
sentaremos un breve esbozo.

Conociendo f(y|u) y f(u) se obtiene f(y,u), a partir de ésta llegamos a la funcién de verosimilitud
L(B,w;y):
[y, ) = f(y[a) - f(u)
(E.27)
L(B,w;y) oc el 20— XB-2WT S (y=XB-Zw)}  o{~3u'l Mu}

Buscamos maximizar L(§,u;y) que nos permita obtener (B, 1), para ello utilizamos el logaritmo
de la funcién de verosimilitud (3, u;y), esto nos conduce a:

15.wy) o —5 (v = X5 - 20S v - X5 - 2w + T ) (B29)
(B.8) = aug min, 1(8.w:y) (520
=t

Esto nos conduce a las ecuaciones del modelo mixto o ecuaciones de Henderson:

XTylx XTy 1z B XTx 1y
ZTSX 275 Z410) Gy 7Ty (E.30)

El sistema de ecuaciones puede ser resuelto cuando se tiene conocimiento de ¥, y I';., como hemos
mencionado antes en la practica esto no sucede, por lo tanto, métodos de iteracion son utilizados
en la busqueda de soluciones.
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Apéndice F

Test de Comportamiento -
Identificacion de TEA

F.1. El Test

El conjunto de datos elegido y utilizado en el Cap.[5es el denominado “Autistic Spectrum Disorder

Screening Data for Toddlers” [Thabtah! (2020)). La forma en que se han obtenido las respuestas al
test de comportamiento para la identificacion del es a través de la plataforma ASDTests

(Thabtahl, [2017D).

Figura F.1: Aplicacién ASDTests disponible en https://www.asdtests.com/#.

Complementando la informacién presentada en el Cap. [p| la Tabla muestra las preguntas, en
su idioma de origen, realizadas en el test.

143


https://www.asdtests.com/#

Tabla F.1: Preguntas en el Test.

Variable in Dataset

Type

Corresponding Q-chat-10-Toddler Features

Al

A2

A3

A4

A5

A6

AT

A8

A9

Al10

Binary {0,1}
Binary {0,1}

Binary {0,1}

Binary {0,1}

Binary {0,1}
Binary {0,1}

Binary {0,1}

Binary {0,1}
Binary {0,1}

Binary {0,1}

Does your child look at you when you call his/her name?
How easy is it for you to get eye contact with your child?

Does your child point to indicate that s/he wants something?
(e.g. a toy that is out of reach)

Does your child point to share interest with you?
(e.g. pointing at an interesting sight)

Does your child pretend? (e.g. care for dolls, talk on a toy phone)
Does your child follow where you're looking?

If you or someone else in the family is visibly upset, does your child
show signs of wanting to comfort them? (e.g. stroking hair, hugging them)

Would you describe your child’s first words as:
Does your child use simple gestures? (e.g. wave goodbye)

Does your child stare at nothing with no apparent purpose?
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Apéndice G

Resultados Complementarios

G.1. Analisis Descriptivo

Diag. Autsmo: No Diag. Autsmo: Si

T 3 4 5 & 7 & § w_ 6 1 2z 3 4 5 & 7 § 5§ ®n

Sexo F [ Sexo M
750
%
Class. ASD. Traits.

™) | Diag. Autismo: No
Diag. Autismo: Si

%

A A2 A3 A Ao AT Ao A0 Al Az A3 At As As AT AB ~

Figura G.2: Cantidad de respuestas correctas, segin el diagnéstico recibido, agrupadas por Sexo y categoria de edad.
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Sexo F

SexoM

oN opuner

A1 A2 A3 A4 A5 As

AT As Ao A0 A1 A2 A3 A4 A5 AC
tem

AT A8 A9 AI0

Class.ASD. Traits.

Diag. Autismo: No
Diag. Autismo: Si

Figura G.3: Cantidad de respuestas correctas, segin el diagnéstico recibido, agrupadas por Sexo e ictericia (Jaun-

dice).

Medidas de resumen de las variables involucradas en el anilisis.

> summary (df _data_all)

1st Qu.:
Median :

Mean

3rd Qu.:

Max.

1st Qu.:
Median :

Mean

3rd Qu.:

Max.

A8
Min.

1st Qu.:
Median :

Mean

3rd Qu.:

Max.

Score
Min.

1st Qu.:
Median :

Mean

3rd Qu.:

Max.
(Other)

Family_mem_with_ASD

no :861
yes:164
Self

ID
2
5
HIR)
7
:10

A4

i-'-.-xé»—\oé

=R, OOOOo

o 00U Wwo

67 .
31.
28.
91.
54.

(ool e NeNe

0000
0000
0000
5141
0000
0000

0000
0000
0000
4556
0000
0000

.000
000
000
205
000
000

1st Qu.:
Median :

3rd Qu.:

Max.

1st Qu.:
Median :

3rd Qu.:

Max.

77

family member:1018
Others :

Al A2 A3
:0.00  Min. :0.0000  Min. :0.000
0.00 1st Qu.:0.0000 1st Qu.:0.000
1.00 Median :0.0000 Median :0.000
:0.56  Mean :0.4478  Mean :0.402
1.00  3rd Qu.:1.0000 3rd Qu.:1.000
:1.00 Max. :1.0000 Max. :1.000
A5 A6 A7
:0.0000  Min. :0.0000  Min. :0.0
0.0000 1st Qu.:0.0000 1st Qu.:0.0
1.0000 Median :1.0000 Median :1.0
:0.5249  Mean :0.5737  Mean :0.6
1.0000 3rd Qu.:1.0000 3rd Qu.:1.0
:1.0000 Max. 1.0000 Max. :1.0
A10 Age_Mons
:0.0000 Min. :0.0000  Min. 12
:0.0000 1st Qu.:0.0000 1st Qu.:23.
:0.0000 Median :1.0000 Median :30.
:0.4898  Mean :0.5834  Mean 127.
:1.0000 3rd Qu.:1.0000 3rd Qu.:36
:1.0000 Max. 1.0000 Max. :36
Ethnicity Jaundice

White European:329 no :742

asian 12901 yes:283

middle eastern:181

south asian H-Y4

black : b1

Hispanic : 39

3

No :317
Yes:708
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000
000
000
537
000
000

.00

00
00
88

.00
.00

Who.completed.the.test Class.ASD.Traits. Age_cat

L1:276
L2:749



G.2. Modelo de Rasch

A continuacién se presentan resultados complementarios sobre el denominado modelo m_rasch.

1.0

© AT
o 7 A10
AB
7 o | Al
33 AS
3 A4
2 I A9
o ° A8
A2
N A3
o
o
< I | I | I | I | I
-4 3 2 1 0 1 2 3 4

Rasgo Latente

Figura G.4: Curvas caracteristicas de los items.

Informacién

000 005 010 015 020 025

Rasgo Latente

Figura G.5: Curvas de informacién vs Rasgo Latente.

La tabla muestra el resultado del Test de Wald aplicado al modelo de Rasch. Observar que
cuando p — value < «, entonces, existe indicios que los items difieren significativamente entre los
examinados con score por encima y por debajo del score medio.

Tabla G.1: Resultados del Test de Wald aplicado al modelo m_rasch.

z Pr(> Chisq)

Ba1 0204 0,838
Baz  0.607 0,544
Baz  -0.190 0,850
Bas  -1.587 0,1131
Bas  -1.628 0,103
Bas  -3.339 < 0,01
Bar  -1.806 < 0,01
Bas  2.325 0,071
Bag  -3.356 < 0,01
Bawo 10.691 < 0,01
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> summary (m_rasch)

Results of RM estimation:

Call: eRm::RM(X = df_data_all %>% select(A1:A10))
Conditional log-likelihood: -3752.322

Number of iterations: 8

Number of parameters: 9

Item (Category) Difficulty Parameters (eta): with 0.95 CI:
Item Easiness Parameters (beta) with 0.95 CI:

Estimate Std. Error lower CI upper CI
beta Al 0.217 0.070 0.079 0.354

beta A2 -0.405 0.070 -0.542  -0.267
beta A3 -0.663 0.071 -0.802 -0.524
beta A4 -0.038 0.070 -0.175 0.099
beta A5 0.021 0.070 -0.115 0.158
beta A6 0.294 0.070 0.156 0.432
beta A7 0.759 0.073 0.615 0.902
beta A8 -0.361 0.070 -0.499 -0.224
beta A9 -0.173 0.070 -0.309 -0.036
beta A10 0.349 0.071 0.210 0.487

Goodness-of-Fit Results:

Collapsed Deviance = 417.909 (df = 90, p-value = 0)
Pearson R2: 0.275

Area Under ROC: 0.802
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G.3. Modelo de Rasch de Regresiéon Latente - Inferencia
Clasica

> summary(m2_rasch_glmm)

Generalized linear mixed model fit by maximum likelihood (Laplace Approximation) [’glmerMod’]
Family: binomial ( logit )

Formula: Resp ~ -1 + Item + Sex + (1 | ID)

Data: df_data_all_long

Control: glmerControl(optimizer = "bobyga", optCtrl = list(maxfun = 1e+06))

AIC BIC 1logLik deviance df.resid
12424.5 12511.4 -6200.3 12400.5 10238

Scaled residuals:
Min 1Q Median 3Q Max
-3.2892 -0.6994 0.2948 0.6882 3.1090

Random effects:

Groups Name Variance Std.Dev.

ID (Intercept) 1.931 1.39

Number of obs: 10250, groups: ID, 1025

Fixed effects:

Estimate Std. Error z value Pr(>|z|)

ItemAl 0.04904 0.11338 0.433 0.66533
ItemA2 -0.57264 0.11364 -5.039 4.68e-07 ***
ItemA3 -0.83089 0.11445 -7.260 3.88e-13 ***
ItemA4 -0.20552 0.11319 -1.816 0.06942 .
ItemA5 -0.14618 0.11319 -1.291 0.19654
ItemA6 0.12567 0.11351 1.107 0.26825
ItemA7 0.58951 0.11516 5.119 3.07e-07 **x
ItemA8 -0.52921 0.11353 -4.661 3.14e-06 ***
ItemA9 -0.34019 0.11326 -3.004 0.00267 **
ItemA10 0.18073 0.11363 1.591 0.11171
Sexm 0.40421 0.10792 3.745 0.00018 *x*x*

Signif. codes: O “*x*’ 0.001 ‘**’ 0.01 ‘%’ 0.05 ‘.’ 0.1 ¢ ° 1

Correlation of Fixed Effects:
ItemAl ItemA2 ItemA3 ItemA4 ItemA5 ItemA6 ItemA7 ItemA8 ItemA9 ItmA10
ItemA2 0.587

ItemA3 0.583 0.587

ItemA4 0.589 0.590 0.586

ItemA5 0.589 0.590 0.586 0.591

ItemA6 0.586 0.586 0.581 0.588 0.588

ItemA7 0.576 0.573 0.568 0.577 0.577 0.576

ItemA8 0.588 0.590 0.588 0.590 0.590 0.586 0.574

ItemA9 0.589 0.591 0.587 0.591 0.591 0.588 0.576 0.591

ItemA10 0.586 0.585 0.580 0.587 0.587 0.585 0.575 0.585 0.587

Sexm -0.661 -0.663 -0.660 -0.663 -0.663 -0.659 -0.646 -0.664 -0.664 -0.658
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G.4. Modelo de Rasch de Regresiéon Latente - Inferencia
Bayesiana

> summary(m4_rasch_B_glmm)

Family: bernoulli

Links: mu = logit

Formula: Resp ~ -1 + Item + Sex + Age_cat + Jaundice + (1 | ID)
Data: df_data_all_long (Number of observations: 10250)

Draws: 4 chains, each with iter = 2000; warmup = 1000; thin = 1;
total post-warmup draws = 4000

Group-Level Effects:

~ID (Number of levels: 1025)

Estimate Est.Error 1-95% CI u-95% CI Rhat Bulk_ESS Tail_ESS

sd(Intercept) 1.43 0.05 1.34 1.53 1.00 1431 2107

Population-Level Effects:
Estimate Est.Error 1-95% CI u-95% CI Rhat Bulk_ESS Tail_ESS

ItemAl 0.03 0.14 -0.25 0.32 1.00 801 1820
ItemA2 -0.59 0.15 -0.88 -0.30 1.00 819 1823
ItemA3 -0.86 0.14 -1.13 -0.56 1.00 824 1957
ItemA4 -0.23 0.15 -0.50 0.08 1.00 797 1876
ItemA5 -0.17 0.15 -0.44 0.12 1.00 798 1777
ItemA6 0.11 0.15 -0.18 0.39 1.00 799 1790
ItemA7 0.57 0.15 0.29 0.86 1.00 792 1987
ItemA8 -0.55 0.15 -0.83 -0.26 1.01 764 1963
ItemA9 -0.36 0.14 -0.64 -0.07 1.01 720 1866
ItemA10 0.16 0.15 -0.12 0.45 1.00 814 1769
Sexm 0.41 0.11 0.19 0.62 1.00 1137 2169
Age_catL2 -0.01 0.12 -0.25 0.22 1.00 1170 2103
Jaundiceyes 0.11 0.11 -0.11 0.33 1.00 1694 2310

Draws were sampled using sampling(NUTS). For each parameter, Bulk_ESS
and Tail_ESS are effective sample size measures, and Rhat is the potential
scale reduction factor on split chains (at convergence, Rhat = 1).
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Figura G.8: Distribucién a posteriori de los
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G.5. Curva ROC

(a) Mod. de Rasch. (b) Mod. de Rasch GLMM. (c) Mod. de Rasch bayesiano GLMM.

Figura G.10: Curva ROC.
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Apéndice H

Cdédigo en R

# Semilla
set.seed(13579)

# Bibliotecas

library(tidyverse) # data processing

library(ggplot2) # plots

library(1me4) # GLMM

library(eRm) # Rasch Model

library(brms) # Bayesian GLMM

library(loo) # loo

library(car) # Anova

library(caret) # confusion matrix, model performance

library (pROC) # plot ROC

# ______________________________________________________________________________________
# Funciones

# ______________________________________________________________________________________
## Proporcién de Ceros

prop_zero <- function(x) mean(as.numeric(x) == 0)

## Entropia

H <- function(y){

H <~ (sum(y)/length(y))*log((sum(y)/length(y))~{-1}) +
(1-sum(y)/length(y))*log((1-sum(y)/length(y)) ~{-1})
return(H)

3
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## DIC
f_dic <- function(y_data, y_pbinom_m,log_lik m){

logLikelihood <- function(y,prob) sum(dbinom(y,1, prob, log=T))
pDIC <- 2*(logLikelihood(y_data,y_pbinom_m) - mean(log_lik_m))

dic <- -2*logLikelihood(y_data,y_pbinom_m) + 2*pDIC

return(dic)

}

# ______________________________________________________________________________________
# Dataset

# ______________________________________________________________________________________

# Los datos se encuentran disponibles en:
# https://www.kaggle.com/datasets/fabdelja/autism-screening-for-toddlers

df_data_all <- read.csv("Toddler_Autism_dataset_July_2018.csv",
sep = ",",header = TRUE)

df_data_all <- as_tibble(df_data_all)
## Transformacidén de variables

df _data_all <- df_data_all %>%

mutate(Sex = as.factor(Sex),

Ethnicity = as.factor(Ethnicity),

Jaundice as.factor (Jaundice),

Family_mem_with_ASD = as.factor(Family_mem_with_ASD),
Who.completed.the.test = as.factor(Who.completed.the.test),
Class.ASD.Traits. = as.factor(Class.ASD.Traits.))

f_data_all <- df_data_all %>%
rename (Score = Qchat.10.Score) %>%
rename (ID = Case_No)

df_data_all <-
df_data_all %>%
mutate (Age_Mons_Norm = (Age_Mons - min(Age_Mons))/(max(Age_Mons) - min(Age_Mons)))

df _data_all <-
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df_data_all %>%
mutate(Age_cat = ifelse(Age_Mons < 24 ,"L1","L2")) %>%
mutate (Age_cat = as.factor(Age_cat))

## Limpieza de datos

df _data_all <- df_data_all %>%
filter(!Who.completed.the.test %inJ, c("Health care professional","Health Care Professional"))

df _data_all$Who.completed.the.test <- droplevels(df_data_all$Who.completed.the.test)

## Datos ’Long’

df_data_all_long <-

df _data_all %>%

select(ID,A1:A10,Jaundice, Sex, Class.ASD.Traits.,Age_Mons_Norm,Age_cat) %>%
# Transformo a formato ’long’
pivot_longer(!c(ID,Jaundice,Sex,Class.ASD.Traits.,Age_Mons_Norm,Age_cat),
names_to = "Item", values_to = "Resp")

df _data_all_long <- df_data_all_long %>%
mutate(Item = factor(Item,

1evels = C(llAlll’||A2|”||A3|”HA4"’"A5||’
IIA6I| s IIA7" s |IA8I' s |IA9I| s llAlOll)) s

Resp = as.factor(Resp))

m_rasch_eRm <- eRm::RM(df_data_all %>} select(A1:A10))
m_rasch_eRm_gofit <- eRm::gofIRT(eRm: :person.parameter (m_rasch_eRm))
eRm: :Waldtest (m_rasch_eRm, splitcr = "mean"

## M. Confusién & AUC

summary (m_rasch_eRm_gofit)

# ______________________________________________________________________________________
# Rasch Model - GLMM

# ______________________________________________________________________________________
## Modelos
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ml_rasch_glmm <- glmer(Resp ~ -1 + Item + (1 | ID),
family = binomial,

data = df_data_all_long,

control = glmerControl(optimizer = "bobyqga",
optCtrl = list(maxfun = 100000)))

m2_rasch_glmm <- glmer(Resp ~ -1 + Item + Sex + (1 | ID),
family = binomial,

data = df_data_all_long,

control = glmerControl(optimizer = "bobyqga",

optCtrl = list(maxfun = 1e6)))

m3_rasch_glmm <- glmer(Resp ~ -1 + Item + Sex + Age_cat + (1 | ID),
family = binomial,

data = df_data_all_long,

control = glmerControl(optimizer = "bobyqa",

optCtrl = list(maxfun = 1e6)))

m4_rasch_glmm <- glmer(Resp ~ -1 + Item + Sex + Age_cat + Jaundice + (1 | ID),
family = binomial,

data = df_data_all_long,

control = glmerControl(optimizer = "bobyqa",

# optimizer ="Nelder_Mead",

optCtrl = list(maxfun = 1e6)))

## Check Efectos fijos

car::Anova(m2_rasch_glmm, type="II")

## Comparacién de Modelos

anova(ml_rasch_glmm,
m2_rasch_glmm,
m3_rasch_glmm,
m4_rasch_glmm,
test="Chi")

## IdC y Bootstrapping
m2_rasch_glmm_idc <-
confint (m2_rasch_glmm, method = "Wald") %>%

as.data.frame() %>Y%
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rownames_to_column() %>%

rename (Item = rowname,

Q2.5 = ‘2.5 %°¢,

Q97.5 = “97.5 %) %>%

slice(2:n()) %>%

mutate (Est = item_par_m2_rasch_glmm$Est) %>%
mutate (Metodo = "Wald") %>%

select(Item, Est, Q2.5,Q97.5,Metodo)

## Test Normalidad

ks.test(residuals (m2_rasch_glmm), "pnorm")
tseries::jarque.bera.test(residuals(m2_rasch_glmm))

## M. Confusidn & AUC

m2_rasch_glmm_roc <-

PROC: :roc(response = df_data_all_long$Resp,
# response = df_valid_long$Resp,

predictor = predict(m2_rasch_glmm,

df _data_all_long,

type = "response"))

# ______________________________________________________________________________________
# Rasch Model - GLMM Bayesian

# ______________________________________________________________________________________
## Modelos

priorl_lv_glmm <- prior("normal(0, 10)", class = "b") +

prior ("normal(0, 20)", class = "sd", group = "ID")
bf_yl <- bf( Resp ~ -1 + Item + (1 | ID) )

ml_rasch_lv_glmm <- brm(formula = bf_yl,
family = brmsfamily("bernoulli", link = "logit"),

prior = priorl_lv_glmm,

data = df_data_all_long,

file = "Models_fulldataset/ml_rasch_lv_glmm",

chains = 4,

iter = 2000,

warmup = 1000,

)

prior2_lv_glmm <- prior("normal(0, 10)", class = "b") +
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prior("normal(0, 20)", class = "sd", group = "ID")
bf_y2 <- bf( Resp ~ -1 + Item + Sex + (1 | ID) )

m2_rasch_lv_glmm <- brm(formula = bf_y2,

family = brmsfamily("bernoulli", link = "logit"),
prior = prior2_lv_glmm,

data = df_data_all_long,

file = "Models_fulldataset/m2_rasch_lv_glmm",

chains = 4,

iter = 2000,

warmup = 1000

)

prior3_lv_glmm <- prior("normal(0, 10)", class = "b") +

prior("normal(0, 20)", class = "sd", group = "ID")

bf_y3 <- bf( Resp ~ -1 + Item + Sex + Age_cat + (1 | ID) )

m3_rasch_lv_glmm <- brm(formula = bf_y3,

family = brmsfamily("bernoulli", link = "logit"),

prior = prior3_lv_glmm,

data = df_data_all_long,

file = "Models_fulldataset/m3_rasch_lv_glmm",

chains = 4,

iter = 2000,

warmup = 1000

)

prior4_lv_glmm <- prior("normal(0, 10)", class = "b") +

prior("normal(0, 20)", class = "sd", group = "ID")

bf_y4 <- bf( Resp ~ -1 + Item + Sex + Age_cat + Jaundice + (1 | ID) )

m4_rasch_lv_glmm <- brm(formula = bf_y4,
family = brmsfamily("bernoulli", link = "logit"),

prior = prior4_lv_glmm,

data = df_data_all_long,

file = "Models_fulldataset/m4_rasch_lv_glmm",
chains = 4,

iter = 2000,

warmup = 1000

)
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## Plot Estimacidén y Cadenas, ppcheck
plot(m2_rasch_lv_glmm, ask=FALSE)

pp_check(m4_rasch_lv_glmm, type = "stat",
stat = "mean", ndraws = 1000) +
xlab("Media") +

theme_bw()

pp_check(m4_rasch_lv_glmm, type = "stat",
stat = "prop_zero", ndraws = 1000) +
theme_bw()

pp_check(m4_rasch_lv_glmm, type = "stat",
stat = "H", ndraws = 3000) +
theme_bw ()

## Seleccién de Modelo

y_pbinom_m4 <-predict(m4_rasch_lv_glmm) 7%>%
as.data.frame() %>Y%

select (Estimate) %>%

pull()

log_lik_m4 <-
as_draws_matrix(m4_rasch_lv_glmm) %>%
as.data.frame() %>%

select(1p__) %>%

pull

dic_m4 <- f_dic(as.numeric(df_data_all_long$Resp) -1,
y_pbinom_m4,
log_lik_m4)

loo_models <- loo::loo_compare(loo::loo(ml_rasch_lv_glmm),
loo::loo(m2_rasch_lv_glmm),
loo::loo(m3_rasch_lv_glmm),
loo::loo(m4_rasch_lv_glmm))

## M. Confusidn & AUC

m4_rasch_lv_glmm_roc <-

PROC: :roc(response = df_data_all_long$Resp,
# response = df_valid_long$Resp,

predictor = predict(m4_rasch_lv_glmm,

type = "response")[ ,"Estimate"])
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