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Resumen

Las curvas elipticas y las formas modulares son unos de los objetos mas estudia-
dos en la teoria de nimeros moderna, siendo las primeras un objeto también de la
geometria algebraica y las segundas del analisis complejo. En esta monografia, nos
introduciremos en el estudio de ambas, teniendo como leitmotiv el problema de los
numeros congruentes, que contaremos enseguida. Daremos tres enunciados equiva-
lentes en términos de curvas elipticas, L-series y formas modulares, de los cuales una
implicancia depende de la conjetura de Birch y Swinnerton-Dyer, uno de los siete
problemas del milenio del instituto Clay, que serviran como cadena para saber si un
nimero es congruente.

Este trabajo se basa principalmente en el libro de Neal Koblitz “Introduction to
Elliptic Curves and Modular Forms”|[Kob93|.
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Introduccion

La matematica ha acompanado a la humanidad desde el comienzo de su historia,
y la mayor influencia de la antigiiedad la tenemos hoy desde la antigua Grecia.
En esos lares y por aquellos tiempos, la matemética era vista casi inicamente en
términos de la geometria euclideana, por lo que es entendible, aunque igualmente
sorprendente, que el segundo libro con més ediciones publicadas (y uno de los més
divulgados), después de la Biblia, sea “Los elementos”, de Euclides [War21] Pagina
73]. Los objetos més estudiados (o al menos es la sensacién que me deja su influencia)
fueron la circunferencia, con su constante m, y los tridngulos rectdngulos, con su
famoso Teorema de Pitdgoras.

Sobre éstos ultimos, se han planteado y respondido muchas preguntas, siendo
algunas tan dificiles que necesitaron siglos para obtener su respuesta. Una de éstas
preguntas se la hicieron los antiguos griegos: ;cuando un niimero natural n es el area
de un tridngulo rectangulo con lados racionales? Un nimero con esa cualidad es un
numero congruente. Esta pregunta también se hicieron los arabes alrededor del
siglo X, pero preferian trabajar con una equivalente: dado un n, jcuando existe un
racional x tal que z,z +n y x — n son los tres cuadrados de racionales? Esta sera
la primera proposicién que veremos. Los matematicos se preguntaron sobre estos
nameros por muchisimos anos. Euler, por ejemplo, fue el primero en mostrar que
el 7 es un nimero congruente, y Fermat el primero en demostrar que el 1 no lo es.
El problema que abordaremos serd dar una manera simple de decidir cuando un
nimero natural n es congruente, que fue casi resuelto por Tunnell en 1983 mediante
el siguiente teorema:

TEOREMA 1. Sea n es un entero positivo libre de cuadrados. Sin es un nimero
congruente, entonces:
#{x,y,2z € Z: 20 + y* + 3222} = %#{w,y,z €7Z:n=2x>+y>+82%}
st es impar;
#{x,y,z € 7 4x® + y% + 3222} = %#{x,y,z €7 :n=4x% + y? + 82%}
St M es par.
St la conjetura débil de Birch y Swinnerton-Dyer es cierta para las curvas elipticas

E,, entonces el reciproco también es cierto, o sea, las igualdades de arriba implican
que n es un numero congruente.

El trabajo se divide en cuatro capitulos que funcionan de la siguiente forma:
definimos un objeto, trabajamos con el mismo y al final, vemos cémo usarlo para
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6 INTRODUCCION

acercarnos a resolver el problema principal. En el primero introduciremos el proble-
ma y veremos curvas elipticas; en el segundo veremos las funciones L de Hasse-Weil
y hablaremos sobre la conjetura de Birch y Swinnerton-Dyer; en el tercero veremos
las formas modulares; y en el cuarto, con todo lo necesario ya definido, enunciaremos
tres teoremas fuertes y veremos cémo se usan para terminar el problema.

Primero, a cada natural n le podemos asociar una curva E,, : 4% = 23 — n’z,
que resulta ser una curva eliptica sobre Q. Una curva eliptica acepta estructura de
grupo abeliano finitamente generado, y a la dimension del subgrupo libre se le llama
rango. El primer resultado al que llegamos es: que un numero n sea es congruente
equivale a que el rango de la curva eliptica E, sea positivo.

Segundo, para una curva eliptica F,, se define su correspondiente funcién com-
pleja L(E,, s) como un producto infinito. El préximo gran resultado al que llegamos
es a que esta funcion L se puede extender a una funcién meromorfa en todo el plano
complejo. Luego, un teorema de Coates y Wiles nos dice que si la curva FE, tiene
rango positivo, entonces L(E,,1) = 0, y si aceptamos la conjetura débil de Birch y
Swinnerton-Dyer, que dice, en particular, que L(E,1) = 0 si y s6lo si el rango de la
curva F es positivo, tenemos el reciproco. Esto, mediante la equivalencia menciona-
da anteriormente, nos acerca a lo que buscamos como solucién del problema de los
ndmeros congruentes.

Tercero y cuarto, estan las formas modulares, que se pueden definir como fun-
ciones analiticas en el semiplano superior H holomorfas en el infinito que son in-
variantes bajo la accién de un subgrupo de SLy(Z). Sobre estas, Shimura[Shi73] y
Kohnen[Koh80], este ultimo utilizando el teorema de Waldspurger[Wal81a][Wal81b],
prueban que hay un isomorfismo entre las siguientes formas cuspidales:

Sit5(To(4)) — Sp_1(D),

Utilizando esto, Tunnell[Tun83|] prueba que existe una forma modular f; con co-
eficientes relativamente sencillos de calcular para la cual L(E,,1) = 0 si y sélo si
el coeficiente n—ésimo de f; es nulo. Juntando todo, tenemos lo que buscabamos
(en la tdltima péagina puede encontrar un esquema): una forma relativamente sencilla
de saber si un nimero es congruente o no. El nico paso que se necesitaria para
que este problema de antano se cierre, es que se pruebe la conjetura de Birch y
Swinnerton-Dyer (o al menos, la conjetura débil), que al momento de escribir esta
monografia es un problema abierto.
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Capitulo 1

De los niimeros congruentes a las curvas elipticas

En este capitulo, definiremos lo que es un ndmero congruente y probaremos
algunas propiedades y equivalencias bésicas de estos, veremos cémo asociarle cierta
curva eliptica a cada natural n, definiremos y trabajaremos con curvas elipticas,
usaremos reticulos para probar que son un grupo abeliano y, al final, daremos una
condicién necesaria y suficiente para que un nimero sea congruente en términos de
su curva eliptica asociada.

1. Numeros congruentes

DEFINICION 1.1. Un niimero congruente es un r € Q tal que existe un tridngulo
rectangulo de lados racionales con area 7.

EjEMPLO 1.1. El 6 es congruente ya que el triangulo de lados 3, 4 y 5 tiene

area 6. Lo mismo para el 5, con tridngulo de lados (%, %, %), y el 7, con triangulo
(% 35 &)
5712 60 /°

Si r es un nimero congruente con triangulo asociado de lados X, Y, Z, existe s €
Q tal que n = s?r es un natural libre de cuadrados. El drea del tridangulo sX, sY, sZ
es n, por lo que podemos considerar sin pérdida de generalidad niimeros congruentes
naturales libres de cuadrados, que es lo que haremos de ahora en adelante.
Notar que en la definicién de nimero congruente no pedimos que el tridngulo sea
Unico, de ahi que la siguiente proposicion tiene sentido.

PROPOSICION 1.1. Sea n un entero positivo libre de cuadrados. Existe una co-
rrespondencia biyectiva entre los tridngulos de lados racionales X <Y < Z con drea
n y los nimeros x tales que x, x —n y x +n son el cuadrado de un racional, y estd
dada por:

(1.1) XY, 7 —x= ()2

r—X=Vr+n—Vzr—n, Y=Vet+tn+Vr—n, Z=2/z

Un ntimero congruente es entonces un n para el que existe una solucién racional
al sistema

(1.2) Xy

X?+Yi=27
2 T
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10 1. DE LOS NUMEROS CONGRUENTES A LAS CURVAS ELIPTICAS

que podemos, sumando y restando cuatro veces la segunda ecuacion a la primera,
relacionar en (£3%)2 £)2 £ n. Si multiplicamos estas dos ecuaciones entre si,
obtenemos (W)2 (%)4 —n?, 0 sea que un n congruente nos da una solucién
racional a la ecuacién v? = u* — n? siendo v = w yu= % Multiplicamos
ahora por u? y obtenemos (uv)? = u® — n?u?. Si denotamos x = u? (notar que es
el mismo z de la Prop. e y = uv, tenemos que un nimero congruente n nos da

una solucion racional a la ecuacién

(1.3) y? =23 — n’z.

El reciproco no es directamente cierto, o sea, si un punto (x,y) es solucién a la
ecuacion, no quiere decir que la coordenada x venga de algin tridangulo de area n ya
que, para empezar, r = u’ = (ZTQ) tiene que ser el cuadrado de un racional. Segundo,
el denominador de z debe ser par. Para ver esto, veamos que si el triangulo asociado a
n es X, Y, Z, podemos multiplicar por algtin racional s para que X' = sX, Y’ = sY
y Z' = sZ sean una terna de Pitagdrica primitiva, esto es. una terna Pitagérica
donde los lados son coprimos dos a dos. En dicha terna, uno de los catetos es par, el
otro impar y por lo tanto Z’ impar. [| Como el drea de X', Y', Z' es s°n = # €7

2
. . 2 /
y n es libre de cuadrados, deducimos que s € Z y por lo tanto x = (%) = (%)
tiene denominador par.

Una tercera condicion es que el numerador de x sea coprimo con n. Para ver esto,
supongamos por absurdo que existe un primo p > 2 que divide tanto al numerador
X+Y

2

. 2
de x como a n, entonces divide al numerador de x + n = ( ) , 1y por lo tanto

al de £ ZQ'EY. Si divide a estos dos términos, divide a su suma X y a su diferencia Y,

y por lo tanto p? divide a n = %, lo que es absurdo porque habiamos tomado n
libre de cuadrados.

La siguiente proposicion nos dice que estas tres condiciones no son sélo necesa-
rias, si no suficientes.

PROPOSICION 1.2. Sea (z,y) de coordenadas racionales que es solucidn de la
ecuacion y* = x3 — n’x tal que x satisface las tres condiciones:

= z es el cuadrado de un racional.
s FEl denominador de x es par.
s El numerador de x es coprimo con n.

Entonces existe un tridngulo rectdngulo con lados racionales de drea n correspon-
diente a x segqin la Prop.[I.1]

DEMOSTRACION. Sea u = y/z € Q, y sea v = £ con lo que v = y; =22 —n?,
o sea v2 +n? = 2. Sea t el denominador de u, que es par. El denominador de v? y
de 22 es el mismo ya que n? es un entero, y es t*. Entonces, t?v, t?n y t?z es una
terna Pitagérica primitiva (ya que t?z es el numerador de x, que es coprimo con
n y con t). Por el lema que veremos enseguida, existen entonces enteros a y b

1'Si X’ e Y’ son ambos pares, tenemos que Z' es par. Si ambos son impares, X'> = Y'? = 1
(méd 4) y por lo tanto Z2 =1+ 1 =2 (méd 4) que no puede ser si Z’ es un entero.

2Usand0 (X§Y)2 = Xz"'YiiQXY = (%)2 +n=x+n.
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tales que t?n = 2ab, t?v = a®> — b? y t?z = a® + b>. Entonces, el tridngulo con lados

X = Qt—“, Y = % y Z = 2u tiene area % = n y es el correspondiente a x, ya que

r=u’= (%)2 ]

La ecuacién [I.3] es un caso particular de lo que llamamos curva eliptica, pero
antes de irnos por ese camino, veamos una aplicacién de la Prop. y de lo que
hemos visto hasta ahora.

Ya vimos que algunos ndmeros, como el 6, son congruentes, pero también hay
naturales que no son congruentes. El 1 es el primer ejemplo de esto, y la prueba nos
da como corolario algo interesante. Necesitaremos primero el siguiente lema.

LEMA 1.1. Sean a > b enteros positivos con med(a,b) =1 y alguno de ellos par.
Entonces la terna (X,Y,Z) con X = a®> —b?, Y = 2ab y Z = a® + b? es una terna
Pitagorica primitiva, y todas son de esta forma.

DEMOSTRACION. X2 + Y2 = o — 2a20% + b* + 46®0® = a* + 2a%0> + V* =
(a® + %) = Z2, por lo que es una terna Pitagérica, y si tuviéramos un primo p que
dividiera a X y a Z, tendriamos primero que p es impar, y segundo que divide a
la suma Z + X = 2a? y a la resta Z — X = 2b%, y por lo tanto p dividiria a a y
a b, lo que no puede pasar porque eran coprimos. Ahora, para ver que todas las
ternas primitivas son de esta forma, tomemos una, (X,Y, Z), con Y par. Tenemos

2 2 . . . .
que (%) + (%) =1, por lo que el punto (%, %) estd en la circunsferencia unidad
S!. Larecta que une este punto con el punto (—1,0) corta al eje y en algtin punto con
ordenada racional g < 1. Ahora, si pensamos esa recta en funcién de que pasa por

los puntos (-1,0) y (0, 3), tenemos que el otro punto de corte con S', que sabemos

. 2_32
es (%, %), tiene coordenadas (%, %), por lo que X =a? —b%, Y =2aby

Z = a® + b?, y obviamente a y b tienen que ser coprimos y no ambos impares. [

|

Ahora si el 1 fuera un nimero congruente, tendriamos que existe un racional

r = Z—; de la Prop. tal que g—; +1= ’"2:552 son ambos cuadrados de racionales.
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Como 7 y s son coprimos, tenemos que r? + s y s? también son coprimos y enton-

. 24 .2 , .
ces las fracciones © SZES ya estan reducidas, con lo que los numeradores son ambos

enteros al cuadrado, ergo, lo es su producto, i.e., r* — s* = u?, donde vemos que u es

impar porque s es par. Por lo tanto, que el 1 sea congruente implica la existencia de
una solucién entera a la ecuacién z* — y* = v? con v impar, y serd x impar e y par
por el mismo argumento de congruencia médulo 4 de antes. Veamos que la existencia
de una tal solucién es absurda usando el método de Fermat del descenso infinito,
que consiste en suponer la existencia de una soluciéon con un entero positivo a cierta
ecuacion y a partir de esta encontrar una solucion estrictamente menor. Siguiendo
inductivamente, tendriamos infinitas soluciones decreciendo estrictamente, pero esto

es absurdo por el principio del buen orden de los ntimeros naturales.

Sea entonces la ecuacién 2 —y* = v2, que la podemos tomar con los tres términos

coprimos. Despejando tenemos z* = v? + 3%, que es una terna Pitagérica primitiva
(v,y%,22), con lo que usando el Lema tenemos:

v =a®— b

y? = 2ab

22 = a? + b2
Supongamos que a es par y b impar (es casi andlogo el otro caso). La segunda
condicién nos dice que 2ab = 45b es un cuadrado, pero como a y b son coprimos,
tenemos que 5 y b son cuadrados, digamos a = 202, b = 2. De la tercera condicién
obtenemos otra terna Pitagoérica primitiva, a la que también le aplicamos el Lema y
queda

b=k*—1I?
a = 2kl
r=k 4+

Repitiendo el mismo argumento, la segunda condicién a = 202 = 2kl nos deja o? =
kl, con lo que k y [ son ambos cuadrados, digamos, k = x? y | = \?. Sustituyendo
en la primera de esta segunda tanda de ecuaciones tenemos:

B2 =kt )\
donde k < k < z, con lo que por el razonamiento del descenso llegamos a un absurdo
y el niimero 1 no es congruente.

Esto mismo sirve para probar el Ultimo Teorema de Ferma paran =4 y en
consecuencia, cualquier multiplo de 4, pues si tuviéramos una solucién a la ecuacion
rt4y* = 2*, la tomamos coprima y sabemos que alguno, = 6 y, es impar. Supongamos
que es x, despejamos y tenemos

2\2 _ 4 4
(CL‘ ) =z =Y,
3El Ultimo Teorema de Fermat dice que si n > 2 es un entero, no existen soluciones enteras

positivas a la ecuacién ™ + y" = 2". Fue conjeturado por Pierre de Fermat en 1637 y demostrado
por Andrew Wiles recién en 1995.
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que, como acabamos de probar, es absurdo.
Para los casos en los que n no es multiplo de 4, hay una prueba muy elegante, pero
no entra en los margenes (ni en ninguna parte) de esta humilde monograffa.

2. Curvas elipticas

DEFINICION 1.2. Sea K un cuerpo de caracteristica distinta de 2 y f € K[z] un
polinomio de grado tres sin raices multiples (no necesariamente en K). El conjunto
de los puntos (z,y) € F x IF siendo F extensién de K que verifican

se denominan F-puntos de la curva eliptica y? = f(z).

Si consideramos F(z,y) = y? — f(x) observar que nos interesa estudiar los puntos
tales que F'(z,y) = 0.

En realidad, cuando hablamos de una curva eliptica, nos referimos al conjunto
anteriormente mencionado y a un “punto en el infinito”, que es en algin sentido la
completacion de la curva. Para eso, tenemos que hablar del plano proyectivo.

Sea K un cuerpo cualquiera y K"+ el espacio vectorial usual. El conjunto Px,

llamado espacio proyectivo de dimension n se define como el conjunto de los subespa-
cios de dimensién 1 de K"*1. Se lo puede ver como el conjunto cociente de w
donde dos puntos estan relacionados si son colineales. Nosotros trabajaremos sélo
con la recta proyectiva P! y el plano proyectivo P?.
Si K = R, podemos hacernos una idea de quién es P2 con un conjunto de represen-
tantes. Estédn los subespacios (rectas por el origen) que tienen coordenada z # 0.
Para todos estos, podemos tomar el representante con z = 1 para cada recta, con
lo que nos quedaria el plano xy pero con altura 1. Luego, estan los subespacios
con coordenada z = 0 y coordenada x # 0, para los que podemos tomar de repre-
sentantes los puntos de la forma (1,y,0). Luego, nos queda sélo el subespacio con
coordenadas z = z = 0, que tomamos como representante el punto (0, 1,0). De esta
manera, P? lo podemos ver como un plano, una recta y un punto como se ve en la
siguiente figura (en naranja el plano zy, en gris claro el plano z = 1).
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z

El grado total de un monomio de varias variables se define como la suma de los
grados de todas sus variables (Ej: 23yz? tiene grado total 6). Un polinomio se dice
homogéneo si el grado total de todos sus monomios es el mismo.

Sea F' € K[z, y] un polinomio cualquiera. La homogeneizacion del polinomio F es el

polinomio F' € K[z, y, z] que se obtiene agregando la variable z a todos los monomios
de F para que este sea homogéneo. O sea

(1.4) F(z,y,2) = z"F(g,g)

siendo n el maximo de los grados totales de los monomios de F'.

Notar que vale ﬁ()\x, Ay, \z) = )\”ﬁ(w, y,z) y por lo tanto, FV({L‘, y,2) =0 <=
ﬁ()\x, Ay, Az) = 0 para todo A € K*. Esto 1ltimo nos permite estudiar las raices de
Fen el plano proyectivo.

Las raices de F' son entonces las que tienen coordenada z # 0 y las que son de la
forma (z,y,0). Estas ultimas las llamaremos “puntos en el infinito”.

Volvamos ahora a nuestro polinomio F(z,y) = y*— f(z) = y*> —ax®—bx? —cx—d.
Si estudiamos los ceros de F , aquellos que tienen coordenada z # 0 corresponden a
los puntos en los cuales F(x,y,1) = F(x,y) = 0, o sea que coinciden con las raices
de F'. Los otros ceros, los que tienen coordenada z = 0, deben ser 0 = azx? y se tiene
x = 0, por lo que los ceros de la recta en el infinito en P? de F son tnicamente el
punto (0,1,0). Este es el “punto en el infinito” al que nos referfamos de la curva
eliptica. En la siguiente figura, podemos ver un sistema de representantes con z = 1
y el oo de la curva eliptica zy? = 23 — 222 + 22 en azul.
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z

3. Reticulos, toros y funcion de Weierstrass

DEFINICION 1.3. Un reticulo L es el conjunto en el plano complejo de las com-
binaciones lineales enteras de dos complejos linealmente independientes dados wy y
wo, NO necesariamente Unicos, i.e.:

(1.5) L = {mw; + nwy : m,n € Z}.
El paralelogramo fundamental de ese reticulo es:
(1.6) II = {aw; + bws : a,b € [0,1]}.
IT
wo

/

OBSERVACION 1.1. Como wy ¥ ws son una base de C sobre R, podemos escribir
cualquier complejo z de forma casi ﬁnicaﬁ como suma de un elemento del reticulo y
uno del paralelogramo fundamental, o sea

(1.7) z=1l+t, leL, tell

DEFINICION 1.4. Una funcién meromorfa f : C — C se dice funcién eliptica
relativa a L si f(z 4+ 1) = f(z) para todo | € L. Al conjunto de funciones elipticas
relativas al reticulo L se lo denota &7,.

48i un z ya era parte del reticulo, se puede escribir de diferentes formas, por ejemplo w1 +040 =
04+ wy + 0, donde en la primer forma el elemento del reticulo es w; y en la segunda es el 0.
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Notar que es suficiente chequear la definicién para wi y ws, razén por la cual se
le llama a f funcién de doble periodo.

Notar también que f queda definida por lo que vale en el paralelogramo funda-
mental II, siendo que vale lo mismo en partes del borde. Podemos decir que f esta
definida entonces en el toro C/L.

Las siguientes son algunas propiedades de las funciones elipticas que nos serdan
utiles.

PROPOSICION 1.3. Una funcién f € & que no tiene polos en el paralelogramo
fundamental 11 es constante.

DEMOSTRACION. Como II es compacto, tenemos que f estd acotada en II, pero
lo que vale en II es lo que vale en todo C, por lo que f esta acotada en todo C. Por
el teorema de Liouville, una funcién entera y acotada es constante. ]

PROPOSICION 1.4. Sea o € C tal que f no tiene ceros ni polos en el borde ~ de
M+a={z+a:zcll} (esto siempre es posible ya que [ es meromorfa y sus ceros
y polos son aislado). Entonces la suma de los residuos de f en II + a es cero.

DEMOSTRACION. Por el teorema de los residuos, dicha suma es igual a
1
1.8 — dz.
(18) 5w | 1)

Pero f vale lo mismo en los lados opuestos de 7y y estd recorrida en el sentido opuesto,
por lo que se cancelan y la integral da cero. O

PROPOSICION 1.5. Sea f € &, y sea « tal que f no tiene ceros mi polos en el
borde de I1 4+ . Entonces la suma de los ordenes de los ceros es igual a la suma de
los ordenes de los polos de f en I 4 a.

)

DEMOSTRACION. Aplicamos la Prop. a la derivada logaritmica de f J}/((ZZ))
que también es eliptica relativa a L. Esta tiene un polo simple donde f tenia un
cero o un polo, y el residuo es igual al orden del cero (o menos del orden el polo) de
f en ese lugarﬂ Por lo tanto, la suma de los residuos es ) m; — Y n; = 0, donde
{m;} son los 6rdenes de los distintos ceros y {n;} los 6rdenes de los distintos polos

de f. O

Ahora, definiremos una funcién eliptica muy importante, que nos dard una nueva
forma de estudiar a ciertas curvas elipticas.

DEFINICION 1.5. Sea L = {mw; +nws : m,n € Z} un reticulo. Definimos la fun-
cién p de Weierstrass relativa a L y la notamos p(z, L), p(z, w1, ws) o simplemente
©(2) si el reticulo esta implicito en el contexto como:

1 1 1
(1.9) (2) ==+ — = .
e 22 le;l;éo ((z —1)2 l2>

MO
o)

5Si f(2) = cm(z —a)™ + ..., entonces f'(z) = cmm(z —a)™ ' + ... y entonces
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PROPOSICION 1.6. La suma definida en la funcion @ converge absoluta y unifor-
memente en cualquier compacto de C — L.

Observar que la derivada de p(z) es
1
1.10 '(2) = —2 —
(1.10) o) =23

PROPOSICION 1.7. La funcidn o estd en &, y su tinico polo es un polo es un polo
doble en los puntos del reticulo.

Sea L = {mw; + nwa} un reticulo, definimos

1
1.11 G = Gi(L) = E 1=k = g -
( ) K k( ) mwi + nws
leL* m,n€Z,no ambos cero

(1.12) 92 = g2(L) :=60G4; g3 = g3(L) := 140Gé.
PROPOSICION 1.8. El mapa que va del toro C/L en P(% definido como

(1.13) 2z (p(2),9(2),1), 0 (0,1,0)

es una biyeccion entre el toro y la curva eliptica y* = 4x3 — gox — g3.

Esta correspondencia es fundamental para poder definir una estructura de grupo
en la curva eliptica.

4. Ley de grupo

Como el toro tiene estructura de grupo abeliano (la de los complejos, que se
porta bien con el cociente por ser abeliano), podemos inducir una suma en la curva
y? = 423 — gox — g3 de modo que esta sea también un grupo abeliano con esa suma.
Esto se puede hacer siempre que tengamos un conjunto en biyecién con una estruc-
tura algebraica cualquiera. Lo interesante en nuestro caso es que la suma inducida
en la curva tiene una interpretacién geométrica que nos permite operar en la curva
sin conocer la biyeccién con el toro.

Para cada z € C/L, llamamos P, = (p(2),¢'(2),1)” = "(p(2),¢'(2)) y Py =
(0,1,0). Dados P;, = (z1,y1) y Pz, = (x2,y2) nos interesa saber quién es P,, +P,, =
P, 4., = (z3,y3) sin tener que saber quiénes son z; y zo. Empecemos por ver los
casos més faciles.

El neutro del grupo es claramente (0, 1,0). Supongamos que P,, y P,, tienen la
misma coordenada x pero no son el mismo punto, o sea 1 = z2 e y; = —ys (recordar
que son puntos de la curva eliptica). En este caso, tenemos que p(z1) = p(z2), pero
por las proposiciones[L.5|y[L.7] la funcién p(z), y por lo tanto p(z) — p(22), tiene dos
ceros contados con multiplicidad en el toro; uno de ellos es claramente zo, y el otro
es —z9 (ya que p es par), por lo que no hay otra opcién que z; = —z3. Acabamos
de probar:
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PROPOSICION 1.9. El inverso de (x,y) en la curva es (x,—y), su simétrico res-
pecto al eje de las abscisas.

Dados dos puntos P; y P, de la curva y? = 423 — gox — g3 distintos del neutro,
llamamos r = P; P» a la recta que los une. Si P; = P, tomamos la recta tangente a
la curva por el punto. Ya vimos que si r es vertical, P; + P, = 0. Si no lo es, podemos
escribir r como y = ma + b. Un punto (x,y) vive en la curva eliptica y en la recta r
sfy solo sf (mx+b)? = f(x) = 42% — gox — g3, 0 sea, si x es raiz de f(x) — (mx +b)>.
Ese polinomio tiene tres raices que corresponden con los tres puntos de interseccion
teniendo la misma multiplicidad (si z e raiz doble o triple, la recta intersecta a la
curva con multiplicidad dos o tres, respectivamente).

Notar que las rectas verticales también tienen tres puntos de interseccion: Pp, P»
y el punto en el infinito (0,1,0). Esto es un caso particular, con F = 3%z — 4z3 +

gaxz? + 322 y G = y — mx — bz del siguiente:

Teorema de Bézout.[Shal3] Sean F(z,y,2)y G(z,y, z) polinomios homogéneos
de grados m y n, respectivamente, sobre un cuerpo K algebraicamente cerrado y
sin factores en comun. Entonces las curvas F' = 0 y G = 0 tienen mn puntos de
interseccion, contando multiplicidades.

PROPOSICION 1.10. Si P| + P, = P53 entonces —P3, el simétrico respecto al eje
x de P3 en el plano xy es el tercer punto de interseccion de la recta r = P Ps.

Para probar esto, necesitamos el siguiente lema, que no demostraremos.

LEMA 1.2. Sean f una funcion eliptica sobre el reticulo L, 11 el paralelogramo
fundamental de L y « tal que f no tiene ceros ni polos en el borde de 11 + o.. Sean
{ai} los ceros de f en I1 + o contados con multiplicidad y {b;} los polos. Entonces
Yoa; = bj en C— L (i.e. su resta vive en L).

DEMOSTRACION. Ya vimos el caso en el que alguno de los puntos es el 0 =
(0,1,0) o en el que P, = —P», por lo que supongamos ahora que [ = PP, es de la
forma y = mx + b.

Sean P, = P,, y P, = P,,. Que un punto P, esté en [ quiere decir que ¢'(z) =
me(z) +b. La funcién ¢'(z) —mgp(z) — b tiene un polo de orden tres por la Prop.
y por la Prop. tres ceros contados con multiplicidad en C — L. Tanto z; como
zo son ceros y el tinico polo es el 0, entonces por el Lema tenemos que el tercer
punto es —(21 + z2) (mddulo L). Entonces, P_ .,y = —FPs;.

Este argumento es correcto siempre y cuando los tres puntos hallados sean distintos.
En otro caso, tenemos que ver que si una raiz es doble o triple de ¢'(z) —mgp(z) — b,
la interseccién de la recta con la curva también tendrd multiplicidad dos o tres,
respectivamente.

Sean z1, z2 y z3 los ceros de ¢'(z) — mp(z) — b, contados con multiplicidad. Como
estdbamos suponiendo que r no era vertical, ninguno de los puntos es el opuesto
del otro, por lo que los puntos —zj, —z2 y —z3 son distintos a los de antes (o
puede darse que algiin punto sea cero, por lo que zp = —zk, pero esto no nos
molesta). Estos puntos son los ceros de ©'(z) + mp(z) + b ya que p es par y o' es
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impar (ver Def. . Por lo tanto, £z, £20 vy £23 son los seis ceros del producto
¢/ (2)? = (mp(2) +0)* = f(p(2)) — (mp(2) +b)* = 4(p(2) —21)(p(2) — 22)(p(2) —23),
donde 1, z2 y 23 son los ceros de f(x) — (max + b)2. Si, por ejemplo, p(z1) = 1,
tenemos que la multiplicidad de x; depende sélo de cuantos de 25, 23 sean iguales
a +21, pero esto es lo mismo que la cantidad de 29, 23 que sean iguales a z1, o sea, la
multiplicidad de una rafz de f(z)—(mz+b)?, o sea, la multiplicidad de la interseccién
entre la recta r y la curva y? = 423 — gox — g3 es la misma que la multiplicidad de
la rafz de la funcién eliptica ©'(2) + mp(z) + b.

Esto concluye la demostracion. O

P
P \4

Py

La proposicion anterior nos da entonces una forma geométrica de operar en la
curva eliptica y sin necesidad de saber cudl es el punto correspondiente segin la
biyeccién de la Prop. Para sumar dos puntos P; y P», trazamos la linea que los
une (la tangente a la curva en caso de que sean el mismo punto), vemos el tercer
punto de interseccién con la curva y tomamos su opuesto (el simétrico respecto al
eje x). Ese punto es P + Ps.

Podriamos haber definido la operacién en la curva de esta forma desde un principio
y haber probado que es un grupo. El paso més dificil yendo por ese camino es probar
la asociatividad.

Una desventaja de nuestra prueba usando la funciéon de Weierstrass es que, a priori,
s6lo sirve para curvas de la forma y? = 423 — go(L)x — g3(L) y curvas que pueden
ser llevadas a estas mediante un cambio de variables lineal (notar que los cambios
de variables lineales preservan la estructura de grupo abeliano con la descripcion
geométrica). Més adelante veremos que cualquier curva eliptica sobre C se puede
llevar a la forma de Weierstrass para algin reticulo L.

Por otro lado, también podemos encontrar férmulas explicitas para P;+P» en funcién
de x1,y1,x2,y2, vy los coeficientes de f(x), siendo Py = (x1,y1), P2 = (z2,42) ¥y, de
nuevo, podriamos haber definido la operacién del grupo a partir de estas férmulas,
siendo la parte més dificil de probar la asociatividad.

Hagamos esto suponiendo que las reglas de la suma geométrica valen para cualquier
curva eliptica en C, esto es, y? = f(x) = az® + bz? + cx + d.
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Asumimos que P;, P» son distintos del infinito y no son uno el opuesto del otro, por
lo que la recta que los une (o la tangente si son el mismo punto) es de la forma
y = mx + [, donde

m:usipl?gpQ
ro — T

(1.14) _ 9y _ [(=1)
m= g @) =
x 2y
5 = Y1 —mxy en ambos casos

si P1 :P2

Entonces, x3, la x-coordenada de la suma de los puntos es la tercera raiz del

polinomio f(z) — (mx + ()?. La suma de las raices es igual al opuesto del coeficiente
_ b—m?
a

de 22 del polinomio dividido por el coeficiente principal, i.e. 1 + o + x3 =
Tenemos entonces

b1 —u\?
(115) r3 =—T1 —Tog— — + — <M> si P #PQ;
a a \TroQ — I
b 1 /f 2
(1.16) r3 =201 — —+ ~ <f(x1)> si. P =Py
a a 21
La y—coordenada, y3 es el opuesto de y = mxs + (3, i.e.
(1.17) ys = —y1 + m(z1 — x3),

donde x3 estd dado por y y m por

5. Puntos de orden finito y volviendo a los niimeros congruentes

Volvamos a nuestra ecuacién especial 4?2 = 22 — n?z, que de ahora en mas lla-

maremos F,,. Los nimeros congruente estaban relacionados con los Q-puntos de esa
curva, pero si K es un cuerpo cualquiera de caracteristica p t 2n, la misma ecuacién
es también una curva eliptica sobre K. Notamos E,,(K) a los K-puntos de la curva
eliptica E,.

Para atacar el problema de los ntimeros congruentes, necesitamos pasar antes
por una proposicién que implica saber algo sobre cuerpos finitos.

Notamos F, al cuerpo con ¢ elementos donde ¢ es potencia de algtiin primo
p = char(F,). Si tomamos IF'qX los invertibles del cuerpo, estos forman un grupo con
la multiplicacién de orden g — 1. Los cuadrados son aquellos elementos y tales que
existe x € F)* con r? = y, llamémosle momentdneamente C' al conjunto con dichos
elementos. Si char(F,) # 2, C' es un subgrupo del grupo multiplicativo con indice
dos, ya que:
s {2?:xeFy}=C.
» 22 = (—x)? y como char(F,) # 2, x # —z, por lo que en el conjunto de
arriba estoy nombrando al menos dos veces a cada elemento.
= Siy € C, existen, cuando mucho, dos 11"a1'ces del polinomio X? — y, por lo
g—

que el cardinal de C' es exactamente *5-.
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O sea F; = C'UaC, con a un no cuadrado, y deducimos:

PROPOSICION 1.11. El producto de un cuadrado con un no-cuadrado es un no-
cuadrado, y el producto de dos no-cuadrados es un cuadrado.

Ahora, veamos la siguiente proposicién.

PROPOSICION 1.12. Sea ¢ = p! con p{2n y q =3 (mdd 4). Hay exactamente

q+ 1 Fy-puntos en la curva eliptica y? =23 — n’x.

DEMOSTRACION. Primero, hay 4 puntos conocidos: el punto en el infinito, (0, 0)
y (£n,0). Contemos ahora los otros puntos (z,y), aquellos que tienen z distinto
de 0 y +n. Hay ¢ — 3 posibles z, que los agrupamos en pares {z,—xz}. Como la
funcién f(z) = 23 — n%x es impar, tenemos que f(—z) = (—1)f(z) y como —1 no
es un cuadrado en [, (aqui usamos que ¢ = 3 (méd 4)), tenemos que uno sélo de
f(z), f(—z) es un cuadrado (aqui usamos la Obs. [1.11). Cualquiera sea el que sirve,

nos da dos puntos (z,£+/f(z)), (—z,£+/f(—2)) que estdn en la curva eliptica. O

sea, tenemos ‘1;—3 nimeros x que nos sirven, cada uno aportando 2 puntos, més los

4 que contamos antes, totalizando ¢ + 1 Fg-puntos como queriamos. O

A priori, como nos interesaba conocer F,(Q), uno se pregunta qué tiene que ver
chorizo con bicicleta, o sea, por qué nos interesan los puntos de la curva sobre cuer-
pos finitos. Sin embargo, nos erd muy 1til esta proposicién para probar lo siguiente,
que nos da una caracterizacién un poco mas profunda de los niimeros congruentes.

Como en cualquier grupo abeliano, en la curva eliptica podemos diferenciar en-
tre los elementos de orden finito, conocidos como la parte de torsién, y los de orden
infinito. Estudiando las cosas en el toro, vemos que un punto P, = (z,y) tiene orden
finito si y sélo si existe un N tal que Nz € L, que es lo mismo que decir que z es una
combinacién racional de w; y wa. El Teorema de Mordell[ST15| Capitulo 5] nos
dice que el grupo E(Q) de los Q-puntos de una curva eliptica E es un grupo abeliano
finitamente generado, y el Teorema de estructura de grupos abelianos fini-
tamente generados[Jac85 Capitulo 3.8] nos dice que el subgrupo de torsion es
finito y que E(Q) = E(Q)tors ® Z", donde r es un entero no negativo que llamamos
rango de la curva eliptica.

Sabemos que en E,(Q) tenemos cuatro puntos de orden menor o igual a 2: el
infinito, (0,0), (n,0) y (—n,0). La siguiente proposicién nos dice que estos son los
Unicos puntos de torsién.

PROPOSICION 1.13. #FE,,(Q)7ors = 4, 0 lo que es lo mismo por los puntos que
ya conocemos, E,(Q)rors = Zo ® Za, donde notamos Zqg = 7Z./dZ.

DEMOSTRACION. La idea serd construir un morfismo inyectivo de un subrgrupo
fijo de E;,(Q)71ors en los E, (F,) para cada p primo y, partiendo de esto, llegar a una
contradiccion.

Comencemos por el mapa reducciéon moédulo p de ]P’(%2 en P]%p. Recordar que los puntos

de ]P’?@ son los subespacios de dimensién 1 de Q3. Para cada subespacio, puedo tomar
un unico representante P = (z,y,z) (a menos del signo) con entradas enteras y
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coprimas. Este punto, lo mando a P = (7,%,%), o sea la clase médulo p. Ningin
punto va a parar al (0,0,0) ya que no pueden ser las tres entradas x,y y z multiplos
de p a la vez. Recordar que si multiplico un punto de IP’IZFP por un nimero coprimo
con p, sigo teniendo el mismo punto, esto es muy importante.

Si un punto P = (z,y, 2) estd en E,(Q), significa que cumple y?z = 2% —n2z22 y por
lo tanto también estd en E, (F,) (las operaciones se preservan médulo p). Més atn, si
Py y P estéan en E,(Q), entonces Py + P> va a parar a Py + P», pues las operacines
de preservan la clase médulo p. O sea, tenemos un morfismo de grupos
de E,(Q) en E,(F,). Nos interesa saber cudndo este morfismo no es inyectivo, i.e.,
cuando dos puntos P, = (x1,y1,21) y Po = (22,y2,22) en ]P’(%2 distintos cumplen que

Pi =P en P

AFIRMACION 1.1. P, = P, si y s6lo si el producto vectorial de R? entre P; y P
es divisible por p, i.e., p divide a y129 — Y221, 122 — X221 ¥ T1Y2 — T2Y1.

Prueba de la afirmacion. Para el directo, supongamos que P, = Ps y, sin pérdi-
da de generalidad, podemos suponer que p 1 z1 (es anédlogo con las otras coorde-
nadas), entonces, como T = T3, p { xo. Entonces (T1@3, T1%2,T122) = P» = P =
(T271, T2y1, T221), O sea que las segundas y terceras coordenadas son iguales entre si
médulo p (las primeras es obvio), i.e., p divide a T1yz — Tay1 v a T2z — T122. Nos
falta ver que p divide a §1z2 — J2z1. Si tanto 1 como 21 son multiplos de p, entonces
listo, y si alguno no lo es, procedemos de manera analoga a como hicimos con .
Reciprocamente, supongamos que p divide al producto vectorial. Tenemos dos casos:

» p | x1. Entonces p divide a x2z1 y a x2y1, y por lo tanto divide a z2, porque
de lo contrario deberia diviri a y; y a 21, pero los tomamos coprimos. Ya
tenemos que son iguales las primeras coordenadas. Supongamos ahora que
p{y1. Entonces Py = (0, 7172, 7122) = (0,71%2, ¥221) = (0,72, 22) = P» (aqui
usamos el resto de las hipdtesis del Lema).

» p { 1. Entonces tampoco divide a z2 por el mismo argumento del caso
anterior. Tenemos Py = (T2271, Tay1, Z221) = (T2Z1, T102, T122) = Po.

Con esto queda probada la afirmacion.

Ahora, sigamos con la Prop. Supongamos por absurdo que hay més de cuatro
puntos de torsion, entonces tenemos o bien algiin elemento de orden impar, o todos
los elementos de orden par y el grupo tiene tamaiio 2¥ > 8. Entonces existe o bien
un subgrupo H < FE,(Q)¢rs de orden impar o bien uno de orden 8. Veremos que
cualquiera de los dos casos es absurdo.

Escribamos los puntos P; = (z;, yi, ;) € IP’%@ como veniamos haciendo (el representan-
te con entradas enteras coprimas). Para cada par P;, Pj, consideramos su producto
vectorial (y;z; — yjzi, xizj — 2, Ty; — =;y;). Como los puntos son distintos en IP’?@,
no estan alineados como vectores de R3 y por lo tanto su producto vectorial no
es el vector nulo, asi que podemos considerar n;; el maximo comun divisor de sus
entradas. Por la afirmacién, P; = ﬁ] si y sélo si p divide a n;;. Entonces, si tomamos
un primo p t 2n més grande que todos los n;;, esto no podrd pasar y tenemos que
el mapa de la reducciéon médulo p de H en E,, (F,) es un morfismo inyectivo, y esto
va a pasar a partir de un primo para todos los siguientes. Pero esto nos dice que m,
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el cardinal de H, divide al orden de E,(FF,), y si consideramos sélo los primos p = 3
(méd 4), todos aquellos que sean mayores que 2, que n y que los n;;, por la Prop.
cumplen que m | p+1i.e., p = —1 (méd m), o sea que sélo una cantidad finita
no lo cumplen. Veamos que esto contradice el Teorema de Dirichlet, que dice que si
dos enteros a y b son coprimos, entonces existen infinitos primos p de la forma p = a
(méd b).

» Si m = 8. Existen sélo finitos p = 3 (méd 8).

» Si m es impar coprimo con 3. Existen sélo finitos primos p = 3 (méd m) y
p =3 (mdd 4), o sea, por Teorema Chino de los Restos, p = 3 (méd 4m).

» Si m es impar y multiplo de 3. Existen s6lo finitos primos p = 1 (méd 3)
y p = 3 (méd 4), o sea, por Teorema Chino de los Restos de nuevo, p = 7
(méd 12).

En todos los casos, se contradice el Teorema de Dirichlet, por lo que fue absurdo
suponer que hay méas de cuatro elementos en E,,(Q)srs, con lo que queda demostrada
la Prop. ]

Esta proposicién nos dice que no hay “puntos no obvios”de orden finito en E,,(Q),
que nos aproxima bastante a nuestra pregunta original: ; Es n un niimero congruente?
La siguiente proposicién nos responderd esta interrogante (o nos acercara a lo que
buscamos como respuesta definitiva).

Introduciremos la notacion p—adica para facilitar las cuentas.
Para un primo p, definimos la valuacién p—adica de un entero a como

(1.18) vp(a) := max{k : p* | a},

y la extendemos a los racionales como:

(1.19) v (%) = vp(a) — vy (b).

Es facil ver que si tenemos dos racionales r, s, v,(rs) = vp(r) + vp(s) y que si
vp(1) > vp(s), entonces v, (r £ s) = vp(s).

PROPOSICION 1.14. Un natural libre de cuadrados n es un nimero congruente si
y sdlo si el rango r de E,(Q) es positivo, i.e. la curva E,(Q) tiene puntos de orden
infinito.

DEMOSTRACION. Para el directo, supongamos que n es un niimero congruente.
Al comienzo, por la proposicién[I.1} vimos que un tridngulo rectdngulo de drea n nos
generaba una solucién a la ecuacion E,(Q) donde la coordenada x era el cuadrado
de un racional positivo. Como la coordenada x de los puntos de orden finito es 0, £n,
y n lo venimos suponiendo libre de cuadrados, la solucién a la ecuaciéon que nos da
ese tridngulo debe ser una distinta, o sea, dar un punto de orden infinito.
Reciprocamente, supongamos que P = (x,y) es un punto de orden infinito. Usemos
la férmula para calcular la coordenada x de 2P y ver que esta cumple las tres
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condiciones de la Prop. [1.2

f’(x)>2

= -2
Top $—|—< 2

—2x(4y?) + (322 — n?)?

(1.20) 4 (22y)22 4 2,2 4
_ =8x" +8x"n® + 92" — 62°n" +n
a (2y)?
_x4+2x2n2+n4 _ 22 +n2\>
a (2y)? ( 2y ) '

Por lo que z9p es el cuadrado de un niimero racional.
e g . )
Podemos escribir z = § y la ecuacién [I.20] queda:

(a2 +n2b2)2
1.21 =——
(121) wer 4ab(a® — n?b?)

Lo que queremos probar primero es va((a? 4+ n2b%)?) < wo(dab(a® — n?b?)). Si el
primer término es cero (o sea, el numerador es impar), ya esta listo. Si el numerador
es par, tenemos dos casos:

Caso 1: Tanto a? como n2b? son impares.

Entonces a? = n?b? = 1 (méd 4), por lo que su suma es 2 médulo 4, o sea, su
valuacién 2-adica es 1.
va((a® +n?b*)?) = 2ua(a® +n?b?) = 2 < 2 + va(ab(a® — n?b?)) = va(dab(a® — n?b?)).

Caso 2: Tanto a? como n?b? son pares.

a = 2ag, n = 2ng y b impar.
va((a® 4+ n?b%)?) = 2u9(a® + n?b?) = 2v2(4(ad + ndb?)) = 4 + 2vz(ad + ndb?).

Como n%b2 es impar (n era libre de cuadrados), si ag es par, la Ultima valuacién es
0, v si ag es impar, por el mismo argumento del caso 1, esa valuacién es 1.

va((a® 4+ n%b?)%) <4 6 6.
Por otro lado, para el numerador, tenemos
(1.22) wva(4ab(a® —n2b%)) = va(4-2-apd(ad —n2b*)) = 5+wva(ag(ad —ngh*)) > 6 6 7,
, en casos de que ag sea par o impar (ya que aZ — n3b? = 0 (méd 4) ) con lo que

tenemos lo que buscdbamos.

Nos falta ver que el numerador de xop es coprimo con n.
Sea p primo impar con p | n. Si p t a, ya estd listo, pues p no divide al numerador
en la expresién Si p | a, queremos probar que

vp((a® +n?b%)?) < vy(dab(a® — n?b?)) = vy(ala® — n?b?))
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Escribimos a = pag y n = png. Como zop es el cuadrado de un racional, y el
numerador en [1.21| es el cuadrado de un entero, el denominador también lo es, o sea
que la valuacion en cualquier primo es par. De la ecuacion [1.21

(1.23)

vp(dba(a® —n?12)) = vy(a(a® —n282)) = vy(pagp®(af — n3b?)) = 3+ vy (an(ad —nb?)),

se sigue que p | ap 6 p | (a3 — ndb?), y no puede ser ambos a la vez.

Si p | ag, tenemos:
vp((a? +n?0°)?) = vy(p*(ag +ngb*)?) = 4
vp(a(a2 —n??) =3+ vp(ao(ag — n%b2)) >4,
que es lo que queriamos probar.

Sip | ag — n2b%, entonces a% = n%b2 * —n%b2, pues p es impar, o sea, p {
(ag + n?b?). Tenemos:

vp((a® +n?6%)?) = vp(p* (af + ngh®)?) = 4

vp(4ba(a® — n?b%)) = 3+ vp(ag(ad — ngb?)) > 4,

que, de nuevo, es lo que queriamos probar. ]






Capitulo 2

Funciones Z y L

Al final del capitulo pasado, trabajamos médulo p para obtener informacion
sobre la curva E, : y* = 23 — n?z y el problema de los niimeros congruentes. Vimos
la curva E,, sobre el cuerpo finito I}, con p { 2n y llegamos a que resolver el problema
de los ntimeros congruentes es equivalente a saber si el rango de FE,, es positivo o
no. Esto es bastante trabajoso. En general, calcular el rango de una curva eliptica
es algo sumamente dificil, habiendo conjeturas muy importantes sobre ello (de las
que hablaremos més adelante).

Para avanzar en nuestra pregunta, primero, daremos una férmula para #E, (F)
para cualquier potencia de primo ¢ (lo habjamos resuelto para ¢ = 3 (méd 4)) y
luego usaremos los nimeros N, = N,., = #E,(IF,-) para definir una funcién que es
andloga a la famosa funcién zeta de Riemann. Luego, probaremos que esta funcién se
puede extender a todo el plano complejo y de ahi, probaremos otra casi equivalencia
a ser un numero congruente.

1. Funcién zeta de congruencia

DEFINICION 2.1. Dada una sucesién N, de ntimeros reales, definimos su corres-
pondiente funcién zeta como:

uk

o0 tT (o ¢]
Z(t) :=exp <Z Nrr) € R[[t]], donde exp(u):= Z 'k
r=1 k=0
PROPOSICION 2.1. Sia,b € C, la funcién exp cumple:
exp(a + b) = exp(a) exp(b),

de lo que sigue inmediatamente que si N, = A, + B, para todo v, y Zn, ZA y Zp
son las funciones zeta correspondientes entonces Zny = Za - Zp

27
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DEMOSTRACION.

0" 1=0
—ii albk—l
— DO
P (k=D
B i a't’

i ilj!
(55 (25
1=0 7=0

= exp(a) exp(b)

0

DEFINICION 2.2. Sea E una curva eliptica definida sobre el cuerpo finito Fj,.
La funcién zeta de la curva FE es la funcién zeta tomando como sucesiéon N, =

#E(F,r), o sea:

Z(E/Fg;t) == exp (Z #E(qu)t;>

r=1

Es claro que #E(F,-) es finito para todo r pues el plano proyectivo P? sobre el
cuerpo finito [Fj» es un conjunto finito.

OBSERVACION 2.1. Esta definicién se puede extender en a cualquier a cualquier
variedad algebraica, ireducible o no, proyectiva o afin, sobre un cuerpo finito. Aca
s6lo nos interesa considerar el caso en que la variedad es una curva proyectiva lisa
de género 1 donde la caracteristica del cuerpo no es 2, i.e., una curva eliptica.

En general, calcular la funcién zeta de una curva eliptica es algo complicado,
por lo que nosotros sélo nos concentraremos en el caso de la curva E,,.

2. Funcién Z de E, y sumas de Gauss y Jacobi

Recordamos, como siempre, que E, son los ceros proyectivos de la ecuacion
2y? = 2% — n?x22%, la completacién proyectiva de y?> = 22 — n?z, que consiste en
anadirle el “punto en el infinito”). F, es una curva eliptica sobre cualquier cuerpo
cuya caracteristica no divida a 2n. En particular, la hemos trabajado en Q, R y en
los cuerpos finitos F), y Fy, ¢ = p". El propésito de esta seccién es expresar #E, (F,)

en términos de sumas de Jacobi, que definiremos enseguida.
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Primero, veamos cémo se relacionan los F,—puntos de las curvas E, y E], :
u? = v* + 4n%. Como de costumbre, supondremos que p 1 2n. Si (u,v) estd en
E! (F,), entonces el punto (z,y) = (1(u+v?), 2o(u+v?)) estd en E,(F,) — {(0,0)},
pues u + v? # 0. Al revés, si (z,y) estd en E,(F;) — {(0,0)}, entonces el punto
(u,v) = (2 — v Z) estd en EJ. Més ain, estos mapas son inversos uno del otro, o

25

sea que los pun%cos de E, — {(0,0)} estdn en biyeccién con los puntos de E),. Sea N’
la cantidad de F,—soluciones (u,v) de u? = v*+4n?. Entonces los puntos de nuestra
curva eliptica FE,, consisten en el (0,0), el punto en el infinito y los N’ puntos corres-
pondientes a los (u,v) de E},, o sea, #E,(F;) = N'+2, por lo que sélo resta calcular
N’. La ventaja de haber hecho todo este cuento es que la ecuacién u? = v* +4n? es
lo que se conoce como hipersuperficie diagonal, i.e., los ceros de un polinomio f en
klxi,...,zy] (para cualquier cuerpo k) donde cada monomio incluye, a lo mds, una
variable y cada variable aparece, a lo mas, en un monomio (otro ejemplo la curva

de Fermat 29 + y¢ = 1).

Lo que necesitaremos para determinar la cantidad de puntos de una hipersuper-
ficie diagonal sobre un cuerpo finito son las sumas de Gauss y de Jacobi, que es lo
que definiremos ahora.

DEFINICION 2.3. Sea Fym /F, una extensiéon de cuerpos finitos. Se definen la
m—1

traza y la norma de un elemento a € Fym como Tr(a) = a+a?+ a® 4. 4af
y No(a)=a-a%-a% .. .a?" " =qa a1 .

Para méds contenido sobre traza y norma en cuerpos finitos, ver [LINO8, Cap.
2.3, pag. 50].

OBSERVACION 2.2. La norma N, siempre pertenece a F,. Para ver esto, recorde-
mos que el cuerpo I, es el cuerpo de descomposicién del polinomio x? — x sobre I,
asi que basta chequear que N,(a) es raiz de ese polinomio para cualquier a. Si a = 0,
es obvio, v si no, es lo mismo que chequear que es raiz de 297! — 1, que es cierto ya
que a tiene orden divisor de ¢ — 1 por vivir en Fym. Ademds, es sobreyectiva en
Fg. Como N,(0) = 0, es suficiente ver que es sobreyectiva de Fym en F;. Ahi, N, es
un morfismo de los grupos multiplicativos, y el nticleo son exacamente los elementos

m_q

que son raices del polinomio f = x ¢«-1 — 1. En F;m, ese polinomio escinde, por lo

-1
. -1 .
cardinal =T = 4— 1, 0sea, la imagen es todo F,.
q—1

que el ntcleo del morfismo N, tiene cardinal y, por lo tanto, la imagen tiene

DEFINICION 2.4. Un caracter aditivo 1 : F, — C* es un morfismo de grupos
donde F, es un grupo con la suma y C* con el producto. Observar que como I,
es finito y todos los elementos tienen orden p, la imagen estd dentro de las raices

27

p—ésimas de la unidad. De ahora en més, escribiremos 1(z) = ¢Tr(®) donde { =ev
y Tr es la traza de Fy en F), (se puede ver que todos los caracteres aditivos son de
esa forma). Un caracter multiplicativo x : F; — C* es un morfismo de grupos
donde ambos Fy y C* son grupos con su producto.
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Estas definiciones se pueden generalizar a cualquier anillo, aunque con propie-
dades menos buenas.

En lo que sigue, el caracter aditivo ¢ sera no trivial y estara fijo, en cambio, los
caracteres multiplicativos irdn variando. Definimos ahora la suma de Gauss de un
caracter multiplicativo x como:

900) = > x(@)y(),

z€lFy

donde convenimos por comodidad que x(0) = 0 para cualquier caracter, incluso el
caracter trivial, y definimos también la suma de Jacobi de dos caracteres multipli-
cativos x1 y X2 como:

J(x1, x2) ZX1 z)x2(1 — )
z€lFy

Las siguientes son algunas propiedades de las sumas de Gauss y Jacobi. No las vamos
a probar acd. Para profundizar y ver una prueba de esto y varias prpoposiciones
siguientes, ver [LINO8| Teorema 5.12].

PROPOSICION 2.2. Denotamos X al caracter multiplicativo trivial, i.e. el que
cumple que Xiv(x) = 1 para todo x # 0 y xuwi(0) = 0; X, X1 ¥y X2 caracteres
multiplicativos no triviales; y X al caracter conjugado de x, i.e., x(x) = x(x) =

x(z71).

(Xtrw) =—1;
J(Xtrwa Xtrw) =4q— 2
J(Xtrwa ) - _1;
J(x:X) = —x(-1);
J(x1,x2) = J(x2,x1);

200 - 900 = 2D

) = g(x1)g(x2) .
gbaxz) ’

ZreF; X(CIZ) =0.
2

Calculemos ahora la cantidad N’ de puntos (u,v) € (F;)? que verifican u? =
v* 4 4n?. La clave es ver que, para cualquier a # 0 en F, y cualquier m | ¢ — 1, se
tiene que la cantidad de soluciones de ™ = a estd dada por:

(2.1) #{reF,: 2" =a} = Z x(a)

XX =Xtriv

.‘990.\2.039“4:\.%5\5{‘

Esto se debe a que, como el conjunto de la derecha es no vacio debido a que m | g—1,
tenemos x(a) = x(z)™ =1 (aporta 1 a la suma). Fijada r una raiz primitiva de F,
y x; una raiz m-ésima de a, para cada x del conjunto, podemos definir el caracter:

-1

Xo(r) = a7 e, xXM(r)=ala=1.

Y es facil ver, de la misma forma, que los caracteres que cumplen X" = Yty SON
sélo esos, por lo que los tenemos todos y cada uno aporta 1.
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Por la proposicién del capitulo 1, sabemos que #E,(F;) = g+ 1si ¢ = 3
(mdéd 4), asi que calculemos sélo el caso en que ¢ =1 (mdd 4).

Contamos por separado los pares (u,v) dependiendo de si alguna de las coorde-
nadas es cero o no. Nos queda:

N =A+B+C, donde
A=#{uecF,:u?=4n?};
B=#{veF,:0=0"+4n%};

C = #{(u,v) € (IF*) cu? = ot +4n?},

El primer término claramente es 2. Para el segundo, usamos la ecuacion Sea x4
un caracter de Fy que tenga orden 4, i.e. x4(g) = 4 para algiin generador g de F;.
Todos los caracteres de orden divisor de 4 son x4, (x4)?, (x4)® = X4 ¥ (X4)* = Xtriv-
Usando que —4n? es un cuadrado (porque ¢ = 1 (mdéd 4)), nos queda:

(2.2)

4
(2.3) D X (—4n?) = 2xu(—4n?) + 2.
j=1

Ahora, calculemos el tercer término. Sea y2 el caracter no trivial de orden 2 (i.e.
X2 = X3)- Usando la ecuacién n de nuevo, nos queda:

2
(2.4) o o #HuP=a} #t == ZZxS J(a—4n?).
a,beFy a€lfy  j=1k=1
a=b+4n2 a74n27$0

Notar que como x4(0) = 0, podemos eliminar la condicién de que a — 4n? # 0 en
la suma final. Hacemos el cambio de variable x = ;% en la primera suma de la
derecha. Nos queda luego de cambiar el orden de las sumas:

(2.5) Zin —4n®) Y " X)X - 2) Zin —4n?)J (x4, X3)-

7=1 k=1 xeF* 7=1 k=1

Finalmente, juntando las tres formas de escribir los términos de N’, usando las
propiedades 2, 3 y 4 mencionadas en ya que X7 = X3 = Xtriv ¥ que X7 = X2 = Xa,
nos queda:

(2.6)

N’ =24+ 24 2xa(—4n%) + D X4(=4n%)J (x2, ) + ¢ — 2+ 3(=1) + 2xa(—4n®)(~1)
7=1,3

= q— 14 xa(—=4n*)(J (x2, xa) + J (X2, X0))-
Es rutinario probar que x4(—4) = 1, con lo que x4(—4n?) = x2(n), y si llamamos
(2.7) a = ang = —x2(n)J(x2, x4),
concluimos que:

(2.8) Ny =#E,(F)) =N'+2=q+1—a-q,
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ya que J(x2,X4) = J (X2, X4) ¥ X2 = Xo-

Notar que « € Z[i], « = a + bi. Usando la propiedad 8 de tenemos:

9(X4)
y por lo tanto, usando la propiedad 7 de tenemos:
(2.10) la|? = a® +b? = q.

En cualquiera de los dos casos, ¢ = p =1 (méd 4) y ¢ = p?,p = 3 (mdéd 4), hay
varias posibilidades para el «. En el primero, son 8 (+a £ bi y +b £ ai) y en el
segundo caso hay cuatro posibilidades (£p + pi). El siguiente lema nos ayudard a
determinar cudl es en el teorema que probaremos.

LEMA 2.1. Sea ¢ =1 (méd 4), y sean x2, x4 caracteres multiplicativos de [y de

ordenes 2 y 4, respectivamente. Entonces 1+ J(x2,x4) es divisible por 2 4+ 2i en el
anillo Zli].

Ahora, tenemos todos los ingredientes necesarios para dar una férmula explicita
de Z(E,/Fp;t).

TEOREMA 2.1. Sea E,, la curva eliptica y* = x3 — nz sobre Fy,, con p primo y
p12n. Entonces:

1 — 2aT + pt? 1—at)(l—at
(2.11) Z(E/Fy;t) = al +pt= _ (1-at)(1-a )7
(1-t)(1—pt)  (1—t)(1—pt)
donde a = Rea, « = i,/p si p =3 (mdd 4) y a € Zli] es un elemento de norma p

que es congruente a (%) mddulo 2+ 2 sip=1 (méd 4).

DEMOSTRACION. Para poder calcular Z(E, /Fp;t), tenemos que hacer variar r
y calcular N, = #E,(F,-) para los p = 1 (m6d 4), y Na» = #E,(F,2r) para los
p =3 (mdd 4) (pues ya sabemos que N, = p" 41 si r impar en ese caso). Escribimos
g = p en el primer caso y ¢ = p? en el segundo, asf cuando variamos r por todos los
enteros positivos, cubrimos todos los casos que queriamos.

Como r estd variando y, por lo tanto, también el cuerpo Fyr, los caracteres que
vamos a considerar también irdn variando. Notamos x21 = X2 al tunico caracter
multiplicativo de orden 2 de F y x4,1 a uno de los dos caracteres de orden 4. Com-
poniendo x2 0 x4 con la norma N, de Fyr/F,, obtenemos caracteres multiplicativos
de o6rdenes 2 y 4 de Fym, que les llamamos x2, y x4, Para ver esto, sea g un
generador del grupo ciclico Fy tal que Xx4(g) = i y sea g, un generador del grupo
ciclico Fyr tal que N,(g,) = g (esto por la observacion . Con esto, tenemos que

1Dado un primo p y un entero cualquiera a, se define el simbolo de Legendre (%) como 1 sia

es un cuadrado médulo p (o sea, si existe € Z tal que a = 2 (méd p)), —1sinoloesyOsia=0
(méd p).
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X2 (9r) = x2(9) =1y Xa.r(9r) = xa(g) =14, 0 sea que tienen érdenes 2 y 4, resecti-
vamente.
Con esas definiciones y usando las igualdades 2.7 y tenemos:

#En<IFq'r) = qT —+ 1— an’qr — Cknﬂr,
9(x2.r)9(xa,r)
9(x4,r)

Ahora usamos una igualdad llamada relacién de Hasse-Davenport|[LNO8| Teorema
5.14], que dice:

(2.13) —9(x o Nr) = (=g(x))".
Si aplicamos esa igualdad al o, 4 que definimos recién, y usamos que x2,(n) =
x2(n") = x2(n)" (ya que n € F), y entonces n? = n), tenemos:

(2.14) Qpgr =

Ahora, probemos el teorema mismo. Si p =1 (méd 4), en la que por la cual g = p,

x2(n) es el simbolo de Legendre (7). Usando 2.7y el lema tenemos que o = ay p
21

es un entero Gaussiano (Z[i]) de norma p (por que es congruente a () médulo
2 + 2¢. Ahora, usando y tenemos:
N.=p"+1—-a" —a".

(2.12)
donde oy gr = —x2,(n)

T
n,q-

Ahora, usando las propiedades de la exponencial (2.1)), tenemos:

Z(En/[Fyit) = exp(3 L)exp(y @) (—api-m)

exp(X @ Yexp(32 &) (1—t)(1—pt)

r

que era lo que buscabamos.

Sip =3 (méd 4), ¢ = p?, entonces x2(n) = 1, pues todos los elementos de F,
son cuadrados en F,2. Entonces, usando el lema [2.1]y la ecuacién tenemos que
a,q es un entero Gaussiano de norma p que es congruente a 1 médulo 2 + 2i. De
los cuatro enteros Gaussianos de norma p (ikp con k =0,1,2,3), sélo —p satisface
la condicién de congruencia. De nuevo, usando las ecuaciones y tenemos
que para r par:

T T
Ny = #En(Fpr2) =p"+1—(-p)2 — (—p2).
Como N, = p" + 1 cuando r es impar, tenemos que para cualquier r:
Ny =p" +1—(iy/p)" = (=ivp)",

donde hacemos lo mismo que en el paso anterior y tenemos lo que buscdbamos. [

3. Enteros de Gauss

Si consideramos el anillo de enteros guassianos Z[i], los ideales primos p del anillo
son de tres tipos: p = (p) si p =3 (méd 4), p = (a+bi) si a®+b? = p, que eso ocurre
para p = 2 y para los p = 1 (méd 4) (ya que un primo impar p es suma de dos
cuadrados si y sélo si p = 1 (mé6d 4)[Ste09][Teorema 5.7.1]). En este tltimo caso,
decimos que 2 ramifica y si p es impar, decimos que p escinde. El grado de un ideal
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primo p, que se nota deg p, se define como el grado es la extensién de cuerpos Z[i]/p
(es un cuerpo ya que Z[i] es un dominio de ideales principales y por lo tanto p es un
ideal maximal) sobre F; la misma es 2 en el primer caso y 1 si p escinde. No nos
centraremos en el caso p = 2. De esta forma, podemos reescribir el ultimo teorema,
como:

PROPOSICION 2.3.

(2.15) (1= 8)(1 = pt) Z(En/Fp;t) = [ [(1 = (apt)?2P),
pEP

donde el producto es sobre los (uno o dos) ideales primos p de Z[i] que contienen a
p y a se define como oy =i./p sip = (p); ap = a+ bi si p escinde, donde a + bi es
el unico generador de p que es congruente a (%) modulo 2+ 21, y ap =0 51 2n € p.

Ahora, definiremos el mapa X, en Z[i] que serd multiplicativo y satisfard x,(z) =
09°8 P para cualquier generador z de p = (z). Este mapa multiplicatido es de la forma
Xn(x) = zX,(z), donde X/, (z) vale 0, +1 6 +i.

Primero, definimos X’ (z) = 0 si z tiene algin factor en comiin con 2n. Luego, para
n = 1 definimos X/, (z) = i’ la tnica potencia de i tal que ¥z = 1 (méd 2 + 2i)
(estamos asumiendo x coprimo con 2). Finalmente, para los demés n y para x € Z[i]
coprimo con 2, definimos X7,(z) = X7,(7)1(§5 ), donde Nz = 27, siendo N la norma
de la extensién recién mencionada, es un entero positivo impar, y () es el simbolo

de Legendre generalizado i.e. (;;%-) = (;:-)(;)- Resumiendo, tenemos:

X1(7)(§%) para x coprimo con 2n;

(216) Tule) =oTu(@)  Xalw) = {0 |
en otro caso;

para z en Z[i] coprimo con 2,
(2.17) Xi(z)=i* conifz=1 (méd 2+ 2i).
Sobre esta funcion, se puede probar:

PROPOSICION 2.4. El mapa X, es el iinico mapa multiplicativo de Z[i] que coin-

degp

cide con oy en cualquier generador del ideal primo p.

DEFINICION 2.5. Un caracter multiplicativo de un anillo R se dice primitivo
para un ideal [ si el caracter es no trivial para cualquier elemento invertible de R/J,
donde J es cualquier ideal estrictamente mas grande que I.

PROPOSICION 2.5. Sea n’ un generador del ideal ((2 4 2i)n) cuando n es impar
y del ideal (2n) cuando n es par. El mapa x|, es un caracter multiplicativo primitivo
para el ideal (n'). Ademds, si ) es un caracter aditivo de R/I que es no trivial en
cualquier J/I con J estrictamente mas grande que I. Entonces, se cumple que:

D Xu(@)v(ax) = Xp(a)g(x, ¥) Va € R/I,
z€R/I

donde g es la suma de Gauss.
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PROPOSICION 2.6.

gbm) == Y xil(x)eMRe(f”/"'):{

z€Z[i]/(n')

(_72) n', n impar,

—1 /- o .
(n—o) n't, n=2ngy par;

4. Funcién zeta de Riemann y funciéon L de Hasse-Weil

En lo que sigue, definiremos varios objetos y enunciaremos algunas propiedades
que no vamos a probar para centrarnos en demostrar el ultimo teorema de esta sec-
cién, que nos permite relacionar las funciones zeta recién calculadas con el problema
de los nimeros congruentes.

DEFINICION 2.6. Para los complejos s con Res > 1, definimos la funcién zeta

de I{ielrlallll COmo:
—S

—8 N
n=1 p primo p

La idea de lo que sigue es construir una extension analitica de la funcién ¢ a
todo el plano complejo salvo un punto, que es un polo.

DEFINICION 2.7. La transformada de Mellin de una funcién real f(t) se define
para complejos s con Rs > 1 como la integral:

M(s) := /OOO f)tLae.

DEFINICION 2.8. La funcién gamma se define como la transformada de Mellin
de e7t, o sea:

F(s):/ e 't at.
0

Es facil ver (resolviendo la integral usando partes) que satisface la siguiente

ecuacién funcional:

I(s+1) = sI'(s),
la cual nos permite extender I'(s) a una funcién meromorfa en todo el plano complejo
excepto por polos simples en s =0,—1,-2,... (yvaque I'(1) =1y I'(s) = M)

S

DEFINICION 2.9. Sea .Z el espacio de las funciones f : R — C suaves i.e.
infinitamente diferenciables que decrecen en el infinito con mayor velocidad que
cualquier inversa polinomial i.e., h’nil |z|N f(x) =0, YN € N. La transformada de

T—> 00

Fourier de una funcién f € Z es:

o0

= [ e

—0o0
Se puede probar sin dificultad que la integral converge para todo y y que f €eZ.

Las siguientes son algunas propiedades de la transformada de Fourier:
1. Sia e Ry g(z) = f(x + a), entonces j(y) = €2 f(y)).
2. Sia € Ry g(x)=e?™%f(x), entonces §(y) = f(y — a).
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3.851b >0y g(xz) = f(bx), entonces §(y) = %f(%)

Se puede definir la transformada de Fourier de forma andloga para funciones f :
R™ — C y vamos a tener las mismas propiedades recién mencionadas (donde la
integral es en todo R™). Lo mismo ocurre con las siguientes propiedades, que no
demostraremos (incluyendo el teorema), pero se pueden ver en [Kob93|[Cap. 2, sec.

4].
PROPOSICION 2.7. (Férmula de suma de Poisson). Si g € £, entonces:

o0 o0

S gm) =Y gm).

m=—0oQ m=—0Q0

La version, cuando g : R™ — C. es sumando a lo largo, ancho, profundo y lo que
sea de las demds dimensiones de Z™, es decir:

Y gm)= Y g(m).

mezm™ mezZm

DEFINICION 2.10. La funcidn theta se define como:

o0

0(t) :== Z e~ ™™’ para t > 0.

m=—oo
PROPOSICION 2.8. La funcion theta satisface la ecuacién funcional:

1
=—0(3).

Lot
TEOREMA 2.2. La funcion zeta de Riemann ((s) definida en para Res > 1

se extiende analiticamente a todo el plano complejo excepto por un polo simple en
s =1 con residuo 1. Ademds, si definimos:

o(t)

A(s) == 1 (5) ¢(s).

Entonces A(s) es invariante al remplazar s por 1 — s:
A(s) = A(1 —s),

y eso quiere decir que ((s) verifica la ecuacion funcional:

7T (%) C(s) = 7r_(1;S)I’ <1 ; 5> ¢(1—s).

Unicamente mencionaremos que la idea de la prueba es considerar la transfor-
mada de Mellin de la funcién 6(t).
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DEFINICION 2.11. Sea E, : y?> = 2% — n?z nuestra curva eliptica. Para s € C,
definimos la funcién L de Hasse-Weil de la curva F,, como:

s )
LB )= 1 BBy )

- H 1_2aEn,pp tpl-2s

:H 1

de

donde ag, p es el a definido en el teorema que depende de la curva y del primo
en cuestién, y en la segunda ecuacion, el producto es sobre todos los ideales primos
de Z[i] para los cuales p € p y p es de buena reduccién (p 1 2n). Recordar que
estos ideales son de dos tipos: p = (p) si p =3 (mdéd 4) y deg p = 2, Np = p%; y
p=(a+bi),a®+b*=p=1 (mdd 4), deg p = 1, Np = p. El valor de oy y que las
igualdades de arriba son ciertas se derivan de y de la segunda igualdad en

De la misma forma que para la funcién zeta de Riemann, podemos expandir el
producto de Euler, escribir cada término como una serie geométrica y multiplicar
todo. El resultado es:

(2.18) L(Ep,s) =Y _ bnm "
m=1

Usando la proposicion podemos reescribir la tdltima igualdad de L(E,, s) en
términos de la funcién Y,,:

o A0S
(2.19) L(E,, )_,,l;(l (Np)5> :

donde notamos Y, (p) como x,(z) para cualquier generador.

Ahora, expandimos este producto de la misma forma que se expande la funcién
zeta de Riemann , y usando que todo ideal tiene una factorizaciéon tunica como
producto de ideales primos (ya que Z[i] es un DIP) y que ambas, la norma N y X,
son multiplicativas, tenemos:

(220) L(En,s) =Y Xn(I)(NI)~*,
I

donde la suma es sobre todos los ideales no nulos de Z[i]. Para relacionar esto con
la expansion general que escribimos en [2.18] vemos que para obtener la serie en este
ultimo, juntamos todos los términos correspondientes a los ideales I con la misma
norma, o sea:

(2.21) b= Y Xn(D).

I,NI=m
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Notar que, como Xn(I) = X1({)(57), tenemos:

oo =) % 5= ()

I,NI=m

donde los ¢, son los b,, de la expansién [2.18| para n = 1. Entonces, si para un n fijo
denotamos x, al mapa multiplicativo de Z dado por m — () (y ya notamos a x;,
como un mapa multiplicativo de Z[i] en {0,+1,+i} de forma andloga a X)) (para
m coprimo con 2n), tenemos:

(o]
(2.23) L(Ep,s) = Y _ Xn(m)emm™.
m=1
Por tdltimo, notamos que todo ideal no nulo tiene cuatro generadores posibles,

ya que Z[i] tiene sélo cuatro invertibles (+1, £4), y por lo tanto aparece cuatro veces
si listamos elementos en vez de ideales. Entonces:

1 ~ .
bm = Z Z Xn(a —+ bZ),
a+bi
a2+b2=m
y
1 = —S
L(E,,s) = i Zz‘h Xn(z)(Nz)
xELL
(2.24) Loy ek biath)
1 2 2\s :
a+bi€Z[i] (CL +b )

El siguiente teorema es lo iltimo que haremos en este capitulo y lo que necesitaremos
para poder relacionar la funcién L de Hasse-Weil con el problema de los nimeros
congruentes.

TEOREMA 2.3. La funcion L de Hasse-Weil L(E,, s) para la curva eliptica E,,
definida para los s con Re s > %, se extiende analiticamente a una funcion holomorfa
en todo C. Ademds, sean:

(2.25) N = 32n%  sin es impar;
' ©116n? sin es par,
Y
N S
(2.26) A(s) == <\g>) [(s)L(Ey, s).
T

Entonces L(E,, s) satisface la siguiente ecuacion funcional:
(2.27) A(s) = A2 —s),
donde el signo es positivo sin =1,2,3 (méd 8) y negativo sin =5,6,7 (méd 8).

DEMOSTRACION. Comenzaremos por expresar L(E,, s) escrita de la forma

en términos de la transformada de Mellin de una versién en dimensién dos de la
funcién 6 definida en 2-100
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Sea entonces u = (u1,u2) € R? con alguna coordenada no entera, y sea t € R*.
Sea w = (1,i) € C2, con lo que expresaremos m - w = mj + moi para m € Z2.
Definimos:

Ou(t) = > (m+u) - weHmrul;

meZ?

o 2
eu(t) _ § : m- w627rzm ue wt||ml| )
meZ?

(2.28)

En funcién de u y t fijos, podemos encontrar una ecuacién funcional para 6,,(t)
usando la férmula de la suma de Poisson pero variando en Z2. Tomamos la funcién
g : R? — C como:

g(z) = (x 4+ u) - we el

Lo que queremos entonces es encontrar la transformada de Fourier de la funcién

g(z) y, por lo tanto, el otro lado de la férmula de Poisson. Para eso, llamamos
allzl? s

fla) = e g1 (2) = f(Vix), g2(x) = w - Lg1(x) y, por tltimo, tenemos g(x) =

%gg (z 4+ u). Con todo eso, tenemos, usando las propiedades en R de la definicién

de transformada de Fourier en 2.9

Fy) = e ml?;
gily) = = Le=m/tyll?,
Go(y) = 2mit tw - ye TIWIP/E,

(y) = _Z'tfzw . yeQﬂ-iu'ye*ﬂ-”y‘F/t.

g
Si ahora evaluamos §(m) en m € Z? y sumamos a lo largo y ancho de todo Z2,
tenemos:

(2.29) Ou(t) = —0"(1).

Consideramos ahora la transformada de Mellin de 6,,(t), Mg, (s) = [~ t° 10, (t)dt,
y veremos que esta se puede extender a una funcién entera, i.e. holomorfa en todo
C. Primero, si t esta lejos del cero, el integrando estd acotado por algo de la forma
e~ pues ||m + u||? estd lejos del cero a lo largo de todo m € Z? porque u ¢ Z2.
Luego, si t esta cerca del cero, usamos la ecuacién funcional recién provista y acotar
0“(%) por algo de la forma e~ usando que el tnico término en la definicién de 6%
con ||m|| = 0 se anula porque m - w = 0.

Si tomamos s con Re s > %, podemos evaluar la transformada de Mellin término
a término, obteniendo algo que se parece mucho a nuestra funciéon L:

/ 1, () dt = Y (m+u)-w/ s lemmtlmtul® gy
0

(2 30) meZ>? 0
| —ror(s) Y Ut
2, TP
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usando que la transformada de Mellin de la funcién e~

es:

para una constante ¢ > 0

(0.9}
/ e 5T dt = 5T (s).
0

Ahora, para Res > 3 podemos reescribir L(E,, s) como una combinacién lineal
de esas sumas de variable w.

Suponemos ahora que n es impar. El caso n par es analogo y un poco mas
sencillo, usando que x}, depende médulo 2n en vez de (2 + 2i)n. Usando la igualdad
en como X, (x) depende de x médulo n’ = (2 + 2)n, con més razén, no varfa si
cambiamos x médulo 4n = 2(1 —)(2 + 2i)n. Tenemos entonces:

1 a+bi+4nm-w
L(E, == bi)
(Bus)=7 > xala+b) ) [(a, ) + 4nm]|[2s
0<a,b<4n meZ?

m—+ (& L)) w
23(4711—25) Z x;(a—i—bi) Z ( +(4n’4n))

a<0,b<4n meZ?

(2.31)

Con esto y lo anterior, tenemos:

(2.32) 7 *T(s)L(E,,s) = 3(471)1*25 Z X (a+ bz)/ 5710, (t)dt.
0<a,b<4n 0
(a,0)#(0,0)

donde u = (4%, ﬁ), y usaremos esa notacion de ahora en adelante.

Ahora, como la integral dentro de la suma (finita) es una funcién entera de s,
ya que 6, decrece exponencialmente, y también lo son (4n'=2%) y %, concluimos,

despejando, que L(E,, s) tiene una continuacién analitica a una funcién entera, pro-
bando la primera parte del teorema.

Para probar el resto, podemos usar la igualdad y cambiar ¢t por % para
obtener:

(2.33) / 110, () dt = —i / £-30% (LYt = —i / 1308 (1)t
0 0 0

Si en la funcién entera de consideramos solo los s con 2—s > % (i.e., Re s > %),
podemos ver la dltima integral como una suma infinita. Usando [4] la definicién de
la 0% e intercambiando sumatoria con integral, tenemos:

/ tsfgﬁu(t)dt — 7_[_2st(2 _ 8) Z - weQﬂ’im-(a,b)/4nHmeQ(Zfs)'
0
meZ>?

Entonces, para los s con Re2 — s > %, el lado derecho de queda:

(2.34) —i(4n) 215720 (2 — 5) Z

ek



4. FUNCION ZETA DE RIEMANN Y FUNCION L DE HASSE-WEIL 41

donde para m € Z?, definimos:

S, 1= Z Xn(a + bZ) zm (a, b)/4n

0<a,b<4n
Para finalizar la prueba, veamos el siguiente lema y cémo usarlo:
LEMA 2.2. Simj1+mei = m-w no pertenece al ideal generado por 1414, entonces

Sm = 0. Si, por el contrario, mi + mai = (1 + i)x para algin x € Z[i], entonces
Sm = 2x5h(x)g(x},), donde g denota la suma de Gauss definida en la proposicion .

Si sustituimos m - 2 = my + mgi = (1 + i)z en la suma de arriba, el lema nos
dice que:

_ 1+Z a '

mEZ2

— (1402 1( 2)(2+21) S Fn() (No) 2

n
x€Z3)

por la proposmlonn 2.6, donde N,(x) es la norma de = definida enn 2.2] La iltima suma
es igual a 4L(E,,2 — s) por 2 4 Juntando todo, tenemos que, si Re(2 — s) > 3, el
lado derecho en |2.32] es igual a:

—i(4n' 7202 — s) (1 +0)2° ! <_n2) (2+i)nL(E,,s — s)

_ (‘2> 7202 — 8)(8n2) S L(Ep, 2 — s).

n

S
Por otro lado, si pasamos el término (@) para el lado derecho en la ecuacién

funcional, tenemos que lo que queremos probar es:

n 2

— (;2) (JZ) - 5722 — 8)L(Ey, 2 — 5),

que es exactamente lo que vimos recién.

Ahora, probemos el lema:

Supongamos primero que m; + mat no es divisible por 1 + i. Esto es lo mismo que
decir que m; y my tienen distinta paridad (pues lo generado por 1 + ¢ son cosas de
la forma (z + yi)(1 + i) = (x —y) + (x + y)i, o sea, todos los enteros gaussianos
con coordenadas de igual paridad). Por otro lado, como a y b van de 0 a 4n (sin
ser 4n), los elementos de la forma a + bi recorren todas las clases médulo (2 + 2i)n
exactamente dos veces (ya que sumar o restar 2n + 2ni é 2n — 2ni es estar en la
misma clase). En ambos casos, x},(a + bi) vale lo mismo por la proposicién pero
veamos que sus términos exponenciales son iguales pero con signo opuesto. Para eso,
tomemos a+ bi y ¢+ di dos elementos diferentes de esos, o sea, que sean congruentes

7 °T(s)L(Ey, s) = <_2) (‘/N> 27)2VN"°T(2 — 8)L(Ep,2 — 5)
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modulo (2 4 2i)n pero no médulo 4n. Tenemos que a + bi — (¢ + di) = (2 + 2i)n
(méd (4n)), y por lo tanto:

o2mim-(a,b)/4n ( ezmm.(c,d)mn)*l — p2mim-((a,b)—(c,d))/4n
— 6271"L'm-(27“L,2n)/4n

_ em'm1 +m2

=-1

porque mq y my tienen diferente paridad. Esto prueba la primera parte.

Para la segunda, supongamos que mj + meoi = (1 + i)x. Notar que m - (a,b) =
mia + mab = Re((m1 — mai)(a + bi)) = Re((1 — ¢)T(a + bi)) y entonces, el término
exponencial en Sy, es ¥ (Z(a + bi)), donde:

w(x) — eQm‘ Re(x/n’)7

que es un caracter aditivo como el que se pide en Como x/}, es un caracter
primitivo médulo (2 + 2i)n (por [2.5)), y la suma va recorriendo todos los elementos
del cociente Z[i]/(n') dos veces, tenemos que:

Sy = 2 > X (@ + bi)p(Z(a + bi))
a+bi€Z[i]/(2+2i)n

= 2x7,(T)g(xn) = 2xn (2)g(x0),

que es lo que queriamos probar. O

Ahora que tenemos el teorema, podemos relacionarlo con el problema de los
nimeros congruentes.

Decimos que una curva eliptica E tiene multiplicacién compleja si el anillo
End(E) de los morfismos de grupos de E en si misma contiene estrictamente a
Z. Se puede ver que nuestra curva tiene multiplicacién compleja.

CONJETURA 2.1. (B. Birch y P. Swinnerton-Dyer, version débil). Sea E una
curva eliptica sobre Q. Entonces el rango de E(Q) es igual al orden del cero de
L(E,s) en s = 1. En particular, L(E,1) = 0 si y sdlo si E(Q) tiene rango positivo,
i.e. tiene infinitos puntos racionales.

TEOREMA 2.4. (J. Coates y A. Wiles). Sea E una curva eliptica sobre Q con
multiplicacion compleja. Si E tiene infinitos Q—puntos, entonces L(E,1) = 0.

Este teorema es bastante dificil y no lo demostraremos. Para una prueba, ver
[CWTT].
En nuestro caso, se puede ver que la curva F, tiene multiplicacién compleja, este
teorema junto a la proposicién nos dice que si L(E,,1) # 0 entonces n no
es un ndmero congruente, y si n es un nimero congruente, entonces L(E,,1) = 0.
Reciprocamente, si la conjetura débil de Birch y Swinnerton-Dyer es cierta, entonces
L(E,,1) = 0 implica que n es un nimero congruente. Finalizamos el capitulo con
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la siguiente proposicién, que nos da una forma de saber, con lo que tenemos hasta
ahora, cudando algunos ntimeros n libres de cuadrados son congruentes.

PROPOSICION 2.9. Sin=5,6 6 7 (méd 8), y vale la conjetura débil de Birch y
Swinnerton-Dyer para la curva E,, entonces n es un numero congruente.

DEMOSTRACION. Por el teorema[2.3] tenemos que A(s) = —A(2—s). Si ponemos
s = 1, tenemos que A(1) = —A(1), o sea que A(1) = 0. Pero, por la definicién de
A, esto sélo puede pasar si L(FEy,,1) = 0, y como la conjetura débil es cierta, esto
implica que la curva eliptica tiene rango infinito, i.e., por la proposicién del
capitulo 1, que n es un nimero congruente. O






Capitulo 3

Formas Modulares

En este capitulo, definiremos nuestro segundo objeto: las formas modulares. Pri-
mero, hablaremos de la base sobre la que éstas se paran: el grupo SLs(Z); pasaremos
a definir lo que es una forma modular de peso entero en un contexto general (sub-
grupos de congruencia) y sus operadores de Hecke; luego, generalizaremos la idea
definiendo formas modulares de peso medio entero, hablaremos de sus respectivos
operadores de Hecke y dejaremos todo listo para terminar el problema de los nameros
congruentes en el capitulo final.

1. SLs(Z) y subgrupos de congruencia

Para cualquier anillo conmutativo R con unidad, se define el grupo general lineal

a

y se nota GLa(R) al grupo de matrices g = con determinante en R* (el

b
d
subgrupo de los invertibles de R). El subgrupo especial lineal SLa(R) es el subgrupo
de GLy(R) de matrices de determinante 1. En este capitulo, nos concentraremos en

los casos R=R, R=7Zy R =7/NZ para un entero positivo V.

Sea C = CU {oo} (i.e. el plano complejo con un punto, la recta proyectiva P&,
llamada la esfera de Riemann). Dado un elemento g € SLa(R) y un z € C, definimos

az+d_

3.1 =BT
(3.1) gz cz+d’

= lim g-z.
Z— 00

a
g 0 = —
c
(Asitenemosg-%d:oo,ysic:O, g - 00 = 00.)

El mapa z — g - z es una accién (a izquierda) del grupo SL2(R), o sea: g1(-g2-2) =
(9192)-z para todo z € C. De ahora en més, para una lectura mas cémoda, dejaremos
de usar - para notar esta accién y pondremos directamente gz.

-1 0
0 -1
identidad, pero &I son las tnicas matrices que actian trivialmente, por lo que el
cociente SLo(R)/ + I, a veces llamado PSLy(R), actia de forma fiel en C, i.e. la
identidad es el unico elemento que actua trivialmente.

Notar que para g = —1 = > € SLy(R), las féormulas nos da el mapa

Sea H C C el semiplano superior, H = {z € C: Imz > 0}. Es importante notar
que SLy(R) preserva H, i.e. Im z > 0 implica Im gz > 0. Esto es porque

az+b (az +b)(cz + d)
=Im
cz+d lez + dJ?

45

Im~vz = Im = |cz + d|"?Tm(adz + bcZ).
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pero Im(adz + bcz) = (ad — bc) Im z = Im z porque dety = 1, entonces
(3.2) Imgz = |cz+d|?Imz para g= (CCL Z) € SLa(R).

Podemos considerar entonces la acciéon en H, que es lo que haremos de ahora en
adelante. El subgrupo de SLy(R) con entradas enteras es SLy (Z), a veces notado T,
es llamado el ”grupo modular completo”. Notamos I' =T'/ + I.

Sea N un entero positivo. Definimos:
(3.3)

I'(N) := {(CCL Z) €8SLe(Z):a=d=1 (méd N), b=c=0 (méd N)}
Es llamado subgrupo principal de congruencia de nivel N. Es un subgrupo
normal de T, ya que es el nicleo del morfismo que va de I en SLy(Z/NZ) reducien-
do médulo N. O sea, I'(IV) es el subgrupo de las matrices con entradas enteras y
determinante 1 congruentes con I médulo N. Veremos mas adelante que este es el
analogo del semigrupo 1 4+ NZ, los enteros congruentes con 1 médulo V.

Notar que T'(N) =T'(N)/+1I,si N > 2, esT(N) =T'(N), pues —1 Z 1 (méd N))
y por lo tanto —I ¢ T'(N).

Un subgrupo de I' es llamado subgrupo de congruencia de nivel N si contiene a
I'(N) (o aI'(IV) si estamos en ese contexto). Notar que un subgrupo de congruencia
de nivel N es también un subgrupo de congruencia de nivel N’ si N | N'.

No todos los subgrupos de I" son de congruencia, pero no nos importan los que
no lo sean.

DEFINICION 3.1. Los subgrupos de congruencia que mds nos importarén son los
siguientes:

- {(: 9= 9) mav) non-{(: = ) wav)
o= {(2 )= 2) )

donde * indica que no hay condicién de congruencia, o sea, puede ser cualquier
entero.

Cuando un grupo actia sobre un conjunto, lo divide en clases de equivalen-
cia, donde dos elementos son equivalentes si existe un elemento del grupo que lleva
uno en el otro. En este caso, si G es un subgrupo de I', decimos que z; y 22 son
G—equivalentes si existe g € G tal que gz; = 23.

Sea F'un conjunto cerrado y conexo en H (usualmente también serd simplemente
conexo). Decimos que F' es un dominio fundamental para el subgrupo G si todo
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elemento de H es G—equivalente a alguno de F'y no hay dos puntos en el interior de
F' que sean G—equivalentes. O sea, F' contiene un conjunto de representantes de las
clases que podrian repetirse sélo en el borde. El ejemplo mas famoso de un dominio
fundamental es:

(3.4) Fi={2€H:-1<Rez<1i|z|>1},
representado en la siguiente figura.
/Z\
—% + @z % + @z

PROPOSICION 3.1. La region F definida en es un dominio fundamental para
.

Esta proposiciéon la podemos dividir en las siguientes dos proposiciones mas
precisas.

PROPOSICION 3.2. Todo punto de H es I'—equivalente a algin punto en F.

PROPOSICION 3.3. Dos puntos z1 y z2 de F son I'—equivalentes si y sélo si son
iguales, Re z1 = :I:% Yy zo =21 1t1 0 2 estd en el circulo unitario y zo = —L (en

z1
particular, dos puntos distintos del interior no son equivalentes).

Mais precisamente, en la primera proposicién probaremos que cualquier z € H
es ['—equivalente a uno de F', donde I" es el subgrupo generado por los siguientes

elementos Sy T.
1 1
T.(O 1).z'—>z+1,

_ (0 —1Y . 1
S'_<1 0>.ZI—> <

En realidad, estos dos elementos generan todo I'; no es dificil probarlo por ejem-
plo, usando la identidad de Bézouzﬂ pero aprovecharemos la ocasién para probarlo
usando que F' es dominio fundamental.

(3.5)

1Siq y b son enteros y d =mcd(a, b), existen enteros z e y tales que ax + by = d. En particular,
a y b son coprimos si y sélo si existen x e y tales que ax + by = 1.
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DEMOSTRACION. (3.2)). Sea z € H cualquiera. Si v = (Z Z

Im~yz=Im m por la ecuacién (3.2 Como ¢y d son enteros y no pueden ser ambos

) € I, entonces

nulos, existe un 7 tal que |cz + d| es minimal (el reticulo generado por z y 1 sin el
0 tiene un elemento de norma minimal), y para ese -, tenemos entonces que Im~yz
es maximal. Si cambiamos v por 777, ¢ y d siguen siendo los mismos por lo que la
maximalidad de Im+ - z se mantiene, asi que lo hacemos para un j conveniente que
deje vz en la franja deseada. Si 7z no estuviera en F', o sea, si |yz| < 1, por
tenemos

(3.6) Im S(yz) = Im| 7 > Imoyz,

lo que contradice la eleccién de v para que Im vz sea maximal. Entonces existe v € I’
tal que vz € F.
O
DEMOSTRACION. . Sean z1 y z9 en F' que son I'—equivalentes. Suponemos
b
d) € I" tal que 29 = v2;.
Como Im zp > Im 21, por tenemos |cz; + d| < 1. Como d es un real (de hecho,
un entero), mirando la figura de F' es facil ver que esto s6lo puede pasar si |¢| < 1y
|d| < 1. Eso nos deja los siguientes cuatro casos:
1) c=0yd==l.
)e=+1,d=01y z estd en el cfrculo unitario.
m) c=d==%xlyz =—5+%
W) c=—-d=%lyz=5+%
En I), v es una traslacién iT“ (el signo no importa ya que vimos que podemos
pensar en PSLy(Z)), pero dicha traslacién sélo puede llevar un elemento de F' en

otro si a = 0 y los puntos son iguales o si a = 1 y los puntos estdn uno en el borde
derecho de F'y otro en el izquierdo.

sin pérdida de generalidad que Im 2o >Im z1. Sea v =

ot

Enll)y =+ <61L _01) =4T%S cona =0y 21 y 22 en el circulo unitario, simétricos

entre ellos respecto al eje imaginario, o a = +1 y 271 = 29 = alguna de las puntitas
de F.

a a—1 0 -1 .
EnIII),7—:t< 1 >—j:Ta< >,yesoactuandoenzl——%+\fzes

1 1 1
=T— Zl+1) =T% dondea =0y 21 =29 6 21 + 1 = 29 y son las “puntitas’de
F.
En IV), es casi lo mismo que en II]) pero v = =+ Cll 1 I ) =47 (01 1)’

con lo que 21 y z2 0 son el mismo punto o son las dos “puntitas’de F.
PROPOSICION 3.4. El grupo I' = SLy(Z) estd generado por los elementos S y T.

DEMOSTRACION. Sea I" el subgrupo generado por los elementos recién mencio-
nados, y sea z un elemento cualquiera en el interior de F' (el que se te cante, elegilo
sin miedo). Sea ahora un g € I' y consiederemos gz € H. Por la Prop. existe
un vy € I” tal que vy(gz) € F. Pero como z estd en el interior de F, por la Prop.
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m (v9)z = z y por lo tanto, vg = £ € I'y g = £y~ ! € T’ terminando la
demostracion. O

Recordemos que en el primer capitulo también tenfamos un dominio funda-
mental, el paralelogramo II C C, donde el grupo era el reticulo L y la accién era
g-z = g+z. En ese caso, nos convenia identificar los puntos que eran L—equivalentes
y el paralelogramo de convertia en el toro C/L y obtenfamos un isomorfismo entre
este y la curva eliptica y? = 423 — gox? — g3. También nos era conveniente agregar
un ”punto en el infinito”. Haremos ambas cosas en este caso también.

DEFINICION 3.2. Sea H := H U {co} UQ, o sea, el semiplano superior, los
racionales que estan en el eje real y el infinito (que lo podemos pensar como el limite
de cualquier complejo con norma tendiendo a infinito, como yi con y — o0). Los
puntos nuevos Q e oo los llamamos cuspides.

Es facil ver que I' permuta las ctuspides transitivamente, o sea, oo y los racionales
estan en la misma clase de equivalencia segtin I'. Extendemos la topologia de H a
H de la siguiente manera: consideramos el mapa de H en el disco unidad pinchado
dado por:

Zq= 627riz

y lo extendemos a H mandando oo en 0. La topologia de H es la que hace a dicho
mapa continuo. Notar que una base de entornos de oo en H es la pre-imagen de
los discos abiertos de centro 0 y radio menor a 1, o sea, los conjuntos No = {z €
C: 3z > C} U {oo} para todo C > 0. El cambio de variable de z a ¢ = €2™* es
muy importante para definir lo que es una forma modular, ya que diremos que una
funcién es meromorfa en infinito si se puede escribir como serie de potencias de g
con finitos términos negativos, o sea, que la expansién de Fourier sea de la forma:

o0
(3.7) fz)=> ang", 1N
n=-—1
Decimos que es holomorfa en infinito si a,, = 0 para todo n < 0 y que se anula en
infinito si ag = 0. o
Por 1ltimo, una base de entornos de las cispides ;7 € H estara dada por extender a y
. b . .
¢ a una matriz o = ((Cz d> € I' y considerar aN¢, o sea, trasladar N¢ por la accién
de . Nos queda que una base de entornos de ¢ son las bolas abiertas tangentes a ¢

con el punto racional abajo.

2. Formas modulares

a

DEFINICION 3.3. Sean v = b) € SLy(Z), f(2) : H — CU{oo} y k un

d
entero. Definimos una accién (a derecha) de SLo(Z) en las funciones f como la
mencionada, y de peso introducimos su notacién, como:

(3.8) FIlk(z) = (cz + d)* f(72).

Este es el ingrediente principal para definir formas modulares.
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DEFINICION 3.4. Sea f(z) una funcién meromorfa en H, sea IV < T' = SLg(Z)
un subgrupo de congruencia de nivel N, o sea, I'(N) < I" y sea k € Z. Decimos que
f es una funcién modular de peso k para el subgrupo I si:

(3.9) flvle = f paratodo yeT’,

y, para todo v9 € I' = SLa(Z), la funcién f|[yo]x sea meromorfa en el infinito y que
su desarrollo de Fourier sea de la forma:

0 2miz
(3.10) flholk(z) = > angly 1EN, gv=eN .

n=-—1

Notar que la diferencia estd en que las potencias son gy y no gq.

Si la funcién f es ademéds holomorfa en H y el infinito (i.e. a,, = 0 para todo
n < 0), f(z) es llamada“forma modular de peso k para el subgrupo I'"”. Al conjunto
de dichas funciones lo notamos My (I"). Si, ain mds, la funcién se anula en el infinito
(i.e. ag =0) f(z) es llamada “forma cuspidal de peso k para I, y al conjunto de
esas funciones lo notamos Si(I"). Por ultimo, a la expansién de una funcién
modular f(z) le llamamos “g—expansién”.

OBSERVACION 3.1. 1. La condicién cuando consideramos todo el grupo I, es
equivalente a que la relacién valga para Ty S, los generadores de I', que lo podemos
traducir en:

(3.11) f(z)=f(z+1)

(3.12) f=4H = (—2)kf(2) = 28 f(2) porque k es par.

2. Si k es impar, no hay funciones modulares para I' = SLy(Z) no nulas de peso k;
se puede ver facilmente tomando v = —1I en|3.9

3. Las condiciones se preservan por suma y producto por escalares, o sea, los con-
juntos de las funciones modulares, My (I") y Si(I') son espacios vectoriales sobre
los complejos. Por otro lado, si multiplicamos dos funciones modulares (o formas, o
cuspidales) de pesos ki y kg, nos da una forma de peso ki + ko, y la inversa (con el
producto punto a punto) de una funcién modular de peso k es una funcién modular
de peso —k, por lo que las funciones modulares de cualquier peso son un cuerpo.

Un primer ejemplo de una funcién modular para SLy(Z) son las Series de Ein-
sestein, que se definen, para cualquer entero par k > 2, como

(3.13) Gi(2) = > !

L
m,nel (mZ + n)

donde la suma es sobre los enteros no ambos nulos. Notar que si tomamos L, el
reticulo generado por el 1 y por z en C, entonces Gi(z) = Gi(L,), que definimos
en el capitulo 1 (ecuacién . Como k es al menos 4, la suma es absolutamente
convergente y uniformemente en cualquier compacto de H.
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Otro ejemplo, que nos serd titil mas adelante, es la funcién (©(z))? € My(I'1(4)),
definida por:

(3.14) O(z) == ZeQ“iZ”Q = Zq”2 =1+2¢+2¢* +2¢°+ ...

nez nez
Si I es un subgrupo normal de I y y es un caracter para I''/T”| i.e.; un morfismo
de grupos x : IV/T" — C*, podemos considerar unas ciertas formas modulares para

el grupo I'” pero no necesariamente para I que seran necesarias para entender los
teoremas finales. Definimos entonces:

My(T', x) := {f € Mp(T") : fI[y s = x(7)f  para todo y € T'}.

Si en el caso anterior consideramos, para un N, los subgrupos I'1 (V) y I'g(IV), ya que
el primero es normal en el segundo, y un caracter x en el cociente I'g(N)/T'1(N) =
Z/NZ, utilizamos la notacién:

M) = {7 € MUTa () fllle = x(@f pava todo = (£ 1) T}

De manera analoga, podemos hablar de Si(N, x) := Mi(N, x) N Sk(T'1(N)).

3. Operadores de Hecke

Nos concentraremos ahora en los subgrupos de congruencia més importantes,
definidos en I T1(N), To(N) y I'(N). Notar que si tomamos N = 1, todos los
recién mencionados son iguales.

DEFINICION 3.5. Un “punto modular”de I' se refiere a lo siguiente, dependiendo
del contexto:

1. siIV =T, un reticulo L C C, que notamos ey;

2. si IY =T (N), un par (L,t) donde L es un reticulo y t € C/L es un punto
de orden IV, que notamos ey, ¢;

3. si IV = Ty(N), un par (L, S) donde L es un reticulo y S C C/L es un sub-
grupo ciclico de orden N, que notamos ey, g;

4. si IV = T'(N), una terna (L, t1,t2) donde L es un reticulo, t1,t2 € C/L son
tales que todo t € %L/L es de la forma t = mt; + nta, o sea, {t1,t2} es
una base (como combinacién lineal entera) de los puntos de orden N, que
notamos ey, ¢, ¢,-

Sea . el Q—espacio vectorial de las sumas formales finitas de puntos modulares
sobre I" = T'1(N), i.e., £ = @ Q(L,t), donde la suma es sobre todos los reticulos
L y todos los puntos ¢t de orden N.
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DEFINICION 3.6. Sea n un entero positivo. Definimos el operador de Hecke aso-
ciado a n como el mapa Q—lineal T}, : .Z — £ definido en la base canénica de £
por:

1
Th(ert) = n ZeL',n

donde la suma es sobre todos los reticulos L' que contienen a L de indice n tales que
ez es un punto modular. Aqui, si t € C/L, también estard en C/L’ via proyectar
(ya que L’ es mds grande (mds fino) que L). En la siguientes imdgenes, dos ejemplos
de reticulos L < L' (en realidad, sélo sus paralelogramos fundamentales 117, y II /)
de indice 4.

I1,

].-.[L'

I1;,

L'/L es un subgrupo de C/L de orden n.

Notar que la suma recién definida es finita, ya que los reticulos L’ tienen que
estar contenidos en %L = {%l : 1 € L}, o sea, los reticulos L’ con paralelogramo
fundamental II' que entre n veces en el paralelogramo fundamental de L, II, son
finitos (no hay muchas formas de hacer entrar n II's en II). O sea, cada L’ en la
suma corresponde a un subgrupo de orden n de 1L/L = (Z/nZ)*.

Notar que T = Id.

Luego, para cualquier entero positivo n coprimo con N, definimos otro mapa
lineal:
1

(3.15) Tom: L — 2L, Thnlert) = ﬁ%%)L,t'

Notar que tiene sentido ya que t tiene orden N por ser N y n coprimos.
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Para estos mapas, es facil ver que vale la conmutatividad de la composicion:
Tm,anz,m = Tn1n2,n1n2 = Tng,nzTnl,m; Tn,nTm = Tan,n-

La conmutatividad sélo para los T}, también vale en ciertos casos, y es lo que veremos
ahora.

PROPOSICION 3.5. 1) Si med(m,n) = 1, entonces Tryn = TrTh; en particular,
T,, conmuta con T,,.
2) Sip es un primo que divide a N, entonces T, = T[l).
3) Sip es un primo que no divide a N, entonces, para l > 2:

T,=1T

P pl—lTp — prz—2Tp7p.

Sin = p{*...pd" es la descomposicién en factores primos de n, entonces T, =
Tp?l ... Thar, y cada uno los puedo descomponer usando las partes 2 y 3 de la pro-
posicién Esto quiere decir que los 75, ,, para n coprimo con N y los T;, con m
cualquiera, generan un algebra conmutativa ¢ de operadores de .Z en Z.

DEFINICION 3.7. Sean IV < I' un subgrupo de congruencia, F’ un dominio fun-
damental para I y f,g € My (I"), siendo alguna de las dos una forma cuspidal. Se
define el siguiente producto interno:

< fog>= f(2)g9(2)y*2dzdy.

1
T Jp
PROPOSICION 3.6. Sean n y N enteros coprimos y x un caracter multiplicati-
vo mddulo N. Sea ¢, cualquiera de las dos raices cuadradas de X(n). Entonces el
operador de Hecke ¢, T}, es autoadjunto respecto al producto interno definido en
re.; < cpyInf,g >=< f,cpnTng >.

PROPOSICION 3.7. Sea N un entero positivo y x un caracter multiplicativo mddu-
lo N. Eziste una base de Si(N,x) como C—espacio vectorial formada por formas
modulares que son vectores propios para todos los T,, con med(n,N) = 1.

DEMOSTRACION. Para empezar, aclaramos que los espacios de formas modulares

son de dimensién finita. Esta afirmacién no la probaremos, pues escapa de nuestro
interés la prueba.
Para cada n con med(n, N) = 1 y cada subespacio S C Si(IV, x) invariante por T,
como ¢, T;, es autoadjunto y S tiene dimension finita, el teorema de descomposicion
espectral nos dice que existe una base (el teorema nos dice, aiin més, que esta base es
ortonormal, pero no nos importa) de S formada por vectores propios de ¢, T;,. Luego,
cualquier subespacio propio de T;, es invariante bajo los otros 1;,/. Para ver esto, como
tanto n como n’ son coprimos con N, por la proposicién los operadores T,, y T},
conmutan. Sea entonces f un vector propio de T, o sea, T, f = Af. Queremos ver
que T} f es un vector propio para el mismo A de T},. En efecto, tenemos:

Tn(Tn’f) = Tn’ (Tnf) = Tn’)‘f = )‘Tn’f'

La demostracién sigue asi: primero, ordenamos todos los operadores 7;, con n copri-
mo a N. El espacio Si(IV, x) se escribe como suma directa de subespacios propios



54 3. FORMAS MODULARES

para el primer T}, o sea:
Se(N,x)=S1®---®S,, S;subespacio propio de T),.

Luego, como los S; son invariantes bajo T, para el siguiente operador, podemos
escribir este como suma de subespacios propios:

Si=8Si1®---®S;y,

Sk(N7X) = (Sl,l D ®Si,l1) ©---D (Sr,l ®--- @Sr,lr)-

Seguimos de esta forma y como Sk (N, x) tiene dimensién finita, pueden pasar dos
cosas: eventualmente llegamos a una descomposiciéon en subespacios de dimension
uno, con lo que habremos llegado a la base que buscédbamos (ya que estos subespacios
seran invariantes bajo todos los T), siguiente, o sea, propios), o en algin paso dejamos
de achicar los subespacios. Si esto pasa es porque los subespacios propios de un
operador son iguales a los de todos los siguientes, con lo que una base de este nos
sirve. En ambos casos, la proposicion queda demostrada. ]

4. Formas modulares de peso medio entero

Sea k un entero positivo impar. El objetivo de esta seccion es definir formas
k

modulares de peso 5.

Consideramos, para un complejo, la raiz con argumento en (—g, g] Asi, la
funcién /z es holomorfa en C — (—o0, 0].

OBSERVACION 3.2. La funcién /2 lleva reales positivos en reales positivos, el
semiplano superior en el primer cuadrante y el semiplano inferior en el cuarto cua-
drante.

k
Notamos z2 = \/Ek

Cuando tenemos una regla del tipo f(7z) = (cz+d)* f(2), al término (cz+d)* se
le llama factor automorfo, que depende de vy y de z. O sea, un factor automorfo para
una funcién no nula f es una funcién J(v, z) con la propiedad f(vz) = J(v,2)f(z)
para « en algin grupo de matrices y z en H. Como la funcién f verifica:

f(yBz)  f(vBz) f(Bz)

) f(B2) f(2)7

se tiene que un factor automorfo verifica:
(3.16) J(vB,2) = J(v,2)J(B, 2).

Si quisiéramos definir las formas modulares de peso % para k impar de la misma

k
forma que antes: una funcién holomorfa que verifica f(yz) = (cz+d)2 f(z), J(v,2) =

k
(cz +d)2 no es un factor automorfo ya que no siempre verifica la igualdad recién
mencionada. En efecto, sea N > 2 y consideramos en el subgrupo de congruencia
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. (14N N (1 0 L
I'(N) lasmatrlceba—<_N 1—N>YB_<N 1>.Lacondlclon3.161r105d1ce

que deberia valer:

(3.17) VIV 2Nz +1-N = <\/—Nz+1 —N\/—Nz—|—1>k.

Sin tener en cuenta los k, tenemos que el cuadrado de la izquierda y el de la derecha
son iguales, asi que sus raices, o son iguales, o difieren en un signo. Veamos que
difieren en un signo y, por lo tanto, al elevarlos a k impar, seguiran difiriendo en un
signo, no cumpliendo asf la igualdad [3.16] El discriminante de la izquierda estd el
el semiplano superior ya que z lo estd y (N? —2N);0 y el 1+N sélo lo mueve hori-
zontalmente, por lo que la raiz esta en el primer cuadrante por la observacién
y los discriminantes de la derecha estdn ambos en el semiplano inferior, por lo que
sus raices estan en el cuarto cuadrante. El producto de dos niimeros que estan en el
cuarto cuadrante siempre estard en el semiplano inferior, por lo que estos nimeros
nunca podran ser iguales y deberdn diferir en un signo.

Lo que tenemos que hacer para definir las formas de peso medio entero es forzar
la condicién definiendo el factor automorfo como J(v, z) = j(v, 2)¥ en vez de
(cz 4 d)*, donde j estd dada por:

©(y2)

(3.18) Jj(vy,2) = o07)

donde O est4 definida en la férmula[3.14] La razén de considerar s6lo I'g(4) es porque
la funcion j se suele definir de otra forma y se puede probar que verifica ser igual al
cociente de las ©. Asi que, de ahora en adelante, para las formas modulares de peso
medio entero trabajaremos siempre dentro del subgrupo de congruencia I'y(4).

para 7y € I'g(4),

Ademads de ser invariante por esa accién, igual que en el caso entero, le tenemos
) )
ue pedir ser “meromorfa” en las cuspides, que es lo que pasaremos a definir ahora.
’

DEFINICION 3.8. Sea I'" un subgrupo de I'g(4). Definimos el conjunto de pares:
(3.19) I = {(7,j(7,2) sy €T'}.

Notamos 3 = (7, 7(7, z)) a los elementos de I”, y para estos, definimos también
una accion en las funciones holomorfas en H para todo entero k:

(3.20) FI Bl = F(r2)i(r, =),

Sea I" < T'g(4) subgrupo de congruencia de indice finito. Para la cuspide oo,
como I" tiene indice finito en T'g(4), también lo tiene en I', entonces, la interseccién

con I',
_ 17\ ..
Fm—{i<0 1).362},
, - 1 hj_.
FﬂI‘OO—{j:<0 1 Y R/

es de la forma:
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para algiin h entero mayor que 1, o bien sélo los positivos o sélo los negativos si
—I ¢ T". Como la accién por |[—I];/, es trivial, en ambos casos (—I estd o no en

I'') tenemos que f(z) = f(z+ h) = f(yz), donde 7 es <(1) }1L>, por lo que f tiene

una expansién en términos de g, = e2™2/". De la misma forma que en caso entero,
decimos que f es meromorfa si tiene finitos términos negativos en esa expansion,
holomorfa si no tiene ninguno y cuspidal si sélo tiene términos positivos.

Para una cispide s € Q, sea a € T' tal que s = aoco (esto por lo mencionado
enseguida de la definicion|3.2)). Supongamos que f es una funcion en el plano superior
invariante bajo la accién de |[¥];, /o para cualquier ¥ € I y sea g = f|[a]y /2. Se puede
probar que g verifica lo siguiente:

(3.21) g9(z) =t *g(z+h),

—2mir

t=1,i,—1,—i.
1143
2 4

Podemos escribir t 7k = e con r =0, 3,5 6 7. Entonces, e‘zmm/hg(z) es inva-

riante bajo z — z + h. En efecto:
e—27rirz/hg(z) _ e—27rirz/he—27rirg(z + h) _ e—27ri7’(z+h)/hg(z + h)

Entonces, tenemos que e~ 2™7%/g(z) tiene un desarrollo de Fourier en términos de

qn, qn = e2miz/h i e e_%"z/hg(z) > angqy. Tenemos entonces:

g(z) _ Z aneQﬁiz(n+T)/h_
nez

Decimos que f es meromorfa en la cuspide s si a, # 0 solo para finitos términos

con n < 0, holomorfa si a, = 0 para todo n < 0. Si f es holomorfa, definimos

f(s):= lim g(z). En este caso, f(s) =0sir # 0y f(s) =ap si = 0. Se puede
Z—>100

ver también que esta definicién no depende de la clase de equivalencia de s segin
1‘\/
Resumimos entonces:

DEFINICION 3.9. Sea k un entero impar y un subgrupo de congruencia IV < I'y(4)
de indice finito. Dada la accién a derecha por un elemento v € I como:

Fllksa(2) = 3y, 2) 7" f(72),

una funcién modular de peso % para el subgrupo I'" es una funcién f : H — C
meromorfa (en H y en las cispides, en el sentido definido anteriormente) que verifica:

fIVky2 = f para todo vy e I,

Igual que antes, decimos que es una forma modular si es holomorfa en todos lados
y cuspidal y se anula en las ctspides.

DEFINICION 3.10. Sea ahora un entero positivo N multiplo de 4, o sea que
Fo(IN) < T'o(4). Sea x un caracter del grupo multiplicativo (Z/NZ)*. Definimos el

siguiente subespacio de Mk/z(f’l(N)):

Mo (TH(N), x) = {f : fIFlks2 = x(d) [}
y defimos las cuspidales, Sk/z(ff)(N),X) = Sk/g(f/l(N)) N Mk/Q(f’O(N), X)-
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5. Operadores de Hecke para formas de peso medio entero

La definicién de operadores de Hecke para formas modulares de peso medio en-
tero es también mas complicada que en el caso entero. Primero, veamos otra forma
de construir los operadores de Hecke para las formas de peso entero y generalicemos
esta idea.

Sea n un entero positivo y f € M(I"). Sea A™ el conjunto de las matrices 2 x 2
con entradas enteras y determinante n. Se define, para un a € A™, la coclase doble
Fal' = {y1av2 : 11,7 € I' C A". Esta definicién se puede extender a un grupo
cualquiera con dos subgrupos, y es facil ver que las coclases dobles parten al grupo
en clases de equivalencia, de forma andloga a las coclases simples. Se puede probar,
en este caso, que la cantidad de coclases es finita, o sea que existen un r y un s tal
que:

.
Tal' = U Tary;;
=1

(3.22) :
A" = | JTaT.
j=1

Definimos una nueva accion en las formas modulares como:

(3.23) fIlCaly =" flleil,
i=1
y en base a eso, definimos el operador T;, como:
(3.24) Tof =nF?71> " Loyl
j=1

Se puede probar que esta definicién coincide con [3.6)

De la misma forma, podemos definirlo para el subgrupo de congruencia I'; (N),

. . . I % .
siendo A" las matrices 2 x 2 de determinante n que son congruente a < n) moédulo

0
N. Para una f € Mg(T'1(N)), se define:

(3.25) T, f o= nF2703 " FID1(N)als (N)]g,

donde la suma es sobre todas las coclases dobles de I'1(N) en A", que, de nuevo, se
puede probar que son finitas.

Para el caso de las formas de peso medio entero, lo definimos de forma parecida

pero tomando f0(4). Sea &, = <<(1] 2) , é/ﬁ) un par definido de forma muy pa-

recida a los 7, y consideramos la coclase doble f1(4)£f1(4), donde el producto es
punto a punto (porque los elementos son pares de dos entradas). Definimos la accién
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en f como:

(3.26) f|[f1(4)§f1(4)]k/2 = Z FIénilks2s

donde la accién por el elemento &,7 estd dada de la misma forma que en la acciéon
solo que el factor automorfo en este caso (por el producto punto a punto) es

vnj(vy,z). O sea:
(3.27) FEnAlry2 = flav;z)(Vnj(v,2) 7,

donde la suma es sobre las distintas coclases dobles de I'y(4)¢T';(4). También se
puede probar lo siguiente:

PROPOSICION 3.8. Sin es un entero positivo coprimo con N que no es un cua-
drado perfecto, entonces f(2)|[§n7]k/2 = 0.

Esta proposicién nos dice que sélo tiene sentido definir los operadores de Hecke
para cuadrados perfectos, e igual que antes (proposicién , podemos probar que
conmutan cuando son coprimos y se descomponen segin primo cuadrado, o sea, es
suficiente definir:

(3.28) Tpf:= pk/2—2f|[fl(N)szfl(N)]k/Q, donde x,2 = <<(1) £2> ,\/]3> .

Nos interesa obtener una obtener una base de vectores propios como en el caso
entero, y eso es lo que enunciaremos en el proximo capitulo.



Capitulo 4

Teoremas de Shimura, Waldspurger, Tunnell y meollo
del asunto

En este ultimo capitulo, enunciaremos dos teoremas muy fuertes y veremos como
estos, junto a la conjetura de Birch y Swinnerton-Dyer, nos ayudan a terminar el
problema de los niimeros congruentes.

TeEOREMA 4.1 ([Shi73]). Sean k > 3 un entero impar, N un natural maltiplo de
4, x un caracter del grupo multiplicativo (Z/NZ)* y, usando la notacion q = e>™%

f(2) = 2021 anq™ € Si2(To(N),x) una forma cuspidal que es vector propio del
operador T2 para todo primo p con respectivo valor propio \p. Sea g la funcidn:

g(z) = Z bnqn7
n=1

donde los b, son los coeficientes de:

> 1
bon "% = .
2= I g

Entonces g € My_1(N',x?) para algin entero N' divisible por el conductmﬂ de x2.
Ademds, si k > 5, g es una forma cuspidal. Notamos Shimura(f) = g.

En el contexto de la teoria de representaciones, el teorema de Waldspurger
[Wal81a][Wal81b| nos dice cudnto es el valor de L(F,1) para ciertos casos. El
enunciado del teorema escapa de los contenidos e intereses de este trabajo (y por lo
que tengo entendido, tampoco entraria en el margen de ninguna pdgina), pero este
fue usado para los siguientes resultados (tanto el de Kohnen como los de Tunnell).
Cuando N = 4, Kohnen [Koh80, pig. 249-256] prueba que la correspondencia es
un isomorfismo:

(4.1) 5;(Fo(4)) — Sioa (D),
donde

k=1
2

S;/Q(fo(z;)) = {f = ang" € Sy2(To(4)) tan =0si (1) 2 n=2,3 (méd 4)} .

Bajo este isomorfismo, Tunnel prueba los siguientes:

Ipara no sobrecargar de informacién la definicién de conductor se puede ver en [Kob93| pig.
67)

59
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TeOREMA 4.2 ([Tun83]). Sean L(Er,s) = > bpm™° y g(2) = > bng™. Exis-
ten una constante B # 0, una forma f = Y amq™ € S3/5(I'0(128)) y una forma

f=>a,qme S3/g(fg(128),xg), donde x2 es el caracter no trivial de orden 2 de
(Z/128Z)*, tales que Shimura(f) = Shimura(f’) =g = > bng™, y:

\,8[2
__ )4 n
L(Eml)_{ﬂna’Q ara n par.

2/nlnj2 P par.

az  para n impar,

En particular, L(E,,1) =0 si y sélo si a, =0 para n impar y a;/Z =0 para n par.
PROPOSICION 4.1 ([Tun83]). Si definimos:
f1(2) = (8(2) — ©(42))(8(322) — 36(82)),

entonces las funciones:

f1(2)0(22), f1(2)0(82) € S3/5(To(128)),

fi(2)0(4z) y  fi(2)O(162) € S3/5(T0(128), x2),
donde © estd definida en la ecuacion son un conjunto mazimal linealmente
independiente de vectores propios para los operadores T2 para todos los primos p
tales que sus imdgenes por la correspondencia de Shimura coinciden entre ellas y
con la funcion g(z) € S(I'o(32)) correspondiente a L(E},s).

En particular, Tunnell nos dice que podemos tomar f(z) = f1(2)0(22) y f'(z) =
f1(2)0(4z), o sea:
f(2) = (6(2) — ©(42))(6(322) — 30(82))0(22)
f'(2) = (6(2) — ©(42))(6(322) — 50(82))O(42).
Como n es libre de cuadrados, notar que en el teorema s6lo nos interesa saber
cudndo los coeficientes impares de f y f son cero, y como multiplicar ©(42)(0(32z)—
10(82))O(22) nos da coeficientes pares, pues todos son z multiplicado por algo par

y eso pasa a que la g-expansién tenga sélo términos elevados a una potencia par, los
coeficientes que nos interesan son los impares de:

(43) @(2)(@(322) o %@(82))@(22) _ Z qa2+32b2+202 o % Z an-‘erQ-i-%2

a,b,ce€Z a,b,c€EZ

(4.2)

para f (caso n impar) y:

(4.4)  O(2)(0(322) — £0(82))O(42) = Z oA _ ! Z SO

a,b,ce€Z a,b,ce€Z

para f’ (caso n par).

Recordar que nos interesaba saber cuando estos coeficientes eran o no nulos.
Notar que, si n es impar, el coeficiente de ¢" es claramente 0 sin =5 6 7 (méd 8),
ya que ninguno de los exponentes en las dos sumas para el caso de f puede ser de esa
forma, y si n es par, el coeficiente de ¢"/2 es claramente cero si 5 =367 (mdd 8),
o sea, sin =6 (méd 8), por el mismo argumento, pero esto no nos dice nada nuevo,
ya que el teorema de Tunnell nos dice que L(E,,1) = 0 en esos casos, pero ya lo
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habiamos probado en la proposicién del capitulo 2.

Como nos interesa saber cuando esos coeficientes son cero, juntando esa informa-
cién con todo lo que venimos haciendo hasta ahora, obtenemos la siguiente version
del teorema de Tunnell.

TEOREMA 4.3 ([Tun83]). Sea n es un entero positivo libre de cuadrados. Sin
es un nimero congruente, entonces:

#{w,y,2 € Lin=22"+y* +322°) = 3#{x,y,2 € Z:n = 20 + y* + 82°}
8t M es impar;

#{w,y,2 € Lin =42 +y* +322°) = 3#{z,y,2 € Z:n = 4a® + y* +82°}
St N es par.

Si la conjetura débil de Birch y Swinnerton-Dyer es cierta para las curvas elipticas
E,,, entonces el reciproco también es cierto, o sea, las 1gualdades de arriba implican
que n es un numero congruente.

Sabemos que el 5, el 6 y el 7 son nimeros congruentes, por lo que deberian veri-
ficar las igualdades. En efecto, tenemos que ambos conjuntos son vacios, pues z debe
ser necesariamente 0, si z fuera 0, no habria solucién ya que ninguno es un cuadrado
y no habria un y posible, si x fuera 1 lo mismo, y si x fuera mayor o igual que 2 ya
nos pasariamos, asi que las igualdades se cumplen trivialmente. Esta misma cuenta
la podemos hacer para los casos en que n es congruente con 5,6 y 7 (méd 8), ya
que ambos conjuntos son vacios. Por ejemplo, para n =5 (mdéd 8), tendriamos que
no hay solucién a la ecuacién 5 = 222 + y? (méd 8) (omitimos el dltimo término
porque médulo 8 siempre serd 0), ya que, si el x fuera par, 222 es miiltiplo de 8 y
tendriamos que y> = 5 (mdd 8), pero el tinico cuadrado impar médulo 8 es el 1, y
si el z fuera impar, tendriamos que 2 + 3% =5 (méd 8), o sea que y?> = 3 (mdd 8),
lo cual tampoco puede ser. La misma cuenta funciona para los casos 6 y 7, o sea
que si n es congruente con 5,6 6 7 mdédulo 8, y vale la conjetura débil de Birch y
Swinnerton-Dyer, entonces n es congruente. Esto en realidad ya lo habiamos proba-
do al final del capitulo 2, en la proposicién [2.9
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El cierre se puede concluir en la siguiente imagen, donde la implicancia hacia
arriba de la segunda flecha es cierta si vale la conjetura débil de Birch y Swinnerton-
Dyer.

n es un nuimero congruente

Final del primer capitulo

E, :y? = 23 — n%x tiene infinitos puntos racionales

Conjetura de Birch y Swinnerton-Dyer (sin resolver a la fecha)

Coates-Wiles

L(E,,1)=0

Teoremas de Shimura,Waldspurger, Tunnell

El n — ésimo término de la ¢ — expansién
del producto de Tunnell de la funcién © es cero.
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