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Resumen

Por varias razones, entre ellas la búsqueda de una teoŕıa cuántica con-
sistente de la gravitación y la posible resolución de los problemas de la
Enerǵıa Oscura y de la Materia Oscura, se han estudiado durante los
últimos años modelos de gravedad clásica modificada. Las gravedades
construidas con acciones que son formas de Chern-Simons y de trans-
gresión entran dentro de esta categoŕıa y tienen propiedades interesantes
como ser invariantes gauge bajo un cierto grupo, una caracteŕıstica bi-
envenida para su cuantización. Una de las principales desventajas de
estas teoŕıas es que están definidas en dimensiones impares. Los modelos
gauged Wess-Zumino-Witten pueden verse como un caso particular de
acciones de transgresión y permiten obtener una teoŕıa de gravedad en
dimensiones pares. En este trabajo, se obtienen las ecuaciones de campo
genéricas de estas teoŕıas y se estudia como primer acercamiento el ca-
so de 1 + 1 dimensiones y grupo de simetŕıa SO(2, 1) con soluciones de
agujero negro.
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(ANII) por el apoyo económico brindado para concluir esta Tesis de Maestŕıa.
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Caṕıtulo 1

Introducción

El tener un marco teórico en el cual puedan conciliarse las cuatro interacciones
fundamentales conocidas hasta este momento es uno de los desaf́ıos más importantes
que se propuso lo F́ısica Teórica en estos tiempos1. Tres de estas cuatro interacciones,
la interacción electromagnética y la nuclear fuerte y débil, pueden describirse dentro
de un marco teórico más o menos probado: el Modelo Estándar2. El modelo Estándar
está descripto dentro de la Mecánica Cuántica y la interacción de la gravedad lo
está por la Relatividad General. De hecho, en Relatividad General, la gravedad
no es realmente una fuerza sino una consecuencia de la deformación del espacio-
tiempo debido a la presencia de enerǵıa como se verá en el caṕıtulo 3. Tanto la
Mecánica Cuántica como la Relatividad General nacieron a principios del siglo XX
y cambiaron en profundidad la forma en la que el ser humano comprende al Universo.
Ambas teoŕıas están probadas con un grado espectacular de exactitud en diferentes
experimentos llevados a cabo a lo largo de décadas. La Mecánica Cuántica en lo que
refiere a procesos del microcosmos como f́ısica atómica y de part́ıculas, mientras que
la Relatividad General en lo que refiere al macrocosmos, es decir el Sistema Solar,
centro de galaxias o estrellas de neutrones. Sin embargo, a pesar de existir algunos
candidatos como algunas Teoŕıas de Supercuerdas [1, 2] y la Teoŕıa Cuántica de Lazos
[3, 4], no existe hasta el momento una teoŕıa que contenga de manera consistente
la Relatividad General, que describe los fenómenos gravitatorios, con la Mecánica
Cuántica, el marco que describe el Modelo Estándar y, por lo tanto, las otras tres
interacciones.

El Modelo Estándar es un caso particular de una teoŕıa invariante gauge. Éste se
construye a partir de una acción de Yang-Mills, es decir, a partir de una estructura
de fibrado invariante bajo un cierto grupo de simetŕıa local, ver caṕıtulo 4. El que
una teoŕıa sea invariante gauge, limita la cantidad de posibles acciones candidatas

1Este objetivo no es nuevo en realidad ya que desde que Einstein publicó sus ecuaciones para
describir los fenómenos gravitatorios en 1915, ya se hab́ıa intentado unificar de manera clásica esta
teoŕıa con las ecuaciones de Maxwell del electromagnetismo.

2Si bien todav́ıa queda por descubrir el bosón de Higgs, que es uno de los objetivos del Gran
Colisionador de Hadrones, LHC con sus siglas en inglés.
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2 1. Introducción

para describir la misma, ya que los términos del lagrangiano deben tener una forma
predeterminada. Esto hace la vida más fácil a la hora de corroborar las acciones
que puedan pasar el test experimental. Además de tener esa ventaja, las teoŕıas
gauge permiten evadir infinitos mediante la renormalización, es decir, redefiniendo
los parámetros y la normalización de los campos que aparecen en el lagrangiano,
para ´absorver´ los infinitos, de modo que los procesos calculados dan un resultado
finito al orden deseado en la teoŕıa de perturbaciones. Esta consistencia es una de
las razones principales del éxito alcanzado por el Modelo Estándar, además de su
poder predictivo y su precisión corroborada en los colisionadores de part́ıculas.

Relatividad General parece ser la única teoŕıa de gravedad consistente con el
principio de que la f́ısica debe ser insensible a cambios de observadores, lo que se
traduce a que es invariante bajo transformaciones generales de coordenadas. Éstas
son transformaciones locales pero no son transformaciones gauge. A decir verdad,
la gravedad no ha podido de descripta por una acción de Yang-Mills por lo que es
susceptible a que ocurran problemas de infinitos cuando uno calcula procesos que
involucran gravitones3. Es frustrante que una de las cuatro interacciones que se con-
sidera fundamental no pueda describirse desde un punto de vista cuántico y es por
esto una de las motivaciones para encontrar una Teoŕıa Cuántica de la Gravedad.
Además de esta motivación más fundamental, existen otras más aplicadas. Se nece-
sitaŕıa tener una Teoŕıa Cuántica de la Gravedad para saber qué sucedió al comienzo
del Universo o tener una descripción detallada de qué sucede en la singularidad de
un agujero negro.

La razón fundamental por la que la Relatividad General no es una teoŕıa con
simetŕıa gauge es que al variar la acción bajo traslaciones espacio-temporales, que
es generalizar el grupo de Lorentz al grupo de Poincaré4 ésta cambia por un térmi-
no que se anula solamente cuando valen las ecuaciones de campo, es decir es una
simetŕıa on-shell. Ya que la Mecánica Cuántica no respeta ecuaciones de campo en
general, es dif́ıcil que esta simetŕıa resista al proceso de cuantización. Existe, sin em-
bargo, una excepción en donde puede describirse una teoŕıa de gravedad como una
teoŕıa con simetŕıa gauge. Este es el caso de un espacio-tiempo de dimensión 2 + 1
(dos dimensiones espaciales y una dimensión temporal) en donde las traslaciones
śı pueden verse como una simetŕıa gauge, ver sección 5.2.2.

Este ’accidente’ en dimensión D = 3 puede generalizarse para dimensiones im-
pares solamente. Esto es porque en estas dimensiones puede construirse una acción,
a partir de una forma de Chern-Simons por ejemplo [5], cuya variación bajo un grupo
de simetŕıa local que contiene las traslaciones (grupo de-Sitter o anti-de-Sitter) es
localmente una derivada total, como se verá en la sección 5.2.3. Si el lagrangiano se
construye a partir de una forma de transgresión, que es una generalización de una
forma de Chern-Simons, la acción es estrictamente invariante gauge. Esto permite
tener un principio variacional bien definido, de modo que la acción es un extremo

3Un gravitón es la hipotética part́ıcula mediadora de la interacción gravitatoria que resultaŕıa
del proceso de cuantización.

4que es el grupo estándar de simetŕıa en F́ısica de Part́ıculas.
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cuando valen las ecuaciones de campo, y una buena definición de las cargas conser-
vadas, lo que lleva, a su vez, a una buena definición de las variables termodinámicas
de un agujero negro [6, 7]. Más allá de que Teoŕıas de Supercuerdas postulan un
espacio-tiempo de dimensión D = 10 o D = 11 [1], actualmente se tiene evidencia
de solamente cuatro dimensiones, por lo que seŕıa conveniente tener algún proceso
de reducción dimensional que pueda conservar estas simetŕıas de las dimensiones
impares originales.

Un proceso de reducción dimensional alternativo al convencional de Kaluza-Klein
[8, 9] es utilizar un modelo llamado gauged-Wess-Zumino-Witten (gWZW)[10, 11],
postulado originalmente en el contexto de anomaĺıas en Teoŕıa Cuántica de Campos.
El modelo fue explorado para utilizarse como teoŕıa gravitatoria utilizando grupos
de simetŕıa espacio-temporales [12, 13]. Básicamente, puede pensarse como una ac-
ción a partir de una transgresión donde las dos conexiones 1-formas A y Ā que la
definen están relacionadas v́ıa una transformación de un grupo espacio-temporal,
como el SO(4, 2) por ejemplo. Con este grupo, partiendo de una variedad de dimen-
sión seis o cinco (dependiendo el contexto) y utilizando unos ansatz particulares,
puede reducirse dimensionalmente a una teoŕıa en cuatro dimensiones dando como
resultado Relatividad General más otros términos.

En este trabajo, se pretende investigar un poco más el modelo gWZW desde
el punto de vista de sus ecuaciones de campo. Por esto, además de mostrarse las
ecuaciones de campo para el modelo gWZW en dimensión arbitraria en la sección
6.2, se deducen las ecuaciones de campo expĺıcitamente para dos grupos de simetŕıa:
el grupo SU(2) y el grupo espacio-temporal SO(2, 1) en las secciones 6.3.1 y 6.3.2,
respectivamente. Ya se ha estudiado la posibilidad de reducción dimensional para
tener una teoŕıa en D = 2 como modelo de juguete [13], y aqúı se muestra un ansatz
particular que pueda simplificar la resolución de las ecuaciones de campo. Dentro de
éstas soluciones particulares para el caso del grupo SO(2, 1), se encuentra que una
tiene una interpretación de agujero negro en dimensión 1 + 1.

La termodinámica de un agujero negro ha mostrado ser de gran importancia tan-
to para entender la f́ısica de un modelo de gravedad como para entender temas más
fundamentales como la Teoŕıa de la Información. Es por esto que se calcula, mediante
la aproximación del punto de silla, en la sección 7.3 la temperatura, entroṕıa y masa
de la solución de agujero negro, siendo la masa calculada también por teorema de
Noether en la sección 7.2. Sorprendentemente, al menos en principio, tanto la masa
como la entroṕıa dan nulas con los métodos utilizados aqúı. Este resultado tendŕıa
una explicación, no definitiva por cierto, en la propia acción del modelo gWZW y
en el tipo de soluciones particular que representa este agujero negro mostrado.

El plan de trabajo empieza en el caṕıtulo 2 donde se introducirán los conceptos
de variedades y formas diferenciales. Luego en caṕıtulo 3 se hace una introducción
a la Relatividad General de Einstein y se muestra una solución de agujero negro en
dimensión cuatro. En el caṕıtulo 4 se introduce la noción f́ısica de teoŕıas gauge y
el fundamento matemático da las mismas a partir de fibrados. Estos tres primeros
caṕıtulos, si bien no intentan ser exhaustivos en los temas tratados por cada uno, son
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bastante extensos por dos razones: la primera para introducir y justificar la notación
utilizada en el resto del trabajo, y la segunda para la comprensión del texto para
quienes no han tenido un curso introductorio en estos temas. En el caṕıtulo 5 se
muestra cómo puede generalizarse la teoŕıa de gravedad de Einstein a dimensiones
arbitrarias a partir de las acciones de Lanczos-Lovelock. Alĺı se ve también cómo
puede verse la gravedad en D = 3 como una teoŕıa gauge y cómo puede generalizarse
esto a dimensiones impares utilizando acciones a partir de formas de Chern-Simons
y formas de transgresión. En el caṕıtulo 6 se muestra el modelo gWZW como un caso
particular de una acción a partir de una forma de transgresión y cómo define una
teoŕıa en dimensión par. Alĺı se deducen las ecuaciones de campo para dimensión
genérica y se estudian en detalle las ecuaciones para el caso de grupo de simetŕıa
SU(2) y, sobre todo, SO(2, 1). El caṕıtulo 7 estudia una solución particular del
modelo gWZW en D = 2 con grupo de simetŕıa SO(2, 1). Se calcula alĺı, después
de describir brevemente el método de aproximación del punto de silla, la masa,
temperatura y entroṕıa del agujero negro por este método. Como se mencionó arriba,
los resultados de masa y entroṕıa nula son sorprendentes en un principio por lo
que al final de este caṕıtulo hay una discusión para justificar este resultado. Las
conclusiones y los posibles trabajos a futuro se encuentran en el caṕıtulo 8. Los
apéndices A-E muestran cálculos o descripciones más detalladas de ciertos resultados
utilizados en el texto.



Caṕıtulo 2

Geometŕıa de Variedades y
Formas Diferenciales

En este caṕıtulo se van a introducir los conceptos y nomenclaturas básicas refer-
entes a variedades y formas diferenciales que serán utilizados en el resto del trabajo.
El mismo no pretende ser ni exhaustivo ni riguroso ya que existe numerosa y muy
buena bibliograf́ıa, algunas de las cuales serán citadas en el transcurso del caṕıtulo.
La estructura más general con la que se va a trabajar es el espacio topológico. Se
suele pensar que los espacios más generales en los cuales trabajan los f́ısicos son
espacios métricos pero esto no es aśı. De hecho, los espacios métricos son un caso
particular de las variedades y éstas, a su vez, son un caso particular de los espacios
topológicos. Existe abundante bibliograf́ıa acerca de topoloǵıa1 como [14], [15] y [16],
sólo por mencionar algunos.

2.1. Variedades Diferenciables

En esta sección se expondrán nociones básicas referentes a variedades diferencia-
bles. El contenido de esta sección sigue principalmente [16] y [17]. Desde un punto de
vista intuitivo, podemos decir que una variedad diferencial es un espacio topológico
localmente homeomorfo2 a R

m. Es importante la aclaración que el homeomorfismo
es local ya que puede suceder que dos variedades sean localmente homeomorfas y,
sin embargo, no lo sean globalmente. Un ejemplo de esto es la esfera S2 inmersa en
R
3, que es localmente homeomorfa a R

2 pero no globalmente ya que S2 es compacto
y R

2 no lo es. Este homeomorfismo local entre una variedad y R
m permite asignar a

cada punto de la variedad un conjunto de m números llamados coordenadas locales.

1La Topoloǵıa es la rama de la matemática que se encarga del estudio de los espacios topológicos
y las propiedades topológicas (propiedades que no cambian por homeomorfismos).

2Sean dos espacios topológicos X e Y . Una función f : X → Y se dice que es un homeomorfismo
si es biyectiva, continua y con inversa continua. Si existe un homeomorfismo entre X e Y , entonces
los espacios son homeomorfos. El homeomorfismo f : X → Y es local cuando ∀x ∈ X, ∃U abierto
tal que x ∈ U y f : U → f(U) es un homeomorfismo entre U y f(U).

5



6 2. Geometŕıa de Variedades y Formas Diferenciales

Si la variedad no es globalmente homeomorfa a R
m, entonces se deberán introducir

varias coordenadas locales. Por lo tanto, es posible que a un punto de la variedad
le correspondan varias coordenadas locales. Se requiere que la transición de una
coordenada a otra sea suave.

Definición 2.1 M es una variedad diferenciable m-dimensional si [16]

(i) M es un espacio topológico

(ii) M tiene una familia de pares {(Ui, ϕi)}, donde {Ui} es una familia de abiertos
que cubren M , o sea,

⋃
i Ui =M . ϕi es un homeomorfismo de Ui a un abierto

de U ′
i de R

m

(iii) Dados Ui y Uj tales que Ui ∩ Uj 6= ∅, el mapa ψij = ϕiϕ
−1
j de ϕj(Ui ∩ Uj) a

ϕi(Ui ∩ Uj) es C
∞ (infinitamente diferenciable).

Al par (Ui, ϕi) se llama carta mientras que toda la familia {Ui, ϕi) se llama
atlas. A los abiertos Ui se los denominan entorno coordenado, mientras que a
las funciones ϕi se las denomina función de las coordenadas o simplemente co-
ordenadas. Las ϕi son representadas por m funciones {x1(p), . . . , xm(p)} y a esta
familia también se la denomina coordenada del punto p. Generalmente se denom-
ina x para referir al punto cuyas coordenadas son {x1, . . . , xm} a menos que se usen
varios sistemas de coordenadas. De (ii) de la definición 2.1, se puede decir que M es
localmente eucĺıdea. En cada entorno de coordenadas Ui, M se ve como un abierto
de R

m cuyos elementos son {x1, . . . , xm}.

Si Ui y Uj son tales que Ui ∩ Uj 6= ∅, entonces dos sistemas de coordenadas son
asignados a un punto p ∈ Ui ∩ Uj , entonces (iii) de la definición 2.1 asegura que la
transición de un sistema de coordenadas a otro es suave (C∞). El mapa ϕi asigna m
valores xµ(1 6 µ 6 m) a un punto p ∈ Ui ∩ Uj, mientras ϕj asigna yµ(1 6 µ 6 m)
al mismo punto p y siendo la transición de x a y como xµ = xµ(y), dada por m
funciones de m variables. La transformación de coordenadas xµ = xµ(y) es la forma
expĺıcita del mapa ψij = ϕiϕ

−1
j . Entonces, la diferenciabilidad queda definida en el

sentido usual de cálculo en R
m: la transformación de coordenadas es diferenciable

si cada función xµ(y) es diferenciable respecto a cada variable yν . De esta manera,
se han asignado a M coordenadas de manera tal que si uno se mueve sobre M de
manera arbitraria, las coordenadas usadas variarán de manera suave.
Si la unión de dos atlas {(Ui, ϕi)} y {(Uj , φj)} es otra vez un atlas, entonces esos dos
atlas se dicen que son compatibles. La compatibilidad es una relación de equivalen-
cia y estas clases de equivalencia reciben el nombre de estructura diferenciable.
Se dice también que dos atlas mutuamente compatibles definen la misma estructura
diferenciable en M .
Se puede considerar también variedades con borde. Si un espacio topológicoM puede
ser cubierto por una familia de abiertos Ui, siendo cada Ui homeomorfo a a un abier-
to del conjunto H

m = {(x1, . . . , xm) ∈ R
m|xm > 0}, M se dice que es una variedad

con borde.
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2.1.1. Vectores y Tensores en Variedades

Sea f : M → N un mapa de una variedad M de dimensión m a otra variedad
N de dimensión n. Si se toma en p ∈M , una carta (U,ϕ) y sobre N la carta (V, φ)
tal que p ∈ U y f(p) ∈ V , entonces se obtendrá la siguiente representación de
coordenadas

φfϕ−1 : Rm → R
n.

Si se escribe ϕ(p) = {xµ} y φ(f(p)) = {yν}, y = φ fϕ−1 es una función vector-
valuada de m variables. Si y = φfϕ−1(x), o simplemente yν = f ν(xµ), es C∞

respecto a cada xµ se dice que f es diferenciable en p o en x = ϕ(p). Uno puede
probar, usando la definición 2.1, que la diferenciabilidad de f es independiente del
sistema de coordenadas escogido tanto para la variedad M como para la variedad
N .

Definición 2.2 Si φfϕ−1 es C∞, invertible y su inversa también C∞ entonces f es
un difeomorfismo y se dice que M es difeomorfa a N y viceversa, denotado por
M ∼= N . f se dice que es un difeomorfismo local si ∀p ∈M , ∃ U, V abiertos tales
que p ∈ U ⊂M y f(p) ∈ V ⊂ N con f : U → V un difeomorfismo.

De las definiciones 2.1 y 2.2 se puede observar que una variedad diferenciable
m-dimensional es localmente difeomorfa a R

m. El conjunto de difeomorfismos f :
M → M es un grupo denotado por Dif(M). Si se toma un punto p en una carta
(U,ϕ) tal que ϕ(p) = xµ(p) y bajo f ∈ Dif(M), p se mapea a f(p) ∈ U cuyas
coordenadas serán ϕ(f(p)) = yµ(f(p)) entonces y es una función diferenciable de x.
Este es el llamado punto de vista activo de una transformación de coordenadas. Si,
por otro lado, (U,ϕ) y (V, φ) son cartas que se solapan y p ∈ U ∩V entonces el mapa
x 7→ y es diferenciable por iii de la definición 2.1; este es el llamado punto de vista
pasivo de la transformación de coordenadas. Se definirá ahora dos mapas especiales
que son la curva y la función.

Definición 2.3 Sea M una variedad diferenciable m-dimensional

(1) Una curva abierta es un mapa c : (a, b) →M , donde (a, b) ∈ R es un intervalo
abierto tal que a < 0 < b, donde se ha incluido el 0 por conveniencia y a
(b) puede ser −∞ (+∞). En una carta (U,ϕ), una curva c(t), t ∈ (a, b) tiene
una representación en coordenadas como x = ϕc : R :→ R

m. Si el mapa es
c : S1 →M se dice que es una curva cerrada.

(2) Una función f es un mapa f : M → R, donde en una carta (U,ϕ) la repre-
sentación coordenada de f está dada por fϕ−1 : Rm → R la cual es una función
real de m variables. El conjunto de funciones suaves en M se denota por F(M).

Habiendo definido curva y función en una variedad M , se puede definir el con-
cepto de vectores tangentes en dicha variedad. Sea una curva c : (a, b) → M con
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a < 0 < b y una función f : M → R. La tasa de cambio de f(c(t)) en t = 0 a lo
largo de la curva es

df(c(t))

dt

∣∣∣∣
t=0

(2.1)

En términos de coordenadas locales, esto es

(∂f/∂xµ)(dxµ(c(t))/dt)

∣∣∣∣
t=0

. (2.2)

Por lo tanto, df(c(t))/dt en t = 0 se obtiene aplicando el operador diferencial X a
f , donde

X = Xµ(∂/∂xµ), con Xµ =
dxµ(c(t))

dt

∣∣∣∣
t=0

(2.3)

Entonces,
df(c(t))

dt

∣∣∣∣
t=0

= Xµ(∂f/∂xµ) ≡ X[f ]. (2.4)

Definimos a X = Xµ∂/∂xµ como vector tangente a M en p = c(0) en la dirección
dada por la curva c(t). En realidad, lo que se hace es definir una relación equivalencia
de curvas en M de la forma

(i) c1(0) = c2(0) = p

(ii) dxµ(c1(t))
dt |t=0 =

dxµ(c2(t))
dt |t=0

y, entonces, curvas que se encuentran en la misma clase de equivalencia definen el
mismo operador diferencial X.

Todas las clases de esta relación de equivalencia de curvas en p ∈ M , es decir
todos los vectores tangentes en p, forman un espacio vectorial llamado espacio
tangente de M en el punto p, denotado por TpM y siendo eµ = {∂/∂xµ} una
base de este espacio vectorial llamada base coordenada. Un vector V ∈ TpM
se escribe V = V µeµ y es independiente del sistema de coordenadas elegido. Esta
independencia permite encontrar la transformación de las componentes del vector.
Sea p ∈ Ui ∩ Uj, x = ϕi(p) e y = ϕj(p). Aśı se tiene para X ∈ TpM ,

X = Xµ ∂

∂xµ
= X̃µ ∂

∂yµ

Esto muestra, usando la regla de la cadena, que

X̃µ = Xν ∂y
µ

∂xν
. (2.5)

Por supuesto que la base de TpM no tiene por qué ser eµ, sino que puede ser cualquier
combinación fi = Aµ

i eµ, donde A = Aµ
i es una matriz invertible, o sea A ∈ GL(m,R).

A las bases tipo {fi} se las llama bases no-coordenadas.
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Ahora, siendo TpM un espacio vectorial uno puede considerar su espacio dual,
es decir el espacio de las funcionales3, que los f́ısicos llaman espacio cotangente
en p, denotado por T ∗

pM . A un elemento ω ∈ T ∗
pM se le llama vector dual, vector

cotangente o uno-forma. Un ejemplo de una uno-forma es la diferencial de una
función f ∈ F(M). La acción de un vector V en f es V [f ] = V µ(∂f/∂xµ) ∈ R,
entonces la acción de df ∈ T ∗

pM sobre V ∈ TpM es

〈df, V 〉 ≡ V [f ] = V µ ∂f

∂xµ
∈ R.

En las coordenadas x = ϕ(p), se tiene una expresión para df como df = (∂f/∂xµ)dxµ.
Por lo tanto, es natural tomar {dxµ} como una base de T ∗

pM , teniendo

〈dxµ, ∂

∂xν
〉 = ∂xµ

∂xν
= δµν

Una uno-forma ω arbitraria se puede escribir como

ω = ωµdx
µ,

siendo ωµ las componentes de ω. Al igual que se hizo para los vectores, se pueden
deducir las transformaciones de componentes de ω de un sistema de coordenadas a
otro. Para un punto p ∈ Ui ∩ Uj,

ω = ωµdx
µ = ω̃νdy

ν ,

con x = ϕi(p) e y = ϕj(p). Utilizando el cambio dxµ = (∂xµ)/∂yν)dyν se tiene

ω̃ν = ωµ
∂xµ

∂yν
. (2.6)

Con esto, uno puede definir un producto interno 〈, 〉 : T ∗
pM ⊗ TpM → R definido

como

〈ω, V 〉 = ωµV
µ〈dxµ, ∂

∂xν
〉 = ωµV

µ. (2.7)

Hay que notar que este producto interno está definido entre un vector y un vector
dual y no entre dos vectores. Para definir un producto entre dos vectores se necesita
introducir una métrica a la variedad, cosa que se hará en la sección 2.3.

Aśı como el producto interno es un objeto bilineal que asigna a una uno-forma y
a un vector un real, se pueden pensar objetos multilineales que asignen a q elementos
de T ∗

pM y a r elementos de TpM un real. Estos objetos se llaman tensores de tipo
(q, r) y el conjunto de los tensores de tipo (q, r) en p ∈ M se denotan como T q

r,p.
Tomando las bases {dxµ} para TpM y {∂/∂xµ} para TpM , un elemento de T q

r,p(M)
se escribe como

T = T µ1...µq
ν1...νr

∂

∂xµ1
. . .

∂

∂xµq
dxν1 . . . dxνr , (2.8)

3Dado un espacio vectorial V , a las funciones f : V → R se las llama funcionales de V y uno
puede demostrar que este espacio es, a su vez, un espacio vectorial.
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siendo T µ1...µq
ν1...νr las componentes de T en esta base.

Si se define una función X :M → TpM que asigne a cada punto p ∈M un vector
X ∈ TpM y si a esa función uno le asigna suavidad sobre cada punto p, es decir las
coordenadas de Xµ(p) vaŕıan suavemente al variar el punto p, entonces esto define
un campo vectorial sobre M . Esto es, V : M → TpM es un campo vectorial en
M si V [f ] ∈ F(M), ∀f ∈ F(M). Se puede definir de manera análoga un campo
tensorial sobreM pidiendo que las componentes de T ∈ T q

r,p(M) vaŕıen suavemente
al variar el punto p, y al conjunto de campos tensoriales de tipo (q, r) sobre M se
los denota como T q

r (M). Aśı, un campo vectorial dual se denota T 0
1 (M) y se cumple

también que T 0
0 (M) = F(M).

2.1.2. Mapa Diferencial y Pullback

Un mapa f :M → N induce naturalmente un mapa dfp : TpM → Tf(p)N llamado
mapa diferencial y se puede definir de la siguiente manera [16]. Si g ∈ F(N),
entonces gf ∈ F(M) y un vector V ∈ Tp(M) actúa sobre gf para dar un número
V [gf ]. Se define f∗V ∈ Tf(p)N por

(f∗V )[g] ≡ V [gf ].

En términos de cartas (U,ϕ) en M y (V, φ) en N ,

(f∗V )[gφ−1(y)] ≡ V [gfϕ−1(x)], (2.9)

donde x = ϕ(p) e y = φ(f(p)). Sea V = V µ∂/∂xµ y f∗V = W ν∂/∂yν . Entonces
(2.9) dice

W ν ∂

∂yν
[gφ−1(y)] = V µ ∂

∂xµ
[gfϕ−1(x)].

Si se toma g = yν , se tiene

W ν = V µ ∂

∂xµ
yν(x) (2.10)

El mapa diferencial se puede extender naturalmente a tensores de tipo (q, 0). El
mapa f :M → N también induce un mapa f∗ : T ∗

f(p)N → T ∗
pM , llamado pullback.

Sean V ∈ Tp(M) y ω ∈ T ∗
f(p)N , el pullback f∗ de ω es

〈f∗ω, V 〉 = 〈ω, f∗V 〉.

Si ω = ωνdy
ν ∈ T ∗

f(p)N y f∗ω = ξµdx
µ ∈ T ∗

pM es

ξµ = ων∂y
ν/∂xµ. (2.11)

El pullback se puede extender a tensores de tipo (0, r) de manera natural.

Habiendo introducido el mapa diferencial uno puede definir formalmente la no-
ción de una variedad inmersa en otra variedad.
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Definición 2.4 Sean M y N variedades diferenciables con dim(M) ≤ dim(N). Un
mapa diferenciable f :M → N se dice que es una inmersión si dfp : TpM → Tf(p)N
es inyectiva para todo p ∈M . Si, además, f es un homeomorfismo sobre f(M) ⊂ N
entonces f es un embedding. Si f es un embedding, a la imagen f(M) se la llama
sub-variedad de N .

2.2. Formas Diferenciales

Las formas diferenciales es la herramienta utilizada para desarrollar el cálculo
exterior. Éste, es un formalismo matemático potente que permite no solamente
escribir los tensores con una menor cantidad de ı́ndices, sino que hace más explicita
la independencia de ciertos objetos respecto a un cambio general de coordenadas, ya
que en este formalismo se trabaja con independencia de un sistema de coordenadas
particular. Estas caracteŕısticas son compatibles con la Relatividad General y, por
ello, no es de extrañar que el cálculo exterior resulte de gran utilidad para describirla.

Dado un elemento ω ∈ T 0
r , se puede definir una operación sobre ω de la siguiente

manera

Pω(V1, . . . , Vr) = ωVP (1), . . . , VP (r),

donde Vi ∈ TpM , P ∈ Sr, el grupo de simetŕıa de orden r4. Se dice que ω
es totalmente anti-simétrico si Pω = Sg(P )ω, donde Sg(P ) es el signo de la
permutación P (+1 si ésta es par y −1 si es impar). Se dice también que ω es to-
talmente simétrico cuando Pω = ω. Ahora se puede definir una forma diferencial

Definición 2.5 Una forma diferencial o una r-forma es un tensor de tipo (0, r)
totalmente anti-simétrico.

Se puede definir el producto cuña de r uno-formas como el producto tensorial
totalmente anti-simétrico de la forma

dxµ1 ∧ . . . ∧ dxµr =
∑

P∈Sr

dxµP (1) ⊗ . . .⊗ dxµP (r) . (2.12)

Se puede ver que dxµ1 ∧ . . .∧dxµr es lineal en cada entrada, que dxµ1 ∧ . . .∧dxµr = 0
si uno de los ı́ndices µi aparece al menos dos veces y que dxµ1 ∧ . . . ∧ dxµr =
sg(P )dxµP (1) ∧ . . . ∧ dxµP (r) . El espacio vectorial de formas de orden r en p ∈ M se
denota por Ωr

p(M) y el conjunto de r-formas (2.12) forman una base de Ωr
p(M). Un

elemento ω ∈ Ωr
p(M) se puede escribir como

ω =
1

r!
ωµ1...µrdx

µ1 ∧ . . . ∧ dxµr ,

donde las componentes ωµ1...µr son totalmente anti-simétricas.

4Para el cometido de esta sección, se puede pensar el grupo de simetŕıa de orden r, Sr, como las
permutaciones de una colección ordenada r elementos.



12 2. Geometŕıa de Variedades y Formas Diferenciales

Al igual que los tensores en general, se pueden considerar r-formas suaves en una
variedad M , formando un campo de r-formas, denotado por Ωr(M).

Como se vio anteriormente, dxµ1 ∧ . . . ∧ dxµr = 0 si se repite algún ı́ndice µi,
entonces uno tiene

(m
r

)
= m!

r!(m−r)! maneras de elegir bases no nulas, por lo tanto(m
r

)
es la dimensión del espacio vectorial Ωr

p(M). La igualdad
(m
r

)
=
( m
m−r

)
hace que

dimΩr
p(M) = dimΩm−r

p (M) y, como son espacios vectoriales de dimensión finita,
Ωr
p(M) es isomorfo a Ωm−r

p (M).

Definición 2.6 Sean ω ∈ Ωq
p(M) y ξ ∈ Ωr

p(M). El producto exterior ∧ : Ωq
p(M)×

Ωr
p(M) → Ωq+r

p (M) está definido por

(ω ∧ ξ)(V1, . . . , Vq+r) =
1

q!r!

∑

P⊂Sq+r

Sg(P )ω(VP (1), . . . , VP (q))ξ(VP (q+1), . . . , VP (r)),

donde Vi ∈ TpM .

El producto exterior tiene una serie de propiedades que conviene destacar

Propiedad 2.1 Sean ξ ∈ Ωq(M), η ∈ Ωr(M) y ω ∈ Ωs(M). Se cumple entonces

(i) ξ ∧ ξ = 0 si q es impar

(ii) ξ ∧ η = (−1)qrη ∧ ξ

(iii) (ξ ∧ η) ∧ ω = ξ ∧ (η ∧ ω) (asociatividad).

La diferenciabilidad es otra operación importante en lo que respecta a formas difer-
enciales, es por eso que conviene introducir ahora dicha operación.

Definición 2.7 Sea ω ∈ Ωr(M) que se expresa en la base de r-formas como ω =
1
r!ωµ1...µrdx

µ1 ∧ . . . ∧ dxµr . La derivada exterior dr es un mapa dr : Ωr → Ωr+1

que se define como

drω =
1

r!

(
∂ωµ1...µr

∂xν

)
dxν ∧ dxµ1 ∧ . . . ∧ dxµr . (2.13)

Utilizando el lenguaje de formas diferenciales, uno puede escribir las operaciones
usuales del cálculo vectorial [16]. Si tomamos las formas diferenciales definidas en el
espacio eucĺıdeo tridimensional R3

(i) ω0 = f(x, y, z)

(ii) ω1 = ωx(x, y, z)dx + ωy(x, y, z)dy + ωz(x, y, z)dz

(iii) ω2 = ωxy(x, y, z)dx ∧ dy + ωyz(x, y, z)dy ∧ dz + ωyz(x, y, z)dy ∧ dz

(iv) ω3 = ωxyz(x, y, z)dx ∧ dy ∧ dz.
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Sus derivadas exteriores correspondientes seŕıan

(i) dω0 = (∂f/∂x)dx + (∂f/∂y)dy + (∂f/∂z)dz

(ii) dω1 = (∂ωy/∂x− ∂ωx/∂y) dx∧dy+(∂ωz/∂y − ∂ωy/∂z) dy∧dz+(∂ωx/∂z − ∂ωz/∂x) dz∧
dx

(iii) dω2 = (∂ωyz/∂x+ ∂ωzx/∂y + ∂ωxy/∂z) dx ∧ dy ∧ dz.

(iv) dω3 = 0

La acción de d sobre ω0 resulta ser el gradiente, sobre ω1 es el rotor y sobre ω2 es la
divergencia.

Hay dos propiedades importantes de la derivada exterior que se enunciarán a
continuación. La primera tiene que ver con la regla de Leibniz pero modificada
apropiadamente.

Propiedad 2.2 Sean ξ ∈ Ωq(M) y ω ∈ Ωr(M), entonces

d(ξ ∧ ω) = (dξ) ∧ ω + (−1)qξ ∧ (dω). (2.14)

La definición 2.2 hace la derivación compatible con (ii) de la propiedad 2.1. La otra
propiedad muy importante es la nilpotencia de la derivada exterior.

Propiedad 2.3 Sea ω ∈ Ωr(M), escrita en la base de r-formas como ω = 1
r!ωµ1...µrdx

µ1∧
. . . ∧ dxµr . Entonces se cumple que dr+1drω = 0.

Esta propiedad resulta directamente de la definición 2.7 y de la conmutatividad de las
derivadas parciales. En efecto, la derivada parcial (∂2ωµ1...µr/∂x

α∂xβ) es simétrica
en lo ı́ndices α y β pero dxα ∧ dxβ es anti-simétrica en estos ı́ndices, produciendo
un resultado nulo.

2.2.1. Integración de Formas Diferenciales

Las formas fueron creadas para la integración pero ¿qué es lo que hace de las for-
mas integrandos apropiados? Quizás la respuesta sea su propiedad fundamental que
hace que transforman correctamente cuando las coordenadas son cambiadas [18]. Ya
que la acción se construye a través de una integral, la integración de formas diferen-
ciales, por lo tanto, será importante para poder construir una acción que cumpla con
las propiedades de invariancia local Lorentz. Es por eso que se explicará brevemente
esta operación en este apartado.

La integración de una variedad diferencial M está definida solamente cuando
la variedad es orientable. La orientabilidad posibilita que exista una m-forma en la
variedad que no se anule en ningún punto quedando bien definido el concepto de
integrar sobre la variedad.
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Definición 2.8 Sea M una variedad conexa y sea {Ui} un cubrimiento abierto5 de
M . Se dirá que M es orientable si ∀ Ui, Uj con Ui ∩ Uj 6= 0, ∃ coordenadas locales
{xµ} para Ui e {yν} para Uj, tales que el jacobiano J = det(∂xµ/∂yν) > 0.

Un ejemplo t́ıpico de variedad no-orientable es la cinta de Möbius. La orientabilidad
permite la posibilidad que exista unam-forma ω la cual no es anula en ningún punto,
que juega el papel de medida cuando integramos una función f ∈ F(M) sobre
M . A esta m-forma se llama elemento de volumen. Se dice que dos elementos
de volumen ω y ω′ son equivalentes si existe una función estrictamente positiva
h ∈ F(M) tal que ω = hω

′
. Una función definida negativa h

′ ∈ F(M) da una
orientación a M no equivalente a la anterior. Por lo tanto, una variedad admite dos
orientaciones no equivalentes. Entonces, si M es una variedad de dimensión m y si
se define una m-forma

ω = h(p)dx1 ∧ . . . ∧ dxm, (2.15)

con h(p) definido positivo en una carta (U,ϕ) y x = ϕ(p), se podrá extender ω
a través de M de tal manera que h es definida positiva en cualquier carta Ui. Se
puede tomar la m-forma (2.15) como elemento de volumen. Hay que notar que la
positividad de h es independiente del sistema de coordenadas elegido.

Se puede definir ahora la integración de una función f : M → R sobre una var-
iedad orientable M . Tomando un elemento de volumen ω, en un entorno coordenado
Ui con coordenadas x, se define la integración de una m-forma fω por

∫

Ui

fω =

∫

ϕi(Ui)
f(ϕ−1

i (x))h(ϕ−1
i (x))dx1 . . . dxm. (2.16)

A partir de la integral de f sobre Ui se puede obtener la integral sobre todo M
utilizando la partición de la unidad.

Definición 2.9 SeaM una variedad paracompacta6 y sea {Ui} un cubrimiento abier-
to de M . Una familia de funciones diferenciables εi(p) se llama partición de la
unidad subordinada al cubrimiento {Ui} si satisface las siguientes condiciones

(i) 0 ≤ εi(p) ≤ 1

(ii) εi(p) = 0 si p /∈ Ui

(iii)
∑

i εi(p) = 1 para cualquier punto p ∈M .

5Dado un conjunto X, una familia de conjuntos A = {Ai, Ai ⊂ X} es un cubrimiento si
⋃

i Ai = X. Si los elementos de la familia A son abiertos entonces se dice un cubrimiento abierto

[15].
6Sea A es una colección de subconjuntos de un espacio X. Una colección de abiertos B es un

refinamiento abierto de A si ∀B ∈ B, ∃A ⊂ A tal que B ⊂ A. Un espacio X es paracompacto

si todo cubrimiento abierto {Ui} tiene un refinamiento abierto localmente finito.
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De la última condición, se puede ver que

f(p) =
∑

i

f(p)εi(p) =
∑

i

fi(p),

donde fi(p) ≡ f(p)εi(p) se anula fuera de Ui por la segunda condición. La paracom-
pacidad asegura que sólo hay términos finitos en la suma de arriba. Como para cada
fi(p) se puede definir la integral sobre {Ui} por (2.16), la integral de f sobre toda
la variedad M está dada por

∫

M
fω =

∑

i

∫

Ui

fω. (2.17)

Es conveniente introducir aqúı el teorema de Stokes, que permite calcular la integral
de la derivada exterior de una (m−1)-forma ωm−1 en una variedad M de dimensión
m a partir de la integral de ωm−1 en la frontera de la variedad ∂M . Para ser más
precisos se enunciará el teorema [20].

Teorema 2.1 (Teorema de Stokes) SiM es una variedad m-dimensional con bor-
de no vaćıo ∂M y ωm−1 una (m− 1)-forma, entonces se cumple que

∫

M
dωm−1 =

∫

∂M
ωm−1 (2.18)

Si ∂M está compuesta de varias partes entonces el lado derecho de (2.18) es una
suma orientada. Por ejemplo, si m = 1 y M es un segmento de a hasta b se obtiene
la regla de Barrow ∫ b

a
df(x) = f(b)− f(a).

Si ω = Aidx
i es una 1-forma y la variedadM es una superficie bidimensional inmersa

en R
3, se tiene ∫

M
dω =

∮

∂M
ω,

donde en este caso ∂M son las ĺıneas delimitantes de la superficie M . Este último
resultado resulta ser el teorema de Stokes del cálculo vectorial de R3. Si m = 3 y se
toma ω = 1

2εijkEkdx
i ∧ dxj , entonces dω = (∇ · E)dx1 ∧ dx2 ∧ dx3 y el teorema de

Stokes se vuelve
∫

∇ · Ed3x =

∫

volumen
dω =

∫

superficie
ω =

∫
E · dS,

siendo este resultado el teorema de Gauss. Entonces, el lenguaje de formas permite
englobar el teorema de Barrow, de Stokes y de Gauss de una forma compacta y
mucho más general.
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2.3. Variedades Riemannianas

Como se hab́ıa mencionado al principio de este caṕıtulo, los espacios métricos
son un caso particular de variedades diferenciables. Lo que le falta a una variedad
diferenciable para ser un espacio métrico es unamétrica. No a todo espacio topológico
uno puede asignarle una métrica (ver por ejemplo [14], [15]) pero, con las variedades
que aqúı se trabajarán, śı se puede. La métrica permite definir la importante noción
de distancia en una variedad. Existen diferentes métricas que pueden introducirse
en una variedad pero en esta sección se tratarán las métricas riemannianas. A una
variedad diferenciable dotada con una métrica riemanniana se la denomina variedad
riemanniana.

En una variedad riemanniana se puede construir, además de la métrica, el con-
cepto de conexión af́ın que permite comparar vectores pertenecientes a espacios
tangentes de puntos diferentes. Es por eso que la conexión da una idea de como
transportar en una variedad M un vector V ∈ TpM a otro punto q ∈ M , o sea,
cómo realizar un transporte paralelo en la variedad (en el espacio eucĺıdeo es equiv-
alente a cómo hacer una recta s que sea paralela a una recta r dada en un punto
p tal que p /∈ r). Uno puede construir una conexión af́ın a partir de una métrica
y, en particular, a partir de una métrica riemanniana (se la conoce como conexión
de Levi-Civita). Esto, como se verá en esta sección, resulta bastante natural pero
también se verá en los siguientes caṕıtulos que el concepto de conexión es inde-
pendiente de una métrica elegida y uno puede construir una conexión sin tener en
cuenta la métrica utilizada, incluso sin definir métrica alguna en la variedad. Esto es
equivalente a afirmar que la noción de paralelismo es independiente de la noción de
distancia aunque en la construcción de la geometŕıa eucĺıdea una defina la primera
a partir de la segunda7.

2.3.1. Métricas Riemannianas

Cuando a una variedad se la dota con una métrica, ésta permite dar una noción
de distancia entre dos puntos próximos de la misma. Se puede construir la distancia
entre dos puntos próximos a partir de considerarla como la norma derivada de un
producto interno. Según se vio en la sección 2.1.1 existe un producto interno en
variedades diferenciables pero no es un producto entre un vector y otro como el que
se necesita aqúı sino entre un vector y una uno-forma. Una métrica riemanniana
permite este producto.

Definición 2.10 Sea M una variedad diferenciable. Una métrica riemanniana g
en M es un campo tensorial de tipo (0, 2) en M (ver sección 2.1.1) el cual satisface
las siguientes condiciones en cada punto p ∈M :

(i) gp(U, V ) = gp(V,U) (simetricidad),

7Una muy ilustrativa explicación de cómo construir una noción de paralelismo sin apelar a una
noción de distancia se da en [5].
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(ii) gp(U,U) ≥ 0 donde si se cumple la igualdad solamente cuando U = O,

donde U, V ∈ TpM .
Si g cumple (i) y en vez de (ii) cumple

(ii’) gp(U, V ) = 0 para cualquier U ∈ TpM implica V = 0,

se dice que g es una métrica pseudo-riemanniana.

La métrica permite una correspondencia entre el espacio tangente TpM y el espa-
cio de uno-formas T ∗

pM . En efecto, se puede asignarle a un vector U ∈ TpM una
uno-forma gp(U, ) : TpM → R que asigna a cada V ∈ TpM un real gp(U, V ). La
correspondencia es biuńıvoca ya que a cada ω ∈ T ∗

pM se le puede asignar un vec-
tor Uω ∈ TpM . En efecto, dado un V ∈ TpM se halla Uω ∈ TpM como el vector
tal que gp(Uω, V ) = 〈ω, V 〉. De esta manera, queda definido un isomorfismo entre
TpM y T ∗

pM . Dicho isomorfismo se puede escribir de manera expĺıcita usando la
métrica. En efecto, la métrica al ser un tensor de tipo (0, 2) se puede escribir como
gp = gµν(p)dx

µdxν (uno puede comprobar que gµν(p) = gp(∂/∂x
µ, ∂/∂xν) = gνµ(p)),

entonces si U = Uµ(∂/∂xµ) y ω = ωµdx
µ, sus componentes se relacionan por

ωµ = gµνU
ν Uµ = gµνων , (2.19)

donde (gµν) es la inversa de la matriz8 (gµν).
Se puede recuperar ahora la noción de distancia infinitesimal. Tomando un de-

splazamiento infinitesimal dxµ∂/∂xµ ∈ TpM y aplicándole g se ve

ds2 ≡ g(dxµ∂/∂xµ, dxν∂/∂xν) = dxµdxνg(∂/∂xµ, ∂/∂xν) = gµνdx
µdxν . (2.20)

Como (gµν) es simétrica, todos sus autovalores son reales. Si la métrica g tiene
todos sus autovalores positivos, al par (M,g) se le llama variedad riemanniana.
Si la métrica es pseudo-riemanniana tendrá algunos autovalores positivos y otros
negativos, si hay i autovalores positivos y j autovalores negativos entonces se dice
que la métrica tiene ı́ndice (i, j) o también que es i + j y al par (M,g) se le llama
variedad pseudo-riemanniana. Si la métrica tiene j = 1 se la llama métrica de
Lorentz y al par (M,g) se le llama variedad lorentziana.

El ejemplo t́ıpico de variedad riemanniana es Rn con métrica gµν = δµν , es decir
el espacio eucĺıdeo de n-dimensiones. Un ejemplo de variedad lorentziana es Rn con
la métrica de Minkowski, es decir gµν = ηµν , con ηµν = (−,+,+,+).

2.3.2. Conexión Af́ın

Como se mencionó al principio de la sección, se necesita agregarle más estructura
a la variedad para poder comparar dos vectores definidos en espacios tangentes de
puntos diferentes de la misma. En un espacio eucĺıdeo de n-dimensiones (Rn, δ), para
poder derivar un campo vectorial V = V µeµ en un determinado punto x, lo que se

8Al ser simétrica la matriz (gµν), es invertible.
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hace es transportar un vector de un punto x + ∆x hasta x y después se hace la
diferencia. Es decir, si se quiere derivar la componente V µ respecto a la coordenada
xν

∂V µ

∂xν
= ĺım

∆xν→0

V µ(. . . , xν +∆xν , . . .)− V µ(. . . , xν , . . .)

∆xν

Si bien la componente V µ(. . . , xν +∆xν , . . .) está evaluada en x+∆x, se la dejó in-
cambiada para compararla con V µ(. . . , xν , . . .). Es decir, para hacer un transporte
paralelo en (Rn, δ) lo único que se hace es dejar las mismas componentes del vector
por más que esté definido en otro punto.

Esto no puede hacerse en una variedad en general con una métrica genérica ya
que los vectores viven en espacios vectoriales correspondientes a puntos diferentes y,
por lo tanto, la diferencia de estos vectores no está bien definida. Si se denota por
Ṽ
∣∣
x+∆x

al vector Ṽ
∣∣
x
paralelamente transportado al punto x+∆x, se quiere que se

cumplan las siguientes condiciones

Ṽ µ(x+∆x)− V µ(x) ∝ ∆x

(Ṽ µ + W̃ µ)(x+∆x) = Ṽ µ(x+∆x) + W̃ µ(x+∆x)

Estas condiciones se satisfacen si se toma

Ṽ µ(x+∆x) = V µ(x)− V λ(x)Γµ
νλ(x)∆x

ν

Ahora se puede hacer la derivada de V = V µeµ respecto a xν

ĺım
∆x→0

V µ(x+∆x)− Ṽ µ(x+∆x)

∆xν
∂

∂xµ
=

(
∂V µ

∂xν
+ V λΓµ

νλ

)
∂

∂xµ
.

Esta cantidad es necesariamente un vector ya que es la diferencia de dos vectores
definidos en el mismo punto x+∆x y se la llama derivada covariante del vector
V . Los coeficientes Γµ

νλ reciben el nombre de coeficientes de conexión. Estos
coeficientes nos dicen cómo vaŕıa cada componente de un vector al transportarlo de
un punto x a otro punto próximo x + ∆x. Los mismos son las componentes de la
conexión af́ın.

Definición 2.11 Una conexión af́ın ∇ es un mapa ∇ : X (M) × X (M) → X (M)
que satisface las siguientes condiciones

(i) ∇fX+gY Z = f∇XZ + g∇Y Z

(ii) ∇X(Y + Z) = ∇XY +∇XZ

(iii) ∇XfY = X[f ]Y + f∇XY ,

donde X,Y,Z ∈ X (M) y f, g ∈ F(M).
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A partir de la definición 2.11, se puede relacionar la conexión aplicada a dos vectores
eµ de la base de TpM con los coeficientes de conexión Γµ

νλ como

∇νeµ ≡ ∇eνeµ = Γλ
νµeλ. (2.21)

Una vez que se sabe cómo actúa ∇ sobre los vectores de la base, se sabe cómo actúa
sobre cualquier vector. En efecto, sean V = V µeµ y W = W µeµ dos vectores de
TpM . Entonces, usando la definición 2.11 y (2.21), se tiene

∇VW = ∇V µeµW
νeν = V µ∇eµW

νeν = V µ
(
eµ[W

ν ]eν +W ν∇eµeν
)

= V µ

(
∂W λ

∂xµ
+W νΓλ

µν

)
eλ ≡ V µ∇µW

λeλ.

La manera cómo transforman los coeficientes Γµ
νλ puede verse a partir de la trans-

formación de los {eµ}. En efecto, se suponen dos cartas locales (U,ϕ) y (V, φ) tales
que U ∩ V 6= ∅ con p ∈ U ∩ V y x = ϕ(p) e y = φ(p), con {eµ = ∂/∂xµ} y
{fµ = ∂/∂yµ} las bases en las coordenadas de U y V respectivamente. Sean Γµ

νλ

y Γ̃α
βγ las componentes de la conexión en las bases {eµ} y {fµ}, respectivamente.

Entonces
∇fβfγ = Γ̃α

βγfα, (2.22)

y si utiliza el cambio de coordenadas fα = ∂xµ/∂yαeµ se podrá escribir el lado
izquierdo de (2.22) como

∇fβfγ = ∇fβ∂x
µ/∂yγeµ =

∂2xµ

∂yβ∂yγ
eµ +

∂xν

∂yβ
∂xµ

∂yγ
∇eνeµ

=
∂2xµ

∂yβ∂yγ
eµ +

∂xν

∂yβ
∂xµ

∂yγ
Γλ
νµeλ =

∂2xµ

∂yβ∂yγ
∂yα

∂xµ
fα +

∂xν

∂yβ
∂xµ

∂yγ
Γλ
νµ

∂yα

∂xλ
fα.

Al final, igualando esto con el lado derecho de (2.22) se tiene

Γ̃α
βγ =

∂2xµ

∂yβ∂yγ
∂yα

∂xµ
+
∂xν

∂yβ
∂xµ

∂yγ
∂yα

∂xλ
Γλ
νµ. (2.23)

En este punto puede verse claramente que las componentes de la conexión af́ın Γµ
νλ

no transforman como las componentes de un tensor tipo (1, 2) sino que transforman
de una manera particular. Lo hacen de tal manera que ∇XY sea un vector y a
la vez cumpla con las propiedades de una derivada (reglas de la suma y Leibniz).
Incluso se puede definir una conexión af́ın como aquel objeto que por un cambio de
coordenadas transforme según (2.23) y después ver que con esa definición la derivada
covariante queda bien definida. A su vez, puede verse de (2.23) que Γµ

νλ−Γµ
λν śı es la

componente de un tensor tipo (1, 2) llamado tensor de torsión y será importante
como se verá más adelante.

Se puede dar ahora una definición precisa de transporte paralelo a partir de la
definición de la conexión af́ın.
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Definición 2.12 Sea una variedad M y c : (a, b) → M una curva y se supone que
la imagen de c es cubierta por una carta (U,ϕ) con x = ϕ(p). Sea V = d/dt =
dxµ(c(t))/dt)eµ el vector tangente a la curva c(t). SiX es un campo vectorial definido
en c(t) que satisface

∇VX = 0, (2.24)

se dice que X es un transporte paralelo a lo largo de la curva c(t).

La condición (2.24) se puede escribir en coordenadas como

dXµ

dt
+ Γµ

νλ

dxν(c(t))

dt
Xλ = 0.

Si el vector V es paralelamente transportado a śı mismo, es decir

∇V V = 0, (2.25)

entonces c(t) es una geodésica. Si {xµ} son las coordenadas de c(t), la condición
(2.25) se escribe como

d2xµ

dt2
+ Γµ

νλ

dxν

dt

dxλ

dt
= 0 (2.26)

Uno podŕıa ser menos restrictivo en la definición de geodésica y definirla como las
curvas cuyos vectores tangentes V cumplen

∇V V = fV.

Sin embargo, se puede probar que por un cambio de coordenadas se puede reparametrizar
la curva para que la condición anterior resulte igual a la condición (2.25).

Hasta ahora, se ha definido la conexión af́ın sin hacer uso de la métrica en
ningún momento. Como se mencionó al principio de esta sección, se puede definir
una conexión a partir de la métrica y se va a dar ahora una a partir de una métrica
riemanniana. Para hacer manifiesta esa relación entre la conexión y la métrica, uno
puede exigir a la conexión que el transporte paralelo (relacionado con la conexión)
de dos vectores deje incambiado el producto interno entre ellos (relacionado con la
métrica). Esta exigencia se puede escribir expĺıcitamente, si se toma V un vector
tangente a una curva arbitraria y dos campos vectoriales X,Y ∈ X (M) se tiene

∇V g(X,Y ) = 0 =⇒ V λ ((∇λg)(X,Y ) + g(∇λX,Y ) + g(∇X,λY )) = 0.

Notando que se si se está haciendo un transporte paralelo de X e Y se tiene ∇λX =
∇λY = 0, resultando

V λ(∇λg)(X,Y ) = 0 =⇒ V λXµY ν(∇λg)µν = 0

Dada la arbitrariedad de V , X e Y se tiene

(∇λg)µν = 0 (2.27)
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Si la conexión es tal que cumple (2.27), se dice que es compatible con la métrica o
conexión métrica. La ecuación (2.27) se puede expresar en un sistema coordenado
como

∂gµν
∂xλ

− Γκ
λµgκν − Γκ

λνgµκ = 0. (2.28)

Se puede escribir otras dos ecuaciones equivalentes a (2.28) en permutaciones ćıclicas
de (λ, µ, ν) dando

∂gνλ
∂xµ

− Γκ
µνgκλ − Γκ

µλgνκ = 0,

∂gλµ
∂xν

− Γκ
νλgκµ − Γκ

νµgλκ = 0. (2.29)

Si ahora se calcula (2.28)−(2.29) se tiene

Γλ
µν =

{
λ

µν

}
+

1

2

(
T λ
ν µ + T λ

µ ν + T λ
µν

)
, (2.30)

donde

{
λ

µν

}
son los śımbolos de Christoffel9, definidos como

{
λ

µν

}
≡ 1

2
gλκ

(
∂gνκ
∂xµ

+
∂gκµ
∂xν

− ∂gµν
∂xκ

)
,

y T λ
µν ≡ Γλ

µν − Γλ
νµ es el tensor de torsión, que ya se mencionó arriba.

Uno le puede exigir otra propiedad a la conexión además de ser compatible
con una métrica riemanniana. Esta propiedad es la simetŕıa de las componentes de
la conexión, es decir Γλ

µν = Γλ
νµ. Una conexión que cumple con esta propiedad

se llama conexión simétrica. Es evidente de la definición de tensor de torsión
que si una conexión es simétrica entonces T λ

µν = 0. El siguiente teorema, que no
se probará, permite construir una única conexión simétrica y compatible con una
métrica riemanniana.

Teorema 2.2 (Levi-Civita) Dada una variedad riemanniana (M,g) existe una única
conexión af́ın ∇ en M que satisface las condiciones:

(a) ∇ es simétrica

(b) ∇ es compatible con la métrica g.

9Algunos autores lo llaman śımbolos de Christoffel de segunda especie, para distinguirlos de los

de primera especie, definidos como [µν, λ] = gλκ

{

κ

µν

}

(ver [19]).
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Una conexión dada por el teorema 2.2 recibe el nombre de conexión riemanniana
o conexión de Levi-Civita. Aunque no se mostrará la prueba, uno puede adivinar
que la conexión riemanniana se halla a partir de (2.30), la definición de los śımbolos
de Christoffel y con la condición T λ

µν = 0, resultando

Γλ
µν =

1

2
gλκ

(
∂gνκ
∂xµ

+
∂gκµ
∂xν

− ∂gµν
∂xκ

)
. (2.31)

Teniendo una conexión af́ın en una variedad riemanniana, uno puede considerar
un sistema de coordenadas particular a partir de las coordenadas de los vectores de la
base del espacio tangente en un punto. Para esto hay que hacer algunas definiciones.

Sea (M,g) una variedad riemanniana con una conexión ∇. Sea un punto p ∈M ,
si tomamos un vector X ∈ TpM podemos hallar una geodésica c(t) tal que c(0) = p y
d
dt

∣∣
p
= X. Esto permite definir un entorno coordenado alrededor de p de la siguiente

forma: si tomamos q cercano a p, se puede probar que existe una única geodésica cq(t)
y un único vector Xq ∈ TpM tales que c(0) = p, c(1) = q y d

dt

∣∣
p
= Xq = Xµ

q eµ. Se

puede ver que ϕ : q 7→ Xµ
q representa un buen sistema de coordenadas en un entorno

de p. Este sistema de coordenadas se llama sistema de coordenadas normal
basado en p con base {eµ}. Se define el mapa exponencial como Expp : TpM →M

tal que Expp(X) = c(1) donde c(t) es la geodésica tal que c(0) = p y d
dt

∣∣
p
= X. Se

puede ver, a partir de la ecuación (2.26), que en un sistema de coordenadas normal,
la conexión af́ın se anula en el punto p, es decir Γλ

µν(p) = 0. Sin embargo, esto
no implica que la conexión se anule en todo punto de la variedad riemanniana, ni
siquiera en un entorno del punto p como se verá en la siguiente sección.

El concepto de geodésica respecto a una conexión riemanniana está relacionado
con el concepto de curva tal que su longitud respecto de dos puntos es mı́nima (com-
parado con la longitud de cualquier otra curva entre esos dos puntos). Uno puede
definir una distancia d : M ×M → R entre dos puntos p y q como d(p, q) =ı́nfi-
mo de las longitudes de curvas que unen p y q. Con esta distancia, el teorema de
Hopf-Rinow afirma, entre otras cosas, que si el mapa exponencial Expp : TpM →M
está definido para todo vector10 X ∈ TpM , entonces existe una geodésica tal que su
longitud es igual a d(p, q). Demostrar el teorema requiere entrar en algunos detalles
que exceden a este trabajo pero una demostración rigurosa se da en [17]. Como de
geometŕıa elemental uno tiene la noción (no definición, por cierto) de que el segmen-
to de recta es la mı́nima distancia entre dos puntos en R

3, se dice entonces que las
geodésicas son la generalización natural de una recta para una variedad riemanniana.

2.3.3. Curvatura y Torsión

En la ecuación (2.23) uno puede ver que si las componentes de la conexión son
nulas en un sistema de coordenadas no tienen por qué serlo en otro sistema. Esto
también es consecuencia de que la conexión no es un tensor. Por lo tanto, uno quiere

10Si esto ocurre se dice que la variedad riemanniana (M, g) es geodésicamente completa.
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una caracteŕıstica intŕınseca de la variedad, es decir no dependiente del sistema
de coordenadas, que diga cuan cerca está la geometŕıa de una variedad respecto a
la geometŕıa eucĺıdea usual. Esas caracteŕısticas intŕınsecas deben ser tensores ya
que se quiere que sean independientes del sistema de coordenadas. En esta sección,
veremos dos tensores que cumplen con esta finalidad: el tensor de curvatura y el
tensor de torsión.

Definición 2.13 Sea (M,g) una variedad riemanniana con conexión ∇ (no necesari-
amente una conexión riemanniana).

(a) El tensor de curvatura R : X (M)×X (M)×X (M) → X (M) se define como
R(X,Y,Z) ≡ ∇X∇Y Z −∇Y∇XZ −∇[X,Y ]Z.

(b) El tensor de torsión R : X (M) × X (M) → X (M) se define como T (X,Y ) ≡
∇XY −∇YX − [X,Y ].

Uno puede probar que la definición 2.13 hace que tanto R como T sean tensores de
tipo (1, 3) y (1, 2) respectivamente. Esto quiere decir que, por ejemplo, ambos son
lineales en cada entrada, es decir R(fX, gY )hZ = fghR(X,Y )Z y T (fX, gY ) =
fgT (X,Y ) para X,Y,Z ∈ X (M), f, g, h ∈ F(M).

Al ser tensores, las operaciones de R y T sobre vectores y uno-formas quedan
determinadas si se conocen sus operaciones sobre elementos de la base. Las compo-
nentes del tensor de curvatura Rκ

λµν según las bases {eµ} y {dxµ} se pueden hallar
como

Rκ
λµν = 〈dxκ, R(eµ, eν)eλ〉 = 〈dxκ,∇µ∇νeλ −∇ν∇µeλ〉

= 〈dxκ,∇µΓ
η
νλeη −∇νΓ

η
µλeη〉

= 〈dxκ, ∂Γ
η
νλ

∂xµ
eη − Γη

νλΓ
ξ
µηeξ −

∂Γη
µλ

∂xν
eη − Γη

µλΓ
ξ
νηeξ〉

=
∂Γκ

νλ

∂xµ
−
∂Γκ

µλ

∂xν
+ Γη

νλΓ
κ
µη − Γη

µλΓ
κ
νη (2.32)

Análogamente, se pueden hallar las componentes del tensor de torsión T κ
µν en las

bases {eµ} y {dxµ} como

T κ
µν = 〈dxκ, T (eµ, eν)〉 = 〈dxκ,∇µeν −∇νeµ〉

= 〈dxκ,Γη
µνeη − Γη

νµeη〉 = Γκ
µν − Γκ

νµ. (2.33)

Conviene detenerse en este punto para examinar el significado geométrico de
los tensores de curvatura y de torsión. El primero de ellos, está relacionado con la
diferencia entre el transporte paralelo de un vector de un punto a otro por curvas
diferentes. Un ejemplo de esto es la diferencia del transporte de un vector V de un
punto p a un punto q por un circulo máximo11 C y por otro ćırculo máximo C ′ en
una esfera.

11Un ćırculo máximo es la intersección de la esfera con un plano que contiene al centro de la
misma.
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Es más, en una variedad riemanniana genérica, el vector resultante de un trans-
porte paralelo de un vector por una curva cerrada hasta el punto de partida es
diferente del vector original. Para ver esto más expĺıcitamente, sea (M,g) una var-
iedad riemanniana con conexión ∇ y pqrs un paralelogramo cuyas coordenadas son
{xµ}, {xµ + εµ}, {xµ + εµ + δµ}, {xµ + δµ}, donde εµ y δµ son infinitesimales. Si
se transporta paralelamente el vector V0 ∈ TpM por la curva C = pqr se obtiene el
vector VC(r). Para obtener las componentes VC(q) se hace

V µ
C (q) = V µ

0 − V λ
0 Γ

µ
νλ(p)ε

ν .

Si se quieren ahora hallar las componentes de VC(r) se tiene

V µ
C (r) = V µ

C (q)− VC(q)
λΓµ

νλ(q)δ
ν

' V µ
0 − V λ

0 Γµ
νλ(p)ε

ν −
(
V λ
0 − V η

0 Γ
λ
θη(p)ε

θ
)(

Γµ
νλ(p) +

∂Γµ
νλ(p)

∂xθ
εθ
)
δν

' V µ
0 − V λ

0 Γµ
νλ(p)ε

ν − V λ
0 Γµ

νλ(p)δ
ν

−V λ
0

∂Γµ
νλ(p)

∂xθ
εθδν + V η

0 Γ
λ
θη(p)Γ

µ
νλ(p)ε

θδν ,

donde en la segunda igualdad se hizo un desarrollo de Γµ
νλ(q) alrededor de p (por

la proximidad de p y q) y en la tercera igualdad se conservaron términos hasta
segundo orden en ε y δ. De forma similar al cálculo anterior, se pueden calcular las
componentes de VC′(r), dando como resultado

V µ
C′(r) = V µ

C′(q)− VC′(s)λΓµ
θλ(s)ε

θ

' V µ
0 − V λ

0 Γ
µ
νλ(p)δ

ν − V λ
0 Γµ

νλ(p)ε
ν

−V λ
0

∂Γµ
θλ(p)

∂xν
δνεθ + V η

0 Γ
λ
νη(p)Γ

µ
θλ(p)δ

νεθ.

Restando ambos resultados, se tiene

V µ
C′(r)− V µ

C (r) ' V η
0

(
∂Γµ

νη(p)

∂xθ
−
∂Γµ

θη(p)

∂xν
+ Γλ

νη(p)Γ
µ
θλ(p)− Γλ

θη(p)Γ
µ
νλ(p)

)
εθδν

= V η
0 R

µ
ηθνε

θδν . (2.34)

Además de ver la interpretación de las componentes del tensor de curvatura como
el coeficiente de proporcionalidad a V0 para la diferencia VC(r)−VC′ , se ve que esta
diferencia es de segundo orden en ε y δ.

Para la interpretación geométrica del tensor de torsión, se considera en un punto
p de coordenadas {xµ} de la misma variedad riemanniana (M,g) dos vectores in-
finitesimales de coordenadas X = Xµeµ ∈ TpM e Y = Y µeµ ∈ TpM . Si son pensados
como pequeños desplazamientos, estos vectores definen dos puntos próximos r y s,
próximos a p de coordenadas {xµ + εµ} y {xµ + δµ}, respectivamente (los puntos
q y s son los que definen las coordenadas normales en p, ver sección 2.3.2). Si se
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transporta paralelamente X a lo largo de pr se obtiene el vector sr1 de componentes
εµ − ελΓµ

νλδν. Las componentes del vector de desplazamiento que conecta p con r1
es

pr1 = ps+ sr1 = δµ + εµ − Γµ
νλε

λδν.

Análogamente, qr2 es el vector que se obtiene transportando Y a lo largo de ps.
componentes del vector de desplazamiento que conecta p con r2 es

pr2 = pq + qr2 = εµ + δµ − Γµ
νλε

νδλ.

La diferencia entre estos vectores es

r2r1 = pr2 − pr1 = (Γµ
νλ − Γµ

λν)ε
λδν = T µ

νλ ε
λδν . (2.35)

Se ve que el tensor de torsión mide qué tan grande es la diferencia en la clausura de
un paralelogramo infinitesimal. Aqúı se ve también que la diferencia es de segundo
orden.

En resumen, si se hubiera considerado la variedad riemanniana (M,g) a primer
orden, habŕıa un resultado nulo tanto para la cuenta (2.34) como para la (2.35).
O sea, la curvatura es el orden más bajo (orden dominante) que tiene en cuenta
cuánto se aparta el transporte paralelo de un vector por caminos diferentes respecto
a la geometŕıa riemanniana. Análogamente, la torsión es el orden dominante de la
diferencia con respecto a la geometŕıa eucĺıdea de la clausura de un paralelogramo
infinitesimal.

Propiedades del Tensor de Curvatura

Las componentes del tensor de curvatura tienen ciertas propiedades de simetŕıa
importantes.

Propiedad 2.4 Sean Rκλµν = gκηR
η
λµν las componentes del tensor de curvatura de

una conexión riemanniana. Éstas cumplen las siguientes propiedades de simetŕıa:

(a) Rκλµν = −Rκλνµ

(b) Rκλµν = −Rλκµν

(c) Rκλµν = −Rµνλκ

Siendo el tensor de curvatura definido a partir de una métrica riemanniana, también
se cumplen las siguientes propiedades

Propiedad 2.5 (Identidades de Bianchi) Sean Rκ
λµν las componentes del tensor

de curvatura de una conexión riemanniana. Se cumple:

(a) Rκ
λµν +Rκ

µνλ +Rκ
νλµ = 0 (primera identidad de Bianchi)

(b) (∇κR)
η
λµν + (∇µR)

η
λνκ + (∇νR)

η
λκµ = 0 (segunda identidad de Bianchi).
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Se pueden definir otros tensores a partir de la contracción de ı́ndices de las
componentes del tensor de curvatura. Éstos son muy importantes para la Relatividad
General.

Definición 2.14 Sea (M,g) una variedad riemanniana con conexión ∇ y compo-
nentes del tensor de curvatura Rκ

λµν .

(i) El tensor de Ricci es un tensor tipo (0, 2) definido por Ricµν(X,Y ) ≡
〈dxµ, R(eµ,X)Y 〉 cuyas componentes son Ricµν = Ric(eµ, eν) = Rλ

µλν .

(ii) El escalar de curvatura R se define como R ≡ gµνRicµν .

A partir de la definición 2.14 y de la propiedad 2.5 se obtiene el importante resultado

∇µG
µν = 0, (2.36)

dondeGµν ≡ Ricµν− 1
2Rgµν es el tensor de Einstein. Este tensor tiene la propiedad

de, además de (2.36), ser simétrico (Gµν = Gνµ). Como se verá en el caṕıtulo 3 estas
dos propiedades son las que inspiraron a Einstein para utilizar este tensor en la
Relatividad General.

2.4. Bases No-Coordenadas

Las bases de coordenadas utilizadas hasta ahora para describir los espacios TpM
y T ∗

pM fueron {∂/∂xµ} y {dxµ}, respectivamente. Éstas no son las únicas bases y
se verá en esta sección que uno tiene cierta libertad para elegirlas una vez que a la
variedad se le asigna una métrica. La notación presentada aqúı se utilizará mucho
en el resto del trabajo ya que la misma es más práctica en muchos aspectos, tanto
de cálculo como de concepto, como veremos en el caṕıtulo 3. Una buena descripción
de lo tratado en esta sección se encuentra en [20] y [16].

Sea la combinación lineal,

Ea = E µ
a ∂/∂xµ {E µ

a } ∈ GL(m,R), (2.37)

donde GL(m,R) son el espacio de matrices invertibles de m × m y det(E µ
a ) > 0.

{Ea} son vectores base obtenidos por una transformación que preserva la orientación.
Se puede requerir que la base {Ea} sea ortonormal, es decir

g(Ea, Eb) = E µ
a E ν

b gµν = δab

Se puede invertir la ecuación anterior para que dar

gµν = Ea
µE

b
ν δab , (2.38)

donde Ea
µ es la inversa de E µ

a . Si se introduce ahora una base {ea} de T ∗
pM tal

que 〈ea, Eb〉 = δab, esta base queda dada por

ea = Ea
µdx

µ.
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Se ve entonces que Ea
µ es una matriz que transforma la base coordenada {dxµ}

de T ∗
pM a una base ortonormal {ea}. Hay que notar que mientras ∂/∂xµ y ∂/∂xν

conmutan, Ea no tiene por qué conmutar con Eb. En efecto,

[Ea, Eb]|p = c d
ab (p)Ed|p,

donde

c d
ab (p) = Ed

ν

(
E µ

a

∂E ν
b

∂xµ
− E µ

b

∂E ν
a

∂xµ

) ∣∣∣∣
p

.

Las bases {Ea} y {ea} se llaman bases no-coordenadas. Los coeficientes Ea
µ se

llaman vierbeins si el espacio es cuadridimensional y vielbeins si es de cualquier
dimensión. Notar que se utilizaron ı́ndices diferentes para describir la base no-
coordenada {ea} que para describir la base coordenada {dxµ}. Para la primera se
utilizan ı́ndices latinos a, b, . . . y para la segunda ı́ndices griegos µν . . .. Los ı́ndices
latinos indican ı́ndices internos del espacio tangente, diferentes a los ı́ndices griegos
que indican los ı́ndices del sistema de coordenadas del atlas de la variedad. En este
contexto, los ı́ndices latinos se llaman ı́ndices planos. Como se verá más adelante,
en un contexto general de espacios fibrados, estos ı́ndices viven en la fibra de la
variedad.

Si la variedad es lorentziana entonces hay que reemplazar δab por ηab en las
ecuaciones. De ahora en adelante, a menos que se diga lo contrario, supondremos
que la variedad es lorentziana. Es por la relación gµν = ηabE

a
µE

b
ν que Ea

µ es una
especie de ’ráız cuadrada’ de la métrica.

Se pueden definir los coeficientes de la conexión Γc
ab con respecto a la base {Ea}

por

∇aEb ≡ ∇EaEb = Γc
abEc.

Es a partir de esta definición que las componentes de la conexión Γλ
µν y Γc

ab se
relacionan mediante

Γc
ab = Ec

λE
µ

a

(
∂E λ

b

∂xµ
+ E ν

b Γλ
µν

)
= Ec

λE
µ

a ∇µE
λ

b .

Se introduce ahora la uno-forma de conexión como

ωa
b ≡ Γa

cbe
c. (2.39)

La uno-forma de conexión ωa
b es una uno-forma evaluada en el espacio de matrices

(como indican sus ı́ndices), es decir sus coeficientes son componentes de una matriz
y como veremos más abajo, al igual que las componentes de la conexión, ωa

b tam-
poco es un tensor. ωa

b es importante para presentar las ecuaciones de estructura de
Cartan.

Teorema 2.3 (Ecuaciones de Estructura de Cartan) La uno-forma de conexión
satisface las siguientes ecuaciones:
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(i) dea + ωa
b ∧ eb = T a

(ii) dωa
b + ωa

c ∧ ωc
b = Ra

b,

donde se han introducido la torsión dos-forma T a ≡ 1
2T

a
bc e

b ∧ ec y la curvatura
dos-forma Ra

b ≡ 1
2R

a
bcde

c ∧ ed.

Tomando la derivada exterior de las ecuaciones de estructura se tienen las identi-
dades de Bianchi

dT a + ωa
b ∧ T b = Ra

b ∧ eb
dRa

b + ωa
c ∧Rc

b −Ra
c ∧ ωc

b = 0.

Estas son las mismas ecuaciones (a) y (b) de la propiedad 2.5, respectivamente, pero
en una base no-coordenada. Estas ecuaciones se pueden escribir más compactamente
si se define la derivada covariante de una p-forma V a

b como

DV a
b = dV a

b + ωa
c ∧ V c

b − (−1)pV a
c ∧ ωc

b . (2.40)

Entonces, las identidades de Bianchi se escriben con la sencilla simboloǵıa

DT a = Ra
b ∧ eb,

DRa
b = 0 (2.41)

Se puede expresar el tensor de curvatura como el resultado de aplicar dos veces la
derivada covariante a un vector de Lorentz φa. En efecto, usando que d2φa = 0 se
tiene

DDφa = D(dφa + ωa
bφ

b) = d(dφa + ωa
bφ

b) + ωa
b(dφ

b + ωb
cφ

c)

= (dωa
b + ωa

cω
c
b)φ

b = Ra
bφ

b,

donde se usó la propiedad (2.14) para la derivación de 1-formas y el teorema 2.3.
Como se mencionó al comienzo de la sección, existe cierta libertad de elegir el

sistema no-coordenado y conviene detenerse ahora en este punto. Los grados de
libertad de la métrica12 gµν son m(m+1)/2, mientras que el vielbein Ea

µ tiene m2

grados de libertad. Entonces, se pueden elegir varias bases no-coordenadas pasando
de una a la otra mediante una ’rotación’

ea → e′a = Λa
be

b

Ea → E′
a = Eb(Λ

−1)ba (2.42)

en cada punto p. El vielbein transforma como

Ea
µ → E′a

µ = Λa
b(p)E

b
µ (2.43)

12Como gµν es simétrico, si se lo piensa como una matriz, al elegir el triángulo superior que
incluye la diagonal queda determinado el resto. Los grados de libertad del triángulo superior que
incluye la diagonal son los mismos que la suma de los primeros m naturales que es m(m+ 1)/2.
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La invariancia del tensor métrico hace que

Λa
bηacΛ

c
d = ηad .

Esto implica que Λa
b(p) ∈ SO(m − 1, 1), por lo tanto es una rotación ortogonal en

el espacio tangente TpM . La dimensión del grupo SO(m − 1, 1) es m(m − 1)/2 =
m2 −m(m− 1)/2 que es justo la diferencia que hay entre los grados de libertad del
vielbein y de la métrica.

Los ı́ndices latinos a, b, . . . entonces transforman bajo elementos de SO(m −
1,m) y quedan incambiados bajo cambios de coordenadas, mientras que los ı́ndices
griegos µ, ν, . . . śı transforman ante cambios de coordenadas. Aqúı vuelve la idea de
que los ı́ndices latinos son ı́ndices internos cuyos cambios en el espacio tangente en
cada punto son gobernados por elementos de SO(m − 1,m) y no por cambios de
coordenadas en la variedad.

Se puede deducir cómo transforman las componentes de un tensor en una base
no-coordenada. Sea t = tµν∂/∂xµ ⊗ dxν un tensor tipo (1, 1). En las bases no-
coordenadas {Ea} y {ea} el tensor se escribe t = tabEa⊗ eb, donde tab = tµνEa

µE
ν

b .

Si se hace una rotación a unas bases {E′
a} = {Eb(Λ

−1)ba} y {e′a} = {Λa
be

b}, se tiene
t = t′

a
bE

′
a ⊗ e′b = t′

a
bEc(Λ

−1)ca ⊗ Λb
de

d,

dando la regla de transformación

tab → t′
a
b = Λa

ct
c
d(Λ

−1)db.

O sea, los supra-́ındices latinos se rotan con Λ mientras los sub́ındices latinos se
rotan con Λ−1. El pasaje de bases coordenadas a bases no-coordenadas se hace con
los vielbeins. Aśı, el tensor de torsión y el tensor de curvatura transforman como

T ′a = Λa
bT

b,

R′a
b = Λa

cR
c
d(Λ

−1)db.

Uno puede deducir también la regla de transformación de la uno-forma de conexión
ωa

b. Sabiendo que la torsión dos-forma T ′a = de′a + ω′a
b ∧ e′b transforma como

T ′a = Λa
bT

b se llega a

ω′a
b = Λa

cω
c
d(Λ

−1)db − Λa
c(dΛ

−1)cb. (2.44)

Aqúı se ve, como se mencionó más arriba, que la uno-forma de conexión ωa
b no

transforma como un tensor sino de una manera particular. Sin embargo, de las ecua-
ciones (2.42) se deduce que la base no-coordenada de uno-formas {ea} śı transforma
como un vector de Lorentz en el espacio tangente. También la derivada covariante
de un vector de Lorentz Dφa transforma como vector de Lorentz, es decir bajo Λ.

Si la conexión ∇ es de Levi-Civita las condiciones de compatibilidad con la
métrica (2.30) y simetŕıa se escriben, respectivamente

ωab = −ωba

T a = 0
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Para terminar la sección, se mostrará cómo se puede encontrar un elemento de
volumen para poder integrar en la variedad. Si (M,g) es una variedad riemanniana
de dimensión m, existe un elemento de volumen invariante

ΩM =
√

|g|dx1 . . . dxm,

donde g = det(gµν) y x
µ son las coordenadas de la carta (U,ϕ). Uno puede demostrar

que ΩM se puede escribir en una base no-coordenada como

ΩM = e1 . . . em. (2.45)

Aśı, una integral de f ∈ F(M) se puede escribir como

∫

M
fΩM =

∫

M
f
√

|g|dx1 . . . dxm =

∫

M
fe1 . . . em. (2.46)

Estas propiedades serán de ayuda en el caṕıtulo 3 para construir una acción invari-
ante Lorentz a partir de e y R en la formulación de Cartan para la Relatividad
General.



Caṕıtulo 3

Relatividad General

En este caṕıtulo se presentará de forma conceptual Relatividad General. Ha-
biendo introducido en el caṕıtulo 2 las nociones matemáticas necesarias para esta
teoŕıa, se introducirá la motivación f́ısica que llevó a Einstein a obtener las ecua-
ciones de campo para la gravitación. Estas ecuaciones implican que la geometŕıa
del espacio-tiempo está determinada por su distribución de enerǵıa. Localmente, la
f́ısica es descripta por la Relatividad Especial y la geometŕıa es de Minkowski v́ıa
el principio de equivalencia. Esto lleva a que el espacio-tiempo se pueda describir
localmente por coordenadas en R

4 y, entonces, coincidir con la definición de una
variedad diferenciable de dimensión cuatro. La f́ısica descripta no debe ser cambi-
ada por los diferentes cambios de coordenadas de la variedad espacio-tiempo por
lo que debe ser descripta por entes que no dependan de las coordenadas locales, es
decir vectores, tensores y formas diferenciales. Además de introducir una métrica a
la variedad, se debe tener una conexión para poder hacer cálculos con estos entes
(hacer las derivadas covariantes, por ejemplo). Esta conexión puede hallarse a partir
de la métrica y es la conexión de Levi-Civita cuyas componentes están dadas por
los śımbolos de Christoffel, como se vio en la sección 2.3.2. Esto es la Relatividad
General en el formalismo de Einstein y la primera parte de este caṕıtulo está dedica
a ella de forma descriptiva y heuŕıstica ya que existe abundante bibliograf́ıa para
tratar este tema con el mayor detalle [21], [22], [23], [24], [25].

Como se mencionó al principio de la sección 2.3, uno puede asumir una variedad
con una conexión de Levi-Civita o una conexión más general. El punto de vista de
Einstein asume que la conexión de la variedad espacio-tiempo es de Levi-Civita,
o sea, se puede hallar directamente a partir de la métrica. El punto de vista de
Cartan, por otro lado, aboga en no hacer esa suposición y permitir a la variedad
tener una conexión independiente de la métrica. Hacer esta suposición lleva a unas
ecuaciones de campo un poco diferentes ya que uno debe asumir que la conexión
y la métrica son campos independientes a la hora de variar la acción cuando se
hace el principio variacional. El punto de vista de Cartan se tratará en la segunda
parte de este caṕıtulo y es el que se utilizará en el resto de los caṕıtulos. Tiene una
mayor cantidad de variables dinámicas que el punto de vista de Einstein pero tiene

31
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menos asunciones a priori. Este no es el único motivo por el que se trabajará con
el formalismo de Cartan, resulta además ser más transparente para analizar las
diferencias y similitudes entre teoŕıas gauge y gravedad [5]. Una de las razones para
esto es, como se verá más adelante, que el punto de vista de Cartan hace expĺıcita la
distinción entre la variedad baseM de un fibrado y la fibra, que es el espacio tangente
TpM en cada punto p donde viven los tensores de Lorentz. Ya que los fibrados son
los lenguajes naturales para describir las teoŕıas de gauge, es natural que este punto
de vista permita una mejor comparación entre teoŕıas gauge y gravitación.

3.1. Relatividad General de Einstein

En esta sección se tratará la Relatividad General desde el punto de vista de Ein-
stein. Ésta teoŕıa no sólo describe el comportamiento de cuerpos y campos afectados
por fenómenos gravitatorios sino que explica la naturaleza de la gravedad a partir de
la geometŕıa intŕınseca del espacio-tiempo. Es por eso que en su formulación original
de 1915, Einstein interpreta el espacio-tiempo como una variedad diferenciable y los
fenómenos gravitatorios a partir de la geometŕıa de riemanniana. La clave de todo
esto está en el principio de equivalencia.

3.1.1. La Relatividad Especial y el Principio de Equivalencia

La Relatividad Especial [27], [28] se considera como una de las primeras revolu-
ciones F́ısica del siglo XX (junto con la Mecánica Cuántica) y se consolidó en 1905
con un art́ıculo titulado Sobre la Electrodinámica de los Cuerpos en Movimiento de
Albert Einstein [26]. Esta teoŕıa permitió resolver un problema bastante preocupante
en la F́ısica de aquella época que era la propagación de las ondas electromagnéticas
en el vaćıo. Antes, se asumı́a que exist́ıa un medio, que se le dio el nombre de
eter, que inundaba todo el espacio y por el cual pod́ıan propagarse las ondas elec-
tromagnéticas (aśı como las ondas de sonido utilizan el aire para propagarse o las
ondas de un estanque utilizan el agua). Cuando se quiso saber con qué velocidad
se propagaba la Tierra respecto al éter en un experimento, conocido como el ex-
perimento de Michelson y Morley, el resultado no fue el esperado. La conclusión de
Einstein fue que la luz se mov́ıa siempre a la misma velocidad sin importar la ve-
locidad de la fuente. Einstein también introdujo el principio de relatividad que dice
las leyes de la mecánica y los fenómenos electromagnéticos son los mismos en todos
los marcos de referencia inerciales [27]. Este principio pretend́ıa poner fin a otro
problema de la F́ısica de ese tiempo que era que las ecuaciones de de la mecánica
Newton no eran compatibles con las ecuaciones de Maxwell para describir el elec-
tromagnetismo respecto a una transformación galileana. Estos principios conducen
a una ley de transformación de marcos inerciales diferente a las transformaciones
de Galileo, llamadas transformaciones de Lorentz1, y a abandonar la existencia del

1Llevan el nombre de transformaciones de Lorentz porque fueron postuladas por Hendrik A.
Lorentz para resolver el problema del experimento de Michelson y Morley pero con postulados
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éter.

La Relatividad Especial tiene consecuencias que resultaron impactantes para
su época, como la relatividad de la simultaneidad, la dilatación del tiempo y la
contracción de Lorentz [27], [28]. El matemático Hermann Minkowski postuló en
1907 que las transformaciones de Lorentz pod́ıan introducirse naturalmente si se
piensa al espacio y tiempo no como entidades separadas sino como un solo espacio-
tiempo de cuatro dimensiones con una geometŕıa diferente a la eucĺıdea, llamada
desde entonces geometŕıa minkowskiana. Las transformaciones de Lorentz son, en
este contexto, transformaciones que conservan el producto interno en ese espacio.
Todos los experimentos realizados posteriormente no hicieron más que afirmar la
Relatividad Especial a pesar de que se tardó un poco en aceptar sus ideas radicales
para la época.

Si bien la comunidad cient́ıfica todav́ıa estaba intentando entender la Relatividad
Especial, ya en 1907 Einstein se dio cuenta que esta teoŕıa no era compatible con la
Gravitación Universal de Newton. En [21], [22] se muestran ilustrativos ejemplos de
por qué son incompatibles estas teoŕıas, pero se puede mencionar que la Gravitación
Universal implica una acción a distancia instantánea entre objetos masivos mientras
la Relatividad Especial no permite que la información pueda viajar a una velocidad
mayor a la luz. Pero Einstein sacó jugo a algo que se conoćıa haćıa tiempo que era que
la masa inercial es igual a la masa gravitatoria, es decir, la masa inercial es la fuente
del campo gravitatorio2. Es por esto que, por ejemplo, si se sueltan dos objetos
en la superficie de la Tierra adquieren la misma aceleración independientemente
de la masa que tengan los mismos. Einstein se dio cuenta, basado en esto, que
el efecto de la gravedad pod́ıa ser neutralizado localmente en una cáıda libre, o
sea, en un laboratorio en cáıda libre el efecto gravitatorio pod́ıa ser eliminado. La
neutralización es local ya que el laboratorio debe ser suficientemente pequeño y los
experimentos deberán ser suficientemente cortos temporalmente también. En estas
condiciones, los experimentos serán indistinguibles a aquellos hechos en ausencia
de gravedad y los resultados de estos experimentos deberán ser compatibles con
la Relatividad Especial [5]. A este postulado se le dio el nombre de principio de
equivalencia: En todo marco localmente inercial, todas las leyes de la F́ısica deben
obedecer a la Relatividad Especial. [21]. Entonces, según el principio de equivalencia
y lo postulado por Minkowski, las leyes en estos laboratorios en cáıda libre son
aquellas que sean válidas en el espacio de Minkowski, o sea, las que sean invariantes
por transformaciones de Lorentz. Es decir, para regiones suficientemente pequeñas
y tiempos suficientemente cortos se puede elegir un sistema de coordenadas tal que
las leyes puedan describirse según la Relatividad Especial.

La equivalencia entre la gravedad y un marco en cáıda libre es solamente local
y no global. Un marco en cáıda libre solamente puede simular un campo uniforme
y en una dirección. Por ejemplo, el marco de referencia escogido en un laboratorio

diferentes a los de Einstein.
2Esto ya era sospechado desde la época de Galileo pero no se hizo una medida precisa hasta

alrededor de 1885 por Loránd Eötvös.
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en cáıda libre a cierta altura de Montevideo no podrá explicar según la Relatividad
Especial lo que ocurre en un laboratorio en cáıda libre a cierta altura de Peḱın,
ya que su dirección de campo gravitatorio es diametralmente opuesta. Es por eso
que solamente se puede ’emparchar’ el espacio-tiempo por coordenadas de R

4 con
geometŕıa de Minkowski solamente en una región limitada del mismo. El qué tan
grande será esa región depende de que tan exacto se quieran la concordancia del
experimento con la teoŕıa. En todo caso, según el principio de equivalencia, en cada
punto del espacio-tiempo p se puede describir un entorno del mismo según la ge-
ometŕıa de Minkowski en R

4 con métrica ηab = (−,+,+,+). Esto es justamente la
definición de una variedad lorentziana según lo visto en la sección 2.3. Esta variedad
tendrá una cierta métrica g y Einstein apeló a la conexión de Levi-Civita, que se de-
duce directamente de g por la ecuación (2.31). Una vez que uno cuenta con la métrica
del espacio-tiempo y la conexión, el espacio TpM es una buena aproximación en un
entorno del espacio-tiempo, matemáticamente a través de las coordenadas normales
definidas en la sección 2.3.2. Por el principio de equivalencia, y gracias a la métrica g
(ya que g induce un isomorfismo entre TpM y T ∗

pM), los tensores necesarios para la
cinemática y dinámica (velocidades, momentos angulares, tensor enerǵıa-momento,
etc.) actúan en TpM . La base natural para el espacio TpM es {∂/∂xµ} y con la
métrica g se tiene g(∂/∂xµ, ∂/∂xν) = gµν como se vio en la sección 2.3.1. Como se
verá más adelante no hay por qué inclinarse por la conexión de Levi-Civita salvo el
hecho que introduce una menor cantidad de campos dinámicos, es decir la conexión
de Levi-Civita no es independiente de la métrica.

Al tener el espacio-tiempo estructura de variedad diferenciable y los tensores
actuar en el espacio tangente, la f́ısica es independiente de un cambio general de
coordenadas ya que los tensores son independientes de dichos cambios como se vio
en el capitulo 2. Esto elimina la distinción que exist́ıa en la Relatividad Especial
donde las leyes f́ısicas se describ́ıan en marcos de referencia inerciales, dotando a
éstos de cierta preferencia respecto a los no-inerciales [22]. La Relatividad General
democratiza esto y también fue una de las razones que incentivó de Einstein para
desarrollar esta teoŕıa. A esto también se lo conoce como principio de covariancia
general.

3.1.2. Ecuaciones de Einstein

Según la Relatividad General, el movimiento de las part́ıculas afectadas por un
campo gravitatorio, que en la Gravitación Universal de Newton se atribúıa a la
acción a distancia con un objeto masivo, se debe a la geometŕıa que adquiere el
espacio-tiempo por la presencia de enerǵıa en el mismo. Como localmente el espacio
sigue las reglas de la Relatividad Especial, localmente un objeto de prueba libre
de fuerzas3 seguirá una ĺınea recta según Relatividad Especial. La trayectoria de la
part́ıcula en el espacio-tiempo será entonces una geodésica (ver sección 2.3.2). En

3No se considera la fuerza gravitatoria ya que localmente podemos anular la gravedad v́ıa el
principio de equivalencia.
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efecto, sea M la variedad espacio-tiempo y una part́ıcula ubicada en el punto p de la
misma siendo (U,ϕ) las coordenadas normales en torno a p. Si la part́ıcula está libre
su ecuación de movimiento según Relatividad Especial será

d2x

dτ2
= 0,

donde τ es el tiempo propio de la part́ıcula. En coordenadas normales en torno a p
se tiene Γµ

νλ(p) = 0 y entonces por la ecuación (2.26) se tiene

D2x

dτ2
= 0,

donde D
dτ es la derivada covariante. Según el principio de equivalencia, este es el

comportamiento de la part́ıcula en el entorno de p. Como D2x
dτ2 es un vector, si es nulo

en un sistema de coordenadas lo será en cualquiera. Como la ecuación anterior es la
ecuación de una geodésica, el movimiento de la part́ıcula será tal que describirá una
geodésica en la variedad M .

Las geodésicas se determinan a partir de la conexión af́ın con la ecuación (2.26)
y la conexión, a su vez, es determinada por la métrica (suponiendo que la conexión
es de Levi-Civita). Por lo tanto, el movimiento de la part́ıcula se determina por la
geometŕıa del espacio-tiempo. Einstein estaba convencido que, a su vez, la enerǵıa
que conteńıa el espacio-tiempo4 era la responsable de alterar su geometŕıa [22],
[21]. Para cumplir con el principio de equivalencia y el principio de covariancia
general el objeto que describa la enerǵıa contenida en el espacio-tiempo debe ser un
tensor de cierto orden. Por ejemplo, para un continuo de part́ıculas idénticas que no
interactúan entre ellas, se puede ver (por ejemplo en [22]) que un tensor que cumple
con estas caracteŕısticas es el tensor enerǵıa-momento dado por

T µν =




En Env1/c Env2/c Env2/c
cp1n p1nv1 p1nv2 p1nv3

cp2n p2nv1 p2nv2 p2nv3

cp1n p3nv1 p2nv3 p3nv3


 , (3.1)

donde pi son las componentes espaciales del cuadri-momento P = (E/c, p1, p2, p3)
y nvi las componentes espaciales del cuadri-vector densidad de part́ıculas N =
(nc, nv1, nv2, nv3). Como P y N son cuadri-vectores, es decir tensores de orden (1, 0),
entonces las T µν definidas según (3.1) son las componentes de un tensor de orden
(2, 0). El tensor enerǵıa-momento contiene la información sobre la enerǵıa del con-
tinuo de part́ıculas T 00, su flujo respecto a las tres direcciones espaciales T 0i, y su
flujo de momentos en cada dirección T ij (por ejemplo T 12 es el flujo en la dirección
x de la componente y del momento). Si bien la materia y enerǵıa pueden adquirir
formas más complicadas que un continuo de part́ıculas idénticas sin interacción, uno
puede encontrar igual un tensor T tipo (2, 0) que representa de manera covariante

4Esto incluye a la masa también ya que la masa es enerǵıa en reposo.
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la materia y enerǵıa en un punto dado del espacio-tiempo [22]. Por ejemplo, para el
caso de cuerpos macroscópicos se tiene que [23] T µν = (p + ρ)vµvν − pgµν con p la
presión, ρ la densidad y vi la componente de la velocidad en la dirección i.

El tensor T que describe la enerǵıa y el momento del espacio-tiempo cumple que
es simétrico, es decir T µν = T νµ [22]. También sus componentes cumplen que

∇µT
µν =

∂T µν

∂xµ
+ Γµ

µηT
ην + Γν

µηT
µη = 0, (3.2)

La ecuación (3.2) es equivalente a decir que el tensor enerǵıa-momento se conserva
localmente.

¿Cómo se manifiesta la gravedad en la geometŕıa del espacio-tiempo? O, mejor
dicho, ¿qué propiedad del espacio-tiempo se debe observar para inferir que éste
está afectado por gravedad? La respuesta a esta pregunta es la curvatura. Ya se
ha mencionado que el principio de equivalencia se aplica solamente un una región
infinitesimal y por un intervalo de tiempo también pequeño. Si se imagina que en
un laboratorio en cáıda libre se ponen dos pelotas de tenis, en un instante pequeño
de tiempo para una persona dentro del laboratorio las part́ıculas estarán en reposo.
Pero a medida que el laboratorio se acerca al centro de la Tierra, la persona verá que
las pelotas se acercan la una a la otra. Este efecto es el efecto de marea5 y hace
que trayectorias en principio ’paralelas’ se acerquen [29]. Este efecto es equivalente
al producido por la curvatura de una superficie de dos dimensiones, por ejemplo. Se
puede decir que la gravedad induce curvatura en el espacio-tiempo. Esta curvatura no
es solamente espacial, también lo es temporal como el caso del red-shift gravitatorio
[22]. Entonces se podŕıa decir que la masa y la enerǵıa son las responsables modificar
el espacio-tiempo produciendo curvatura.

Ahora, la curvatura del espacio está caracterizada por un tensor de cuatro ı́ndices
Rη

µνλ como se vio en la sección 2.3.3. Sin embargo, el tensor enerǵıa-momento Tµν
tiene dos ı́ndices solamente. Se podŕıa reducir el tensor de curvatura a un tensor de
dos ı́ndices y debido a las propiedades 2.4 de simetŕıa de Rη

µνλ este tensor, a menos
de un un signo es el tensor de Ricci Ricµν dado por (i) de la definición 2.14. El tensor
Ricµν es simétrico como Tµν pero su divergencia no es cero. Sin embargo, como se
vio al final de la sección 2.3.3 el tensor de Einstein Gµν = Ricµν − 1

2Rgµν cumple
que su divergencia es nula. Esto fue lo que llevó a Einstein a escribir sus ecuaciones
de movimiento

Gµν = κT µν ,

donde κ es una constante a determinar. Esta constante debe ser tal que para masas
y enerǵıas no muy grandes, aśı como velocidades mucho menores a la de la luz,
la ecuación reproduzca la Gravitación Universal de Newton. Resulta ser que κ =
8πG
c4

y además, debido a que gµν es simétrico y con divergencia nula, se le puede
agregar al miembro izquierdo de la ecuación el término Λgµν , con Λ una constante

5Este efecto es el responsable de las mareas que ocurren en la Tierra debido a la gravedad ejercida
por la Luna.



3.1. Relatividad General de Einstein 37

llamada constante cosmológica por razones históricas. Entonces, las ecuaciones
de Relatividad General que Einstein presentó en 1915 son

Gµν + Λgµν =
8πG

c4
T µν . (3.3)

Son diez ecuaciones en derivadas parciales de orden dos en la métrica y no son
lineales, por lo que se conocen hasta ahora muy pocas soluciones exactas. Las ecua-
ciones (3.3) muestran el acoplamiento existente entre la enerǵıa y la geometŕıa del
espacio-tiempo. El espacio-tiempo actúa sobre la materia y le dice cómo moverse,
mediante las geodésicas, y la materia le dice al espacio-tiempo cómo curvarse [21].
Hay que observar, sin embargo, que las ecuaciones (3.3) no determinan por completo
la distribución y movimiento de la materia. En efecto, dichas ecuaciones no incluyen
las ecuaciones de estado de la materia, por ejemplo la ecuación que relaciona la pre-
sión con la densidad si T µν = (p + ρ)vµvν − pgµν (caso de cuerpos macroscópicos)
[23].

Si se toma una región del espacio-tiempo donde no hay materia alguna se tiene
T µν = 0 y las ecuaciones de Einstein se reducen a

Ricµν −
1

2
gµνR = 0 → Ricµν = 0. (3.4)

Esto no significa que el espacio-tiempo sea plano en este caso, para ello deben
cumplirse las condiciones más fuertes Rη

µνλ = 0.

3.1.3. Ecuaciones de Einstein por Principio Variacional

Las ecuaciones de Einstein (3.3) se pueden deducir también a partir de un princi-
pio de mı́nima acción [23]. Para esto, primero hay que hallar la acción S del sistema.
En 1915, casi simultáneamente al art́ıculo definitivo de Einstein sobre la Relatividad
General, el matemático Albert Hilbert concurrió a una charla en la que Einstein
bosquejaba las ideas de su nueva teoŕıa y dedujo cuál deb́ıa ser la acción más sencil-
la que cumpliera con los postulados de la Relatividad General, es decir covariancia
universal y principio de equivalencia. Es por eso que a esta acción se la conoce como
acción de Einstein-Hilbert6 y se escribe

SEH =

∫
R√−gd4x. (3.5)

Aqúı la integral es efectuada en todo el espacio-tiempo, R es el escalar de curvatura y
g es el determinante del tensor métrico gµν cuyo signo de menos es porque el determi-
nante es negativo en una variedad lorentziana.

√−g es elemento de volumen invari-
ante de la variedad espacio-tiempo que se vio en la sección 2.4. Se mostrará cómo se

6Aunque el art́ıculo de Hilbert salió publicado algunos d́ıas antes que el definitivo de Einstein
sobre Relatividad General, la acción se llamó de Einstein-Hilbert ya que el primero confesó que la
idea fue de Einstein y no suya.
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deducen las ecuaciones de Einstein en el vaćıo a partir de esta acción. La derivación
de la ecuación con materia (3.3) está por ejemplo en [23].

El campo independiente en la acción (3.5) es la métrica gµν , por lo que para
aplicar el principio de mı́nima acción hay que hacer variaciones de (3.5) respecto a
gµν . Entonces

δSEH = δ

∫
gµνRicµν

√−gd4x

=

∫
(Ricµν

√−gδgµν + gµν
√−gδRicµν + gµνRicµνδ

√−g)d4x.

Por un lado se tiene

δ
√−g = − 1

2
√−g δg.

Se tiene que δg = ∂g/∂gµνδgµν . Además ∂g/∂gµν = Cνµ donde Cνµ es el cofactor del
elemento gµν y puede probarse que los Cνµ = ggµν , ver por ejemplo [30]. Entonces,
δg = ggµνδgµν = −ggµνδgµν (ya que gµνg

µν = δµµ = 4 implica que δgµνgµν =
−gµνδgµν). Se puede escribir todo esto como

δ
√−g = −1

2

√−ggµνδgµν ;

y sustituyendo en la variación de la acción se encuentra

δ

∫
gµνRicµν

√−gd4x =

∫
(Ricµν −

1

2
R)δgµνd4x+

∫
gµνRicµν

√−gd4x.

Para calcular gµνδRicµν se adoptará un sistema de coordenadas localmente geodésico,

es decir en un punto p se tiene Γλ
µν(p) = 0. Hay que notar que Ricµν es la compo-

nente de un tensor ya que se vio en la sección 2.3.2 que la diferencia de dos conexiones
es un tensor. Utilizando la definición del tensor de Ricci, entonces, se tiene que

gµνδRicµν = gµνδRλ
µλν = gµν

(
∂

∂xλ
δΓλ

νµ − ∂

∂xν
δΓλ

λµ

)
.

Recordando (2.28) y que se está en un sistema geodésico ∂gµν/∂xλ = 0. Entonces

gµνδRicµν = gµν
∂

∂xλ
δΓλ

νµ − gµλ
∂

∂xν
δΓν

νµ =
∂

∂xλ

(
gµνδΓλ

νµ − gµλδΓν
νµ

)

=
∂wλ

∂xλ
,

donde wλ ≡ gµνδΓλ
νµ − gµλδΓν

νµ. Como wλ es la componente de un vector (δΓλ
µν

es la componente de un tensor) y se está en un sistema geodésico, en un sistema
general de coordenadas debe valer

gµνδRicµν = ∇λw
λ.
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De la ecuación (2.31) se tiene Γµ
µν = 1

2g
µκ ∂gµκ

∂xν . Si se recuerda ahora que dg =

ggµνdgµν = ggµν
∂gµν
∂xλ dx

λ y, por otro lado, dg = ∂g
∂xλdx

λ entonces gµν
∂gµν
∂xλ = 1

g
∂g
∂xλ .

Todo esto lleva a que Γµ
µν = 1

2g
∂g
∂xν y entonces

∇λw
λ =

∂wλ

∂xλ
+ Γλ

λνw
ν =

∂wλ

∂xλ
+ wν 1

2g

∂g

∂xν

=
1√−g

(∂
√−gwλ)

∂xλ
.

En resumen, la parte de la acción en que se vaŕıa el tensor de Ricci queda

∫
gµνδRicµν

√−gd4x =

∫
(∂
√−gwλ)

∂xλ
d4x,

y según el teorema de Gauss se puede transformar a la integral wλ extendida en una
hipersuperficie que rodee al volumen cuadridimensional. Dado que las variaciones
del campo son nulas en los ĺımites de integración, este término es igual a cero. Aśı la
variación δSEH es

δSEH =

∫ (
Ricµν −

1

2
gµνR

)
δgµν

√−gd4. (3.6)

Dada la arbitrariedad de δgµν , se llega a

Ricµν −
1

2
gµνR = 0,

que son las ecuaciones de Einstein en el vaćıo (3.4).
Se mostró aqúı cómo obtener las ecuaciones de Einstein por principio de mı́nima

acción ya que las ecuaciones de campo que aparecerán en este trabajo se deducirán
por dicho principio.

3.2. Relatividad General en el Formalismo de Cartan

En varias correspondencias que mantuvo Einstein con el matemático Élie Car-
tan entre 1929 y 1932 se discut́ıan sobre algunos supuestos en los que se basaba la
Relatividad General. Cartan insist́ıa que metricidad y paralelismo deb́ıan ser con-
siderados como independientes mientras que Einstein replicaba que si el espacio en
que vivimos poséıa una métrica, era más económico suponer que la conexión pod́ıa
ser derivada a partir de esa métrica [5].

Si bien para dimensiones menores o iguales a cuatro los resultados de los dos
formalismos son idénticos, no ocurre lo mismo en dimensiones mayores. Además, el
punto de vista adoptado por Cartan permite hacer mayor contacto con la Teoŕıa
de Fibrados, la cual se presentará en el caṕıtulo 4. Los fibrados son el marco nat-
ural para desarrollar las teoŕıas de Yang-Mills, que permiten describir tres de las
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cuatro interacciones fundamentales de la naturaleza, es decir la fuerte, débil y elec-
tromagnética. En estas teoŕıas, las conexiones juegan un papel diferente al que juega
la métrica. La métrica aparece como la encargada de la dinámica de los campos fer-
miónicos, mientras la conexión aparece como el responsable del acoplamiento entre
los campos fermiónicos y la geometŕıa del espacio-tiempo [5]. Adoptar el formalismo
de Cartan permite, entonces, darle a la conexión y a la métrica la independencia que
requiere una teoŕıa de Yang-Mills. Por lo tanto, este formalismo puede arrojar luz
sobre cómo pensar la gravedad como una teoŕıa de gauge y mantener la esperanza
de poder hallar un marco teórico común con las otras tres interacciones, si bien esto
tiene bastantes complicaciones como se verá más adelante.

Si se piensa que la conexión es independiente de la métrica, en cada punto p
del espacio-tiempo los tensores actuarán sobre el espacio tangente TpM y su dual
T ∗
pM y su relación con el espacio de tensores en la variedad espacio-tiempo se hace a

través del vielbein eaµ (ver sección 2.4). Esto le da a los vectores del espacio tangente
independencia respecto a la variedad base, siempre y cuando los vielbeins cumplan
con la condición (2.38) (ver sección 2.4)

gµν = Ea
µE

b
ν ηab.

Debido a esto, la métrica queda determinada por los vielbeins. Sin embargo, se vio
que dada una métrica gµν existen infinitos vielbeins Ea

µ que conducen a la misma
métrica. Esto se debe a las diferentes elecciones de bases ortonormales que uno puede
hacer en un espacio tangente. Si uno hace una ’rotación’ Λ del vielbein Ea

µ tal que
ésta cumpla

Λa
bηacΛ

c
d = ηad ,

la métrica queda incambiada por la ’rotación’ y esta condición implica que Λ ∈
SO(m − 1, 1) llamado grupo de Lorentz. Se vio también en la sección 2.4 que
ea = Ea

µdx
µ transforma como un vector de Lorentz (o sea que e′a = (Λ)abe

b) y
que la conexión 1-forma ωa

b hace que si φa es un vector de Lorentz entonces Dφa

también es un vector de Lorentz, donde Dφa = dφa + ωa
bφ

b. Para esto, es nece-
sario que ωa

b transforme según (2.44). Conviene notar que con la base {ea}, con
la conexión 1-forma ωa

b y sus productos y derivadas exteriores, pueden expresarse
la propiedades geométricas de la variedad M . Además ellos son escalares respecto
a transformaciones de coordenadas en la variedad, o sea difeomorfismos, ya que no
tienen ı́ndices griegos µνλ . . .. Precisamente por ser 1-formas, son invariantes ante
transformaciones generales de coordenadas por eso son objetos naturales para tratar
teoŕıas que sean invariantes de coordenadas como la Relatividad General. Además,
una teoŕıa de gravedad de primer orden, es decir una acción que contenga derivadas
de los campos independientes no mayor al segundo, solamente puede construirse
con ea, ωa

b , R
a
b, T

a [5]. Esto se ve porque si uno hace derivadas covariantes de estos
objetos siempre puede escribirlos por combinaciones de ellos mismos ya que, por
ejemplo, DRa

b = 0 o también DT a = Ra
b∧eb, por las identidades de Bianchi (2.41).

Se tratará ahora de construir una acción compatible con la Relatividad General a
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partir de ea y ωa
b para la variedad espacio-tiempo, es decir una variedad lorentziana

de dimensión cuatro. Una acción aśı construida será invariante frente a un difeo-
morfismo como se mencionó anteriormente. Desde el punto de vista de Cartan, la
métrica y la conexión son campos independientes por lo que para obtener las ecua-
ciones de campo a partir de la acción habrá que hacer variaciones respecto a estos
dos campos. Por el principio de equivalencia, la acción deberá ser invariante Lorentz
también y para ello deberá también tener contráıdos los ı́ndices latinos a, b, c, . . ..
Para contraer estos ı́ndices se necesita un tensor invariante Lorentz anti-simétrico
como el tensor de Levi-Civita εabcd, definido como

εabcd =





+1 si (abcd) es una permutación par de (0123),

−1 si (abcd) es una permutación impar de (0123),

0 en cualquier otro caso.

(3.7)

Se puede mostrar la acción de Einstein-Hilbert escrita en el formalismo de Cartan
como

SEH =

∫
εabcd(αR

abeced + βeaebeced), (3.8)

donde se ha omitido el śımbolo ∧ para denotar producto exterior de formas como se
hará en el resto del trabajo.

Antes que nada, se puede escribir la ecuación (3.8) como

SEH =

∫
εabcd(αR

ab
fge

fegeced + βeaebeced) =

∫
(αεfgcdR

fg
ab + βεabcd)e

aebeced,

mostrando de forma expĺıcita que se esta integrando sobre el elemento de volumen
invariante de la forma mostrada en (2.46). Esta acción es compatible con la Relativi-
dad General cumpliendo con el principio de equivalencia (por ser invariante Lorentz
en cada espacio tangente) y covariancia universal (por ser escrito con formas libre
de ı́ndices griegos µ, ν, λ, . . .).

Conviene en este punto mostrar que la acción (3.8) conduce a las ecuaciones de
Einstein en el vaćıo (3.4). Haciendo uso de los vielbeins, el primer término de (3.8)
puede escribirse como

εabcdR
abeced = εabcdR

ab
µνdx

µdxνeced = εabcdE
a
γE

b
θE

c
αE

d
βR

γθ
µνdx

µdxνdxαdxβ

Hay que notar que

εabcdE
a
γE

b
θE

c
αE

d
β = εγθαβdet(E) (3.9)

Además, tomando determinante a ambos lados de (2.38) se tiene que det(E) =
√−g.

La anti-simetŕıa del producto de 1-formas hace que dxµdxνdxαdxβ = εµναβdx0dx1dx2dx3 =
εµναβd4x. Entonces

εabcdR
abeced = εµναβε

γθαβRγθ
µν

√−gd4x.
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Podemos usar ahora las propiedades de contracción de ε (ver apéndice A) de donde
se obtiene εµναβε

γθαβ = −2(δµγδνθ − δµθδ
ν
θ), por lo que

εabcdR
abeced = −2(δµγδ

ν
θ − δµθδ

ν
θ)R

γθ
µν

√−gd4x = 2(Rνµ
µν −Rµν

µν)
√−gd4x.

Recordando la definición de escalar de curvatura R, se tiene

εabcdR
abeced = −4R√−gd4x,

y la constante α se encarga de que sea igual a la acción de (3.5). Para el término
con eaebeced se tiene

εabcde
aebeced = εabcdE

a
µE

b
νE

c
αE

d
β = εµναβ

√−gεµναβd4x = −24
√−gd4x.

La constante β hace que este término se transforme en término de la constante
cosmológica de las ecuaciones de Einstein. Por lo tanto, la acción (3.8) es totalmente
equivalente a la acción de Einstein-Hilbert con constante cosmológica.

Hay que mostrar ahora que las las ecuaciones de campo obtenidas al variar la
acción son equivalentes a las ecuaciones de Einstein en el vaćıo. La métrica y la
conexión variarán de forma independiente, es decir habrá que tomar variaciones
respecto a ea y respecto a ωa

b. Variando la acción (3.8) se tiene

δS =

∫
εabcd(αδR

abeced + 2αRabecδed + 4βeaebecδed).

Se puede escribir δRab como

δRab = δ(dωab + ωa
cω

cb) = dδωab + δωa
cω

cb + ωa
cδω

cb

= dδωab − ωcbδωa
c + ωa

cδω
cb = dδωab + ωb

cδω
ac + ωa

cδω
cb

= D(δωab) (3.10)

Se puede usar la regla de derivación de formas (2.14) para escribir

d(εabcdδω
abeced) = D(εabcdδω

abeced)

= εabcdD(δωab)eced − εabcdδω
abDeced + εabcdδω

abecDed

= εabcdD(δωab)eced + εabcdδω
abecT d,

usando la definición de torsión y en la primera igualdad se usó que εabcdδω
abeced es

invariante Lorentz y, por lo tanto, coincide su derivada covariante con su derivada
ordinaria. Al final se tiene

δS =

∫
d(αεabcdδω

abeced) +

∫
(2αεabcdR

abec + 4βeaebec)δed −
∫

2αεabcde
aT bδωcd,

donde el primer término por el teorema de Stokes es igual a la integral en el borde
de αεabcdδω

abeced y esta se anula si o bien la variación de ωab se anula en el borde
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o bien la variedad no tiene borde. Como ωab y ea son campos independientes, para
que δS se anule debe cumplirse simultáneamente

2αεabcdR
abec + 4βeaebec = 0,

2αεabcde
aT b = 0. (3.11)

La primera de las ecuaciones (3.11) es la ecuación de Einstein con constante cos-
mológica. En efecto,

εabcdR
abec = εabcdE

a
γE

b
θE

c
λR

γθ
µνdx

µdxνdxλ

εabcde
aebec = εabcdE

a
µE

b
νE

c
λdx

µdxνdxλ.

Dado la ecuación (3.9), se puede ver que

εabcdE
a
µE

b
νE

c
λ = εµνλαE

α
d det(E).

Entonces

εabcdR
abec = εγθλαE

α
d det(E)Rγθ

µνdx
µdxνdxλ

εabcde
aebec = εµνλαE

α
d det(E)dxµdxνdxλ.

Podemos multiplicar por dxβ la primera ecuación (3.11) y se obtendrá

0 = (αεγθλαR
γθ

µν + 2βεµνλα)E
α

d det(E)dxµdxνdxλdxβ

= (αεγθλαR
γθ

µν + 2βεµνλα)E
α

d det(E)εµνλβd4x.

Utilizando las contracciones de ε del apéndice A se tiene que

εγθλαε
µνλβ = −12 × (δµγδ

ν
θδ

β
α − δµθδ

ν
γδ

β
α − δµγδ

ν
αδ

β
θ

+δµαδ
ν
γδ

β
θ + δµθδ

ν
αδ

β
γ − δµαδ

ν
θδ

β
γ )

εµνλαε
µνλβ = −6δβα .

Haciendo las contracciones queda

Ricβα − 1

2
Rδβα +

β

4α
δβα = 0.

O bajando ı́ndices

Ricαβ − 1

2
Rgαβ +

β

4α
gαβ = 0,

que es la ecuación de Einstein con constante cosmológica y tensor enerǵıa-momento
nulo. No confundir las constantes α y β con los ı́ndices del mismo nombre.

Resta por ver qué significado tiene la segunda ecuación de (3.11). Si se asume la
constante α no nula, como el vielbein es invertible, ea no serán nulos por lo tanto
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se debe cumplir que T a = 0. Escribiéndolo en ı́ndices griegos, es decir en el sistema
coordenado, se tiene

1

2
Eb

γT
γ
µν dx

µdxν = 0,

implicando que T γ
µν = 0 o, en otras palabras, que la conexión es simétrica (ver

sección 2.3.3). Es interesante observar que se obtuvo la condición de torsión nula en
dimensión cuatro sin tener que imponer esa condición a priori como en el punto de
vista adoptado por Einstein. Se verá más adelante, sin embargo, que si la dimensión
es mayor a cuatro se pueden obtener ecuaciones de movimiento para la gravedad
con torsión no nula.

3.3. Soluciones de Agujeros Negros

En esta sección se va a tratar una solución particular de las ecuaciones de Ein-
stein que juega un papel medular en este trabajo, la solución de agujero negro. Al
principio se tomaron solamente como una solución particular pero, hoy en d́ıa, la
comunidad astronómica los toma como objetos factibles en la naturaleza. A grandes
rasgos, desde el punto de vista astrof́ısico, una estrella de masaM tiene tres posibles
finales los cuales quedan determinados por dos masas cŕıticas, la masa de Chan-
drasekhar7 MCh ≈ 1.44M� y la masa de Oppenheimer-Volkov MOK ≈ 1.5 − 3M�

[60]. Mientras la estrella quema combustible, la estabilidad de la misma se mantiene
debido al equilibrio entre la presión por radiación y la fuerza de gravedad. Llegado
el momento en que la estrella agota su combustible, no hay presión para oponerse a
la fuerza de gravedad y comienza el colapso, aumentando la densidad de la estrella.
Si M < MCh, el colapso continúa hasta que la densidad es suficientemente grande
para que el material sea considerado como un gas de electrones degenerado [61, 62]
resistiendo la fuerza de gravedad, y volviéndose la estrella estable. De esta forma, la
estrella se convierte en una enana blanca y seguirá radiando enerǵıa hasta enfriarse
totalmente8. SiMCh < M < MOK , entonces la densidad de gas de electrones degen-
erado no podrá retener la fuerza de gravedad y la estrella seguirá colapsando hasta
llegar a formarse un gas de neutrones degenerado. En este caso la estrella es una
estrella de neutrones y se estabiliza ya que la densidad de neutrones degenerados
evita el colapso gravitacional. Finalmente, si M > MOK ya no habrá degeneración
de materia posible que evite el colapso total y es cuando se forma un agujero ne-
gro. Actualmente, la existencia de agujeros negros puede inferirse por la acreción
del material que está a su alrededor, ya sea en el caso de material de una estrella

7El śımbolo M� representa la masa solar que es en unidades del Sistema Internacional aproxi-
madamente 1.99× 1030 Kg [63].

8Se dice que una enana blanca después de enfriarse totalmente, es decir cuando no emite más
radiación, se transforma en una enana negra. Como el tiempo de enfriamiento estimado de una
enana negra es superior a la edad actual estimada del Universo, no se espera que existan todav́ıa
enanas negras.



3.3. Agujeros Negros 45

compañera para el caso de agujero negro ordinario o material galáctico para el caso
de agujeros negros supermasivos.

Un agujero negro es un objeto tan denso que su campo gravitatorio es suficiente-
mente grande para que en sus proximidades ni siquiera la luz pueda escapar y, por lo
tanto, es completamente negro. Ya a finales del siglo XVIII, John Mitchell y Pierre
de Laplace conjeturaron que la teoŕıa newtoniana permit́ıa que existieran objetos
con un campo gravitatorio tan fuerte como para que la luz no pudiera escapar de su
superficie [29, 60]. De acuerdo a esta teoŕıa, la velocidad de escape ve de un objeto
de radio R y masa M es

ve =

√
2GM

R
.

Esta velocidad es mayor que la velocidad de la luz c si el radio es menor que el radio
cŕıtico Rc

Rc =
2GM

c2
. (3.12)

En 1916, al poco tiempo que Einstein publicara sus ecuaciones de campo de Rela-
tividad General, Karl Schwarzschild presentó una solución no trivial a dichas ecua-
ciones que teńıan simetŕıa esférica. El resultado es conocido como métrica de
Schwarzschild y es una generalización de las coordenadas esféricas planas que
describe la geometŕıa exterior a un objeto de masa M sin rotación localizado en el
origen. El cuadrado de elemento de ĺınea ds2 a través de la métrica de Schwarzschild
se puede escribir como [21]

ds2 = −
(
1− 2M

r

)
dt2 +

dr2

(1− 2M/r)
+ r2

(
dθ2 + sin2 θdφ2

)
, (3.13)

donde t es la coordenada temporal y (r, θ, φ) son las coordenadas esféricas usuales.
En 1923, Birkoff demostró un importante teorema que afirma que una región del
espacio que tenga simetŕıa esférica y cumpla las ecuaciones de Einstein debe ser una
solución de Schwarzschild. Por lo tanto, la métrica de Schwarzschild es la solución
más general de las ecuaciones de Einstein con simetŕıa esférica y puede describir la
geometŕıa exterior de cualquier objeto central que no rote, incluyendo un agujero
negro para r > 2M .

La métrica (3.13) tiene un comportamiento particular en r = 2M . Para una
part́ıcula viajera en cáıda libre, este punto es un punto de no-retorno es decir la
part́ıcula no puede salir una vez ingresa a la zona r < 2M ya que no es posible para
una part́ıcula de luz ’avanzar’ hacia r > M [29]. Este radio de valor r = 2M recibe
el nombre de radio de Schwarzschild y se puede ver que en unidades [G] = [c] = 1
es igual al radio cŕıtico (3.12). La métrica (3.13) parece que tuviera una singularidad
en r = 2M , ya que en ese caso gtt = 0 y grr se vuelve infinito. Sin embargo, uno
no puede estar seguro si este mal comportamiento de la métrica se debe a una
singularidad f́ısica o a una mala elección del sistema de coordenadas. En el caso de
r = 2M ocurre lo segundo, como puede verse hallando el tensor de curvatura en
ese punto [21], donde hay una singularidad solamente en r = 0. Vimos más arriba
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que r = 2M es el punto de no-retorno pero no es una singularidad9. Para solucionar
esto, se debe construir un nuevo sistema coordenado que no presente problemas en
r = 0. Una posible solución es utilizar la métrica de Kruskal-Szekeres, la cual
tiene un buen comportamiento en r = 2M . Las coordenadas de Kruskal-Szekeres u
y v pueden escribirse a partir de las coordenadas de Schwarzschild como [21]

u =
( r

2M
− 1
) 1

2
exp

r
4M cosh

(
t

4M

)
, r > 2M,

v =
( r

2M
− 1
) 1

2
exp

r
4M sinh

(
t

4M

)
, r > 2M,

u =
( r

2M
− 1
) 1

2
exp

r
4M sinh

(
t

4M

)
, r < 2M,

v =
( r

2M
− 1
) 1

2
exp

r
4M cosh

(
t

4M

)
, r < 2M. (3.14)

De esta manera, se puede escribir también r impĺıcitamente en función de u y v
como ( r

2M
− 1
)
exp

r
2M = u2 − v2.

Se ve aqúı que en el sistema de coordenadas de Kruskal-Szekeres, la singularidad en
r = 0 está localizada en v2 − u2 = 1. En realidad hay dos singularidades

v = +
√
1 + u2 y v = −

√
1 + u2,

ambas correspondientes a r = 0.

El cuerpo central puede tener además de masa M una carga eléctrica Q difer-
ente de cero asociada. En 1918, Hans Reissner y Gunnar Nordström encontraron
una solución de las ecuaciones de Einstein para un cuerpo con carga no nula [21].
Cuando el cuerpo central de masa M rota ya no hay simetŕıa esférica y la solución
a las ecuaciones de Einstein son un poco más complicadas. En 1963, Roy Kerr en-
contró una solución para un objeto con momento angular no nulo y en 1965 Ezra
Newman halló la generalización a un objeto con momento angular y cargas no nulas.
Esta última solución es conocida como la métrica de Kerr-Newman. En el caso
de objetos rotantes, el punto de no-retorno u horizonte de eventos, es decir el punto
donde ni siquiera la luz puede escapar, ya no coincide con el radio de Schwarzschild
[29].

Los agujeros negros son interesantes, no solamente astrof́ısicamente, por ser ob-
jetos bastante comunes en el Universo [29] o porque pueden ser descriptos por solu-
ciones exactas relativamente sencillas de las ecuaciones de Einstein. Debido a los
teoremas ’no hair’ (sin pelos), los agujeros negros son en esencia objetos f́ısicamente
simples en el sentido que pueden ser descriptos solamente con su masa, momento
angular y, eventualmente, su carga. Esto hace que casi cualquier teoŕıa de gravedad

9Se puede pensar que la métrica de Schwarzschild ’esconde’ la geometŕıa existente en r < 2M .
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tenga soluciones de tipo agujero negro y es por eso que son objetos teóricos impor-
tantes para poder testear el comportamiento de nuevas teoŕıas de gravedad que gen-
eralicen las ecuaciones de Einstein. Además, los agujeros negros tienen propiedades
termodinámicas que pueden tenerse en cuenta para arrojar luz sobre el problema de
cuantización de la gravedad [52]. Es por esta razón que para el modelo de gravedad
g-WZW (ver caṕıtulo 6), que se estudia en este trabajo, se van a analizar las solu-
ciones de agujeros negros y sus propiedades termodinámicas (ver caṕıtulo 7).
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Caṕıtulo 4

Teoŕıas Gauge y Fibrados

En el caṕıtulo 3 se vio cómo se puede escribir Relatividad General en el for-
malismo de Cartan. Este formalismo permite deducir las ecuaciones de Einstein en
el lenguaje de formas diferenciales, haciendo que sea naturalmente invariante por
difeomorfismos, siendo esto compatible con el principio de covariancia general de
la teoŕıa. Además de esto, en el formalismo de Cartan la acción es construida de
manera tal que sea invariante por transformaciones de Lorentz en el espacio tan-
gente en cada punto de la variedad espacio-tiempo. Esto último, hace expĺıcita la
diferencia entre la variedad y el espacio tangente y permite una descripción en lo
que se denomina matemáticamente como fibrados tangentes. Por otro lado, las
tres fuerzas restantes de la naturaleza (interacción electromagnética, nuclear fuerte
y nuclear débil) son teoŕıas gauge y éstas son descriptas matemáticamente por la
Teoŕıa de Fibrados. Ya que los fibrados tangentes son un caso particular de esta
teoŕıa, el formalismo de Cartan de la Relatividad General hace más transparente la
comparación entre teoŕıas gauge y gravitación.

Después de una introducción básica a teoŕıas gauge clásicas , en este capitulo se
mostrará el formalismo matemático adecuado para su descripción que, como se dijo
más arriba, son los fibrados. Esto va a permitir un mejor marco para generalizar
la gravedad a dimensiones mayores de manera que ésta sea invariante bajo ciertas
simetŕıas.

4.1. Teoŕıas Gauge

A grandes rasgos, una teoŕıa gauge1 es una teoŕıa de campos en donde la acción
construida tiene una cierta simetŕıa que depende de cada punto del espacio-tiempo.
A esta simetŕıa se la llama simetŕıa gauge y es descripta por un cierto grupo de
simetŕıa. En esta sección se va a explicitar qué quiere decir esto. La herramienta
matemática que permite lidiar con simetŕıas continuas como las que aqúı se tratarán

1Su nombre en español seŕıa ’teoŕıas de calibre’ o ’teoŕıas de contraste’ pero en este trabajo se
la seguirá llamando teoŕıa gauge.
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son los grupos de Lie con sus respectivas álgebras de Lie que, por referencias,
se recomienda consultar [34], [35], [36].

La primera teoŕıa gauge conocida es el electromagnetismo, donde el grupo de
simetŕıa es el grupo U(1). En 1954, Chen Ning Yang y Robert Mills generalizaron
la simetŕıa de la teoŕıa electromagnética para simetŕıas descriptas por grupos no-
conmutativos buscando una explicación a las interacciones nucleares fuertes, que de
forma indirecta es la responsable de mantener unidos a los protones y neutrones
en el núcleo atómico. A estos modelos se los llama teoŕıas gauge no-abelianas y, si
bien no fueron satisfactorias en su formulación original, fueron revividas por Sheldon
Glashow, Steven Weinberg y Abdus Salam para describir las interacciones nucleares
débiles y unificarlas con la teoŕıa electromagnética por un mecanismo de ruptura
espontánea de simetŕıa [33], [31].

Si bien las teoŕıas gauge surgieron desde un punto de vista de Teoŕıa Cuántica de
Campos, se puede introducirlas y hacerles un tratamiento totalmente clásico o semi-
clásico [31]. En esta sección se seguirá esta ĺınea ya que sólo se pretende introducir
el concepto de teoŕıa gauge y, por lo tanto, se omitirán todos los éxitos que estas
teoŕıas han tenido en la renormalización de los campos, por ejemplo. Se mostrará un
caso sencillo de teoŕıa gauge abeliana (con grupo conmutativo) y luego un ejemplo
para el caso no-abeliano.

4.1.1. Ejemplo de Teoŕıa Gauge Abeliana: Grupo U(1)

Para ilustrar el concepto de teoŕıa gauge, se mostrará un ejemplo sencillo de
una teoŕıa con simetŕıa U(1) conocida como electrodinámica escalar [31]. Por ahora,
se asumirá que U(1) es el conjunto de complejos de norma unidad2 que pueden
caracterizarse como eiα(x), cuya operación de multiplicación es conmutativa y por
eso se dice que U(1) es un grupo abeliano. La electrodinámica escalar consiste de
una acción de un campo escalar complejo3 acoplado con el campo electromagnético.
Concentrándose primero en la parte del campo escalar ϕ, ya que es invariante por
transformaciones de Lorentz, si tiene una masa m la acción se puede escribir como

S =

∫ (
∂µϕ∂

µϕ∗ −m2ϕϕ∗
)
d4x,

donde ∂µ ≡ ∂
∂xµ . Las ecuaciones de campo se deducen a partir de la acción anterior

haciendo variaciones respecto a los campos ϕ y ϕ∗, donde dichas variaciones se

2Este grupo deja invariante la norma de los números complejos y, por lo tanto, sólo produce
rotaciones en el plano complejo.

3Escalar se refiere a que es invariante frente a transformaciones de Lorentz.
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considerarán independientes. Entonces

δS =

∫ (
∂µϕδ∂

µϕ∗ + ∂µϕ∗δ∂µϕ−m2ϕδϕ∗ −m2ϕ∗δϕ
)
d4x

=

∫
(∂µ(∂µϕδϕ

∗)− ∂µ∂µϕδϕ
∗ + ∂µ(∂

µϕ∗δϕ) − ∂µ∂
µϕ∗δϕ

−m2ϕδϕ∗ −m2ϕ∗δϕ
)
d4x

=

∫ (
∂µ(∂µϕδϕ

∗ + ∂µϕ
∗δϕ) − (∂µ∂µϕ+m2ϕ)δϕ∗ − (∂µ∂

µϕ∗ +m2ϕ∗)δϕ
)
d4x,

donde en la segunda igualdad se integró por partes y se utilizó la linealidad de δ para
δ∂ = ∂δ. La primera integral es una derivada total y asumiendo la condiciones de
borde δϕ = δϕ∗ = 0 se anulará. Si los campos ϕ y ϕ∗ son independientes se obtienen
las ecuaciones

∂µ∂µϕ+m2ϕ = 0

∂µ∂µϕ∗ +m2ϕ∗ = 0,

donde una es la complejo conjugada de la otra. Estas son las ecuaciones de un
campo con masa. Si se considera ahora la interacción de este campo escalar complejo
con un campo electromagnético, según la electrodinámica, la ecuación del campo
electromagnético Aµ debe ser

∂µF
µν = ejν ,

donde Fµν = ∂µAν − ∂νAµ, e es la constante de acoplamiento. La corriente debe
construirse a partir del campo escalar complejo y debe conservarse, es decir

∂µj
µ = 0.

La acción, que por variaciones sobre Aµ, ϕ y ϕ∗ lleva a estas ecuaciones de campo,
seŕıa (teniendo en cuenta la dinámica y masa del campo escalar complejo)

S =

∫ (
∂µϕ∂

µϕ∗ −m2ϕϕ∗ − 1

4
FµνF

µν − ejµAµ

)
d4x. (4.1)

¿Cómo encontrar la corriente conservada jµ a partir del campo escalar complejo?
Para esto, se pondrá el requerimiento que la acción (4.1) sea invariante por trans-
formaciones locales de la forma

ϕ(x) → ϕ′(x) = eiα(x)ϕ(x)

ϕ∗(x) → ϕ′∗(x) = e−iα(x)ϕ∗(x) (4.2)

Aµ(x) → A′
µ(x) = Aµ(x) +

1

e
∂µα(x).

La transformación es local porque α depende de cada punto de la variedad espacio-
tiempo. La acción del electromagnetismo libre es invariante frente a estas transfor-
maciones. Sin embargo, la parte del campo escalar complejo en la acción (4.1) no lo
es, ya que

∂µϕ
′(x) = eiα(x)(∂µϕ(x) + iϕ∂µα(x)).
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Para solucionar este problema, se introduce la derivada covarianteDµϕ de manera
que pueda reducirse a ∂µϕ en el ĺımite de que el campo sea débil y que transforme
uniformemente bajo las transformaciones (4.2), es decir

(Dµϕ)
′ = eiα(x)Dµϕ.

Puede verse de las transformaciones (4.2) que si se define

Dµϕ ≡ ∂µϕ(x)− ieAµϕ = (∂µ − ieAµ)ϕ,

entonces se cumplen esos requisitos.
Se puede escribir ahora la acción invariante por transformaciones (4.2) como

S =

∫ (
−1

4
FµνF

µν + (Dµϕ)
∗Dµϕ−m2ϕ∗ϕ

)
d4x,

Hay que notar que, como el campo ϕ∗ se tomó independiente de ϕ, su derivada
covariante se define Dµϕ

∗ ≡ (∂µ+ ieAµ)ϕ
∗ de forma que transforme uniformemente

como (Dµϕ
∗)′ = e−iαDµϕ

∗. Se ve entonces que Dµϕ
∗ = (Dµϕ)

∗. Comparando esta
acción con la (4.1) uno obtiene jµ como

jµ = −i(ϕ∗Dµϕ−Dµϕ
∗ϕ). (4.3)

Tomando variaciones respecto a la acción se tiene

∂µF
µν = jν ,

DµD
µϕ+m2ϕ = 0. (4.4)

La densidad de corriente (4.3) se conserva. En efecto, se tiene

∂µj
µ = −i(∂µϕ∗Dµϕ+ ϕ∗∂µD

µϕ− (Dµϕ)
∗∂µϕ− ∂µD

µϕ∗ϕ).

Se pueden reescribir los dos primeros términos del lado derecho como

∂µϕ
∗Dµϕ+ ϕ∗∂µD

µϕ = ∂µϕ
∗Dµϕ+ ieAµϕ

∗Dµϕ+ ϕ∗∂µD
µϕ− ieϕ∗AµD

µϕ

= Dµϕ
∗Dµϕ+ ϕ∗DµD

µϕ.

Esto y la ecuación análoga para los dos últimos términos da como resultado

∂µj
µ = −i(ϕ∗DµD

µϕ− ϕDµD
µϕ∗) = 0,

donde en la segunda igualdad se hizo uso de las ecuaciones de campo (4.4). Esto
hace consistente las ecuaciones de campo, ya que ahora

∂µ∂νF
µν = ∂νj

ν = 0,

como lo requiere la anti-simetŕıa de Fµν .
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Por lo tanto, el requerimiento de la invariancia de la acción respecto a las trans-
formaciones (4.2) condujo a unas ecuaciones que acoplan el electromagnetismo con
un campo escalar complejo de manera consistente, con corriente conservada y tam-
bién invariantes por (4.2). Para cumplir el requerimiento de invariancia frente a las
transformaciones (4.2) hubo que reemplazar las derivadas comunes por derivadas
covariantes. La derivada covariante dada aqúı no es exactamente igual a que se vio
en el caṕıtulo 2 ya que, por ejemplo, la derivada covariante dada en el caṕıtulo 2
permit́ıa comparar dos vectores en diferentes puntos de la variedad mientras que la
mostrada aqúı no cambia el punto en donde se evalúa el campo. Sin embargo, existe
cierta relación entre las dos definiciones y esto se verá mejor en la sección 4.2.

4.1.2. Ejemplo de Teoŕıa Gauge No-Abeliana: Grupo SU(2)

En la sección 4.1.1 se mostró un ejemplo de teoŕıa gauge abeliana con el grupo
U(1). Ahora se va a extender el concepto para aplicarlo a una teoŕıa con simetŕıa
dada por un grupo no-abeliano. Para ver bien esta generalización se dará el ejemplo
de una acción invariante por el grupo SU(2) [31]. Para este caso, el grupo SU(2) se
puede pensar como el conjunto de matrices unitarias complejas 2×2 de determinante
unidad y, por lo tanto, que deja invariante la norma de un vector complejo de dos
entradas.

Para empezar, se considerará una teoŕıa con dos escalares complejos y se hará que
formen un vector complejo de dos entradas

ϕ =

(
ϕ1

ϕ2

)
.

La densidad lagrangiana4 de esta teoŕıa será

L = ∂µϕ
†∂µϕ−m2ϕ†ϕ− λ(ϕ†ϕ)2.

Se puede ver que L es invariante por transformaciones del grupo SU(2),

ϕ(x) → ϕ′(x) = ωϕ′(x), ω ∈ SU(2),

donde ω no depende del punto de la variedad espacio-tiempo.
Ahora, se buscará modificar L para que sea invariante por transformaciones

SU(2) locales, es decir que ω dependa del punto de la variedad espacio-tiempo

ϕ(x) → ϕ′(x) = ω(x)ϕ(x), ω(x) ∈ SU(2). (4.5)

Los dos últimos términos de la lagrangiana L son invariantes por (4.5) pero no aśı el
término cinético, ya que

∂µϕ
′(x) = ϕ(x)∂µω(x) + ω(x)∂µϕ(x),

4En este trabajo se utilizará indistintamente el término densidad lagrangiana como lagrangiana
ya que el contexto no da lugar a confusiones.
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y, por lo tanto, L(ϕ′) ahora contiene términos con ∂µω que no se cancelan. Para poder
escribir un lagrangiano invariante por (4.5) se reemplazará la derivada convencional
por la derivada covariante, como se hizo en la sección 4.1.1, de manera que transforme

(Dµϕ)
′ = ωDµϕ.

Esto se puede hacer introduciendo un campo vectorial Aµ(x) y escribiendo

Dµϕ = ∂µϕ+Aµϕ.

Hay que encontrar ahora la estructura del campo Aµ(x) y para esto se va a deter-
minar primero cómo debe transformar bajo las transformaciones (4.5). Para esto
vemos que, por un lado

(Dµϕ)
′ = ∂µϕ

′ +A′
µϕ

′ = ω∂µϕ+ ∂µωϕ+A′
µωϕ,

mientras que por otro lado (por la exigencia de cómo debe transformar la derivada
covariante)

(Dµϕ)
′ = ωDµϕ = ω∂µϕ+ ωAµϕ.

Por lo tanto, y teniendo en cuenta que ϕ es una matriz columna cualquiera, se tiene

Aµ → A′
µ = ωAµω

−1 + ω∂µω
−1, (4.6)

donde se usó que ωω−1 = 1 y entonces ω∂µω
−1 = −∂µω · ω. Para saber el rango

de valores que puede tomar el campo Aµ, se considera una transformación gauge
infinitesimal, es decir una transformación como (4.6) con ω(x) = 1 + ε(x), donde
ε(x) toma valores en el álgebra de Lie del grupo SU(2). Se ve entonces que, a orden
más bajo en ε,

ω∂µω
−1 = −∂µε(x),

mostrando que el segundo término de (4.6) toma valores en el álgebra de Lie. Por
lo tanto, el álgebra de Lie debe estar contenido en el rango de valores que toma Aµ.
Se puede probar que Aµ toma valores en el álgebra de Lie del grupo SU(2).

Al campo Aµ(x), que toma valores en el álgebra de Lie del grupo gauge, se lo
llama campo gauge o campo de Yang-Mills. Las reglas de transformación para
el campo escalar y el campo gauge según (4.5) y (4.6) es

Aµ → A′
µ = ω(x)Aµ(x)ω

−1(x) + ω(x)∂µω
−1

ϕ(x) → ϕ′(x) = ω(x)ϕ(x). (4.7)

El lagrangiano del campo escalar invariante bajo transformaciones gauge (4.7) es

L = (Dµϕ)
†Dµϕ−m2ϕ†ϕ− λ(ϕ†ϕ)2.

Si se quiere darle dinámica al campo Aµ(x) habrá que agregarle a este lagrangiano
un término escalar que contenga derivadas del campo gauge. Un candidato es

LA =
1

2g2
TrFµνF

µν ,
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con g constante y
Fµν = ∂µAν − ∂νAµ + [Aµ, Aν ]. (4.8)

Fµν toma valores en el álgebra de Lie y TrFµνF
µν es un producto interno en el

álgebra conocido como forma de Killing que es definido negativo [36], [34]. Ya que
se puede probar que Fµν transforma por (4.6) como

Fµν(x) → F ′
µν(x) = ω(x)Fµν(x)ω(x)

−1,

entonces LA es definido positivo e invariante por (4.7). Se tiene ahora el lagrangiano
del campo escalar acoplado con un campo gauge

L =
1

2g2
TrFµνF

µν + (Dµϕ)
†Dµϕ−m2ϕ†ϕ− λ(ϕ†ϕ)2, (4.9)

invariante por (4.6).
Ya que Aµ y Fµν toman valores en el álgebra de Lie, en este caso del grupo

SU(2), se pueden descomponer en los generadores del álgebra de Lie como

Aµ(x) = −ig
2
σaAa

µ

Fµν(x) = −ig
2
σaF a

µν ,

donde a = 1, 2, 3, σa son las matrices de Pauli (que generan el álgebra de Lie del
grupo SU(2)) y Aa

µ(x), F
a
µν(x) son campos reales. De la definición (4.8) de Fµν se

tiene

Fµν(x) = −ig
2
σa(∂µA

a
ν − ∂νA

a
µ) + (ig)2Aa

µA
b
ν [
σa

2
,
σb

2
]

= −ig
2
σa(∂µA

a
ν − ∂νA

a
µ)− g2Aa

µA
b
νiε

abcσ
c

2

= −ig
2
σa(∂µA

a
ν − ∂νA

a
µ + gεabcAa

µA
b
ν .

El tensor de Levi-Civita εabc viene como resultado de las reglas de conmutación de
los generadores σa/2, es decir son las constantes de estructura del álgebra de SU(2).
Por lo tanto, las componentes reales F a

µν se escriben como

F a
µν = ∂µA

a
ν − ∂νA

a
µ + gεabcAb

µA
c
ν .

Se puede escribir el término lagrangiano que contiene la dinámica de Aµ como

LA =
1

2g
TrFµνF

µν =
1

2g
F a
µνF

µνb(−ig)2Trσ
a

2

σb

2
= −1

4
F a
µνF

µνa,

Haciendo variaciones de la acción (4.9) respecto a los campos gauge y campos es-
calares, se obtienen las ecuaciones de campo

(DµF
µν)a = gjµa

DµD
µϕ+m2ϕ+ 2λ(ϕ†ϕ)ϕ = 0, (4.10)
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donde Ja
ν = −i(ϕ† σa

2 Dνϕ−Dνϕ
† σa

2 ϕ).

El tratamiento hacho en esta sección se puede generalizar a otros grupos no-
abelianos. Solamente hay que sustituir los generadores σa/2 del grupo SU(2) por
los generadores del álgebra de Lie que quiera considerarse y las constantes εabc

por las constantes de estructura correspondientes. Existen casos donde los campos
escalares en vez de representarse como aqúı (representación fundamental) pueden
tomar valores en el álgebra de Lie del grupo gauge (representación adjunta), que en
el caso del grupo SU(2) seŕıa un vector columna formado por tres campos reales
[31].

Con estos dos ejemplos se pretendió mostrar como al imponer una invariancia
en el lagrangiano bajo un cierto grupo se puede construir una teoŕıa coherente de
campos de materia acoplados con campos de interacción (campos gauge). En la
sección 4.2 se va a mostrar la teoŕıa matemática adecuada para estudiar las teoŕıas
gauge y poder analizar algunas de sus caracteŕısticas fundamentales.

4.2. Teoŕıa de Fibrados

En la sección anterior se vio cómo se pod́ıa extender el concepto de derivada, al
de derivada covariante, para poder hacer una teoŕıa que sea invariante frente a un
grupo de simetŕıa. Esta derivada covariante tiene una teoŕıa matemática adecuada
para ser descripta que son los fibrados.

En esta sección se van mostrar algunas nociones de fibrados, no solamente como
generalización de lo visto en la sección anterior, sino para entender además las clases
caracteŕısticas y en particular las clases de Chern, las cuales dan un marco teórico
adecuado a las formas de Chern-Simons y transgresiones. Las referencias importantes
en la sección son [16] y [20].

Antes de pasar a dar una definición formal de los fibrados principales, con-
viene dar una motivación f́ısica para la misma. Para ello se tomará como ejemplo la
mecánica ondulatoria [37]. Si M es el espacio-tiempo, una part́ıcula en esta teoŕıa
puede ser descripta por la función de onda ψ :M → V , donde V es un espacio vec-
torial (t́ıpicamente el conjunto los números complejos C). Se escoge una base en V
que corresponde a ciertos estados de la part́ıcula. Impĺıcito en ψ(x) es la elección de
un marco de referencia en x, donde por marco de referencia no quiere decir necesari-
amente una elección de los ejes espacio-temporales sino que también puede querer
decir la elección del ángulo de fase cero, por ejemplo. Sea Px el espacio de todos
los posibles marcos de referencia en x. Dos marcos de referencia están relacionados
por un elemento de un grupo de transformaciones G (por ejemplo, las rotaciones del
ángulo de fase), es decir si p ∈ Px y g ∈ G entonces pg denota el marco transformado.
Esto produce una transformación en V también de la forma w 7→ g · w, con w ∈ V .
Si ψ(p) es el valor de ψ relativo a p ∈ Px, entonces ψ(pg) = g−1 · ψ(p) es el valor de
ψ relativo a pg. Una concatenación suave P de los Px a lo largo de x ∈M se llama
fibrado principal con grupo G; Px es la fibra sobre x. Si se elige p ∈ Px, entonces
el mapa p 7→ pg muestra una equivalencia topológica entre G y Px, pero en general
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P no es equivalente a M ×G debido a que puede estar ’enrollado’ sobre M .

Si U es un entorno de M , entonces el mapa σU : U → P tal que σU (y) ∈ Py,
∀y ∈ U es una elección de gauge (es una elección continua del marco de referencia).
Ya se vio que ψ se puede pensar como un mapa ψ : P → V tal que ψ(pg) =
g−1 · ψ(p). Sin embargo, dada una elección de gauge σU : U → P , podemos ’bajar’
ψ al entorno U ⊂M para obtener una función de onda local ψU : U → V dada por
ψU (y) = ψ(σU (y)), para y ∈ U . Si σW : W → P es otro gauge, se puede escribir
σW (y) = σU (y)gUW (y) donde gUW : U ∩W → G. Por lo tanto, se tiene ψW (y) =
ψ(σW (y)) = ψ(σU (y)gUW (y)) = gUW (y)−1 · ψU (y), que dice cómo transforma las
funciones de onda locales cuando se cambia el gauge.

Las cantidades f́ısicas deben ser independientes de la elección de gauge, al con-
trario de las funciones de onda. Por eso, se construye una acción que tenga la función
de onda y sus derivadas pero que sea independiente de gauge. Como se vio en la
sección anterior, esto se logra utilizando derivadas covariantes de la función en vez
de derivadas ordinarias. Para esto, uno debe introducir el potencial gauge A que
vive en P y transforma de una manera particular.

Se pasará ahora a formalizar un poco lo esbozado en los párrafos anteriores a
través de algunas definiciones [16].

Definición 4.1 Un fibrado diferenciable (E, π,M,F,G) consiste de los siguientes
elementos:

(i) Una variedad diferenciable E llamada el espacio total.

(ii) Una variedad diferenciable M llamada el espacio base.

(iii) Una variedad diferenciable F llamada la fibra.

(iv) Un mapa sobreyectivo π : E → M llamado proyección. A la imagen inversa
π−1(p) ≡ Fp

∼= F se la llama fibra en p.

(v) Un grupo de Lie G llamado grupo de estructura, que actúa sobre F por la
izquierda.

(vi) Un cubrimiento abierto {Ui} deM con un difeomorfismo φi : Ui×F → π−1(Ui)
tal que πφ(p, f) = p. Al mapa φi se lo llama trivialización local.

(vii) Si se escribe φi(p, f) = φi,p(f), el mapa φi,p : F → Fp es un difeomorfismo.
Si Ui ∩ Uj 6= ∅, se requiere que tij(p) ≡ φ−1

i,pφj,p : F → F sea un elemento
de G. Por lo tanto, φi y φj están relacionados por un mapa continuo tij :
Ui∩Uj → G como φj(p, f) = φi(p, tij(p)f). A las {tij} se las llama funciones
de transición.

Para simplificar la notación, se utilizará E para denotar el fibrado (E, π,M,F,G, ).

Estrictamente hablando, la definición de fibrado debe ser independiente del
cubrimiento abierto {Ui} de M . Matemáticamente la definición 4.1 se utiliza para
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definir un fibrado coordenado (E, π,M,F,G, {Ui}, {φi}). Dos fibrados coordena-
dos (E, π,M,F,G, {Ui}, {φi}) y (E, π,M,F,G, {Vi}, {ϕi}) se dice que son equiva-
lentes si (E, π,M,F,G, {Ui}∪{Vi}, {φi}∪{ϕi}) es de nuevo un fibrado coordenado.
Un fibrado es definido como una clase de equivalencia de fibrados coordenados.

Si todas las funciones de transición de la definición 4.1 son la identidad, entonces
el fibrado se llama fibrado trivial. Un fibrado trivial E es un producto directo
M × F .

Dado un fibrado E, una sección s : M → E es un mapa suave que satisface
π◦s = idM . Se tiene que s(p) es un elemento de Fp = π−1(p). Al conjunto de secciones
en M se lo denota como Γ(M,E). Una sección que es definida en un entorno U de
M es llamada sección local y Γ(M,U) denota el conjunto de secciones locales en
U . Un fibrado principal es un fibrado E cuya fibra F es idéntica al grupo de
estructura G. Un fibrado principal se denota como P (M,G) y puede definirse la
acción del grupo G por la derecha de la siguiente manera. Dada una trivialización
local φi : Ui × G → π−1(Ui) por φ−1(u) = (p, gi), con u ∈ π−1(Ui) y p = π(u), la
acción por la derecha de G sobre π−1(Ui) está definida por

ua = φi(p, gia) ≡ Rau,

para cualquier a ∈ G y u ∈ π−1(p). Esta acción por la derecha se puede probar que
es independiente de la trivialización local. Si P (M,G) es un fibrado principal, hay
una correspondencia natural entre una sección local si y una trivialización local φi
mediante si(p) = φi(p, e), donde e es el elemento neutro del grupo G. Si p ∈ Ui∩Uj ,
las secciones si(p) y sj(p) se pueden relacionar de la forma

si(p) = φi(p, e) = φj(p, tji(p)e) = φj(p, e)tji(p) = sj(p)tji(p).

Un fibrado vector E es un fibrado cuya fibra F es un espacio vectorial. Si F es
R
k, las funciones de transición pertenecen a GL(k,R), ya que este grupo mapea R

k

en śı mismo de manera isomorfa. Análogamente, si F fuera C
k entonces el grupo de

estructura seŕıa GL(k,C). El ejemplo más importante de fibrado vector es el fibrado
tangente, el cual se define como la colección de espacios tangentes de una variedad
diferenciable. Si E es un fibrado vector con fibra R

k (o C
k), en una carta local Ui

se tiene que π−1(Ui) ∼= Ui × R
k, pudiendo escoger k secciones locales linealmente

independientes {e1(p), . . . , ek(p)} sobre Ui. A estas secciones se las llama marcos
de referencia sobre Ui. Dado un marco de referencia, se tiene un mapa Fp → F
dado por

V = V aea(p) 7→ {V a} ∈ F,

donde se pusieron ı́ndices latinos a, b, . . . para mostrar que no tienen por qué es-
tar vinculados con las coordenadas como śı lo están los ı́ndices griegos µ, ν, . . ..
Dadas dos cartas locales Ui y Uj no disjuntas y sus marcos de referencia respectivos

{e1(p), . . . , ek(p)} y {ẽ1(p), . . . , ˜ek(p)} con p ∈ Ui ∩ Uj , entonces se puede expresar
ẽb(p) como

ẽb = eaG(p)
a
b ,
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con G(p)ab ∈ GL(k,R) o GL(k,C). Como V = V aea = Ṽ aẽa entonces

Ṽ b = G−1(p)baV
a,

donde G−1(p)baG(p)
a
c = G(p)baG

−1(p)ac = δbc . Por lo tanto, las funciones de transición
están dadas por la matriz G−1(p).

Dado un fibrado principal P (M,G), se puede construir un fibrado vector aso-
ciado. Para esto, si V es un espacio vectorial de dimensión k donde G actúa, ρ es
la representación k-dimensional de G, entonces el fibrado vector asociado P ×ρ V
está definido identificando los puntos (u, v) con (ug, ρ(g)−1v) de P ×V donde u ∈ P ,
g ∈ G y v ∈ V . Aśı se tiene, por ejemplo, asociado a P (M,GL(k,R)) el fibrado vec-
tor sobreM con fibra R

k. La estructura del fibrado asociado E = P×ρV está dada a
través de la proyección πE(u, v) = π(u), la trivialización local ϕi : Ui×V → π−1

E (Ui)
y las funciones de transición ρ(tij(p)), donde tij(p) son las funciones de transición
de P .

4.2.1. Conexiones y Curvatura en Fibrados

La conexión es una uno-forma que vive en el álgebra de Lie del grupo de es-
tructura G del fibrado principal. La derivada covariante obtenida a partir de esta
conexión es tal que transforma uniformemente con una transformación de marco de
referencia, como se vio en la sección 4.1. Existen varias definiciones de conexión en
un fibrado principal, todas ellas equivalentes [37]. Aqúı se dará la más geométrica y
se seguirá lo expuesto en [16].

Sea u un elemento de un fibrado principal P (M,G), sea p = π(u) y Gp la fibra en
p y TuP el espacio tangente a P en p. Si se denota por g el álgebra de Lie de G, sea
A ∈ g y, por lo tanto, exp(tA) es una curva en G. Por acción a la derecha se puede
definir una curva en u = π−1(p) de la forma uexp(tA), donde t es el parámetro de la
curva. Como π(u) = π(uexp(tA)) = p, la curva está contenida en Gp. Si se considera
una función suave f : P → R, se puede definir el vector A] de la forma

A]f(u) =
d

dt
f(uexp(tA))|t=0.

Al conjunto de vectores A] se lo denomina espacio vertical, se lo denota por VuP
y es un subconjunto de TuP .

Definición 4.2 Una uno-forma de conexión ω ∈ g ⊗ T ∗P es una uno-forma que
toma valores en el álgebra de Lie g que cumple

(i) ω(A]) = A, A ∈ g

(ii) R∗
gω = Adg−1ω = g−1ωg.

Se define el espacio horizontal HuP , sub-espacio de TuP , como

HuP ≡ {X ∈ TuP, tal que ω(X) = 0}.
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Propiedad 4.1 Los sub-espacios VuP y HuP cumplen con las siguientes propiedades:

(i) TuP = HuP ⊕ VuP .

(ii) Todo campo vectorial X en P se separa en X = XH +XV , con XH ∈ HuP y
XV ∈ VuP .

(iii) HugP = Rg∗HuP para u ∈ P y g ∈ G arbitrarios.

A grandes rasgos, la última condición hace que el espacio horizontal HuP pueda ser
’arrastrado’ de u hasta ug por el mapa diferencial de la acción a la derecha Rg∗.
Esto hace que HuP pueda generar todos los espacios horizontales a partir una sola
fibra Gp de un punto p.

Dado un cubrimiento abierto {Ui} de M y una sección σi, se puede definir ahora
formalmente el potencial gauge Ai como

Ai ≡ σ∗i ω ∈ g⊗ Ω1(Ui).

Es decir, Ai es el pullback σ
∗
i de la uno-forma de conexión ω. Es como ´proyectar‘

la uno-forma de conexión ω, es decir, bajando a la variedad base M la manera en
que uno hace la separación de TuP en componentes verticales VuP y horizontales
HuP . Hay un teorema [16] que afirma que dada una sección σi : Ui → π−1(Ui) y
un potencial gauge Ai, se puede definir localmente una conexión ω en Ui tal que
Ai = σ∗i ω.

Desde el punto de vista de la geometŕıa del fibrado, uno querŕıa que la separación
de los espacios horizontales HuP y verticales VuP tal que TuP = HuP ⊕ VuP sea
uńıvoca. Es decir, dados dos entornos coordenados Ui y Uj y sea p ∈ Ui ∩ Uj en-
tonces ωi(p) = ωj(p). Esto haŕıa una separación coherente de TuP en componentes
horizontales y verticales. Se va a mostrar ahora cómo debe transformar el potencial
gauge Ai definido en Ui cuando pasa a Uj . El siguiente teorema [16] ayudará a ver
esto.

Teorema 4.1 Sean P (M,G) un fibrado principal, σi y σj dos secciones locales definidas
en Ui y Uj , respectivamente. Si p ∈ Ui ∩ Uj, entonces para X ∈ TpM las secciones
σi y σj satisfacen

σj∗X = Rtij∗(σi∗X) + (t−1
ij dtij(X))], (4.11)

donde tij : Ui ∩ Uj → G es la función de transición.

Se puede ver ahora cómo transforman los potenciales gauge aplicando la uno-forma
de conexión ω a la ecuación (4.11). Se tiene que

σ∗jω(X) = ω(σj∗X) = ω(Rtij∗(σi∗X)) + ω(t−1
ij dtij(X)])

= R∗
tijω(σi∗X) + (t−1

ij dtij(X)) = t−1
ij ω(σi∗X)tij + t−1

ij dtij(X),
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donde se utilizó la definición de pullback y las propiedades de la definición 4.2 de
uno-forma de conexión. Como esta igualdad vale para cualquier vector X ∈ TpM ,
recordando que Ai = σ∗ω, esto se reduce a

Aj = t−1
ij Aitij + t−1

ij dtij . (4.12)

La ecuación (4.12) recibe el nombre de condición de compatibilidad en la teoŕıa
matemática de fibrados.

Se puede observar también, utilizando argumentos similares al caso anterior, que
dado un fibrado principal P (M,G), un entorno coordenado local U y dos secciones
σ y σ

′
sobre U tales que σ

′
(p) = σ(p)g(p), con p ∈ U y g ∈ G, entonces los

correspondientes potenciales gauge A y A′
están relacionados por

A′

= g−1Ag + g−1dg, (4.13)

o en componentes

A′

µ(p) = g−1(p)Aµ(p)g(p) + g−1(p)∂µg

que no es otra cosa que la transformación de gauge (4.6).

En el potencial gauge está la información sobre la geometŕıa del fibrado, es decir
la separación del espacio TuP en componentes horizontal HuP y vertical VuP . Esta
información está confinada localmente en la variedad, para tener información global
es necesario conocer la uno-forma de conexión ω que śı se define globalmente. El
potencial gauge debe transformar como (4.6) para poder obtener una uno-forma de
conexión uńıvocamente definida, es decir, una separación en componentes vertical y
horizontal de TuP . Ya que se puede definir un campo de materia como una sección
del fibrado, se puede ver que la transformación bajo un cambio de marcos de refer-
encia (que es equivalente a una transformación de sección σ

′

i = σ(p)g(p)), y que deja
el punto p fijo, es una transformación gauge del campo ϕ(p) de la sección 4.1. Se ve
ahora que la transformación de gauge (4.6) está motivada f́ısicamente para poder
construir una acción invariante (construir una derivada covariante) y matemática-
mente para poder asignar una separación geométrica global del fibrado P (M,G) en
cada punto p de M en una componente horizontal ´tangencial´ a la variedad base
M y otra componente ´normal´ a la misma, es decir en la dirección de la fibra Gp.

Antes de definir la curvatura en un fibrado, conviene definir la derivada co-
variante de una r-forma vector valuada φ : TP ⊗ . . . ⊗ TP → V , donde V es
un espacio vectorial de dimensión k como Dφ(X1, . . . ,Xr+1) ≡ dP (X

H
1 , . . . ,X

H
r+1),

X1, . . . Xr+1 ∈ TuP . Entonces, la curvatura dos-forma se define como Ω ≡ Dω ∈
Ω2(P ) ⊗ g. Se puede probar directamente [16] que la curvatura dos-forma satisface
R∗

a = a−1Ωa.

Sea una p-forma g-valuada ζ = ζa ⊗ Ta y una q-forma g-valuada ξ = ξa ⊗ Ta
donde ζa ∈ Ωp(M), ξa ∈ Ωq(M) y {Ta} es una base del álgebra g. Se define el
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conmutador de ζ y ξ como

[ζ, ξ] ≡ ζ ∧ ξ − (−1)pqζ ∧ ξ
= TaTbζ

a ∧ ξb − (−1)pqTbTaξ
b ∧ ζa

= [Ta, Tb]⊗ ζa ∧ ξb = f c
ab Tc ⊗ ζa ∧ ξb.

El siguiente teorema, cuya demostración es bastante directa, permite hallar la cur-
vatura de dos vectores X, Y ∈ TuP .

Teorema 4.2 Ω y ω satisface la ecuación de estructura de Cartan

Ω(X,Y ) = dPω(X,Y ) + [ω(X), ω(Y )], (4.14)

que suele escribirse como
Ω = dpω + ω ∧ ω. (4.15)

Dado un fibrado principal P (M,G) y una curva en M γ : [0, 1] → M , se define
un levantamiento horizontal de γ como una curva γ̃ : [0, 1] → P tal que πγ̃ = γ y
el vector tangente a γ̃(t) siempre está en Hγ̃P . Con estas consideraciones, se puede
ver ahora el significado de la curvatura en un fibrado similar al significado se le
dio en la sección 2.3 a la curvatura de una variedad riemanniana. Si se considera
un paralelogramo infinitesimal γ, la curvatura mide cuánto falla la clausura de un
paralelogramo cuando este es levantado horizontalmente [16].

La forma local de la curvatura F está definida como F = σ∗Ω, donde σ es una
sección local definida en una carta U de M . F se puede expresar en términos del
potencial gauge A como

F = dA+A ∧A,
donde d es la derivada exterior en M . A F se lo llama tensor de campo de Yang-
Mills. Si A = Aµdx

µ (Aµ ∈ g) es el potencial gauge y se escribe F = 1
2Fµνdx

µ∧dxν
se tiene que

Fµν = ∂µAν − ∂νAµ + [Aµ,Aν ].

Ya que Fµν y Aµ son funciones g-valuadas, se pueden expandir en la base de {Ta}
de g como Fµν = F a

µνTa y Aµ = Aa
µTa. Si además se tienen en cuenta las relaciones

de conmutación del álgebra g, se obtiene

F a
µν = ∂µA

a
ν − ∂νA

a
µ + fabcA b

µ A
c

ν ,

con fabc las constantes de estructura del álgebra g. Esta última, es la misma relación
de componentes del tensor de Yang-Mills y potencial gauge de la teoŕıa SU(2) obteni-
da en la sección 4.1.2.

Por demostración directa, uno puede probar que si Ui y Uj son dos cartas no
disjuntas de M y Fi y Fj son los campos de las respectivas cartas, entonces

Fj = t−1
ij Fitij,
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donde tij es la función de transición en Ui ∩ Uj . También es directo probar que si
el potencial gauge A es puro gauge, es decir A = g−1dg, entonces el tensor de
Yang-Mills se anula.

Se va a mostrar ahora la identidad de Bianchi para fibrados, análoga a la
vista en la sección 2.3 para curvatura en variedades riemannianas. Si se escribe ω y
Ω como ω = ωaTa y Ω = ΩaTa entonces de la definición de curvatura se tiene

Ωa = dPω
a + fabcωb ∧ ωc.

Si se aplica la derivada exterior dP a este resultado se obtiene

dPΩ
a = fabcdPω

b ∧ ωc + fabcωb ∧ dPωc.

Ya que ω(X) = 0 si X es un vector horizontal, entonces

DΩ(X,Y,Z) = dP (X
H , Y H , ZH) = 0,

donde X,Y,Z ∈ TuP . Queda probada la identidad de Bianchi

DΩ = 0. (4.16)

Si se hace actuar σ∗ sobre dPΩ se obtiene por un lado σ∗dPΩ = dσ∗Ω = dF y por
otro lado

σ∗(dpω ∧ ω − ω ∧ dPω) = dσ∗ω ∧ σ∗ω − σ∗ω ∧ dσ∗ω
= dA ∧A−A ∧ dA = F ∧ A−A∧ F .

Por lo tanto, se obtuvo

DF = dF +A ∧ F − F ∧ A = dF + [A,F ] = 0,

donde se definió D actuando en una p-forma g-valuada ξ en M como

Dξ = dξ + [A, ξ].

4.2.2. Clases Caracteŕısticas

Hay ciertos objetos construidos a partir de la curvatura Ω de un fibrado principal
P (M,G) que resultan ser inherentes al mismo y son independientes de la elección
espećıfica de Ω. Son, por lo tanto, objetos caracteŕısticos del fibrado, siendo preser-
vados por difeomorfismos y definen invariantes topológicos asociados con ellos [38].
Un ejemplo de estos objetos son las clases caracteŕısticas, que son subconjuntos
de las clases de cohomoloǵıa del espacio base y miden la no-trivialidad o ’enrol-
lamiento’ de un fibrado. En esta sección se tratarán las clases caracteŕısticas y, en
especial, las clases de Chern que darán el formalismo adecuado para entender las
formas de Chern-Simons y las formas de transgresión. Estas dos últimas serán de
importancia fundamental en el resto del trabajo. Antes que nada, conviene repasar
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algunos elementos del grupo de cohomoloǵıa de Rham [16]. Si M es una variedad
m-dimensional, una r-forma ω ∈ Ωr(M) es cerrada si dω = 0 y exacta si ω = dξ
para algún ξ ∈ Ωr−1(M). El conjunto de r-formas cerradas se denota por Zr(M) y
el de r-formas exactas por Br(M). Ya que d2 = 0, se cumple que Br(M) ⊂ Zr(M).
Se define el grupo de cohomoloǵıa de Rham Hr(M) como

Hr(M) ≡ Zr(M)

Br(M)
.

En Hr(M) dos r-formas cerradas ω1 y ω2 están identificadas si ω2 = ω1 + dξ con
ξ ∈ Ωr−1(M). La suma

H∗(M) ≡ H0(M) +H1(M) + . . .+Hm(M)

es el anillo de cohomoloǵıa con el producto ∧ : H∗(M)×H∗(M) → H∗(M) inducido
por el producto cuña ∧ : Hp(M)×Hq(M) → Hp+q(M).

Sea M(k,C) el conjunto de matrices de entradas complejas de dimensión k × k.
Si se consideran las funciones P̃ que son r-lineales, C-evaluadas y simétricas

P̃ :

r⊗
M(k,C) → C,

de forma tal que P̃ (a1, . . . , ai, . . . , aj , . . . , ar) = P̃ (a1, . . . , aj , . . . , ai, . . . , ar), con
al ∈ M(k,C), entonces se considerará Sr(M) como el conjunto de estas funciones
que forma, a su vez, un espacio vectorial con la suma y el producto usuales de fun-

ciones. Sea S∗(M(k,C)) ≡
+∞⊕
r=0

Sr(M(k,C)) la suma formal de funciones simétricas

multilineales C-valuadas. Se le puede dar a S(M(k,C)) una estructura de anillo
definiendo el producto de dos funciones. Sean P̃ ∈ Sp(M(k,C)) y Q̃ ∈ Sq(M(k,C))
se define el producto de estas funciones como

P̃ Q̃(X1, . . . ,Xp+q) =
1

(p+ q)!

∑

P

P̃ (XP (1), . . . ,XP (p))Q̃(XP (p+1), . . . ,XP (p+q)),

(4.17)
donde Xi ∈M(k,C) y P es la permutación de (1, . . . , p+ q).

Si G es un un grupo de Lie y g su respectiva álgebra de Lie, los argumentos
M(k,C) de S∗ serán, en general, las representaciones del álgebra g. P̃ ∈ Sr(g) se
dice que es invariante si, para cualesquiera g ∈ G y Ai ∈ g, satisface

P̃ (AdgA1, . . . ,AdgAr) = P̃ (A1, . . . , Ar),

donde AdgAi = g−1Aig. Un ejemplo importante es el siguiente

P̃ (A1, . . . , Ar) = str(A1, . . . , Ar) ≡
1

r!

∑

P

tr(AP (1), . . . , AP (r)). (4.18)
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En (4.18) P̃ es simétrico, r-lineal e invariante y por ’str’ se entiende la traza
simetrizada, que está definida en la última igualdad. El conjunto de elementos de
Sr(g), que esG-invariante, se denota por Ir(G). El producto definido en (4.17) induce
una multiplicación Ip(G)⊗Iq(G) → Ip+q(G), y también se define I∗(G) ≡ ⊗

r>0
Ir(G),

formando una estructura de anillo con el producto anterior.

Sea P̃ ∈ Ir(G), se utiliza la notación

P (A) ≡ P̃ (A, ..., A︸ ︷︷ ︸
r

), A ∈ g. (4.19)

P se dice que es un polinomio invariante. Un polinomio invariante P define una
función P̃ ∈ Ir(G) expandiendo P (t1A1 + . . . + trAr) como un polinomio en ti.
Haciendo esta construcción, 1

r! veces el coeficiente de t1 . . . tr es simétrico y se llama
polarización de P .

Sea P (M,G) un fibrado principal. Se puede extender el dominio de los polinomios
invariantes definidos en (4.19) de g a p-formas g-valuadas en M . Si se toma una p-
forma g-valuada Aiξi, con Ai ∈ g y ξi ∈ Ωpi(M) (1 ≤ i ≤ r), se define

P̃ (A1ξ1, . . . , Arξr) = ξ1 ∧ . . . ∧ ξrP̃ (A1, . . . , Ar).

La importancia de los polinomios invariantes aparece cuando utilizamos como ar-
gumento de los mismos la forma local F de la curvatura Ω y se manifiesta en el
siguiente teorema cuya prueba está en [16] y [38].

Teorema 4.3 (Chern-Weil) Sean E un fibrado principal y P un polinomio invari-
ante. Entonces P (F) satisface:

(a) dP (F) = 0.

(b) Sean F y F dos curvaturas locales correspondientes a dos conexiones distintas
A y A en E. Entonces la diferencia P (F) − P (F) es exacta.

Por este teorema, un polinomio invariante es cerrado y, en general, no trivial. Por la
parte (b) del mismo, dos polinomios invariantes provenientes de diferentes conexiones
están en el misma clase de cohomoloǵıa de M . Es esta clase, por lo tanto, indepen-
diente de la conexión escogida siendo inherente al fibrado. La clase de cohomoloǵıa
aśı definida se llama clase caracteŕıstica.

Sea Pn(F) una 2n-forma clase caracteŕıstica. Ya que por la parte (a) del teorema
4.3 se cumple que Pn(F) es cerrada, puede escribirse localmente como una forma
exacta debido al lema de Poincaré [16]. Entonces se tiene

Pn(F) = dQ2n−1(A,F), (4.20)

donde Q2n−1(A,F) ∈ g ⊗ Ω2n−1(M). Q2n−1(A,F) recibe el nombre de forma de
Chern-Simons de Pn(F).
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Por la parte (b) del teorema 4.3 , se tiene

Pn(F)− Pn(F) = dT2n−1,

y la demostración de esta parte del teorema da como resultado

T2n−1(A,A) ≡ n

∫ 1

0
dtP̃n(A−A,Ft, . . . ,Ft︸ ︷︷ ︸

n

), (4.21)

donde se utiliza la interpolación de dos potenciales gauge A y A de la siguiente
forma

At ≡ A+ t(A−A), 0 ≤ t ≤ 1

Ft ≡ dAt +At ∧ At = F + tD(A−A) + t2(A−A)2,

donde se definió D ≡ d + [A, ]. A la forma T2n−1(A,A) se le da el nombre de
transgresión que por la definición (4.20) se puede escribir como

T2n−1(A,A) = Q2n−1(A)−Q2n−1(A)− dB2n−2(A,A), (4.22)

donde B2n−2(A,A) es una 2n−2-forma que depende de A y A. La parte (b) del teo-
rema 4.3 muestra también que la integral de Pn(F) en una variedad 2n-dimensional
sin borde es un invariante topológico, es decir, depende solamente de la topoloǵıa
del fibrado.

Una vez vista su definición formal, se expondrá una visión más intuitiva de
cómo calcular formas de Chern-Simons seguida por [39]. Se representa una uno-
forma de conexión de un fibrado P (M,G) como A = −iAa

µτadx
µ donde {τa} son

los generadores del grupo G. De esta forma, como F = dA + A ∧ A, se puede
representar también F = −i12F a

µντadx
µ ∧ dxnu. Considerando ahora el polinomio

invariante TrF2, donde Tr se entiende por la traza y se asume el producto cuña. Se
puede ver

dTrF2 = Tr(dFF + FdF) = 2TrdFF ,
donde en la primera igualdad se utilizó la linealidad de la traza y en la segunda que
F es una dos-forma y conmuta con dF . Si se observa que 2Tr[A,F ]F = 0 por la
ciclicidad de la traza, podemos sumárselo al lado derecho de la ecuación anterior,
dando

dTrF2 = 2TrDFF = 0,

donde se utilizó la identidad de Bianchi en la última igualdad. Por el lema de
Poincaré se puede inferir que localmente TrF2 es la derivada total de una 3-forma.
A su vez, esta será una forma de Chern-Simons ya que TrF2 es un polinomio invari-
ante de la forma local de la curvatura F . Para poder hallar esta 3-forma, se verá la
variación de TrF2 cuando se vaŕıa el potencial de A a A+ δA.

F = dA+A2

δF = dδA + δAA+AδA = D(δA)

δTrF2 = 2TrδFF = 2TrD(δA)F
= 2DTrδAF = 2dTrδAF ,
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donde se usó la identidad de Bianchi y que TrδAF es un escalar. Se va a introducir
ahora la variación de A v́ıa un parámetro t de la forma

At = tA
Ft = dAt +A2

t = tF + (t2 − t)A2.

En este caso se toma δ = δt ∂∂t donde δt es un diferencial ordinario. Entonces

δTrF2
t = 2dTrδAtFt,

e integrando ∫ 1

0
δt
∂

∂t
TrF2

t = 2d

∫ 1

0
δtTrAFt.

Esto hace que

TrF2 = 2d

∫ 1

0
δtTrA(tF + (t2 − t)A2) = dQ3,

donde Q3 es la 3-forma de Chern-Simons que se estaba buscando. Aśı

Q3 = 2

∫ 1

0
δtTrA(tF + (t2 − t)A2) = Tr(AF − 1

3
A3)

= Tr(AdA+
2

3
A3).

Este procedimiento se puede hacer general para hallar una 2n − 1-forma de Chern-
Simons Q2n−1 si se observa que

dTrFn = nTrdFFn−1 = nTrDFFn−1 = 0.

Entonces
TrFn = dQ2n−1,

pudiéndose escribir la 2n− 1-forma de Chern-Simons Q2n−1 como

Q2n−1(A,F) = nTr

∫ 1

0
δtAFn−1

t . (4.23)

La cantidad 1
n!TrFn recibe el nombre de n-ésimo carácter de Chern5. Aśı, se

puede escribir también la 5-forma de Chern-Simons Q5 como

TrF3 = dQ5

Q5 = 3Tr

∫ 1

0
δtA(tF + (t2 − t)A)2

= Tr(AdA+
3

5
A5 +

3

2
A3dA).

5En realidad, el carácter de Chern total es la cantidad ch(F) ≡ Tr(exp( iF
2π

)) =
∑

n=1

1
n!
Tr( iF

2π
)n.
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En este punto, conviene mostrar cómo transforma una forma de Chern-Simons
frente a una transformación gauge, ya que será de utilidad más adelante. Para esto,
es necesario introducir el operador de homotoṕıa de Cartan k que tiene las
siguientes propiedades:

dk + kd = 1,

k2 = 0. (4.24)

Si se tiene en cuenta que
(dk + kd)TrF2 = TrF2,

y, como dTrF2 = 0, esto implica

d(kTrF2) = TrF2.

Entonces, si se conoce cómo actúa k sobre TrF2, se puede obtener la 3-forma de
Chern-Simons Q3 = kTrF2. Para hallar k, se consideran los polinomios construidos
a partir de F y A que se anulan cuando F = 0 y A = 0. Se definen en ellos dos
operadores d y l. El primero de ellos es la diferenciación ordinaria de formas

dA = F −A2,

dF = FA−AF ,

que es anti-derivativa (conmuta con F , anti-conmuta con A y es lineal). El otro
operador l actúa de la siguiente manera

lA = 0,

lF = δA,

donde δ = δt ∂∂t es una variación pequeña en A y l es anti-derivativa también. Con
estas reglas, se puede verificar la anti-conmutación

ld+ dl = δ.

Estas definiciones se pueden extender cuando se aplican a polinomios de Ft y At, es
decir dependientes de un parámetro t:

ltAt = 0,

ltFt = δAt ≡ δt
∂At

∂t
,

con A0 = 0 y F0 = 0. La regla de anti-conmutación se vuelve

ltd+ dlt = δ = δt
∂

∂t
,

y observando que si se define

k ≡
∫ 1

0
lt, (4.25)
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se obtiene la primera propiedad de (4.24). Si se toma ahora una transformación
gauge finita g(x) ∈ G, se tiene

Ag = g−1Ag + g−1dg

Fg = g−1Fg

Bajo estas transformaciones, TrF2 es invariante pero Q2n−1(A,F) no tiene por
qué serlo y, de hecho, no lo es. Q2n−1(A,F) va a cambiar por un término dα2n−2

con α2n−2 una 2n− 2-forma y un término cerrado pero no exacto. La 2n− 1-forma
de Chern-Simons evaluada en Ag y Fg se va a poder escribir

Q0
2n−1(Ag,Fg) = Q0

2n−1(A,F) + dα2n−2 +Q0
2n−1(g

−1dg, 0), (4.26)

donde dQ0
2n−1(g

−1dg, 0) = 0 y se introdujo el supra-́ındice 0 por conveniencia. A la
forma cerrada Q(g−1dg) se la denomina forma de Wess-Zumino-Witten. Para
ver que (4.26) es efectivamente la transformación, primero se escribe el transformado
de gauge Q0

2n−1(Ag,Fg) como

Q0
2n−1(Ag,Fg) = Q0

2n−1(g
−1Ag + g−1dg, g−1Fg) = Q0

2n−1(A + V,F),

con V = dgg−1, donde se utilizó que Q0
2n−1 es una traza. Para hallar Q0

2n−1(Ag,Fg)
se usará el operador de homotoṕıa k. Hay que tener en cuenta que este operador no
puede utilizarse directamente ya que Q0

2n−1(A + V,F) 6= 0 si A = F = 0. Por lo
tanto, es conveniente utilizar la cantidad

Ω(A,F) ≡ Q0
2n−1(A+ V,F)−Q0

2n−1(V, 0) −Q0
2n−1(A,F),

que śı se anula cuando A = 0 y F = 0. Utilizando que

dQ0
2n−1(A+ V,F) = Tr(Fn),

dQ0
2n−1(V, 0) = 0,

dQ0
2n−1(A,F) = Tr(Fn),

se observa que
dΩ(A,F) = 0.

Teniendo en cuenta esto último y la primera propiedad de (4.24) se ve que

(dk + kd)Ω = Ω ⇒ d(kΩ) = Ω.

De esta manera, se puede hallar la diferencial total dα2n−2 que se buscaba:

α2n−2 = k(Q0
2n−1(A+ V,F) −Q0

2n−1(V, 0) −Q0
2n−1(A,F)).

Usando la segunda propiedad de (4.24), que Q0
2n−1 = kTr(Fn) y que kQ0

2n−1(V, 0) =
0, se llega a

α2n−2 = k(Q0
2n−1(A+ V,F)).
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Se puede observar también que Q0
2n−1(dgg

−1, 0) = Q0
2n−1(g

−1dg, 0) y, por lo tanto,
se obtiene el resultado (4.26).

Se pueden usar estos resultados para calcular expĺıcitamente las variaciones bajo
transformaciones finitas de formas de Chern-Simons para n = 2 y n = 3. En el
primer caso se obtiene

Q0
3(Ag,Fg) = Q0

3(A,F) + dα2 −
1

3
Tr(g−1dg)3,

α2 = −Tr(VA), V = dgg−1.

Mientras que para el caso n = 3:

Q0
5(Ag,Fg) = Q0

5(A,F) + dα4 +
1

10
Tr(g−1dg)5,

α4 = −Tr(−1

2
V(AdA+ dAA)− 1

2
VA3 +

1

4
VAVA+

1

2
V3A).

Ya que dQ0
2n−1(V, 0) = 0, por el lema de Poincaré localmente Q0

2n−1(V, 0) es una
derivada de algo. Por lo tanto, se puede deducir que, bajo una transformación gauge
infinitesimal, una forma de Chern-Simons vaŕıa como una derivada total

δQ0
2n−1 = dQ1

2n−2. (4.27)

La forma expĺıcita de Q1
2n−2 se deduce en [39].

De las definiciones (4.20) y (4.21), las formas de Chern-Simons son casos par-
ticulares de las formas de transgresión haciendo, por ejemplo, A = 0 en (4.21).
Se puede hacer un análisis parecido al anterior para deducir la variación general
de las transgresiones δT2n−1(A,A) y mostrar de ah́ı que son invariantes frente a
transformaciones gauge. Esta deducción está el el apéndice B y el resultado es

δT2n−1 = n < Fn−1
1 δA1 > −n < Fn−1

0 δA0 > −n(n− 1)d

∫ 1

0
dt < JFn−2

t δAt > .

(4.28)
Luego que Shiing-Shen Chern y James Simons mostraran en 1974 que las for-

mas que llevan su nombre son cuasi-invariantes6 [40], comenzaron a utilizarse en
F́ısica. Éstas aparecen naturalmente en Teoŕıa Cuántica de Campos cuando se es-
tudian anomaĺıas. En pocas palabras, las anomaĺıas son simetŕıas que aparecen en
una teoŕıa clásica pero no se conservan cuando se hace la cuantización. Si bien las
anomaĺıas fueron la primera motivación para aplicar las formas de Chern-Simons en
F́ısica, en los años ochenta Achúcarro y Townsend por un lado [41], y Witten [42]
por otro, utilizaron estas formas como modelo de Gravedad y Supergravedad en tres
dimensiones. La utilización de formas de Chern-Simons para gravedad en tres di-
mensiones se mostrará en la sección 5.2.2. Más tarde, Chamseddine [43, 44], Zanelli

6Como la forma de Chern-Simons cambia por una derivada total por transformaciones gauge,
ésta no es invariante sino que se la llama cuasi-invariante.
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con colaboradores como Bañados, Bunster, Troncoso entre ellos [45, 46] extendieron
estos conceptos trabajando con gravedades y supergravedades en dimensiones may-
ores. Se va a seguir lo presentado por ellos para gravedades en dimensiones impares
genéricas en la sección 5.2.3.

Ya que la variación infinitesimal de una forma de Chern-Simons es igual a la
derivada total de algo, pueden utilizarse como acciones invariantes gauge bajo un
cierto grupo de transformaciones. Esto posee muchas ventajas pero, el no ser com-
pletamente invariante, puede traer algunas complicaciones en definir las cargas con-
servadas por el teorema de Noether [6]. Por otro lado, las formas de transgresión
śı son genuinamente invariantes gauge, como se ve en su definición (4.21), ya que
involucran objetos covariantes de gauge (la cantidad J = (A − A) es covariante)
y, por lo tanto, el polinomio invariante convierte a la transgresión en invariante
gauge. Se discutirá brevemente en la sección 5.2.5 las transgresiones como densidad
lagrangiana para teoŕıas de gravedad.
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Caṕıtulo 5

Gravitación en D-dimensiones

En el caṕıtulo 4 se vio cómo construir una teoŕıa invariante gauge bajo un cierto
grupo de simetŕıa local de manera clásica. Estas simetŕıas tuvieron enorme éxito en
Teoŕıa Cuántica de Campos ya que, además de ser importantes para restringir los
posibles lagrangianos para describir las interacciones fuertes y electrodébiles, permi-
tieron hacer la teoŕıa renormalizable1 [47], [33]. Una consecuencia de este éxito es el
enorme poder predictivo que tiene el Modelo Estándar de part́ıculas. Este modelo
es una teoŕıa gauge con simetŕıa SU(3)×SU(2)×U(1) (el SU(3) es por la simetŕıa
de color de las interacciones fuertes) que es espontáneamente rota (se rompen so-
lamente tres generadores de la simetŕıa SU(2) × U(1)). Ya que un lagrangiano con
términos de masa para los bosones no es invariante bajo la simetŕıa original, el
rompimiento parcial de la simetŕıa SU(2)× U(1) permite producir los bosones car-
gados masivos W+ y W−, el bosón masivo neutro Z y el bosón sin masa asociado
al electromagnetismo A.

La interacción fundamental restante no incluida en el Modelo Estándar, la Gravedad,
a pesar de que en los fenómenos a gran escala está muy bien descripta por la teoŕıa
de Einstein mostrada en el caṕıtulo 3, no ha podido unificarse hasta ahora con las
otras tres interacciones en un marco único ya que no puede describirse de manera
consistente como una Teoŕıa Cuántica de Campos. Una de las razones por la que
la teoŕıa de Einstein no puede describirse en forma cuántica es que no tiene ningún
término de interacción renormalizable. Una forma de darse cuenta de esto es que si
se divide el lagrangiano gravitacional en un término cinético y otro de interacción,
la constante de acoplamiento entre gravitones es la constante de Newton G, que en
el sistema natural de unidades2 tiene dimensión [M ]−2. Esto significa que cuando se
calcula perturbativamente una cantidad f́ısicamente observable, los diagramas con
mayor cantidad de vértices requieren mayor cantidad de potencias en los momentos
para compensar las dimensiones. Esto hace que uno espere divergencias ultraviole-

1Sucintamente, una teoŕıa de campos es renormalizable si pueden redefinirse los campos y los
parámetros necesarios para que el cálculo de cantidades f́ısicas observables (por ejemplo, secciones
eficaces y tiempos de decaimiento) no diverjan.

2Se tomará en este trabajo el sistema natural de unidades de la forma [~] = [c] = 1.
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tas de potencias cada vez mayores cuando se avanza en el orden de la expansión
perturbativa [5].

En la sección 3.2 se mostró cómo poder escribir la teoŕıa de Einstein de la
gravedad en un formalismo donde es manifiestamente invariante por difeomorfis-
mos y por transformaciones de Lorentz locales en el espacio tangente. Se vio que
la uno-forma de conexión de Lorentz ωab se comportaba de manera similar a una
1-forma local de un potencial Aµ, vista en el caṕıtulo 4. Dada esta similitud, uno po-
dŕıa tener la esperanza que la teoŕıa de Einstein de la gravedad pudiera describirse
como una teoŕıa gauge como las otras tres fuerzas y poder usar esta caracteŕısti-
ca para su eventual renormalización. Desafortunadamente, la teoŕıa de Einstein no
clasifica como teoŕıa gauge. El problema es cuando se intenta describir en forma
de teoŕıa gauge la simetŕıa por traslaciones, es decir cuando se pide invariancia no
solamente por transformaciones de Lorentz sino por el grupo de Poincaré. La única
y remarcable excepción a esto es el caso en el cual la dimensión de la variedad
espacio-tiempo es 2 + 1. En esta dimensión, se puede observar que una acción de
Chern-Simons (CS) transforma bajo el grupo de Poincaré como una derivada total
haciendo que, si la variedad no tiene borde, la teoŕıa sea invariante bajo este grupo
[40]. Se verá en este caṕıtulo que esto puede generalizarse a dimensiones mayores
pero solamente a dimensiones espacio-temporales impares [43, 43, 45, 46], ya que las
formas de CS son impares. También se puede ver que la única constante que aparece
en el lagrangiano puede cuantizarse por argumentos topológicos en forma similar a la
cuantización de Dirac del monopolo magnético [48]. Esta propiedad de las acciones
de CS es bienvenida ya que habŕıa esperanzas que la teoŕıa fuera renormalizable. A
su vez, las formas de transgresión, además de tener las ventajas anteriores de las
formas de CS, al ser invariantes gauge y no solamente cuasi-invariantes, permiten
una mejor definición de las cargas conservadas por el teorema de Noether [6].

En cuanto a la motivación para el estudio de gravedad en dimensiones diferentes
a D = 4, se podŕıa mencionar que en los años 70, se observó que las teoŕıas llamadas
de Supergravedad (SUGRA) podŕıan dar lugar a que no haya divergencias en las
correcciones a un loop de cantidades observables. Las SUGRA introducen una su-
persimetŕıa (SUSI)3 y para esto es necesario aumentar la dimensión de la variedad
para que haya consistencia en el álgebra de la SUSI, también llamada superálgebra.
Otra motivación para estudiar teoŕıas de gravedad de dimensión arbitraria proviene
de la Teoŕıa de Cuerdas, que podŕıa contener a la gravedad y las otras fuerzas
fundamentales en el ĺımite de bajas enerǵıas, y para ser consistentes necesitan ex-
presarse en D = 26 y D = 11 dimensiones para Cuerdas Bosónicas y Supercuerdas,
respectivamente [1].

Más allá de que si la Teoŕıa de Cuerdas o la SUGRA puedan funcionar co-
mo una teoŕıa cuántica consistente de la Gravedad, las acciones de CS y las de
transgresión son interesantes en śı mismas. Brindan un formalismo para describir
ciertas anomaĺıas en Teoŕıas Cuánticas de Campos [39], estando relacionadas con

3A groso modo, una supersimetŕıa es una simetŕıa que mezcla campos fermiónicos con campos
bosónicos.
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invariantes topológicos como se mostró en la sección 4.2.2. Es por esta razón que se
dedicará este caṕıtulo a la generalización de la gravedades de CS y transgresiones
en D dimensiones.

5.1. Lagrangianos de Lanczos-Lovelock

En la sección 3.2 se vio cómo se puede construir la teoŕıa de Einstein en dimensión
D = 4 a partir de el vielbein ea, la uno-forma de conexión ωa

b y la curvatura 2-forma
Ra

b (formada a su vez a partir de ea, ωa
b y sus derivadas exteriores). Se puede ver

que los objetos con los que se puede construir una teoŕıa de gravedad son estos
tres objetos, y eventualmente la torsión 2-forma T a, para que el lagrangiano sea
invariante Lorentz y se tengan ecuaciones de movimiento con derivadas segundas
como máximo [5].

Para dimensión arbitraria D, el teorema Lovelock [49, 50] afirma que la acción
más general sin torsión que se puede construir que lleve a ecuaciones de movimiento
de segundo orden está dado por la forma

SLL = κ

∫

M

[D/2]∑

p=0

αpL
(p), (5.1)

donde [x] se entiende por parte entera de x, κ es una constante y

L(p) = εa1...aDR
a1a2 . . . Ra2p−1a2pea2p+1 . . . eaD . (5.2)

A partir de este momento y en lo que sigue de este trabajo, se omitirá el śımbolo
producto cuña ∧ para facilitar la notación. Se ve entonces que la acción de Lanczos-
Lovelock SLL es un polinomio de grado [D/2] en la curvatura. En general, cada L(p)

es la continuación a D dimensiones de la densidad de Euler de dimensión p ≤ D.
Las αp son, en principio, constantes arbitrarias de dicho polinomio pero, como se
verá más abajo, pueden elegirse convenientemente. Variando la acción SLL respecto
a los campos independientes ea y ωa

b se obtienen las ecuaciones de campo. Para esto,
se procede de manera similar a cuando se dedujeron las ecuaciones de Einstein en
el formalismo de Cartan en la sección 3.2. Primero, la variación de L(p) se puede
escribir como

δL(p) = pεa1...aDδR
abRc3c4 . . . Rc2p−1c2pec2p+1 . . . ecD +

(D − 2p)εab1...bD−1
δeaRb1b2 . . . Rb2p−1b2peb2p+1 . . . ebD−1 .

Después, usando el resultado δRab = D(δωab) (ver ecuación (3.10)) y la identidad
de Bianchi (2.41) se tiene4

d(pεabc3...cDδω
abRc3c4 . . . Rc2p−1c2pec2p+1 . . . ecD) = pεabc3...aDδR

abRc3c4 . . . Rc2p−1c2pec2p+1 . . . ecD +

p(D − 2p)εa1...aDδω
abRc3c4 . . . Rc2p−1c2pD(ec2p+1) . . . ecD .

4No confundir el número D correspondiente a la dimensión de la variedad con el operador de
derivada covariante escrito entre paréntesis D(. . .).
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Usando el teorema de Stokes y que Dea = T a, se tiene que para una variedad sin
borde

δSLL = κ

∫ 
δea

[ d−1
2

]∑

p=0

αp(D − 2p)Ep
a − δωab

[ d−1
2

]∑

p=1

αpp(D − 2p)Ep
ab


 ,

donde se ha definido

Ep
a ≡ εab1...bD−1

Rb1b2 . . . Rb2p−1b2peb2p+1 . . . ebD−1 ,

Ep
ab ≡ εabc3...cDR

c3c4 . . . Rc2p−1c2pT c2p+1ec2p+2 . . . ecD .

Ya que la variación en los campos ωab y ea se toman como independientes, se pueden
escribir las ecuaciones de campo para los lagrangianos de Lanczos-Lovelock como

[D−1
2

]∑

p=0

αp(D − 2p)Ep
a = 0,

[D−1
2

]∑

p=1

αpp(D − 2p)Ep
ab = 0. (5.3)

Hay que notar de (5.2) que el término que contiene L(D/2) tiene solamente curvat-
uras, por lo tanto, no aporta a ninguna de las ecuaciones de campo. Además, debido
a que el término que contiene L(0) no tiene curvatura, tampoco aporta a la segun-
da ecuación de (5.3). Se puede observar directamente que en D = 4 los primeros
dos términos de (5.1) son la constante cosmológica y la acción de Einstein-Hilbert,
respectivamente. Por lo tanto, la Relatividad General está contenida como un caso
particular en la acción SLL. Pareceŕıa que los términos de orden superior a uno en la
curvatura llevaŕıa a ecuaciones de campo de orden superior al segundo en la métri-
ca. Esto seŕıa un problema ya que derivadas de orden superior al segundo para la
métrica querŕıan decir que las condiciones iniciales requeridas para saber la evolu-
ción temporal no son las de Relatividad General, complicando la evolución causal de
la teoŕıa. No solo eso, si uno quisiera cuantizar la teoŕıa, los propagadores tendŕıan
polos en enerǵıas imaginarias, o sea tendŕıan ghosts y violaŕıan la unitariedad de la
teoŕıa [52, 5]. Sin embargo, si los términos en el lagrangiano son continuaciones de
densidades de Euler, como el caso de los lagrangianos de Lanczos-Lovelock, la teoŕıa
no tiene ghosts [53, 50].

La elección arbitraria de los coeficientes αp en dimensiones D > 4 tiene también
algunos problemas. Uno de éstos es el pasaje de la formulación lagrangiana a la
formulación hamiltoniana cuando se tienen términos de orden superior en curvaturas
[51]. Esto se puede resolver requiriendo que los coeficientes αp adquieran ciertos
valores particulares [52]. Una forma de elegirlos es pedir que las teoŕıas tengan una
única constante cosmológica, obteniendo de esta manera un conjunto de teoŕıas
etiquetadas por un entero k, las cuales conducen a configuraciones bien definidas de
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agujeros negros. Para ver esto, se reescribe la primera ecuación de campo (5.3) en
función de la cantidad de ráıces del polinomio

[ d−1
2

]∑

p=0

(D − 2p)αpx
p = β0

i=k∏

i=1

(x− βi).

De esta manera la primera ecuación (5.3) queda escrita de la forma

εab1...bD−1
β0R

b1b2
β1

. . . R
b2k−1b2k
βk

e2k+1 . . . eD−1 = 0,

en donde se definió R
ab
βi

≡ Rab + βie
aeb. Entonces, si las ecuaciones de campo tienen

la forma de arriba con una única ráız real β ≡ 1
l2 (l se puede pensar como la escala

natural del espacio anti-de Sitter) y ninguna ráız compleja, estas teoŕıas se pueden
escribir por la acción

Sk = κ

∫ p=k∑

p=0

ckpL
(p), (5.4)

donde

αp = ckp =

{
l2(p−k)

(D−2p)

(k
p

)
, p ≤ k

0 , p > k.
(5.5)

con 1 ≤ k ≤
[
D−1
2

]
. Por lo tanto, dada una dimensión D, los coeficientes ckp ll-

evan a obtener una familia de teoŕıas diferentes etiquetadas por el entero k ∈
{1, . . . ,

[
D−1
2

]
}, que representa la potencia mayor de la curvatura en el lagrangiano.

Se puede ver que la acción de Einstein-Hilbert en D dimensiones se obtiene
haciendo k = 1. Cuando k =

[
D−1
2

]
, se debe distinguir entre D par o impar. Cuando

D = 2n−1 con n ∈ Z, el máximo valor de k es n−1 y corresponde al lagrangiano de
Chern-Simons para el grupo Anti-de Sitter. Mientras que si D es par, para k = n−1
se tiene el lagrangiano de Born-Infield [52].

El comportamiento de la teoŕıas con lagrangianos de Lanczos-Lovelock es muy
diferente para teoŕıas con D ≤ 4 y para D > 4, ya que en primer caso las ecuaciones
(5.3) son lineales en Rab mientras que no ocurre aśı en el segundo caso. En D ≤ 4 las
ecuaciones de campo implican torsión nula, como se vio en la sección 3.2, mientras
que para D > 4 esto ya no es cierto. Cuando la torsión no es forzosamente nula,
como en el caso D > 4, uno puede generalizar el teorema de Lovelock para tener
en cuenta lagrangianos con torsión T a. Para esto, es natural considerar todos los
posibles invariantes Lorentz conteniendo T a expĺıcitamente. La forma general para
construir estos tipos de lagrangianos se muestra en [54] donde, además de considerar
las continuaciones dimensionales de densidades de Euler (como en el teorema de
Lovelock), hay que considerar otros invariantes topológicos como las densidades de
Pontryagin [5].
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5.2. Gravedad en Dimensiones Impares Como Teoŕıa

Gauge

Ahora que se vio una manera de generalizar el lagrangiano de Relatividad General
a D dimensiones, a través del teorema de Lovelock, cabe preguntarse cuáles son sus
problemas para obtener su versión cuántica. Uno de los problemas de cuantizar la
gravedad en una cierta dimensión D es el problema que ocurre en cuatro dimensiones
comentado al comienzo de este caṕıtulo: la constante gravitacional tiene dimensión
[M ]−2, haciendo que la teoŕıa de perturbaciones falle, ya que los resultados son
infinitos. Para mantener los resultados observables de la teoŕıa finitos, habrá que
agregar infinitos contratérminos en la acción [5]. En dimensión D, la constante κ de
la acción de Lanczos-Lovelock (5.4) está relacionada con la constante gravitatoria
Gk como [52]

κ =
1

2(D − 2)!ΩD−2Gk
,

donde ΩD es el ángulo sólido en dimensión D y la constante gravitatoria Gk tiene
unidades [M ]2k−D. Se ve entonces que Gk tiene siempre dimensiones inversas de
masa, ocurriendo el mismo problema que en cuatro dimensiones.

La única manera conocida, hasta ahora, de mantener la esperanza de poder tener
resultados de observables de la teoŕıa es tener algún principio de simetŕıa que limite
la cantidad de posibles contratérminos para agregar en la acción, algo que śı sucede
con las teoŕıas de Yang-Mills con constantes de acoplamiento adimensionadas. Al
poco tiempo que C.N. Yang y R. Mills propusieran el modelo de teoŕıas gauge no-
abelianas [55], R. Utiyama mostró que la Relatividad General puede escribirse como
una teoŕıa gauge para el grupo de Lorentz [56]. En el formalismo de Cartan, esto
puede verse directamente de la acción (3.8), ya que todos los ı́ndices de Lorentz
están contráıdos. Se tuvo esperanza entonces de poder extender el grupo de Lorentz
a una simetŕıa local bajo el grupo de Poincaré ISO(3, 1), que es el grupo que in-
cluye al de Lorentz y además a las traslaciones. Esto pareceŕıa plausible ya que una
traslación xµ → x′µ = xµ + ξµ está dentro de las transformaciones generales de co-
ordenadas, transformaciones de las cuales la Relatividad General es covariante. Sin
embargo, a pesar de los esfuerzos, no se ha podido encontrar una acción invariante
bajo transformaciones locales del grupo de Poincaré ISO(3, 1) [5]. Es decir, no existe
una 4-forma localmente invariante construida con una conexión del álgebra iso(3, 1).
En dimensión D = 3, sin embargo, es posible encontrar una acción invariante gauge
bajo el grupo ISO(2, 1). Para mostrar esto expĺıcitamente, hay que estudiar un poco
más en detalle el grupo de Poincaré ISO(D − 1, 1) en dimensión D genérica.

5.2.1. El Grupo de Poincaré y (anti-)de Sitter

El grupo de Poincaré es el grupo de isometŕıas del espacio plano de Minkowski
(D− 1, 1) , es decir si xµ → x′µ, con µ ∈ {0, . . . ,D− 1} es una transformación bajo



5.2. Gravedad en Dimensiones Impares Como Teoŕıa Gauge 79

el grupo de Poincaré, entonces es invariante el elemento de ĺınea

ηµνdx
′µdx′ν = ηµνdx

µdxν . (5.6)

Una transformación xµ → x′µ que satisfaga (5.6) debe ser de la forma [57]

x′µ = Λµ
νx

ν + aµ, (5.7)

donde aµ es una constante arbitraria y Λµ
ν es una matriz constante que satisface

ηµνΛ
µ
ρΛ

ν
σ = ηρσ.

De esto último puede verse que det(Λ) = ±1 y también puede mostrarse que, o bien
Λ0

0 ≥ 1 o bien Λ0
0 ≤ −1. Se interpreta entonces a Λ como una transformación de

Lorentz mientras que las aµ representan las traslaciones espacio-temporales.
Por supuesto, estas transformaciones tienen las propiedades de un grupo. En

particular, la transformación inversa de (5.7) es [32]

x′µ = (Λ−1)µνx
ν − (Λ−1)µνa

ν ,

con (Λ−1)ρν = ηνµη
ρσΛµ

σ = Λ ρ
ν . Conviene hacer una aclaración de nomenclatura,

este trabajo se refiere al grupo de Lorentz como el subgrupo de transformaciones
(5.7) en el cual aµ = 0, mientras que el grupo de Poincaré es el caso general5.
El grupo de Poincaré ISO(D − 1, 1) es el subgrupo de transformaciones (5.7) con
det(Λ) = 1 y Λ0

0 ≥ 1.

Para caracterizar el álgebra iso(D−1, 1) del grupo ISO(D−1, 1) se utilizará una
transformación infinitesimal de (5.7) escrita como

Λ ν
µ = δ ν

µ + λ ν
µ , aµ = ξµ, (5.8)

con λµν y ξµ ambos infinitesimales. Se puede ver que, de la condición ηµνΛ
µ
ρΛν

σ =
ηρσ, se tiene

λµν = −λνµ.
De esta forma, al incluir lasD componentes de ξµ se tiene que el grupo de Poincaré está de-
scripto por D(D + 1)/2 parámetros.

Por simplicidad, se utilizará una representación del grupo de Poincaré en cierto
espacio vectorial, es decir se designará como U(Λ, a) al operador unitario que actúa
en dicho espacio6, estando éstos asociados a los elementos matriz Λµ

ν y las constantes
aµ de (5.7). Estos operadores tienen la siguiente regla de composición

U(Λa)U(Λ, a) = U(ΛΛ,Λa+ a). (5.9)

5A veces se dice grupo de Lorentz inhomogéneo a las transformaciones que cumplen (5.6).
El subgrupo que cumple aµ = 0 recibe recibe el nombre de grupo de Lorentz homogéneo [32].

6Puede utilizarse una representación a un espacio vectorial de dimensión arbitraria, incluso de
dimensión infinita como en el caso del espacio de Hilbert de los estados de una part́ıcula.
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Entonces, para una transformación infinitesimal como (5.8), se puede escribir

U(1 + λ, ξ) = 1 +
1

2
λµνJ

µν − ξρP
ρ + . . .

donde Jµν y Pρ son operadores independientes de λ y ξ y, además, son los gen-
eradores del grupo de Poincaré en esta representación. Estos operadores se han
supuesto anti-hermı́ticos, es decir

Jµν† = −Jµν , Pρ† = −Pρ.

Como λµν es anti-simétrica entonces lo es también Jµν .
Hallar el álgebra iso(D−1, 1) es equivalente a hallar las reglas de conmutación de

Jµν y Pρ. Para hacer esto, primero se deducirán las propiedades de transformación
Jµν y Pρ. La transformación de U(1 + λ, ξ) con parámetros Λµ

ν y aµ es

U(Λ, a)U(1 + λ, ξ)U−1(Λ, a) = U(Λ(1 + λ)Λ−1,Λξ − ΛλΛ−1a),

donde se usó la regla de composición (5.9) y que U−1(Λ, a) = U(Λ−1,−Λ−1a). A
primer orden en λ y ξ se tiene

U(Λ, a)

[
1

2
λµνJ

µν − ξρP
ρ

]
U−1(Λ, a) =

1

2
(ΛλΛ−1)µνJ

µν − (Λξ − ΛλΛ−1a)µP
µ.

Igualando los coeficientes que contienen λµν y ξρ a ambos lados se tiene

U(Λ, a)JµνU−1(Λ, a) = Λ µ
α Λ ν

β (Jαβ − ξαPβ + ξβPµ),

U(Λ, a)PµU−1(Λ, a) = Λ µ
α Pα. (5.10)

Se ve aqúı que (5.10) pone de manifiesto que para transformaciones de Lorentz
puras (con aµ = 0) Jµν es un tensor y Pµ es un vector. También se ve que para
traslaciones puras (con Λµ

ν = δµν ) Pµ es invariante mientras que Jµν no lo es.
Ahora, se puede deducir qué pasa cuando la transformación U(Λ, a) es infinitesimal
(es decir Λµ

ν = δµν + λµν). Las ecuaciones (5.10) se pueden escribir a primer orden
en λµν y ξµ como

[
1

2
λµνJ

µν − ξρP
ρ,Jαβ

]
= λ α

µ Jµβ + λ β
ν Jαν − ξαPβ + ξβPα,

[
1

2
λαβJ

αβ − ξρP
ρ,Pµ

]
= λ µ

ν Pν .

Igualando los coeficientes en λµν y ξµ en ambos lados de estas ecuaciones, se llega
al álgebra del grupo de Poincaré

[
Jµν ,Jαβ

]
= ηναJµβ − ηµαJνβ − ηβµJαν + ηβνJαµ,

[
Pµ,Jαβ

]
= ηµαPβ − ηµβPα,

[Pµ,Pα] = 0. (5.11)
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Si ahora se quiere ver al grupo de Poincaré como grupo gauge, hay que tomar a Λµ
ν

y a ξµ como funciones dependientes de cada punto de la variedad espacio-temporal.
Como este grupo actúa en el espacio tangente a dicha variedad, conviene utilizar los
ı́ndices de Lorentz del espacio tangente. Aśı, la uno-forma de conexión queda dada
por

A =
1

2
ωabJab + eaPa.

¿Cómo transforma A bajo el grupo gauge de Poincaré? Para ver esto, hay que notar
que A, bajo una transformación U , transforma, según (4.13), de la forma

A′ = U−1AU + U−1dU,

y que si U es infinitesimal, U = 1 + i12ωabJ
ab + iξaP

a, usando las reglas de con-
mutación (5.11) se tiene

δA ≡ A−A′ =
1

2

(
dλab + ωa

cλ
cb + ωb

cλ
ac
)
Jab

+
(
dξa + ωa

bξ
b + ebλac

)
Pa.

Reconociendo por un lado la variación δA

δA =
1

2
δωabJab + δeaPa,

y por otro lado a la derivación covariante de una p-forma (2.40), se llega, igualando
términos con Jab y Pa a la variación de la conexión δωab y del vielbein δea,

δωab = Dλab

δea = Dξa + ebλ a
b . (5.12)

Se puede ver directamente de (5.12) que para una traslación pura (es decir λab = 0)
se tiene que ωab no vaŕıa mientras que la variación de ea es una derivada total Dξa.

Se puede escribir ahora el tensor F = dA+ 1
2 [A,A] como

F =
1

2
dωabJab + deaPa +

1

2
[
1

2
ωcdJcd + ecPc,

1

2
ωfhJfh + efPf ]

=
1

2
(dωab + ωa

cω
cb)Jab + (dea + ωa

ce
c)Pa,

donde en la segunda igualdad se utilizaron las reglas de conmutación (5.11). Recor-
dando las ecuaciones de estructura de Cartan se tiene finalmente

F =
1

2
RabJab + T aPa. (5.13)

Ya que tanto Rab como T a son covariantes, uno puede comprobar directamente a
partir de (5.13) que F es covariante bajo la transformación U (es decir, transforma
como F ′ = U−1FU).
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Se puede pasar ahora a estudiar el grupo de (anti-)de Sitter. El grupo de Sitter
SO(D, 1) es el grupo de rotaciones de un espacio plano de dimensión D + 1 con
métrica minkowskiana, es decir ηAB = (−,+, . . . ,+), donde A,B ∈ {0, . . . ,D}.
Mientras que el grupo anti-de Sitter SO(D − 1, 2) es el grupo de rotaciones en
un espacio de D + 1 dimensiones pero con métrica ηAB = (−,+, . . . ,+,−). Para
poder hallar el álgebra de los generadores JAB de estos grupos se puede proceder en
completa analoǵıa con el caso de grupo de Lorentz puro (o sea, aµ = 0), obteniendo
una expresión similar a la primera relación (5.11) del álgebra de Poincaré

[
JAB ,JCD

]
= ηBCJAD − ηACJBD − ηDAJCB + ηDBJCA. (5.14)

Uno puede obtener el grupo de Poincaré ISO(D − 1, 1) a partir del grupo de (anti-
)de Sitter SO(D, 1) o SO(D − 1, 2) mediante un proceso llamado contracción de
Inönü-Wigner7 [36]. El esquema de esta contracción en este caso seŕıa separar los
generadores JAB en Jab y lPa = JaD, con a, b ∈ {0, . . . ,D−1}. Con dicha separación
de generadores, la regla de conmutadores (5.14) queda expresada como

[
Jab,Jcd

]
= ηbcJad − ηacJbd − ηdaJcb + ηdbJca,

[
Pa,Jbc

]
= ηbcPa − ηacPb,

[
Pa,Pb

]
= ± 1

l2
Jab, (5.15)

donde en la tercera ecuación el signo − es para el grupo de Sitter y el signo + es
para el grupo anti-de Sitter. En la tercera ecuación de (5.15) se puede ver que, como
el ĺımite para l → ∞ existe y es cero, el álgebra de (anti-)de Sitter se reduce al
álgebra de Poincaré (5.11). El parámetro l puede pensarse como una escala natural
y más adelante se verá cómo puede relacionarse con la constante cosmológica.

Si se quiere escribir el potencial gauge 1-forma con simetŕıa de grupo (anti-
)de Sitter en un espacio de dimensión D + 1, se deben tener los ı́ndices latinos en
mayúscula contráıdos de forma que A = 1

2AABJAB . Si uno separa los generadores
JAB en Jab y Pa como arriba y define en forma esquemática

AAB =

(
ωab l−1ea

−l−1eb 0

)
, (5.16)

se ve que la conexión puede escribirse como A = 1
2ω

abJab + eaPa, o sea, igual a
potencial 1-forma para el grupo de Poincaré.

Puede también reordenarse los parámetros de la transformación U = 1+1
2Λ

ABJAB+
. . . como

ΛAB =

(
λab l−1ξa

−l−1ξb 0

)
,

7Este esquema de contracción es análogo a cómo se puede obtener el álgebra del grupo de Galileo
a partir del álgebra del grupo de Poincaré para la velocidad de la luz c → ∞.
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y aśı se obtiene, de forma completamente análoga a lo que se hizo con el grupo de
Poincaré,

δAAB = dΛAB +AA
CΛ

CB +AB
CΛ

AB.

De esta forma, se tiene para las variaciones de ωab y ea definidos a partir de AAB la
expresión

δωab = dλabωa
cλ

cb + ωb
cΛ

ab ± l−2(eaξb − ξaeb)

δea = dξa + ωa
bξ

b + ebλ a
b , (5.17)

donde el signo (+) corresponde para el grupo de Sitter y el signo (−) para el grupo
anti-de Sitter. Con estas convenciones, la curvatura F = dA + A2 asociada al po-
tencial gauge (anti-)de Sitter se escribe

FAB =

(
Rab ± l−2eaeb l−1T a

−l−1T b 0

)
, (5.18)

con signo (−) para el grupo de de Sitter y (+) para el grupo anti-de Sitter.
Se ha visto entonces cómo las simetŕıas de un espacio-tiempo (es decir rotaciones

SO(D − 1, 1) y traslaciones) en cierta dimensión D son compatibles con un grupo
más grande (ya sea SO(D, 1) o SO(D − 1, 2)) que contiene a SO(D − 1, 1) y a las
traslaciones. Los grupos SO(D, 1) y SO(D−1, 2) son semi-simples [5], mientras que
el grupo de Poincaré no lo es. Los grupos semi-simples son preferidos como grupos
gauge ya que tienen un invariante conocido como métrica de Killing o forma de
Killing [34] que puede ser usada como término cinético para campos gauge.

5.2.2. Gravedad en D = 3 Como Teoŕıa Gauge

Ya visto en la sección 5.2.1 cómo vaŕıan las componentes de la acción (es decir
ωab y ea) bajo el grupo de Poincaré de dimensión genérica ISO(D − 1, 1), se puede
ver ahora que la gravedad en dimensión tres es invariante bajo el grupo ISO(2, 1) [5].
Por invariancia bajo el grupo se entiende que las ecuaciones de campo permanecen
incambiadas por la transformación bajo ese grupo, por lo tanto la variación del
lagrangiano es, cuando mucho, una derivada total. Para ver esto, se considera la
densidad lagrangiana de Einstein-Hilbert en D = 3

L3 = εabcR
abec. (5.19)

Si se realiza una transformación infinitesimal de ISO(2, 1), de parámetros λab y ξ
a,

se tiene
δL3 = εabcδR

abec + εabcR
abδec,

donde se ha utilizado que δεabc = 0. Utilizando la primera relación de (5.12) se tiene

δRab = D(δωab) = D(Dλab) = −dωacλbc −−dωcbλac − ωa
dω

dcλbc − ωc
dω

dbλac

= −Racλbc −Rcbλac.
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Por otro lado, teniendo en cuenta la segunda relación de (5.12) se ve

εabcR
abδec = εabcR

ab(Dξc − edλcd) = −εabcRabedλcd + d(εabcR
abξc),

donde en la segunda igualdad se usó la identidad de Bianchi (DRab = 0) y que
Dεabc = 0. Teniendo en cuenta todo esto, se deduce

δL3 = Rabec(−εadcλdb − εdbcλ
d
a − εabdλ

d
c) + d(εabcR

abξc) = d(εabcR
abξc),

donde se usó que el primer término de la segunda igualdad se anula por la anti-
simetŕıa de εabc y de λab, y que los ı́ndices latinos solamente toman valores del
conjunto {0, 1, 2}.

Como δL3 es una derivada total, se desprende entonces que, en dimensión D = 3
para una variedad sin borde o con condición ξa = 0 en la variedad borde, la gravedad
es una teoŕıa de gauge para el grupo de Poincaré ISO(2, 1).

Si se considera ahora un término con constante cosmológica adicionado a la
densidad lagrangiana (5.19), la invariancia del espacio tangente no es más la simetŕıa
de Poincaré. Sin embargo, puede extenderse el grupo de Poincaré a un grupo más
grande (el grupo (anti-)de Sitter), como se mostró en la sección 5.2.1, de forma que
la densidad lagrangiana śı sea invariante bajo este grupo. En efecto, la densidad
lagrangiana con constante cosmológica Λ es

LAds
3 = εabcR

abec ± 1

3l2
εabce

aebec, (5.20)

donde se ha puesto la constante cosmológica Λ = 1
6l2 . La variación de (5.20) bajo el

grupo (anti-)de Sitter es

δL3 = εabcδR
abec + εabcR

abδec ± 1

l2
eaebδec (5.21)

= εabc

(
D(δωab)ec +Rabδec +

1

l2
eaebδec

)
. (5.22)

Las variaciones de ωab y ea, según (5.17), son las siguientes

δωab = dλabωa
cλ

cb + ωb
cΛ

ab ∓ l−2(eaξb − ξaeb)

δea = dξa + ωa
bξ

b + ebλ a
b ,

donde el signo negativo corresponde a la densidad lagrangiana con término constante
+Λ y el signo positivo con −Λ. Sustituyendo estas variaciones en (5.21), teniendo
en cuenta que εabce

aebedλcd = 0 por la anti-simetŕıa total de εabc y λ
ab y recordando

el resultado más arriba que D(Dλab) = −Racλbc −Rcbλac, se llega a que

δL3 = d(εabcR
abξc) +

1

l2
εabc

{
±eaebDξc ∓ T aξbec ∓ eaDξbec ± ξaT bec ±Dξaebec

}
.
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Por anti-simetŕıa total de εabc el tercer y el último término entre paréntesis curvo se
anulan, mientras que el segundo y cuarto se adicionan. Ahora bien, como

d(εabce
aebξc) = εabc

(
T aebξc − eaT bξc + eaebDξc

)
,

entonces εabce
aebDξc = d(εabce

aebξc) − 2εabcT
aebξc. Sustituyendo esto se obtiene

finalmente que

δL3 = d

(
εabc

{
Rab ± 1

l2
eaeb

}
ξc
)
.

Por lo tanto, si la variedad espacio-tiempo no tiene borde o se imponen condiciones
de contorno adecuadas (por ejemplo, ξc = 0 en la variedad borde), el lagrangiano
(5.20) con signo (+Λ) −Λ es invariante por el grupo (anti-)de Sitter.

Cabe preguntarse cómo puede generalizarse este ’accidente’ a dimensiones genéri-
cas D. Para responder esto, hay que estudiar qué particularidad tiene la densidad
lagrangiana L3 que hace posible la cuasi-invariancia por ISO(2, 1) para el caso con-
stante cosmológica nula y por el grupo (anti-)de Sitter para el caso con constante
cosmológica no nula y ver si se puede extender esas caracteŕısticas a otras dimen-
siones. En la sección que sigue se verá que esto es posible cuando la dimensión D es
impar.

5.2.3. Gravedad en Dimensión D Impar

En la sección 5.2.3 se mostró cómo es posible pensar a la gravedad en dimen-
sión D = 3 como teoŕıa gauge ya sea bajo el grupo (anti)de Sitter con constante
cosmológica (positiva) negativa o bajo el grupo de Poincaré en el caso de constante
cosmológica nula. Se va a ver ahora cómo generalizar los argumentos mostrados en
la sección 5.2.2 a una dimensión D arbitraria.

En dimensión D arbitraria, se puede ver al grupo de Lorentz SO(D− 1, 1) como
inmerso en un grupo mayor, ya sea el grupo (anti-)de Sitter (SO(D, 1) y SO(D −
1, 2)) o el ĺımite de éstos cuando l → ∞, o sea el grupo de Poincaré ISO(D − 1, 1).
El problema es que se puede construir una gravedad invariante bajo estos grupos
mayores solamente cuando la dimensión D es impar, es decir D = 2n− 1 con n ∈ Z.
Para convencerse de esto, primero hay que ver qué pasaŕıa en el caso D = 4. En ese
caso, la densidad lagrangiana de Einstein-Hilbert es

L4 = εabcdR
abeced. (5.23)

Si se supone una transformación de Poincaré se obtiene, utilizando el resultado (5.12)
de las variaciones δωab y δea y cálculos similares al caso D = 3,

δL4 = 2d(εabcdR
abecξd)− 2εabcdR

abT cξd. (5.24)

El Primer término del segundo miembro de (5.24) es un término que contribuye
si la variedad tiene borde, el segundo término no es cero a menos que se imponga
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la segunda ecuación de campo de (3.11) (o sea, T a = 0). Esto quiere decir que la
invariancia de la acción bajo el grupo ISO(3, 1) solamente ocurre ’on shell’, es decir
solamente cuando valen las ecuaciones de campo. Como simetŕıas ’on shell’ no son
simetŕıas reales, probablemente no sobrevivan en la cuantización, ya que la Mecánica
Cuántica no respeta las ecuaciones de campo [5].

Sin embargo, en dimensión D = 3 la densidad lagrangiana L3 es lineal en ea.
Uno puede ver que lagrangianos lineales en ea en dimensión D arbitraria de la forma

L2n−1 = εa1...a2n−1R
a1a2 . . . Ra2n−1a2nea2n+1 ,

que solamente se definen en dimensiones impares, son invariantes por ISO(D−1, 1).
Se puede argumentar que como el grupo de Poincaré es el ĺımite del grupo (anti-)de
Sitter con l → ∞, debeŕıa existir un lagrangiano en dimensión impar invariante bajo
el grupo (anti-)de Sitter.

La clave para entender esto es que la derivada del lagrangiano (5.20) es un in-
variante topológico, más precisamente pertenece una clase caracteŕıstica (ver sección
4.2.2). Para el grupo (anti-)de Sitter en dimensión D = 3, como se vio en la sección
5.2.1, se puede escribir la curvatura 2-forma FAB de la manera

FAB =

(
Rab ± l−2eaeb l−1T a

−l−1T b 0

)
,

donde los ı́ndices con mayúscula van de 0 hasta 4. Se vio en la sección 4.2.2 cómo
construir una clase a partir de F = 1

2FABJAB , que por ejemplo en este caso

E4 = 〈FF〉 = εABCDFABFCD.

El segundo miembro es invariante gauge (es decir, δE4 = 0) y se asumió la última
igualdad ya que se puede tomar εABCD = 〈JABJCD〉. La 4-forma E4 se puede
escribir, dada la descomposición de FAB , como

E4 =
4

l
εabc

(
Rab ± l−2

)
T c.

A su vez,

dL(A)dS
3 = εabc

(
Rab ± l−2eaeb

)
T c,

y, por lo tanto,

E4 =
4

l
dL(A)dS

3 .

Entonces,

0 = δE4 =
4

l
δ(dL(A)dS

3 ) =
4

l
d(δL(A)dS

3 ),

donde de aqúı se desprende por el lema de Poincaré [16] que localmente

δL(A)dS
3 = dα2,
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con α2 una 2-forma. Es por esto que L(A)dS
3 es invariante, a menos de términos de

borde [42, 41].

Esto puede entenderse en el contexto de teoŕıa de fibrados, vista en la sección
4.2: se encuentra un polinomio invariante (en este caso E4) y se utiliza la forma de

Chern-Simons(CS) asociada (es decir, la forma L(A)dS
3 ) como lagrangiano de la teoŕıa.

Haciendo esto, uno tiene garantizado que δL(A)dS
3 = dα2, con α2 una 2-forma. Si se

utiliza una variedad espacio-tiempo sin borde, o con condiciones δL(A)dS
3 = 0 en el

borde, se obtienen las ecuaciones de campo invariantes bajo el grupo (anti-)de Sitter.
Esta construcción puede hacerse utilizando no solamente E4 como invariante sino
cualquier clase caracteŕıstica (ver sección 4.2.2). Pueden construirse lagrangianos
utilizando forma de CS con clases caracteŕısticas como, por ejemplo, clases de Pon-
tryagin o clases de Chern [16, 58]. También puede utilizarse la torsión T a en las
formas de CS [5], pero en este trabajo se utilizarán lagrangianos sin torsión.

Ahora se puede dilucidar cómo proceder para encontrar lagrangianos invariantes
bajo el grupo (anti-)de Sitter en dimensiones impares D = 2n − 1. Una vez elegido
el polinomio invariante P (F), puede utilizarse el método mostrado al final de la
sección 4.2.2 para hallar la forma de CS asociada a dicho polinomio. En el caso del
grupo (anti-)de Sitter para D = 2n − 1, el lagrangiano adquiere la forma

L(A)dS
2n−1 = κ

p=n−1∑

p=0

αpL
(p), (5.25)

donde κ es una constante arbitraria adimensionada y L(p) está dado según (5.2). En
este caso, los coeficientes αp toman la forma

αp =
l2p−n+1

(D − 2p)

(
k

p

)
, p ∈ {1, . . . , n− 1}.

Si se toma el caso anti-de Sitter (signo positivo en la constante cosmológica), este
αp es justamente el valor de las constantes en (5.5) con k =

[
D−1
2

]
. Por lo tanto,

el lagrangiano LAdS
2n−1 además de ser invariante bajo el grupo anti-de Sitter es un

caso particular del los lagrangianos de Lanczos-Lovelock con una única constante
cosmológica [52] (ver sección 5.1).

5.2.4. Cuantización de la Constante Gravitatoria

Como se vio en la sección 4.2.2, las formas de CS están asociadas a la topoloǵıa
intŕınseca a la variedad, ya que por el teorema 4.3 (Chern-Weil) dos polinomios P(F)
y P(F) pertenecen a la misma clase caracteŕıstica para dos conexiones diferentes
A y A. Esto permite, si se usa la forma de CS como densidad lagrangiana, que
esté asociada con un cuasi-invariante ya que, como se recalcó varias veces, la variación
infinitesimal de la forma de CS bajo un cierto grupo gauge es una forma exacta. Esto
tiene como consecuencia la cuantización de la constante gravitatoria κ, en el sentido
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que ésta tomará un conjunto de discreto de valores [48]. Para ver esto, sea M la
variedad espacio-tiempo de dimensión 2n − 1 y sea Ω una variedad cuyo borde sea
M (es decir, M = ∂Ω). La densidad lagrangiana de CS para el grupo anti-de Sitter
(5.25) puede ser escrita como

dL2n−1 = κE2n.

La acción S2n−1 para este lagrangiano, utilizando el teorema de Stokes (2.18), se
puede expresar

S2n−1 =

∫

M

L2n−1 = κ

∫

Ω

E2n. (5.26)

Existen muchas maneras de elegir una variedad Ω tal que ∂Ω = M pero, ya que la
acción S2n−1 se refiere a las propiedades dinámicas de M , es razonable imponer que
los observables f́ısicos sean independientes de la variedad Ω siempre que ∂Ω = M .
Es decir, si se tienen dos extensiones Ω y Ω′ de la variedad M , las acciones S y
S′ asociadas según (5.26) deben llevar a la misma f́ısica. Por lo tanto, para que
la integral de caminos lleve a los mismos valores esperados de los observables la
diferencia entre S y S′ debe ser un múltiplo de 2π~, por lo tanto (en el caso [h] = 1)
se tiene

S2n−1 − S′
2n−1 = 2πm, (5.27)

donde m es un entero. Por otro lado, por (5.26), se ve que

S2n−1 − S′
2n−1 = κ

∫

Ω

E2n − κ

∫

Ω′

E2n = κ



∫

Ω

E2n +

∫

−Ω′

E2n


 = κ

∫

Ω∪(−Ω′)

E2n,

(5.28)
donde el signo de menos para la variedad Ω′ tiene en cuenta el hecho de que la
orientación de una de las dos mitades debe ser invertida para que la orientación
de la unión Ω ∪ (−Ω′) esté bien definida. La integral en Ω ∪ (−Ω′) de E2n es un
invariante topológico y los teoremas del ı́ndice aseguran que es un número entero
conocido como número de Chern [6]. Al final, de (5.27) y (5.28) se tiene que la
constante κ debe tomar un número discreto de valores posibles.

A partir de resultados del estudio de anomaĺıas quirales, se sabe que, en las teoŕıas
de CS, los posibles contratérminos a agregar debido a las correcciones cuánticas con-
sistentes con las simetŕıas de la acción (invariancia gauge y covariancia general) son
también de Chern-Simons [59]. Esto último, sumando a la condición de cuantización,
implicaŕıa que después de hacer todas las correcciones cuánticas y la regularización
apropiada se debe finalizar con una acción efectiva Γ con la misma forma original
que la acción clásica S2n−1 y la condición de cuantización dada arriba [6].

5.2.5. Formas de Transgresión Como Teoŕıas de Gravedad

En las secciones anteriores de este caṕıtulo se ha visto que si se toman formas
de CS como densidades lagrangianas en dimensiones impares D = 2n− 1, se puede
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construir una teoŕıa cuyas ecuaciones de campo son invariantes bajo un grupo gauge.
Estos lagrangianos, al estar escritos en el lenguaje de formas, son covariantes por
transformaciones generales de coordenadas y, al tener los ı́ndices contráıdos del es-
pacio tangente, cumplen con el principio de equivalencia. Sin embargo, las formas de
CS no son invariantes bajo una variación gauge sino que cambian por una derivada
total como se mostró anteriormente, es decir son cuasi-invariantes. Esto trae algunos
problemas cuando, por ejemplo, las acciones están definidas en un espacio-tiempo
infinitamente extendido ya que bajo transformaciones gauge se pueden tener con-
tribuciones de borde que son infinitas [5]. También es problemático cuando se quiere
que estén bien definidas algunas cantidades f́ısicas de la teoŕıa que se derivan direc-
tamente de la acción (como por ejemplo las cargas conservadas a partir del teorema
de Noether y la temperatura). Es por estas razones que seŕıa conveniente tener una
teoŕıa genuinamente invariante gauge. Por lo tanto, puede ser conveniente utilizar
como lagrangianos a las formas de transgresión (ver sección 4.2.2) en vez de formas
de CS [6].

Ya se vio en la sección 4.2.2 cómo escribir una forma de transgresión T2n−1 a
partir de una forma de CS Q2n−1, a saber

T2n−1(A,A) = Q2n−1(A)−Q2n−1(A)− dB2n−2(A,A).

En el apéndice B se muestra cómo obtener la variación general δT2n−1 de una trans-
gresión, obteniendo la ecuación (4.28):

δT2n−1 = n < Fn−1
1 δA1 > −n < Fn−1

0 δA0 > −n(n− 1)d

1∫

0

dt < JFn−2
t δAt > .

Si se escribe el potencial 1-forma como Ai = Aa
i T

a y el tensor de campo 2-forma
como Fi = F a

i T
a, con {T a} los generadores del grupo gauge G y con i ∈ {0, 1}, se

puede arribar a las siguientes ecuaciones de campo asumiendo como campos variables
e independientes A0 y A1:

〈Fa1
1 . . .Fan−1

1 T an〉 = 0

〈Fa1
0 . . .Fan−1

0 T an〉 = 0,

las cuales deben complementarse con condiciones de borde apropiadas para anular el
término de borde de (4.28). De este modo, la acción es realmente un extremo cuando
valen las ecuaciones de campo [6]. Existen varias condiciones de borde apropiadas
para que la acción sea un extremo, por ejemplo se puede pedir que las variaciones
δA1 y δA0 se anulen en la variedad borde. Esto último es demasiado restrictivo
ya que la lagrangiana contiene solamente hasta derivadas primeras de los campos.
Otra condición de borde seŕıa imponer J = 0 en el borde (o que tienda a cero lo
suficientemente rápido) haciendo que en la variedad borde A0 = A1 y que Ft sea
finito. Pero también puede pedirse que uno de los potenciales sea variable mientras
el otro permanece fijo. En este último caso se puede tomar, por ejemplo, a A1
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como campo dinámico mientras δA0 es una variación gauge con un parámetro de
transformación igual al que aparece en la variación δA1 en el borde. Existen todav́ıa
otras posibilidades, una de ellas es la configuración de variedad cobordante que se
verá más adelante y la otra relacionada con el modelo gauged-Wess-Zumino-Witten
(g-WZW) que se verá en el caṕıtulo 6.

Si se considera el grupo anti-de Sitter SO(D − 1, 2) como grupo gauge se hab́ıa
visto que, siendo {JAB} los generadores de la transformación, el potencial gauge A
adquiere la forma

A =
1

2
ωabJab + eaPa,

donde los ı́ndices latinos en minúscula adquieren los valores del conjunto {0, . . . ,D−
2} y Pa = Ja,D+1. Cuando D = 3, se puede ver, a partir de (4.23), que la forma de
CS es [6]

Q3(e, ω) = εabc

(
Rabec +

1

3
eaebec

)
+

1

2
εabcd

(
eaωbc

)
,

donde8 se ha considerado la constante de escala l = 1. Se puede entonces, a partir
de (4.22), escribir la forma de transgresión asociada con dos potenciales A1 y A0

como

T3(e1, ω1, e0, ω1) = εabc

(
Rab

1 e
c
1 +

1

3
ea1e

b
1e

c
1

)
− εabc

(
Rab

0 e
c
0 +

1

3
ea0e

b
0e

c
0

)
+

1

2
εabcd

[
(ea1 + ea0)(ω

bc
1 − ωbc

0 )
]
.

Una elección particular para A0, que permite acercarse lo más posible a teoŕıas de
gravitación de CS, es la configuración de variedad cobordante [6, 7]. Si se supone,
por simplicidad en la notación de ı́ndices, que A1 = A y A0 = A se tiene

A =
1

2
ωabJab + eaPa,

A =
1

2
ωabJab + eaPa.

El potencial A está definido en el borde por

ea = 0, ω1i = 0, ωij = ωij, (5.29)

donde el ı́ndice 1 corresponde a la dirección perpendicular al borde y los ı́ndices
subrayados como i pueden tomar cualquier valor diferente de 1.

La interpretación que uno puede hacer de esta última configuración es que la
f́ısica observable se encuentra en una región del espacio-tiempo M caracterizada por
el campo A. En el borde ∂M de esta región, existe un campo A con propiedades

8En los lagrangianos utilizados anteriormente, no se puso el término que es una derivada total
ya que se hab́ıan utilizado condiciones de contorno δω = δe = 0 en la variedad borde.
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idénticas a A. Este campo A se extiende en una variedad M que tiene borde ∂M
[5].

Las formas de transgresión como teoŕıas de gravedad permiten, como se men-
cionó más arriba, tener bien definida una carga conservada por el teorema de Noether
(ver apéndice C para una formulación conveniente del teorema de Noether), que más
adelante se verá cómo se puede utilizar para hallar la masa de un agujero negro en
el modelo utilizado en este trabajo.
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Caṕıtulo 6

Modelo de Gravedad Gauged
Wess-Zumino-Witten

En el caṕıtulo 5 se ha visto una forma de generalizar la Relatividad General en
dimensión cuatro (ver en el caṕıtulo 3) a una dimensión genérica D. Se ha visto,
también en el caṕıtulo 5, que si la dimensión D es impar, la teoŕıa puede escribirse
como una teoŕıa gauge para un cierto grupo de simetŕıa G si se utiliza como densidad
lagrangiana una forma de CS de G, o bien una forma de transgresión. Al estar
estas formas relacionadas con invariantes topológicos del fibrado, como se vio en el
caṕıtulo 4, esto trae consecuencias inesperadas como por ejemplo la cuantización de
la constante gravitatoria (ver sección 5.2.4). Y también, con estas consecuencias, no
se puede evitar mantener la esperanza de que las teoŕıas de gravedad aśı construidas
puedan cuantizarse en algún momento.

A pesar de tener varias dificultades, el problema fundamental que tienen estas
teoŕıas es que solamente están definidas en dimensiones impares. Si bien las Teoŕıas
de Supercuerdas especulan en que la f́ısica puede estar descripta en D = 10 o D = 11
[1], todav́ıa no existe alguna evidencia experimental de que esto sea efectivamente
aśı. Por lo tanto, seŕıa bienvenido algún mecanismo que permita poder generalizar
las buenas caracteŕısticas de estas teoŕıas a dimensiones pares como D = 4. Se
puede intentar llegar a esto pretendiendo extender estos conceptos relacionados con
la topoloǵıa del fibrado a dimensiones pares agregando campos dinámicos [64], [65].
Otra forma puede ser implementar algún proceso de reducción dimensional y esperar
a que las caracteŕısticas de la teoŕıa en dimensiones impares sobrevivan al proceso
de reducción.

Hace ya tiempo, mucho antes del surgimiento de las Teoŕıas de Cuerdas, que
se vienen pensando en procesos de reducción dimensional. Uno puede remontarse
a los trabajos de Theodor Kaluza en 1921 donde, queriendo unificar la gravedad
con el electromagnetismo, asumió que el Universo es de dimensión cinco [8]. Con-
trolando la dimensión extra1, Kaluza pudo obtener las ecuaciones de gravedad y

1Kaluza consideró el Universo como un sub-espacio cuadridimensional de R5 donde las derivadas
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electromagnetismo en dimensión cuatro a partir de gravedad pura en dimensión cin-
co. Posteriormente, en 1926, Oskar Klein reformuló esta teoŕıa utilizando el principio
de mı́nima acción [9]. Klein asumió además que la coordenada extra estaba enrol-
lada en un ćırculo de radio muy pequeño y es por esta razón que él argumentaba
que no hab́ıa podido ser detectada en algún experimento. Un argumento similar a
este se utiliza en Teoŕıa de Cuerdas para poder, a partir de dimensión diez u once,
obtener un Universo cuadridimensional que se observa y aśı poder tomar contacto
con los experimentos [66]. En estos casos, uno supone que el espacio-tiempo de di-
mensión diez u once puede escribirse como M4 × KC , donde M4 es una variedad
cuadridimensional y KC una variedad compacta del tamaño de la escala de Planck.

Las teoŕıas deWess-Zumino-Witten (WZW) y gauged Wess-Zumino-Witten (gWZW)
[10, 11] fueron introducidas en un principio como teoŕıas efectivas en F́ısica Nuclear
y F́ısica de Part́ıculas. En esos casos, se estudiaron conexiones valuadas en el álgebra
suL(3)×suR(3), que sumado a un término cinético de los bosones de Goldstone, lleva
a un lagrangiano efectivo para QCD. Los modelos de WZW y de gWZW están ı́nti-
mamente relacionados con las teoŕıas de CS y formas de transgresión ya que pueden
ser pensadas como inducidas en el borde de una variedad en la cual la teoŕıa de CS
o transgresión respectiva es definida y, por lo tanto, tienen la particularidad de ser
definidas en dimensiones pares.

Recientemente, los modelos de gWZW para grupos espacio-temporales como
SO(4, 2), en vez de el grupo SUL(3)× SU(3)R, han sido considerados como teoŕıas
de gravedad [12, 13], mostrando además que puede obtenerse Relatividad General en
dimensión 3+1 más un término con constante cosmológica. Estos modelos, como las
gravedades de CS, resultan ser teoŕıas gauge de gravedad que podŕıan ser relevantes
para la construcción de una Gravedad Cuántica consistente y pueden ser utilizadas
como teoŕıas de gravedad modificadas que podŕıan resolver de manera dinámica
problemas como la Materia Oscura2 y la Enerǵıa Oscura3 en Cosmoloǵıa.

Lo interesante de estas teoŕıas es que pueden verse como un mecanismo alterna-
tivo al de Kaluza-Klein para una reducción dimensional. Es por eso que este caṕıtulo
va a dedicarse a los modelos de gWZW. En las primera sección se mostrará cómo con-
struir acciones de gWZW en dimensión arbitraria D. Luego, a los efectos de tener un
modelo de testeo que sea más fácil de manipular anaĺıticamente, se mostrará qué as-
pecto toman las ecuaciones de movimiento para dimensión dos y con grupos par-
ticulares: primero el grupo SU(2), como precalentamiento para el grupo espacio-
temporal SO(2, 1). El modelo gWZW con este último grupo puede considerarse
como una teoŕıa de gravedad y se pueden buscar algunas soluciones tipo agujero
negro en dimensión 1 + 1, como se estudiará en el caṕıtulo 7.

respecto a la quinta coordenada se anulan. Esta es la llamada ’condición de cilindro’ [66].
2La Materia Oscura es materia que no puede observarse por medios convencionales, es decir

radiación electromagnética, sino que es inferida para explicar las velocidades estelares en los centros
de las galaxias.

3Actualmente, las observaciones muestran que el Universo no solamente se expende sino que
además lo hace aceleradamente. La Enerǵıa Oscura se piensa que es la responsable de esta aceleración
[67].
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6.1. Acciones gWZW

En la sección 5.2.5 se vio cómo construir densidades lagrangianas a partir de
formas de transgresión (4.22). La acción se puede escribir como

Strans(A,A) =

∫

M

Q2n−1(A)−
∫

M

Q2n−1(A)−
∫

∂M

B2n−2(A,A), (6.1)

dondeA yA son potenciales 1-forma definidos en las variedadesM yM de dimensión
D = 2n − 1, respectivamente que tienen un borde común ∂M . Al aparecer en la
acción (6.1) dos potenciales A y A hay un problema para interpretar f́ısicamente
esta situación. En la sección 5.2.5 se mostraron posibles interpretaciones como, por
ejemplo, que A no es un campo dinámico y permanece fijo o la condición de variedad
cobordante. En esta sección se tomará otra interpretación posible y es pensar que A
y A son dos potenciales que definen el mismo fibrado principal el cual es no trivial
[12]. En este caso, la transgresión (4.22) no existe globalmente ya que no puede
definirse una conexión global. Sin embargo, puede definirse globalmente utilizando
dos o más cartas locales. Si se supone, como en [12], que las variedades M y M
son en realidad la misma y que el potencial 1-forma puede definirse por dos cartas
locales representadas por A y A tales que en el solapamiento de las cartas están
relacionadas por una transformación gauge de la forma

A = h−1Ah+ h−1dh ≡ Ah,

en donde h ∈ G es una función de transición que determina la no trivialidad del
fibrado. Por lo tanto, ahora los grados de libertad de la teoŕıa corresponden a A y
h. Se puede definir ahora la acción gWZW como

SgWZW (A, h) =
∫

M

T2n−1(A,Ah), (6.2)

que también puede escribirse como

SgWZW (A, h) =
∫

M

[
Q2n−1(A)−Q2n−1(Ah)

]
−
∫

∂M

B2n−2(A,Ah).

Ya que Ah es una transformación gauge de A, se vio en la sección 4.2.2 que por la
ecuación (4.26) la diferencia entre las formas de CS asociadas a cada una es la suma
de una forma exacta y una cerrada, es decir

Q2n−1(Ah)−Q2n−1(A) = dα2n−2 +Q2n−1(h
−1dh),

con α2n−2 una (2n − 2)-forma y Q2n−1(h
−1dh) la forma cerrada de Wess-Zumino-

Witten. Con esto en cuenta, la acción gWZW puede escribirse como

SgWZW (A, h) = −
∫

M

Q2n−1(h
−1dh)−

∫

∂M

[
α2n−2 +B2n−2(A,Ah)

]
.
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Por lo tanto, esta acción vive en la variedad ∂M de dimensión par aunque la primera
integral, que recibe el nombre de término de Wess-Zumino-Witten, está en la
variedad M de dimensión impar. Esto es debido a que si la constante adelante de
la acción está cuantizada (aqúı se omitió la constante ya que está introducida en
la definición de traza) la manera en la cual se extiende en M es inmaterial a nivel
cuántico [11]. De todas formas, se verá más abajo que el término de WZW contribuye
a las ecuaciones de campo con un término que es una derivada total y, por lo tanto,
definido en la variedad borde ∂M .

La acción (6.2) es invariante bajo transformaciones gauge generadas por un ele-
mento g ∈ G dependiente del punto x ∈ ∂M de la forma

h→ g−1hg , A → g−1Ag + g−1dg.

Ya que en este trabajo se trata fundamentalmente con las soluciones a las ecua-
ciones de campo de dimensión dos, será de utilidad mostrar la acción gWZW en esta
dimensión

SgWZW = κ

∫

Σ

1

3
〈(h−1dh)3〉 − κ

∫

M2

〈(A− h−1dh)Ah〉, (6.3)

donde M2 es la variedad espacio-tiempo bidimensional y Σ es una variedad tridi-
mensional tal que ∂Σ =M2.

Existe una interpretación alternativa para arribar a la acción gWZW al pensar
que el Universo de dimensión cuatro es un defecto topológico de un espacio de
dimensión seis [13]. La idea es empezar con la densidad de Euler definida en seis
dimensiones

χ(M) =
1

48π3

∫

M6

〈FFF〉,

donde F = 1
2F

ABJAB , con A,B ∈ {0, . . . , 5}. Los generadores JAB podrán ser
del grupo de Sitter SO(5, 1), anti-de Sitter SO(4, 2) o el grupo SO(3, 3). La traza
simétrica en este caso es el tensor de Levi-Civita 〈FABFCDFEF 〉 = εABCDEF y
se asume ∂M6 = ∅. De esta forma, ocurre una reducción dimensional cuando una
sub-variedad de dimensión cuatro se remueve produciendo un defecto topológico. El
defecto topológico es creado removiendo un cilindro de dimensión seis M4 × D2 y
tomando luego que el radio del disco D2 tienda a cero. Una vez removida la región
se puede cubrir la variedad con dos cartas locales definiendo un potencial 1-forma en
cada una y en la región de solapamiento los dos potenciales están relacionados por
una transformación gauge. Utilizando luego un proceso de regularización, se llega
a la misma acción de gWZW con similar grupo de simetŕıa. En [13] se tratan los
casos de reducción de cuatro a dos dimensiones y de seis a cuatro pero el proceso
puede ser generalizado siempre removiendo de una variedad de dimensión par una
sub-variedad de codimensión dos. En especial coincide el resultado en dimensión dos
con la acción (6.3).
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6.2. Ecuaciones de Campo para las Acciones gWZW

Una vez obtenida la acción (6.2) para una variedad Σ de dimensión impar 2n−1,
se pueden hallar sus ecuaciones de campo variacionalmente tomando como dinámicos
los campos que definen a A y h. Para esto, se empieza con la fórmula de la variación
de la transgresión (4.28) (ver apéndice B para su deducción)

δT2n−1 = n < Fn−1
δA > −n < Fn−1δA > −n(n− 1)

∫ 1

0
dt < ∆AFn−2

t δAt >,

con At = tA+ (1 − t)A y Ft = dAt +A2
t . Para el caso de la variación de la acción

gWZW, hay que tomar A = h−1Ah+ h−1dh ≡ Ah. De esta forma, ∆A = A−Ah y
F = h−1Fh ≡ Fh. Se puede ver además que

δA = δAh = h−1
[
δA +D(δhh−1)

]
h,

con la derivada covariante D(. . .) = d(. . .) + [A, . . .]. Se tiene también

(Fh)n−1δAh = h−1Fn−1
[
δA +D(δh−1dh)

]
h,

que con la ciclicidad de la traza

〈(Fh)n−1δAh〉 = 〈(F)n−1δA〉+ 〈(F)n−1D(δhh−1)〉.

Utilizando la identidad de Bianchi DF = 0, ecuación (4.16), y que d < . . . >= D <
. . . >

d〈Fn−1δhh−1〉 = D〈Fn−1δhh−1〉 = 〈Fn−1D(δhh−1)〉,
y, por lo tanto

〈(Fh)n−1δAh〉 = 〈Fn−1δA〉+ d〈Fn−1δhh−1〉.
Se tiene entonces, por el teorema de Stokes, ecuación (2.18), que la variación de la
acción gWZW se puede escribir como

δSgWZW = −n
∫

M

(
〈Fn−1δhh−1〉+ (n− 1)

∫ 1

0
dt〈∆AFn−2

t δAt〉
)
,

donde en este punto ya se puede ver que, como se mencionó más arriba, la acción
gWZW va a definir una dinámica solamente en la variedad borde M = ∂Σ de
dimensión par 2n − 2.

Teniendo en cuenta que

δAt = tδA+ (1− t)δAh = tδA+ (1− t)h−1[δA +D(δhh−1)]h,

se puede ver que

〈∆AFn−2
t δAt〉 = t〈∆AFn−2

t δA〉+ (1− t)〈∆AFn−2
t h−1[δA +D(δhh−1)]h〉.
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Ahora, tomando en cuenta la ciclicidad de la traza

(1− t)〈∆AFn−2
t h−1[δA +D(δhh−1)]h〉 = (1− t)〈h∆Ah−1(hFth

−1)n−2[δA +D(δhh−1)]〉
= −u〈∆ÃF̃n−2

u [δA +D(δhh−1)]〉,
donde en la segunda igualdad se usó que h(A−Ah)h−1 = (Ah−1 −A) ≡ −∆Ã y se
definió

F̃u ≡ hFth
−1 = h

(
(1− t)Fh + tF + t(t− 1)(A−Ah)2

)
h−1

= (1− u)Fh−1
+ uF + u(u− 1)∆Ã2 = dÃu + Ã2

u,

con u ≡ 1− t una reparametrizaciòn de t y Ãu = uA+(1−u)Ah−1
. Será de utilidad

la siguiente relación: dada una cero forma α, entonces

D̃uα = dα+
[
Ãu, α

]
= dα+ u [Au, α] + (1− u)

[
Ah−1

, α
]
+ [A, α]− [A, α]

= Dα+ (u− 1)
[
∆Ã, α

]
.

Utilizando dicha relación con α = δhh−1 se llega a

−u〈∆ÃF̃n−2
u D(δhh−1)〉 = −u〈∆ÃF̃n−2

u D̃u(δhh
−1)〉+u(u−1)〈∆ÃF̃n−2

u

[
∆Ã, δhh−1

]
〉.

Por otro lado, utilizando la identidad de Bianchi y que d < . . . >= D̃u < . . . > se
ve que

d〈∆ÃF̃n−2
u δhh−1〉 = 〈D̃u(∆Ã)F̃n−2

u δhh−1〉 − 〈∆ÃF̃n−2
u D̃u(δhh

−1)〉.
Entonces,

−u〈∆ÃF̃n−2
u D(δhh−1)〉 = ud〈∆ÃF̃n−2

u δhh−1〉 − u〈D̃u(∆Ã)F̃n−2
u δhh−1〉

+u(u− 1)〈∆ÃF̃n−2
u

[
∆Ã, δhh−1

]
〉

= ud〈∆ÃF̃n−2
u δhh−1〉 − u〈 d

du
(F̃u)F̃n−2

u δhh−1〉

+u(u− 1)〈∆ÃF̃n−2
u

[
∆Ã, δhh−1

]
〉,

donde en la segunda igual se utilizó la relación (B.2), cuya deducción está en el
apéndice B. Teniendo en cuenta esto, integrando por partes, y volviendo a parametrizar
en t, con un poco de álgebra se obtiene

(n− 1)

∫ 1

0
dt(1− t)〈∆AFn−2

t h−1D(δhh−1)h〉

= −(n− 1)

∫ 1

0
duu〈∆ÃF̃n−2

u D(δhh−1)〉

= −(n− 1)d

(∫ 1

0
dt(1− t)〈∆AFn−2

t h−1δh〉
)
− 〈Fn−1

t h−1δh〉 +
∫ 1

0
dt〈Fn−1

t h−1δh〉

+(n− 1)

∫ 1

0
dt(t− 1)t〈∆AFn−2

u

[
∆A, h−1δh

]
〉.
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Por todo esto, la variación δSgWZW seŕıa

δSgWZW = −n(n− 1)

∫

M

〈{∫ 1

0
tdt∆AFn−2

t −
∫ 1

0
tdt∆ÃF̃n−2

t

}
δA
〉

−n
∫

M

{∫ 1

0
dt〈Fn−1

t h−1δh〉 + (n− 1)

∫ 1

0
dt(t− 1)t〈∆AFn−2

t

[
∆A, h−1δh

]
〉
}

+n(n− 1)

∫

∂M

{∫ 1

0
dt(1 − t)〈∆AFn−2

t h−1δh〉
}
, (6.4)

donde ∂M es el borde de la variedadM y tiene dimensión 2n−3. La primera integral
de (6.4) da cuenta de la variación en los campos que intervienen en δA, la segunda
integral en aquellos que intervienen en δh y la tercera integral es un término de
borde que contiene solamente la variación δh.

Conviene en este punto, antes de mostrar las ecuaciones de campo que se derivan
de (6.4), detenerse a analizar una sutileza respecto al término de borde. Este término
de borde aparece porque la variación de la transgresión es de la forma

δT2n−1 = d(C + dB),

con C una 2n − 2-forma y B una 2n − 3-forma, ambas dos g-valuadas, donde g es
el álgebra de Lie del grupo gauge G. Uno estaŕıa tentado a descartar el término dB
ya que d2 = 0. Sin embargo, SgWZW se define como la integral de una transgresión
en una variedad con borde, con ese borde siendo el espacio-tiempo en el cual uno
está interesado, el cual también puede tener un borde4. En ese caso, el término dB
podŕıa contribuir como término de borde de la variedad borde del espacio-tiempo.

Dada una acción S la cual es una funcional de un conjunto de campos denotados
por φ y definida en cierta variedad espacio-tiempo M , su variación es esquemática-
mente de la forma

δS =

∫

M

(E.C.)δφ +

∫

∂M

Bδφ,

donde (E.C.) son las ecuaciones de campo de Euler-Lagrange y la segunda integral
representa términos que aparecen asociados a a la variedad borde ∂M . Una teoŕıa
está definida cuando se dan la acción y las condiciones de borde. Entonces, o bi-
en el término de borde se anula cuando son impuestas las condiciones de borde, o
bien se deben agregar términos de borde a la acción inicial para que la misma sea
efectivamente estacionaria cuando valen las ecuaciones de campo y las condiciones
de borde son satisfechas. Es por ende importante que las condiciones de borde sean

4J.A. Wheeler una vez dijo [68]: ’Physics must be in the end law without law. Its undergirding
must be a principle of organization that is no organization at all. In all of mathematics, nothing of
this kind more obviously offers itself than the principle that the boundary of the boundary is zero.
That this principle must pervade physics, as it does–is that the only way that nature has to signal
to us a construction without a plan, a blueprint for physics that is the very epitome of austerity?’.
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escogidas para que el problema variacional no esté ni sobredeterminado ni tampoco
subdeterminado. Esto es algo similar al término de borde de Gibbons-Hawking-York
que debe agregarse a la acción de Einstein-Hilbert para que el principio variacional
quede bien definido cuando el espacio-tiempo es una variedad con borde [70, 71], e
incluso para poder definir una termodinámica para un agujero negro. Es interesante
que en los trabajos anteriores de transgresiones como teoŕıas de gravedad [7, 69] el
borde del borde no se tomó que vaĺıa cero y eso dejó bien definida las cargas con-
servadas de la teoŕıa teniendo bien definidas cantidades termodinámicas de agujeros
negros también en esos casos.

Para el caso de la acción (6.2), el término de borde se anula si uno requiere que
h esté fijo en el borde ∂M , es decir δh

∣∣
δM

= 0, sin ningún requerimiento para los
campos en A. En este caso, y tomando como independientes los campos en A y h,
las ecuaciones de campo para la acción gWZW será la anulación los términos entre
paréntesis curvos de las dos primeras integrales de la variación (6.4), es decir

〈{∫ 1

0
tdt(A−Ah)Fn−2

t +

∫ 1

0
(1− t)dt(Ah−1 −A)F̃n−2

t

}
δA
〉

= 0

∫ 1

0
dt
{
〈Fn−1

t h−1δh〉 + (n− 1)(t− 1)t〈∆AFn−2
t

[
∆A, h−1δh

]
〉
}

= 0 (6.5)

Las ecuaciones de campo en dimensión arbitraria se vuelven prácticamente inmane-
jables anaĺıticamente. Es por eso que en la sección 6.3 se va estudiar el caso particular
de las ecuaciones de campo (6.5) en dimensión D = 2 donde las ecuaciones son más
tratables.

6.3. Ecuaciones de Campo gWZW en Dimensión D = 2

En la sección 6.2 se ha visto cómo llegar a las ecuaciones de campo a partir de la
acción (6.2). Se va a ver en esta sección qué forma expĺıcita tienen esas ecuaciones
en dimensión D = 2 para dos grupos gauge: el grupo SU(2) y el grupo SO(2, 1). El
primer caso se tomará como un entrenamiento para el segundo, pudiendo este último
considerarse como un grupo espacio-temporal. En el caṕıtulo 7 se verán soluciones
de agujeros negros para este último grupo.

Antes que nada, se van a hallar las ecuaciones de campo en D = 2 para un grupo
gauge G genérico. El caso D = 2 corresponde a n = 2 para la acción (6.2). Por lo
tanto, las ecuaciones de campo son

〈
1

2

{
(A−Ah) + (Ah−1 −A)

}
δA
〉

= 0

∫ 1

0
dt
{
〈Fth

−1δh〉 + (t− 1)〈∆A
[
∆A, h−1δh

]
〉
}

= 0.

Estas ecuaciones se pueden simplificar un poco. Por un lado, se tiene
∫ 1

0
dt〈Fth

−1δh〉 =
∫ 1

0
dt〈(tF+(1−t)Fh+t(t+1)∆A)h−1δh〉 = 1

2
〈(F+Fh−1

3
∆A)h−1δh〉.
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Por otro lado,

∫ 1

0
(1− t)tdt〈∆A

[
∆A, h−1δh

]
〉 = 2

∫ 1

0
(t− 1)tdt〈∆A2h−1δh〉 = −1

3
〈∆A2h−1δh〉.

La cantidad δhh−1 es un elemento del álgebra de Lie g del grupo gauge G, lo mismo
para el potencial 1-forma A, por lo tanto, si los generadores {Ja} de G cumplen que
〈JaJb〉 sea invertible, se llega a las ecuaciones de campo en dimensión dos

Ah−1 −Ah = 0,

Fh + F − 1

2
[Ah −A,Ah −A] = 0, (6.6)

donde se utilizó que ∆A2 = 1
2 [∆A,∆A] para la segunda ecuación. Para uso posterior

en este trabajo, es conveniente expresar las ecuaciones de campo (6.6) de otra forma.
Para esto, primero se puede notar que

Ah −Ah−1
= h−1Ah+ h−1dh− hAh−1 − hdh−1

= h−1
(
Ah2 − h2A+ dhh+ hdh

)
h−1

= h−1D(h2)h−1,

donde en la segunda igualdad se utilizó que hdh−1 = −dhh−1, y en la última igualdad
la definición de derivada covariante D(. . .) = d(. . .) + [A, . . .]. Es por esto, que la
primera ecuación de campo (6.6) implica D(h2) = 0, dada la invertibilidad de h.

Por la misma definición de derivada covariante se puede ver

A−Ah = h−1Ah+ h−1dh−A
= h−1 (Ah− hA+ dh) = h−1Dh,

y, por lo tanto,

1

2
[Ah −A,Ah −A] = (Ah −A)2 = (h−1Dh)2.

Esto último indica que la segunda ecuación de campo (6.6) implica F + Fh −
(h−1Dh)2 = 0.

Con estas consideraciones, las ecuaciones de campo (6.6) quedan

D(h2) = 0 (6.7)

Fh + F − (h−1Dh)2 = 0. (6.8)

Aqúı puede verse que las ecuaciones (6.7) se simplifican considerablemente si se toma
el ansatz

h2 = C

F = −Fh, (6.9)
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donde C es una matriz 2×2 constante. La segunda condición de (6.9) es una condición
que se llamará anti-auto-dualidad. Más adelante, en la sección 7.1, se verá que la
solución compatible con un agujero negro en dimensión 1 + 1 es un caso particular
del ansatz (6.9).

Visto esto, se puede pasar ahora a estudiar grupos gauge sencillos para estas
ecuaciones, en particular el grupo SU(2) y, en mayor detalle, el grupo SO(2, 1).

6.3.1. Grupo SU(2)

Se deducirán aqúı, expĺıcitamente, las ecuaciones de campo (6.6) para el caso del
grupo no abeliano más simple: el grupo SU(2). Para esto, será necesario establecer
algunas convenciones que serán de ayuda para representar elementos del grupo SU(2)
y de su álgebra su(2). La representación de este grupo y del álgebra se puede hacer
con matrices 2× 2 a partir de las matrices de Pauli {σ1, σ2, σ3}, a saber

σ1 =

(
0 1
1 0

)
, σ2 =

(
0 −i
i 0

)
, σ3 =

(
1 0
0 −1

)
, (6.10)

y la matriz identidad

I =

(
1 0
0 1

)
.

Las matrices de Pauli, además de ser hermı́ticas5, tienen las siguientes propiedades
que pueden verificarse directamente

σiσj = δijI + iεijkσk

{σi, σj} = 2δij

[σi, σj ] = 2iεijk

σiσjσk = iεijkI + δijσk − δikσj + δjkσi. (6.11)

Un elemento genérico h ∈ SU(2) puede escribirse de la forma

h = h0I + hiσi = h0I + i
−→
h · −→σ , con (h0)2 +

−→
h · −→h = 1,

donde en la segunda igualdad se definió
−→
h ≡ (h1, h2, h3), −→σ ≡ (σ1, σ2, σ3) y el

producto punto (·) se toma notacionalmente como el producto escalar convencional
de vectores. También se puede escribir h en forma exponencial, tendiendo en cuenta
que las matrices de Pauli (6.10) son los generadores del álgebra su(2). En efecto,

h = eiθ
−→n−→σ = cos θ + i−→n · −→σ sin θ, con −→n · −→n = 1.

El potencial 1-forma y el tensor curvatura 2 son ambos su(2)-valuados y se pueden
escribir como

A = i
−→
A · −→σ ,

F = i
−→
F · −→σ ,

5Una matriz A es hermı́tica si A† = A y anti-hermı́tica si A† = −A.
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donde aqúı también se organizaron las tres 1-formas reales del potencial {Ai} y las

tres 2-formas del tensor curvatura {F i} de manera vectorial
−→
A ≡ (A1, A2, A3),

−→
F ≡

(F 1, F 2, F 3), respectivamente. Hay que notar que la representación del potencial y
del tensor curvatura se tomaron ambas anti-hermı́ticas. Utilizando las propiedades
de conmutación de las matrices de Pauli (6.11) y que F = dA+A2 se tiene

F i = dAi + εijkAjAj o
−→
F = d

−→
A +

−→
A ×−→

A,

donde se toma el operador (. . . × . . .) como el producto vectorial usual. Si se tiene
una 0-forma α evaluada en el álgebra, entonces se puede escribir α = i−→α · −→σ , donde
las {αi} son 0-formas reales. Se puede escribir la derivada covariante como

Dα = dα+ [A,α] = iD−→α · −→σ con D−→α ≡ d−→α + 2
−→
A ×−→α .

Con todo esto, y con un poco de álgebra, se puede escribir Ah como

Ah = (h0I − ihiσi)(iAjσj)(h0I + ihkσk) + (h0I − hiσi)(dh0I + dhiσi)

= i
(
(h0)2

−→
A + 2h0(

−→
h ×−→

A ) + 2(
−→
h · −→A )

−→
h − (

−→
h · −→h )

−→
A + h0d

−→
h − dh0

−→
h + (

−→
h × d

−→
h )
)
· −→σ ,

donde en la segunda igualdad se utilizaron las propiedades de las matrices de Pauli
(6.11). Se halla Ah−1

a partir de lo anterior dando

Ah−1
= i
(
(h0)2

−→
A − 2h0(

−→
h ×−→

A ) + 2(
−→
h · −→A )

−→
h − (

−→
h · −→h )

−→
A − h0d

−→
h + dh0

−→
h + (

−→
h × d

−→
h )
)
·−→σ .

Se puede comprobar directamente que los resultados dicen que Ah como Ah−1

pertenecen al álgebra su(2), como debeŕıa ser. Se obtiene de esta forma la primera
ecuación de campo (6.6), a saber

Ah −Ah−1
= i
(
4h0(

−→
h ×−→

A ) + 2h0d
−→
h − 2dh0

−→
h
)
· −→σ = 0,

pudiéndose escribir también

h0D
−→
h − dh0

−→
h = 0, (6.12)

donde la derivada covariante D
−→
h se definió más arriba.

Para hallar la segunda ecuación de campo (6.6), primero hay que tener en cuenta
que

Ah −A = i
(
(1 + (h0)2)

−→
A + 2h0(

−→
h ×−→

A ) + 2(
−→
h · −→A )

−→
h − (

−→
h · −→h )

−→
A + h0d

−→
h

−dh0−→h + (
−→
h × d

−→
h )
)
· −→σ

= i
(
2h0(

−→
h ×−→

A ) + 2(
−→
h · −→A )

−→
h − 2(

−→
h · −→h )−→A + h0d

−→
h − dh0

−→
h + (

−→
h × d

−→
h )
)
· −→σ

= i
(
2(
−→
h · −→A )

−→
h − 2(

−→
h · −→h )−→A + (

−→
h × d

−→
h )
)
· −→σ ,
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donde en la segunda igualdad se tuvo en cuenta que (h0)2+
−→
h ·−→h = 1 y en la tercera

se tomó en cuenta la primera ecuación de campo (6.12). Si se toma en cuenta la
fórmula de producto vectorial doble

−→
A × (

−→
B ×−→

C ) =
(−→
A · −→C

)−→
B −

(−→
A · −→B

)−→
C , (6.13)

se llega finalmente a

Ah −A = i
(
2
−→
h ×−→

h ×−→
A + (

−→
h × d

−→
h )
)
· −→σ

= i
(−→
h × (2

−→
h ×−→

A + d
−→
h )
)
· −→σ

= i
(−→
h ×D

−→
h
)
· −→σ ,

donde en la última igualdad se utilizó la definición de D
−→
h dada más arriba. De esta

forma [
Ah −A,Ah −A

]
= −(

−→
h ×D

−→
h )i(

−→
h ×D

−→
h )j

[
σi, σj

]

= −2i
(
(
−→
h ×D

−→
h )× (

−→
h ×D

−→
h )
)
· −→σ ,

donde en la segunda igualdad se utilizó las propiedades de conmutación de las ma-
trices de Pauli (6.11). De forma similar a como se calculó Ah, se puede calcular Fh,
dando

Fh = (h0I − ihiσi)(iF jσj)(h0I + ihkσk)

= i
(
(h0)2

−→
F + 2h0(

−→
h ×−→

F ) + 2(
−→
h · −→F )

−→
h − (

−→
h · −→h )−→F

)
· −→σ

= i
(−→
F + 2h0(

−→
h ×−→

F ) + 2(
−→
h · −→F )

−→
h − 2(

−→
h · −→h )

−→
F
)
· −→σ

= i
(−→
F + 2h0(

−→
h ×−→

F ) + 2
−→
h × (

−→
h ×−→

F )
)
· −→σ ,

donde en la tercera igualdad se utilizó (h0)2 +
−→
h · −→h = 1 y en la última el producto

vectorial doble (6.13). Con todo esto, llegamos a que la segunda ecuación de campo
(6.12) se puede escribir como

i
(
2
−→
F + 2h0(

−→
h ×−→

F ) + 2
−→
h × (

−→
h ×−→

F ) + (
−→
h ×D

−→
h )× (

−→
h ×D

−→
h )
)
· −→σ ,

que se puede reformular quedando

−→
F + h0(

−→
h ×−→

F ) +
−→
h × (

−→
h ×−→

F ) +
1

2
(
−→
h ×D

−→
h )× (

−→
h ×D

−→
h ) = 0. (6.14)

Las ecuaciones de campo (6.12) y (6.14) son bastante complicadas de resolver para
casos generales de los campos que componen A y h. Si bien en este trabajo no
va en esa dirección, podŕıa explorarse si existen soluciones a esta ecuación, incluso
configuraciones de solitones, que podŕıan tener alguna aplicación en el efecto Hall
cuántico y en materia condensada [72]. Por lo tanto, este ejemplo para el modelo
gWZW para el grupo SU(2) se tomará como un paso previo para pasar al grupo
espacio-temporal relacionado, es decir el grupo SO(2, 1).
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6.3.2. Grupo SO(2, 1)

Ya se vio en la sección 6.3.1 un ejemplo de cómo obtener expĺıcitamente las
ecuaciones de campo para las acciones gWZW para un grupo gauge no abeliano
sencillo como el SU(2). Si se quiere que las acciones gWZW se comporten como
una teoŕıa de gravedad lo más sencilla posible, se puede utilizar un grupo gauge
espacio-temporal similar como, por ejemplo, el SO(2, 1).

Se van a utilizar algunas convenciones para que el procedimiento a seguir para
derivar las ecuaciones de campo sea lo más parecido posible al caso del grupo gauge
SU(2). Es conveniente para esto utilizar una representación adecuada de los gen-
eradores del grupo SO(2, 1). Los mismos se representan por Jab con a, b ∈ 0, 1, 2 y
deben cumplir las reglas de conmutación (5.14), es decir

[Jab, Jcd] = ηbcJad − ηacJbd − ηdaJcb + ηdbJca, (6.15)

con ηab = (−,+,+). Pueden elegirse los generadores Jab de forma que sean múltiplos
de las matrices de Pauli (6.10). En efecto, asignando

J01 =
1

2
σ2 , J20 =

1

2
σ1 , J12 = i

1

2
σ3,

se puede comprobar directamente que verifican el álgebra (6.15) de SO(2, 1). Uno
puede re-etiquetar los generadores Jab de la forma6 Ja = εabcJbc y Ja = ηabJ

b, y de
esta forma

J0 = iσ3 , J1 = −σ1 , J2 = −σ2.

El álgebra del grupo (6.15), con esta convención, tienen las siguientes propiedades

JaJb = ηabI − εabcJ
c

[Ja, Jb] = −2εabcJ
c

{Ja, Jb} = 2ηabI

JaJbJc = ηabJc − ηacJb + ηbcJa − εabcI. (6.16)

De esta forma, haciendo algunas cuentas, puede escribirse un elemento h del grupo
SO(2, 1) como

h = eβ
aJa = cosh βI +

βa

β
sinh βJa,

donde βa = ηabβ
b y β2 ≡ βaβ

a. Definiendo λ ≡ cosh β y αa ≡ βa

β sinhβ, se puede
escribir

h = λI + αaJa, con λ2 − α2 = 1,

6Aqúı se utiliza la convención ε012 = −ε012 = 1, cambiando el signo por cada permutación de
{0, 1, 2}.
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donde αa = ηabα
b y α2 = αaαa. El potencial gauge 1-forma y tensor de curvatura

2-forma, se pueden escribir como

A = AaJa = A · J,
F = F aJa = F · J,

dondeAa es una 1-forma y F a una 2-forma, y se definió el producto escalar minkowskiano
como V ·W = V aWa. Como F = dA+A2, entonces

F = dAaJa +AaAbJaJb = (dAa −AbAcεbcdη
da)Ja = (dAa − (A×A)a)Ja,

donde en la segunda igualdad se utilizó la primera de las propiedades (6.16) de
las matrices Ja y se definió el producto vectorial minkowskiano como (V ×W )a =
ηadεbcdV

bW c = εabcVbWc. Si uno tiene una 0-forma evaluada en el álgebra so(2, 1)
escrita como α = αaJa, entonces la derivada covariante se puede escribir como

Dα = dα+ [A, α] = Dα · J con Dαa = dαa − 2(A× α)a.

Para derivar expĺıcitamente la primera ecuación de campo (6.6), se debe escribir el
elemento Ah. Utilizando que h−1 = λI − αaJa, se puede calcular

h−1Ah = (λI − αaJa)A
b(λI + αcJc) = λ2AaJa + λAbαc [Jb, Jc]− αaαbαcJaJbJc

=
(
(λ2 + α2)Aa − 2λ(A× α)a − 2(A · α)αa

)
Ja,

donde en la última igualdad se utilizaron las propiedades (6.16) de las matrices Ja.
Por otro lado, usando las propiedades (6.16) se obtiene

h−1dh = (λI − αaJa)(λI + αbJb) = (λdαa − dλαa + (α× dα))a)Ja.

Con esto,

Ah =
(
(λ2 + α2)Aa − 2λ(A× α)a − 2(A · α)αa + λdαa − dλαa + (α× dα)

)
Ja.

De manera bastante similar puede calcularse

Ah−1
=
(
(λ2 + α2)Aa + 2λ(A× α)a − 2(A · α)αa − λdαa + dλαa + (α× dα)

)
Ja.

Por lo tanto, la primera ecuación de campo (6.6) se puede escribir como

Ah −Ah−1
= (−4λ(A× α)a + 2λdαa − 2dλαa) Ja = 0.

Utilizando la forma de la derivada covariante de la 0-forma α, la primera ecuación
de campo se puede escribir como

λDαa − dλαa = 0. (6.17)
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Para llegar a la segunda ecuación de campo (6.6), conviene notar que

Ah −A =
(
2α2Aa − 2λ(A × α)a − 2(A · α)αa + λdαa − dλαa + (α× dα)

)
Ja

=
(
2α2Aa − 2(A · α)αa + (α× dα)

)
Ja,

donde en la primera igualdad se utilizó que λ2 −α2 = 1 y en la segunda igualdad se
usó la primera ecuación de campo (6.17). Esta expresión puede simplificarse teniendo
en cuenta que

(α×Dα)a = (α× dα)a − 2(α× (A× α))a

= (α× dα)a − 2ηabεdbcε
d
fgα

cαcαgAf

= (α× dα)a − 2(A · α)a + 2α2Aa,

donde en la última igualdad se utilizó la contracción del tensor de Levi-Civita εdbcε
d
fg

(ver apéndice A). Es por esto que

Ah −A = (α×Dα)aJa.

Por lo tanto,

1

2

[
Ah −A,Ah −A

]
=

1

2
(α×Dα)a(α×Dα)b [Ja, Jb]

= −ηadεdbc(α×Dα)b(α ×Dα)cJa

= −((α×Dα)× (α×Dα))aJa.

Análogamente a como se halló Ah, puede verse que

Fh = h−1Fh =
(
(λ2 + α2)F a − 2λ(F × α)a − 2(F · α)αa

)
Ja,

y, por lo tanto,

F + Fh = h−1Fh =
(
2λ2F a − 2λ(F × α)a − 2(F · α)αa

)
Ja.

Entonces, la segunda ecuación de campo (6.6) se escribe como

2λ2F a − 2λ(F × α)a − 2(F · α)αa + ((α ×Dα)× (α×Dα))a = 0. (6.18)

Puede verse que las ecuaciones de campo (6.17) y (6.18) para el grupo gauge SO(2, 1)
son complicadas de resolver anaĺıticamente de manera general, ya que, en reali-
dad, son nueve ecuaciones diferenciales no lineales en derivadas parciales que están
acopladas. Por lo tanto, en vez de resolverlas, se buscará un objetivo más modesto.
Se comprobará si estas ecuaciones permiten que exista alguna solución de agujero
negro ya que, de esta forma, puede verse mejor cómo se comporta este modelo de
juguete como teoŕıa de gravedad. Esto último será el tema del caṕıtulo 7.
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Caṕıtulo 7

Soluciones de Agujeros Negros
para el modelo g-WZW

En el caṕıtulo 6 se ha visto cómo obtener una acción gWZW, aplicada a var-
iedades de dimensión par, a partir de una forma de transgresión en una variedad de
dimensión mayor impar. Se dedujeron alĺı las ecuaciones de campo variacionalmente
para dimensión genérica D = 2n− 2 y en particular para dimensión D = 2. En este
último caso, se vieron expĺıcitamente las ecuaciones de campo para grupos gauge
SU(2) y SO(2, 1), pudiendo ser estas ecuaciones con el grupo SO(2, 1) un modelo
gravitacional sencillo en dimensión 1+1. Sin embargo, a pesar de estar en dimensión
D = 2, se mostró que las ecuaciones de campo son complicadas de resolver en forma
genérica. Sin embargo, si este modelo pretende ser mostrado como una teoŕıa de
gravedad, debeŕıa presentar soluciones convencionales de Relatividad General, como
agujeros negros.

Como se hab́ıa mencionado en la sección 3.3, los agujeros negros no son solamente
una solución particular de Relatividad General, aparecen en casi todas las teoŕıas
de gravedad. A su vez, los agujeros negros son objetos fundamentales y bastante
simples f́ısicamente en el sentido que solamente pueden describirse con cantidades
como masa, momento angular y carga. Es importante también que los agujeros
negros relacionan su termodinámica con Teoŕıa de la Información [52].

Es por esto que en este caṕıtulo no se va a tratar solamente de un agujero negro
como solución del modelo de gravedad gWZW, sino que se derivarán también su
masa y su entroṕıa a través de un par de métodos, para entender mejor la f́ısica a la
que corresponde dicho modelo. La idea de que los conceptos termodinámicos pueden
aplicarse a agujeros negros se remonta al año 1973 con los trabajos de Bekenstein
por un lado [73], y Hawking, Bardeen y Carter por el otro [74]. Como clásicamente
los agujeros negros tienden a absorber toda la materia que se encuentre demasiado
cerca del mismo, entonces, para no violar la segunda ley de la termodinámica1, éste

1Básicamente se dirá que, según la Termodinámica Clásica, la segunda ley de la termodinámica
es la que afirma que la entroṕıa del Universo debe aumentar o ser constante (esto último solamente
para un proceso reversible) [75]. Esto quiere decir, desde el punto de vista de la Mecánica Estad́ıstica,

109
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debe tener entroṕıa. Si no fuera el caso, se podŕıa disminuir la entroṕıa del Universo
tirando masa al agujero negro, violando aśı la segunda ley de la termodinámica.
Estos autores mostraron que la entroṕıa de un agujero negro Sbh de masa M debe
ser proporcional al área del horizonte de sucesos A (ver sección 3.3) dividido la
constante de Planck, es decir2

Sbh =
kAc3

4G~
, (7.1)

donde k es la constante de Boltzmann, G es la constante de Newton, c es la veloci-
dad de la luz. En 1974, Hawking mostró, utilizando argumentos de Teoŕıa Cuántica
de Campos, que un agujero negro no es tan negro sino que deb́ıa emitir al exteri-
or [76]. Esto hace que el agujero negro tenga una temperatura asociada, llamada
temperatura de Hawking TH , que puede hallarse como

TH =
~c3

kGM
. (7.2)

Desde el punto de vista de la escala cotidiana, un agujero negro astronómico normal
tiene una temperatura muy baja, mucho más baja que la temperatura que puede
reproducirse actualmente en un laboratorio. Sin embargo, su entroṕıa es extremada-
mente grande, por ejemplo un agujero negro de una masa solar tiene mucha más
entroṕıa que la que tiene el Sol en su momento actual del ciclo estelar. Es decir,
los agujeros negros tienen una gran cantidad de microestados accesibles para de-
scribirlos y esto es bastante sorprendente ya que, debido a los teoremas ’no hair’, los
agujeros negros son macroscópicamente simples y pueden tener unos pocos microes-
tados. Se debe poder hacer alguna clase de conteo microscópico de estados cuánticos
de un agujero negro (similar a lo que se hace con un gas cuántico), pero para esto se
necesitaŕıa tener una Teoŕıa Cuántica de Gravedad. Existen sugerencias en Teoŕıa de
Cuerdas que apuntan en esta dirección y que exploran el principio holográfico [77].
La Teoŕıa Cuántica de Lazos, la otra teoŕıa candidata para cuantizar la gravedad,
también ofrece algunos cálculos de entroṕıa de agujeros negros [78].

En lo que se refiere a teoŕıas clásicas de gravedad, como gravedades de Chern-
Simons o transgresiones, existen trabajos que toman en cuenta la termodinámica
de agujeros negros [79, 6, 7], calculando temperatura y entroṕıa con aproximaciones
semi-clásicas de métodos de Teoŕıa Cuántica de Campos a Temperatura Finita [82].
En este caṕıtulo, se utilizarán estos métodos para hallar la enerǵıa (la masa) y la
entroṕıa de la solución de agujero negro del modelo gWZW. Sorprendentemente, al
menos al principio, ambas cantidades dan nulas. También se hallará la masa de este
agujero negro por otro método, la carga de Noether conservada, y se verificará que
también da nula. Al final del caṕıtulo, se procederá a discutir los resultados obtenidos
dando una posible explicación a los mismos.

que la cantidad de información que se tiene del Universo debe ser cada vez menor [62].
2Para esta parte del caṕıtulo se están usando unidades del Sistema Internacional.
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7.1. Agujero Negro gWZW

Utilizando un grupo espacio-temporal como el SO(2, 1), y con las ecuaciones
de campo encontradas en la sección 6.3.2, se puede proceder a buscar una solución
a dichas ecuaciones. Pero, como se ha indicado en el caṕıtulo 6, las ecuaciones de
campo deducidas alĺı son bastante complicadas de manejar y resolver. Por lo tanto,
en vez de resolverlas en forma genérica, se seguirá la estrategia de asumir una métrica
de agujero negro determinada en dimensión 1 + 1.

Los agujeros negros en dimensión 1 + 1 fueron introducidos clásicamente por
Callan, Giddings, Harvey y Strominger [80]. Estos agujeros negros aparecen en el
marco de un modelo de juguete donde se acopla gravedad con un dilatón3 y materia
conforme. A estos agujeros negros los llamó ’evanescentes’ ya que la materia colap-
sante emite toda la enerǵıa antes que pueda ocurrir la formación de un horizonte
de sucesos. Por otro lado, Edward Witten mostró que existen agujeros negros como
solución de una teoŕıa de campos conforme en dos dimensiones [81]. Utilizando una
teoŕıa gWZW para un grupo de simetŕıa SL(2,R)/U(1) como un modelo en Teoŕıa
de Cuerdas, Witten da una interpretación de agujero negro a la métrica ds de forma
similar a

ds2 = − tanh(γr)2dt2 + dr2, (7.3)

donde t es la coordenada temporal, r es la coordenada espacial y γ es una constante
arbitraria4. En este trabajo se utilizará esta métrica como la de un agujero negro
1 + 1 y en el apéndice D se muestra la interpretación espacio-temporal del mismo.

Lo que se hará ahora es verificar si existen soluciones de esta forma en el modelo
de gravedad gWZW para dimensión D = 2 con grupo de simetŕıa SO(2, 1). Primero,
se le va a dar una interpretación a las componentes del potencial 1-forma A si (7.3)
fuera la métrica espacio-temporal. Para hacer esto, hay que observar que el vielbein
es

e0 = tanh(γr)dt, (7.4)

e1 = dr. (7.5)

Si se toma la torsión nula, se puede hallar la uno-forma de conexión ω01 v́ıa T a =
dea + ωa

b e
b (ver sección 2.4). De esta forma se obtiene

ω01 =
γ

cosh(γr)2
dt. (7.6)

Ya que el grupo SO(2, 1) es el grupo de de-Sitter para D = 2, puede pasarse por
contracción al grupo de Poincaré (ver sección 5.2.1) siendo natural asociar las com-
ponentes del potencial 1-forma con el vielbein y la conexión ω01 según (5.16). En

3Brevemente se dirá que un dilatón es un campo escalar que aparece como resultado de una
compactificación dimensional, como la de Kaluza-Klein. Esto tiene como interpretación que las
constantes de acoplamiento no sean constantes y se vuelvan dinámicas.

4En el trabajo de Witten se tomó γ = 1, aqúı por generalidad se toma γ constante genérica.
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este caso5

A01 = ω01,

A02 = e0,

A12 = e1.

Para hallar Aa, hay que notar que como Ja = εabcJbc entonces

εaefJ
a = εaef ε

abcJbc,

esto hace, utilizando la contracción de εaef ε
abc mostrada en el apéndice A,

Jbc = −1

2
εbcaJ

a = −1

2
εbcaη

adJd.

Por lo tanto,

A =
1

2
AabJab = −1

4
Abcεdbcη

daJa,

o sea,

Aa = −1

4
εbcdη

adAbc = −1

4
εabcAbc.

Para las asignaciones tomadas, esto quiere decir

A0 =
1

2
e1 =

1

2
dr,

A1 =
1

2
e0 =

1

2
tanh(γr)dt,

A2 = −1

2
ω01 = − γ

2 cosh2(γr)
dt. (7.7)

Utilizando la identificación (5.18) del tensor 2-forma F ab con Rab y con T a, se tiene

F 01 = R01 − e0e1,

F 02 = T 0,

F 12 = T 1.

Análogamente a lo hecho con Aa, se tiene que

F a = −1

4
εbcdη

adF bc = −1

4
εabcFbc,

y, por lo tanto,

F 0 =
1

2
T 1,

F 1 =
1

2
T 0,

F 2 = −1

2
(dω01 − e0e1), (7.8)

5Notar que aqúı se tomó la convención de hacer la constante de escala l igual a la unidad.
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donde se utilizó en la última igualdad que R01 = dω01.
Una vez asignados los valores del potencial 1-forma A y el tensor 2-forma F ,

para hallar las {αa} que cumplen las ecuaciones de campo , se sustituye (7.7) y (7.8)
en (6.17) y (6.18). Si se quiere ver el resultado de esta sustitución y la deducción de
la solución de dichas ecuaciones para ciertos casos particulares, se puede consultar
el apéndice E. No se encontraron soluciones para el caso λ 6= 0, solamente existen
soluciones para λ = 0. En este último caso, hay dos posibles conjuntos de valores
para {αa}, que son 




α0 = ±
√
(α1)2 + 1

α1 = C
tanh(γr)

α2 = 0

(7.9)

y 



α0 = ±
√
(α2)2 + 1

α1 = 0

α2 = D cosh(γr)e
1

8γ2
cosh(2γr)

(7.10)

donde C y D son constantes arbitrarias. Utilizando el teorema de Noether y métodos
Termodinámica de agujeros negros, se puede hallar la masa y entroṕıa asociada a los
mismos. Eso es lo que se hará en las siguientes secciones y se mostrará que (7.9) es
una solución de agujero negro con masa y entroṕıa nulas. Si se considera el conjunto
de soluciones (7.10), utilizando los métodos de las siguientes secciones, dan una masa
y enerǵıa infinita, descartándolas como posibles soluciones con una f́ısica adecuada
para agujeros negros.

Es interesante observar que la solución (7.9) es una solución particular con λ = 0.
Si tenemos en cuenta que en ese caso h = αaJa, entonces esa condición quiere decir
que h2 = −I, con I la matriz identidad 2 × 2. Además, como la torsión es cero,
F 0 = F 1 = 0 y en la solución α2 = 0, (7.9) es un caso particular de una condición
más general: F ·α = 0. Esto último es equivalente, cuando λ = 0, a Fh = −F o que
{F , h} = 0. Esto es la condición de anti-auto-dualidad vista en la sección 6.3 y, por
lo tanto, la solución (7.9) es una solución dentro del ansatz (6.9). Esto lo notamos
ya que más adelante podremos mostrar propiedades respecto a estas soluciones más
generales que la solución de agujero negro (7.9). Por ejemplo, se mostrará en la
sección 7.2 que la masa de una solución estática que cumpla (6.9) debe tener masa
nula (derivada a partir del teorema de Noether) y se verá en la sección 7.3 que la
acción eucĺıdea evaluada en la solución debe ser nula también.

7.2. Masa del Agujero Negro gWZW a Partir del Teo-
rema de Noether

En la sección 7.1 se mostró la solución (7.9) de los {αa} que dan como resultado
una métrica (7.3) agujero negro 1 + 1 para el modelo gWZW. En esta sección se
va a hallar la masa de este agujero negro utilizando el teorema de Noether, cuya
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derivación apropiada se encuentra en el apéndice C. Utilizando este teorema, la
corriente conservada es, según la ecuación (C.5),

?j = Ω−Θ− IξL − IξdB,

donde el significado de Ω, Θ y j están en el apéndice C. La carga de Noether Q se
define como

Q =

∫

N
?j, (7.11)

donde N corresponde a una capa de tiempo constante de la variedad M . Esta car-
ga tiene la particularidad de conservarse en el tiempo, es decir dQ

dt = 0. La masa

deducida del teorema de Noether será la carga conservada en el caso ξ = ∂
∂t .

Para el modelo gWZW estudiado, Ω es cero ya que L es invariante por difeo-
morfismos. Si se toma en cuenta las condiciones de borde descritas en la sección 6.2,
es decir h fijo en el borde, el término dB es nulo también. El término Θ aparece al
hacer las variaciones de L respecto a A y h, que según (6.4) para n = 2 se tiene

Θ = n(n− 1)

∫

∂M

{∫ 1

0
dt(1− t)〈∆Ah−1δh〉

}
,

el cual es cero en virtud de δh = Lξh = 0, con Lξ la derivada de Lie, ya que h es
independiente del tiempo.

Para hallar los términos restantes, hay que tener en cuenta que para la acción
(6.3) se tiene

IξS = κ

∫

Σ

1

3
Iξ〈(h−1dh)3〉 − κ

∫

M2

Iξ〈(A− h−1dh)Ah〉, (7.12)

Primero hay que notar que Iξ〈(h−1dh)3〉, ya que no hay componente según dt porque
h es independiente del tiempo. Por esta misma razón, se tiene

Iξ〈(A− h−1dh)Ah〉 = 〈(IξA− h−1dh)Ah〉 − 〈(A− h−1dh)IξAh〉
= 〈(IξA− h−1dh)Ah〉 − 〈(A− h−1dh)h−1(IξA)h〉,

donde en la primera igualdad se utilizó la propiedad de anti-derivación de la derivada
interior Iξ. Utilizando (7.7), que h no depende del tiempo t, y las propiedades de
{Ja}, se puede hallar que

IξA = IξA
aJa =

1

2
tanh(γr)J1 −

1

2

γ

cosh2(γr)
J2

h−1IξAh = (−IξAa − 2IξA
1α1 + 2IξA

0α0)Ja

= − tanh(γr)α1α0J0 − tanh(γr)

(
1

2
+ α1α1

)
J1 +

1

2

γ

cosh2(γr)
J2.
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Se puede ver además que en el caso λ = 0,

A− h−1dh = (Aa + (α× dα)a)Ja.

Por lo tanto, esto lleva a que, por un lado

〈(IξA)Ah〉 = 2(2 tanh(γr)A0α0α1 − 1

2
(α⊗ dα)2

γ

cosh2(γr)

= tanh(γr)α0α1dr − (α⊗ dα)2
γ

cosh2(γr)
,

y por el otro,

〈(A− h−1dh)IξA
h〉 = tanh(γr)α0α1dr − (α⊗ dα)2

γ

cosh2(γr)
.

Estos dos resultados hacen que, debido a (7.12), IξS = 0, la masa del agujero negro
a partir del teorema de Noether sea nula.

Como se mencionó al final de la sección 7.1, se puede mostrar que la masa de
Noether para una configuración independiente del tiempo y satisfaciendo la condi-
ción de anti-auto-dualidad debe ser cero. Para ver esto, primero hay que notar que
para una configuración independiente del tiempo se tiene que Θ = 0. La derivada
interior de la densidad lagrangiana IξL se puede escribir

IξL = IξT3(A,Ah) = 2Iξ

∫ 1

0
〈∆AFt〉

= Iξ〈∆AF +∆AFh − 1

3
∆A3〉

= Iξ〈∆A
[
F + Fh − 1

3
(h−1Dh)2

]
〉 = 0,

donde en la última igualdad se utilizó la condición anti-auto-dualidad y la segunda
ecuación de campo (6.6) que le corresponde: (h−1Dh)2 = 0. Por lo tanto, una con-
figuración con condición anti-auto-dualidad e independiente del tiempo tiene masa
de Noether nula. Se discutirá en la sección 7.4 una posible interpretación de este
resultado.

7.3. Termodinámica del Agujero Negro gWZW

Una vez mostrada la solución de agujero negro para el modelo gWZW (ver
sección 7.1), conviene, como se mencionó al principio de este caṕıtulo, estudiar las
propiedades termodinámicas del mismo. En esta sección se hará un procedimiento
estándar semi-clásico para obtener la entroṕıa a partir de la acción de agujero negro
[72].
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A modo de ilustración de este procedimiento, se considerará un campo escalar φ
en un espacio-tiempo minkowskiano de dimensión arbitraria D sometido a un cierto
potencial V (φ). La integral de caminos se puede escribir entonces como [47, 72, 32]

Z =

∫
Dφe i

~

∫
dDx{− 1

2
(∂φ)2−V (φ)}.

Uno puede hacer una rotación de Wick para pasar la integral de caminos a una
integral en un espacio eucĺıdeo, es decir haciendo idDx = dDEx ≡ dtEd

D−1x, donde
el sub́ındice E en el diferencial quiere decir que está definido en un espacio eucĺıdeo
y tE es el llamado tiempo eucĺıdeo. Entonces, la integral eucĺıdea se puede escribir
como

ZE =

∫
Dφe− 1

~

∫
ddx{ 1

2
(∂φ)2+V (φ)} =

∫
Dφe− 1

~

∫
dDxSE(φ), (7.13)

con SE ≡ 1
2(∂φ)

2 + V (φ) la acción eucĺıdea.

Para hallar la función de partición Z en Mecánica Estad́ıstica Cuántica para un
sistema con hamiltoniano H, se tiene que hacer

Z = tre−βH =
∑

n

〈n|e−βH |n〉, (7.14)

donde β = 1
kBT , con T la temperatura y kB la constante de Boltzmann. De aqúı en

adelante se utilizará la convención kB = 1. La representación integral de la evolución
entre un estado inicial |I〉 = |φi, ti〉 y un estado final |F 〉 = |φf , tf 〉 es

〈F |e−iT
~
H |I〉,

donde6 T = tf − ti. Esto es similar a (7.14) con la diferencia que el estado inicial |I〉
y final |F 〉 debe ser el mismo y β = iT (tomando unidades naturales ~ = 1). Esto
se puede resumir como

Z = tre−βH =

∫

CBP
Dφe−

∫ β

0
dtE

∫
ddxL[φ,∂φ], (7.15)

donde
∫
CBP es una integral con las condiciones de borde periódicas φ(~x, 0) = φ(~x, β).

Comparando (7.15) con (7.13) se puede ver que β es el peŕıodo del tiempo eucĺıdeo. Se
puede decir que, a grandes rasgos, Teoŕıa Cuántica de Campos eucĺıdea en dimensión
D es equivalente a Mecánica Estad́ıstica Cuántica en D − 1 dimensiones.

Dada acción eucĺıdea SE, si φ0 es una solución de las ecuaciones de campo
determinada de variar SE , entonces se cumple

δSE
δφ

∣∣∣∣
φ=φ0

= 0.

6No confundir el tiempo T = tf − ti con la temperatura T .
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Se puede hacer un desarrollo de SE alrededor de φ0, o sea

SE [φ] = SE [φ0] + S
(2)
E

[
φ̄
]
,

donde φ(x) = φ0(x) + ¯φ(x) y S
(2)
E

[
φ̄
]
es una funcional de orden cuadrático en ¯φ(x).

Esta aproximación hace que

Z = e−SE [φ0]

∫
Dφ̄e−S

(2)
E [φ̄].

Por lo tanto,

lnZ = −SE [φ0] + ln

∫
Dφ̄e−S

(2)
E [φ̄].

Por otro lado, se puede relacionar Z con las variables termodinámicas de entroṕıa
S y temperatura T a partir de

Z = e−βF ,

con F la enerǵıa libre de Helmholtz. Entonces7 lnZ ∼= −SE [φ0] = −βF y, como
F = E − TS = E − S

β , siendo E la enerǵıa, se tiene

SE [φ0] = βE − S.

Todo esto lleva a que

S = −
[
1− β

∂

∂β

]
SE [φ0] . (7.16)

Este método para hallar variables termodinámicas a partir de la acción eucĺıdea
evaluada cuando valen las ecuaciones de campo se conoce como aproximación
punto de silla.

Antes de seguir adelante, es posible detenerse en este punto para mostrar un
método heuŕıstico para hallar una temperatura asociada a un agujero negro en di-
mensión cuatro [72], cuya métrica suele tener la forma genérica

ds2 = −f(r)dt2 + dr2

f(r)
+ r2dΩ,

donde la función f(r) tiene una ráız en el horizonte denotado por r+, es decir f(r+) =
0, y dΩ representa el elemento de ángulo sólido. La idea básica es que si el campo
escalar se vuelve eucĺıdeo v́ıa una rotación de Wick con un peŕıodo β, entonces el
’cuanto’ asociado con el campo se comporta como si estuviera sumergido en un baño
de temperatura T = 1/β.

Se toma el tiempo eucĺıdeo tE tal que t = −itE, entonces

ds2 = f(r)dt2E +
dr2

f(r)
+ r2dΩ.

7Esto lo que quiere decir que a orden cero, la acción efectiva cuántica es igual a la acción clásica
evaluada donde valen las ecuaciones de campo clásicas [47].
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Ya que f(r+) = 0, se puede hacer un desarrollo alrededor de r+ como f(r) ∼=
(r − r+)f

′
+ con f ′+ la derivada de f respecto a r evaluada en r+. La métrica tiene

entonces la forma

ds2E = (r − r+)f
′
+dt

2
E +

dr2

(r − r+)f ′+
+ r2dΩ.

Eligiendo una nueva variable ρ de modo que

dρ =
dr√

f ′+(r − r+)
,

y escribiendo la métrica sin su parte angular, se tiene

ds2E = (
f ′+ρ

2
)2dt2E + dρ2 = ρ2dϕ2 + dρ2,

con ϕ = f+ρ
2 . Se quiere que el peŕıodo sea β para que haya una singularidad cónica

en el horizonte. La razón de esto es que la curvatura diverge en una singularidad
cónica, lo cual implica que la geometŕıa no es un extremo de la acción eucĺıdea y no
contribuye, por lo tanto, a la evaluación de punto de silla en la función de partición.
Entonces, esto implica que ϕ(β) − ϕ(0) = 2π. Por lo tanto, sustituyendo, se tiene

β =
4π

f ′+
. (7.17)

Para utilizar este método para hallar la temperatura de Hawking de un agujero
negro se pasa la métrica (7.3) a la forma

ds2 = −f(x)dt2 + dx2

f(x)
,

donde en este caso (ver apéndice D para detalles del cálculo)

f(x) = 1− e−2γx.

Aqúı el horizonte se puede decir que está en x+ = 0 y que f+ = 2γ. Por lo tanto,
utilizando (7.17) se llega al resultado

β =
2π

γ
,

con lo que la temperatura de Hawking T valdŕıa

T =
γ

2π
.

El argumento anterior se aplicaŕıa a una acción que incluya expĺıcitamente la
curvatura. Pero la acción (6.3) no incluye curvatura Rab ya que solamente incluye
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la conexión de spin ωab, no sus derivadas, por lo que la singularidad cónica en el
horizonte no implica que la acción es singular evaluada en esa configuración y, por lo
tanto, el peŕıodo β del tiempo eucĺıdeo no está restringido a ningún valor particular.
Esta situación es similar al caso de agujero negro extremal y, como se verá más
abajo en esta sección, la entroṕıa nula coincide también con la de un agujero negro
extremal.

Se puede aplicar ahora el método del punto de silla para hallar la masa (que
es la enerǵıa E) y la entroṕıa del agujero negro gWZW en dimensión D = 2. Para
esto hay que evaluar la versión eucĺıdea de la acción (6.3) en la solución (7.9).
El término correspondiente a

∫
Σ debeŕıa, en principio, requerir la extensión del

integrando de variedad de dos dimensionesM2 a la variedad Σ. Por ejemplo, se puede
bosquejar la geometŕıa del agujero negro 1 + 1 como una superficie tipo ’cigarrillo’
con la coordenada r a lo largo del cigarrillo y tE la coordenada angular alrededor
del mismo cerrándose en r = 0. Para extenderlo a la variedad tridimensional Σ,
puede considerarse una tercera coordenada que considere el interior del cigarrillo.
Sin embargo, esto no es necesario ya que la forma h−1dh no tiene componente según
dt, porque h es independiente del tiempo, y esto hace que

∫

Σ

1

3
〈(h−1dh)3〉 = 0,

al ser nulo el elemento de volumen.

Queda por evaluar el segundo término de (6.3). Utilizando los cálculos hechos en
las secciones 6.3.2 y 7.2, se puede ver que

〈(A− h−1dh)Ah〉 = 2ηab(A
a − (α× dα)a)(−Ab − 2(α · A)αb + (α× dα)b)

= 2ηab(A
a − (α× dα)a)(−2(α ·A)αb − (Ab − (α× dα)b))

= −4ηab(A
a − (α× dα)a)(α ·A)αb

= −4(α ·A)(α ·A) + 4((α × dα) · α)(α · A)

El primer término se anula debido a que α ·A es una 1-forma valuada en R, mientras
que el segundo término se anula ya que (α× dα) · α = 0 en la solución (7.9). Por lo
tanto, la acción eucĺıdea es cero para la solución de agujero negro. Esto último hace
que

M = E = −∂SE
∂β

∣∣∣∣
α

= 0,

y

S = (−SE + βE)

∣∣∣∣
α

= 0,

haciendo que tanto la masa como la entroṕıa del agujero negro sean nulas.

Se puede observar en este punto que la acción eucĺıdea evaluada en una config-
uración independiente del tiempo y con anti-auto-dualidad, donde (7.9) es un caso
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particular, es también nula. Para esto, hay que observar que, como en la sección 7.2,
la densidad lagrangiana L en este caso puede escribirse como

L = T3(A,Ah) = 2

∫ 1

0
〈∆AFt〉

= 〈∆AF +∆AFh − 1

3
∆A3〉

= 〈∆A
[
F + Fh − 1

3
(h−1Dh)2

]
〉 = 0,

donde en la última igualdad se utilizó la condición anti-auto-dualidad y la segunda
ecuación de campo (6.7) que le corresponde: (h−1Dh)2 = 0. Por lo tanto, la acción
eucĺıdea es nula en una configuración con anti-auto-dualidad e independiente del
tiempo, en particular la solución (7.9).

Antes que nada, hay que notar que el resultado de masa nula obtenido a partir
del método aproximación punto de silla coincide con el resultado obtenido en 7.2.
La entroṕıa nula indicaŕıa que la solución de agujero negro considerada es extremal.

7.4. Interpretación del Agujero Negro gWZW

En la sección 7.3 se vio que al interpretar la solución (7.9) como una solución
de agujero negro, implica que éste tiene tanto entroṕıa nula como masa nula. Esto
podŕıa ser impactante al principio ya que es dif́ıcil de interpretar un agujero negro con
éstas caracteŕısticas. Sin embargo, se pueden dar algunos argumentos que podŕıan
llegar a explicar estos resultados.

Soluciones gravitacionales ligadas sin masa tienen una larga historia en Teoŕıa de
Campos. Hace más de cincuenta años Jordan Pascal sugirió que una estrella puede
ser creada de la nada siempre que su enerǵıa gravitacional negativa fuera exacta-
mente igual a su masa en reposo positiva8. Recientemente, existen varios ejemplos
que agujeros negros de masa nula en varias dimensiones para diversas teoŕıas en la
literatura [84, 85]. Es de mención que en una teoŕıa gravitacional llamada Gravedad
Conforme, que se define en un espacio-tiempo de dimensión cuatro [86], todo estado
espacialmente acotado debe tener masa cero.

En cuanto a que la masa de agujero negro del modelo de gWZW en D = 2
puede ser cero, se puede trasladar el argumento heuŕıstico de la teoŕıa de Gravedad
Conforme [86]. La idea es que la acción de Gravedad Conforme en D = 4 tiene
derivada de cuarto orden en el lagrangiano, lo que implica que el propagador va como

8El propio Einstein estaba tan perplejo cuando George Gamow le dijo esta idea que casi le cuesta
a ambos un accidente grave. Como Gamow cuenta [83]: ’I remember that once, walking with him to
the Institute, I mentioned Pascual Jordan’s idea of how a star can be created from nothing, since at
the point zero its negative gravitational mass defect is numerically equal to its positive rest mass.
Einstein stopped in his tracks, and, since we were crossing a street several cars had to stop to avoid
running us down.’.
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1/k4 con el cuadri-momento kµ, haciendo que la interacción o enerǵıa potencial vaya
como ∫

d3k

k4
∼ 1

k
∼ r.

Por lo tanto, el potencial de una fuente localizada es lineal y el trabajo requerido
para separar una carga a infinita distancia es infinito9. Boulware et al. argumentan
que, por lo tanto, este modelo de gravedad debe ser ’confinante’, y aśı como en
QCD el color debe ser cero, la masa debe ser cero para estados ligados en Gravedad
Conforme.

Este argumento puede trasladarse al caso del modelo gWZW gravitacional en
D = 2. Para una teoŕıa gravitatoria con derivadas de segundo orden en un espacio
de dimensión dos, el propagador debe ir como 1/k2 y el potencial como

∫
dk

k2
∼ 1

k
∼ r.

Esto llevaŕıa, según el argumento de Boulware et al., a que esta teoŕıa seŕıa grav-
itacionalmente confinante a nivel cuántico y la masa de los estados espacialmente
localizados deben ser cero. Un argumento similar se aplica al modelo de Schwinger
de electrodinámica con fermiones en dimensión 1+ 1, el cual muestra ser confinante
[87].

Todas estas consideraciones parecen no estar de acuerdo con el hecho que los
agujeros negros en dimensión 1 + 1 anteriormente estudiados tienen masa no nula
[80, 81]. Sin embargo, en el art́ıculo original de Callan et al., los agujeros negros son
inestables cuando los efectos cuánticos se toman en cuenta, dándole la designación
que da nombre al art́ıculo: ’Evanescent Black Holes’. Estos autores argumentan
que el estado final de estos agujeros negros después de la evaporación deben ser
un estado de masa cero. Consideraciones similares son mostradas por Witten, donde
postula que el estado final debe ser dos copias del espacio plano. Las acciones clásicas
consideradas en [80, 81] son diferentes a la acción (6.3) considerada aqúı. Debido a los
argumentos estándares para las acciones WZW, la acción clásica (6.3) considerada
aqúı no debeŕıa recibir correcciones cuánticas, siendo ya una acción efectiva para
toda una clase de acciones gravitatorias en dimensión 1+1. Por lo tanto, la solución
clásica (6.3) estudiada en este trabajo debeŕıa llevar a soluciones de agujeros negros
de masa nula [88].

Está claro que estas consideraciones heuŕısticas deben tomarse con ’pinzas’ ya
que, si se utiliza el mismo argumento a modelos de gravedad en D = 3, implicaŕıa
un potencial logaŕıtmico con el resultado de un agujero negro de masa nula. Por otro
lado, los agujeros negros BTZ no son de masa nula en general [79], incluso en una
teoŕıa de gravedad de CS que no debeŕıa tener correcciones cuánticas. Sin embargo,
en este último caso se podŕıa ’esquivar’ el argumento de los párrafos anteriores

9Similar a lo que sucede en QCD, que la enerǵıa necesaria para separar un quark de otro es
tan grande que ocurre la creación de otro par quark-antiquark, produciéndose un confinamiento de
color.
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diciendo que gravedad pura en D = 3 no tiene grados de libertad que se propaguen.
Esto hace que el propagador no esté bien definido, por lo que el argumento de
Boulware et al. no se aplica al caso de agujero negro BTZ.



Caṕıtulo 8

Conclusiones

En este trabajo se derivaron las ecuaciones de campo del modelo gWZW, que
está definido en una variedad de dimensión par. Estas ecuaciones refieren a grupos
genéricos, por lo que pueden aplicarse a teoŕıas de gravedad, para grupos espacio-
temporales, o incluso para materia condensada para el grupo SU(N), por ejemplo.
Las componentes αa del elemento h del grupo G genérico son dinámicas junto a las
componentes de la uno-forma de conexión Aa. Las componentes αa podŕıan interpre-
tarse, en este contexto, como un campo de materia que se acopla con las componentes
Aa. Se vio, en la sección 6.3, que las ecuaciones tienen varias contribuciones y se
mostraron algunas sutilezas respecto a la contribución de los términos de borde. En
la sección 7.1, se observó que pueden simplificarse considerablemente las ecuaciones
considerando el ansatz (6.9), es decir h2 = −I y la condición de anti-auto-dualidad
F = −Fh.

Las ecuaciones expĺıcitas para D = 2 en casos particulares de grupos de simetŕıa
SU(2) y SO(2, 1) son bastante complicadas como para resolverlas de manera anaĺıtica
en una situación genérica. Por eso se trató de encontrar si existe una solución para
una métrica particular, una métrica de agujero negro en dimensión 1+ 1. Para esto,
se consideraron las componentes αa independientes del tiempo, es decir una solución
estática. De las dos soluciones obtenidas, la que tiene un buen comportamiento es
la solución (7.9).

La masa calculada a partir del teorema de Noether, aśı como la temperatura,
la entroṕıa y la masa calculada por una aproximación punto de silla se calcularon
en la secciones 7.2 y 7.3. El resultado de masa nula podŕıan explicarse a partir del
argumento de gravedad confinante de Boulware et al., como se discutió en la sección
7.4. En todo caso, la forma particular que tiene la acción de gWZW (6.3) y la inde-
pendencia temporal de las componentes αa es la que dicta el resultado. Esta forma
particular de la acción es posible que no permita que el método aproximación punto
de silla pueda aplicarse adecuadamente para calcular la temperatura y, por lo tanto,
es posible que la temperatura de este agujero negro no esté bien definida. Esto, junto
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a la entroṕıa nula, podŕıa sugerir que el agujero negro considerado aqúı sea extremal.

Es de destacar que en esta solución las componentes αa en el infinito convergen,
es decir, apuntan a un elemento fijo del grupo G. Esto puede justificar el hecho
que si borde de la variedad Σ de dimensión tres es compacta, se pueda considerar
este borde como la compactificación a un punto M ∪ {∞}, siendo M la variedad
bidimensional espacio-tiempo no necesariamente compacta [88].

Son varias las tareas que pueden realizarse para entender un poco mejor la f́ısica
del modelo gWZW en D = 2 con grupo de simetŕıa SO(2, 1). Primero que nada,
habŕıa que ver si existen soluciones f́ısicamente aceptables fuera del ansatz (6.9).
Esto requerirá un mayor trabajo de cálculo anaĺıtico-computacional ya que las ecua-
ciones son bastante complicadas, aún para este grupo de simetŕıa sencillo.

Queda por estudiar también qué tan únicas son las soluciones de agujero negro
(7.9), es decir si puede haber en este modelo un equivalente al teorema de Birkoff.
También podŕıa analizarse la estabilidad de estas soluciones respecto a pequeñas
perturbaciones de los campos.

En lo que refiere a las ecuaciones de campo para el grupo SU(2), podŕıan estudi-
arse posibles solitones y si éstos tienen alguna relación con las soluciones de agujero
negro mediante un equivalente a rotación de Wick debido a la relación existente
entre SU(2) y SO(2, 1), mostrada expĺıcitamente en la similitud de las ecuaciones
de campo (6.12)-(6.14) con (6.17)-(6.18). Esta relación, además, podŕıa brindar in-
formación de carácter topológico sobre las soluciones obtenidas.

Este trabajo pretende ser un modesto aporte hacia la meta de investigar el
modelo gWZW en dimensiones más relevantes, como D = 4. Ya que las ecuaciones
de campo son complicadas en D = 2, uno puede imaginarse que en D = 4 las
ecuaciones serán todav́ıa más dif́ıciles de resolver, por lo que es importante tener
información relevante sobre soluciones en teoŕıas de dimensiones más bajas para
luego intentar generalizarlas a dimensiones mayores y puedan, a su vez, arrojar luz
sobre problemas cosmológicos actuales como, por ejemplo, el origen de la Enerǵıa
Oscura, Materia Oscura o la Inflación en el Universo.



Apéndice A

Contracción del Tensor de
Levi-Civita

Aqúı se mostrarán las fórmulas de cómo contraer tensores de Levi-Civita de
una cantidad arbitraria de ı́ndices. Para esto se definirá la matriz de delta de
Kronecker generalizada como

δµ1...µr
ν1...νr = det

∣∣∣∣∣∣∣∣∣

δµ1
ν1 δµ1

ν2 . . . δµ1
νr

δµ2
ν1 δµ2

ν2 . . . δµ2
νr

...
...

. . .
...

δµr
ν1 δµr

ν2 . . . δµr
νr

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
, (A.1)

donde 1 ≤ r ≤ m con m la dimensión de la variedad. De (A.1) se puede observar
que la delta de Kronecker generalizada es un tensor (r, r) totalmente anti-simétrico.
Esta anti-simetŕıa total permite escribir la siguiente propiedad de contracción de k
ı́ndices iguales para dimensión m

δ
µ1...µkµk+1...µm
µ1...µkνk+1...νm = k!(n− k)!δ

µk+1...µm
νk+1...νm . (A.2)

A partir de las propiedades de anti-simetŕıa total de δµ1...µr
ν1...νr uno puede escribir

el tensor de Levi-Civita como

εν1...νr = δ1...rν1...νr

εµ1...µr = δν1...νr1...r , (A.3)

coincidiendo con la definición (3.7). También se puede escribir el producto de tensores
de Levi-Civita como

εµ1...µrεν1...νr = δµ1...µr
ν1...νr (A.4)

Combinando (A.3) con (A.2) uno obtiene en dimensión m que

εµ1...µkµk+1...µmεµ1...µkνk+1...νm = k!(n− k)!δ
µk+1 ...µm

[νk+1...νm]. (A.5)

La ecuación (A.5) es utilizada en este trabajo para transformar contracciones de
εµ1...µn a productos de δ.......
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Apéndice B

Variación General de las Formas
de Transgresión

En este trabajo, las formas de transgresión juegan un papel muy importante ya
que a partir de ellas se construyen las acciones para modelos de gravedad. Es por
ello que este apéndice se dedica a deducir las variaciones de las transgresiones frente
a transformaciones generales, ya que darán lugar a las ecuaciones de campo para la
teoŕıa por principio variacional. El contenido de este apéndice se basa en [6, 7].

Se escribirá primero la definición de forma de transgresión que involucra dos
conexiones A1 y A0, ver (4.21), de la forma

T2n+1(A1,A0) = (n+ 1)

1∫

0

dt < JFn
t >, (B.1)

donde J ≡ A1 − A0 y se utilizó como polinomio invariante la traza simetrizada
< . . . >. Además

At = tJ +A0 = tA1 + (1− t)A0,

Ft = dAt +A2
t = F0 + tD0J + t2J 2,

con F0 = dA0+A2
0 y D0J = dJ +A0J +JA0, es decir D0 es la derivada covariante

respecto a la forma de conexión A0. Algo que será útil más adelante es distinguir
que

d

dt
Ft = D0J+2tJ 2 = dJ+AJ+JA+2tJ 2 = dJ+(tJ+A)J+J (tJ+A) = DtJ ,

(B.2)
donde se definió DtJ ≡ dJ +AtJ + JAt para posterior conveniencia.

Se pasa a hacer ahora una variación general infinitesimal de (B.1), obteniendo

δT2n+1 = (n+ 1)

1∫

0

dt
(
< δJFn > + < nFn−1δFt >

)
.
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Ahora, por un lado δFt = dδAt +AtδAt + δAtAt = Dt(δAt). Por otro lado,

Dt(JFn−1
t δAt) = Dt(J )Fn−1

t δAt −JFn−1
t Dt(δAt) =

dFt

dt
Fn−1
t Dt(δAt),

donde en la primera igualdad se utilizó DtFt = 0 y en la segunda que DtJt =
dFt

dt
como se mostró más arriba. Usando además que δAt = tJ +A0 se tiene

δT2n+1 = (n+ 1)

1∫

0

dt

(
< (Ft + tn

dFt

dt
Fn−1
t )δJ > + < n

dFt

dt
Fn−1
t δA0 >

)

−n(n+ 1)d

1∫

0

dt < JFn−1δAt > .

Observando que Fn
t + tndFt

dt Fn−1
t = d

dt(tFn
t ) y que ndFt

dt Fn−1 =
dFn

t

dt , la primera
integral en t se puede calcular dando la variación

δT2n−1 = n < Fn−1
1 δA1 > −n < Fn−1

0 δA0 > −n(n− 1)d

1∫

0

dt < JFn−2
t δAt > .

(B.3)
La expresión (B.3) es la buscada para la variación de una forma de transgresión y
será utilizada en este trabajo.



Apéndice C

Teorema de Noether

En este apéndice se va a mostrar cómo obtener una expresión para una carga con-
servada debido a la simetŕıa del lagrangiano bajo una cierta transformación, conocido
como teorema de Noether. Se presentará de una forma particular, de manera que sea
conveniente para este trabajo. Como aqúı se trabaja la densidad lagrangiana como
una forma diferencial, es conveniente entonces dar una versión del teorema cuando
uno trata con formas diferenciales [6, 7].

Dada una forma n-forma diferencial αn sobre una variedadM , si las coordenadas
cambian infinitesimalmente como δxµ = ξµ (es decir, ξµ son las componentes de la
dirección de la transformación) o como se dice una transformación por difeomorfis-
mos, entonces la variación de la forma αn(x) está dada por

δαn(x) = α′
n(x)− αn(x) = −Lξαn.

Aqúı Lξ denota la derivada de Lie respecto a la dirección dada por ξ. Para formas
diferenciales, la derivada de Lie puede escribirse como [16]

Lξαn = (dIξ + Iξd)αn,

donde d es la derivada exterior ordinaria y Iξ es la derivada interior. La derivada
interior para αn = 1

n!αµ1...µndx
1 . . . dxn puede escribirse

Iξ =
1

n!

s=n∑

s=1

ξµsαµ1...µs...µn(−1)s−1dx1 . . . dx̂µs . . . dxn,

donde dx̂µs quiere decir que esa entrada está omitida. La derivada interior, al igual
que la derivada exterior, es una anti-derivación en el sentido que

Iξ (αnβm) = Iξαnβm + (−1)nαnIξβm,

con αn una n-forma y βm una m-forma en M cualesquiera.
Se considera ahora una densidad lagrangiana dada por la forma diferencial

L(φ, ∂φ), donde φ representa todos los campos dinámicos. Por lo visto más arriba,
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130 C. Teorema de Noether

la variación de la lagrangiana bajo transformaciones generadas por ξ (por difeomor-
fismos) es

δL = −d(IξL),
ya que dL = 0 porque L es una D-forma en una variedad de dimensión D. Si ahora
se generaliza a una transformación por difeomorfismos más una transformación que
deja a la lagrangiana cuasi-invariante (o sea, que L cambie por una derivada total
como por ejemplo, el caso de las transformaciones gauge para una forma de CS), se
tiene

δL = dΩ − d(IξL). (C.1)

En la ecuación anterior, la primera derivada total proviene de la cuasi-invariancia
y la segunda de los difeomorfismos. Por otro lado, el procedimiento que lleva a las
ecuaciones de campo (EdC) de Euler-Lagrange da la variación de la lagrangiana
como las ecuaciones de campo más un término de borde

δL = (EdC)δφ + dΘ, (C.2)

donde las δφ son infinitesimales y arbitrarias. A partir de (C.1) y (C.2) se tiene que,
cuando valen las ecuaciones de campo,

d (Ω−Θ− IξL) = 0. (C.3)

Es usual definir la corriente de Noether como

?j = Ω−Θ− IξL. (C.4)

Si se le agrega a la densidad lagrangiana un término de borde tal que L′ = L+ dB
entonces

?j = Ω−Θ− IξL − IξdB. (C.5)

Tanto (C.4) y (C.5) permitirán hallar la masa de un agujero negro para el modelo
utilizado en este trabajo.



Apéndice D

Agujero Negro en Dimensión
1 + 1

Este apéndice tiene por objetivo mostrar de forma breve cómo la métrica (7.3)

ds2 = − tanh(γr)2rdt2 + dr2, (D.1)

puede llegar describir un agujero negro en dimensión 1 + 1. El material contenido
aqúı puede verse más detalladamente en el trabajo de Edward Witten [81].

La métrica (D.1) parece tener una singularidad en r = 0. Pero esto, al igual que
la métrica de Schwarzschild en r = 2M (ver sección 3.3), puede ser una singularidad
del sistema de coordenadas escogido y no una singularidad f́ısica ya que se puede
calcular el escalar de curvatura R como

R =
4γ2

cosh(γr)2
. (D.2)

Como puede verse R es completamente regular en r = 0. Sin embargo, que el escalar
de curvatura sea regular en un punto no quiere decir que no exista una singularidad
f́ısica en el mismo1. Para poder hacer un estudio más detallado, se puede hacer una
continuación anaĺıtica por un procedimiento similar al utilizado con las coordenadas
de Kruskal-Szekeres, vistas en la sección 3.3, para la métrica de Schwarzschild en
cuatro dimensiones. Para esto se hallarán primero las geodésicas nulas, es decir aque-
llas cuya norma de su vector tangente es nula. Dichas geodésicas pueden obtenerse
de la métrica (D.1) a partir de la condición

0 = gµνk
µkν = − tanh2(γr)ṫ2 + ṙ2,

donde gµν son las componentes del tensor métrico de (D.1), kµ las componentes del
vector tangente a la geodésica nula y el punto es para denotar la derivada respecto

1De hecho, la singularidad es un concepto cuya definición no es trivial. Existen diferentes cate-
gorizaciones y no siempre es sencillo encontrar un método para hallarlas [24].
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132 D. Agujero Negro en Dimensión 1 + 1

al parámetro de la geodésica. Esto implica, tomando ahora a t como parámetro de
la geodésica,

dt

dr
= ± 1

tanh(γr)2
. (D.3)

Aqúı se puede observar que (D.3) implica que el cono de luz es de 45 grados cuando
r → ∞ (el espacio es asintóticamente plano) y se va volviendo vertical cuando r → 0
de forma similar a lo que pasa al acercarse al horizonte de sucesos en la métrica de
Schwarzschild. Integrando la ecuación (D.3) queda

t = ± ln(sinh(γr))

γ
+ C,

donde C es una constante de integración. Se pueden definir ahora las coordenadas
nulas (u, v) de la forma

u = t− ln(sinh(γr))

γ
,

v = t+
ln(sinh(γr))

γ
.

En las coordenadas (u, v) la métrica puede escribirse como

ds2 =
−eγ(v−u)

[
1 + eγ(v−u)

]dudv.

Para poder extenderlas, se toman ahora otras coordenadas (U, V ) de la forma

U = −e−γu,

V = eγv,

entonces la métrica ds puede escribirse de manera simple como

ds2 =
−dUdV

γ2(1− UV )
. (D.4)

En coordenadas (U, V ) se puede ver que

cosh(γr) = 1− UV,

sinh(γr) = −UV.

Las coordenadas originales del espacio-tiempo (r, t) de la métrica (D.1) corresponden
a la región U < 0 y V > 0. La singularidad de coordenadas en r = 0 corresponde a
las dos rectas U = 0 y V = 0 y se ve que no existe esa singularidad en la métrica
(D.4). La singularidad f́ısica se encuentra en la hipérbola UV = 1 ya que el escalar
de curvatura explota según (D.2).
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R

T

T =
√
1 +R2

T = −
√
1 +R2

II

IV

r = 0

r = 0

III

I

0

Figura D.1: Diagrama de la continuación de las coordenadas (r, t) a las coordenadas (R, T ).
La región I es la región explorada por la métrica (D.1). La singularidad f́ısica se encuentra
en las hipérbolas T = ±

√
1 +R2.

Se puede realizar otro cambio de coordenadas adicional para hacer más expĺıcita
la forma de la métrica de este agujero negro. Se toman las coordenadas (R,T ) como

R =
V − U

2
,

V =
V + U

2
.

La métrica (D.4) con estas coordenadas queda

ds2 =
−dT 2 + dR2

γ2 (1− T 2 +R2)
, (D.5)

donde puede verse que es similar a la métrica de Minkowski con la coordenada T con
signatura temporal y la coordenada R con signatura espacial. La diferencia con la
métrica minkowskiana es el denominador que hace que (D.5) no esté bien definida en
la hipérbola T = ±

√
1 +R2, que es precisamente cuando UV = 1, es decir cuando el

escalar de curvatura diverge. Similarmente a cuando se hace la continuación de las
coordenadas de Schwarzschild a las coordenadas Kruskal-Szekeres, aparecen cuatro
regiones bien diferenciadas como se ve en la figura D.1. La región I es la región
explorada por las coordenadas (r, t) de la métrica (D.1). Como se muestra en la figura
D.2, las curvas t = cte son rectas que pasan por el origen que van disminuyendo el
ángulo con el eje R a medida que t aumenta, mientras que las curvas r = cte son
hipérbolas que tienen por aśıntotas las rectas que forman ±45 grados con el eje R
y pasan por el origen. Estas aśıntotas son los casos extremos r = 0, t = +∞ para el
ángulo +45 grados y r = 0, t = −∞ para el ángulo −45 grados.

Se va a escribir ahora la métrica (D.1) de una forma similar a la métrica de
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R

T

I

r = cte

t=cte

t = cte

r = 0, t = −∞

r = 0, t = +∞

Figura D.2: Las curvas t = cte son rectas que pasan por el origen, mientras que las curvas
r = cte son hipérbolas cuyas aśıntotas son rectas que pasan por el origen y forman ±45
grados con el eje R.

Schwarzschild

ds2 = −f(x)dt2 + dx2

f(x)
, (D.6)

ya que será de utilidad en la sección 7.3 para hallar la temperatura del agujero negro
estudiado en este trabajo. Para esto, a partir de la métrica de (D.1), se puede hacer
el cambio de coordenadas

r(x) =

∫ x

x0

dx′√
f(x′)

,

lo que implica

f(x) = tanh2(γr(x)) = tanh2

(
γ

∫ x

x0

dx′√
f(x′)

)
.

Para resolver esta ecuación, se puede invertir la función tanh y derivar para obtener

γ =
g(x)g′(x)

(1− g2(x))
=

d

dx

(− ln(1− g2(x))

2

)
,

con g2(x) ≡ f(x). Integrando esto último se puede obtener, tomando como cero la
constante de integración, el resultado

g2(x) = 1− e−2γx = f(x).

Se puede ver que, con la constante elegida, la singularidad se encuentra en x = 0.



Apéndice E

Derivación de las Soluciones de
Agujero Negro

En este apéndice se va a mostrar más o menos en detalle la derivación de las
soluciones (7.9) y (7.10) de agujero negro para el modelo gWZW en D = 2.

Tomando la métrica (7.3), se tienen las relaciones (7.4) y (7.6) para el vielbein y
la conexión de spin, respectivamente. Conviene recordar las relaciones (7.7) y (7.8)
que permiten hallar Aa y F a en función de las coordenadas. Con esto en mente, se
pasa a escribir expĺıcitamente las ecuaciones de campo (6.17) y (6.18). Se distinguen
dos casos: λ = 0 y λ 6= 0.

E.1. λ 6= 0

Se pueden escribir las ecuaciones de campo (6.17) para cada componente a =
0, 1, 2 y separar según dr y dt, lo que da un total de seis ecuaciones. Éstas son

(αaα
a + 1)

(
α̇0 +

γα1

cosh2(γr)
+ tanh(γr)α2

)
− α0(α1α̇1 + α2α̇2 − α0α̇0) = 0

(αaα
a + 1)α0′ − α0(α1α1′ + α2α2′ − α0α0′) = 0

(αµα
µ + 1)

(
α̇1 +

γα0

cosh2 r

)
− α1(α1α̇1 + α2α̇2 − α0α̇0) = 0

(αaα
a + 1)(α1′ + α2)− α1(α1α1′ + α2α2′ − α0α0′) = 0

(αaα
a + 1)

(
α̇2 + tanh(γr)α0

)
− α2(α1α̇1 + α2α̇2 − α0α̇0) = 0

(αaα
a + 1)(α2′ − α1)− α1(α1α1′ + α2α2′ − α0α0′) = 0,

donde α̇a = ∂αa

∂t y αa′ = ∂αµ

∂r . Usando que se está en el caso λ 6= 0, la primera

ecuación de campo (6.17) implica que Dαa = dλ
λ α

a, por lo tanto,

(α×Dα)a = εbcdη
daαbDαc = εbcdη

daαb dλ

λ
αc = 0.
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Entonces, la segunda ecuación de campo (6.18) se reduce a

λ2F a − λ(F × α)a − (F.α)αa = 0.

Utilizando (7.8) se tiene

α2α0 +
√
αaαa + 1α1 = 0

α2α1 +
√
αaαa + 1α0 = 0

λ2 − α2α2 = 0.

Utilizando el programa Maple 12 no se consiguieron soluciones compatibles con las
condiciones de que αa debe ser real y que λ 6= 0.

E.2. λ = 0

Si λ = 0, entonces la primera ecuación de campo (6.17) se satisface directamente.
La segunda ecuación de campo (6.18) se reduce en este caso a

−2(F.α)αa + ((α×Dα)× (α×Dα))a = 0.

Usando que (α×Dα)a = εbcdη
daαbDαc y que ((α×Dα)×((α×Dα))a = εbcdη

da(α×
Dα)b(α×Dα)c se obtiene

(α0Dα1 − α1Dα0)(α2Dα0 − α0Dα2)− F 2α2α0 = 0

(α0Dα1 − α1Dα0)(α2Dα1 − α1Dα2)− F 2α2α1 = 0

(α2Dα1 − α1Dα2)(α2Dα0 − α0Dα2)− F 2α2α2 = 0.

De esta ecuación y de (7.7) y (7.8), se obtiene expĺıcitamente el siguiente sistema de
ecuaciones diferenciales en derivadas parciales

α2α0 tanh(r)

2

(
− 2γ2

cosh(γr)2
+ 1

)
=

=

(
α0α̇1 +

γα0α0

cosh(γr)2
− α1α̇0 − α1α2 tanh(γr)− γα1α1

cosh(γr)2

)
×

×(α2α0′ − α0α2′ + α0α1)−
−(α0α1′ + α0α2 − α1α0′)×

×
(
α2α̇0 + α2α2 tanh(γr) +

γα2α1

cosh(γr)2
− α0α̇2 − α0α0 tanh(γr)

)
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α2α1 tanh(γr)

2

(
− 2γ2

cosh(γr)2
+ 1

)
=

=

(
α0α̇1 +

γα0α0

cosh(γr)2
− α1α̇0 − α1α2 tanh(γr)− γα1α1

cosh(γr)2

)
×

×(α2α1′ + α2α2 − α1α2′ + α1α1)−

−(α0α1′ + α0α2 − α1α0′)

(
α2α̇1 +

γα2α0

cosh(γr)2
− α1α̇2 − α1α0 tanh(γr)

)

α2α2 tanh(γr)

2

(
− 2γ2

cosh(γr)2
+ 1

)
=

=

(
α2α̇1 +

γα2α0

cosh(γr)2
− α1α̇2 − α1α0 tanh(γr)

)
×

×(α2α0′ − α0α2′ + α0α1)−
−(α2α1′ + α2α2 − α1α2′ + α1α1)×

×
(
α2α̇0 + α2α2 tanh(γr) +

γα2α1

cosh(γr)2
− α0α̇2 − α0α0 tanh(γr)

)

(α1)2 + (α2)2 − (α0)2 + 1 = 0,

donde, como en el caso anterior, α̇a = ∂αa

∂t y αa′ = ∂αµ

∂r .
Estas ecuaciones no pudieron resolverse para un αa genérico, pero asumiendo

que son independientes del tiempo (agujero negro estático), y asumiendo que una
de las componentes de α se anula, se tienen dos soluciones:

Si α2 = 0 y α0,1(r, t) = α0,1(r), se tiene

α0 = ±
√
(α1)2 + 1 , α1 =

C

tanh(γr)
(E.1)

donde C es una constante.
Si α1 = 0 y α0,2(r, t) = α0,2(r), se tiene

α0 = ±
√

(α2)2 + 1 , α2 = D cosh(γr)e
1

8γ2
cosh(2γr)

(E.2)

donde D es una constante.
Las soluciones (E.1) y (E.2) son justamente las soluciones (7.9) y (7.10), respec-

tivamente.
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pos. Ph. D. Thesis, Universidad de la República, Uruguay, (2003), [arXiv: hep-
th/0512255].

[7] P. Mora, R. Olea, R. Troncoso, J. Zanelli, Transgression forms and extensions
of Chern-Simons gauge theories, J. High Energy Phys. 0602, 067 (2006), [arXiv:
hep-th/0601081]

[8] T. Kaluza, On the Problem of Unity in Physics, Sitzungsber. Preuss. Akad. Wiss.
Berlin (Math. Phys. ) K1 966-972, 1921.

[9] O. Klein, Quantum Theory and Five-dimensionalTtheory of Relativity, Z. Phys.
37, 895-906, 1926.

[10] J. Wess, B. Zumino, Consequences of Anomalous Ward Identities, Phys. Lett.
B37, 95-97, 1971.

[11] E. Witten, Global Aspects of Current Algebra, Nucl. Phys. B223, 422-432, 1983.

[12] A. Anabalón, S. Willison, J. Zanelli, General Relativity From a gauged WZW
Term, Phys. Rev. D75, 024009, 2007.

139



140 Bibliograf́ıa

[13] A. Anabalón, S. Willison, J. Zanelli, The Universe as Topological Defect, Phys.
Rev. D77, 044019, 2008.

[14] J. L. Kelley, General Topology. Graduate Text in Mathematics, Springer, 1975.

[15] J. Munkres, Topology. Second Edition Prentice Hall, 2000.

[16] M. Nakahara, Geometry, Topology and Physics. Graduate students series in
Physics, Adam Hilger, Bristol, Philadelphia and New York, 1991.

[17] M. Do Carmo, Riemannian Geometry. Mathematics: Theory and Applications,
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