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Resumen

Por varias razones, entre ellas la bisqueda de una teoria cuantica con-
sistente de la gravitacion y la posible resolucién de los problemas de la
Energia Oscura y de la Materia Oscura, se han estudiado durante los
ultimos anos modelos de gravedad clasica modificada. Las gravedades
construidas con acciones que son formas de Chern-Simons y de trans-
gresién entran dentro de esta categoria y tienen propiedades interesantes
como ser invariantes gauge bajo un cierto grupo, una caracteristica bi-
envenida para su cuantizaciéon. Una de las principales desventajas de
estas teorias es que estan definidas en dimensiones impares. Los modelos
gauged Wess-Zumino-Witten pueden verse como un caso particular de
acciones de transgresion y permiten obtener una teoria de gravedad en
dimensiones pares. En este trabajo, se obtienen las ecuaciones de campo
genéricas de estas teorias y se estudia como primer acercamiento el ca-
so de 1 + 1 dimensiones y grupo de simetria SO(2,1) con soluciones de
agujero negro.
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Capitulo 1

Introduccion

El tener un marco tedrico en el cual puedan conciliarse las cuatro interacciones
fundamentales conocidas hasta este momento es uno de los desafios més importantes
que se propuso lo Fisica Teérica en estos tiempos'. Tres de estas cuatro interacciones,
la interaccién electromagnética y la nuclear fuerte y débil, pueden describirse dentro
de un marco tedrico mas o menos probado: el Modelo Estandar?. El modelo Estandar
estd descripto dentro de la Mecdnica Cuéntica y la interaccién de la gravedad lo
estd por la Relatividad General. De hecho, en Relatividad General, la gravedad
no es realmente una fuerza sino una consecuencia de la deformacién del espacio-
tiempo debido a la presencia de energia como se vera en el capitulo 3. Tanto la
Mecanica Cuéantica como la Relatividad General nacieron a principios del siglo XX
y cambiaron en profundidad la forma en la que el ser humano comprende al Universo.
Ambas teorias estan probadas con un grado espectacular de exactitud en diferentes
experimentos llevados a cabo a lo largo de décadas. La Mecénica Cuéntica en lo que
refiere a procesos del microcosmos como fisica atémica y de particulas, mientras que
la Relatividad General en lo que refiere al macrocosmos, es decir el Sistema Solar,
centro de galaxias o estrellas de neutrones. Sin embargo, a pesar de existir algunos
candidatos como algunas Teorias de Supercuerdas [1, 2] y la Teoria Cudntica de Lazos
[3, 4], no existe hasta el momento una teoria que contenga de manera consistente
la Relatividad General, que describe los fendmenos gravitatorios, con la Mecanica
Cuéntica, el marco que describe el Modelo Estandar y, por lo tanto, las otras tres
interacciones.

El Modelo Estandar es un caso particular de una teoria invariante gauge. Este se
construye a partir de una accién de Yang-Mills, es decir, a partir de una estructura
de fibrado invariante bajo un cierto grupo de simetria local, ver capitulo 4. El que
una teoria sea invariante gauge, limita la cantidad de posibles acciones candidatas

'Este objetivo no es nuevo en realidad ya que desde que Einstein publicé sus ecuaciones para
describir los fenémenos gravitatorios en 1915, ya se habia intentado unificar de manera clésica esta
teoria con las ecuaciones de Maxwell del electromagnetismo.

28i bien todavia queda por descubrir el bosén de Higgs, que es uno de los objetivos del Gran
Colisionador de Hadrones, LHC con sus siglas en inglés.
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para describir la misma, ya que los términos del lagrangiano deben tener una forma
predeterminada. Esto hace la vida mas ficil a la hora de corroborar las acciones
que puedan pasar el test experimental. Ademas de tener esa ventaja, las teorias
gauge permiten evadir infinitos mediante la renormalizacién, es decir, redefiniendo
los pardametros y la normalizacion de los campos que aparecen en el lagrangiano,
para “absorver” los infinitos, de modo que los procesos calculados dan un resultado
finito al orden deseado en la teoria de perturbaciones. Esta consistencia es una de
las razones principales del éxito alcanzado por el Modelo Estandar, ademés de su
poder predictivo y su precisién corroborada en los colisionadores de particulas.

Relatividad General parece ser la tunica teoria de gravedad consistente con el
principio de que la fisica debe ser insensible a cambios de observadores, lo que se
traduce a que es invariante bajo transformaciones generales de coordenadas. Estas
son transformaciones locales pero no son transformaciones gauge. A decir verdad,
la gravedad no ha podido de descripta por una accién de Yang-Mills por lo que es
susceptible a que ocurran problemas de infinitos cuando uno calcula procesos que
involucran gravitones?. Es frustrante que una de las cuatro interacciones que se con-
sidera fundamental no pueda describirse desde un punto de vista cuantico y es por
esto una de las motivaciones para encontrar una Teoria Cuédntica de la Gravedad.
Ademas de esta motivacién mas fundamental, existen otras mas aplicadas. Se nece-
sitaria tener una Teoria Cudntica de la Gravedad para saber qué sucedié al comienzo
del Universo o tener una descripcion detallada de qué sucede en la singularidad de
un agujero negro.

La razén fundamental por la que la Relatividad General no es una teoria con
simetria gauge es que al variar la accién bajo traslaciones espacio-temporales, que
es generalizar el grupo de Lorentz al grupo de Poincaré* ésta cambia por un térmi-
no que se anula solamente cuando valen las ecuaciones de campo, es decir es una
simetria on-shell. Ya que la Mecanica Cuédntica no respeta ecuaciones de campo en
general, es dificil que esta simetria resista al proceso de cuantizacién. Existe, sin em-
bargo, una excepcion en donde puede describirse una teoria de gravedad como una
teoria con simetria gauge. Este es el caso de un espacio-tiempo de dimensién 2 + 1
(dos dimensiones espaciales y una dimensién temporal) en donde las traslaciones
si pueden verse como una simetria gauge, ver seccion 5.2.2.

Este ’accidente’ en dimensién D = 3 puede generalizarse para dimensiones im-
pares solamente. Esto es porque en estas dimensiones puede construirse una accion,
a partir de una forma de Chern-Simons por ejemplo [5], cuya variacién bajo un grupo
de simetria local que contiene las traslaciones (grupo de-Sitter o anti-de-Sitter) es
localmente una derivada total, como se vera en la seccién 5.2.3. Si el lagrangiano se
construye a partir de una forma de transgresion, que es una generalizacién de una
forma de Chern-Simons, la accién es estrictamente invariante gauge. Esto permite
tener un principio variacional bien definido, de modo que la accién es un extremo

3Un gravitén es la hipotética particula mediadora de la interaccién gravitatoria que resultarfa
del proceso de cuantizacién.
4que es el grupo estdandar de simetria en Fisica de Particulas.
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cuando valen las ecuaciones de campo, y una buena definicién de las cargas conser-
vadas, lo que lleva, a su vez, a una buena definicién de las variables termodinamicas
de un agujero negro [6, 7]. Més alld de que Teorfas de Supercuerdas postulan un
espacio-tiempo de dimensién D = 10 o D = 11 [1], actualmente se tiene evidencia
de solamente cuatro dimensiones, por lo que seria conveniente tener algin proceso
de reduccién dimensional que pueda conservar estas simetrias de las dimensiones
impares originales.

Un proceso de reduccién dimensional alternativo al convencional de Kaluza-Klein
[8, 9] es utilizar un modelo llamado gauged-Wess-Zumino-Witten (gWZW)[10, 11],
postulado originalmente en el contexto de anomalias en Teorfa Cuantica de Campos.
El modelo fue explorado para utilizarse como teoria gravitatoria utilizando grupos
de simetria espacio-temporales [12, 13]. Bésicamente, puede pensarse como una ac-
cién a partir de una transgresiéon donde las dos conexiones 1-formas A y A que la
definen estan relacionadas via una transformacion de un grupo espacio-temporal,
como el SO(4,2) por ejemplo. Con este grupo, partiendo de una variedad de dimen-
sién seis o cinco (dependiendo el contexto) y utilizando unos ansatz particulares,
puede reducirse dimensionalmente a una teoria en cuatro dimensiones dando como
resultado Relatividad General méas otros términos.

En este trabajo, se pretende investigar un poco més el modelo gWZW desde
el punto de vista de sus ecuaciones de campo. Por esto, ademéas de mostrarse las
ecuaciones de campo para el modelo gWZW en dimensién arbitraria en la seccién
6.2, se deducen las ecuaciones de campo explicitamente para dos grupos de simetria:
el grupo SU(2) y el grupo espacio-temporal SO(2,1) en las secciones 6.3.1 y 6.3.2,
respectivamente. Ya se ha estudiado la posibilidad de reduccién dimensional para
tener una teoria en D = 2 como modelo de juguete [13], y aqui se muestra un ansatz
particular que pueda simplificar la resolucién de las ecuaciones de campo. Dentro de
éstas soluciones particulares para el caso del grupo SO(2,1), se encuentra que una
tiene una interpretacién de agujero negro en dimensién 1 + 1.

La termodindmica de un agujero negro ha mostrado ser de gran importancia tan-
to para entender la fisica de un modelo de gravedad como para entender temas més
fundamentales como la Teoria de la Informacién. Es por esto que se calcula, mediante
la aproximacién del punto de silla, en la seccién 7.3 la temperatura, entropia y masa
de la solucién de agujero negro, siendo la masa calculada también por teorema de
Noether en la seccién 7.2. Sorprendentemente, al menos en principio, tanto la masa
como la entropia dan nulas con los métodos utilizados aqui. Este resultado tendria
una explicacién, no definitiva por cierto, en la propia accién del modelo gWZW y
en el tipo de soluciones particular que representa este agujero negro mostrado.

El plan de trabajo empieza en el capitulo 2 donde se introduciran los conceptos
de variedades y formas diferenciales. Luego en capitulo 3 se hace una introduccién
a la Relatividad General de Einstein y se muestra una soluciéon de agujero negro en
dimension cuatro. En el capitulo 4 se introduce la nocién fisica de teorias gauge y
el fundamento matemaético da las mismas a partir de fibrados. Estos tres primeros
capitulos, si bien no intentan ser exhaustivos en los temas tratados por cada uno, son
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bastante extensos por dos razones: la primera para introducir y justificar la notacion
utilizada en el resto del trabajo, y la segunda para la comprension del texto para
quienes no han tenido un curso introductorio en estos temas. En el capitulo 5 se
muestra cémo puede generalizarse la teoria de gravedad de Einstein a dimensiones
arbitrarias a partir de las acciones de Lanczos-Lovelock. Alli se ve también cémo
puede verse la gravedad en D = 3 como una teoria gauge y cémo puede generalizarse
esto a dimensiones impares utilizando acciones a partir de formas de Chern-Simons
y formas de transgresion. En el capitulo 6 se muestra el modelo gWZW como un caso
particular de una accién a partir de una forma de transgresién y como define una
teoria en dimensién par. Alli se deducen las ecuaciones de campo para dimensién
genérica y se estudian en detalle las ecuaciones para el caso de grupo de simetria
SU(2) vy, sobre todo, SO(2,1). El capitulo 7 estudia una solucién particular del
modelo gWZW en D = 2 con grupo de simetria SO(2,1). Se calcula alli, después
de describir brevemente el método de aproximacién del punto de silla, la masa,
temperatura y entropia del agujero negro por este método. Como se mencion6 arriba,
los resultados de masa y entropia nula son sorprendentes en un principio por lo
que al final de este capitulo hay una discusién para justificar este resultado. Las
conclusiones y los posibles trabajos a futuro se encuentran en el capitulo 8. Los
apéndices A-E muestran cdlculos o descripciones maés detalladas de ciertos resultados
utilizados en el texto.



Capitulo 2

Geometria de Variedades y
Formas Diferenciales

En este capitulo se van a introducir los conceptos y nomenclaturas basicas refer-
entes a variedades y formas diferenciales que seran utilizados en el resto del trabajo.
El mismo no pretende ser ni exhaustivo ni riguroso ya que existe numerosa y muy
buena bibliografia, algunas de las cuales serdn citadas en el transcurso del capitulo.
La estructura mas general con la que se va a trabajar es el espacio topolégico. Se
suele pensar que los espacios mas generales en los cuales trabajan los fisicos son
espacios métricos pero esto no es asi. De hecho, los espacios métricos son un caso
particular de las variedades y éstas, a su vez, son un caso particular de los espacios
topoldgicos. Existe abundante bibliograffa acerca de topologfal como [14], [15] y [16],
solo por mencionar algunos.

2.1. Variedades Diferenciables

En esta seccién se expondran nociones béasicas referentes a variedades diferencia-
bles. El contenido de esta seccién sigue principalmente [16] y [17]. Desde un punto de
vista intuitivo, podemos decir que una variedad diferencial es un espacio topolégico
localmente homeomorfo? a R™. Es importante la aclaracién que el homeomorfismo
es local ya que puede suceder que dos variedades sean localmente homeomorfas vy,
sin embargo, no lo sean globalmente. Un ejemplo de esto es la esfera S? inmersa en
R3, que es localmente homeomorfa a R? pero no globalmente ya que S? es compacto
y R? no lo es. Este homeomorfismo local entre una variedad y R™ permite asignar a
cada punto de la variedad un conjunto de m numeros llamados coordenadas locales.

1La Topologia es la rama de la matemética que se encarga del estudio de los espacios topolégicos
y las propiedades topoldgicas (propiedades que no cambian por homeomorfismos).

2Sean dos espacios topoldgicos X e Y. Una funcién f : X — Y se dice que es un homeomorfismo
si es biyectiva, continua y con inversa continua. Si existe un homeomorfismo entre X e Y, entonces
los espacios son homeomorfos. El homeomorfismo f : X — Y es local cuando Vx € X, U abierto
talquez € Uy f: U — f(U) es un homeomorfismo entre U y f(U).
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Si la variedad no es globalmente homeomorfa a R™, entonces se deberdn introducir
varias coordenadas locales. Por lo tanto, es posible que a un punto de la variedad
le correspondan varias coordenadas locales. Se requiere que la transiciéon de una
coordenada a otra sea suave.

Definicion 2.1 M es una variedad diferenciable m-dimensional si [16]
(1) M es un espacio topoldgico

(1) M tiene una familia de pares {(U;, ¢;)}, donde {U;} es una familia de abiertos
que cubren M, o sea, |J; U; = M. ¢; es un homeomorfismo de U; a un abierto
de U] de R™

(11) Dados U; y Uj tales que U; N U; # 0, el mapa 1);; = gpigoj_l de ¢;(U; NU;) a
0i(U; NUj) es C* (infinitamente diferenciable).

Al par (U;, ;) se llama carta mientras que toda la familia {U;, ;) se llama
atlas. A los abiertos U; se los denominan entorno coordenado, mientras que a
las funciones ¢; se las denomina funcién de las coordenadas o simplemente co-
ordenadas. Las ¢; son representadas por m funciones {z!(p),...,2™(p)} y a esta
familia también se la denomina coordenada del punto p. Generalmente se denom-
ina x para referir al punto cuyas coordenadas son {z!,..., 2™} a menos que se usen
varios sistemas de coordenadas. De (11) de la definicién 2.1, se puede decir que M es
localmente euclidea. En cada entorno de coordenadas U;, M se ve como un abierto
de R™ cuyos elementos son {z!,..., 2™}.

Si U; y Uj son tales que U; N U; # (), entonces dos sistemas de coordenadas son
asignados a un punto p € U; N Uj, entonces (111) de la definicién 2.1 asegura que la
transicion de un sistema de coordenadas a otro es suave (C°°). El mapa ¢; asigna m
valores z#(1 < o < m) a un punto p € U; N Uj, mientras ¢; asigna y*(1 < p < m)
al mismo punto p y siendo la transicién de x a y como z* = zH(y), dada por m
funciones de m variables. La transformacién de coordenadas z# = z*(y) es la forma
explicita del mapa 1;; = gol-goj_l. Entonces, la diferenciabilidad queda definida en el
sentido usual de cédlculo en R™: la transformacion de coordenadas es diferenciable
si cada funcién z#(y) es diferenciable respecto a cada variable y”. De esta manera,
se han asignado a M coordenadas de manera tal que si uno se mueve sobre M de
manera arbitraria, las coordenadas usadas variaran de manera suave.

Si la unién de dos atlas {(U;, vi)} v {(Uj, ¢;)} es otra vez un atlas, entonces esos dos
atlas se dicen que son compatibles. La compatibilidad es una relacién de equivalen-
cia y estas clases de equivalencia reciben el nombre de estructura diferenciable.
Se dice también que dos atlas mutuamente compatibles definen la misma estructura
diferenciable en M.

Se puede considerar también variedades con borde. Si un espacio topolégico M puede
ser cubierto por una familia de abiertos U;, siendo cada U; homeomorfo a a un abier-
to del conjunto H™ = {(z!,...,2™) € R™|2™ > 0}, M se dice que es una variedad
con borde.



2.1. Variedades Diferenciables 7

2.1.1. Vectores y Tensores en Variedades

Sea f: M — N un mapa de una variedad M de dimensién m a otra variedad
N de dimensién n. Si se toma en p € M, una carta (U, ¢) y sobre N la carta (V, @)
tal que p € U y f(p) € V, entonces se obtendra la siguiente representacién de
coordenadas

¢fe~" :R™ = R"

Si se escribe @(p) = {z"} y ¢(f(p)) = {y’}, y = ¢ fe~! es una funcién vector-
valuada de m variables. Si y = ¢fp !(z), o simplemente y* = f¥(z#), es C™®

respecto a cada x* se dice que f es diferenciable en p o en x = ¢(p). Uno puede
probar, usando la definicién 2.1, que la diferenciabilidad de f es independiente del

sistema de coordenadas escogido tanto para la variedad M como para la variedad
N.

Definicion 2.2 Si ¢fo~! es C, invertible y su inversa también C'*° entonces f es
un difeomorfismo y se dice que M es difeomorfa a N y viceversa, denotado por
M = N. f se dice que es un difeomorfismo local si Vp € M, 3 U,V abiertos tales
quepeUCMy f(p)eV CN con f:U — V un difeomorfismo.

De las definiciones 2.1 y 2.2 se puede observar que una variedad diferenciable
m-~dimensional es localmente difeomorfa a R™. El conjunto de difeomorfismos f :
M — M es un grupo denotado por Dif(M). Si se toma un punto p en una carta
(U, ) tal que ¢(p) = x*(p) y bajo f € Dif(M), p se mapea a f(p) € U cuyas
coordenadas seran ¢(f(p)) = y*(f(p)) entonces y es una funcién diferenciable de x.
Este es el llamado punto de vista activo de una transformacién de coordenadas. Si,
por otro lado, (U, ) y (V, ¢) son cartas que se solapan y p € UNV entonces el mapa
x +— y es diferenciable por 111 de la definicién 2.1; este es el llamado punto de vista
pasivo de la transformacién de coordenadas. Se definird ahora dos mapas especiales
que son la curva y la funcion.

Definicion 2.3 Sea M una variedad diferenciable m-dimensional

(1) Una curva abierta es un mapa c: (a,b) — M, donde (a,b) € R es un intervalo
abierto tal que a < 0 < b, donde se ha incluido el 0 por conveniencia y a
(b) puede ser —oo (+00). En una carta (U, ¢), una curva c(t), t € (a,b) tiene
una representacion en coordenadas como x = @c : R :— R™. Si el mapa es
c:S' — M se dice que es una curva cerrada.

(2) Una funcién f es un mapa f : M — R, donde en una carta (U, ) la repre-
sentacién coordenada de f estd dada por fo~!:R™ — R la cual es una funcién
real de m variables. El conjunto de funciones suaves en M se denota por F(M).

Habiendo definido curva y funcién en una variedad M, se puede definir el con-
cepto de vectores tangentes en dicha variedad. Sea una curva ¢ : (a,b) — M con



8 2. Geometria de Variedades y Formas Diferenciales

a < 0 < by una funcién f : M — R. La tasa de cambio de f(c(t)) ent =0 a lo
largo de la curva es

at |,
En términos de coordenadas locales, esto es
(0F /0x")(dz"(c(t))/dt) (2.2)
t=0

Por lo tanto, df (c(t))/dt en t = 0 se obtiene aplicando el operador diferencial X a
f, donde

X = X*0/0z"), con XK= w (2.3)
t=0
Entonces,
D) _ xuar/om) = x[/). (2.4)
at |,

Definimos a X = X*9/0z" como vector tangente a M en p = ¢(0) en la direccién
dada por la curva ¢(t). En realidad, lo que se hace es definir una relacién equivalencia
de curvas en M de la forma

(1) 1(0) = 2(0) =p

(11) dmu(;tl(t)) li—0 = dmu(;f(t)) lt=0

y, entonces, curvas que se encuentran en la misma clase de equivalencia definen el
mismo operador diferencial X.

Todas las clases de esta relacién de equivalencia de curvas en p € M, es decir
todos los vectores tangentes en p, forman un espacio vectorial llamado espacio
tangente de M en el punto p, denotado por T,M y siendo e, = {0/0z"} una
base de este espacio vectorial llamada base coordenada. Un vector V' € T,M
se escribe V' = V*te, y es independiente del sistema de coordenadas elegido. Esta
independencia permite encontrar la transformacion de las componentes del vector.
Seap € UiNUj, x = ¢i(p) e y = ¢j(p). Asi se tiene para X € T,M,

0 >, O

X=Xt—=Xt—0
ozt Oyt

Esto muestra, usando la regla de la cadena, que

~ Oy
XH =XV .
ox?

(2.5)

Por supuesto que la base de T}, M no tiene por qué ser e, sino que puede ser cualquier
combinacién f; = Al'¢,,, donde A = AY es una matriz invertible, o sea A € GL(m,R).
A las bases tipo {f;} se las llama bases no-coordenadas.
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Ahora, siendo T),M un espacio vectorial uno puede considerar su espacio dual,
es decir el espacio de las funcionales®, que los fisicos llaman espacio cotangente
en p, denotado por Ty M. A un elemento w € Ty M se le llama vector dual, vector
cotangente o uno-forma. Un ejemplo de una uno-forma es la diferencial de una
funcién f € F(M). La accién de un vector V en f es V[f] = V#(Of/0x*) € R,
entonces la accion de df € TyM sobre V € T,M es

(df, V)= V[f] = W% eR.

En las coordenadas x = ¢(p), se tiene una expresion para df como df = (9f /0x*)dzH.
Por lo tanto, es natural tomar {dz"} como una base de T,y M, teniendo

oo,
" Ozv oxV v

Una uno-forma w arbitraria se puede escribir como

(dxt

w = wydxt,

siendo w,, las componentes de w. Al igual que se hizo para los vectores, se pueden
deducir las transformaciones de componentes de w de un sistema de coordenadas a
otro. Para un punto p € U; N Uj,

w = wydrt = ,dy",
con x = p;(p) e y = p;(p). Utilizando el cambio dz# = (0z#)/0y" )dy” se tiene

~ oz
Wy = wua—yy. (26)

Con esto, uno puede definir un producto interno (,) : TyM @ T,M — R definido
como

(W, V) = w, VH(dx", %> =w,V*. (2.7)

Hay que notar que este producto interno esta definido entre un vector y un vector
dual y no entre dos vectores. Para definir un producto entre dos vectores se necesita
introducir una métrica a la variedad, cosa que se hara en la secciéon 2.3.

Asi como el producto interno es un objeto bilineal que asigna a una uno-forma y
a un vector un real, se pueden pensar objetos multilineales que asignen a ¢ elementos
de Ty M y a r elementos de T),M un real. Estos objetos se llaman tensores de tipo
(g,7) y el conjunto de los tensores de tipo (¢,r) en p € M se denotan como T,
Tomando las bases {dz*} para T,M y {9/0z"} para T, M, un elemento de 7,%,(M)
se escribe como

0 0

3Dado un espacio vectorial V, a las funciones f : V — R se las llama funcionales de V y uno
puede demostrar que este espacio es, a su vez, un espacio vectorial.

T = TH1--Fq

dx™ ... dz"", (2.8)
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siendo T#1-#a, , las componentes de 1" en esta base.

Si se define una funcién X : M — T, M que asigne a cada punto p € M un vector
X € T,M y si a esa funcién uno le asigna suavidad sobre cada punto p, es decir las
coordenadas de X*#(p) varfan suavemente al variar el punto p, entonces esto define
un campo vectorial sobre M. Esto es, V : M — T,M es un campo vectorial en
M si V[f] € F(M), Vf € F(M). Se puede definir de manera andloga un campo
tensorial sobre M pidiendo que las componentes de T' € T;%,(M ) varfen suavemente
al variar el punto p, y al conjunto de campos tensoriales de tipo (gq,r) sobre M se
los denota como 7,7(M). Asi, un campo vectorial dual se denota 7T°(M) y se cumple
también que T (M) = F(M).

2.1.2. Mapa Diferencial y Pullback

Unmapa f : M — N induce naturalmente un mapa df, : T, M — Ty, N llamado
mapa diferencial y se puede definir de la siguiente manera [16]. Si g € F(N),
entonces gf € F(M) y un vector V' € T,(M) actia sobre ¢gf para dar un nimero
V]gf]. Se define f.V € Ty, N por

(S V)lgl = Vigf].
En términos de cartas (U, ) en M y (V,¢) en N,
(fWV)lgo™ (W) = Vigfe~ ()], (2.9)

donde x = ¢(p) e y = ¢(f(p)). Sea V. = VFI/dzH y f.V = W¥0/0y"”. Entonces
(2.9) dice

v 9 —1 N ¢d7) 9 -1
W ploo Wl =VigTlafe (@)
Si se toma g = yY, se tiene
0

El mapa diferencial se puede extender naturalmente a tensores de tipo (g¢,0). El
mapa f : M — N también induce un mapa f* : T}“(p)N — Ty M, llamado pullback.

Sean V € T,(M) y w € T5 )N, el pullback f* de w es
(ffw, V) = (w, fiV).
Siw = w,dy” € T}‘(p)N y ffw=¢udat € T7M es
& = wy0y” [0zt (2.11)

El pullback se puede extender a tensores de tipo (0,r) de manera natural.
Habiendo introducido el mapa diferencial uno puede definir formalmente la no-
cién de una variedad inmersa en otra variedad.
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Definicion 2.4 Sean M y N variedades diferenciables con dim(M) < dim(N). Un
mapa diferenciable f : M — N se dice que es una inmersion si df, : T,M — Ty,) N
es inyectiva para todo p € M. Si, ademas, f es un homeomorfismo sobre f(M) C N
entonces f es un embedding. Si f es un embedding, a la imagen f(M) se la llama
sub-variedad de N.

2.2. Formas Diferenciales

Las formas diferenciales es la herramienta utilizada para desarrollar el calculo
exterior. Este, es un formalismo matematico potente que permite no solamente
escribir los tensores con una menor cantidad de indices, sino que hace mas explicita
la independencia de ciertos objetos respecto a un cambio general de coordenadas, ya
que en este formalismo se trabaja con independencia de un sistema de coordenadas
particular. Estas caracteristicas son compatibles con la Relatividad General y, por
ello, no es de extranar que el calculo exterior resulte de gran utilidad para describirla.

Dado un elemento w € 7., se puede definir una operacién sobre w de la siguiente
manera

Pw(Vl, . ,‘/}) = wVp(l),. . ,Vp(r),

donde V; € T,M, P € S,, el grupo de simetria de orden . Se dice que w
es totalmente anti-simétrico si Pw = Sg(P)w, donde Sg(P) es el signo de la
permutacién P (+1 si ésta es par y —1 si es impar). Se dice también que w es to-
talmente simétrico cuando Pw = w. Ahora se puede definir una forma. diferencial

Definicion 2.5 Una forma diferencial o una r-forma es un tensor de tipo (0,7)
totalmente anti-simétrico.

Se puede definir el producto cuna de r uno-formas como el producto tensorial
totalmente anti-simétrico de la forma

de' AL N datt =Y dat PO @ L @ datPe), (2.12)
PesS:,

Se puede ver que dz*t A...Adx*" es lineal en cada entrada, que dz#* A...Adx* =0
si uno de los indices p; aparece al menos dos veces y que dx*' A ... A dzHr =
sg(P)dxtP® A ... A dzHP) . El espacio vectorial de formas de orden r en p € M se
denota por Q7 (M) y el conjunto de r-formas (2.12) forman una base de ;(M). Un
elemento w € (2 (M) se puede escribir como

1

I M1 Mor
w= r'wmmmdx Ao ANdxbr

donde las componentes wy, .. ,, son totalmente anti-simétricas.

4Para el cometido de esta seccién, se puede pensar el grupo de simetria de orden 7, S,, como las
permutaciones de una colecciéon ordenada r elementos.
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Aligual que los tensores en general, se pueden considerar r-formas suaves en una
variedad M, formando un campo de r-formas, denotado por Q" (M).
Como se vio anteriormente, dz*! A ... A dx#" = 0 si se repite algun indice p;,

. | .
entonces uno tiene (T) = W maneras de elegir bases no nulas, por lo tanto

(") es la dimensién del espacio vectorial Q(M). La igualdad (™) = (,",) hace que

dim$Q (M) = dim{*~"(M) y, como son espacios vectoriales de dimensién finita,
Q, (M) es isomorfo a Q7" (M).

Definicion 2.6 Sean w € Qf(M) y & € Q) (M). El producto exterior A : Qf(M) x
Qy (M) — QI (M) esté definido por

1
(w A 5)(V1, ey ‘/q—l—r) = W Z Sg(P)w(Vp(l), e 7VP(q))£(VP(q+l)7 ey VP(T))’
PCSq+7‘
donde V; € T, M.

El producto exterior tiene una serie de propiedades que conviene destacar

Propiedad 2.1 Sean £ € QU(M), n € Q"(M) y w € Q°(M). Se cumple entonces
(1) ENE=0siqesimpar
(1) €An=(—1)7y A

(1) (EAN) Aw=EAN (nAw) (asociatividad).

La diferenciabilidad es otra operacién importante en lo que respecta a formas difer-
enciales, es por eso que conviene introducir ahora dicha operacién.

Definicion 2.7 Sea w € Q"(M) que se expresa en la base de r-formas como w =
%wmmurdaj‘“ A ... Adx* . La derivada exterior d, es un mapa d, : Q" — Q"1

que se define como

1
dow = — Opypir dz’ Adx™ A LA datr (2.13)
r! ox?

Utilizando el lenguaje de formas diferenciales, uno puede escribir las operaciones
usuales del calculo vectorial [16]. Si tomamos las formas diferenciales definidas en el
espacio euclideo tridimensional R?

(I wo = f(x)y) Z)
(1) w1 = we(z,y, 2)dr +wy(z,y, 2)dy + w:(z,y, 2)dz

(I11) wo = way(x,y, 2)dx A dy + wy.(x,y, 2)dy N dz + wy.(x,y, 2)dy A dz

)
)
)
)

(IV) w3 = wey:(2,y, z)dx Ady N dz.
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Sus derivadas exteriores correspondientes serian
(1) dwy = (0f/0x)dx + (Of /0y)dy + (Of /0z)dz

(11) dwy = (Owy/0x — Ow,/dy) deNdy+ (0w, /Oy — Owy/0z) dyNdz+(0w, [0z — Ow, /Ox) dz/
dz

(1) dwy = (Owyz /0T + 0w,y /Oy + Owgy/02) dz A dy A dz.
(Iv) dws =0

La accién de d sobre w resulta ser el gradiente, sobre wy es el rotor y sobre ws es la
divergencia.

Hay dos propiedades importantes de la derivada exterior que se enunciaran a
continuacion. La primera tiene que ver con la regla de Leibniz pero modificada
apropiadamente.

Propiedad 2.2 Sean £ € Q4(M) y w € Q"(M), entonces
d§ Nw) = (d&) Nw + (=1)TE A (dw). (2.14)

La definicién 2.2 hace la derivaciéon compatible con (11) de la propiedad 2.1. La otra
propiedad muy importante es la nilpotencia de la derivada exterior.

Propiedad 2.3 Seaw € Q"(M), escrita en la base de r-formas como w = %Wul...ur dzHr A
... Adx? . Entonces se cumple que d,11d,w = 0.

Esta propiedad resulta directamente de la definicién 2.7 y de la conmutatividad de las
derivadas parciales. En efecto, la derivada parcial (9%wy, .,/ 0x*9x) es simétrica
en lo indices a y 8 pero dz® A dzP es anti-simétrica en estos indices, produciendo
un resultado nulo.

2.2.1. Integracion de Formas Diferenciales

Las formas fueron creadas para la integracién pero ;qué es lo que hace de las for-
mas integrandos apropiados? Quizas la respuesta sea su propiedad fundamental que
hace que transforman correctamente cuando las coordenadas son cambiadas [18]. Ya
que la accién se construye a través de una integral, la integracién de formas diferen-
ciales, por lo tanto, serd importante para poder construir una acciéon que cumpla con
las propiedades de invariancia local Lorentz. Es por eso que se explicara brevemente
esta operacién en este apartado.

La integracién de una variedad diferencial M estd definida solamente cuando
la variedad es orientable. La orientabilidad posibilita que exista una m-forma en la
variedad que no se anule en ningin punto quedando bien definido el concepto de
integrar sobre la variedad.
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Definicion 2.8 Sea M una variedad conexa y sea {U;} un cubrimiento abierto® de
M. Se dird que M es orientable si V U;,U; con U; NU; # 0, 3 coordenadas locales
{a#} para U; e {y”} para Uj, tales que el jacobiano J = det(0z" /0y") > 0.

Un ejemplo tipico de variedad no-orientable es la cinta de Mobius. La orientabilidad
permite la posibilidad que exista una m-forma w la cual no es anula en ningtin punto,
que juega el papel de medida cuando integramos una funcién f € F(M) sobre
M. A esta m-forma se llama elemento de volumen. Se dice que dos elementos
de volumen w y w’ son equivalentes si existe una funcién estrictamente positiva
h € F(M) tal que w = hw'. Una funcién definida negativa h' € F(M) da una
orientacién a M no equivalente a la anterior. Por lo tanto, una variedad admite dos
orientaciones no equivalentes. Entonces, si M es una variedad de dimensién m y si
se define una m-forma

w=h(p)dz' A...Adz™, (2.15)

con h(p) definido positivo en una carta (U,p) y © = ¢(p), se podra extender w
a través de M de tal manera que h es definida positiva en cualquier carta U;. Se
puede tomar la m-forma (2.15) como elemento de volumen. Hay que notar que la
positividad de h es independiente del sistema de coordenadas elegido.

Se puede definir ahora la integracién de una funcién f : M — R sobre una var-
iedad orientable M. Tomando un elemento de volumen w, en un entorno coordenado
U, con coordenadas z, se define la integraciéon de una m-forma fw por

/ foo = / Flor @Nhler (@))da" ... da™. (2.16)
U; i(Us)

A partir de la integral de f sobre U; se puede obtener la integral sobre todo M
utilizando la particion de la unidad.

Definicién 2.9 Sea M una variedad paracompacta® y sea {U;} un cubrimiento abier-
to de M. Una familia de funciones diferenciables ¢;(p) se llama particién de la
unidad subordinada al cubrimiento {U;} si satisface las siguientes condiciones

(D) 0<e(p) <1
(11) €(p) =0sip ¢ U;

(11) Y. €i(p) = 1 para cualquier punto p € M.

5Dado un conjunto X, una familia de conjuntos A = {A4;, A; C X} es un cubrimiento si
U, Ai = X. Si los elementos de la familia A son abiertos entonces se dice un cubrimiento abierto
[15].

6Sea 2 es una coleccién de subconjuntos de un espacio X. Una coleccién de abiertos B8 es un
refinamiento abierto de 2 si VB € 98, 3A C A tal que B C A. Un espacio X es paracompacto
si todo cubrimiento abierto {U;} tiene un refinamiento abierto localmente finito.
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De la tultima condicién, se puede ver que
o)=Y fpelp)=>_ filp),

donde fi(p) = f(p)ei(p) se anula fuera de U; por la segunda condicién. La paracom-
pacidad asegura que sélo hay términos finitos en la suma de arriba. Como para cada
fi(p) se puede definir la integral sobre {U;} por (2.16), la integral de f sobre toda

la variedad M estd dada por
fw= / fw. 2.17
L=, @17

Es conveniente introducir aqui el teorema de Stokes, que permite calcular la integral
de la derivada exterior de una (m — 1)-forma w,,_1 en una variedad M de dimensién
m a partir de la integral de w,,_1 en la frontera de la variedad OM. Para ser més
precisos se enunciard el teorema [20].

Teorema 2.1 (Teorema de Stokes) Si M es una variedad m-dimensional con bor-
de no vacio OM y wy,—1 una (m — 1)-forma, entonces se cumple que

/ dwm_l :/ Wm—1 (218)
M oM

Si OM esta compuesta de varias partes entonces el lado derecho de (2.18) es una
suma orientada. Por ejemplo, si m =1y M es un segmento de a hasta b se obtiene
la regla de Barrow

b
/ df () = £(b) - f(a).

Siw = A;dz" es una 1-forma y la variedad M es una superficie bidimensional inmersa

en R3, se tiene
/ dw = 7{ w,
M oM

donde en este caso OM son las lineas delimitantes de la superficie M. Este iltimo
resultado resulta ser el teorema de Stokes del calculo vectorial de R3. Sim =3y se
toma w = %eijkEkda:i A dx? | entonces dw = (V - E)dz! A dz? A dz? y el teorema de
Stokes se vuelve

/V~Ed3m:/ dw:/ w:/E-dS,
volumen super ficie

siendo este resultado el teorema de Gauss. Entonces, el lenguaje de formas permite
englobar el teorema de Barrow, de Stokes y de Gauss de una forma compacta y
mucho mas general.
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2.3. Variedades Riemannianas

Como se habia mencionado al principio de este capitulo, los espacios métricos
son un caso particular de variedades diferenciables. Lo que le falta a una variedad
diferenciable para ser un espacio métrico es una métrica. No a todo espacio topoldgico
uno puede asignarle una métrica (ver por ejemplo [14], [15]) pero, con las variedades
que aqui se trabajaran, si se puede. La métrica permite definir la importante nocién
de distancia en una variedad. Existen diferentes métricas que pueden introducirse
en una variedad pero en esta seccion se trataran las métricas riemannianas. A una
variedad diferenciable dotada con una métrica riemanniana se la denomina variedad
riemanniana.

En una variedad riemanniana se puede construir, ademas de la métrica, el con-
cepto de conexion afin que permite comparar vectores pertenecientes a espacios
tangentes de puntos diferentes. Es por eso que la conexién da una idea de como
transportar en una variedad M un vector V' € T,M a otro punto ¢ € M, o sea,
cémo realizar un transporte paralelo en la variedad (en el espacio euclideo es equiv-
alente a como hacer una recta s que sea paralela a una recta r dada en un punto
p tal que p ¢ r). Uno puede construir una conexién afin a partir de una métrica
y, en particular, a partir de una métrica riemanniana (se la conoce como coneridn
de Levi-Clivita). Esto, como se verd en esta seccion, resulta bastante natural pero
también se verd en los siguientes capitulos que el concepto de conexién es inde-
pendiente de una métrica elegida y uno puede construir una conexion sin tener en
cuenta la métrica utilizada, incluso sin definir métrica alguna en la variedad. Esto es
equivalente a afirmar que la nocién de paralelismo es independiente de la nocién de
distancia aunque en la construccién de la geometria euclidea una defina la primera
a partir de la segunda’.

2.3.1. Meétricas Riemannianas

Cuando a una variedad se la dota con una métrica, ésta permite dar una nocién
de distancia entre dos puntos préximos de la misma. Se puede construir la distancia
entre dos puntos préximos a partir de considerarla como la norma derivada de un
producto interno. Segun se vio en la secciéon 2.1.1 existe un producto interno en
variedades diferenciables pero no es un producto entre un vector y otro como el que
se necesita aqui sino entre un vector y una uno-forma. Una métrica riemanniana
permite este producto.

Definicion 2.10 Sea M una variedad diferenciable. Una métrica riemanniana g
en M es un campo tensorial de tipo (0,2) en M (ver seccién 2.1.1) el cual satisface
las siguientes condiciones en cada punto p € M:

(1) gp(U,V) = g,(V,U) (simetricidad),

"Una muy ilustrativa explicacién de cémo construir una nocién de paralelismo sin apelar a una
nocién de distancia se da en [5].
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(11) gp(U,U) > 0 donde si se cumple la igualdad solamente cuando U = O,

donde U,V € T,M.
Si g cumple (1) y en vez de (11) cumple

(1r’) gp(U,V) = 0 para cualquier U € T,,M implica V =0,
se dice que g es una métrica pseudo-riemanniana.

La métrica permite una correspondencia entre el espacio tangente T, M y el espa-
cio de uno-formas Ty M. En efecto, se puede asignarle a un vector U € T,M una
uno-forma g¢,(U,) : T,M — R que asigna a cada V € T,M un real g,(U,V). La
correspondencia es biunivoca ya que a cada w € Ty M se le puede asignar un vec-
tor U, € T,M. En efecto, dado un V € T, M se halla U, € T,M como el vector
tal que g,(Uy,,V) = (w, V). De esta manera, queda definido un isomorfismo entre
Tp,M y T; M. Dicho isomorfismo se puede escribir de manera explicita usando la
métrica. En efecto, la métrica al ser un tensor de tipo (0,2) se puede escribir como
9p = Guv (p)dxﬂdxl’ (uno puede comprobar que [y (p) = gp(8/8a:”, 8/895”) = Gvu (p)),
entonces si U = UH(0/0z") y w = w,dxt, sus componentes se relacionan por

wy = guU” U* = g"w,, (2.19)

donde (g") es la inversa de la matriz® (g, ).
Se puede recuperar ahora la nocién de distancia infinitesimal. Tomando un de-
splazamiento infinitesimal dz#0/0x" € T,M y aplicandole g se ve

ds* = g(da"9/0z",dx"9/0x") = dxtdx” g(0/0xt,0/02") = gudatdz”.  (2.20)

Como (g,.) es simétrica, todos sus autovalores son reales. Si la métrica g tiene
todos sus autovalores positivos, al par (M, g) se le llama variedad riemanniana.
Si la métrica es pseudo-riemanniana tendra algunos autovalores positivos y otros
negativos, si hay ¢ autovalores positivos y j autovalores negativos entonces se dice
que la métrica tiene indice (i,7) o también que es i + j y al par (M, g) se le llama
variedad pseudo-riemanniana. Si la métrica tiene j = 1 se la llama métrica de
Lorentz y al par (M, g) se le llama variedad lorentziana.

El ejemplo tipico de variedad riemanniana es R"™ con métrica g, = d,,, es decir
el espacio euclideo de n-dimensiones. Un ejemplo de variedad lorentziana es R™ con
la métrica de Minkowski, es decir g,, = 7, con 7, = (—,+,+,+).

2.3.2. Conexién Afin

Como se menciond al principio de la seccion, se necesita agregarle més estructura
a la variedad para poder comparar dos vectores definidos en espacios tangentes de
puntos diferentes de la misma. En un espacio euclideo de n-dimensiones (R™, ), para
poder derivar un campo vectorial V' = V*#e, en un determinado punto z, lo que se

8 Al ser simétrica la matriz (g,.), es invertible.
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hace es transportar un vector de un punto x + Ax hasta x y después se hace la
diferencia. Es decir, si se quiere derivar la componente V* respecto a la coordenada
l.l/

ovH ., VRt + A ) = VR 2L

= lim
ox?Y  Azv—0 AzY

Si bien la componente VH(... z¥ 4+ AzY,...) estd evaluada en = + Az, se la dejé in-
cambiada para compararla con V#(...,x",...). Es decir, para hacer un transporte
paralelo en (R™,§) lo inico que se hace es dejar las mismas componentes del vector
por méas que esté definido en otro punto.

Esto no puede hacerse en una variedad en general con una métrica genérica ya
que los vectores viven en espacios vectoriales correspondientes a puntos diferentes y,
por lo tanto, la diferencia de estos vectores no estd bien definida. Si se denota por
f/|z Az al vector f/‘w paralelamente transportado al punto x + Az, se quiere que se
cumplan las siguientes condiciones

Vi(z + Az) — VAz) x Az
(VE+WH) (x4 Az) = VF(x+ Az) + WH(z + Ax)

Estas condiciones se satisfacen si se toma
Vi(x + Az) = VA(z) — VM@)DH, (z)Az”
Ahora se puede hacer la derivada de V' = V¢, respecto a z”

9
ozH’

Vi(z + Az) — Vi(z + Az) O <8V“

1i =
im D

Apa
Azs0 Az’ Dt v F”)

Esta cantidad es necesariamente un vector ya que es la diferencia de dos vectores
definidos en el mismo punto x + Az y se la llama derivada covariante del vector
V. Los coeficientes F’Zf)\ reciben el nombre de coeficientes de conexién. Estos
coeficientes nos dicen cémo varia cada componente de un vector al transportarlo de
un punto x a otro punto proximo x + Az. Los mismos son las componentes de la
conezxion afin.

Definicion 2.11 Una conexién afin V es un mapa V : X(M) x X(M) — X (M)
que satisface las siguientes condiciones

(I) VfX+gyZ = fVxZ+gVyZ
() Vx(Y +Z)=VxY +VxZ
() Vx fY = X[f]Y + fVxY,

donde X,Y,Z € X(M) y f,g € F(M).
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A partir de la definicién 2.11, se puede relacionar la conexién aplicada a dos vectores
e’ de la base de T, M con los coeficientes de conexion F’Ij \ COmo

Ve, =Ve, €, = Fl),‘ueA. (2.21)

Una vez que se sabe cémo actida V sobre los vectores de la base, se sabe cémo actia
sobre cualquier vector. En efecto, sean V' = V¥e, y W = Wte, dos vectores de
T,M. Entonces, usando la definicién 2.11 y (2.21), se tiene

VeW = Vyue,We, = VIV, W, = V¥ (e,[W"]e, + W'V,,e,)

= V# < D + W T, ) ex = VIV, W ey,
La manera como transforman los coeficientes F’Ij \ puede verse a partir de la trans-
formacion de los {e,}. En efecto, se suponen dos cartas locales (U, ¢) y (V, ) tales
que UNV #0conp e UNV yax=o¢p ey = ¢@p),con {e, = 0/0x'} y
{ f‘iv: 0/0y*} las bases en las coordenadas de U y V respectivamente. Sean ',
y I'g, las componentes de la conexién en las bases {e,} y {f.}, respectivamente.
Entonces

Viaty =T fa, (2.22)

y si utiliza el cambio de coordenadas f, = O0x#/0y“e, se podré escribir el lado
izquierdo de (2.22) como

02 ox¥ Ozt
Vighy = Vy,02"/0yTe, = OyPayY Cu oyB Ay Ve, €y
D2t oY Azt _\ 0%k Oy ox” Oxt _\ Oy*

e + T e = Vg S T
8y58y76” + oyP oy~ v HeA OyP Oy Ozt OyP oy ”“8:1:>‘f

Al final, igualando esto con el lado derecho de (2.22) se tiene

~ 0%xH Oy™  Oz¥ Ozt Oy“

«

re = 2% 9 9r"0y"
B ByBayT fat + OyP Oy dxA " VH

(2.23)

En este punto puede verse claramente que las componentes de la conexion afin I"Ij A\
no transforman como las componentes de un tensor tipo (1,2) sino que transforman
de una manera particular. Lo hacen de tal manera que VxY sea un vector y a
la vez cumpla con las propiedades de una derivada (reglas de la suma y Leibniz).
Incluso se puede definir una conexién afin como aquel objeto que por un cambio de
coordenadas transforme segin (2.23) y después ver que con esa definicién la derivada
covariante queda bien definida. A su vez, puede verse de (2.23) que F‘;A — FKV siesla
componente de un tensor tipo (1,2) llamado tensor de torsién y serd importante
como se verd mas adelante.

Se puede dar ahora una definiciéon precisa de transporte paralelo a partir de la
definicién de la conexién afin.
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Definicion 2.12 Sea una variedad M y ¢ : (a,b) — M una curva y se supone que
la imagen de ¢ es cubierta por una carta (U,¢) con z = ¢(p). Sea V = d/dt =
dxt(c(t))/dt)e, el vector tangente a la curva c(t). Si X es un campo vectorial definido

en c(t) que satisface
VyX =0, (2.24)

se dice que X es un transporte paralelo a lo largo de la curva c(t).

La condicién (2.24) se puede escribir en coordenadas como

ax# p dz¥(c(t)) A

- = 0.
dt VAL dt

Si el vector V' es paralelamente transportado a si mismo, es decir
VvV =0, (2.25)

entonces c(t) es una geodésica. Si {z#} son las coordenadas de ¢(t), la condicién
(2.25) se escribe como
@ + H ﬁdi)\
dt? VA dt  dt
Uno podria ser menos restrictivo en la definiciéon de geodésica y definirla como las
curvas cuyos vectores tangentes V' cumplen

=0 (2.26)

ViV = fV.

Sin embargo, se puede probar que por un cambio de coordenadas se puede reparametrizar
la curva para que la condicién anterior resulte igual a la condicién (2.25).

Hasta ahora, se ha definido la conexion afin sin hacer uso de la métrica en
ningin momento. Como se menciond al principio de esta seccién, se puede definir
una conexion a partir de la métrica y se va a dar ahora una a partir de una métrica
riemanniana. Para hacer manifiesta esa relacién entre la conexién y la métrica, uno
puede exigir a la conexién que el transporte paralelo (relacionado con la conexién)
de dos vectores deje incambiado el producto interno entre ellos (relacionado con la
métrica). Esta exigencia se puede escribir explicitamente, si se toma V un vector
tangente a una curva arbitraria y dos campos vectoriales X,Y € X' (M) se tiene

Vyg(X,Y)=0= V*((Vag)(X,Y) + g(VaX,Y) + g(Vx,Y)) = 0.

Notando que se si se esta haciendo un transporte paralelo de X e Y se tiene V), X =
V.Y =0, resultando

VAVA)(X,Y) = 0= VX'V (Vag)u =0
Dada la arbitrariedad de V, X e Y se tiene

(Vag)uw =0 (2.27)
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Sila conexién es tal que cumple (2.27), se dice que es compatible con la métrica o
conexién métrica. La ecuacion (2.27) se puede expresar en un sistema coordenado

como

9g p p
WM; — 59k — T gus = 0. (2.28)

Se puede escribir otras dos ecuaciones equivalentes a (2.28) en permutaciones ciclicas
de (A, u,v) dando

Ogux .

all‘/“ - Fﬁygn)\ - Fu)\gun = 0,

ag)\ K

ax;‘ — gy — i = 0. (2.29)

Si ahora se calcula (2.28)—(2.29) se tiene
IR + X (mr A (2.30)
[ 72 mny 2 |27} n v puv | o .
A .
donde son los simbolos de Christoffel?, definidos como
7%

A _ lg)\n 09uk + agli,u, _ 8guu
72 dzk ~ Qzv Ozt )’

es el tensor de torsién, que ya se mencioné arriba.

yT?, =T, —-T*,

Uno le puede exigir otra propiedad a la conexion ademas de ser compatible
con una meétrica riemanniana. Esta propiedad es la simetria de las componentes de
la conexion, es decir I"\W =T Avu‘ Una conexién que cumple con esta propiedad
se llama conexién simétrica. Es evidente de la definicién de tensor de torsién
que si una conexion es simétrica entonces T)‘W = 0. El siguiente teorema, que no
se probard, permite construir una tnica conexién simétrica y compatible con una

métrica riemanniana.

Teorema 2.2 (Levi-Civita) Dada una variedad riemanniana (M, ¢) existe una tinica
conexién afin V en M que satisface las condiciones:

(a) V es simétrica

(b) V es compatible con la métrica g.

9 Algunos autores lo llaman sfmbolos de Christoffel de segunda especie, para distinguirlos de los

K
de primera especie, definidos como [uv, A\] = gax (ver [19]).
v
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Una conexién dada por el teorema 2.2 recibe el nombre de conexiéon riemanniana
o conexién de Levi-Civita. Aunque no se mostrara la prueba, uno puede adivinar
que la conexién riemanniana se halla a partir de (2.30), la definicién de los simbolos
de Christoffel y con la condicién T)‘W = 0, resultando

1 O9vr  OGxp O
A T Ak B M
I, = 59 (mu Al B (2.31)

Teniendo una conexién afin en una variedad riemanniana, uno puede considerar
un sistema de coordenadas particular a partir de las coordenadas de los vectores de la
base del espacio tangente en un punto. Para esto hay que hacer algunas definiciones.

Sea (M, g) una variedad riemanniana con una conexién V. Sea un punto p € M,
si tomamos un vector X € T, M podemos hallar una geodésica c(t) tal que c¢(0) =py
% ‘p = X. Esto permite definir un entorno coordenado alrededor de p de la siguiente
forma: si tomamos ¢ cercano a p, se puede probar que existe una tinica geodésica c(t)
y un tnico vector X, € T,M tales que ¢(0) =p, ¢(1) =qy %‘p =X, = Xle,. Se
puede ver que ¢ : ¢ — X} representa un buen sistema de coordenadas en un entorno
de p. Este sistema de coordenadas se llama sistema de coordenadas normal
basado en p con base {e, }. Se define el mapa exponencial como Exp,, : T,M — M
tal que Exp,(X) = ¢(1) donde c(t) es la geodésica tal que c(0) =py %L} = X. Se
puede ver, a partir de la ecuacién (2.26), que en un sistema de coordenadas normal,
la conexién afin se anula en el punto p, es decir F)‘W(p) = 0. Sin embargo, esto
no implica que la conexién se anule en todo punto de la variedad riemanniana, ni
siquiera en un entorno del punto p como se vera en la siguiente seccién.

El concepto de geodésica respecto a una conexién riemanniana esta relacionado
con el concepto de curva tal que su longitud respecto de dos puntos es minima (com-
parado con la longitud de cualquier otra curva entre esos dos puntos). Uno puede
definir una distancia d : M x M — R entre dos puntos p y ¢ como d(p,q) =infi-
mo de las longitudes de curvas que unen p y ¢. Con esta distancia, el teorema de
Hopf-Rinow afirma, entre otras cosas, que si el mapa exponencial Exp, : T,M — M
esta definido para todo vector!® X e T, M, entonces existe una geodésica tal que su
longitud es igual a d(p, q¢). Demostrar el teorema requiere entrar en algunos detalles
que exceden a este trabajo pero una demostracién rigurosa se da en [17]. Como de
geometria elemental uno tiene la nocién (no definicién, por cierto) de que el segmen-
to de recta es la minima distancia entre dos puntos en R?, se dice entonces que las
geodésicas son la generalizacién natural de una recta para una variedad riemanniana.

2.3.3. Curvatura y Torsion

En la ecuacién (2.23) uno puede ver que si las componentes de la conexién son
nulas en un sistema de coordenadas no tienen por qué serlo en otro sistema. Esto
también es consecuencia de que la conexién no es un tensor. Por lo tanto, uno quiere

108j esto ocurre se dice que la variedad riemanniana (M, g) es geodésicamente completa.
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una caracteristica intrinseca de la variedad, es decir no dependiente del sistema
de coordenadas, que diga cuan cerca esta la geometria de una variedad respecto a
la geometria euclidea usual. Esas caracteristicas intrinsecas deben ser tensores ya
que se quiere que sean independientes del sistema de coordenadas. En esta seccidn,
veremos dos tensores que cumplen con esta finalidad: el tensor de curvatura y el
tensor de torsion.

Definicion 2.13 Sea (M, g) una variedad riemanniana con conexién V (no necesari-
amente una conexién riemanniana).

(a) El tensor de curvatura R: X (M) x X(M) x X(M) — X (M) se define como
R(X,YV, Z) = VXVYZ - VYVXZ - V[}Qy]z.

(b) El tensor de torsién R : X (M) x X (M) — X (M) se define como T'(X,Y) =
VxY - VyX — [X,Y].

Uno puede probar que la definicién 2.13 hace que tanto R como T sean tensores de
tipo (1,3) y (1,2) respectivamente. Esto quiere decir que, por ejemplo, ambos son
lineales en cada entrada, es decir R(fX,gY)hZ = fghR(X,Y)Z y T(fX,qY) =
fgT'(X,Y) para X,Y,Z € X(M), f,g9,h € F(M).

Al ser tensores, las operaciones de R y 1T sobre vectores y uno-formas quedan
determinadas si se conocen sus operaciones sobre elementos de la base. Las compo-
nentes del tensor de curvatura R*,  segin las bases {e,} y {dz"} se pueden hallar
como

Apv

RR}\/U/ = (dmn’ R(em eu)€A> = <dxﬁa vuvue)\ - vuvue)\>
= (da",V,I" ey — VVF"u)\en>

n

= (dz", Dk ey — F"V)\Fimeg iy ey — F”u)\l“g,meg)
ore 81"‘“/\ , .
= aﬂcZ o + I\, =T u}\I‘”m7 (2.32)
Analogamente, se pueden hallar las componentes del tensor de torsién 7", en las
bases {e,} y {dz#} como
T”W = (dz",T(ey,e,)) = (dx", Ve, — Vyey)
= (d2", 1" en =17, ) =17, —T", . (2.33)

Conviene detenerse en este punto para examinar el significado geométrico de
los tensores de curvatura y de torsién. El primero de ellos, esta relacionado con la
diferencia entre el transporte paralelo de un vector de un punto a otro por curvas
diferentes. Un ejemplo de esto es la diferencia del transporte de un vector V de un
punto p a un punto ¢ por un circulo maximo!* C y por otro circulo méximo C’ en
una esfera.

"Un cfrculo méximo es la interseccién de la esfera con un plano que contiene al centro de la
misma.
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Es més, en una variedad riemanniana genérica, el vector resultante de un trans-
porte paralelo de un vector por una curva cerrada hasta el punto de partida es
diferente del vector original. Para ver esto mds explicitamente, sea (M, g) una var-
iedad riemanniana con conexién V y pgrs un paralelogramo cuyas coordenadas son
{zt}, {z" + e}, {a# + e + o*}, {z# + 0"}, donde € y 6 son infinitesimales. Si
se transporta paralelamente el vector Vo € T),M por la curva C' = pqr se obtiene el
vector Vo(r). Para obtener las componentes Vi (q) se hace

VE(a) = Vi = Vo T A (p)e”
Si se quieren ahora hallar las componentes de Vo (r) se tiene
VE(r) = VE@) = Ve(@'T",\(a)0"

v O\ D) 0 s
Vi = T\ 0)e” = (Vi = V3T, ()¢ (F“M(p) + nge(’) J

1

1

VI —VRT" \(p)e” — VT, (9)3”

2\ ()

Yo 8!170 6€5V + ‘/()WFAGn(p)FuV)\(p)Eeay)

donde en la segunda igualdad se hizo un desarrollo de I'¥ | (¢) alrededor de p (por
la proximidad de p y ¢) y en la tercera igualdad se conservaron términos hasta
segundo orden en € y . De forma similar al cdlculo anterior, se pueden calcular las
componentes de Ve (r), dando como resultado

VE(r) = VE(q) — Vor(s) Ty, (s)e
= VE)M - V()Aruyx(p)éy - VO)TNVA(I?)EV

art .\ (p)
R 72 Sl
i ox?

Restando ambos resultados, se tiene
v oy (p) _ 8F“977(p )
0 ozt oV

= VIR 5, €'6". (2.34)

8V €” + VT, (p)T* 5 ()8” €%

Ve (r) = VE(r) =~ + T2, ()T g5 () — T, ()T VA(p)) 6"

Ademsds de ver la interpretacion de las componentes del tensor de curvatura como
el coeficiente de proporcionalidad a Vj para la diferencia Vi (r) — Vi, se ve que esta
diferencia es de segundo orden en € y 6.

Para la interpretacién geométrica del tensor de torsién, se considera en un punto
p de coordenadas {z*} de la misma variedad riemanniana (M, g) dos vectores in-
finitesimales de coordenadas X = X*e, € T,M eY = Y*e, € T, M. Si son pensados
como pequenos desplazamientos, estos vectores definen dos puntos préximos r y s,
préximos a p de coordenadas {z* + e} y {x* + §*}, respectivamente (los puntos
q y s son los que definen las coordenadas normales en p, ver seccién 2.3.2). Si se
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transporta paralelamente X a lo largo de pr se obtiene el vector sry de componentes
et — M \0v. Las componentes del vector de desplazamiento que conecta p con 71
es

pri = ps+ sr; = 0 + et — FMV)\EA(SI/.

Andlogamente, gry es el vector que se obtiene transportando Y a lo largo de ps.
componentes del vector de desplazamiento que conecta p con ro es

pra=pq+qry = e + 6" =T 5.
La diferencia entre estos vectores es
rory = pro —pry = (I* | —T% )e's” =T" | *6”. (2.35)

Se ve que el tensor de torsién mide qué tan grande es la diferencia en la clausura de
un paralelogramo infinitesimal. Aqui se ve también que la diferencia es de segundo
orden.

En resumen, si se hubiera considerado la variedad riemanniana (M, g) a primer
orden, habria un resultado nulo tanto para la cuenta (2.34) como para la (2.35).
O sea, la curvatura es el orden mas bajo (orden dominante) que tiene en cuenta
cuanto se aparta el transporte paralelo de un vector por caminos diferentes respecto
a la geometria riemanniana. Andlogamente, la torsién es el orden dominante de la
diferencia con respecto a la geometria euclidea de la clausura de un paralelogramo
infinitesimal.

Propiedades del Tensor de Curvatura

Las componentes del tensor de curvatura tienen ciertas propiedades de simetria
importantes.

Propiedad 2.4 Sean RMW

una conexion riemanniana. Estas cumplen las siguientes propiedades de simetria:

(a) R

= ng"AW las componentes del tensor de curvatura de

=-R

KAV KAV
(b) Rn)\;w = _R)\mw
(C) Rn)\;w = _R,uu)\n

Siendo el tensor de curvatura definido a partir de una métrica riemanniana, también
se cumplen las siguientes propiedades

Propiedad 2.5 (Identidades de Bianchi) Sean R",,, las componentes del tensor
de curvatura de una conexién riemanniana. Se cumple:

(a) R"y,, +R",,,+R",, =0 (primera identidad de Bianchi)

(b) (VKR)")\W + (V.R), . + (VVR)"M” = 0 (segunda identidad de Bianchi).
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Se pueden definir otros tensores a partir de la contraccién de indices de las
componentes del tensor de curvatura. Estos son muy importantes para la Relatividad
General.

Definicion 2.14 Sea (M, g) una variedad riemanniana con conexién V y compo-

nentes del tensor de curvatura R’“‘)\W.

(1) El tensor de Ricci es un tensor tipo (0,2) definido por Ric,, (X,Y) =
(dz#, R(ey, X)Y') cuyas componentes son Ric,, = Ric(ey,e,) = R’\MV.

(11) El escalar de curvatura R se define como R = g"Ric,,,.

A partir de la definicién 2.14 y de la propiedad 2.5 se obtiene el importante resultado
V,.G" =0, (2.36)

donde G*¥ = Ric*' — %Rg’“’ es el tensor de Einstein. Este tensor tiene la propiedad
de, ademads de (2.36), ser simétrico (G = G"*). Como se vera en el capitulo 3 estas
dos propiedades son las que inspiraron a Einstein para utilizar este tensor en la
Relatividad General.

2.4. Bases No-Coordenadas

Las bases de coordenadas utilizadas hasta ahora para describir los espacios T, M
y Ty M fueron {0/0x"} y {dx"}, respectivamente. Estas no son las tinicas bases y
se vera en esta seccién que uno tiene cierta libertad para elegirlas una vez que a la
variedad se le asigna una métrica. La notacion presentada aqui se utilizard mucho
en el resto del trabajo ya que la misma es mas préactica en muchos aspectos, tanto
de céalculo como de concepto, como veremos en el capitulo 3. Una buena descripcion
de lo tratado en esta seccién se encuentra en [20] y [16].

Sea la combinacién lineal,

E, = E,*0/9z" (E,"} € GL(m,R), (2.37)

donde GL(m,R) son el espacio de matrices invertibles de m x m y det(E,") > 0.
{E,} son vectores base obtenidos por una transformacién que preserva la orientacién.
Se puede requerir que la base {E,} sea ortonormal, es decir

g(Em Eb) = EauEbyg;w = 5ab
Se puede invertir la ecuacién anterior para que dar
G = E“ B, 6, (2.38)

donde E“, es la inversa de E,". Si se introduce ahora una base {e} de TyM tal
que (e, Ey) = 6%, esta base queda dada por

e’ = E“M dx".
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Se ve entonces que E”, es una matriz que transforma la base coordenada {dx*}
de Ty M a una base ortonormal {e?}. Hay que notar que mientras 9/0xz* y 9/0x"
conmutan, F, no tiene por qué conmutar con Ep. En efecto,

[Eas Eb)lp = cap” (p) Edlp,

donde

14 14

cabd(p) = Edy <EaH8Eb - EbuaEa > ‘ '

OxH oz
Las bases {E,} y {e”} se llaman bases no-coordenadas. Los coeficientes £, se
llaman vierbeins si el espacio es cuadridimensional y vielbeins si es de cualquier
dimension. Notar que se utilizaron indices diferentes para describir la base no-
coordenada {e”} que para describir la base coordenada {dz*}. Para la primera se
utilizan indices latinos a,b, ... y para la segunda indices griegos uv.... Los indices
latinos indican indices internos del espacio tangente, diferentes a los indices griegos
que indican los indices del sistema de coordenadas del atlas de la variedad. En este
contexto, los indices latinos se llaman indices planos. Como se vera méas adelante,
en un contexto general de espacios fibrados, estos indices viven en la fibra de la
variedad.

Si la variedad es lorentziana entonces hay que reemplazar J, por 7, en las
ecuaciones. De ahora en adelante, a menos que se diga lo contrario, supondremos
que la variedad es lorentziana. Es por la relacion g, = nabE“uEbV que £, es una
especie de 'raiz cuadrada’ de la métrica.

Se pueden definir los coeficientes de la conexién I, con respecto a la base {E,}
por

VaEb = anEb = ngEc.

Es a partir de esta definiciéon que las componentes de la conexién Ff;l, y IS, se
relacionan mediante

OE,*
ozt

gy = ES B/ < + Eb’Tf;V> = ECAEa“VuEb/\'

Se introduce ahora la uno-forma de conexién como
wh =T, €. (2.39)

La uno-forma de conexién w? es una uno-forma evaluada en el espacio de matrices
(como indican sus indices), es decir sus coeficientes son componentes de una matriz
y como veremos mas abajo, al igual que las componentes de la conexién, w®, tam-
poco es un tensor. w%, es importante para presentar las ecuaciones de estructura de
Cartan.

Teorema 2.3 (Ecuaciones de Estructura de Cartan) La uno-forma de conexién
satisface las siguientes ecuaciones:
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(1) de® +w Neb =T°
(1) dw® + w? Aw® = RY,

donde se han introducido la torsion dos-forma 7° = %T“bc e’ A e y la curvatura
dos-forma R = %RabcdeC A el

Tomando la derivada exterior de las ecuaciones de estructura se tienen las identi-
dades de Bianchi

dT® 4+ w% AT = R% A e®
dRab + wac A Rcb — Rac A wcb =0.
Estas son las mismas ecuaciones (a) y (b) de la propiedad 2.5, respectivamente, pero

en una base no-coordenada. Estas ecuaciones se pueden escribir méds compactamente
si se define la derivada covariante de una p-forma V9 como

DVG =dVy +wi AV — (=1)PVEL AwS,. (2.40)
Entonces, las identidades de Bianchi se escriben con la sencilla simbologia

DT* = R% A€,
DR = 0 (2.41)

Se puede expresar el tensor de curvatura como el resultado de aplicar dos veces la
derivada covariante a un vector de Lorentz ¢®. En efecto, usando que d?¢® = 0 se
tiene

DD¢" = D(d¢" +w¢") = d(dg” + w¢") + w? (d¢® + w’.¢°)
= (dw® +w"w)e" = R%¢,

donde se us6 la propiedad (2.14) para la derivacién de 1-formas y el teorema 2.3.

Como se mencioné al comienzo de la seccidn, existe cierta libertad de elegir el
sistema no-coordenado y conviene detenerse ahora en este punto. Los grados de
libertad de la métrical? g,,, son m(m + 1)/2, mientras que el vielbein E®, tiene m?
grados de libertad. Entonces, se pueden elegir varias bases no-coordenadas pasando
de una a la otra mediante una ’rotacion’

e — e’“:A“beb

E, — FE,=FE (A1, (2.42)
en cada punto p. El vielbein transforma como
E*, — E', = A%(p)E", (2.43)

2Como guv es simétrico, si se lo piensa como una matriz, al elegir el tridngulo superior que
incluye la diagonal queda determinado el resto. Los grados de libertad del tridngulo superior que
incluye la diagonal son los mismos que la suma de los primeros m naturales que es m(m + 1)/2.



2.4. BASES NO-COORDENADAS 29

La invariancia del tensor métrico hace que

AabnacAcd = Nad-

Esto implica que A% (p) € SO(m — 1,1), por lo tanto es una rotacién ortogonal en
el espacio tangente T, M. La dimensién del grupo SO(m — 1,1) es m(m — 1)/2 =
m? —m(m — 1)/2 que es justo la diferencia que hay entre los grados de libertad del
vielbein y de la métrica.

Los indices latinos a,b, ... entonces transforman bajo elementos de SO(m —
1,m) y quedan incambiados bajo cambios de coordenadas, mientras que los indices
griegos u, v, . .. si transforman ante cambios de coordenadas. Aqui vuelve la idea de
que los indices latinos son indices internos cuyos cambios en el espacio tangente en
cada punto son gobernados por elementos de SO(m — 1,m) y no por cambios de
coordenadas en la variedad.

Se puede deducir cémo transforman las componentes de un tensor en una base
no-coordenada. Sea t = t",0/0z" ® dz¥ un tensor tipo (1,1). En las bases no-
coordenadas {E,} y {e®} el tensor se escribe t = t% E, ® e, donde ¢, = t" EY By

Si se hace una rotacién a unas bases {E/} = {Ey(A™1)°,} v {e"*} = {A%e’}, se tiene
t=1"%E, @ =t B (A7), @ A%y,
dando la regla de transformacién
tab — t/ab - Aactcd(A_l)db.

O sea, los supra-indices latinos se rotan con A mientras los subindices latinos se
rotan con A~!. El pasaje de bases coordenadas a bases no-coordenadas se hace con
los vielbeins. Asi, el tensor de torsién y el tensor de curvatura transforman como

Tla — AabTb,
R = A" R(A)Y,

Uno puede deducir también la regla de transformacién de la uno-forma de conexion
w% . Sabiendo que la torsién dos-forma T'* = de’® + w'* A €/* transforma como
T' = A% T se llega a

W'y = A% (AT, — A% (AT, (2.44)

Aqui se ve, como se mencioné mds arriba, que la uno-forma de conexién w? no
transforma como un tensor sino de una manera particular. Sin embargo, de las ecua-
ciones (2.42) se deduce que la base no-coordenada de uno-formas {e®} si transforma
como un vector de Lorentz en el espacio tangente. También la derivada covariante
de un vector de Lorentz D¢ transforma como vector de Lorentz, es decir bajo A.

Si la conexién V es de Levi-Civita las condiciones de compatibilidad con la
métrica (2.30) y simetria se escriben, respectivamente

Wap = —Wha
T = 0
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Para terminar la seccién, se mostrard cémo se puede encontrar un elemento de
volumen para poder integrar en la variedad. Si (M, g) es una variedad riemanniana
de dimension m, existe un elemento de volumen invariante

Q= |gldz! ... dx™,

donde g = det(gu) y «* son las coordenadas de la carta (U, ). Uno puede demostrar
que )7 se puede escribir en una base no-coordenada como

Qu =el...e™ (2.45)

Asi, una integral de f € F(M) se puede escribir como

/M Q= /Mf\/mcle...dxm = /M fel...em. (2.46)

Estas propiedades seran de ayuda en el capitulo 3 para construir una accién invari-
ante Lorentz a partir de e y R en la formulaciéon de Cartan para la Relatividad
General.



Capitulo 3

Relatividad General

En este capitulo se presentard de forma conceptual Relatividad General. Ha-
biendo introducido en el capitulo 2 las nociones matematicas necesarias para esta
teoria, se introducird la motivacion fisica que llevé a Einstein a obtener las ecua-
ciones de campo para la gravitacién. Estas ecuaciones implican que la geometria
del espacio-tiempo estd determinada por su distribucién de energia. Localmente, la
fisica es descripta por la Relatividad Especial y la geometria es de Minkowski via
el principio de equivalencia. Esto lleva a que el espacio-tiempo se pueda describir
localmente por coordenadas en R* y, entonces, coincidir con la definicién de una
variedad diferenciable de dimension cuatro. La fisica descripta no debe ser cambi-
ada por los diferentes cambios de coordenadas de la variedad espacio-tiempo por
lo que debe ser descripta por entes que no dependan de las coordenadas locales, es
decir vectores, tensores y formas diferenciales. Ademas de introducir una métrica a
la variedad, se debe tener una conexién para poder hacer calculos con estos entes
(hacer las derivadas covariantes, por ejemplo). Esta conexién puede hallarse a partir
de la métrica y es la conexién de Levi-Civita cuyas componentes estin dadas por
los simbolos de Christoffel, como se vio en la seccién 2.3.2. Esto es la Relatividad
General en el formalismo de Einstein y la primera parte de este capitulo esta dedica
a ella de forma descriptiva y heuristica ya que existe abundante bibliografia para
tratar este tema con el mayor detalle [21], [22], [23], [24], [25].

Como se menciond al principio de la seccién 2.3, uno puede asumir una variedad
con una conexién de Levi-Civita o una conexién més general. El punto de vista de
Einstein asume que la conexién de la variedad espacio-tiempo es de Levi-Civita,
o sea, se puede hallar directamente a partir de la métrica. El punto de vista de
Cartan, por otro lado, aboga en no hacer esa suposicién y permitir a la variedad
tener una conexién independiente de la métrica. Hacer esta suposicion lleva a unas
ecuaciones de campo un poco diferentes ya que uno debe asumir que la conexién
y la métrica son campos independientes a la hora de variar la acciéon cuando se
hace el principio variacional. El punto de vista de Cartan se tratara en la segunda
parte de este capitulo y es el que se utilizard en el resto de los capitulos. Tiene una
mayor cantidad de variables dindmicas que el punto de vista de Einstein pero tiene
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menos asunciones a priori. Este no es el unico motivo por el que se trabajara con
el formalismo de Cartan, resulta ademdas ser mads transparente para analizar las
diferencias y similitudes entre teorias gauge y gravedad [5]. Una de las razones para
esto es, como se verd mas adelante, que el punto de vista de Cartan hace explicita la
distincion entre la variedad base M de un fibrado y la fibra, que es el espacio tangente
T,M en cada punto p donde viven los tensores de Lorentz. Ya que los fibrados son
los lenguajes naturales para describir las teorias de gauge, es natural que este punto
de vista permita una mejor comparacién entre teorias gauge y gravitacién.

3.1. Relatividad General de Einstein

En esta seccién se tratara la Relatividad General desde el punto de vista de Ein-
stein. Esta teorfa no sélo describe el comportamiento de cuerpos y campos afectados
por fenémenos gravitatorios sino que explica la naturaleza de la gravedad a partir de
la geometria intrinseca del espacio-tiempo. Es por eso que en su formulacién original
de 1915, Einstein interpreta el espacio-tiempo como una variedad diferenciable y los
fenémenos gravitatorios a partir de la geometria de riemanniana. La clave de todo
esto esta en el principio de equivalencia.

3.1.1. La Relatividad Especial y el Principio de Equivalencia

La Relatividad Especial [27], [28] se considera como una de las primeras revolu-
ciones Fisica del siglo XX (junto con la Mecénica Cudntica) y se consolidé en 1905
con un articulo titulado Sobre la Electrodindmica de los Cuerpos en Movimiento de
Albert Einstein [26]. Esta teoria permitié resolver un problema bastante preocupante
en la Fisica de aquella época que era la propagaciéon de las ondas electromagnéticas
en el vacio. Antes, se asumia que existia un medio, que se le dio el nombre de
eter, que inundaba todo el espacio y por el cual podian propagarse las ondas elec-
tromagnéticas (asi como las ondas de sonido utilizan el aire para propagarse o las
ondas de un estanque utilizan el agua). Cuando se quiso saber con qué velocidad
se propagaba la Tierra respecto al éter en un experimento, conocido como el ex-
perimento de Michelson y Morley, el resultado no fue el esperado. La conclusién de
Einstein fue que la luz se movia siempre a la misma velocidad sin importar la ve-
locidad de la fuente. Einstein también introdujo el principio de relatividad que dice
las leyes de la mecdnica y los fenomenos electromagnéticos son los mismos en todos
los marcos de referencia inerciales [27]. Este principio pretendia poner fin a otro
problema de la Fisica de ese tiempo que era que las ecuaciones de de la mecanica
Newton no eran compatibles con las ecuaciones de Maxwell para describir el elec-
tromagnetismo respecto a una transformacion galileana. Estos principios conducen
a una ley de transformacion de marcos inerciales diferente a las transformaciones
de Galileo, llamadas transformaciones de Lorentz', y a abandonar la existencia del

Llevan el nombre de transformaciones de Lorentz porque fueron postuladas por Hendrik A.
Lorentz para resolver el problema del experimento de Michelson y Morley pero con postulados
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éter.

La Relatividad Especial tiene consecuencias que resultaron impactantes para
su época, como la relatividad de la simultaneidad, la dilatacién del tiempo y la
contraccién de Lorentz [27], [28]. El matemdatico Hermann Minkowski postulé en
1907 que las transformaciones de Lorentz podian introducirse naturalmente si se
piensa al espacio y tiempo no como entidades separadas sino como un solo espacio-
tiempo de cuatro dimensiones con una geometria diferente a la euclidea, llamada
desde entonces geometria minkowskiana. Las transformaciones de Lorentz son, en
este contexto, transformaciones que conservan el producto interno en ese espacio.
Todos los experimentos realizados posteriormente no hicieron méas que afirmar la
Relatividad Especial a pesar de que se tardé un poco en aceptar sus ideas radicales
para la época.

Si bien la comunidad cientifica todavia estaba intentando entender la Relatividad
Especial, ya en 1907 Einstein se dio cuenta que esta teoria no era compatible con la
Gravitacién Universal de Newton. En [21], [22] se muestran ilustrativos ejemplos de
por qué son incompatibles estas teorias, pero se puede mencionar que la Gravitacién
Universal implica una accién a distancia instantdnea entre objetos masivos mientras
la Relatividad Especial no permite que la informacién pueda viajar a una velocidad
mayor a la luz. Pero Einstein saco jugo a algo que se conocia hacia tiempo que era que
la masa inercial es igual a la masa gravitatoria, es decir, la masa inercial es la fuente
del campo gravitatorio?. Es por esto que, por ejemplo, si se sueltan dos objetos
en la superficie de la Tierra adquieren la misma aceleracién independientemente
de la masa que tengan los mismos. Einstein se dio cuenta, basado en esto, que
el efecto de la gravedad podia ser neutralizado localmente en una caida libre, o
sea, en un laboratorio en caida libre el efecto gravitatorio podia ser eliminado. La
neutralizacion es local ya que el laboratorio debe ser suficientemente pequeno y los
experimentos deberan ser suficientemente cortos temporalmente también. En estas
condiciones, los experimentos seran indistinguibles a aquellos hechos en ausencia
de gravedad y los resultados de estos experimentos deberdn ser compatibles con
la Relatividad Especial [5]. A este postulado se le dio el nombre de principio de
equivalencia: En todo marco localmente inercial, todas las leyes de la Fisica deben
obedecer a la Relatividad Especial. [21]. Entonces, segin el principio de equivalencia
vy lo postulado por Minkowski, las leyes en estos laboratorios en caida libre son
aquellas que sean validas en el espacio de Minkowski, o sea, las que sean invariantes
por transformaciones de Lorentz. Es decir, para regiones suficientemente pequenas
y tiempos suficientemente cortos se puede elegir un sistema de coordenadas tal que
las leyes puedan describirse segiin la Relatividad Especial.

La equivalencia entre la gravedad y un marco en caida libre es solamente local
y no global. Un marco en caida libre solamente puede simular un campo uniforme
y en una direcciéon. Por ejemplo, el marco de referencia escogido en un laboratorio

diferentes a los de Einstein.
2Esto ya era sospechado desde la época de Galileo pero no se hizo una medida precisa hasta
alrededor de 1885 por Lorand Eotves.
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en caida libre a cierta altura de Montevideo no podra explicar segun la Relatividad
Especial lo que ocurre en un laboratorio en caida libre a cierta altura de Pekin,
ya que su direcciéon de campo gravitatorio es diametralmente opuesta. Es por eso
que solamente se puede ’emparchar’ el espacio-tiempo por coordenadas de R* con
geometria de Minkowski solamente en una region limitada del mismo. El qué tan
grande serd esa region depende de que tan exacto se quieran la concordancia del
experimento con la teoria. En todo caso, segun el principio de equivalencia, en cada
punto del espacio-tiempo p se puede describir un entorno del mismo segin la ge-
ometria de Minkowski en R* con métrica 1., = (—,+, +,+). Esto es justamente la
definicién de una variedad lorentziana segun lo visto en la seccién 2.3. Esta variedad
tendrd una cierta métrica g y Einstein apel6 a la conexién de Levi-Civita, que se de-
duce directamente de g por la ecuacién (2.31). Una vez que uno cuenta con la métrica
del espacio-tiempo y la conexioén, el espacio T, M es una buena aproximacion en un
entorno del espacio-tiempo, matematicamente a través de las coordenadas normales
definidas en la seccién 2.3.2. Por el principio de equivalencia, y gracias a la métrica g
(ya que g induce un isomorfismo entre T,M y T, » M ), los tensores necesarios para la
cinemética y dindmica (velocidades, momentos angulares, tensor energia-momento,
etc.) actian en T,M. La base natural para el espacio T,M es {0/0z"} y con la
métrica g se tiene g(0/0xz*,0/0x") = g, como se vio en la seccién 2.3.1. Como se
verd mas adelante no hay por qué inclinarse por la conexién de Levi-Civita salvo el
hecho que introduce una menor cantidad de campos dindmicos, es decir la conexién
de Levi-Civita no es independiente de la métrica.

Al tener el espacio-tiempo estructura de variedad diferenciable y los tensores
actuar en el espacio tangente, la fisica es independiente de un cambio general de
coordenadas ya que los tensores son independientes de dichos cambios como se vio
en el capitulo 2. Esto elimina la distincién que existia en la Relatividad Especial
donde las leyes fisicas se describian en marcos de referencia inerciales, dotando a
éstos de cierta preferencia respecto a los no-inerciales [22]. La Relatividad General
democratiza esto y también fue una de las razones que incentivé de Einstein para
desarrollar esta teoria. A esto también se lo conoce como principio de covariancia
general.

3.1.2. Ecuaciones de Einstein

Segun la Relatividad General, el movimiento de las particulas afectadas por un
campo gravitatorio, que en la Gravitacion Universal de Newton se atribuia a la
accién a distancia con un objeto masivo, se debe a la geometria que adquiere el
espacio-tiempo por la presencia de energia en el mismo. Como localmente el espacio
sigue las reglas de la Relatividad Especial, localmente un objeto de prueba libre
de fuerzas® seguird una linea recta segiin Relatividad Especial. La trayectoria de la
particula en el espacio-tiempo serd entonces una geodésica (ver seccién 2.3.2). En

3No se considera la fuerza gravitatoria ya que localmente podemos anular la gravedad via el
principio de equivalencia.
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efecto, sea M la variedad espacio-tiempo y una particula ubicada en el punto p de la
misma siendo (U, ¢) las coordenadas normales en torno a p. Si la particula estd libre
su ecuacién de movimiento segin Relatividad Especial serd

d’x

- =0,
dr?

donde 7 es el tiempo propio de la particula. En coordenadas normales en torno a p

se tiene T'" | (p) = 0 y entonces por la ecuacién (2.26) se tiene

D%z

a2 0

donde % es la derivada covariante. Segun el principio de equivalencia, este es el

comportamiento de la particula en el entorno de p. Como % es un vector, si es nulo
en un sistema de coordenadas lo sera en cualquiera. Como la ecuacién anterior es la
ecuacién de una geodésica, el movimiento de la particula serd tal que describird una
geodésica en la variedad M.

Las geodésicas se determinan a partir de la conexién afin con la ecuacién (2.26)
y la conexidn, a su vez, es determinada por la métrica (suponiendo que la conexién
es de Levi-Civita). Por lo tanto, el movimiento de la particula se determina por la
geometria del espacio-tiempo. Einstein estaba convencido que, a su vez, la energia
que contenia el espacio-tiempo* era la responsable de alterar su geometria [22],
[21]. Para cumplir con el principio de equivalencia y el principio de covariancia
general el objeto que describa la energia contenida en el espacio-tiempo debe ser un
tensor de cierto orden. Por ejemplo, para un continuo de particulas idénticas que no
interactiian entre ellas, se puede ver (por ejemplo en [22]) que un tensor que cumple
con estas caracteristicas es el tensor energia-momento dado por

En  Env'/c Emv?/c Env?/c

W epln plnvt  plnw? plaed

T:CQ 2.1 2. 9 2.3 | (3.1)
p*n p*nu p*nu p*nu
epln pPnot pPnud pPnod

donde p’ son las componentes espaciales del cuadri-momento P = (E/c, p', p?, p?)
y nv' las componentes espaciales del cuadri-vector densidad de particulas N =
(nc,nvt,nv?, nv?). Como Py N son cuadri-vectores, es decir tensores de orden (1,0),
entonces las T"” definidas segin (3.1) son las componentes de un tensor de orden
(2,0). El tensor energia-momento contiene la informacién sobre la energia del con-
tinuo de particulas 7%, su flujo respecto a las tres direcciones espaciales T, y su
flujo de momentos en cada direccién 7% (por ejemplo T2 es el flujo en la direccién
x de la componente y del momento). Si bien la materia y energia pueden adquirir
formas més complicadas que un continuo de particulas idénticas sin interaccién, uno

puede encontrar igual un tensor T tipo (2,0) que representa de manera covariante

4Esto incluye a la masa también ya que la masa es energia en reposo.
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la materia y energia en un punto dado del espacio-tiempo [22]. Por ejemplo, para el
caso de cuerpos macroscépicos se tiene que [23] T = (p + p)vHv” — pg'” con p la
presién, p la densidad y v’ la componente de la velocidad en la direccién i.

El tensor T' que describe la energia y el momento del espacio-tiempo cumple que
es simétrico, es decir TH” = T"# [22]. También sus componentes cumplen que

v, = I pu pw pe e (3.2)
p T Ok pn pn - :

La ecuacién (3.2) es equivalente a decir que el tensor energia-momento se conserva
localmente.

. Cémo se manifiesta la gravedad en la geometria del espacio-tiempo? O, mejor
dicho, ;qué propiedad del espacio-tiempo se debe observar para inferir que éste
estd afectado por gravedad? La respuesta a esta pregunta es la curvatura. Ya se
ha mencionado que el principio de equivalencia se aplica solamente un una region
infinitesimal y por un intervalo de tiempo también pequeno. Si se imagina que en
un laboratorio en caida libre se ponen dos pelotas de tenis, en un instante pequefio
de tiempo para una persona dentro del laboratorio las particulas estaran en reposo.
Pero a medida que el laboratorio se acerca al centro de la Tierra, la persona vera que
las pelotas se acercan la una a la otra. Este efecto es el efecto de marea® y hace
que trayectorias en principio 'paralelas’ se acerquen [29]. Este efecto es equivalente
al producido por la curvatura de una superficie de dos dimensiones, por ejemplo. Se
puede decir que la gravedad induce curvatura en el espacio-tiempo. Esta curvatura no
es solamente espacial, también lo es temporal como el caso del red-shift gravitatorio
[22]. Entonces se podria decir que la masa y la energia son las responsables modificar
el espacio-tiempo produciendo curvatura.

Ahora, la curvatura del espacio estd caracterizada por un tensor de cuatro indices
R"W)\ como se vio en la seccién 2.3.3. Sin embargo, el tensor energia-momento 7},
tiene dos indices solamente. Se podria reducir el tensor de curvatura a un tensor de
dos indices y debido a las propiedades 2.4 de simetria de R"W)\ este tensor, a menos
de un un signo es el tensor de Ricci Ric*” dado por (1) de la definicién 2.14. El tensor
RicM” es simétrico como T}, pero su divergencia no es cero. Sin embargo, como se
vio al final de la seccién 2.3.3 el tensor de Einstein G*¥ = Ric*” — %Rg’“’ cumple
que su divergencia es nula. Esto fue lo que llevé a Einstein a escribir sus ecuaciones
de movimiento

G = gTH,

donde k es una constante a determinar. Esta constante debe ser tal que para masas
y energias no muy grandes, asi como velocidades mucho menores a la de la luz,
la ecuacion reproduzca la Gravitacién Universal de Newton. Resulta ser que k =
SZF y ademads, debido a que g"” es simétrico y con divergencia nula, se le puede

agregar al miembro izquierdo de la ecuacion el término Ag"”, con A una constante

SEste efecto es el responsable de las mareas que ocurren en la Tierra debido a la gravedad ejercida
por la Luna.
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llamada constante cosmolégica por razones historicas. Entonces, las ecuaciones
de Relatividad General que Einstein presenté en 1915 son

87 G
G 4 Agh = T, (3.3)
C

Son diez ecuaciones en derivadas parciales de orden dos en la métrica y no son
lineales, por lo que se conocen hasta ahora muy pocas soluciones exactas. Las ecua-
ciones (3.3) muestran el acoplamiento existente entre la energia y la geometria del
espacio-tiempo. El espacio-tiempo actia sobre la materia y le dice cémo moverse,
mediante las geodésicas, y la materia le dice al espacio-tiempo cémo curvarse [21].
Hay que observar, sin embargo, que las ecuaciones (3.3) no determinan por completo
la distribucién y movimiento de la materia. En efecto, dichas ecuaciones no incluyen
las ecuaciones de estado de la materia, por ejemplo la ecuacién que relaciona la pre-
sién con la densidad si T = (p + p)vHv” — pg"” (caso de cuerpos macroscopicos)
[23].

Si se toma una regién del espacio-tiempo donde no hay materia alguna se tiene
TH = 0 y las ecuaciones de Einstein se reducen a

1
Ric,,, — 59“1,72 =0 — Ric"” =0. (3.4)
Esto no significa que el espacio-tiempo sea plano en este caso, para ello deben
cumplirse las condiciones més fuertes R"W)\ =0.

3.1.3. Ecuaciones de Einstein por Principio Variacional

Las ecuaciones de Einstein (3.3) se pueden deducir también a partir de un princi-
pio de minima accién [23]. Para esto, primero hay que hallar la accién S del sistema.
En 1915, casi simultdneamente al articulo definitivo de Einstein sobre la Relatividad
General, el matematico Albert Hilbert concurrié a una charla en la que Einstein
bosquejaba las ideas de su nueva teoria y dedujo cuél debia ser la accién maés sencil-
la que cumpliera con los postulados de la Relatividad General, es decir covariancia
universal y principio de equivalencia. Es por eso que a esta accion se la conoce como
accién de Einstein-Hilbertf y se escribe

SEH = / R/ —gd z. (3.5)

Aqui la integral es efectuada en todo el espacio-tiempo, R es el escalar de curvatura y
g es el determinante del tensor métrico g,,, cuyo signo de menos es porque el determi-
nante es negativo en una variedad lorentziana. \/—g es elemento de volumen invari-
ante de la variedad espacio-tiempo que se vio en la seccién 2.4. Se mostrard cémo se

5 Aunque el articulo de Hilbert salié publicado algunos dfas antes que el definitivo de Einstein
sobre Relatividad General, la accién se llamé de Einstein-Hilbert ya que el primero confesé que la
idea fue de Einstein y no suya.
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deducen las ecuaciones de Einstein en el vacio a partir de esta accién. La derivacion
de la ecuacién con materia (3.3) estd por ejemplo en [23].

El campo independiente en la accién (3.5) es la métrica g,,, por lo que para
aplicar el principio de minima accién hay que hacer variaciones de (3.5) respecto a
9uv- Entonces

0Spr = 5/g‘“’RicW\/—gd4x
= /(RicW\/—gég’“’ + g"v/—gdRic,,, + g“"RicuVé\/—g)dA‘x.

Por un lado se tiene 1

0/ —g = ——=—=4g.
2v—y
Se tiene que dg = 09/09,, 09, - Ademés 0g/0g,,, = Cy,, donde C,,, es el cofactor del
elemento g, y puede probarse que los Cy, = gg"”, ver por ejemplo [30]. Entonces,
69 = 99"0gu = —99uw 9" (va que g, g" = 0, = 4 implica que 69" g, =
—guw0g"”). Se puede escribir todo esto como

1
0V=9 = —5V=99u09"";

y sustituyendo en la variacién de la accién se encuentra
. . 1 .
6/9“”R1cu,/\/—gd4a: = /(Rlcw, - 57%)59””(14:13 + /gWRch\/—gdA‘x.

Para calcular g*”dRic v S€ adoptard un sistema de coordenadas localmente geodésico,

es decir en un punto p se tiene F)‘W (p) = 0. Hay que notar que RicW es la compo-
nente de un tensor ya que se vio en la seccion 2.3.2 que la diferencia de dos conexiones
es un tensor. Utilizando la definicién del tensor de Ricci, entonces, se tiene que

9o
oz

g""oRic,, = g“”éRAMV = g" < 6T 0 5F)‘)\“> .

v oxV?

Recordando (2.28) y que se estd en un sistema geodésico g /0z* = 0. Entonces

v : v 0 A A 0 v 0 v A A v
g" 0Ric,, = gt @(SF ” — gt wéf v = % (g“ ors,, — gl w)
A
9N

donde w? = g’“’éf)‘w - g“)‘él“”w. Como w” es la componente de un vector (5F>‘W
es la componente de un tensor) y se estd en un sistema geodésico, en un sistema
general de coordenadas debe valer

g""oRic,,, = Vauw?.
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1 _uk agum

De la ecuacién (2 31) se tiene I'V),, = 5g" F5. Si se recuerda ahora que dg

89

99t dg, = gght =% 991 g2 y, por otro lado, dg = am% dxz? entonces g“”—%(;’&” = éa—

OxA

Todo esto lleva a que I'* = 219 F.v Y entonces
ow? ouw? 1 Jg
Viwt = + T = — +w’ —
A oz vt OxA 2g Ox”

1 (0y=gu)
V=g ox*

En resumen, la parte de la accién en que se varia el tensor de Ricci queda

— A
/g“l’éRicW\/—gd‘lx:/Md‘lx,

oz

y segin el teorema de Gauss se puede transformar a la integral w* extendida en una
hipersuperficie que rodee al volumen cuadridimensional. Dado que las variaciones
del campo son nulas en los limites de integracion, este término es igual a cero. Asfi la
variacion dSgy es

1
0SgpH = / <Ricuu - EQHVR> ogh” /_gd4, (36)
Dada la arbitrariedad de dg"”, se llega a

) 1
Rch — 59“1,72 =0,
que son las ecuaciones de Einstein en el vacio (3.4).
Se mostré aqui como obtener las ecuaciones de Einstein por principio de minima
accién ya que las ecuaciones de campo que apareceran en este trabajo se deduciran
por dicho principio.

3.2. Relatividad General en el Formalismo de Cartan

En varias correspondencias que mantuvo Einstein con el matematico Elie Car-
tan entre 1929 y 1932 se discutian sobre algunos supuestos en los que se basaba la
Relatividad General. Cartan insistia que metricidad y paralelismo debian ser con-
siderados como independientes mientras que Einstein replicaba que si el espacio en
que vivimos poseia una métrica, era mas econémico suponer que la conexién podia
ser derivada a partir de esa métrica [5].

Si bien para dimensiones menores o iguales a cuatro los resultados de los dos
formalismos son idénticos, no ocurre lo mismo en dimensiones mayores. Ademads, el
punto de vista adoptado por Cartan permite hacer mayor contacto con la Teoria
de Fibrados, la cual se presentara en el capitulo 4. Los fibrados son el marco nat-
ural para desarrollar las teorias de Yang-Mills, que permiten describir tres de las
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cuatro interacciones fundamentales de la naturaleza, es decir la fuerte, débil y elec-
tromagnética. En estas teorias, las conexiones juegan un papel diferente al que juega
la métrica. La métrica aparece como la encargada de la dindmica de los campos fer-
midnicos, mientras la conexién aparece como el responsable del acoplamiento entre
los campos fermiénicos y la geometria del espacio-tiempo [5]. Adoptar el formalismo
de Cartan permite, entonces, darle a la conexién y a la métrica la independencia que
requiere una teoria de Yang-Mills. Por lo tanto, este formalismo puede arrojar luz
sobre cémo pensar la gravedad como una teoria de gauge y mantener la esperanza
de poder hallar un marco tedrico comun con las otras tres interacciones, si bien esto
tiene bastantes complicaciones como se vera mas adelante.

Si se piensa que la conexién es independiente de la métrica, en cada punto p
del espacio-tiempo los tensores actuardn sobre el espacio tangente T,M y su dual
Ty M y su relacion con el espacio de tensores en la variedad espacio-tiempo se hace a
través del vielbein ej, (ver seccién 2.4). Esto le da a los vectores del espacio tangente
independencia respecto a la variedad base, siempre y cuando los vielbeins cumplan
con la condicién (2.38) (ver seccién 2.4)

Juv = Ea“Eby"?ab'

Debido a esto, la métrica queda determinada por los vielbeins. Sin embargo, se vio
que dada una métrica g,, existen infinitos vielbeins E®, que conducen a la misma
métrica. Esto se debe a las diferentes elecciones de bases ortonormales que uno puede
hacer en un espacio tangente. Si uno hace una ’rotaciéon’ A del vielbein E®, tal que
ésta cumpla

AabnacAcd = Nad>

la métrica queda incambiada por la ’rotacién’ y esta condicién implica que A €
SO(m — 1,1) llamado grupo de Lorentz. Se vio también en la secciéon 2.4 que
et = B¢, dz" transforma como un vector de Lorentz (o sea que €' = (A)%eb) y
que la conexién 1-forma w? hace que si ¢* es un vector de Lorentz entonces D¢®
también es un vector de Lorentz, donde D¢ = do® + w“bqﬁb. Para esto, es nece-
sario que w?, transforme segin (2.44). Conviene notar que con la base {e“}, con
la conexion 1-forma w® y sus productos y derivadas exteriores, pueden expresarse
la propiedades geométricas de la variedad M. Ademds ellos son escalares respecto
a transformaciones de coordenadas en la variedad, o sea difeomorfismos, ya que no
tienen indices griegos uvA.... Precisamente por ser 1-formas, son invariantes ante
transformaciones generales de coordenadas por eso son objetos naturales para tratar
teorias que sean invariantes de coordenadas como la Relatividad General. Adems4s,
una teoria de gravedad de primer orden, es decir una accién que contenga derivadas
de los campos independientes no mayor al segundo, solamente puede construirse
con e*,w%, R, T* [5]. Esto se ve porque si uno hace derivadas covariantes de estos
objetos siempre puede escribirlos por combinaciones de ellos mismos ya que, por
ejemplo, DR = 0 o también DT = R% A e, por las identidades de Bianchi (2.41).
Se tratard ahora de construir una accién compatible con la Relatividad General a
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partir de e y w?, para la variedad espacio-tiempo, es decir una variedad lorentziana
de dimensién cuatro. Una accién asi construida serd invariante frente a un difeo-
morfismo como se mencioné anteriormente. Desde el punto de vista de Cartan, la
métrica y la conexién son campos independientes por lo que para obtener las ecua-
ciones de campo a partir de la accién habrd que hacer variaciones respecto a estos
dos campos. Por el principio de equivalencia, la accién debera ser invariante Lorentz
también y para ello deberd también tener contraidos los indices latinos a,b,c, .. ..
Para contraer estos indices se necesita un tensor invariante Lorentz anti-simétrico
como el tensor de Levi-Civita €44, definido como

+1 si (abed) es una permutacién par de (0123),
€abed = § —1 si  (abcd) es una permutacion impar de (0123), (3.7)

0 en cualquier otro caso.

Se puede mostrar la accién de Einstein-Hilbert escrita en el formalismo de Cartan
como

SgH = /eabcd(aR“beced + Beebeted), (3.8)

donde se ha omitido el simbolo A para denotar producto exterior de formas como se
hard en el resto del trabajo.
Antes que nada, se puede escribir la ecuacién (3.8) como

SEH = /eabcd(aRabfgefegeced + BetePeced) = /(aEfgcdegab + Beapea)eteleel,

mostrando de forma explicita que se esta integrando sobre el elemento de volumen
invariante de la forma mostrada en (2.46). Esta accién es compatible con la Relativi-
dad General cumpliendo con el principio de equivalencia (por ser invariante Lorentz
en cada espacio tangente) y covariancia universal (por ser escrito con formas libre
de indices griegos p, v, A\, ...).

Conviene en este punto mostrar que la accién (3.8) conduce a las ecuaciones de
Einstein en el vacio (3.4). Haciendo uso de los vielbeins, el primer término de (3.8)
puede escribirse como

capeaRVeCe? = eabcdRadex“dx”eced = eabch‘ﬂY Eb(, E°, Edﬁ wadaz“daz” dzdz"”

Hay que notar que
€abeaEl" B B B = €papdet(E) (3.9)

Ademads, tomando determinante a ambos lados de (2.38) se tiene que det(E) = y/—g.
La anti-simetria del producto de 1-formas hace que daztdz” dz®dx? = e B dzOda da?da® =
epvafBdiz. Entonces

capeaR?eCe? = ¢ o 0B go V= gd*z.



42 3. Relatividad General

Podemos usar ahora las propiedades de contraccién de e (ver apéndice A) de donde
se obtiene €,,q367% = —2(8",6", — 6",6",), por lo que

€apeaRPece? = —2(6",0% — 5“95V9)R76M,/\/—gd4x =2(R"™,, — R”"W)\/—gdﬁ‘a:.
Recordando la definicion de escalar de curvatura R, se tiene
apedRPeCe? = —ARN/—gd*z,

y la constante « se encarga de que sea igual a la accién de (3.5). Para el término
con e%ebefe? se tiene

Eapeqeelefe? = eabch“uEbyEcaEdB = eumg\/—_ge“mﬁd‘lx = —24\/—gd*x.

La constante S hace que este término se transforme en término de la constante
cosmoldgica de las ecuaciones de Einstein. Por lo tanto, la accién (3.8) es totalmente
equivalente a la accién de Einstein-Hilbert con constante cosmolégica.

Hay que mostrar ahora que las las ecuaciones de campo obtenidas al variar la
accion son equivalentes a las ecuaciones de Einstein en el vacio. La métrica y la
conexion variaran de forma independiente, es decir habrd que tomar variaciones
respecto a e y respecto a w®,. Variando la accién (3.8) se tiene

58S = /eabcd(aéR“beced + 20R%e5ed 4 48e%eleed).

Se puede escribir §R* como

SR® = §(dw® 4+ w™w®) = déw® + sw®w® + w.ow®
= ddw® — WP, + W WP = ddw™® + Wb oW + W W
= D(6w™) (3.10)

Se puede usar la regla de derivacién de formas (2.14) para escribir

d(eabcd&u“beced) D(eabcdéw“beced)
= eabcdD(&u“b)eced — €apeadw™Defe? + €gpegdw™et De?

= eabcdD(éw“b)eced + Eabcdéwabech,

usando la definicién de torsién y en la primera igualdad se usé que €gpegdw®ece? es

invariante Lorentz y, por lo tanto, coincide su derivada covariante con su derivada
ordinaria. Al final se tiene

S = /d(aeabcdéwabeced) + /(ZaeabcdRabec + 4Be%ebe®)ded — /Zaeabcde“Tbéde,

donde el primer término por el teorema de Stokes es igual a la integral en el borde
de aegpegdw®efe? y esta se anula si o bien la variaciéon de w se anula en el borde
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o bien la variedad no tiene borde. Como w® y e® son campos independientes, para
que 4S5 se anule debe cumplirse simultaneamente

20eapeaReC + 48t = 0,

200 gpeqe®T?

(3.11)

La primera de las ecuaciones (3.11) es la ecuacién de Einstein con constante cos-
moldgica. En efecto,
€apcd R’ = eabch“ﬂ/Ebg C)\wada:“da:”dac)‘

Capeac’ele’ = eabchauEbV C)\da:“da:”dac)‘.
Dado la ecuacién (3.9), se puede ver que
€abea B BV B\ = €pyra By det(E).
Entonces

€abeaR?e’ = epra By det(E)RY  datda” dx

Capege’e’e’ = euy,\aEdo‘det(E)dm“dx”da:)‘.
Podemos multiplicar por dz” la primera ecuacién (3.11) y se obtendra

0 = (aeyemeW + 266,“,)\@)Edadet(E)da:“dx”da:)‘da:ﬁ
= (aeyemeW -+ 266,“,)\@)Edo‘det(E)e“”)‘ﬁd4a:.

Utilizando las contracciones de € del apéndice A se tiene que

ora€ = —12 x (6187567, — 8", 87, — o1 67,6,
1,87 87 + 607,07 — 81, 6Y50" )

ewme“”)‘ﬁ = —65’8a.

Haciendo las contracciones queda

g

1
ic?  — ZRsP i
Ric”, 2R a+4

8%, =o.

O bajando indices

: 1 B
Ric g — 5729@5 + 10908 = 0,

que es la ecuacion de Einstein con constante cosmoldgica y tensor energia-momento
nulo. No confundir las constantes « y 8 con los indices del mismo nombre.

Resta por ver qué significado tiene la segunda ecuacién de (3.11). Si se asume la
constante a no nula, como el vielbein es invertible, e® no seran nulos por lo tanto
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se debe cumplir que T* = 0. Escribiéndolo en indices griegos, es decir en el sistema
coordenado, se tiene

1
5B T, datda” = 0,

implicando que 77, = 0 o, en otras palabras, que la conexién es simétrica (ver
seccién 2.3.3). Es interesante observar que se obtuvo la condicién de torsién nula en
dimension cuatro sin tener que imponer esa condicién a priori como en el punto de
vista adoptado por Einstein. Se vera més adelante, sin embargo, que si la dimensién
es mayor a cuatro se pueden obtener ecuaciones de movimiento para la gravedad
con torsién no nula.

3.3. Soluciones de Agujeros Negros

En esta seccién se va a tratar una solucion particular de las ecuaciones de Ein-
stein que juega un papel medular en este trabajo, la solucién de agujero negro. Al
principio se tomaron solamente como una solucién particular pero, hoy en dia, la
comunidad astronémica los toma como objetos factibles en la naturaleza. A grandes
rasgos, desde el punto de vista astrofisico, una estrella de masa M tiene tres posibles
finales los cuales quedan determinados por dos masas criticas, la masa de Chan-
drasekhar” Mgy, =~ 1.44M, y la masa de Oppenheimer-Volkov Moy =~ 1.5 — 3M
[60]. Mientras la estrella quema combustible, la estabilidad de la misma se mantiene
debido al equilibrio entre la presién por radiacion y la fuerza de gravedad. Llegado
el momento en que la estrella agota su combustible, no hay presiéon para oponerse a
la fuerza de gravedad y comienza el colapso, aumentando la densidad de la estrella.
Si M < Mgy, el colapso continia hasta que la densidad es suficientemente grande
para que el material sea considerado como un gas de electrones degenerado [61, 62]
resistiendo la fuerza de gravedad, y volviéndose la estrella estable. De esta forma, la
estrella se convierte en una enana blanca y seguira radiando energia hasta enfriarse
totalmente®. Si Moy, < M < Mog, entonces la densidad de gas de electrones degen-
erado no podra retener la fuerza de gravedad y la estrella seguird colapsando hasta
llegar a formarse un gas de neutrones degenerado. En este caso la estrella es una
estrella de neutrones y se estabiliza ya que la densidad de neutrones degenerados
evita el colapso gravitacional. Finalmente, si M > Mok ya no habra degeneracion
de materia posible que evite el colapso total y es cuando se forma un agujero ne-
gro. Actualmente, la existencia de agujeros negros puede inferirse por la acrecién
del material que estd a su alrededor, ya sea en el caso de material de una estrella

"El sfmbolo My representa la masa solar que es en unidades del Sistema Internacional aproxi-
madamente 1.99 x 10°° Kg [63].
8 . , . . . .
Se dice que una enana blanca después de enfriarse totalmente, es decir cuando no emite mas
radiacién, se transforma en una enana negra. Como el tiempo de enfriamiento estimado de una
enana negra es superior a la edad actual estimada del Universo, no se espera que existan todavia
enanas negras.
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companera para el caso de agujero negro ordinario o material galactico para el caso
de agujeros negros supermasivos.

Un agujero negro es un objeto tan denso que su campo gravitatorio es suficiente-
mente grande para que en sus proximidades ni siquiera la luz pueda escapar y, por lo
tanto, es completamente negro. Ya a finales del siglo XVIII, John Mitchell y Pierre
de Laplace conjeturaron que la teoria newtoniana permitia que existieran objetos
con un campo gravitatorio tan fuerte como para que la luz no pudiera escapar de su
superficie [29, 60]. De acuerdo a esta teoria, la velocidad de escape v, de un objeto

de radio R y masa M es
_[2GM
Ve = =

Esta velocidad es mayor que la velocidad de la luz c si el radio es menor que el radio

critico R, G
2G M

R, = .
2

(3.12)

En 1916, al poco tiempo que Einstein publicara sus ecuaciones de campo de Rela-
tividad General, Karl Schwarzschild present6 una solucién no trivial a dichas ecua-
ciones que tenian simetria esférica. El resultado es conocido como métrica de
Schwarzschild y es una generalizacion de las coordenadas esféricas planas que
describe la geometria exterior a un objeto de masa M sin rotacion localizado en el
origen. El cuadrado de elemento de linea ds? a través de la métrica de Schwarzschild
se puede escribir como [21]

2
ds® = — <1 — ¥> dt® + (1—d2;M/r) + 7% (d9? + sin® 0d¢?) , (3.13)
donde t es la coordenada temporal y (r, 0, ¢) son las coordenadas esféricas usuales.
En 1923, Birkoff demostré un importante teorema que afirma que una regién del
espacio que tenga simetria esférica y cumpla las ecuaciones de Einstein debe ser una
solucion de Schwarzschild. Por lo tanto, la métrica de Schwarzschild es la solucién
mas general de las ecuaciones de Einstein con simetria esférica y puede describir la
geometria exterior de cualquier objeto central que no rote, incluyendo un agujero
negro para r > 2M.

La métrica (3.13) tiene un comportamiento particular en r = 2M. Para una
particula viajera en caida libre, este punto es un punto de no-retorno es decir la
particula no puede salir una vez ingresa a la zona r < 2M ya que no es posible para
una particula de luz ’avanzar’ hacia r > M [29]. Este radio de valor r = 2M recibe
el nombre de radio de Schwarzschild y se puede ver que en unidades [G] = [c] =1
es igual al radio critico (3.12). La métrica (3.13) parece que tuviera una singularidad
en r = 2M, ya que en ese caso g = 0y g se vuelve infinito. Sin embargo, uno
no puede estar seguro si este mal comportamiento de la métrica se debe a una
singularidad fisica o a una mala eleccién del sistema de coordenadas. En el caso de
r = 2M ocurre lo segundo, como puede verse hallando el tensor de curvatura en
ese punto [21], donde hay una singularidad solamente en r = 0. Vimos més arriba
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que 7 = 2M es el punto de no-retorno pero no es una singularidad?. Para solucionar
esto, se debe construir un nuevo sistema coordenado que no presente problemas en
r = 0. Una posible solucién es utilizar la métrica de Kruskal-Szekeres, la cual
tiene un buen comportamiento en r = 2M. Las coordenadas de Kruskal-Szekeres u
y v pueden escribirse a partir de las coordenadas de Schwarzschild como [21]

1 r t
u = (—2;4 — 1) ? expaM cosh <—4M> , r>2M,
r 3 t
v = (m—l)QeXpWSinh <m>, r>2M,
T l T t
u = <m—1)26xpm sinh <m> 5 7’<2M,
r 3 t
v = (m — 1) ? expaM cosh <m> , r < 2M. (3.14)

De esta manera, se puede escribir también r implicitamente en funcién de u y v
como ,
——1)ex = y? —
<2M P
Se ve aqui que en el sistema de coordenadas de Kruskal-Szekeres, la singularidad en
r = 0 estd localizada en v? — u? = 1. En realidad hay dos singularidades

v=—4+V1+u? y v=—v1+u?

ambas correspondientes a r = 0.

El cuerpo central puede tener ademas de masa M una carga eléctrica ) difer-
ente de cero asociada. En 1918, Hans Reissner y Gunnar Nordstrém encontraron
una solucién de las ecuaciones de Einstein para un cuerpo con carga no nula [21].
Cuando el cuerpo central de masa M rota ya no hay simetria esférica y la solucién
a las ecuaciones de Einstein son un poco més complicadas. En 1963, Roy Kerr en-
contré una solucién para un objeto con momento angular no nulo y en 1965 Ezra
Newman hall6 la generalizacién a un objeto con momento angular y cargas no nulas.
Esta ltima solucion es conocida como la métrica de Kerr-Newman. En el caso
de objetos rotantes, el punto de no-retorno u horizonte de eventos, es decir el punto
donde ni siquiera la luz puede escapar, ya no coincide con el radio de Schwarzschild
[29].

Los agujeros negros son interesantes, no solamente astrofisicamente, por ser ob-
jetos bastante comunes en el Universo [29] o porque pueden ser descriptos por solu-
ciones exactas relativamente sencillas de las ecuaciones de Einstein. Debido a los
teoremas 'no hair’ (sin pelos), los agujeros negros son en esencia objetos fisicamente
simples en el sentido que pueden ser descriptos solamente con su masa, momento
angular y, eventualmente, su carga. Esto hace que casi cualquier teoria de gravedad

9Se puede pensar que la métrica de Schwarzschild ’esconde’ la geometria existente en r < 2M.



3.3. Agujeros Negros 47

tenga soluciones de tipo agujero negro y es por eso que son objetos tedricos impor-
tantes para poder testear el comportamiento de nuevas teorias de gravedad que gen-
eralicen las ecuaciones de Einstein. Ademas, los agujeros negros tienen propiedades
termodinamicas que pueden tenerse en cuenta para arrojar luz sobre el problema de
cuantizacién de la gravedad [52]. Es por esta razén que para el modelo de gravedad
g-WZW (ver capitulo 6), que se estudia en este trabajo, se van a analizar las solu-
ciones de agujeros negros y sus propiedades termodindmicas (ver capitulo 7).
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Capitulo 4

Teorias (Gauge y Fibrados

En el capitulo 3 se vio cémo se puede escribir Relatividad General en el for-
malismo de Cartan. Este formalismo permite deducir las ecuaciones de Einstein en
el lenguaje de formas diferenciales, haciendo que sea naturalmente invariante por
difeomorfismos, siendo esto compatible con el principio de covariancia general de
la teoria. Ademds de esto, en el formalismo de Cartan la accién es construida de
manera tal que sea invariante por transformaciones de Lorentz en el espacio tan-
gente en cada punto de la variedad espacio-tiempo. Esto ultimo, hace explicita la
diferencia entre la variedad y el espacio tangente y permite una descripcién en lo
que se denomina matemdéticamente como fibrados tangentes. Por otro lado, las
tres fuerzas restantes de la naturaleza (interaccién electromagnética, nuclear fuerte
y nuclear débil) son teorias gauge y éstas son descriptas matemdaticamente por la
Teoria de Fibrados. Ya que los fibrados tangentes son un caso particular de esta
teoria, el formalismo de Cartan de la Relatividad General hace mas transparente la
comparacién entre teorias gauge y gravitacion.

Después de una introduccion bésica a teorias gauge clasicas , en este capitulo se
mostrara el formalismo matematico adecuado para su descripcién que, como se dijo
méas arriba, son los fibrados. Esto va a permitir un mejor marco para generalizar
la gravedad a dimensiones mayores de manera que ésta sea invariante bajo ciertas
simetrias.

4.1. Teorias Gauge

A grandes rasgos, una teorfa gauge' es una teorfa de campos en donde la accién
construida tiene una cierta simetria que depende de cada punto del espacio-tiempo.
A esta simetria se la llama simetria gauge y es descripta por un cierto grupo de
simetria. En esta seccion se va a explicitar qué quiere decir esto. La herramienta
matematica que permite lidiar con simetrias continuas como las que aqui se trataran

'Su nombre en espaifiol serfa ’teorfas de calibre’ o ’teorfas de contraste’ pero en este trabajo se
la seguird llamando teoria gauge.

49
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son los grupos de Lie con sus respectivas algebras de Lie que, por referencias,
se recomienda consultar [34], [35], [36].

La primera teoria gauge conocida es el electromagnetismo, donde el grupo de
simetria es el grupo U(1). En 1954, Chen Ning Yang y Robert Mills generalizaron
la simetria de la teoria electromagnética para simetrias descriptas por grupos no-
conmutativos buscando una explicacién a las interacciones nucleares fuertes, que de
forma indirecta es la responsable de mantener unidos a los protones y neutrones
en el nicleo atémico. A estos modelos se los llama teorias gauge no-abelianas y, si
bien no fueron satisfactorias en su formulacién original, fueron revividas por Sheldon
Glashow, Steven Weinberg y Abdus Salam para describir las interacciones nucleares
débiles y unificarlas con la teoria electromagnética por un mecanismo de ruptura
espontanea de simetria [33], [31].

Si bien las teorias gauge surgieron desde un punto de vista de Teoria Cuéantica de
Campos, se puede introducirlas y hacerles un tratamiento totalmente clasico o semi-
cldsico [31]. En esta seccién se seguird esta linea ya que sélo se pretende introducir
el concepto de teoria gauge y, por lo tanto, se omitiran todos los éxitos que estas
teorias han tenido en la renormalizacion de los campos, por ejemplo. Se mostrard un
caso sencillo de teorfa gauge abeliana (con grupo conmutativo) y luego un ejemplo
para el caso no-abeliano.

4.1.1. Ejemplo de Teoria Gauge Abeliana: Grupo U(1)

Para ilustrar el concepto de teoria gauge, se mostrara un ejemplo sencillo de
una teorfa con simetria U(1) conocida como electrodindmica escalar [31]. Por ahora,
se asumird que U(1) es el conjunto de complejos de norma unidad? que pueden
caracterizarse como (@) cuya operacién de multiplicacién es conmutativa y por
eso se dice que U(1) es un grupo abeliano. La electrodindmica escalar consiste de
una accién de un campo escalar complejo® acoplado con el campo electromagnético.
Concentrandose primero en la parte del campo escalar ¢, ya que es invariante por
transformaciones de Lorentz, si tiene una masa m la accién se puede escribir como

S = / (Dup0"o* — mPpp*) d'z,

donde 0, = a%. Las ecuaciones de campo se deducen a partir de la accién anterior

haciendo variaciones respecto a los campos ¢ y ¢*, donde dichas variaciones se

2Este grupo deja invariante la norma de los nimeros complejos y, por lo tanto, sélo produce
rotaciones en el plano complejo.
3Escalar se refiere a que es invariante frente a transformaciones de Lorentz.



4.1. Teorias Gauge ol

consideraran independientes. Entonces
o5 = / (0updd"* + 9" 68,p — MP@op*™ — m*p*6p) d*x

= [ (O Ou8e") — 00,080 + (0" 50) — 0,05
—m2pdp* — m2g0*5go) d*z
= / (0"(0updp™ + Dup*dp) — (9" Dpp +mPP) 3™ — (0,0" ™ +mPp*)dp) d'z,

donde en la segunda igualdad se integré por partes y se utilizé la linealidad de § para
00 = 0¢. La primera integral es una derivada total y asumiendo la condiciones de
borde dp = dp* = 0 se anulara. Si los campos ¢ y ¢* son independientes se obtienen
las ecuaciones

Moup+m?e = 0
HMoug* + mp* = 0,

donde una es la complejo conjugada de la otra. Estas son las ecuaciones de un
campo con masa. Si se considera ahora la interaccién de este campo escalar complejo
con un campo electromagnético, segun la electrodindmica, la ecuacién del campo
electromagnético A* debe ser

O F" = ej”,
donde F* = 9FAY — 0¥ A, e es la constante de acoplamiento. La corriente debe
construirse a partir del campo escalar complejo y debe conservarse, es decir

94" = 0.

La accién, que por variaciones sobre A*, ¢ y ¢* lleva a estas ecuaciones de campo,
serfa (teniendo en cuenta la dindmica y masa del campo escalar complejo)

1
S = / (@m@“gp* — m2pp* — ZFWFW — ej“AH> d*z. (4.1)

., Cémo encontrar la corriente conservada j* a partir del campo escalar complejo?
Para esto, se pondra el requerimiento que la accién (4.1) sea invariante por trans-
formaciones locales de la forma

ta(x)

pla) = ¢l@) =)
e (z) = ¢ () =e Wy (a) (4.2)

Ay(z) — A;(az) =Au(x) + é@ua(m).

La transformacién es local porque o depende de cada punto de la variedad espacio-
tiempo. La accion del electromagnetismo libre es invariante frente a estas transfor-
maciones. Sin embargo, la parte del campo escalar complejo en la accién (4.1) no lo
es, ya que

O (&) = €°@) (,0(2) + ipda(a)).
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Para solucionar este problema, se introduce la derivada covariante D¢ de manera
que pueda reducirse a 9, en el limite de que el campo sea débil y que transforme
uniformemente bajo las transformaciones (4.2), es decir

(Dup) = eio‘(x)DHgo.
Puede verse de las transformaciones (4.2) que si se define
D, = 0up(x) —ieA,p = (0, —ieAy)p,

entonces se cumplen esos requisitos.
Se puede escribir ahora la accién invariante por transformaciones (4.2) como

1 v * *
S = / <—ZFWF“ + (Dup)* Do — m?p go) diz,

Hay que notar que, como el campo ¢* se tomé independiente de ¢, su derivada
covariante se define D,p* = (9, +ieA,)¢* de forma que transforme uniformemente
como (D,¢*) = e™"D,p*. Se ve entonces que D,o* = (D,p)*. Comparando esta
accién con la (4.1) uno obtiene j, como

Ju = —i(@" Dyusp — Dyp™p). (4.3)
Tomando variaciones respecto a la accién se tiene

O FM = j,
D,D"p+m*p = 0. (4.4)

La densidad de corriente (4.3) se conserva. En efecto, se tiene
" = —1(Oup™ Do + "0, D" o — (Dpup) Ousp — 0, DM ).
Se pueden reescribir los dos primeros términos del lado derecho como

Oup* Dl + ¢*0,DV'¢ = 0Dl +ieA, " Do + ¢*0,D"'p — iep™ A, D"
= Dup*DFo+¢*D,D'ep.

Esto y la ecuacion andloga para los dos ultimos términos da como resultado
g = —i(¢* D Do — oDy D*¢*) =0,

donde en la segunda igualdad se hizo uso de las ecuaciones de campo (4.4). Esto
hace consistente las ecuaciones de campo, ya que ahora

0,0,F" = 0,j" =0,

como lo requiere la anti-simetria de F*”.
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Por lo tanto, el requerimiento de la invariancia de la accion respecto a las trans-
formaciones (4.2) condujo a unas ecuaciones que acoplan el electromagnetismo con
un campo escalar complejo de manera consistente, con corriente conservada y tam-
bién invariantes por (4.2). Para cumplir el requerimiento de invariancia frente a las
transformaciones (4.2) hubo que reemplazar las derivadas comunes por derivadas
covariantes. La derivada covariante dada aqui no es exactamente igual a que se vio
en el capitulo 2 ya que, por ejemplo, la derivada covariante dada en el capitulo 2
permitia comparar dos vectores en diferentes puntos de la variedad mientras que la
mostrada aqui no cambia el punto en donde se evalta el campo. Sin embargo, existe
cierta relacién entre las dos definiciones y esto se vera mejor en la seccion 4.2.

4.1.2. Ejemplo de Teoria Gauge No-Abeliana: Grupo SU(2)

En la seccién 4.1.1 se mostré un ejemplo de teoria gauge abeliana con el grupo
U(1). Ahora se va a extender el concepto para aplicarlo a una teorfa con simetria
dada por un grupo no-abeliano. Para ver bien esta generalizacion se dara el ejemplo
de una accién invariante por el grupo SU(2) [31]. Para este caso, el grupo SU(2) se
puede pensar como el conjunto de matrices unitarias complejas 2 x 2 de determinante
unidad y, por lo tanto, que deja invariante la norma de un vector complejo de dos
entradas.

Para empezar, se considerara una teoria con dos escalares complejos y se hara que
formen un vector complejo de dos entradas

= (5)
La densidad lagrangiana® de esta teorfa serd
L =0.9"0"p —m*To — ApTp)?,
Se puede ver que L es invariante por transformaciones del grupo SU(2),
p(x) = ¢'(z) = we'(z), w € SU(2),

donde w no depende del punto de la variedad espacio-tiempo.
Ahora, se buscara modificar £ para que sea invariante por transformaciones
SU(2) locales, es decir que w dependa del punto de la variedad espacio-tiempo

p(x) = ¢ (2) = wz)p(x), w(z) € SU(2). (4.5)

Los dos tltimos términos de la lagrangiana £ son invariantes por (4.5) pero no asf el
término cinético, ya que

Ou (z) = () 0pw (@) + w(z)Opp(),

4En este trabajo se utilizara indistintamente el término densidad lagrangiana como lagrangiana
ya que el contexto no da lugar a confusiones.
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y, por lo tanto, £(¢') ahora contiene términos con d,w que no se cancelan. Para poder
escribir un lagrangiano invariante por (4.5) se reemplazara la derivada convencional
por la derivada covariante, como se hizo en la seccion 4.1.1, de manera que transforme

(Dpp) = wD,p.
Esto se puede hacer introduciendo un campo vectorial A,(x) y escribiendo
D, =00+ Aup.

Hay que encontrar ahora la estructura del campo A, (z) y para esto se va a deter-
minar primero cémo debe transformar bajo las transformaciones (4.5). Para esto
vemos que, por un lado

(Dpe) = 0, + AL = wup + duwp + Al we,

mientras que por otro lado (por la exigencia de cémo debe transformar la derivada
covariante)
(Dpp) = wDyup = wdup +wA,p.

Por lo tanto, y teniendo en cuenta que ¢ es una matriz columna cualquiera, se tiene
Ay — A, = wAw T +wdw (4.6)

donde se usé que ww~! = 1 y entonces w@uw_l = —0yw - w. Para saber el rango
de valores que puede tomar el campo A, se considera una transformacién gauge
infinitesimal, es decir una transformacién como (4.6) con w(z) = 1+ €(x), donde
e(x) toma valores en el dlgebra de Lie del grupo SU(2). Se ve entonces que, a orden
mas bajo en e,

wOw !t = —0e(x),

mostrando que el segundo término de (4.6) toma valores en el algebra de Lie. Por
lo tanto, el dlgebra de Lie debe estar contenido en el rango de valores que toma A,,.
Se puede probar que A, toma valores en el dlgebra de Lie del grupo SU(2).

Al campo A, (z), que toma valores en el algebra de Lie del grupo gauge, se lo
llama campo gauge o campo de Yang-Mills. Las reglas de transformacién para
el campo escalar y el campo gauge segun (4.5) y (4.6) es

Ay — A w(z) A, (2)w Hz) + w(z)dw™?
pl) = ¢(z) =w(@)p(). (4.7)

El lagrangiano del campo escalar invariante bajo transformaciones gauge (4.7) es
L = (Dup)' Do —m?*elo — ApTp).
Si se quiere darle dindmica al campo A, (x) habrd que agregarle a este lagrangiano
un término escalar que contenga derivadas del campo gauge. Un candidato es
1

EA = 2—g2TrFHyFMV,
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con g constante y

Fu =0,A, —0,A, + AL A (4.8)

F,, toma valores en el dlgebra de Lie y TrF), F*¥ es un producto interno en el
algebra conocido como forma de Killing que es definido negativo [36], [34]. Ya que
se puede probar que F),, transforma por (4.6) como

F,uz/(x) — FZW(:L‘) = w(:L‘)FuV(:L‘)w(:L‘)_l,

entonces L4 es definido positivo e invariante por (4.7). Se tiene ahora el lagrangiano
del campo escalar acoplado con un campo gauge

1 v
L= @TrFWF“ + (D) D* o — mPplp — Al p)?, (4.9)

invariante por (4.6).
Ya que A, y F),,, toman valores en el dlgebra de Lie, en este caso del grupo
SU(2), se pueden descomponer en los generadores del dlgebra de Lie como

Ay(x) = —is a“A“
Fu(x) = —is J“Fﬁy,

donde a = 1,2,3, 0 son las matrices de Pauli (que generan el édlgebra de Lie del
grupo SU(Z)) y Aj(z), F,(z) son campos reales. De la definicién (4.8) de F),, se
tiene

Fu(z) = —120 DAL — 0, AS) + (ig) A“Ab[
= _ZQJ YO AL — 0, AL) — g AL AD et
- —i%a“(@ A% — 0, A% + gette A% A,
El tensor de Levi-Civita €%¢ viene como resultado de las reglas de conmutacién de

los generadores 0®/2, es decir son las constantes de estructura del algebra de SU(2).
Por lo tanto, las componentes reales F,, se escriben como

Ff, = 0, A% — 0,A% 4 g™ AV A
Se puede escribir el término lagrangiano que contiene la dindmica de A, como

LA = L g, = Lpa F“"b(—ig)QTrU—aU—b _ _lpa Frva
2g M 29 M 2 2 47
Haciendo variaciones de la accién (4.9) respecto a los campos gauge y campos es-
calares, se obtienen las ecuaciones de campo
(DF™) = gj
D, Do +m?p +2X(¢Tp)p = 0, (4.10)
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donde J2 = —i(goT‘g—aDygo — DV@T%QO).

El tratamiento hacho en esta seccién se puede generalizar a otros grupos no-
abelianos. Solamente hay que sustituir los generadores ¢®/2 del grupo SU(2) por
los generadores del 4lgebra de Lie que quiera considerarse y las constantes e®¢
por las constantes de estructura correspondientes. Existen casos donde los campos
escalares en vez de representarse como aqui (representacién fundamental) pueden
tomar valores en el dlgebra de Lie del grupo gauge (representacién adjunta), que en
el caso del grupo SU(2) serfa un vector columna formado por tres campos reales
[31].

Con estos dos ejemplos se pretendié mostrar como al imponer una invariancia
en el lagrangiano bajo un cierto grupo se puede construir una teoria coherente de
campos de materia acoplados con campos de interaccién (campos gauge). En la
seccién 4.2 se va a mostrar la teoria matemaética adecuada para estudiar las teorias
gauge y poder analizar algunas de sus caracteristicas fundamentales.

4.2. Teoria de Fibrados

En la seccion anterior se vio cémo se podia extender el concepto de derivada, al
de derivada covariante, para poder hacer una teoria que sea invariante frente a un
grupo de simetria. Esta derivada covariante tiene una teoria matematica adecuada
para ser descripta que son los fibrados.

FEn esta seccién se van mostrar algunas nociones de fibrados, no solamente como
generalizacion de lo visto en la seccién anterior, sino para entender ademas las clases
caracteristicas y en particular las clases de Chern, las cuales dan un marco tedrico
adecuado a las formas de Chern-Simons y transgresiones. Las referencias importantes
en la seccién son [16] y [20].

Antes de pasar a dar una definicién formal de los fibrados principales, con-
viene dar una motivacién fisica para la misma. Para ello se tomara como ejemplo la
mecénica ondulatoria [37]. Si M es el espacio-tiempo, una particula en esta teoria
puede ser descripta por la funcién de onda v : M — V', donde V es un espacio vec-
torial (tipicamente el conjunto los niimeros complejos C). Se escoge una base en V
que corresponde a ciertos estados de la particula. Implicito en 9 (x) es la eleccién de
un marco de referencia en x, donde por marco de referencia no quiere decir necesari-
amente una eleccion de los ejes espacio-temporales sino que también puede querer
decir la eleccion del angulo de fase cero, por ejemplo. Sea P, el espacio de todos
los posibles marcos de referencia en . Dos marcos de referencia estan relacionados
por un elemento de un grupo de transformaciones G' (por ejemplo, las rotaciones del
angulo de fase), es decir sip € P, y g € G entonces pg denota el marco transformado.
Esto produce una transformacién en V' también de la forma w + g - w, con w € V.
Si ¥(p) es el valor de v relativo a p € P,, entonces (pg) = g~ ' -1 (p) es el valor de
¥ relativo a pg. Una concatenacién suave P de los P, a lo largo de x € M se llama
fibrado principal con grupo G; P, es la fibra sobre x. Si se elige p € P,., entonces
el mapa p — pg muestra una equivalencia topoldgica entre G'y P,, pero en general



4.2. Nociones de Fibrados 57

P no es equivalente a M x G debido a que puede estar ’enrollado’ sobre M.

Si U es un entorno de M, entonces el mapa oy : U — P tal que oy(y) € Py,
Vy € U es una eleccién de gauge (es una eleccién continua del marco de referencia).
Ya se vio que v se puede pensar como un mapa v : P — V tal que ¥(pg) =
g1 -9(p). Sin embargo, dada una eleccién de gauge oy : U — P, podemos “bajar’
1 al entorno U C M para obtener una funcién de onda local ¢y : U — V dada por
Yu(y) = Y(ou(y)), paray € U. Si o : W — P es otro gauge, se puede escribir
ow(y) = ou(y)guw (y) donde gyw : UNW — G. Por lo tanto, se tiene oy (y) =
Blow () = blov(y)guw W) = gow(y)™" - Yu(y), que dice cémo transforma las
funciones de onda locales cuando se cambia el gauge.

Las cantidades fisicas deben ser independientes de la eleccién de gauge, al con-
trario de las funciones de onda. Por eso, se construye una accién que tenga la funcién
de onda y sus derivadas pero que sea independiente de gauge. Como se vio en la
seccion anterior, esto se logra utilizando derivadas covariantes de la funcién en vez
de derivadas ordinarias. Para esto, uno debe introducir el potencial gauge A que
vive en P y transforma de una manera particular.

Se pasard ahora a formalizar un poco lo esbozado en los parrafos anteriores a
través de algunas definiciones [16].

Definicion 4.1 Un fibrado diferenciable (E, 7, M, F,G) consiste de los siguientes
elementos:

(1) Una variedad diferenciable E llamada el espacio total.

)
(11) Una variedad diferenciable M llamada el espacio base.
(111) Una variedad diferenciable F' llamada la fibra.
)

(rv) Un mapa sobreyectivo 7 : E — M llamado proyeccién. A la imagen inversa
7 Y(p) = F, = F se la llama fibra en p.

(v) Un grupo de Lie G llamado grupo de estructura, que actia sobre F' por la
izquierda.

(vi) Un cubrimiento abierto {U;} de M con un difeomorfismo ¢; : U;x F — 7= 1(U;)
tal que mo(p, f) = p. Al mapa ¢; se lo llama trivializacién local.

(vir) Si se escribe ¢;(p, f) = ¢ip(f), €l mapa ¢;, : F© — F, es un difeomorfismo.
Si U; NU; # 0, se requiere que t;;(p) = gbi_’;qu,p : F' — F sea un elemento
de G. Por lo tanto, ¢; y ¢; estdn relacionados por un mapa continuo ;; :
UiNUj — G como ¢;(p, f) = ¢i(p, tij(p)f). A las {t;;} se las llama funciones
de transicién.

Para simplificar la notacién, se utilizara E para denotar el fibrado (E,w, M, F,G,).
Estrictamente hablando, la definicién de fibrado debe ser independiente del
cubrimiento abierto {U;} de M. Mateméticamente la definicién 4.1 se utiliza para



58 4. Teorias Gauge y Fibrados

definir un fibrado coordenado (E,w, M, F,G,{U;},{:}). Dos fibrados coordena-
dos (E, 7, M, F,G,{U;},{¢i}) vy (E,7, M, F,G,{V;},{p:}) se dice que son equiva-
lentes si (E, 7, M, F,G,{U;} U{V;},{¢:}U{p;}) es de nuevo un fibrado coordenado.
Un fibrado es definido como una clase de equivalencia de fibrados coordenados.

Si todas las funciones de transicion de la definicién 4.1 son la identidad, entonces
el fibrado se llama fibrado trivial. Un fibrado trivial £ es un producto directo
M x F.

Dado un fibrado F, una secciéon s : M — E es un mapa suave que satisface
mos = id . Se tiene que s(p) es un elemento de F, = 7~ !(p). Al conjunto de secciones
en M se lo denota como I'(M, E). Una seccién que es definida en un entorno U de
M es llamada seccién local y T'(M,U) denota el conjunto de secciones locales en
U. Un fibrado principal es un fibrado E cuya fibra F es idéntica al grupo de
estructura G. Un fibrado principal se denota como P(M,G) y puede definirse la
accién del grupo G por la derecha de la siguiente manera. Dada una trivializacién
local ¢; : U; x G — 7= 1(U;) por ¢ L(u) = (p,gi), con u € 7= HU;) y p = 7(u), la
accién por la derecha de G sobre 7~ 1(U;) estd definida por

ua = sz(p, gz(l) = Ra’LL,

para cualquier a € Gy u € 7~ 1(p). Esta accién por la derecha se puede probar que
es independiente de la trivializacion local. Si P(M,G) es un fibrado principal, hay
una correspondencia natural entre una seccién local s; y una trivializacion local ¢;
mediante s;(p) = ¢;(p, e), donde e es el elemento neutro del grupo G. Sip € U;NUj,
las secciones s;(p) y s;(p) se pueden relacionar de la forma

si(p) = di(p,e) = ¢j(p, tji(p)e) = ¢j(p, e)t;i(p) = s;(p)t;i(p).

Un fibrado vector FE es un fibrado cuya fibra F' es un espacio vectorial. Si F' es
R*, las funciones de transicién pertenecen a GL(k,R), ya que este grupo mapea R¥
en sf mismo de manera isomorfa. Andlogamente, si F fuera C¥ entonces el grupo de
estructura serfa GL(k, C). El ejemplo mas importante de fibrado vector es el fibrado
tangente, el cual se define como la coleccion de espacios tangentes de una variedad
diferenciable. Si E es un fibrado vector con fibra R¥ (o C¥), en una carta local U;
se tiene que 7~ 1(U;) = U; x R¥, pudiendo escoger k secciones locales linealmente
independientes {e1(p),...,ex(p)} sobre U;. A estas secciones se las llama marcos
de referencia sobre U;. Dado un marco de referencia, se tiene un mapa F, — F
dado por

V =V%y,(p) — {V*} € F,

donde se pusieron indices latinos a,b, ... para mostrar que no tienen por qué es-
tar vinculados con las coordenadas como si lo estan los indices griegos u,v, .. ..
Dadas dos cartas locales U; y U; no disjuntas y sus marcos de referencia respectivos
{e1(p),....ex(P)} vy {€1(p), ... ex(p)} con p € UsN Uj, entonces se puede expresar
ép(p) como

& = eaG(p)t,
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con G(p)¢ € GL(k,R) o GL(k,C). Como V = V%, = V%, entonces
7=l

donde G~1(p)bG(p)? = G(p)°G~1(p)¢ = 6°. Por lo tanto, las funciones de transicién
estan dadas por la matriz G~1(p).

Dado un fibrado principal P(M, G), se puede construir un fibrado vector aso-
ciado. Para esto, si V' es un espacio vectorial de dimensién k donde G actia, p es
la representacién k-dimensional de G, entonces el fibrado vector asociado P x, V'
est4 definido identificando los puntos (u, v) con (ug, p(g)~'v) de P xV donde u € P,
g € G ywv e V. Asi se tiene, por ejemplo, asociado a P(M, GL(k,R)) el fibrado vec-
tor sobre M con fibra R¥. La estructura del fibrado asociado E = P x pV estd dada a
través de la proyeccién mg(u, v) = 7(u), la trivializacién local ¢; : U; x V — 75 (U;)
y las funciones de transicién p(t;;(p)), donde t;;(p) son las funciones de transicién
de P.

4.2.1. Conexiones y Curvatura en Fibrados

La conexién es una uno-forma que vive en el dlgebra de Lie del grupo de es-
tructura G del fibrado principal. La derivada covariante obtenida a partir de esta
conexion es tal que transforma uniformemente con una transformacién de marco de
referencia, como se vio en la seccion 4.1. Existen varias definiciones de conexién en
un fibrado principal, todas ellas equivalentes [37]. Aqui se dard la mas geométrica y
se seguird lo expuesto en [16].

Sea u un elemento de un fibrado principal P(M, G), sea p = w(u) y G, la fibra en
py T, P el espacio tangente a P en p. Si se denota por g el dlgebra de Lie de G, sea
A € gy, por lo tanto, exp(tA) es una curva en G. Por accién a la derecha se puede
definir una curva en v = 7~ 1(p) de la forma uexp(tA), donde t es el pardmetro de la
curva. Como 7(u) = mw(uexp(tA)) = p, la curva esta contenida en G,. Si se considera
una funcién suave f : P — R, se puede definir el vector A* de la forma

A2 () = & Fluexp(tA)) .

Al conjunto de vectores A? se lo denomina espacio vertical, se lo denota por Vi, P
y es un subconjunto de T, P.

Definicion 4.2 Una uno-forma de conexion w € g ® T*P es una uno-forma que
toma valores en el algebra de Lie g que cumple

(1) w(Af) = A, Aeg
(1) Riw = Adj—1w =g 'wy.
Se define el espacio horizontal H, P, sub-espacio de T, P, como

H,P={X €T,P, tal que w(X)=0}.
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Propiedad 4.1 Los sub-espacios V,, P y H, P cumplen con las siguientes propiedades:
(ry T,P=H,P®V,P.

(11) Todo campo vectorial X en P se separa en X = XH 4+ XV con XH e H,Py
XV eV,P.

(1) HygP = RgoH,P parau € Py g € G arbitrarios.

A grandes rasgos, la ultima condicién hace que el espacio horizontal H, P pueda ser
‘arrastrado’ de u hasta ug por el mapa diferencial de la accién a la derecha Rg..
Esto hace que H, P pueda generar todos los espacios horizontales a partir una sola
fibra G, de un punto p.

Dado un cubrimiento abierto {U;} de M y una seccién oy, se puede definir ahora
formalmente el potencial gauge A; como

A =ociweg® QL ;).

Es decir, A; es el pullback o de la uno-forma de conexiéon w. Es como “proyectar
la uno-forma de conexién w, es decir, bajando a la variedad base M la manera en
que uno hace la separacion de T, P en componentes verticales V,, P y horizontales
H,P. Hay un teorema [16] que afirma que dada una seccién o; : U; — 7 1(U;) y
un potencial gauge A;, se puede definir localmente una conexién w en U; tal que
A =ofw.

Desde el punto de vista de la geometria del fibrado, uno querria que la separacién
de los espacios horizontales H, P y verticales V,, P tal que T,,P = H,P & V,, P sea
univoca. Es decir, dados dos entornos coordenados U; y U; y sea p € U; NU; en-
tonces w;(p) = w;(p). Esto harfa una separacion coherente de T3, P en componentes
horizontales y verticales. Se va a mostrar ahora cémo debe transformar el potencial
gauge A; definido en U; cuando pasa a U;. El siguiente teorema [16] ayudara a ver
esto.

Teorema 4.1 Sean P(M,G) un fibrado principal, o; y o dos secciones locales definidas
en U; y Uj, respectivamente. Si p € U; N Uj, entonces para X € T),M las secciones
0; y oj satisfacen

Uj*X = Rti]-*(o'i*X) + (ti_jldtij(X))ﬁ, (4.11)

donde t;; : U; N U; — G es la funcién de transicion.

Se puede ver ahora cémo transforman los potenciales gauge aplicando la uno-forma
de conexién w a la ecuacién (4.11). Se tiene que

Tiw(X) = w(05.X) =w(Ry.(0uX)) +w(ty; dii;(X)F)
= Ry w(0uX) + (t; dtii(X)) = t5;' w(0wX)tij 4+t dti;(X),
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donde se utiliz6 la definicién de pullback y las propiedades de la definicién 4.2 de
uno-forma de conexién. Como esta igualdad vale para cualquier vector X € T,M,
recordando que A; = c*w, esto se reduce a

Aj =t Aty + t ] dj. (4.12)

La ecuacién (4.12) recibe el nombre de condicién de compatibilidad en la teoria
matematica de fibrados.

Se puede observar también, utilizando argumentos similares al caso anterior, que
dado un fibrado principal P(M,G), un entorno coordenado local U y dos secciones
oy o sobre U tales que o (p) = o(p)g(p), con p € Uy g € G, entonces los
correspondientes potenciales gauge Ay A’ estén relacionados por

A =g ' Ag + g 'dg, (4.13)

O en componentes

/

A, () =9 (0)Au)g(p) + 97 ()Opg

que no es otra cosa que la transformacién de gauge (4.6).

En el potencial gauge estd la informacion sobre la geometria del fibrado, es decir
la separacion del espacio T, P en componentes horizontal H, P y vertical V,, P. Esta
informacién esté confinada localmente en la variedad, para tener informacién global
es necesario conocer la uno-forma de conexién w que si se define globalmente. El
potencial gauge debe transformar como (4.6) para poder obtener una uno-forma de
conexién univocamente definida, es decir, una separacién en componentes vertical y
horizontal de T, P. Ya que se puede definir un campo de materia como una secciéon
del fibrado, se puede ver que la transformacién bajo un cambio de marcos de refer-
encia (que es equivalente a una transformacién de seccién a; =0o(p)g(p)), y que deja
el punto p fijo, es una transformacién gauge del campo ¢(p) de la seccién 4.1. Se ve
ahora que la transformacién de gauge (4.6) estd motivada fisicamente para poder
construir una accién invariante (construir una derivada covariante) y matemadtica-
mente para poder asignar una separacién geométrica global del fibrado P(M, G) en
cada punto p de M en una componente horizontal “tangencial® a la variedad base
M y otra componente ‘normal” a la misma, es decir en la direccién de la fibra G),.

Antes de definir la curvatura en un fibrado, conviene definir la derivada co-
variante de una r-forma vector valuada ¢ : TP ® ... TP — V, donde V es
un espacio vectorial de dimensién k como D¢(X7,. .., X,11) = dp(X{, ... ,Xﬁrl),
X1,...X,41 € T, P. Entonces, la curvatura dos-forma se define como 2 = Dw €
Q?(P) ® g. Se puede probar directamente [16] que la curvatura dos-forma satisface
R} = a 'Qa.

Sea una p-forma g-valuada ( = (* ® T, y una g¢-forma g-valuada & = £% ® T,
donde (* € QP(M), &% € QM) y {T,} es una base del dlgebra g. Se define el
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conmutador de { y £ como

€, €]

CAE—(=DPICAE
= T TP AE — (—1)PITRT,E° A ¢
= [Tm Tb] & Ca A é‘b = fabcTc ® Ca A gb-

El siguiente teorema, cuya demostracién es bastante directa, permite hallar la cur-
vatura de dos vectores X, Y € T, P.

Teorema 4.2 ) y w satisface la ecuacién de estructura de Cartan
QX,Y) =dpw(X,Y) + [w(X),w(Y)], (4.14)

que suele escribirse como
N=dyw+wAw. (4.15)

Dado un fibrado principal P(M,G) y una curva en M  : [0,1] — M, se define
un levantamiento horizontal de v como una curva 7 : [0, 1] — P tal que 7y = vy
el vector tangente a () siempre estd en HsP. Con estas consideraciones, se puede
ver ahora el significado de la curvatura en un fibrado similar al significado se le
dio en la seccién 2.3 a la curvatura de una variedad riemanniana. Si se considera
un paralelogramo infinitesimal ~y, la curvatura mide cuanto falla la clausura de un
paralelogramo cuando este es levantado horizontalmente [16].

La forma local de la curvatura F esta definida como F = ¢*(), donde o es una
seccién local definida en una carta U de M. F se puede expresar en términos del
potencial gauge A como

F=dA+ANA,

donde d es la derivada exterior en M. A F se lo llama tensor de campo de Yang-
Mills. Si A = A,dx* (A, € g) es el potencial gauge y se escribe F = %]—"de“ Ndx”
se tiene que

Fuw = 0 Ay — 0 A, + (A Al

Ya que F,, y A, son funciones g-valuadas, se pueden expandir en la base de {75}
de g como F,, = F, ﬁyTa y A= AZTa. Si ademaés se tienen en cuenta las relaciones
de conmutacién del dlgebra g, se obtiene

a __ a a abe b c
F. =0,A, —&,Au + f Au AS,

con f%¢ las constantes de estructura del dlgebra g. Esta tltima, es la misma relacién
de componentes del tensor de Yang-Mills y potencial gauge de la teoria SU (2) obteni-
da en la seccién 4.1.2.

Por demostraciéon directa, uno puede probar que si U; y U; son dos cartas no
disjuntas de M y F; y F; son los campos de las respectivas cartas, entonces

Fj =t Fitij,
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donde ?;; es la funcién de transicién en U; N U;. También es directo probar que si
el potencial gauge A es puro gauge, es decir A = g~ 'dg, entonces el tensor de
Yang-Mills se anula.

Se va a mostrar ahora la identidad de Bianchi para fibrados, andloga a la
vista en la seccién 2.3 para curvatura en variedades riemannianas. Si se escribe w y
Q como w = wT, y Q = Q% entonces de la definicién de curvatura se tiene

0 = dpw® + FPUP A W
Si se aplica la derivada exterior dp a este resultado se obtiene
dpQ® = Fdpud A W + FPLP A dpwt.
Ya que w(X) =0 si X es un vector horizontal, entonces
DQAX,Y,Z) =dp(X7,YH ZH) =0,
donde X,Y, Z € T,, P. Queda probada la identidad de Bianchi
DQ = 0. (4.16)

Si se hace actuar ¢* sobre dp§2 se obtiene por un lado c*dp{2 = dox{) = dF y por
otro lado

o (dpw Nw —wANdpw) = do*wAo*w—oc'wAdo*w

dANA—-—ANAA=FNA-ANF.
Por lo tanto, se obtuvo
DF =dF + ANF—-FNA=dF +[A F| =0,
donde se definié6 D actuando en una p-forma g-valuada & en M como

D¢ = dt + [ A, €.

4.2.2. Clases Caracteristicas

Hay ciertos objetos construidos a partir de la curvatura €2 de un fibrado principal
P(M,G) que resultan ser inherentes al mismo y son independientes de la eleccién
especifica de 2. Son, por lo tanto, objetos caracteristicos del fibrado, siendo preser-
vados por difeomorfismos y definen invariantes topoldgicos asociados con ellos [38].
Un ejemplo de estos objetos son las clases caracteristicas, que son subconjuntos
de las clases de cohomologia del espacio base y miden la no-trivialidad o ’enrol-
lamiento’ de un fibrado. En esta seccién se trataran las clases caracteristicas y, en
especial, las clases de Chern que daran el formalismo adecuado para entender las
formas de Chern-Simons y las formas de transgresién. Estas dos ultimas seran de
importancia fundamental en el resto del trabajo. Antes que nada, conviene repasar
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algunos elementos del grupo de cohomologia de Rham [16]. Si M es una variedad
m-dimensional, una r-forma w € Q"(M) es cerrada si dw = 0 y exacta si w = d¢
para algin ¢ € Q"~1(M). El conjunto de r-formas cerradas se denota por Z" (M) y
el de r-formas exactas por B"(M). Ya que d? = 0, se cumple que B" (M) C Z"(M).
Se define el grupo de cohomologia de Rham H" (M) como

Z(M)

H" (M) = B QD)

En H"(M) dos r-formas cerradas w; y wy estan identificadas si wy = wj + d€ con
¢ € QY M). La suma

H*(M)=H"(M) + H' (M) + ...+ H™(M)

es el anillo de cohomologia con el producto A : H*(M) x H*(M) — H*(M) inducido
por el producto cunia A : HP(M) x HY(M) — HPT1(M).

Sea M (k,C) el conjunto de matrices de entradas complejas de dimensién k X k.
Si se consideran las funciones P que son r-lineales, C-evaluadas y simétricas

P:@M(k,@)—ﬂc,

de forma tal que P(ai,...,a...,a4,...,a,) = P(a1,...,a;,...,a...,a,), con
a; € M(k,C), entonces se considerard S"(M) como el conjunto de estas funciones
que forma, a su vez, un espacio vectorial con la suma y el producto usuales de fun-

+o0o
ciones. Sea S*(M(k,C)) = € S"(M(k,C)) la suma formal de funciones simétricas

multilineales C-valuadas. Se le puede dar a S(M(k,C)) una estructura de anillo
definiendo el producto de dos funciones. Sean P € SP(M (k,C)) y Q € S (M(k,C))
se define el producto de estas funciones como

PQ(X1,..., Xprq) = ZP Xpay,-- Xpp) )Q(XP (p+1)1 X P(ptq))s

(4.17)

p+q'

donde X; € M (k,C) y P es la permutacién de (1,...,p+ q).

Si G es un un grupo de Lie y g su respectiva algebra de Lie, los argumentos
M (k,C) de S* seran, en general, las representaciones del dlgebra g. P € S"(g) se
dice que es invariante si, para cualesquiera g € G y A; € g, satisface

P(AdyAy,...,Ad,A,) = P(Ay, ..., A),

donde AdyA; = g7'A;g. Un ejemplo importante es el siguiente

P(Ay, ... A) =str(A;,...,A) = = ZtrAp(l L Ap). (4.18)
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En (4.18) P es simétrico, r-lineal e invariante y por ’str’ se entiende la traza
simetrizada, que estd definida en la dltima igualdad. El conjunto de elementos de
S"(g), que es G-invariante, se denota por I"(G). El producto definido en (4.17) induce
una multiplicacién IP(G)®I1(G) — IPT9(@G), y también se define I*(G) = @ I"(G),

r>0
formand9 una estructura de anillo con el producto anterior.
Sea P € I"(G), se utiliza la notacién
P(A)=P(A,..,A), Acg. (4.19)

——

T

P se dice que es un polinomio invariante. Un polinomio invariante P define una
funcién P € I"(G) expandiendo P(t1A; + ...+ t.A,) como un polinomio en t;.
Haciendo esta construccién, % veces el coeficiente de ¢y ...t es simétrico y se llama
polarizacién de P.

Sea P(M,G) un fibrado principal. Se puede extender el dominio de los polinomios
invariantes definidos en (4.19) de g a p-formas g-valuadas en M. Si se toma una p-
forma g-valuada A;&;, con A; € gy & € QPi(M) (1 <i <r), se define

P(Alglv"wATgT) :gl/\'-'/\gTP(Alw")AT)'

La importancia de los polinomios invariantes aparece cuando utilizamos como ar-
gumento de los mismos la forma local F de la curvatura €} y se manifiesta en el
siguiente teorema cuya prueba estd en [16] y [38].

Teorema 4.3 (Chern-Weil) Sean E un fibrado principal y P un polinomio invari-
ante. Entonces P(F) satisface:

(a) dP(F) = 0.

(b) Sean F y F dos curvaturas locales correspondientes a dos conexiones distintas
Ay Aen E. Entonces la diferencia P(F) — P(F) es exacta.

Por este teorema, un polinomio invariante es cerrado y, en general, no trivial. Por la
parte (b) del mismo, dos polinomios invariantes provenientes de diferentes conexiones
estan en el misma clase de cohomologia de M. Es esta clase, por lo tanto, indepen-
diente de la conexion escogida siendo inherente al fibrado. La clase de cohomologia
asi definida se llama clase caracteristica.

Sea P, (F) una 2n-forma clase caracteristica. Ya que por la parte (a) del teorema
4.3 se cumple que P, (F) es cerrada, puede escribirse localmente como una forma
exacta debido al lema de Poincaré [16]. Entonces se tiene

P (F) = dQan-1(A, F), (4.20)

donde Qa, 1(A,F) € g® Q2" Y(M). Qg,_1(A, F) recibe el nombre de forma de
Chern-Simons de P, (F).
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Por la parte (b) del teorema 4.3 , se tiene
Pn(f) - Pn(]:) = d7—2n—17

y la demostracion de esta parte del teorema da como resultado

1 ~ J—
7'2n_1(./_4,A)En/ APy A— A Foy... FD), (4.21)

0
n

donde se utiliza la interpolacién de dos potenciales gauge A y A de la siguiente
forma

A = A+t(A-A), 0<t<l1

Fi = dAi+ A NA=F +tD(A— A) +t2(A - A)?,
donde se defini6 D = d + [A, |. A la forma T3, 1(A,A) se le da el nombre de
transgresion que por la definicién (4.20) se puede escribir como

Ton—-1(A, A) = Qap—1(A) — Qan—1(A) — dBap—2(A, A), (4.22)

donde By, _3(A, A) es una 2n — 2-forma que depende de A y A. La parte (b) del teo-
rema 4.3 muestra también que la integral de P, (F) en una variedad 2n-dimensional
sin borde es un invariante topoldgico, es decir, depende solamente de la topologia
del fibrado.

Una vez vista su definiciéon formal, se expondrd una visién mas intuitiva de
céomo calcular formas de Chern-Simons seguida por [39]. Se representa una uno-

forma de conexién de un fibrado P(M,G) como A = —iAj7,dr" donde {7,} son
los generadores del grupo G. De esta forma, como F = dA + A A A, se puede
representar también F = —z%F uwTadzt A dz™. Considerando ahora el polinomio

invariante TrF?2, donde Tr se entiende por la traza y se asume el producto cufia. Se
puede ver
dTrF? = Tr(dFF + FdF) = 2Trd F F,

donde en la primera igualdad se utilizé la linealidad de la traza y en la segunda que
F es una dos-forma y conmuta con dF. Si se observa que 2Tr[A, F]F = 0 por la
ciclicidad de la traza, podemos sumarselo al lado derecho de la ecuacién anterior,
dando

dTrF? = 2TrDFF = 0,

donde se utilizé la identidad de Bianchi en la tultima igualdad. Por el lema de
Poincaré se puede inferir que localmente TrF? es la derivada total de una 3-forma.
A su vez, esta serd una forma de Chern-Simons ya que TrF? es un polinomio invari-
ante de la forma local de la curvatura F. Para poder hallar esta 3-forma, se verd la
variacién de TrF? cuando se varia el potencial de A a A+ 5.A.
F o= dA+ A
0F = déA+6AA+ ASA=D(JA)
STrF? = 2TvéFF = 2TrD(SA)F
= 2DTrdAF = 2dTré AF,
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donde se usé la identidad de Bianchi y que Trd AF es un escalar. Se va a introducir
ahora la variacién de A via un pardametro t de la forma

Ar = tA
Fi = dA; + A2 =tF + (12 — 1) A%

En este caso se toma § = 575% donde 6t es un diferencial ordinario. Entonces
STrF? = 2dTrd A F,

e integrando

1 1
/ 575211@2 = 2d / StTr AF;.
o Ot 0

Esto hace que

1
TrF% = 2d / StTrA(tF + (12 — t)A?) = dQs,
0

donde Q3 es la 3-forma de Chern-Simons que se estaba buscando. Asi

Q3

1
5 / SETrA(LF + (£ — ) A%) = Tr(AF — %AP’)
0
= TH(AdA + 2 %),

Este procedimiento se puede hacer general para hallar una 2n — 1-forma de Chern-
Simons Q9,1 si se observa que

dTrF" = nTrd FF ! = nTyDFF* ! = 0.

Entonces

’I‘I‘Jl—'ﬂ - dQ2n—17

pudiéndose escribir la 2n — 1-forma de Chern-Simons ()9,,_1 como
1
Qon-1(A, F) =nTr / StAF; L. (4.23)
0

La cantidad %Tr]—'” recibe el nombre de n-ésimo caracter de Chern®. Asi, se
puede escribir también la 5-forma de Chern-Simons Q5 como

TrF? = dQs
1
Qs = 3Tr / SLA(LF + (£ — £).A)?
0

— Tr(AdA+ §A5 + AN,

°En realidad, el cardcter de Chern total es la cantidad ch(F) = Tr(exp(i£)) =
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En este punto, conviene mostrar cémo transforma una forma de Chern-Simons
frente a una transformacién gauge, ya que serd de utilidad més adelante. Para esto,
es necesario introducir el operador de homotopia de Cartan k que tiene las
siguientes propiedades:

dk+kd = 1,
K = 0. (4.24)
Si se tiene en cuenta que
(dk + kd)TrF? = TrF?,
y, como dTrF? = 0, esto implica
d(kTrF?) = TrF2,

Entonces, si se conoce cémo actiia k sobre TrF?, se puede obtener la 3-forma de
Chern-Simons Q3 = kTrF?. Para hallar k, se consideran los polinomios construidos
a partir de F y A que se anulan cuando F = 0 y A = 0. Se definen en ellos dos
operadores d y [. El primero de ellos es la diferenciacion ordinaria de formas

dA = F-— A2
dF = FA-AF,

que es anti-derivativa (conmuta con F, anti-conmuta con A y es lineal). El otro
operador [ actiia de la siguiente manera

IA = 0,
IF = 6A,

donde § = 575% es una variacién pequenia en A y [ es anti-derivativa también. Con
estas reglas, se puede verificar la anti-conmutacién

ld+dl = 6.

Estas definiciones se pueden extender cuando se aplican a polinomios de F; y Ay, es
decir dependientes de un parametro t:

ltAt = 07
0A;
[ = 0A; = 6t——
e Ay ot
con Ag = 0y Fp = 0. La regla de anti-conmutacién se vuelve
0
lid+dly =0 =6t—
td + aly ot ’

y observando que si se define

1
0
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se obtiene la primera propiedad de (4.24). Si se toma ahora una transformacién
gauge finita g(x) € G, se tiene

AV = g lAg+ g ldg

FI = ¢ lFg
Bajo estas transformaciones, TrF? es invariante pero Qs, 1(A,F) no tiene por
qué serlo y, de hecho, no lo es. Qg,—1(A, F) va a cambiar por un término dag,—2

con aog,_9 una 2n — 2-forma y un término cerrado pero no exacto. La 2n — 1-forma
de Chern-Simons evaluada en A, y F, se va a poder escribir

an—l(‘Ag"Fg) = an—l(A’ ‘F) + da?n—2 + an—l(g_ldg) 0)’ (426)

donde dQ3,_;(gtdg,0) = 0 y se introdujo el supra-indice 0 por conveniencia. A la
forma cerrada Q(g~'dg) se la denomina forma de Wess-Zumino-Witten. Para
ver que (4.26) es efectivamente la transformacién, primero se escribe el transformado
de gauge Q9 (A9, F9) como

QY1 (A9, F9) = Q% _1(g " Ag+ g~ dg, g7 Fg) = 5, 1(A+V, F),

con V = dgg~*, donde se utilizé que QJ, ; es una traza. Para hallar QY (A9, F9)
se usara el operador de homotopia k. Hay que tener en cuenta que este operador no
puede utilizarse directamente ya que Q9 (A +V,F) # 0si A = F = 0. Por lo
tanto, es conveniente utilizar la cantidad

Q(A’ ‘F) = an—l(A+ V"F) - an_l(V,O) - an—l('Av ]:)’
que si se anula cuando A = 0 y F = 0. Utilizando que

ngn—l(A+V’f) = Tr(]:ﬂ)’
dQ5,_1(V,0) =0,
ngn_1(-A7 JT") = TI‘(.F”),

se observa que

dQ(A, F) =0.
Teniendo en cuenta esto ultimo y la primera propiedad de (4.24) se ve que
(dk+kd)Q=Q = d(kQ)=Q.
De esta manera, se puede hallar la diferencial total das,_o que se buscaba:
azn-2 = k(Qy_1 (A+V,F) = Q5,1 (V,0) — Q5,1 (A, F)).

Usando la segunda propiedad de (4.24), que Q9 _; = kTr(F") y que k93, _;(V,0) =
0, se llega a
azn-2 = k(Q 1 (A+V, F)).
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Se puede observar también que Q3. (dgg~!,0) = Q% (g 'dg,0) y, por lo tanto,
se obtiene el resultado (4.26).

Se pueden usar estos resultados para calcular explicitamente las variaciones bajo
transformaciones finitas de formas de Chern-Simons para n = 2y n = 3. En el
primer caso se obtiene

1
Q(Ag, Fy) = Q3(A,F) + daz — STr(g™ dg)*,
ay = —Tr(VA), V =dgg .

Mientras que para el caso n = 3:
0 0 1 —13\5
Q5(Ag, Fg) = Q5(AF) +das+ 1—0T1"(9 dg)”,
1 1 1 1
o = —Tr(=5V(AdA + dAA) - 5%43 + VAVA+ §V3A).

Ya que dQY, ;(V,0) = 0, por el lema de Poincaré localmente Q3, {(V,0) es una
derivada de algo. Por lo tanto, se puede deducir que, bajo una transformacion gauge
infinitesimal, una forma de Chern-Simons varia como una derivada total

5an—l = dQ%n—? (427)

La forma explicita de Q) , se deduce en [39)].

De las definiciones (4.20) y (4.21), las formas de Chern-Simons son casos par-
ticulares de las formas de transgresién haciendo, por ejemplo, A = 0 en (4.21).
Se puede hacer un andlisis parecido al anterior para deducir la variacion general
de las transgresiones 57'%_1(71, A) y mostrar de ahi que son invariantes frente a
transformaciones gauge. Esta deduccién esta el el apéndice B y el resultado es

1
0Ton—1=n < F{16A1 > —n < F 16 Ag > —n(n — 1)d/ dt < JF25A; > .

0

(4.28)

Luego que Shiing-Shen Chern y James Simons mostraran en 1974 que las for-
mas que llevan su nombre son cuasi-invariantes® [40], comenzaron a utilizarse en
Fisica. Estas aparecen naturalmente en Teorfa Cudntica de Campos cuando se es-
tudian anomalias. En pocas palabras, las anomalias son simetrias que aparecen en
una teoria cldsica pero no se conservan cuando se hace la cuantizacién. Si bien las
anomalias fueron la primera motivacién para aplicar las formas de Chern-Simons en
Fisica, en los afios ochenta Achicarro y Townsend por un lado [41], y Witten [42]
por otro, utilizaron estas formas como modelo de Gravedad y Supergravedad en tres
dimensiones. La utilizacién de formas de Chern-Simons para gravedad en tres di-
mensiones se mostrard en la seccién 5.2.2. Més tarde, Chamseddine [43, 44], Zanelli

5Como la forma de Chern-Simons cambia por una derivada total por transformaciones gauge,
ésta no es invariante sino que se la llama cuasi-invariante.
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con colaboradores como Banados, Bunster, Troncoso entre ellos [45, 46] extendieron
estos conceptos trabajando con gravedades y supergravedades en dimensiones may-
ores. Se va a seguir lo presentado por ellos para gravedades en dimensiones impares
genéricas en la seccion 5.2.3.

Ya que la variacién infinitesimal de una forma de Chern-Simons es igual a la
derivada total de algo, pueden utilizarse como acciones invariantes gauge bajo un
cierto grupo de transformaciones. Esto posee muchas ventajas pero, el no ser com-
pletamente invariante, puede traer algunas complicaciones en definir las cargas con-
servadas por el teorema de Noether [6]. Por otro lado, las formas de transgresion
si son genuinamente invariantes gauge, como se ve en su definicién (4.21), ya que
involucran objetos covariantes de gauge (la cantidad J = (A — A) es covariante)
y, por lo tanto, el polinomio invariante convierte a la transgresiéon en invariante
gauge. Se discutird brevemente en la seccién 5.2.5 las transgresiones como densidad
lagrangiana para teorias de gravedad.
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Capitulo 5

Gravitacion en D-dimensiones

En el capitulo 4 se vio como construir una teoria invariante gauge bajo un cierto
grupo de simetria local de manera clasica. Estas simetrias tuvieron enorme éxito en
Teoria Cuéantica de Campos ya que, ademés de ser importantes para restringir los
posibles lagrangianos para describir las interacciones fuertes y electrodébiles, permi-
tieron hacer la teorfa renormalizable! [47], [33]. Una consecuencia de este éxito es el
enorme poder predictivo que tiene el Modelo Estandar de particulas. Este modelo
es una teoria gauge con simetria SU(3) x SU(2) x U(1) (el SU(3) es por la simetria
de color de las interacciones fuertes) que es espontidneamente rota (se rompen so-
lamente tres generadores de la simetria SU(2) x U(1)). Ya que un lagrangiano con
términos de masa para los bosones no es invariante bajo la simetria original, el
rompimiento parcial de la simetria SU(2) x U(1) permite producir los bosones car-
gados masivos WT y W™, el bosén masivo neutro Z y el bosén sin masa asociado
al electromagnetismo A.

La interaccion fundamental restante no incluida en el Modelo Estandar, la Gravedad,
a pesar de que en los fenémenos a gran escala estd muy bien descripta por la teoria
de Einstein mostrada en el capitulo 3, no ha podido unificarse hasta ahora con las
otras tres interacciones en un marco Unico ya que no puede describirse de manera
consistente como una Teoria Cuantica de Campos. Una de las razones por la que
la teoria de Einstein no puede describirse en forma cuantica es que no tiene ningin
término de interaccién renormalizable. Una forma de darse cuenta de esto es que si
se divide el lagrangiano gravitacional en un término cinético y otro de interaccién,
la constante de acoplamiento entre gravitones es la constante de Newton GG, que en
el sistema natural de unidades? tiene dimensién [M]~2. Esto significa que cuando se
calcula perturbativamente una cantidad fisicamente observable, los diagramas con
mayor cantidad de vértices requieren mayor cantidad de potencias en los momentos
para compensar las dimensiones. Esto hace que uno espere divergencias ultraviole-

!Sucintamente, una teoria de campos es renormalizable si pueden redefinirse los campos y los
pardmetros necesarios para que el cdlculo de cantidades fisicas observables (por ejemplo, secciones
eficaces y tiempos de decaimiento) no diverjan.

2Se tomard en este trabajo el sistema natural de unidades de la forma [A] = [¢] = 1.
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tas de potencias cada vez mayores cuando se avanza en el orden de la expansién
perturbativa [5].

En la seccién 3.2 se mostré como poder escribir la teoria de Einstein de la
gravedad en un formalismo donde es manifiestamente invariante por difeomorfis-
mos y por transformaciones de Lorentz locales en el espacio tangente. Se vio que
la uno-forma de conexién de Lorentz w® se comportaba de manera similar a una
1-forma local de un potencial A, vista en el capitulo 4. Dada esta similitud, uno po-
dria tener la esperanza que la teoria de Einstein de la gravedad pudiera describirse
como una teoria gauge como las otras tres fuerzas y poder usar esta caracteristi-
ca para su eventual renormalizacién. Desafortunadamente, la teoria de Einstein no
clasifica como teoria gauge. El problema es cuando se intenta describir en forma
de teoria gauge la simetria por traslaciones, es decir cuando se pide invariancia no
solamente por transformaciones de Lorentz sino por el grupo de Poincaré. La tnica
y remarcable excepcion a esto es el caso en el cual la dimensién de la variedad
espacio-tiempo es 2 + 1. En esta dimensién, se puede observar que una accién de
Chern-Simons (CS) transforma bajo el grupo de Poincaré como una derivada total
haciendo que, si la variedad no tiene borde, la teoria sea invariante bajo este grupo
[40]. Se verd en este capitulo que esto puede generalizarse a dimensiones mayores
pero solamente a dimensiones espacio-temporales impares [43, 43, 45, 46], ya que las
formas de CS son impares. También se puede ver que la tinica constante que aparece
en el lagrangiano puede cuantizarse por argumentos topoldgicos en forma similar a la
cuantizacién de Dirac del monopolo magnético [48]. Esta propiedad de las acciones
de CS es bienvenida ya que habria esperanzas que la teoria fuera renormalizable. A
su vez, las formas de transgresion, ademéas de tener las ventajas anteriores de las
formas de CS, al ser invariantes gauge y no solamente cuasi-invariantes, permiten
una mejor definicién de las cargas conservadas por el teorema de Noether [6].

En cuanto a la motivacion para el estudio de gravedad en dimensiones diferentes
a D = 4, se podria mencionar que en los afios 70, se observé que las teorias llamadas
de Supergravedad (SUGRA) podrian dar lugar a que no haya divergencias en las
correcciones a un loop de cantidades observables. Las SUGRA introducen una su-
persimetria (SUSI)? y para esto es necesario aumentar la dimensién de la variedad
para que haya consistencia en el dlgebra de la SUSI, también llamada superdlgebra.
Otra motivacion para estudiar teorias de gravedad de dimensién arbitraria proviene
de la Teorfa de Cuerdas, que podria contener a la gravedad y las otras fuerzas
fundamentales en el limite de bajas energias, y para ser consistentes necesitan ex-
presarse en D = 26 y D = 11 dimensiones para Cuerdas Bosoénicas y Supercuerdas,
respectivamente [1].

Mas alla de que si la Teoria de Cuerdas o la SUGRA puedan funcionar co-
mo una teoria cudntica consistente de la Gravedad, las acciones de CS y las de
transgresion son interesantes en si mismas. Brindan un formalismo para describir
ciertas anomalias en Teorias Cuénticas de Campos [39], estando relacionadas con

3A groso modo, una supersimetria es una simetrfa que mezcla campos fermiénicos con campos
bosénicos.
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invariantes topoldgicos como se mostrd en la seccién 4.2.2. Es por esta razén que se
dedicara este capitulo a la generalizacién de la gravedades de CS y transgresiones
en D dimensiones.

5.1. Lagrangianos de Lanczos-Lovelock

En la seccién 3.2 se vio como se puede construir la teoria de Einstein en dimensién
D = 4 a partir de el vielbein €%, la uno-forma de conexién wy y la curvatura 2-forma
R} (formada a su vez a partir de e®, wj y sus derivadas exteriores). Se puede ver
que los objetos con los que se puede construir una teoria de gravedad son estos
tres objetos, y eventualmente la torsion 2-forma 7%, para que el lagrangiano sea
invariante Lorentz y se tengan ecuaciones de movimiento con derivadas segundas
como maximo [5].

Para dimensién arbitraria D, el teorema Lovelock [49, 50| afirma que la accién
mas general sin torsion que se puede construir que lleve a ecuaciones de movimiento
de segundo orden estd dado por la forma

[D/2

SLL:/{/Z

M P=0

]
a,LP), (5.1)

donde [z] se entiende por parte entera de x, k es una constante y
LP) = ¢, op R . RO20-1020 02041 | 00D (5.2)

A partir de este momento y en lo que sigue de este trabajo, se omitird el simbolo
producto cuna A para facilitar la notacion. Se ve entonces que la accion de Lanczos-
Lovelock Sr7, es un polinomio de grado [D/2] en la curvatura. En general, cada L®)
es la continuacién a D dimensiones de la densidad de Euler de dimensiéon p < D.
Las «a; son, en principio, constantes arbitrarias de dicho polinomio pero, como se
vera mas abajo, pueden elegirse convenientemente. Variando la accién Sty respecto
a los campos independientes e” y wy se obtienen las ecuaciones de campo. Para esto,
se procede de manera similar a cuando se dedujeron las ecuaciones de Einstein en
el formalismo de Cartan en la seccién 3.2. Primero, la variacién de L) se puede
escribir como

LW = peqy apORWCRE | RO-1 et | oD
(D —2p)eap,..bp 156“Rb1b2 ... Rbz—1bpgbzpn - obpo1

Después, usando el resultado §R%® = D(5w®) (ver ecuacién (3.10)) y la identidad
de Bianchi (2.41) se tiene*

b pe: _ b e _
d(Peabes...cp Ow™ R [  ROWP=1WeHl | D) = pegpey ap 0 RVREA L ROPTIW L | D 4

(D — 2p)eay...ap 0w PR . RO2=1¢20 D(ef2+1) | D,

4No confundir el nimero D correspondiente a la dimensién de la variedad con el operador de
derivada covariante escrito entre paréntesis D(...).
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Usando el teorema de Stokes y que De® = T, se tiene que para una variedad sin
borde

Eond [451]
5SLL = /@/ de? Z ap(D — 2p)EP — sw® Z app(D —2p)EP, |,
p=0 p=1
donde se ha definido
& = Eabl...bD,lele ... Rbzw—1bpgbzpir b1
pr = €ubey..cp R L REPTIPT 12042 | D
o

Ya que la variacién en los campos w™ y e® se toman como independientes, se pueden
escribir las ecuaciones de campo para los lagrangianos de Lanczos-Lovelock como

[251]
O[p(D - 2p)gg = 07
p=0
(251
> ap(D—2p)El, = 0. (5.3)
p=1

Hay que notar de (5.2) que el término que contiene L(P/2) tiene solamente curvat-
uras, por lo tanto, no aporta a ninguna de las ecuaciones de campo. Ademas, debido
a que el término que contiene L no tiene curvatura, tampoco aporta a la segun-
da ecuacién de (5.3). Se puede observar directamente que en D = 4 los primeros
dos términos de (5.1) son la constante cosmoldgica y la accién de Einstein-Hilbert,
respectivamente. Por lo tanto, la Relatividad General estd contenida como un caso
particular en la accion Sy j,. Pareceria que los términos de orden superior a uno en la
curvatura llevaria a ecuaciones de campo de orden superior al segundo en la métri-
ca. Esto seria un problema ya que derivadas de orden superior al segundo para la
métrica querrian decir que las condiciones iniciales requeridas para saber la evolu-
cion temporal no son las de Relatividad General, complicando la evolucion causal de
la teoria. No solo eso, si uno quisiera cuantizar la teoria, los propagadores tendrian
polos en energias imaginarias, o sea tendrian ghosts y violarian la unitariedad de la
teorfa [52, 5|. Sin embargo, si los términos en el lagrangiano son continuaciones de
densidades de Euler, como el caso de los lagrangianos de Lanczos-Lovelock, la teoria
no tiene ghosts [53, 50].

La eleccién arbitraria de los coeficientes «;, en dimensiones D > 4 tiene también
algunos problemas. Uno de éstos es el pasaje de la formulacién lagrangiana a la
formulacion hamiltoniana cuando se tienen términos de orden superior en curvaturas
[51]. Esto se puede resolver requiriendo que los coeficientes «y, adquieran ciertos
valores particulares [52]. Una forma de elegirlos es pedir que las teorias tengan una
Unica constante cosmoldgica, obteniendo de esta manera un conjunto de teorias
etiquetadas por un entero k, las cuales conducen a configuraciones bien definidas de
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agujeros negros. Para ver esto, se reescribe la primera ecuacién de campo (5.3) en
funcién de la cantidad de raices del polinomio

(451

i=k
Z (D —2p)aya? = By H(m — Bi)-
i=1

p=0
De esta manera la primera ecuacién (5.3) queda escrita de la forma

D—l_o
— Y

—b1b2 Bb2k—1b2k _2k+1
Rg ™ ... Rg e ...€

€aby...bp_1 0 N
., ab . . .

en donde se definié R = R% 4 B;e%®. Entonces, si las ecuaciones de campo tienen

la forma de arriba con una tnica raiz real 5 = l% (I se puede pensar como la escala

natural del espacio anti-de Sitter) y ninguna raiz compleja, estas teorias se pueden

escribir por la accién

p=k
Sk = m/ch;L(p), (5.4)
p=0
donde

2(p—k) (L

ap:c];:{(l[)_—27’)(p) Pk (5.5)
0 ,p > k.

con 1 < k < [%] Por lo tanto, dada una dimensién D, los coeficientes c’; 11-

evan a obtener una familia de teorias diferentes etiquetadas por el entero k €

{1,..., [%] }, que representa la potencia mayor de la curvatura en el lagrangiano.

Se puede ver que la accion de Einstein-Hilbert en D dimensiones se obtiene
haciendo k = 1. Cuando k = [%], se debe distinguir entre D par o impar. Cuando
D =2n—1con n € Z, el maximo valor de k es n—1 y corresponde al lagrangiano de
Chern-Simons para el grupo Anti-de Sitter. Mientras que si D es par, para k =n—1
se tiene el lagrangiano de Born-Infield [52].

El comportamiento de la teorias con lagrangianos de Lanczos-Lovelock es muy
diferente para teorias con D < 4 y para D > 4, ya que en primer caso las ecuaciones
(5.3) son lineales en R® mientras que no ocurre asf en el segundo caso. En D < 4 las
ecuaciones de campo implican torsiéon nula, como se vio en la seccion 3.2, mientras
que para D > 4 esto ya no es cierto. Cuando la torsién no es forzosamente nula,
como en el caso D > 4, uno puede generalizar el teorema de Lovelock para tener
en cuenta lagrangianos con torsién T%. Para esto, es natural considerar todos los
posibles invariantes Lorentz conteniendo T* explicitamente. La forma general para
construir estos tipos de lagrangianos se muestra en [54] donde, ademas de considerar
las continuaciones dimensionales de densidades de Euler (como en el teorema de
Lovelock), hay que considerar otros invariantes topolégicos como las densidades de
Pontryagin [5].
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5.2. Gravedad en Dimensiones Impares Como Teoria
Gauge

Ahora que se vio una manera de generalizar el lagrangiano de Relatividad General
a D dimensiones, a través del teorema de Lovelock, cabe preguntarse cudles son sus
problemas para obtener su version cuantica. Uno de los problemas de cuantizar la
gravedad en una cierta dimension D es el problema que ocurre en cuatro dimensiones
comentado al comienzo de este capitulo: la constante gravitacional tiene dimension
[M]~2, haciendo que la teorfa de perturbaciones falle, ya que los resultados son
infinitos. Para mantener los resultados observables de la teoria finitos, habrd que
agregar infinitos contratérminos en la accién [5]. En dimensién D, la constante x de
la accién de Lanczos-Lovelock (5.4) estd relacionada con la constante gravitatoria
G, como [52]

1

2(D —2)!1Qp_2Gy’

K =

donde Qp es el angulo sélido en dimensién D y la constante gravitatoria G} tiene
unidades [M]?*=P. Se ve entonces que G} tiene siempre dimensiones inversas de
masa, ocurriendo el mismo problema que en cuatro dimensiones.

La 1inica manera conocida, hasta ahora, de mantener la esperanza de poder tener
resultados de observables de la teoria es tener algun principio de simetria que limite
la cantidad de posibles contratérminos para agregar en la accién, algo que si sucede
con las teorias de Yang-Mills con constantes de acoplamiento adimensionadas. Al
poco tiempo que C.N. Yang y R. Mills propusieran el modelo de teorias gauge no-
abelianas [55], R. Utiyama mostr6 que la Relatividad General puede escribirse como
una teoria gauge para el grupo de Lorentz [56]. En el formalismo de Cartan, esto
puede verse directamente de la accién (3.8), ya que todos los indices de Lorentz
estan contraidos. Se tuvo esperanza entonces de poder extender el grupo de Lorentz
a una simetria local bajo el grupo de Poincaré I1S0O(3,1), que es el grupo que in-
cluye al de Lorentz y ademas a las traslaciones. Esto pareceria plausible ya que una
traslacion x# — x'* = z + &M estd dentro de las transformaciones generales de co-
ordenadas, transformaciones de las cuales la Relatividad General es covariante. Sin
embargo, a pesar de los esfuerzos, no se ha podido encontrar una acciéon invariante
bajo transformaciones locales del grupo de Poincaré 150(3,1) [5]. Es decir, no existe
una 4-forma localmente invariante construida con una conexién del algebra iso(3,1).
En dimensién D = 3, sin embargo, es posible encontrar una accién invariante gauge
bajo el grupo 150(2,1). Para mostrar esto explicitamente, hay que estudiar un poco
més en detalle el grupo de Poincaré I.SO(D — 1,1) en dimensién D genérica.

5.2.1. El Grupo de Poincaré y (anti-)de Sitter

El grupo de Poincaré es el grupo de isometrias del espacio plano de Minkowski
(D —1,1) , es decir si z* — 2/*, con p € {0,...,D — 1} es una transformacién bajo
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el grupo de Poincaré, entonces es invariante el elemento de linea
Nuwdz™dz" = n,,datdz” . (5.6)
Una transformacion z# — 2/* que satisfaga (5.6) debe ser de la forma [57]
't = A* ¥ + at, (5.7)
donde a* es una constante arbitraria y A", es una matriz constante que satisface
nw,A“pA"U = Npo-

De esto ltimo puede verse que det(A) = +1 y también puede mostrarse que, o bien
AO0 > 1 o bien AOO < —1. Se interpreta entonces a A como una transformacién de
Lorentz mientras que las a* representan las traslaciones espacio-temporales.
Por supuesto, estas transformaciones tienen las propiedades de un grupo. En
particular, la transformacién inversa de (5.7) es [32]
2= (A — (AT a,

v v

con (A_l)p = nyunp"A” -« = A,”. Conviene hacer una aclaracién de nomenclatura,
este trabajo se refiere al grupo de Lorentz como el subgrupo de transformaciones
(5.7) en el cual a* = 0, mientras que el grupo de Poincaré es el caso general®.
El grupo de Poincaré ISO(D — 1,1) es el subgrupo de transformaciones (5.7) con
det(A) =1y A% > 1.

Para caracterizar el dlgebra iso(D—1,1) del grupo ISO(D —1, 1) se utilizard una
transformacion infinitesimal de (5.7) escrita como

A =687+ N ' = ¢m, (5.8)

con N, y &* ambos infinitesimales. Se puede ver que, de la condicién 7, A*,A”, =

Npo, S€ tiene
A = = Ay

De esta forma, al incluir las D componentes de £ se tiene que el grupo de Poincaré esta de-
scripto por D(D + 1)/2 pardmetros.

Por simplicidad, se utilizara una representacién del grupo de Poincaré en cierto
espacio vectorial, es decir se designard como U (A, a) al operador unitario que actia
en dicho espacio®, estando éstos asociados a los elementos matriz A", y las constantes
a’ de (5.7). Estos operadores tienen la siguiente regla de composicién

U(Aa)U(A,a) = U(AA, Aa +@). (5.9)

5A veces se dice grupo de Lorentz inhomogéneo a las transformaciones que cumplen (5.6).
El subgrupo que cumple a* = 0 recibe recibe el nombre de grupo de Lorentz homogéneo [32].

SPuede utilizarse una representacién a un espacio vectorial de dimensién arbitraria, incluso de
dimensién infinita como en el caso del espacio de Hilbert de los estados de una particula.
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Entonces, para una transformacién infinitesimal como (5.8), se puede escribir
1
Ul+XNE =1+ EAWJW — &P+

donde J* y P? son operadores independientes de A y £ y, ademas, son los gen-
eradores del grupo de Poincaré en esta representacion. Estos operadores se han
supuesto anti-hermiticos, es decir

Jwt — _gmv ’ Pt = —_pr.

Como A, es anti-simétrica entonces lo es también J*.

Hallar el algebra iso(D —1,1) es equivalente a hallar las reglas de conmutacién de
J# y PP. Para hacer esto, primero se deduciran las propiedades de transformacion
J# y PP. La transformacién de U(1 + A, €) con pardmetros A", y a* es

UA,a)U(1L+ XU (A a) = UAL + M)A AE— AN La),
donde se usé la regla de composicién (5.9) y que U~Y(A,a) = U(A™, —A"1a). A
primer orden en A y £ se tiene

1 1
U(A,a) [EAWJ“” — g,,PP} U l(Aa) = E(AAA‘l)WJ‘“’ — (A& — AXAa)  PH.

Igualando los coeficientes que contienen A, y £, a ambos lados se tiene
UA,a)J"U T (Aa) = MM (I — PP+ PPH),
U, 0)PPUY(Aa) = AP (5.10)

Se ve aqui que (5.10) pone de manifiesto que para transformaciones de Lorentz
puras (con a* = 0) J* es un tensor y P¥ es un vector. También se ve que para
traslaciones puras (con A, = 6* v) P es invariante mientras que J*” no lo es.
Ahora, se puede deducir qué pasa cuando la transformacién U (A, a) es infinitesimal
(es decir A*, = 6", + \",). Las ecuaciones (5.10) se pueden escribir a primer orden
en \', y € como

1
[§AWJ“” —¢,P?, Jaﬁ} = NI N PI — oPP 4 PP,

Igualando los coeficientes en A, y &, en ambos lados de estas ecuaciones, se llega
al algebra del grupo de Poincaré

[Julﬂ Jaﬁ] — nva_]uﬁ _ nuaJVB _ nﬁu_]ow + nﬁVJau’
[Pu’Jaﬁ] — nuaPB _ nuﬁpa7
[P*.PY] = 0. (5.11)
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Si ahora se quiere ver al grupo de Poincaré como grupo gauge, hay que tomar a A",
vy a &* como funciones dependientes de cada punto de la variedad espacio-temporal.
Como este grupo actua en el espacio tangente a dicha variedad, conviene utilizar los
indices de Lorentz del espacio tangente. Asi, la uno-forma de conexiéon queda dada
por

1
A= iwab']ab + eaPa.

Cdémo transforma A bajo el grupo gauge de Poincaré? Para ver esto, hay que notar
que A, bajo una transformacién U, transforma, segin (4.13), de la forma

A =UAU + U taU,

y que si U es infinitesimal, U = 1 + i%wab.]ab + 1€, P?, usando las reglas de con-
mutacién (5.11) se tiene

FA=A— A = (d)\ab WD wbcxw) Jo

1
2
+ (de® 4wy + X, ) P
Reconociendo por un lado la variacién A

1
0A = 5(WbJa,, + 0e Py,

y por otro lado a la derivacién covariante de una p-forma (2.40), se llega, igualando
términos con Ju;, v P, a la variacién de la conexién Swab y del vielbein de®,

sw™® = DX®
Se® = DE* 4PN\ (5.12)
Se puede ver directamente de (5.12) que para una traslacién pura (es decir A% = 0)

se tiene que w® no varfa mientras que la variacién de e es una derivada total DE®.
Se puede escribir ahora el tensor F' = dA + $[A, A] como

1 11 1
Fr = §dw“bJab + de*P, + i[adech + ‘P, §wchfh + efPf]
1
= i(dw“b + wacwa)Jab + (de® 4+ w?,e°)Py,
donde en la segunda igualdad se utilizaron las reglas de conmutacién (5.11). Recor-
dando las ecuaciones de estructura de Cartan se tiene finalmente

1
F= §RabJab + TP,,. (5.13)

Ya que tanto R* como T* son covariantes, uno puede comprobar directamente a
partir de (5.13) que F' es covariante bajo la transformacién U (es decir, transforma
como F' = U'FU).
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Se puede pasar ahora a estudiar el grupo de (anti-)de Sitter. El grupo de Sitter
SO(D,1) es el grupo de rotaciones de un espacio plano de dimensién D + 1 con
métrica minkowskiana, es decir nap = (—,+,...,+), donde A, B € {0,...,D}.
Mientras que el grupo anti-de Sitter SO(D — 1,2) es el grupo de rotaciones en
un espacio de D + 1 dimensiones pero con métrica nap = (—,+,...,+,—). Para
poder hallar el dlgebra de los generadores J 4p de estos grupos se puede proceder en
completa analogia con el caso de grupo de Lorentz puro (o sea, a = 0), obteniendo
una expresion similar a la primera relacién (5.11) del algebra de Poincaré

[JAB’JCD] — "I']BCJAD . "I']ACJBD . "I']DAJCB + "I']DBJCA. (514)

Uno puede obtener el grupo de Poincaré ISO(D — 1, 1) a partir del grupo de (anti-
)de Sitter SO(D,1) o SO(D — 1,2) mediante un proceso llamado contraccién de
Inénii-Wigner” [36]. El esquema de esta contraccién en este caso serfa separar los
generadores Jap en Jy vy [P, = Jup, con a,b € {0,...,D—1}. Con dicha separacién
de generadores, la regla de conmutadores (5.14) queda expresada como

|:Jab7 ch} — anJad . 77aCde _ T]daJCb + ndeca’
[Pa7 ch} — 77bcl:)a . T]aCPb,
a 1 a
[P ,Pb} = 5%, (5.15)

donde en la tercera ecuacion el signo — es para el grupo de Sitter y el signo + es
para el grupo anti-de Sitter. En la tercera ecuacion de (5.15) se puede ver que, como
el limite para | — oo existe y es cero, el dlgebra de (anti-)de Sitter se reduce al
algebra de Poincaré (5.11). El pardmetro [ puede pensarse como una escala natural
y mas adelante se vera como puede relacionarse con la constante cosmolégica.

Si se quiere escribir el potencial gauge 1-forma con simetria de grupo (anti-
)de Sitter en un espacio de dimensién D + 1, se deben tener los indices latinos en
mayuscula contraidos de forma que A = %AAB Jap. Si uno separa los generadores
Jap en Ju v P, como arriba y define en forma esquematica

ab —1_a
A [ w [T e
./4 - <—l_16b 0 > 5 (516)

se ve que la conexién puede escribirse como A = %w“bJab + e®Pg, o sea, igual a
potencial 1-forma para el grupo de Poincaré.
Puede también reordenarse los pardmetros de la transformacién U = 1—1—%AAB Jap+

... como b 1
Aoblee
AB _
A - <—l_1§b 0 > )

"Este esquema de contraccién es anglogo a cémo se puede obtener el dlgebra del grupo de Galileo
a partir del dlgebra del grupo de Poincaré para la velocidad de la luz ¢ — oco.
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y asi se obtiene, de forma completamente andloga a lo que se hizo con el grupo de
Poincaré,
SANE = dAAP + A AP 4+ AP AP

De esta forma, se tiene para las variaciones de w® y e® definidos a partir de A45 1a
expresion

5wab — d)\abwac)\cb + wbcAab + l_2(€a£b _ gaeb)
S = de+wheb + e\, (5.17)

donde el signo (+) corresponde para el grupo de Sitter y el signo (—) para el grupo
anti-de Sitter. Con estas convenciones, la curvatura F = dA + A? asociada al po-
tencial gauge (anti-)de Sitter se escribe
ab —2_a,b —1pa
FAB = <R _jl:_lei . OT > , (5.18)
con signo (—) para el grupo de de Sitter y (+) para el grupo anti-de Sitter.

Se ha visto entonces como las simetrias de un espacio-tiempo (es decir rotaciones
SO(D — 1,1) y traslaciones) en cierta dimensién D son compatibles con un grupo
més grande (ya sea SO(D,1) o SO(D — 1,2)) que contiene a SO(D — 1,1) y a las
traslaciones. Los grupos SO(D, 1) y SO(D — 1,2) son semi-simples [5], mientras que
el grupo de Poincaré no lo es. Los grupos semi-simples son preferidos como grupos
gauge ya que tienen un invariante conocido como métrica de Killing o forma de
Killing [34] que puede ser usada como término cinético para campos gauge.

5.2.2. Gravedad en D = 3 Como Teoria Gauge

Ya visto en la seccién 5.2.1 cémo varfan las componentes de la accién (es decir
w® y ) bajo el grupo de Poincaré de dimensién genérica ISO(D — 1,1), se puede
ver ahora que la gravedad en dimension tres es invariante bajo el grupo IS5O(2,1) [5].
Por invariancia bajo el grupo se entiende que las ecuaciones de campo permanecen
incambiadas por la transformacién bajo ese grupo, por lo tanto la variacién del
lagrangiano es, cuando mucho, una derivada total. Para ver esto, se considera la
densidad lagrangiana de Einstein-Hilbert en D = 3

L3 = eqpeR™eC. (5.19)

Si se realiza una transformacion infinitesimal de 1S0O(2,1), de pardmetros A\, y &%,
se tiene
8L = €aneORYeC + €qpe RV S,

donde se ha utilizado que degp. = 0. Utilizando la primera relacién de (5.12) se tiene
SR = D(6w™) = D(DX?) = —dw®\’, — —dw®X*, — w’jw ™\’ — W™,
— _RaC)\bc _ RCb}‘ac-
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Por otro lado, teniendo en cuenta la segunda relacién de (5.12) se ve
€abcR7V5eC = €ape R (DES — €7Xy) = —€apc R™Ve Ny + d(eaqp-R™E),

donde en la segunda igualdad se usé la identidad de Bianchi (DR = 0) y que
Degp = 0. Teniendo en cuenta todo esto, se deduce

5£3 = Rabec(_eadc)\db - 6dbc)\da - 6abcl)\dc) + d(eabcRabgc) = d(eabcRabgc),

donde se usé que el primer término de la segunda igualdad se anula por la anti-
simetria de €g. v de b, v que los indices latinos solamente toman valores del
conjunto {0,1,2}.

Como dL3 es una derivada total, se desprende entonces que, en dimensién D = 3
para una variedad sin borde o con condicién £* = 0 en la variedad borde, la gravedad
es una teorfa de gauge para el grupo de Poincaré 150(2,1).

Si se considera ahora un término con constante cosmoldgica adicionado a la
densidad lagrangiana (5.19), la invariancia del espacio tangente no es mas la simetria
de Poincaré. Sin embargo, puede extenderse el grupo de Poincaré a un grupo més
grande (el grupo (anti-)de Sitter), como se mostrd en la seccién 5.2.1, de forma que
la densidad lagrangiana si sea invariante bajo este grupo. En efecto, la densidad
lagrangiana con constante cosmolégica A es

£3Ads = € RPe’ + ﬁeabce“ebec, (5.20)
donde se ha puesto la constante cosmolégica A = #. La variacién de (5.20) bajo el
grupo (anti-)de Sitter es

1
0Ls = €wcOR®e’ + e R™P6eC + l—Qeaebéec (5.21)
1
= €ube (D(dw“b)ec + R®§e¢ + l—ze“ebéec> . (5.22)

Las variaciones de w® y e®, segtin (5.17), son las siguientes

5wab — d)\abwac)\cb + wbcAab ¥ l_2(€a£b _ gaeb)
be® = dE® + wyet + P\,
donde el signo negativo corresponde a la densidad lagrangiana con término constante
+A y el signo positivo con —A. Sustituyendo estas variaciones en (5.21), teniendo

en cuenta que eabceaebed)\cd = 0 por la anti-simetria total de €y ¥ b y recordando
el resultado més arriba que D(DA®) = —R%X\b, — R)\? | se llega a que

1
0L3 = d(eqp. R™EC) + 23 Cabe {j:e“ebD§C F TP F e?DEbe® + €90 + DgaebeC} .
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Por anti-simetria total de €4 €l tercer y el dltimo término entre paréntesis curvo se
anulan, mientras que el segundo y cuarto se adicionan. Ahora bien, como

Alcaee”e€) = cane (TocH¢" — e Th" + e D*)
entonces egpee®e?DEC = d(eabce“ebgc) — 2eapcT%eP6¢. Sustituyendo esto se obtiene

finalmente que
1
(563 =d <€abc {liab + l—2€a€b} §c> .

Por lo tanto, si la variedad espacio-tiempo no tiene borde o se imponen condiciones
de contorno adecuadas (por ejemplo, £&¢ = 0 en la variedad borde), el lagrangiano
(5.20) con signo (+A) —A es invariante por el grupo (anti-)de Sitter.

Cabe preguntarse cémo puede generalizarse este ’accidente’ a dimensiones genéri-
cas D. Para responder esto, hay que estudiar qué particularidad tiene la densidad
lagrangiana L3 que hace posible la cuasi-invariancia por 1.50(2,1) para el caso con-
stante cosmoldgica nula y por el grupo (anti-)de Sitter para el caso con constante
cosmoldgica no nula y ver si se puede extender esas caracteristicas a otras dimen-
siones. En la seccién que sigue se verd que esto es posible cuando la dimensién D es
impar.

5.2.3. Gravedad en Dimension D Impar

En la seccién 5.2.3 se mostré como es posible pensar a la gravedad en dimen-
sibn D = 3 como teoria gauge ya sea bajo el grupo (anti)de Sitter con constante
cosmoldgica (positiva) negativa o bajo el grupo de Poincaré en el caso de constante
cosmolégica nula. Se va a ver ahora cémo generalizar los argumentos mostrados en
la seccién 5.2.2 a una dimensiéon D arbitraria.

En dimensién D arbitraria, se puede ver al grupo de Lorentz SO(D —1,1) como
inmerso en un grupo mayor, ya sea el grupo (anti-)de Sitter (SO(D,1) y SO(D —
1,2)) o el limite de éstos cuando | — oo, o sea el grupo de Poincaré ISO(D — 1,1).
El problema es que se puede construir una gravedad invariante bajo estos grupos
mayores solamente cuando la dimensién D es impar, es decir D = 2n — 1 con n € Z.
Para convencerse de esto, primero hay que ver qué pasaria en el caso D = 4. En ese
caso, la densidad lagrangiana de Einstein-Hilbert es

,C4 = EabcdRabeced. (523)

Si se supone una transformacién de Poincaré se obtiene, utilizando el resultado (5.12)
de las variaciones 6w y de® y célculos similares al caso D = 3,

6Ly = 2d(eqpea R%eE?) — 2e4peqg ROTEC. (5.24)

El Primer término del segundo miembro de (5.24) es un término que contribuye
si la variedad tiene borde, el segundo término no es cero a menos que se imponga
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la segunda ecuacién de campo de (3.11) (o sea, T* = 0). Esto quiere decir que la
invariancia de la accién bajo el grupo I50(3, 1) solamente ocurre ’on shell’; es decir
solamente cuando valen las ecuaciones de campo. Como simetrias ’on shell’ no son
simetrias reales, probablemente no sobrevivan en la cuantizacion, ya que la Mecanica
Cudntica no respeta las ecuaciones de campo [5].

Sin embargo, en dimensién D = 3 la densidad lagrangiana L3 es lineal en e®.
Uno puede ver que lagrangianos lineales en e en dimension D arbitraria de la forma

_ a1a2 a2n—102n ,A2n+1
Lop—1 = Eal...agn_lR ... R net2ntl

que solamente se definen en dimensiones impares, son invariantes por /.SO(D —1,1).
Se puede argumentar que como el grupo de Poincaré es el limite del grupo (anti-)de
Sitter con I — oo, deberia existir un lagrangiano en dimensién impar invariante bajo
el grupo (anti-)de Sitter.

La clave para entender esto es que la derivada del lagrangiano (5.20) es un in-
variante topolégico, més precisamente pertenece una clase caracteristica (ver seccién
4.2.2). Para el grupo (anti-)de Sitter en dimensién D = 3, como se vio en la seccién
5.2.1, se puede escribir la curvatura 2-forma F4Z de la manera

fAB _ Rab 4 [2e0eb 170
—i? 0o )’
donde los indices con mayuscula van de 0 hasta 4. Se vio en la seccién 4.2.2 cémo
construir una clase a partir de F = %]—' ABJ 15, que por ejemplo en este caso

Ey = (FF) = eapepFAPFOP.

El segundo miembro es invariante gauge (es decir, E4 = 0) y se asumié la dltima
igualdad ya que se puede tomar espop = (JapJeop). La 4-forma E; se puede
escribir, dada la descomposicién de FAB, como

4
By = Téahe (Rab + 1—2) T°

A su vez,

dﬁéA)dS = €abe <Rab + l_2eaeb) T,
y, por lo tanto,

4
E, = Tdﬁz(aA)dS-

Entonces,
4
ol

donde de aqui se desprende por el lema de Poincaré [16] que localmente

4
0=6Ey = -6(dciM™) = jd(acgf"ds ),

5LV = day,
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ds . . , .
)25 s invariante, a menos de términos de

con ag una 2-forma. Es por esto que EéA
borde [42, 41].
Esto puede entenderse en el contexto de teoria de fibrados, vista en la seccion

4.2: se encuentra un polinomio invariante (en este caso Fj) y se utiliza la forma de
(A)dS

Chern-Simons(CS) asociada (es decir, la forma L5 ") como lagrangiano de la teorfa.
Haciendo esto, uno tiene garantizado que 5£§A)ds = dag, con ag una 2-forma. Si se
utiliza una variedad espacio-tiempo sin borde, o con condiciones 5£§A>ds =0 en el

borde, se obtienen las ecuaciones de campo invariantes bajo el grupo (anti-)de Sitter.
Esta construccion puede hacerse utilizando no solamente F4 como invariante sino
cualquier clase caracteristica (ver secciéon 4.2.2). Pueden construirse lagrangianos
utilizando forma de CS con clases caracteristicas como, por ejemplo, clases de Pon-
tryagin o clases de Chern [16, 58]. También puede utilizarse la torsién 7T en las
formas de CS [5], pero en este trabajo se utilizardn lagrangianos sin torsién.

Ahora se puede dilucidar cémo proceder para encontrar lagrangianos invariantes
bajo el grupo (anti-)de Sitter en dimensiones impares D = 2n — 1. Una vez elegido
el polinomio invariante P(F), puede utilizarse el método mostrado al final de la
seccion 4.2.2 para hallar la forma de CS asociada a dicho polinomio. En el caso del
grupo (anti-)de Sitter para D = 2n — 1, el lagrangiano adquiere la forma

p=n—1
£V — a, L®), (5.25)

p=0

donde k es una constante arbitraria adimensionada y L) estd dado segtin (5.2). En
este caso, los coeficientes oy, toman la forma

P (D-2p)\p/)’ '

Si se toma el caso anti-de Sitter (signo positivo en la constante cosmolégica), este

oy, es justamente el valor de las constantes en (5.5) con k = [%] Por lo tanto,

el lagrangiano E’;,fffl ademads de ser invariante bajo el grupo anti-de Sitter es un
caso particular del los lagrangianos de Lanczos-Lovelock con una tnica constante

cosmolégica [52] (ver seccién 5.1).

5.2.4. Cuantizacién de la Constante Gravitatoria

Como se vio en la seccién 4.2.2, las formas de CS estdn asociadas a la topologia
intrinseca a la variedad, ya que por el teorema 4.3 (Chern-Weil) dos polinomios P (F)
y P(F) pertenecen a la misma clase caracteristica para dos conexiones diferentes
A y A. Esto permite, si se usa la forma de CS como densidad lagrangiana, que
esté asociada con un cuasi-invariante ya que, como se recalcé varias veces, la variacién
infinitesimal de la forma de CS bajo un cierto grupo gauge es una forma exacta. Esto

tiene como consecuencia la cuantizacién de la constante gravitatoria s, en el sentido
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que ésta tomard un conjunto de discreto de valores [48]. Para ver esto, sea M la
variedad espacio-tiempo de dimension 2n — 1 y sea §2 una variedad cuyo borde sea
M (es decir, M = 99). La densidad lagrangiana de CS para el grupo anti-de Sitter
(5.25) puede ser escrita como

dLop—1 = KEoy,.

La accién So,_1 para este lagrangiano, utilizando el teorema de Stokes (2.18), se
puede expresar
Sgn_l = /EQn_l = /%/EQn. (5.26)
M Q

Existen muchas maneras de elegir una variedad €2 tal que 92 = M pero, ya que la
accion S, 1 se refiere a las propiedades dindmicas de M, es razonable imponer que
los observables fisicos sean independientes de la variedad €2 siempre que 9€) = M.
Es decir, si se tienen dos extensiones 2 y Q' de la variedad M, las acciones S y
S’ asociadas segun (5.26) deben llevar a la misma fisica. Por lo tanto, para que
la integral de caminos lleve a los mismos valores esperados de los observables la
diferencia entre S y S’ debe ser un miltiplo de 27h, por lo tanto (en el caso [h] = 1)
se tiene

SQn_l — Sén—l = 27rm, (5.27)

donde m es un entero. Por otro lado, por (5.26), se ve que

Szn—l—Sén_1ZH/Em—H/Ezn:H /E2n+ / Ey | =k / Eoy,,
Q % ) QU(—Q)

—Q

(5.28)

donde el signo de menos para la variedad €’ tiene en cuenta el hecho de que la

orientacién de una de las dos mitades debe ser invertida para que la orientacién

de la unién Q U (=€) esté bien definida. La integral en Q U (=) de FEy, es un

invariante topoldgico y los teoremas del indice aseguran que es un nimero entero

conocido como nimero de Chern [6]. Al final, de (5.27) y (5.28) se tiene que la
constante k debe tomar un niimero discreto de valores posibles.

A partir de resultados del estudio de anomalias quirales, se sabe que, en las teorias
de CS, los posibles contratérminos a agregar debido a las correcciones cuanticas con-
sistentes con las simetrias de la accién (invariancia gauge y covariancia general) son
también de Chern-Simons [59]. Esto ultimo, sumando a la condicién de cuantizacién,
implicaria que después de hacer todas las correcciones cudnticas y la regularizacién
apropiada se debe finalizar con una accién efectiva I' con la misma forma original
que la accién cldsica Sa,—1 y la condicién de cuantizacién dada arriba [6].

5.2.5. Formas de Transgresién Como Teorias de Gravedad

En las secciones anteriores de este capitulo se ha visto que si se toman formas
de CS como densidades lagrangianas en dimensiones impares D = 2n — 1, se puede
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construir una teorfa cuyas ecuaciones de campo son invariantes bajo un grupo gauge.
Estos lagrangianos, al estar escritos en el lenguaje de formas, son covariantes por
transformaciones generales de coordenadas y, al tener los indices contraidos del es-
pacio tangente, cumplen con el principio de equivalencia. Sin embargo, las formas de
CS no son invariantes bajo una variacion gauge sino que cambian por una derivada
total como se mostré anteriormente, es decir son cuasi-invariantes. Esto trae algunos
problemas cuando, por ejemplo, las acciones estdn definidas en un espacio-tiempo
infinitamente extendido ya que bajo transformaciones gauge se pueden tener con-
tribuciones de borde que son infinitas [5]. También es problemdtico cuando se quiere
que estén bien definidas algunas cantidades fisicas de la teoria que se derivan direc-
tamente de la accién (como por ejemplo las cargas conservadas a partir del teorema
de Noether y la temperatura). Es por estas razones que seria conveniente tener una
teoria genuinamente invariante gauge. Por lo tanto, puede ser conveniente utilizar
como lagrangianos a las formas de transgresién (ver seccién 4.2.2) en vez de formas
de CS [6].

Ya se vio en la seccion 4.2.2 como escribir una forma de transgresion 7To,_1 a
partir de una forma de CS Qs,_1, a saber

Ton—1(A, A) = Qop—1(A) — Q2p—1(A) — dBa,—2(A, A).

En el apéndice B se muestra cémo obtener la variacién general 675, _1 de una trans-
gresion, obteniendo la ecuacién (4.28):

1
§Ton—1=n < F7710A1 > —n < F§ 710 A0 > —n(n — 1)d/dt < TFP20A; > .
0

Si se escribe el potencial 1-forma como A; = A{T* y el tensor de campo 2-forma
como F; = F#T*, con {T*} los generadores del grupo gauge G y con i € {0,1}, se
puede arribar a las siguientes ecuaciones de campo asumiendo como campos variables
e independientes Ay y Aj;:

(Fiv L FmITry =
(Fov ... F»'Toy = 0,

las cuales deben complementarse con condiciones de borde apropiadas para anular el
término de borde de (4.28). De este modo, la accién es realmente un extremo cuando
valen las ecuaciones de campo [6]. Existen varias condiciones de borde apropiadas
para que la accién sea un extremo, por ejemplo se puede pedir que las variaciones
0A1 vy 6Ap se anulen en la variedad borde. Esto ltimo es demasiado restrictivo
ya que la lagrangiana contiene solamente hasta derivadas primeras de los campos.
Otra condicién de borde serfa imponer J = 0 en el borde (o que tienda a cero lo
suficientemente rapido) haciendo que en la variedad borde Ay = A; y que F; sea
finito. Pero también puede pedirse que uno de los potenciales sea variable mientras
el otro permanece fijo. En este ultimo caso se puede tomar, por ejemplo, a A;
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como campo dindmico mientras Ay es una variacién gauge con un pardmetro de
transformacién igual al que aparece en la variacién d.A; en el borde. Existen todavia
otras posibilidades, una de ellas es la configuracién de variedad cobordante que se
verd mas adelante y la otra relacionada con el modelo gauged-Wess-Zumino-Witten
(e-WZW) que se vera en el capitulo 6.

Si se considera el grupo anti-de Sitter SO(D — 1,2) como grupo gauge se habia
visto que, siendo {Jsp} los generadores de la transformacion, el potencial gauge A
adquiere la forma

1
A= §w“bJab +ePy,

donde los indices latinos en mintscula adquieren los valores del conjunto {0, ..., D—
2} y P, =Jg py1. Cuando D = 3, se puede ver, a partir de (4.23), que la forma de
CS es [6]

1 1
Qs(e,w) = €gpe <Rabec + ge“ebec> + §€abcd (e“wbc> )

donde® se ha considerado la constante de escala I = 1. Se puede entonces, a partir
de (4.22), escribir la forma de transgresion asociada con dos potenciales A; y Ag
como

1 1
b b b b
Ts(e1,wr,e0,w1) = €abe <R‘f ef + ge‘felef — €abe | RG € + gegeoeg +

1
Seaedd | (€1 + ef) (@ — )]

2
Una eleccién particular para Ag, que permite acercarse lo més posible a teorias de
gravitacién de CS, es la configuracién de variedad cobordante [6, 7]. Si se supone,
por simplicidad en la notacién de indices, que A1 = Ay Ag = A se tiene

1
A = §w“bJab—|—e“Pa,

1
= 55‘“’.} ab + P

El potencial A est4 definido en el borde por
gt =0, ol =0, o = W, (5.29)

donde el indice 1 corresponde a la direccién perpendicular al borde y los indices
subrayados como 7 pueden tomar cualquier valor diferente de 1.

La interpretacion que uno puede hacer de esta ultima configuracién es que la
fisica observable se encuentra en una regién del espacio-tiempo M caracterizada por
el campo A. En el borde M de esta regién, existe un campo A con propiedades

8En los lagrangianos utilizados anteriormente, no se puso el término que es una derivada total
ya que se habian utilizado condiciones de contorno dw = de = 0 en la variedad borde.
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idénticas a A. Este campo A se extiende en una variedad M que tiene borde dM
[5].

Las formas de transgresion como teorias de gravedad permiten, como se men-
cioné mas arriba, tener bien definida una carga conservada por el teorema de Noether
(ver apéndice C para una formulacién conveniente del teorema de Noether), que més
adelante se vera cémo se puede utilizar para hallar la masa de un agujero negro en
el modelo utilizado en este trabajo.
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Capitulo 6

Modelo de Gravedad Gauged
Wess-Zumino-Witten

En el capitulo 5 se ha visto una forma de generalizar la Relatividad General en
dimensién cuatro (ver en el capitulo 3) a una dimensién genérica D. Se ha visto,
también en el capitulo 5, que si la dimensién D es impar, la teoria puede escribirse
como una teoria gauge para un cierto grupo de simetria G si se utiliza como densidad
lagrangiana una forma de CS de G, o bien una forma de transgresién. Al estar
estas formas relacionadas con invariantes topoldgicos del fibrado, como se vio en el
capitulo 4, esto trae consecuencias inesperadas como por ejemplo la cuantizacién de
la constante gravitatoria (ver seccién 5.2.4). Y también, con estas consecuencias, no
se puede evitar mantener la esperanza de que las teorias de gravedad asi construidas
puedan cuantizarse en algin momento.

A pesar de tener varias dificultades, el problema fundamental que tienen estas
teorias es que solamente estan definidas en dimensiones impares. Si bien las Teorias
de Supercuerdas especulan en que la fisica puede estar descriptaen D = 100 D = 11
[1], todavia no existe alguna evidencia experimental de que esto sea efectivamente
asi. Por lo tanto, seria bienvenido algin mecanismo que permita poder generalizar
las buenas caracteristicas de estas teorias a dimensiones pares como D = 4. Se
puede intentar llegar a esto pretendiendo extender estos conceptos relacionados con
la topologia del fibrado a dimensiones pares agregando campos dindmicos [64], [65].
Otra forma puede ser implementar algiin proceso de reduccién dimensional y esperar
a que las caracteristicas de la teoria en dimensiones impares sobrevivan al proceso
de reduccién.

Hace ya tiempo, mucho antes del surgimiento de las Teorias de Cuerdas, que
se vienen pensando en procesos de reduccién dimensional. Uno puede remontarse
a los trabajos de Theodor Kaluza en 1921 donde, queriendo unificar la gravedad
con el electromagnetismo, asumié que el Universo es de dimensién cinco [§]. Con-
trolando la dimensién extra', Kaluza pudo obtener las ecuaciones de gravedad y

!Kaluza consideré el Universo como un sub-espacio cuadridimensional de R® donde las derivadas
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electromagnetismo en dimension cuatro a partir de gravedad pura en dimensién cin-
co. Posteriormente, en 1926, Oskar Klein reformulé esta teoria utilizando el principio
de minima accién [9]. Klein asumié ademds que la coordenada extra estaba enrol-
lada en un circulo de radio muy pequefnio y es por esta razén que él argumentaba
que no habia podido ser detectada en algin experimento. Un argumento similar a
este se utiliza en Teoria de Cuerdas para poder, a partir de dimensién diez u once,
obtener un Universo cuadridimensional que se observa y asi poder tomar contacto
con los experimentos [66]. En estos casos, uno supone que el espacio-tiempo de di-
mension diez u once puede escribirse como My X K¢, donde My es una variedad
cuadridimensional y K¢ una variedad compacta del tamano de la escala de Planck.

Las teorias de Wess-Zumino-Witten (WZW) y gauged Wess-Zumino-Witten (gWZW)
[10, 11] fueron introducidas en un principio como teorias efectivas en Fisica Nuclear
y Fisica de Particulas. En esos casos, se estudiaron conexiones valuadas en el dlgebra
sur,(3) xsur(3), que sumado a un término cinético de los bosones de Goldstone, lleva
a un lagrangiano efectivo para QCD. Los modelos de WZW y de gWZW estan inti-
mamente relacionados con las teorfas de CS y formas de transgresién ya que pueden
ser pensadas como inducidas en el borde de una variedad en la cual la teoria de CS
o transgresién respectiva es definida y, por lo tanto, tienen la particularidad de ser
definidas en dimensiones pares.

Recientemente, los modelos de gWZW para grupos espacio-temporales como
SO(4,2), en vez de el grupo SUL(3) x SU(3)r, han sido considerados como teorfas
de gravedad [12, 13|, mostrando ademéds que puede obtenerse Relatividad General en
dimension 34 1 més un término con constante cosmolégica. Estos modelos, como las
gravedades de CS, resultan ser teorfas gauge de gravedad que podrian ser relevantes
para la construccién de una Gravedad Cudantica consistente y pueden ser utilizadas
como teorias de gravedad modificadas que podrian resolver de manera dinamica
problemas como la Materia Oscura? y la Energfa Oscura® en Cosmologia.

Lo interesante de estas teorias es que pueden verse como un mecanismo alterna-
tivo al de Kaluza-Klein para una reduccion dimensional. Es por eso que este capitulo
va a dedicarse a los modelos de gWZW. En las primera seccion se mostrard cémo con-
struir acciones de gWZW en dimension arbitraria D. Luego, a los efectos de tener un
modelo de testeo que sea mas facil de manipular analiticamente, se mostrara qué as-
pecto toman las ecuaciones de movimiento para dimensién dos y con grupos par-
ticulares: primero el grupo SU(2), como precalentamiento para el grupo espacio-
temporal SO(2,1). El modelo gWZW con este tultimo grupo puede considerarse
como una teoria de gravedad y se pueden buscar algunas soluciones tipo agujero
negro en dimensién 1 + 1, como se estudiara en el capitulo 7.

respecto a la quinta coordenada se anulan. Esta es la llamada ’condicién de cilindro’ [66].

2La Materia Oscura es materia que no puede observarse por medios convencionales, es decir
radiacion electromagnética, sino que es inferida para explicar las velocidades estelares en los centros
de las galaxias.

3 Actualmente, las observaciones muestran que el Universo no solamente se expende sino que
ademas lo hace aceleradamente. La Energia Oscura se piensa que es la responsable de esta aceleracién
[67].
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6.1. Acciones gWZW

En la seccién 5.2.5 se vio cémo construir densidades lagrangianas a partir de
formas de transgresién (4.22). La accién se puede escribir como

Strans (A, ) = A{ Qon1( / Qo / Bons(AA),  (6.1)

donde A y A son potenciales 1-forma definidos en las variedades M y M de dimensién
D = 2n — 1, respectivamente que tienen un borde comun M. Al aparecer en la
accién (6.1) dos potenciales A y A hay un problema para interpretar fisicamente
esta situacion. En la seccién 5.2.5 se mostraron posibles interpretaciones como, por
ejemplo, que A no es un campo dindmico y permanece fijo o la condicién de variedad
cobordante. En esta seccién se tomard otra interpretacion posible y es pensar que A
y A son dos potenciales que definen el mismo fibrado principal el cual es no trivial
[12]. En este caso, la transgresién (4.22) no existe globalmente ya que no puede
definirse una conexién global. Sin embargo, puede definirse globalmente utilizando
dos o mas cartas locales. Si se supone, como en [12], que las variedades M y M
son en realidad la misma y que el potencial 1-forma puede definirse por dos cartas
locales representadas por A y A tales que en el solapamiento de las cartas estan
relacionadas por una transformacién gauge de la forma

A=h"tAh+h"tdh = A",

en donde h € G es una funcién de transicién que determina la no trivialidad del
fibrado. Por lo tanto, ahora los grados de libertad de la teoria corresponden a Ay
h. Se puede definir ahora la accion gWZW como

Sngw(.A, h) = /’Tzn_l(A, .Ah), (6.2)

que también puede escribirse como

Soww (A h) = [ [@ana() = Qaus (AN)] = [ Banoal A AY),

M oM

Ya que A" es una transformacién gauge de A, se vio en la seccién 4.2.2 que por la
ecuacion (4.26) la diferencia entre las formas de CS asociadas a cada una es la suma
de una forma exacta y una cerrada, es decir

Qon1(A") — Qo 1(A) = dagy_o + Qon_1(h™1dh),

con g, 2 una (2n — 2)-forma y Qz,_1(h~'dh) la forma cerrada de Wess-Zumino-
Witten. Con esto en cuenta, la accién gWZW puede escribirse como

Sgwzw (A, h) /Q2n 1(h1dh) — / |:a2n—2+B2n—2(~A)Ah) :
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Por lo tanto, esta accién vive en la variedad OM de dimension par aunque la primera
integral, que recibe el nombre de término de Wess-Zumino-Witten, esta en la
variedad M de dimensién impar. Esto es debido a que si la constante adelante de
la accién estd cuantizada (aqui se omitié la constante ya que estd introducida en
la definicién de traza) la manera en la cual se extiende en M es inmaterial a nivel
cudntico [11]. De todas formas, se verd mas abajo que el término de WZW contribuye
a las ecuaciones de campo con un término que es una derivada total y, por lo tanto,
definido en la variedad borde 0M.

La accién (6.2) es invariante bajo transformaciones gauge generadas por un ele-
mento g € G dependiente del punto z € M de la forma

h— g 'hg : A— gt Ag + g tdg.

Ya que en este trabajo se trata fundamentalmente con las soluciones a las ecua-
ciones de campo de dimensién dos, serd de utilidad mostrar la accion gWZW en esta
dimensién

Sywzw = /i/ %((h‘ldh)3> — K /((A — h=tdh) A, (6.3)

% M?2

donde M? es la variedad espacio-tiempo bidimensional y ¥ es una variedad tridi-
mensional tal que 0¥ = M?.

Existe una interpretacion alternativa para arribar a la accion gWZW al pensar
que el Universo de dimensién cuatro es un defecto topoldgico de un espacio de
dimensién seis [13]. La idea es empezar con la densidad de Euler definida en seis

dimensiones
1
M)=——=
O = o [ FFR),

donde F = %FABJAB, con A,B € {0,...,5}. Los generadores Jsp podran ser
del grupo de Sitter SO(5, 1), anti-de Sitter SO(4,2) o el grupo SO(3,3). La traza
simétrica en este caso es el tensor de Levi-Civita (FapFcopFpr) = eapcper ¥
se asume OMY = (). De esta forma, ocurre una reduccién dimensional cuando una
sub-variedad de dimension cuatro se remueve produciendo un defecto topolégico. El
defecto topoldgico es creado removiendo un cilindro de dimensién seis M* x D? y
tomando luego que el radio del disco D? tienda a cero. Una vez removida la regién
se puede cubrir la variedad con dos cartas locales definiendo un potencial 1-forma en
cada una y en la regiéon de solapamiento los dos potenciales estan relacionados por
una transformacién gauge. Utilizando luego un proceso de regularizacion, se llega
a la misma accién de gWZW con similar grupo de simetria. En [13] se tratan los
casos de reducciéon de cuatro a dos dimensiones y de seis a cuatro pero el proceso
puede ser generalizado siempre removiendo de una variedad de dimensiéon par una
sub-variedad de codimensién dos. En especial coincide el resultado en dimensién dos
con la accion (6.3).
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6.2. Ecuaciones de Campo para las Acciones gWZW

Una vez obtenida la accién (6.2) para una variedad ¥ de dimensién impar 2n—1,
se pueden hallar sus ecuaciones de campo variacionalmente tomando como dindmicos
los campos que definen a A y h. Para esto, se empieza con la férmula de la variacion
de la transgresién (4.28) (ver apéndice B para su deduccion)

1
§Ton1=n<F' 6A>-n<F"A> —n(n-— 1)/ dt < AAFT25A; >,
0

con Ay =tA+ (1 —t)Ay F; = dA; + A2 Para el caso de la variacién de la accién
gWZW, hay que tomar A = h~'Ah + h~'dh = A". De esta forma, AA=A— Ay
F =h™'Fh = F". Se puede ver ademds que

§A=0A, =h"" [6A+ D(6hh™Y)] h,
con la derivada covariante D(...) =d(...) + [A4,...]. Se tiene también
(Fyr=ts Al = 1 F = [5A + D(6h™tdh)] h,
que con la ciclicidad de la traza
(FP)=16AR) = (F)164) + (P DGR ).

Utilizando la identidad de Bianchi DF = 0, ecuacién (4.16), y que d < ... >= D <
>
d(F"1o6hn~1) = D(F"1shh™Y) = (F* 1 D(shh™ 1)),

y, por lo tanto

(FM1sAY) = (FP10A) + d(F* " shh™").

Se tiene entonces, por el teorema de Stokes, ecuacién (2.18), que la variacién de la
accién gWZW se puede escribir como

1
5Sgwzw = —n / ((f”‘léhh_1> +n—1) / dt(AAJ-"[L‘25At>>,
0
M

donde en este punto ya se puede ver que, como se mencioné mas arriba, la accién
gWZW va a definir una dindmica solamente en la variedad borde M = 0% de
dimensién par 2n — 2.

Teniendo en cuenta que

0A; = t0A + (1 — )0 A" = t6 A+ (1 — t)h [0 A + D(5hh™1)]h,
se puede ver que

(AAFI 20 A;) = t(AAFT25A) + (1 — t)(AAFT2h [0 A 4+ D(6hh™1))h).
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Ahora, tomando en cuenta la ciclicidad de la traza
(1 —tWAAFP 2 H0A+ DOhhHR) = (1 —t)(hAAR Y (hF:h~ )" 2[5 A + D(5hh™1)])
—u(AAF 2[5 A+ D(5hh™1))),

donde en la segunda igualdad se usé que h(A — AM)h™1 = (Ah_l —A) = “AA v se
definié
Fo = BFER =n (0= OF + tF 41t - (A - AY?)p7!

= (1—wF" +uF +ulu—1)AA2 = dA, + A2,

con u = 1 — t una reparametrizacion de t y A, = uA+ (1 —u)A" . Serd de utilidad
la siguiente relacién: dada una cero forma «, entonces

Dya = da+ [.Zu,a} =da+u[Ay, o] + (1 — u) [Ah_l,a] +[A,a] - [A,q]
= Da+(u—1) [Aﬂ,a} .
Utilizando dicha relacién con a = 6hh~! se llega a
—uw(AAFT2D(ShAY)) = —u(AAFT 2Dy (Shh ™)) +u(u—1)(AAF2 [AZ, 5hh—1] ).

Por otro lado, utilizando la identidad de Bianchi y que d < ... >= ﬁu < ...>se
ve que

AAAFT25hh™) = (Dy(AA)FP 2600~ — (AAFT 2D, (6hh™1)).
Entonces,
—w(AAFI2D(ShATY)) = ud(AAFI26hh7Y) — u(Dy(AA)FI25hh™1)
Fu(u — D){AAF2 [A,Z, 5hh—1} )
= ud(AAF25hh71) — u%(ﬁu)ﬁg—%hh—w
Fu(u — D)(AAF2 [A/T, 5hh—1} ),

donde en la segunda igual se utiliz6 la relacién (B.2), cuya deduccién estd en el
apéndice B. Teniendo en cuenta esto, integrando por partes, y volviendo a parametrizar
en t, con un poco de algebra se obtiene

(n—1) /1 dt(1 — t)(AAF2h D(Shh ™))
0
= —(n-1) / 1duu<AZﬁz}—2D(5hh—l)>
0
1 1
= —(n— _ n—23 —1 _ -1 -1 —17.-—-1
- 1)d</0 dt(1 — 1) (AAFT2h 5h>> (Fr 5h>+/0 dt(Fr h15h)

+(n—1) /O 1 dt(t — )HAAF! 2 [AA L~ '6h]).
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Por todo esto, la variacién 0Sgw zw seria

1 1 e
0Sgwzw = —n(n—1) / <{ / tdtAAF 2 - / tthAf?‘2}5A>
0 0
M

—n/{/oldtw—lh-lam +(n— 1)/Oldt(t—1)t<AAf?—2 AU, h_15h]>}

n(n — 1)8 4 { /0 "o - t)(AAJ-'[L‘2h‘15h>} ,

donde OM es el borde de la variedad M y tiene dimensién 2n—3. La primera integral
de (6.4) da cuenta de la variacién en los campos que intervienen en 0.4, la segunda
integral en aquellos que intervienen en §h y la tercera integral es un término de
borde que contiene solamente la variacion dh.

Conviene en este punto, antes de mostrar las ecuaciones de campo que se derivan
de (6.4), detenerse a analizar una sutileza respecto al término de borde. Este término
de borde aparece porque la variacién de la transgresién es de la forma

§Tan—1 = d(C + dB),

con C una 2n — 2-forma y B una 2n — 3-forma, ambas dos g-valuadas, donde g es
el dlgebra de Lie del grupo gauge GG. Uno estaria tentado a descartar el término dB5
ya que d? = 0. Sin embargo, Sgwzw se define como la integral de una transgresién
en una variedad con borde, con ese borde siendo el espacio-tiempo en el cual uno
estd interesado, el cual también puede tener un borde*. En ese caso, el término dBB
podria contribuir como término de borde de la variedad borde del espacio-tiempo.
Dada una accién S la cual es una funcional de un conjunto de campos denotados
por ¢ y definida en cierta variedad espacio-tiempo M, su variaciéon es esquematica-

mente de la forma
0S5 = /(E.C.)dqb—l— / Bio,
M oM

donde (E.C.) son las ecuaciones de campo de Euler-Lagrange y la segunda integral
representa términos que aparecen asociados a a la variedad borde 0M. Una teoria
estd definida cuando se dan la accién y las condiciones de borde. Entonces, o bi-
en el término de borde se anula cuando son impuestas las condiciones de borde, o
bien se deben agregar términos de borde a la accion inicial para que la misma sea
efectivamente estacionaria cuando valen las ecuaciones de campo y las condiciones
de borde son satisfechas. Es por ende importante que las condiciones de borde sean

4J.A. Wheeler una vez dijo [68]: "Physics must be in the end law without law. Its undergirding
must be a principle of organization that is no organization at all. In all of mathematics, nothing of
this kind more obviously offers itself than the principle that the boundary of the boundary is zero.
That this principle must pervade physics, as it does—is that the only way that nature has to signal
to us a construction without a plan, a blueprint for physics that is the very epitome of austerity?’.

(6.4)
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escogidas para que el problema variacional no esté ni sobredeterminado ni tampoco
subdeterminado. Esto es algo similar al término de borde de Gibbons-Hawking-York
que debe agregarse a la acciéon de Einstein-Hilbert para que el principio variacional
quede bien definido cuando el espacio-tiempo es una variedad con borde [70, 71], e
incluso para poder definir una termodindmica para un agujero negro. Es interesante
que en los trabajos anteriores de transgresiones como teorias de gravedad [7, 69] el
borde del borde no se tomé que valia cero y eso dejé bien definida las cargas con-
servadas de la teoria teniendo bien definidas cantidades termodinamicas de agujeros
negros también en esos casos.

Para el caso de la accién (6.2), el término de borde se anula si uno requiere que
h esté fijo en el borde OM, es decir 5h‘ sy = 0, sin ningun requerimiento para los
campos en A. En este caso, y tomando como independientes los campos en A y h,
las ecuaciones de campo para la accion gWZW serd la anulacion los términos entre
paréntesis curvos de las dos primeras integrales de la variacién (6.4), es decir

/1dt{<f;;1—1h—15h>+(n—1)(t—1)t<AAf?—2 [AAR15R])} = 0 (6.5)
0

Las ecuaciones de campo en dimensién arbitraria se vuelven practicamente inmane-
jables analiticamente. Es por eso que en la seccién 6.3 se va estudiar el caso particular
de las ecuaciones de campo (6.5) en dimensién D = 2 donde las ecuaciones son més
tratables.

6.3. Ecuaciones de Campo gWZW en Dimensiéon D = 2

En la seccion 6.2 se ha visto cémo llegar a las ecuaciones de campo a partir de la
accién (6.2). Se va a ver en esta seccién qué forma explicita tienen esas ecuaciones
en dimensién D = 2 para dos grupos gauge: el grupo SU(2) y el grupo SO(2,1). El
primer caso se tomara como un entrenamiento para el segundo, pudiendo este tltimo
considerarse como un grupo espacio-temporal. En el capitulo 7 se veran soluciones
de agujeros negros para este iltimo grupo.

Antes que nada, se van a hallar las ecuaciones de campo en D = 2 para un grupo
gauge G genérico. El caso D = 2 corresponde a n = 2 para la accién (6.2). Por lo
tanto, las ecuaciones de campo son

<%{(A—Ah)+(Ahl—A)}5A> _—
/ldt{<]-“th‘15h>+(t—1)(AA [AA L1} = 0.

0
Estas ecuaciones se pueden simplificar un poco. Por un lado, se tiene

/ LA FER sy = / AT (1) PPt (04 1) A AR SR = %((]—'Jr}"h—%AA)h‘léh).
0 0
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Por otro lado,
1 1 1
/ (1 — t)tdt(AA[AA L'6R]) = 2/ (t — Dtdt(AA*h15h) = —g(AA2h_15h>.
0 0

La cantidad 6hh~! es un elemento del 4lgebra de Lie g del grupo gauge G, lo mismo
para el potencial 1-forma A, por lo tanto, si los generadores {J,} de G cumplen que
(JoJdp) sea invertible, se llega a las ecuaciones de campo en dimensién dos

A —aAh = o,
FlpF oA A A4 = 0, (6.6)

donde se utilizé que AA? = % [AA, AA] para la segunda ecuacién. Para uso posterior
en este trabajo, es conveniente expresar las ecuaciones de campo (6.6) de otra forma.
Para esto, primero se puede notar que

Al =AM = hT Ah 4+ hTtdh — hARTY — hdh ™!
= h7' (AR® — h* A+ dhh + hdh) h™!
R~ ID(R*)A 1,
donde en la segunda igualdad se utilizé que hdh™! = —dhh™!, y en la tltima igualdad
la definicién de derivada covariante D(...) = d(...) + [A,...]. Es por esto, que la

primera ecuacién de campo (6.6) implica D(h?) = 0, dada la invertibilidad de .
Por la misma definicién de derivada covariante se puede ver

A-A" = hlAh+h7Ydh - A
= h ' (Ah — hA+dh) = h"'Dh,
y, por lo tanto,
%[Ah CAAN A = (AP — A = (b DR

Esto tltimo indica que la segunda ecuacién de campo (6.6) implica F + F7 —
(h~1Dh)? = 0.
Con estas consideraciones, las ecuaciones de campo (6.6) quedan
D(h?) = 0 (6.7)
Fhy F—(n"'Dh)? = o. (6.8)

Aqui puede verse que las ecuaciones (6.7) se simplifican considerablemente si se toma
el ansatz

h = C
F o= -Fh (6.9)
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donde C' es una matriz 2x2 constante. La segunda condicién de (6.9) es una condicién
que se llamard anti-auto-dualidad. M4és adelante, en la seccién 7.1, se verd que la
solucion compatible con un agujero negro en dimensiéon 1 4+ 1 es un caso particular
del ansatz (6.9).

Visto esto, se puede pasar ahora a estudiar grupos gauge sencillos para estas
ecuaciones, en particular el grupo SU(2) y, en mayor detalle, el grupo SO(2,1).

6.3.1. Grupo SU(2)

Se deducirdn aqui, explicitamente, las ecuaciones de campo (6.6) para el caso del
grupo no abeliano més simple: el grupo SU(2). Para esto, serd necesario establecer
algunas convenciones que seran de ayuda para representar elementos del grupo SU(2)
y de su algebra su(2). La representacién de este grupo y del dlgebra se puede hacer
con matrices 2 x 2 a partir de las matrices de Pauli {01, 02,03}, a saber

0 1 0 —i I 0
01:<1 0), 02:<2. 0), 0'3:<0 _1>, (6.10)

y la matriz identidad
10
I= <O 1> '

Las matrices de Pauli, ademés de ser hermiticas®, tienen las siguientes propiedades
que pueden verificarse directamente

0i0j = 0ijl + €0k
{os,0;} = 20
loi,05] = 2ieijn
0050, = i€l +0;j0) — 005 + 0505, (6.11)

Un elemento genérico h € SU(2) puede escribirse de la forma
- — = =
h=hT+ho;=hT+ih -, con (h°)?+h-h =1,

donde en la segunda igualdad se definid E) = (h',h2,1%), 7 = (01,09,03) y el
producto punto () se toma notacionalmente como el producto escalar convencional
de vectores. También se puede escribir h en forma exponencial, tendiendo en cuenta
que las matrices de Pauli (6.10) son los generadores del algebra su(2). En efecto,

L
h:ew"?:cosﬂ—i-iﬁ-?sin@, con -7 =1.

El potencial 1-forma y el tensor curvatura 2 son ambos su(2)-valuados y se pueden
escribir como

A = i4d-7,
F = z‘?-?,

5Una matriz A es hermitica si AT = A y anti-hermitica si A" = —A.
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donde aquf también se organizaron las tres 1-formas reales del potencial {A'} y las

tres 2-formas del tensor curvatura {F"} de manera vectorial A = (A!, A% A3), F =
(F', F? F3), respectivamente. Hay que notar que la representacién del potencial y
del tensor curvatura se tomaron ambas anti-hermiticas. Utilizando las propiedades
de conmutacién de las matrices de Pauli (6.11) y que F = dA + A? se tiene

Fi = AT 4 €% A7 A7 o Fodd+4Ax4,

donde se toma el operador (... x ...) como el producto vectorial usual. Si se tiene
una O-forma « evaluada en el algebra, entonces se puede escribir o = i ?, donde
las {a'} son O-formas reales. Se puede escribir la derivada covariante como

Da=da+[Aa] =iD@-F  con  Dd=dd +24 xa
Con todo esto, y con un poco de dlgebra, se puede escribir A" como
At = (RO —ihia?)(iATo?) (KT + ihka®) 4 (ROT — hia®)(dh°T + dhic?)
= i (A +20°(F < )+ 2B AVE — (B ) A + 10dR —dhOT + (B x dh)) - 7,

donde en la segunda igualdad se utilizaron las propiedades de las matrices de Pauli
(6.11). Se halla A" " a partir de lo anterior dando

A = (W07 = 20O (H x A)+2(h - AVE — (B ) A =0 F +dnF + (B x dh)).

Se puede comprobar directamente que los resultados dicen que A" como AR
pertenecen al dlgebra su(2), como deberia ser. Se obtiene de esta forma la primera
ecuacién de campo (6.6), a saber

AP g = (4h°(ﬁ x A) + 200d T, — thoﬁ) T =0,

pudiéndose escribir también

_>
=0,

WODH — dn' = (6.12)

%
donde la derivada covariante D h se definié més arriba.
Para hallar la segunda ecuacién de campo (6.6), primero hay que tener en cuenta
que

Ar— A= (0 Z+2h0(h A voh-H - (B - WA +10dn

VA + HOdR — W + (B x dh)) -7
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- =
donde en la segunda igualdad se tuvo en cuenta que (h°)2+ h - h = 1y en la tercera
se tomé en cuenta la primera ecuacién de campo (6.12). Si se toma en cuenta la
férmula de producto vectorial doble

A« (Bx0)=(3.0)F- (1.5)0 613
se llega finalmente a
A A = i(2?xﬁxz+(ﬁxdﬁ))'?
= (W xR xAd+dn)).7
W

donde en la ultima igualdad se utilizé la definicién de D%} dada més arriba. De esta

forma

(A=A A=A = —(F < DRY(H x DR [o',07]
= —2i ((ﬁ> X Dﬁ) X (ﬁ X Dﬁ)) 7,

donde en la segunda igualdad se utilizé las propiedades de conmutacién de las ma-
trices de Pauli (6.11). De forma similar a como se calculé A", se puede calcular F",
dando

Fho= (h°I —ihio®)(iF7o7)(hOT + ihFo")
= g ((hO)Q? Yo (H x Y+ 20 -F)T — (1 - ﬁ)?) 7
- i(?+2h0(ﬁ x ?)+2(ﬁ.?)ﬁ—2(ﬁ-ﬁ)?) 7
- z’(?+2h0(ﬁ x FY 420 x (T x?)) .7,

- =
donde en la tercera igualdad se utilizé (h°)2 + h - b = 1 y en la tltima el producto
vectorial doble (6.13). Con todo esto, llegamos a que la segunda ecuacién de campo
(6.12) se puede escribir como

i (2F + 200 x F)+ 2% x (W x F) + (B x DH) x (8 x DT)) - 7,
que se puede reformular quedando
1
Frnd (W x )+ x (7 x ?)+§(ﬁxpﬁ) « (I xDH)=0.  (6.14)

Las ecuaciones de campo (6.12) y (6.14) son bastante complicadas de resolver para
casos generales de los campos que componen A y h. Si bien en este trabajo no
va en esa direccién, podria explorarse si existen soluciones a esta ecuacion, incluso
configuraciones de solitones, que podrian tener alguna aplicacion en el efecto Hall
cudntico y en materia condensada [72]. Por lo tanto, este ejemplo para el modelo
gWZW para el grupo SU(2) se tomard como un paso previo para pasar al grupo
espacio-temporal relacionado, es decir el grupo SO(2,1).
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6.3.2. Grupo SO(2,1)

Ya se vio en la seccion 6.3.1 un ejemplo de cémo obtener explicitamente las
ecuaciones de campo para las acciones gWZW para un grupo gauge no abeliano
sencillo como el SU(2). Si se quiere que las acciones gWZW se comporten como
una teoria de gravedad lo més sencilla posible, se puede utilizar un grupo gauge
espacio-temporal similar como, por ejemplo, el SO(2,1).

Se van a utilizar algunas convenciones para que el procedimiento a seguir para
derivar las ecuaciones de campo sea lo més parecido posible al caso del grupo gauge
SU(2). Es conveniente para esto utilizar una representaciéon adecuada de los gen-
eradores del grupo SO(2,1). Los mismos se representan por Jg;, con a,b € 0,1,2 y
deben cumplir las reglas de conmutacién (5.14), es decir

[Jaba ch] = nchad - nachd - ndaJcb + ndecm (615)

con 7Ngp = (—,+,+). Pueden elegirse los generadores J,; de forma que sean multiplos
de las matrices de Pauli (6.10). En efecto, asignando

1 1
Jo1 = 502 , Jop = 501 , Ji2 = 25037

se puede comprobar directamente que verifican el dlgebra (6.15) de SO(2,1). Uno
puede re-etiquetar los generadores J,, de la formaS J* = € Jy. v J, = ngpJ?, y de
esta forma

Jo = ios ) J1=—-0 ) Jo = —03.

El élgebra del grupo (6.15), con esta convencién, tienen las siguientes propiedades

Jan = nabl_eabct]c

[Jaa Jb] = _26achc
{Jaa Jb} = 277abI
JoJpJe = nach - nach + ncha — €abed.- (616)

De esta forma, haciendo algunas cuentas, puede escribirse un elemento h del grupo
SO(2,1) como
a
h = e = cosh BT + %sinh,@Ja,
donde B, = 1% v % = B.%. Definiendo XA = cosh 3 y a® = % sinh 3, se puede
escribir
h =M+ a*J,, con N —a?=1,

01

6 Aqui se utiliza la convencién €1z = —e®'? = 1, cambiando el signo por cada permutacién de

{0,1,2}.
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donde o, = N’ v o® = a®ay. El potencial gauge 1-forma y tensor de curvatura
2-forma, se pueden escribir como

A = A J,=A-J,
F = F“J,=F.J

donde A% es una 1-forma y F'* una 2-forma, y se definié el producto escalar minkowskiano
como V - W = V*W,. Como F = dA + A?, entonces

F=dA%J, + A"A%J,J, = (dA® — A’ A%eeqn®®)J, = (dA® — (A x A)*).J,,

de

donde en la segunda igualdad se utilizé la primera de las propiedades (6.16
las matrices J, y se definié el producto vectorial minkowskiano como (V' x W
n“debchbWC = €V, W.. Si uno tiene una 0O-forma evaluada en el algebra so(2,1
escrita como a = a®J,, entonces la derivada covariante se puede escribir como

)
)a

Da=doa+[Aal=Da-J con Da® = da® — 2(A x a)®.

Para derivar explicitamente la primera ecuacién de campo (6.6), se debe escribir el
elemento A". Utilizando que A=t = X\ — a®J,, se puede calcular

hrAh = (M —a®J)AY (AT + afJ.) = A2A%, + MAbal [ Jy, J.] — a®abald,Jy .
= (A +a?)A" —2X(A x )" —2(A- a)a®) Jq,

donde en la tltima igualdad se utilizaron las propiedades (6.16) de las matrices J,.
Por otro lado, usando las propiedades (6.16) se obtiene

h=tdh = (M — a®J,) (A + o’ Jy) = (Ada® — dAa® + (a x da))®)J,.
Con esto,
Al = (A2 4+ a?) A" — 2M\(A x a)® — 2(A - @)a® + Ada® — dA\a® + (o x da)) Ja.
De manera bastante similar puede calcularse
A = (A +a?)A" + 2X(A x @) = 2(A- a)a® — Ada” + dAa” + (a x da)) J,.
Por lo tanto, la primera ecuacién de campo (6.6) se puede escribir como
AP — AP = (CAN(A X a)® + 2Mda® — 2dAa®) J, = 0.

Utilizando la forma de la derivada covariante de la O-forma «, la primera ecuacion
de campo se puede escribir como

ADa® — dha® = 0. (6.17)
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Para llegar a la segunda ecuacién de campo (6.6), conviene notar que

AP~ A = (20247 — 2M(A x @) = 2(A - @)a® + Ada® — dAa® + (o x da)) J,
(2a2Aa —2(A- a)a + (« x dov)) Jq,
donde en la primera igualdad se utilizé que \> — a? = 1 y en la segunda igualdad se

usé la primera ecuacién de campo (6.17). Esta expresion puede simplificarse teniendo
en cuenta que

(a x Da)* = (axda)®—2(ax(Axa))?
= (axda)®— 2nabedbcejlrgacacagAf
= (axda)® —2(A-a)* + 202 A%,

donde en la ultima igualdad se utilizé la contraccion del tensor de Levi-Civita edbcefc g
(ver apéndice A). Es por esto que

Al — A = (a x Da)%J,.

Por lo tanto,

% Al — A AR — A] = %(a x Da)*(a x D)’ [Jq, Jp)

= —n"ege(a x Da)’(a x Da)J,
= —((a x Da) x (a x Da))*J,.

Anélogamente a como se hallé A", puede verse que
F'=hT Fh = (A2 4+ ) F* = 2A(F x )* — 2(F - a)a®) J,,
y, por lo tanto,
F+Fr=h"1Fh=(2N2F" - 2\(F x )" — 2(F - @)a*) J,.
Entonces, la segunda ecuacién de campo (6.6) se escribe como
2A2F? — 2\(F x a)® = 2(F - a)a® + ((a x Da) x (a x Da))® = 0. (6.18)

Puede verse que las ecuaciones de campo (6.17) y (6.18) para el grupo gauge SO(2,1)
son complicadas de resolver analiticamente de manera general, ya que, en reali-
dad, son nueve ecuaciones diferenciales no lineales en derivadas parciales que estan
acopladas. Por lo tanto, en vez de resolverlas, se buscard un objetivo mas modesto.
Se comprobara si estas ecuaciones permiten que exista alguna solucién de agujero
negro ya que, de esta forma, puede verse mejor como se comporta este modelo de
juguete como teoria de gravedad. Esto ultimo sera el tema del capitulo 7.
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Capitulo 7

Soluciones de Agujeros Negros
para el modelo g-WZW

En el capitulo 6 se ha visto cémo obtener una accién gWZW, aplicada a var-
iedades de dimensién par, a partir de una forma de transgresién en una variedad de
dimensién mayor impar. Se dedujeron alli las ecuaciones de campo variacionalmente
para dimension genérica D = 2n — 2 y en particular para dimensién D = 2. En este
altimo caso, se vieron explicitamente las ecuaciones de campo para grupos gauge
SU(2) y SO(2,1), pudiendo ser estas ecuaciones con el grupo SO(2,1) un modelo
gravitacional sencillo en dimensién 1+ 1. Sin embargo, a pesar de estar en dimensién
D = 2, se mostro que las ecuaciones de campo son complicadas de resolver en forma
genérica. Sin embargo, si este modelo pretende ser mostrado como una teoria de
gravedad, deberia presentar soluciones convencionales de Relatividad General, como
agujeros negros.

Como se habia mencionado en la seccién 3.3, los agujeros negros no son solamente
una solucién particular de Relatividad General, aparecen en casi todas las teorias
de gravedad. A su vez, los agujeros negros son objetos fundamentales y bastante
simples fisicamente en el sentido que solamente pueden describirse con cantidades
como masa, momento angular y carga. Es importante también que los agujeros
negros relacionan su termodindmica con Teorfa de la Informacién [52].

Es por esto que en este capitulo no se va a tratar solamente de un agujero negro
como solucién del modelo de gravedad gWZW, sino que se derivaran también su
masa y su entropia a través de un par de métodos, para entender mejor la fisica a la
que corresponde dicho modelo. La idea de que los conceptos termodindmicos pueden
aplicarse a agujeros negros se remonta al ano 1973 con los trabajos de Bekenstein
por un lado [73], y Hawking, Bardeen y Carter por el otro [74]. Como cldsicamente
los agujeros negros tienden a absorber toda la materia que se encuentre demasiado
cerca del mismo, entonces, para no violar la segunda ley de la termodindmical, éste

!Béasicamente se dird que, segin la Termodindmica Clésica, la segunda ley de la termodindmica
es la que afirma que la entropfa del Universo debe aumentar o ser constante (esto tltimo solamente
para un proceso reversible) [75]. Esto quiere decir, desde el punto de vista de la Mecénica Estadistica,

109
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debe tener entropia. Si no fuera el caso, se podria disminuir la entropia del Universo
tirando masa al agujero negro, violando asi la segunda ley de la termodindmica.
Estos autores mostraron que la entropia de un agujero negro .Sy, de masa M debe
ser proporcional al area del horizonte de sucesos A (ver seccién 3.3) dividido la
constante de Planck, es decir?

kA

Spn = VTETR (7.1)

donde k es la constante de Boltzmann, G es la constante de Newton, c es la veloci-
dad de la luz. En 1974, Hawking mostrd, utilizando argumentos de Teoria Cuéntica
de Campos, que un agujero negro no es tan negro sino que debia emitir al exteri-
or [76]. Esto hace que el agujero negro tenga una temperatura asociada, llamada
temperatura de Hawking T, que puede hallarse como

B he?
- kGM’

Ty (7.2)

Desde el punto de vista de la escala cotidiana, un agujero negro astronémico normal
tiene una temperatura muy baja, mucho mas baja que la temperatura que puede
reproducirse actualmente en un laboratorio. Sin embargo, su entropia es extremada-
mente grande, por ejemplo un agujero negro de una masa solar tiene mucha més
entropia que la que tiene el Sol en su momento actual del ciclo estelar. Es decir,
los agujeros negros tienen una gran cantidad de microestados accesibles para de-
scribirlos y esto es bastante sorprendente ya que, debido a los teoremas 'no hair’, los
agujeros negros son macroscopicamente simples y pueden tener unos pocos microes-
tados. Se debe poder hacer alguna clase de conteo microscopico de estados cuanticos
de un agujero negro (similar a lo que se hace con un gas cuéntico), pero para esto se
necesitaria tener una Teoria Cuantica de Gravedad. Existen sugerencias en Teoria de
Cuerdas que apuntan en esta direccién y que exploran el principio holografico [77].
La Teoria Cuantica de Lazos, la otra teoria candidata para cuantizar la gravedad,
también ofrece algunos cdlculos de entropia de agujeros negros [78].

En lo que se refiere a teorias clasicas de gravedad, como gravedades de Chern-
Simons o transgresiones, existen trabajos que toman en cuenta la termodindmica
de agujeros negros [79, 6, 7], calculando temperatura y entropia con aproximaciones
semi-clésicas de métodos de Teoria Cudntica de Campos a Temperatura Finita [82].
En este capitulo, se utilizardn estos métodos para hallar la energia (la masa) y la
entropia de la solucién de agujero negro del modelo gWZW. Sorprendentemente, al
menos al principio, ambas cantidades dan nulas. También se hallard la masa de este
agujero negro por otro método, la carga de Noether conservada, y se verificara que
también da nula. Al final del capitulo, se procederd a discutir los resultados obtenidos
dando una posible explicacién a los mismos.

que la cantidad de informacién que se tiene del Universo debe ser cada vez menor [62].
2Para esta parte del capitulo se estén usando unidades del Sistema Internacional.
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7.1. Agujero Negro gWZW

Utilizando un grupo espacio-temporal como el SO(2,1), y con las ecuaciones
de campo encontradas en la seccién 6.3.2, se puede proceder a buscar una solucién
a dichas ecuaciones. Pero, como se ha indicado en el capitulo 6, las ecuaciones de
campo deducidas alli son bastante complicadas de manejar y resolver. Por lo tanto,
en vez de resolverlas en forma genérica, se seguird la estrategia de asumir una métrica
de agujero negro determinada en dimensién 1 + 1.

Los agujeros negros en dimension 1 + 1 fueron introducidos clédsicamente por
Callan, Giddings, Harvey y Strominger [80]. Estos agujeros negros aparecen en el
marco de un modelo de juguete donde se acopla gravedad con un dilatén® y materia
conforme. A estos agujeros negros los llamé ’evanescentes’ ya que la materia colap-
sante emite toda la energia antes que pueda ocurrir la formaciéon de un horizonte
de sucesos. Por otro lado, Edward Witten mostré que existen agujeros negros como
solucién de una teoria de campos conforme en dos dimensiones [81]. Utilizando una
teoria gWZW para un grupo de simetria SL(2,R)/U(1) como un modelo en Teor{a
de Cuerdas, Witten da una interpretacion de agujero negro a la métrica ds de forma
similar a

ds® = — tanh(yr)2dt® + dr?, (7.3)

donde t es la coordenada temporal, r es la coordenada espacial y v es una constante
arbitraria®. En este trabajo se utilizard esta métrica como la de un agujero negro
1+ 1 y en el apéndice D se muestra la interpretacién espacio-temporal del mismo.

Lo que se hard ahora es verificar si existen soluciones de esta forma en el modelo
de gravedad gWZW para dimensién D = 2 con grupo de simetria SO(2, 1). Primero,
se le va a dar una interpretacion a las componentes del potencial 1-forma A si (7.3)
fuera la métrica espacio-temporal. Para hacer esto, hay que observar que el vielbein
es

¥ = tanh(yr)dt, (7.4)
et = dr. (7.5)

Si se toma la torsién nula, se puede hallar la uno-forma de conexién w®' via T =
M
de® + wie® (ver seccién 2.4). De esta forma se obtiene

WOl — Y

= et (7.6)

Ya que el grupo SO(2,1) es el grupo de de-Sitter para D = 2, puede pasarse por
contraccion al grupo de Poincaré (ver seccién 5.2.1) siendo natural asociar las com-
ponentes del potencial 1-forma con el vielbein y la conexién w®! segiin (5.16). En

3Brevemente se dird que un dilatén es un campo escalar que aparece como resultado de una
compactificacién dimensional, como la de Kaluza-Klein. Esto tiene como interpretacién que las
constantes de acoplamiento no sean constantes y se vuelvan dinamicas.

4En el trabajo de Witten se tomé v = 1, aqui por generalidad se toma -y constante genérica.
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este caso®
AOl — wOl’
402 _ eo’
A = el

Para hallar A%, hay que notar que como J¢ = ¢ J,. entonces

a abc
6aefJ = €gef€ ch’

b

esto hace, utilizando la contraccién de €, €’ mostrada en el apéndice A,

1 1

Jbe = _iebcatja = _§€bca77adt]d-

Por lo tanto,
1 1

A= §Aab=]ab = _ZAbCEdbcndaJaa

o sea,
a 1 ad Abc 1 abc
At = _Zebcdn A = _ZE Ape.

Para las asignaciones tomadas, esto quiere decir

1 1
AO = 561 = Ed"f’,
1 Lo 1
At = 3¢ =3 tanh(yr)dt,
1 gl
A2 = W= gt 7.7
2 2 cosh?(yr) (7.7)

Utilizando la identificacién (5.18) del tensor 2-forma F% con R% y con T, se tiene

FO1 — ROl _ (01
02 _ 0
F12 = 7!

Anélogamente a lo hecho con A%, se tiene que

1 1
F® — — Zebcdnadec - _ Zeachbm

y, por lo tanto,

1
o= -7t
2 )
1
o= -7°
2 )
1
F? = —§(dw01—eoel), (7.8)

5Notar que aqui se tomé la convencién de hacer la constante de escala [ igual a la unidad.
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donde se utilizé en la tltima igualdad que R°' = dwO'.

Una vez asignados los valores del potencial 1-forma A y el tensor 2-forma F,
para hallar las {a®} que cumplen las ecuaciones de campo , se sustituye (7.7) y (7.8)
en (6.17) y (6.18). Si se quiere ver el resultado de esta sustitucién y la deduccién de
la solucién de dichas ecuaciones para ciertos casos particulares, se puede consultar
el apéndice E. No se encontraron soluciones para el caso A # 0, solamente existen
soluciones para A = 0. En este ultimo caso, hay dos posibles conjuntos de valores

para {a®}, que son
a®==+/(a')?+1
C

1 — W (79)

a?2=0

Q

a =+./(a?)2 +1
at=0 (7.10)

1
o? = D cosh(yr)es? cosh(Zy)

donde C'y D son constantes arbitrarias. Utilizando el teorema de Noether y métodos
Termodinamica de agujeros negros, se puede hallar la masa y entropia asociada a los
mismos. Eso es lo que se hard en las siguientes secciones y se mostrard que (7.9) es
una solucién de agujero negro con masa y entropia nulas. Si se considera el conjunto
de soluciones (7.10), utilizando los métodos de las siguientes secciones, dan una masa
y energia infinita, descartandolas como posibles soluciones con una fisica adecuada
para agujeros negros.

Es interesante observar que la solucién (7.9) es una solucién particular con A = 0.
Si tenemos en cuenta que en ese caso h = a®J,, entonces esa condicién quiere decir

que h? = —I, con I la matriz identidad 2 x 2. Ademds, como la torsién es cero,
F% = F' =0y en la solucién o? = 0, (7.9) es un caso particular de una condicién
maés general: F'- o = 0. Esto tltimo es equivalente, cuando A =0, a F* = —F o que

{F,h} = 0. Esto es la condicién de anti-auto-dualidad vista en la seccién 6.3 y, por
lo tanto, la solucién (7.9) es una solucién dentro del ansatz (6.9). Esto lo notamos
ya que mas adelante podremos mostrar propiedades respecto a estas soluciones mas
generales que la solucién de agujero negro (7.9). Por ejemplo, se mostrard en la
seccién 7.2 que la masa de una solucién estética que cumpla (6.9) debe tener masa
nula (derivada a partir del teorema de Noether) y se vera en la seccién 7.3 que la
accion euclidea evaluada en la solucién debe ser nula también.

7.2. Masa del Agujero Negro gWZW a Partir del Teo-
rema de Noether

En la seccién 7.1 se mostro la solucién (7.9) de los {a®} que dan como resultado
una métrica (7.3) agujero negro 1 + 1 para el modelo gWZW. En esta seccién se
va a hallar la masa de este agujero negro utilizando el teorema de Noether, cuya
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derivacién apropiada se encuentra en el apéndice C. Utilizando este teorema, la
corriente conservada es, segin la ecuacién (C.5),

*j:Q—@—Igﬁ—IgdB,

donde el significado de ), © y j estan en el apéndice C. La carga de Noether @) se
define como

Q:/N*j, (7.11)

donde N corresponde a una capa de tiempo constante de la variedad M. Esta car-
ga tiene la particularidad de conservarse en el tiempo, es decir Cfi—t = (0. La masa
deducida del teorema de Noether serd la carga conservada en el caso & = %.

Para el modelo gWZW estudiado, §2 es cero ya que L es invariante por difeo-
morfismos. Si se toma en cuenta las condiciones de borde descritas en la seccién 6.2,
es decir h fijo en el borde, el término dB es nulo también. El término © aparece al
hacer las variaciones de L respecto a A y h, que segun (6.4) para n = 2 se tiene

0 =n(n— 1)84 {/01 dt(1 — t)(AAh—15h>} ;

el cual es cero en virtud de éh = L¢h = 0, con L¢ la derivada de Lie, ya que h es
independiente del tiempo.

Para hallar los términos restantes, hay que tener en cuenta que para la accién
(6.3) se tiene

IS = ﬁ/%[g((h_ldh)3> — K / I ((A— htdh)AMY, (7.12)

by M2

Primero hay que notar que I¢((h~1dh)3), ya que no hay componente segtin dt porque
h es independiente del tiempo. Por esta misma razén, se tiene

L{((A—h"tdn) A"y = ((IeA—h'dh) A" — (A — h™tdh) I AY)
= ((IeA—h7tdh)A") — (A — h=tdh)h ™ (I A)R),

donde en la primera igualdad se utiliz6 la propiedad de anti-derivacién de la derivada
interior I¢. Utilizando (7.7), que h no depende del tiempo ¢, y las propiedades de
{J.}, se puede hallar que

1 1 ot
ItA = [:A%J, = —tanh J - =——a—J
¢ ¢ 2 anh(yr) QCoshz(’YT) ?

e Ah = (—IA" —2I:A'a! + 21 A%0) J,
[

1
= —tanh(fyr)alaOJO — tanh(yr) (5 + ozlozl) J1 + E_cOShQ(’W“) 2
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Se puede ver ademads que en el caso A = 0,
A—h7ldh = (A" + (o x da)?) J,.

Por lo tanto, esto lleva a que, por un lado

1 Y
I A) A" = 2(2 tanh A%a%alt — = R
(e A)A4") = 2(2130(7) A% — So @ do)*——
= tanh(yr)a’aldr — (a ® doz)2+,
cosh?(yr)

y por el otro,

(A — B dh) T AP) = tanh(yr)aaldr — (o @ da)? ———.
cosh®(vr)

Estos dos resultados hacen que, debido a (7.12), I¢S = 0, la masa del agujero negro
a partir del teorema de Noether sea nula.

Como se mencioné al final de la seccién 7.1, se puede mostrar que la masa de
Noether para una configuracién independiente del tiempo y satisfaciendo la condi-
cién de anti-auto-dualidad debe ser cero. Para ver esto, primero hay que notar que
para una configuracién independiente del tiempo se tiene que ©® = 0. La derivada
interior de la densidad lagrangiana IcL se puede escribir

1
LL = ITy(A A" =21 / (AAF)
0

= I(AAF + AAF" - %AA3>

S o2y o,

= I(AA [J—'+]—'h —
donde en la dltima igualdad se utilizé la condicién anti-auto-dualidad y la segunda
ecuacién de campo (6.6) que le corresponde: (h~'Dh)? = 0. Por lo tanto, una con-
figuracion con condicién anti-auto-dualidad e independiente del tiempo tiene masa
de Noether nula. Se discutird en la seccién 7.4 una posible interpretacién de este
resultado.

7.3. Termodinamica del Agujero Negro gWZW

Una vez mostrada la solucién de agujero negro para el modelo gWZW (ver
seccién 7.1), conviene, como se mencioné al principio de este capitulo, estudiar las
propiedades termodindmicas del mismo. En esta seccién se hard un procedimiento
estandar semi-clasico para obtener la entropia a partir de la accién de agujero negro
[72].
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A modo de ilustracién de este procedimiento, se considerara un campo escalar ¢
en un espacio-tiempo minkowskiano de dimensién arbitraria D sometido a un cierto
potencial V' (¢). La integral de caminos se puede escribir entonces como [47, 72, 32]

7 / Dot | PPo{=306P—V(0)}

Uno puede hacer una rotacion de Wick para pasar la integral de caminos a una
integral en un espacio euclideo, es decir haciendo idPz = dgm = dtpdP 'z, donde
el subindice E en el diferencial quiere decir que esta definido en un espacio euclideo
y tg es el llamado tiempo euclideo. Entonces, la integral euclidea se puede escribir
como

Zp = / Dge 1t/ o309 +V () = / Dge 1/ 2PmSe@) (7.13)

con Sg = $(9¢)? + V(¢) la accién euclidea.
Para hallar la funcién de particién Z en Mecdnica Estadistica Cuéntica para un
sistema con hamiltoniano H, se tiene que hacer

Z =tre P" = "(n]e " |n), (7.14)

n

donde 8 = kB+T’ con T la temperatura y kg la constante de Boltzmann. De aqui en
adelante se utilizara la convencién kg = 1. La representacion integral de la evolucion
entre un estado inicial |I) = |¢;,?;) y un estado final |F) = |¢¢,tf) es

(Fle~wH 1),

dondeS T = t; —t;. Esto es similar a (7.14) con la diferencia que el estado inicial |I)
y final |F') debe ser el mismo y 8 = i1 (tomando unidades naturales h = 1). Esto
se puede resumir como

Z=trePH = | Dpe= I dte [ d'eLlo.06] (7.15)
CBP

donde [pp es una integral con las condiciones de borde periédicas ¢(Z,0) = ¢(Z, 3).
Comparando (7.15) con (7.13) se puede ver que 3 es el periodo del tiempo euclideo. Se
puede decir que, a grandes rasgos, Teoria Cuantica de Campos euclidea en dimension
D es equivalente a Mecanica Estadistica Cudntica en D — 1 dimensiones.

Dada accién euclidea Sg, si ¢¢ es una soluciéon de las ecuaciones de campo
determinada de variar Sg, entonces se cumple

6SE
— =0.
0¢ $p=do

5No confundir el tiempo T = ty —t; con la temperatura T'.
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Se puede hacer un desarrollo de Sg alrededor de ¢, o sea

Sk 6] = Sp¢o] + SP [3],

donde ¢(z) = ¢o(x) + ¢(z) y Sg) (6] es una funcional de orden cuadrético en o(z).
Esta aproximacién hace que

7 — —SB(d0] /Dée—sg) [9]

Por lo tanto,
1 Z = —Sg [¢o] + In / Dge=55 19,

Por otro lado, se puede relacionar Z con las variables termodinamicas de entropia
S y temperatura T a partir de
Z=ePF

9

con F la energfa libre de Helmholtz. Entonces” InZ = —Sg [¢g] = —BF y, como
F=FE-TS=F — %, siendo E la energia, se tiene

Sk [¢o] = BE — S.

Todo esto lleva a que

§=- [1 - 5%] Si (6] (7.16)

Este método para hallar variables termodinamicas a partir de la accién euclidea
evaluada cuando valen las ecuaciones de campo se conoce como aproximacién
punto de silla.

Antes de seguir adelante, es posible detenerse en este punto para mostrar un
método heuristico para hallar una temperatura asociada a un agujero negro en di-
mension cuatro [72], cuya métrica suele tener la forma genérica

dr?
f(r)

donde la funcién f(r) tiene una raiz en el horizonte denotado por r,, es decir f(r;) =
0, y df2 representa el elemento de dngulo sélido. La idea bésica es que si el campo
escalar se vuelve euclideo via una rotacién de Wick con un periodo (3, entonces el
"cuanto’ asociado con el campo se comporta como si estuviera sumergido en un bano
de temperatura T'=1/4.

Se toma el tiempo euclideo tg tal que t = —itp, entonces

ds* = — f(r)dt* + + 72dQ,

ds? = f(r)dt% + ar® + r2dS.
f(r)

"Esto lo que quiere decir que a orden cero, la accién efectiva cusdntica es igual a la accién clisica
evaluada donde valen las ecuaciones de campo clésicas [47].
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~

Ya que f(ry) = 0, se puede hacer un desarrollo alrededor de ry como f(r) =
(r —r4)fy con f! la derivada de f respecto a r evaluada en ;. La métrica tiene
entonces la forma

dr?
dsy = (r —rq) fidty + ————— + r7dq
E ( -‘r) +%'E (7’ _ T'+)f_,,’_
Eligiendo una nueva variable p de modo que
d
dp = r

VI =ry)

y escribiendo la métrica sin su parte angular, se tiene
ds? —(@)th2 +dp* = p*dy® + dp?
B={" B tap” = prde” +ap”,

con p = %. Se quiere que el periodo sea 8 para que haya una singularidad cénica
en el horizonte. La razén de esto es que la curvatura diverge en una singularidad
coOnica, lo cual implica que la geometria no es un extremo de la accion euclidea y no
contribuye, por lo tanto, a la evaluacién de punto de silla en la funciéon de particion.
Entonces, esto implica que ¢(8) — ¢(0) = 27. Por lo tanto, sustituyendo, se tiene

B 47
i

Para utilizar este método para hallar la temperatura de Hawking de un agujero

B (7.17)

negro se pasa la métrica (7.3) a la forma
ds? = —f(z)dt* + —
T

donde en este caso (ver apéndice D para detalles del calculo)
flx)=1—e27",

Aqui el horizonte se puede decir que estd en x4 = 0 y que f = 2v. Por lo tanto,
utilizando (7.17) se llega al resultado

_27r

B ;
2l
con lo que la temperatura de Hawking 7" valdria

_
o’

El argumento anterior se aplicaria a una accidon que incluya explicitamente la
curvatura. Pero la accién (6.3) no incluye curvatura R ya que solamente incluye



7.3. TERMODINAMICA DEL AGUJERO NEGRO GWZW 119

la conexién de spin w®, no sus derivadas, por lo que la singularidad cénica en el

horizonte no implica que la accién es singular evaluada en esa configuracién y, por lo
tanto, el periodo § del tiempo euclideo no esta restringido a ningin valor particular.
Esta situacién es similar al caso de agujero negro extremal y, como se verd méas
abajo en esta seccién, la entropia nula coincide también con la de un agujero negro
extremal.

Se puede aplicar ahora el método del punto de silla para hallar la masa (que
es la energia F) y la entropia del agujero negro gWZW en dimensién D = 2. Para
esto hay que evaluar la versién euclidea de la accién (6.3) en la solucién (7.9).
El término correspondiente a fz deberia, en principio, requerir la extensién del
integrando de variedad de dos dimensiones M? a la variedad ¥. Por ejemplo, se puede
bosquejar la geometria del agujero negro 1 + 1 como una superficie tipo ’cigarrillo’
con la coordenada 7 a lo largo del cigarrillo y ¢ la coordenada angular alrededor
del mismo cerrandose en r = 0. Para extenderlo a la variedad tridimensional 3,
puede considerarse una tercera coordenada que considere el interior del cigarrillo.
Sin embargo, esto no es necesario ya que la forma h~'dh no tiene componente segin
dt, porque h es independiente del tiempo, y esto hace que

1 _
[ tan® = o

by

al ser nulo el elemento de volumen.
Queda por evaluar el segundo término de (6.3). Utilizando los célculos hechos en
las secciones 6.3.2 y 7.2, se puede ver que

((A—htdn)AMY = 294 (A% — (o x da)?)(—A® — 2(a- A)a® + (o x da)®)
= 20ap(A” = (@ x da)")(=2(a - A)a” — (A" = (a x da)"))
= —Anu (A% — (a x da)“)(a A)ab

((a x da) - a)(a - A)

El primer término se anula debido a que - A es una 1-forma valuada en R, mientras
que el segundo término se anula ya que (o X da) - « = 0 en la solucién (7.9). Por lo
tanto, la accion euclidea es cero para la solucion de agujero negro. Esto ultimo hace
que

= —4(a-A)(a-A)+4((«

0SE
M=E=- -
85 =9
y

haciendo que tanto la masa como la entropia del agujero negro sean nulas.
Se puede observar en este punto que la accién euclidea evaluada en una config-
uracion independiente del tiempo y con anti-auto-dualidad, donde (7.9) es un caso
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particular, es también nula. Para esto, hay que observar que, como en la seccién 7.2,
la densidad lagrangiana £ en este caso puede escribirse como

1

- 7'3(A,Ah):2/ (AAF)
0

= (AAf+AAfh—%AA3>

~ (AA []-"+J—'h _ %(h‘th)2]> _0,

donde en la dltima igualdad se utilizé la condicién anti-auto-dualidad y la segunda
ecuacién de campo (6.7) que le corresponde: (h~1Dh)? = 0. Por lo tanto, la accién
euclidea es nula en una configuracién con anti-auto-dualidad e independiente del
tiempo, en particular la solucién (7.9).

Antes que nada, hay que notar que el resultado de masa nula obtenido a partir
del método aproximacion punto de silla coincide con el resultado obtenido en 7.2.
La entropia nula indicaria que la soluciéon de agujero negro considerada es extremal.

7.4. Interpretaciéon del Agujero Negro gWZW

En la seccién 7.3 se vio que al interpretar la solucién (7.9) como una solucién
de agujero negro, implica que éste tiene tanto entropia nula como masa nula. Esto
podria ser impactante al principio ya que es dificil de interpretar un agujero negro con
éstas caracteristicas. Sin embargo, se pueden dar algunos argumentos que podrian
llegar a explicar estos resultados.

Soluciones gravitacionales ligadas sin masa tienen una larga historia en Teor{a de
Campos. Hace méas de cincuenta anos Jordan Pascal sugirié que una estrella puede
ser creada de la nada siempre que su energia gravitacional negativa fuera exacta-
mente igual a su masa en reposo positiva®. Recientemente, existen varios ejemplos
que agujeros negros de masa nula en varias dimensiones para diversas teorias en la
literatura [84, 85]. Es de mencién que en una teorfa gravitacional llamada Gravedad
Conforme, que se define en un espacio-tiempo de dimensién cuatro [86], todo estado
espacialmente acotado debe tener masa cero.

En cuanto a que la masa de agujero negro del modelo de gWZW en D = 2
puede ser cero, se puede trasladar el argumento heuristico de la teoria de Gravedad
Conforme [86]. La idea es que la accién de Gravedad Conforme en D = 4 tiene
derivada de cuarto orden en el lagrangiano, lo que implica que el propagador va como

8El propio Einstein estaba tan perplejo cuando George Gamow le dijo esta idea que casi le cuesta
a ambos un accidente grave. Como Gamow cuenta [83]: 'I remember that once, walking with him to
the Institute, I mentioned Pascual Jordan’s idea of how a star can be created from nothing, since at
the point zero its negative gravitational mass defect is numerically equal to its positive rest mass.
FEinstein stopped in his tracks, and, since we were crossing a street several cars had to stop to avoid
running us down.’.
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1/k* con el cuadri-momento k,, haciendo que la interaccién o energia potencial vaya

como
B3k 1
/ R

Por lo tanto, el potencial de una fuente localizada es lineal y el trabajo requerido
para separar una carga a infinita distancia es infinito?. Boulware et al. argumentan
que, por lo tanto, este modelo de gravedad debe ser ’confinante’, y asi como en
QCD el color debe ser cero, la masa debe ser cero para estados ligados en Gravedad
Conforme.

Este argumento puede trasladarse al caso del modelo gWZW gravitacional en
D = 2. Para una teoria gravitatoria con derivadas de segundo orden en un espacio
de dimensién dos, el propagador debe ir como 1/k? y el potencial como

dk 1
\/ﬁ ~ E ~T.
Esto llevaria, segtin el argumento de Boulware et al., a que esta teoria seria grav-
itacionalmente confinante a nivel cudntico y la masa de los estados espacialmente
localizados deben ser cero. Un argumento similar se aplica al modelo de Schwinger
de electrodindmica con fermiones en dimensién 1+ 1, el cual muestra ser confinante
[87].

Todas estas consideraciones parecen no estar de acuerdo con el hecho que los
agujeros negros en dimensién 1 + 1 anteriormente estudiados tienen masa no nula
[80, 81]. Sin embargo, en el articulo original de Callan et al., los agujeros negros son
inestables cuando los efectos cuanticos se toman en cuenta, dandole la designacion
que da nombre al articulo: 'Evanescent Black Holes’. Estos autores argumentan
que el estado final de estos agujeros negros después de la evaporacién deben ser
un estado de masa cero. Consideraciones similares son mostradas por Witten, donde
postula que el estado final debe ser dos copias del espacio plano. Las acciones clasicas
consideradas en [80, 81] son diferentes a la accién (6.3) considerada aqui. Debido a los
argumentos estandares para las acciones WZW, la accién clésica (6.3) considerada
aqui no deberia recibir correcciones cudnticas, siendo ya una accién efectiva para
toda una clase de acciones gravitatorias en dimensién 1+ 1. Por lo tanto, la soluciéon
clésica (6.3) estudiada en este trabajo deberia llevar a soluciones de agujeros negros
de masa nula [88].

Esta claro que estas consideraciones heuristicas deben tomarse con 'pinzas’ ya
que, si se utiliza el mismo argumento a modelos de gravedad en D = 3, implicaria
un potencial logaritmico con el resultado de un agujero negro de masa nula. Por otro
lado, los agujeros negros BTZ no son de masa nula en general [79], incluso en una
teoria de gravedad de CS que no deberia tener correcciones cuanticas. Sin embargo,
en este ultimo caso se podria ’esquivar’ el argumento de los parrafos anteriores

9Similar a lo que sucede en QCD, que la energia necesaria para separar un quark de otro es
tan grande que ocurre la creacién de otro par quark-antiquark, produciéndose un confinamiento de
color.
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diciendo que gravedad pura en D = 3 no tiene grados de libertad que se propaguen.
Esto hace que el propagador no esté bien definido, por lo que el argumento de
Boulware et al. no se aplica al caso de agujero negro BTZ.



Capitulo 8

Conclusiones

En este trabajo se derivaron las ecuaciones de campo del modelo gWZW, que
estd definido en una variedad de dimensién par. Estas ecuaciones refieren a grupos
genéricos, por lo que pueden aplicarse a teorias de gravedad, para grupos espacio-
temporales, o incluso para materia condensada para el grupo SU(N), por ejemplo.
Las componentes a® del elemento h del grupo G genérico son dindmicas junto a las
componentes de la uno-forma de conexiéon A®. Las componentes a® podrian interpre-
tarse, en este contexto, como un campo de materia que se acopla con las componentes
A%, Se vio, en la seccién 6.3, que las ecuaciones tienen varias contribuciones y se
mostraron algunas sutilezas respecto a la contribucién de los términos de borde. En
la seccién 7.1, se observéd que pueden simplificarse considerablemente las ecuaciones
considerando el ansatz (6.9), es decir h2 = —I y la condicién de anti-auto-dualidad

F=—Fh

Las ecuaciones explicitas para D = 2 en casos particulares de grupos de simetria
SU(2) y SO(2,1) son bastante complicadas como para resolverlas de manera analitica
en una situacién genérica. Por eso se tratd de encontrar si existe una soluciéon para
una métrica particular, una métrica de agujero negro en dimensién 1+ 1. Para esto,
se consideraron las componentes a® independientes del tiempo, es decir una soluciéon
estdtica. De las dos soluciones obtenidas, la que tiene un buen comportamiento es
la solucién (7.9).

La masa calculada a partir del teorema de Noether, asi como la temperatura,
la entropia y la masa calculada por una aproximacién punto de silla se calcularon
en la secciones 7.2 y 7.3. El resultado de masa nula podrian explicarse a partir del
argumento de gravedad confinante de Boulware et al., como se discuti6 en la seccion
7.4. En todo caso, la forma particular que tiene la accién de gWZW (6.3) y la inde-
pendencia temporal de las componentes a® es la que dicta el resultado. Esta forma
particular de la accién es posible que no permita que el método aproximacion punto
de silla pueda aplicarse adecuadamente para calcular la temperatura y, por lo tanto,
es posible que la temperatura de este agujero negro no esté bien definida. Esto, junto
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a la entropia nula, podria sugerir que el agujero negro considerado aqui sea extremal.

Es de destacar que en esta solucién las componentes a® en el infinito convergen,
es decir, apuntan a un elemento fijo del grupo G. Esto puede justificar el hecho
que si borde de la variedad ¥ de dimension tres es compacta, se pueda considerar
este borde como la compactificacién a un punto M U {oc}, siendo M la variedad
bidimensional espacio-tiempo no necesariamente compacta [88].

Son varias las tareas que pueden realizarse para entender un poco mejor la fisica
del modelo gWZW en D = 2 con grupo de simetria SO(2,1). Primero que nada,
habria que ver si existen soluciones fisicamente aceptables fuera del ansatz (6.9).
Esto requerird un mayor trabajo de calculo analitico-computacional ya que las ecua-
ciones son bastante complicadas, ain para este grupo de simetria sencillo.

Queda por estudiar también qué tan tnicas son las soluciones de agujero negro
(7.9), es decir si puede haber en este modelo un equivalente al teorema de Birkoff.
También podria analizarse la estabilidad de estas soluciones respecto a pequenas
perturbaciones de los campos.

En lo que refiere a las ecuaciones de campo para el grupo SU(2), podrian estudi-
arse posibles solitones y si éstos tienen alguna relaciéon con las soluciones de agujero
negro mediante un equivalente a rotacién de Wick debido a la relacién existente
entre SU(2) y SO(2,1), mostrada explicitamente en la similitud de las ecuaciones
de campo (6.12)-(6.14) con (6.17)-(6.18). Esta relacién, ademads, podria brindar in-
formacion de caracter topoldgico sobre las soluciones obtenidas.

Este trabajo pretende ser un modesto aporte hacia la meta de investigar el
modelo gWZW en dimensiones maés relevantes, como D = 4. Ya que las ecuaciones
de campo son complicadas en D = 2, uno puede imaginarse que en D = 4 las
ecuaciones seran todavia mas dificiles de resolver, por lo que es importante tener
informacién relevante sobre soluciones en teorias de dimensiones mas bajas para
luego intentar generalizarlas a dimensiones mayores y puedan, a su vez, arrojar luz
sobre problemas cosmolégicos actuales como, por ejemplo, el origen de la Energia
Oscura, Materia Oscura o la Inflacién en el Universo.



Apéndice A

Contraccion del Tensor de
Levi-Civita

Aqui se mostraran las férmulas de como contraer tensores de Levi-Civita de
una cantidad arbitraria de indices. Para esto se definirda la matriz de delta de
Kronecker generalizada como

BT T S
o Oy ... o

gt =det| T, (A.1)
ooy L. o

donde 1 < r < m con m la dimensién de la variedad. De (A.1) se puede observar
que la delta de Kronecker generalizada es un tensor (r,r) totalmente anti-simétrico.
Esta anti-simetria total permite escribir la siguiente propiedad de contraccién de k
indices iguales para dimensién m

5#1---Nkﬂk+l---ﬂm — k:'(n . k)!5Mk+l---Mm (AQ)

1V 1. Vm Vit1---Vm *

A partir de las propiedades de anti-simetria total de d,; /" uno puede escribir
el tensor de Levi-Civita como

_ 1...r
61/1---l/r - 51/1...1/r
= g (A.3)

coincidiendo con la definicién (3.7). También se puede escribir el producto de tensores
de Levi-Civita como
eftrey, oy, =00tk (A.4)

Vi...Up

Combinando (A.3) con (A.2) uno obtiene en dimensién m que

R 0y ) S R _ _ Hk+1---Hm
€ "€y et eevm = BT k)!d[wc“...vm]' (A.5)

La ecuacién (A.5) es utilizada en este trabajo para transformar contracciones de
€u1..un @ Productos de 0.
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Apéndice B

Variacion General de las Formas
de Transgresion

En este trabajo, las formas de transgresion juegan un papel muy importante ya
que a partir de ellas se construyen las acciones para modelos de gravedad. Es por
ello que este apéndice se dedica a deducir las variaciones de las transgresiones frente
a transformaciones generales, ya que dardn lugar a las ecuaciones de campo para la
teorfa por principio variacional. El contenido de este apéndice se basa en [6, 7).

Se escribird primero la definicién de forma de transgresién que involucra dos
conexiones Ay y Ay, ver (4.21), de la forma

1
Toms1 (A1, Ao) = (n+ 1) /dt < T >, (B.1)
0

donde J = A1 — Ap y se utilizé6 como polinomio invariante la traza simetrizada
< ...>. Ademas

Ar = tT+Ag=tA1 + (1 —t) Ay,

Fi = dA+ A = Fo+tDoJ + 177,
con Fo = dAg+ A2y DoJ = dJ +AoJ + T Ao, es decir Dy es la derivada covariante

respecto a la forma de conexion Ag. Algo que serd 1itil méas adelante es distinguir
que

%]‘—t = Do J+2tJ* = dT+ AT+ T A+2T* = dT+(tT+A)T+IT (tT+A) = DT,
(B.2)

donde se definié6 D,J = dJ + AyJ + JA; para posterior conveniencia.

Se pasa a hacer ahora una variacién general infinitesimal de (B.1), obteniendo

1
Tans1 = (n+1) /dt (<6TF" > + < nF16F, >) .
0
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Ahora, por un lado §F; = dd.A; + A0 A + 6 ALA; = Di(0.A). Por otro lado,

dF,
Dy(TFF15A) = Dy(I)FP16A — TF D6 A;) = d—ttf?—lDt(Mt),

donde en la primera igualdad se utilizé D;F; = 0 y en la segunda que D;J; = %
como se mostré mas arriba. Usando ademds que d.4; = tJ + Ay se tiene

1

d d
Tomis = (n+1) / dt << (Fi + tn%}?‘l)dj >4 < n%f[b‘ldflo >>

0

1
Cn(n + 1)d/dt < TF A > |
0

Observando que F7* + tn®t 7! = L(tF7) y que ntFr—! = dfttn, la primera

integral en t se puede calcular dando la variacién

1
6Ton—1=n<F 1A > —n < Fy 16A0 > —n(n — 1)d/dt < TFF26A; > .
0
(B.3)
La expresién (B.3) es la buscada para la variacién de una forma de transgresién y
serd utilizada en este trabajo.



Apéndice C
Teorema de Noether

En este apéndice se va a mostrar como obtener una expresion para una carga con-
servada debido a la simetria del lagrangiano bajo una cierta transformacion, conocido
como teorema de Noether. Se presentard de una forma particular, de manera que sea
conveniente para este trabajo. Como aqui se trabaja la densidad lagrangiana como
una forma diferencial, es conveniente entonces dar una versién del teorema cuando
uno trata con formas diferenciales [6, 7].

Dada una forma n-forma diferencial o, sobre una variedad M, si las coordenadas
cambian infinitesimalmente como Jz# = &* (es decir, £* son las componentes de la
direccién de la transformacién) o como se dice una transformacién por difeomorfis-
mos, entonces la variacién de la forma a,(x) estd dada por

day (z) = o, (2) — an(z) = —Leap.

Aqui £¢ denota la derivada de Lie respecto a la direccién dada por §. Para formas
diferenciales, la derivada de Lie puede escribirse como [16]

Leay, = (dfg + Igd) Ol

donde d es la derivada exterior ordinaria y I¢ es la derivada interior. La derivada
. . 1 1 n s
interior para o, = ;50 4, dT ... dx™ puede escribirse

1 sS=n
I = ! Zgﬂsamm“sm“n(—1)3_1dx1 coodzte o dx”,
T s=1

donde dz*s quiere decir que esa entrada estd omitida. La derivada interior, al igual
que la derivada exterior, es una anti-derivacién en el sentido que

I (anfBm) = IeomBm + (—1)" anle Bm,

con «, una n-forma y [, una m-forma en M cualesquiera.
Se considera ahora una densidad lagrangiana dada por la forma diferencial
L(¢,0¢), donde ¢ representa todos los campos dindmicos. Por lo visto mas arriba,
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130 C. Teorema de Noether

la variacién de la lagrangiana bajo transformaciones generadas por £ (por difeomor-
fismos) es
0L = —d(I¢L),

va que dL = 0 porque L es una D-forma en una variedad de dimensién D. Si ahora
se generaliza a una transformacién por difeomorfismos méas una transformacién que
deja a la lagrangiana cuasi-invariante (o sea, que £ cambie por una derivada total
como por ejemplo, el caso de las transformaciones gauge para una forma de CS), se

tiene
0L =d) — d(Igﬁ). (C.1)

En la ecuacion anterior, la primera derivada total proviene de la cuasi-invariancia
y la segunda de los difeomorfismos. Por otro lado, el procedimiento que lleva a las
ecuaciones de campo (EdC) de Euler-Lagrange da la variacién de la lagrangiana
como las ecuaciones de campo mas un término de borde

5L = (EAC)d¢ + dO, (C.2)

donde las d¢ son infinitesimales y arbitrarias. A partir de (C.1) y (C.2) se tiene que,
cuando valen las ecuaciones de campo,

d(Q—-0—-1I:L)=0. (C.3)
Es usual definir la corriente de Noether como
xj =0 -0 —IL. (C.4)

Si se le agrega a la densidad lagrangiana un término de borde tal que £ = £ + dB
entonces

*j :Q—@—Igﬁ—fgdB. (05)

Tanto (C.4) y (C.5) permitirdn hallar la masa de un agujero negro para el modelo
utilizado en este trabajo.



Apéndice D

Agujero Negro en Dimension
1+1

Este apéndice tiene por objetivo mostrar de forma breve cémo la métrica (7.3)
ds® = — tanh(yr)?rdt* 4+ dr?, (D.1)

puede llegar describir un agujero negro en dimensién 1 + 1. El material contenido
aqui puede verse mas detalladamente en el trabajo de Edward Witten [81].

La métrica (D.1) parece tener una singularidad en r = 0. Pero esto, al igual que
la métrica de Schwarzschild en r = 2M (ver seccién 3.3), puede ser una singularidad
del sistema de coordenadas escogido y no una singularidad fisica ya que se puede
calcular el escalar de curvatura R como

4~?

R= il (D.2)

Como puede verse R es completamente regular en = 0. Sin embargo, que el escalar
de curvatura sea regular en un punto no quiere decir que no exista una singularidad
fisica en el mismo!. Para poder hacer un estudio méas detallado, se puede hacer una
continuacion analitica por un procedimiento similar al utilizado con las coordenadas
de Kruskal-Szekeres, vistas en la seccion 3.3, para la métrica de Schwarzschild en
cuatro dimensiones. Para esto se hallaran primero las geodésicas nulas, es decir aque-
llas cuya norma de su vector tangente es nula. Dichas geodésicas pueden obtenerse
de la métrica (D.1) a partir de la condicién

0= guwk'k" = — tanh?(yr)i? + 72,

donde g, son las componentes del tensor métrico de (D.1), k* las componentes del
vector tangente a la geodésica nula y el punto es para denotar la derivada respecto

'De hecho, la singularidad es un concepto cuya definicién no es trivial. Existen diferentes cate-
gorizaciones y no siempre es sencillo encontrar un método para hallarlas [24].
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al parametro de la geodésica. Esto implica, tomando ahora a ¢ como parametro de
la geodésica,

dt 1

— =t D.3

dr tanh(yr)2 (D:3)
Aqui se puede observar que (D.3) implica que el cono de luz es de 45 grados cuando
r — oo (el espacio es asintéticamente plano) y se va volviendo vertical cuando r — 0
de forma similar a lo que pasa al acercarse al horizonte de sucesos en la métrica de
Schwarzschild. Integrando la ecuacién (D.3) queda

In(sinh(yr))
Y

t=+ el

donde C' es una constante de integracién. Se pueden definir ahora las coordenadas
nulas (u,v) de la forma

w - 1 ln(sinh(fyr))’
Y
v = 4 ln(sm’lyl('yr))'

En las coordenadas (u,v) la métrica puede escribirse como

9 . _6’7(1)_“)
ds® = mdudv

Para poder extenderlas, se toman ahora otras coordenadas (U, V') de la forma

o —yu
U = —e ™,

— YU
V = €
entonces la métrica ds puede escribirse de manera simple como

—audv

ds? = ————°__
ST Ra—uv)

En coordenadas (U, V') se puede ver que

cosh(yr) = 1-UV,
sinh(yr) = —-UW

Las coordenadas originales del espacio-tiempo (r,t) de la métrica (D.1) corresponden
ala regiéon U < 0y V > 0. La singularidad de coordenadas en r = 0 corresponde a
las dos rectas U = 0y V = 0 y se ve que no existe esa singularidad en la métrica
(D.4). La singularidad fisica se encuentra en la hipérbola UV = 1 ya que el escalar
de curvatura explota segin (D.2).
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Figura D.1: Diagrama de la continuacién de las coordenadas (r,t) a las coordenadas (R, T).
La region I es la region explorada por la métrica (D.1). La singularidad fisica se encuentra
en las hipérbolas T' = ++/1 + R2.

Se puede realizar otro cambio de coordenadas adicional para hacer mas explicita
la forma de la métrica de este agujero negro. Se toman las coordenadas (R,T") como

V-U
2 )
V+U
5

La métrica (D.4) con estas coordenadas queda

42 — —dT? + dR?
 2(1 -T2+ R?)’

(D.5)

donde puede verse que es similar a la métrica de Minkowski con la coordenada T con
signatura temporal y la coordenada R con signatura espacial. La diferencia con la
métrica minkowskiana es el denominador que hace que (D.5) no esté bien definida en
la hipérbola T' = £+v/1 + R2, que es precisamente cuando UV = 1, es decir cuando el
escalar de curvatura diverge. Similarmente a cuando se hace la continuacién de las
coordenadas de Schwarzschild a las coordenadas Kruskal-Szekeres, aparecen cuatro
regiones bien diferenciadas como se ve en la figura D.1. La regién I es la region
explorada por las coordenadas (r,t) de la métrica (D.1). Como se muestra en la figura
D.2, las curvas t = cte son rectas que pasan por el origen que van disminuyendo el
angulo con el eje R a medida que t aumenta, mientras que las curvas r = cte son
hipérbolas que tienen por asintotas las rectas que forman +45 grados con el eje R
y pasan por el origen. Estas asintotas son los casos extremos r = 0, = +00 para el
angulo +45 grados y r = 0,t = —oo para el angulo —45 grados.

Se va a escribir ahora la métrica (D.1) de una forma similar a la métrica de
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Figura D.2: Las curvas t = cte son rectas que pasan por el origen, mientras que las curvas
r = cte son hipérbolas cuyas asintotas son rectas que pasan por el origen y forman +45
grados con el eje R.

Schwarzschild

dxz?
fla)’
ya que serd de utilidad en la seccién 7.3 para hallar la temperatura del agujero negro
estudiado en este trabajo. Para esto, a partir de la métrica de (D.1), se puede hacer
el cambio de coordenadas

ds® = — f(z)dt* + (D.6)

<>=/¢%

lo que implica

z) = tanh?(yr(z)) = tanh? td .
£(@) = tanh(yr(2)) = t (v/m>

Para resolver esta ecuacién, se puede invertir la funcién tanh y derivar para obtener

gl (@) d (—ln(l-g(2))
7‘<1—g2<x>>‘da:< 2 )

con g*(z) = f(z). Integrando esto tltimo se puede obtener, tomando como cero la
constante de integracion, el resultado

Fx)=1—e2" = f(a).

Se puede ver que, con la constante elegida, la singularidad se encuentra en x = 0.



Apéndice E

Derivacion de las Soluciones de
Agujero Negro

En este apéndice se va a mostrar mas o menos en detalle la derivacién de las
soluciones (7.9) y (7.10) de agujero negro para el modelo gWZW en D = 2.

Tomando la métrica (7.3), se tienen las relaciones (7.4) y (7.6) para el vielbein y
la conexién de spin, respectivamente. Conviene recordar las relaciones (7.7) y (7.8)
que permiten hallar A* y F'* en funcién de las coordenadas. Con esto en mente, se
pasa a escribir explicitamente las ecuaciones de campo (6.17) y (6.18). Se distinguen
dos casos: A=0y A # 0.

E1l. \#£0

Se pueden escribir las ecuaciones de campo (6.17) para cada componente a =
0,1,2 y separar segun dr y dt, lo que da un total de seis ecuaciones. Estas son
a!

(aga® + 1) (do + % + tanh('yr)oz2> —a’alal + a*a? — aad) =0
cosh®(yr
(aga® +1)a” —al(ala? 4+ a?a? —a’a”) =0
(oot +1) <d1 +
2 _ 0

(aga® + 1) (@' + a?) — at(a'a? + a?a? —ala”) =0

o’

— | —a'(a'al +a*a? —aal) =0
cosh” r

(aga® +1) (d2 + tanh('yr)ao) —a?(atal + a*a? — aad) =0

(aga® + 1) (0 —a') —al(a'a' + a?a? — ) =0,

donde a¢ = ‘%ﬂ y a? = 85%”. Usando que se estd en el caso A # 0, la primera

ecuacién de campo (6.17) implica que Da® = )\ 202 por lo tanto,

p A
(@ X Da)® = eyeqn™@a’Da’ = eyeqn™@al 70( =0.
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Entonces, la segunda ecuacién de campo (6.18) se reduce a

NF* — \(F x a)* — (F.a)a® = 0.
Utilizando (7.8) se tiene

a?a® + Voagot + Tat =0

ool + g0 + 1o’ =0

X —a?a? =0.

Utilizando el programa Maple 12 no se consiguieron soluciones compatibles con las
condiciones de que a® debe ser real y que A # 0.

E2. A=0

Si A = 0, entonces la primera ecuacién de campo (6.17) se satisface directamente.
La segunda ecuacién de campo (6.18) se reduce en este caso a

—2(F.a)a” + ((a X Da) x (a x Da))* = 0.

Usando que (o x Da)® = e,eqn?@a’Da’ y que ((a x Da) x ((ax Da))® = epeqn®™ (o x
Da)’(a x Da)® se obtiene

(a®Dat — o' Da’)(a?Da’ — a®Da?) — F?a2a’ =0
(a®Dal — o' Da’)(a?Da' — a'Da?) — F?a2a' =0
(a?Da' — o' Da?)(a?Da’ — a’Da?) — F?a?a? = 0.

De esta ecuacion y de (7.7) y (7.8), se obtiene explicitamente el siguiente sistema de
ecuaciones diferenciales en derivadas parciales

2.0
o’ tanh(r) _
2 cosh (yr)?

0,0
_ (01 oo 1.0 yalal
= (alal + ——— — alal — ala® tanh(yr X
< + cosh(yr)? (o) ~ cosh(vyr)?
x (a? o —a%? +alat
(aOal L a%a? — ot 0/ %

: yalal :
x [ a?a® + a?a? tanh(yr) + ———— — a%a? — a%a’ tanh(yr)
cosh(yr)?
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2a! tanh(yr) 1) =
2 cosh (yr)? N
0,0
—(afal 4 Y 100 — olaltanh yalal y
(a ot cosh(vyr)? a’a® —a‘a tanh(yr) — cosh(~r)?
X(OLQCMI +a2a2_ala —I—Oélal)
. 2,0 .
—(@al’ +ala? —ala?) [ ool + Y ala? —alal tanh(yr)
cosh(yr)?
2a? tanh(yr) 22 L) =
2 cosh(vyr)2 N
. 2,0 .

— <a2a1 + % —a'a? —atd® tanh(*yr)) X

(a2 — ala? 4+ alal) —

—(a?a" + a?a® — a'a? + atal) x

. 2,1 .
x [ a?a0 + a?a® tanh(yr) + L 402 — ol tanh(yr)
cosh(vyr)2
(@) + (@®)? = (a*)? +1=0,
donde, como en el caso anterior, a® = 80; ya¥ = ag‘:.

Estas ecuaciones no pudieron resolverse para un a® genérico, pero asumiendo
que son independientes del tiempo (agujero negro estdtico), y asumiendo que una
de las componentes de « se anula, se tienen dos soluciones:

Sia?2=0ya%(rt) =a%(r), se tiene

C

0 _ 1)2 1_
=+ 1 = — E.1
@ (@) +1, a tanh(yr) (E-1)
donde C' es una constante.
Sial =0y a%?(r,t) = a%2(r), se tiene
a® =+/(a2)2 41, o® = Dcosh(yr)e 2 osh(2m) (E.2)

donde D es una constante.
Las soluciones (E.1) y (E.2) son justamente las soluciones (7.9) y (7.10), respec-
tivamente.
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