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Condiciones de estabilidad de la Optimizacion
Dinamica Estocastica aplicada al calculo del valor
del agua de un embalse

R. Chaer y P. Monzén

Abstract—El presente trabajo analiza condiciones necesarias y
suficientes para la estabilidad de un algoritmo de optimizacion
dinamica estocastica para el calculo del costo del agua en un
sistema eléctrico con una planta de generacion hidroeléctrica.
Se estima la region de estabilidad y se presentan diferentes
simulaciones para parametros dentro y fuera de la misma. Se
establece una relacion entre el paso de integracion temporal, la
discretizacion espacial y los maximos flujos de entrada y salida
del embalse. A efectos de mostrar ventajas y desventajas del
método propuesto, se presentan simulaciones del sistema eléctrico
uruguayo con cuatro centrales de generacion hidroeléctrica. En
este caso, las condiciones de estabilidad imponen un paso de
integracion temporal muy pequeiio, lo que resulta en un tiempo
de simulacion muy grande.

Index terms: Optimizacion estocistica, Despacho de potencia.

I. INTRODUCCION

A optimizacién de la operacién de un sistema hidrotérmico

resulta ser un problema complejo. Esto se debe a la presencia
de embalses y su consecuente operacion, que involucra decisiones
respecto a cudndo usar el agua y cudnto usar. Estas decisiones afectan
no solo la operacién actual, sino también la futura.

El problema puede ser formulado como la minimizacién de una
funcién objetivo: la suma del costo del combustible en las centrales
térmicas y del costo de falla por no poder satisfacer la demanda
de potencia y energia, con la restriccion que imponen la red de
transmision y los limites operativos. Para su resolucién, se divide
el tiempo en sucesivos pasos o etapas. En cada etapa, se suponen
conocidos los costos de produccién de cada unidad térmica y y el
costo de falla del sistema. Como el costo del agua en los embalses
no tiene un costo explicito asignado, no es posible manejar un costo
de produccidn asociado a las centrales hidroeléctricas. Sin embargo,
hay que tener en cuenta que si el agua en el embalse se usa hoy,
la disponibilidad futura puede verse comprometida. Por otro lado,
preservar el agua hoy, puede redundar en menos costos en el futuro,
ya que puede no ser necesario prender mds centrales térmicas. El
problema es tener elementos de base para una politica de uso de los
recursos acumulados que resulte en un compromiso favorable entre
los costos actuales y futuros.

En ese sentido, se enfrenta un problema de optimizacién: mini-
mizar una funcién de costo sujeta a un conjunto de restricciones. Si
bien hay varios métodos para atacar el problema, los mds cldsicos son
el denominado Stochastic Dynamic Programming (SDP) y el Stochas-
tic Dual Dynamic Programming (SDDP), que incorpora el problema
dual. El SDP calcula la funcién de costo desde el futuro hacia atrds,
hasta el momento actual. Para realizar este calculo, se realiza una
doble discretizacién, tanto en el tiempo como en el espacio, para
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todas las variables de estado del sistema. Esto lleva naturalmente a
trabajar con gran niimero de variables y a la denominada maldicion
de la dimensionalidad de Bellman, por lo que este método no es
aplicable para sistemas grandes [1], [2]. Por otro lado, el SDDP
ataca el problema de la dimensionalidad a través de la resolucién
del problema dual realizando los denominados cortes de Benders
para aproximar la funcién de costo. Una buena explicacién de este
procedimiento puede encontrarse en [3]. El método funciona bien
con funciones convexas, pero esto no permite incorporar restricciones
naturales, como los minimos operativos de las centrales térmicas. La
no convexidad se traduce en un gap que suele ser despreciable en
sistemas grandes [4], pero puede ser importante en sistemas medianos
y pequeflos, en los que, por ejemplo, una tnica central provee mas
del 10% de la demanda.

La demanda méxima diaria de potencia en Uruguay ronda los
1000MW. La mayor central térmica tiene una potencia de 125MW,
por lo que el sistema es muy pequefio y tenemos que tener en
cuenta el eventual gap. Por otro lado, al ser el sistema tan pequefio,
la maldicién de la dimensionalidad se torna manejable, sobre todo
teniendo en cuenta la gran capacidad de célculo con la que se cuenta
hoy en dia. Incluso técnicas de cédlculo en paralelo pueden mejorar
todavia mds esta ventaja.

El presente trabajo analiza condiciones necesarias y suficientes
para la estabilidad de un algoritmo de optimizacién dindmica es-
tocdstica para el cdlculo del costo del agua en un sistema con una
dnica central hidroeléctrica. Se deduce una relacion entre el paso de
integracién temporal, el paso de discretizacién espacial (la altura del
embalse en este caso) y los caudales mdximos de entrada y salida.
Para mostrar ventajas y desventajas de este enfoque, se presenta una
simulacién del sistema uruguayo con cuatro centrales hidroeléctricas.
Se verifica que las restricciones en los pasos de discretizacién son
muy grandes, lo cual resulta en grandes tiempos de simulacién.

El articulo esta organizado de la siguiente manera: En la Seccién
IT se presenta el problema de programacién dindmica, la deduccién
de la funcién de costo futuro utilizando una aproximacién lineal y
las distintas formas de implementar las derivadas involucradas. En
la Seccién III, se realiza un andlisis de estabilidad asintdtica para
un sistema con un solo embalse y se establece una condicién de
convergencia. Un ejemplo que ilustra el caso en el que hay mds de
un embalse es desarrollado en la Seccién IV. Finalmente, el articulo
se cierra con la exposicion de algunas conclusiones y posibles lineas
de trabajo futuro.

II. EL PROBLEMA

Como ya se ha hemos mencionado, se quiere optimizar la
operacién de un sistema eléctrico con una planta de generacién
hidroeléctrica. Introducimos un paso temporal de discretizacién para
realizar la simulacién. Denotemos por £ al instante actual. El estado
del sistema estd dado por el volumen actual V' del embalse. Esta
variable varfa desde el nivel minimo V = 0 hasta el maximo
V' = Vinaa- Esta variable espacial la discretizamos también, con un
paso AV'; obtenemos asi una variable j que varia entre 0 (embalse
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vacio) y N (embalse lleno). Se cumple que

Vmaz
N -1

Construiremos una funcién de costo futuro F'Cy (V) que nos dice,
para cada instante de tiempo k y cada nivel posible del embalse j,
cual es el 6ptimo costo de operaciéon futura del sistema.

El Principio de Programacién Dindmica [1] nos dice que el costo
de operacion desde el instante k, para un volumen dado V' del
embalse, es igual al costo de operacién desde el instante k + 1, para
un volumen V', més el costo de las decisiones de despacho tomadas
en el instante k, que llevan el embalse de V a V’. En términos
matematicos:

FCy(V) = B.FCy, (V') + sk (V, u, ) M

AV = , Vi=(—-1).AV ,j=1,...,N

donde [ representa una tasa de descuento que adapta al presente
los costos futuros', V' y V' representan los estados del embalse en
los instantes k£ y k + 1 respectivamente y csi es el costo de las
decisiones éptimas de operacién tomadas en k. Incluye el gasto
de combustible en las centrales térmicas y el costo asociado a la
demanda no satisfecha durante la etapa k. Naturalmente, depende
del estado V' del embalse, de las variables de control uy y de ciertas
entradas aleatorias r, que representan fendmenos tales como los
diversos caudales de entrada al embalse. Asumimos también que
conocemos la relacién entre el actual nivel V' y el nivel final V',

!
Vi=f(V,uk, k)
Realizamos una aproximacion a primer orden de F'Cj:

OF Chir
T ov

Por otro lado, la variacién total del volumen del embalse, V' — V,
puede escribirse como

V' -V = Qi(V).AT 3)

FCk+1(V’) ~ FCk+1(V) (V)(Vl — V) (2)

donde Q}.(V) es el caudal neto que ingresa y AT es la duracién de
la etapa. El caudal neto tiene diversas componentes:

Qr(V)=Qr—-Qs=Qr — (Qr + Qv +Qp)

QE denota el caudal entrante e incluye el agua que viene desde
por el rio y el agua de lluvia ;Qr representa el caudal turbinado
por la central, es decir, agua utilizada para generar energia eléctrica;
Qv es el caudal vertido y no utilizado para generacion; Qp es el
agua perdida por evaporacion y filtraciéon. Combinando (1), (2) y (3),
obtenemos

FCy(j) = 0. |:F0k+1(j) + OFCr1

S ()-QUAT | + esili) @)

donde hemos simplificado la notacién del volumen. A continuacion,
construimos el vector de costos futuros al comienzo de la etapa k,

ek = [FCr(1), FCx(2),..., FCx(N)]"

y el vector de costos de operacién (usualmente costos asociados a
las centrales térmicas) en la etapa k:

Y = [esk(1), es1(2), ..., esp(N)]T

Denotemos por q; la matriz diagonal de elementos
Gu(ii) = Qi) , i=1,...,N

IPor ejemplo, en una base diaria y para una tasa de descuento anual del

12%, tenemos que .
5 ( 1 )m
“\1+0.12

Tasas de descuento realistas no deberian exceder el 12%.

. . OFChyq (.
Entonces, podemos aproximar la derivada =+ (j) como com-
binacién lineal de los elementos de C1, dividiendo por el paso

espacial AV:
OFCr41 1

)= —.D.
v (4) AV Ck+1
La ecuacién (4) puede escribirse como
AT , /
cx = 0. (1 + H.qk.D) Cht1 + Yk (®)]

donde D es una matriz que aproxima la derivada. Podemos utilizar
diversos tipos de matrices D. Por ejemplo, si utilizamos una aprox-
imacién basada en un cociente incremental hacia atrds:

FCri1(J)—FCry1(i—1)

aFCk-+1 . AV > ]:27 >N
T(J) ~ )
FC2(j)—FCiy1(1) i
N ;1=

obtenemos la matriz

- 1 -

-1 1
-1 1
Dygec = T . (6)
-1 1
-1 1

L _1 1 -
La repeticién de la primera fila se realiza para resolver la condicién
de borde en j = 1. De manera similar, utilizando un cociente
incremental hacia adelante, resulta la matriz

-1 1 -

-1 1
Dine = B ™
-1 1
-1 1
L _1 1 -

La matriz Dge. es adecuada para tratar con el vector de caudales
salientes gs, dado que cuando el embalse estd vacio, no puede salir
mds agua. De manera similar, usaremos D;,. para lidiar con el vector
gey, de caudal entrante. Para una mejor aproximacion de la derivada,
utilizamos una combinacién lineal de las matrices Dge. and Dinec.
La aproximacién de primer orden que finalmente utilizamos es:
AT
=0 |1+ —.
AV
donde ger y gsi denotan matrices diagonales, constrida a partir de
los respectivos vectores, similar a la ya mencionada g.

(¢ex.Dinc — q5k~Dd5c)] Cht1+ Y (8)

IT1I. ANALISIS ASINTOTICO

En esta Seccidn, trataremos de encontrar condiciones para la
convergencia del algoritmo (8). Antes que nada, debemos inicializar
en k = 400 (o tiempo grande). Por comodidad, revertimos el tiempo
y consideramos el infinito como k = 0. Consideremos la matriz

AT
Ay =0 [I + AV (¢exDinc — qSdecc)] , by =1l
Entonces, el algoritmo se expresa como

Cry1 = Arcr + by ©

Debemos enfatizar que, en cada etapa, Ay, y bi denotan las decisiones
optimas de despacho, que implican turbinar o vertir caudal del
embalse. Suponemos conocidos los valores Q) Ep,qz -médximo caudal
que puede entrar al embalse- y () Smae. -maximo caudal que puede
salir del embalse. Denotemos por A y B los conjuntos dentro de los
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cuales elegimos las matrices Ay y by respectivamente. Observemos
que estos conjuntos son convexos y acotados.

Consideremos dos condiciones iniciales diferentes co and co,
es decir, dos valores finales distintos. El algoritmo (9) produce
dos secuencias {cx} y {c}}. Probaremos que, en cada paso, las
secuencias se aproximan estrictamente. Para medir esta aproximacion,
utilizaremos la norma infinita para vectores:

Jolloo =

,,,,,

En el tiempo k + 1, tenemos que

ckt1 = Apcp +bi
(10)
Chpr = Apch + b

La optimalidad de las parejas (Ag,bx) y (A}, b)) tiene la siguiente
consecuencia

’ ’
Ck+1 = Ak ¢k + bk

Chp1 = ArC+ b
(la desigualdad hay que entenderla componente a componente).
Entonces
(C;C'H ) i {
y ocurre una de las siguientes dos posibilidades

(c;H)i < “Ak (cx — i),

(C;“+1)i|

lert1 = chpallos = |(Ck+1)i -

’(Ck+1)¢ -

an

IN

’(Ck+1)i — |[A;c (cr — C;C)]'L’

Sabemos que

| [ Ak (ex = ei)].[ =

N

/
§ :Akij (ck - Ck)j
j=1

Por lo tanto

|[Ax (ex — )], ] < IAll-lex — chlloo

donde || A||1 representa la norma matricial inducida por la norma de
vectores que estamos usando [5]:

N
max {|[Av]oo} = max {Z |Aij|}
p=

Al =

llvlleo

Para cada k, tenemos la desigualdad

llexs = hralloo < max {|Axlls, [ Akll1-} llex — cille  (12)

Concluimos que si toda matrizA; € A has ||Ag|: < 1, las dos
secuencias generadas por el algoritmo (9) se aproximan a medida
que el tiempo transcurre (hacia atrds). Recordemos que

AT
Ay = B. {1 + Sv (@ Dine qsdeEC)}

Entonces, si consideramos los elementos no nulos de las filas de Ag,
tenemos para la primera fila que:

Av(1,1) = 6. [1 = 2LI0E(1) - @8u(1)]

Ax(1,2) = 8.2 (@B () — Q81 (1)

Para las siguientes filas,

Ag(iyi—1) = 5.2—5@5@(@')

Au(isi) = . [L = 2T 1QBL(0) + Q5]

. AT .
Ap(i,i+1) = ﬁ-EQEk(Z)
La dltima fila de Ay cumple que

AN, N = 1) = 8.5 [@SE(N) — QE(N)]

AV, ) = 8. [1 = 2L QSHN) - QB

Un detalle importante es que la suma de los elementos de las filas de
Ay, es siempre igual a (. Esto implica, en particular, que Ay, tiene
un autovector con todas sus componentes iguales. En segundo lugar,

si elegimos % suficientemente pequefio, todos los elementos de Ay,
son no negativos. Debe ser
AT ) . )
A—V.[QEk(z)+QSk(z)]<l , Vi=2,...,N—1 (13)
AT
AV [QEK(1) — QSk(1)] < 1 14
AT
—.[QSk(N) —QE:(N)] < 1 (15)

Los tdnicos términos que pueden presentar problema son Ax(1,2)
y Ax(N,N — 1). Concentrémonos en el primero. Corresponde a
la situacion del embalse a su minimo nivel. Entonces, debe ser
QSk(1) < QEk(1), dado que es una restriccién impuesta al
despacho 6ptimo (no puede salir mds agua que la que entra, pues
el embalse estd vacio). De manera similar, con el embalse lleno, no
podemos acumular mds agua, por lo que el despacho éptimo garantiza
QSk(N) > QE(N). Entonces, el cdlculo directo da

[ Akl =5

y resulta que toda tasa de descuento no nula garantiza la convergencia.
Podemos también concluir que todos los autovalores de la matriz Ay,
estan dentro del circulo unitario, ya que [5]

max{[Aa, [} < [[ Akl

Hemos probado entonces que la distancia entre dos secuencias
distintas generadas por el algoritmo (9) tiende a cero en la medida
que transcurre el tiempo (hacia atrds). Cada una de estas secuencias
es monétona, ya que representan el costo optimo de operacién, y este
aumenta al agregar una nueva etapa. Sean K4 y Kp cotas para los
elementos de A y I3 respectivamente (como ya vimos, podemos elegir
K4 < 1). Consideremos una condicién inicial ¢y para el algoritmo.
En la primera iteracion, tenemos que

c1 = Aoco + bo
De donde
l[colloe < [l Aoll1-llcolloc + [[bolloc < Kallcolloo + K

Para la k-ésima iteracion, se cumple que

k—1
lleklloe < llcollos + K. (ZWA)

1=0

Kp

<x>< [e o] T 1
leslloe < lleollo + T3

Entonces, siempre tenemos secuencias monétonas y acotadas, por lo
que son convergentes. Concluimos pues que para cualquier condicién
inicial, el algoritmo converge a una tnica solucién.
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TABLE I
DATOS DEL EJEMPLO DE LA SECCION IV.(¥): ALTURA RESPECTO DEL NIVEL DEL MAR; (¥*): LOS VALORES CORRESPONDE AL 50% DE LA PLANTA, DE
PROPIEDAD URUGUAYA.

Bonete Baygorria | Palmar | Salto-UY
Minima cota del lago [m] 70 53 36 30 *
Mixima cota del lago [m] 81 56 44 35.5 *
Cota de descarga [m] Baygorria Palmar 7.5 5 *
Capacidad del lago [Hm?] 8210 216 2575 3058 ok
Caudal medio de entrada [m3/ s] 567 0 290 2358
Maximo caudal de descarga [m3 /s] 680 828 1373 4200 Hk
Potencia instalada [M W] 155 108 333 945 w*

TABLE 11

PARAMETROS DE OPTIMIZACION DEL EJEMPLO DE LA SECCION IV.

Bonete | Baygorria | Palmar | Salto-UY
Miximo caudal de entrada [m3/s] 567 680 970 2358
Miximo caudal de salida [m3 /sl 680 828 1373 4200
Tiempo de llenado del lago (TFL) [dias] 168 4 31 15
Tiempo de vaciado del lago (TEL) [dias] 139.7 3.0 21.7 8.4
Pasos de discretizacion [n] 10 5 5 5
Pasos de volumen (V/(n — 1)) [Hm?] 912.2 54.0 643.8 764.5
Tiempo de llenado de un paso de volumen (TFVS) [horas] 446.9 22.1 184.3 90.1
Tiempo de vaciado de un paso de volumen (TFVS) [horas] | 372.64 18.12 130.26 50.56
value of water of Baygorria at state x3 (alone) value of water of Baygorria at state x3 (with the others lakes in the system)
h 4E+15 200000
15000 : / 150000 \

N'A il

e R C S8 B2 3SR cC8 8380 N 88 080880 CC2%
SSEEI8288RALSRIEEIBER BRSNS ER RSl bk I .
AEHS
-10000
18h (secondary axis)

-15000

USDIHM3

2E+15

-20000 p -3E+15

25000 -4E+15

reverse time axis [h]

Fig. 1. Valor del agua en Baygorria en el estado x3 - una tnica central
hidroeléctrica. (El tiempo estd revertido y medido en horas).

1V. EJEMPLO

El sistema eléctrico uruguayo tiene cuatro centrales hidroeléctricas
de generacién: “"Bonete”,”Baygorria” y “Palmar” sobre el rio Negro
y la central bi-nacional de “Salto Grande” sobre el rio Uruguay,
compartida con Argentina. Las tres plantas sobre el rio Negro estdn
encadenadas, con Bonete aguas arriba, Baygorria en el medio y
Palmar aguas abajo. Los pardmetros mds relevantes de las plantas
se muestran en la Tabla I.

A efectos de tener una medida de la estabilidad del algoritmo,
hemos realizado la optimizacién con diferentes pasos de tiempo.
En la optimizacion, consideramos valores medios para los caudales
de entrada a los embalses y para las potencias de las distintas
centrales, es decir que no consideramos efectos estocdsticos. Para
la discretizacién espacial, tomamos cinco puntos para los lagos de
Baygorria, Palmar y Salto Grande y diez puntos para el de Bonete.

Conociendo los valores para los caudales mdximos de entrada y
salida de los lagos, podemos calcular el tiempo de llenado del lago
(TFL), el tiempo de vaciado del lago (TEL), el tiempo de vaciado
de un elemento de volumen (TEVS) y el tiempo de llenado de un

USDIHM3

50000

-100000

150000

200000

250000
reverse time axis [h]

Fig. 2. Valor del agua en Baygorria en el estado x3 - con todos los lagos
del sistema uruguayo. (El tiempo esta revertido y medido en horas).

elemento de volumen (TFVL). Estos valores se muestran en la Tabla 11
para los cuatro lagos de Uruguay. El criterio de estabilidad (13)-(15)
impone un paso temporal menor que el minimo TFVS y menor que
el minimo TEVS. En el ejemplo, el TEVS de Baygorria determina
que el paso temporal debe ser menor que 18 horas.

En primer lugar consideremos sélo presente el lago de Baygorria,
con 5 pasos de discretizacion. En cada etapa de optimizacion, el costo
futuro se calcula para cada uno de los posibles estados del lago z1,
T2, X3, 4 Y 5. La Figura 1 muestra los resultados obtenidos para
el estado 3 para distintos pasos temporales. Para pasos temporales
menores que 6 horas, los resultados son préicticamente idénticos.
Para un paso de 12 horas, se aprecian ciertas desviaciones, si bien
el algoritmo es estable. Para un paso de 18 horas, el algoritmo es
inestable y los cdlculos divergen.

Cuando consideramos mds de un lago en el sistema, es esperable
que la restriccidn del paso temporal que calculamos anteriormente ya
no sea aplicable. La Figura 2 muestra la misma variable que la Figura
1, pero considerando la presencia de todos los lagos. Observamos aqui
que las trayectorias correspondientes a pasos temporales de 6 horas
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0 menos son estables y con resultados similares, en tanto que para
un paso de 9 horas se observa un error importante en el cdlculo.

V. CONCLUSIONES

En este trabajo hemos deducido un criterio de estabilidad para la
convergencia de un algoritmo de optimizacién dindmica estocdstica
para simular el sistema eléctrico y definir asi una politica dptima
de despacho. El criterio muestra que hay un compromiso entre el
paso de discretizacién temporal, el paso de discretizacién espacial
en los embalses y los flujos mdximos de entrada y salida de caudal
de los mismos. En virtud de las simulaciones realizadas, parece ser
razonable elegir un paso temporal del orden de 5 veces menor que
la cota tedrica, ya que esto parece asegurar un buen control del error
numérico, ademas de la estabilidad del algoritmo. Esto es importante
ya que el algoritmo utiliza una aproximacion lineal del problema.
La cota tedrica fue deducida para un sistema con un solo embalse
y no se aplica directamente a sistemas con mds embalses. A tales
efectos, hemos incluido un ejemplo en el que se considera el sistema
uruguayo, primero con solo embalse en Baygorria y luego con los

cuatro embalses que realmente existen. Es notoria la reduccién nece-
saria en el paso temporal para obtener resultados razonables. En la
actual implementacién del simulador, la condicién de estabilidad fue
mejorada usando técnicas de prediccién-correccién, para mantener
acotado el error numérico acumulado. El simulador estd disponible
en forma gratuita en el sitio: http://iie.fing.edu.uy/simsee/.
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