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Resumen

En el presente trabajo daremos una introducción general a la teoŕıa de las
wavelets (en castellano, ond́ıculas u onditas). Observaremos algunas caren-
cias que tiene la herramienta básica de la teoŕıa clásica de Fourier, a saber,
la Transformada de Fourier, en aplicaciones del procesamiento de señales, y
con esta motivación nos introducimos a esta nueva teoŕıa.
En particular, haremos un estudio de la transformada wavelet continua, una
versión de la identidad de Parseval y su fórmula de inversión. Luego pasare-
mos a la transformada wavelet discreta y su relación con la teoŕıa de los
marcos en espacios de Hilbert. Repasaremos el concepto de análisis mul-
tiresolución de Meyer-Mallat y su utilidad para la construcción de wavelets
ortonormales (bases de L2(R)). Por último veremos cómo construir wavelets
con soporte compacto y sus ventajas, y daremos alguna idea de sus múlti-
ples aplicaciones, en particular en el análisis de imágenes digitales para la
compresión y transmisión progresiva de las mismas.
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Caṕıtulo 1

Introducción

1.1. Motivación

El área del procesamiento de señales se encarga de estudiar opera-
ciones y algoritmos que permitan “analizar” señales, es decir, descomponer
la señal, estudiar sus componentes, deducir propiedades, reconstruir la señal
original (o aproximarla) a partir de sus componentes o algunos de ellos, etc.
Podemos pensar una señal unidimensional (analógica, por ejemplo una señal
acústica) como una función f : R→ R, o una señal bidimensional (por ejem-
plo, una imagen en escala de grises) como una función f : R2 → R, etc. En
las aplicaciones, estamos interesados en estudiar señales con “enerǵıa” finita,
es decir, f ∈ L2(Rn) con la norma usual:

‖f‖ =

(∫
Rn
|f(x)|2 dx

)1/2

<∞

El análisis de Fourier es muy utilizado en diversas ramas de la ciencia. A
través de la Transformada de Fourier podemos definir el concepto de “fre-
cuencia” presente en una función, y con ella podemos descomponer una
función periódica, o más en general, de L2(R), en su contenido espectral (fre-
cuencias), e incluso reconstruir la función original a través de él.

El concepto de frecuencia se puede asociar a la dilatación de las funciones
2π-periódicas cos(t) y sen(t), o sea, cos(nt) y sen(nt), o equivalentemente, a
las funciones eint. Si consideramos

L2[0, 2π] =

{
f : [0, 2π]→ C/

∫ 2π

0

|f(t)|2 dt <∞
}
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tomando en L2[0, 2π] el producto interno usual

〈f, g〉 =

∫ 2π

0

f(t)g(t) dt

entonces { 1√
2π
eint}n∈Z constituye una base ortonormal de dicho espacio. Luego,

para cada f ∈ L2[0, 2π] (o si f es una función 2π-periódica definida en R),

se define su transformada de Fourier discreta f̂ : Z→ C como:

f̂(n) =
1

2π

∫ 2π

0

f(t)e−int dt

Cada coeficiente f̂(n) representa la cantidad de “frecuencia n” presente en
la función (asociada a eint).

Por ejemplo, si consideramos la función

f : [0, 2π]→ R, f(t) = 10 sen(3t) + 2 cos(20t)

la cual podemos pensar como la superposición de una onda con frecuencia
3 y amplitud 10, con otra de frecuencia 20 y amplitud 2, y analizamos los
valores que arroja su transformada de Fourier, obtenemos

|f̂(n)| =


5 si |n| = 3
1 si |n| = 20
0 en otro caso

y entonces, si consideramos n y −n como la misma frecuencia (son la misma
onda en el caso de cos(nt) u opuestas en el caso de sen(nt)) vemos que

|f̂(n)|+ |f̂(−n)| =


10 si n = 3
2 si n = 20
0 en otro caso

para n ≥ 0, lo cual dice que la función f contiene sólo dos frecuencias: n = 3
con amplitud 10, y n = 20 con amplitud 2.

A partir de estos coeficientes, se puede reconstruir la función f a través
de:

f(t) =
∑
n∈Z

f̂(n)eint

Para funciones de L2(R) se define la transformada de Fourier con-
tinua

Tf(ξ) = f̂(ξ) =

∫
R
f(t)e−2πiξt dt (1.1)
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Figura 1.1: Una función f ∈ L2(R) y su transformada de Fourier |f̂(ξ)|

En este caso, consideramos frecuencias ξ ∈ R.

De la misma forma, podemos reconstruir la función f mediante:

f(t) =

∫
R
f̂(ξ)e2πiξt dξ

con convergencia en L2(R), puntual si f es continua en t, entre otras.
En el apéndice se encuentran definiciones y propiedades básicas del Análisis
de Fourier, en el caso discreto y continuo.

Sin embargo, la transformada de Fourier no sirve por śı sola para estudi-
ar el contenido espectral de una función en un momento espećıfico. Es decir,
si quisiéramos conocer las frecuencias que están presentes en una función
f ∈ L2(R) en un entorno de t0 ∈ R, la transformada (1.1) no es adecuada,
ya que la modificación de f en un intervalo abierto arbitrario, altera todo
el contenido espectral de f . Además, para conocer el valor de f̂ en una sola
frecuencia ξ, es necesario conocer completamente f tanto en el pasado como
en el futuro. Es como si el análisis de Fourier nos revelara qué notas musi-
cales están presentes en una canción, ¡pero no nos dijera en qué momentos
se encuentran!
Esto muestra que la transformada (1.1) no es muy práctica si quisiéramos
estudiar funciones que presenten frecuencias que evolucionan con el tiempo,
como lo es el caso de señales acústicas, imágenes, etc.

Un intento de remediar esta situación es introducir una “ventana” que,
al trasladarla a lo largo de la recta, permita localizar el análisis en el tiempo.
Formalmente, si introducimos g ∈ L2(R) como ventana (con la regularidad
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Figura 1.2: Transformada de Gabor

necesaria), podemos definir la siguiente transformada de Gabor:

Tgf(ξ, t0) =

∫
R
f(t)g(t− t0)e−2πiξt dt (1.2)

que puede verse como la transformada de Fourier de la función t 7→ f(t)g(t−
t0), la cual consiste en aplicar la “ventana” a la función f en t0. Una elección
clásica para g es la Gaussiana g(t) = e−t

2
.

Otra forma de interpretar a la transformada (1.2) es la siguiente: en vez
de analizar la función f en términos de las exponenciales t 7→ e2πiξt (cuya
frecuencia es ξ a lo largo de R) lo hacemos en términos de las funciones
t 7→ g(t− t0)e2πiξt (cuya frecuencia es ξ localizada en el instante t0).
Es decir, estamos utilizando la siguiente transformada:

Tgf(ξ, t0) =

∫
R
f(t)gξ,t0(t) dt (1.3)

donde gξ,t0(t) = g(t− t0)e2πiξt. En el caso discreto, consideramos el conjunto
{gm,n = g(· −n)e2πim·}m,n∈Z, el cual, bajo cierta regularidad de la ventana g,
es una base de L2(R), llamada base de Gabor. (Cabe aclarar que en esta
monograf́ıa se utilizará libremente un punto “·” para denotar el espacio que
ocupa una variable en una función, en los momentos en que sea conveniente.
Por ejemplo, f(2j ·−k) se usará para representar a la función t 7→ f(2jt−k),
etc.)

Esto soluciona algunos de los problemas mencionados anteriormente, pero
aún presenta defectos: el tamaño ∆g de la ventana g, que puede ser definido,
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Figura 1.3: Re(gξ,t0(t)) para ξ = 1, t0 = 0 y ξ = 5, t0 = 2 donde g(t) = e−t
2

por ejemplo, como (asumiendo t 7→ tg(t) ∈ L2(R)):

t∗g := ‖g‖−2
∫
R
t|g(t)|2 dt (centro de la ventana)

∆g := ‖g‖−1
(∫

R
(t− t∗g)2|g(t)|2 dt

)1/2

es fijo. Debido a que la longitud de una onda periódica (es decir, el mı́nimo
T > 0 tal que f(t + T ) = f(t) para todo t) es inversamente proporcional
a la frecuencia, para que altas frecuencias puedan ser detectadas con mayor
precisión es necesario que el tamaño de la ventana sea pequeño; en cambio,
tamaños grandes de la ventana se necesitan para detectar con precisión bajas
frecuencias. Por lo tanto, esta nueva transformada no seŕıa del todo eficaz
para analizar funciones que presenten un amplio espectro de frecuencias.

Además, el siguiente teorema nos advierte que no podremos obtener bases
de Gabor ortonormales y bien localizadas en tiempo y frecuencia a la vez:

Teorema 1.1.1 (Balian-Low). Si g ∈ L2(R) es tal que {gm,n} es base
ortonormal de L2(R), entonces(∫

R
t2|g(t)|2 dt

)(∫
R
ξ2|ĝ(ξ)|2 dξ

)
= +∞

Parte del estudio de la teoŕıa de las Wavelets consiste en encontrar fun-
ciones ψ ∈ L2(R) que estén bien localizadas en tiempo y frecuencia, y que
generen funciones ψξ,t0 que formen bases de L2(R) y tales que la transformada

Tψf(ξ, t0) =

∫
R
f(t)ψξ,t0(t) dt

colme nuestras necesidades.
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1.2. Estructura de la monograf́ıa

Luego de realizados estos comentarios sobre la motivación de buscar
nuevas estructuras (y sus correspondientes transformadas) que nos sean útiles
para analizar funciones de L2(R), en la siguiente sección repasaremos al-
gunos detalles históricos que han acompañado al desarrollo de la teoŕıa de
las wavelets y sus protagonistas.

El cuerpo principal de esta monograf́ıa se divide en dos partes. En el
Caṕıtulo 2, comenzaremos definiendo el concepto más general de wavelet y de
transformada wavelet continua. En la Sección 2.1 probaremos sus propiedades
fundamentales, a saber, la Identidad de Parseval y la Fórmula de Inversión,
en analoǵıa con la transformada de Fourier continua. En la Sección 2.2 nos
concentraremos en la transformada wavelet discreta y plantearemos los obje-
tivos que queremos alcanzar con la misma, principalmente el de obtener un
buen sistema de análisis-śıntesis de funciones de L2(R), los cuales resolvere-
mos en las secciones siguientes. La Sección 2.3 estará dedicada al estudio de
los marcos en espacios de Hilbert, y en la Sección 2.4 aplicamos este estudio
en el contexto de las wavelets en L2(R).
En el Caṕıtulo 3 veremos cómo obtener bases ortonormales de L2(R) que
sean generadas a partir de dilataciones y traslaciones de una función (llama-
da wavelet madre). En la Sección 3.1 analizaremos el ejemplo más simple: la
wavelet de Haar, y a partir del mismo definiremos el concepto de análisis mul-
tiresolución (AMR). En las Secciones 3.2 a 3.5 estudiaremos las propiedades
fundamentales de los AMR que nos permiten obtener otros ejemplos de bases
ortonormales de L2(R) con más regularidad que la de Haar. La Sección 3.6
está dedicada a la construcción de wavelets con soporte compacto, muy im-
portantes en las aplicaciones numéricas, y la Sección 3.7 estará dedicada a
dar una idea de cómo puede generalizarse el estudio de los AMR a L2(Rn).

Para finalizar, en el Caṕıtulo 4 se mencionarán brevemente algunas apli-
caciones de la teoŕıa de las wavelets (en particular, de los AMR) en el proce-
samiento de imágenes digitales.
Por completitud, se incluye un Apéndice con los resultados más importantes
del análisis de Fourier y otros resultados utilizados en esta monograf́ıa.
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1.3. Notas históricas

Si bien la teoŕıa de las wavelets es relativamente reciente (unos 25 años),
sus ideas principales se encuentran en diversas investigaciones anteriores. Su
formalización proviene de la unificación de técnicas comunes utilizadas en
campos como la f́ısica cuántica, procesamiento de señales, visión por com-
putadora, entre otros.
En 1982, Jean Morlet, ingeniero francés, se encontraba trabajando en la em-
presa petroĺıfera Elf Aquitaine, en el siguiente problema: generando señales
acústicas en la superficie de la Tierra y registrando las ondas reflejadas, a
través de las frecuencias de las mismas se puede intentar clasificar las distin-
tas capas subterráneas (ya que cada capa refleja algunas frecuencias y atrapa
otras). Utilizó la transformada de Gabor (1.2), pero se dio cuenta que pre-
sentaba algunas dificultades de oscilación en altas y bajas frecuencias, que
derivan en inestabilidad en la reconstrucción numérica. Morlet decidió tra-
bajar con la función ψ definida como ψ̂(ξ) = ξ2e−ξ

2/2, y filtrar la señal f(t)
de esta manera:

f(t)→ fm(t) =

∫
f(t− s)a−m0 ψ(−a−m0 s) ds

Además, la observación clave de Morlet fue que, para a0 suficientemente
pequeño, la cantidad

∑
m∈Z |ψ̂(am0 ξ)|2 es casi constante. Este valor permite

una reconstrucción estable y rápida de f a partir de fm, incluso para a0 = 2.
La segunda idea de Morlet fue muestrear de modo de obtener una buena
representación de fm. Como ψ̂(2m·) puede ser visto como un filtro de paso-
banda (es decir, un tipo de filtro que deja pasar un determinado rango de
frecuencias de una señal y atenúa el paso del resto) de ancho proporcional a
2−m, siguiendo la regla de Shannon para muestrear señales de banda limitadas
(es decir, sop(f) ⊂ [−γ, γ]), Morlet decidió muestrear fm en una secuencia
de puntos a distancia proporcional a 2m. Encontró experimentalmente que
de esta forma se obtiene una buena reconstrucción de la señal original, y por
tanto utilizó los coeficientes

C(m,n) = fm(n2m) = 2−m
∫
f(t)ψ(2−mt− n) dt

Más adelante, Morlet comenzó a trabajar con Alex Grossmann, f́ısico
teórico del Centre de Physique Theorique (CPT) en la extensión de su trans-
formada. Grossmann y algunos colegas (incluyendo Thierry Paul e Ingrid
Daubechies) relacionaron la transformada wavelet de Morlet con la teoŕıa de
estados coherentes en f́ısica cuántica (ver [9],[10]). En vez de mirar dilata-
ciones discretas, utilizaron la Transformada Wavelet Continua, en la cual las
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dilataciones son reales:

f → C(a, b) =
1√
a

∫
f(t)ψ

(
t− b
a

)
dt a > 0, b ∈ R

Otro aporte importante de Grossmann fue que el problema de reconstruir
de forma estable la señal f a partir de sus coeficientes discretos estaba rela-
cionado con la teoŕıa de los marcos. La noción de marco (también estructura
oblicua, o en inglés, frame) fue introducida en 1952 por Duffin y Schaeffer
(ver [7]). El problema era reconstruir funciones de banda limitada a partir de
muestras no uniformes (f(λn))n∈Z. Probaron que dicho problema es equiva-
lente a la existencia de constantes A,B > 0 tales que para toda f ∈ L2[−γ, γ]
se cumpla

A

∫ γ

−γ
|f(t)|2 dt ≤

∑
n∈Z

∣∣∣∣∫ γ

−γ
f(t)eiλnt dt

∣∣∣∣2 ≤ B

∫ γ

−γ
|f(t)|2 dt

y entonces definieron un marco en un espacio de Hilbert H como una fa-
milia (en)n∈Z tal que, para ciertos A,B > 0 y toda f ∈ H se cumple
A‖f‖2 ≤

∑
n∈Z |〈f, en〉|2 ≤ B‖f‖2. En el contexto de las wavelets, fue

Daubechies (ver [5], págs. 67-69) quien fue capaz de estimar las constantes
A,B para una gran variedad de wavelets ψ.

En 1985, el análisis a través de wavelets entra en el terreno matemático.
Yves Meyer era profesor de la Ecole Polytechnique, y sus estudios se cen-
traban en la teoŕıa de los operadores de Calderón-Zygmund, de los años 50
(ver [14]). Al enterarse de la transformada de Grossmann, Meyer entendió la
conexión que hab́ıa entre esta teoŕıa y lo hecho por Morlet. La primera con-
tribución de Meyer, junto a Daubechies y Grossmann, fue la construccón de
una descomposición wavelet más sencilla: construyó una wavelet ψ para la
cual se cumple:

f =
∑
j,k∈Z

〈f, ψj,k〉ψj,k ∀f ∈ L2(R)

donde ψj,k(t) = 2j/2ψ(2jt − k) y ψ̂ ∈ C∞c . Desde entonces, Yves Meyer y
Ronald Coifman (Yale University) se han ocupado del desarrollo de la teoŕıa
de las wavelets y sus aplicaciones en toda dirección, y su invitación a cient́ıfi-
cos de varias áreas y páıses a discutir con ellos tópicos de sus campos rela-
cionados, ayudó a que la teoŕıa de las wavelets tuviera una gran difusión a
nivel cient́ıfico.
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En 1986, Stéphane Mallat estaba preparando su doctorado en ingenieŕıa
eléctrica en Philadelphia, e introdujo la transformada wavelet rápida. Apli-
caciones naturales de esta nueva herramienta fueron la compresión de datos
en procesamiento de señales o imágenes, y detección de bordes o texturas
en visión por computador. Desarrolló junto a Meyer lo que hoy llamamos
Análisis Multiresolución, que permite un análisis de las señales a diferentes
escalas de resolución.

Resumiendo, entre 1982 y 1988, la teoŕıa de las wavelets ha tenido un con-
stante desarrollo, que se vio enriquecido por diversos campos de la ciencia
y, por ende, por desarrollos que partieron de puntos de vista y aplicaciones
distintos, pero que en conjunto aportaron a formar una teoŕıa que constituye
un lenguaje común para varias áreas de la ciencia. A partir de alĺı, y hasta
el d́ıa de hoy, este campo ha tenido diversas aplicaciones, en muchos casos
sustituyendo la utilización de la transformada de Fourier. Por mencionar al-
gunas, tenemos dinámica molecular, astrof́ısica, óptica, mecánica cuántica,
gráficos por computador, reconocimiento de voz, etc.

En 1992, el FBI elige un método de wavelets desarrollado por Tom Hop-
per, de la división de Servicios de información criminal del FBI, y Jonathan
Bradley y Chris Brislawn, del Laboratorio Nacional de Los Alamos, para
comprimir su enorme base de datos de huellas dactilares. En 1995, Pixar
Studios presenta la peĺıcula Toy Story, la primera peĺıcula de dibujos ani-
mados realizada completamente por computadora. En Toy Story 2, algunas
formas se realizan mediante superficies de subdivisión, una técnica relaciona-
da con las wavelets.

Quizás, la aplicación más popular sea en el área de compresión de imágenes,
en la cual se obtuvieron, mediante el análisis con wavelets, los formatos de
JPEG 2000 (alternativa a JPEG estándar) y DjVu (alternativa a PDF para
documentos escaneados). Sobre el final de esta monograf́ıa, analizaremos
brevemente la conexión que tiene la descomposición multiresolución posi-
ble utilizando wavelets, con técnicas de compresión de imágenes digitales.

Para una reseña histórica más completa, pueden consultarse [6] y [12].



Caṕıtulo 2

Transformada y series wavelet

En el presente caṕıtulo nos introduciremos en el concepto de wavelet y
sus correspondientes transformadas wavelet continua y discreta. En la Sección
2.1 definiremos el concepto de wavelet, la transformada wavelet continua, y
obtendremos fórmulas de Parseval y de inversión análogas a las de la transfor-
mada de Fourier. En la Sección 2.2 estudiaremos cómo se puede “discretizar”
esta transformada y veremos cómo se relacionan los problemas de reconstruc-
ción de una función a partir de sus coeficientes (discretos) con la teoŕıa de los
marcos. La Sección 2.3 estará dedicada al estudio de los marcos en espacios
de Hilbert, y en la Sección 2.4 aplicamos este estudio en el contexto de las
wavelets en L2(R).

2.1. Transformada wavelet continua

Definición 2.1.1. Sean ψ ∈ L2(R), ψ 6= 0 y a, b ∈ R, a 6= 0. Utilizaremos la
siguiente notación:

ψa,b(t) :=
1√
|a|
ψ

(
t− b
a

)
Observar que ψa,b consiste en una dilatación de ψ con factor a y una traslación
de valor b, y que ‖ψa,b‖ = ‖ψ‖.
Si se verifica la condición de admisibilidad:

Cψ :=

∫
R

|ψ̂(ξ)|2

|ξ|
dξ <∞ (2.1)

11
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decimos que ψ es una wavelet (u ond́ıcula). En este caso, definimos la Trans-
formada Wavelet de f ∈ L2(R) asociada a ψ como:

Wψf : R∗ × R→ C, Wψf(a, b) :=

∫
R
f(t)ψa,b(t) dt

Observación 2.1.2. Si V es un espacio vectorial, sea Aut(V ) su grupo de
automorfismos. Una representación de un grupo G en V es un homomorfismo
de grupos u : G→ Aut(V ). Utilizamos la notación ug = u(g) para g ∈ G. Si
V es un espacio de Hilbert, decimos que u es una representación unitaria si
〈ugv, ugw〉 = 〈v, w〉 para todo g ∈ G, v, w ∈ V y u es débilmente continua,
es decir, el mapa g 7→ 〈ugv, w〉 con g ∈ G es continuo para todo v, w ∈ V .

El grupo af́ın es el subgrupo G de GL2(R) cuyos elementos son de la
forma g = ( a b0 1 ). Fijados g = ( a b0 1 ) ∈ G y ψ ∈ L2(R), definamos

ugψ : R→ C, ugψ(t) =
1√
|a|
ψ

(
t− b
a

)
= ψa,b(t)

Entonces se tiene que ug es un operador unitario en L2(R), y además
uguh = ugh y ug−1 = u∗g ∀g, h ∈ G. Luego, si f, h ∈ L2(R) y g ∈ G se tiene
que

〈ugf, ugh〉 = 〈f, ug−1ugh〉 = 〈f, h〉
Es decir, u : G → U(L2(R)) es una representación unitaria de G en L2(R),
donde U(L2(R)) es el grupo de automorfismos unitarios de L2(R).
Por lo tanto, identificando (a, b) con ( a b0 1 ), la transformada wavelet que
acabamos de definir se puede expresar en términos de la representación uni-
taria u de la siguiente manera: Wψf(a, b) = 〈f, u(a,b)ψ〉. Este tipo de construc-
ción permite definir transformadas wavelet en otros espacios (ver también,
relacionada con este enfoque, la Observación 2.1.5).

Intuitivamente, aśı como f̂(ξ) representa la “cantidad de frecuencia ξ”
presente en la función f , el valor Wψf(a, b) es la “cantidad de la onda ψ a
escala a” presente en f en el instante b. A mayor valor de a más ancha es la
onda ψa,b y, por lo tanto, menor es la “frecuencia” asociada.
Más adelante justificaremos la necesidad de imponer esta condición de ad-
misibilidad (2.1).

Observación 2.1.3. Calculemos el “tamaño de la ventana” ψ 6= 0 a escala
a. Si asumimos que t 7→ tψ(t) ∈ L2(R), el centro y el tamaño de la ventana
se definen como

t∗ψ := ‖ψ‖−2
∫
R
t|ψ(t)|2 dt

∆ψ := ‖ψ‖−1
(∫

R
(t− t∗ψ)2|ψ(t)|2 dt

)1/2
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y es fácil ver que ∆ψa,b = |a|∆ψ. En efecto:

t∗ψa,b = ‖ψa,b‖−2
∫
R
t

∣∣∣∣∣ 1√
|a|
ψ

(
t− b
a

)∣∣∣∣∣
2

dt = ‖ψ‖−2
∫
R
(ax+ b)|ψ(x)|2 dx

= ‖ψ‖−2
(
a

∫
R
x|ψ(x)|2 dx+ b

∫
R
|ψ(x)|2 dx

)
= at∗ψ + b

∆ψa,b = ‖ψa,b‖−1
∫

R
(t− t∗ψa,b)

2

∣∣∣∣∣ 1√
|a|
ψ

(
t− b
a

)∣∣∣∣∣
2

dt

1/2

= ‖ψ‖−1
(∫

R
(ax+ b− (at∗ψ + b))2|ψ(x)|2 dx

)1/2

= |a|‖ψ‖−1
(∫

R
(x− t∗ψ)2|ψ(x)|2 dx

)1/2

= |a|∆ψ

Luego, a mayor frecuencia (la cual es inversamente proporcional a a)
menor es el valor de a y, por lo tanto, menor es el tamaño de la ventana ψa,b.
Es decir, el tamaño de la ventana se adapta a cada frecuencia que queramos
estudiar, tal como debeŕıa ser, por lo comentado en la sección anterior.

La siguiente proposición es una versión de la identidad de Parseval para
wavelets (ver Apéndice por propiedades de la transformada de Fourier):

Proposición 2.1.4. Supongamos que ψ ∈ L2(R) es una wavelet. Entonces,
para todo par f, g ∈ L2(R) se cumple:∫

R
f(t)g(t) dt = C−1ψ

∫∫
R2

Wψf(a, b)Wψg(a, b)
da db

a2
(2.2)

Demostración. Si usamos la notación ψr(t) = ψ(−t), entonces

Wψf(a, b) =
1√
|a|

∫
R
f(t)ψ

(
t− b
a

)
dt =

∫
R
f(t)ψra,0(b− t) dt = f ∗ ψra,0(b)

(ver definición y propiedades de la convolución f ∗g en L2(R) en el Apéndice).
Por otro lado,

ψ̂ra,0(ξ) =
1√
|a|

∫
R
ψ(−t/a)e−2πitξ dt

=
1√
|a|

∫
R
|a|ψ(x)e−2πiaxξ dx

=
√
|a|ψr(aξ)
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Luego,
̂Wψf(a, ·)(ξ) = f̂(ξ)ψ̂ra,0(ξ) =

√
|a|f̂(ξ)ψ̂(aξ)

Por la identidad de Parseval para la transformada de Fourier∫
R
Wψf(a, b)Wψg(a, b) db =

∫
R
f̂(ξ)ĝ(ξ)|a||ψ̂(aξ)|2 dξ

Integrando con respecto a da/a2, aplicando Fubini y luego Parseval, obten-
emos∫

R2

Wψf(a, b)Wψg(a, b)
da db

a2
=

∫
R
f̂(ξ)ĝ(ξ)

(∫
R

|ψ̂(aξ)|2

|a|
da

)
dξ

= Cψ

∫
R
f̂(ξ)ĝ(ξ) dξ = Cψ

∫
R
f(t)g(t) dt

Esta última sustitución es válida porque∫
R

|ψ̂(aξ)|2

|a|
da =

∫
R
|ξ| |ψ̂(aξ)|2

|aξ|
da =

∫
R

|ψ̂(x)|2

|x|
dx = Cψ

Observación 2.1.5. Como da db
a2 es la medida de Haar en el grupo af́ın G, la

fórmula (2.2) se puede escribir aśı:

〈f, g〉L2(R) =
1

Cψ
〈u(a,b)f, u(a,b)g〉L2(G)

donde el producto interno en el segundo espacio se define como

〈F,G〉 =

∫∫
R2

F (a, b)G(a, b)
da db

a2

De esta proposición se deduce, normalizando Cψ = 1, que f 7→ Wψf es una
isometŕıa de L2(R) a L2(G).

A continuación veremos la fórmula de inversión.

Proposición 2.1.6. Sea ψ ∈ L2(R) una wavelet. Para cada f ∈ L2(R) y
casi todo t ∈ R se cumple

ĺım
ε→0, A,B→∞

∥∥∥∥f(t)− C−1ψ
∫∫

ε<|a|<A, |b|<B
Wψf(a, b)ψa,b(t)

da db

a2

∥∥∥∥ = 0
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es decir, en L2(R) tenemos la fórmula de inversión:

f(t) = C−1ψ

∫∫
R2

Wψf(a, b)ψa,b(t)
da db

a2
(2.3)

Si además ψ es continua, entonces la convergencia de (2.3) es puntual en
cada punto de continuidad de f .

Demostración. Utilicemos la notación

Sε,A,Bf(t) = C−1ψ

∫∫
ε<|a|<A, |b|<B

Wψf(a, b)ψa,b(t)
da db

a2

Veamos primero que esta integral converge en casi todo punto t ∈ R.
Si D es el dominio de integración de Sε,A,Bf(t), por Tonelli es claro que∫

D

|Wψf(a, b)Wψg(a, b)| da db
a2

=

∫
D×R
|Wψf(a, b)ψa,b(t)g(t)| da db

a2
dt <∞

para toda g ∈ L2(R), en particular para g = χD y por lo tanto∫
D×R
|Wψf(a, b)ψa,b(t)| da db

a2
dt <∞

Esto implica que en casi todo punto t ∈ R se cumple

|Sε,A,Bf(t)| ≤ C−1ψ

∫
D

|Wψf(a, b)ψa,b(t)| da db
a2

<∞

Observamos que ‖f − Sε,A,Bf‖ = sup‖g‖=1 |〈f − Sε,A,Bf, g〉|.
Primero, usando Fubini:

〈Sε,A,Bf, g〉 = C−1ψ

∫
R

(∫
ε<|a|<A,|b|<B

Wψf(a, b)ψa,b(t)
da db

a2

)
g(t) dt

= C−1ψ

∫
ε<|a|<A,|b|<B

Wψf(a, b)

(∫
R
g(t)ψa,b(t) dt

)
da db

a2

= C−1ψ

∫
ε<|a|<A,|b|<B

Wψf(a, b)Wψg(a, b)
da db

a2

Si ‖g‖ = 1, recordando (2.2), tenemos que

|〈f − Sε,A,Bf, g〉| = |〈f, g〉 − 〈Sε,A,Bf, g〉|

=

∣∣∣∣∫
{ε<|a|<A,|b|<B}c

Wψf(a, b)Wψg(a, b)
da db

a2

∣∣∣∣
≤
(∫
{ε<|a|<A,|b|<B}c

|Wψf(a, b)|2 da db
a2

)1/2(∫
R2

|Wψg(a, b)|2 da db
a2

)1/2

=

(∫
{ε<|a|<A,|b|<B}c

|Wψf(a, b)|2 da db
a2

)1/2√
Cψ → 0
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cuando ε → 0, A,B → ∞, porque el dominio de integración tiende al con-
junto vaćıo y por el Teorema de Convergencia Dominada.
Por lo tanto ‖f − Sε,A,Bf‖ → 0.
Si ψ es continua y f es continua en t, y definimos gα(s) = 1

2
√
πα
e−s

2/4α, en-

tonces {gα} es una unidad aproximada (de la convolución) cuando α → 0+

(ver Definición A.7 en Apéndice), y si tomamos gαt (s) = gα(t−s) y h ∈ L2(R)
continua en t, tenemos que

〈h, gαt 〉 = h ∗ gα(t)→ h(t) cuando α→ 0+

y entonces

Wψg
α
t (a, b) =

∫
R
gαt (s)ψa,b(s) ds = 〈ψa,b, gαt 〉 → ψa,b(t) cuando α→ 0+

Luego, por (2.2):

f(t) = ĺım
α→0+

〈f, gαt 〉 = C−1ψ ĺım
α→0+

∫∫
R2

Wψf(a, b)Wψgαt (a, b)
da db

a2

= C−1ψ

∫∫
R2

Wψf(a, b)ψa,b(t)
da db

a2

Ejemplo 2.1.7. La wavelet “sombrero mexicano” se define como

ψ(t) =
2√
3
π−1/4(1− t2)e−t2

Es la segunda derivada de la gaussiana e−t
2/2, normalizada para que tenga

norma 1 en L2(R). Es fácil ver que se cumple la condición de admisibilidad
Cψ <∞.

Observación 2.1.8. En lo que resta (y en la mayoŕıa de las aplicaciones de
las wavelets) nos restringimos a valores a > 0, con lo cual la condición de
admisibilidad es más restrictiva y se necesita que

Cψ :=

∫ ∞
0

|ψ̂(ξ)|2

|ξ|
dξ =

∫ 0

−∞

|ψ̂(ξ)|2

|ξ|
dξ <∞.

Si, por ejemplo, ψ es una función real, la igualdad de las integrales se satisface

trivialmente, ya que ψ̂(−ξ) = ψ̂(ξ). Se puede probar que, bajo esta condición,
las fórmulas (2.2) y (2.3) se convierten en∫

R
f(t)g(t) dt = C−1ψ

∫ ∞
0

(∫ ∞
−∞

Wψf(a, b)Wψg(a, b) db

)
da

a2
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Figura 2.1: Wavelet “sombrero mexicano”

f(t) = C−1ψ

∫ ∞
0

(∫ ∞
−∞

Wψf(a, b)ψa,b(t) db

)
da

a2

La demostraćıon es análoga a la de (2.2) y (2.3).

2.2. Discretizando la transformada wavelet

Hasta ahora hemos considerado la familia de funciones

ψa,b(t) =
1√
|a|
ψ

(
t− b
a

)
donde a, b ∈ R, a 6= 0. Nos interesa “discretizar” nuestra transformada, con-
siderando sólo a > 0. Si m,n ∈ Z, para el parámetro de escala, escogemos
a = am0 , potencias de a0 < 1 fijo. Esta elección es arbitraria: podemos elegir
también a0 > 1, ya que también consideramos exponentes negativos. Pero
elegimos a0 < 1 para ser coherentes con el caṕıtulo posterior, en el cual se
toma a0 = 1/2, siguiendo la bibliograf́ıa existente, ya que en la mayoŕıa de
las aplicaciones se eligen potencias de 2 por sus ventajas computacionales.
La única diferencia de elegir a0 < 1 es que, a medida que m aumenta, la
“frecuencia” de la onda resultante también aumenta.
Si m = 0 (es decir, a = 1) también elegimos b = nb0 con b0 > 0 fijo. Luego
comentaremos cómo escoger a0 y b0 apropiadamente, que dependen de la
wavelet ψ.

Ahora, a medida que la escala a vaŕıa, la idea intuitiva es que debemos
corregir la traslación de nuestra wavelet para que se comporte como a es-
cala a = 1. Por ejemplo, si la wavelet “estira” su forma en un factor de a0,
debemos alargar también la traslación en el mismo factor. Es natural en-
tonces elegir, a escala a = am0 , parámetro de traslación b = nb0a

m
0 (recordar
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que a mayor valor de a, mayor es el factor por el cual se “estira” la wavelet ψ).

Entonces, introducimos una nueva notación:

ψm,n(t) =
1√
am0

ψ

(
t− nb0am0

am0

)
= a

−m/2
0 ψ(a−m0 t− nb0) (2.4)

Nos concentraremos en los dos siguientes problemas:

1. ¿Caracterizan los coeficientes 〈f, ψm,n〉 a la función f? Más aún: ¿pode-
mos reconstruir numéricamente f a partir de los coeficientes 〈f, ψm,n〉?

2. ¿Podemos escribir f como superposición de las funciones ψm,n? ¿Cómo
obtenemos los coeficientes de dicha superposición?

Veremos que estos dos problemas son duales, en el sentido de que existen
funciones ψ̃m,n tales que

f(t) =
∑
m,n∈Z

〈f, ψm,n〉ψ̃m,n =
∑
m,n∈Z

〈f, ψ̃m,n〉ψm,n

En general, las funciones {ψ̃m,n} no son generadas a partir de una función ψ̃
como en (2.4). En algunos casos, por ejemplo si la wavelet ψ es ortonormal
(es decir, {ψm,n} es base ortonormal de L2(R)), entonces es claro que pode-

mos tomar ψ̃m,n = ψm,n.

Formalicemos el problema 1.:

“Caracterizar” una función f a partir de sus coeficientes wavelets 〈f, ψm,n〉
significa que si 〈f1, ψm,n〉 = 〈f2, ψm,n〉 para todo m,n ∈ Z entonces
f1 = f2, o lo que es lo mismo, si 〈f, ψm,n〉 = 0 para todo m,n ∈ Z,
entonces f = 0.

Poder reconstruir f numéricamente a partir de sus coeficientes wavelets
significa que si {〈f1, ψm,n〉} está “cerca” de {〈f2, ψm,n〉}, entonces f1
debeŕıa estar “cerca” de f2. Para ello, necesitamos métricas en cada
espacio correspondiente.

En L2(R) usamos la métrica inducida por el producto interno usual. En la
práctica, bajo hipótesis generales sobre ψ (que tenga decrecimiento rápido
en tiempo y frecuencia, y que

∫
R ψ = 0) los coeficientes wavelets están en

`2(Z2), y en dicho espacio tomamos también la métrica cuadrática usual:

‖x‖ =

( ∑
m,n∈Z

|xm,n|2
)1/2

∀x ∈ `2(Z2)
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Más aún, en ese caso se satisface:∑
m,n∈Z

|〈f, ψm,n〉|2 ≤ B‖f‖2 (2.5)

(ver [5], Cap. 3).

Por lo descrito anteriormente, requerimos que si
∑

m,n∈Z |〈f, ψm,n〉|2 es

pequeño, entonces ‖f‖2 debe ser pequeño. Es decir, debe existir α < ∞
tal que, si

∑
m,n∈Z |〈f, ψm,n〉|2 ≤ 1 entonces ‖f‖2 ≤ α. Para cada f ∈

L2(R), f 6= 0 definimos f̃ =
(∑

m,n∈Z |〈f, ψm,n〉|2
)−1/2

f . Luego, es claro

que
∑

m,n∈Z |〈f̃ , ψm,n〉|2 ≤ 1 y por tanto ‖f̃‖2 ≤ α. Esto implica que( ∑
m,n∈Z

|〈f, ψm,n〉|2
)−1
‖f‖2 ≤ α

y luego

A‖f‖2 ≤
∑
m,n∈Z

|〈f, ψm,n〉|2 (2.6)

donde A = α−1 > 0. Combinando (2.5) y (2.6) resulta que deben existir
0 < A ≤ B <∞ tales que

A‖f‖2 ≤
∑
m,n∈Z

|〈f, ψm,n〉|2 ≤ B‖f‖2

Es decir, el conjunto {ψm,n}m,n∈Z debe constituir un marco. El estudio de
los marcos se realiza en general en espacios de Hilbert, y a continuación
presentamos algunas propiedades de los mismos que nos serán útiles.

2.3. Marcos en espacios de Hilbert

El concepto de marco en un espacio de Hilbert fue introducido por Duffin y
Schaeffer en 1952 (ver [7]) para tratar algunos problemas de series de Fourier
en análisis no armónico. La idea principal fue la de considerar una versión
más débil de la identidad de Parseval. Esta teoŕıa no tuvo gran desarrollo
hasta los años 80, en los cuales la aparición de las wavelets ha motivado su
estudio.

Definición 2.3.1. Una familia de elementos {ϕj}j∈J (para algún conjunto
de ı́ndices J numerable) de un espacio de Hilbert H es un marco (en inglés,
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frame) si existen constantes 0 < A ≤ B <∞ tales que, para cada f ∈ H se
cumple

A‖f‖2 ≤
∑
j∈J

|〈f, ϕj〉|2 ≤ B‖f‖2

Si A = B, decimos que el marco es estrecho o ajustado.

Observación 2.3.2. Claramente, si {ϕj}j∈J es una base ortonormal de H,
entonces es un marco estrecho con A = B = 1. Pero el rećıproco en gen-
eral no es cierto, ya que un marco puede no ser un conjunto linealmente
independiente, incluso si es estrecho.

Ejemplo 2.3.3. Sea H = C2, e1 = (0, 1), e2 = (−
√
3
2
,−1

2
), e3 = (

√
3
2
,−1

2
). Se

cumple que {e1, e2, e3} no es linealmente independiente, pero para cualquier
v = (v1, v2) ∈ H se cumple

3∑
j=1

|〈v, ej〉|2 = |v2|2 +

∣∣∣∣∣−
√

3

2
v1 −

1

2
v2

∣∣∣∣∣
2

+

∣∣∣∣∣
√

3

2
v1 −

1

2
v2

∣∣∣∣∣
2

=
3

2
(|v1|2 + |v2|2)

Luego, H es un marco estrecho, con A = B = 3/2.

Definición 2.3.4. Sea {ϕj}j∈J un marco en un espacio de Hilbert H. Defin-
imos el operador de análisis como

F : H → `2(J), (Ff)j = 〈f, ϕj〉

Por la definición de marco, se tiene que F es un operador acotado, ya que
‖Ff‖2 ≤ B‖f‖2. Además, la otra desigualdad implica que F es inyectivo
y de rango cerrado (ver demostración del Lema 2.3.6), es decir, F es una
inyección topológica. El operador adjunto F ∗ puede calcularse fácilmente:

〈F ∗c, f〉 = 〈c, Ff〉 =
∑
j∈J

cj〈f, ϕj〉 =
∑
j∈J

cj〈ϕj, f〉

para todo f ∈ H, c ∈ `2(J), por lo tanto

F ∗c =
∑
j∈J

cjϕj

en el sentido débil. Más aún, esta convergencia puede probarse en norma:

Lema 2.3.5. Si F : H → `2(J), (Ff)j = 〈f, ϕj〉 es el operador del marco
{ϕj}j∈J , entonces su operador adjunto es F ∗c =

∑
j∈J cjϕj ∀c = (cj)j∈J , con

convergencia en `2(J).
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Demostración. Si (Jn) es una sucesión de subconjuntos finitos de J tal que
Jn ⊂ Jm si n ≤ m, ∪n∈NJn = J , entonces

1. Si n0 ≤ n ≤ m, entonces∥∥∥∥∥∑
j∈Jm

cjϕj −
∑
j∈Jn

cjϕj

∥∥∥∥∥ = sup
‖f‖=1

∣∣∣∣∣∣
〈 ∑
j∈Jm\Jn

cjϕj, f

〉∣∣∣∣∣∣
≤ sup
‖f‖=1

 ∑
j∈Jm\Jn

|cj|2
1/2 ∑

j∈Jm\Jn

|〈ϕj, f〉|2
1/2

≤ B1/2

 ∑
j∈J\Jn0

|cj|2
1/2

→ 0

cuando n0 → +∞. Luego hn =
∑

j∈Jn cjϕj es una sucesión de Cauchy
en H, con ĺımite h ∈ H.

2. Si f ∈ H, entonces

〈h, f〉 = ĺım
n→∞
〈hn, f〉 = ĺım

n→∞

∑
j∈Jn

cj〈ϕj, f〉 =
∑
j∈J

cj〈ϕj, f〉 = 〈c, Ff〉

Luego, h = F ∗c.

Al operador F ∗ se le llama operador de śıntesis, y a F ∗F se le llama
operador del marco.
La definición de F implica que∑

j∈J

|〈f, ϕj〉|2 = ‖Ff‖2 = 〈F ∗Ff, f〉

Luego, dar un marco equivale a dar una inyección topológica, lo cual equivale
a dar un operador F : H → `2(J) tal que

A Id ≤ F ∗F ≤ B Id (2.7)

(recordar que S ≤ T significa 〈Sh, h〉 ≤ 〈Th, h〉 ∀h ∈ H).

Lema 2.3.6. Si un operador acotado positivo S de un espacio de Hilbert H
verifica α Id ≤ S para α > 0, entonces S es invertible y su inversa S−1 tiene
norma acotada por α−1.
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Demostración. Primero probaremos que Im(S) (la imagen de S) es un sube-
spacio cerrado de H:
Sea {fn} ⊂ Im(S) tal que ‖fn− fm‖ → 0 si n,m→∞. Entonces ∃{gn} ⊂ H
tal que fn = Sgn que verifica

α‖gn − gm‖2 ≤ 〈S(gn − gm), gn − gm〉 ≤ ‖S(gn − gm)‖.‖gn − gm‖
⇒ ‖gn − gm‖ ≤ α−1‖S(gn − gm)‖ = α−1‖fn − fm‖ → 0

cuando n,m→∞.

Luego {gn} es sucesión de Cauchy con ĺımite g ∈ H, y como S es contin-
ua, se cumple ĺım fn = ĺımSgn = Sg ∈ Im(S) y por lo tanto Im(S) es cerrado.

En segundo lugar, probaremos que Im(S)⊥ = {0}:
Si 〈Sg, f〉 = 0 ∀g ∈ H, en particular 〈Sf, f〉 = 0 y entonces ‖f‖2 ≤
α−1〈Sf, f〉 = 0⇒ f = 0 y Im(S)⊥ = {0}.
Como Im(S) es cerrado, Im(S) = Im(S)⊥⊥ = {0}⊥ = H y S es sobreyectiva.
Claramente S es inyectiva: si Sf = 0⇒ ‖f‖2 ≤ α−1〈Sf, f〉 = 0⇒ f = 0.
Luego, S es invertible, y para todo f ∈ H se verifica

α‖S−1f‖2 ≤ 〈SS−1f, S−1f〉 ≤ 〈f, S−1f〉 ≤ ‖f‖.‖S−1f‖
⇒ ‖S−1f‖ ≤ α−1‖f‖ ⇒ ‖S−1‖ ≤ α−1

Este lema implica que F ∗F es invertible y que ‖(F ∗F )−1‖ ≤ A−1. De
hecho, se puede probar que se cumple

B−1 Id ≤ (F ∗F )−1 ≤ A−1 Id (2.8)

En efecto:
La segunda desigualdad se deduce de la desigualdad de Cauchy-Schwarz y la
proposición anterior:

〈(F ∗F )−1f, f〉 ≤ ‖(F ∗F )−1‖‖f‖2 ≤ A−1‖f‖2

Para probar la primera desigualdad, observar que, como F ∗F ≤ B Id, en-
tonces para todo T ∈ B(H) se cumple

〈T ∗F ∗FTx, x〉 = 〈F ∗FTx, Tx〉 ≤ B‖Tx‖2 = 〈BT ∗Tx, x〉

y por lo tanto T ∗F ∗FT ≤ BT ∗T . Como F ∗F es positivo e invertible, en-
tonces (F ∗F )−1 también es positivo, y si tomamos T =

√
(F ∗F )−1, que es

autoadjunto y conmuta con F ∗F , tenemos que

Id ≤ T ∗F ∗FT ≤ BT ∗T = B(F ∗F )−1 ⇒ B−1 Id ≤ (F ∗F )−1
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Aplicando el operador (F ∗F )−1 a los vectores ϕj obtenemos una nueva
familia de vectores ϕ̃j definidos por:

ϕ̃j = (F ∗F )−1ϕj (2.9)

La siguiente proposición justifica la incursión que hemos hecho en los
marcos, y nos proporcionará las respuestas que estábamos buscando:

Proposición 2.3.7. La familia {ϕ̃j}j∈J forma un marco con constantes B−1

y A−1:

B−1‖f‖2 ≤
∑
j∈J

|〈f, ϕ̃j〉|2 ≤ A−1‖f‖2 (2.10)

El operador de análisis F̃ : H → `2(J), (F̃ f)j = 〈f, ϕ̃j〉 asociado a esta familia
verifica

1. F̃ = F (F ∗F )−1

2. F̃ ∗F̃ = (F ∗F )−1

3. F̃ ∗F = Id = F ∗F̃

4. F̃F ∗ = FF̃ ∗ es la proyección ortogonal sobre Im(F ) = Im(F̃ ) ⊂ `2(J).

Demostración. Primero observamos que si S es un operador acotado invert-
ible (con inversa acotada) y autoadjunto, tomando g = S−1f :

〈S−1f, f〉 = 〈g, Sg〉 = 〈Sg, g〉 = 〈f, S−1f〉

de modo que S−1 es autoadjunto.
Entonces 〈f, ϕ̃j〉 = 〈f, (F ∗F )−1ϕj〉 = 〈(F ∗F )−1f, ϕj〉 y por lo tanto∑

j∈J

|〈f, ϕ̃j〉|2 =
∑
j∈J

|〈(F ∗F )−1f, ϕj〉|2 = ‖F (F ∗F )−1f‖2

= 〈(F ∗F )−1f, F ∗F (F ∗F )−1f〉 = 〈(F ∗F )−1f, f〉
(2.11)

Por (2.8), esto último implica (2.10) y entonces {ϕ̃j} es un marco.

1. (F (F ∗F )−1f)j = 〈(F ∗F )−1f, ϕj〉 = 〈f, ϕ̃j〉 = (F̃ f)j ∀j ∈ J, ∀f ∈ H
⇒ F̃ = F (F ∗F )−1, ya que ambos son operadores autoadjuntos.

2. De (2.11) se deduce que 〈F̃ ∗F̃ f, f〉 = 〈F̃ f, F̃ f〉 = ‖F̃ f‖2 =
∑

j∈J |〈f, ϕ̃j〉|2

= 〈(F ∗F )−1f, f〉 ∀f ∈ H ⇒ F̃ ∗F̃ = (F ∗F )−1

3. F̃ ∗F = [F (F ∗F )−1]∗F = (F ∗F )−1F ∗F = Id = F ∗F (F ∗F )−1 = F ∗F̃
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4. FF̃ ∗ = F [F (F ∗F )−1]∗ = F (F ∗F )−1F ∗ = F̃F ∗

Como F̃ = F (F ∗F )−1, entonces Ran(F̃ ) ⊂ Ran(F ). También ten-

emos que F = F̃ (F ∗F ), luego Ran(F ) ⊂ Ran(F̃ ). Entonces Ran(F ) =

Ran(F̃ ).

Para ver que F̃F ∗ es la proyección ortogonal sobre Ran(F ), veremos

que F̃F ∗ = Id en Ran(F ) y F̃F ∗ = 0 en Ran(F )⊥.

F̃F ∗Ff = F (F ∗F )−1F ∗Ff = Ff y si c ∈ Ran(F )⊥, entonces

〈F ∗c, f〉 = 〈c, Ff〉 = 0 ∀f ∈ H ⇒ F ∗c = 0⇒ F̃F ∗c = 0.

Definición 2.3.8. Decimos que {ϕ̃j}j∈J es el marco dual de {ϕj}j∈J , donde
los ϕ̃j se definen en (2.9). Es fácil ver que el marco dual de {ϕ̃j}j∈J es {ϕj}j∈J ,
ya que por el item 2 de la proposición anterior, se tiene:

(F̃ ∗F̃ )−1 = F ∗F ⇒ ˜̃ϕj = (F̃ ∗F̃ )−1ϕ̃j = F ∗F (F ∗F )−1ϕj = ϕj

Observación 2.3.9. La igualdad F̃ ∗F = Id = F ∗F̃ significa que∑
j∈J

〈f, ϕj〉ϕ̃j = f =
∑
j∈J

〈f, ϕ̃j〉ϕj (2.12)

Por un lado, esto constituye una fórmula de reconstrucción de f a partir de
los coeficientes 〈f, ϕj〉, y por otro lado permite obtener f como superposición
de la familia {ϕj}j∈J .

Observación 2.3.10. Para poder reconstruir f a partir de los coeficientes
〈f, ϕj〉, por la observación anterior, debemos hallar el marco dual ϕ̃j =
(F ∗F )−1ϕj, aunque esto implica invertir F ∗F . Si A y B están “cerca” (r =
B/A−1� 1), entonces (2.7) significa que F ∗F está “cerca” de A+B

2
Id, luego

ϕ̃j está “cerca” de 2
A+B

ϕj. Entonces:

f =
2

A+B

∑
j∈J

〈f, ϕj〉ϕj +Rf (2.13)

donde R = Id − 2
A+B

F ∗F , y por lo tanto −B−A
B+A

Id ≤ R ≤ B−A
B+A

Id. Luego,

‖R‖ ≤ B−A
B+A

= r
2+r

. Si r es pequeño, podemos despreciar el resto Rf en
(2.13) y obtener una reconstrucción de f con error de r

2+r
‖f‖. En particular,

observamos que si {ϕj} es base ortonormal deH, entonces A = B = 1 (r = 0)
y f =

∑
j∈J〈f, ϕj〉ϕj con error nulo, como ya se sabe.

Si r no es pequeño, de todas formas podemos obtener un algoritmo para
reconstruir f que converge exponencialmente: con la misma definición de R



25

tenemos que F ∗F = A+B
2

(Id−R), y entonces (F ∗F )−1 = 2
A+B

(Id−R)−1.

Como ‖R‖ ≤ B−A
B+A

< 1, la serie
∑∞

k=0R
k converge en norma a (Id − R)−1

(serie de Neumann) y entonces

ϕ̃j = (F ∗F )−1ϕj =
2

A+B

∞∑
k=0

Rk ϕj

Observar que tomando apenas el término de la serie para k = 0 obtenemos la
aproximación (2.13) donde se ha despreciado el resto Rf . La aproximación
es mejor si elegimos los primeros N términos:

ϕ̃Nj =
2

A+B

N∑
k=0

Rk ϕj = ϕ̃j −
2

A+B

∞∑
k=N+1

Rk ϕj

= ϕ̃j −RN+1

(
2

A+B

∞∑
k=0

Rk ϕj

)
= (Id−RN+1)ϕ̃j

porque, recordando que f =
∑

j∈J〈f, ϕj〉ϕ̃j, se tiene que∥∥∥∥∥f −∑
j∈J

〈f, ϕj〉ϕ̃Nj

∥∥∥∥∥ = sup
‖g‖=1

∣∣∣∣∣
〈
f −

∑
j∈J

〈f, ϕj〉ϕ̃Nj , g

〉∣∣∣∣∣
= sup
‖g‖=1

∣∣∣∣∣∑
j∈J

〈f, ϕj〉〈ϕ̃j − ϕ̃Nj , g〉

∣∣∣∣∣
= sup
‖g‖=1

∣∣∣∣∣∑
j∈J

〈f, ϕj〉〈RN+1ϕ̃j, g〉

∣∣∣∣∣
R∗=R

= sup
‖g‖=1

∣∣∣∣∣
〈∑
j∈J

〈f, ϕj〉ϕ̃j, RN+1g

〉∣∣∣∣∣
= sup
‖g‖=1

∣∣〈f,RN+1g〉
∣∣ ≤ ‖R‖N+1‖f‖ ≤

(
r

2 + r

)N+1

‖f‖

que tiende a 0 cuando N →∞.
Se prueba fácilmente por inducción que las funciones ϕ̃Nj pueden ser halladas
mediante el siguiente algoritmo iterativo:

ϕ̃Nj =
2

A+B
ϕj +Rϕ̃N−1j =

∑
l∈J

αNjlϕl

con

α0
jl =

2

A+B
δjl, α

N
jl =

2

A+B
δjl + αN−1jl − 2

A+B

∑
m∈J

αN−1jm 〈ϕm, ϕl〉
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Los coeficientes 〈ϕm, ϕl〉 son despreciables en muchos ejemplos prácticos, nu-
los muchos de ellos en algunos casos (por ejemplo, si ϕm es la traslación de
una función de L2(R) con soporte compacto); por lo tanto el algoritmo es
eficiente.

2.4. Marcos de wavelets

Luego de estudiar algunas propiedades útiles de los marcos, volvemos so-
bre las wavelets. Vimos anteriormente que, para poder reconstruir f numéri-
camente a partir de los coeficientes 〈f, ψm,n〉, la familia {ψm,n} debe formar un
marco. En la sección anterior vimos un algoritmo para dicha reconstrucción
en este caso. Ahora veremos que la condición de marco implica la condición
de admisibilidad (2.1). La prueba la omitiremos por ser muy técnica. Los
detalles pueden encontrarse en [5], págs. 63-66.

Teorema 2.4.1. Sea ψ ∈ L2(R). Si la familia ψm,n(t) = a
−1/2
0 ψ(a−m0 t−nb0),

m,n ∈ Z constituye un marco en L2(R) con constantes 0 < A ≤ B < ∞,
entonces

b0 log a0
2π

A ≤
∫ 0

−∞

|ψ̂(ξ)|2

−ξ
dξ =

∫ ∞
0

|ψ̂(ξ)|2

ξ
dξ ≤ b0 log a0

2π
B

También es posible estimar (bajo ciertas hipótesis sobre ψ, a0 y b0 para
que sea marco) las constantes A y B (ver [5], págs. 67-69).

Sea ψ una wavelet tal que {ψm,n} es un marco. Su marco dual, definido
en (2.3.8), es

ψ̃m,n = (F ∗F )−1ψm,n, donde F ∗F f =
∑
m,n∈Z

〈f, ψm,n〉ψm,n

y por lo visto en la sección anterior, verifica

f =
∑
m,n∈Z

〈f, ψm,n〉ψ̃m,n =
∑
m,n∈Z

〈f, ψ̃m,n〉ψm,n (2.14)

En la sección anterior vimos un algoritmo para aproximar (F ∗F )−1 que
converge rápidamente como

∑∞
k=0 α

k con α = B−A
B+A

< 1. Por lo tanto, es
conveniente utilizar wavelets en las cuales A,B son cercanos. La fórmula de
reconstrucción (2.14) necesita, a priori, una cantidad infinita de ψ̃m,n, pero
veremos que esto puede evitarse. Utilizamos la siguiente notación:

(Dmf)(t) = a
−m/2
0 f(a−m0 t), (T nf)(t) = f(t− nb0)
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Es fácil verificar que (F ∗F )−1 y Dm conmutan. Como ψm,n = DmT nψ, en
particular se tiene que

ψ̃m,n = (F ∗F )−1DmT nψ = Dm(F ∗F )−1T nψ

es decir
ψ̃m,n(t) = a

−m/2
0 ψ̃0,n(a−m0 t)

Lamentablemente, (F ∗F )−1 y T n no conmutan. En la práctica, muchas veces
estamos interesados en funciones que tengan sólo “frecuencias” dentro de un
intervalo finito (es decir, que cumplan que 〈f, ψm,n〉 = 0 excepto para una
cantidad finita de m,n ∈ Z), y por lo tanto podemos aproximar F ∗F por∑m1

m=m0

∑
n∈Z〈·, ψm,n〉. Si N = am1−m0

0 es entero, es fácil ver que esta versión
truncada de F ∗F conmuta con TN , y por lo tanto sólo es necesario calcular
ψ̃0,n para 0 ≤ n ≤ N − 1. Sin embargo, en muchos ejemplos de interés, este
número N es muy grande.
Podŕıamos despreocuparnos del marco dual si pudiéramos conseguir un mar-
co que sea casi estrecho, es decir, r = B

A
− 1 � 1, y lograr una buena

reconstrucción de f , por lo visto en la Observación 2.3.10. Por otro lado, es
posible elegir ψ, a0 y b0 tales que, aunque {ψm,n} sea un marco lejos de ser

estrecho, los ψ̃m,n sean generados por una función ψ̃:

ψ̃m,n(t) = a
−1/2
0 ψ̃(a−m0 t− nb0)

(ver [5], Cap. 8).

Ejemplo 2.4.2. La wavelet “sombrero mexicano” (ver Ejemplo 2.1.7), defini-
da como

ψ(t) =
2√
3
π−1/4(1− t2)e−t2

tiene la regularidad necesaria para constituir un marco. Una estimación de
las constantes A y B para a0 = 2 son las siguientes (ver [5], págs. 75-77):

b0 A B B/A− 1
0,25 13,091 14,183 0,083
0,50 6,546 7,092 0,083
0,75 4,364 4,728 0,083
1,00 3,223 3,596 0,116
1,25 2,001 3,454 0,726
1,50 0,325 4,221 11,986
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Para concluir esta sección, informamos que ψm,n y ψ̃m,n pueden tener
diferentes regularidades. Por ejemplo, existen marcos donde ψ ∈ C∞ y de-
crecimiento rápido pero ψ̃m,n decrece muy lentamente. Un tal ejemplo, debido

a P.G. Lemarié, puede verse en [4]. De la misma forma, si ψ̃m,n son generadas

por ψ̃, existen ejemplos en donde ψ ∈ Ck para k arbitrariamente grande, pero
donde ψ̃ no es continua. El primer ejemplo fue construido por Tchamitchian
(ver [17]). Estas irregularidades pueden evitarse si se imponen condiciones
extra en ψ, a0, b0 (ver [4]).



Caṕıtulo 3

Wavelets ortonormales y
análisis multiresolución

La idea principal en este caṕıtulo es la de construir bases ortonormales
de L2(R), cuyos elementos se obtengan como dilataciones y traslaciones de
una función madre ψ ∈ L2(R). Esta búsqueda está inspirada en la base
ortonormal de L2(R) obtenida a partir de la función de Haar. A mediados
de la década de los 80, Mallat y Meyer (ver [13]) introdujeron el estudio de
las wavelets al campo matemático, y definieron los detalles de lo que hoy
conocemos como análisis multiresolución, concepto clave para obtener otros
ejemplos de dichas bases, con mayor regularidad que la de Haar. Además, a
través de este concepto pueden desarrollarse algoritmos simples y eficientes
para descomponer funciones de L2(R) en varios niveles de detalles, lo cual es
muy útil en diversas aplicaciones (ver Sección 3.7 y Caṕıtulo 4).

3.1. Definiciones

Comenzamos con la siguiente

Definición 3.1.1. Decimos que ψ ∈ L2(R) es una wavelet ortonormal si
el conjunto {ψj,k} es base ortonormal de L2(R), donde

ψj,k(t) = 2j/2ψ(2jt− k) ∀j, k ∈ Z

Observar que estamos considerando a0 = 1/2 y b0 = 1 en la definición
(2.4).

Ejemplo 3.1.2. La función de Haar es la definida por

ψ(t) = χ[0,1/2)(t)− χ[1/2,1)(t) =


1 si 0 ≤ t < 1/2
−1 si 1/2 ≤ t < 1
0 en otro caso

29
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Figura 3.1: Wavelet de Haar

Esta función fue propuesta en 1909 (mucho antes del estudio de las wavelets)
por Alfred Haar, el cual la utilizó para dar un ejemplo de un base ortonor-
mal numerable. Podŕıa probarse directamente que la función de Haar es una
wavelet ortonormal, pero deduciremos este hecho luego de obtener un método
general para comprobar esta propiedad.

Para ello, necesitamos introducir la siguiente

Definición 3.1.3. Un análisis multiresolución (AMR) es una familia
{Vj}j∈Z de subespacios de L2(R), junto con φ ∈ L2(R) tales que:

1. Vj ⊂ Vj+1 ∀j ∈ Z

2.
⋃
j∈Z

Vj = L2(R),
⋂
j∈Z

Vj = {0}

3. f ∈ Vj si y sólo si f(2−j·) ∈ V0.

4. {φ(· − k)}k∈Z es base ortonormal de V0.

A la función φ se le llama función de escala del AMR.

Ejemplo 3.1.4. Es fácil verificar que, si definimos Vj como el espacio de
funciones f ∈ L2(R) constantes en Ij,k (siendo Ij,k = [(k − 1)/2j, k/2j) los
intervalos diádicos) y φ = χ[0,1) (la función de escala de Haar), entonces {Vj}
y φ constituyen un AMR.

En breve demostraremos la existencia de otros AMR, y más adelante
veremos cómo obtener una wavelet ortonormal a partir de un AMR (ver la
Proposición 3.5.2).
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Figura 3.2: Función cuña

3.2. Conjuntos ortonormales y de Riesz

Utilizaremos una condición más débil a la de conjunto ortonormal, que
es suficiente en el contexto de los AMR.

Definición 3.2.1. Sea H un espacio de Hilbert. Un subconjunto X ⊂ H es
un conjunto de Riesz si existen constantes 0 < c ≤ C <∞ tales que para
cualquier par de conjuntos finitos {a1, . . . , an} ⊂ C y {x1, . . . , xn} ⊂ X se
cumple

c
n∑
i=1

|ai|2 ≤

∥∥∥∥∥
n∑
i=1

aixi

∥∥∥∥∥
2

≤ C
n∑
i=1

|ai|2

Observación 3.2.2. Un conjunto ortonormal es un conjunto de Riesz, con
constantes c = C = 1, y un conjunto de Riesz es linealmente independiente:
si
∑n

i=1 aixi = 0, por la primera desigualdad se tiene que
∑n

i=1 |ai|2 = 0 y
por lo tanto ai = 0 ∀i.

Ejemplo 3.2.3. Sean H = L2(R) y xn(t) = Λ(t− n), donde Λ es la función
cuña:

Λ(t) = (1− |t|)χ[−1,1]

Es claro que {xn} no es un conjunto ortonormal, ya que 〈xn, xn+1〉 6= 0 para
todo n ∈ Z.
Si A(t) =

∑
n∈Z anΛ(t−n), entonces A es una función lineal en cada intervalo
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[n, n+ 1] con A(n) = an. Luego, es fácil verificar que∫
R
|A(t)|2 dt =

∑
n∈Z

∫ n+1

n

|(n+ 1− t)an + (t− n)an+1|2 dt

=
1

3

∑
n∈Z

(|an|2 + |an+1|2 + Re(anan+1))

Usando las desigualdades |Re(z)| ≤ |z| y |2ab| ≤ |a|2 + |b|2 obtenemos
|Re(anan+1)| ≤ 1

2
(|an|2 + |an+1|2) y entonces∫

R
|A(t)|2 dt ≤ 1

3

∑
n∈Z

3

2
(|an|2 + |an+1|2) =

1

2

∑
n∈Z

|an|2 + |an+1|2 =
∑
n∈Z

|an|2

y también∫
R
|A(t)|2 dt ≥ 1

3

∑
n∈Z

1

2
(|an|2 + |an+1|2) =

1

6

∑
n∈Z

|an|2 + |an+1|2 =
1

3

∑
n∈Z

|an|2

Por lo tanto, {xn} es un conjunto de Riesz con constantes c = 1/3, C = 1.

La siguiente es una caracterización útil de conjuntos de Riesz, en términos
de su transformada de Fourier, y como corolario de conjuntos ortonormales:

Proposición 3.2.4. Sean φ ∈ L2(R) y 0 < c ≤ C < ∞. Las siguientes
condiciones son equivalentes:

1. {φ(· − k)}k∈Z es conjunto de Riesz con constantes c, C.

2. La periodización de la transformada de Fourier de φ satisface:

c ≤
∑
l∈Z

|φ̂(ξ + l)|2 ≤ C, c.t.p. ξ ∈ R

Demostración. La transformada de Fourier (continua) de φ(· − k) es ξ 7→
e−2πikξφ̂(ξ) (ver (3.6) con j = 0). Por lo tanto, la transformada de

∑n
k=1 akφ(·−

k) es ξ 7→ A(ξ)φ̂(ξ) donde A es el polinomio trigonométrico 1-periódico
A(ξ) =

∑n
k=1 ake

−2πikξ. Notar que los coeficientes de Fourier de A son los ak,

y por la identidad de Parseval:
∫ 1

0
|A(ξ)|2 dξ =

∑n
k=1 |ak|2.

Por la identidad de Parseval para la transformada de Fourier continua, se
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cumple que∥∥∥∥∥
n∑
k=1

akφ(t− k)

∥∥∥∥∥
2

=

∫
R
|A(ξ)|2|φ̂(ξ)|2 dξ

=
∑
l∈Z

∫ l+1

l

|A(ξ)|2|φ̂(ξ)|2 dξ =
∑
l∈Z

∫ 1

0

|A(ξ)|2|φ̂(ξ + l)|2 dξ

=

∫ 1

0

|A(ξ)|2
(∑

l∈Z

|φ̂(ξ + l)|2
)
dξ

(3.1)

Si se cumple (2.), entonces

c

n∑
k=1

|ak|2 = c

∫ 1

0

|A(ξ)|2 dξ ≤

∥∥∥∥∥
n∑
k=1

akφ(t− k)

∥∥∥∥∥
2

≤ C

∫ 1

0

|A(ξ)|2 dξ = C
n∑
k=1

|ak|2

y {φ(· − k)}k∈Z es un conjunto de Riesz.
Ahora supongamos que se cumple (1.). Para todo polinomio trigonométrico
A(ξ) =

∑n
k=1 ake

−2πikξ, por (3.1) se verifica

c ≤

∫ 1

0
|A(ξ)|2

(∑
l∈Z |φ̂(ξ + l)|2

)
dξ∫ 1

0
|A(ξ)|2 dξ

≤ C (3.2)

Si [a, b] ⊂ (0, 1) y tomamos {AN} la sucesión de sumas parciales de la serie de
Fourier de χ[a,b] (que converge a χ[a,b] c.t.p. y en L2(R)), si elegimos A = AN
en (3.2) y tomamos ĺımite en N , se cumple

c ≤ 1

b− a

∫ b

a

∑
l∈Z

|φ̂(ξ + l)|2 dξ ≤ C

Esto es válido en todo intervalo [a, b] ⊂ (0, 1), y si tomamos a, b → ξ0, por
el Teorema de Diferenciación de Lebesgue (ver Teorema A.13 en Apéndice)
obtenemos

c ≤
∑
l∈Z

|φ̂(ξ0 + l)|2 ≤ C ∀ξ0 ∈ (0, 1)

y se cumple (1.) ∀ξ ∈ R \ Z.

Corolario 3.2.5. Si φ ∈ L2(R), entonces {φ(· − k)}k∈Z es ortonormal si y

sólo si
∑

l∈Z |φ̂(ξ + l)|2 = 1 c.t.p. ξ ∈ R.
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Figura 3.3: Función de escala de Shannon

Ejemplo 3.2.6. La función de escala de Shannon se define a través de su
transformada de Fourier como

φ̂(ξ) = χ
[− 1

2
, 1
2
](ξ)

La función φ es

φ(t) =

∫
R
φ̂(ξ)e2πitξ dξ =

∫ 1/2

−1/2
e2πitξ dξ =

eiπt − e−iπt

2πit
=

sen(πt)

πt

y φ(0) = 1.

Luego,
∑

l∈Z |φ̂(ξ+ l)|2 = 1 ∀ξ /∈ 1
2
Z y entonces {φ(· − k)}k∈Z es un conjunto

ortonormal de L2(R).

La siguiente proposición afirma que es posible ortogonalizar un conjunto
de Riesz y obtener aśı una base del mismo subespacio generado:

Proposición 3.2.7. Sea φ ∈ L2(R) tal que {φ(· − k)}k∈Z es un conjunto de
Riesz. Entonces existe una sucesión de números complejos {bn} ∈ `2(Z) tal
que {φ1(· − k)}k∈Z es un conjunto ortonormal, con φ1(t) :=

∑
n∈Z bnφ(t−n).

Además, span{φ1(· − k) : k ∈ Z} = span{φ(· − k) : k ∈ Z}.

Demostración. En cuanto a la primera afirmación, es suficiente encontrar
{bn} tal que

∑
l∈Z |φ̂1(ξ + l)|2 = 1 c.t.p. ξ ∈ R. Por la definición de φ1 y

realizando operaciones análogas a las hechas en la prueba de la proposición
anterior, tenemos que

φ̂1(ξ) =
∑
k∈Z

bke
−2πikξφ̂(ξ) =: B(ξ)φ̂(ξ) (3.3)

donde B(ξ) =
∑

k∈Z bke
−2πikξ es una función de peŕıodo 1. Luego∑

l∈Z

|φ̂1(ξ + l)|2 =
∑
l∈Z

|B(ξ + l)|2|φ̂(ξ + l)|2 = |B(ξ)|2
∑
l∈Z

|φ̂(ξ + l)|2
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Entonces debemos elegir {bk} tal que |B(ξ)|2 =
(∑

l∈Z |φ̂(ξ + l)|2
)−1

. Pode-

mos elegir bk = c−k donde ck son los coeficientes de Fourier de la fun-

ción
(∑

l∈Z |φ̂(ξ + l)|2
)−1/2

(función 1-periódica y acotada porque el denom-

inador está acotado por debajo por constante positiva por la condición de

Riesz), de forma que B(ξ) =
∑

k∈Z cke
2πikξ =

(∑
l∈Z |φ̂(ξ + l)|2

)−1/2
y por

lo tanto φ̂1(ξ) = φ̂(ξ)
(∑

l∈Z |φ̂(ξ + l)|2
)−1

define una función en L2(R) con

{φ1(· − k)}k∈Z ortogonal por el corolario anterior.
Para la última afirmación, dada la ecuación∑

k∈Z

akφ(t− k) =
∑
k∈Z

ckφ1(t− k)

hay que probar que podemos hallar {ck} ∈ `2(Z) a partir de {ak} ∈ `2(Z) y
viceversa. Esta ecuación, en términos de la transformada de Fourier, queda:(∑

k∈Z

ake
−2πikξ

)
φ̂(ξ) =

(∑
k∈Z

cke
−2πikξ

)
φ̂1(ξ)

Suponiendo dados los {ak}, y recordando (3.3), esto se cumplirá si podemos
hallar {ck} tal que

A(ξ) :=
∑
k∈Z

ake
−2πikξ =

(∑
k∈Z

bke
−2πikξ

)(∑
k∈Z

cke
−2πikξ

)
=: B(ξ)C(ξ)

(3.4)
Dado que 0 < C−1 ≤ |B(ξ)| por la condición de Riesz, podemos elegir los ck
como los coeficientes de Fourier de la función 1-peŕıodica ξ 7→ A(−ξ)/B(−ξ).
Rećıprocamente, dado {ck} podemos tomar ak como los coeficientes de Fouri-
er de ξ 7→ B(−ξ)C(−ξ) en (3.4).

Ejemplo 3.2.8. Si elegimos φ = Λ (la función cuña) y f(t) =
∑

k∈Z akφ(t−k)
entonces f es lineal en I0,k con f(k) = ak; luego span{φ(· − k) : k ∈ Z} es
el subespacio de L2(R) formado por las funciones continuas lineales en los
intervalos I0,k = [k − 1, k), y como {φ(· − k)}k∈Z es un conjunto de Riesz,
se tiene que Vj = {f ∈ L2(R) : f es continua y lineal en Ij,k} y φ1 (definida
como en la proposición anterior) forman un AMR.
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3.3. Ecuación de escala y constantes de es-

tructura

La siguiente proposición se deduce fácilmente de la definición de un AMR;
sin embargo, es muy importante en nuestra búsqueda de wavelets ortonor-
males:

Proposición 3.3.1. Supongamos que {Vj}j∈Z y φ ∈ L2(R) definen un AMR.
Entonces para cada j ∈ Z, {φj,k}k∈Z = {2j/2φ(2j · −k)}k∈Z es una base
ortonormal de Vj.

Demostración. 〈φj,k, φj,k′〉 =
∫
R φj,k(t)φj,k′(t) dt =

∫
R 2jφ(2jt − k)φ(2jt −

k′) dt =
∫
R φ(x− k)φ(x− k′) dt = δk,k′

Si f ∈ Vj ⇒ f(2−j·) ∈ V0 ⇒ ∃{ak} ∈ `2(R) tal que f(2−jt) =
∑

k∈Z akφ(t−
k) ⇒ f(t) =

∑
k∈Z(2−j/2ak)2

j/2φ(2jt − k) =
∑

k∈Z(2−j/2ak)φj,k(t) ⇒ f ∈
span{φj,k}k∈Z.

Esto nos conduce a la siguiente definición (recordar que φ ∈ V0 ⊂ V1).

Definición 3.3.2. Sea {an} ∈ `2(Z) la única sucesión tal que, según la
Proposición 3.3.1 para V1, satisface

φ(t) =
∑
k∈Z

akφ(2t− k) (3.5)

en la cual la convergencia es en L2(R).
Las constantes ak se llaman constantes de estructura asociadas al AMR.
A la ecuación (3.5) se le llama ecuación de escala.

Ejemplo 3.3.3. En el caso de la función de escala de Haar φ = χ[0,1), la
ecuación de escala es

φ(t) = φ(2t) + φ(2t− 1)

Luego, las constantes de estructura son a0 = a1 = 1 y ak = 0 en otro caso.

Observación 3.3.4. Veamos cómo se expresa la ecuación de escala a través
de la transformada de Fourier. Calculando la transformada de Fourier de φj,k
obtenemos:

φ̂j,k(ξ) = 2j/2
∫
R
φ(2jt− k)e−2πitξ dt

= 2−j/2
∫
R
φ(x)e−2πi(

x+k

2j
)ξ dx

= 2−j/2e−2πik2
−jξφ̂(2−jξ)

(3.6)
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y en particular, la transformada de φ(2 · −k) = 2−1/2φ1,k es

2−1/2φ̂1,k(ξ) =
1

2
e−πikξφ̂(ξ/2)

Sustituyendo en (3.5) obtenemos:

φ̂(ξ) =
1

2

(∑
k∈Z

ake
−πikξ

)
φ̂

(
ξ

2

)
Esto motiva la siguiente definición. Denotamos por L2(R/Z) a las fun-

ciones periódicas cuadrado-integrables en [0, 1] de peŕıodo 1.

Definición 3.3.5. Sea φ ∈ L2(R) una función que satisface la ecuación de
escala (3.5). Definimos el filtro de escala m0 ∈ L2(R/Z) como:

m0(ξ) =
1

2

∑
k∈Z

ake
−2πikξ (3.7)

con convergencia en L2(R/Z). Por la observación anterior, el mismo cumple:

φ̂(ξ) = m0(ξ/2)φ̂(ξ/2) (3.8)

La siguiente proposición muestra que la validez de (3.8) para algún m0 ∈
L2(R/Z) es equivalente a satisfacer la ecuación de escala, y en la Sección 3.5
veremos que dicho filtro es útil para la obtención de wavelets ortonormales a
partir de un AMR:

Proposición 3.3.6. Una función φ ∈ L2(R) satisface la ecuación de escala
(3.5) si y sólo si existe m0 ∈ L2(R/Z) que verifica (3.8). En ese caso, m0

verifica (3.7), y ak = 2
∫ 1/2

−1/2m0(ξ)e
2πikξ dξ.

Demostración. El directo ya fue probado. Para el rećıproco, si se verifica

(3.8), definimos ak = 2
∫ 1/2

−1/2m0(ξ)e
2πikξ dξ = 2

∫ 1/2

−1/2m0(−ξ)e−2πikξ dξ (los

coeficientes de Fourier de ξ 7→ 2m0(−ξ)) y entonces

2m0(−ξ) =
∑
k∈Z

ake
2πikξ ⇒ m0(ξ) =

1

2

∑
k∈Z

ake
−2πikξ

y se verifica (3.7).
Como el miembro derecho de (3.8) es la transformada de Fourier de la fun-

ción
∑

k∈Z akφ(2 · −k) y φ 7→ φ̂ es biyectiva en L2(R) (ver Teorema A.9 en
Apéndice) entonces se verifica φ(t) =

∑
k∈Z akφ(2t− k).
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Ejemplo 3.3.7. Para la función de Shannon φ̂ = χ[−1/2,1/2], la ecuación de
escala se puede obtener a través de (3.8):

χ[−1/2,1/2](ξ) = m0(ξ/2)χ[−1/2,1/2](ξ/2)

Luego, debemos elegir m0(ξ) = 1 si |ξ| < 1/4 y m0(ξ) = 0 si 1/4 ≤ |ξ| ≤ 1/2.
Por lo tanto

ak = 2

∫ 1/2

−1/2
m0(ξ)e

2πikξ dξ = 2

∫ 1/4

−1/4
e2πikξ dξ

y entonces a0 = 2
∫ 1/4

−1/4 dξ = 1 y

ak = 2

∫ 1/4

−1/4
e2πikξ dξ =

1

πik

(
e
πik
2 − e

−πik
2

)
=

2 sen(πk/2)

πk

para k 6= 0.

3.4. De la función de escala a un AMR

Dada una función φ ∈ L2(R), podemos definir Vj = span{φ(2j · −k)}k∈Z.
A continuación daremos condiciones suficientes para que ({Vj}, φ) defina un
AMR.

Teorema 3.4.1. Sea φ ∈ L2(R) que verifica:

1. {φ(· − k)}k∈Z es ortonormal.

2. φ satisface la ecuación de escala (3.5) con {ak} ∈ `2(Z).

3. φ̂ es continua en 0 con |φ̂(0)| = 1.

Si definimos Vj = span{φ(2j · −k)}k∈Z, entonces ({Vj}, φ) define un AMR.

Llamémosle Pj a la proyección ortogonal sobre Vj. Como φ satisface 1., se
tiene que φj,k es base ortonormal de Vj (ver demostración de la Proposición
3.3.1) y por lo tanto podemos escribir Pjf =

∑
k∈Z〈f, φj,k〉φj,k.

Para la demostración, necesitamos los siguientes lemas (se mantienen las
hipótesis del teorema):

Lema 3.4.2. Para cada f ∈ L2(R) se cumple ĺımj→−∞ Pjf = 0.
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Demostración. Observar que 〈Pjg, φj,k〉 = 〈Pjg−g, φj,k〉+〈g, φj,k〉 = 〈g, φj,k〉
ya que (Pjg − g) ⊥ φj,k para todo k ∈ Z.
Primero lo probamos para un subconjunto denso en L2(R), en este caso, el
formado por las funciones continuas de soporte compacto.
Si sop(g) ⊂ [−R,R], entonces

‖Pjg‖2 =
∑
k∈Z

|〈Pjg, φj,k〉|2 =
∑
k∈Z

|〈g, φj,k〉|2

≤
∑
k∈Z

(∫ R

−R
|g(t)|2 dt

)(∫ R

−R
|φj,k(t)|2 dt

)
= ‖g‖2

∑
k∈Z

2j
∫ R

−R
|φ(2jt− k)|2 dt

= ‖g‖2
∑
k∈Z

∫ −k+2jR

−k−2jR
|φ(x)|2 dx

Si 2jR < 1/2, las integrales se calculan sobre intervalos disjuntos cuya unión
escribimos Uj =

⋃
k∈Z(−k − 2jR,−k + 2jR). Luego

⋂
j∈Z Uj = Z, que tiene

medida cero, y entonces ‖Pjf‖2 ≤ ‖g‖2
∫
Uj
|φ(x)|2 dx → 0 (si j → −∞) por

el Teorema de Convergencia Dominada.
Si f ∈ L2(R) y ε > 0, sea g : R → C continua y con soporte compacto, tal
que ‖f − g‖ < ε/2. Entonces

‖Pjf‖ ≤ ‖Pj‖‖f − g‖+ ‖Pjg‖
‖Pj‖=1

<
ε

2
+ ‖Pjg‖ < ε

si −j es grande. Luego, Pj → 0 si j → −∞.

Lema 3.4.3. Sea h ∈ L2(R) tal que ĥ está acotada y con soporte en [−R,R]
con R > 0. Entonces, para cada j tal que 2j−1 > R se cumple:

‖Pjh‖2 =

∫ R

−R
|ĥ(ξ)|2|φ̂(2−jξ)|2 dξ

Demostración. Por la identidad de Parseval:

‖Pjh‖2 =
∑
k∈Z

|〈Pjh, φj,k〉|2 =
∑
k∈Z

|〈h, φj,k〉|2 =
∑
k∈Z

∣∣∣∣∫ R

−R
ĥ(ξ)φ̂j,k(ξ) dξ

∣∣∣∣2
=
∑
k∈Z

∣∣∣∣∫ R

−R
ĥ(ξ)2−j/2e−2πikξ2

−j/2
φ̂(2−jξ) dξ

∣∣∣∣2
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(recordar (3.6)). Si 2j−1 > R, la última integral es igual a integrar en

[−2j−1, 2j−1] (porque sop(ĥ) ⊂ [−R,R]), en donde {2−j/2e−2πikξ2−j}k∈Z es

base ortonormal de L2[−2j−1, 2j−1]. Además, se tiene que ξ 7→ ĥ(ξ)φ̂(2−jξ) ∈
L2[−2j−1, 2j−1]; entonces, aplicando Parseval a este último término obten-
emos

‖Pjh‖2 =

∫ 2j−1

−2j−1

|ĥ(ξ)|2|φ̂(2−jξ)|2 dξ =

∫ R

−R
|ĥ(ξ)|2|φ̂(2−jξ)|2 dξ

válida si 2j−1 > R.

Lema 3.4.4. Se tiene ‖Pjf−f‖ → 0 cuando j → +∞, para cada f ∈ L2(R).

Demostración. Por el teorema de Pitágoras se cumple que ‖Pjf − f‖2 =
‖f‖2 − ‖Pjf‖2, y por lo tanto basta probar que ‖Pjf‖ → ‖f‖ (si j → +∞).

El subconjunto Cc(R)∨ = {h ∈ L2(R) : ĥ ∈ Cc(R)} es denso en L2(R): si

f ∈ L2(R), dado ε > 0 sea ĥ una función continua con soporte compacto tal

que ‖f̂ − ĥ‖ < ε, y como la transformada de Fourier es isometŕıa, la función

h que define ĥ cumple h ∈ Cc(R)∨ y ‖f − h‖ = ‖f̂ − ĥ‖ < ε.

Si φ̂ es continua en 0 con |φ̂(0)| = 1, dado ε > 0 sea δ > 0 tal que ||φ̂(ξ)|−1| <
ε si |ξ| < δ. Si R > 0, sea j ∈ Z tal que 2−jR < δ y entonces ||φ̂(2−jξ)|−1| < ε

si |ξ| < R. Luego, |φ̂(2−jξ)| converge uniformemente a 1 en [−R,R] ∀R > 0.
Ahora, si h ∈ Cc(R)∨ y 2j−1 > R, por el lema anterior se cumple

‖Pjh‖2 =

∫ R

−R
|ĥ(ξ)|2|φ̂(2−jξ)|2 dξ →

∫ R

−R
|ĥ(ξ)|2 dξ = ‖h‖2

por Parseval.
Si f ∈ L2(R), dado ε > 0 sea h ∈ Cc(R)∨ tal que ‖f − h‖ < ε/3 y por lo
tanto ‖Pjf − f‖ ≤ ‖Pj(f −h)‖+ ‖Pjh−h‖+ ‖h− f‖ < ε si j es grande.

Demostración del Teorema 3.4.1. Observamos que la hipótesis (2) implica

φj,k(t) = 2j/2φ(2jt− k) = 2j/2
∑
k′∈Z

ak′φ(2(2jt− k)− k′)

=
∑
k′∈Z

(2j/2ak′)φ(2j+1t− (2k + k′)) =
∑
k′∈Z

(2j/2ak′)φj+1,2k+k′(t)

y entonces Vj ⊂ Vj+1.
Si f ∈

⋂
j∈Z Vj, entonces f = Pjf ∀j y luego f = ĺımj→−∞ Pjf = 0 por el

Lema 3.4.2. Por el Lema 3.4.4 ĺımj→+∞ Pjf = f para cualquier f ∈ L2(R),

esto implica L2(R) =
⋃
j∈Z Vj. La propiedad f ∈ Vj ⇔ f(2j·) ∈ V0 es evidente

por la definición de los Vj, y {φ(· − k)}k∈Z es base ortonormal de V0 por la
hipótesis (1) y la definición de V0.
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3.5. De la función de escala a una wavelet

ortonormal

A continuación veremos cómo, a partir de una función φ ∈ L2(R) que
cumple con las hipótesis del Teorema 3.4.1 (y por lo tanto genera un AMR),
podemos obtener una wavelet ortonormal.

Definición 3.5.1. Consideremos un AMR formado por {Vj}j∈Z y φ ∈ L2(R),
y supongamos que existe una función ψ ∈ L2(R) que verifica que {ψ(·−k)}k∈Z
es base ortonormal de W0 = V1	V0 (el complemento ortogonal de V0 en V1).
En este caso decimos que ψ es una wavelet asociada al AMR. Observar
que, por la propiedad f ∈ Vj ⇔ f(2−j·) ∈ V0, se tiene que {2j/2ψ(2j ·−k)}k∈Z
es una base ortonormal de Wj = Vj+1	Vj para cada j ∈ Z, y como

⋃
j∈Z Vj =

L2(R), entonces ψ es una wavelet ortonormal de L2(R).
Como {

√
2φ(2·−k)}j∈Z es una base V1, existe una única sucesión {bk} ∈ `2(Z)

tal que

ψ(t) =
∑
k∈Z

bkφ(2t− k) (3.9)

Análogamente a lo hecho en la Observación 3.3.4, obtenemos

ψ̂(ξ) = m1(ξ/2)φ̂(ξ/2) (3.10)

donde m1 ∈ L2(R/Z) es el filtro wavelet

m1(ξ) =
1

2

∑
k∈Z

bke
−2πikξ (3.11)

Teorema 3.5.2. Sea φ ∈ L2(R) la función de escala de un AMR con filtro
de escala m0 definido por (3.7).

1. m0 satisface
|m0(ξ)|2 + |m0(ξ + 1/2)|2 = 1 c.t.p. (3.12)

2. Si ψ ∈ L2(R) es una wavelet asociada al AMR con filtro wavelet m1,
entonces se verifica

|m1(ξ)|2 + |m1(ξ + 1/2)|2 = 1 c.t.p. (3.13)

m0(ξ)m1(ξ) +m0(ξ + 1/2)m1(ξ + 1/2) = 0 c.t.p. (3.14)

3. Rećıprocamente, dado m1 ∈ L2(R/Z) que verifica (3.13) y (3.14), si
definimos ψ a través de (3.10), entonces ψ es una wavelet ortonormal
asociada al AMR.
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Demostración. Aplicando el Corolario 3.2.5 y la ecuación (3.8) nos queda

1 =
∑
l∈Z

|φ̂(ξ + l)|2 =
∑
k∈Z

|φ̂(ξ + 2k)|2 +
∑
k∈Z

|φ̂(ξ + 2k + 1)|2

=
∑
k∈Z

∣∣∣∣m0

(
ξ + 2k

2

)∣∣∣∣2 ∣∣∣∣φ̂(ξ + 2k

2

)∣∣∣∣2
+
∑
k∈Z

∣∣∣∣m0

(
ξ + 2k + 1

2

)∣∣∣∣2 ∣∣∣∣φ̂(ξ + 2k + 1

2

)∣∣∣∣2
=

∣∣∣∣m0

(
ξ

2

)∣∣∣∣2∑
k∈Z

∣∣∣∣φ̂(ξ2 + k

)∣∣∣∣2 +

∣∣∣∣m0

(
ξ

2
+

1

2

)∣∣∣∣2∑
k∈Z

∣∣∣∣φ̂(ξ2 +
1

2
+ k

)∣∣∣∣2
=

∣∣∣∣m0

(
ξ

2

)∣∣∣∣2 +

∣∣∣∣m0

(
ξ

2
+

1

2

)∣∣∣∣2 c.t.p.

y queda probada (3.12).
Análogamente, como el Corolario 3.2.5 también se aplica a ψ, y usando (3.10),
las mismas cuentas hechas anteriormente (sustituyendo φ por ψ y m0 por m1)
nos permiten obtener (3.13).
Ahora, como ψ ∈ V ⊥0 , para todo k ∈ Z se cumple

∫
R φ(t − k)ψ(t) dt = 0 de

modo que, por Parseval y (3.6):

0 =

∫
R
φ̂(ξ)ψ̂(ξ)e−2πikξ dξ

=
∑
l∈Z

∫ l+1

l

φ̂(ξ)ψ̂(ξ)e−2πikξ dξ

=
∑
l∈Z

∫ 1

0

φ̂(ξ + l)ψ̂(ξ + l)e−2πikξ dξ

=

∫ 1

0

(∑
l∈Z

φ̂(ξ + l)ψ̂(ξ + l)

)
e−2πikξ dξ

(3.15)

La última igualdad es válida porque∑
l∈Z

∫ 1

0

∣∣∣φ̂(ξ + l)ψ̂(ξ + l)e−2πikξ
∣∣∣ dξ =

∑
l∈Z

∫ l+1

l

∣∣∣φ̂(ξ)
∣∣∣ ∣∣∣ψ̂(ξ)

∣∣∣ dξ
=

∫
R

∣∣∣φ̂(ξ)
∣∣∣ ∣∣∣ψ̂(ξ)

∣∣∣ dξ <∞
ya que |φ̂|, |ψ̂| ∈ L2(R) (ver Teorema A.12 en el Apéndice).
Entonces los coeficientes de Fourier de la función 1-periódica entre paréntesis
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en (3.15) son nulos, por lo tanto∑
l∈Z

φ̂(ξ + l)ψ̂(ξ + l) = 0 (3.16)

Ahora podemos utilizar el mismo procedimiento utilizado para probar (3.12):

0 =
∑
l∈Z

φ̂(ξ + l)ψ̂(ξ + l)

=
∑
k∈Z

φ̂(ξ + 2k)ψ̂(ξ + 2k) +
∑
k∈Z

φ̂(ξ + 2k + 1)ψ̂(ξ + 2k + 1)

=
∑
k∈Z

m0

(
ξ

2
+ k

)
m1

(
ξ

2
+ k

) ∣∣∣∣φ̂(ξ2 + k

)∣∣∣∣2
+
∑
k∈Z

m0

(
ξ

2
+ k +

1

2

)
m1

(
ξ

2
+ k +

1

2

) ∣∣∣∣φ̂(ξ2 + k +
1

2

)∣∣∣∣2
=m0

(
ξ

2

)
m1

(
ξ

2

)∑
k∈Z

∣∣∣∣φ̂(ξ2 + k

)∣∣∣∣2
+m0

(
ξ

2
+

1

2

)
m1

(
ξ

2
+

1

2

)∑
k∈Z

∣∣∣∣φ̂(ξ2 +
1

2
+ k

)∣∣∣∣2
=m0

(
ξ

2

)
m1

(
ξ

2

)
+m0

(
ξ

2
+

1

2

)
m1

(
ξ

2
+

1

2

)

(3.17)

lo cual prueba (3.14).

Rećıprocamente, si se cumple (3.13) podemos probar que
∑

l∈Z |ψ̂(ξ+l)|2 = 1
c.t.p. (y por lo tanto que {ψ(· − k)}k∈Z es ortonormal) siguiendo la prueba
anterior de (3.13), pero en el orden inverso. De la misma forma, si se cumple
(3.14), siguiendo (3.17) y (3.15) podemos probar∫

R
φ̂(ξ)ψ̂(ξ)e−2πikξ dξ =

∫
R
φ(t− k)ψ(t)dt = 0

y por lo tanto que span{ψ(· − k)}k∈Z ⊂ W0.
La demostración de que {ψ(· − k)}k∈Z genera W0 se da más adelante en el
Lema 3.5.5, lo que concluye la prueba del Teorema 3.5.2.

Los items 1 y 2 de esta proposición se resumen diciendo que la matriz

M =

(
m0(ξ) m0(ξ + 1

2
)

m1(ξ) m1(ξ + 1
2
)

)
es unitaria.
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Ejemplo 3.5.3. En el Ejemplo 3.1.4 definimos el AMR de Haar con la fun-
ción de escala φ = χ[0,1). Veremos que una wavelet asociada a este AMR es
la wavelet de Haar del Ejemplo 3.1.2: ψ = χ[0,1/2) − χ[1/2,1).
Tenemos que φ(t) = φ(2t) + φ(2t − 1) ⇒ a0 = a1 = 1 y ak = 0 ∀k 6= 0, 1.
Además debe ser ψ(t) = φ(2t)− φ(2t− 1)⇒ b0 = 1, b1 = −1 y bk = 0 ∀k 6=
0, 1. Según (3.7) y (3.11), los filtros son

m0(ξ) =
1

2
(1 + e−2πiξ), m1(ξ) =

1

2
(1− e−2πiξ)

Verifiquemos que m0 y m1 cumplen (3.13) y (3.14):

|m1(ξ)|2+|m1(ξ + 1/2)|2 =
1

4
(|1− e−2πiξ|2 + |1− e−2πi(ξ+1/2)|2)

=
1

4
(4− 2 Re(e−2πiξ)− 2 Re(e−2πi(ξ+1/2)))

=
1

4
(4− 2 Re(e−2πiξ + e−2πiξ−πi︸ ︷︷ ︸

=0

)) = 1

m0(ξ)m1(ξ) +m0(ξ + 1/2)m1(ξ + 1/2)

=
1

4

[
(1 + e−2πiξ)(1− e2πiξ) + (1 + e−2πi(ξ+1/2))(1− e2πi(ξ+1/2))

]
=

1

4

[
e−2πiξ − e2πiξ + e−2πi(ξ+1/2) − e2πi(ξ+1/2))

]
= 0

Con esto, luego de demostrado el Teorema 3.5.2, deduciremos que la wavelet
de Haar es una wavelet ortonormal, es decir, {2j/2ψ(2j · −k)}k∈Z es base
ortonormal de L2(R), y además que la misma forma bases ortonormales para
los espacios Wj. Pero como la idea es generalizar esta propiedad multiresolu-
ción, analizaremos primero algunos detalles de la wavelet de Haar antes de
completar la demostración.

Observación 3.5.4. Para poder encontrar una wavelet ortonormal a par-
tir de un AMR, debemos encontrar un filtro m1 ∈ L2(R/Z) que satisfaga
las condiciones antes mencionadas. Por (3.14) se tiene que debe existir una
función α de peŕıodo 1 que cumpla

(m1(ξ),m1(ξ + 1/2)) = α(ξ)(m0(ξ + 1/2),−m0(ξ))

De la normalización (3.12) y (3.13) obtenemos |α(ξ)| = 1, y sustituyendo ξ
por ξ + 1

2
llegamos a que α debe satisfacer α(ξ + 1

2
) = −α(ξ).

Luego, definiendo

m1(ξ) = α(ξ)m0(ξ + 1/2), donde |α(ξ)| = 1, α(ξ + 1/2) = −α(ξ)
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entonces m1 satisface las condiciones (3.13) y (3.14), y por lo tanto podemos
obtener una wavelet ortonormal asociada al AMR mediante

ψ̂(ξ) = m1

(
ξ

2

)
φ̂

(
ξ

2

)
= α

(
ξ

2

)
m0

(
ξ

2
+

1

2

)
φ̂

(
ξ

2

)
(3.18)

En general, hay infinitas soluciones para la función α. Hallemos α para que
a través de la función de escala de Haar φ obtengamos la wavelet de Haar ψ.
Calculando (usando (3.8) y (3.10)):

φ̂(ξ) =

∫ 1

0

e−2πitξ dt =
1− e−2πiξ

2πiξ
= e−πiξ

eπiξ − e−πiξ

2πiξ
= e−πiξ

sen(πξ)

πξ

ψ̂(ξ) =

(∫ 1/2

0

−
∫ 1

1/2

)
e−2πitξ dt =

1− 2e−πiξ + e−2πiξ

2πiξ

=
(1− e−πiξ)2

2πiξ
= e−πiξ

(eπiξ/2 − e−πiξ/2)2

2πiξ
= ie−πiξ

sen2(πξ/2)

πξ/2

m0(ξ) =
1

2
(1 + e−2πiξ) =

1

2
e−πiξ(eπiξ + e−πiξ) = e−πiξ cos(πξ)

m1(ξ) =
1

2
(1− e−2πiξ) =

1

2
e−πiξ(eπiξ − e−πiξ) = ie−πiξ sen(πξ)

y entonces

α(ξ) =
ψ̂(2ξ)

m0(ξ + 1
2
)ψ̂(ξ)

= ie−2πiξ
sen2(πξ)

πξ

1

eπi(ξ+
1
2
) cos(π(ξ + 1

2
))

πξ

e−πξ sen(πξ)

= −ie−2πiξe
−πξ

2 = −e−2πiξ

Por tanto, tomamos α(ξ) = −e−2πiξ. Sustituyendo en (3.18):

m1(ξ) = −e−2πiξm0(ξ + 1/2) = −1

2
e−2πiξ

∑
k∈Z

ake
2πik(ξ+1/2)

=
1

2

∑
k∈Z

ak(−1)k+1e2πi(k−1)ξ =
1

2

∑
k∈Z

a1−k(−1)ke−2πikξ

Entonces, los coeficientes en (3.11) son bk = (−1)ka1−k y la relación (3.9) se
convierte en

ψ(t) =
∑
k∈Z

(−1)ka1−kφ(2t− k) (3.19)
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Observar que, en el caso de la función de escala y wavelet de Haar, esta
ecuación da ψ(t) = φ(2t)− φ(2t− 1), tal como esperábamos.
La ecuación (3.18) queda

ψ̂(ξ) = e−πiξm0

(
ξ

2
+

1

2

)
φ̂

(
ξ

2

)
(3.20)

Ahora śı completamos la demostración del Teorema 3.5.2 con el siguiente
lema:

Lema 3.5.5. Para toda f ∈ W0 existen coeficientes {ck} ∈ `2(Z) tales que

f(t) =
∑
k∈Z

ckψ(t− k)

Es decir, span{ψ(t− k)}k∈Z = W0.

Demostración. Primero probaremos que toda f ∈ W0 se puede escribir como

f̂(ξ) = ν

(
ξ

2

)
m0

(
ξ

2
+

1

2

)
φ̂

(
ξ

2

)
(3.21)

donde ν ∈ L2(R/Z) satisface ν(ξ + 1
2
) = −ν(ξ).

Como f ∈ V1, entonces f(t) =
∑

k∈Z dkφ(2t − k) con {dk} ∈ `2(Z). Luego,
por (3.6)

f̂(ξ) =
1

2

∑
k∈Z

dke
−πikξφ̂(ξ/2) =: D(ξ/2)φ̂(ξ/2) (3.22)

Además, como f⊥V0, se tiene que∫
R
φ(t− k)f(t) dt = 0 ∀k ∈ Z⇒

∫
R
φ̂(ξ)f̂(ξ)e−2πikξ dξ = 0

Con esto último, siguiendo los cálculos de (3.15), (3.16) y (3.17) (reemplazan-
do ψ por f) queda

m0(ξ)D(ξ) +m0(ξ + 1/2)D(ξ + 1/2) = 0

Al igual que en la Observación 3.5.4, esto puede resolverse como

D(ξ) = ν(ξ/2)m0(ξ + 1/2) con ν(ξ + 1/2) = −ν(ξ)

y sustituyendo en (3.22) obtenemos (3.21).
Por último, utilizando (3.20) tenemos que

f̂(ξ) = ν

(
ξ

2

)
m0

(
ξ

2
+

1

2

)
φ̂

(
ξ

2

)
= ν

(
ξ

2

)
eπiξψ̂(ξ) =: C(ξ)ψ̂(ξ)

Si tomamos {ck} ∈ `2(Z), los coeficientes de Fourier de C(−ξ), entonces la

transformada de Fourier de
∑

k∈Z ckψ(· − k) es ξ 7→
(∑

k∈Z cke
−2πikξ) ψ̂(ξ) =

C(ξ)ψ̂(ξ) = f̂(ξ); luego f(t) =
∑

k∈Z ckψ(t− k).
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3.6. Wavelets con soporte compacto

Las wavelets con soporte compacto son valiosas para ciertas aplicaciones
(ver Caṕıtulo 4). En esta sección veremos cómo obtener algunas de ellas.
Veamos una caracterización en términos de las constantes de estructura.

Proposición 3.6.1. Sea φ la función de escala de un AMR tal que φ̂ es
continua en 0 con φ̂(0) = 1.

1. Si φ(t) = 0 para |t| ≥ M , entonces las constantes de estructura satis-
facen ak = 0 para |k| ≥ 3M .
En particular, el filtro de escala es un polinomio trigonométrico:

m0(ξ) =
1

2

∑
|k|<3M

ake
−2πikξ (3.23)

2. Rećıprocamente, supongamos que el filtro de escala m0 es un polinomio
trigonométrico como en (3.23). Entonces la función de escala se obtiene

φ̂(ξ) =
∞∏
j=1

m0(ξ/2
j)

y tiene soporte compacto.

Demostración. De la definición de las constantes de estructura en (3.5) (φ(t) =∑
k∈Z akφ(2t − k)), y la ortonormalidad de {φ(2 · −k)}k∈Z tenemos ak =

2
∫M
−M φ(t)φ(2t − k) dt. Si |k| ≥ 3M entonces el soporte de φ(2 · −k) es dis-

junto con [−M,M ], luego esta integral da cero y ak = 0 ∀|k| ≥ 3M . Esto
prueba 1.
Antes de probar el rećıproco, obsérvese que por (3.8) se tiene

φ̂(ξ) =

(
n∏
j=1

m0(ξ/2
j)

)
φ̂(ξ/2n), ∀n ≥ 1.

Por otro lado, como suponemos φ̂(0) = 1, y φ̂ continua en 0, entonces:

φ̂(ξ) = ĺım
n

(
n∏
j=1

m0(ξ/2
j)

)
φ̂(ξ/2n) =

(
∞∏
j=1

m0(ξ/2
j)

)
φ̂(0)

es decir que φ̂(ξ) =
∏∞

j=1m0(ξ/2
j) ∀ξ.

Veamos ahora que φ tiene soporte compacto sim0 es un polinomio trigonométri-
co.
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Sea qn(ξ) =
∏n

j=1m0(ξ/2
j), y supongamos que m0(ξ) =

∑
|k|<N αke

2πikξ.

Entonces m0(ξ/2
j) =

∑
|k|<N αke

2πi k
2j
ξ, y por lo tanto qn(ξ) es combinación

lineal de elementos e2πiξ
∑n
j=1 kj/2

j

, donde |kj| ≤ N ∀j = 1, . . . , n y por lo
tanto

∑n
j=1 kj/2

j ∈
∑n

j=1[−N/2j, N/2j] ⊂ [−N,N ].

Por otro lado: e2πixξ = δ̂−x(ξ) =
∫
R e
−2πitξ dδ−x(t), de donde se deduce que

qn = µ̂n, donde µn es una combinación lineal de medidas de Dirac concen-
tradas en puntos de [−N,N ], y en particular el soporte de µn está incluido
en [−N,N ] ∀n.
Nótese también que |qn+1(ξ)| = |qn(ξ)||m0(ξ/2

n+1)| ≤ |qn(ξ)|, pues |m0| ≤ 1.
Luego |qn(ξ)| ≤ |m0(ξ/2)| ≤ 1, ∀ξ, ∀n.
Sea f una función de Schwartz (ver Definición A.10 en el Apéndice). En
particular f ∈ L2(R), aśı que por la identidad de Parseval se tiene:∫

R
φ(t)f(t) dt = 〈φ, f〉 = 〈φ̂, f̂〉 =

1

2π

∫
R
φ̂(ξ)f̂(ξ) dξ

=
1

2π

∫
R
φ̂(ξ)f̂(−ξ) dξ TCD

= ĺım
n

1

2π

∫
R
qn(ξ)f̂(−ξ) dξ

= ĺım
n

1

2π

∫
R
µ̂n(ξ)f̂(−ξ) dξ

= ĺım
n

1

2π

∫
R

(∫
R
e−2πitξ dµn(t)

)
φ̂(ξ)f̂(−ξ) dξ

Fubini
= ĺım

n

1

2π

∫
R2

e−2πitξφ̂(ξ)f̂(−ξ) dξ dµn(t)

inversión
= ĺım

n

∫
R
f(t) dµn(t)

Si sop(f) ∩ [−N,N ] = ∅, entonces
∫
R f(t) dµn(t) = 0 ∀n, y por lo tanto∫

R φ(t)f(t) dt = 0, de donde se concluye que sop(φ) ⊂ [−N,N ].

Observación 3.6.2. Si φ tiene soporte compacto, entonces las constantes de
estructura son cero excepto una cantidad finita, y luego, por (3.19) tenemos
que ψ tiene soporte compacto, por ser combinación lineal finita de funciones
con soporte compacto.

A partir de ahora veremos cómo obtener un AMR cuya función de es-
cala φ tenga soporte compacto utilizando esta proposición, es decir, primero
obteniendo una función m0, que será nuestro filtro de escala, y luego hallan-
do φ. Condiciones suficientes para que esto sea posible se dan en el siguiente
teorema. Observar que no suponemos que m0 es un polinomio trigonométrico.

Teorema 3.6.3. Sea m0 una función continua 1-periódica que satisface las
siguientes condiciones:
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1. m0(0) = 1, |m0(ξ)| > 0 para |ξ| ≤ 1/4

2. |m0(ξ)|2 + |m0(ξ + 1/2)|2 = 1

3. |1−m0(ξ)| ≤ C
log2(1/|ξ|) , |ξ| ≤ 1/2

Entonces el producto
∏∞

k=1m0(ξ/2
k) converge y define una función φ̂ ∈ L2(R)

para la cual {φ(· − k)}k∈Z es ortonormal y φ es la función de escala de un
AMR.

Demostración. Dividimos la prueba en 4 partes. Primero definimos

M := {φ ∈ L2(R) : {φ(· − k)}k∈Z es ortonormal}.

1. M es cerrado en L2(R):
Sea {φj}j∈N ⊂ M con φj → φ ∈ L2(R). Usando la notación Lkφ(t) =
φ(t − k) (operador que preserva la norma) tenemos que 〈φj, Lkφj〉 =
δk,0 ∀j. Luego

|〈φ, Lkφ〉 − δk,0| = |〈φ, Lkφ〉 − 〈φj, Lkφj〉|
= |〈φ− φj, Lkφ〉+ 〈φj, Lkφ− Lkφj〉|
≤ ‖φ− φj‖‖Lkφ‖+ ‖φj‖‖Lk(φ− φj)‖
= ‖φ− φj‖‖φ‖+ ‖φj‖‖φ− φj‖ → 0 si j →∞

⇒
∫
R
φ(t)φ(t− k) dt = 〈φ, Lkφ〉 = δk,0 ⇒ φ ∈M

2. Sea φ0(t) = sen(πt)/πt (la wavelet de Shannon) con φ̂0 = χ[−1/2,1/2] y
para j ≥ 1 definamos

φ̂j(ξ) = φ̂0

(
ξ

2j

)
m0

(
ξ

2

)
. . .m0

(
ξ

2j

)
= χ

[−2j−1,2j−1](ξ)

(
j∏
i=1

m0(ξ/2
i)

)

Probaremos por inducción que φj ∈M ∀j ≥ 0.
Para j = 0, ya sabemos que {φ0(· − k)}k∈Z es ortonormal (Ejemplo
3.2.6).
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Si φj−1 ∈M, como φ̂j(ξ) = m0(ξ/2)φ̂j−1(ξ/2) entonces

∑
l∈Z

|φ̂j(ξ + l)|2 =

∑
l par

+
∑

l impar

∣∣∣∣m0

(
ξ + l

2

)
φ̂j−1

(
ξ + l

2

)∣∣∣∣2

=

∣∣∣∣m0

(
ξ

2

)∣∣∣∣2 ∑
l par

∣∣∣∣φ̂j−1(ξ + l

2

)∣∣∣∣2
+

∣∣∣∣m0

(
ξ

2
+

1

2

)∣∣∣∣2 ∑
l impar

∣∣∣∣φ̂j−1(ξ2 + l

)∣∣∣∣2

La primera sumatoria se puede escribir como
∑

l∈Z |φ̂j−1(
ξ
2

+ l)|2 = 1

c.t.p. y la segunda se escribe como
∑

l∈Z |φ̂j−1(
ξ+1
2

+ l)|2 = 1 c.t.p.,
ambas por la hipótesis de inducción y Corolario 3.2.5. De esto y de
la hipótesis (2) se concluye que

∑
l∈Z |φ̂j(ξ + l)|2 = 1 y por lo tanto

φj ∈M ∀j ≥ 0 por el Corolario 3.2.5.

3. Veremos que
∏∞

j=1m0(ξ/2
j) converge uniformemente en compactos a

una función continua φ̃ ∈ L2(R) con ‖φ̃‖ ≤ 1 y ĺımξ→0 φ̃(ξ) = 1:
Si |ξ| ≤ M , con M > 1, y 2j−1 ≥ M , entonces |ξ/2j| ≤ M/2j ≤ 1/2 y
log2(|ξ|/2j) ≥ log2(M/2j), y por la hipótesis (3) se cumple

|m0(ξ/2
j)− 1| ≤ C

log2(2j/|ξ|)
=

C

log2(|ξ|/2j)
≤ C

log2(M/2j)

=
C

(log(M)− j log(2))2
≤ C

(j log(2))2

que es el término general de una serie convergente. Esto implica que∑∞
j=1 |m0(ξ/2

j)−1| converge uniformemente en [−M,M ], y por lo tan-

to
∏∞

j=1m0(ξ/2
j) converge uniformemente en [−M,M ] a una función

continua φ̃ ∈ L2(R).

Observar que ĺımj φ̂j(ξ) =
∏∞

j=1m0(ξ/2
j) = φ̃(ξ) y por el Lema de Fa-

tou ‖φ̃‖ = ‖ ĺım φ̂j‖ ≤ ĺım ‖φ̂j‖ = 1; como m0(0) = 1 y φ̃ es continua,

entonces ĺımξ→0 φ̃(ξ) = 1.

Definimos φ ∈ L2(R) tal que φ̂ = φ̃.

4. Probaremos que ‖φj − φ‖ → 0 si j → +∞.

Primero veamos que existe C1 > 0 tal que |φ̂j(ξ)| ≤ C1|φ̂(ξ)|. Como
el producto infinito del paso 3 converge uniformemente en [−1/2, 1/2],
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existe j0 ∈ N tal que
∏

j>j0
|m0(ξ/2

j)| ≥ 1/2 si |ξ| ≤ 1/2. Entonces∏j0
j=1 |m0(ξ/2

j)| ≤ 2φ̂(ξ), de donde |φ̂(ξ)| ≥ 1
2

∏j0
j=1 |m0(ξ/2

j)| ≥ 1
2
cj0

si |ξ| ≤ 1/2, donde c := mı́n|ξ|≤1/4 |m0(ξ)| > 0 por hipótesis (1), y luego

C := ı́nf |ξ|≤1/2 |φ̂(ξ)| > 0.
Además

φ̂(ξ) =
∞∏
i=1

m0

(
ξ

2i

)
=

j∏
i=1

m0

(
ξ

2i

) ∞∏
i=1

m0

(
ξ/2j

2i

)
= φ̂j(ξ)φ̂(ξ/2j) si |ξ| ≤ 2j−1

(3.24)

Entonces, ∀ξ ∈ R :

|φ̂j(ξ)| =

∣∣∣∣∣ φ̂(ξ)

φ̂(ξ/2j)

∣∣∣∣∣χ[−2j−1,2j−1] ≤ C−1|φ̂(ξ)|

porque ı́nf |ξ|≤2j−1 |φ̂(ξ/2j)| = ı́nf |ξ|≤1/2 |φ̂(ξ)| = C > 0. Como φ̂(ξ/2j)→
1 (si j → +∞), de (3.24) se deduce que

|φ̂j(ξ)− φ̂(ξ)| → 0 y además

|φ̂j(ξ)− φ̂(ξ)| ≤ |φ̂j(ξ)|+ |φ̂(ξ)| ≤ (1 + C−1)|φ̂(ξ)|

Como ξ 7→ (1 + C−1)|φ̂(ξ)| está en L2(R), por el Teorema de Conver-

gencia Dominada se deduce que ‖φ̂j − φ̂‖ → 0 y por la identidad de
Parseval, ‖φj − φ‖ → 0 si j → +∞.

Para concluir, como φj ∈ M, φj → φ y M es cerrado, entonces φ ∈
M ⇒ {φ(· − k)}k∈Z es ortonormal. Además, del paso 3 deducimos que φ̂ es

continua en 0 con φ̂(0) = 1 y φ̂(ξ) =
∏∞

j=1m0(ξ/2
j) = m0(ξ/2)φ̂(ξ/2).

Aplicando la Proposición 3.3.6 y el Teorema 3.4.1, se llega a lo buscado.

Observación 3.6.4. Para poder obtener una wavelet con soporte compacto,
debemos encontrar un polinomio trigonométrico que cumpla las hipótesis de
la proposición anterior. Es suficiente encontrar un polinomio trigonométrico
C(ξ) que verifique:

C(ξ) ≥ 0, C(ξ) > 0 para |ξ| ≤ 1/4, C(0) = 1, C(ξ)+C(ξ+1/2) = 1 (3.25)

y luego una función m0 que verifique |m0(ξ)|2 = C(ξ). La existencia de dicha
función m0 la asegura el siguiente lema.
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Lema 3.6.5 (Fejér y Riesz). Si t(x) =
∑
|k|≤n cke

ikx es un polinomio trigonométri-

co no negativo (con x ∈ R), entonces existe un polinomio trigonométrico q(x)
tal que t(x) = |q(x)|2 para todo x ∈ R.

Demostración. Supongamos que t(x) > 0 ∀x ∈ R. Entonces

n∑
k=−n

cke
ikx = t(x) = t(x) =

n∑
k=−n

cke
−ikx =

n∑
k=−n

c−ke
ikx ∀x ∈ R

por lo tanto c−k = ck ∀k. Definimos P (z) = c−n + c−n+1z + · · · + cnz
2n =

cn + cn−1z + · · ·+ c−nz
2n. Luego

t(x) = e−inx
n∑

k=−n

cke
i(n+k)x = e−inx

2n∑
k=0

ck−ne
ikx = e−inxP (eix)

P (z) = c−n + c−n+1z + · · ·+ cnz
2n = z2n(cnz

−2n + cn−1z
−(2n−1) + · · ·+ c−n)

= z2nP (1/z)

Como t(x) > 0 ∀x ∈ R, la primera igualdad implica que P (z) no tiene ráıces
en el ćırculo unidad, y la segunda que si α es ráız de P , entonces 1/α también
lo es, y con la misma multiplicidad. Factorizando, obtenemos

P (z) = Czm
N∏
k=1

(z − αk)
(
z − 1

αk

)

⇒ t(x) = e−inxP (eix) = e−inx

(
Ceimx

N∏
k=1

(eix − αk)
(
eix − 1

αk

))

= Deipx
N∏
k=1

(
(eix − αk)(e−ix − αk)

αk

)
=

(
D∏
αk

)
eipx

N∏
k=1

|eix − αk|

Como t(x) > 0 y
∏N

k=1 |eix − αk| > 0, tiene que ser p = 0 y D∏
αk
> 0.

Tomamos q(x) =
(√

D∏
αk

)∏N
k=1(e

ix − αk), que cumple la tesis en el caso

t(x) > 0.
En general, si t(x) ≥ 0, aplicamos lo realizado a t(x) + ε > 0 y obtenemos
qε(x), el cual depende continuamente de ε (porque aśı dependen los coefi-
cientes de P y por lo tanto sus ráıces).
Luego, q0(x) = ĺımε→0 qε(x) cumple lo pedido.

Veamos un ejemplo de wavelet ortonormal utilizando la observación an-
terior:
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Figura 3.4: Wavelet ortonormal de Daubechies

Ejemplo 3.6.6. Esta construcción se debe a Daubechies (ver [5], pág. 194-
202). Partimos de la ecuación cos2 πξ + sen2 πξ = 1, de la cual obtenemos:

1 = (cos2 πξ + sen2 πξ = 1)2N+1 =
2N+1∑
k=0

sen2k(πξ) cos4N+2−2k(πξ)

Tomamos la primera mitad de estos términos y definimos

C(ξ) :=
N∑
k=0

sen2k(πξ) cos4N+2−2k(πξ)

Reemplazando ξ por ξ + 1
2
, los senos se transforman en cosenos y viceversa,

y obtenemos los restantes términos de la ecuación anterior. Luego, se verifica
C(ξ) + C(ξ + 1/2) = 1. Las condiciones C(0) = 1 y C(ξ) > 0 son obvias.
Por lo tanto, C verifica las condiciones (3.25) y define una wavelet ortonormal
con soporte compacto.
Por más detalles acerca de su construcción, ver [5], págs. 194-202.

3.7. Implementación

En esta sección deduciremos un algoritmo para descomponer una función
fN ∈ VN de un AMR en una aproximación en un espacio con menor resolu-
ción VN−M más los detalles. En el Caṕıtulo 4 estudiaremos cómo se aplica en
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el contexto de las imágenes.

Supongamos que {Vj}j∈Z es un AMR con función de escala φ ∈ L2(R) y
wavelet asociada ψ ∈ L2(R).
Recordamos que existen constantes únicas {ak}, {bk} ∈ `2(Z) tales que

φ(t) =
∑
k∈Z

akφ(2t− k)

ψ(t) =
∑
k∈Z

bkφ(2t− k)
(3.26)

Por otro lado, como φ(2t), φ(2t − 1) ∈ V1 = V0 ⊕ W0, existen cuatro
sucesiones {p−2k}, {q−2k}, {p1−2k}, {q1−2k} ∈ `2(Z) tales que

φ(2t) =
∑
k∈Z

p−2kφ(t− k) + q−2kψ(t− k)

φ(2t− 1) =
∑
k∈Z

p1−2kφ(t− k) + q1−2kψ(t− k)

Para cada l ∈ Z, si l es par:

φ(2t− l) = φ(2(t− l/2)) =
∑
k∈Z

p−2kφ((t− l/2)− k) + q−2kψ((t− l/2)− k)

=
∑
k∈Z

pl−2(l/2+k)φ(t− (l/2 + k)) + ql−2(l/2+k)ψ(t− (l/2 + k))

=
∑
k′∈Z

pl−2k′φ(t− k′) + ql−2k′ψ(t− k′)

y se obtiene una fórmula análoga si l es impar. Luego, existen sucesiones
{pk}, {qk} ∈ `2(Z) tales que ∀l ∈ Z:

φ(2t− l) =
∑
k∈Z

(pl−2kφ(t− k) + ql−2kψ(t− k)) (3.27)

Las sucesiones {ak}, {bk}, {pk}, {qk} son únicas.

Como
⋃
j∈Z Vj = L2(R), sabemos que toda f ∈ L2(R) puede ser aproxi-

mada por fN ∈ VN para algún N ∈ Z. Además, Vj = Vj−1 ⊕Wj−1 para todo
j ∈ Z, aśı que podemos descomponer de forma única

fN = fN−1 + gN−1
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con fN−1 ∈ VN−1 y gN−1 ∈ WN−1. Repitiendo este proceso M veces, logramos
la descomposición

fN = gN−1 + gN−2 + · · ·+ gN−M + fN−M

con fj ∈ Vj y gj ∈ Wj para cada j. Como la suma es directa, esta descom-
posición es única. Además, tenemos que

fj(t) =
∑
l∈Z

cjlφ(2jt− l) con cj = {cjl } ∈ `
2(Z)

gj(t) =
∑
l∈Z

djlφ(2jt− l) con dj = {djl } ∈ `
2(Z)

(3.28)

donde hemos suprimido los coeficientes de normalización 2j/2 de φj,l para
simplificar el algoritmo. Podemos identificar las funciones f, g con las suce-
siones {cj}, {dj} ∈ `2(Z) respectivamente.

Aplicando (3.29) y (3.28) obtenemos

fj(t) =
∑
l∈Z

cjlφ(2jt− l) =
∑
l∈Z

cjl

(∑
k∈Z

pl−2kφ(2j−1t− k) + ql−2kψ(2j−1t− k)

)

=
∑
k∈Z

(∑
l∈Z

pl−2kc
j
l

)
φ(2j−1t− k) +

∑
k∈Z

(∑
l∈Z

ql−2kc
j
l

)
ψ(2j−1t− k)

pero aplicando (3.26) también tenemos que

fj(t) = fj−1(t) + gj−1(t) =
∑
k∈Z

cj−1k φ(2j−1t− k) +
∑
k∈Z

dj−1k ψ(2j−1t− k)

=
∑
k∈Z

cj−1k

(∑
l∈Z

alφ(2jt− 2k − l)

)
+
∑
k∈Z

dj−1k

(∑
l∈Z

blφ(2jt− 2k − l)

)

=
∑
k∈Z

cj−1k

(∑
l∈Z

al−2kφ(2jt− l)

)
+
∑
k∈Z

dj−1k

(∑
l∈Z

bl−2kφ(2jt− l)

)

=
∑
l∈Z

(∑
k∈Z

al−2kc
j−1
k + bl−2kd

j−1
k

)
φ(2jt− l)

Como los coeficientes de fj son únicos en Vj y en Vj−1 ⊕Wj−1, se tiene el
siguiente esquema:



56

Figura 3.5: Esquema de descomposición

Figura 3.6: Esquema de composición

1. Descomposición: {
cj−1k =

∑
l∈Z pl−2kc

j
l

dj−1k =
∑

l∈Z ql−2kc
j
l

(3.29)

2. Composición:

cjl =
∑
k∈Z

al−2kc
j−1
k + bl−2kd

j−1
k (3.30)

Hemos obtenido un algoritmo eficiente para descomponer una función
fN ∈ VN en una aproximación fN−M más niveles progresivos de detalles
gN−M , . . . , gN−1 con los cuales podemos reconstruir la función original fácil-
mente.
Observamos que si los coeficientes {ak}, {bk}, {pk}, {qk} son finitos (por ejem-
plo, si φ y ψ tienen soporte compacto), el algoritmo visto puede ser fácilmente
implementado en una computadora.
A continuación, veremos cómo quedan estos esquemas en el AMR de Haar,
por ser el ejemplo más sencillo de AMR con función de escala y wavelet de
soporte compacto, aunque puede ser aplicado en otros AMR.

Consideremos el AMR de Haar:

Vj = {f ∈ L2(R) : f constante en [k/2j, (k + 1)/2j) ∀k ∈ Z}
φ = χ[0,1)

ψ = χ[0,1/2) − χ[1/2,1)

En este caso, se cumple

φ(t) = φ(2t) + φ(2t− 1)

ψ(t) = φ(2t)− φ(2t− 1)



57

y por tanto a0 = a1 = 1, b0 = 1, b1 = −1 y ak = bk = 0 ∀k 6= 0, 1. Además

φ(2t) =
1

2
φ(t) +

1

2
ψ(t)

φ(2t− 1) =
1

2
φ(t)− 1

2
ψ(t)

y entonces p0 = p1 = 1/2, q0 = 1/2, q1 = −1/2 y pk = qk = 0 ∀k 6= 0, 1.

Supongamos que tenemos una función f0 ∈ V0 (constante en los intervalos
[k, k + 1)) con soporte en [0, n] donde n = 2M . Puede escribirse

f0(t) =
n−1∑
k=0

c0kφ(t− k) =

{
c0k si t ∈ [k, k + 1) ⊂ [0, n)
0 si t 6∈ [0, n)

Identificamos esta función con la n-upla (c00, . . . , c
0
n−1). Aplicando el esquema

(3.29) obtenemos{
c−1k = p0c

0
2k + p1c

0
2k+1 = 1

2
(c02k + c02k+1)

d−1k = q0c
0
2k + q1c

0
2k+1 = 1

2
(c02k − c02k+1)

Tenemos entonces n/2 = 2M−1 coeficientes c−1k y la misma cantidad de d−1k ,
que corresponden a la descomposición f0 = f−1 + g−1 ∈ V−1 +W−1:

f−1 ∼ (c−10 , . . . , c−1n/2−1)

g−1 ∼ (d−10 , . . . , d−1n/2−1)

Si queremos reconstruir la secuencia original, utilizamos el esquema (3.30) y
queda {

c02k = a0c
−1
k + b0d

−1
k = c−1k + d−1k

c02k+1 = a1c
−1
k + b1d

−1
k = c−1k − d

−1
k

Repitiendo la descomposición M veces a los c0k llegamos a

f0 ∼ (c−10 , . . . , c−1n/2−1, d
−1
0 , . . . , d−1n/2−1)

· · ·
∼ (c−M0 , d−M0 , d−M+1

0 , d−M+1
1 , . . . , d−10 , . . . , d−1n/2−1)

Por ejemplo, si tenemos la secuencia (c00, . . . , c
0
3) = (3, 7, 13, 5), entonces

c−10 =
c00 + c01

2
= 5, d−10 =

c00 − c01
2

= −2

c−11 =
c02 + c03

2
= 9, d−11 =

c02 − c03
2

= 4
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y la descomposición queda (c−10 , c−11 , d−10 , d−11 ) = (5, 9,−2, 4), que consiste
en los promedios de las dos parejas del vector original, más las diferencias
necesarias para la reconstrucción. Si aplicamos una vez más el esquema (esta
vez a las dos primeras coordenadas), obtenemos

(c−20 , d−20 , d−10 , d−11 ) = (7,−2,−2, 4)

Con c−20 , d−20 reconstruimos c−10 , c−11 , y con estos más d−10 , d−11 , la señal origi-
nal.

3.8. Wavelets en Rn

Brevemente, comentaremos cómo pueden definirse las nociones de AMR
y wavelet en Rn. Por más detalles, puede verse [2].

Definición 3.8.1. Decimos que una transformación lineal A de Rn es una
dilatación aceptable para Zn si cumple:

1. Zn es invariante por A, es decir, AZn ⊂ Zn.

2. Todos los valores propios λi de A cumplen |λi| > 1.

Estas propiedades implican que | detA| es un entero q ≥ 2.

Ejemplo 3.8.2. 1. A = mI con m ≥ 2 entero, es una dilatación acept-
able.

2. Si A0 es una matriz ortogonal, y A = ρA0 con ρ ∈ R, si elegimos ρ tal
que las entradas de A sean enteras y | detA| = |ρ|n ≥ 2, entonces A es
una dilatación aceptable. En R2, estas matrices son todas de la forma(

m −p
p m

)
o

(
m p
p −m

)
con m, p ∈ Z tales que m2 + p2 ≥ 2.

Una dilatación aceptable A induce un operador unitario

UA : L2(R)→ L2(R), UAf(x) = | detA|−1/2f(A−1x)

Definición 3.8.3. Un análisis multiresolución (AMR) asociado a A es
una familia {Vj}j∈Z de subespacios cerrados de L2(Rn), junto a una función
φ ∈ L2(Rn) que verifican
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1. Vj ⊂ Vj+1 ∀j ∈ Z

2.
⋃
j∈Z

Vj = L2(R),
⋂
j∈Z

Vj = {0}

3. f ∈ Vj si y sólo si f(A−n·) ∈ V0

4. {φ(· − γ)}γ∈Zn es base ortonormal de V0.

A la función φ se le llama función de escala del AMR.

El caso A = 2I es el más estudiado en la literatura existente, y es llamado
AMR diádico.

Observación 3.8.4. Al igual que para los AMR de L2(R), se verifican
propiedades similares:

1. {φ(· − γ)}γ∈Zn es ortonormal si y sólo si
∑

γ∈Zn |φ̂(ξ − γ)|2 = 1 c.t.p.
ξ ∈ Rn.

2. La condición (4) de la definición de AMR puede ser debilitada a:
Existe una función φ ∈ L2(Rn) tal que {φ(x − γ)}γ∈Zn es una base de
Riesz de V0, es decir, existen 0 < c ≤ C <∞ tales que

c
∑
γ∈Zn
|aγ|2 ≤

∫
Rn
|aγφ(x− γ)|2 dx ≤ C

∑
γ∈Zn
|aγ|2

la cual es equivalente a

c ≤
∑
γ∈Zn
|φ(x− γ)|2 ≤ C

La ventaja de esta condición es que, en algunos casos, es más fácil de
verificar que la de ortonormalidad.

3. Por las propiedades (1) y (4), la función de escala φ cumple la ecuación
de escala:

φ(x) =
∑
γ∈Zn

aγφ(Ax− γ)

Las constantes {aγ} ∈ `2(Zn) son las constantes de estructura del
AMR.
Aplicando la transformada de Fourier a la ecuación de escala, obten-
emos

φ̂(ξ) = m0(B
−1ξ)φ̂(B−1ξ)
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donde B = A∗ y m0 es la función 1-periódica,

m0(ξ) =
1

| detA|
∑
γ∈Zn

aγe
−2πi〈γ,ξ〉

llamada filtro de escala.

Definición 3.8.5. Una base de wavelets asociada a A es una base ortonor-
mal de L2(Rn) cuyos elementos son Zn-traslaciones de A-dilataciones de un
conjunto ortonormal finito {ψ1, . . . , ψm}. Es decir, los elementos de la base
son de la forma

| detA|j/2ψk(Ajx− γ), γ ∈ Zn, j ∈ Z, k = 1, . . . ,m.

Las wavelets son los elementos de esta base, y a las ψk les llamamos wavelets
básicas. La cantidad de wavelets básicas necesarias para formar una base
ortonormal de L2(Rn) es m = | detA| − 1. La relación entre las ψk y φ es

ψk(x) =
∑
γ∈Zn

bk,γφ(Ax− γ), k = 1, . . . ,m.

con {bk,γ}γ∈Zn ∈ `2(Zn).

En conjunto, las constantes {aγ} y {bk,γ} son esenciales en la obtención
de algoritmos rápidos de descomposición y reconstrucción usados en proce-
samiento de señales e imágenes (ver Sección 3.7 y Caṕıtulo 4).

Al igual que en L2(R), las wavelets son la razón por la que se estudian
los AMR, y se puede desarrollar un estudio similar al presentado en esta
monograf́ıa en L2(Rn), en particular la construcción de bases de L2(Rn) a
partir de los AMR. Por más información, consultar [2].



Caṕıtulo 4

Aplicaciones

Veremos una aplicación del análisis multiresolución en la compresión y
transmisión progresiva de imágenes digitales.

Una imagen digital a escala de grises puede representarse como una matriz
M0 de 2N filas y 2M columnas. En cada entrada aparece la intensidad de gris
del pixel correspondiente.
En este contexto, podemos aplicar la descomposición en cada fila de la matriz
(en cada una quedan los coeficientes c−1k y d−1k ) y luego en cada columna, y
obtener aśı una nueva matriz

M−1 =

(
M−1

0 M−1
1

M−1
2 M−1

3

)
en las cuales M−1

0 contiene la aproximación, y las restantes contienen los
detalles.
Si el proceso se repite a M−1

0 , obtenemos aproximaciones más pequeñas M−k
0

de la imagen original M0.

La ventaja de esta descomposición es que, en regiones uniformes, los de-
talles d−1k son casi nulos. Sólo son “significativos” los detalles cerca de los
bordes de los objetos de la imagen y, por lo tanto, podŕıamos anular los
detalles cuyo valores absolutos se encuentren por debajo de un umbral ε y
obtener aśı una matriz dispersa (con muchos coeficientes nulos, en inglés:
sparse matrix).

En la Figura 4.4 se muestra el resultado de aplicar la descomposición dos
veces. Notar que cuanto más veces aplicamos la descomposición, más coe-
ficientes se acercan a 0, aunque las modificaciones de los mismos influyen
más en las reconstrucciones sucesivas (se van acumulando en cada paso de la

61
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Figura 4.1: Imagen digital a escala de grises

Figura 4.2: Descomposición wavelet de una imagen digital

reconstrucción). En la Figura 4.5 se muestra el efecto que produce anular coe-
ficientes de la descomposición para varios valores del umbral ε, quedándonos
con un porcentaje de los coeficientes originales sin anular. Para la misma,
se utilizó dos veces la descomposición, se anularon algunos coeficientes y se
aplicó la reconstrucción dos veces para obtener las imágenes.

Estas matrices dispersas pueden ser comprimidas con alto radio de com-
presión (por ejemplo, con el algoritmo de Huffman, ver [11]).

Otra aplicación posible es la de transmisión progresiva de imágenes a
través de internet. En vez de enviar la imagen por partes (y por lo tanto,
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no poder ver la imagen completa hasta que finalice el env́ıo), teniendo la
descomposión de la imagen, podemos enviar primero la aproximación M−k

0

(aśı el receptor ya posee una idea de cómo es la imagen original comple-
ta, aunque con poco detalle) y luego ir enviando los detalles para refinar la
aproximación hasta obtener la imagen completa. En la Figura 4.6 se muestra
cómo se veŕıa la transmisión progresiva de la imagen.

A continuación, se incluye el código de los algoritmos de descomposión y
composición implementados en Octave, utilizado para generar estas imágenes:

% Las imagenes pueden cargarse como matr ices con :
u=double ( imread ( ” imagen . png” ) ) ;

% Luego de t ra tadas , se guardan como imagenes en d i s co con :
imwrite ( u int8 (u) , ” r e su l t ado . png” )

function d=DescompImagen (u , n)
% Descompone l a imagen u , n veces
d=u ;
[ nf , nc ]= s ize (u) ;
for i =1:n

for j =1: nf
d( j , 1 : nc )=DecomponerVector (d( j , 1 : nc ) ) ;

end
for j =1:nc

d ( 1 : nf , j )=DecomponerVector (d ( 1 : nf , j ) ) ;
end
nf /=2;
nc/=2;

end
endfunction

function d=DecomponerVector ( v )
d=zeros ( s ize ( v ) ) ;
n=max( s ize ( v ) ) ;
for j =1:n/2

d( j )=(v (2∗ ( j−1)+1)+v (2∗ ( j−1)+2) ) /2 ;
d(n/2+ j )=(v (2∗ ( j−1)+1)−v (2∗ ( j−1)+2) ) /2 ;

end
endfunction

function d=CompImagen(u , n)
%Compone l a imagen u , n veces
[ nf , nc ]= s ize (u) ;
nf /=2∗∗(n−1) ; nc/=2∗∗(n−1) ;
d=u ;
for i =1:n

for j =1:nc
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d ( 1 : nf , j )=ComponerVector (d ( 1 : nf , j ) ) ;
end
for j =1: nf

d( j , 1 : nc )=ComponerVector (d( j , 1 : nc ) ) ;
end
nf ∗=2;
nc∗=2;

end
endfunction

function d=ComponerVector ( v )
d=zeros ( s ize ( v ) ) ;
k=max( s ize ( v ) ) /2 ;
for j =1:k

d(2∗ j −1:2∗ j )=[v ( j )+v(k+j ) , v ( j )−v (k+j ) ] ;
end

endfunction
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Figura 4.3: Compresión: (a) Imagen original, (b) 35 % de los coeficientes, (c)
11 % de los coeficientes, (d) 6 % de los coeficientes
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Figura 4.4: Transmisión progresiva: (a) 1/64 de los coeficientes, (b) 1/16 de
los coeficientes, (c) 1/4 de los coeficientes, (d) Total de los coeficientes



Apéndice A

Resumimos definiciones y propiedades básicas de la teoŕıa de Fourier uti-
lizadas en esta monograf́ıa, más algunos comentarios sobre unidades aproxi-
madas y resultados de teoŕıa de la medida. Por detalles, se puede consultar
[1], [8] y [16].

Definición A.1. Si f ∈ L2[0, 2π], definimos su transformada de Fourier
discreta como

f̂ : Z→ C, f̂(k) =
1

2π

∫ 2π

0

f(t)e−ikt dt

En este caso, asociamos a f su serie de Fourier:

f ∼
∑
k∈Z

f̂(k)eikt

Puede definirse la transformada de Fourier más en general, para funciones
T -periódicas f ∈ L2[0, T ] como

f̂(k) =
1

T

∫ T

0

f(t)e−
2π
T
ikt dt

pero por simplicidad trabajaremos con funciones 2π-periódicas, aunque los
resultados se extienden al caso general con los cambios obvios.

Proposición A.2. Sea f una función 2π-periódica de variación acotada, y
definamos {

f(x+) = ĺımh→0+ f(x+ h)
f(x−) = ĺımh→0+ f(x− h)

Entonces la serie de Fourier de f converge a (f(x+) + f(x−))/2 ∀x ∈ R.
Además, si f también es continua en un compacto [a, b], entonces la serie de
Fourier converge uniformemente a f en [a, b].

67
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Proposición A.3. La transformada de Fourier discreta

F : L2[0, 2π]→ `2(Z), F(f) = (f̂(k))k∈Z

es un isomorfismo isométrico de L2[0, 2π] en `2(Z).
En particular, se cumple la Identidad de Parseval:∑

k∈Z

|ck|2 =
1

2π

∫ 2π

0

|f(t)|2 dt

para toda f ∈ L2[0, 2π], donde ck es el k-ésimo coeficiente de Fourier de f .

Definición A.4. Si f ∈ L2(R) se define la transformada de Fourier
continua como

f̂ : R→ C, f̂(ξ) =

∫
R
f(t)e−2πiξt dt (A.1)

Definición A.5. Si f, g ∈ L2(R), definimos la convolución entre f y g
como

f ∗ g(t) =

∫
R
f(s)g(t− s) ds

Proposición A.6. Sean f, g ∈ L2(R). Se cumple:

1. f ∗ g = g ∗ f

2. f̂ ∗ g(ξ) = f̂(ξ)ĝ(ξ)

3. Identidad de Parseval:∫
R
f(t)g(t) dt =

1

2π

∫
R
f̂(ξ)ĝ(ξ) dξ

En particular, ‖f‖ = 1√
2π
‖f̂‖.

4.
∫
R f̂(t)g(t) dt =

∫
R f(t)ĝ(t) dt

Definición A.7. Una familia de funciones {gα}α∈R+ ⊂ L1(R) es una unidad
aproximada cuando α→ 0+ si:

1.
∫
R gα(t) dt = 1 ∀α > 0

2.
∫
R |gα(t)| dt ≤M ∀α > 0

3. ĺımα→0+

∫
|t|>T |gα(t)| dt→ 0 ∀T > 0
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Figura A.1: gα para α = 1, 1
4
, 1
16

Es fácil ver que gα(t) = 1
2
√
πα
e−

t2

4α forma una unidad aproximada cuando

α→ 0+.

Teorema A.8. Si f ∈ L1(R) y {gα}α∈R+ es una unidad aproximada, entonces

ĺım
α→0+

(f ∗ gα)(t) = f(t)

para todo t ∈ R punto de continuidad de f .

Como L1(R) ∩ L2(R) es denso en L2(R) (tomando fn = fχ[−n,n]), este
resultado se extiende para funciones f ∈ L2(R).

Teorema A.9. La transformada de Fourier

F : L2(R)→ L2(R), F(f) = f̂

es biyectiva, es decir, para toda g ∈ L2(R) existe una única f ∈ L2(R) tal

que f̂ = g.

Utilizamos también en esta monograf́ıa a las funciones de Schwartz, las
cuales definimos a continuación.

Definición A.10. El espacio de Schwartz S es el conjunto de todas las
funciones f ∈ C∞(R) tales que

sup
t∈R
|t|k|f (`)(t)| <∞ ∀k, ` ≥ 0.

La transformada de Fourier en este espacio se define de la misma forma
que en la ecuación (A.1).
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Teorema A.11. Se cumple:

1. Si f ∈ S, entonces f̂ ∈ S.

2. Fórmula de Inversión: Si f ∈ S, entonces

f(t) =

∫
R
f̂(ξ)e2πiξt dξ ∀t ∈ R

Mencionamos dos resultados de teoŕıa de la medida. La prueba del sigu-
iente puede encontrarse en [8]. pág. 55.

Teorema A.12. Supongamos que {fj} es una sucesión en L1(R) tal que∑+∞
j=1

∫
R |fj| <∞. Entonces

∑+∞
j=1 fj converge c.t.p. a una función de L1(R)

y
∫
R
∑+∞

j=1 fj =
∑+∞

j=1

∫
R fj.

El siguiente es una versión del Teorema de Diferenciación de Lebesgue.
La prueba puede encontrarse en [8], pág. 97.

Teorema A.13. Sea f ∈ L1
loc(Rn) (es decir,

∫
K
|f(x)| dx < ∞ para todo

conjunto K medible acotado de Rn). Entonces

ĺım
r→0+

1

m(B(x, r))

∫
B(x,r)

f(y) dy

en casi todo punto x ∈ Rn, donde B(x, r) es la bola de centro x y radio r > 0,
y m es la medida de Lebesgue en Rn.
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Théor. 45, 1986, no. 3, 293–309.

71



72

[11] Huffman, D.A., A Method for the Construction of Minimum Redundancy
Codes, Proceedings of the Institute of Radio Engineers, no. 40, 1951, 1098-
1101.
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