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Resumen

En el presente trabajo daremos una introduccién general a la teoria de las
wavelets (en castellano, ondiculas u onditas). Observaremos algunas caren-
cias que tiene la herramienta bésica de la teoria clasica de Fourier, a saber,
la Transformada de Fourier, en aplicaciones del procesamiento de senales, y
con esta motivacion nos introducimos a esta nueva teoria.

En particular, haremos un estudio de la transformada wavelet continua, una
versién de la identidad de Parseval y su férmula de inversién. Luego pasare-
mos a la transformada wavelet discreta y su relaciéon con la teoria de los
marcos en espacios de Hilbert. Repasaremos el concepto de anélisis mul-
tiresolucién de Meyer-Mallat y su utilidad para la construccion de wavelets
ortonormales (bases de L*(R)). Por tiltimo veremos cémo construir wavelets
con soporte compacto y sus ventajas, y daremos alguna idea de sus multi-
ples aplicaciones, en particular en el andlisis de imagenes digitales para la
compresion y transmisién progresiva de las mismas.
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Capitulo 1

Introduccion

1.1. Motivacion

El area del procesamiento de senales se encarga de estudiar opera-
ciones y algoritmos que permitan “analizar” senales, es decir, descomponer
la senal, estudiar sus componentes, deducir propiedades, reconstruir la senal
original (o aproximarla) a partir de sus componentes o algunos de ellos, etc.
Podemos pensar una senal unidimensional (analégica, por ejemplo una senal
acustica) como una funcién f : R — R, o una senial bidimensional (por ejem-
plo, una imagen en escala de grises) como una funcién f : R? — R, etc. En
las aplicaciones, estamos interesados en estudiar senales con “energia” finita,
es decir, f € L?*(R") con la norma usual:

= ([ ere) <o

El analisis de Fourier es muy utilizado en diversas ramas de la ciencia. A
través de la Transformada de Fourier podemos definir el concepto de “fre-
cuencia” presente en una funcién, y con ella podemos descomponer una
funcién periddica, o mas en general, de L*(R), en su contenido espectral (fre-
cuencias), e incluso reconstruir la funcién original a través de él.

El concepto de frecuencia se puede asociar a la dilatacion de las funciones

27m-periddicas cos(t) y sen(t), o sea, cos(nt) y sen(nt), o equivalentemente, a
las funciones €. Si consideramos

L2]0,27] = {f . [0,27] — T/ /0% If(0)dt < oo}



tomando en L?[0, 27| el producto interno usual

wmzlﬁwﬁwt

entonces {ﬁemt}nez constituye una base ortonormal de dicho espacio. Luego,
para cada f € L?[0,2n] (o si f es una funcién 27-periddica definida en R),
se define su transformada de Fourier discreta f : Z — C como:

1 2w

fy=— [ flt)e ™ dt

:2770

~

Cada coeficiente f(n) representa la cantidad de “frecuencia n” presente en
la funcién (asociada a e™).

Por ejemplo, si consideramos la funcién
f:0,2n] = R, f(t) = 10sen(3t) + 2 cos(20t)

la cual podemos pensar como la superposicion de una onda con frecuencia
3 y amplitud 10, con otra de frecuencia 20 y amplitud 2, y analizamos los
valores que arroja su transformada de Fourier, obtenemos

R 5 si|n|=3
|f(n)]=4 1 siln| =20
0 en otro caso

y entonces, si consideramos n y —n como la misma frecuencia (son la misma
onda en el caso de cos(nt) u opuestas en el caso de sen(nt)) vemos que

N R 10 sin=3
lf(n)| +|f(=n)| =< 2 sin=20
0 en otro caso

para n > 0, lo cual dice que la funciéon f contiene solo dos frecuencias: n = 3
con amplitud 10, y n = 20 con amplitud 2.

A partir de estos coeficientes, se puede reconstruir la funciéon f a través
de:

Ft)y=>"Fn)e™

neL

Para funciones de L?(R) se define la transformada de Fourier con-
tinua

TFE) = Fl¢&) = / F(t)e 2 dt (11)
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Figura 1.1: Una funcién f € L*(R) y su transformada de Fourier |f(¢)]

En este caso, consideramos frecuencias £ € R.

De la misma forma, podemos reconstruir la funciéon f mediante:
76 = [ Fpermeag
R

con convergencia en L?*(R), puntual si f es continua en ¢, entre otras.
En el apéndice se encuentran definiciones y propiedades bésicas del Analisis
de Fourier, en el caso discreto y continuo.

Sin embargo, la transformada de Fourier no sirve por si sola para estudi-
ar el contenido espectral de una funcién en un momento especifico. Es decir,
si quisiéramos conocer las frecuencias que estan presentes en una funcién
f € L*(R) en un entorno de ty € R, la transformada (1.1) no es adecuada,
ya que la modificacion de f en un intervalo abierto arbitrario, altera todo
el contenido espectral de f. Ademads, para conocer el valor de f en una sola
frecuencia &, es necesario conocer completamente f tanto en el pasado como
en el futuro. Es como si el andlisis de Fourier nos revelara qué notas musi-
cales estan presentes en una cancién, jpero no nos dijera en qué momentos
se encuentran!

Esto muestra que la transformada (1.1) no es muy practica si quisiéramos
estudiar funciones que presenten frecuencias que evolucionan con el tiempo,
como lo es el caso de senales acusticas, imagenes, etc.

Un intento de remediar esta situacion es introducir una “ventana” que,
al trasladarla a lo largo de la recta, permita localizar el analisis en el tiempo.
Formalmente, si introducimos g € L*(R) como ventana (con la regularidad



f(t) g(t-t.)

g(t)

Figura 1.2: Transformada de Gabor

necesaria), podemos definir la siguiente transformada de Gabor:

T,f6.t0) = [ F(O)a(t = to)e ™ (1.2)

que puede verse como la transformada de Fourier de la funcién t — f(t)g(t —
to), la cual consiste en aplicar la “ventana” a la funcién f en ¢y. Una eleccién
clésica para g es la Gaussiana g(t) = e™*’

Otra forma de interpretar a la transformada (1.2) es la siguiente: en vez
de analizar la funcién f en términos de las exponenciales t — > (cuya
frecuencia es £ a lo largo de R) lo hacemos en términos de las funciones
t = g(t — tg)e?™*! (cuya frecuencia es ¢ localizada en el instante tg).

Es decir, estamos utilizando la siguiente transformada:

T, f(60t0) = / F(t)gE (t) dt (1.3)

donde g5 (t) = g(t — ty)e* . En el caso discreto, consideramos el conjunto
{Ggmn = g(- —n)e*™™ },, nez, €l cual, bajo cierta regularidad de la ventana g,
es una base de L?(R), llamada base de Gabor. (Cabe aclarar que en esta
monografia se utilizara libremente un punto “” para denotar el espacio que
ocupa una variable en una funcién, en los momentos en que sea conveniente.
Por ejemplo, f(27-—Fk) se usara para representar a la funcién ¢ — f(27t — k),
etc.)

Esto soluciona algunos de los problemas mencionados anteriormente, pero
aun presenta defectos: el tamano A, de la ventana g, que puede ser definido,
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Figura 1.3: Re(¢%" (1)) para & = 1,t, =0y & = 5,1y = 2 donde g(t) = e™*’

por ejemplo, como (asumiendo ¢ — tg(t) € L*(R)):

ti=lg) /Rt]g(t)\th (centro de la ventana)

A= Lol ([ 0= 6 2lat0 i) "

es fijo. Debido a que la longitud de una onda periédica (es decir, el minimo
T > 0 tal que f(t+T) = f(t) para todo t) es inversamente proporcional
a la frecuencia, para que altas frecuencias puedan ser detectadas con mayor
precision es necesario que el tamano de la ventana sea pequeno; en cambio,
tamanos grandes de la ventana se necesitan para detectar con precision bajas
frecuencias. Por lo tanto, esta nueva transformada no seria del todo eficaz
para analizar funciones que presenten un amplio espectro de frecuencias.

Ademas, el siguiente teorema nos advierte que no podremos obtener bases
de Gabor ortonormales y bien localizadas en tiempo y frecuencia a la vez:

Teorema 1.1.1 (Balian-Low). Si g € L*(R) es tal que {gnn.} es base
ortonormal de L*(R), entonces

( / t2|9(t)|2dt) ( [ eter df) .

Parte del estudio de la teoria de las Wavelets consiste en encontrar fun-
ciones ¥ € L*(R) que estén bien localizadas en tiempo y frecuencia, y que
generen funciones 1% que formen bases de L2(R) y tales que la transformada

Ty f(6,to) = / F()TEH (1) dt

colme nuestras necesidades.



1.2. Estructura de la monografia

Luego de realizados estos comentarios sobre la motivacion de buscar
nuevas estructuras (y sus correspondientes transformadas) que nos sean 1tiles
para analizar funciones de L*(R), en la siguiente seccién repasaremos al-
gunos detalles histéricos que han acompanado al desarrollo de la teoria de
las wavelets y sus protagonistas.

El cuerpo principal de esta monografia se divide en dos partes. En el

Capitulo 2, comenzaremos definiendo el concepto mas general de wavelet y de
transformada wavelet continua. En la Seccion 2.1 probaremos sus propiedades
fundamentales, a saber, la Identidad de Parseval y la Formula de Inversion,
en analogia con la transformada de Fourier continua. En la Seccién 2.2 nos
concentraremos en la transformada wavelet discreta y plantearemos los obje-
tivos que queremos alcanzar con la misma, principalmente el de obtener un
buen sistema de anélisis-sintesis de funciones de L?*(R), los cuales resolvere-
mos en las secciones siguientes. La Seccion 2.3 estara dedicada al estudio de
los marcos en espacios de Hilbert, y en la Secciéon 2.4 aplicamos este estudio
en el contexto de las wavelets en L*(R).
En el Capitulo 3 veremos cémo obtener bases ortonormales de L*(R) que
sean generadas a partir de dilataciones y traslaciones de una funcién (llama-
da wavelet madre). En la Seccién 3.1 analizaremos el ejemplo més simple: la
wavelet de Haar, y a partir del mismo definiremos el concepto de andlisis mul-
tiresolucion (AMR). En las Secciones 3.2 a 3.5 estudiaremos las propiedades
fundamentales de los AMR que nos permiten obtener otros ejemplos de bases
ortonormales de L*(R) con més regularidad que la de Haar. La Seccién 3.6
esta dedicada a la construccion de wavelets con soporte compacto, muy im-
portantes en las aplicaciones numéricas, y la Seccién 3.7 estara dedicada a
dar una idea de cémo puede generalizarse el estudio de los AMR a L*(R").

Para finalizar, en el Capitulo 4 se mencionaran brevemente algunas apli-
caciones de la teorfa de las wavelets (en particular, de los AMR) en el proce-
samiento de imdgenes digitales.

Por completitud, se incluye un Apéndice con los resultados méas importantes
del analisis de Fourier y otros resultados utilizados en esta monografia.



1.3. Notas historicas

Si bien la teorfa de las wavelets es relativamente reciente (unos 25 anos),

sus ideas principales se encuentran en diversas investigaciones anteriores. Su
formalizacién proviene de la unificacion de técnicas comunes utilizadas en
campos como la fisica cudntica, procesamiento de senales, vision por com-
putadora, entre otros.
En 1982, Jean Morlet, ingeniero francés, se encontraba trabajando en la em-
presa petrolifera Elf Aquitaine, en el siguiente problema: generando senales
acusticas en la superficie de la Tierra y registrando las ondas reflejadas, a
través de las frecuencias de las mismas se puede intentar clasificar las distin-
tas capas subterrdneas (ya que cada capa refleja algunas frecuencias y atrapa
otras). Utilizé la transformada de Gabor (1.2), pero se dio cuenta que pre-
sentaba algunas dificultades de oscilacién en altas y bajas frecuencias, que
derivan en inestabilidad en la reconstruccion numérica. Morlet decidi6 tra-
bajar con la funcién v definida como $(€) = £2e7¢°/2_ y filtrar la senal f(t)
de esta manera:

F(t) = fult) = / £t — $)ag™B(—ay™s) ds

Ademds, la observacién clave de Morlet fue que, para ag suficientemente
pequenio, la cantidad »°, _, [(ag’€)|* es casi constante. Este valor permite
una reconstruccion estable y rapida de f a partir de f,,, incluso para ag = 2.
La segunda idea de Morlet fue muestrear de modo de obtener una buena
representacion de f,,. Como 1 (2™-) puede ser visto como un filtro de paso-
banda (es decir, un tipo de filtro que deja pasar un determinado rango de
frecuencias de una senal y atenta el paso del resto) de ancho proporcional a
27™ siguiendo la regla de Shannon para muestrear sefiales de banda limitadas
(es decir, sop(f) C [—7,7]), Morlet decidié muestrear f,, en una secuencia
de puntos a distancia proporcional a 2. Encontré experimentalmente que
de esta forma se obtiene una buena reconstruccion de la senal original, y por
tanto utilizé los coeficientes

C(m,n) = fn(n2™) =277 / f®)w(2 ™t —n)dt

Mas adelante, Morlet comenzé a trabajar con Alex Grossmann, fisico
tedrico del Centre de Physique Theorique (CPT) en la extensién de su trans-
formada. Grossmann y algunos colegas (incluyendo Thierry Paul e Ingrid
Daubechies) relacionaron la transformada wavelet de Morlet con la teorfa de
estados coherentes en fisica cudntica (ver [9],[10]). En vez de mirar dilata-
ciones discretas, utilizaron la Transformada Wavelet Continua, en la cual las



dilataciones son reales:
f—=Cla,b) = 1/1(15)1/} t dt a>0,beR
’ \/a a ’

Otro aporte importante de Grossmann fue que el problema de reconstruir
de forma estable la senal f a partir de sus coeficientes discretos estaba rela-
cionado con la teoria de los marcos. La nocién de marco (también estructura
oblicua, o en inglés, frame) fue introducida en 1952 por Duffin y Schaeffer
(ver [7]). El problema era reconstruir funciones de banda limitada a partir de
muestras no uniformes (f(\,))nez. Probaron que dicho problema es equiva-
lente a la existencia de constantes A, B > 0 tales que para toda f € L*[—~,]
se cumpla

A/Jf(t)ﬁdts%

y entonces definieron un marco en un espacio de Hilbert H como una fa-
milia (e,)nez tal que, para ciertos A, B > 0 y toda f € H se cumple
AlfIIP < Y.z l{f en)* < B|f|I>. En el contexto de las wavelets, fue
Daubechies (ver [5], pdgs. 67-69) quien fue capaz de estimar las constantes
A, B para una gran variedad de wavelets 1.

2 v
< B )% dt
< /7|f()|

/7 f(t)et at
—

En 1985, el analisis a través de wavelets entra en el terreno matematico.
Yves Meyer era profesor de la Ecole Polytechnique, y sus estudios se cen-
traban en la teoria de los operadores de Calderén-Zygmund, de los anos 50
(ver [14]). Al enterarse de la transformada de Grossmann, Meyer entendi6 la
conexién que habia entre esta teoria y lo hecho por Morlet. La primera con-
tribucion de Meyer, junto a Daubechies y Grossmann, fue la construccon de
una descomposicién wavelet mas sencilla: construy6 una wavelet 1 para la
cual se cumple:

F=Y {fe)in Vf € IP(R)

J,kEZL

donde 9, () = 2/2(27t — k) y = C2°. Desde entonces, Yves Meyer y
Ronald Coifman (Yale University) se han ocupado del desarrollo de la teoria
de las wavelets y sus aplicaciones en toda direccion, y su invitacion a cientifi-
cos de varias dreas y paises a discutir con ellos topicos de sus campos rela-
cionados, ayudd a que la teoria de las wavelets tuviera una gran difusion a
nivel cientifico.
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En 1986, Stéphane Mallat estaba preparando su doctorado en ingenieria
eléctrica en Philadelphia, e introdujo la transformada wavelet rapida. Apli-
caciones naturales de esta nueva herramienta fueron la compresién de datos
en procesamiento de senales o imagenes, y deteccion de bordes o texturas
en vision por computador. Desarrollé junto a Meyer lo que hoy llamamos
Anélisis Multiresolucién, que permite un analisis de las senales a diferentes
escalas de resolucion.

Resumiendo, entre 1982 y 1988, la teoria de las wavelets ha tenido un con-
stante desarrollo, que se vio enriquecido por diversos campos de la ciencia
y, por ende, por desarrollos que partieron de puntos de vista y aplicaciones
distintos, pero que en conjunto aportaron a formar una teoria que constituye
un lenguaje comun para varias areas de la ciencia. A partir de alli, y hasta
el dia de hoy, este campo ha tenido diversas aplicaciones, en muchos casos
sustituyendo la utilizacién de la transformada de Fourier. Por mencionar al-
gunas, tenemos dindamica molecular, astrofisica, 6ptica, mecanica cuantica,
graficos por computador, reconocimiento de voz, etc.

En 1992, el FBI elige un método de wavelets desarrollado por Tom Hop-
per, de la divisiéon de Servicios de informacién criminal del FBI, y Jonathan
Bradley y Chris Brislawn, del Laboratorio Nacional de Los Alamos, para
comprimir su enorme base de datos de huellas dactilares. En 1995, Pixar
Studios presenta la pelicula Toy Story, la primera pelicula de dibujos ani-
mados realizada completamente por computadora. En Toy Story 2, algunas
formas se realizan mediante superficies de subdivision, una técnica relaciona-
da con las wavelets.

Quizéas, la aplicacién mas popular sea en el area de compresién de imagenes,
en la cual se obtuvieron, mediante el analisis con wavelets, los formatos de
JPEG 2000 (alternativa a JPEG estdndar) y DjVu (alternativa a PDF para
documentos escaneados). Sobre el final de esta monografia, analizaremos
brevemente la conexién que tiene la descomposicion multiresolucion posi-
ble utilizando wavelets, con técnicas de compresion de imagenes digitales.

Para una resena histérica méds completa, pueden consultarse [6] y [12].



Capitulo 2

Transformada y series wavelet

En el presente capitulo nos introduciremos en el concepto de wavelet y
sus correspondientes transformadas wavelet continua y discreta. En la Seccion
2.1 definiremos el concepto de wavelet, la transformada wavelet continua, y
obtendremos férmulas de Parseval y de inversién analogas a las de la transfor-
mada de Fourier. En la Seccién 2.2 estudiaremos cémo se puede “discretizar”
esta transformada y veremos como se relacionan los problemas de reconstruc-
ci6n de una funcién a partir de sus coeficientes (discretos) con la teorfa de los
marcos. La Seccion 2.3 estara dedicada al estudio de los marcos en espacios
de Hilbert, y en la Seccién 2.4 aplicamos este estudio en el contexto de las
wavelets en L*(R).

2.1. Transformada wavelet continua

Definicién 2.1.1. Sean ¢ € L*(R), ¢ # 0y a,b € R, a # 0. Utilizaremos la

siguiente notacion:
1 t—>b
wiie) = —=v ()
Vlal a
Observar que 1)*° consiste en una dilatacién de v con factor a y una traslacién

de valor b, y que |[¢p)**|| = ||v]|.
Si se verifica la condicién de admisibilidad:

R,

11
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decimos que v es una wavelet (u ondicula). En este caso, definimos la Trans-
formada Wavelet de f € L*(R) asociada a ¢ como:

Wof :R* xR —=C, Wyf(a,b):= /Rf(t)W@) dt

Observacién 2.1.2. Si V es un espacio vectorial, sea Aut(V') su grupo de
automorfismos. Una representacion de un grupo G en V' es un homomorfismo
de grupos u : G — Aut(V). Utilizamos la notacién u, = u(g) para g € G. Si
V' es un espacio de Hilbert, decimos que u es una representacion unitaria si
(ugv, uyw) = (v,w) para todo g € G, v,w € V y u es débilmente continua,
es decir, el mapa g — (u,v,w) con g € G es continuo para todo v, w € V.

El grupo afin es el subgrupo G de GLy(R) cuyos elementos son de la
forma g = (& ?). Fijados g = (¢%) € G y v € L*(R), definamos

1 t—20 u
w R € il = = () =0t
Vlal a
Entonces se tiene que u, es un operador unitario en L?(R), y ademds
Ugp = Ugp ¥ Ug-1 = u Vg, h € G. Luego, si f,h € L*(R) y g € G se tiene
que

<Ugf, u9h> = <f7 u971u9h> = <fa h)

Es decir, u : G — U(L?*(R)) es una representacién unitaria de G en L*(R),
donde U(L?(R)) es el grupo de automorfismos unitarios de L*(R).

Por lo tanto, identificando (a,b) con (&%), la transformada wavelet que
acabamos de definir se puede expresar en términos de la representacion uni-
taria v de la siguiente manera: Wy, f(a, b) = (f, u@p)?). Este tipo de construc-
cién permite definir transformadas wavelet en otros espacios (ver también,
relacionada con este enfoque, la Observacion 2.1.5).

~

Intuitivamente, asi como f(§) representa la “cantidad de frecuencia £”
presente en la funcién f, el valor W, f(a,b) es la “cantidad de la onda ¢ a
escala a” presente en f en el instante b. A mayor valor de @ més ancha es la
onda 1*? y, por lo tanto, menor es la “frecuencia”’ asociada.

Mas adelante justificaremos la necesidad de imponer esta condicién de ad-
misibilidad (2.1).

Observacién 2.1.3. Calculemos el “tamano de la ventana” 1 # 0 a escala
a. Si asumimos que t — ti)(t) € L*(R), el centro y el tamaiio de la ventana
se definen como

£ = [l 2 / ()2 i

Avi= 1™ ([ e ptwtoP ) "
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y es facil ver que Ayas = |a|Ay. En efecto:
2
a,b||—2 1 t—=>b -2 2
tyar = [N | tl—=t | — )| dt = [[¢[I7" [ (az +b)|¢(2)[" dx
|a| a R

~ 11 (a / o) de+b [ Jo@)Pas) = ary +b
1 (t—b>2
—=
'\

= [ly[I™* (/R(aa:-|-b_ (at, +b))2\¢(93)\2dx) 1/2
— Jalllell ( - @w(@m) .

Luego, a mayor frecuencia (la cual es inversamente proporcional a a)
menor es el valor de a y, por lo tanto, menor es el tamaifio de la ventana ).
Es decir, el tamano de la ventana se adapta a cada frecuencia que queramos
estudiar, tal como deberia ser, por lo comentado en la seccién anterior.

1/2

dt

Ayap = ||| /R(t — t,z(z,b)z

La siguiente proposiciéon es una version de la identidad de Parseval para
wavelets (ver Apéndice por propiedades de la transformada de Fourier):

Proposicién 2.1.4. Supongamos que ¢ € L*(R) es una wavelet. Entonces,
para todo par f,g € L*(R) se cumple:

/f t)dt = C; // Wy f (a,b)Wog(a, b)d“db (2.2)

Demostracion. Si usamos la notacién 9" (t) = (—t), entonces

Wyf(a,b) = \/H/f ( )dt /f YL o(b— £) dt = f 5 7(b)

(ver definicién y propiedades de la convolucién fxg en L*(R) en el Apéndice).
Por otro lado,

—

wra,O (5)

1 A —2mit
:\/W/w(—t/a)e € gt

-l
= V/]alir (a€)

|a|w 6 2miaxé dz
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Luego,
W f(a,)(€) = F)U 40() = V]alF(€)d(al)

Por la identidad de Parseval para la transformada de Fourier

[ Wt oot~ [ Fe©laldasl dg

Integrando con respecto a da/a?, aplicando Fubini y luego Parseval, obten-

e1mos
d db —
[ Wt ) Wogfat) /f (©)5(6) ( [9(at )ds

=@4ﬂ%<% %/f

Esta tltima sustitucién es valida porque
[D@P / [(ag [9()?
O
A |a Iﬂ ’

da db

O

Observacién 2.1.5. Como es la medida de Haar en el grupo afin G, la
férmula (2.2) se puede escrlblr ast:

1
(f,9)r2 R) = C <u(a,b)f7 U(a,b)g>L2(G)
Y
donde el producto interno en el segundo espacio se define como

(F.G) = // (a,0)C dadb
R2

De esta proposicién se deduce, normalizando Cy = 1, que f — W, f es una
isometria de L*(R) a L*(Q).

A continuacién veremos la formula de inversién.

Proposicién 2.1.6. Sea v € L*(R) una wavelet. Para cada f € L*(R) y
casi todo t € R se cumple

, =1 a,b
6%071111{%H°° Hf(t) O¢ //e<|a<A, |b|<B Wwf(a,b)l/) (t)

da db
7|0
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es decir, en L?(R) tenemos la férmula de inversién:

0 =t [[ wor@p by 2 db

a2

(2.3)

Si ademds v es continua, entonces la convergencia de (2.3) es puntual en
cada punto de continuidad de f.

Demostracion. Utilicemos la notacién

a,b
Seanf(®) / / Ve @0

Veamos primero que esta integral converge en casi todo punto t € R.
Si D es el dominio de integraciéon de S, 4 g f(t), por Tonelli es claro que

| W Wogla bl % = [ Wos(a by 050 S < o

da db

para toda g € L?(R), en particular para ¢ = Xp y por lo tanto

da db
[ IWetabemto) S < oo
DxR a

Esto implica que en casi todo punto ¢ € R se cumple
da db
ScanfO1< ' [ Wl b)ur(e)

Observamos que || f — Sc a g f|| = supyy=1 [{f — Se.asf, 9)|-
Primero, usando Fubini:

da db
Seast.g) = CJI/]R (/e<|a|<A bj<B Wof(a )y (1) 22 )g(t) "

da db
=C, b il a,b d
C, /€<a|<A’b<BW¢f(a, )( /R a(t) ™ (t) t) .

. da db
_ cwl/ W f (0, D)Wog(a.b) 5
e<|a]<A,|b|<B

< 00

Si ||g|| = 1, recordando (2.2), tenemos que

’<.f - Se,A,Bfa g)’ = |<f7 g> - <S€7A,Bf> g>‘

_ \ / Wy f (0, B)Wog(a.b)
{e<|al<A,|b|<B}c

da db\ /? da db\ /?
g(/ W, (0, ) (/ Wog(a, ) )
{e<|a|<A,|p|<B}* a R2 a

da db\
_ (/ Wy f(a, ) 2 ) Ny
{e<|a|]<A,|b|<B}c a

da db
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cuando € — 0, A, B — o0, porque el dominio de integracién tiende al con-
junto vacio y por el Teorema de Convergencia Dominada.
Por lo tanto || f — Scasf| — 0.

Si % es continua y f es continua en t, y definimos g,(s) L_o—s%/4a

- 2\/7rae
tonces {g,} es una unidad aproximada (de la convolucién) cuando av — 0

(ver Definicién A.7 en Apéndice), y si tomamos ¢g&*(s) = go(t—s) y h € L*(R)
continua en t, tenemos que

, en-

(h, g?) = h % go(t) — h(t) cuando o — 0F

y entonces

Wygi(a,b) = /RQ?(S)W(S) ds = (b g&) — @b(t) cuando o — 0T

Luego, por (2.2):

, . —_dadb
£y = dm (£.97) = € T [ [ Wt (o, 0)Wagi(a,b)

a—0t+ R2

da db
2

=C,' / 5 W f(a, b)™b(t)

Ejemplo 2.1.7. La wavelet “sombrero mexicano” se define como

2 2
t)=—=r V{1 —t})e"
»(t) 7 (1 =)
Es la segunda derivada de la gaussiana e~""/“, normalizada para que tenga
norma 1 en L*(R). Es ficil ver que se cumple la condicién de admisibilidad
Cw < OQ.

t2/2

Observacién 2.1.8. En lo que resta (y en la mayoria de las aplicaciones de
las wavelets) nos restringimos a valores a > 0, con lo cual la condicién de
admisibilidad es mas restrictiva y se necesita que

% |3h(€)]? O (6P
C, = T2 dE = LA
v A g % [m g s

Si, por ejemplo, 1) es una funcion real, la igualdad de las integrales se satisface

trivialmente, ya que @(—f ) = zZ(f ). Se puede probar que, bajo esta condicién,
las férmulas (2.2) y (2.3) se convierten en

/f t)dt = C; / (/ Wwfab)ng(ab)db>da
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1
75 |
—0,5

Figura 2.1: Wavelet “sombrero mexicano”

ro=cit [T ([ wasamuer ) %

La demostracion es andloga a la de (2.2) y (2.3).

2.2. Discretizando la transformada wavelet

Hasta ahora hemos considerado la familia de funciones

00 = (=)

donde a,b € R, a # 0. Nos interesa “discretizar” nuestra transformada, con-
siderando sélo a > 0. Si m,n € Z, para el parametro de escala, escogemos
a = a{', potencias de ay < 1 fijo. Esta eleccién es arbitraria: podemos elegir
también ay > 1, ya que también consideramos exponentes negativos. Pero
elegimos ay < 1 para ser coherentes con el capitulo posterior, en el cual se
toma ag = 1/2, siguiendo la bibliografia existente, ya que en la mayoria de
las aplicaciones se eligen potencias de 2 por sus ventajas computacionales.
La unica diferencia de elegir ag < 1 es que, a medida que m aumenta, la
“frecuencia” de la onda resultante también aumenta.

Sim = 0 (es decir, a = 1) también elegimos b = nby con by > 0 fijo. Luego
comentaremos cémo escoger ag y by apropiadamente, que dependen de la
wavelet 1.

Ahora, a medida que la escala a varia, la idea intuitiva es que debemos
corregir la traslaciéon de nuestra wavelet para que se comporte como a es-
cala a = 1. Por ejemplo, si la wavelet “estira” su forma en un factor de ay,
debemos alargar también la traslacién en el mismo factor. Es natural en-
tonces elegir, a escala a = af*, parametro de traslaciéon b = nbya(' (recordar
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que a mayor valor de a, mayor es el factor por el cual se “estira” la wavelet 1).

Entonces, introducimos una nueva notacién:

1 — nboag’ -m _
Vmn(t) = \/@w (t ;lg@o% ) =q, /Qw(ao "t — nby) (2.4)

Nos concentraremos en los dos siguientes problemas:

1. ;Caracterizan los coeficientes (f, ¥y, ) a la funcién f? Més aun: jpode-
mos reconstruir numéricamente f a partir de los coeficientes (f, ¥ )7

2. (Podemos escribir f como superposicién de las funciones v, ,,? {Cémo
obtenemos los coeficientes de dicha superposicion?

Veremos que estos dos problemas son duales, en el sentido de que existen
funciones v, ,, tales que

O =" )l = > A V) e

m,ne’ m,nel

En general, las funciones {wfq:n} no son generadas a partir de una funcién QZ
como en (2.4). En algunos casos, por ejemplo si la wavelet 1) es ortonormal
(es decir, {t);m.n} es base ortonormal de L?(IR)), entonces es claro que pode-

mos tomar Y, = Y p-

Formalicemos el problema 1.:

» “Caracterizar” una funcion f a partir de sus coeficientes wavelets ( f, ¥, »)
significa que si (f1,¥mn) = (f2,¥mn) para todo m,n € Z entonces
fi = fa, 0 lo que es lo mismo, si (f,4y,,) = 0 para todo m,n € Z,
entonces f = 0.

= Poder reconstruir f numéricamente a partir de sus coeficientes wavelets
significa que si {(f1,¥mn)} estda “cerca” de {(fa, ¥mn)}, entonces fi
deberia estar “cerca” de fy. Para ello, necesitamos métricas en cada
espacio correspondiente.

En L?(R) usamos la métrica inducida por el producto interno usual. En la
practica, bajo hipétesis generales sobre ¢ (que tenga decrecimiento répido
en tiempo y frecuencia, y que fR@ZJ = 0) los coeficientes wavelets estan en
(%(Z*), y en dicho espacio tomamos también la métrica cuadratica usual:

1/2
]| = ( > |$m,n|2) Vi € (27

mne”L
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Mas ain, en ese caso se satisface:

Y W tmad? < BISI? (2.5)

m,nez

(ver [5], Cap. 3).

Por lo descrito anteriormente, requerimos que si o [(f, Vmn)|* €8
pequerio, entonces || f||? debe ser pequeiio. Es decir, debe existir a < oo
tal que, si > o [(f,¥mn)|* < 1 entonces [|f|* < . Para cada f €

_ —1/2
L*(R), f # 0 definimos f = (vaneZKf, ¢m,n>|2> f. Luego, es claro
que Yo ez \(f, Umn)* < 1y por tanto ||Jﬁ”v]|2 < o Esto implica que

(Z [(F. )] ) 117 < a

m,ne”

y luego
AIFIP < D0 1 o) (2.6)
m,ne”
donde A = a~! > 0. Combinando (2.5) y (2.6) resulta que deben existir
0 <A< B < tales que

AFIP < Y7 1K tma)l” < BIFIP

m,nez

Es decir, el conjunto {¢y,n}mnez debe constituir un marco. El estudio de
los marcos se realiza en general en espacios de Hilbert, y a continuacion
presentamos algunas propiedades de los mismos que nos seran utiles.

2.3. Marcos en espacios de Hilbert

El concepto de marco en un espacio de Hilbert fue introducido por Duffin y
Schaeffer en 1952 (ver [7]) para tratar algunos problemas de series de Fourier
en analisis no arménico. La idea principal fue la de considerar una versién
mas débil de la identidad de Parseval. Esta teoria no tuvo gran desarrollo
hasta los anos 80, en los cuales la aparicién de las wavelets ha motivado su
estudio.

Definicién 2.3.1. Una familia de elementos {¢;};c; (para algin conjunto
de indices J numerable) de un espacio de Hilbert H es un marco (en inglés,
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frame) si existen constantes 0 < A < B < oo tales que, para cada f € H se
cumple
AFIP <D K F el < BIFIP
jet
Si A = B, decimos que el marco es estrecho o ajustado.

Observacién 2.3.2. Claramente, si {¢;};es es una base ortonormal de H,
entonces es un marco estrecho con A = B = 1. Pero el reciproco en gen-
eral no es cierto, ya que un marco puede no ser un conjunto linealmente
independiente, incluso si es estrecho.

Ejemplo 2.3.3. Sea H = C? ¢; = (0,1),e3 = (—\/75, —3). €3 = (‘/75, —3)- Se
cumple que {ej, €2, €3} no es linealmente independiente, pero para cualquier
v = (v1,v2) € H se cumple

V3 1

— U1 — V2

2 2

V3 1

U1 — Vs

2 2

+

D lwep)l? = Juof* +

J=1

5(!7)1!2 + |va]?)

Luego, H es un marco estrecho, con A = B = 3/2.

Definicién 2.3.4. Sea {¢;};c; un marco en un espacio de Hilbert #. Defin-
imos el operador de analisis como

F:H— (), (Ff);={f ¢

Por la definiciéon de marco, se tiene que F' es un operador acotado, ya que
IFfII*> < B|f]|>. Ademas, la otra desigualdad implica que F' es inyectivo
y de rango cerrado (ver demostraciéon del Lema 2.3.6), es decir, F' es una
inyeccion topologica. El operador adjunto F™* puede calcularse facilmente:

(Fre, f) = (e, Ff) = ci{f 050 = > ciles, )
jeJ jeJ
para todo f € H, ¢ € £*(J), por lo tanto
Frle=Y ¢
jeJ
en el sentido débil. Mas atn, esta convergencia puede probarse en norma:

Lema 2.3.5. Si F': H — (2(J), (Ff); = (f,¢;) es el operador del marco
{®j}jes, entonces su operador adjunto es F*c =3 ;c;p; Ve = (¢j)jes, con
convergencia en (2(.J).
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Demostracion. Si (J,) es una sucesién de subconjuntos finitos de J tal que
Jn C I sin < m, Upend, = J, entonces

1. Si ng < n < m, entonces

D= ¢yl = suwp < > Cj(pJ'?f>

IFl=1

JE€Im j€Jn J€Tm\Jn
1/2 1/2
< sup Z |¢j]? Z {ej, [)I?
A=Y\ e gm\dn JE€Tm\Jn
1/2
<BYL Y gl =0

FENIng

cuando ng — +oo. Luego h,, = ZjeJn c;p; es una sucesion de Cauchy
en H, con limite h € H.

2. Si f € H, entonces
(hy f) = M (b, f) = M D el f) =D eiles f) = (e Ff)
jEIn jed
Luego, h = F™*c.
O

Al operador F™* se le llama operador de sintesis, y a F*F' se le llama
operador del marco.
La definicion de F' implica que

D IFenlP = IFfI? = (F7Ff, f)
jeJ

Luego, dar un marco equivale a dar una inyeccién topoldgica, lo cual equivale
a dar un operador F : H — ¢*(J) tal que

A< F*F<BI (2.7)
(recordar que S < T significa (Sh,h) < (Th,h) Yh € H).

Lema 2.3.6. Si un operador acotado positivo S de un espacio de Hilbert H

verifica o Id < S para o > 0, entonces S es invertible y su inversa S—! tiene

norma acotada por a~!.
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Demostracion. Primero probaremos que Im(S) (la imagen de S) es un sube-
spacio cerrado de H:

Sea {fn,} C Im(S) tal que || f,, — fm|| = 0 si n,m — oo. Entonces 3{g, } C H
tal que f,, = Sg, que verifica

O‘Hgn - gm”2 < <S(gn - gm)7gn - gm> < ”S(gn - gm)HHgn - gmH
= llgn = gmll < a7H1S(gn — gm)ll = @ || fo = frull = O

cuando n,m — oo.

Luego {g,} es sucesion de Cauchy con limite g € H, y como S es contin-
ua, se cumple lim f,, = lim Sg,, = S¢ € Im(S) y por lo tanto Im(S) es cerrado.

En segundo lugar, probaremos que Im(S)* = {0}:
Si (Sg,f) = 0 Vg € H, en particular (Sf, f) = 0 y entonces ||f|* <
o« USFf) = 0= f =0y Im(S)* = {0},
Como Im(S) es cerrado, Im(S) = Im(S)*+ = {0} = H y S es sobreyectiva.
Claramente S es inyectiva: si Sf =0= [|f||? <a YSf, /) =0= f=0.
Luego, S es invertible, y para todo f € H se verifica

all STHIP < (SSTHA ST < (£,8TU) < AFILISTH
= ST <a Ml =57 <a™
O

Este lema implica que F*F es invertible y que ||(F*F)~!] < AL De
hecho, se puede probar que se cumple

Bl'Id<(FF)'<A'ld (2.8)

En efecto:
La segunda desigualdad se deduce de la desigualdad de Cauchy-Schwarz y la
proposicion anterior:

(FF) ) < NEF)THIA < ATHIFIP

Para probar la primera desigualdad, observar que, como F*F < B Id, en-
tonces para todo T € B(H) se cumple

(T*F*FTx,x) = (F*FTx,Tz) < B||Tx|* = (BT*Tx, x)

y por lo tanto T*F*FT < BT*T. Como F*F' es positivo e invertible, en-
tonces (F*F)~! también es positivo, y si tomamos T' = /(F*F)~!, que es
autoadjunto y conmuta con F*F'| tenemos que

Id<T*F*FT < BT*T = B(F*F)'= B Ild< (F'F)™*
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Aplicando el operador (F*F)~! a los vectores ¢, obtenemos una nueva
familia de vectores ¢; definidos por:

g = (F*F) 'p; (2.9)

La siguiente proposicion justifica la incursiéon que hemos hecho en los
marcos, y nos proporcionara las respuestas que estabamos buscando:

Proposicién 2.3.7. La familia {@;};c; forma un marco con constantes B~
y A~h
BUIFIP < Y 1@ < AT (2.10)

jeJ

El operador de andlisis F': H — (2(J), (ﬁf)j = (f, p;) asociado a esta familia
verifica

1. F=F(F*F)!
2. F*F = (F*F)~!
3. F*F =1d = F*F

4. FF* = FF* es la proyeccion ortogonal sobre Im(F) = Im(F) C ¢2(.J).

Demostracion. Primero observamos que si S es un operador acotado invert-
ible (con inversa acotada) y autoadjunto, tomando g = S™!f:

(STUL ) = (9,59) = (Sg,9) = (f,57'])

de modo que S es autoadjunto.
Entonces (f, &) = (f, (F*F) Yg;) = (F*F)"Lf,0,) y por lo tanto

D ULEI =Y WEF) fop) P = | FEF) P
= = (2.11)

=((F"F)" f,F"F(F'F)" f) = (F"F)"'f. f)
Por (2.8), esto ultimo implica (2.10) y entonces {¢;} es un marco.

L (F(F*F)7 f); = (F*F)7' fo05) = (F,85) = (Ff); Vi € JVf € H
= F = F(F*F)™!, ya que ambos son operadores autoadjuntos.

2. De (2.11) se deduce que (ﬁ*ﬁf, {} = <ff, ﬁf) = ||ﬁf||2 = ZjeJ I(f, 959‘>|2
= <(F*F)_1f,f> VfeH=FF = (F*F)_l

3. F*F = [F(F*F)"\|'"F = (F*F)"\F*F =1d = F*F(F*F)"' = F*F
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4. FF* = F[F(F*F)™\]* = F(F*F)"'F* = FF*
Como F = F(F*F)!, entonces Ran(F) C Ran(F). También ten-
emos que F = F(F*F), luego Ran(F) C Ran(F). Entonces Ran(F) =
Ran(F).
Para ver que FF* es la proyeccién ortogonal sobre Ran(F’), veremos
que FF* =1Id en Ran(F) y FF* =0 en Ran(F)*.
FF*Ff =F(F*F)\F*Ff = Ff y si ¢c € Ran(F)*, entonces
(Fr¢,f)y = (¢, Ff) =0Vf e = Fre=0= FFc=0.

]

Definicién 2.3.8. Decimos que {@; }jc; es el marco dual de {,} e, donde
los @; se definen en (2.9). Es fécil ver que el marco dual de {@; },cs es {¥;}jes,
ya que por el item 2 de la proposicién anterior, se tiene:

(F*F) ™ = F*'F = g, = (F*F)7'¢; = F*F(F*F) " p; = ¢;
Observaciéon 2.3.9. La igualdad F*F=1d=F*F significa que

Z(f i)y =[= Z (f,e5)¢ (2.12)

jeJ jeJ

Por un lado, esto constituye una féormula de reconstruccion de f a partir de
los coeficientes (f, ¢;), y por otro lado permite obtener f como superposicién
de la familia {¢;};es.

Observacién 2.3.10. Para poder reconstruir f a partir de los coeficientes
(f,¢j), por la observacién anterior, debemos hallar el marco dual ¢; =
(F*F)~'¢;, aunque esto implica invertir F*F. Si A y B estdn “cerca’ (r =
B/A-1 <k 1), entonces (2.7) significa que F*F estd “cerca” de 2452 1d, luego

@, estd “cerca” de A+B “7;. Entonces:
f= A—i—BZfSO] i+ Rf (2.13)
jeJ
donde R = 1Id — mF*F y por lo tanto —ngA Id< R< B+A 4 1d. Luego,
IR < g:: = 5. Si r es pequeiio, podemos despremar el resto Rf en
(2.13) y obtener una reconstruccién de f con error de 5| f||. En particular,

observamos que si {¢;} es base ortonormal de #, entonces A=B=1(r=0)
Y f=2c;{f,i)p; con error nulo, como ya se sabe.

Si r no es pequeno, de todas formas podemos obtener un algoritmo para
reconstruir f que converge exponencialmente: con la misma definicién de R
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tenemos que F*F = 4EE(Id — R), y entonces (F*F)™' = 2z (Id — R)™".

Como ||R| < g—;ﬁ < 1, la serie Y ;2 R* converge en norma a (Id — R)™

(serie de Neumann) y entonces

2 o0
5. = (F*F -1, _ Rk )
Pj ( ) P A+ B 1;:0 ¥

Observar que tomando apenas el término de la serie para kK = 0 obtenemos la
aproximacién (2.13) donde se ha despreciado el resto Rf. La aproximacién
es mejor si elegimos los primeros N términos:

N

N k E /‘ k
0. = Rfp:; =@0; — —— RF ©.
! k=0 ’ ’ k=N+1 ’

_ - B
— Soj - RN+1 (m Z Rk @]) == (Id — RN+1)90]'
k=0

porque, recordando que f = Zjej<f, ©;)Pj, se tiene que

= sup <f—z<f,90]>§5jv,g>

jeJ

= suwp > (f.0)(@ - F.9)

loll=1| %7

= sup Z(f, i) (RN ;. g)

jedJ

lol=1 |53

*—R —

=" sup [(( Y (f,90,)%;, R" Mg
llgll=1 jeJ

N+1
:sup\<f,RN+1g>|suRuN“Hfus( ) T

lgll=1 2+r

que tiende a 0 cuando N — oo.
Se prueba facilmente por inducciéon que las funciones @;V pueden ser halladas
mediante el siguiente algoritmo iterativo:

leJ
con
2 2 2
&l LA iy L Bl sy DL R A
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Los coeficientes (p,,, @) son despreciables en muchos ejemplos practicos, nu-
los muchos de ellos en algunos casos (por ejemplo, si ¢, es la traslacién de
una funcién de L*(R) con soporte compacto); por lo tanto el algoritmo es
eficiente.

2.4. Marcos de wavelets

Luego de estudiar algunas propiedades 1tiles de los marcos, volvemos so-
bre las wavelets. Vimos anteriormente que, para poder reconstruir f numéri-
camente a partir de los coeficientes (f, ¥y, ), la familia {t,, , } debe formar un
marco. En la seccion anterior vimos un algoritmo para dicha reconstruccion
en este caso. Ahora veremos que la condicién de marco implica la condicién
de admisibilidad (2.1). La prueba la omitiremos por ser muy técnica. Los
detalles pueden encontrarse en [5], pags. 63-66.

Teorema 2.4.1. Sea ¢ € L2(R). Si la familia ¢y, (£) = ag "/ *¢(ag ™t — nby),
m,n € Z constituye un marco en L*(R) con constantes 0 < A < B < oo,
entonces

-~

bo log ag CEPR () bo log ag
2 AS/OO —£ dg_/o § %= 2m b

También es posible estimar (bajo ciertas hipdtesis sobre 1, ag y by para
que sea marco) las constantes Ay B (ver [5], pdgs. 67-69).

Sea 1 una wavelet tal que {1, ,} es un marco. Su marco dual, definido
en (2.3.8), es

U = (F*F) W, donde F*Ff =" (f thmn)tmn

m,neL
y por lo visto en la seccién anterior, verifica
F=> i ¥mn)Cmn= D {f mn) Vi (2.14)

m,ne” m,nez

En la seccién anterior vimos un algoritmo para aproximar (F*F)~! que

, . [e’e) k _ B-A
converge rapidamente como )~ a” con a = Bra < 1. Por lo tanto, es
conveniente utilizar wavelets en las cuales A, B son cercanos. La formula de
reconstrucciéon (2.14) necesita, a priori, una cantidad infinita de ¢, ., pero

veremos que esto puede evitarse. Utilizamos la siguiente notacion:

(D™ f)(t) = ag™" f(ag™t), (T"f)(t) = f(t = nby)
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Es fécil verificar que (F*F)~' y D™ conmutan. Como t,,, = D™T™), en
particular se tiene que

es decir
T —-m/27 " / —m
Vmn(t) = a5 (a5 ™)

Lamentablemente, (F*F)~! y T™ no conmutan. En la practica, muchas veces
estamos interesados en funciones que tengan solo “frecuencias” dentro de un
intervalo finito (es decir, que cumplan que (f, ¢¥m,) = 0 excepto para una
cantidad finita de m,n € Z), y por lo tanto podemos aproximar F*F por
Yoo 2anez (s Ymm)- SI N = ag" ™™ es entero, es fécil ver que esta versién
truncada de F*F' conmuta con T Ny por lo tanto sélo es necesario calcular
Yo, para 0 <n < N — 1. Sin embargo, en muchos ejemplos de interés, este
nimero N es muy grande.

Podriamos despreocuparnos del marco dual si pudiéramos conseguir un mar-
co que sea casi estrecho, es decir, r = % — 1 <« 1, y lograr una buena
reconstruccién de f, por lo visto en la Observacion 2.3.10. Por otro lado, es

posible elegir 1, ag y by tales que, aunque {¢,,} sea un marco lejos de ser
estrecho, los 1, , sean generados por una funcién :

Y (t) = ag /29 (ag™t — nby)

(ver [5], Cap. 8).

Ejemplo 2.4.2. La wavelet “sombrero mexicano” (ver Ejemplo 2.1.7), defini-

da como 9
() = —=x V41 = 2)e "
V3

tiene la regularidad necesaria para constituir un marco. Una estimacién de
las constantes A y B para ap = 2 son las siguientes (ver [5], pags. 75-77):

b | A B |B/A-1
0,25 | 13,001 | 14,183 | 0,083
0,50 | 6,546 | 7,092 | 0,083
0,75 | 4,364 | 4,728 | 0,083
1,00 | 3,223 | 3,596 | 0,116
1,25 | 2,001 | 3454 | 0,726
1,50 | 0,325 | 4,221 | 11,986
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Para concluir esta seccién, informamos que ¥, ¥ ¥mn, pueden tener
diferentes regularidades. Por ejemplo, existen marcos donde 1 € C* y de-
crecimiento rapido pero v, ,, decrece muy lentamente. Un tal ejemplo, debido
a P.G. Lemarié, puede verse en [4]. De la misma forma, si @;;n/n son generadas
por 1;, existen ejemplos en donde ¢ € C* para k arbitrariamente grande, pero
donde ¥ no es continua. El primer ejemplo fue construido por Tchamitchian
(ver [17]). Estas irregularidades pueden evitarse si se imponen condiciones
extra en 1, ag, by (ver [4]).



Capitulo 3

Wavelets ortonormales y
analisis multiresolucion

La idea principal en este capitulo es la de construir bases ortonormales
de L*(R), cuyos elementos se obtengan como dilataciones y traslaciones de
una funciéon madre ¢ € L?*(R). Esta busqueda estd inspirada en la base
ortonormal de L?*(R) obtenida a partir de la funciéon de Haar. A mediados
de la década de los 80, Mallat y Meyer (ver [13]) introdujeron el estudio de
las wavelets al campo matematico, y definieron los detalles de lo que hoy
conocemos como andlisis multiresolucion, concepto clave para obtener otros
ejemplos de dichas bases, con mayor regularidad que la de Haar. Ademas, a
través de este concepto pueden desarrollarse algoritmos simples y eficientes
para descomponer funciones de L?*(R) en varios niveles de detalles, lo cual es
muy util en diversas aplicaciones (ver Seccién 3.7 y Capitulo 4).

3.1. Definiciones

Comenzamos con la siguiente

Definicién 3.1.1. Decimos que ¥ € L*(R) es una wavelet ortonormal si
el conjunto {1;x} es base ortonormal de L*(R), donde

Gi(t) =279t — k) Vi k €Z
Observar que estamos considerando ap = 1/2 y by = 1 en la definicién
(2.4).
Ejemplo 3.1.2. La funcion de Haar es la definida por
1 si0<t<1/2

¢(t) = X[o’l/g)(t) — X[l/g,l)(t) = -1 si 1/2 <t<l1
0 en otro caso

29
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Figura 3.1: Wavelet de Haar

Esta funcién fue propuesta en 1909 (mucho antes del estudio de las wavelets)
por Alfred Haar, el cual la utilizé para dar un ejemplo de un base ortonor-
mal numerable. Podria probarse directamente que la funcién de Haar es una
wavelet ortonormal, pero deduciremos este hecho luego de obtener un método
general para comprobar esta propiedad.

Para ello, necesitamos introducir la siguiente

Definicién 3.1.3. Un andlisis multiresolucién (AMR) es una familia
{V;};ez de subespacios de L*(R), junto con ¢ € L*(R) tales que:

1. V,CViy VjeEZ
2. Vi = 12®), NV, = {0}
jez jez
3. feVysiysdlosi f(277:) € V.
4. {¢(- — k) }rez es base ortonormal de Vj.
A la funcién ¢ se le llama funcién de escala del AMR.

Ejemplo 3.1.4. Es ficil verificar que, si definimos V; como el espacio de
funciones f € L?(R) constantes en I, (siendo I;), = [(k —1)/27,k/27) los
intervalos diddicos) y ¢ = Xjo,1y (la funcion de escala de Haar), entonces {V;}
y ¢ constituyen un AMR.

En breve demostraremos la existencia de otros AMR, y mas adelante
veremos como obtener una wavelet ortonormal a partir de un AMR (ver la
Proposicién 3.5.2).
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—1

Figura 3.2: Funcién cuna

3.2. Conjuntos ortonormales y de Riesz

Utilizaremos una condicién méas débil a la de conjunto ortonormal, que
es suficiente en el contexto de los AMR.

Definicién 3.2.1. Sea H un espacio de Hilbert. Un subconjunto X C H es
un conjunto de Riesz si existen constantes 0 < ¢ < C' < oo tales que para
cualquier par de conjuntos finitos {aq,...,a,} C Cy {zy,...,2,} C X se
cumple

CZW

Observacién 3.2.2. Un conjunto ortonormal es un conjunto de Riesz, con
constantes ¢ = C' = 1, y un conjunto de Riesz es linealmente independiente:
si Y a;x; = 0, por la primera desigualdad se tiene que > |a;|*> = 0y
por lo tanto a; = 0 Vi.

Ejemplo 3.2.3. Sean H = L*(R) y z,(t) = A(t — n), donde A es la funcién
cuna:

A1) = (1 = [thX(-1

Es claro que {z,} no es un conjunto ortonormal, ya que (x,, z,41) # 0 para
todo n € Z.
Si A(t) =) ,cz anA(t—n), entonces A es una funcién lineal en cada intervalo
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[n,n + 1] con A(n) = a,. Luego, es ficil verificar que

/|A ) dt = Z/ ((n+ 1 —t)an + (t — n)an | dt

nEZ

— 3 Z(|an|2 + |an+1|2 + Re(anan11))

neL

Usando las desigualdades |Re(2)| < |z| v |2ab] < |a]* + [b]* obtenemos
| Re(an@n1)| < 3(]an]? +|ans1|?) y entonces

1
/R\A(t)\zdtﬁgz (lnl* + lans1|*) Z\an\ tlani P =) lanl

nez nEZ nez

y también

/ AW > 23 Ll + lanal?) = £ 3 laal? + o = £ 3l
nEZ nEZ neZ

Por lo tanto, {z,} es un conjunto de Riesz con constantes ¢ = 1/3, C' = 1.

La siguiente es una caracterizacion util de conjuntos de Riesz, en términos
de su transformada de Fourier, y como corolario de conjuntos ortonormales:

Proposicién 3.2.4. Sean ¢ € L?(R) y 0 < ¢ < C' < oco. Las siguientes
condiciones son equivalentes:

1. {¢(- — k) }rez es conjunto de Riesz con constantes ¢, C.

2. La periodizacién de la transformada de Fourier de ¢ satisface:

c<Y |E+DP<C ctp. EER

leZ

Demostracion. La transformada de Fourier (continua) de ¢(- — k) es £ —
e~ 2mkE () (ver (3.6) con j = 0). Por lo tanto, la transformada de 37, ap(-—
k) es £ — A(f)g(ﬁ) donde A es el polinomio trigonométrico 1-periédico
A(€) = Y71, are 2% Notar que los coeficientes de Fourier de A son los ay,
y por la identidad de Parseval: fo |AE)|2dE = >0, |axl?

Por la identidad de Parseval para la transformada de Fourier continua, se
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cumple que

- / A©)PIBE)P de

-3 T AR de =

leZ

- / A©)] (Z@(wn?) d

IEZ

/|A OPIBE DA (3.1)

leZ

Si se cumple (2.), entonces

n 1 n
czwzc/ A@© de < || arolt — &
k=1 0 k=1

1 n
<c [ A@pd =Y luf
0 k=1

v {¢(- — k) }rez es un conjunto de Riesz.
Ahora supongamos que se cumple (1.). Para todo polinomio trigonométrico
A(E) =Y, are 2™k por (3.1) se verifica

A 2
L Jo14@) (Siez loe +0)P) € )
Jy 1A(©)I? d

Si[a,b] C (0,1) y tomamos { Ay} la sucesion de sumas parciales de la serie de
Fourier de X[, 4 (que converge a X[, c.t.p. y en L*(R)), si elegimos A = Ay
en (3.2) y tomamos limite en N, se cumple

Z\$(£+l)\2d£§0

@ ez

_b—

Esto es valido en todo intervalo [a,b] C (0,1), y si tomamos a,b — &y, por
el Teorema de Diferenciacién de Lebesgue (ver Teorema A.13 en Apéndice)
obtenemos R

c<> oG+ <C V& € (0,1)

lez
y se cumple (1.) V€ € R\ Z. O

Corolario 3.2.5. Si ¢ € L*(R), entonces {¢(- — k) }xez es ortonormal si y
solosi ) |0+ D) =1ctp. £ €R.



34

1
75 1
N\ /N P
1 -2/ % 4
—0,5

Figura 3.3: Funcién de escala de Shannon

Ejemplo 3.2.6. La funcion de escala de Shannon se define a través de su
transformada de Fourier como

$() = X1 15(8)
La funcién ¢ es

1/2 eiﬂ't . e—iﬂt sen(mt)

o(t) = /R syt ge = [ e ge = _

—1/2 2mit mt

y ¢(0) = 1.
Luego, >,z [0+ 1)|> =1V ¢ %Z y entonces {¢(- — k) }xez €s un conjunto
ortonormal de L?(R).

La siguiente proposicion afirma que es posible ortogonalizar un conjunto
de Riesz y obtener asi una base del mismo subespacio generado:

Proposicién 3.2.7. Sea ¢ € L*(R) tal que {¢(- — k) }rez es un conjunto de
Riesz. Entonces existe una sucesiéon de ntimeros complejos {b,} € (*(Z) tal

que {¢1(- — k) }rez es un conjunto ortonormal, con ¢ (t) := > ., b,d(t —n).
Ademss, span{¢,(- — k) : k € Z} = span{¢(- — k) : k € Z}.

Demostracion. En cuanto a la primera afirmacion, es suficiente encontrar
{bn} tal que 3,5 [¢1(§+ 1) = 1 c.tp. € € R. Por la definicién de ¢; y
realizando operaciones andlogas a las hechas en la prueba de la proposicion
anterior, tenemos que

D1(6) = Y bie P MG(E) = B()4(€) (3.3)
keZ
donde B(&) = >, 7 bre 2™ ¢ es una funcién de perfodo 1. Luego

Y16 E+DP =D IBE+DPISE+ DI = [BEOP Y 166+ 1)

leZ leZ IEZ
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- -1
Entonces debemos elegir {b;.} tal que |B(&)|* = (Zlez |6(E + Z)P) . Pode-
mos elegir by = c_; donde ¢, son los coeficientes de Fourier de la fun-

~ ~1/2
cién (Zlez lp(€ + l)\2> (funcién 1-periédica y acotada porque el denom-

inador estda acotado por debajo por constante positiva por la condicion de
. ~ ~1/2
Riesz), de forma que B(§) = Y., ., cke®™ = (ZZGZ lp(€ + l)|2) y por

lo tanto 61(€) = 6(6) (Liez 166 + D)

{¢1(- — k) }rez ortogonal por el corolario anterior.
Para la ultima afirmacion, dada la ecuacion

> arp(t —k) =Y cxén(t —k)

keZ keZ

1
define una funcién en L?(R) con

hay que probar que podemos hallar {c.} € ¢*(Z) a partir de {a;.} € (*(Z) y
viceversa. Esta ecuacion, en términos de la transformada de Fourier, queda:

(Z kkf) 3() = (Z kkf> 51(6)

kEZ keZ

Suponiendo dados los {ax}, y recordando (3.3), esto se cumplird si podemos
hallar {c;} tal que

AE) = 3 ae = (Z bf) (2 f) = BOC()

keZ keZ kezZ
(3.4)

Dado que 0 < C~! < |B(¢)| por la condicién de Riesz, podemos elegir los ¢y
como los coeficientes de Fourier de la funcién 1-periodica £ — A(—&)/B(=¢).
Reciprocamente, dado {c;} podemos tomar a; como los coeficientes de Fouri-
er de & — B(—&)C(—€) en (3.4). O

Ejemplo 3.2.8. Si elegimos ¢ = A (la funcién cuiia) y f(t) = > ,cp and(t—k)
entonces f es lineal en Iy, con f(k) = ax; luego span{¢(- — k) : k € Z} es
el subespacio de L?(R) formado por las funciones continuas lineales en los
intervalos lox = [k — 1,k), y como {¢(- — k) }kez es un conjunto de Riesz,
se tiene que V; = {f € L*(R) : f es continua y lineal en I} y ¢ (definida
como en la proposicién anterior) forman un AMR.
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3.3. Ecuacion de escala y constantes de es-
tructura

La siguiente proposicion se deduce facilmente de la definicién de un AMR;
sin embargo, es muy importante en nuestra busqueda de wavelets ortonor-
males:

Proposicién 3.3.1. Supongamos que {V;};cz y ¢ € L*(R) definen un AMR.
Entonces para cada j € Z, {¢jrtrez = {27/2¢(27 - —k)}rez es una base
ortonormal de Vj.

Demostracion. <¢jk,¢] p) = Jp 0kt G (t)dt = Je 2027t — k)(27t —
k‘/ dt = f]R ZL‘ — k‘/) dt = 5I<: k!
SifeV,= f(2 7 ) € Vo = Har} € A(R) tal que f(2 Jt) > ez ard(t —
k) = f(t) = D kezn(2772aR) 2702t — k) = 30,5277 ar)du(t) = f
Spani{ gk ez

Esto nos conduce a la siguiente definicién (recordar que ¢ € V5 C V7).

Definicién 3.3.2. Sea {a,} € (*(Z) la tnica sucesién tal que, segin la
Proposicién 3.3.1 para Vi, satisface

= arp(2t — k) (3.5)

kEZ

en la cual la convergencia es en L*(R).
Las constantes a;, se llaman constantes de estructura asociadas al AMR.
A la ecuacién (3.5) se le llama ecuacion de escala.

Ejemplo 3.3.3. En el caso de la funcion de escala de Haar ¢ = Xo), la
ecuacion de escala es

o(t) = ¢(2t) + ¢(2t — 1)

Luego, las constantes de estructura son ag = a; = 1y ax = 0 en otro caso.

Observaciéon 3.3.4. Veamos como se expresa la ecuacion de escala a través
de la transformada de Fourier. Calculando la transformada de Fourier de ¢,
obtenemos:

Giu(6) = 27 / B(27t — F)e=2mE gy
R
=2 / o(2)e 2" (5)E g (3.6)
R

_ 2—j/26—2wik2*j§$(2—j€)
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y en particular, la transformada de ¢(2 - —k) = 2_1/2¢1,k es

271/%5,.4(6) = 3¢ H(e /)

Sustituyendo en (3.5) obtenemos:

= % (Z akem'kg) 5 (g)
kez

Esto motiva la siguiente definicién. Denotamos por L*(R/Z) a las fun-
ciones periddicas cuadrado-integrables en [0, 1] de periodo 1.

Definicién 3.3.5. Sea ¢ € L*(R) una funcién que satisface la ecuacién de
escala (3.5). Definimos el filtro de escala my € L*(R/Z) como:

mo(§) = % Z ape 7™ (3.7)

keZ

con convergencia en L?(R/Z). Por la observacién anterior, el mismo cumple:

(&) = mo(£/2)0(£/2) (3.8)

La siguiente proposicién muestra que la validez de (3.8) para algin mq €
L*(R/Z) es equivalente a satisfacer la ecuacién de escala, y en la Seccién 3.5

veremos que dicho filtro es 1til para la obtencion de wavelets ortonormales a
partir de un AMR:

Proposicién 3.3.6. Una funcién ¢ € L*(R) satisface la ecuacion de escala
(3.5) si y solo si existe my € L*(R/Z) que verifica (3.8). En ese caso, my

verifica (3.7), y ay = 2 flﬁz 0(&)e?™e de.
Demostracion. El directo ya fue probado. Para el reciproco, si se verifica
(3.8), definimos ap = 2f1{§2 0(§)e? ke d¢ = 2f152 (—&)e 2k d¢ (los

coeficientes de Fourier de £ — 2m0( €)) v entonces

; 1 —27i
2mo(—€) = 3 e = mg(€) = 5 3 age >

kEZ keZ

y se verifica (3.7).

Como el miembro derecho de (3.8) es la transformada de Fourier de la fun-
cion o, apd(2- —k) y ¢ — <$ es biyectiva en L*(R) (ver Teorema A.9 en
Apéndice) entonces se verifica ¢(t) =, ., ard(2t — k). O
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Ejemplo 3.3.7. Para la funcion de Shannon $ = X[=1/2,1/2], la ecuacién de
escala se puede obtener a través de (3.8):

X(—1/2,1/2/(&) = mo(&/2)X—1/2,1/2(§/2)

Luego, debemos elegir mo(§) = 1si || < 1/4ymo(§) =0si1/4 < [¢] < 1/2.
Por lo tanto

1/2 ' 1/4 '
ay, = 2 / my(€)e*™™ e dé =2 / e*™ M de

1/2 —1/4

1

s 1 [ w i 2 k/2
ap = 2/ 627rzk§ d§ — : (eTk —e 2 k) — Sen(ﬂ- / )
—1/4 mik 7k

y entonces ag = 2fj/j4 d¢=1y

para k # 0.

3.4. De la funcion de escala a un AMR

Dada una funcién ¢ € L*(R), podemos definir V; = span{¢(2? - —k)}rez.
A continuacién daremos condiciones suficientes para que ({V;}, ¢) defina un
AMR.

Teorema 3.4.1. Sea ¢ € L?(R) que verifica:
1. {¢(- — k) }rez es ortonormal.
2. ¢ satisface la ecuacién de escala (3.5) con {ay} € (*(Z).
3. ¢ es continua en 0 con |$(O)| = 1.
Si definimos V; = span{¢(27 - —k)}rez, entonces ({V;}, ¢) define un AMR.

Llamémosle P; a la proyeccion ortogonal sobre V;. Como ¢ satisface 1., se
tiene que ¢; ) es base ortonormal de V; (ver demostracién de la Proposicién
3.3.1) y por lo tanto podemos escribir P;f = >,/ (f, ®jr)Pjk-

Para la demostracién, necesitamos los siguientes lemas (se mantienen las
hipétesis del teorema):

Lema 3.4.2. Para cada f € L*(R) se cumple lim; , ., P;f = 0.
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Demostracion. Observar que (Pjg, ¢x) = (Pjg— 9, ®jk) +(9, b) = (95 Pji)
ya que (P;jg — g) L ¢; para todo k € Z.

Primero lo probamos para un subconjunto denso en L*(R), en este caso, el
formado por las funciones continuas de soporte compacto.

Si sop(g) C [—R, R], entonces

gHQ Z| Py, ¢jk| _Z| ¢sz

k€EZ kEZ

([ ea) ([ e

keZ

= |lgll? Zzﬂ/ P(2t — k)2 dt
k€EZ -
k+23R

NPy [ lela)ds

kez Y k2R

Si 27 R < 1/2, las integrales se calculan sobre intervalos disjuntos cuya unién
escribimos Uj = Uz (—k — 2R, —k + 2'R). Luego [, U; = Z, que tiene
medida cero, y entonces || P;f|* < Hg|]2ij |¢(x)|*dz — 0 (si j — —o0) por
el Teorema de Convergencia Dominada.

Si feL*(R)ye>0,seag: R — C continua y con soporte compacto, tal
que ||f — g|| < €/2. Entonces

IP1=t
1B I < B L = gll + [ Pyl —+ 1Pgll < €

—j es grande. Luego, P; — 0 si j — —o0. ]

Lema 3.4.3. Sea h € L2(R) tal que h estd acotada y con soporte en [—R, R]
con R > 0. Entonces, para cada j tal que 2~! > R se cumple:

R ~ ~ .
|Ph)2 = / NUGIZEREIRE

Demostracion. Por la identidad de Parseval:

1PN =S P g P =Y (b o=

kEZ kEZ kEZ

=2 / €272 G(277g) dg

kEeZ

/ T€) D (€) de

-R

2
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(recordar (3.6)). Si 2/~' > R, la tltima integral es igual a integrar en
[—20-1,25-1] (porque sop(h) C [~R,R]), en donde {279/2¢=2mk€277},  og
base ortonormal de L?[—2771 2771]. Adem4s, se tiene que & — h(f)(b(? i€) e
L*[—27712971]; entonces, aplicando Parseval a este tltimo término obten-
emos

27-1
ipae= [ wemdeora = [ orBEToR
valida si 2771 > R. ]
Lema 3.4.4. Se tiene || P; f — f|| = 0 cuando j — +o0, para cada f € L*(R)

Demostracion. Por el teorema de Pitdgoras se cumple que ||Pjf — f|* =
111> = [I7;f1I*, ¥ por lo tanto basta probar que ||P;f|| = [ f]| (si j = +00).
El subconjunto Cu(R)Y = {h € L%(R): h € C.(R)} es denso en L*(R): si
fe L2( ) dado ¢ > 0 sea h una funcién continua con soporte compacto tal
que || = h|| < €, y como la transformada de Fourier es isometria, la funcion
hquedeﬁnehcumplehEC( Wy llf =kl =|If—h| <e

Si ¢ es continua en 0 con ](b( )] =1, dado e > 0 sead > 0 tal que ]|$(§)]—1| <
esi|€] <6.SiR>0,seaj € Ztal que 2™/ R < § y entonces ||$(2‘j€)|—1\ <e
si |¢| < R. Luego, |¢(277¢)| converge uniformemente a 1 en [—R, R] VR > 0.
Ahora, si h € C.(R)" y 2271 > R, por el lema anterior se cumple

R
imale = [ eraerser e [ hekas = ale

por Parseval.
Si f € L*(R), dado € > 0 sea h € C.(R)Y tal que ||f — h]| < ¢/3 y por lo
tanto ||, — Il < 1B,(f — )|+ | b — ]l + | — f]| < e si j es grande. O

Demostracion del Teorema 3.4.1. Observamos que la hipétesis (2) implica

Gin(t) = 22¢(2t — k) = 272 " app(2(2t — k) — k)
k' €Z
= 3 @Pa)o 2 = 2k + k) = D (2 ) g1 niae (1)
k'€Z k'€Z

y entonces V; C V.

Sife ﬂjez‘/}, entonces f = P;f Vj y luego f = lim; , o, P;f = 0 por el
Lema 3.4.2. Por el Lema 3.4.4 lim;_, -, P;f = f para cualquier f € L*(R),
esto implica L*(R) = |J;¢; Vj. La propiedad f € Vj < f(2/-) € V{ es evidente
por la definicién de los Vj, y {¢(- — k) }xez es base ortonormal de V; por la
hipétesis (1) y la definicién de V4. O
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3.5. De la funcion de escala a una wavelet
ortonormal

A continuacién veremos cémo, a partir de una funcién ¢ € L*(R) que
cumple con las hipétesis del Teorema 3.4.1 (y por lo tanto genera un AMR),
podemos obtener una wavelet ortonormal.

Definicién 3.5.1. Consideremos un AMR formado por {V},ez y ¢ € L*(R),
y supongamos que existe una funcién ¢ € L*(R) que verifica que {1)(-—k) }rez
es base ortonormal de Wy = V; &V (el complemento ortogonal de Vg en V7).
En este caso decimos que v es una wavelet asociada al AMR. Observar
que, por la propiedad f € V; < f(2779-) € Vp, se tiene que {27/24(27 - —k) } ez

es una base ortonormal de W; = V;1©Vj para cada j € Z, y como UjeZ Vi =

L*(R), entonces 1 es una wavelet ortonormal de L*(R).
Como {v/2¢(2-—k)} jez es una base V4, existe una tinica sucesién {b;} € ¢3(Z)
tal que

Y(t) = (2t — k) (3.9)

keZ

Analogamente a lo hecho en la Observacién 3.3.4, obtenemos

~

D) = m(£/2)6(¢/2) (3.10)
donde m; € L*(R/Z) es el filtro wavelet
my(§) = % > bre?mh (3.11)
keZ

Teorema 3.5.2. Sea ¢ € L*(R) la funcién de escala de un AMR con filtro
de escala my definido por (3.7).

1. mg satisface
Imo(€))? + |mo(€ 4+ 1/2)]> =1 c.t.p. (3.12)

2. Si ¢ € L*(R) es una wavelet asociada al AMR con filtro wavelet m,
entonces se verifica

Imy () 4 |my (€ +1/2)]2 =1 c.t.p. (3.13)
mo(§)mi(§) +mo(§ +1/2)mi(§ +1/2) = 0 c.t.p. (3.14)

3. Reciprocamente, dado m; € L*(R/Z) que verifica (3.13) y (3.14), si
definimos 1 a través de (3.10), entonces ¢ es una wavelet ortonormal

asociada al AMR.
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Demostracion. Aplicando el Corolario 3.2.5 y la ecuacién (3.8) nos queda

L= 10 +DP =D 16(€+2k)P + > 19(& + 2k + 1)

leZ keZ keZ

_% ( +2k:) ¢(§+22k)2
+Z; (§+%+1>
P () B G < (5+3)

~ (&
5(5+n)
kEZ 2
[ (3) |
= |myo 5

- —1 Ct[)
0 2 2

y queda probada (3.12).

Anélogamente, como el Corolario 3.2.5 también se aplica a v, y usando (3.10),
las mismas cuentas hechas anteriormente (sustituyendo ¢ por ¥ y mg por m;)
nos permiten obtener (3.13).

Ahora, como ) € V-, para todo k € Z se cumple Jp O(t — k)o(t)dt = 0 de
modo que, por Parseval y (3.6):

_ | TV () o—2mike
0 / (OB (©)e 2 d

$<£+2k+1) 2

2
Ag 1
(2 2 k)

2

D

keZ

2

2
+

1 A
=> | P& (&)e e dg
lez
~ | (3.15)
= Z/ G + DP(E + De > dg
leZ.
/(waiuo)e—mdg
lez
La ultima igualdad es valida porque
— z+1
Z/ \¢g+z¢g+z ‘2“’k5‘d5 Z/ ‘dg

leZ

= [ o] [pe)] de < o

va que |¢|, || € L2(R) (ver Teorema A.12 en el Apéndice).
Entonces los coeficientes de Fourier de la funcién 1-periddica entre paréntesis
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en (3.15) son nulos, por lo tanto
SToE+DUE+T) =0 (3.16)
lez

Ahora podemos utilizar el mismo procedimiento utilizado para probar (3.12):

0= Zqﬁfﬂiﬁﬂ)

IEZ

=3 BE+2K)P(E +2k) + 3 HE+ 2k + D)€+ 2k + 1)

keZ keZ

RRORAIOPILEY
o (§ree ) m (G )5 d)
:m°<§>m_1(g)§ $(§+k) :

Z
(5S4

(e 1
¢(§+§+k>
kEZ

rofs)m (5) o5 a)m o)

lo cual prueba (3.14).
Reciprocamente, si se cumple (3.13) podemos probar que >, [¥(§+1)]* =1
c.t.p. (y por lo tanto que {(- — k) }xez es ortonormal) siguiendo la prueba

anterior de (3.13), pero en el orden inverso. De la misma forma, si se cumple
(3.14), siguiendo (3.17) y (3.15) podemos probar

/¢ £)e MR ¢ = /¢t— P(t)dt =0

y por lo tanto que span{¢ (- — k) trez C Wo.
La demostraciéon de que {i(- — k) }rez genera W, se da mas adelante en el
Lema 3.5.5, lo que concluye la prueba del Teorema 3.5.2. O

2

(3.17)

2

Los items 1 y 2 de esta proposicién se resumen diciendo que la matriz

= (g i)

es unitaria.
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Ejemplo 3.5.3. En el Ejemplo 3.1.4 definimos el AMR de Haar con la fun-
cién de escala ¢ = X[p1). Veremos que una wavelet asociada a este AMR es
la wavelet de Haar del Ejemplo 3.1.2: ¢ = Xo,1/2) — X[1/2,1)-

Tenemos que ¢(t) = ¢(2t) + ¢(2t — 1) = ap =a; =1y ap, = 0VE #0,1.
Ademas debe ser (t) = ¢(2t) — p(2t — 1) = by = 1,0 = =1y by = 0 Vk #
0,1. Segun (3.7) y (3.11), los filtros son

mo(€) = 5(1+2), m(6) = 5(1 - e

Verifiquemos que mg y my cumplen (3.13) y (3.14):

1 —2mi —2mi
|my (&) P4+ my (€ +1/2)]F = Z(‘l L TRTER || o212

(4—-2 Re(e_%”f) -2 Re(e_%i(g“m))

1
4
1 4 e
1(4 o QRe(?ﬁmg + 6727rz£f7ri)) -1

Vv
=0

mo(§)

1(§) +mo(§ +1/2)ma(§ +1/2)
[(1 + 6—27”‘5)(1 . 627ri£) + (1 + e—27ri(§+1/2))(1 _ e27rz‘(§—i—1/2))]

[6—27ri5 _ e2miE | om2mi(6+1/2) _ 627ri(£+1/2))} -0

== 3

Con esto, luego de demostrado el Teorema 3.5.2, deduciremos que la wavelet
de Haar es una wavelet ortonormal, es decir, {2//2¢)(27 - —k)}rcz es base
ortonormal de L%(R), y ademds que la misma forma bases ortonormales para
los espacios W;. Pero como la idea es generalizar esta propiedad multiresolu-
cion, analizaremos primero algunos detalles de la wavelet de Haar antes de
completar la demostracion.

Observacién 3.5.4. Para poder encontrar una wavelet ortonormal a par-
tir de un AMR, debemos encontrar un filtro m; € L*(R/Z) que satisfaga
las condiciones antes mencionadas. Por (3.14) se tiene que debe existir una
funcion « de periodo 1 que cumpla

(ma(€), m1(§ +1/2)) = a(§)(Mo(€ +1/2), =mo(§))

De la normalizacién (3.12) y (3.13) obtenemos |a(§)| = 1, y sustituyendo &
por { + 3 llegamos a que a debe satisfacer (€ + ) = —a(§).
Luego, definiendo

m(€) = a(§)mo(§ +1/2), donde ()] = 1, (€ +1/2) = —a(§)
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entonces m, satisface las condiciones (3.13) y (3.14), y por lo tanto podemos
obtener una wavelet ortonormal asociada al AMR mediante

V(&) =m (%) ¢ (g) =a (g) Mo (g + %) ¢ (g) (3.18)

En general, hay infinitas soluciones para la funcién «. Hallemos « para que
a través de la funcién de escala de Haar ¢ obtengamos la wavelet de Haar 1.

Calculando (usando (3.8) y (3.10)):

5(5) — /1 —2mit€ dt = 1— 6727”6 _—mi€ eﬂ'i§ B eiﬂ-is _ e—ﬂi§ Sen(’ﬂ'f)

2mi€ 2mi€ €
/ / 727mt5 dt 1 - 26_7”;5'_}_ 6_27”;5
1/2 271'25
—7rz§ ) 7rz§/2 —7ri§/2 2 ) 2
= 7 = —7rz§< ) — ie—m{ sen (7-(5/2)
27m§ 2mié € /2

1 A 1. . . .

mo(§) = 5(1 + e 2mE) = 56_7”5(67”5 + ™) = 7™ cos(m€)
1 . 1. . . .

my(§) = 5(1 —e ) = 5677”5(67”5 — ™) = je ™ sen(n€)

y entonces
_ @(2&) _ o2t sen?(7¢) 1 s
(€ + )0 (€) mE e cos(m(€ + 7)) ¢ sen(m)
— _je2mil, =t _ _p2mit
Por tanto, tomamos «(§) = —e~ ™. Sustituyendo en (3.18):

1 . ‘
my (&) = —e ™ Emg (& +1/2) = -5 —mgza_kezm(gﬂ/m
kez

1 )
E —_— k+1 271'2 k—1)¢ k: —27r7,k

kEZ kEZ

Entonces, los coeficientes en (3.11) son by = (—1)*a; 3 y la relacién (3.9) se

convierte en
b(t) = S (~1)Fare(2t — k) (3.19)

kEZ
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Observar que, en el caso de la funciéon de escala y wavelet de Haar, esta
ecuacién da ¥ (t) = ¢(2t) — ¢(2t — 1), tal como esperdbamos.
La ecuacion (3.18) queda

p(&) = e ™ (g + %) ¢ (g) (3.20)

Ahora si completamos la demostracion del Teorema 3.5.2 con el siguiente
lema:

Lema 3.5.5. Para toda f € W, existen coeficientes {c;} € £*(Z) tales que

= ol —k
keZ

Es decir, span{y(t — k) }rez = Wh.

Demostracion. Primero probaremos que toda f € W, se puede escribir como

f&) =v (g) n (g + %) 6 <g) (3.21)

donde v € L*(R/Z) satisface v(§ + 3) = —v(§).
Como f € V4, entonces f(t) = Yo, did(2t — k) con {di} € (*(Z). Luego,
por (3.6)

7€) = 5 3 e ™5(6/2) = DIE/2HE/2) (322
kEZ
Ademas, como f_1Vj, se tiene que
/¢t— dt—owcez;»/d) ?)*de:o

Con esto 1ltimo, siguiendo los calculos de (3.15), (3.16) y (3.17) (reemplazan-
do ¢ por f) queda

mo(€)D(€) +mo(€ +1/2)D(E +1/2) =0
Al igual que en la Observacion 3.5.4, esto puede resolverse como
D(&) = v(&/2)mo(€ +1/2) con v(§ +1/2) = —v(§)

y sustituyendo en (3.22) obtenemos (3.21).
Por tltimo, utilizando (3.20) tenemos que

Fo=v(§)m(5+3)3(5) = ()it = coite

Si tomamos {cy} € (*(Z), los coeficientes de Fourier de C'(—¢), entonces la
transformada de Fourier de Y, , cx¥0(- — k) es & = (30,5 cre 7 H) (€)=

C(E)P(€) = F(€): luego f(t) = Xy crth(t — k). O
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3.6. Wavelets con soporte compacto

Las wavelets con soporte compacto son valiosas para ciertas aplicaciones
(ver Capitulo 4). En esta seccién veremos cémo obtener algunas de ellas.
Veamos una caracterizaciéon en términos de las constantes de estructura.

Proposicién 3.6.1. Sea ¢ la funcién de escala de un AMR tal que qg es
continua en 0 con ¢(0) = 1.

1. Si ¢(t) = 0 para |t| > M, entonces las constantes de estructura satis-
facen aj, = 0 para |k| > 3M.
En particular, el filtro de escala es un polinomio trigonométrico:

mo (&) :% D> ape (3.23)

k| <3M

2. Reciprocamente, supongamos que el filtro de escala mg es un polinomio
trigonométrico como en (3.23). Entonces la funcién de escala se obtiene

) = Hmo(f/?)

y tiene soporte compacto.

Demostracion. De la definicién de las constantes de estructura en (3.5) (¢(t)
ZkeZ akq§(2t — k)), y la ortonormalidad de {¢(2 - —k)}rez tenemos ap =

2f 1y ()02t — k) dt. Si |k| > 3M entonces el soporte de ¢(2 - —k) es dis-
junto con [ M, M|, luego esta integral da cero y a;, = 0 V|k| > 3M. Esto
prueba 1.

Antes de probar el reciproco, obsérvese que por (3.8) se tiene

(H mo(€/27) ) o(E/2"), ¥n>1.
Por otro lado, como suponemos Q/b\(O) =1,y gg continua en 0, entonces:
Qg(f) = h}ln (Hmo(f/Zj)> (&/2") = (Hmo £/2%) ) A 0)
j=1

es decir que ¢(£) = 1,2, mo(§/27) VE.
Veamos ahora que ¢ tiene soporte compacto si mg es un polinomio trigonométri-
co.
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Sea Qn(f) = H? 1m0(f/2j) y Supongamos que mo(g) = Z\k\<N ake%’“?

Entonces mo(§/27) = 3> - e e , vy por lo tanto ¢,(§) es combinacién

lineal de elementos e*™¢Xi=1%/% donde |kj] < NVj=1,...,ny porlo
tanto Z?Zl k;/27 € Z?Zl[—N/QJ,N/QJ} C [N, NJ.

Por otro lado: e?™*¢ = g_m(f) = [pe 2™ dé_,(t), de donde se deduce que
(n = Jin, donde g, es una combinacién lineal de medidas de Dirac concen-
tradas en puntos de [—N, N], y en particular el soporte de pu, estd incluido
n [—N, N|Vn.

Nétese tambien que [gus1(6)] = [g.(&)lImo(€/27)] < lgu(€)], pues [mo] < 1.
Luego |g,(£)] < [mo(§/2)] < 1, V€, Vn.

Sea f una funcién de Schwartz (ver Definicién A.10 en el Apéndice). En
particular f € L?(R), asi que por la identidad de Parseval se tiene:

/Rw)mdt: 6.F) = (3. F) = /¢> 7

= TCD 1 =
L / BT (- de " tim - / 0a(€)F(—€) de

Py L[ o2 36T () de dpun(1)

n 2T R2

inversién h'm/ mdlﬁn (t)

Si sop(f) [—N,N] = 0, entonces fR t)dpn(t) = 0 Vn, y por lo tanto
Jz @) f(t)dt =0, de donde se concluye que sop(¢) C [-N, N]. O

Observaciéon 3.6.2. Si ¢ tiene soporte compacto, entonces las constantes de
estructura son cero excepto una cantidad finita, y luego, por (3.19) tenemos
que ) tiene soporte compacto, por ser combinacién lineal finita de funciones
con soporte compacto.

A partir de ahora veremos como obtener un AMR cuya funciéon de es-
cala ¢ tenga soporte compacto utilizando esta proposicion, es decir, primero
obteniendo una funciéon mg, que sera nuestro filtro de escala, y luego hallan-
do ¢. Condiciones suficientes para que esto sea posible se dan en el siguiente
teorema. Observar que no suponemos que my es un polinomio trigonométrico.

Teorema 3.6.3. Sea m( una funciéon continua 1-periddica que satisface las
siguientes condiciones:
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1. mp(0) =1, |[mo(&)| > 0 para || < 1/4
2. Imo(§)? + Imo(§ +1/2)]* = 1

— S G
3. |1 m0(§)| < log2(1/[¢])’ |§| < 1/2

Entonces el producto [~ mo(£/2%) converge y define una funcién = L*(R)
para la cual {¢(- — k)}rez es ortonormal y ¢ es la funcién de escala de un
AMR.

Demostracion. Dividimos la prueba en 4 partes. Primero definimos
M :={¢p € L*(R) : {¢(- — k) }rez es ortonormal}.

1. M es cerrado en L*(R):
Sea {¢;}jen C M con ¢; — ¢ € L*(R). Usando la notaciéon Lyg(t) =
¢(t — k) (operador que preserva la norma) tenemos que (¢;, Ly¢p;) =
Ok,0 Vj. Luego

(&, Lk@) — kol = [{@, Lrp) — (b5, Li@;)]

= (¢ — 5. Lio) + (95, Lp — Ly¢;)]

< [l¢ = dillll Luoll + [|@5][l| Li(d — &;)]]

= [l¢ = gilllloll + lgillllé — &5l — 0 sij— o0

= /Rgb(t)a(t —k)dt = (¢, L) = 0o = ¢ € M

2. Sea ¢y(t) = sen(nt)/nt (la wavelet de Shannon) con do = Xi—1/2,1/2] ¥
para 7 > 1 definamos

5O = (55)mo (§)-omo (5) = Xomwn(© (H mo(S/Qi))

Probaremos por induccién que ¢; € M Vj > 0.
Para j = 0, ya sabemos que {¢o(- — k)}rez es ortonormal (Ejemplo
3.2.6).
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Si ¢;—1 € M, como ggj(f) = m0(§/2)$j,1(§/2) entonces

Doloie+nE={ > + > 'mo(%z)@_«%)

LEZ I par l impar
2

= ()] S ()

I par
2
(D) o509

| impar
La primera sumatoria se puede escribir como )., ]&Ej,l(g +0*=1

2

2

2
+

c.t.p. y la segunda se escribe como ), |$j_1(5+71 + )] =1 ct.p.,
ambas por la hipdtesis de induccion y Corolario 3.2.5. De esto y de
la hipétesis (2) se concluye que Y, , |¢;(§ +1)]* = 1y por lo tanto
¢»; € M V35 >0 por el Corolario 3.2.5.

3. Veremos que H;’il mo(£/27) converge uniformemente en compactos a
una funcién continua ¢ € L2(R) con ||¢]| < 1y lim¢_,o P(&) = 1:
Si|¢] < M,con M > 1,y 2771 > M, entonces |£/27| < M/27 < 1/2y
10g2(|f|/2j) > log2(M/2j), y por la hipétesis (3) se cumple

Jy ¢ = ¢ ¢
Imo(€/27) — 1] < o2 /[E)  log2([E]/2) = log?(M /27)
C C

(og(M) — jlog(2)? = (jlog(2)?

que es el término general de una serie convergente. Esto implica que
> ey Imo(€/27) — 1] converge uniformemente en [—M, M], y por lo tan-
to ;2 mo(§/27) converge uniformemente en [—M, M] a una funcién
continua ¢ € L*(R). N

Observar que 1fim; ¢;(§) = [[;2, mo(§/27) = ¢(€) y por el Lema de Fa-

tou ||| = Hh’ngjH < h’mHgEjH = 1; como my(0) = 1 y ¢ es continua,

entonces limg_,o ¢(§) = 1.

Definimos ¢ € L2(R) tal que ¢ = ¢.

4. Probaremos que ||¢; — ¢|| — 0 si j — +o0.

Primero veamos que existe C; > 0 tal que |g/b\j &) < C’1|$(§)| Como
el producto infinito del paso 3 converge uniformemente en [—1/2,1/2],
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existe jo € N tal que [[,_; |m0(§/2j)| 1/2 si |£\ < 1/2. Entonces

12 Imo(€/27)] < 26(€), de donde [$(&)] = TIIL, Imo(¢/27)] = 3ei
si €] <1/2, donde ¢ := minje<1 /4 [mo(§)] >0 por hlpOteSIS (1), y luego

C = inf|£|§1/2 ‘a(f)’ > 0.

Ademads
T ()T Ty (&Y
_Hmo <2_> _Hmo (2_) Hm°< 2 ) (3.24)

= 0;(O)(¢/2) silg <2
Entonces, V¢ € R :

= — | X[—2i-1 i1 Scil(/ﬁ\f
Oy <Al

porque inf|g<pi1 |6(€/27)| = infjg<r /2 |6(€)] = C > 0. Como ¢(£/27) —
1 (si j — +00), de (3.24) se deduce que
[6,(6) = 6(&)] = 0 y ademés

5566 :‘ £

16;(6) — (&)] < [6;()] +16(6)] < (L +C7|d(€)]

Como & 5 (1 4+ C71)|(€)] estd en . L*(R), por el Teorema de Conver-

gencia Dominada se deduce que ||¢j qu — 0 y por la identidad de
Parseval, ||¢; — @] = 0 si j — +o0.

Para concluir, como ¢; € M, ¢; — ¢ y M es cerrado, entonces (b €
M = {o(- — k)}kez es ortonormal. Ademés, del paso 3 deducimos que ¢ es

continua en 0 con ¢(0) = 1y ¢(&) = [;2, mo(€/27) = mo(&/2)6(8/2).
Aplicando la Proposicion 3.3.6 y el Teorema 3.4.1, se llega a lo buscado. [

Observacién 3.6.4. Para poder obtener una wavelet con soporte compacto,
debemos encontrar un polinomio trigonométrico que cumpla las hipdtesis de
la proposicién anterior. Es suficiente encontrar un polinomio trigonométrico
C'(&) que verifique:

C(€) =0, C(§) > 0 para [¢] <1/4, C(0) =1, C(§)+C(E+1/2) =1 (3.25)

y luego una funcién mg que verifique |mg(€)|*> = C(€). La existencia de dicha
funciéon my la asegura el siguiente lema.
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Lema 3.6.5 (Fejér y Riesz). Sit(z) = > <, cre™ es un polinomio trigonométri-
co no negativo (con x € R), entonces existe un polinomio trigonométrico g(z)
tal que t(z) = |q(z)|* para todo = € R.

Demostracion. Supongamos que t(z) > 0 Vz € R. Entonces

n n n

Z e = t(x) =1(x) = Z Tre T = Z e Yo e R

k=—n k=—n k=—n

por lo tanto c_j = ¢ Vk. Definimos P(2) = ¢, + c_py12 + - + 22" =
Cn +Cooiz + -+ 2% Luego

n 2n
l’) — iz E Ckez(n—i-k)z — o Nz E Ck_nezk:c — e—zn:cp(em>

k=—n
PE) =t 4+t mz+ -+ =2 (e P F @V el
= 2*"P(1/2)

Como t(x) > 0 Vz € R, la primera igualdad implica que P(z) no tiene raices
en el circulo unidad, y la segunda que si « es raiz de P, entonces 1/@ también
lo es, y con la misma multiplicidad. Factorizando, obtenemos

szH z— ay) (Z_ai)
k
al 1
- t(l’) _ efinxp(eix) _ 67inx (Celmx H(ezx _ ak) (eix . a:))
k

— Deir" ﬁ <(6” - Oék)al:” —Of_k)) (Hak> ipe H i — oy

k=1

Como t(x) >0y H,ivzl e — ay| > 0, tiene que ser p =0y H[;Tk > 0.

Tomamos ¢(z) = (, /HL@) [T, (% — ai), que cumple la tesis en el caso
t(z) > 0.

En general, si t(z) > 0, aplicamos lo realizado a t(z) + ¢ > 0 y obtenemos
¢e(z), el cual depende continuamente de e (porque asi dependen los coefi-
cientes de P y por lo tanto sus raices).

Luego, qo(x) = lim._,0 g.(x) cumple lo pedido. ]

Veamos un ejemplo de wavelet ortonormal utilizando la observacion an-
terior:
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Daubechies 4 tap wavelet

15 - scaling function ]
wavelet function
) ! L l \ !

0 0.5 1 15 2 2.5 3

Figura 3.4: Wavelet ortonormal de Daubechies

Ejemplo 3.6.6. Esta construccién se debe a Daubechies (ver [5], pag. 194-
202). Partimos de la ecuacién cos? 7€ + sen? 7€ = 1, de la cual obtenemos:

2N+1
1= (COSQ 7T§ + Sen2 7r£ _ 1)2N+1 _ Z SGHQk(ﬂ'f) cos4N+2*2k(7r£)
k=0

Tomamos la primera mitad de estos términos y definimos

N
C(¢) = Z sen?*(¢) cos™ 272 (1)

k=0

Reemplazando & por & + %, los senos se transforman en cosenos y viceversa,
y obtenemos los restantes términos de la ecuacion anterior. Luego, se verifica
C(&) + C(¢ +1/2) = 1. Las condiciones C'(0) = 1y C(£) > 0 son obvias.
Por lo tanto, C verifica las condiciones (3.25) y define una wavelet ortonormal
con soporte compacto.

Por més detalles acerca de su construccion, ver [5], pags. 194-202.

3.7. Implementacion

En esta seccion deduciremos un algoritmo para descomponer una funcion
fn € Vx de un AMR en una aproximacion en un espacio con menor resolu-
cion Vy_pr mas los detalles. En el Capitulo 4 estudiaremos como se aplica en
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el contexto de las iméagenes.

Supongamos que {V;};cz es un AMR con funcién de escala ¢ € L*(R) y
wavelet asociada ¥ € L?(R).
Recordamos que existen constantes tinicas {ay}, {bx} € (*(Z) tales que

B(t) = arp(2t — k)

kEZ

Y(t) =) bpo(2t — k)

keZ

(3.26)

Por otro lado, como ¢(2t),¢(2t — 1) € Vi = Vi & W, existen cuatro
sucesiones {p_ox}, {q-2x}, {P1-2x}, {q1-2} € £*(Z) tales que

P(2t) = pr%(é(t — k) + q_a(t — k)

keZ

P2t —1) = Zp172k¢(t — k) + qi_ax(t — k)

keZ

Para cada [ € Z, si [ es par:

P2t —1) = 9(2(t = 1/2)) = przlﬂ((t —1/2) = k) + qaxp((t = 1/2) — k)

kez

= Zp172(1/2+k)¢(t — ()24 k) + @020 (t — (1/2 + k))
keZ

= Z Proow d(t — k') + qow o (t — )
Kez

y se obtiene una féormula andloga si [ es impar. Luego, existen sucesiones
{pe}, {ar} € 3(Z) tales que VI € Z:

$2t — 1) =Y (p-akd(t — k) + q_axtb(t — k) (3.27)

kEZ

Las sucesiones {ay}, {bx}, {pr}, {qx} son tnicas.

Como J,e; Vj = L*(R), sabemos que toda f € L*(R) puede ser aproxi-
mada por fy € Vy para algin N € Z. Ademas, V; = V,;_; & W;_; para todo
j € 7, asi que podemos descomponer de forma tnica

v = fnvo1+9va
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con fy_1 € Vy_1y gn_1 € Wx_1. Repitiendo este proceso M veces, logramos
la, descomposicion

IN=9gv1+ g2+ -+ av-m + fnom

con f; € V; y g; € W, para cada j. Como la suma es directa, esta descom-
posicién es unica. Ademads, tenemos que

=> de(@t—1) cond ={d} e (L)

ez 3.28
g9i(t) =Y de(Ft—1) cond ={d]} € (*(Z) 529

leZ

donde hemos suprimido los coeficientes de normalizacién 27/ de ¢;; para
simplificar el algoritmo. Podemos identificar las funciones f, g con las suce-
siones {¢/}, {d’} € (*(Z) respectivamente.

Aplicando (3.29) y (3.28) obtenemos

t) = Z Czjéb(th —1)= Z C’z] (Z pl—2k¢(2j_1t — k) + C]l—2k¢(2j_1t - k))

leZ lEZ kEZ
¥ (Zc’) IERTE (zqz cf) P b
kEZ LEZ kEZ LEZ

pero aplicando (3.26) también tenemos que

Fi() = Fia(®) + gia(t) =Y A o2t —k) + Y d (2t - k)

kEZ kEZ
=S (Z ap(27t — 2k — z)) +) o d (Z bip(27t — 2k — z))
keZ leZ keZ leZ
=y (Z ar_on (27t — z)) +y o di (Z by_ond(27t — z)>
keZ leZ keZ leZ
_ Z <Z a_opcl T+ bl_%d{;‘1> (27t — 1)
leZ keZ

Como los coeficientes de f; son unicos en V; y en V;_; @ W,_y, se tiene el
siguiente esquema:
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/s /! / /7

cN —_— N1 _, N-2 ., . cN—M

Figura 3.5: Esquema de descomposicion

qv-M dN-M+1 gh-1

N N N

CN"M — cN“M+1 — ... C — C

Figura 3.6: Esquema de composicién

1. Descomposicion:

Al = e
{ o Z%GZ” o (3.29)
k 1ez, A1—2kG
2. Composicion:
C‘l7 = Z al_gkC‘;_l + bl_gkdi_l (330)
keZ

Hemos obtenido un algoritmo eficiente para descomponer una funcién
fv € Vi en una aproximaciéon fy_jp; mas niveles progresivos de detalles
IN_M,---,gn_1 con los cuales podemos reconstruir la funcién original facil-
mente.

Observamos que si los coeficientes {ax }, {bx}, {pr}, {qx} son finitos (por ejem-
plo, si ¢ y 1 tienen soporte compacto), el algoritmo visto puede ser facilmente
implementado en una computadora.

A continuacion, veremos como quedan estos esquemas en el AMR de Haar,
por ser el ejemplo mas sencillo de AMR con funcién de escala y wavelet de
soporte compacto, aunque puede ser aplicado en otros AMR.

Consideremos el AMR de Haar:

V; = {f € L*(R) : f constante en [k/27, (k+1)/27) Vk € Z}
® = Xpo,1)
Y = Xpo,172) — X[1/2,1)

En este caso, se cumple
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y por tanto ag =a; =1, by = 1,by = =1y ap = by = 0 Vk # 0,1. Ademas

1 1
P(2t) = §¢(t) + §¢(t)
62t 1) = Zo(1) — (1)

y entonces po =p1 =1/2, o =1/2,q1 = =1/2 y pr = ¢ = 0 Vk # 0, 1.

Supongamos que tenemos una funcién fy € V4 (constante en los intervalos
[k, k + 1)) con soporte en [0,n] donde n = 2M. Puede escribirse

n—1 CO y i
wn-Sue-n-{§ Ligh e
k=0 )

Identificamos esta funcién con la n-upla (c3,...,c? ;). Aplicando el esquema
(3.29) obtenemos

(Cgk + Cgk+1)

10 0o _
{ Cr, = PoCop, + D1Copyq =
(CQk - C2l~c+1)

“1_ 0 0 _
di,” = qocy, + N1Copq1 =

NN | =

Tenemos entonces n/2 = 2M~1 coeficientes ;' y la misma cantidad de d ",
que corresponden a la descomposiciéon fo=f 1+9.1 € V1 +W_q:

far~(eh ey

g~ (gt digy )

Si queremos reconstruir la secuencia original, utilizamos el esquema (3.30) y

queda
—1 —1 —1 -1
0 _ -1 -1 _ -1 —1

Repitiendo la descomposicién M veces a los ¢ llegamos a

1 -1 1 1
fON (CO ,...,Cn/271, 0 7...,dn/271)
M M M+l M+l 1 1
Por ejemplo, si tenemos la secuencia (), ...,c3) = (3,7,13,5), entonces
0 0 0_ 0
—1_Co+01_5 e I R G
Co = =9 0Oy = = —
2 2
0 0 0_ 0
_ cy+c _ Cy —C
P Tk R S e G Bl

2 2
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y la descomposicién queda (c;',c;t,dyt,dit) = (5,9,—2,4), que consiste
en los promedios de las dos parejas del vector original, més las diferencias
necesarias para la reconstruccién. Si aplicamos una vez mas el esquema (esta
vez a las dos primeras coordenadas), obtenemos

(cg? dg? dyt,dit) = (7, -2, —2,4)

Con ¢;?, dy? reconstruimos ¢y ', ¢ ", y con estos mas dy ', d; !, la sefal origi-
nal.

3.8. Wavelets en R"

Brevemente, comentaremos como pueden definirse las nociones de AMR
y wavelet en R"™. Por mds detalles, puede verse [2].

Definicién 3.8.1. Decimos que una transformacién lineal A de R™ es una
dilatacién aceptable para Z™ si cumple:

1. Z™ es invariante por A, es decir, AZ™ C Z".
2. Todos los valores propios \; de A cumplen |\;| > 1.
Estas propiedades implican que |det A| es un entero ¢ > 2.

Ejemplo 3.8.2. 1. A = ml con m > 2 entero, es una dilatacion acept-
able.

2. Si Ap es una matriz ortogonal, y A = pAg con p € R, si elegimos p tal
que las entradas de A sean enteras y |det A| = |p|™ > 2, entonces A es
una dilatacién aceptable. En R?, estas matrices son todas de la forma

(5w ) e (0 )
p m p —m
con m,p € Z tales que m? + p? > 2.
Una dilatacién aceptable A induce un operador unitario
Uy: L*(R) — L*(R), Uxf(x) = |det A|7V2f(A ')

Definicién 3.8.3. Un andlisis multiresolucién (AMR) asociado a A es
una familia {V;};cz de subespacios cerrados de L?(R"), junto a una funcién
¢ € L*(R™) que verifican
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LV,CV VjeZ

2. Jvi=m®), (Vi=1{0}

JEZ JEZ

3. feV;siysélosi f(A™™) € Vj

4. {é(- — ¥)}yezn es base ortonormal de V.
A la funcién ¢ se le llama funcién de escala del AMR.

El caso A = 21 es el mas estudiado en la literatura existente, y es llamado
AMR diddico.

Observacién 3.8.4. Al igual que para los AMR de L?(R), se verifican
propiedades similares:

L. {&(- — ) }yezn es ortonormal siy sélo si Y zn \5(5 — 7)) =1 ct.p.
£ e R

2. La condicién (4) de la definicién de AMR puede ser debilitada a:
Existe una funcién ¢ € L*(R") tal que {¢(x — 7)},ez» es una base de
Riesz de Vj, es decir, existen 0 < ¢ < C' < oo tales que

e laf < [

YEL™ R

|a\¢(z — Y de < C Z ja- |*

YEZ™

la cual es equivalente a

c< Y lo@-—yP<cC

YEL™

La ventaja de esta condicién es que, en algunos casos, es mas facil de
verificar que la de ortonormalidad.

3. Por las propiedades (1) y (4), la funcién de escala ¢ cumple la ecuacién

de escala:
dx) =Y a,0(Az — )

VEL™

Las constantes {a,} € ¢*(Z") son las constantes de estructura del
AMR.
Aplicando la transformada de Fourier a la ecuacion de escala, obten-
emos

$(€) = mo(B7E)p(B71E)
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donde B = A* y mg es la funcion 1-periddica,
_ 1 ~2mi(y,€)
mol8) = [qera) 2
yezr

llamada filtro de escala.

Definicién 3.8.5. Una base de wavelets asociada a A es una base ortonor-
mal de L?(R") cuyos elementos son Z"-traslaciones de A-dilataciones de un
conjunto ortonormal finito {11, ...,%,,}. Es decir, los elementos de la base
son de la forma

|det AP/ 2 (Az —), veZjelk=1,... m.

Las wavelets son los elementos de esta base, y a las ¢, les llamamos wavelets
basicas. La cantidad de wavelets basicas necesarias para formar una base
ortonormal de L*(R"™) es m = | det A| — 1. La relacién entre las ¢ y ¢ es

Ue(@) = Y bead(Az—7), k=1,...,m.

YEL™
con {bk,’y}'yeZ” € €2<Zn)

En conjunto, las constantes {a,} y {bs~} son esenciales en la obtencién
de algoritmos rapidos de descomposicion y reconstruccién usados en proce-
samiento de senales e imagenes (ver Seccién 3.7 y Capitulo 4).

Al igual que en L*(R), las wavelets son la razén por la que se estudian
los AMR, y se puede desarrollar un estudio similar al presentado en esta
monograffa en L?(R"), en particular la construcciéon de bases de L?(R") a
partir de los AMR. Por mas informacién, consultar [2].



Capitulo 4

Aplicaciones

Veremos una aplicacion del analisis multiresolucion en la compresion y
transmision progresiva de imégenes digitales.

Una imagen digital a escala de grises puede representarse como una matriz
MO de 2" filas y 2™ columnas. En cada entrada aparece la intensidad de gris
del pixel correspondiente.

En este contexto, podemos aplicar la descomposicion en cada fila de la matriz
(en cada una quedan los coeficientes c,;l y d,;l) y luego en cada columna, y
obtener asi una nueva matriz

en las cuales M, ! contiene la aproximacién, y las restantes contienen los
detalles.

Si el proceso se repite a M; ', obtenemos aproximaciones mas pequenas M k
de la imagen original M.

La ventaja de esta descomposicién es que, en regiones uniformes, los de-
talles d,;l son casi nulos. Sélo son “significativos” los detalles cerca de los
bordes de los objetos de la imagen y, por lo tanto, podriamos anular los
detalles cuyo valores absolutos se encuentren por debajo de un umbral € y
obtener asi una matriz dispersa (con muchos coeficientes nulos, en inglés:
sparse matriz).

En la Figura 4.4 se muestra el resultado de aplicar la descomposicion dos
veces. Notar que cuanto mas veces aplicamos la descomposiciéon, mas coe-
ficientes se acercan a 0, aunque las modificaciones de los mismos influyen
maés en las reconstrucciones sucesivas (se van acumulando en cada paso de la
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Figura 4.2: Descomposicién wavelet de una imagen digital

reconstruccién). En la Figura 4.5 se muestra el efecto que produce anular coe-
ficientes de la descomposicién para varios valores del umbral €, quedandonos
con un porcentaje de los coeficientes originales sin anular. Para la misma,
se utilizo dos veces la descomposicion, se anularon algunos coeficientes y se
aplicé la reconstruccién dos veces para obtener las iméagenes.

Estas matrices dispersas pueden ser comprimidas con alto radio de com-
presién (por ejemplo, con el algoritmo de Huffman, ver [11]).

Otra aplicacién posible es la de transmisién progresiva de imégenes a
través de internet. En vez de enviar la imagen por partes (y por lo tanto,
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no poder ver la imagen completa hasta que finalice el envio), teniendo la
descomposién de la imagen, podemos enviar primero la aproximaciéon M, k
(asi el receptor ya posee una idea de cémo es la imagen original comple-
ta, aunque con poco detalle) y luego ir enviando los detalles para refinar la
aproximacion hasta obtener la imagen completa. En la Figura 4.6 se muestra
como se veria la transmision progresiva de la imagen.

A continuacién, se incluye el codigo de los algoritmos de descomposion y
composiciéon implementados en Octave, utilizado para generar estas imagenes:

% Las imagenes pueden cargarse como matrices con:
u=double (imread (”imagen .png” ) ) ;

% Luego de tratadas, se guardan como imagenes en disSco con:
imwrite (uint8 (u),” resultado.png”)

function d=Descomplmagen (u,n)
% Descompone la imagen u, m veces
d=u;
[nf,nc]=size(u);
for i=1:n
for j=1:nf
d(j,1:nc)=DecomponerVector(d(j,l:nc));
end
for j=Il:nc
d(1:nf,j)=DecomponerVector(d(1l:nf,j));
end
nf/=2;
nc/=2;
end
endfunction

function d=DecomponerVector (v)
d=zeros(size(v));
n=max(size (v));
for j=1:n/2
d(5)=(v (25 (1) 1)4v (25(§ —1)42)) /2;
LA/ = 2D v (21 2)) /2
endfunction

function d=Complmagen(u,n)
% Compone la imagen u, n veces
[nf,nc]=size(u);
nf/=2xx(n—1); nc/=2%x(n—1);
d=u;
for i=1:n
for j=Il:nc




d(1:nf,j)=ComponerVector(d(1:nf,j));

end

for j=1:nf
d(j,1:nc)=ComponerVector(d(j,l:nc));

end

nf*x=2;

ncx=2;

end
endfunction

function d=ComponerVector (v)
d=zeros (size (v));
k=max(size (v))/2;
for j=1:k
d(26 — 124§ ) =[v (§ ) (et ) v (3 )—v (et ) 1
end
endfunction

64
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Figura 4.3: Compresién: (a) Imagen original, (b) 35 % de los coeficientes, (c)
11 % de los coeficientes, (d) 6 % de los coeficientes



66

fi
&

—
—
—

- ]

W,

&
|

Figura 4.4: Transmision progresiva: (a) 1/64 de los coeficientes, (b) 1/16 de
los coeficientes, (c¢) 1/4 de los coeficientes, (d) Total de los coeficientes



Apéndice A

Resumimos definiciones y propiedades basicas de la teoria de Fourier uti-
lizadas en esta monografia, mas algunos comentarios sobre unidades aproxi-

madas y resultados de teoria de la medida. Por detalles, se puede consultar
[1], [8] v [16].

Definicién A.1. Si f € L?[0,27], definimos su transformada de Fourier
discreta como

~ 1

F:Z—C, flk)= 7 OZW f(t)e * dt

En este caso, asociamos a f su serie de Fourier:
fe ) Fk)e™
kEeZ

Puede definirse la transformada de Fourier mas en general, para funciones
T-periddicas f € L*[0,T] como

I
:T/ f(t)e 7™ dt
0

pero por simplicidad trabajaremos con funciones 27-periédicas, aunque los
resultados se extienden al caso general con los cambios obvios.

Proposicién A.2. Sea f una funcién 27-periddica de variacién acotada, y
definamos
fz™) =limy o+ f(x + h)
flxz7) =limy o+ f(x — h)
Entonces la serie de Fourier de f converge a (f(z") + f(z7))/2 Vz € R.
[

Ademds, si f también es continua en un compacto [a, b], entonces la serie de
Fourier converge uniformemente a f en [a, b].

67
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Proposicién A.3. La transformada de Fourier discreta

~

F: L?0,27] — (2(Z), F(f) = (f(k))rez

es un isomorfismo isométrico de L?[0, 27] en (*(Z).
En particular, se cumple la Identidad de Parseval:

1 2
Slaf =5 [ 1P
T Jo
keZ
para toda f € L?[0,27], donde ¢, es el k-ésimo coeficiente de Fourier de f.

Definicién A.4. Si f € L*(R) se define la transformada de Fourier
continua como

~ -~

FiRoC, 6= /R F(t)e i€t gt (A.1)

Definicién A.5. Si f,g € L*(R), definimos la convolucién entre f y g
como

* = —s)d
Fratt) = [ fs)glt—s)ds
Proposicién A.6. Sean f,g € L*(R). Se cumple:
1. fxg=gxf
2. Fx9(8) = f©)3(0)

3. Identidad de Parseval:

/R (g0 dt = — / 7670 de

2T
En particular, || f]| = \/%Hf”

4. [, Fit)yg(tydt = [, f(t)g(t) dt

Definicién A.7. Una familia de funciones {g, }acr+ C L' (R) es una unidad
aproximada cuando a — 07 si:

L [a9a(t)dt=1 VYa>0
2. Jalga(®)|dt <M Vo >0

3. Mmoot floq [9a(D)] dt =0 VT >0



69

1,5

1 1

Figura A.1: g, para a =1, 3, 15

2
Es facil ver que g,(t) = 2\/156_4%& forma una unidad aproximada cuando

a— 0T,

Teorema A.8. Si f € L'(R) y {ga }acr+ €s una unidad aproximada, entonces

i (f *ga)(t) = f(2)

a—0t
para todo t € R punto de continuidad de f.

Como L'(R) N L*(R) es denso en L*(R) (tomando f, = fX[_nn]), este
resultado se extiende para funciones f € L*(R).

Teorema A.9. La transformada de Fourier

~

F:LR) = L*(R), F(f)=/[
es biyectiva, es decir, para toda g € L?(R) existe una tnica f € L*(R) tal
que f =g.

Utilizamos también en esta monografia a las funciones de Schwartz, las
cuales definimos a continuacion.

Definicién A.10. El espacio de Schwartz S es el conjunto de todas las
funciones f € C*°(R) tales que

sup [t|*|fO(t)] < oo VE, £ > 0.
teR

La transformada de Fourier en este espacio se define de la misma forma
que en la ecuacién (A.1).
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Teorema A.11. Se cumple:
1. Si f € S, entonces fAE S.

2. Férmula de Inversion: Si f € S, entonces
16 = [ Fopemeae vier
R

Mencionamos dos resultados de teoria de la medida. La prueba del sigu-
iente puede encontrarse en [8]. pag. 55.

Teorema A.12. Supongamos que {f;} es una sucesién en L'(R) tal que
;;OT z |fi] < oco. Entonces Z;L:OT f; converge c.t.p. a una funcién de L'(R)

y fR j’:()? fi= j:oi f]Rfj‘

El siguiente es una version del Teorema de Diferenciacion de Lebesgue.
La prueba puede encontrarse en [8], pag. 97.

Teorema A.13. Sea f € L}, (R") (es decir, [, |f(2)|dz < oo para todo

loc
conjunto K medible acotado de R™). Entonces

, 1
Tl*lglJr m(B(x, 71)) /B(m,r) f(y) dy

en casi todo punto z € R", donde B(z, ) es la bola de centro x y radio r > 0,
y m es la medida de Lebesgue en R™.
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