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Resumen:

El siguiente trabajo estudia el problema de parada éptima bajo los supuestos
de ganancia no negativa y tiempo discreto.
Este trabajo monografico comienza estudiando el problema en horizonte finito
con espacio de estados numerable, luego se pasa al caso no finito y finalmente
se trabaja con espacio de estados continuo.
Se ven casos en que el horizonte finito puede aproximar al infinito y se muestran
varios ejemplos.



Capitulo 1

Introduccion

Fl siguiente trabajo estudia el problema de parada 6ptima bajo los supuestos
de ganancia no negativa y tiempo discreto. Esto es, dado un espacio de proba-
bilidad con filtracién (Q, %, {%,}, P), (véase una funcién g no negativa
e integrable y una sucesién adaptada {X,,} hallar:

sup E(g(X;)), (siendo 7 un tiempo de parada),

y de ser posible encontrar el tiempo de parada que lo realiza.

Este trabajo monografico consta de cuatro capitulos donde progresivamente
disminuyen las hipétesis del problema (exceptuando el primero que es introduc-
torio).

En el primer capitulo se dan los resultados indispensables de anélisis que se usan
en la monografia y se introduce un modelo matematico de mercados financieros.
En el segundo capitulo se trata el caso de horizonte finito (tiempo acotado)
con aplicaciones en la teoria matemadtica de mercados financieros y ejemplos
numeéricos. Para esto se estudia el método de induccién inversa y la Envolvente
de Snell.

En el tercer capitulo se trabaja con Cadenas de Markov en espacio de estados
discretos. Aqui se presenta una caracterizacién mediante la teoria de funciones
excesivas y potenciales de la resolucion del problema para tiempos de parada.
En el cuarto capitulo se vuelve a trabajar con Cadenas de Markov, pero en este
caso con espacio de estados continuo, se ven varios ejemplos y por dltimo se
exponen resultados que permiten aproximar el caso de tiempo no acotado por
tiempo acotado con ejemplos numéricos incluidos.

Para preparar esta monografia se utilizaron los libros:

= D. Lamberton, B. Lapeyre. Introduction to Stochastic Calculus Applied
to Finance. [I]

= G. Peskir, A. N. Shiryaev. Optimal Stopping and Free-Boundary Pro-
blems. [3]

= E. Cinlar. Introduction to stochastic processes. [2]



= A. N. Shiryaev. Optimal Stopping Rules. [4].

Las ilustraciones de los ejemplos fueron resultado de programas escritos
en software R.

1.1. Herramientas de medida:

1.1.1. Definiciones basicas:

Definicién 1.1.1 (Filtracién). Sea (Q,.%#, P) un espacio de probabilidad. Lla-
mamos filtracion a una sucesion creciente de o-dlgebras contenidas en F, Fy C
F1 C ... C & denotindose (Q,.F,{Z,}, P) al espacio de probabilidad con fil-
tracion Fy,.

Definicién 1.1.2 (Sucesién adaptada). Dada una filtracion (Q, F,{%,}, P)
se dice que la sucesion {X,} es una sucesidn adaptada a la filtracion si X, es
Fn-medible ¥V n € N.

Definicién 1.1.3 (Esperanza condicional). Sea X wuna variable aleatoria en
(Q, %, P) con E|X|< 00 y P una o-dlgebra contenida en % . Se define
E(X | 2) como una variable aleatoria que cumpla:

1) E(X | 2) es Z medible.
2) [, B(X|2)dP=[,XdP ¥D € .
Denotaremos E(X |Y) a E(X | o(Y)).

Definicién 1.1.4 (Martingalas). Dado un espacio de probabilidad con filtracion
(Q, Fp, F, P), y una sucesion de variables aleatorias {X,} se dice que X es una
martingala si:

" FlX,|<ocoVn € N

= X, es F,-medible YV n € N.

» B(Xpy1 | %n) =X, P-ctp. VneN.
Se dice que {X,} es una submartingala (supermartingala) si en el tercer item
en vez de valer la igualdad vale > (<).
1.1.2. Herramientas de medida y analisis:

Lema 1.1.1 (Lema de Fatou). Si {f,} es una sucesién de funciones no nega-
tivas integrables que cumplen:

liminf [ f, dP < co.
Q

n

= dliminf f, para casi todo punto, es integrable como funcion y
n

/ liminf f, dP < liminf / fn dP.
Q n n Q



Teorema 1.1.1 (Teorema de convergencia monétona). Bajo las mismas hipdte-
sis y si ademds la sucesion es creciente:

3 lim f,,, es integrable y / lim f,, dP = h’m/ fn dP.

Teorema 1.1.2 (Teorema de convergencia dominada). Sea {f,} una sucesion
de funciones integrables que convergen puntualmente a una funcion medible f.
Si 3 g integrable tal que |f,|< g V n € N.Entonces:

f es integrable y / fdP=1lim [ f, dP.
Q noJo

Teorema 1.1.3 (Teorema de Radon Nykodin). Dado un espacio medible (2, F)
con una medida o-finita P y v una medida absolutamente continua con respecto
a P, entonces existe a menos de conjunto de medida nula una unica funcion
integrable h que cumple para todo conjunto A € F: ~v(A) = fA h dP.

Corolario 1.1.1 (Existencia y unicidad de esperanza condicional).
Demostracion. Se deduce del teorema de Radon Nykodin tomando como y(A4) :=

fAfdPyE(f\ﬂ)::h. ]

Teorema 1.1.4 (Teorema de separacién de Hanh-Banach). Sea X un espa-
cio vectorial topoldgico localmente convero, A, B C X convexos, disjuntos , no
vacios, con A compacto y B cerrado. Entonces 3 o, 8 € R y ¢ lineal tal que:

R(p(a)) <a< B <R(pb)) YVae AbeB.

Notar que si B es un espacio vectorial, entonces ¢(B) = 0 y multiplicando
por escalares negativos a ¢ podemos cambiar la desigualdad.

Teorema 1.1.5 (Teorema de extensién de Carathéodory). Si o es una dlgebra
o finita en el conjunto X, g una pre-medida definida en o/ y # es la o-dlgebra
generada por <f . Entonces existe una unica medida i en A que extiende a jg.

1.1.3. Lemas de convergencia para esperanza condicional:

Las notaciones son las mismas que cuando definimos esperanza condicional.
Se supondra que estd definida de forma tinica.

Teorema 1.1.6 (Teorema de convergencia monétona). Sea {X, } C L' tal que
X, =+ X €L, entonces:

E(X, | 2) = E(X | 2) ctp.

Demostracion. Como la sucesién {E(X,, | 2)} es ménotona creciente, converge
a una funcién medible Y. Luego, por teorema de convergencia mondtona; para
todo A € 2 :

E(Y14) = lim EA4E(X, | 9)) = E(14X).

Por unicidad de la esperanza condicional se concluye que Y = E(X | 2). O



Lema 1.1.2 (Lema de Fatou para esperanza condicional). Sea la sucesidn {Y,}
tal que Y, = infy>, Xy (notar que Y,, » Y :=liminf X,,.).
= E(lim, Y, | 2) < liminf,, E(X,, | 2)

Demostracion.

Como Y, <Xy Vk>n = EY,|2) Sggf E(Xy | 2).

Usando el Teorema de convergencia monétona para esperanza condicional:
EY |2) =lmE(Y,|2)<liminf E(X, | 2).
n n
O

1.1.4. Tiempos de parada y Teorema del Muestreo opcio-
nal:

Siempre que se hable de tiempos de parada, se asume que se esta en un
espacio con filtracién (Q,.7, {%#,}, P).

Definicién 1.1.5 (Tiempo de Parada). Se dice que la funcidon medible
7:Q — N es un tiempo de parada si

Vne N, {r=n}e.Z,.

Definicién 1.1.6 (Tiempo de Markov). Se dice que la funcion medible
7:Q —= NU{oo} es un tiempo de Markov si
Vne N, {r=n}eZ,.

Teorema 1.1.7 (Teorema del Muestreo Opcional). Sea {X,} una martingala,
7,0 dos tiempos de parada tal que 0 < o < 7 < 00 y ademds se cumple:

E|X,|< o0, E|X,|< o0,
h’mninf E(|[Xu|1{75ny) =0,
entonces:
i) B(X,; | ) =X,.
i) E(Xo) = B(X,) = B(X,).

Caso de supermartingalas y submartingalas:
Si {X,} es supermartingala(submartingala), se sustituye el signo de igual por
<(>).

Definicién 1.1.7 (Sucesién uniformemente integrable). Se dice que la sucesion
de funciones {X,} es uniformemente integrable si:

lim sup/ | Xn| dP = 0.
| Xn|>H

H—oo p



Notar que si una sucesién de funciones integrables estd acotada por otra
positiva e integrable, entonces es uniformemente integrable.

Teorema 1.1.8 (Teorema de Lévy). Sea Z definida en un espacio con filtracion
(Q,F,{Z.},P) tal que E(|Z]) < 0. Si{Xp,} =E(Z | %#,)VYne N con

F oo = 0(Undty,), entonces:

E(Z | 9s) = lim X, ctp.
n

Teorema 1.1.9 (Convergencia de Supermartingalas). Sea X = (Xo, X1,...)
una supermartingala uniformemente integrable. Entonces:

= 3 X :=Ilim, X,,, P-ctp.
» BFIX, — Xx|—0sin—0.

Ejemplo 1.1.1 (Barrera en paseo al azar). Sea So = k, S, = X1 + ... +
X, con X1, Xs,... variables aleatorias independientes idénticamente distribui-
das de Bernoulli simétrica con probabilidad p. Sea A un natural positivo y,

Ta=Mf{n>0:85, = A}

, entonces:

1

= Sip> 3,

entonces P(14 < 00) = 1.

s Sip< %, entonces P(14 < 00) = (%p)A-



1.2. Mercados discretos y finitos:

Esta seccién se basa en “Introduction to Stochastic Calculus Applied to
Finance”’de D. Lamberton y B. Lapeyre [1].

1.2.1. Preliminares

En este modelo se trabaja con un espacio de probabilidad finito equipado
con una filtracién en la cual %y = {0,Q}, Fy = Z(Q) (N eN) y
VweQ: P({w}) > 0.
A la sucesién de vectores aleatorios {X,} de dimensién d para la cual {X¢}
es una sucesién adaptada a la filtracién V i € {0, ...,d} le llamamos vector de
precios a lo largo del tiempo (este depende de n).
Ademds se pide que 3 7 > 0 tal que X2 = (1+7r)" Vn € {0,...,N}. Es por
esto que a la sucesién de variables aleatorias formadas por los precios del primer
activo se les llama activo sin riesgo.
Por tdltimo se le llama factor de descuento a 3, = %g
1.2.2. Estrategia y valor de portfolio

Definicién 1.2.1 (Estrategia). Se dice que ¢ = {(¢%, ¢k, ..., d%) }ocn<n €s una
estrategia si:

o es Fo-medible
Vi e {0,..,d} =

%

. es Fy_1 medible para n > 1

Definicién 1.2.2 (Valor del portfolio). El valor del portfolio en el tiempo n
es:

d
Vi(p) = . X = Zd)ﬁL.Xfl ;v su valor descontado es V, = B V().
i=0

Definicién 1.2.3 (Estrategia autofinanciada). Se dice que una estrategia es
autofinanciada si ¥V n € {0,1,.... N — 1} :

(;bn-Xn - ¢7L+1~Xn-

Observar que esta definicion es equivalente a cualquiera de las dos siguientes
ecuactones:

¢n+1-(Xn+1 - Xn) = ¢n+1-Xn+1 - ¢7L-Xn-
Vii1(9) = Vi(9) = dnr1-(Xng1 — Xn).
Proposicion 1.2.1. Son equivalentes:

i) La estrategia ¢ es autofinanciada.



i) Vne{l,.. ,N}:

Va(6) = Vo(9) + > ¢;.AX;, donde AX; = X; — X; 1.

j=1

iii) ¥ ne{l,..,N}:

Vn(é) == V0(¢>+Z d)j.A)’Zj, donde A)’ZJ = )?j—)?j_l = Bij_Bj—lXj—L
Jj=1

Demostracion. La equivalencia entre 1) y ii) se desprende de la segunda equi-
valencia a la definicién de estrategia autofinanciada y la equivalencia entre i) y
iii) es consecuencia de despejar f3;.

O

Proposicién 1.2.2. Para todo proceso predecible {(¢L, ..., 9¢) }o<n<n y Vo Fo-

no

medible (osea constante) existe un tinico proceso predecible {(¢2, ..., p%) }o<n<n

n’
tal que la estrategia que este define es autofinanciada y su valor inicial es V.

Demostracion. Usando la proposicién [1.2.1| ser autofinanciado implica:
n
Va(@) = dp + dp. X + o + 90X = Vo + ) 5.0X,.
j=1

De esta manera queda unequivocamente definido ¢! . Basta ver que es predecible
lo cual se chequea si despejamos su valor con la ecuacién obtenida. O

Definicién 1.2.4 (Estrategia admisible). Una estrategia ¢ es admisible si es
autofinanciada y V,(¢) > 0 Vn € {0,1,..., N}.

Se dice que la estrategia es de arbitrage si es admisible con valor inicial cero y
valor final distinto a cero (en un conjunto de probilidad no nula).

Proposicién 1.2.3. Sea {M, }o<n<n una martingala y {Hy}o<n<n una su-
cesidn predecible con respecto a la filtracion {F,}o<n<n. Se denota AM, =
M, — My_1. La sucesion {X,, }o<n<n definida como:

Xo = HoMo,
Xn = H()MQ + HlAMl + ...+ HnAMn st n Z 1,

es una martingala con respecto a la filtracion.

Demostracion. Obviamente estd adaptada a la filtracién. Por otro lado:

E(XnJrl | <g\n) - Xn = E(Xn+1 - Xn ‘ <g\n) =
E(Hp1(Myg1 — My) | F) = Hopr E(Myy1 — My | F) =0

Entonces:
E(Xn,+1 ‘ yn) = Xn

10



Proposicién 1.2.4. Una sucesién adaptada {M,}o<n<n es martingala si y
solo si para toda sucesion predecible {H, }1<n<n se cumple:

N
E()  H,AM,)=0.
n=1

Demostracion. (=) Por teorema del muestreo opcional notar que
E(M, — M,_1)=0.

(«<) Fijados jy A € %; ; tomando H; =0sii#jy H; =14 sii=j . Luego
E(1a(Mj41 — Mj)) = 0.

= E(Mj+1 ‘ jj) = Mj. ]

Definicién 1.2.5 (Mercado viable). Se dice que el mercado es viable si no
existen estrategias de arbitraje.

Lema 1.2.1. Bajo el supuesto que el mercado es viable:

sean T el conjunto de variables aleatorias estrictamente positivas y ¢ = {¢p?, ..., p?}
un proceso_predecible. B B

Se define Gy (¢) = Y0 (PJAX] + ... + PIAXT).

FEntonces:

Gn(¢) ¢ T.

Demostracion. Por absurdo se supone que én(cé) erl.
Notar primero que:

Ga(9) =3 D955 = X1 = 3 Vil6) = Vima(0) = Va(@) = Vo(9)-

De esta manera si G, > 0V n € {0,...,N} el mercado es no viable llegando a
un absurdo y concluyendo la prueba.

Si no es asi, tomemos n := sup{k | P(Gr(¢) < 0) > 0)}.

Sea A := {G,(¢) < 0}. Notemos que A es .Z,-medible. Sea el proceso ¢ defini-
do como:

0 st j<n
pj(w) =
14(w)o;(w) s5ij >n

Como ¢ es predecible, ¢ también lo es. De esta manera:
0 st j<n

14(Gj(9) = Gn(9)) si j>n

Es asi que Zj (¢) > 0 para todo j € {0,..., N} y Zn(p) > 0 en A. Esto contradice
la hipétesis de que el mercado es viable. O

11



Teorema 1.2.1. El mercado es viable si y solo si existe una medida de proba-
bilidad P* equivalente a P tal que los precios descontados son P* martingalas.

Demostracion. (<) :
Por la proposicon [L2.3]

Va(0) = Vo(¢) + Z ¢;.AX; es una P* martingala.

j=1

Entonces, por el teorema del muestreo opcional:
E*(Viy(9)) = E*(Vo(9)).

Por ende si la estrategia es admisible con valor inicial cero: E*(Vy(¢)) = 0. Con
Vn () > 0. Luego Vi (¢) = 0 P*-ctp.

= Vn(¢) = 0 P-ctp.

(=):
Para cualquier proceso admisible {gzb}, ., 021 se define én (¢) como en el lema
anterior. Por la proposicién existe un tinico proceso {¢2} tal que la estra-
tegia {(#2, oL, ...,#%)} es autofinanciada con valor inicial 0.
Luego, usando el lema deducimos que G ~(®) =0.
Por otro lado, se puede considerar al conjunto de variables aleatorias del mer-
cado como R® ya que .# = 2(Q) (recordar también que 2 es finito). De esta

manera se puede ver que el conjunto de variables aleatorias de forma G ~(P)
, con ¢ un proceso predecible en R¢ es subespacio de R (y por ende cerra-
do). Por el lema este subespacio no intersecta a I' (definido como en
dicho lema). De esta manera no intersecta al conjunto compacto y convexo
K={WeTl; Y W(w)=1}.
Luego por el teorema de separacién de Hanh-Banach 3 A € (R%)* ;)\ =
(Mw))wea tal que:.

o VIV € K, > Aw)W(w) > 0.

e V¢ proceso predecible en R? 3" Mw)G () (w) = 0.

Es asi que se puede definir P* como:
Aw)
Y eaMw)

La cual es equivalente a P. Finalmente, por como estd definido A y la proposicién
se deduce que los precios descontados son P* martingalas. O

Pr({w}) =

Definicién 1.2.6. Dada una variable aleatoria no negativa h que se de llamard
plan de contingencia, se dice que es alcanzable si existe una estrategia admisible
que valga h en el tiempo N (tiempo final).

Se dice que el mercado es completo si cada plan de contingencia es alcanzable.

12



Teorema 1.2.2. Un mercado viable es completo si y solo si existe una unica
medida de probabilidad P* equivalente a P donde los precios descontados son
martingalas.

Demostracion. (=)

Sean P! y P? dos medidas de probabilidad equivalentes a P donde los precios
descontados son martingalas. Dada h > 0 Zn-medible.

= HVn(¢)}o<n<n tal que Vy(¢) = XL% Por la proposicién dicha suce-

sién es una P! y P? martingala. Luego por el teorema del muestreo opcional:

h h

E1(X7(J)v) = E1(Vo(9)) = Vo(9) = Ea(Vo(9)) = Ez(Xiév

).

Como h es una variable aleatoria no negativa arbitraria se concluye que P; = Ps.
(<)

Suponer por absurdo que el mercado es viable pero no completo. Entonces exis-
te una variable aleatoria no negativa h que no es alcanzable. Se considera el
conjunto de variables aleatorias de la forma:

N
Uo+ Y on-AX,.
n=1
Donde Uy es Fo-medible y {(¢L, ..., #2)o<n<n} es un proceso predecible. Por la
proposicién [T:2.2] este subespacio estd contenido estrictamente en las variables
aleatorias de (€2, .%#). Se puede definir el producto interno (W, Z) — E*(W, Z).
Tomando W no nula perteneciente al complemento ortogonal del subespacio.
De esta manera si P* es una medida de probabilidad equivalente a P donde los
precios descontados son una martingala; definiendo P**:

. B Ww) v ey L
P*({w)) = (1+ ||W||OC)P ({ })'ZUJH%’

notar primero que la variable aleatoria constante 1 es perpendicular a W. Por
ende E*(W) = 0.

Ademas E**(Zﬁll qbn.A)?n) = (0 para cualquier proceso predecible

{(¢L, ..., %) }o<n<n- Luego por la proposicién se concluye que los precios

descontados son P** martingalas.
O

13



1.3. Cadenas de Markov

Exceptuando la definicién de Cadenas de Markov, esta seccién se basa en el
libro “Introduction to stochastic processes”de E. Cinlar [2].

Definicién 1.3.1 (Cadena de Markov). Sea (2,.%,P) un espacio de proba-
bilidad. Considerar {X, : n € N} un proceso estocdstico cuya imagen es un
subconjunto de los naturales E al cual se llamara espacio de estados.

Se dice que {X,,} es una cadena de Markov si Vn,j € N:

P(Xn—i-l :.] | XOa aXn) = P(Xn-i-l :j | Xn)

Definicién 1.3.2 (Cadena homogénea). Sea E un conjunto numerable dotado
de una sigma algebra % la cual es atomica , Q = EY con la sigma dlgebra
generada por productos finitos de conjuntos % medibles la cual se le llama F
. Por el Teorema de extension de Caratheodory, la medida de probabilidad P
queda definida si la definimos para los conjuntos de la forma A = {wo} X {w1 } X
o x {wy x BN, w; € EVi € {1,..,n}.

Para esto se define :

La matriz de estados (con coordenadas no negativas) P:

P(0,0) P(0,1) P(0,2)
P(1,0) P(1,1) P(1,2)
p_ |[P(2,0) P(2,1) P(22)

> P(i,j) =1.

jEE
La sucesion no negativa {®,}, ¢ g que cumple:
> o) =1,
nek

De esta forma se define:
P(A) = ®(wp)P(wo,w1). ... Plwp—1,wn).

Por dltimo a la sucesidn {X,,} dada por la proyeccion Cadena de Markov.
De aqui en adelante en toda la tesis cada vez que se mencione una Cadena de
Markov se hace referencia a una Cadena homogénea de Markov (a menos que
se diga lo contrario).

Observacion 1.3.1.

= Toda cadena homogénea de Markov es una cadena de Markov.

14



= Se toma esta definicion de cadenas porque se podrd relacionar con el caso
de estados no numerables y porque permite usar herramientas de medida.

Proposicién 1.3.1. P(X,q1p, =7 | X, =19) =P"(i,j) Vi,j € E, n,meN.
Demostracion. Se probard por induccién fijando n € N:
P(Xp41 :j|Xn:i):P(i7 j)Vi,j € E.
T) P(Xn+m+1—.7|X _Z) Pm+1(l j)VZJEE

Dem.:

P(Xpimi1 = | Xn =) =D P(r,j)P"(i,r) = P™*(i, ).
R

Observacién 1.3.2. Vm,n € N, i, ....,0n4m € E:
P(Xm-l—n = im+7nXm+n—1 = im+n—17 ~-~7X1+n = il-&-n | Xn = 'Ln) =
= P(Zna in-i—l)P(in-i—la in+2)~-~P(im+n—la Zm-i—n)
(Se desprende de la definicion de esperanza condicional).

Proposicién 1.3.2. Dado n,m € N, f F-medible y acotada, la cual solo
depende de m + 1 variables, i € E. Entonces:

E(f(Xn, Xna1, o, Xnam) | Xn =1) = E(f(Xo, X1, .., Xm) | Xo =1).

Demostracion. E(f(Xn, Xnt1, oo, Xntm) | Xn =1) =

Y e 2 flisingein) P(Xy = i1 | Xo = 1) P(Xon = i | X1 = i)

iWeE im€EER

Por otro lado:
E(f(XO7X15 aXm) | XO = ’L) =

S D flivin, im)P(Xy =iy | Xo =) P(Xo = iy | X1 = im—1).

w€EE  im€EE
O

Corolario 1.3.1. Dado m € N. Sea f .F-medible y acotada, tal que
solo depende de m variables, w = (wp, w1, ...), entonces:

E(f(X1,.s X14m) | 0(Xo, X1))(w) = E(f(Xo, -, Xin) | Xo = w1)

15



Demostracion. Por la proposicién|1.3.2|y la unicidad de la esperanza condicional
basta probar que dados ag, a1:

/ F(X1, o Xon) dP(w) =
{ao}x{a1}x EN

/ E(f(X1,.... Xm) | X1 = w1) dP(w).
{ao}X{al}XEN

Por un lado:

f(Xq1,..., X)) dP(w) =
{ao}x{ai}x EN

flai,iz, . yim)(w) dP(w).

o

i € B iy, € F
Usando la observacién [1.3.2]

> (ao)P(ag, ar)Pla,iz)...Plim-1,im) f (a1, iz, ...y im).

ic € E im € F

/{ao}x{al}x{iQ}...x{im}><EN

Por otro lado:

/ E(f(X1,....Xm) | X1 =w1) dP(w) =
{ao}X{al}XEN

/{ DT > flwryiny e im)P(Xy =i,y Xop = i | X1 = w1) dP(w) =

ao}x{a1}xEY; "c'p e B

o> / fa1,iz, cooyim) P(ar,i2) P(iz, i3)... Plim—1,im) dP(w) =
is € E i, e E7{ao}x{a1}xEN

> > T(ag)P(ag, ar)Play,iz) Pliz,is)...P(im—1,im) f(a1,i2, ..oy im).-

io € E iy €F

Cumpliéndose la igualdad. Notar que usamos que la funcién era acotada cuando
intercambiamos la sumatoria con la integral.
O

Corolario 1.3.2. Sea {f,} una filtracion adaptada a {F,} (Fn = 0(Xo, ..., Xn)),

n
creciente, no negativa de funciones integrables. Supdngase ademds que 3 g F
medible y acotada:
= E(g]|0(Xo,X1))(w)=E(g| Xo=w1) Y w=(wo,w1,...) € Q

Demostracion. Usando el teorema de convergencia monoétona para esperanza
condicional y el teorema de convergencia dominada:

E(g | o(Xo, X1))(w) = B(lim, fo | o(Xo, X1))(w) =

h'mn E(fn | XQ = wl) = E(g | XO = wl).
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Definicién 1.3.3 (Clasificacién de estados). Un estado j es recurrente si
P;j(inf{n >0: X, =j} <o0) = 1.

Un conjunto de estados es cerrado si no se puede alcanzar desde uno del com-
plemento.

Un conjunto de estados es irreductible si no tiene subconjuntos propios cerra-
dos.

Definicién 1.3.4 (Cadenas de Markov no discretas). En este caso la diferencia
es que se cambia la medida de probabilidad P y se agrega un conjunto de medidas
indexzados por E : {Py}rcp que cumplen:

iI)N Ae F xeE, lafuncidn que asocia x a Py(A) es B-medible.
ti)Ne e E,Be B, nnmeN, weQ:

E(1x,,meB | Fn)w) = Ex, () (1x,, € o)

1i1) Py (Xo =) = 1.

17



Capitulo 2

Problema de parada 6ptima
con horizonte finito

En este capitulo se aborda el problema de parada éptima en el caso de tiem-
po finito. Para resolverlo se ve el método de induccién inversa, introducimos las
opciones americanas y algunos ejemplos niimericos.

Las secciones 2.1 y 2.2 se basan en el libro “Optimal Stopping and Free-
Boundary Problems” de G. Peskir, A.N. Shiryaev [3].
La secciones 2.3 y 2.5 se basan en el libro “Introduction to Stochastic Calculus
Applied to Finance”de D. Lamberton, B. Lapeyre [I].

2.1. Introduccion

A menos que se diga lo contrario en todo el capitulo, el espacio muestral
es finito , se trabaja en el espacio de probabilidad (©2,.%,P) equipado con la
filtracién %, C %, 11 C ... C Fy=Z(Q). M<k<NyPw)>0VweN).

Definiciéon 2.1.1. Se define el conjunto de tiempos de parada entre n y N
como:
RN ={re#:n<1 <N}

De esta manera dada G = {Gj }n<k<n una sucesién adaptada , para resolver
el problema hay que hallar:

sN = sup E(G,).

n
TERY

De aqui en adelante en esta seccién {Gp}n>k>n estd en las hipotesis recién
mencionadas.

18



Observacién 2.1.1. Como el espacio muestral es finito, notar que 3 E(G,) V1 €
Y ya que:

E( sup |Gil) < o0.
n<k<N

19



2.2. Método de induccion inversa

Definicién 2.2.1 (Envolvente de Snell). Se define la Envolvente de Snell de
{Gr}N>k>n como la sucesion adaptada {vi}n>k>n dada por:

GN St k=N

max(Gy, E(Xgy1 | Fi)) si n<k<N

Observacién 2.2.1. En las mismas hipdtesis {vi} N>k>n €s una supermartin-
gala:

Demostracion. Simplemente notar que: max(Gy, E(Gr+1 | Fk)) > E(vgs1 |
Fr). O

Definicién 2.2.2. Se define el tiempo de parada 7Y (entre n y N) como:
N =if{n <k <N :v, =Gy}
Observacién 2.2.2. 7Y es tiempo de parada.
Demostracion. Dado k € {n,n+1,...,N}
(TN =k} = {vp, = Gy} th{U}L > Gpt-
Como son todos conjuntos .Fr-medibles = {7¥ =k} es Fi-medible.
U

Teorema 2.2.1 (Horizonte finito). Este teorema permite resolver el problema
de parada dptima en el caso de horizonte finito (tiempo finito). Bajo las hipdtesis
de este capitulo se cumple:

1. a)v, >E(G,| %) V 1eZ%Y.
b) v, = E(G.~ | Fn).

2. Fijadon €{0,...,N}:

a) TV resuelve el problema de parada dptima.
b) siT. es otro tiempo de parada dptima = T < 7.
c) {vktn<k<n esla supermartingala mds chica que domina o {Gptn<k<n.

d) La sucesion {vga-n tn<k<n €s una martingala.
Demostracion.
1. a) Demostracion. Se probard por induccién en n:

Sin=N = v, =G,.
H)vy, > E(G, | Zy) V1 € Y, Vk € {n,n+1,..,N}.
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Tyvp > E(Gy | Fp)Vr € BN, Vke {n—1,,..,N}.

Dem. :
DadoT € ZY . SeaT:=7Vn.
Observar que:

TeRN y{r > k} e F,_1.

Luego:

E(GT | ynfl) (I{-r n—1}- G -1 | <grnfl) + E(IT>n T | </’n 1)
I{T:’I‘L*l}'Gn*I +I{7-2n} E( (G‘r | yn) | n—1) < I{‘r n—1}-Un—1 +
Iirspy Un—1=vp-1 -

Quedando probada la tesis. O
Demostracion. Se quiere probar que v, = E(G,~ | ).

Se repite la prueba anterior solo que se cambia las desigualdades por
igualdades. O

Demostracion. E(v,) > E(E(G, | %)) = E(G,) ¥ 1€ %Y =
E(v,) > sV
Por otro lado:

E(vy) = E(E(G,~ | #n)) = E(G,x) = s = E(G.»).

n

Demostracion. Se probara que v,, = G,,. De esta manera al ser 7"

la primera vez que se alcanza dicha igualdad, debe ser 7, > 7V.
Supoéngase por absurdo que v,, > G, en un conjunto de probabili-
dad positiva (notar que la otra desigualdad no se puede dar por como
se definieron ambas variables aleatorias.

= E(G,,) < E(v,, < E(v,) < E(G;) = E(G;,) llegando a una
contradiccion.

La dltima igualdad es porque ambos son tiempos de parada 6ptimos.
La segunda desigualdad es debido a que:

N N
E(v.)=)_ / vp dP <Y / Uy dP = E(vy).
b=n =k} k=n =k}
Donde la desigualdad se da porque {v;} es supermartingala. O

Demostracion. Es supermatingala:

E(Uk+1 ‘ tgfk) S méx(E(ka | gk%Gk) = V-

Es la més chica que domina a {Gy}:

Sea {Ajtn<k<n otra supermartingala que domina a {Gy}.

AN 2 GN = UN.

H)Ak >u V k€ {h,h+ 1,...,N}.
TVAp > v ¥ ke{h—1,h,.. N}.
Dem:
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Ap_1 > max(Gr_1, E(An | Fh-1)) > méx(Gh—1, E(vp, | Fr-1)) =

Vh—1-

O
d) Demostracidn. Dado k € {n,n+1,..., N —1}.

E(pginry | Fi) =

E(Iy<iyviney | Fi) + By skp13Vkginry | Fi)-

Como el primer termino y Iy, n>pq1y son Fj- medibles:

E(Uk+1/wgy | k) =

TN <iyVinsy + Ienvsppy E(vesr | Fi).

Observar que en {7 >k + 1}, vx = E(viy1 | F).

= E(kpiney | Fi) = Ieny <uyOrney + Lrnski1y vk = Vkary. O
U

Observacion 2.2.3. Considerar el problema de encontrar el supremo de las
ganancias medias, esto es:

sup E(G, | Fn).
TERY

Razonando como la proposicién 2a del teorema (horizonte finito) pero
cambiando esperanza por esperanza condicional:

E(v, | ) > E(X, | Fo)¥r € ZV.

= E(v,) > sup E(G; | %,).
TERY
Por otro lado:
E(Un | 3[71) = E(GTﬁV | g\n)
= E(v,) = sup E(G; | F,).
TERN

Observacion 2.2.4. En el caso de que la ganancia sea supermartingala o sub-
martingala el problema es trivial:

» Si {Gk}tn<k<n es supermartingala estricta = 7 = 1.

Demostracion. Uy = Zy.
UN_1 = méX(E(UN ‘ 9N—1)>GN—1) = E(UN | LgZ.N_l) > GN—I-
Inductivamente se obtiene que Uy > Zy, V k € {n,....,N — 1}. O

» Demostracion. Si {Gk}tn<r<n es submartingala = 72V = N.

La demostracién es andloga (notar que no es necesario pedir que sea es-
tricta). 0
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2.3. Opciones americanas

Este es un modelo el cual se trabaja con un activo fijo cuyo precio varia
a lo largo del tiempo (X}) . Se asocia a cada unidad de tiempo en la cual
cambia el precio con los naturales {n, .., N} (siendo n el primeroy N el tltimo).
Fijado un real positivo K, un ente tiene el derecho de vender (comprar) en
cualquier momento entre n y N a precio K el activo. Por ende el problema es
averiguar en que momento debe ejercer la opcién para maximizar su ganancia
(K = X))+ (X5 — K)4).

2.3.1. Hipodtesis adicionales
= El mercado es viable y completo.

= Las notaciones son las mismas que en la introduccién.

= El modelo es discreto financiero con solamente dos activos (el sin riesgo y
el cual varfa en el tiempo).

. X,g =(1 4—7’)*’C Vk € {n,...,N}.
Definicion 2.3.1.

= Un call en el activo es la sucesion {g(X})}n<k<n con g(z) = (z — K)4
vV ke{n,..,N}

= Un put en el activo es la sucesion {g(X})n<k<n con g(z) = (K — )4
vV ke{n,..,N}

Tomando el activo sin riesgo que se interpeta como la devaluacion de la moneda
se define para ambos casos:
—

9(X}) = X9(Xy).

Definicion 2.3.2.

—_~—

» Un tiempo de parada . es dptimo para la sucesion {g(X})}n<k<n Si

E(g(XL) | ) = sup E(g(XL) | Z).

TERY
» Un tiempo de parada T, es dptimo para la sucesion {g(Xy)tn<k<n Si:

E(g(XT*) | <g\n) = Ssup E(g(XT) | 3&‘”).
TEXY

Notar que con el método de induccién inversa podemos hallar dicho éptimo.
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2.4. Precio de la opcion americana

2.4.1. Introduccion

= Al ser un mercado viable y completo, por el teorema d!' P* donde
los precios descontados son una martingala .

= Sea h una funcion %y medible no negativa y ¢ una estrategia admisible
que replique el plan de contingencia definido por Vy(¢) = h.

= Notar que {V}} es una P* martingala y por ende:
Vi(¢) = XRE* (- | Fi), Yk € {n,....N}.

= En cualquier tiempo la estrategia admisible que replica a h esta comple-
tamente determinada por este. Por ende Vi(¢) es el dinero necesario para
replicar la opcién h en el tiempo k. De esta manera es natural tomarlo
como el valor de la opcién en el dia k.

= Notar que en la préictica no tiene por qué haber conocimiento de la ley de
P*.

= Se supone que el tiempo inicial es 0

2.4.2. Opcion americana

En este caso h = (K — X}) . El poseedor de la opcién puede ejercerla en
cualquier momento, es por esto que el precio de la opciéon no debe solamente
poder replicar (K — X3} )4 el dltimo dfa, sino que también debe ser mayor o
igual a g(Xj) en el dia k. Por esto es natural ponerle precio:

o = g(Xn);

oy—1 = max(g(Xn-1), X1 E*(9(Xn) | Fn-1)),
oy = méx(g(Xp), XPB* (35 | 71)) Yk € {n,.... N}.

Vg

Observacién 2.4.1. Notar que la sucesion determinada por vy := ¥ es la
k

P*—envolvente de Snell de la sucesién dada por g(Xy).
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Las siguientes proposiciones tienen el objetivo de demostrar que con de la
opcidn, el vendedor puede tener ganancia no negativa sin importar el tiempo en
que se ejerza la opcidn.

Proposicion 2.4.1. Con la notacién usada hasta ahora un tiempo de parada T
es optimo si y solo si:
9(X:) = v,

vT = (vr Ap) €s martingala.

Demostracion. Solo se probaré el reciproco:

vo = E(vr | #9) = E(v,y) = E(g9(X,x)) el cual es un tiempo de parada éptimo
(12.2.1]).

Notar que sustituyendo O por n, 7 cumple en todo punto:

E(g(XT*) | yn) S E(Q(XT> | yn) vt e ‘%'r]LV
U

Proposicién 2.4.2 (Descomposicién de supermartingalas). Toda supermartin-
gala {vgtn<k<n se descompone de forma dnica como:

Uk :Mkak.

Donde {My} es martingala y {Ax} es un proceso no decreciente, predecible y
nulo en 0.

Demostracion. Sin =0, tomando My =wvgy Ay = 0.
Luego Myy1 y Agk41 deben cumplir:

Vg1 — VU = My1 — My — (App1 — Ag).
Tomando esperanzas condicionales en .%:
—(Agy1 — Ag) = E(vigr | Fi) — vk
De esta manera, usando las dos ecuaciones anteriores:
Mk+1 - Mk = Un+1 — E(Uk_;,_l | ﬁk)

Se concluye que {My} y {Ar} quedan determinados y son una martingala y un
proceso predecible respectivamente.
O

Proposicién 2.4.3. Con la notacion de la proposicion anterior, el tiempo de
parada mAzimo Tmas para {g(Xy)} estd dado por:

N si Ay =0

l’nf(k,Ak+1 75 0)) St AN 75 0
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Demostracion. Tmax €s tiempo de parada ya que {Ay} es predecible.
Para probar que es éptimo basta ver que se estd en las hipdtesis de la proposicion
2.4.1] Por como se definié Tigx si tomo n < N : vy an = Mr o an = Vrpgan
es martingala. Para ver optimalidad queda probar que v,,_,. = g(X-_ .. ):

N—1
UTmax — Zj:o L=V + I vn =

N—1 [
UTmax — Zj:o I = m8x(9(X;), E(vjs1 | F5)) + Ln,e 0N
En el conjunto I, —;,A; =0y Ajy1 > 0. Luegov; = M, y E(vj11 | F;) =
M; —Aj1 = v; > E(vjq | %) = vj = g(Xj). Sustituyendo en la sumatoria
se obtiene:

Uméax — g(Xméx)~
Si 7 > Tmax, este no puede ser éptimo ya que:

E(UT) = E(MT) - E(AT) = E(UO) - E(AT) < E(UO)'

2.4.3. Conclusion

Tomando el precio de la opcién definido al principio de la seccién en [2.4.2
Con la notacién la proposicién , se puede definir las sucesiones { My}, {Ax}
de manera que:

T, = My, — Ay,
Como el mercado es completo, hay una estrategia autofinanciada ¢ tal que:
Vn(¢) = XJOVMN~
Se define vy, := M}, y Ay, == X,ggk. Luego:
U = Vo (o) — Ap.

Como el mercado es completo, una vez que el vendedor reciba vy = Vy(¢) podra
generar una ganancia en el dfa n mayor o igual a v, y por ende a g(X,).

El que ejerza la opcién deberd hacerlo cuando vy, = g(X}). Entonces los tiempos
de parada 6ptimos 7 deberdn cumplir: g(X,) = v,.

Por otro lado el poseedor de la opcién no le conviene ejercerla luego de:

Tmax = mMf{j, Aj 11 # 0} = inf{j, A; 1 # 0}.

Ya que obtendra U,,_,  en ese periodo y en los siguientes puede generar un por-
tafolio con valor estrictamente mayor siguiendo la estrategia ¢.

= Los tiempos 6ptimos cumplen 7 < Ty 4x.

de esta manera manera Vn € {0, ..., N} la sucesion v, es P* martingala.
) b b

Por el teoremam 9(X,. ..) es martingala. Asi, los tiempos de parada éptima
para ejercer la opcién (tomando en cuenta que también puede venderla) son

tiempos de parada P*6ptimos para la sucesién {g(Xj)}.
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De esta manera se concluye que si el vendedor de la opcién sigue la estrategia
¢ y el comprador ejerce en un tiempo no 6ptimo = v, > g(X;) o A, > 0. En
ambos casos el vendedor obtiene ganancia V- (¢) —g(X,) = v, + A4, —g(X;) > 0.
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2.5. Ejemplos niimericos para ejercer la opcion
americana
En toda esta seccidn:

= n =0y 3 {Ys} sucesién independiente idénticamente distribuida, las
cuales toman solo dos valores y %, = o{Y1,...,Yi}, Fo = {Q, 0}.

= Se dice que se esta en el caso multiplicativo si: X} = K.Y7.Ys.....Y}.
= Se dice que se esta en el caso aditivo si: X} = K +Y; 4+ Ys + ...Y}.

= En el caso aditivo (multiplicativo) los valores posibles son opuestos (in-
Versos).

= Se representa con un punto rojo cuando hay que ejercer la opcién y azul
cuando no.

= D representa del descuento, K el capitital inicial y N el maximo indice
de la filtracién (por ende en el eje horizontal estardn puestos los perfodos
desde 0 hasta N .
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2.5.1. Caso aditivo sin descuento, call :

40

20

Valores

-20

Periodos

Figura 2.1: Caso K =5,N =50,P(Y;, =1) = 0,49
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2.5.2. Caso aditivo sin descuento, put :

40

20

Precios

-20

Periodos

Figura 2.2: Caso K =5, N =50, P(Y;, =1) = 0,51
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2.5.3.

Caso multiplicativo sin descuento,put:

o
< _
—
o
~
—
o o
o o
o
—
o] o o
0 o] (o] o
<
<] i
;5 0
o o o o
o o o o
o o o] o o
© -
o] o [e] o o
(o] o o] (o] o
< - o o o o o
o [e] o] o
o o] o o
o (o] o
o] o o
o o
o o
N o
o
T T T T
2 4 6 8 10

Periodos

Figura 2.3: Caso K =5, N =10, P(Y;, = ¥) =04
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Valores

14

12

10

o

o o
o o

o o o
o o o

o o o o
o o o o

o o o o o
o o o o o
o o o o o

o o o o o
o o o o

o o o o
o o o

o o o
o o

o o
o

o

T T T T T

2 4 6 8 10

Periodos

Figura 2.4: Caso K =5,N =10, P(Y}, = ) = 0,45
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2.5.4. Caso multiplicativo con descuento,put:

<
-
o
N
-
o
o
o
o
—
o
o
o]
o
o
3
= - [e]
§ ° o
>
o
o]
o
o
o
o]
© o
© - o o
° o
o o
o
° o
o]
o o o
o
o o
o
o
° o
< o IS
° o
° o
o] o °
o o o °
[e] o o
o] o o
o o
N o o
o
o
T T T T T T
0 2 4 6 8 10
Periodos

Figura 2.5: Caso K =5, N = 10, P(Y;, = &) = 0,45, D = 0,01
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Valores

14

12

10

[e]
o
o
o]
° o
o]
© o
© o
o]
© o
o o
o o
o
o
T T
0 2 4
Periodos

Figura 2.6: Caso K =5, N =10, P(Y;, = &) = 0,4,D = 0,01
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Capitulo 3

Cadenas con espacio de
estados numerable

Ahora los tiempos de parada estdn definidos para todos los naturales (se
toma 0 como natural) y en vez de trabajar con martingalas trabajamos con
cadenas de Markov. La bibliografia usada en este capitulo es “Introduction to
stochastic processes”de E. Cinlar [2]. Aqui algunas pruebas estdn més extendidas
pero esencialmente se pueden encontrar todos las pruebas y resultados en este
libro.

3.1. Introduccion

En este capitulo, se trabaja con cadenas de Markov homogéneas en espacio
de estados numerables. Al igual que el capitulo anterior .%,, = o(Xo, ..., X,,) .
Se modela el espacio con la misma notacién que en la introduccién:

Para la resolucién del problema de parada éptima bajo estas hipdtesis es
necesario estudiar primero la teoria potenciales y funciones excesivas.

3.2. Potenciales:

Definicién 3.2.1. Dada g : N = R , a € [0,1] se define la esperanza del valor
retornado descontado en i como:

Rog(i) = Ei()_a"g(X,)), i € E.
n=0

Definicién 3.2.2 (Potencial).

= Bajo las mismas hipdtesis y si g > 0, la funcion R%g se le llama a— po-
tencial de g (cuando a =1 se denota Ry y se dice que es potencial de g).
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s Se dice que [ es a-potencial (potencial) si 3g : N — R tal que f = R%g
(f = Rg).

Ejemplo 3.2.1. Sea g definida como:

1 st =7
g(x) =
0 en otro caso.
oo
= (Z a"g(X,)) es el nimero de visitas a j.
n=0

La siguiente proposiéon muestra la relaciéon entre la matriz de estados y la
esperanza del valor retornado.

Proposicién 3.2.1. Sean a € [0,1] y g > 0:
Rog(i) =3 e R(i,4)9(j) , Vi € E. Con R* = 3777 a"P™.

femostmcio’n, Ei(9(Xy)) = ZjeE 9()Pi(Xn =j) = ZjeE 9P (i, 7).
uego:

Rog(i) =320 0 2 jer P g(j) = 3 e p(nso &P (i, 4))9(j) =
ZjeE R(i,5)g(5)-

O
Proposicién 3.2.2. Dada o € [0,1) y g > 0 acotada, definida en E.
f = R%g es la inica solucién al sistema (mirando g como vector):
(I—-—aP)=g
Demostracion.
= Es solucion:
. ’ 1
Notar primero que R%g < (médx g) .
(o]
Como R%g = Z o"Pg = f—alPf=g.
n=0
= Unicidad:
Tomando h = f — R*. Notar en primer lugar que estd acotada. Por otro
lado:

f=g+aoPfy R*g =g+ aPR%
= aPh = alPf —aPRg=f—g+9g— R%g = h.

Inductivamente 0 < h < o"P" méx (h).
Como a < 1 tomando n — oo se obtiene que h = 0 probando la unicidad.

O
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Corolario 3.2.1. Tomando f = R“Id, se puede usar la proposicion para
computar R* con este corolario: Va € [0,1) : (I —aP)R* =1 .

Observacion 3.2.1. Bajo la misma notacion y con a < 1:

B amg(X,)) + a™Pm RO g(i) = Rg(i).

n=0
Se deduce de que R%g = g+ aPg+ ... +a™ 1Pm Lg+ a™P™ (g + alPg+...).

Teorema 3.2.1. Se puede generalizar el resultado para tiempos de parada en
vez de un natural fijo:
Y tiempo de parada T, g > 0 (o < 1 y definiendo Z;iog(Xn) =0):

T-1
Ei() " a"g(Xy)) + o E;(PTR*g(X7)) = R*g(i).
n=0
Demostracion. Se deduce de la observacion anterior tomando indicatrices 1(7r—p.

Teorema 3.2.2. Dado A C E, g > 0 acotada, a € [0,1] y sean:

T=inf{(neN: X, €A} (el cual es un tiempo de parada)

T-1
h(i) = Ei(>_ a"g(X,)), i € B,
n=0

entonces:
0 st i€ A
h(i) =
g(1) + oPh(7) en otro caso.
Demostracion. El caso a = 0 es trivial (con 0° = 1) por ende a € (0,1] y

se define 21 g(X,) = 0. Usando dichas hipétesis es facil ver que si i € A =
h(i) = 0.
T-1

Sea W = Z a”g(X,) (notar que es .#-medible).

n=0

Se define T :=inf {n € N: X,,;; € A}. Seaw ¢ {T = 0}. Observar que T'(w) =
14T (w)

= W(W) = 0(Xo@) + 21 ang(X,) () =

n=1
T (w)—1
g Xow) +a > a"g(Xnp).
n=0
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/ T (w)—1 / (T (W)Am)—1
Definiendo W (w) := Z a"g(Xnt1) y W, (w) := Z a"g(Xnt1)-

n=0 n=0

Notar que W,,, — W; luego a partir del corolario se deduce que:
E{[W' | Xo, X1] = h(X1).
Finalmente, si i € A°:

h(i) = Bi[W] = Eilg(Xo)+aW'] = g(i) + aBi[h(X1)] = g(i) +a > B(i, j)h(j).
jEE

O
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3.3. Funciones excesivas:

Definicién 3.3.1 (excesiva). Se dice que la funcidn f es a-excesiva si f >0y
f > aPf.

Observacién 3.3.1. Se enumeran aqui una serie de propiedades de las funcio-
nes ercesivas:

= Inductivamente se puede ver que Vi € E:
f(i) = a"P" f(i) = Ei(a" f(Xq))

s Multiplicar por un escalar positivo y sumar funciones excesivas dan como
resultado funciones excesivas.

n Sif<a= f>aPf>pBPf ypor ende f es B-excesiva.

= Si f yg son a-excesivas, entonces min (f, g) también (notar que min(aPf, alPg) =
oPmin (f,g)).

Proposicion 3.3.1. Si f es el a-potencial de una funcion no negativa y es
finita = f es a-excesiva.

Demostracion. f = R%g
= f=g+aPg+..>aPg+..=aP(g+ aPg) = aPf. O

Teorema 3.3.1. Dada una funcion excesiva f, 3 g > 0,h > 0 tal que:
f=Rg+h, h="Ph.

Demostracion. Recordar primero que se estd tomando a f como un vector de
FE dimensiones.

Sea g := f — Pf. Iterando y usando que f es excesiva se obtiene que:
f=(g+Pg+..+Pg)+Ptlf.

En el limite n — oo el primer término converge por definicéon a Rg y el segundo:
f>Pf>P*f> ... = Jh:=1lmP"}.
n

Observar que la convergencia es puntual en cada coordenada y por ende se
obtienen dos funciones medibles en el espacio de probabilidad.
O

Proposicion 3.3.2. Toda funcion excesiva f es a-potencial para todo o < 1.

Demostracion. Sea g := f—aPf, luego sustituyendo en el término de la derecha
a f e iterando se deduce que:

f=(9+aPg+..+a"P"g) + a" TPty

Luego, tomando limite se concluye que: f = R%g. O
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Teorema 3.3.2. Si f es a-excesiva entonces:
f(i) > Ei(” (X)) Vi € E y todo tiempo de parada T.
Demostracion. Caso o < 1:

Por proposicién anterior podemos tomar f = R%g con g > 0

Luego (3) = Ei(3_ a"g(X,) + a7 [(Xp)) = Eyfa” f(Xr))
n=0

En el caso a = 1 tomando < 1 repetiendo la prueba y se toma el limite 5 — 1
(con la observacién vemos que f es (-excesiva) O

Teorema 3.3.3. Bajo las hipdtesis anteriores , he aqui un teorema es aun mds
general (el anterior se deduce tomando T =0): si f es a-excesiva entonces Vi:

Ei(@" f(X7)) > Ei(a® f(X5))

Con T < S tiempos de parada.
Notemos primero que el resultado es intuitivo ya que una funcion excesiva en
promedio 'vale’ menos en el futuro.

Demostracion. Solo se probard el caso a < 1 ya que si & = 1 usando la obser-
vacion parte 3 y tomando limite este caso se desprende del primero.

T-1 S—1
Ela” f(Xr)] = f0)—Ei[Y a"g(Xa)] = f(i)~Ei[Y. a”g(X,)] = Eifa® f(Xs).
n=0 n=0

O

Proposicion 3.3.3. Esta proposicion muestra que el problema de parada opti-
ma en el caso de conjuntos irreducibles y recurrentes es conveniente ’esperar
hasta llegar al lugar con mds ganancia’.

Sea X C FE irreducible recurrente. Entonces cualquier funcion excesiva f es
constante.

Demostracion. Por el Teorema f(@) > E;[f(Xr)] para cualquier tiempo
de parada T. Sea S la primera vez que X,, = j.

Como es recurrente: P(T = co) = 0.

= Ei(f(X7)) = f(j). = f(@) > f(j) Vj € E. Como j es génerico se concluye
que f es constante. O
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3.4. Tiempo de parada optima

En esta seccién se resuelven dos problemas:

= Computar la funcién:

v :=sup E;[f(Xr)], Vi € E (siendo T un tiempo de parada).
T

= Encontrar un tiempo de parada que realice el supremo.

Observacién 3.4.1. Si X es irreducible recurrente, entonces v es igual a la
constante ¢ = sup; f(j) (notar que es simplemente ver que v debe mayorar a f).

Ejemplo 3.4.1. Sea X una cadena recurrente e irreducible de Markov y f > 0.
Sea ¢ = sup, f(i), 7 € E tal que f(j) = c y Tp la primera llegada a j. Observar
que: v(i) < Ei[c) = ¢, P(Tp < o0) = 1.

= (i) > Ei[Xp,] =c¢

Observacion 3.4.2. FEstas dos observaciones son propiedades de las cadenas
de Markov homogéneas y serdn utilizadas en los proximos teoremas.
Dado T tiempo de parada y o el shift en el espacio muestral, entonces:

» P(X,=r,Too=n|X1=0=PXp,.1=rT=n|Xo=9Vn>
0,i,rek.
Demostracion. Por como se definié las cadenas de Markov homogeneas en
la introduccién notar que: {w = (wy, i, ws,...) tal que X,, = r}
=Q x{w = ({,wr,...) tal que X, = r}. Por otro lado (Too = n |

= Definiendo A = (T =n | Xo =) (el cual es .%,- medible).

La igualdad que basta probar es:
P(Q x A) = P(A), la cual se cumple si es .%,, medible ya que se cumple

para el dlgreba generada por (X, ..., Xp). O

PX,=rToc=n|Xo=1,X1=5)=P(X,=r,T=n|X, =)
Vn>0,1,7€e EreR.

Demostracion. La medida obtenida condicionando a los sucesos X; =
j, Xo =i tiene dlgebra generadora formada por los conjuntos:

l , .
Uk=1Nj%q X, =€, . Con ji > 1
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Este dltimo conjunto mide lo mismo segun la medida definida por con-
dicionar X; = j. Por teorema de extensién de Caratheodory se deduce
que:

PT=n|[Xo=1i,X1=j)=PT=n|X1=j)

O

Teorema 3.4.1. La funcion v es la minima funcion excesiva mayor o igual a

f.

Se verd una version mds general que este teorema en[3.5.1]

Corolario 3.4.1. Si C' es un subconjunto de E irreducible, entonces Vi € C,
v(i) = SuPjec ().
(Notar que para maximizar f lo mejor es esperar hasta pasar por el supremo).

Lema 3.4.1. Si g es una funcion excesiva; la funcion h definida como:
h(i) = E;(¢9(XT)), i € E también es excesiva

En la subseccion se demostrard una version més general.

Teorema 3.4.2. Si E es finito entonces To(w) = inf{n > 0 : f(X,(w)) =
v(Xp(w))}. Es tiempo de parada dptimo.
Se probard una versién mds general en[3.5.9

Ejemplo 3.4.2 (Caso de espacio de estados finito). Sea X wuna cadena de
Markov cuyo conjunto de estados es E = {1,2,3,4,5,6,7} , funcidn de ganancia
f=1(2,0,1,3,2,4,3) y matriz de estados:

0,1 09 0 0 0
02 08 0 0 O
0 0 02 04 04
0 0 01 02 07
0 0 07 01 02 0 0
01 02 03 01 0 02 0,1
01 01 01 0 01 02 04

oSO OO
o O O O

Observar que los estados 1 y 2 forman un conjunto irreducible cerrado, al igual
que los estados 3, 4 y 5, luego por|3.4.1}:

v(l) =v(2) =2, v(3) =v(4) = v(5) = 3.

Por otro lado v(6) = f(6) ya que ahi se alcanza el mdzimo de f.

Usando el teorema[3.4.1)

v(7) > (0,1 +0,1)2+ (0,1 +0+40,1)3+ 0,2 x 4 + 0,40(7) , v(7) >

N | Ot

=o(7) > 3.

=v=1(2,2,3,3,3,4,3), {f =v} ={1,4,6} y Tp = inf{n: f(X,) = v(X,)}.
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3.5. Tiempo de parada optima con descuento

Los dos problemas a resolver en esta subseccién son los mismos que la ante-
rior a diferencia que ahora hay un « € (0, 1] tal que:

v :=sup E;(a’ f(Xr)), i € E. Siendo T un tiempo de parada.
T

Esta constante o se puede interpretar como un factor de ’descuento’ en la ga-
nancia.

Teorema 3.5.1. La funcion v es la minima funcion o excesiva mayor o igual

af.
Demostracion.

= Excesividad:
Dado € > 0: Vj € E 3 T} tiempo de parada tal que
Eij(aT f(X7)) >v(j) —€e. SeaT:=1+ 2w Tixi=jy (Tjoo).
Notar que T es un tiempo de parada:
(T'=n) ={w=(wo,wr,...); Tj(w1,we2) =n—1} =
UjeEQXTj =n—-—1 € %,.
Por otro lado:

E(@"f(X) =Y > > a"f(rP(X,=rT =n|Xo=i,X1 = j)P(>i,j) =

n=1ljeErck

NS e f(r)P(Xy =7, Tjoo =n— 1| Xo =i, X1 = j)P(i,§) = (¥)

n=1jeEErekE
Usando la segunda observacién. de [3.4.2}

) =D a"f(r)P(X, =rTjoo =n—1| Xy = j)P(i, ) = (x*)

n=1jeEreck

Usando la primera observacién de [3.4:2]

(o) =D Y > @™ f(r)P(Xp1 =7, Ty =n—1| Xo = §)P(i, )

n=1jeErcE

=3 3" N aa"f(r)P(X, =7, T; =n| Xo = j)P(i,))

n=0jeErcE

=3 3" N aa" f(r)P(X, =7, T; =n| Xo = j)P(i,))

n=0jeEreck
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=aY 3N anf(r)P(Xy =Ty =n| Xo = j)P(i, )

n=0jcErck

=a ) E;(a" f(Xr,))P(i,§) > a(Pv(i) — ¢)
JjEE

Como v es el supremo en los tiempos de parada y € es génerico:
v(i) > aPv(i).
= Mayora a f: Tomando el tiempo de parada 7" = 0 se concluye este item.
= Es la menor funcién a- excesiva que mayora a f:
Sea g otra funcién excesiva mayorante, usando el teorema [3.3.3

g(i) > Bi(a”g(X71)) = g(i) > Ei(a” f(X7)) ¥V T tiempo de parada

=g >.

Lema 3.5.1. Si g es una funcion a-excesiva; la funcion h definida como:
h(i) = Ei(a®g(X7)) i € E también es a-excesiva

Demostracion. Observar primero que h > 0.
Luego, sea o el shift , se define S := Too.
Notar que T' < S . Luego por la proposicién [3.3.3] se deduce que:

h(i) = Ei(a”g(X1)) > Ei(a®g(Xs)).
Usando la primera observacién de :

Ei(a®g(Xs) | X1 = j) = aEj(a®g(Xs)) = ah(j).

= Ei(a®g(Xs)) = a X ;cp P, 4)R(j) < ali).

Teorema 3.5.2. Si E es finito y
To(w) :==nf{n >0: f(X,(w)) = v(X,(w))},

es tiempo de parada.
= Ty es tiempo de parada dptimo.

Demostracion. Basta probar que h(i) = E;(a™ f(X7,)) = v(i)

= Por definicién de v, h < v.
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» hes a-excesiva: f(aT0X7,) = v(X1,).

Luego h(i) = Ei(f(a™X7,)) = Ei(v(X1,))
Por el lema [3.41] se deduce h es a excesiva.
= h>f:
Sii€ A = Pi(Ty =0) = 1= h(i) = Ei(a™ f(X7,)) = f(i).

Se supone que ¢ := mix;ep(f (i) — h(i)) es positivo y se realiza en j.
Observar que h + ¢ es a — excesiva y mayora a f.

Como v es la minima funcién « -excesiva que mayora a f (teorema
=v<htc= f(j) <v() <h()+e=h()+ f() - () =F0) =
o(j) = £().

Sin embargo, j ¢ A lo cual es absurdo. De esta manera h es a-excesiva,
mayora a f y es menor o igual a v. Por teorema [3.5.1] se concluye que
h =w.

O

Ejemplo 3.5.1 (Parada éptima con descuento). Sea X una cadena de Markov
cuyo congunto de estados es E = {a,b,c} , funcidn de ganancia f = (6,5,3) y
a = 0,75 y matriz de estados:

02 08 0
06 04 0
04 02 04

Por el teorema[T5.1):
v(a) > 0,15v(a) + 0,60v(d) , v(a) > 6,
v(b) > 0,450(a) + 0,300(b) , v(b) > 5,
v(ce) > 0,30v(a) + 0,15v(b) + 0,30v(c) , v(c) > 3,

Observar que la funcién h := (6,6,6) es 0,75-excesiva = v(a) = 6.
Tomando v(b) = 5 y teniendo en cuenta que v(a) = 6 (son los minimos valores
que pueden tomar) , v(c) estd obligado a valer 3,643.

= v = (6,5,3,643) y el tiempo de parada dptima es la primer llegada a {a,b}

45



Capitulo 4

Procesos de Markov con
espacio de estados continuo

Este capitulo se basa en el libro “Optimal Stopping Rules”de A. N. Shiryaev
4].

4.1. Introducciéon

4.1.1. Preliminares:

De ahora en més el espacio de estados (E, %) no tiene que ser numerable y
se trabaja con la definicién de Cadenas de Markov para dicho caso.
Los objetivos ahora son:

= Dada g una funcién medible no negativa que cumple lim,, X,, = 0 P,-ctp.
Vr € EF Computar la funcién:

v :=sup E;[g(X7)], i € E. Siendo T un tiempo de Markov.
T

v :=sup E;[g(X7T)], ¢ € E. Siendo T un tiempo de parada.
T

Cuando se mencione a g se referird a esta funcién.
= Encontrar un tiempo de Markov (de parada) que realice los supremos.

Definicién 4.1.1. = Se dice que una funcion f : E — R - medible, per-
tenece a B(A™) si:

E.(sup ft(X,)) < oo Vx € E.

= Una funcion f % medible es excesiva si:

Ey(f(X1)) < f(z) Vo € E.
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(Siendo f* la parte no negativa de f).
Observacién 4.1.1.
1) Si E es numerable las definiciones de excesividad son equivalentes.

2) Sea f medible tal que IE(f(Xy)) V2 € E,n e N:
E;v(f<Xm) | yn))(w) = EXn(w)<f<men)> Vwed, m=>n.

.3) Si f es excesiva, no negativa , entonces (f(Xn), Fn, Pr) forman una su-
permartingala (y por ende existe su limite en casi todo punto).

4) Sif>0vy fe B(A") entonces:

Ex(sup f(X;) | Fn)(w) = Exn(w)(?ggf(XO))

jzn

.5) Si f,g son funciones excesivas no negativas , b, ¢ son escalares no nega-
tivos entonces cf + bg es excesiva.

Demostracion.

1 Simplemente notar que:

E(f(X1)) =2 ep Pz, 9) 1 ()

2 Dado B € %,y A € #. Por unicidad de la esperanza condicional basta
ver que:

/B Ex, o) f (Xmn) dPy(w) = /B F(Xon) (@) dPa(w)

Por definicién sabemos que:

/ Ex, () l(x,_nea) dPs(w) :/ 1(x,,eA)(w) AP (w) -
B B

= V€ (F, %) simple:

/ EX”(w)<p(X’m—n) dPa:(w) :/ QO(X"L)(W) dPL(W) .
B B

Como aproximan a f se concluye la tesis.

3 Usando observacién anterior: E,(f(Xn41) | Fn))(w) = Ex, () (X1) <
f(Xn W)

4 Usando la observacién 2:

lfjr_nEz(mziX{f(Xn),...7f(Xj)} | Fn)(w) = lijr_nEXn(w)(max{f(Xo),...,f(Xj)}).
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Analizando la igualdad de la izquierda:
Dado B € %,:

[t Benix{ £, SO} | Z)) P () =

[ tmmi( 70 £} dPaw) = [ sup{7 ().
B B

J jzn

Como f € B(A%)y B es génerico , por la unicidad de la esperanza
condicional:

lim, B, (mic{ £(X,), oo, F(X)} | F0)(@) = Eulsup s, {F() | Fa)(w):
En la igualdad de la derecha se puede usar el teorema de convergencia
dominada para deducir que:

11}11 Ex, (w)(maz{f(Xo), ..., f(X;)}) = Ex, () (3218 f(X5))-

Finalmente se concluye que:

Ey(sup{f(X;) | Fn)(w) = Exn<w)(§t>lgf(Xj))~

jzn
5 Es andlogo al caso numerable.
O
Lema 4.1.1. Sea f no negativa, finita y excesiva. T > o tiempos de Markov

= E.(f(X7) | #o) < f(Xo).

Demostracion. Se estudia primero el caso en que f esta acotada:
dado ¢ > 0 ,observar que o A 7 es un tiempo de parada.

Luego Ex(f(X7) | #o) = Ex(f(Xrnc)lo<e | Fo) + Eu(f(Xr)lose | o)
< F(Xo)lo<e + B2 (f(X7)1(o5e) | Fo).
= B(J(X2) | Z0) < im f(Xo)Lpce + Bo(f(X)1igne) | F2)
= [(Xo)locoo + Eu(f(Xoo)lomoo | Fo) = *
Observar que f(Xeo)lo=oo €8 %, medible

= x = f(XU)(a<oo) + f(XOO>(a:oo) = f(Xo).

Si f no estd acotada:
dado m € N definimos " (x) := f(z) Am.
Por convergencia mondtona para esperanza condicional:

3 1im B, (f"(X,) | Z,).
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Luego por el lema de Fatou para esperanza condicional y el teorema del muestreo
opcional (recordar que {f(X,)} es una supermartingala):

E,(lim f"(X,) | F,) < lminf B,(f™(X;) | Z,) < lim ["(X,).

m

Se estudiard solo el limite de la derecha ya que el razonamiento es el mismo:
lim f"(Xo) = lim f"(Xo)l{pcooy +1m [ (Xoo)lo=oo} =

f(Xg)1{0<oo} + h;qun h'Tan fm(Xn)]-{a:oo} = %

Fijado w € Q, 3 M tal que f™(X,(w)) = f(X,(w)), para n suficientemente
grande (esto es porque existe su limite). De esta manera se pueden iterar los
limites.

* = f(XJ)1{0'<OO} + lim lim fm(Xn)1{0'=oo} =
f(XU)l{a<oo} + f(XU)l{a:oo} = f(XU)

De esta manera se concluye que:

E(f(X7) | Zo) < f(Xo).

Corolario 4.1.1. Bajo las mismas hipdtesis:
Eo(f(X7)) < Eo(f(Xo)) < f(z) Vo e E.

Corolario 4.1.2. Si g es excesiva = v(z) = v(x) = g(z) (un tiempo de parada
(Markov) dptimo seré 7 =0) .

Lema 4.1.2. Sea f no negativa y excesiva, A un conjunto .7 -medible y o :=
inf{n > 0: X,, € A}. Entonces la funcion:

fA(l') = EI(f(XO'A))7

es excesiva.

Demostracion. Ey(Ex, ) (f(Xs,))) = fUA:O EXI(W)(f(XO))dPx(w)—&—ZZO:l . Ex, () (f(Xy))dP,(w)+
faA=oo EXl(w)(f(Xoo)de(w) == fO’AZO f(Xl)sz(w)—i_Zzo:l oca=n E:r(f(Xn) |

Tn)(W)d Py (w)

+ /) —o0 B (@) (I, f(X,))dPy(w) < ¢ Por lema de Fatou :

oaA=n oA=00

X [ @A) [ limint B (F(X))dP () =
n=0

oo

S [ @R + [ timind B0 | PP <
n=0voa=n

04=00
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o0

S [ @R+ [ tim ) @) =

n=0 0 A=00

Erf(Xo4) = [(2).

Lema 4.1.3. Sea v la minima funcion excesiva mayorante de g. Entonces:
v(z) = mix{g(z), Bz (v(X1))}.

Demostracion. v es mayor a g (por definicién) y a E,(v(X1)) (por excesividad).
De esta manera v(z) > méx{g(z), E,(v(X1))}
Por otro lado la funcién vy := max{g(x), E,(v(X1))} al ser menor a v cumple :

0 S Ez('Ul(Xl)) S Ez(’l](Xl)) S ’Ul(l').
= es excesiva. = v = v1. O

Observacion 4.1.2. No toda funcion f que cumpla la ecuacion :
f(z) = max{g(x), E.(f(X1))} es la minima excesiva mayorante a g.

Por ejemplo, Tomando ¢ acotada por ¢: f(z):=k > ¢ cumple la ecuacién.

Lema 4.1.4. Dada f integrable, positiva; definiendo Q(f(x)) := max{f(x), E.(f(X1))}.
= v(x) =lim, Q" (g(x)) (tomando elevar como la composicion,).

Demostracion.

= Existe el limite:
observar que Q" (g(x)) = max{Q"(g(x)), E.(Q"(9(X1)))} = Q"*'(g(x)) >
Q" (g(z)).

= existe el limite (puede ser infinito).
= Obviamente mayora a g.

» Excesividad:
lim Q" (g(x)) = limmax{Q" ' (¢9(x)), E.(Q" " (9(Xn)))} =

i B2(Q"(9(X0) = tim | @ (X)) dPy (@) = »

Por teorema de convergencia monodtona de integrales Lebesgue:

* =/Q lim Q" (9(X1)(w)) dPp(w) = E(m Q" (9(X1))),

quedando probada la excesividad.
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= Minima:
Si f es otra funcién excesiva mayorante de g, entonces:

Q(f () = max{f(z), Ex(f(X1))} = f(x).
= f(z) = Q"(f(2)) 2 @"(¢(z)) Vn eN = f >1mQ"(g(z)).
O

Lema 4.1.5. Sea f excesiva que satisface la ecuacion f(x) = méx{g(x), E, f(X1)},
e>0yre=inf{n>0 : f(X,) <g(Xn)+ e}

= B (f(Xr.,.)) = f().
Demostracion. Usando la siguiente afirmacién:
Vm<n, f(:E) = Ez(f(XTe)l{Tsﬁm}) + Er(f(Xm)]-{TE)m})-

Luego tomando m = n queda probado el lema.
Demostracion de la afirmacion:
Sim=0= P,(Xo=1z)=1.

Luego f(l‘) = Eﬂc(f(XO)) = Ew(f(XTE)]-{TGSO}) + Eﬂc(f(XO)l{’rg>O})'
H) f(.l?) = El'(f(XTs)l{TeSm}) + Ez(f(Xm)l{Te>m})'
T) f(z) = Eo(f(Xe)l(r.<mi1y) + B (f(Xms1) Lo smeiny)-

Dem.:

f(l‘) = Ea:(f(XTe)l{‘reSm}) + Ew(f(Xm)l{‘rf>m}) =
Ex(f(XTe)1{TESm})+EI(f(XTE)1{T€:m+1})_EI(f(Xm+1)1{Tf:m+1})+EI(f(Xm)1{Tg>m})'
= Basta ver que: —E;(f(Xm11)1ir.=m+1}) +Ee (f(Xon)1r smy) = Eo(f (X)L {r smet1})-

Esto sucede si y s6lo si: Ey(f(Xm)lr.>my) = B (f(Xmt1)1r sm})-

o (X)) APy (w) = / (X)) dPy(w)

{Te >m} {Te >1’n}

& Ex o (IX0) dPa@) = [ [(Xi) dPa(w)
{re>m} {re>m}

<~ Er(f(Xm+1) | Fm)(w)) dPyp(w) = / f(Xont1) dPp(w).
{Ts>m} {Te>m}

Lo cual se cumple ya que {7 > m} es .%,,-medible. O
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Lema 4.1.6. Supdngase que g € B(A™) :

1) La funcién excesiva minima y mayorante a g tiene mismo limite superior
que este ultimo. Esto es:

lim v(X,) = lim ¢g(X,,).

n n

7

2) Debido al lema anterior, fijado un € > 0, en casi todo punto, va a existir
un N suficientemente grande donde a partir de este se aproxime g a v a
menos de €. Esto es:

Site=nf{n >0:v(X,) < g(Xn) + €},

entonces:
P,(Tc <o0)=1.

Demostracion.

1)
lim,v(X,,) > lim,g(X,,) obviamente ya que v mayora a g.

Se probara la otra desigualdad; para ello fijado € F y definiendo:

\Ijn = Supg(Xj)a Pn = Em(\Iln ‘ gn)v

jzn

P(Xn) (W) = Ex, (@) (Vo).
Notar que las esperanzas y las esperanzas condicionales de estas funciones

estan bien definidas ya que g € B(A™). Luego:

E(sup g(X;) | #n)(w) = Ex,, () (sup g(Xo))-
j>n >0

Por un lado, obviamente ¢(z) > g(x).

Ademés: B, (¢(X1)) = Ey(Ex, () (0)) = Ex (V1) = B, (B, (¥ | 7)) =

E.(¥1) < Ex (Vo) = ¢().
= @ > gy yexcesiva = v < p . Fijado m y tomando n > m se obtiene

que:

= T, By (U, | F) > Fmp(Xo).

Para cada m € N la sucesion (E,(V,, | %), Fn, P:), n > m forma una martingala.

Luego por teorema de Lévy:

m By (Ve | ) By (Ui, | Foo) = Uiy
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= U, > lim,v(X,) < V,,.

Finalmente:

Itm,v(X,,) < inf ¥,,, = inf sup;>mg(X;) = m,g(X,).

2) Sea A = {w: 7¢(w) = c0}; entonces para w € A :
v(Xy) > g(X,) +e

= lim,v(X,) > lim,g(X,,).

Por la parte anterior se sabe que este conjunto tiene medida nula , por
ende A también y se concluye este enunciado.

O
Definicién 4.1.2. Dada f medible tal que 3 E,(f(X1)) V x € E; se define:

G f(z) = max{g(z), E.(f(X1))}

Lema 4.1.7. Nuevamente se supone que g € B(AT) y sea p(x) := E,(sup,, 9(X,)).
Entonces:

1) G"Hp(@)) < G™(p(x)) n €N.
2) v(x) :=lm, G"(p) satisface v(x) = méx{g(x), E.(v(X1))}.
Demostracion.

1) La demostracién es por induccién; lo dnico que se demostrard es el paso
base:

G(p(z)) = méx{g(z), Ez(Ex, (w) (§§139<Xj))}
= méx{g(ﬂf),Ez(Ex(jggg(Xj) | Z1))}

= médx{g(z), Ez(?irl) 9(X;))} = méx{Es(g(x)), Bz (§1>111> 9(X;))}

< Ep(max{g(z),sup(9(X;))}) = Ez(sup g(X;)) = ¢(z).

Jj=>1 =20

La segunda igualdad se basa en la cuarta observacion de
2)
G"(p)(x) = mix{g(z), B, (G" " (p(X1)))}-

Tomando limites y usando el teorema de convergencia mondtona (notemos
que si en un momento se iguala a g; a partir de ese siempre serd igual)
obtenemos la igualdad.

]



O

De aqui en adelante cuando se mencione a T(x) nos referiremos a este limite
y a ¢ como esta funcion.

Lema 4.1.8. Nuevamente supondremos que g € B(A"). Razonando de forma
andloga que el sequndo item del4.1.6

7

= lim 9(X,,) = lim g(X,,) Py-ctp. Vo € E.

n n

Demostracion.

lim (X,,) > lim g(X,,) ya que v es mayor a g.
n

n

Por otro lado tomando m < n:

9(X,) < G"(p(Xy)) < ¢(7) = Ex, (sggg(Xj)) = Ex(sup g(X;) [ Fn) <

Ey(sup g(X;) | ).
jzm

Se procede (sustituyendo v por v) como el primer item del lema y se prueba
la otra desigualdad.
O

Corolario 4.1.3. Sige B(AT), secae >0y
Te=nf{n >0:9(X,) < g(X,) + €}

Entonces:
P,(T. <o0)=1.

(Se deduce como el sequndo item del lema

De ahora en adelante cuando mencionemos a 7. estard definido como en este
corolario.

Lema 4.1.9. Si g € B(A"), se cumple que V € > 0:

Demostracion. Por lema [4.1.5)
0(x) = Ex(0V(X7.an)) = Ex(0( X7 an) 17 <n) + B2 (U(X7A0) 17, 50)-
Tomando limite en n:

v(z) = h’}fbn E; (@(Xﬁ/\n)) = 11’717:11 E, (W(X?e/\n)l?eén) + Ey (W(X?eAn)l?e>n)-
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Analizando el primer término de la derecha:
Por el corolario anterior U(Xz an)1l7 <n, converge puntualmente cuando
n — oo Luego por el teorema de convergencia dominada:

lim B, (0(X7, an) 17, <n) = Eo(U(X7,)).

Para concluir el lema se verd que el segundo término converge a 0.
Para esto basta ver que T(X7_ sy ) es uniformemente integrable. Notar que
V n € N sup; g(X;) > U(Xz,n) y esta variable tiene esperanza acotada. De
esta manera, se deduce la integrabilidad uniforme.
Queda probar que 7(x) = E,(v(X7.)):
obviamente T > v.
Por otro lado:
W(x) = Ba(v(Xr,)) <

Ealg(Xr)) + ¢ < By (0(X2)) + € < v(a) + <.

Como € es arbitrario se concluye la desigualdad.

Corolario 4.1.4. Bajo las mismas hipdtesis (usando que v =1):

v(x) = Ex(v(X7,))

4.1.2. Conclusiones:

Con la bateria de lemas de esta seccién se pueden sacar algunas ideas para
la avanzar en la resolucién del problema de parada éptima.

» El lema [£11] es un resultado intuitivo de las supermartingalas y tiene
como corolario interesante que el problema de parada optima es trivial
en el caso de que g sea excesiva (lo cual es razonable ya que excesividad
implica menor valor en promedio a futuro).

» El lema da una ecuacién necesaria que debe cumplir v.

= El lema habla de una zona donde no hay pérdida de ganancia (valor
de g; hablando en promedios).

= De los demaés lemas se obtiene informacién del comportamiento limite de
la funcién de ganancia.
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4.2. Caracterizacion del pago y los tiempos de
parada

En esta seccidon g es no negativo e integrable, el operador @ es el definido
anteriormente (Q(f(x)) = max{f(z), E.(f(X1))} = f(z)) y los objetivos son
los mismos mencionados en los preliminares.

Teorema 4.2.1. Bajo estas condiciones se puede dar las siguientes propiedades
de s (el supremo de las ganancias medias)):

1) s(x) es la minima funcidn excesiva mayorante a g(x).
2) s(x) =3(x).

3) s(x) = méx{g(z), Ex(s(X1))}.

4) Dado b > 0; sea g°(x) := g(x) Ab. Entonces:

s(x) =1im Q" (g) (x) = lim lim Q" (¢" ().

Demostracion.

1) Por corolario V 7 tiempo de Markov:
() 2 Ex(v(X7)) = Eu(9(X5))-

= v(x) > 3(x) > s(z).

Para probar la otra desigualdad primero se asume que g € B(A™).

Por corolario v(z) = Ex(v(X;.)). Luego:
v(r) = Ex(v(X7,)) < Eu(9(X7)) + e < s(x) +e

Como € es génerico, se concluye la desigualdad (y por ende la igualdad).
Caso general:

Sea s"(2) := sup, (B9 (X,))) = ().

vP(x) crece cuando b crece; sea v*(x) := lim, v(z). Primero se probard
que v* = v:

obviamente mayora a g (se compara con g” y toma limite).

Excesividad (usando el Teorema de Convergencia Ménotona):

B, (v*(X1)) = lim E.(v"(X1)) < lim vb(z) = v*(2).

Es minimal:
Sea f excesiva mayorante a g .Entonces f > ¢ = f > o’

= f>0" mv=uv, <s.

2) Notar que en el item anterior se probd que s =v >35> s
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3) Se desprende del corolario m

4) Se desprende del lema y de la demostracién del primer item de este
teorema.

U
Observacion 4.2.1.
Dado 7 € % tal que f(z) = E,(9(X5)) es una funcién excesiva que mayora a g.
| |

= f =35 por como estd definida f y por ser s la minima excesiva mayorante a g.

T es un tiempo de Markov optimo.

Observacién 4.2.2. Notar que de la demostracion del teoremal4.2.1] se puede
concluir que los tiempos de Markov de la forma 7. permiten aprozimar por lo

menos con error € a v. Por ende definiendo € (€) como los tiempos de parada
(Markov) de llegada a un boreliano se deduce que:

s(z) = sup Ey(g(X7)) = sup (E(9(X-)))-
TEE TEE

Teorema 4.2.2. Supdngase que g € B(AT), se puede dar una caracterizacion
del tiempo de Markov dptimo:

1)
70 :=nf{n > 0:v(X,) = g(X,)} es un tiempo dptimo de Markov.
(Comparar con los resultados de los capitulos anteriores).

2) Si Ty es un tiempo de parada = es dptimo.

Demostracion.

1) Aplicando el lema v(x) = Ex(v(Xran)) =
Ex(U(XTo)l{'ro<n}) + Em(v(Xn)l{nSTo<OO}) + Er(U(Xn)l{'ro:w}) <%
Como Ex, (supj 9(X;)) > Ex,(9(X;)) V1€ R

* By (0(Xry )1z <ny )+ Ee (Ex, (Stj}p(g(Xj)))l{ngm<oo})+Ex(Exn (Sl;p(g(Xj)))l{m:oo}) <

E, (U(XTO)1{70<TL})+E13 (Su_p(g(Xj))l{nﬁTo<oo})+Em (Sup(g(Xj))l{To=oo}) <
J

Jjz

Como g € B(A™), usando el lema de Fatou cuando n — oc:
’U(x) < Ea:(U(XTo)l{To<OO}) + EI(@(Q(Xj>)1{TOZOO}) = Ew(g(XTo))'

Por ende 7y es 6ptimo (ya que por el teorema 5(z) = v(x)).
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2) De la prueba anterior se obtuvo que:

Por s(z) = v(x) = 70 es 6ptimo.
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4.3. Ejemplos:

En estd seccién se muestran una serie de ejemplos de resolucién problemas de
parada 6ptima y casos donde no se cumplen todas las hipétesis de los teoremas
que se utilizaron para resolverlo.

4.3.1. Caso trivial con ganancia infinita:

El siguiente ejemplo es una cadena homégenea,g ¢ B(AT) y g > 0, con
esperanzas definidas en la cadena y g(X,) = 0 (como no es homogenea decimos
que el proceso comienza en cero y s es constante):

= Sea {X,} es una sucesién independiente. Se estudia el caso en que la

cadena parte desde 0 (los demds son andlogos) y la cadena empieza en
Xy =0.

—1

s P(Xp=n)=1-ec7,P(X,=0)=c.
= g =id.

El problema en este caso tiene como solucién parar cuando obtengo un resultado
distinto a cero:

= Esperanza:
—1
Supn(E(Xﬂ)) = Supn>0(]‘ - 6772) =1-e!

= Limite:
Observar que lim, (g(X,)) =0, P,-ctp.

- g ¢ B(AT):

1

7).

Sea Y :=sup(Xn) = Fy(z <c)=PX; <cVi)=1IL2 (e

= Fy(z <c) = eXiidnl =),
Luego/ l—ezfi[clﬂ(z;?l) dcz/ 1—ec dc = oo
1 1
" s=00:
Sea 7 := inf{m; X,, > 0}.

oo

= E(X,;) = Z(Hl 067 )176_72 Z bl 0671 (1 —ei?)i.

=1

H

Notar que (1 — eF )i ~ 2

= La serie diverge.

= F(X;) = o0.
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4.3.2. ¢ no positiva, minima funcién excesiva mayorante
es ella misma pero la ganancia maxima promedio es
infinito :

Sea {Y,,} una sucesién de variables independientes, idénticamente distribui-

das. g(z) =a; X, = Yo+ Y1+ ...+ Vo; P(Y, =1) = P(Y,, = —1) = 1.

Fn =0(Xo,y o, X0n); Foo = 0(Xo, ...). Notar que g(x) = E,(g(X1)). Entonces:

= Qg)(z) ==
= La minima funcién mayorante excesiva a g es g.
Sin embargo, s(z) = oo.

Demostracion. Sea 1, = inf{n > 0: g(x) > k}.

Por P.({w; In>0:X, >k})=1= P,(Iim, X, =oc0) =1
= P(m; <o0)=1=s(z) > k.

4.3.3. Paseo al azar:

Sea {Y,,} una sucesién de variables aleatorias idénticamente distribuidas tal que P(Y;, =
)=p PYn=-1)=1-p=gq.

gx)y=x: X, =Y+ V1 +..+Y,.

Fn =0(Xo0s o', Xn); Foo = (Xo,...).

Observar que en el caso p > ¢ 7* = 0o es éptimo por lo visto en Por ende
se estudiara el otro caso:
Dado c € R:

P,(sup g(X,,) < ¢) = Py(nunca llegar a ¢) =1 — (ﬂ)c*‘”

= Blsup(g(Xa))) = [ 1= (1= ({2 dRo) < .

= g € B(AT). Para resolver el problema, se buscard una funcién como en la
observacién 271
Sea 7, = inf{n > 0; X;,, > v} (es un tiempo de llegada a un boreliano).
Luego, sea p,(z) := P,(7y < c0). Entonces:
(B si <~y
Py(1y < o0) =
1 st >y

Por el lema de Borel-Cantelli g(X) = 0 P,-ctp.
Se procede a analizar E,(g(X; )).
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s Siz<y>0:
E.(9(Xr)) = > (Xn)(w) dPy(w) = > APy (w) = y(2)77.
g ZO:/TWQ XO:/TV i

= Six>v>0:

Te =0 Pp-ctp = E.(9(X.)) = /Qg(XO) dP,(w) = x.

= Si0>n:
Como g(Xp(w)) =0siw e€{r,=n},VneN = g(X.)=0P, —ctp.

Entonces:

f* estd en las hipotesis de la observacion [4.2.1
Demostracién:

» f* > g: Tomando v = z: E;(9(X7,)) = g(x).

s Es excesiva:

Observar que E,(f*(X,)) = / (Y =X1@) g (w)+ / X1 (w) dPy(w).
X<y q X1>v*

e Siy* <zx—1:
PP 27 =1 = B (f* (X)) = /Q X1 (w)dPy (w) =

(z+1)p+(z—1)(1—p) = ap+ptar—pr—1+p = 2+2p—1 <z = f*(2).
e Siv*>x+1:

P*(X1277) =0 = E(f* (X)) = /Q (o) T )P w) =

TG T e (G T () =
R SRR et S SN
ol (17p) (( ’ )p+17p(1 p)) =
T T k) =7 () = (@),
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)Y T (1—p)+ap = 2

Lo ptap = 2ap <o = °(a).

» f*(z) = E:(9(X~,.)): Ya visto.

De esta manera f* = 5 = s. Observar que P, (v* = 00) > 0 = no es tiempo de parada.
Ahora se dard un ejemplo numerico y se comparara con el caso de Horizonte
—1
finito: en el caso p = >+ y 2 = 0 . Notar que en este caso f;‘(O) = 3 . Luego
1+e 3

se observa como queda la solucién del problema de parada 6ptima para el caso
de N = 200 y se pone en el mismo grafico (en negro) la recta horizontal de
altura 3 (se usan las mismas notaciones que en el capitulo 2):

Se podria intuir de este ejemplo que la solucién al problema se puede apro-

ximar desde el caso finito. Esto se vera més a fondo el la seccién 4.4.

4.3.4. Cadena homogenea con ganancia infinita en tiempo
trivial g ¢ B(A™)

Sea {Y,,} tal que: P(Y,, =1)=1—P(Y,, = —1) = (e+1)~!, independientes
entre si. La cadena de Markov serd {X,,} con X, := eYot-+¥n,
Con g(z) = =.

» 79 = 0 es éptimo: Por corolario [1.1.2] basta ver que ges excesiva: :
g es excesiva < E,(9(X1)) <z e ((e+1) et (1—((e+1)"1))e ™t <1

e e+1-—-1.1 e+1
-<1l&
e+1)+( e+1 )e_ e+1

<1

<

" g ¢ B(A"): Sean Z :=sup, Xn, ¢ >0

= P(Y <c) = Py(NSgei=Yi < ¢) =

Zn e+ log(e—

oo < _ og(c)—log(z) _
Px( n:Oi:Oleflog(c)) (1—(6+1)_1)

Gyt — 2 o g o)) = [T1-(1-D) =,
e c 0 c
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Figura 4.1: Problema completo.
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Figura 4.2: Zoom al problema.
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4.4. Aproximacion de horizonte finito a infinito:

Se usa la misma definicién de este capitulo para s, s, G y g estén las mismas
hipétesis (integrable y no negativo).

Definicién 4.4.1. FEstas dos definiciones dan la conexion entre horizonte finito
e infinito:

= sp(z) = G"(g()).
s s*(z) = lim, s, (x)
w7 i=min{m > 0: s, (Xn) = g(Xm)} An.

Observacién 4.4.1. Para el caso horizonte finito N, GN(g) es la envolvente
de Snell y T es tiempo de parada dptima.

Teorema 4.4.1 (Aproximacién de horizonte finito a infinito). Estos cuatro
items permiten caracterizar la aproximacion buscada y justificar el ejemplo del
paseo al azar.
Sige B(A1):

i) las ganancias dptimas de los tres problemas coinciden:

" =lim7) es dptimo.
n
Si T es tiempo de parada, entonces es dptimo.

T ={f{n>0: s%(X,) = g(X,)}

Demostracion.
i) Se deduce del teorema y del lema
i)
En primer lugar si w es tal que 7% (w) < oo = lim g(X:: () = 9(Xr+(w))-
n—00 "
Luego , usando el lema de Fatou:

() = lim s, (2) = lim B,(9(X)) < E,(Tm,g(X-,))

=k, (mng(X‘r,’:)lT*<oo) + Em(mng(XT:)]-‘r*:oo)

= Eﬂ?(mng(XT::)lT*<oo) + Ex(mng(Xn)lT*:OO)
_ Bu(g(X:).
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iii) Es corolario del teorema

iv) Sea 7:=1inf{n > 0:s*(X,) = ¢(X,)} vy w tal que 7(w) = n.
= g(X;(w)) < *(X;(w)) Vi € {0,...,n — 1}.
= Para N suficientemente grande: g(X;)(w) < sy—;(X;)(w).
=7h(w) >n = limy 7 (w) >n = 7%Ww) > 7(w).
Por otro lado si 7(w) = 00 = ¢(X;) < s*(X;) Vi > 0.
= 7T (w) > n para N suficientemente grande
= 7 (w) =limy (W) >n =77 (w) =00 =7 < TR
La otra desigualdad es trivial ya que s* > s,

O

Ejemplo 4.4.1 (Necesidad que g € B(AT)). Sea g(x) = —z,

E =1{0,2,2%,2%, .}, {Y,,} Bernoulli independientes de probabilidad 3 y X, 41 =
2Y 41X,

Por un lado g es excesiva; por ende 7 = 0 es optimo.

Por otro lado considerando que 7 := {infn > 0 :Y, = 0} tiene probabilidad 1
de ser finito = E,(9(X;)) > g(x) Va > 0.
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