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El trabajo del pensamiento se parece a la perfo-
ración de un pozo: el agua es turbia al principio,
mas luego se clarifica.

Proverbio Chino
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Resumen

Existe un amplio campo de aplicaciones de las técnicas de confiabilidad en re-
des, desde la comunicación y la computación, pasando por sistemas de transporte
hasta sistemas eléctricos de potencia. En todos ellos sus componentes pueden fallar
o degradarse y esto inevitablemente puede conducir a la incapacidad del sistema
para soportar una operación requerida.

Si pensamos en un grafo como representación de alguno de los sistemas ante-
riores, un problema importante en esta área es poder determinar la confiabilidad
de dicho sistema a partir de la confiabilidad de sus componentes. La noción de
confiabilidad de un grafo tiene distintas variantes y depende del tipo de fallas a
considerar, ya sean vértices o aristas, como del modelo de confiabilidad a utilizar.
En este trabajo, consideraremos que los vértices son perfectos y las aristas fallan
de forma aleatoria e independiente, con probabilidad idéntica e igual a ρ. Además,
consideraremos el modelo de confiabilidad all-terminal, el cual se define como la
probabilidad de que el subgrafo aleatorio resultante de eliminar las aristas que
fallan sea conexo.

Una vez que hemos modelado una red y definido una medida de confiabilidad,
cabe preguntarse cómo podŕıamos diseñar una red que alcance la máxima confia-
bilidad. Podŕıamos sintetizar el problema de la siguiente manera. Fijados n y e,
el problema consiste en encontrar un grafo simple con n vértices y e aristas que
minimice la probabilidad de falla del grafo para un valor de ρ fijo. Como hay una
cantidad finita de grafos con n vértices y e aristas, dicho grafo siempre existe,
asumiendo un valor de ρ fijo.

Siguiendo la misma ĺınea, uno podŕıa también dar un paso más ambicioso y
preguntarse si existe un grafo simple que tenga la mayor confiabilidad para to-
dos los valores de ρ dentro del intervalo [0, 1]. Entonces, diremos que un grafo es
Uniformemente Más Confiable (UMRG, por sus siglas en inglés) si tiene la mayor
confiabilidad entre todos los posibles grafos, con el mismo número de vértices y
aristas, para todos los valores de ρ. Este concepto fue introducido por Boesch en
1986 y posteriormente en 1991 Boesch et al. demostraron que siempre existen gra-
fos uniformemente más confiables para todas aquellas clases de grafos simples con
n vértices y e aristas tales que e ≤ n + 2. Más tarde, en 1994, Wang demuestra
que en cada clase de grafos simples tales que e = n + 3 y n ≥ 6 existe un único
grafo que es UMRG. Trabajos más recientes prueban la existencia o inexistencia



de grafos simples UMRG para valores particulares de e y n.

Inmediatamente surge la pregunta de qué sucede si permitimos aristas múlti-
ples y pasamos a considerar multigrafos. En 1997, Gross y Saccoman prueban que
los UMRG dentro de las clases de grafos simples tales que e ≤ n+ 2 también son
uniformemente más confiables cuando extendemos las clases para incluir multigra-
fos. En ese mismo art́ıculo, los autores conjeturan que para el caso en que e = n+3
el UMRG también es óptimo en multigrafos, lo cual es demostrado por Romero en
2020.

En esta tesis se realiza una revisión bibliográfica de los art́ıculos fundamenta-
les del área y se presenta un resultado novedoso que culmina en la publicación de
un art́ıculo de co-autoŕıa en la revista Networks: “A simple proof of the Gross-
Saccoman multigraph conjecture” 1. En el mismo se introduce una prueba simple
a la conjetura de Gross-Saccoman y se extiende la misma a pseudografos [1].

Esta tesis se desarrolló en el marco del proyecto Fondo Clemente Estable de la
Agencia Nacional de Investigación e Innovación titulado: “Teoŕıa y Construcción
de Redes de Máxima Confiabilidad”, presentado por la Facultad de Ingenieŕıa de
la UdelaR.

Palabras clave: Teoŕıa de Grafos, Multigrafos, Conjetura de Gross-Saccoman,
Confiabilidad de Redes, Grafos Uniformemente Más Confiables, Polinomio de Con-
fiabilidad, Confiabilidad All-Terminal.

1https://doi.org/10.1002/net.22110
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Caṕıtulo 1

Introducción

En este caṕıtulo se brindan las definiciones básicas de la Teoŕıa de Grafos y
conceptos espećıficos que se utilizan en la Teoŕıa de Confiabilidad de Redes.

1.1. Conceptos Básicos
Comenzaremos recordando algunos conceptos importantes respecto a la Teoŕıa

de Grafos que nos ayudarán también a fijar la terminoloǵıa que utilizaremos a lo
largo de la tesis. Para aquellos que no estén familiarizados con los conceptos rela-
cionados a la Teoŕıa de Grafos, recomendamos los libros de Bollobas [2], Harary [3]
Bondy y Murty [4] o West [5] para un primer abordaje de la temática.

Un grafo simple es un par G = (V,E) donde V (G) es un conjunto no vaćıo,
cuyos elementos se llaman vértices y E(G) es una colección de conjuntos formados
por dos vértices. A los elementos del conjunto E(G) se le llaman aristas. El tamaño
de E, es decir, la cantidad de aristas, se denota por e. Mientras que el tamaño de
V , es decir, la cantidad de vértices, se denota por n. Una arista cuyos vértices
coinciden se denomina lazo, y si dos o más aristas tienen asociados el mismo par
de vértices, se denominan aristas múltiples. En un grafo simple, no se admiten lazos
o aristas múltiples. En el caso que se admitan aristas múltiples pero no hay lazos,
entonces tenemos un multigrafo. Si además, permitimos lazos, entonces tendremos
pseudografos. Dos vértices son adyacentes si son extremos de una misma arista.
Dicho de otra forma, que nos permite introducir otro concepto, decimos que una
arista es incidente a sus extremos. El grado de un vértice v es la cantidad de aristas
incidentes a dicho vértice y lo denotaremos por d(v). Dado que cada arista tiene dos
vértices por extremos, la suma de los grados de todos los vértices es exactamente
el doble de la cantidad de aristas. Esto se conoce como Lema de Handshaking :

n∑
i=1

d(vi) = 2e (1.1)

Sea G un grafo simple, el grado máximo de todos los vértices se denota por
∆(G), mientras que el grado mı́nimo se denota por δ(G). Si ∆(G) = δ(G), entonces



Caṕıtulo 1. Introducción

se dice que el grafo G es δ-regular.

Un paseo es una secuencia alternada de vértices y aristas v0e1v1 . . . vl−1elvl, no
necesariamente distintos, que tiene la propiedad de que cada arista es incidente a
los dos vértices contiguos en la secuencia, es decir vi−1 y vi son los extremos de
la arista ei con 1 ≤ i ≤ l. Este paseo se dice que va de v0 a vl, que conecta v0
con vl o que tiene por extremos a v0 y vl. Un paseo es cerrado si sus extremos
coinciden y es abierto en caso contrario. En el caso de los grafos simples, un paseo
queda completamente determinado por sus vértices y por lo tanto puede ser es-
pecificado simplemente por la secuencia de estos. Si no permitimos que se repitan
vértices (por lo tanto tampoco aristas), entonces tendremos un camino. Si además
sus extremos coinciden, tendremos un ciclo. Denotamos por Cn un grafo ciclo de
n vértices. El caso particular de un ciclo de 3 vértices, C3, se denomina triángulo.
Un grafo camino de n vértices se denota por Pn.

Un grafo es conexo si para cada par de vértices existe un camino que tiene por
extremos a dichos vértices. Un grafo que no es conexo, diremos que es no conexo.
Los subgrafos conexos maximales se llaman componentes conexas. Sea G un grafo
con n vértices, e aristas y c componentes conexas, el rango de G es r(G) = n− c,
mientras que el co-rango de G es µ(G) = e− n+ c.

Si G es conexo y W es un subconjunto propio no vaćıo de V , entonces W es un
conjunto vértice desconector (corte de vértices) si G−W es no conexo. De la mis-
ma forma, si G es conexo y F es un subconjunto no vaćıo de E, entonces F es un
conjunto arista desconector (corte de aristas) si G−F es no conexo. Si G ̸= K1, el
mı́nimo cardinal de un conjunto arista desconector es la arista conectividad λ(G).
El mı́nimo cardinal de un conjunto vértice desconector es la vértice conectividad o
simplemente la conectividad κ(G). Un grafo G es k-arista conexo si λ(G) ≥ k y es
k-conexo si tiene al menos k + 1 vértices y κ(G) ≥ k.

Aquel vértice cuya remoción aumenta el número de componentes conexas se
denomina punto de corte. Análogamente, aquella arista cuya remoción aumenta
la cantidad de componentes conexas se denomina arista puente. Observar que un
grafo es 2-conexo si tiene al menos 3 vértices, es conexo y no tiene puntos de cor-
te. Un bloque es un grafo 2-conexo maximal. West demuestra en [5] que un grafo
simple G es 2-conexo si y solo si G puede ser obtenido mediante una secuencia de
agregado de aristas y subdivisión de aristas a partir de C3.

A continuación citaremos una Proposición demostrada por West en [5] que nos
será de gran utilidad más adelante.

Proposición 1 (Demostrada en [5]). Dos bloques en un grafo comparten a lo sumo
un vértice.

Entonces, cuando dos bloques de G comparten un vértice, este debe ser un
punto de corte de G. La interacción entre los bloques y los puntos de corte es

2



1.1. Conceptos Básicos

descripta por un grafo especial denominado Grafo de Bloques, el cual se define a
continuación. Observemos que si G es un grafo conexo entonces su grafo de bloques
es un árbol.

Definición 1 ( [5]). El Grafo de Bloques de un grafo G es un grafo bipartito H
en el cual un conjunto consiste en los puntos de corte vi de G y el otro conjunto
contiene un vértice bi por cada bloque Bi de G. Incluimos vibi como arista de H
si y solo si vi ∈ Bi.

Un grafo de n vértices tal que todo par de vértices son adyacentes es un gra-
fo completo y se denota por Kn. Un grafo bipartito refiere a un grafo G cuyo
conjunto de vértices es particionado en dos subconjuntos V1 y V2, tal que toda
arista de G tiene un extremo en V1 y el otro extremo en V2. Si G es un grafo
bipartito que contiene una arista entre cada vértice de V1 y cada vértice de V2,
decimos que es un grafo bipartito completo que se denota Kn1,n2 , donde n1 y n2

denotan el tamaño de V1 y V2 respectivamente. Dentro de los grafos bipartitos se
encuentran los árboles, que son los grafos simples y conexos que no contienen ciclos.

Teorema 1 (Demostrado en [4]). Si G es un árbol, entonces e = n− 1.

Dado un grafo G = (V,E), W ⊆ V y F ⊆ E, entonces G′ = (W,F ) es un
subgrafo de G si los extremos de todas las aristas de F pertenencen a W . Si G′ es
subgrafo de G y G′ ̸= G, el subgrafo es propio. Si W = V entonces G′ es un subgra-
fo recubridor de G. Los subgrafos pueden obtenerse removiendo vértices y aristas,
donde se asume que remover un vértice de un grafo incluye remover todas sus aris-
tas incidentes. El subgrafo inducido de un conjunto W ⊆ V es el subgrafo formado
por todas las aristas cuyos extremos están en W y se denota por ⟨W ⟩. Si U ⊆ V ,
entonces la notación G − U refiere a ⟨V − U⟩. Es decir, el subgrafo inducido por
el conjunto V − U . Si el subgrafo recubridor es un árbol, entonces decimos que es
un árbol recubridor. Denotamos el número de árboles recubridores de G como τ(G).

Un emparejamiento es un conjunto M ⊆ E de aristas independientes, es decir,
que no tienen vértices comunes. Un emparejamiento perfecto es un emparejamiento
M tal que todo vértice del grafo es extremo de alguna arista de M .

Sea G un grafo 2-conexo con más aristas que vértices, diremos que una cadena
es un camino en el cual cada vértice interno tiene exactamente grado 2 y sus vérti-
ces extremos tiene grado mayor o igual a 3. El largo de una cadena es la cantidad
de aristas entre los vértices extremos. Si se tiene una sola arista entre los vértices
extremos, entonces se dice que tenemos una cadena trivial. Decimos que el grafo
D(G) es la destilación del grafo G si D(G) resulta de sustituir cada cadena no
trivial de G por una arista que une los extremos de la cadena. Observemos que
D(G) puede resultar en un multigrafo, aunque G sea un grafo simple.

3
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1.2. Confiabilidad de Redes
El diseño de redes para reducir la probabilidad de falla total o parcial es un

problema central para muchos sistemas complejos de ingenieŕıa. Existe un amplio
campo de aplicaciones de las técnicas de confiabilidad en redes, desde la comu-
nicación y la computación, pasando por sistemas de transporte hasta sistemas
eléctricos de potencia. En todos ellos sus componentes pueden fallar o degradarse
y esto inevitablemente puede conducir a la incapacidad del sistema para soportar
una operación requerida.

En la literatura existe una clasificación cuidadosa de los tipos de fallas que
pueden ocurrir. A continuación, citamos la clasificación de los eventos que llevan
a fallas en las redes de comunicación, realizada en el libro de Rak et al. [6]:

Desastres Naturales

• Desastres Predecibles

◦ Inundaciones

◦ Incendios

◦ Huracanes

◦ Tornados

◦ Erupción de Volcanes

• Desastres Impredecibles

◦ Terremotos

Disrupciones Basadas en el Clima

• Tormentas Fuertes

• Neblinas

Desastres Basados en la Tecnoloǵıa

• Internos

◦ Errores de Software

◦ Fallas en Hardware

• Externos

◦ Fallas de Enerǵıa Eléctrica

Ataques Maliciosos

• Directos

◦ Pulsos Electromagnéticos

◦ Daño Distribuido al Servicio (DDoS Distributed Denial of Service)

4



1.2. Confiabilidad de Redes

◦ Destrucción F́ısica de Vértices o Aristas

• Indirectos

◦ Bombardeos

◦ Armas de Destrucción Masiva (WMD Weapons of Mass Destruc-
tion)

Por lo tanto, el diseño de dichos sistemas debe ser de forma tal que pueda en-
frentar dichas fallas y tratar de mitigar el daño o las pérdidas que puedan causar.
Los primeros trabajos dedicados a mejorar o maximizar la confiabilidad de las re-
des surgen junto con el telégrafo y el teléfono. Entre los art́ıculos más influyentes,
que proporcionaron las principales herramientas anaĺıticas para lidiar con la con-
fiabilidad, se encuentra el de Moore y Shannon [7] sobre redes conmutadas por relé.

Si pensamos en un grafo como representación de una red de comunicación,
un problema importante en esta área es poder determinar la confiabilidad de un
sistema a partir de la confiabilidad de sus componentes. Consideramos sistemas en
los cuales sus elementos pueden estar en dos posibles estados: operacional o falla
(up o down). Aunque uno puede fácilmente imaginarse sistemas en los cuales la
falla de un componente afecta las caracteŕısticas de otra, particularmente consi-
deraremos que el estado de un elemento es un evento aleatorio independiente del
estado de cualquier otro elemento. Asumimos que el estado de la componente i
es una variable aleatoria binaria, es decir, tiene una distribución de Bernoulli con
probabilidad de operación pi.

La confiabilidad de un sistema es entonces la probabilidad de que el grafo que
lo representa tenga alguna bondad o propiedad deseable. La medida más usada
comúnmente es la confiabilidad K-terminal, en la cual consideramos la probabi-
lidad de que un subconjunto K de vértices se puedan comunicar, esto es, que los
vértices de K pertenezcan a la misma componente conexa de G. El caso especial
en que K contiene todos los vértices de G, la métrica correspondiente, denomina-
da confiabilidad all-terminal, es la probabilidad de que G sea conexo. Otro caso
de estudio es cuando estamos interesados en la comunicación entre dos vértices
particulares, denominados fuente y terminal. Si denotamos a estos vértices por s
y t, la métrica asociada es conocida como confiabilidad fuente-terminal y se define
como la probabilidad de que exista en G al menos un camino entre s y t que tenga
todas sus aristas operativas.

En su forma más elemental, consideramos un grafo simple G cuyos vértices no
fallan, pero sus aristas fallan de forma independiente y con igual probabilidad ρ. La
confiabilidad all-terminal del grafo G, RG(ρ), mide la probabilidad de que el grafo
aleatorio resultante sea conexo. Se trata de un polinomio en una variable ρ y se
denomina polinomio de confiabilidad. Por conveniencia, en general se trabaja con
el polinomio de anti-confiabilidad, PG(ρ) = 1−RG(ρ) y representa la probabilidad
de que el subgrafo aleatorio resultante de la eliminación de las aristas que fallan
sea no conexo. Si notamos al total de conjuntos arista desconectores de tamaño k

5
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como mk(G), entonces, mediante regla de la suma, podemos expresar el polinomio
de anti-confiabilidad como:

PG(ρ) =
k=e∑
k=0

mk(G)ρk(1− ρ)e−k 1 (1.2)

Recordemos que e es el número total de aristas deG. El vectorm = (m0, . . . ,me)
se denomina vector arista desconector o simplemente vector de corte.

Recordemos que el mı́nimo cardinal de un conjunto arista desconector de un
grafo G se denota por λ. Por lo tanto, no hay ningún conjunto arista desconector
con menor cardinalidad que λ. Esto implica que:

mk(G) = 0 ∀ k < λ (1.3)

Por otro lado, recordemos que conectar n vértices requiere al menos e = n− 1
aristas y el grafo resultante es un árbol. Notamos por µ = e− (n− 1) = e− n+ 1
a la diferencia entre el número de aristas del grafo G y el número de aristas de un
árbol con n vértices. Por lo tanto, el número de subgrafos conexos que se obtienen
al eliminar µ aristas, es el número de árboles recubridores τ(G) y por ende:

mµ(G) =

(
e
µ

)
− τ(G) (1.4)

Finalmente, si quitamos una cantidad de aristas mayor que µ siempre obten-
dremos un grafo no conexo, y por lo tanto:

mk(G) =

(
e
k

)
∀ k > µ (1.5)

Por desgracia, hallar el vector de corte es una tarea intŕınsecamente dif́ıcil. De
hecho, Ball y Provan [8] formalmente demostraron que calcular el vector de corte
pertenece a la clase de problemas de conteo #P-Completos. Estos problemas de
conteo son por lo menos tan dif́ıciles como un problema NP-Completo, que son
presumiblemente problemas computacionalmente intratables [9]. El lector intere-
sado en aspectos de complejidad computacional puede consultar al clásico libro de
Garey y Johnson [10].

Por lo tanto, se requieren buenas estrategias para resolver estos problemas de
análisis de confiabilidad de redes. Un posible camino consiste en utilizar las técni-
cas de Monte Carlo para obtener un valor estimado. Varios autores han transitado
este camino y en este sentido recomendamos al lector a ver los trabajos de [11–16].

Una vez que hemos modelado una red y definido una medida de confiabilidad,
cabe preguntarse cómo podŕıamos diseñar una red que alcance la máxima confiabi-
lidad. Podŕıamos sintetizar el problema de la siguiente manera. Dados dos enteros

1Cabe destacar que esta ecuación aplica para multigrafos y pseudografos.
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positivos n y e tales que n ≥ 3 y 1 ≤ e ≤
(
n
2

)
y dado un número real ρ fijo tal

que ρ ∈ (0, 1), el problema consiste en encontrar un grafo simple con n vértices
y e aristas que minimice PG(ρ), para un valor de ρ fijo. Como hay una cantidad
finita de grafos simples con n vértices y e aristas, siempre existe un grafo simple
que minimiza PG(ρ), asumiendo un valor de ρ dado.

En la misma dirección, uno podŕıa también preguntarse si existe un grafo sim-
ple que tenga la mayor confiabilidad para todos los valores de ρ. Incluso podŕıamos
cuestionar qué sucede si permitimos aristas múltiples.

Como ya habrá notado el lector, todas estas preguntas son de interés y apli-
cación. Se ha hecho un gran recorrido en el afán de responder a estas preguntas
de más de medio siglo de investigaciones y desarrollo. Aún aśı muchas de estas
preguntas permanecen abiertas al d́ıa de hoy.

1.3. Estructura del Documento
Caṕıtulo 2 - Grafos Uniformemente Más Confiables

En este caṕıtulo se brindan resultados relativos a la existencia e inexistencia
de grafos simples uniformemente más confiables, con especial énfasis en los
resultados de existencia que brindan Boesch et al. [17] y Wang [18].

Caṕıtulo 3 - Multigrafos Uniformemente Más Confiables

En este caṕıtulo se extiende el estudio realizado anteriormente para el caso en
que se consideran multigrafos. En ese sentido, se realiza un revisión completa
de los resultados obtenidos por Gross y Saccoman [19], en primera instancia,
y luego por Romero [20].

Caṕıtulo 4 - Contribuciones

En este caṕıtulo se desarrolla de forma detallada un resultado novedoso que
culmina con la publicación de un art́ıculo de co-autoŕıa, donde se desarrolla
una prueba simplificada y unificada, que reúne los resultados dados en el
caṕıtulo anterior y además son extendidos a la clase de pseudografos.

Anticipamos al lector que los Caṕıtulos 2 y 3 requieren un estudio combinatorio
extenso e intrincado, lo cual realza el valor del Caṕıtulo 4 y en definitiva de toda
la Tesis.
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Caṕıtulo 2

Grafos Uniformemente Más Confiables

2.1. Introducción
En este caṕıtulo se realiza una revisión de trabajos fundacionales relativos a la

confiabilidad uniforme en el modelo all-terminal para grafos simples.

En primer lugar se brindan conceptos espećıficos sobre confiabilidad uniforme,
como también condiciones necesarias y suficientes para que un grafo sea uniforme-
mente más confiable.

Luego, se listan resultados relativos a existencia e inexistencia de grafos unifor-
memente más confiables, con especial énfasis en los resultados que brindan Boesch
et al. [17] y Wang [18]. Estos trabajos son de especial interés ya que sientan las
bases para el estudio de la temática y refieren a la existencia de grafos uniforme-
mente más confiables para los casos en que e ∈ {n− 1, n, n+ 1, n+ 2, n+ 3}.

2.2. Primeros Pasos
Dados dos enteros positivos n y e tales que n ≥ 3 y 1 ≤ e ≤

(
n
2

)
, denotaremos

como Ω(n, e) al conjunto de todos los multigrafos con n vértices y e aristas y por
Ωs(n, e) a la subclase de grafos simples.

Boesch en 1986 en su art́ıculo [21] fue el primero en observar que, a priori,
aquellos grafos que minimizan el polinomio de anti-confiabilidad para un valor de
ρ dado, puede que no sean los mismos para otro valor de ρ en el intervalo [0,1].
Bajo este razonamiento, el autor sintetiza el problema bajo la siguiente definición:

Definición 2. Un grafo G ∈ Ωs(n, e), es uniformemente óptimamente confiable
si RG(ρ) ≥ RH(ρ) para todo ρ ∈ [0, 1] y para todo grafo H ∈ Ωs(n, e).

Dichos grafos fueron llamados por Boesch como Uniformly Optimaly-Reliable
Graphs pero más tarde, Myrvold renombró esta clase de grafos como Uniformly
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Most-Reliable Graphs para evitar un trabalenguas [22]. Siguiendo el criterio de la
mayoŕıa de autores que trabajan en esta área, usaremos la sigla inglesa UMRG
para referirnos a dicha clase de grafos. Haciendo una traducción al español, nos
referiremos a dicha clase como Grafos Uniformemente Más Confiables.

En primer lugar, a partir de la Ecuación (1.2), podemos notar la siguiente
condición suficiente para la existencia de UMRG:

Corolario 1. Dado G un grafo perteneciente a la clase Ωs(n, e), si mk(G) ≤
mk(H) para todo k ∈ {0, 1, . . . , e} y para todo grafo H ∈ Ωs(n, e), entonces el
polinomio de anti-confiabilidad es uniformemente dominado, es decir, PG(ρ) ≤
PH(ρ) para todo ρ ∈ [0, 1] y para todo H ∈ Ωs(n, e) y por lo tanto G es UMRG.

Boesch conjetura en [21] que el rećıproco también es válido, aunque su demos-
tración aún permanece abierta.

Diremos que un grafo G ∈ Ω(n, e) es más fuerte que un grafo H ∈ Ω(n, e)
y lo notaremos como G ≥ H, si se verifica que mk(G) ≤ mk(H) para todo
k ∈ {0, 1, . . . , e}. También diremos que H es más débil que G. Notar que la relación
≥ es reflexiva y transitiva. Un grafo G es el más fuerte en una clase arbitraria Ω,
si G ≥ H para todo grafo H ∈ Ω. Cabe observar que si un grafo G ∈ Ωs(n, e) es
más fuerte que todos los grafos de su clase, entonces por el Corolario 1 obtenemos
que G es UMRG.

Es fácil ver que una condición necesaria para que un grafo sea UMRG es que
este sea localmente óptimo en un entorno de ρ = 0 y también en un entorno
de ρ = 1. En particular, si ρ es suficientemente chico, podemos aproximar el
polinomio de anti-confiabilidad pormλρ

λ(1−ρ)e−λ. Por lo tanto, para minimizar la
expresión anterior, debemos maximizar λ y minimizarmλ. Los grafos que satisfacen
lo antedicho se denominan λ-óptimos y formalmente se definen como:

Definición 3 (Grafos λ-óptimos). Sea λ̂ la máxima arista-conectividad sobre to-
dos los grafos pertenecientes a la clase Ωs(n, e). Un grafo Ĝ ∈ Ω(n, e) con arista

conectividad λ(Ĝ) = λ̂ se denominará λ-óptimo si mλ(Ĝ) es el mı́nimo sobre todos
los grafos en Ωs(n, e) con λ = λ̂.

Todo grafo localmente óptimo en un entorno de ρ = 0 es necesariamente λ-ópti-
mo. Además, los grafos λ-óptimos comparten polinomios de confiabilidad similares
en un entorno de ρ = 0, cuya diferencia está acotada [23]. Finalmente, en [24] los
autores brindan un método para construir grafos λ-óptimos para cualquier n y e
dado. No obstante, hasta la fecha no se han clasificado completamente todos los
grafos λ-óptimos, y en particular se conocen grafos simples que son localmente
óptimos dentro de su clase Ωs(n, e) solo para valores especiales de n y e.

Por el Lema de Handshaking el grado promedio de todos los vértices es preci-
samente igual a 2e/n. Si δ(G) denota el grado mı́nimo de todos los vértices de G,
entonces δ(G) ≤ 2e/n. Además, la arista conectividad λ(G) no puede ser mayor
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que δ(G), ya que se obtiene un corte si removemos todas las aristas incidentes a
un nodo fijo. Por lo tanto, δ(G) ≤ ⌊2e/n⌋. Harary en [25], construye grafos donde
la cota superior es en efecto alcanzada por los mismos. Dichos grafos son denomi-
nados, por obvias razones, grafos de Harary.

Por otro lado, si ρ tiende a 1, el polinomio de anti-confiabilidad es equivalente
a mµ(G)ρµ(1 − ρ)n−1, con µ = e − n + 1. Entonces, es necesario minimizar el
coeficiente mµ(G) o equivalentemente maximizar su complemento τ(G), es decir el
número de árboles recubridores. Un grafo de la clase Ωs(n, e) es t-óptimo si tiene
el máximo número de árboles recubridores en su clase. Se define, entonces:

Definición 4 (Grafo t-óptimo). Un grafo G ∈ Ωs(n, e) es t-óptimo si τ(G) ≥ τ(H)
para todo grafo H ∈ Ωs(n, e).

Es fácil ver que todo grafo UMRG debe ser t-óptimo y λ-óptimo. Boesch con-
jetura en [21] que, dados dos enteros positivos n y e tales que 1 ≤ e ≤

(
n
2

)
siem-

pre existe un grafo simple que es UMRG dentro de la clase Ωs(n, e). Una forma
de refutar dicha conjetura es encontrar un grafo t-óptimo G ∈ Ωs(n, e) tal que
τ(G) > τ(H) para todo H ∈ Ωs(n, e) que no sea λ-óptimo. Una conjetura más
débil que postula el mismo autor es que todo grafo t-óptimo también es λ-ópti-
mo. Actualmente es sabido que ambas conjeturas son falsas y un contraejemplo
se obtiene tomando G1 y G2 pertenecientes a la clase Ωs(6, 11), presentados en la
Figura 2.1, donde se cumple que G1 es t-óptimo, mientras que G2 es λ-óptimo. El
lector puede encontrar mayores detalles en el art́ıculo desarrollado por Myrvold et
al. [26].

Figura 2.1: El grafo t-óptimo G1 (izq.) difiere de G2 λ-óptimo (der.) cuando (n, e) = (6, 11).

De hecho, se han encontrado infinitos contraejemplos a la conjetura de Boesch
sobre la existencia de UMRG [26–28]. La estrategia utilizada por todos ellos es
siempre la misma. Se considera un grafo que es localmente óptimo para ρ en un
entorno de 0 o 1. Luego, se muestra que existe otro grafo, distinto, que tiene mayor
confiabilidad en el otro extremo del intervalo [0, 1], que el grafo inicialmente con-
siderado. De esta forma se prueba que no existe un grafo que sea uniformemente
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más confiable.

Kelmans proporciona un esbozo de la prueba respecto a la no existencia de
UMRG en su art́ıculo de 1981 [27]. Posteriormente, Myrvold et al. realizan una
prueba formal [26]. Ellos prueban que para valores de n par, con n ≥ 6 y e =(

n
2

)
− n+2

2 , o para valores de n impar, con n ≥ 7 y e =
(

n
2

)
− n+5

2 , no existen
UMRG. El caso más pequeño ocurre cuando n = 6 y e = 11 y se ilustra en la
Figura 2.1.

Años más tarde, Brown y Cox [28] cubren otra familia infinita de contraejem-
plos para valores de (n, e) que satisfacen

(
n
2

)
− n ≤ e <

(
n
2

)
− ⌊n2 ⌋ y n ≥ 6.

La técnica de demostración de inexistencia suele basarse en el siguiente Lema
de Brown y Cox.

Lema 1 ( [28]). Sean G y H pertenecientes a la clase Ωs(n, e). Notemos µ =
e− n+ 1. Consideremos los polinomios de anti-confiabilidad:

PG(ρ) =
e∑

k=0

mk(G)ρk(1− ρ)e−k

PH(ρ) =
e∑

k=0

mk(H)ρk(1− ρ)e−i

Supongamos que para algún entero no negativo j y l con l ≤ j ≤ µ, mk(G) =
mk(H) para 0 ≤ k < l y mk(G) = mk(H) para j < k ≤ µ. Entonces:

1. ml(G) < ml(H) implica que PH(ρ) > PG(ρ) para valores de ρ suficiente-
mente cercanos a 0.

2. mj(G) < mj(H) implica que PH(ρ) > PG(ρ) para valores de ρ suficiente-
mente cercanos a 1.

Demostración. Sean G y H dos grafos pertenecientes a la clase Ωs(n, e), conside-
ramos la resta de sus polinomios de anti-confiabilidad:

PH(ρ)− PG(ρ) =

=

µ∑
k=0

(mk(H)−mk(G))ρk(1− ρ)e−k

= ρl(1− ρ)e−j
j∑

k=l

(mk(H)−mk(G))ρk−l(1− ρ)j−k

= ρl(1− ρ)e−j
[
(ml(H)−ml(G))(1− ρ)j−l + · · ·+ (mj(H)−mj(G))ρj−l

]
A partir de esto, podemos ver que si ml(H) > ml(G) entonces para ρ cercanos a
0 tenemos que PH(ρ) − PG(ρ) > 0, es decir, PH(ρ) > PG(ρ). De forma similar, si
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mj(H) > mj(G), entonces, para valores de ρ cercanos a 1 se verifica que PH(ρ)−
PG(ρ) > 0 y por lo tanto PH(ρ) > PG(ρ).

Para toda familia de grafos simples, siempre existe un grafo t-óptimo para
valores de ρ cercanos a 0. De la misma forma, siempre existe un grafo λ-óptimo
para valores de ρ cercanos a 1. La clave es notar que para una familia de grafos
dada, si existe un grafo que tiene la mayor confiabilidad para valores de ρ cercanos
a 0, pero no tiene la mayor confiabilidad para valores de ρ cercanos a 1, entonces
no existe un grafo uniformemente más confiable.

2.3. Sobre la Existencia de UMRG
Centrémonos a continuación en los casos para los cuales se ha demostrado la

existencia de UMRG. El primer trabajo hecho al respecto fue en 1991 por Boesch
et al. [17].

Cabe tener presente que todo grafo conexo con e = n − 1 es un árbol (Teore-
ma 1) y todos poseen el mismo polinomio de confiabilidad. Por lo tanto, todos los
árboles son UMRG. Observemos que este sencillo ejemplo muestra que un grafo
UMRG puede existir, pero no ser único.

En el caso e = n los autores identifican a los ciclos como UMRG, que son los
únicos de esta clase que cumplen m1 = 0. Teniendo en cuenta que en esta clase, al
remover cualquier cantidad de aristas mayor que uno se tiene siempre desconecto-
res, los ciclos minimizan todas las coordenadas del vector m⃗. Por el Corolario 1,
resulta que los ciclos son UMRG.

Para e = n + 1, tenemos tres términos que deben ser minimizados: m0, m1 y
m2, ya que µ = e− n+ 1 = 2 y por lo tanto, mk(G) =

(
e
k

)
para todo k > µ = 2.

Además, teniendo en cuenta que λ ≤ δ ≤ ⌊2e/n⌋, el máximo valor de λ es 2,
por lo tanto un grafo λ-óptimo también minimiza m2. Bauer et al. en [24] brinda
construcciones de grafos λ-óptimos, a través del Teorema 2.

Teorema 2 ( [24]). Sean n y e dos enteros positivos tales que λ = ⌊2e/n⌋ = 2,
y sea G2(n, e) el conjunto de todos los grafos G pertenecientes a Ωs(n, e) tales que
λ(G) = 2. Escribiremos e = p+n = 3ps+l, donde 0 ≤ l ≤ 3p. Entonces, todo grafo
G ∈ G2(n, e) que minimiza m2 tiene n − 2p vértices de grado 2 uniformemente
insertados en una destilación 3-regular de 2p vértices con arista conectividad 3.
Más espećıficamente, l aristas de la destilación de G tiene s vértices de grado 2 y
las restantes 3p− l aristas tienen s− 1 vértices de grado 2. En particular:

m2(G) = l

(
s+ 1
2

)
+ (3p− l)

(
s
2

)
Observar que si G ∈ Ωs(n, n + 1) cumple con las hipótesis del Teorema 2,

entonces G es min-m0 y min-m1, puesto que G posee arista conectividad 2 y en
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particular m0(G) = m1(G) = 0. Como G es min-m2, entonces por el Corolario 1
se sigue que todo G ∈ Ωs(n, n + 1) que cumpla con las hipótesis del Teorema 2
es UMRG. Espećıficamente, su construcción comienza con dos vértices unidos por
tres aristas. Luego, un total de n−2 vértices deben ser insertados en dichas aristas
de forma tal que el número de vértices en cada cadena difiere a lo sumo en 1. Esto
es únicamente alcanzado escribiendo en primer lugar n + 1 = 3s + l para algún
0 ≤ l ≤ 2 y luego insertando s vértices en l cadenas y s−1 vértices en las restantes
3− l cadenas. El resultado es lo que se denomina un grafo θ balanceado.

a b c

Figura 2.2: El grafo θ.

Otra forma de probar lo antedicho es observar que mediante el teorema de
caracterización de West [5], todo grafo 2-conexo es aumentación secuencial de
aristas y subdivisiones de aristas de un ciclo. Luego, los grafos θ, también co-
nocidos en literatura como grafos de Monma, son los únicos grafos 2-conexos
dentro de la clase Ωs(n, n + 1). Sean a, b y c las respectivas longitudes de los
caminos del grafo θ (ver Figura 2.2). Mediante combinatoria elemental, se de-
duce que m2(a, b, c) =

(
a
2

)
+

(
b
2

)
+

(
c
2

)
, que se debe minimizar bajo la restric-

ción a + b + c = n + 1, con a, b y c naturales. Como m2(a, b, c) es una fun-
ción invariante bajo la permutación de a, b y c, se puede asumir, sin perder
generalidad, que a ≥ b ≥ c ≥ 1 y si a > c + 1 se obtiene directamente que
m2(a − 1, b, c + 1) < m2(a, b, c), por lo que a, b y c no pueden diferir en más de
una unidad y volvemos a obtener el grafo θ balanceado, que es UMRG en su clase
de grafos simples Ωs(n, n+ 1).

El estudio que brindan Boesch et al. para e = n + 2 es más extenso, y ya
brinda evidencias de lo complejo que es la construcción de UMRG y respecti-
vas demostraciones. Si consideramos grafos λ-óptimos, minimizamos el término
m2, ya que el valor máximo de λ es 2. Luego, un grafo t-óptimo minimizaŕıa el
término m3, dado que µ = e − n + 1 = 3. Las construcciones que Bauer et al.
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2.3. Sobre la Existencia de UMRG

nos proporcionan en este caso para grafos λ-óptimos, se obtienen de la inserción
de n − 2 vértices en las aristas de K4 de forma que el largo de las cadenas difie-
ran a lo sumo en 1. El análisis que realizan Boesch et al. se basa en probar que
estos grafos son también t-óptimos y por lo tanto resultan UMRG. Para definir
la correspondiente familia de grafos, la cual notaremos por K(n, n + 2), prime-
ro observe que K4 acepta una arista partición en tres emparejamientos perfectos,
E(K4) = {e1, e2} ∪ {e3, e4} ∪ {e5, e6}. Considere la división natural n− 4 = 6s+ r
para algún r ≤ 5. Debemos insertar n− 4 vértices en seis aristas de forma que los
largos de las cadenas resultantes son lei = s+ 2 si i ≤ r o lei = s+ 1 en otro caso.
La Figura 2.3 representa el grafo K(n, n+2) para el caso particular en que n = 11.

1

7

3 5

6 4

2

Figura 2.3: Grafo K(n, n+ 2). El ejemplo ilustra en particular el grafo K(11, 13).

Para lograr probar que el grafo anteriormente descripto es t-óptimo, los autores
de [17] utilizan algunos resultados intermedios respecto a esta clase de grafos, los
cuales serán presentados a continuación. Sea u y v cualquier par de vértices de un
grafo G. Utilizamos la notación G/(uv) para representar al grafo que se obtiene al
identificar los vértices u y v. Notemos que este puede resultar en un multigrafo. Si
u y v son extremos de una arista x, también denotamos por (uv) a dicha arista. La
notación G− x es usada para denotar al grafo que se obtiene al remover la arista
x de G, mientras que G∗x denota el grafo que se obtiene al contraer la arista x de
G. Se mantiene la misma aclaración anterior. Luego, a partir de la regla de arista
sustracción-contracción [29], tenemos que :

τ(G) = τ(G− x) + τ(G ∗ x) (2.1)

En primer lugar, veamos el Teorema 3, el cual utiliza como concepto base la
Proposición 1 del caṕıtulo anterior.

Teorema 3. Dados dos enteros positivos n y e tales que e ≥ n ≥ 3 y dado G un
grafo en Ωs(n, e). Si G es t-óptimo, entonces G es 2-conexo.
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Idea de la Demostración [17]. Supongamos que G no es 2-conexo y tiene bloques
(componentes conexas) B1, . . . , Bm. Claramente:

τ(G) =

m∏
k=1

τ(Bk)

y τ(G) no depende de cómo estén interconectados los bloques. Como e > n − 1,
debe haber al menos un bloque que sea 2-conexo, el cual asumiremos sin perder
generalidad que es B1. Sea B2 otro bloque que tenga un vértice en común con B1.
Consideremos la transformación G′ = B1 ∪ B2 − (uv) + (uw), donde (uv) es una
arista de B1 incidente al punto de corte v y w ̸= v es cualquier otro nodo de B2.
Ver Figura 2.4.

u

v

w

B1 B2

Figura 2.4: Transformación que aumenta el número de árboles.

Se demostrará que τ(G′) > τ(B1∪B2), es decir, la transformación considerada
aumenta el número de árboles recubridores y por lo tanto contradice la hipótesis
de que G es t-óptimo. Se puede repetir la operación para cada una de las compo-
nentes conexas y concluir entonces que G debe ser 2-conexo.

Introduciremos una función inyectiva σ que mapea los árboles recubridores de
B1 ∪ B2 en los árboles recubridores de G′. Para ello, partiremos el conjunto de
árboles de B1 ∪ B2 en Tx, para aquellos árboles que contienen la arista x = (uv)
y Tx̄ para aquellos que no contienen la arista x. Para todo árbol T de Tx̄, σ es la
identidad, ya que T es un árbol de G′. Ahora, para cada árbol T de Tx, T −x tiene
dos componentes: una que contiene a u y otra que contiene a v. En particular, la
componente que contiene a v también contiene a T ∩B2. Por lo tanto, T −x+(uw)
es un árbol de G′. A continuación, mostraremos que hay un árbol de G′ que no
es generado por σ. Para ello, notemos que B2 − v es conexo ya que B2 es o bien
2-conexo, o bien esta formado por tan solo una arista. En cualquier caso, podemos
encontrar un árbol T2 de B2 − v. Además, como B1 es 2-conexo, existe un árbol
T1 de B1 − x. Claramente, T1 ∪ T2 es un bosque de dos componentes, con v en
una componente y w en otra. Por lo tanto, T ′ = T1 ∪ T2 + (uw) es un árbol de
G′. Además T ′ no es generado por σ, ya que todo árbol en Tx o Tx̄ debe contener
alguna arista de B2 que sea incidente a v.
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Diremos que un grafo G tiene dos o más cadenas paralelas, si comparten sus
vértices extremos. Los autores prueban, en primer lugar, que si G es t-óptimo,
entonces no puede tener cadenas paralelas, a menos que sean triviales.

Teorema 4 ( [17]). Si G ∈ Ωs(n, e) es t-óptimo, con e ≥ n + 2 ≥ 6, entonces si
G tiene dos cadenas paralelas, ambas son triviales.

Luego, sea G un grafo t-óptimo con e = n + 2 y n ≥ 5, consideramos su des-
tilación D(G). Entonces, todo nodo de D(G) tiene grado mayor o igual a 3, ya
que todas las cadenas fueron reemplazadas por una arista. Luego, por el Lema de
Handshaking tenemos que 2(n + 2) = 2e =

∑
d(vi) ≥ 3n, entonces el número de

vértices de D(G) debe ser a lo sumo 4. Por ende, hay solo 3 posibles destilaciones
de G, las cuales se muestran en la Figura 2.5.

u

v

v

w u

uv

wx

Figura 2.5: Posibles destilaciones D(G)

Del Teorema 4, inmediatamente se puede descartar el primer grafo propuesto
como destilación de G en la Figura 2.5, puesto que G tendŕıa cadenas no triviales
paralelas. Luego, para el caso de la segunda destilación propuesta, los vértices solo
se pueden insertar en la arista (vu). El número de árboles recubridores de dicho
grafo es 4(n − 1), que es menor que 6n − 11, siendo este el número de árboles
recubridores del grafo que se obtiene al insertar un nodo en la arista (uv) y los
restantes vértices en la arista (uv). Por lo tanto, resulta que D(G) = K4.

Por último, los autores de [17] encuentran la mejor secuencia de inserción de
vértices, que resulta ser la anteriormente descripta. Además, conjeturan que una
metodoloǵıa similar de subdivisiones elementales partiendo del grafo bipartito com-
pleto K3,3 resulta en la familia de UMRG para el caso e = n + 3. Esta conjetura
fue demostrada formalmente por Wang en [18].

El razonamiento que hay detrás es similar al utilizado por Boesch et al. ante-
riormente. Se prueba que los grafos UMRG no admiten cadenas paralelas, que
todas las cadenas deben diferir a lo sumo en 1 y que la destilación debe ser
K3,3. A continuación daremos una definición expĺıcita de la familia de grafos
UMRG obtenida, Gu(n, n + 3). Primero, consideremos una partición arbitraria
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del conjunto de aristas de K3,3 en tres emparejamientos perfectos: E(K3,3) =
{e1, e2, e3}∪{e4, e5, e6}∪{e7, e8, e9}. Consideremos la división natural n−6 = 9s+r,
para algún r ≤ 8. Los largos de las respectivas cadenas son lei = s+ 2, si i ≤ r o
lei = s+ 1 en el otro caso. En la Figura 2.6 el grafo Gu(n, n+ 3) es representado
para n = 16. Los vértices negros representan la inserción de vértices y sus etiquetas
el respectivo orden de inserción. El proceso de inserción de vértices es periódico
con peŕıodo 9. En este caso le1 = 3 y lei = 2 para todo i ∈ {2, . . . , 9}.

1
2

3
4

5

67

8

9

10

Figura 2.6: Grafo Gu(n, n+ 3). El ejemplo ilustra en particular el grafo Gu(16, 19).

El progreso respecto a la existencia de grafos UMRG es lento y casos particula-
res de n y e fueron recientemente cubiertos. Myrvold, en un análisis computacional,
determina todos los UMRGs con 8 vértices o menos [30]. A su vez, determina los
pares (n, e) con n ≤ 8 para los cuales no existe UMRG. Ath y Sobel [31] conjetura-
ron la forma de candidatos a UMRGs para aquellas clases de grafos con co-rango
µ ∈ {5, 6, 7, 8} y cantidad de vértices n ≥ 2µ − 2. A partir de evidencia compu-
tacional, los autores conjeturan que ciertas subdivisiones de los grafos de Wagner,
Petersen, Yutsis y Heawood son UMRG para los respectivos co-rangos. Hasta la fe-
cha solo se ha demostrado que los grafos de Wagner [32], Petersen [33] y Yutsis [34]
son UMRGs en las clases Ωs(8, 12), Ωs(10, 15) y Ωs(12, 18), respectivamente. Para
la clase Ωs(14, 21) solo se tiene evidencia computacional de la t-optimalidad del
grafo de Möbius-Kantor [35].

Boesch et al. establecen originalmente, sin una prueba matemática, que el gra-
fo K4,4 es UMRG. Esta afirmación fue probada de forma computacional en [30]
y de forma anaĺıtica en [36]. Otro grafo no trivial 4-regular que se prueba que es
UMRG es K3 ∩ C4 con 7 vértices.

Salvando los resultados anteriormente presentados, encontraremos resultados
de existencia o inexistencia sobre el rango de grafos densos. Para ello, haremos
la distinción entre aquellos grafos simples con n vértices y e aristas que verifican(
n
2

)
− ⌊n/2⌋ ≤ e ≤

(
n
2

)
y aquellos que verifican

(
n
2

)
− n ≤ e ≤

(
n
2

)
− ⌊n/2⌋.
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2.3. Sobre la Existencia de UMRG

Petersen Yutsis

Heawood Möbius-Kantor

Figura 2.7: Petersen y Yutsis son UMRG. Se presume que los grafos de Heawood y
Möbius-Kantor también son UMRG.

K3 ∪ C4 K4,4

Figura 2.8: Los grafos regulares UMRG conocido son K5, K6 menos un emparejamiento,
K3 ∪ C4 (izq) y K4,4 (der).

Kelmans [27] y Satyanarayana et al. [37] encontraron de forma independien-
te una operación que incrementa la confiabilidad, llamada swing surgery. Esta
operación, bajo ciertas circunstancias, proporciona un grafo uniformemente más
confiable y puede ser combinado con el conteo de conjuntos de corte para encontrar
nuevos UMRG.
Una interpretación de la operación swing surgery en los grafos complementarios
implica que Kn menos un emparejamiento define un UMRG [27]. Esta es una prue-
ba topológica alternativa para la t-optimalidad de Kn menos un emparejamiento,
que fue establecida por Shier usando la Teoŕıa Algebraica de Grafos [38].

Continuando con aquellos grafos simples que verifican que
(
n
2

)
− ⌊n/2⌋ ≤

e ≤
(
n
2

)
, nos encontramos con el resultado de inexistencia que demostraran Kel-
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Caṕıtulo 2. Grafos Uniformemente Más Confiables

mans [27] y Myrvold [26] de forma independiente y que plasmaremos en el siguiente
teorema.

Teorema 5. Para n ≥ 6, n par y e =
(
n
2

)
− n+2

2 y para n ≥ 7, n impar y
e =

(
n
2

)
− n+5

2 , no existe grafo UMRG en la clase Ωs(n, e).

Pasando al otro intervalo sobre el cual hemos hecho la distinción, más recien-
temente Brown and Cox [28] cubren parcialmente el rango de los pares (n, e) tales
que

(
n
2

)
− n ≤ e ≤

(
n
2

)
− ⌊n/2⌋. El resultado obtenido por los autores se enuncia

en el siguiente teorema.

Teorema 6. Sea n ≥ 6 y e =
(
n
2

)
− (n − k), donde 1 ≥ k ≥ n/2, entonces

no existe grafo UMRG en la clase Ωs(n, e) si se verifica alguna de las siguientes
afirmaciones:

1. k = 1 y n ≡ 1 (mod 3);

2. n− 2k ≡ 1 (mod 3), k ̸= 1 y k ̸= (n− 1)/2

3. n− 2k ≡ 2 (mod 3) y k ̸= 1

Luego, Archer et al. [39] caracterizaron completamente los grafos simples UMRG
para aquellos casos en que n ≥ 5 es impar y e =

(
n
2

)
− n+1

2 o e =
(
n
2

)
− n+3

2 . Los
grafos complementarios a estos UMRG son un emparejamiento más P3 o C3, res-
pectivamente.

De manera sumamente generosa el Dr. Eduardo Canale nos permite usar una
figura de su autoŕıa, que ilustra todos los UMRG conocidos hasta ahora en fun-
ción de los posibles pares (n, e). Los puntos rojos representan los pares de (n, e)
donde es sabido que no existe UMRG, mientras que los puntos verdes representan
los pares donde śı existen. Las ĺıneas rectas incluyen los infinitos pares donde se
conjetura que existen grafos UMRG [31,35]. Los UMRG conocidos están represen-
tados en cada par (n, e), exceptuando los grafos completos o casi-completos para
evitar superposiciones. Esta constelación se puede apreciar en la Figura 2.9.
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c = 4

c = 5

c = 6

c = 7

c = 8

c = 9

c = 10

◦

◦

◦

◦

Figura 2.9: Grafos UMRG encontrados hasta ahora en función de (n, e). (Figura elaborada
por Dr. Eduardo Canale).
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Caṕıtulo 3

Multigrafos Uniformemente Más
Confiables

3.1. Introducción
En este caṕıtulo pasaremos a considerar multigrafos, es decir, permitiremos

más de una arista entre un par de vértices. En ese caso, nos referiremos a cada una
de ellas como arista múltiple. Un arista doble consiste en dos aristas múltiples, una
arista triple consiste en tres aristas múltiples y aśı sucesivamente. Si existe solo
una arista entre dos vértices, entonces la llamaremos arista simple. Por lo tanto,
usamos el término multigrafo para referirnos a grafos que contienen al menos una
arista múltiple pero no contienen lazos y llamaremos grafos simples a los grafos
que no tienen aristas múltiples ni lazos.

Cabe preguntarse entonces qué ocurre cuando agregamos redundancia en las
aristas. ¿Acaso esto aumenta la confiabilidad respecto a los grafos simples? ¿O
por el contrario, quizás la diversidad en las conexiones es lo que determina que un
grafo sea UMRG? Los grafos simples UMRG que hemos descripto en el caṕıtulo
anterior, ¿seguirán siendo UMRG en esta clase extendida de multigrafos?

En principio, Gross y Saccoman [19] demostraron que los grafos simples unifor-
memente más confiables dados por Boesch et. al. [17], también son uniformemente
más confiables cuando extendemos las clases para incluir multigrafos. A su vez,
conjeturaron que para e = n+ 3 ocurre lo mismo.

Un trabajo de Pablo Romero [20] prueba que la conjetura anterior es correcta.
Posteriormente, en un art́ıculo de co-autoŕıa que fuera recientemente publicado [1],
se propone una prueba simplificada y unificada, que reúne los resultados dados en
los trabajos anteriores. Este último art́ıculo será desarrollado en su totalidad en el
Caṕıtulo 4.



Caṕıtulo 3. Multigrafos Uniformemente Más Confiables

3.2. Trabajos Previos
Si bien puede resultar intuitivo y evidente extender la definición hecha para

grafos simples de UMRG para el caso en que consideramos multigrafos, nos parece
oportuno plasmarla a continuación.

Definición 5. Un grafo G ∈ Ω(n, e) es UMRG en su clase de multigrafos si
RG(ρ) ≥ RH(ρ) para todo H ∈ Ω(n, e) y para todo ρ ∈ [0, 1].

A continuación, con el objetivo de adentrarnos y entender en profundidad el
razonamiento que hay detrás del art́ıculo de Gross y Saccoman, haremos un desa-
rrollo exhaustivo del mismo. El lector puede encontrar mayores detalles en [19].

En primer lugar, demuestran que la ubicación de un puente en un grafo, no
tiene relevancia en relación a los coeficientes mi.

A su vez, establecen que un grafo que contiene un ciclo y una arista colgante,
tiene una cantidad de conjuntos de corte mi mayor o igual que la de un grafo en
la misma clase con un ciclo mayor y sin la arista colgante.

A partir de estas dos observaciones, podemos concluir que dado un grafo G
que tiene un puente, existe un grafo G′ en la misma clase, sin puentes, tal que
P (G′, ρ) < P (G, ρ), para todo 0 < ρ < 1. La siguiente proposición es una conse-
cuencia inmediata:

Proposición 2. Si existe un grafo G sin puentes en la clase Ω(n, e) tal que
P (G, ρ) ≤ P (H, ρ) para todo grafo H sin puentes en la clase Ω(n, e) y para todo
ρ, 0 < ρ < 1, entonces G es UMRG.

De esta forma, hemos limitado los casos de estudio únicamente a grafos sin
puentes.

Nótese que los únicos multigrafos conexos en la clase Ω(n, n− 1) son árboles y
todos ellos tienen mi =

(
n − 1

i

)
, i ≤ 1. Por lo tanto, los árboles son UMRG en la

clase Ω(n, n− 1).

Por otro lado, no existen multigrafos sin puentes en la clase Ω(n, n). Los únicos
grafos conexos sin puentes en esta clase son los ciclos de n vértices. Por la Propo-
sición 2, Cn es el único grafo uniformemente más confiable en la clase Ω(n, n).

Estudiaremos ahora la existencia de UMRG en la clase de multigrafos Ω(n, n+
1). A ráız de la Proposición 2, solo debemos considerar los multigrafos sin puentes
en esta clase. En primer lugar, notamos que los grafos a considerar deben tener
solo una arista repetida y no más de una. Si consideráramos más de una arista
repetida, obtendŕıamos árboles con dos aristas múltiples, los cuales poseen puentes,
o directamente obtendŕıamos grafos no conexos. Por lo tanto, nuestra búsqueda se
limita a ciclos con una arista repetida. Se desprende que los únicos grafos posibles
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3.2. Trabajos Previos

son: ciclos con n vértices y una arista repetida cualquiera, el cual llamaremos H1,
o ciclos con n − 1 vértices y una arista doble colgante, el cual llamaremos H2.
Ambos grafos se ilustran en la Figura 3.1.

Figura 3.1: Grafos H1 (izq) y H2 (der) ∈ Ω(n, n+ 1).

Si removemos tres o más aristas de cualquier grafo en la clase Ω(n, n+ 1), re-
sulta en un grafo no conexo. Por lo tanto, mi =

(
n + 1

i

)
para todo i ≥ 3. Además,

al considerar grafos conexos y sin puentes, tenemos que m0 = m1 = 0. Entonces, el
único valor que diferencia un grafo conexo y sin puentes, de otro, es el coeficiente
m2.

Dado que m2(H1) =
(

n − 1
2

)
<

(
n − 1

2

)
+ 1 = m2(H2), H1 es el multigrafo

uniformemente más confiable de la clase Ω(n, n+1) y resta compararlo con el grafo
simple UMRG.

En los caṕıtulos anteriores, vimos que el grafo simple UMRG en la clase
Ωs(n, n+ 1) es el grafo θ balanceado. Si denotamos por r, s y t a los largos de los
caminos que conforman el grafo θ, decimos que este es balanceado si verifica que
|r − s| ≤ 1, |r − t| ≤ 1 y |t− s| ≤ 1.

Para el cálculo del coeficiente m2 de un grafo θ, tenemos en cuenta que para
desconectar dicho grafo debemos remover dos aristas de un mismo camino. Por lo
tanto, m2(θ) =

(
r
2

)
+
(

s
2

)
+
(

t
2

)
.

Finalmente, si comparamos el grafo θ balanceado con el multigrafo H1, resulta
que:

m2(H1)−m2(θ) =
(

n − 1
2

)
−
(

r
2

)
−
(

s
2

)
−
(

t
2

)
> 0

Corresponde ahora el estudio sobre la existencia de UMRG en la clase de mul-
tigrafos Ω(n, n + 2). Para ello, se describen a continuación cuatro construcciones
que conducen a la obtención de todos los multigrafos sin puentes. La estrategia
a seguir es la misma que para la clase anterior. Para cada construcción determi-
naremos el multigrafo uniformemente más confiable, luego buscaremos el mayor
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Caṕıtulo 3. Multigrafos Uniformemente Más Confiables

multigrafo uniformemente más confiable entre las cuatro construcciones y final-
mente lo compararemos con el grafo simple UMRG en la clase Ω(n, n+ 2).

Diremos que un grafo es del Tipo 1, si se construye de la siguiente manera:

1. Comience con tres aristas entre dos vértices

2. Inserte n− 2 vértices de forma aleatoria en las 3 aristas

3. Duplique una de las aristas

En la Figura 3.2 podrán observar los multigrafos que se construyen de esta
forma. Entre ellos se encuentran:

M1: θ − grafos con una arista repetida

M2: n− ciclos con una arista triple

M3: n− ciclos con dos aristas dobles

M4: n− ciclos con una oreja y una arista repetida

M5: n− ciclos con una oreja doble

Figura 3.2: Grafos Tipo 1 en ∈ Ω(n, n+ 2). De izquierda a derecha M1, . . . ,M5.

Si removemos cuatro o más aristas de cualquier grafo en la clase Ω(n, n+2) re-
sulta en un grafo no conexo. Por lo tanto, mi =

(
n + 2

i

)
para todo i ≥ 4. Además,

al considerar grafos conexos y sin puentes tenemos que m0 = m1 = 0. Entonces,
los únicos valores que diferencian un grafo conexo y sin puentes de otro son los
coeficientes m2 y m3.

Denotamos r al número de aristas simples contenidas en el camino que contiene
la arista doble, s al número de aristas simples en el segundo camino y n − r − s
al número de aristas simples en el tercer camino. La única forma de desconectar
un grafo Tipo 1 eliminando dos aristas es removiendo dos aristas simples de un
mismo camino. Por lo tanto:

m2 =

(
r
2

)
+

(
s
2

)
+

(
n− r − s

2

)
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3.2. Trabajos Previos

Luego, tenemos tres formas de desconectar removiendo tres aristas. Removien-
do tres aristas simples cualesquiera, removiendo dos aristas simples de un mismo
camino y una arista de la arista doble, o removiendo la arista doble y una arista
simple del mismo camino que contiene dicha arista doble. Por lo tanto:

m3 =

(
n
3

)
+ 2

((
r
2

)
+

(
s
2

)
+

(
n− r − s

2

))
Como ya sabemos, ambas expresiones anteriores se minimizan cuando r =

⌊n/3⌋ y s = ⌈n/3⌉. Es decir, el grafo uniformemente más confiable de Tipo 1 es
el grafo θ balanceado con una arista repetida, al cual llamaremos M∗

1 . De todos
modos, para dar fundamento a esta afirmación y puesto que será de utilidad para
los casos subsiguientes, traemos a continuación la siguiente proposición.

Proposición 3 (Proposition 6 [19]). Sea n un entero positivo fijo y sean r y s dos
enteros no negativos. Entonces:

1. La expresión
(

r
2

)
+

(
n − r

2

)
se minimiza cuando r = ⌊n/2⌋

2. La expresión
(

r
2

)
+

(
s
2

)
+

(
n − r − s

2

)
se minimiza cuando r = ⌊n/3⌋ y

s = ⌈n/3⌉

3. La expresión
(

r
2

)
+

(
n − r

2

)
+ r/2 se minimiza cuando r = ⌊n/2⌋

4. La expresión
(

r
2

)
+
(

s
2

)
+
(

n − r − s
2

)
+ r/2 se minimiza cuando r = ⌊n/3⌋

y s = ⌈n/3⌉

Para el detalle del cálculo de los coeficientes m2(M
∗
1 ) y m3(M

∗
1 ) dividimos en

3 casos, en función del valor k = n mod 3 = 0, 1, 2.

k = 0

m2 = 3

(
n
3
2

)
=

n2 − 3n

6

m3 =

(
n
3

)
+ 6

(
n
3
2

)
+

n

3
=

n3 − n2 − 2n

6

k = 1

m2 = 2

(
n−1
3
2

)
+

(
n+2
3
2

)
=

n2 − 3n+ 2

6

m3 =

(
n
3

)
+ 2m2 +

n− 1

3
=

n3 − n2 − 2n+ 2

6

k = 2
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m2 =

(
n−2
3
2

)
+ 2

(
n+1
3
2

)
=

n2 − 3n+ 2

6

m3 =

(
n
3

)
+ 2m2 +

n− 2

3
=

n3 − n2 − 2n

6

Continuando con las posibles construcciones, diremos que un grafo es del Tipo
2 si se construye de la siguiente manera:

1. Comience con tres aristas entre dos vértices

2. Inserte n− 3 vértices de manera aleatoria en las tres aristas de forma que al
menos dos de las aristas reciban vértices

3. Conecte una arista doble colgante en cualquiera de los vértices insertados
anteriormente

Los multigrafos que pueden obtenerse mediante la construcción descripta an-
teriormente, se pueden apreciar en la Figura 3.3 y son:

M6. θ − grafos con una arista doble colgante

M7. (n− 1)− ciclos con una oreja y una arista doble colgante

Figura 3.3: Grafos Tipo 2 en Ω(n, n+ 2): M6 (izq) y M7 (der)

Hay dos formas de desconectar un multigrafo Tipo 2 mediante la remoción de
dos aristas. O bien quitamos dos aristas simples de un mismo camino, o quitamos
la arista doble colgante. De esta forma:

m2 =

(
r
2

)
+

(
s
2

)
+

(
n− r − s

2

)
+ 1

Por otro lado, existen tres formas de desconectar los multigrafos quitando
tres aristas. Removiendo tres aristas simples cualesquiera, o quitando dos aristas
simples de un mismo camino y una de las aristas dobles, o quitando la arista doble
colgante y cualquier otra arista. Por lo tanto:
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m3 =

(
n
3

)
+ 2

((
r
2

)
+

(
s
2

)
+

(
n− r − s

2

))
+ n

De acuerdo a la Proposición 3, las expresiones obtenidas son minimizadas cuan-
do r = ⌊n/3⌋ y s = ⌈n/3⌉. De esta forma, el grafo uniformemente más confiable de
Tipo 2 es el grafo θ balanceado con una arista doble colgante, al cual denotaremos
M∗

6 .

Se desprende inmediatamente del cálculo anterior que m2(M6)−m2(M6) = 1
y m3(M6)−m3(M6) = n−r > 0. Por lo tanto, M∗

1 es el multigrafo uniformemente
más confiable entre los multigrafos Tipo 1 y Tipo 2.

Continuando con la subdivisión, diremos que un multigrafo es de Tipo 3 si es
construido de la siguiente manera:

1. Comience con un camino de largo 2

2. Duplique cada una de las aristas

3. Inserte n− 3 vértices de forma aleatoria en las aristas dobles

4. Duplique una de las aristas

Los multigrafos que se pueden obtener de esta forma son presentados en la
Figura 3.4 y son:

M8. Bi-ciclos con un arista doble

M9. (n− 1)− ciclos con una arista triple colgante

M10. (n− 1)− ciclos con una arista doble y una arista doble colgante

Figura 3.4: Grafos Tipo 3 en ∈ Ω(n, n+ 2). M8 (izq), M9 y M10 (der)
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Para describir mejor las formulas combinatorias de m2 y m3, si el multigrafo
tiene una arista doble colgante, la trataremos como un ciclo formado por dos aris-
tas simples y si el multigrafo tiene una arista triple colgante, la consideraremos
como un ciclo formado por una arista doble y una arista simple. Sea r el número
de aristas simples en el ciclo que contiene la arista doble, resulta que n − r es el
número de aristas simples del otro ciclo.

La única forma de desconectar un multigrafo Tipo 3 quitando dos aristas es
cuando removemos dos aristas simples de uno de los ciclos. Por lo tanto:

m2 =

(
r
2

)
+

(
n− r
2

)

Luego, hay tres formas de desconectar un multigrafo Tipo 3, mediante la
remoción de tres aristas. O bien, removemos tres aristas simples cualesquiera, o
removemos dos aristas simples del mismo ciclo y una de las aristas múltiples o
removiendo la arista doble y una arista simple del ciclo que la contiene. De esta
forma, obtenemos que:

m3 =

(
n
3

)
+ 2

((
r
2

)
+

(
n− r
2

))
+ r

A partir de la Proposición 3, se desprende que tanto m2 como m3 se minimi-
zan cuando r = ⌊n/2⌋. Por lo tanto, el multigrafo uniformemente más confiable de
Tipo 3 es aquel en el cual la cantidad de aristas simples de cada ciclo difiere a lo
sumo en uno.

Finalmente, los multigrafos de Tipo 4 son aquellos que se construyen de la
siguiente forma:

1. Comience con un árbol de 3 vértices

2. Duplique cada una de las aristas

3. Inserte n−4 vértices de manera aleatoria dejando al menos una arista doble
intacta.

La Figura 3.5 muestra los multigrafos que se pueden obtener mediante la cons-
trucción anteriormente descripta y los cuales son:

M11,M12,M13. Bi-ciclos con una arista doble colgante

M14,M15. (n− 2)− ciclos con dos aristas dobles colgantes

M16. (n− 2)− ciclos con un camino doble colgante de largo 2
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3.2. Trabajos Previos

Figura 3.5: Grafos Tipo 4 en ∈ Ω(n, n+ 2). De izquierda a derecha M11, . . . ,M16.

Para poder describir de forma fácil las fórmulas combinatorias para m2 y m3, si
los vértices insertados en el Paso 2 de la construcción fueron insertados solamente
en una de las aristas dobles, consideraremos una de las dos aristas dobles restantes
como un ciclo formado por dos aristas simples. Estos son los casos de M14, M15

y M16 (ver Figura 3.5). Teniendo en cuenta esto, notaremos por r al número de
aristas simples en uno de los ciclos, y por lo tanto n − r es el número de aristas
simples en el otro ciclo.

Hay dos formas de desconectar un multigrafo de Tipo 4 quitando dos aristas.
Removiendo dos aristas simples de un mismo ciclo, o removiendo la arista doble.
Por lo tanto:

m2 =

(
r
2

)
+

(
n− r
2

)
+ 1

Para desconectar un multigrafo de Tipo 4 removiendo tres aristas, podemos
remover tres aristas simples cualesquiera, o remover dos aristas simples de un mis-
mo ciclo y una de la arista doble, o remover la arista doble y una arista simple
cualquiera. Nuevamente, aplicando la Proposición 3, obtenemos que las expresiones
anteriores se minimizan cuando r = ⌊n/2⌋. Por lo tanto, el multigrafo uniforme-
mente más confiable de Tipo 4 es aquel que se obtiene cuando los vértices son
insertados de la forma lo más equidistribuida posible en dos de las aristas dobles.
Notaremos este grafo como M∗

11.

Se desprende del cálculo anterior quem2(M8) < m2(M11) ym3(M8) < m3(M11).
Por lo tanto, M∗

8 es el multigrafo uniformemente más confiable entre todos los mul-
tigrafos de Tipo 3 y Tipo 4.

Resta comparar los coeficientes m2 y m3, para los multigrafos M∗
1 y M∗

8 . Me-
diante cálculo, se obtiene que:

m2(M
∗
8 )−m2(M

∗
1 ) ≥ 1

6(n
2 + n− 2) = 1

12(n− 1)(n+ 2) ≥ 0 si n > 1
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Por lo tanto, M∗
1 , el grafo θ balanceado con una arista repetida es el multigrafo

uniformemente más confiable. Antes de comparar dicho grafo con el grafo simple
UMRG en Ω(n, n+ 2) debemos demostrar que las construcciones hechas incluyen
todos los posibles multigrafos sin puentes de dicha clase. Para ello consideramos los
grafos que se obtienen al eliminar una arista múltiple de un multigrafo sin puentes
en Ω(n, n + 2), esto es, los grafos en Ω(n, n + 1) con a lo sumo un puente. Por lo
tanto, los multigrafos sin puentes en Ω(n, n+2) se obtienen, o bien agregando una
arista múltiple en cualquier arista si el grafo en Ω(n, n+ 1) no tiene puentes, o de
lo contrario, debe duplicarse la arista puente.

Bajo este razonamiento es fácil ver que todas las construcciones hechas cubren
todos los multigrafos sin puentes en Ω(n, n+ 2).

Resta entonces comparar el multigrafo M∗
1 con el grafo simple UMRG y con-

cluir la demostración. Para ello, en primer lugar, calcularemos los coeficientes
m2 [K(n, n+ 2)] ym3 [K(n, n+ 2)]. La única forma de desconectar al grafoK(n, n+
2) quitando dos aristas es removiendo dos aristas de una misma cadena. Entonces,
si denotamos por l1, l2, . . . , l6 a los largos de cada una de las cadenas de K(n, n+2)
se obtiene que:

m2 [K(n, n+ 2)] =
i=6∑
i=1

(
li
2

)
La expresión anterior depende de cómo son insertados los n− 4 vértices en las

seis aristas de K4, es decir, depende del valor k = (n− 4) mod 6:

k = 0

m2 = 6

(
n+2
6
2

)
=

n2 − 2n− 8

12

k = 1

m2 = 5

(
n+1
6
2

)
+

(
n+7
6
2

)
=

n2 − 2n− 3

12

k = 2

m2 = 4

(
n
6
2

)
+ 2

(
n+6
6
2

)
=

n2 − 2n

12

k = 3

m2 = 3

(
n−1
6
2

)
+ 3

(
n+5
6
2

)
=

n2 − 2n+ 1

12
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k = 4

m2 = 2

(
n−2
6
2

)
+ 4

(
n+4
6
2

)
=

n2 − 2n

12

k = 5

m2 =

(
n−3
6
2

)
+ 5

(
n+3
6
2

)
=

n2 − 2n− 3

12

Por otro lado hay tres formas distintas de desconectar al grafo K(n, n + 2)
quitando tres aristas: removiendo tres aristas de una misma cadena, removiendo
dos aristas de una misma cadena y otra de una cadena distinta, o suprimiendo una
arista de cada una de las cadenas adyacentes a un nodo original de K4. Si nota-
mos por a la cantidad de formas en que podemos desconectar al grafo K(n, n+2)
suprimiendo tres aristas de una misma cadena, b a la combinaciones posibles que
desconectan al grafo removiendo dos aristas de una misma cadena y otra de una
cadena distinta y finalmente notamos por c a la cantidad de formas en que po-
demos desconectar al grafo eliminando una arista de cada cadena adyacente a los
vértices originales de K4, tenemos que:

m3 [K(n, n+ 2)] =a+ b+ c

=

i=6∑
i=1

(
li
3

)

+

i=6∑
i=1

( li
2

) j=6∑
j=1,j ̸=i

lj


+ l1l3l5 + l1l4l6 + l2l4l5 + l2l3l6

La expresión anterior depende del valor que toma k = (n− 4) mod 6. De esta
forma, obtenemos que:

k = 0

m3 =6

(
n+2
6
3

)
+ 6

(
n+2
6
2

)(
5n+ 10

6

)
+ 4

(
n+ 2

6

)2

=
5n3 + 3n2 − 30n− 32

54
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k = 1

m3 =5

(
n+1
6
3

)
+

(
n+7
6
3

)
+ 5

(
n+1
6
2

)(
5n+ 11

6

)
+

(
n+7
6
2

)(
5n+ 5

6

)
+ 2

(
n+ 1

6

)2(n+ 7

6

)
+ 2

(
n+ 1

6

)3

=
5n3 + 3n2 − 18n− 16

54

k = 2

m3 =4

(
n
6
3

)
+ 2

(
n+6
6
3

)
+ 4

(
n
6
2

)(
5n+ 12

6

)
+ 2

(
n+6
6
2

)(
5n+ 6

6

)
+ 4

(n
6

)2
(
n+ 6

6

)
=
5n3 + 3n2 − 18n

54

k = 3

m3 =3

(
n−1
6
3

)
+ 3

(
n+5
6
3

)
+ 3

(
n−1
6
2

)(
5n+ 13

6

)
+ 3

(
n+5
6
2

)(
5n+ 7

6

)
+ 2

(
n− 1

6

)2(n+ 5

6

)
+ 2

(
n− 1

6

)(
n+ 5

6

)2

=
5n3 + 3n2 − 12n+ 4

54

k = 4

m3 =2

(
n−2
6
3

)
+ 4

(
n+4
6
3

)
+ 2

(
n−2
6
2

)(
5n+ 14

6

)
+ 4

(
n+4
6
2

)(
5n+ 8

6

)
+ 4

(
n− 2

6

)(
n+ 4

6

)2

=
5n3 + 3n2 − 18n− 16

54
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k = 5

m3 =

(
n−3
6
3

)
+ 5

(
n+3
6
3

)
+

(
n−3
6
2

)(
5n+ 15

6

)
+ 5

(
n+3
6
2

)(
5n+ 9

6

)
+ 2

(
n− 3

6

)2(n+ 3

6

)
+ 2

(
n− 3

6

)(
n+ 3

6

)2

=
5n3 + 3n2 − 36n

54

Si observamos los resultados obtenidos en los cálculos anteriores, podemos
afirmar el Corolario 2.

Corolario 2 (Corollary 4 [19]). Sea G el grafo simple UMRG en Ωs(n, n + 2).
Entonces, m2(G) ≤ (n2 − 2n+ 1)/12 y m3 ≤ (5n3 + 3n2 − 12n+ 4)/54

Ahora śı nos encontramos en condiciones de comparar M∗
1 , con el grafo simple

UMRG. Utilizando el Corolario 2 tenemos que m2 [K(n, n+ 2)] ≤ (n2−2n+1)/12,
mientras que m2(M

∗
1 ) ≤ (n2 − 3n)/6. Por lo tanto:

m2(M
∗
1 )−m2 [K(n, n+ 2)] ≥ (n2 − 4n− 1)/12 > 0 si n > 4

Luego, como m3 [K(n, n+ 2)] ≤ (5n3 + 3n2 − 12n+ 4)/54 y m3(M
∗
1 ) ≥ (n3 −

n2 − 2n)/6, entonces:

m3(M
∗
1 )−m3 [K(n, n+ 2)] ≥ (2n3 − 6n2 − 3n− 2)/27 > 0 si n > 3

Por lo tanto, K(n, n + 2) es el multigrafo uniformemente más confiable para
n > 4. Cuando n = 4, el grafo simple UMRG es justamente K4, que tiene m2 = 0
y m3 = 4. Mientras que M∗

1 es el multigrafo que se obtiene partiendo de una arista
triple, insertando dos vértices en dos de las aristas y luego duplicando una de las
aristas nuevas que fueron formadas. Para este multigrafo tenemos que m2 = 1 y
m3 = 7. Por lo tanto el grafo simple UMRG también lo es para cuando n = 4.
Luego, se concluye que K(n, n + 2) es UMRG también cuando se extiende para
incluir multigrafos en Ω(n, n+ 2).

3.3. Una Prueba a la Conjetura de Gross-Saccoman
En la sección anterior vimos con detalle el art́ıculo publicado por Gross y Sac-

coman en 1997 [19], donde se prueba que los grafos simples UMRG para e = n−1,
e = n, e = n + 1 y n + 2, también son óptimos para cuando extendemos las cla-
ses para incluir multigrafos. Además, los autores conjeturan que lo mismo ocurre
para el grafo simple UMRG con e = n + 3. En esta sección veremos en detalle la
prueba desarrollada por Pablo Romero en [20] que demuestra que dicha conjetura
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Caṕıtulo 3. Multigrafos Uniformemente Más Confiables

es verdadera.

Un grafo G es más fuerte que H y lo notaremos como G ≥ H, si ambos gra-
fos tienen la misma cantidad de vértices y aristas y mk(G) ≤ mk(H) para todo
k ∈ {0, . . . , e}. También diremos que H es más débil que G.

La primera idea, que facilitará luego los casos de estudio, refiere al siguiente
lema probado por Wang [18] y redescubierto por Canale [34].

Lema 2. Sean e y n dos enteros positivos tales que e ≥ n ≥ 3. Para todo grafo
G ∈ Ω(n, e) que no es 2-conexo existe un grafo G′ ∈ Ω(n, e) que es 2-conexo tal
que mk(G

′) ≤ mk(G) para todo k ∈ {0, . . . , e}.

Primero se prueba que si H tiene un puente, entonces existe un grafo G1 tal
que mk(G1) ≤ mk(H) para todo k. Luego, si G1 no es 2-conexo, podemos encon-
trar un grafo 2-conexo G2 tal que mk(G2) ≤ mk(G1) para todo k y se concluye
que un grafo no 2-conexo H es más débil que G2.

v

w x

y

P

Figura 3.6: Grafo sin puentes G1. Reemplazando (xy) por (yv), se evita el puente (wv).

w

x y

Figura 3.7: Grafo 2-conexo G2. Reemplazando (wx) por (xy), el nodo desconector w es
evitado.

En particular esto nos indica que para todo grafo no 2-conexo G existe algún
grafo 2-conexo G

′
tal que G

′ ≥ G (ver Figura 3.7 y 3.6). Si bien el Lema 2 refiere
a los grafos simples, la misma transformación sirve para el caso de multigrafos y
por lo tanto puede ser fácilmente extendido a esta clase. Esto nos limita a estudiar
únicamente los grafos 2-conexos en Ω(n, n+ 3).

La segunda idea, fundamental para la subdivisión de casos, refiere a un trabajo
de Whitney [40] en el cual establece que todo grafo 2-conexo se obtiene a partir
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3.3. Una Prueba a la Conjetura de Gross-Saccoman

de un ciclo mediante el agregado sucesivo de aristas y subdivisiones elementales.

Observar que los multigrafos 2-conexos pertenecientes a Ω(n, n+3) se pueden
particionar en 4 subclases, según si tienen 0, 1, 2 o 3 aristas repetidas. Sea Ω4−i

el conjunto de grafos en Ω(n, n+ 3) con i aristas repetidas, donde i ∈ {0, 1, 2, 3}.
Observemos que estas subclases efectivamente particionan Ω(n, n+3), es decir que
∪3
i=0Ω

4−i = Ω(n, n+ 3).

La estrategia utilizada para demostrar que el grafoGu(n, n+3) es uniformemen-
te más confiable en Ω(n, n+3) sigue una técnica de dominación en escalera, donde
se prueba que el conjunto Ωi es dominado por el conjunto Ωi+1, para i ∈ {0, 1, 2, 3}.
Dados dos conjuntos Ω y Ω

′
, diremos que Ω

′
domina a Ω y lo denotaremos como

Ω −→ Ω
′
si para cada grafo G ∈ Ω existe un grafo G

′ ∈ Ω
′
más fuerte. Esta rela-

ción es transitiva, de la misma forma que la relación de confiabilidad entre grafos.
Para probar la cadena de dominación Ω1 −→ Ω2 −→ Ω3 −→ Ω4, consideraremos los
siguientes pasos:

1. Probaremos la existencia del grafo más fuerte C∗ ∈ Ω1

2. Probaremos que C∗ es más débil que algún grafo H ∈ Ω2

3. Para cada grafo G ∈ Ω2 encontraremos un grafo más fuerte G
′ ∈ Ω3

4. Probaremos la existencia del grafo más fuerte K∗ ∈ Ω3

5. Encontraremos un grafo simple Hs ∈ Ω4 = Ωs(n, n+ 3) tal que Hs ≥ K∗

En la Figura 3.8 se presentan los tres tipos de grafos que pertenecen a la clase
Ω1. Cada uno de ellos se identifica con las correspondientes formas de agregar las
3 aristas repetidas y los notaremos por C(3), C(2,1) y C(1,1,1). Vale aclarar que en
cada caso la ubicación de las aristas repetidas no cambia la confiabilidad de los
grafos y por lo tanto estos efectivamente son los únicos tres tipos de grafos que
conforman a esta clase.

Figura 3.8: Grafos C(3) (izq), C(2,1) y C(1,1,1) (der) ∈ Ω(n, n+ 3).
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Dado que en los grafos 2-conexos m0 = m1 = 0 y si removemos cinco aristas o

más el grafo resulta desconectado y por lo tanto mi =

(
n+ 3
i

)
para todo i ≥ 5.

De esta forma, debemos tan solo comparar los coeficientes m2, m3 y m4. Mediante
cálculo combinatorio directo, obtenemos que:

m2(C
(3)) =

(
n− 1

2

)
>

(
n− 2

2

)
= m2(C

(2,1)) >

(
n− 3

2

)
= m3(C

(1,1,1));

m3(C
(3)) =

(
n− 1

3

)
+ 4

(
n− 1

2

)
=

(
n− 2

3

)
+ 5

(
n− 2

2

)
+ 4(n− 2) > m3(C

(2,1))

=

(
n− 2

3

)
+ 5

(
n− 2

2

)
+ n− 2 =

(
n− 3

3

)
+ 6

(
n− 3

2

)
+ 5(n− 3) + n− 2

>

(
n− 3

3

)
+ 6

(
n− 3

2

)
+ 3(n− 3) = m3(C

(1,1,1));

m4(C
(3)) =

(
n− 1

4

)
+ 4

(
n− 1

3

)
+ 6

(
n− 1

2

)
=

(
n− 2

4

)
+ 5

(
n− 2

3

)
+ 10

(
n− 2

2

)
+ 6(n− 2) > m4(C

(2,1))

=

(
n− 2

4

)
+ 5

(
n− 2

3

)
+ 10

(
n− 2

2

)
+ 4(n− 2)

=

(
n− 3

4

)
+ 6

(
n− 3

3

)
+ 15

(
n− 3

2

)
+ 14(n− 2)

>

(
n− 3

4

)
+ 6

(
n− 3

3

)
+ 15

(
n− 3

2

)
+ 12(n− 3) = m4(C

(1,1,1))

Finalmente, C(1,1,1) es el grafo más fuerte de esta clase y lo notaremos por C∗.

Siguiendo la estrategia de demostración y con la definición anteriormente hecha
basta encontrar un grafo H ∈ Ω2 que sea más fuerte que C∗ para afirmar que toda
la clase Ω1 es dominada por la por Ω2. En la Figura 3.9 podemos observar dicho
grafoH, que como verán se obtiene de aplicar una transformación sobre el grafo C∗.

Figura 3.9: Grafos C∗ (izq) y H (der) ∈ Ω(n, n+ 3).

38



3.3. Una Prueba a la Conjetura de Gross-Saccoman

Mediante cálculo directo de los coeficientes, obtenemos que:

m2(C
∗) =

(
n− 3

2

)
≥

(
n− 4

2

)
= m2(H);

m3(C
∗) =

(
n− 3

3

)
+ 6

(
n− 3

2

)
+ 3(n− 3)

=

(
n− 4

3

)
+ 7

(
n− 4

2

)
+ 6(n− 4) + 3(n− 3)

≥
(
n− 4

3

)
+ 6

(
n− 4

2

)
+ (n− 4) + 2 = m3(H);

m4(C
∗) =

(
n− 3

4

)
+ 6

(
n− 3

3

)
+ 15

(
n− 3

2

)
+ 12(n− 3)

=

(
n− 4

4

)
+ 7

(
n− 4

3

)
+ 21

(
n− 4

2

)
+ 15(n− 4) + 12(n− 3)

≥
(
n− 4

4

)
+ 6

(
n− 4

3

)
+ 15

(
n− 4

2

)
+ 8(n− 4) + 7 = m4(H)

Y de esta forma, queda demostrado que el grafo H efectivamente es más fuerte
que el grafo C∗ y por lo tanto la clase Ω1 está dominada por Ω2.

Recordemos que los grafos pertenecientes a la clase Ω2 consisten en grafos θ
con dos aristas repetidas. Estas aristas repetidas pueden pertenecer a una mis-
ma cadena, o no. Nuevamente, el lector podrá apreciar que el número de cortes
no depende de la posición de las aristas repetidas en la cadena. La Figura 3.10,
representa todos los tipos de grafos posibles: GA, GB y GC .

Figura 3.10: Grafos GA (izq), GB (center) y GC (der) ∈ Ω(n, n+ 3).

Mostraremos, que para cada GX ∈ Ω2 con X ∈ {A,B,C}, existe un grafo más
fuerte G

′
X ∈ Ω3. La clave es reemplazar de forma adecuada, en cada grafo, una

de las aristas repetidas por una arista simple. De esta forma, en la Figura 3.11
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podrán apreciar los respectivos grafos G
′
A, G

′
B y G

′
C . Intuitivamente, la cadena de

la izquierda es más robusta ante fallas en los respectivos grafos pertenecientes a
Ω3 y este es el razonamiento detrás de la presente construcción.

Figura 3.11: Grafos G
′

A (izq), G′

B (center) y G
′

C (der) ∈ Ω(n, n+ 3).

Probaremos que mk(G
′
X) ≤ mk(GX) para todo k ∈ {2, 3, 4} y X ∈ {A,B,C}.

Para el caso en que fallan dos aristas, observemos que los grafos G
′
X fueron cons-

truidos de tal manera que m2(G
′
X) = m2(GX) para cada X ∈ {A,B,C}. Luego,

para comparar los conjuntos de corte con tres aristas, las diferencias ocurren cuan-
do las tres aristas se toman de la cadena de la izquierda, o cuando se toman las tres
aristas de distintas cadenas. Sean r, s y t, los largos de las cadenas de la izquierda,
centro y derecha respectivamente del grafo θn, tenemos que:

m3(GA)−m3(G
′
A) =

[(
r − 2

3

)
+ 4

(
r − 2

2

)
+ 2(r − 2) + (r − 2)st

]
−
[(

r − 2

3

)
+ 4

(
r − 2

2

)
+ (r − 2) + (1)st+ 1

]
= (r − 3)(st+ 1) ≥ 0;

m3(GB)−m3(G
′
B) =

[(
r − 1

3

)
+ 2

(
r − 1

2

)
+ (r − 1) + (r − 1)(s− 1)t

]
−
[(

r − 1

3

)
+ 2

(
r − 1

2

)
+ (r − 1) + (1)(s− 1)t

]
= (r − 2)(s− 1)t ≥ 0;

m3(GC)−m3(G
′
C) =

[(
r − 1

3

)
+ 3

(
r − 1

2

)
+ (r − 1)st

]
−
[(

r − 1

3

)
+ 3

(
r − 1

2

)
+ r − 1

]
= (r − 1)(st− 1) ≥ 0.

40
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Para comparar m4, por comodidad, compararemos el número de árboles recu-
bridores, que es el complemento. Por lo tanto, debemos probar que τ(G

′
X) ≥ τ(GX)

para cada X ∈ {A,B,C}. Recordemos que el número de árboles recubridores es el
máximo número de subgrafos aćıclicos. Por lo tanto, debemos elegir cuatro aristas
de forma de romper todos los ciclos y además los árboles recubridores tampoco
pueden tener aristas repetidas. Recordemos también, que el número de árboles re-
cubridores de un grafo θ con largos r, s y t es τ [θ(r, s, t)] = rs+rt+st = τθ(r, s, t).
Entonces:

τ(GA) = 4τθ(r − 2, s, t) + 4(s+ t) = 4τθ(r, s, t)− 4(s+ t);

τ(G′
A) = 2τθ(r − 1, s, t) + 2(r − 2)(st+ s+ t) + (r − 1)(s+ t)

≥ 2τθ(r − 1, s, t) + 2τθ(r − 2, s, t) + (r − 1)(s+ t)

= 4τθ(r, s, t) + (r − 6)(s+ t)

Dado que G
′
A solo tiene sentido cuando r ≥ 4, claramente (r − 6)(s + t) ≥

−4(s+ t), y τ(G′
A) ≥ τ(GA). Razonando de forma similar, obtenemos que:

τ(GB) = 4τθ(r − 1, s− 1, t) + 2(t+ s− 1) + 2(t+ r − 1) + 1

= 4τθ(r − 1, s− 1, t) + 2(t+ s− 1) + r + t+ (r + t− 1);

τ(G′
B) = 2τθ(r, s− 1, t) + 2(r − 1)((s− 1)t+ s− 1 + t) + r + t+ (r − 1)(1 + t)

≥ 4τθ(r − 1, s− 1, t) + 2(t+ s− 1) + r + t+ (r − 1)(1 + t).

Como el grafo G
′
B solo tiene sentido cuando r ≥ 3, entonces (r − 1)(1 + t) =

r + t(r − 1) − 1 ≥ r + t − 1 y τ(G
′
B) ≥ τ(GB). Finalmente para el último caso,

tenemos:

τ(GC) = 3τθ(r − 1, s, t) + s+ t;

τ(G′
C) = 2τθ(r − 1, s, t) + s+ t+ 2(r − 1)st+ st.

Basta probar que 2(r − 1)st + st ≥ τθ(r − 1, s, t) = (r − 1)s + (r − 1)t + st.
Pero esta desigualdad se da si y solo si 2st ≥ s + t, lo cual es cierto, dado que
2st ≥ 2máx{s, t} ≥ s+ t.

Observe que esta demostración es válida para cuando r ≥ 4 en los grafos
tipo A, r ≥ 3 en los grafos tipo B y r ≥ 2 en los grafos tipo C. Discutiremos a
continuación los casos particulares para cada caso en función de r y s. Empecemos
con los grafos tipo A. Si r = 3, tenemos que G

′
A = GA. De todos modos, podemos

adaptar G
′
A y considerar en su lugar al grafo G

′′
A, según se muestra en la Figura

3.12. El razonamiento anterior funciona con algunas variantes menores y se prueba
que dicho grafo es más fuerte que GA. Está claro que r ≥ 2 y por lo tato resta
analizar el caso en que r = 2. En este caso, consideraremos el grafo G

′′′
A según se

muestra en la Figura 3.12. Mediante cálculo directo, se puede demostrar que G
′′
A

es más fuerte que GA.
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Figura 3.12: Grafos G
′′

A (izq) y G
′′′

A (der) ∈ Ω(n, n+ 3).

Para los grafos tipo B, en particular cuando r = 2, tenemos que G
′
B = GB. Por

lo tanto, consideraremos en su lugar el grafo G
′′
B que se aprecia en la Figura 3.13.

Mediante cálculo directo, también podemos ver que este grafo es más fuerte que
GB. Luego, si r = 1 y s ≥ 2, consideramos G

′
C y por simetŕıa este es más fuerte que

GB. De hecho los roles de la cadena izquierda y la central están intercambiados.
Finalmente si r = s = 1, tenemos que GB = C(3) ∈ Ω1 que no pertenece a Ω2. Y
además, recordemos que C(3) es más débil que C∗.

Figura 3.13: Grafo G
′′

B ∈ Ω(n, n+ 3).

Por último, para los grafos tipo C, si r ≥ 2 el razonamiento hecho al principio
sirve. Sin embargo, para el caso en que r = 1 tenemos que GC es el ciclo Cn más una
arista triple conectada entre dos vértices no adyacentes del ciclo. Consideramos en
este caso, el grafo G

′′
C según se puede apreciar en la Figura 3.14. La arista simple

que se agrega en lugar de una de las aristas repetidas, se coloca de forma que s y
t difieran a lo sumo en 1. Mediante un cálculo análogo al realizado para probar la
dominación de la clase Ω2 sobre Ω1, se puede probar que G

′′
C es más fuerte que GC .
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Figura 3.14: Grafo G
′′

C ∈ Ω(n, n+ 3).

La clase Ω3 esta conformada por grafos particulares del conjunto Ωs(n, n+ 2)
con una arista repetida. Dicho esto, a continuación introduciremos el concepto de
Auto-Semejanza, para construir el grafo más fuerte de la clase Ω3.

Definición 6 (Auto-Semejanza [20]). Una secuencia de grafos {Gn}n≥n0 satisface
la propiedad de auto-semejanza si Gn+1 se obtiene de la inserción de un nodo en
Gn, ∀n ≥ n0

Teniendo en cuenta la definición anterior, consideramos el grafo K∗ = K(n, n+
2) ∪ {e′}, donde e

′
es la arista repetida de e, siendo esta última tal que K(n, n+

2) ∗ e = K(n − 1, n + 1). Probaremos que K∗ es el grafo más fuerte en Ω3. Pero
antes, veremos un Lema para sortear los lazos:

Lema 3 ( [20]). Si G ≥ H en Ω(n, e), entonces G∪ {l} ≥ H ∪ {l} en Ω(n, e+ 1),
donde l = (v, v) un lazo cualquiera.

Demostración. El lazo puede aparecer en los conjuntos de corte o no. Si G ≥ H,
entoncesmk+1(G∪{l}) = mk(G)+mk+1(G) ≤ mk(H)+mk+1(H) = mk+1(H∪{l}),
para todo k. Además, la conectividad no se modifica con los lazos y m0(G∪{l}) =
m0(G) ≤ m0(H) = m0(H ∪ {l}), entonces G ∪ {l} ≥ H ∪ {l}.

Ahora śı, nos encontramos en condiciones de probar que K∗ es el grafo más
fuerte de Ω3. Para eso, consideramos un grafo arbitrario G ∈ Ω3. Entonces, G =
H ∪ {f}, donde f es una arista repetida en un grafo simple H ∈ Ωs(n, n + 2).
Los conjuntos de corte de G = H ∪ {f} y K∗ = K(n, n + 2) ∪ {e′} pueden o no
contener la arista repetida f o e

′
respectivamente. Entonces, por la regla de la

suma, tenemos que:

mi(G) = mi−1(H) +mi(H ∗ f ∪ {l}),
mi(K

∗)(n) = mi−1(K(n, n+ 2)) +mi(K(n− 1, n+ 1) ∪ {l}),
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donde H ∗ f denota la arista contracción y l representa un lazo que aparece luego
de la contracción de la arista repetida f . Como H ∈ Ωs(n, n+ 2) y K(n, n+ 2) es
el más fuerte en esta clase, mi−1(H) ≤ mi−1(K(n, n+2)). Entonces, basta probar
que mi(K(n− 1, n+ 1) ∪ {l}) ≤ mi(H ∗ f ∪ {l}).

Recordemos que Gross y Saccoman ya probaron queK∗(n−1, n+1) es la familia
de grafos más fuerte, incluso en el conjunto de multigrafos Ω(n − 1, n + 1) [19].
Como H ∗ f ∈ Ω(n, n+ 2), tenemos que K∗(n− 1, n+ 1) ≥ H ∗ f . Por el Lema 3,
K∗(n − 1, n + 1) ∪ {l} ≥ H ∗ f ∪ {l} y en particular mi(K(n − 1, n + 1) ∪ {l}) ≤
mi(H ∗f ∪{l}). Por lo tanto, acabamos de demostrar que K∗ es el grafo más fuerte
de Ω3.

La Clase Ω3 Está Dominada Por La Clase Ω4

Recordemos que Ω4 son los grafos simples Ωs(n, n + 3). Por lo tanto, para
demostrar que la clase Ω3 está dominada por Ω4, basta con probar que Gu(n, n+
3) ≥ K∗(n).

1
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l3 l5

l6 l4

l2

Figura 3.15: Grafos K∗ (izq), Hs (centro) y los respectivos largos de las cadenas (der).

Para ello, consideremos la cadena de K∗ que contiene la arista repetida, C =
{(x0, x1), . . . , (xl1−1, xl1)}, donde e = (x0, x1) es la arista doble. Entonces, defini-
mos Hs = (K∗ − {e})∪{(x0, xl1−1)}. Ambos grafos se pueden apreciar en la Figura
3.15. Es claro, por construcción, que m2(Hs) = m2(K

∗). Luego, para comparar
m3 y m4, la clave es notar que la cadena resultante C′ inducida en Hs es más
fuerte que la cadena original inducida en K∗. Si tomamos dos aristas o más de una
misma cadena, en ambos casos resulta en un corte. La diferencia se aprecia cuando
tomamos tres aristas de cadenas diferentes. Por otro lado, las tres cadenas deben
ser adyacentes para que efectivamente resulte en un corte. Por lo tanto, si toma-
mos una arista de cada tŕıada de cadenas adyacentes la mayoŕıa de los términos
se cancelan y se obtiene la siguiente diferencia:
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m3(K
∗)−m3(Hs) = [l4l6(l1 − 1) + l3l5(l1 − 1) + l2l3l6 + l2l4l5]

− [l4l6 × 1 + l3l5 × 1 + l2l3l6 + l2l4l5]

= l4l6(l1 − 2) + l3l5(l1 − 2) ≥ 0,

ya que la cadena C con al menos un nodo inserto tiene largo l1 ≥ 2. De forma
similar la diferencia en los conjuntos de corte para m4 se da cuando las cuatro
aristas se toman de cadenas diferentes. Y aśı:

m4(K
∗)−m4(Hs) =

 6∑
i=2

∏6
j=2 lj

li
+ 2(l2l3l6 + l2l4l5) + (l1 − 1)

∑
2≤i<j<k≤6

liljlk


−

 6∑
i=2

∏6
j=2 lj

li
+ l1(l2l3l6 + l2l4l5) + 1×

∑
2≤i<j<k≤6

liljlk


= (l1 − 2)

∑
2≤i<j<k≤6

liljlk − (l1 − 2)(l2l3l6 + l2l4l5) ≥ 0.

Por lo tanto, mi(K
∗) ≤ mi(Hs) para todo i, y Hs ≥ K∗(n).

De esta forma se prueba la conjetura de Gross-Sacomman y efectivamente se
demuestra que Gu(n, n + 3) es uniformemente más confiable incluso para cuando
extendemos al conjunto de multigrafos Ω(n, n+ 3).
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Caṕıtulo 4

Contribuciones

4.1. Introducción
En el caṕıtulo anterior concluimos que los grafos uniformemente más confiables

que satisfacen e ≤ n + 3 son simples. Es decir, incluso si extendemos la clase y
pasamos a considerar multigrafos, los grafos uniformemente más confiables siguen
siendo grafos simples.

Las pruebas desarrolladas que prueban dicha afirmación requieren una cuida-
dosa técnica de clasificación combinada con largos cálculos combinatorios.

En el art́ıculo “A Simple Proof of the Gross-Saccoman Multigraph Conjectu-
re” [1] se proporciona un prueba simple y unificada de los casos anteriores. La
estrategia utilizada se puede aplicar siempre y cuando el grafo simple uniforme-
mente más confiable satisfaga la propiedad de auto-semejanza. Como consecuencia,
podŕıa extenderse el razonamiento a grafos de mayor co-rango.

Como co-autor del art́ıculo y como principal aporte y contribución al resultado
de esta tesis, a continuación haré un desarrollo exhaustivo de dicho art́ıculo.

4.2. Una Prueba Simple de la Conjetura en Multigrafos
de Gross-Saccoman

El principal resultado de la presente tesis es una prueba simple y unificada
respecto a la conjetura en multigrafos, para todos los pares n y e tal que e ≤ n+3,
en la clase extendida de pseudografos, la cual notaremos por Ωp(n, e). La clave
para la demostración es combinar la fórmula de sustracción-contracción junto con
la propiedad de auto-semejanza.

Denotaremos Ωs(n, e), Ω(n, e) y Ωp(n, e) al conjunto de grafos simples, multi-
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grafos y pseudografos con n vértices y e aristas, respectivamente.

Definición 7 ( [20]). Una secuencia de grafos {Gn}n≥n0 satisface la propiedad de
auto-semejanza si Gn+1 se obtiene de la inserción de un vértice en Gn, ∀n ≥ n0

Los siguientes conceptos son conocidos para grafos simples, pero extenderemos
su definición a pseudografos. Dado G = (V,E) ∈ Ωp(n, e), la inserción de un
vértice en la arista (uv) produce un nuevo pseudografo G′ ∈ Ωp(n + 1, e + 1) tal
que la arista (uv) es reemplazada por dos aristas (uw) y (wv), donde w es el nuevo
vértice perteneciente a G′. La sustracción de la arista x es G − x = G(V,E − x).
Si x = (uv) con u ̸= v, la contracción de la arista G ∗ x identifica los extremos u
y v y elimina la arista x. Es importante destacar que al contraer una arista tanto
el número de vértices como de aristas caen en una unidad y si los vértices u y
v comparten múltiples aristas x1, x2, . . . , xs y contraemos la arista x1, el nuevo
vértice tiene s − 1 lazos, luego de la contracción, más aquellos posibles lazos que
originalmente tuvieran los vértices u y v.

Frank Boesch observó que la siguiente fórmula de sustracción-contracción es
válida en multigrafos [21].

mk+1(G) = mk(G− x) +mk+1(G ∗ x)

Usando nuestra definición de arista contracción y la regla de la suma, la iden-
tidad anterior también es válida para pseudografos.

Los grafos más fuertes en la clase Ωs(n, e) cuando e ≤ n + 3 son conocidos y
fueron presentados con detalle en caṕıtulos anteriores. Denotemos Pn, Cn y θn al
camino, ciclo y grafo θ balanceado de n vértices, respectivamente. Estos resultan
ser los más fuertes en sus respectivas clases de grafos simples. Además, denota-
remos como Ku(n) y Gu(n) a los grafos más fuertes de las clases Ωs(n, n + 2) y
Ωs(n, n+3) respectivamente. El lector podrá recordar estos grafos en la figura 4.1.
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Figura 4.1: Grafos Ku(11) (izq.) y Gu(16) (der.).
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Observemos que las secuencias de grafos UMRG verifican la Definición 7.
Es decir, las secuencias de grafos {Pn}n≥2, {Cn}n≥3, {θn}n≥4, {Ku(n)}n≥4 y
{Gu(n)}n≥6, son auto-semejantes ya que por construcción cada secuencia de grafos
corresponde a una subdivisión elemental iterativa.

Para cada entero i tal que i ∈ {0, 1, 2, 3, 4}, denotamos X(n, i) al grafo más
fuerte en la clase de grafos simples Ωi = Ωs(n, n − 1 + i). De esta forma, X(n, i)
es Pn, Cn, θn, Ku(n) y Gu(n) para los respectivos valores de i ∈ {0, 1, 2, 3, 4}.

A partir de la definición, {X(n, i)}n≥ni satisface la propiedad de auto-semejanza
para ni = i + 2 y X(n, i) se obtiene de la inserción de un vértice zn en el grafo
simple X(n− 1, i) para todo n > ni. Sabemos que zn es incidente a precisamente
dos aristas en el grafo resultante X(n, i). Tomemos una de esas aristas, la cual
llamaremos en. Definamos el multigrafo Y (n, i+1) = X(n, i)∪{en} ∈ Ω(n, n+1),
que es nada más ni nada menos que el grafo X(n, i) pero con la arista en doble.
Observe que Y (n, i+1)−en = X(n, i) y además, Y (n, i+1)∗en = X(n−1, i)∪{l},
donde l es un lazo. Obsérvese que hay más de una posibilidad de elegir en y por lo
tanto Y (n, i+ 1) no es único. De todas formas, nuestro análisis no va a depender
de esta elección.

Está claro que X(n, 0) = Pn es el más fuerte en la clase de pseudografos
Ωp(n, n + 1), dado que los árboles son los únicos grafos conexos en dicha clase
y todos satisfacen m0 = 0 y mk =

(
n − 1

k

)
, ∀ k ≥ 1. Para los restantes ı́ndices

consideraremos el siguiente lema.

Lema 4. X(n, i) es más fuerte que Y (n, i), para todo i ∈ {1, 2, 3, 4}

Demostración. Los casos i ∈ {1, 2} son inmediatos:

X(n, 1) = Cn es más fuerte que Pn ∪ en, ya que m1(Cn) = 0 ≤ m1(Pn ∪ en)
y mk(Cn) = mk(Pn ∪ en) =

(
n
k

)
, ∀ k ≥ 2

X(n, 2) = θn es más fuerte que Cn ∪ en. De hecho, el último también es un
grafo θ pero desbalanceado.

Para los casos i ∈ {3, 4}, consideramos los grafos simples G(n, 3) = Y (n, 3)−en+f
y G(n, 4) = Y (n, 4) − en + f representados en las Figuras 4.2 y 4.3. Probaremos
mediante combinatoria que G(n, 3) y G(n, 4) es más fuerte que Y (n, 3) e Y (n, 4),
respectivamente. Luego, la demostración se concluye ya que X(n, 3) y X(n, 4) son
los más fuertes en la clase de grafos simples y además, la relación de fortaleza es
transitiva.

Entonces, comencemos probando que G(n, 3) es más fuerte que Y (n, 3). Dado
quemk(Y (n, 3)) = mk(G(n, 3)) = 0 para k ∈ {0, 1} ymk(Y (n, 3)) = mk(G(n, 3)) =(
e
k

)
para k ≥ 4, basta con probar que mk(G(n, 3)) ≤ mk(Y (n, 3)) para k ∈ {2, 3}.
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en

f

Figura 4.2: Grafos Y (n, 3) a la izquierda y G(n, 3) = Y (n, 3)− en + f a la derecha.

Si contamos los conjuntos de corte compuestos por dos aristas, inmediatamente
podemos concluir que:

m2(G(n, 3)) = τθ(r − 1, s− 1, t) ≤ τθ(r − 1, s, t) = m2(Y (n, 3))

Luego, para comparar los conjuntos de corte de tres aristas, procedemos a
contar el numero de árboles recubridores de uno y otro grafo:

τ(G(n, 3)) = τθ(r, s, t) + (r − 1) + (s− 1) + 2τθ(r − 1, s− 1, t)

τ(Y (n, 3)) = s+ t+ 2τθ(r − 1, s, t) = s+ t+ 2τθ(r, s, t) + 2(r − 1 + t)

En el paso base tenemos 5 aristas, es decir, r = s = 2 y t = 1 en el grafo θ
balanceado. Por lo tanto, siempre se verifica que r + s ≥ 3 y por lo tanto:

τ(G(n, 3))− τ(Y (n, 3)) = τθ(r, s, t)− r − 3t = (r + s− 3)t+ r(s− 1) ≥ 0

Es decir, de esta forma verificamos que G(n, 3) es más fuerte que Y (n, 3).

en

g

Figura 4.3: Grafos Y (n, 4) a la izquierda y G(n, 4) = Y (n, 4)− en + g a la derecha.

Para Y (n, 4) tenemos que mk(Y (n, 4)) = mk(G(n, 3)) = 0 cuando k ∈ {0, 1}.
Cuando k = 2, inmediatamente se obtiene que m2(Y (n, 4)) − m2(G(n, 4)) =(
l2
2

)
−

(
l2−1
2

)
≥ 0. Además, mk(Y (n, 4)) = mk(G(n, 4)) =

(
e
k

)
para k ≥ 5. En-

tonces, resta probar que mk(G(n, 4)) ≤ mk(Y (n, 4)) para k ∈ {3, 4}.
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Para comparar estos casos, en primer lugar, aplicamos de forma repetida la
fórmula de arista sustracción-contracción. Esto resulta en comparar los grafos in-
dicados en la Figura 4.4, con sus respectivos conjuntos de corte indicados debajo.

l2
l1 − 1 l3

mk−1 +mk

l2 − 1

l1 − 1 l3 + 1

mk−1

l2 − 1

l1 − 1 l3

mk−1 +mk

Figura 4.4: Grafos resultantes de aplicar sustracción-contracción a Y (n, 4) (izquierda) y
G(n, 4) (centro y derecha)

Para k = 3 y considerando únicamente las diferencias entre los conjuntos de
corte, tenemos:

m3(Y (n, 4))−m3(G(n, 4)) =

(
l2
2

)
−
(
l2 − 1

2

)
−

(
l2 − 1

2

)
+

(
l3
2

)
−
(
l3 + 1

2

)

+ l3(l1 − 1) + l4l5 +

[(
l2
2

)
−
(
l2 − 1

2

)]∑
i ̸=2

li − 1


= l3(l1 − 2) + l4l5 +

[(
l2
2

)
−
(
l2 − 1

2

)]∑
i ̸=2

li

−
(
l2 − 1

2

)
≥ 0

Teniendo en cuenta que l1 ≥ 2, resta verificar que:

[(
l2
2

)
−
(
l2 − 1

2

)]∑
i ̸=2

li

−
(
l2 − 1

2

)
≥ 0

(
l2
2

)∑
i ̸=2

li

 ≥
(
l2 − 1

2

)∑
i ̸=2

li + 1


l2

∑
i ̸=2

li

 ≥ (l2 − 2)

∑
i ̸=2

li + 1


2

∑
i ̸=2

li

+ 2 ≥ l2

La última desigualdad se verifica teniendo en cuenta que el largo de las cadenas
difieren a lo sumo en 1.
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Para k = 4, como estrategia ya recurrente, vamos a contar árboles recubridores.
Recordando el grafo que hab́ıamos obtenido antes, cuidadosamente aplicando la
fórmula de sustracción-contracción otra vez y teniendo en consideración que cuando
eliminamos una arista de una cadena el grafo resultante tiene el mismo número
de árboles recubridores que el grafo que resulta de eliminar la cadena entera,
finalmente debemos comparar los siguientes grafos.

l1 − 1 l3

l2 − 1

l1 − 1

l2 − 1

l1 − 1 l3

Figura 4.5: Diferencias entre árboles recubridores de Y (n, 4) (izquierda) y G(n, 4) (centro y
derecha)

Si consideramos la diferencia entre ellos, tenemos:

τ(G(n, 4))− τ(Y (n, 4)) = (l2 − 1)τθ(l1 − 1 + l3, l4 + l5, l6) + . . .

−τθ(l1 − 1 + l3, l4 + l5, l6)

(l2 − 2)τθ(l1 − 1 + l3, l4 + l5, l6) + · · · ≥ 0

Como l2 ≥ 2 hemos probado que G(n, 4) es más fuerte que Y (n, 4).

El Lema 5 fue probado en [20] y lo traemos a colación ya que nos ayudará a
demostrar el teorema principal de esta Tesis.

Lema 5. Si el grafo G es más fuerte que el grafo H, entonces G ∪ {l} es más
fuerte que H ∪ {l′} en Ωp(n, e+ 1), donde l y l′ son lazos arbitrarios.

Se desprende entonces, que la adición de lazos es totalmente inútil a la hora
de diseñar redes y lo formalizaremos mediante el siguiente lema.

Lema 6. Para cada pseudografo G ∈ Ωp(n, e) con n ≥ 2, existe un multigrafo más
fuerte H ∈ Ω(n, e).

Demostración. Si G es no conexo, consideramos un multigrafo arbitrario H ∈
Ω(n, e) y el resultado es inmediato. Por otro lado, si G no tiene lazos basta sim-
plemente tomar H = G. De lo contrario, G tiene al menos un lazo (vv). Dado
que n ≥ 2 y G es conexo, existe un vértice w tal que w ̸= v y (vw) ∈ E(G).
Consideremos el grafo G1 = G− (vv) + (vw), que se obtiene de reemplazar el lazo
por una arista repetida (vw). Observe que G − (vv) = G1 − (vw). Denotaremos
G′ = G− (vv). Entonces:

mk+1(G) = mk(G
′) +mk+1(G

′)

mk+1(G1) = mk(G
′) +mk+1(G1 ∗ (vw))
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donde en la primera igualdad utilizamos la regla de la suma considerando que el
lazo (vv) aparece en el conjunto de corte o no. Mientras que en la segunda igualdad
utilizamos la fórmula de sustracción-contracción sobre la arista (vw). Resta probar
que mk+1(G ∗ (vw)) ≤ mk+1(G1 − (vw)). Pero esto es inmediato por definición,
ya que G1 − (vw) tiene todos los cortes de G1 ∗ (vw) y posiblemente otros cortes
adicionales que desconecten los vértices v y w. Entonces podemos elegir H = G1 si
G tiene solo un lazo. Por el contrario, si G tiene s > 1 lazos la aplicación reiterada
del proceso anterior define una lista finita de grafos G1, . . . , Gs tal que Gi=1 es
más fuerte que Gi para todo i ∈ {1, . . . , s− 1} y Gs es un multigrafo sin lazos en
Ω(n, e). Por lo tanto, se alcanza el resultado considerando H = Gs.

Recordemos que para cada i ∈ {0, 1, 2, 3, 4}, la secuencia {X(n, i)}n≥ni satisfa-
ce la propiedad de auto-semejanza tomando ni = i+ 2. Observe además que para
cada i ∈ {1, 2, 3, 4} y n > ni los grafos X(n, i) y Y (n, i) están bien definidos. Por
lo tanto, el siguiente razonamiento inductivo es válido.

Lema 7. Para cada i ∈ {0, 1, 2, 3} el grafo Y (n, i + 1) es el más fuerte en F i =
Ωp(n, n+ i)− Ωs(n, n+ i) ∀ n ≥ i+ 2

Demostración. La prueba se desarrolla por inducción en i ∈ {0, 1, 2, 3}

Paso Base: Si i = 0 los únicos pseudografos conexos, no simples, son árboles
con exactamente una arista repetida. Estos grafos verifican m0 = 0, m1 = n− 2 y
mj =

(
n−1
j

)
para todo j ≥ 2. En particular, Y (n, 1) = X(n, 0) ∪ {en} = Pn ∪ {en}

es el más fuerte en F0 para todos los enteros positivos tal que n ≥ 2 y por lo tanto
se verifica el paso base.

Paso Inductivo: Asumimos que la afirmación es válida para un valor fijo i−1
con i ∈ {1, 2, 3}. Es decir, Y (n, i) es el más fuerte en F i−1 para todo n ≥ i + 1.
Entonces, basta probar que Y (n, i+1) es el más fuerte en F i para todo n ≥ i+2.

Sea G un pseudografo arbitrario, no simple, en F i. Por el Lema 6 podemos
asumir sin pérdida de generalidad que G no tiene lazos. Por lo tanto, G tiene
alguna arista repetida f y G ∗ f tiene al menos un lazo, el cual denotaremos como
l′. Llamaremos G′ al grafo tal que G = G′ ∪ {f}. Observe que tanto G′ como
G ∗ f − {l′} pertenecen a F i−1. Entonces:

mk+1(Y (n, i+ 1)) = mk(X(n, i)) +mk+1(X(n− 1, i) ∪ {l}) (4.1)

≤ mk(Y (n, i)) +mk+1(Y (n− 1, i) ∪ {l}) (4.2)

≤ mk(G
′) +mk

((
G ∗ f − {l′}

)
∪ {l′}

)
(4.3)

= mk+1(G) (4.4)

donde la igualdad (4.1) es la formula de sustracción-contracción sobre la arista
repetida en Y (n, i + 1), la desigualdad (4.2) usa que X(n, i) es más fuerte que
Y (n, i) (Lema 4) y el Lema 5 para lazos, la desigualdad (4.3) combina la hipótesis
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inductiva con el Lema 5 para lazos y la identidad (4.4) es la formula de sustracción-
contracción sobre la arista f .

Es sabido que el grafo completo Kn y el grafo que se obtiene al quitar un
emparejamiento arbitrario sobre el primero son uniformemente más confiables en
sus correspondientes clases de multigrafos [27]. En particular, K4 y K5 menos 2
aristas independientes son grafos uniformemente más confiables. Dicho esto, nos
encontramos en condiciones de probar el resultado principal.

Teorema 7. Los grafos simples {Pn}n≥2, {Cn}n≥3, {θn}n≥4, {Ku(n)}n≥4 y
{Gu(n)}n≥6 son uniformemente más confiables en las clases de pseudografos Ωp(n, n−
1 + i) con i ∈ {0, 1, 2, 3, 4} respectivamente.

Demostración. Está claro que X(n, 0) = Pn es el más fuerte en la clase de pseu-
dografos Ωp(n, n − 1) para n tal que n ≥ 2, ya que los únicos grafos conexos en
Ωp(n, n− 1) son árboles y todos satisfacen m0 = 0 y

(
n−1
k

)
para todo k ≥ 1.

Ahora consideremos i ∈ {1, 2, 3, 4}. Combinando los Lemas 4 y 7 podemos concluir
que el grafo simple X(n, i) es el más fuerte en Ωp(n, n − 1 + i) para todo n tal
que n ≥ i + 2. Existe un caso que no queda cubierto bajo este razonamiento y
es el grafo X(4, 3) = K4. De todos modos, sabemos que es uniformemente más
confiable [27]. Por lo tanto, se concluye la prueba del Teorema.

Vale la pena remarcar que el Teorema 7 cubre todos los pares (n, e) de vértices
y aristas tal que e ≤ n+ 3 donde existe un grafo simple conexo, excepto para los
casos (n, e) = (1, 0) y (n, e) = (5, 8), los cuales serán rápidamente analizados a
continuación. Obviamente el grafo K1 es único es su clase Ω(1, 0) y por lo tanto es
uniformemente más confiable. Luego, si quitamos un par de aristas independientes
de K5 obtenemos un grafo uniformemente más confiable para la clase Ω(5, 8) [27].
Las propiedades mencionadas anteriormente también son válidas en sus respecti-
vas clases de pseudografos Ωp(1, 0) y Ωp(5, 8) gracias al Lema 6.
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Conclusiones

El estudio de grafos uniformemente óptimos confiables es de suma utilidad pa-
ra el diseño de redes con aplicación en diversas áreas. Encontrarlos no es una tarea
fácil y aún no es muy bien entendida.

Muchas conjeturas fueron propuestas, las cuales en su mayoŕıa permanecen sin
demostrar. Boesch en el art́ıculo que da puntapié a la temática [17] afirma que los
grafos UMRG siempre existen, pero infinitos contraejemplos fueron encontrados
que demuestran la no existencia. Una condición suficiente para que un grafo sea
UMRG es que minimice el vector arista desconector. Sin embargo, el rećıproco per-
manece abierto. Para que un grafo sea UMRG, este debe ser λ-óptimo y t-óptimo.
De todos modos, la caracterización de este tipo de grafos es una tarea desafiante
y aún no se conoce totalmente.

La existencia y construcción de UMRG solo ha sido estudiada para clases de
grafos de bajo co-rango, o clases de grafos casi completos. Para el caso particular
en que e = n+ i con i ∈ {4, 5, 6, 7}, pruebas computacionales sugieren que ciertas
subdivisiones particulares de los grafos de Wagner, Petersen, Yutsis y Heawood
son UMRG. Esta conjetura es un posible trabajo a futuro.

Por otro lado, vimos qué suced́ıa si permit́ıamos interconectar nodos mediante
múltiples aristas. Nos preguntamos si los grafos UMRG seguiŕıan siendo óptimos
al extender a la clase de multigrafos. Para el caso en que e ≤ n + 3 la respuesta
resulta ser afirmativa.

En esta tesis no solo se pudo abordar la temática de Grafos Uniformemente
Más Confiables, sino que da lugar a la publicación de un art́ıculo de co-autoŕıa
en la revista Networks. Dicho trabajo proporciona una prueba simple de los re-
sultados previamente dados por Gross y Saccoman y Pablo Romero y además
son extendidos a la clase de pseudografos. Los ingredientes principales fueron la
propiedad de auto-semejanza que comparten los grafos simples más fuertes, una
fórmula de arista sustracción-contracción para pseudografos, la regla de la suma y
un razonamiento inductivo.
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Esta aproximación puede ser fácilmente extendida a los casos donde e ≤ n+7,
siempre y cuando la conjetura hecha por Ath y Sobel [31] sea cierta. Esos auto-
res construyen una secuencia candidata de grafos uniformemente confiables que
también satisface la propiedad de auto-semejanza y por lo tanto, mediante un ra-
zonamiento similar al realizado anteriormente se podŕıa extender el resultado a
esta clase.

Finalmente, la conjetura general que asevera que los multigrafos uniformemen-
te confiables son simples aún continúa abierta.
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