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Resumen

Dado un sistema dindmico topoldgico ¥ = (X, o), donde X es un espacio topolégico compac-
to Hausdorff y o es un homeomorfismo de X, construimos dos dlgebras de Banach asociadas a
él, las cuales contienen canénicamente a C'(X). La primera es £}(X), una *-algebra de Banach, y
la segunda es C*(X), la C*-dlgebra envolvente de £!(X). Vincularemos las estructuras de ideales
de cada &lgebra con la dinamica de Y. Mas precisamente, veremos que la libertad topoldgica,
la minimalidad y la transitividad de ¥ equivalen a la maximalidad de C'(X) como subélgebra
abeliana, a la simplicidad y a la primalidad de cada una de las algebras, respectivamente.

Estudiaremos también la estructura de ideales y la teorfa de representaciones de ¢!(X).
Caracterizaremos aquellos sistemas para los cuales todo ideal cerrado de £1(X) es autoadjunto y,
cuando X contiene puntos no periédicos, construiremos *-representaciones de £!(X) en espacios
de Hilbert que son topolégicamente irreducibles pero no son algebraicamente irreducibles, lo
cual no puede ocurrir en C*(X) debido a que es una C*-algebra.

Para finalizar, estudiaremos la relacién entre las estructuras de ideales de ¢}(X) y C*(X).
Veremos que la clausura de todo ideal propio de £!(X) respecto a la norma de C*(X) sigue
siendo un ideal propio, y que en algunos casos podemos recuperar al ideal de su clausura de
forma natural intersectdndolo nuevamente con £!(X).

Abstract

Given a topological dynamical system ¥ = (X, o), where X is a compact Hausdorff space
and o is a homeomorphism of X, we construct two Banach algebras associated to it, which
canonically contain C'(X). The first one is £!(X), a Banach *-algebra, and the second one is
C*(X), the enveloping C*-algebra of £!(X). We will link the ideal structures of each algebra to the
dynamics of . More precisely, we will see that topological freedom, minimality and transitivity
of ¥ are equivalent to the maximality of C'(X) as an abelian subalgebra, the simplicity and the
primality of each of the algebras, respectively.

We will also study the structure of ideals and the theory of representations of ¢£!(X). We
will characterize those systems for which every closed ideal of £*(X) is selfadjoint and, when X
contains aperiodic points, we will construct *-representations of /! (X) in Hilbert spaces that are
topologically irreducible but are not algebraically irreducible, something that cannot occur in
C*(X) because it is a C*-algebra.

To conclude, we will study the relation between the ideal structures of /() and C*(X). We
will see that the closure of every proper ideal of ¢1(X) with respect to the norm of C*(X) is still
a proper ideal, and that in some cases we can recover the ideal from its closure in a natural way
by intersecting it again with ¢1(%).
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Introduccion

La mayoria de las interacciones entre la dindmica y la teoria de dlgebras de operadores recae
en un tipo de estructuras conocidas como productos cruzados. Histéricamente, los productos
cruzados surgen en el contexto de algebras de operadores en trabajos de von Neumann y Murray
en 1936, como un método para crear ejemplos de lo que se conoce como dlgebras de von Neumann,
un tipo particular de C*-dlgebras.

Estas estructuras fueron estudiadas a lo largo de los afios con distintos sabores: una de las
formas maés estudiada surge de los sistemas dinamicos medibles. Bajo hipdtesis adecuadas, la
accién de un grupo G por transformaciones medibles, en un espacio de medida (€2, 1), induce un
automorfismo en el dlgebra de funciones esencialmente acotadas L*°(f2, 1), que es un ejemplo
estandar de un algebra de von Neumann conmutativa. Con estos ingredientes, se construye otra
algebra de von Neumann, el producto cruzado, que no es conmutativa, y que codifica en algin
sentido la accién del grupo en el espacio. En esta situacién, propiedades dindmicas de la accién
pueden verse reflejadas en el producto cruzado.

En un contexto més general, los productos cruzados se construyen en base a un C*-sistema
dindmico: esto es la accién continua por automorfismos de un grupo localmente compacto en
una C*-dlgebra. Un caso simple que sirve de ejemplo en este contexto es la accion de un grupo
discreto G en una C*-algebra A, donde la topologia discreta de G facilita la construccién del
producto cruzado, que se suele denotar A x4 G, donde « : G — Aut(A) es la accién de G.

Las interacciones entre la dinamica topoldgica y la teoria de dlgebras de operadores son estu-
diadas en los trabajos [9],[10] de Tomiyama: dado un sistema dindmico ¥ = (X, o), determinado
por la accién de Z en un espacio compacto Hausdorff X a través de iterar un homeomorfismo
o:X — X, dalugar a un C*-sistema dindmico considerando la C*-algebra C'(X), el dlgebra de
funciones continuas de X en C, y el automorfismo « : C(X) — C(X) dado por «(f) = foo ™!,
donde Z actia sobre C'(X) iterando «.

Brevemente, la construccién del producto cruzado en esta situacién es la siguiente: se consi-
dera primero

Az = {f 12— O(X): S )oo < oo} ,
nez
equipado con un producto que codifica la accién del grupo y que hace de £!(X) no conmutativa.
Se le equipa con una norma natural y una involucién de forma que sea una *-dlgebra de Banach
con unidad, un tipo de estructura que, con un cambio de norma, puede ser completada a una
C*-algebra. Es tal completaciéon el producto cruzado C*(X) asociado al sistema dindmico 3.
Se tiene ademds que C(X) estd contenido candénicamente en el producto cruzado, siendo una
C*-subdlgebra abeliana. Se tiene entonces que C'(X) esta contenido en su conmutante, que es la
subalgebra
C(X) ={aeC*X):af = fa para toda f € C(X)}.

5



6 INTRODUCCION

Se verifica que el conmutante es también abeliana, por lo que es una C*-subdlgebra abeliana
maximal que contiene a C'(X). Una pregunta que surge es bajo qué condiciones el conmutante
coincide con C(X), o, en otras palabras, cuando C(X) es una subdlgebra abeliana maximal
del producto cruzado, lo cual es una pregunta de caricter més algebraico. En esta situacion
comienzan las interacciones entre la dindmica de X y las propiedades analitico-algebraicas de
C*(X), pues resulta que la maximalidad de C'(X) es equivalente a que los puntos no periédicos de
Y’ sean densos, una propiedad que llamaremos ser topoldgicamente libre. Mas atin, también tiene
relacion con la estructura de ideales del producto cruzado, pues también resulta ser equivalente
a que cualquier ideal cerrado no nulo de C*(X) tenga interseccién no nula con C(X).

Suponiendo ademds que el espacio X es infinito, se tienen otras dos equivalencias intere-
santes: la minimalidad y la transitividad del sistema dinamico equivalen a la simplicidad y a la
primalidad del producto cruzado, respectivamente. De nuevo, logramos relacionar propiedades
dindmicas de ¥ con propiedades sobre la estructura de ideales de C*(X).

Una parte del trabajo monografico estard destinada a mostrar este diccionario entre pro-
piedades dindmicas de ¥ y propiedades analitico-algebraicas de C*(X). El resto del trabajo
que haremos sera estudiar como propiedades dindmicas se reflejan en otra algebra de Banach
asociada al sistema dinamico.

Un primer intento de asociar un producto cruzado de otro tipo a una dinamica fue en un
contexto predominantemente algebraico, en los articulos [13],[14] y [15] por parte de Svens-
son, Silvestrov y de Jeu. Sin usar nociones analiticas, cambian la condicién de convergencia que
tenfamos por una de finitud y, partiendo de un &lgebra abeliana asociativa A, construyen una
estructura de tipo producto cruzado, tratando de obtener resultados usando como modelo lo sa-
bido de C*(X), la cual fue estudiada antes y con mucha mas extension. Logran en este contexto
ver que el conmutante A’ de A es abeliano y, por tanto, es maximal dentro de las subalgebras
abelianas, un resultado inspirado en el que describimos sobre el conmutante de C(X). Permi-
tiendo ademds que A sea un algebra de funciones sobre un conjunto arbitrario X y cambiando
la dinamica topoldgica, que era por homeomorfismos, por simplemente una biyeccién, consiguen
resultados similares a los vistos para el caso de C*(X). Luego, introduciendo nuevamente no-
ciones analiticas, trabajan con A un &lgebra de Banach (con otras hipdtesis técnicas), y logran
equivalencias como las descritas antes para un sistema dindmico en el espectro de A.

Siguiendo con la idea de estudiar otro tipo de &lgebras que codifiquen la dindmica, la *-
lgebra de Banach ¢!(X) ser4 nuestro caso de estudio en este trabajo. Fue estudiada inicialmente
en [1] por de Jeu, Svensson y Tomiyama. Por un lado, pareceria mas simple que el estudio de
C*(X), pues la construccién de la tltima se basa en la de la primera y requiere de un paso extra.
Sin embargo, C*(X) es una C*-dlgebra y, por tanto, goza de una teoria sumamente rica que
facilita su estudio, teorfa con la cual no cuenta £'(X). El ejemplo més claro donde eso se hace
evidente es que ¢!(X) puede contener ideales cerrados que no sean autoadjuntos, mientras que
en C*(X) esto no puede ocurrir, dado que todo ideal cerrado de una C*-algebra es autoadjunto.

Sin embargo, en [1] logran resultados tan buenos como los que se tienen para C*(X), y estos
resultados, usando el sistema dindmico comun subyacente a ambas algebras, permiten lograr
equivalencias entre la estructura de ideales de ¢}(X) y la de C*(X).

Hasta ese punto, la relaciéon entre las estructuras de ambas algebras se logra a través del
sistema dindamico que hay de fondo, y no a través de un analisis directo entre ellas. Es en
[2],[3],]4] v [5] donde de Jeu y Tomiyama estudian cémo relacionar de forma més directa estas
estructuras, analizando en el proceso la teoria de representaciones de ¢! (%), y logrando probar,



INTRODUCCION 7

entre otras cosas, el siguiente resultado que relaciona directamente la estructura de ideales de
las dos &lgebras: la clausura de todo ideal propio de £}(X), respecto a la norma de C*(X), sigue
siendo un ideal propio. Con esto en mente, el otro objetivo de esta monografia serd estudiar a
¢1(X), su relacién con C*(3), y probar este tltimo resultado mencionado sobre la relacién entre
la estructura de ideales de las dos algebras.

Describiremos brevemente como estara estructurado el presente trabajo. En el Capitulo 1
presentaremos la teoria basica necesaria para el desarrollo posterior de la monografia. Entre ellos,
enunciaremos resultados elementales de topologia, dindmica, y dlgebra. Luego repasaremos la
teoria elemental de algebras de Banach.

En el Capitulo 2 introduciremos los dos productos cruzados con los que trabajaremos en
la monografia, que son ¢!(X) y su envolvente C*, que denotaremos C*(X). Caracterizaremos
el conmutante de C(X) en cada una de las dlgebras, veremos que es una subdlgebra abeliana
maximal, y probaremos que todo ideal cerrado no nulo de ¢!(X) intersecta al conmutante de
C(X) en esa algebra.

En el Capitulo 3 nos centraremos en el estudio de £(X). Veremos equivalencias entre propie-
dades dindmicas del sistema dindmico ¥, y propiedades analitico-algebraicas de £!(X). Probare-
mos que la libertad topoldgica de equivale la maximalidad de C'(X) como subédlgebra abeliana,
que la minimalidad equivale a la simplicidad, y que la transitividad equivale a la primalidad.
Veremos ademds que todo ideal cerrado de ¢}(X) es autoadjunto si y solamente si ¥ no tiene
puntos periddicos.

En el Capitulo 4 haremos un estudio similar al del capitulo anterior, pero para C*(X).
Antes de eso, introduciremos brevemente la construcién de productos cruzados inducidos por
C*-sistemas dindmicos, y veremos que hay una biyeccién entre las representaciones covariantes
de un C*-sistema dindmico y las *-representaciones en espacios de Hilbert del producto cruzado
que induce. Veremos como toda *-representacién de C*(X) induce un sistema dindmico en un
subconjunto invariante de X. Finalmente, demostraremos para C*(X) las mismas equivalencias
entre propiedades dindmicas y propiedades analitico-algebraicas probadas en el capitulo anterior,
adaptando las técnicas utilizadas.

En el Capitulo 5 estudiaremos la relacién entre las estructuras de ideales de £}(X) y C*(X).
Concretamente, probaremos que todo ideal propio de ¢!(X) sigue siendo un ideal propio al
clausurarlo con respecto a la norma de C*(X). Para lograr esto, estudiaremos como los puntos
periédicos y no periédicos de ¥ inducen representaciones de dimensién finita e infinita de ¢£1(X),
respectivamente. Probaremos que si ¥ tiene algtin punto no periddico, entonces existe una *-
representacién de £!(X) en un espacio de Hilbert que es topolégicamente irreducible pero no es
algebraicamente irreducible, algo que no puede ocurrir en C*(X) dado que es una C*-élgebra.
Veremos que todo ideal primitivo, que es el nicleo de una representacién algebraicamente irredu-
cible, tiene asociado un subconjunto invariante de X, y podremos asociar el ideal con los nicleos
de las representaciones asociadas a puntos de X que describimos antes. Usando que la teoria de
*_representaciones de ¢} (X) y C*(X) es la misma, podremos entonces probar que la clausura con
respecto a la norma de C*(X) de todo ideal primitivo es un ideal propio. Finalmente, veremos
que todo ideal maximal es un ideal primitivo, lo que nos permitird concluir el resultado que
buscamos en este capitulo.

La referencia del primer capitulo serd mayormente [11], y usaremos algunos resultados de
[16]. En el segundo y tercer capitulo la referencia serd principalmente [1], y en menor medida
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[6]. En el cuarto capitulo nos basaremos en [10]. Finalmente, en el quinto capitulo nuestras
referencias seran mayormente [4] y [5], y extraeremos algin resultado de [2], [3] y [7].



Capitulo 1

Preliminares

El objetivo de este primer capitulo es introducir la teoria general que utilizaremos més
adelante en el texto, y en el trayecto definir el lenguaje y notacién con la que trabajaremos.
Enunciaremos resultados y presentaremos construcciones que seran necesarias de topologia y
sistemas dindmicos, de algebra y de la teoria de algebras de Banach y C*-algebras.

Maés puntualmente, primero recordaremos algunos resultados de topologia que seran herra-
mientas esenciales en el trabajo posterior, e introduciremos algunas nociones que nos intereseran
de dinamica: la libertad topolégica, la minimalidad, y la transitividad. Sobre algebra, haremos
algunos comentarios breves en cuanto a representaciones en un contexto algebraico. Finalmente,
repasaremos la teoria bésica de dlgebras de Banach que usaremos, veremos cémo a una *-alge-
bra de Banach podemos asociarle una C*-algebra, presentaremos la dualidad de Gelfand, que
caracteriza las C*-dlgebras conmutativas y, por ultimo, recordaremos algunos resultados sobre
espacios de sucesiones.

1. Topologia y dindmica

Introduciremos brevemente algunas nociones topoldgicas y dindmicas que usaremos mas
adelante, asi como algunas propiedades que nos seran ttiles.

A lo largo de la monografia, trabajaremos mayoritariamente con espacios topolégicos com-
pactos Hausdorff. Estos espacios tienen gran cantidad de propiedades que utilizaremos en todo
el trabajo. Iremos mencionandolas en lo que sigue.

En primer lugar, todo espacio compacto Hausdorff es un espacio de Baire. Recordemos que
un espacio de Baire es un espacio tal que la unién numerable de conjuntos cerrados con interior
vacio es un conjunto con interior vacio, o, lo que es equivalente, la interseccion numerable de
abiertos densos es un conjunto denso.

Un espacio compacto Hausdorff es ademéds un espacio normal. Que un espacio sea normal es
que, dados dos conjuntos cerrados D, C, disjuntos y no vacios, existen dos abiertos U, V' disjuntos
tales que C' C U y D C V; es decir, podemos separar conjuntos cerrados disjuntos por conjuntos
abiertos disjuntos. En espacios normales valen dos resultados de extrema utilidad: el lema de
Urysohn y el teorema de extension de Tietze.

TEOREMA 1.1 (Lema de Urysohn). Sea X un espacio normal y sean C, D dos subconjuntos
no vacios cerrados y disjuntos. Entonces existe f : X — [0, 1] continua tal que f(z) = 0 para
todo z € C'y f(x) =1 para todo x € D.

Se dice que la funcién f del teorema separa los conjuntos C' y D. En realidad, el lema
de Urysohn puede enunciarse diciendo que un espacio es normal si y solamente si dados dos

conjuntos cerrados C, D disjuntos existe una funcién f : X — [0, 1] continua que separa a C'y
D.
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TEOREMA 1.2 (de extension de Tietze). Sea X un espacio normal y sean C' un subconjunto
cerrado de X, f : C' = R una funcién continua. Entonces existe f : X — R funcién continua
que extiende a f, es decir, f|c = f. Si ademds f estd acotada, f puede tomarse tal que

sup | f(x)| = sup | f(y)l,

zeX yel
es decir, f puede tomarse acotada y con la misma cota que f.

Que para cualquier funcién continua definida en un subconjunto compacto existan extensio-
nes continuas a todo el espacio también es equivalente a que el espacio sea normal. Es facil ver
que el teorema de extension de Tietze puede enunciarse también para funciones con codominio
C, simplemente descomponiendo la funcién en sus partes real e imaginaria y aplicando el teore-
ma dos veces. Por ese mismo motivo lo usaremos para funciones sobre C directamente, sin hacer
una mencion explicita.

Trabajaremos con funciones definidas en un espacio compacto Hausdorff a lo largo de todo
el trabajo, por lo que los dos teoremas recién mencionados seran herramientas esenciales.

Pasemos ahora a discutir sobre dindmica. Trabajaremos con sistemas dindmicos topoldgicos.
Durante este trabajo, un sistema dinamico sera la accién de Z por un homeomorfismo sobre un
espacio topolégico X. Denotaremos ¥ = (X, o) al sistema dindmico, donde o : X — X es un
homeomorfismo. La accién de Z sobre x estd dada por n-x = o"(x) para todo n € Z y para
todo z € X.

Definamos y fijemos notacién de algunas nociones elementales de dindmica. Diremos que
un punto x € X es periddico si existe n € Z tal que 0" (x) = z. Si x es un punto periddico,
diremos que el periodo de x es el menor entero positivo n tal que o™ (z) = z. Si un punto x € X
no es periédico diremos que es no periddico o aperiddico. Denotamos Per, (o) al conjunto de
puntos de periodo n, Per(o) al conjunto de puntos periédicos, y Aper(c) al conjunto de puntos
no periddicos. Es decir, tenemos que:

Per(o) = U Per, (0) y Aper(c) = X \ Per(o).
nez

Definimos ademas
Fix,(o) ={z € X : 0" (z) = 2},

es decir, el conjunto de puntos fijos por o”. Evidentemente Per,(c) C Fix, (o), pero la inclusién
inversa no siempre vale. Se tiene también que Fix_,(0) = Fix,(¢) y Per_, (o) = Per, (o), para
todo n € Z. Por tltimo, denotamos como O(x) = {¢"(z) : n € Z} la érbita de un punto z.
Observemos que el conjunto de las 6rbitas es una particién de X. El resultado que sigue es
elemental, pero lo usaremos constantemente.

PROPOSICION 1.3. Sea X un sistema dindmico. Se tiene que Fix, (o) es cerrado para todo
entero n.

Diremos que ¥ es libre si no tiene puntos periddicos. Es decir que ¥ es libre si X = Aper(o),
o equivalentemente, si Fix,(c) = () para todo entero positivo n.

Inspirados en la definicién anterior, diremos que X es topoldgicamente libre si los puntos
no periédicos son, en un sentido topolégico, todo el espacio. Concretamente, diremos que X es
topolégicamente libre si los puntos no periédicos son densos en X . Veremos mas adelante que esto
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es equivalente a que para todo entero entero positivo n el conjunto Fix, (o) sea topolégicamente
chico, en el sentido de que tenga interior vacio.

Las otras dos nociones dindmicas que apareceran seran la minimalidad y la transitividad.
Un sistema dinamico es minimal si toda érbita es densa, es decir, si para todo x € X se tiene
que O(z) = X. Un sistema dindmico es transitivo si para todo par de abiertos no vacios U y V
existe un entero n tal que o™(U) NV # 0.

Ser topolégicamente libre es una propiedad que probara ser esencial, en particular porque
muchas veces es mas débil que la minimalidad o la transitividad, bajo la hipétesis de que el
espacio contenga infinitos puntos.

La siguiente proposicién da una caracterizacién usual de la minimalidad que usaremos mas
adelante.

PROPOSICION 1.4. Sea Y un sistema dindmico. Entonces ¥ es minimal si y solamente si no
existe ningtin subconjunto cerrado propio invariante por o.

2. Algebra

Introduciremos brevemente algunas nociones de dlgebra que usaremos. En general, todas las
algebras y espacios vectoriales serdn sobre C; ademads, siempre que mencionemos ideales de un
algebra asumiremos que son bilaterales, salvo explicita mencién de lo contrario. Recordemos que
un ideal principal es un ideal generado por un solo elemento.

Una representacion de un algebra A es un par (m, E), donde E es un espacio vectorial y
m: A — L(E) es un homomorfismo de dlgebras, donde L£(E) denota el dlgebra de operadores
lineales de E. Dado a en A, denotaremos m, a m(a). Si S es un subespacio vectorial de F
tal que w(A)S C S, diremos que S es un subespacio invariante. En este caso, tenemos lo que
llamamos una subrepresentacion (mwg,S), dada por restringir m(A) a S. Toda representacién
tiene dos subrepresentaciones triviales puesto que E'y {0} siempre son subespacios invariantes
triviales. Diremos que una representacion de un algebra es algebraicamente irreducible si es una
representacion no nula y no tiene subrepresentaciones no triviales.

El lema de Schur es un resultado elemental de la teoria de representaciones, pero extremada-
mente 1til, que tiene multiples enunciados dependiendo del contexto en el que se esté trabajando.
El enunciado que usaremos nosotros sera el que sigue.

TEOREMA 1.5 (Lema de Schur). Sea 7 : A — L(F) una representacién algebraicamente
irreducible de un algebra A en un espacio vectorial E. Entonces los tinicos operadores de E que
conmutan con 7(A) son los multiplos escalares de la identidad.

Usaremos ademas el siguiente resultado estdandar de la teoria de anillos sobre la existencia
de ideales maximales en un algebra con unidad.

TEOREMA 1.6 (Krull). Sea A un dlgebra con unidad, y sea I un ideal propio de A. Entonces
existe un ideal maximal M que contiene a 1.

El resultado anterior también vale para ideales izquierdos. Es decir, tenemos que todo ideal
izquierdo propio de un algebra con unidad estd contenido en un ideal izquierdo maximal.

3. Algebras de Banach

Veremos ahora la teoria sobre dlgebras de Banach que necesitaremos para desarrollar es-
te trabajo. Veremos las definiciones y resultados generales que usaremos, hablaremos sobre la
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dualidad de Gelfand e introduciremos brevemente los espacios de sucesiones, que maés adelante
utilizaremos. La mayoria de los resultados que describiremos aqui pueden verse en los libros
11],12],

3.1. Definiciones y teoria elemental.

Un espacio de Banach es un espacio vectorial E sobre C, equipado con una norma respecto a
la cual es un espacio topolégico completo. Un dlgebra normada es un dlgebra A sobre C equipada
con una norma submultiplicativa || - ||, lo que significa que

lladb|| < ||all||b|| para todo a,b € A.

Si ademds A tiene unidad, pedimos que ||1|| = 1. Finalmente, un dlgebra de Banach es un algebra
sobre C con una norma respecto a la cual es un dlgebra normada y un espacio de Banach. Lo
siguiente es un resultado elemental sobre algebras de Banach que sera tutil.

PROPOSICION 1.7. Sea A un algebra de Banach, y denotemos A* al conjunto de elementos
invertibles de A. Entonces se tiene que B(1,1), la bola de centro 1 y radio 1 en A, estd incluida
en A*. Ademés A es un conjunto abierto de A.!

Durante este trabajo nos dedicaremos la mayoria del tiempo a estudiar estructuras que son
algebras de Banach pero que ademads tienen una involucion. Esto es un mapa *x : A — A que
verifica:

» Es antilineal. Esto quiere decir que (Aa + b)* = Xa* + b* para todos a,b € A, \ € C;
» Se tiene que (a*)* para todo a € A;

» Es antimultiplicativa. Esto quiere decir que (ab)* = b*a* para todos a,b € A;

» Es isométrica. Esto quiere decir que ||a*|| = ||a|| para todo a € A.

A un 4lgebra de Banach con una involucién le llamaremos *-algebra de Banach. Una de las dos
estructuras que nos dedicaremos a estudiar sera de este tipo.

La otra estructura con la que trabajaremos extensamente es lo que se llama una C*-dlgebra:
esto es una *-dlgebra de Banach que verifica ||a*a|| = ||a|?* para todo a € A. A esta condicién se
le llama C*-identidad.

Uno de los ejemplos mas béasicos de una C*-algebra son lo ntimeros complejos C, donde la
involucién en este caso es simplemente la conjugacion. Un ejemplo algo mas elaborado, dado X
un espacio localmente compacto Hausdorff, es

CO(X):{f:X%C’fes continua y xh;rglof(a:):O},

donde lim,_,o f(z) = 0 quiere decir que para todo ¢ > 0 existe K C X compacto tal que
|f(z)| < e para todo x € K¢ En Cy(X) el producto y la suma son punto a punto, la involucién
estd dada por f*(z) = f(z) y la norma es || f|co = sup,cx |f(2)|. En este caso, Cp(X) es una
C*-algebra conmutativa, y tiene unidad si y solamente si X es compacto, en cuyo caso resulta
Co(X) = C(X). Un resultado fundamental, del cual hablaremos més adelante, es que, de hecho,
toda C*-dlgebra conmutativa es isomorfa a Cy(X) para algun espacio topoldgico X localmente
compacto Hausdorff esencialmente tinico, y en particular si A tiene unidad, resulta isomorfa a
C(X) para X ademds compacto.

Ipe hecho, A* es un grupo topolégico con el producto.
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Todos los ejemplos anteriores son de C*-dlgebras conmutativas. El ejemplo bésico de una
C*-algebra que no es conmutativa es el de

B(H)={T:H — H|T es un operador lineal acotado },

donde H es un espacio de Hilbert, es decir, un espacio vectorial con un producto interno tal
que es completo con la norma inducida por él. En B(H) usamos la norma de operadores ||T|| =
sup{||Tv| : ||v|| = 1}. La involucién es simplemente la adjuncién de operadores. En este caso,
se tiene que B(H) es no conmutativa siempre que la dimensién de H sea mayor a 1. Ademas,
cualquier subdlgebra autoadjunta y cerrada respecto a la norma es una C*-dlgebra. Un teorema
debido a Gelfand y Naimark en 1943, dice que de hecho toda C*-algebra es isomorfa a una
C*-subdlgebra de B(H) para algtn espacio de Hilbert H. Enunciaremos este teorema dentro de
poco.

En una *-dlgebra de Banach, diremos que un elemento a es autoadjunto si a* = a, y diremos
que es normal si a*a = aa*. Diremos que un elemento u es unitario si u es invertible y u = = u*.
Se tiene que ||u|| = 1 para todo elemento unitario w.

Un homomorfismo ¢ : A — B entre algebras con involucién A, B, a veces llamado *-
homomorfismo, es un homomorfismo de algebras que ademds preserva la involucién, es decir,
d(a*) = ¢(a)* para todo a € A. En caso de que las édlgebras sean normadas, pedimos ademas
que sea continuo. Si ¢ : A — B es un homomorfismo de dlgebras que preserva la involucién,
y B es una C*-algebra, entonces ¢ es automaticamente contractivo, y por lo tanto también es
continuo.

La siguiente proposicién es una lista de resultados ttiles sobre homomorfismos entre *-
algebras.

PROPOSICION 1.8. Sea A una *-dlgebra de Banach, y sean B, C dos C*-dlgebras. Se tiene:

(1) Sea ¢ : A — B un *-homomorfismo. Entonces ¢ es contractivo, es decir, ||¢| < 1.
(2) Sea ¢ : B — C un *-homomorfismo. Entonces ¢ es inyectivo si y solo si es isométrico.
En particular, todo *-isomorfismo entre C*-dlgebras es un isomorfismo isométrico.

Supongamos que I es un ideal cerrado de un algebra de Banach A. Se tiene que el cociente
A/I tiene una estructura natural de algebra. Podemos normar A/I de la siguiente forma:

la+I|| =inf{|la —0b| :beI}.

Con la norma descrita, se tiene que A/I es un algebra de Banach. Ahora, si A tiene una
involucién y el ideal I es cerrado bajo esa involucién, podemos definir una involucién en el
cociente de forma natural:

(a+1)"=a*+1.

Con esto, se tiene que el cociente es una *-dlgebra de Banach. Para definir adecuadamente
tanto la norma como la involucién, pedimos que el ideal I sea cerrado y autoadjunto. Si A fuera
ademds una C*-algebra, se puede ver que el cociente A/I también lo es. Si bien para definir la
involucién en el cociente pedimos que el ideal fuera autoadjunto, el proximo teorema muestra
que, en el caso de que estemos trabajando con C*-algebras, alcanza con pedir que I sea cerrado.

TEOREMA 1.9. Sea A una C*-dlgebra, y sea I un ideal cerrado. Entonces I es autoadjunto.

El teorema anterior es un ejemplo de las comodidades que ofrece trabajar con una C*-dlgebra,
pues en una *-dlgebra de Banach pueden existir ideales cerrados que no son autoadjuntos.
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En el contexto de *-algebras de Banach, podemos definir la nocién de *-representacidn. Esto
es, un *-homomorfismo 7 : A — B(H) de una *-algebra de Banach al dlgebra de operadores
acotados en un espacio de Hilbert H. Observemos que, de acuerdo a la proposiciéon previa, como
B(H) es una C*-algebra, tenemos que 7 es automdticamente contractiva y, por tanto, también
continua. Toda *-representacién es una representacién en el sentido de la seccién anterior. Dire-
mos que una *-representacion es topoldgicamente irreducible si no existen subespacios cerrados
no triviales invariantes por m(A).

TEOREMA 1.10 (Gelfand-Naimark). Sea A una C*-algebra. Existe una *-representacion fiel
m:A— B(H), donde H es un espacio de Hilbert.

Hablando de representaciones de *-dlgebras de Banach, tenemos entonces dos nociones de
irreducibilidad: una algebraica y otra topoldgica. Es claro que la irreducibilidad algebraica im-
plica la topoldgica, pero, en general, pueden existir representaciones de una *-algebra de Banach
en espacios de Hilbert que sean topoldgicamente irreducibles pero no algebraicamente irredu-
cibles. Sin embargo, como indicara el siguiente resultado, eso no puede pasar en el caso de
representaciones de C*-algebras.

PROPOSICION 1.11. Seaw : A — B(H) una *-representacién de una C*-dlgebra en un espacio
de Hilbert H. Entonces 7 es algebraicamente irreducible si y solamente si es topolégicamente
irreducible.

En una *-dlgebra de Banach A, diremos que un funcional lineal p es positivo si p(a*a) > 0
para todo @ € A. Si ademds A tiene unidad, se tiene que p es automaéaticamente continuo y

llpll = p(1). Dados dos funcionales positivos p, 7, diremos que p domina a 7, y lo denotaremos
p >, sl p(a*a) > 7(a*a) para todo a € A.
Diremos que un funcional lineal positivo p es un estado si es continuo y ||p|| = 1. Diremos

que un estado p es puro si dado un estado 7 tal que 7 < p, entonces existe ¢t € [0, 1] tal que
tT = p.

Sea S(A) el conjunto de estados de una *-dlgebra de Banach con unidad A. En primer
lugar, S(A) es un subconjunto compacto con la topologia débil-* del dual de A. Segundo, es un
conjunto convexo, es decir, si tenemos p, 7 € S(A), se tiene que

[0,7] = {tp+ (1 —t)r: t € [0,1]} C S(A).

Teniendo esto en cuenta, que un estado sea puro es equivalente a que sea un elemento
extremal de S(A). Ahora, como S(A) es un compacto y cerrado, el teorema de Krein-Milman
dice que S(A) tiene elementos extremales, es decir, existen estados puros. Denotamos PS(A) al
conjunto de estados puros de A.

En el caso de que estemos trabajando con C*-dlgebras, dado un estado puro en una subdlge-
bra, podemos extenderlo a toda el dlgebra. Dejamos eso plasmado en el siguiente teorema, pues
serd usado mas adelante.

TEOREMA 1.12. Sea B una C*-subélgebra de una C*-dlgebra A, y sea p un estado puro de
B. Entonces existe p’ un estado puro de A que extiende a p.

3.2. (*-algebra envolvente de una *-dlgebra de Banach.

Las C*-édlgebras tienen una teoria sumamente rica, la cual se ve reflejada en varios de los
resultados que ya mencionamos. La estructura de C*-algebra es esencial, pues muchos de estos
resultados no valen si trabajamos simplemente con una *-dlgebra de Banach. Teniendo esto en
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cuenta, lo que sigue es una forma de completar a una *-algebra de Banach como una C*-algebra,
lo que permite sacar provecho de la vasta teoria disponible que estas tienen.

En esta seccién, A denotard una *-algebra de Banach con unidad. Lo que haremos es definir
una norma en A, y en base a esa norma construir una C*-algebra. Primero veremos que hay
varias formas equivalentes de definir estas normas. La primera de ellas es usando los estados de
A. Llamemos P a la familia de funcionales lineales positivos de A con norma menor o igual a 1.
Definimos

lall = suplp(aa)|z = sup |p(a’a)l?,
pEP pEPS(A)
donde se puede ver que el supremo coincide si se toma sobre P o sobre los estados puros. Otra
forma de definirla, que da el mismo valor, es usando representaciones de A

llal|” = sup {||w(a)| : 7 es una *-representacién}
= sup {||w(a)|| : 7 es una *-representacién topolégicamente irreducible} .

Es decir, para todo a € A se tiene que los cuatro supremos descritos coinciden. Si a,b € A,
se tiene que || - || verifica que

lad]l” < llalIBlY', Nlal” = lla*I, lla*al" = llal,

es decir, parece cumplir lo necesario para que A con esa norma sea una C*-dlgebra. Pero || - ||’
no necesariamente es una norma, porque pueden existir a € A no nulos tales que |al|’ = 0.
Consideramos
Al —
I={acA:lal =0},

se tiene que I es un ideal cerrado y autoadjunto de A. Luego, || - ||" es una norma en el cociente
A/I, que ahora cumple todos los axiomas de una C*-dlgebra, excepto que no es completa en
general. Llamamos envolvente C* a la completacién de A/I respecto a | - ||', y la denotamos
C*(A). Como completamos, se tiene que C*(A) es una C*-algebra. Nos referiremos a la norma
| -||" como norma C*.

Observemos una cosa antes de continuar: en caso de que los supremos descritos arriba para
definir la norma sean estrictamente positivos para todo elemento a de A, se tiene que el ideal I es
nulo. En ese caso se completa directamente A, sin necesidad de pasar al cociente. Tenemos en esta,
situacién que A es denso en C*(A) con la norma || - ||’. Si bien el argumento que sigue funciona
aunque I # {0}, supondremos que I es nulo de todas formas para simplificar la notacién, y
porque serd suficiente para el caso al cual lo aplicaremos més adelante.?

En primer lugar, si tenemos una *-representacién = : C*(A) — B(H) en un espacio de
Hilbert, es claro que 7|4 : A — B(H) es una *-representaciéon de A. Ahora, en caso de que
tengamos una *-representacién m : A — B(H ), recordemos que autométicamente es contractiva
(y, por lo tanto, continua), dado que B(H) es una C*-dlgebra. Como A es denso en C*(A),
podemos extender de forma tunica la representacién a 7 : C*(A) — B(H) de C*(A). En este
caso, se tiene que

ker(7) C ker(7),
donde la clausura es respecto a la norma C*. Tenemos entonces que la teoria de representaciones
en espacios de Hilbert de A y C*(A) se identifican naturalmente.

2En caso de que I no fuera nulo, basta con considerar el mapa cociente ¢ : A — A/I, y se tiene que q(A) es
denso en C*(A). Luego los argumentos son andlogos a los descritos.
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3.3. Dualidad de Gelfand.

La dualidad de Gelfand es una teoria que muestra que las C*-algebras conmutativas son, en
algun sentido, equivalentes a los espacios topolégicos localmente compactos Hausdorff.

Nosotros ya mencionamos que todo espacio localmente compacto Hausdorff X induce una
C*-élgebra conmutativa Cp(X). Es claro que si X es homeomorfo a Y, entonces las C*-algebras
Co(X) y Co(Y) son isomorfas. Lo que nos interesa es saber si, dada una C*-dlgebra conmutativa
A, existe algin espacio topolégico localmente compacto Hausdorff X tal que A sea isomorfa
como C*-algebra a Cy(X).

Sea A una C*-algebra conmutativa. Denotamos

A= {h: A — C tal que h es un homomorfismo de algebras no nulo}.

Llamamos caracteres a los elementos de A. Se tiene que ||h|| < 1 para todo h € A, por lo que
son continuos, y A resulta estar incluido en el espacio dual a A. Por lo tanto, podemos fijar una
topologia en A considerando la restriccién de la topologia débil-* del espacio dual. El espacio de
Gelfand es justamente el espacio topolédgico A con la restriccion de la topologia débil-*.

Ahora, dado un elemento a € A, definimos @ : A — C dada por a(h) = h(a). Se tiene en
este caso que a pertenece a C’o(g). Llamamos transformada de Gelfand al mapa G : A — Cjy (ﬁ)
dado por G(a) = a.

TEOREMA 1.13 (Gelfand-Naimark). Sea A una C*-algebra conmutativa. Entonces la trans-

-~

formada de Gelfand G : A — Cp(A) es un isomorfismo de C*-algebras.

Logramos entonces asignarle naturalmente a una C*-algebra conmutativa A el espacio to-
polégico A\, tal que A es isomorfa a Cy (21\) Observemos que en caso de que A tenga unidad, como
C’O(A\) también tiene que tener unidad, resulta que A es compacto y C’o(ﬁ) = C’(A\) En la otra
direccién, si tenemos un espacio topolédgico compacto Hausdorff, Cy(X) = C(X) resulta tener
unidad. Podemos entonces restringir la dualidad de Gelfand a una dualidad entre C*-algebras
conmutativas con unidad y espacios topoldgicos compactos Hausdorff.

Durante el texto, trabajaremos con un espacio compacto Hausdorff X y con la C*-dlgebra

conmutativa con unidad C'(X) que le corresponde. En este caso, tenemos que
C(X) = {tz : C(X) - C tal que p(f) = f(x), € X} = X.

Por ltimo, recordemos que los estados puros de C'(X) son exactamente las evaluaciones i,
descritas arriba.

3.4. Espacios de sucesiones.
Los espacios de sucesiones apareceran en el trabajo mas adelante, por lo que los introduci-
remos con brevedad. Sea p € [1,00). Dada una sucesién s = (s;);cz C C, consideramos:

Islly = 7[> lsnl”.
ne”L

Luego, definimos ¢P(Z) como el conjunto de sucesiones tales que ||s||, < co. Se tiene que
(P(Z) es un espacio vectorial con la suma y el producto coordenada a coordenada, y equipandolo
con la norma || - ||, resulta que es un espacio de Banach.

En particular, cuando p = 2, £2(Z) es también un espacio de Hilbert, con el producto interno
(s,8") =3,z 8., donde s y s’ son dos sucesiones en (%(Z).
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El siguiente resultado elemental, que relaciona £*(Z) con ¢P(Z) cuando p € (1, 00), serd usado
mas adelante.

PROPOSICION 1.14. Sea p € (1,00). Entonces £(Z) es un subespacio denso de P(Z).

Usaremos el siguiente resultado, que no es para nada trivial, sobre posibles isomorfismos
como espacios de Banach entre P(Z) y ¢"(Z) . Este resultado se encuentra en [16, Corolario
2.1.6).

PROPOSICION 1.15. Sean p,r € [1,00), con p # r. Entonces los espacios de Banach (?(Z) y
¢"(Z) no son isomorfos.

Vale la pena remarcar que una forma de pensar las sucesiones es como funciones s : Z — C,
es decir, funciones de los enteros a C. Los enteros Z forman un grupo topoldgico localmente
compacto Hausdorff con la topologia discreta, y por lo tanto tienen una medida de Haar u, es
decir, una medida invariante por traslaciones. Como el grupo es discreto, la medida es la medida
de conteo, que podemos suponerla normalizada de forma que u(n) = 1 para todo n € Z. Dada
la medida de Haar, tenemos los espacios LP(Z, 1), que son las funciones tales que

1

([1stpautn)” - (S bt <o

es decir, los espacios LP(Z,u) coinciden con ¢P(Z). Tenemos por lo tanto una involucién en
(P(Z) que estd determinada por s} = 5_, para todo n € Z. Tenemos ademads el producto de
convolucién en L'(Z, 1), de donde ¢'(Z) es una *-algebra de Banach.

Lo que nos interesa de este enfoque es la transformada de Fourier, en particular cuando
p=1.Dada h € (}(Z) = L*(Z, 1), su transformada de Fourier es una funcién » € C(T) dada

por R
h(z) =Y h(n)z",

nez
donde T denota los nimeros complejos de médulo 1. La transformada de Fourier es el mapa
F : 1(Z) — C(T) dado por F(h) = h. Usaremos el resultado que sigue.

PROPOSICION 1.16. La transformada de Fourier en ¢!(Z) es inyectiva.?

Por ltimo, de [20, Corolario 7.2.3] y [20, Teorema 7.1.2], se desprende la proposicién si-
guiente, que utilizaremos mas adelante.

PROPOSICION 1.17. Sea C' un subconjunto cerrado propio de T. Entonces existe ¢ € C(T),
no nula y que se anula en C, tal que ¢(2) = Y, .5 an2™ para todo z € T, con (an)nez en £} (Z).

3Mis en general, dado un grupo localmente compacto abeliano G, podemos considerar la medida de Haar en
él y la transformada de Fourier en F : L' (G, u) — Co(G), donde G es el grupo dual de G. Se cumple que en esa
situacién la transformada de Fourier es inyectiva.






Capitulo 2

Productos cruzados asociados a sistemas dinamicos

En este capitulo introduciremos los dos productos cruzados con los que trabajaremos duran-
te toda la monografia, £1(X) y C*(X), donde el primero es una *-dlgebra de Banach y el segundo
es su envolvente C*. Son construidos a partir de una sistema dindmico topoldgico ¥ = (X, o).
Veremos que ambos productos cruzados contienen canénicamente al algebra de funciones conti-
nuas C(X), y estudiaremos el conmutante de C'(X) en cada uno de los dos espacios. Por tltimo,
probaremos un resultado sobre la interseccién de C'(X) con ideales cerrados propios de ¢1().

La referencia principal para este capitulo es [1] en lo relativo a ¢!(X) y [6] para lo relativo

a C*(X).
1. Preliminares

Sea X un espacio compacto Hausdorff, y sea ¢ : X — X un homeomorfismo. Esto es
suficiente para tener una accién de Z en X, definiéndola de la forma n -z = ¢™(z), es decir,
aplicando n veces el homeomorfismo o. Llamamos a ¥ = (X, 0) un sistema dindmico topolégico.

Consideramos C(X) = {f : X — C: f es continua} el conjunto de las funciones continuas
de X a C. Podemos considerar o : C(X) — C(X) el automorfismo dado por o(f) = foo ™!,y
con este automorfismo podemos definir la accién de Z dada por n- f = «"*(f). Tenemos entonces
que ¥ induce una accién de Z en C'(X).

Definimos el espacio

0z = {f :Z = C(X):If =Dl R) o < OO},
kEZ
donde || - ||« : C(X) — R denota la norma del supremo || f|ls = sup {|f(z)| : € X}. En £1(X)
definimos el producto dado por

(f9)(n) = f(k)a*(g(n — k).

keZ

A este tipo de productos se le suele llamar convolucidn torcida, y es usual en el contexto general
de productos cruzados. Definimos ademés una involucién en ¢! (%) como:

fr(n) = o (f(—=n)).
Con la norma descrita se tiene que * es una involucién isométrica. Por lo tanto, £!(X) con las
operaciones descritas es una *-dlgebra de Banach, porque la norma es submultiplicativa, como

es facil verificar. Describiremos una forma mas amigable de trabajar con los elementos de ¢(X).
Dado f € ¢!(%), denotamos f, = f(k) € C(X). Consideramos xy,,} : Z — C(X) dada por:

1 n=m

19
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donde 1 y 0 indican las funciones constantes correspondientes a esos valores en X. Con esta
definicién tenemos que X oy es la identidad en ¢1(¥). Llamemos § = X{1} Y 60 = X{oy- Se verifica
directamente que 6* = 6~ = X{-1}> Y que 0" = x{,} para todo n € Z. Es con estos elementos
que podemos describir de forma més practica las operaciones de £(3): dado f € £}(X), llamamos
fr = f(k) € C(X). En ese caso podemos escribir f de la siguiente forma:

F=>_ "

kEZ

Este tipo de notacién serd mas practica, pues los elementos de la forma f;,8* son més cémodos
de manipular. Se tiene que

(™) (g™ (1) = 3 (6™ (B (g™ (L — ),
keZ
y para que (f,0")(k) sea no nulo necesitamos que sea n = k. En ese caso el término de la derecha
queda fr,&™((gmd™)(l —n)), y como « es un automorfismo, para que no sea nulo tiene que ser
Il —n = m, o equivalentemente | = n + m. Es decir, el producto dard nulo si l # n+m y si
Il =n+m queda f,&"(gm). Podemos concretar todo esto en la siguiente igualdad:

(fn0")(gmd™) = fno‘n(gm)(sn+m

Podemos pensar a ¢! (X) como que tenemos para cada k € Z una copia de C(X), la cual serd
como una fibra parada sobre k, y un elemento f € ¢}(X) estd constituido por sus coordenadas
fr € C(X) en cada fibra k. La suma de elementos es punto a punto y el producto obedece la
convolucién torcida, que cuando miramos dos elementos f,0" y g,0"" en las fibras sobre n y m
respectivamente, su producto caerd en la fibra n + m y su coordenada serd f,o"(gm) € C(X),
es decir, el producto punto a punto de f, con lo obtenido de hacer actuar n sobre g,,, como
indica la igualdad de antes.

Tenemos entonces el espacio ¢!(X), una *-dlgebra de Banach, que estéd asociado al sistema
dindmico X. Nuestro objetivo principal serd tratar de ver cémo distintas propiedades dinamicas
de X se ven reflejadas como propiedades algebraicas en ¢!(X). Sin embargo, hay otro espacio,
estrechamente relacionado con £!(X), que se construye en base a ¥ y que histéricamente ha sido
mucho mas estudiado, el cual describiremos a continuacion.

Mencionamos en el capitulo de preliminares una construccién estdndar que, dada una
algebra de Banach con unidad, le asocia una C*-dlgebra. Aplicaremos esto a £'(X). Sea P la
familia de funcionales lineales positivos de norma a lo sumo uno en ¢! (%), consideramos:

I = sup ¢(f*f)?
peP

*_

Como dijimos en los preliminares, esto en general define una seminorma en ¢!(X), es decir,
podriamos tener elementos no nulos con norma 0, y el proceso a seguir seria considerar el ideal
formado por estos elementos, pasar al cociente por este ideal y luego completar con respecto a la
norma que ||-||" induce en el cociente. Sin embargo, veremos que en este caso tenemos suficientes
funcionales en P de forma de poder evitar pasar al cociente.

Dado z € X definimos ¢, : £}(¥) — C como:

b (Z fk5k> — fo(x)

keZ
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De acuerdo a céomo definimos la involucién y a la notacidon que estamos usando, tenemos

que:
= ok (fg)s"
kEZ
Luego:

T mey——

IEL JEZ ,JEL

=D o (F) ()0 = D ol (Fify) 8
1,JEL ,JEL

= oI (fikfy) o
7,kEZ

Tenemos que la coordenada en 6° de f*f es

(1) Sl (Fif;) =Y [Froallfool) =S | fi007 ],

JEZ JEZL JEZ

=Y £ (@)

JEZ

de donde

Por lo tanto, dado f € ¢*(X) no nulo, se tiene que algtin f; es no nulo, por lo que tomando xg
tal que f;(07(xp)) sea no nulo obtenemos que ¢, (f*f) > 0, de donde || f||" resulta estrictamente
positivo.

Debido al argumento de arriba, tenemos que || - || resulta ser una norma, por lo que alcanza
simplemente con completar para obtener una C*-algebra: denotamos C*(X) a lo obtenido de
este proceso. Por construccién, evidentemente tenemos que ¢1(X) es densa en C* ().

Podemos incluir isométricamente C(X) en ¢1(X) y C*(X) de forma canénica, a través del
mapa f — f0°; nos referiremos a la imagen de este mapa simplemente como C(X) para no
sobrecargar de notacién, y de igual manera dado un elemento f6° muchas veces lo escribiremos
simplemente como f. Se tiene que C(X) es cerrada en ¢1(X) y C*(%).

Consideramos el mapa Ej : £}(X) — C(X) la proyeccién canénica de norma uno en C'(X)

dada por
(Z fk5k> fo € C(X).

keZ
Se tiene que Ej es fiel: esto es que si Eq(f*f) = 0, entonces f = 0. Esto se debe a que de acuerdo
a la ecuacion (1), tenemos que
= |fjodlf?

JEZ
de donde es claro que si E1(f*f) = 0, tiene que ser nulo cada f;, y por lo tanto también debe
serlo f.
Veremos en el Capitulo 4 que E; puede extenderse a una proyeccién E,, de C*(X) en C(X),
que también tiene norma uno y es fiel. Sin embargo, iremos usando el mapa FE,, y probaremos
lo dicho en el capitulo mencionado.
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Dados ¢ € C*(X2), f,g9 € C(X), se verifica que

E(fcg) = fE«(c)g.

La forma que tendremos de manipular C*(X) es a través de los coeficientes de Fourier
generalizados. La idea es que, como sabemos que ¢1(¥) es densa en C*(%), dado un elemento
c € C*(X) queremos proyectarlo sobre cada fibra C(X)é*, y luego sumar lo obtenido para
recuperar el elemento c. Ya tenemos la proyeccién F, en la fibra C(X) sobre 6%; lo que haremos
para obtener la proyeccién en la k-ésima fibra es mover k fibras para atras al elemento c, y
aplicar Fj :

c(k) = Eu(c-67%) € C(X);
llamaremos a c(k) el k-ésimo coeficiente de Fourier generalizado de c. Se tiene que ¢ = 0 si y
solamente si ¢(j) = 0 para todo j, por lo que un elemento se encuentra determinado de forma
tnica por sus coeficientes de Fourier. Sin embargo, no podemos sumar los elementos ¢(k) de
forma usual dado que eso no necesariamente convergerd a c¢. Para resolver esto usaremos lo que
se conoce como sumatoria de Cesaro: definimos las medias de Cesaro como

N .
Clny — 1l N 5
o0 = 3 (1= 52 )i
Jj=—N
y se tiene que las medias de Cesaro convergen a c¢ en la norma de C*(X) cuando N tiende a
infinito. Dada f € C(X) y ¢ € C*(X) se verifica que

(f-e)(k) = fe(k) y (c- [)(k) = (foo ™) c(k).

Los productos cruzados que acabamos de describir, £!(X) y C*(X), seran los que estudiaremos
en esta monografia. Histéricamente, C*(X) ha sido ampliamente estudiado, mientras que ¢! (X)
se ha mantenido menos popular, a pesar de tener una construccion mds simple. Sin embargo,
veremos que estas dos estructuras comparten gran cantidad de propiedades analitico-algebraicas,
las cuales probaremos utilizando el sistema dindmico subyacente a ambos. En este espiritu, le
dedicaremos una mayor atencién a £!(X), pero trataremos de en paralelo realizar un estudio de
las propiedades correspondientes en C*(X%).

Por ultimo, introduciremos la parte algebraica, que denotaremos cop(X):

coo(X) = {Z f&6" ¢ fr = 0 excepto para finitos valores de kz} .
keZ

Se tiene que co(X) es una *-dlgebra densa tanto en ¢! (X)) como en C*(X) con sus respectivas
normas, por lo que nos sera 1til a la hora de tratar de trabajar con ambos espacios. En particular,
serd comodo para definir funciones en ellos, pues sus elementos son sumas finitas, y en caso de
ser continuas, podremos extenderlas a cualquiera de los dos espacios.

2. El conmutante de C(X)

Definiremos y caracterizaremos ahora el conmutante de C'(X), el cual serd una herramienta
muy 1til en el estudio de /() y C*(2).

En general, dada una subalgebra conmutativa, su conmutante es lo obtenido de agregarle a
la subdlgebra todos los elementos del dlgebra que conmutan con sus elementos. En nuestro caso,
nos interesa hacer eso para C(X), pensada tanto dentro de ¢}(¥) como de C*(X). Lograremos
caracterizarla en ambos casos.
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DEFINICION 2.1. Definimos los conmutantes como:
C(X)'lz{feﬁl() fg = gf para todo g € C(X }CE1 (%)

C(X), ={ceC*(2):cg=gcparatodo g€ C(X)} C C*"X)
C(X)] es el conmutante de C'(X) en (X)) y C(X), es el conmutante de C(X) en C*(X).

Veamos ahora cémo se caracterizan los conmutantes. Para eso probaremos antes un lema.
Recordemos que decimos que un sistema dindmico es topoldgicamente libre si el conjunto Aper(o)
de los puntos no periddicos es denso en X, y que denotamos Fix, (o) a los puntos = € X tales
que x = o"(x)

LEMA 2.2. ¥ es topoldgicamente libre si y solamente si para todo k£ > 1 el conjunto Fixy (o)
tiene interior vacio.

DEMOSTRACION. Tenemos que
Aper(o ﬂ Fixg (o
k>1

Como los Fixg (o) son cerrados, sus complementos son abiertos, por lo que describimos a
Aper(c) como la intersecciéon numerable de los abiertos Fix(o)¢. Como X es compacto y Haus-
dorff, tenemos que es espacio de Baire, por lo que Aper(o) es denso si y solo si Fixg(o)¢ es denso
para todo k > 1, y Fixy(0)¢ es denso si y solamente si Fixy (o) tiene interior vacio.

]

TEOREMA 2.3. El conmutante C'(X)} es el conjunto:

= { Z fx0® € £1(2) : sop (fi) C Fixg(o) para todo k € Z }

keZ

Por lo tanto, C(X) = C(X)) si y solamente si el sistema dindmico es topolégicamente libre.

DEMOSTRACION. Sean f = >, fu6® € C(X)}, y g € C(X). Recordemos que a g lo
estamos pensando como el elemento gé° € £1(X). Veamos cual es la condicion para que conmuten.
Tenemos:

gf = g0 <Z fk6k> = (90°)(fu6") =D go®(f)6"*

kEZ keZ kEZ

= gfid"

keZ

Por otro lado:

fg= <Z fka’“) 98" = (fk*)(90%) = > fuoc(g)s*+°

k€EZ kEZ kEZ

= Jilgoo ot

keZ
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Entonces gf = fg si y solamente si para todo k € 7Z se tiene que gfy = fi[g o oc™"]

evaluando en x € X nos queda que necesitamos

9(@) fr(x) = fr(x)g(o™"(x))
para todo x y para todo k. Luego si fx(x) # 0, para que f esté en el conmutante necesitamos
que

» Y

g(x) = g(o~*(x)) para todo g € C(X).
Dado que C(X) separa puntos, tiene que ser z = o~ *(z), es decir, z € Fixy (o), por lo que cada
fr estd soportada en Fixy(o).

Es claro que si sop (fx) C Fixy(c) para todo entero k, entonces f =3, f16F pertenece a
C(X)y: si g € C(X), nos queda que g(z)fr(x) = fr(x)g(c~%(x)), dado que da 0 de ambos lados
si x € Fixg(o), o g(x) = g(07%(z)) si z € Fixy(0).

Teniendo la descripcién de C(X)] y el lema previo, tenemos la siguiente parte del teorema: si
Y es topoldgicamente libre, todos los Fixy (o) tienen interior vacio, por lo que cualquier funcién
soportada en ellos es idénticamente nula, de donde cualquier f € C'(X)] verifica que f, = 0 para
todo k # 0 (recordemos que Fixg(0) = Fix_g(0)); luego C(X) = C(X)].

Por otro lado, si ¥ no es topolégicamente libre, existe kg > 1 tal que Fixy, (o) tiene interior
no vacio. Luego tenemos fy, € C(X) soportada en el Fixg, (0), y resulta que fi,6* pertenece al
conmutante, por lo que C(X)} # C(X).

O

OBSERVACION 2.4. En la demostracién anterior vimos lo siguiente: f = > kez 110" pertenece
al conmutante si y solo si para toda g € C(X) se tiene que gfr = &*(g)fx, para todo k € Z.
Volveremos a utilizar esto dentro de poco.

El resultado correspondiente a la version C* es el siguiente:
TEOREMA 2.5. El conmutante C'(X)/, es el conjunto:
C(X), ={aeC*):sop(a(k)) C Fixy(c) para todo k € Z }
Por lo tanto, C(X) = C(X)/, si y solamente si el sistema dindmico es topolégicamente libre.
DEMOSTRACION. Sabemos que en C*(X) los elementos estén determinados por sus coefi-

cientes de Fourier generalizados, por lo que usaremos esto para hacer un argumento del mismo
tipo que el del teorema anterior. Sean f € C(X) y a € C*(X), sus coeficientes de Fourier son:

(fa)(n) = f-a(n), y (af)(n) =a(n)- foo™™
Luego fa = af si y solamente si fa(n) = a(n)f o c~™ para todo n. Esta situacién es idéntica
a la de la demostracién del teorema anterior, por lo que repitiendo el argumento obtenemos el

resultado.
O

OBSERVACION 2.6. Al igual que vimos en la tltima observacién, durante la demostracién
anterior se ve que a € C(X)/, si y solo si para toda f € C(X) se tiene que fa(n) = o*(f)a(n),

para todo n € Z.

OBSERVACION 2.7. Si f € C(X) es tal que sop (f) C Fixx (o), se tiene que o (f) = f :
= Si x € Fixg(o) entonces o (f)(z) = f(o7*(z)) = f(z);
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= Si z ¢ Fixg(0), entonces 0% (x) tampoco pertenece a Fixy (o), por lo que f(z) =0y
también f(o~*(z)) = 0.
En particular, aplicando a esto a la caracterizacién de los conmutantes, obtenemos que si
> kez [x0" estd en C (X)), se tiene que o*(fx) = fx, y si a € C(X),, entonces a*(a(k)) = a(k),
para todo k € Z.

Veremos ahora que ademds se tiene que los conmutantes son abelianos y, por lo tanto,
también tienen que ser subalgebras abelianas maximales.

PROPOSICION 2.8. El conmutante C'(X)] es abeliano. Por lo tanto, es la mayor subdlgebra
abeliana de ¢!(X) que contiene a C'(X).

DEMOSTRACION. Suponiendo que el conmutante es abeliano, tiene que ser la mayor subélge-
bra abeliana que contiene a C'(X), dado que cualquier elemento de una subélgebra abeliana que
contiene a C'(X) tiene que, por definicién, pertenecer a C'(X)}. Por lo tanto, tenemos solo que
probar que es abeliana. ‘ '

Tomemos dos elementos f =3_,; fid' v g =3,z g;6’ ambos en C(X)}. Tenemos que:

fg= (Z fﬁ) gt =Y fid'g;d

i€ JEZ i,JEL
= > fixd (g0 = > fied (gr—i)d
7]62 ’L,k‘EZ
¥ (z fz-a%gk_i)) 5
k€Z \i€Z

Andlogamente obtenemos:

af =Y D g (fry) | 6"

keZ \jEL
Por lo tanto, fg = gf si para todo k € Z se tiene que:
> fiel(gr-i) = 9509 (fry)
= jEZ

Por la Observacién 2.4, como [ estd en el conmutante tenemos que f; o (gr—i) = figr—i. De
igual manera, como g esté en el conmutante tenemos que gjo (fr—;) = g fr—;. Luego tenemos

Zfioci(gk_i) = Zfigk—i = Zgjfk—j = Zgj‘xj(fk—j)v

i1€EZ 1€EZ JEZL JEZ
por lo que f y g conmutan.

Probemos ahora el resultado correspondiente para C(X)), en C*(X).

PROPOSICION 2.9. El conmutante C'(X)/, es abeliano. Por lo tanto, es la mayor subalgebra

abeliana de C*(X) que contiene a C'(X).
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DEMOSTRACION. Que es la mayor subdlgebra abeliana que contiene a C'(X) es el mismo
argumento que utilizamos en la parte anterior. Para probar que es abeliana utilizaremos las
medias de Cesaro que mencionamos en los preliminares.

Sean a,b € C,(X). Tenemos que

C(a)oC (b) = (zn: (1 _ n\ﬁ 1) a(i)éi) zn: (1 _ n|i| 1> b(j)o

=3 3 (1= 1 et (1- 2 v

i=—nj=—n
= 2 (-5 (- ) am,

I=—nj=-n

donde la ltima igualdad se debe a que, como b pertenece al conmutante, se tiene que a (i)’ (b(j)) =
a(i)b(j). Andlogamente, calculamos:

wew=3 3 (128 (1= B satin

t=—nj=—n

por lo que tenemos ¢¢(a)o® (b) = ¢ (b)o%(a) para todo n. Tomando limite en n en la norma

de C*(X) obtenemos que ab = ba.
O

2.1. Resultados técnicos.

Nuestro préximo objetivo serd probar la siguiente propiedad: para todo ideal no nulo y
cerrado I de £}(X) se tiene que C(X)}; N T # {0}.

Antes de poder lograr esto tendremos que demostrar algunos resultados técnicos.

LEMA 2.10. Sea 2 € X tal que x € Fix,(0)° y  # 0*(z) para algin n > 0 y k € Z. Existen
un entorno abierto U de z incluido en Fix,(0)° y una funcién g € C(X) tal que g vale 1 en U
y se tiene que

9(y)g <a*k*j"(y)> =1€ CparatodoyeU,j€Z.

DEMOSTRACION. Tenemos x # a*k(m), por lo que existen dos entornos abiertos U y U’ de
x y 0~ F(x) respectivamente, y cerrados disjuntos C'y C’, tales que U C C'y U’ C C'. Podemos
suponer que U C Fix,(0)° y 0~ ¥(U) C C’ cambiando U por UNFix,(c)°, y luego por UNa*(U").
Por el lema de Urysohn, tenemos que existe una funcién g : X — R tal que g vale 1 en C' y
vale 0 en C. Luego si definimos
—iTg
g=exp ( ’ )

cumple lo que buscamos.
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OBSERVACION 2.11. La funcién g obtenida en el lema anterior es unimodular. Esto quiere
decir que la imagen de g esta contenida en T. En particular, esto implica que gg = 1.

La siguiente proposicién, si bien es sumamente técnica, tiene el siguiente objetivo: a partir
de un elemento f =", , fid* € ?1(X), llegar a otro elemento f’, a través de productos y sumas
finitas, tal que algunas de sus coordenadas se anulen en un entorno abierto, pero su coordenada
en 8° no cambie.

PROPOSICION 2.12. Sean z € X y n > 0 tales que z € Fix,(0)°. Supongamos que para algin
N > 1 existen ki, -+ ,ky € Z tales que los puntos o*'(z),..., "N (x) son todos diferentes de
x. Entonces existen un entorno abierto U de = contenido en Fix,(c)° y funciones unimodulares
01, ,0yn € C(X) con la siguiente propiedad: si f = >, fs0° € £(X), consideramos

1 2
=55 2010
=1
entonces:

L. fo = fo;
2. f//glﬂn(y):OparatodoyeUJ:17_“’Nyj6Z;

donde los f} son los de la descomposicién de f' =", f16% en (}(2).

DEMOSTRACION. Probaremos el resultado por induccién en N. Realizaremos antes un calcu-
lo que nos sera de utilidad en la prueba: sea f =) _, fs6°, tenemos, para g € C(X):

1, 1 \
56fg+3f9) =3 (9 [Z fs6 > fidt g)

SEL teEZL

= (Z 9F.0° ()5 + ngtcxt(g)at)

SEZ teZ

%(Zﬁ [g(goos)+9<90"‘5>]>

SEZL

=Y fRe(g(goo)) s,

SEZL

gty

donde Re(z) indica la parte real de z. Por lo tanto:
1 = = = —s s
(2) 5@fg+3f9) = > fRe(g(goo )0
SEL

Para N = 1, tenemos k; € 7Z tal que o (z) es distinto de z. Aplicando el lema anterior
obtenemos un abierto U de z incluido en Fix,(0)° y una funcién unimodular g € C'(X) tal que
para todo y € U se tiene que:

g(y)g(o~ ¥ (y)) = i para todo j € Z.
Tomando 6 = g, 2 = g, usando (1) queda
1 . .
f'=5 (01101 +02f82) = > fuRe (g (goo™")) 0%,

SEZL
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Luego f} = fo porque g es unimodular, y si y € U, j € Z se tiene que

T n®) = fiain(@)Re (97 (07 7(1)))
= frr+jn(y)Re(i) = 0.

Supongamos ahora que vale para N — 1. Tenemos o*1(z),...,0"N (x) todos distintos de .
Por hipétesis inductiva tenemos que existen funciones unimodulares 61, ...,0;,v—1 € C(X) y un
entorno abierto U de z incluido en Fixn(o)o tales que si

2N : Z 610 => fs',

i€Z
entonces:

1. fo= fo; _
2. fr4+jn(y) =0paratodoycU,l=1,...,.N—-1,j €Z.

Como z es distinto de o*N(z), aplicando el lema obtenemos un entorno abierto V de z
incluido en Fix,(0)° y una funcién unimodular g € C(X) que vale 1 en V|, tal que para todo
y € V se tiene que g(y)g ( —kN=in () = . Luego tenemos:

1
(gfg+gfg 2N - Z 6.f0|5+7 2N - Z 60| g

z (o) () + 3 (50 550

Definiendo 6; = ggl y O on-1 = §§l paral=1,...,2871 el lado de la derecha de la igualdad es

1 &
= ox 200
=1
por otro lado, usando nuevamente (1), el lado izquierdo de la igualdad queda

Z ]?;Re (g (§ o 078)) 0%,

SEL
Si tomamos U = U N V, se cumple lo que buscamos:

1. Tenemos f{ = foRe (99) = fo = fo dado que g es unimodular;
2.510l=1,...,N—1,j € Z,y € U, tenemos:

Frin(®) = Frjn(y)Re (g(y)§ (O‘kl‘j”(y))) =0

dado que fi+jn(y) = 0;
3.Sil=N,jeZ,y€ U, tenemos:

Tt @) = Jintin(@Re (90)5 (a7 777(y) ) )
= frn-+in(y)Re(i) = 0.



2. EL CONMUTANTE DE C(X) 29
O

Observemos que si el n de la proposicion es 1, x seria un punto fijo de o, por lo que seria
el tnico elemento de su érbita; en particular, no podremos aplicar la proposicién dado que
ak(x) = z para todo k € Z. Ademas, en caso de tener que la érbita de x no consiste de un solo
punto (lo cual ocurre por ejemplo si x € Aper(o)), podemos aplicarlo para x € Fixg(0)° = X, y
en ese caso obtenemos un entorno abierto de U de x donde se tiene que vale lo de la proposicion.

El principal valor de la proposicién anterior recae en que, si tomamos f en un ideal, el f’
obtenido sigue perteneciendo al mismo ideal. Esto nos permite, dado un elemento de un ideal,
obtener otro tal que determinados coeficientes se anulan en un entorno de x, lo que nos serd de
utilidad para buscar elementos del ideal que pertenezcan al conmutante. Utilizaremos multiples
veces este resultado en la seccién que sigue.

2.2. Ideales principales en /().

Superado el trabajo técnico, usaremos lo obtenido para estudiar en primer lugar cémo in-
teractia el conmutante con los ideales principales. Recalcamos que no asumimos que los ideales
considerados sean cerrados a menos que digamos explicitamente lo contrario.

PROPOSICION 2.13. Sea f = 3, , froF € (%) tal que fr(z) # 0 para algin k € Z y
x € Per,(0)° con n > 1. Entonces el ideal generado por f en £}(X) tiene interseccién no nula
con C(X).

DEMOSTRACION. Observemos que podemos suponer que el coeficiente en §° de f es no nulo
dado que f6F estd en el ideal generado por f. En este caso tenemos que fo (x) #0.
Sin > 2, como x € Per,(0)° tenemos que los o’(x) son todos distintos entre si para i =

0,...,n— 1. Usando la Proposicién 2.12 obtenemos U entorno de x contenido en Fix,(¢)°, y un
elemento f’ en el ideal generado por f que verifica:

L fo=fo

2. fiyinly)=0paratodoy e U,j€Z,i=1,...,n—1

Intersectando con Per,(0)°, podemos ademéds suponer que U C Per, (0)°. Sea ¢ € C'(X) tal que
0 < ¢ <1, estd soportada en U y ¢(x) = 1. Tomamos fv: of’, que pertenece al ideal generado
por f. Se tiene que ﬁ = @f!, y, como ¢ estd soportada en U, resulta que ﬁ = 0 si 7 no es
multiplo de n. Para los fjn, se tiene que

sop (En) C sop (p) C U C Pery(0)° C Fixjn (o),

por lo que por el Teorema 2.3 podemos concluir que f € C(X)].

Resta ver qué pasa si n = 1. En este caso, x es un punto interior del conjunto de puntos fijos.
Basta con tomar U = Per(0)° y ¢ soportada en U, con 0 < ¢ < 1. Como Per;(0)° C Fix, (o)
para todo n, resulta que ¢f es un elemento del ideal generado por f que pertenece a C'(X)].

O

Supongamos que tenemos I un ideal que verifica que I N C(X)] = {0}, y sea f € I. De
la proposicién anterior no puede ser que fr(x) # 0 para ningun z € Per,(oc)°. Luego, por
continuidad fj tiene que anularse en | J;- ; Per, (c)°. Como esto vale para todo k € Z, obtenemos
el siguiente corolario.
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COROLARIO 2.14. Sea I un ideal de ¢}(X) tal que I N C(X)] = {0}. Entonces para todo
> okez fx0® € I se tiene que fi(z) =0, con k € Zy x € | Jo | Pery,(c)°.

Hay multiples ejemplos en los cuales el conjunto |J;2 ; Per,(0)° es todo el espacio X. Por
ejemplo, las rotaciones racionales verifican que todos los puntos son periédicos, por lo que en
particular son densos. En este caso, lo que el corolario anterior nos esta diciendo es que todo
ideal de £1(2) con interseccién nula con C'(X)} verifica que cualquier elemento en ¢l tiene todas
las coordenadas nulas, es decir, el ideal tiene que ser nulo. En otras palabras, tenemos que todo
ideal, sin importar si es cerrado o no, tiene interseccién no nula con el conmutante C(X)}].

Sin embargo, no podemos concluir tanto en caso de que, por ejemplo, el conjunto de puntos
no periédicos tenga interior no vacio. Resolveremos ese problema en lo que sigue, pero para el
caso de ideales cerrados. Antes de eso, mencionaremos un resultado general sobre la minimalidad
de la norma || - ||« en C(X) con respecto a cualquier otra norma que haga que sea un algebra
normada.

PROPOSICION 2.15. Si ||| es cualquier norma tal que C'(X) es un dlgebra normada, entonces
[fllec < [[f]| para toda f € C(X).

La proposicién anterior puede verse como consecuencia de [17, Teorema 1.2.4].

PROPOSICION 2.16. Sea I un ideal cerrado de £1(X) tal que INC(X)} = {0}. Si 3> ,cp f16* €
I, entonces para todo k € Z y = € Aper(o) se tiene que fi(z) = 0.

DEMOSTRACION. Como [ es un ideal cerrado, podemos considerar el cociente ¢1(X)/I, que
es un algebra de Banach con la norma

If + ]| = inf]| f + |-
el

Sea q : (1(X) — £1(X)/I el mapa cociente f +— f + I. Dado que I N C(X)} = {0}, en particular
tenemos que I N C(X) = {0}, por lo que ¢ es inyectiva en C'(X). Tenemos entonces a C(X)
incluida en ¢!(X)/I como ¢(C(X)), por lo que ||g|" = ||¢(g)| resulta una norma en C(X), vy,
por la proposicién anterior, ||g(g)]| > ||g||co- Pero ademds, por cémo esté definida la norma en
?1()/1, q es contractivo, por lo que tiene que ser ||¢(g)|| = ||g]lcc Para todo g € C(X), es decir,
g es una isometria en C'(X).

Tomemos f = >, ., fx6F € I, x € Aper(c). Queremos probar que fi(x) = 0 para todo k,
pero como f&6~ % estd en el ideal, alcanza con probar que fo(z) = 0. Sea ¢ > 0, tomamos

—1 n
b= fiéi+;fiéi

i=—n

tal que [[f — (b + fo)|| < &; es decir, podemos escribir f = fo+ b+ ¢, con ||c[| < . Como
x € Aper(c), los puntos o’(x) con i = —n,---,n son todos distintos entre si, por lo que
podemos aplicar la Proposicién 2.12 y obtenemos un abierto U de x y funciones unimodulares
01, ,0p € C(X) que valen 1 en U. Ademds podemos tomar ¢ € C(X) soportada en U con
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0 < ¢ < 1. Consideramos

M
Z 00,0 = MZwez fo+b+ o)

:u

M
%Z elfoel+—2<pelbel+ Z 00,0,
=1

=1
M

1 _
=pfo+ i ; 0o,

donde, por un lado, el término correspondiente a fy queda de esa forma debido a que las funciones
0; son unimodulares. Por otro lado, el término correspondiente a b desaparece, dado que si
denotamos

M
1 _
=7 > 00 = b,
=1 keZ

tenemos que b) puede ser no nula solamente para k = —M,--- ,—1 yparak=1,--- , M, y, de
acuerdo a la Proposicién 2.12, para esos valores de k se tiene que b} se anula en U. Finalmente,
como ¢ estd soportada en U, podemos concluir que b tiene que ser 0, es decir, que efectivamente
desaparece el término. N

Ahora, si llamamos ¢ a ﬁ Zf\;[ L p0c0;, queda escrito f = ¢ fo + ¢. Recordemos que, como ¢
vale 1 en z, se tiene que fo(z) = fo(z).

Como tomamos a f en I tenemos que ]7 también estd en I, por lo que q(f) = 0. Luego
q(¢fo) = —q (¢). Como las ; son unimodulares, tenemos que

el < llellsollell <llell< e.
Finalmente:

[fo(@)] = [e(x) fo(@)] < llefolloe = llalefolll = lla(@)l < llc]l <e,

donde estamos usando que ¢ es contractiva y que es isométrica en C(X). Como ¢ era arbitrario,
resulta fo(z) = 0.
O

Probaremos un ultimo lema topolégico antes de demostrar el resultado objetivo de esta
seccion.

LEMA 2.17. El siguiente conjunto es denso en X:
Aper(o U Per, (o

DEMOSTRACION. Supongamos que no es denso. Podemos considerar

(&

Y = Aper(o U Per,(0)° ,
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que es un abierto no vacio de X. Todos los puntos de Y tienen que ser puntos periddicos no
interiores a Per,(c)° para ningin n. Por lo tanto:

oo
Y = [ (Y noPer,(0))
n=1
Pero tenemos que un conjunto con interior no vacio es unién numerable de los conjuntos ¥ N
OPer, (o), que son cerrados con interior vacio, lo que contradice que estemos en un espacio de

Baire.
O

Finalmente, si I es un ideal cerrado de ¢! (%) que verifica que INC(X)} = {0} y f € I, tiene
que ser:
» fi(z) =0 para todo z € Aper(o);
» fr(z) = 0 para todo x € |J,2 | Per,(0)°.
Como por el lema anterior la unién de esos dos conjuntos es densa en X, por continuidad tiene
que ser fr = 0. Dado que esto vale para todo k, tiene que ser f = 0. Esto nos permite finalmente
concluir el teorema que buscabamos.

TEOREMA 2.18. Se tiene que I NC(X)} # {0} para todo ideal I cerrado y no nulo de £!(X).



Capitulo 3
Diccionario dindmico-algebraico en (}(Y)

El objetivo de esta capitulo es establecer un diccionario entre las propiedades dinamicas de X
y las propiedades analitico-algebraicas de £}(X). Introduciremos dos familias de representaciones
que seran herramientas fundamentales para probar las equivalencias del diccionario. Con estas
representaciones al alcance, probaremos los siguientes resultados: la libertad topolégica de X
equivale a la maximalidad de C'(X) como subélgebra abeliana de £!(X); la minimalidad de ¥
equivale a la simplicidad de £!(X); y, por tltimo, la transitividad de X equivale a la primalidad de
?1(X). Podremos determinar ademas cudndo es que todo ideal cerrado de £}(X) es autoadjunto.

La referencia que seguiremos este capitulo es [1].

1. Representaciones de ¢}(Y)

Definiremos algunas *-representaciones de £!(X) en espacios de Hilbert, que seran herramien-
tas de utilidad para seguir avanzando. Mas adelante haremos un estudio un poco mas sistematico
sobre las representaciones de £(X), pero por ahora simplemente definiremos algunas represen-
taciones que seran de utilidad para continuar trabajando en este capitulo.

Dados = € Fix,(c) y A € T, definiremos una representacién m, , » : ¢*(X) — B(H,), donde
H,, es el espacio de Hilbert de dimensién n con base ortonormal {e; ?:_01. En primer lugar, la
accién de ¢ estard dada por my, A (0)e; = €41 811 =0,--- ,n =2,y Tppr(0)en—1 = Xeg, y la
accién de f € O(X) por 7.(f)e; = f(o'z)e;. Extendiendo queda:

Te,n,\ <Z fk6k> = Z 7rx,n,/\(fk)7rx,n,)\<5)k

keZ keZ

Observemos que se tiene que 7, , A(9)" = Ald. Usaremos esto repetidamente a lo largo del
texto.

Ahora, dado z € X cualquiera, queremos definir una representacién m, : £1(X) — B(H),
donde H es el espacio de Hilbert con base ortonormal {e;};cz. La accién de ¢ estard determinada
por 7, (8)e; = e;11, y la accién de f € C(X) por 7,(f)e; = f(o'x)e;. En un elemento arbitrario
queda:

T (Z fké’f) = me(fr)ma(8)F

keZ keZ

Para confirmar que estas representaciones se pueden definir correctamente, basta con defi-
nirlas en co(¥) y observar que son contractivas, por lo que podemos extenderlas a £'(3) con
las féormulas indicadas.

33
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2. Libertad topolégica contra maximalidad de C(X)

La libertad topoldgica es una propiedad topolégica con la que ya nos cruzamos en el capitulo
anterior, donde probamos que equivale a la maximalidad de C'(X) en £!(X) como subdlgebra
abeliana. Probaremos ahora que es equivalente a otras propiedades de ¢(X) relacionadas con su
estructura de ideales, que seguird el espiritu de la propiedad de interseccién del conmutante ya
vista, de la cual nos serviremos durante la demostracién.

TEOREMA 3.1. Las siguientes propiedades son equivalentes:

(1) INC(X) # {0} para todo ideal no nulo cerrado de ¢! (X);

(2) INC(X) # {0} para todo ideal no nulo cerrado y autoadjunto de ¢! (%);
(3) C(X) es una subalgebra abeliana maximal de ¢!(X);

(4) ¥ es topolégicamente libre.

DEMOSTRACION. Que (1) implica (2) es obvio. En el Teorema 2.3 vimos que (3) es equiva-
lente a (4). Probaremos que (2) implica (4) y que (4) implica (1).

Supongamos que ¥ no es topolégicamente libre. Entonces existe ng tal que Fix,, (o) tiene
interior no vacio. Podemos tomar f € C(X) tal que sop (f) C Fix,,(c). Sea I el ideal cerrado y
autoadjunto generado por f — f§™0. Queremos probar que I N C(X) = {0}, contradiciendo (2).

Sea x € Fix,, (0)¢, y consideremos la representacion 7, : £1(X) — B(H) descrita en la seccién
anterior, con {e; };cz base ortonormal del espacio de Hilbert H. Como 7 es una *-representacion,
si se anula en f — f&™0, entonces se anula en todo I. Se tiene

7o (f — f0™0) ei = mo(f)ei — T (f)me(6)"0e;
= f(o'z)ei — (0™ x)eiyn,.

Como z ¢ Fixp, (o), toda su dérbita se mantiene fuera de Fix,,(c), y como f esta soportada
ahi resulta f(o'z) = 0y f(o™0z) = 0, de donde tenemos que 7,(f — f6™) = 0 por anularse
en un una base ortornomal de H. Por lo tanto, 7, se anula en I para todo = € Fix,,(0)°.

Veamos ahora qué pasa si x € Fix,,(c). En este caso, consideramos la representacion my, 1 :
(1(2) = B(Hp,), con {e;}1°5" base ortonormal de H,,. Se tiene que m; n, 1(6)" = Id. Tenemos

71'ac,nml(f — fo"0) = Wx,nml(f) - Fm,ﬂo,l(f)ﬂxmo,l(d)no =0,

de donde podemos concluir que 7,1 se anula en I, para todo x € Fixy ().
Sea g € INC(X). Si x € Fixy,(0)¢, tenemos

0= m(g)eo = g(x)eo,

de donde g(x) = 0. Por otro lado, si z € Fix,,(0), se tiene que

0= Wm,no,l(g)e() = g(x)SO’

de donde g(z) también se anula. Por lo tanto, tenemos g(z) = 0 para todo x, es decir, INC(X) =
{0}. Esto prueba que (2) implica (4).

Resta ver que (4) implica (1). Supononiendo que ¥ es topolégicamente libre, usando nue-
vamente el Teorema 2.3 tenemos que C'(X) = C(X)}. Combinando esto con la propiedad de
interseccién del conmutante del capitulo anterior tenemos que C(X)NI # {0} para todo I ideal
cerrado de £1(3), que es lo que querfamos.

O
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La diferencia entre las propiedades (1) y (2) en el teorema es que en una solo considera-
mos ideales cerrados y en la otra los tomamos ademds autoadjuntos. En el caso de C*(X), esta
diferencia es irrelevante, pues es una propiedad de las C*-dlgebras que todo ideal cerrado es
automdticamente autoadjunto. Este es de hecho uno de los puntos donde el estudio de ¢!(X)
parece ser mas complicado que el de C*(X): la posible existencia de ideales cerrados que no sean
autoadjuntos, dado que no es una C*-algebra. Sin embargo, veremos que muchas otras equivalen-
cias del estilo de las del teorema anterior no distinguen entre ideales cerrados y autoadjuntos o
simplemente cerrados. De todas formas, veremos mas adelante que podemos caracterizar cuando
es que todo ideal cerrado de £!(X) es autoadjunto.

3. Minimalidad contra simplicidad

Queremos ahora relacionar la minimalidad de ¥ con la simplicidad de ¢!(X). Recordaremos
brevemente qué significan cada una de estas propiedades.

Decimos que ¥ minimal si toda orbita es densa, y es equivalente a que no existan subcon-
juntos propios cerrados e invariantes por o.

La simplicidad de un dlgebra en general dice que no existen ideales propios en dicha algebra.
En nuestro caso, en el que ¢}(X) es una *-dlgebra de Banach, nos puede interesar en particular
la simplicidad respecto a ideales cerrados, y también respecto a ideales que ademas son autoad-
juntos. Veremos que ambas nociones de simplicidad coinciden en ¢!(X), y son equivalentes a la
minimalidad de ¢!(X) bajo la hipétesis extra de que X tenga infinitos puntos.

Comentaremos algunas cosas sobre ideales en £!(X) antes de seguir con el resultado principal
de esta seccién. Supongamos que tenemos S un conjunto cerrado en X, e invariante por oy o1,

ysea f=> 2 fi0" € £1(X) tal que para todo i se tiene que f; vale cero en S. Tenemos que

> g;ol (Z fi5i> => (Z gi [frio ai}> 5k

JEZL 1E€EL k€Z \i€L

y, como S es invariante por ¢ y su inversa, resulta que las f;_; oo ~* también se anulan en S. Esto
nos dice que el elemento obtenido de multiplicar por un elemento arbitrario a f por la izquierda
es un elemento que también cumple que todas sus coordenadas se anulan en S. Haciendo una
cuenta similar al multiplicar por derecha, obtenemos que el siguiente conjunto es de hecho un

ideal:
I= {Z fu0® € 11D : fils = 0}.

kEZ

Ademis I es autoadjunto, pues f* tiene como coordenadas los elementos o (fy,) = fr oo~k
que nuevamente, como S es invariante, también se anulan en él. Lo tltimo que hay que observar
es que es cerrado: sea { "} una sucesién en I que converge a f. Denotamos " =Y, _, frék y

[ =2 kez f10%. Que f™ tienda a f nos dice que

1" = fll = ZHf;? — filloo — 0 cuando n — oo.
keZ

En particular, para todo k se tiene que || fi! — fi|| tiende a 0 con n, por lo que f; también
tiene que anularse en S. Luego I resulta ser un ideal cerrado y autoadjunto de £}(3), y ademéds
claramente es propio si S no es todo X ni 0.
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El siguiente lema describe cémo son los ideales de C(X). Esto nos serd de utilidad pues, a
la hora de estudiar los ideales de £!(X), al intersectar un ideal con C(X) obtendremos un ideal
de esa misma algebra. Este lema también lo utilizaremos en los capitulos siguientes.

LEMA 3.2. Sea I un ideal cerrado de C'(X). Entonces existe un subconjunto cerrado S C X
tal que:
I={feC(X): f(x) =0 para todo x € S}.

Ademas, si I es invariante por o y su inversa, entonces S es invariante por ¢ y su inversa.

DEMOSTRACION. Es claro que en caso de existir el conjunto S como indica el lema, tiene

que ser el siguiente:
s=r"{o}).
fel

Definimos entonces S de esa manera, y consideramos Is = {f € C(X) : f(z) = 0 para todo x €
S}. Queremos probar que I coincide con Ig.

Es claro que I C Ig. Para ver la otra inclusién, tendremos que aproximar una funcién de Ig
por funciones en I y usar que este ultimo es cerrado. Para eso, definiremos antes una familia de
funciones en I que nos seran de utilidad.

Tomemos V' un conjunto abierto de X que contenga a S. Para todo ¢t € X \ V, como ¢ & S,
existe g; € I tal que g¢(t) # 0. Definimos

=lgl*=qg €1,

y se cumple que hy(t) > 0y hy(x) > 0 para todo x. Como es continua, existe un entorno V; de ¢
tal que hy(z) > 0 para todo = € V;. Ahora, como V es abierto, X \ V' es compacto, por lo que
podemos cubrirlo por finitos V4, ,--- , V;,. Definimos luego

n
(%1 :thi el.
=1

Se tiene que g; es tal que ¢;(t) > 0 para todo t € X \ V, y, como estd en I, vale 0 en S. Ademsds,
como X \ V' es compacto, existe k > 0 tal que ¢1(t) > k para todo ¢ € X \ V. Podemos definir
entonces en X \ V la funcién g tal que ga(t) = g1(t)~!, y extendemos por Tietze a todo X,
preservando su norma. Finalmente, definimos:

gv (t) = g1(t)g2(t) para todo t € X.

Como g; estd en I, tenemos que gy también lo estd y, por lo tanto, se anula en S. Ademaés
verifica que gy (t) = g1(t)g1(t) "' =1 paratodot € X\ V, y |gv| < 1.

Sea f € Ig, lo que quiere decir que f(t) = 0 para todo t € S. Luego, para todo t € 5,
existe U; entorno abierto de t tal que |f| < £ en ese entorno, y como S es compacto podemos
cubrirlo con finitos Uy, - -+, Uy,,. Tomamos V' como la unién de los Uy, y consideramos gy como
describimos antes. Como gy estd en I, entonces fgy también lo estd. Luego, sit € X \ V, se
tiene:

|f(t) = f(t)gv ()] = 0 dado que gy (t) = 1.
Por otro lado, si t € V, se tiene:

[F(&) = F@)gv O] < [FOIT = gv ()] < 2e.
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Luego ||f — fgvl|leo < 2e, para un € > 0 arbitrario. Es decir, encontramos funciones arbitra-
riamente cerca de f en I, y como [ es cerrado, resulta f € I. Esto prueba que I = Ig.

Supongamos ahora que I es invariante por &, y supongamos que S no es invariante por o~ L.
Existe entonces = € S tal que o~ !(x) no pertenece a S. Por el lema de Urysohn podemos tomar
una funcién continua f tal que f(o~!(x)) # 0y f(t) = 0 para todo t € S. Por lo tanto, f € I.
Pero a(f)(z) = f(o=(z)) # 0, de donde «(f) ¢ I. Esto contradice que I sea invariante por «,
lo que es absurdo. Andlogamente, suponiendo que I es invariante bajo «~! obtenemos que S es
invariante bajo o, lo que termina la prueba.

O

COROLARIO 3.3. Si I es un ideal cerrado de ¢! (X) entonces existe un subconjunto cerrado
S C X, invariante por ¢ y su inversa, tal que:

INCX)={feC(X): f(x) =0 para todo x € S}.

DEMOSTRACION. Como I es un ideal de £}(X), es claro que I N C(X) es un ideal de C(X).
Por lo tanto, existe S subconjunto cerrado de X tal que I N C(X) son las funciones continuas
que se anulan en S. De acuerdo al lema anterior, para ver que S es invariante por ¢ y su inversa
alcanza con verificar que I N C(X) es invariante bajo « y su inversa. Sea g € I N C(X), en
particular tenemos que g € I. Luego gd~! € I, de donde dg6~! = «(g) también pertenece a I, y
obviamente estd en C'(X). Es decir que INC(X) es invariante bajo «. Andlogamente obtenemos
que 6~ 1(gd) obtenemos que o' (g) € I N C(X).

O

Antes de continuar, observemos lo siguiente: si I es un ideal de ¢}(3) tal que I N C(X) =
C(X), entonces tiene que ser I = (}(X), dado que ¢}(X) y C(X) tienen la misma unidad.
Usaremos esto en la prueba que sigue.

TEOREMA 3.4. Las siguientes propiedades son equivalentes:

(1) No existen ideales propios cerrados en ¢! (X);
(2) No existen ideales propios cerrados y autoadjuntos en £!(X);
(3) X tiene infinitos puntos y ¥ es minimal.

DEMOSTRACION. Que (1) implica (2) es obvio. Veamos que (2) implica (3). Supongamos

primero que ¥ no es minimal. Entonces existe z en X tal que O(x) # X, donde recordemos que
O(x) denota la 6rbita de X. Consideremos

I= {Z fkék : fx(y) = 0 para todo y € (9(:5)} ,

keZ

que, como comentamos antes, es un ideal cerrado, autoadjunto y propio de £!(X); esto contradice
(2), por lo que X tiene que ser minimal. Ahora, en caso de que X tenga finitos puntos, tenemos
que todo punto es periddico. Sea x un punto de X de periodo n, y consideremos la representacion
Tzn,1 de ¢Y(¥) en H,. Como H, tiene dimensién finita, resulta que Ker(m,1) es no nulo, y
COmo Ty 1 €8 una *-representacion, su nicleo es un ideal cerrado, autoadjunto y propio, lo que
contradice (2). Esto concluye la prueba de que (2) implica (3).

Veamos que (3) implica (1). Como X tiene infinitos puntos, no hay ningiin punto periédico
dado que X es minimal. En otras palabras, tenemos que X = Aper(c), y en particular ¥ es
topolégicamente libre, por lo que C(X) = C(X)}. Tenemos entonces que si I es un ideal cerrado
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no nulo de ¢1(X), tiene que ser I N C(X) # {0}. Ahora, utilizando el lema anterior tenemos que
existe .S un subconjunto cerrado de X invariante por ¢ y su inversa tal que

INC(X)={g9€C(X):g(x)=0 para todo z € S}

Pero como ¥ es minimal, no existen subconjuntos cerrados propios de X invariantes por o,
de donde tiene que ser S = (), dado que no puede ser S = X porque I es un ideal no nulo. Luego
I=/01(%).

O

4. Ideales cerrados y autoadjuntos

Comentamos antes que algo que distingue una *-algebra de Banach de una C*-algebra es el
hecho de pueden existir ideales cerrados que no son autoadjuntos, y nos preguntamos cuando
en /1(X) ocurre que todo ideal cerrado es autoadjunto. Las equivalencias que hemos visto hasta
ahora no nos permiten distinguir eso, puesto que todas valen para ambas situaciones. Veremos
que de todas formas podemos decir exactamente cudndo es que todo ideal cerrado es autoadjunto.

Antes de seguir, enunciaremos un lema sobre el dlgebra ¢!(Z) :

LEMA 3.5. La *-dlgebra de Banach ¢(Z) tiene un ideal cerrado que no es autoadjunto.

Este resultado se desprende del hecho de que el dlgebra L'(G), donde G es un grupo no
compacto, localmente compacto Hausdorff y abeliano, siempre contiene un ideal cerrado que no
es autoadjunto (ver [18, Teorema 7.7.1]). En nuestro contexto, como la medida de Haar es la
medida de conteo en Z, resulta que L'(Z) es (*(Z).

El préximo teorema que probaremos nos dird que es equivalente que todo ideal cerrado sea
autoadjunto a que X sea libre. En una de las direcciones de este teorema es que nos serd de
utilidad el lema anterior: en caso de que tengamos algin punto periédico, digamos de periodo
p > 1, construiremos un *-homomorfismo sobreyectivo de ¢1(X) en M,(AC(T)), una *-algebra
de Banach que describiremos méas abajo y que veremos que contiene un ideal cerrado que no es
autoadjunto, ya que £1(Z) (que es isomorfo a AC(T)) contiene ideales con tales caracteristicas.
Teniendo ese ideal, su preimagen nos dard un ideal cerrado y no autoadjunto en ¢!(X). Vamos
a describir estos espacios mas precisamente.

AC(T) es el espacio de funciones continuas en T con serie de Fourier absolutamente conver-
gente:

AC(T) = {qf) e C(T):¢(2) = Zakzk con Z lax| < oo} .
keZ keZ

La norma en AC(T) es la suma de los médulos de sus coeficientes de Fourier, y la involucién
estd dada por

¢*(z) = Zﬂzk, donde ¢(z) = Zakzk.
keZ keZ

Con esta norma e involucién, AC(T) es una *-dlgebra de Banach, que es isométrica y *-
isomorfa a ¢!(Z). Por lo tanto, AC(T) tiene un ideal cerrado y no autoadjunto.

Ahora, en M,(AC(T)), si (fij) es una matriz con coeficientes en AC(T), su norma estara
dada por p-méx|| fi;|| ac(r)- Su involucién es andloga a la de matrices con coeficientes en C: dada
(fij) € Mp(AC(T)), tenemos que (fi;)* = (f};), es decir, transponemos la matriz y aplicamos la
involucién de AC(T) en cada entrada. Con el producto de matrices, M,(AC(T)) es una *-algebra
de Banach.
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Con estos espacios en mente, podemos demostrar el siguiente teorema.

TEOREMA 3.6. Son equivalentes:

(1) Todo ideal cerrado de ¢1(X) es autoadjunto;
(2) X es libre.

DEMOSTRACION. Veamos primero que (2) implica (1). Sea I un ideal cerrado, podemos
considerar el cociente £!(3)/I. Consideramos Q : £1(X) — ¢1(X)/I el mapa cociente, donde se
tiene que I = Ker(Q). Lo que haremos sera factorizar Q, de forma que su nitcleo, es decir I, sea
el nicleo de un *-homomorfismo y, por lo tanto, autoadjunto.

Como X es libre, en particular es topolégicamente libre, por lo que I N C(X) # {0}. Luego
existe un conjunto X, C X cerrado e invariante por ¢ y su inversa tal que

[NC(X) = {f € C(X): flx, = 0}.

Al ser X invariante, la restriccién de o nos da un sistema dindmico X, = (X, 0|), que tiene
asociado su espacio £!(3;). Podemos definir el *-homomorfismo R : ¢}(3) — ¢1(X,) dado por

R (ka5k> D frlx.0r € 1(20),

keZ keZ

donde 6% denota al elemento § de £'(X,). El teorema de extensién de Tietze nos dice que toda
funcién f € C(Xr) puede extenderse a una funcién f € C(X) preservando su norma. Podemos
considerar entonces el mapa 1 : £1(X,) — ¢1(X)/I dado por

> fdk > Rt + 1 e N(8)/1

keZ kEZ

donde cada fk es cualquier extensién que preserva norma de fr. En caso de estar bien definido,
1) resulta ser un homomorfismo contractivo, puesto que al extender la funcién mantenemos su
norma, y la proyecciéon al cociente Q es una contraccién. Veamos que esta bien definido. Para
eso consideramos:

K(X;) = {Z fu0® : felx, = 0 para todo k € Z} .
kEZ

Dado Yoy fr6® € K(Xx), cada fy estd en I N C(X). Luego tenemos que Zfi_N fi0% estd

en I, dado que es una suma finita de elementos en I. Finalmente, el limite cuando N tiende

a infinito de lo anterior es ), f10%, que estd en I dado que es un ideal cerrado. Tenemos
entonces que K(X;) estd incluido en 1.

Ahora, dado ;. fk(57r, si para cada k consideramos dos extensiones fk y ﬁ, para que
esté bien definido tiene que ser

ST+ T="frdt 41
kEZ keZ

lo cual ocurre si Zkez(ﬁf — ﬁ)ék estd en I. Pero de hecho ocurre que Zkez(ﬁc — ﬂ)ék pertenece
a IC(Xr), por lo que efectivamente estd bien definido. Para ver que es un homomorfismo, veremos
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que Q =10 Ryr. Sea Y,y fx0" € £1(X). Tenemos que

Y (Rﬂ <Z fk5k>> => fudt+1,

keZ keZ

donde ﬁ es una extensioén de fi|x,.. Por otro lado

Q (Z fkdk) =Y fdt 4+ 1.

keZ keZ

Tenemos entonces que Q(Y ;7 fi6%) = Yo R (X ez fr0%) st X pen(fi — £1)0F estd en I. Como

fr — fr se anula en X, para todo entero k, se tiene que > onen(fr — F1)0F esté en K(X,), el cual
estd incluido en I. Por lo tanto @ = v o R;. Que ¥ es un homomorfismo se deduce que de Q y
R sean homomorfismos y que R, sea sobreyectivo. N

Ahora, si f estd en Ker(y)) N C(X;), significa que su extensién f estd en I N C(X), lo cual
equivale a que f restricta a X, vale cero, de donde f = 0. Pero que ¥ sea libre claramente
implica que X, también lo es, y en particular es topolégicamente libre, lo que nos dice que todo
ideal cerrado no nulo intersecta a C(X;). Como Ker(1)) es un ideal cerrado cuya interseccién con
C(Xx) es nula, tiene que ser Ker(¢) = {0}, es decir, 9 es inyectiva. Finalmente, como tenfamos
Q = Y o Ry, resulta que el nicleo de Q, que es I, coincide con el nicleo de R, que es un ideal
autoadjunto dado que R, es un *-homomorfismo.

Veamos ahora que (1) implica (2). Supongamos que ¥ no es libre, de modo que existe algin
punto x € X con periodo p > 1. De acuerdo a lo discutido antes del teorema, construiremos un
*-homomorfismo sobreyectivo ¥ : £1(3) — M,(AC(T)), y como el codominio contiene un ideal
cerrado y no autoadjunto, la preimagen de tal ideal serd un ideal cerrado y no autoadjunto de
¢1(X), contradiciendo (1).

Dada f € C(X), definiremos

f(z) 0 0
0 f(ozx) ... 0
U(f)= : : : € M,(AC(T)),
0 0 f(oP~lz)
y para § € £1(2) definimos
0 0 0 =
10 0 0
v =|[0 1 0 0 e M,(AC(T)).
- 0 0
0 0 1 0

Podemos definir ® en cpp(2) como

v (z fkak) — S B € M(ACT),

keZ keZ

y resulta ser contractiva, por lo que podemos extender por continuidad a todo £1(X).
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Observemos que ¥(9)? = z-id, donde id es la matriz identidad en M,(AC(T)). Un elemento
Y okez f10", separando cada coordenada 6% segin su resto médulo p, podemos escribirlo como

p—1
(Z flp+r5lp+r) .
0

r= leZ

Combinando ambas cosas nos queda:

p—1 p—1
v (Z fkd’“> = ( U( frpsr) ¥ lp”) <Z\II fiper)2! - 1dW(6)" >
keZ leZ

r=0 r=0 \I€Z

p—1

= ( flp+r ' id) \II((;)T

r=0 l€Z

Observemos que

0 0 0 z 0

» |10 ... 00 ... z| 0 z-1d,

YO=19 1 .. 00 ... o]\, o )

o0 ... 10 ... 0

donde la primera entrada no nula de la primera columna se da en la fila r 4+ 1. Es decir, las
matrices Id, y Id,—, son las matrices identidad de tamafio r y p — r, respectivamente. Ademas,
se tiene que

fiptr ()2 0 o 0

. 0 fiprr(oz)zt ... 0

\Ij(flerr) Zl -id = . P . . .
0 0 flp+r(ap_1x)zl

Luego queda:

U (fiper) 2 - 1AT(S) =

0 . 0 fiprr(oz)2tHL 0
0 0 0 flerr( r—1 ) +1
Foir (0" 2)2! 0 0 0
0 Forr (0P 12) 2 0 0
pl+
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Finalmente, teniendo en cuenta que para cada resto r = 0,...,p — 1 las entradas no nulas
son siempre las mismas y no coinciden si tomamos dos restos distintos, obtenemos:

p—1
v (Z fka’“) =D O(fipsr)P(6)PT =

keZ r=0 l€Z
Zlez flp(l‘)zl EleZ flp—(p—l) (x)ZHl cee Zlez flp-i—l (x)zl—H
>z, fip+1 (o) >iez fip(ow)! e Yiez fipra(ox)t
Yz fipra(o?z) 2! ez fipra(0%z) 2! Y eg fiprs(otz)
Yiez fio-o-) (0" 0)2 Ty fip-poy (0P '2)2 o Fieg fp(o? T )
Ahora, para cada valor del resto » médulo p y cada k = 0,...,p—1, se tiene que los sumandos

de la forma fj,.,(c¥(z)) aparecen todos en la misma entrada de la matriz. Esto es lo que nos
garantizara la sobreyectividad de ®. Dada una matriz (h;;) € M,(AC(T)), para cada entrada
(,7) de la matriz se corresponden unicos resto r y valor k tales que

Zflp+r(ak(z))zl aparece en la entrada (i,7) de W (Z fkék) .

IEZ kEZ

Luego, si (hij(z)) = Y.,z 2!, basta con que para cada | € Z tengamos fi,4,(0%(z)) = a;.
Como los puntos z,0(z), -+ ,0P1(x) son todos distintos, y fijado un resto 7 los sumandos
fip+r(c¥(x)) aparecen todos en la misma entrada de la matriz W(}", ., fr6"), por el lema de
Urysohn obtenemos una funcién f € C(X) tal que en la érbita de = tome como valor el
coeficiente de Fourier que corresponda, y obtenemos >, f16* tal que U(3", oy f16%) = (hij) €
M,((AC)(T)). Como

DA< D lhillace < oo

keZ 1<i<j<p

tenemos que Y, ., f10" efectivamente estd en £1(%), por lo que en efecto ¥ es sobreyectiva. [

Durante la demostracién anterior, dado un elemento en M,(AC(T)) construimos un ele-
mento Y, ., frd" de ¢}(X) definiendo adecuadamente lo que valfa f; en la érbita de z, pero
en principio puede haber miltiples fi tales que su imagen por W sea el elemento dado de
M,(AC(T)). Pero si tenemos que el espacio X consiste de simplemente la 6rbita de x, es decir,
X = {z,0(x),---,0P71(x)}, el definir cudnto vale f; en la éribita de hecho determina quién
es fr, por lo que el mapa ¥ de hecho es ademds inyectivo y, por lo tanto, un *-isomorfismo.
Resumimos esto en el teorema que sigue.

TEOREMA 3.7. Si X = {x,0(x),--- ,0P"!(2)} es la érbita de un punto x de periodo p > 1,
entonces el mapa ¥ : ¢1(X) — M,(AC(T)) del Teorema 3.6 es un *-isomorfismo entre ¢*(X) y
My,(AC(T)).

Usaremos este teorema en la préxima seccion.
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5. Transitividad contra primalidad

La tltima propiedad dindmica cuya traduccién a ¢1(¥) estudiaremos es la transitividad.
Como veremos, equivale a que £}(X) sea prima.

Recordemos que un sistema dinamico X es transitivo si para todo par de abiertos U,V no
vacios de X existe n € Z tal que o™ (U)NV # (). Por otro lado, que un dlgebra sea prima significa
que para todo par de ideales Iy, Is se tenga que I; NIy # {0}. En nuestro contexto, nos interesa
ver esta propiedad para ideales cerrados y para ideales cerrados y autoadjuntos, y veremos que
ambas nociones son equivalentes. Antes de continuar veremos dos lemas que utilizaremos en la
prueba.

LEMA 3.8. Son equivalentes:

(1) Existen dos abiertos O; y Oz disjuntos en X, invariantes por o y su inversa, tales que
X =01UO0Oq;
(2) X no es transitivo.

DEMOSTRACION. Que (1) implica (2) es obvio. Veamos que (2) implica (1). Como ¥ no es
transitivo, existen dos abiertos U,V tales que o™ (U) NV = () para todo n € Z. Definimos

0y = Jo™(U),
nez

. . . . -~ C . . -~ C
que es un abierto invariante. Se tiene que V C O7, por lo que si definimos Oy = 07, resulta
ser un abierto invariante no vacio. Estos abiertos verifican (1).

O

Veremos durante la prueba del teorema de esta seccién que no alcanza solo con la transiti-
vidad de ¥ para obtener que ¢}(X) es prima, sino que ademds necesitaremos que X sea infinito.
El siguiente lema nos sera de utilidad para eso.

LEMA 3.9. Si ¥ es transitivo y X = Fix, (o) para algin n, entonces X consiste en una tnica
orbita finita.

DEMOSTRACION. Podemos suponer que n es el menor entero positivo tal que X = Fix, (o),

y tomar z € X tal que los puntos z,0(x),...,0" !(z) son todos distintos. Supongamos que
y € X es tal que y no esta en la 6rbita de x. Para cada k = 0,...,n — 1 podemos tomar Uy y
Vi entornos abiertos de o (z) e y, respectivamente, tales que Uy N Vi, = (). Definimos
n—1 n—1
Ue=()o'U)y Vy= [V
i=0 1=0

que son entornos abiertos de z e ¥, respectivamente, y tales que o*(U,) N Vy = 0 para todo
k=0,...,n—1. Luego si definimos
n—1
We = o'(Un),
i=0
se tiene que W, NV, =0, y como X = Fix,(0) tenemos que ¢" es la identidad, de donde W,
es invariante. Luego resulta que ak(Wx) NV, = 0 para todo k € Z, contradiciendo que ¥ sea

transitivo.
O
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Con estos dos lemas finalmente podemos dedicarnos a probar que la transitividad de X
equivale a la primalidad de £!(3), tanto para ideales cerrados como para cerrados y autoadjuntos.

TEOREMA 3.10. Son equivalentes:

(1) Para todo par de ideales cerrados I, I de £1(X) se tiene que I1 N Iy # {0};
(2) Para todo par de ideales cerrados y autoadjuntos Iy, I de /1 (%) se tiene que I; NIy # {0};
(3) X tiene infinitos puntos y ¥ es transitivo.

DEMOSTRACION. Dado un conjunto cerrado S de X, denotaremos
ker(S) = {g € C(X) : gls = 0}.

Que (1) implica (2) es evidente. Veamos que (2) implica (3). Primero veremos que ¥ tiene
que ser transitivo: en caso de no serlo, el Lema 3.8 nos dice que existen dos abiertos disjuntos e
invariantes tales que X = O1 U Oy. Para i = 1,2, definimos:

I, = {Z [0 : fi, € ker(O;) para todo k € Z} .

keZ

Tenemos que entonces que Iy, Iz son ideales cerrados y autoadjuntos. Recordemos que Ej
denota la proyeccién de £1(X) en C(X). Se tiene entonces que Ej(I;) = ker(O;) para ambos
valores de 7. Luego

Ei(I; N 1) € By(I1) N By (L) = ker(O7) Nker(O3) = ker(O; UO3) = ker(X) = {0},

de donde resulta que I; NIy = {0}. Esto contradice (2), por lo que tenemos que ¥ es transitivo.

Ahora, en caso de que X fuera finito, existiria un n tal que todo punto es fijo para ¢™. Por el
Lema 3.9, tenemos que X consiste en una tinica 6rbita finita, lo que de acuerdo al Teorema 3.7
significa que ¢(X) es *-isomorfo a M,(AC(T)), donde p es el tamaifio de la érbita. Pero veremos
que M,(AC(T)) contiene dos ideales no triviales cerrados y autoadjuntos que no se intersectan,
contradiciendo (2).

Para eso consideremos ev, : M,(AC(T)) — M,(C) tal que ev.(fi;) = (fij(2)) para todo
(fij) € My(AC(T)). Es decir, evaluamos cada entrada de la matriz en z. Tomemos C1,Cy dos
subconjuntos cerrados propios de T tales que T = Cy U C5. Definimos

J; = m ker(ev,) para i =1,2.
zeC;

Dado que C; es propio, la Proposicién 1.17 nos dice que existe g € AC(T) tal que se anula
en C; pero g # 0. Podemos, por ejemplo, tomar la matriz con g en una entrada y 0 en las
demads, y resulta que esa matriz pertenece a J;. Por lo tanto, J; # {0} para i = 1,2. Ahora,
como C1 UCy =T, se tiene que J; N Jy = {0}. Esto contradice (2).

Nos queda por probar que (3) implica (1). Tenemos que X es transitivo y X infinito. Primero
veremos que esto implica que X es topoldgicamente libre. Supongamos que no lo es. El Lema
2.2 nos dice que existe n tal que Fix, (o) tiene interior no vacio. Luego Fix,(c)° es un abierto
no vacio invariante bajo o y su inversa. Ademds, si tuviéramos que X = Fix, (o), como X es
transitivo el Lema 3.9 nos dice que X es finito, lo que es absurdo. Por lo tanto, X # Fix, (o) v,
por lo tanto, Fix,,(¢)¢ es un abierto invariante no vacio. En este caso tenemos que o*(Fix,(¢)°)N
Fix, ()¢ = 0 para todo k € Z, contradiciendo que ¥ sea transitivo. Por lo tanto, ¥ tiene que ser
topoldgicamente libre.
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Ahora, sean I e Ip dos ideales cerrados propios tales que I} N I = {0}. En primer lugar,
como ¥ es topoldgicamente libre, de acuerdo al Teorema 3.1 tenemos que I1 NC(X) e [LNC(X)
son ideales propios cerrados de C(X) e invariantes. Luego existen C7, Co cerrados propios de
X invariantes tales que I; N C(X) = ker(C;), para i = 1,2. Como I; N Iz = {0}, en particular
L NI;NC(X) = {0}. Luego:

{0} =L NknN C(X) = ker(Cl) N kel“(CQ) = ker(01 U 02)

Tiene que ser entonces C7 U Co = X. Esto contradice la transitividad de ¥: como ambos

cerrados son propios, sus complementos son abiertos invariantes. En particular, sus interiores

también son no vacios; luego o™ (C7) N C§ = () para todo n. Esto termina la prueba.

O






Capitulo 4
Diccionario dindmico-algebraico en C*(%)

En el capitulo anterior nos dedicamos al estudio de ¢!(X), identificando un diccionario entre
sus propiedades analitico-algebraicas y propiedades dindmicas de Y. Queremos ahora realizar
un trabajo similar para C*(X), que, como ya hemos mencionado antes, histéricamente ha sido
més estudiada que £!(3). Veremos que muchas de las equivalencias probadas en el capitulo
anterior valen en este contexto, pero tendremos que adaptar las técnicas utilizadas. Para lograrlo,
introduciremos lo que se llama representaciones covariantes, lo cual haremos brevemente en el
contexto de productos cruzados méas generales.

Seguiremos principalmente la referencia [10]. Varios de los resultados también se encuentran
en el libro [9].

1. Representaciones covariantes

Describiremos brevemente, por motivos mayormente culturales, lo que es un C*-sistema
dindmico, que es lo que se usa para la construccion general de productos cruzados, sin entrar
en demasiados detalles. El caso concreto en el que venimos trabajando, con Z actuando sobre
C(X), es un caso particular de esta construccién mas general.

Un C*-sistema dindmico es una tripleta (A, G, «) donde A es una C*-dlgebra, G un grupo
localmente compacto y « : G — Aut(A) un homomorfismo continuo en el siguiente sentido: para
todo a € A, se tiene que el mapa t — a4 (a) es continuo, donde denotamos oy a «(t).

Supongamos que G es discreto (de forma que la medida de Haar sea la medida de conteo) y
que A tiene unidad para simplificar. Consideremos el espacio:

MG A)=F:GoA:) |If(g) <oop!
geG

Observemos que, si A = C(X) y G = Z, £*(G, A) coincide con ¢! (X) como conjunto. Al igual
que como hicimos en ¢1(X), descomponemos un elemento f € ¢!(G,A) como una sumatoria
f= deG agdy, con ay = f(g) € A, y definimos en ¢!(G, A) un producto sujeto a la regla
5ga(dg)* = otg(a). Esta igualdad es lo que llamamos relacién de covarianza, y €'(X) la verifica.
Con estas definiciones es directo ver que podemos operar de manera analoga a como hacemos
en /1(X), agregando ademds una operacién * tal que 0g = d4-1, lo cual nos determina que

[r= Z O‘g(a;fl)csg,

geG

a convergencia de la serie en este contexto es considerando que a lo sumo numerables sumandos son no
nulos.

47
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lo cual nuevamente coincide con la involucién en ¢!(X) cuando G = Z. Con esta relacién de
covarianza en mente, se define la nocién de representacion covariante del C*-sistema dinamico
(A, G, «): esto es un par (m,u), donde m: A — B(H) es una *-representaciéon y v : G — B(H)
es una representacién unitaria, ambas sobre el mismo espacio de Hilbert H, tales que se verifica:

ugm(a)u, = m(ay(a)) para todo g € G,a € A.

Se tiene que toda representacién covariante (7, u) induce una representacién 7 de £1(G, A)
en H, dada por

T Zagég :Zﬁ(ag)ug.

geG geG

Reciprocamente, dada una representacién 7 de ¢'(G, A), podemos obtener una representa-
cién covariante (7,u) dada por m(a) = 7(ade) y ug = 7(1ady), donde e es el neutro de G'y 14 la
unidad de A. Es la relacién de covarianza la que nos permite verificar que esta correspondencia
entre representaciones covariantes de (A, G, «) y *-representaciones de ¢!(G, A) funciona. Te-
nemos por lo tanto una correspondencia biyectiva entre las representaciones de ¢1(G, A) y las
*_representaciones covariantes de (A, G, «). Con esto, podemos escribir toda *-representacion 7
de /1(G, A) como T = 7 x u, donde (7, u) es la representacién covariante que le corresponde.

Volvamos ahora al caso concreto que nos concierne. Como fuimos indicando, si en la cons-
truccién anterior tomamos A = C(X) y G = Z, y consideramos la accién de Z sobre C(X)
dada por n — ", donde « es el automorfismo inducido por el sistema dindmico ¥ = (o, X),
obtenemos un C*-sistema dindmico, y en este caso ¢1(Z,C(X)) es el ya familiar £}(X). Ahora,
como indicamos, toda representacién 7 de £!(X) podemos pensarla como 7 = 7 X u, con (7, u)
representacién covariante de (C(X),Z, «). Como u es una representacion unitaria de Z, queda
determinada por su valor en 1: tenemos que u(n) = u(1)", por lo que simplemente denotaremos
wau(l) yu" awu(n). Queda entonces:

7 (Z fké’“> = w(fr)u”.

kEZ keZ

Recordemos que ¢!(X) tiene unidad §° y, como indicamos en los preliminares, al ser una
*_4lgebra de Banach con unidad, tenemos que su teoria de representaciones coincide con la de
su envolvente C*, que es C*(X). Que la teoria de representaciones coincide se ve simplemente
observando por un lado que, dada una representacién de ¢! (%), podemos extenderla a C*(X) por
continuidad, y que si tenemos una representaciéon de C*(X), obtenemos una de ¢! (X)) simplemente
restringiéndola. Esto nos dice basicamente que toda representacién de C*(X) podemos pensarla
como una representaciéon covariante T = 7 X u.

Veremos ahora una forma concreta de representar a C*(3). Para ello, consideremos primero
una representacion fiel 7 : C(X) — B(H ), con H espacio de Hilbert, que existe por el teorema de
Gelfand-Naimark. Tenemos ademds la representacién regular \ : Z — B((?(Z)). Con estos dos
ingredientes queremos construir una representacién covariante de (C(X),Z, ). Consideremos
H ®/(*(Z), el producto tensorial de espacios de Hilbert de H y #2(Z). Podemos pensar H @ (*(Z)
como

(Z,H) = {F Z—H: Y |F(n)|* < oo} ,

nez
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con las operaciones y producto interno naturales. Dado v € H y n € Z denotamos v6, al
elemento de ¢2(Z, H) que vale v en n y 0 en otro caso.

Veamos que las representaciones 7 y A inducen una representacién covariante en ¢2(Z, H).
En primer lugar, tenemos una representacién o : C(X) — B(¢%(Z, H)) dada por

ma(a)F(n) = (¢ "(a))F(n) € H para cada n € Z.
En particular, tenemos que my(a)(vd,) = 7(«~"(a))vd,, para todos n € Zy v € H.

Por otro lado, la representacién regular de Z podemos pensarla en ¢2(Z, H) de forma natural:
sea n € Z, entonces \, € B({*(Z, H)) est4 dado por

M F(m) = F(m —n).

En particular, se tiene que A, (vd,,) = v0p4+m, para todosn,m € Zy v € H.
Veamos que el par (74, \) es una representacién covariante. Sean a € C(X),n € Zy F €
?*(Z,H). Para todo k € Z tenemos

(AnTa(@) A F) (k) = (Ta(a) A ) (k —n)
= (" (a)) AL F) (k = n)
= (""" (a))F (k)
= (" () F (),

es decir que A, mx(a)\F F = mo(a™(a))F. Luego (my, A) es una representacién covariante y, por
lo tanto, me X A es una *-representacién de £!(X), que suele ser llamada representacién regular.
Denotamos ® a my X A\. Como ya mencionamos, podemos extender ® a una *-representacion de
C*(X). Ahora, si clausuramos ®(¢'(X)) en B(¢'(Z, H)) con la norma de operadores, obtenemos
una C*-subélgebra de B(¢%(Z,H)) que, como consecuencia de [21, Teorema 7.13], es isomorfa a

C*(%).2

TEOREMA 4.1. Se tiene que ® : C*(X) — ®(¢1(X)) es un isomorfismo de C*-algebras, donde
®(¢1(X)) es la clausura de ®(£1(X)) con respecto a la norma de operadores en B(¢2(Z, H)).

El teorema anterior nos permite entonces ver C*(X) como un dlgebra concreta de operadores
en un espacio de Hilbert, lo que nos permite manipularla de forma maés tangible, contrario a la
caracterizacién abstracta de C*(X) que habfamos realizado antes.

Definimos, para cada n € Z, el mapa p,, : £2(Z, H) — H dado por

pn(F) = F(_n)

Se tiene entonces que pf : H — (%(Z, H) esta dado por pf(v) = vd_,, es decir, el elemento de
?*(Z,H) que vale v en —n y 0 en otro caso. Si denotamos

Hé, = {vd, € *(Z,H):ve H},

tenemos que plp, : 2(Z,H) — (*(Z, H) es la proyeccién sobre el subespacio Hd_,. En parti-
cular, pgpo es la proyeccion en Hdg, que es la forma natural de ver a H incluido en (7, H).
Recordemos que nosotros tenemos la proyeccién Ej : £1(X) — C(X), que nos gustaria extender
a C*(X). Sin embargo, no podemos hacerlo directamente porque no sabemos si F; es continua

2Que ® sea un isomorfismo se debe a que Z es un grupo promediable. En general, dado un grupo localmente
compacto Hausdorff GG, se puede adaptar la construccion del producto cruzado y la representacién ® descritas, y
se tendrd que ® es un isomorfismo si y solo si el grupo G es promediable.
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con la norma de C*(X). Para lograr esto, pensaremos a C*(X) como un algebra de operadores
concreta actuando en ¢2(Z, H), como describimos antes.
Definimos el mapa & : B(¢*(Z, H)) — B(H) dado por

E(x) = poxpy € B(H).

Se tiene que ||E(z)|| = ||poxpsll < llpollllzlll| o6l = [|z|l. Por lo tanto, ||€|| < 1. Veamos cudl es el
operador de H que obtenemos al aplicar £ a un elemento de ®(cpp(X)). Sea v € H, tenemos:

£ (Z m(ak))\k) v= <po [Z ﬂa(ak))\k] piﬁ) v= Zpoﬂa(&k))\kpé(v)

keZ keZ kEZ
= ZPOWa ax) g (vdo) = z:pgﬂ'oc ay)(vd)
kEZ keZ
=" po(m (¥ (ax))vr)
kEZ
= m(ap)v.

Denotamos también £ a la restriccién de € a ®(¢1(X)) = C*(X). Para cada a € C(X) se tiene
que mx(a) deja invariante a Hdp (y, de hecho, actiia en él como m(a)), por lo que identificamos
a a con la restriccién de my(a) a H, que estd en B(H ). Esto nos permite ver a C(X) en B(H).
De acuerdo a la cuenta que hicimos antes, resulta que £ es una proyeccién en ®(coo(X)) y, por
lo tanto, también en ®(cop(X)) = ®(£1(X2)) = C*(X). Vimos también que tiene norma uno. Este
mapa es el que nos permitird ver que la proyeccién Ej : £1(X) — C(X) se puede extender a una
proyeccion fiel de norma uno, que denotaremos E, : C*(X) — C(X).

Podemos ahora observar como son los coeficientes de Fourier viendo C*(X) como una subélge-
bra de B(¢%(Z, H)). Para eso usaremos la proyeccién €. Dado a € C*(X), el n-ésimo coeficiente
de Fourier de a es a(n) = £(a)}). Se tiene en este caso que un elemento a de C*(X) estd
determinado por sus coeficientes de Fourier, y lo escribiremos como

a= Z a(n)p.

ne”

Al igual que pasaba cuando hablamos sobre los coeficientes de Fourier en el Capitulo 2, la suma
es simplemente formal, no quiere decir que haya convergencia en norma ni convergencia en la
topologia fuerte de operadores. Dados a,b € C*(X), los coeficientes de Fourier de la involucién
y el producto son de la siguiente forma:

a*(n) = " (a(~n)") = & (a(n)) € C(X),
ab(n) = a(k)o*(b(n — k)) € C(X).

kEZ
Recordemos que decimos que una proyeccién P es fiel si P(a*a) = 0 implica que a = 0.
Vimos en el Capitulo 2 que Ej, la proyeccién canénica de £1(X) en C(X), es fiel.

TEOREMA 4.2. La proyeccién Ej : £1(X) — C(X) se extiende a una proyeccién fiel E,
C*(X) — C(X) que tiene norma uno.
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DEMOSTRACION. De acuerdo a la cuenta que hicimos antes, en ¢ (2) (y por lo tanto también
en ¢1(X)) se tiene que £0® = moEy. Recordemos que como 7 es un *-isomorfismo de C*-4lgebras,
es automdticamente isométrico. Denotemos || - ||+ a la norma de C*(X), y sea a € £}(X). Se tiene

1E1(a)]| = [[m(Er(a)]| = [E(@(a))]] < [[@(a)]| = [|all

Tenemos entonces que F; es contractiva con respecto a la norma de C*(X), por lo que podemos
extenderla a una proyecién E, de C*(X) que tiene norma uno. Veamos que es fiel. Sea a € C*(%),
pensado como un operador de B(¢%(Z, H)). Tenemos

E(a*a) = a*a(0) = ) a*(n)a(a(—n)) = Y o™(a(-n)" )" (a(~n))

nez ne”L

= > o (alaln)) =3 fatm) 0 " 20,

nez neL

y es igual a 0 si y solo si a(n) = 0 para todo entero n. Esto tltimo equivale a que a = 0. Luego,
como 7 es inyectiva y mo E, = £ o &, resulta que E, es fiel.
O

2. Sistema dindmico inducido por una representaciéon

Veremos ahora cémo una representaciéon de C*(X) induce un sistema dindmico en un sub-
conjunto cerrado de X que es invariante bajo o. Esta serd una herramienta sumamente ttil para
luego probar las equivalencias del tipo de las que trabajamos en el capitulo anterior.

Supongamos que tenemos una representaciéon m = 7w x u de C*(X), y consideremos su niicleo
ker(m) = {f € C(X) : n(f) = 0}, que es un ideal cerrado de C(X). Por lo tanto, existe un
subconjunto cerrado X, de X tal que ker(n) = {f € C(X) : f|x, = 0}. Ademds, si f € ker(n),
tenemos

m(e(f)) = ur(f)u* =0,
de donde ker(r) es invariante por ot. Andlogamente podemos ver que es invariante bajo ™!, por
lo que, de acuerdo al Lema 3.2, resulta que X, es invariante bajo ¢ y su inversa.

Consideremos el cociente C'(X)/ ker(w). Dos funciones f, g coinciden en el cociente si y sola-
mente si coinciden en X, es decir, si f|x, = ¢|x,. Por lo tanto, podemos identificar C'(X)/ ker(m)
con C(X), y el mapa cociente es simplemente mandar una funcién f en su restriccién a X, lo
cual es sobreyectivo por el teorema de Tietze.

Por otro lado, w(C(X)) es una C*-algebra conmutativa con unidad, por lo que podemos
expresarla como C(X/), el espacio de funciones continuas en un espacio compacto Hausdorff.

Por ltimo, tenemos que C(X)/ker(m) = w(C(X)). Combinando todo lo anterior obtenemos:

C(X)
ker ()

Por lo tanto, podemos identificar X con X/, y en este caso m(f) es simplemente la restriccién
de f a X;. La accién de o se induce en X a través de u = 7():

ur(flu* = m(a(f)) = a(f)lx, = foo™|x,

Denotamos o, a o|x,, de donde obtenemos el sistema dindmico X, = (X, 0,). Este es el
sistema, dindmico inducido por la representacién ™ = 7w X u.

I

C(Xx) = m(C(X)) = C(X7).
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PROPOSICION 4.3. Sea T = 7 X u una representacién de C*(X) en un espacio de Hilbert
H. Supongamos que el sistema dindmico inducido ¥; = (X ,0,) es topolégicamente libre.
Entonces existe una proyeccién de norma uno E, de 7(C*(X)) en n(C(X)) tal que se verifica
que E; o7(a) = mo E.(a) para todo a € C*(X). En otras palabras, el siguiente diagrama es
conmutativo:

C* (D) —— 7(C*(D))

. |2

C(X) —— 7(C(X))

DEMOSTRACION. Recordemos que cgo(X) es denso en C*(X) y, por lo tanto, 7(coo(X)) es
denso en 7(C*(X)). Lo que haremos sera definir E; en m(coo(X)) y ver que es una proyeccién
de norma uno en ese espacio. En particular, al ser contractiva, luego podremos extender E, a
C*(%).

Dado ), fu6® € coo(X), para que se cumpla el resultado tiene que ser

(g (o)

Definimos E, en 7(coo(X)) de la forma descrita arriba. Es claro que E2 = E, en 7(co(X%)) ¥,
por lo tanto, también ocurrird en 7(C*(X)) cuando extendamos por continuidad més adelante.
Tenemos que

n
7 (coo(D)) = { S w(fiu: fr € C(X),n e Z} ,
k=—n
por lo que para que E; sea una proyeccién de norma uno alcanza con probar que
n

> wl )

k=—n

> (fo)ll-

Llamemos a = Zzz_nﬂ'(fk)uk. Si m(fo) = 0, ya tenemos la desigualdad de arriba, por lo

que podemos suponer que 7(fy) # 0. Ademds, por el teorema de Tietze podemos suponer que
lfoll = ll7(fo)||- Sea e > 0 tal que || fo|| — 2¢ > 0. Sea z¢p € X tal que |f(xo)| = ||7(fo)]-
Definimos un entorno abierto () de zg en X, como:

Q={zeXy:[f(x) = fzo)| <e}.

Como 3, es topoldgicamente libre, se tiene que hay algin punto no periédico yg en Q.
Podemos tomar ademds un entorno Uy de yp, dentro de Q, tal que o/ (Up) N o(Up) = () para
todos i, j entre —2n y 2n, con i # j. Llamamos U; a o7 (Up).

Sea g tal que su restriccién a X estd soportada en Uy, tiene norma uno y ademas ||7(g)7(fo)|| >
|7 (fo)l| — € (para esto alcanza con tomar g(yp) = 1). Sea £ un vector en H tal que ||7(gfo)¢|| >
lm(gfo)|| — &, y en particular tenemos que:

Im(gf0)€ll = [Im(gfo)ll — & = lIm(fo)l| — 2e.

Veamos ahora que el siguiente conjunto es ortogonal:

{ﬂ(fk)ukw(g)f :—n<k< n} C H.



2. SISTEMA DINAMICO INDUCIDO POR UNA REPRESENTACION 53

Tomemos —n < ¢ < 7 < n. Tenemos que:

(3) (m(fiyu'm ()&, m(fi)u'm(9)€) = ((w(fy)u'm(g))" m(fi)u'n(9)€.€)
Ahora, operando y utilizando la relacién de covarianza obtenemos:
(r(f))u'n(9))” m(fi)u'n(g) = m(g) () (Ffi)u'm(g)
= ()" [ (g) ()] n(fi fi)u'n(g)
= (u!)"n(ed (9) fj fi)u'm(g)
= (W) (fifi)u' [(u)*m(od (9))u’] 7(g)
= () n(fifi)u'n (o7 (g)g).
Pero o —’(g) estd soportada en U;_; y g estd soportada en Uy, que son conjuntos disjuntos,
por lo que o/ *(g)g = 0. Luego el operador anterior es nulo, y en particular la ecuacién (3) vale
cero. Por lo tanto, el conjunto resulta ortogonal.

Luego, si calculamos la norma de ar(g){ obtenemos:

n 2

> w(fi)u(g)é

k=—n

> |7 fo)m(9)€ll* =lm(gfo)él*= (Im(fo)ll — 26)* > 0,

donde usamos en la segunda igualdad que los vectores son ortogonales. Luego:

lam(g)&ll = llw(fo)l| — 2e.

Este argumento vale para e arbitrariamente pequenos, de donde |lam(g)| > | fol|. Como
lar(@)l| < lall[=(@)]| ¥ ()]l = 1, concluimos que ]| > | foll. Io que termina Ia praeba.

= > Ir(f)dbn(g)€l?

k=—n

lar (g)€|I* =

]

Un corolario directo de este resultado es el siguiente: si 7 es fiel, entonces automaticamente
la representacién m = m X u también lo es. Esto se debe a que si 7(a*a) = 0, tenemos

E; (7(a*a)) = 7 (E«(a*a)) =0,

y, como T es fiel, resulta F,(a*a) = 0. Ahora, recordemos que E, es fiel, de donde a = 0. Por lo
tanto, resulta 7 que es fiel.

Usando esto mismo podemos ver que C*(X;), el producto cruzado asociado al sistema
dindmico X, inducido por la representaciéon ™ = 7 X u, es isomorfo a la imagen de 7, es decir,

T(C* (%))
COROLARIO 4.4. Se tiene que 7(C*(X)) es isomorfo a C*(X,) si X es topolégicamente libre.

DEMOSTRACION. De acuerdo a lo recién mencionado, alcanza con encontrar una represen-
tacién covariante (¢, u) de (C(Xr),Z) tal que ¢ es inyectiva y la imagen de ¢ x u es 7(C*(%)).

Definimos ¢ : C(X;) — w(C*(X)) como ¢(f) = Tr(f), donde f es cualquier extensién
continua de f a X. El mapa estd bien definido, pues dadas dos extensiones de f, la resta de ellas
se anula en X, por lo que esta en ker(r). Utilizamos ademds la misma representaciéon v de Z
de la representacion ™ = w X wu.

Ahora, se tiene que ¢ X u es una representacién de C*(3;), dado que (¢, u) es una representa-
ci6én covariante de (C(Xy),Z). Esto ultimo es claro debido a que, para toda f € C(X;), se tiene
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que up(f)u* = uw(f)u*, donde fes una extensién de f, y como (m,u) es una representacién
covariante, resulta uw(f)u* = W(oc(f)) = ¢(a(f)). Denotamos 5 = ¢ X u, que resulta entonces
ser una representacién de C*(X;).

Tenemos que ¢ es inyectiva: si f € C(X;) es tal que ¢(f) = 0, tomamos f una extensién a
X y resulta W(f) = 0, de donde f = ﬂ x, = 0. Como ¢ es inyectiva, el sistema dindmico que
induce coincide con ¥, que es topolégicamente libre, y de acuerdo a lo comentado antes del
corolario, resulta que 5 también es inyectiva.

Ahora, si f € C(X), se tiene que 7(f) = W(ﬂx\ﬂ,), donde f/|; es una extensién de f|x,, dado
que ambas funciones coinciden en X y por lo tanto su resta esta en ker(7). Luego ¢(f|x.) = 7(f)
y, por consiguiente, 7(C(X)) = ¢(C(X,)). Por lo tanto, ¢(C(X,)) = 7(C(X)). Luego resulta
entonces que ¢ es un isomorfismo entre C*(S,) y 7(C*(X)).

|

3. Propiedades cualitativas

Nos dedicaremos ahora a probar el diccionario de propiedades correspondiente a C*(X). Lo
que sigue es un comentario previo, que usaremos durante la prueba del primer teorema.

En general, dado un ideal cerrado I de una C*-algebra A, tenemos una *-representacién de A
en un espacio de Hilbert cuyo nicleo es I. Para ver eso, observemos que A/l es una C*-dlgebra,
por lo que el teorema de Gelfand-Naimark nos dice que existe una *-representacion 7 : A/I —
B(H) en un espacio de Hilbert H. Luego, si g : A — A/I es el mapa cociente, tenemos que 7o g
es una *-representaciéon de A en H. Como 7 es inyectiva, resulta que ker(mw o ¢) = ker(q) = I.
Usaremos esto en la prueba del siguiente teorema.

TEOREMA 4.5. Supongamos que X tiene infinitos puntos. Entonces C*(X) es simple si y
solamente si 3 es minimal.

DEMOSTRACION. Veamos que si 3 es minimal entonces C*(X) es simple. Sea T = 7 X u una
representacién no nula de C*(X). Como ¥ es minimal, no existen cerrados invariantes propios,
por lo que X tiene que coincidir con X. Ahora, como 3 es minimal y X tiene infinitos puntos,
tenemos que Y. es topolégicamente libre. Luego por el Corolario 4.4 tenemos que 7 es un *-
isomorfismo. En particular, ker(7) = {0}. De acuerdo al comentario anterior, todo ideal cerrado
propio de C*(X) es el niicleo de una *-representacién. Pero como acabamos de ver, ker(7) = {0}
para toda toda representacién no nula 7. Por lo tanto, no puede haber ideales propios cerrados
en C*(X), es decir, C*(X) es simple.

Supongamos que ¥ no es minimal, entonces existe z € X tal que O(z) no es denso. Luego
S = O(z) es un cerrado propio invariante de X. Sea I = {f € C(X) : f|s = 0}. Como I es un
ideal propio, tenemos que ||f — 1|| > 1 para todo f € I (recordemos que todo elemento que esté
a distancia menor a 1 de la unidad es invertible). Ahora, si consideramos J el ideal generado
por I en C*(X), tenemos que E,(J) = I. Luego, si tomamos a € J tenemos

la =1 = [|Ex(a = D] = [[Exa) = 1] = 1;

por lo tanto, J es un ideal propio y por lo tanto C*(X) no es simple. Esto prueba que la
minimalidad de ¥ implica que C*(X) es simple.
O
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Usaremos el siguiente resultado en la prueba del teorema que le sigue, el cual describe cémo
es la situacién sobre la extensién de estados puros de C(X) a C*(X). Por un estudio detallado
de esto, ver [9, Capitulo 3].

PROPOSICION 4.6. Sea z € X y sea u; : C(X) — C el estado puro asociado a x, dado por
pz(f) = f(x). Se tiene que:
(1) Si x es periédico, entonces por cada A € T existe un estado puro ¢, : C*(X) — C de
C*(X) que extiende a p,;
(2) Si z es no periddico, entoces existe un unico estado puro ¢, : C*(X) — C de C*(X) que
extiende a pu;, dado por ¢, = u, o E,.

Usaremos en particular que cada estado puro asociado a un punto no periddico de > tiene
una tnica extensién a C*(X).

TEOREMA 4.7. Las siguientes tres afirmaciones son equivalentes:

(1) ¥ es topolégicamente libre;
(2) Se tiene que I N C(X) # {0} para todo ideal cerrado no nulo de C*(X);
(3) C(X) es una C*-subdlgebra abeliana maximal de C*(X).

DEMOSTRACION. La equivalencia entre (1) y (3) la probamos en el Teorema 2.5.

Supongamos que X es topoldgicamente libre y que I es un ideal cerrado de C*(X) tal que
INC(X)={0}. SiI+# {0}, existe a € I tal que E.(a) € C(X) es una funcién no nula, y como
Aper(o) es denso en X existe un punto no periédico z tal que F,(a)(z) # 0. Ahora, consideremos
q: C*(X) —» C*(X)/I el mapa cociente, y como I N C(X) = {0}, resulta que ¢(C(X)) es un
encaje de C(X) en el cociente. Por lo tanto, tenemos el estado puro en !, : ¢(C(X)) — C dado
por 1 (a(f) = el f) = £(2).

Si @, : C*(X)/I — C es un estado puro en el cociente que extienda a /., resulta que @, o g
es un estado puro de C*(X) que extiende a p,. Pero como x € Aper(o), hay un unico estado
puro en C*(X) que extiende a i, que es p, o Ex. Tiene que ser entonces p, 0 ¢ = p, o Fy. Pero
tenemos por un lado que p,(Ey(a)) # 0, y como a € I, también tenemos que ¢,(q(a)) = 0, una
contradiccién. Esto prueba que (1) implica (2).

Para probar que (2) implica (1), vale la misma prueba que hicimos en el Teorema 3.1,
teniendo en cuenta que toda *-representacién de ¢1(X) en un espacio de Hilbert se extiende a
una *-representacién de C*(X) en el mismo espacio de Hilbert.

U

Para probar el resultado andlogo a este para ¢}(X), utilizamos la propiedad de interseccién
del conmutante (Teorema 2.18). Este resultado es, en algin sentido, un primer acercamiento a
un resultado equivalente para C*(X). Se tiene, de hecho, que la propiedad de interseccién del
conmutante vale para ideales arbitrarios en C*(X) (ver [6]).

El préximo resultado muestra que la primalidad de C*(X) equivale a la transitividad de X.

TEOREMA 4.8. Supongamos que X tiene infinitos puntos. Entonces C*(X) es prima si y
solamente si 3 es transitivo.

DEMOSTRACION. La prueba del Teorema 3.10 se adapta bien a este caso. En primer lugar, si
> no es transitivo, hay dos abiertos invariantes no nulos O1, O tales que X = O1UQOs. I)ﬁﬁnimos
ker(0;) = {f € C(X) : flg; = 0} y sea I; el ideal cerrado en C*(X¥) generado por ker(0;), para
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i = 1,2. Luego, como E,(I;) = ker(0;), resulta que

E.(I N I5) C Ei(I1) N Ey(I2) = ker(O1) Nker(Oz) = ker (O1 U Oy) = ker(X) = {0},
de donde I1 NIy = {0}, por lo que C*(X) no es prima. Eso prueba que si C*(X) es prima entonces
> es transitivo.

Vimos en la demostracion del Teorema 3.10 que si X es infinito y X transitivo entonces X
también es topoldgicamente libre. Sean I, I3 ideales cerrados propios de C*(X), y supongamos
que I1 N Iz = {0}. Como ¥ es topolégicamente libre I; N C'(X) es propio e invariante, y existe
C; cerrado e invariante tal que I; N C'(X) = ker(C;), para ¢ = 1,2. Luego

{0} =hLnNnlkn C(X) = ker(C,-) N ker(Cg) = ker(C1 U CQ),
de donde X = C U Cy. Luego los abiertos C7 y Cf contradicen la transitividad de .



Capitulo 5

Relacién entre las estructuras de ideales de (1(X) y C*(X)

Durante los dos capitulos anteriores nos dedicamos al estudio, por separado, de ¢}(X) y
C*(X), respectivamente. En ambos casos nuestra filosofia era la misma: estudiar cémo propieda-
des dindamicas de X se traducen en propiedades analitico-algebraicas en las respectivas dlgebras.
Vimos las siguientes tres equivalencias (en algunos casos bajo la hipdtesis extra de que el espacio
X tenga infinitos puntos):

(1) Que X sea topolégicamente libre corresponde con que C(X) sea abeliana maximal,
(2) Que X sea minimal corresponde con que el dlgebra sea simple;
(3) Que X sea transitivo corresponde con que el dlgebra sea prima.

En los tres casos podemos elegir cualquiera de las dos algebras que estudiamos, ¢}(X) y
C*(X), y esto nos da un medio para probar equivalencias entre las algebras utilizando como
puente el sistema dindmico base sobre el que ambas estan construidas. Podemos entonces obtener
las siguientes tres equivalencias:

(1) C(X) es abeliana maximal en £}(X) si y solo si es abeliana maximal en C*(X);
(2) £1(X) es simple si y solo si C*(X) es simple;
(3) £1(X) es prima si y solo si C*(X) es prima.

Las tres equivalencias son relativas a la relaciéon entre las estructuras de ideales de cada
algebra, pero fueron probadas sin estudiar como se relacionan entre si tales estructuras. Nuestro
objetivo ahora es justamente tratar de relacionar de forma mas directa las estructuras de ideales
(X)) y C*(X). Esto parece natural de estudiar, puesto que C*(X) es la completacién de £(X)
como C*-algebra.

Observemos que no es esperable poder traducir toda la estructura de ideales de una algebra
a la otra, puesto que ya vimos, por ejemplo, que ¢}(X) puede contener ideales cerrados que no
son autoadjuntos, mientras que C*(X) no, dado que es una C*-algebra.

Especificamente, probaremos el siguiente resultado: todo ideal propio de £!(X), al clausurarlo
con respecto a la norma de C*(X), sigue siendo un ideal propio. La clave para probar este
resultado seran los ideales primitivos, que son los niicleos de representaciones algebraicamente
irreducibles. En principio, la nocién de ideal primitivo puede depender del contexto en el que
trabajemos, pues puede ser puramente algebraica o puede incorporar nociones analiticas. En
este capitulo veremos que la nocién algebraica nos es méas conveniente para probar el resultado
descrito antes. Veremos ademads condiciones para cuando, una vez clausurado un ideal propio de
¢*(X) con respecto a la norma de C*(X), podemos recuperarlo de forma natural intersectdndolo
con £1(X).

Como dijimos que los ideales primitivos serdn la clave para probar lo que queremos, prime-
ramente nos dedicaremos a hacer un estudio mas sistematico de las representaciones irreducibles

57



58 5. RELACION ENTRE LAS ESTRUCTURAS DE IDEALES DE (D) Y C*(%)

de £(X). Si bien son las representaciones algebraicamente irreducibles las que seran claves, tam-
bién tendremos que relacionarlas con una familia de *-representaciones en espacios de Hilbert
inducidas por puntos de X.

Las referencias principales de este capitulo serdn [4] y [5], y en menor medida usaremos
resultados de [2], [3] y [7].

1. Representaciones irreducibles de /!(X)

El primer problema al que nos enfrentamos es identificar las distintas nociones de irreducibi-
lidad, y decidir cudles nos seran de utilidad. Supongamos que tenemos 7 : £1(X) — L(E), donde
E es un espacio vectorial y L(E') denota los operadores de E. En este caso, dado que no tenemos
topologia en E, podemos hablar de que la representacién sea algebraicamente irreducible: esto
es que que no haya subespacios invariantes no triviales.

Por otro lado, supongamos ahora que tenemos una representaciéon 7 : ¢1(X) — B(E), donde
FE es un espacio de Banach. Dado que ahora tenemos topologia en FE, tiene sentido hablar de que
la representacién sea topoldégicamente irreducible: esto es que no tenga subespacios invariantes
cerrados no triviales. Es claro que ser algebraicamente irreducible implica ser topolégicamente
irreducible.

M4s aun, si la representacion es en un espacio de Hilbert, aparece la nocién de *-representacion,
la cual nos dice ademds que el niicleo de la representacién es autoadjunto. Dado que £!(X) es una
estructura analitica, quizds parece mas natural estudiar los casos donde la representacion es en
algin espacio que tenga topologia; sin embargo, como veremos mas adelante, es el contexto alge-
braico el que nos serd de mayor utilidad. De todas formas, veremos que podemos muchas veces
relacionar representaciones de tipo algebraico con representaciones de tipo analitico. La clave de
esto es el resultado siguiente. La prueba que presentamos es una adaptacion de la demostracion
de [19, Teorema 4.2.7].

PROPOSICION 5.1. Sean A un dlgebra de Banach y E un espacio vectorial. Supongamos que
7m: A — L(F) es una representacion algebraicamente irreducible. Entonces existe una norma en
FE tal que 7 es contractiva. En particular, m es continua respecto a esa norma.

DEMOSTRACION. Fijamos £ € F no nulo; como 7 es algebraicamente irreducible, tenemos
que E = {m(a){ : a € A}. Definimos

M={ae€A:7m(a)§ =0}.

Se tiene que M es un ideal izquierdo de A y, por lo tanto, define una representacién
A — L(A/M) dada por

LA/M .

LAM (b4 M) = ab+ M.

Como E = {m(a) : a € A}, el mapa de A en E dado por a — 7(a)§ es sobreyectivo.
Claramente es lineal, y su ntucleo es M, por lo que induce un isomorfismo V : A/M — E
dado por V(a + M) = w(a)¢. Se verifica directamente que V o LM = m(a) oV, de donde las
representaciones 7 y L4/ son algebraicamente equivalentes. Luego, como 7 es algebraicamente
irreducible, LA/M también lo es.

Veamos que, como LA™ es irreducible, M tiene que ser un ideal izquierdo maximal. Sea
M’ un ideal izquierdo tal que M C M’, entonces M’ también es un subespacio de A y M'/M
un subespacio de A/M. Como M es un ideal izquierdo, se tiene que M’/M es invariante bajo
LAM v como LAM es irreducible, resulta que M’/M es trivial. Luego M’ = A o M' = M.
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Concluimos que M es un ideal izquierdo maximal. Ahora, como la clausura de M también es un
ideal izquierdo propio, resulta que M es cerrado y, por lo tanto, A/M es un espacio de Banach
con la norma cociente.

Veamos que LA/M es contractiva. Denotamos ||-||. la norma cociente en A/M, que recordemos
esté definida de la siguiente forma:

la + M|, =inf{|la —m]| :m e M}.

Luego:
ILZM (b + M)|le = lab+ M|l = fuf [lab—m| < inf [lab — az]|
meM zeM
< llafl inf b —=] = llafllio + Ml
Luego HLGA/MH < ||a|| para todo a € A. Ahora, como V' es un isomorfismo y A/M un espacio

de Banach, podemos definir en E la norma || - ||, = || - |[lc © V~!. Con esta norma E es un
espacio de Banach y V' es una isometria. Como V es un isomorfismo de espacios de Banach

e intercambia las representaciones, tenemos que LM y 7 son topolégicamente equivalentes.
Ademés ||7(a)| = HLaA/MH < |la|| para todo a € A. Es decir, 7 es contractiva.

O

Esto nos dice que podemos ver toda representacion algebraicamente irreducible de un algebra
de Banach como una representaciéon continua.

Un comentario que vale la pena hacer es que estas distinciones entre las nociones de irredu-
cibilidad son otra muestra de la dificultad extra que supone estudiar ¢!(X) en lugar de C*(X):
en una C*-algebra, como dijimos en los preliminares, las nociones de ser algebraicamente irredu-
cible y ser topoldgicamente irreducible coinciden para *-representaciones es espacios de Hilbert.
El hecho de que #'(X) no sea una C*-algebra hace que tengamos que ser méas cuidadosos al
respecto.

Antes de continuar, hagamos algin comentario sobre la existencia y unicidad de represen-
taciones de ¢*(¥). Como mencionamos cuando hablamos de representaciones covariantes, una
representacién de ¢1(X) se encuentra determinada por su valor en § y por su restriccién a C(X).
Esto sigue valiendo si consideramos representaciones a espacios de Banach. Concretamente, su-
pongamos que 7 : /1(X) — B(FE) es una representacién continua de ¢'(¥) en un espacio de
Banach E. Entonces 7 induce una representacién continua, llamémosle p : C(X) — B(E), que
es la restriccién de m a C(X). Ademas, si llamamos T a 7(J), tenemos que estd sujeta a lo que
llamamos relacién de covarianza: Tp(f)T~! = p(a(f)). En el contexto de representaciones cova-
riantes, tenfamos que T era un operador unitario, de donde automaticamente tiene norma uno;
en el caso de que sea una representacion en espacios de Banach, podemos en su lugar afirmar
que existe M > 0 tal que |T"|| < M para todo n € Z. Esto surge simplemente de la continuidad
de m: sabemos que existe M’ tal que 7(B(0, M")) C B(0,1) en B(FE), y definiendo M = (M')~1,
tenemos que w(B(0,1)) C B(0,M). Como |[6"™|| = 1 para todo n, resulta que ||T"|| < M para
todo n € Z. Por ultimo, dadas p y T que cumplan las condiciones que describimos, existe una
tinica representacién continua 7 : £1(X) — B(E) tal que Tlox) = p y 7(6) = T. Dejamos parte
de lo observado en el lema que sigue, que lo usaremos luego.

LEMA 5.2. Sea 7 : /1(X) — B(E) una representacién continua de ¢!(X) en el espacio de
Banach E. Entonces existe M > 0 tal que ||7(6"™)|| < M para todo n € Z.
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Nos serd de utilidad que podamos expresar informacién de una representacién en funcién del
espacio X. Con esto en mente, supongamos que tenemos una representaciéon 7 : £1(X) — L(E)
y tomemos x € X. Podemos definir el siguiente subespacio:

E,={ve FE:n(f)v= f(z)v para toda f € C(X)}.

E, es un subespacio propio comin a toda la familia de operadores 7(C(X)). El siguiente lema
nos da informacién sobre estos subespacios y, ademas, muestra cémo la accién de § involucra al
sistema, dindamico.

LEMA 5.3. Sea 7 : £1(X) — L(E) una representacién y sea z € X. Para todo entero n se
tiene que w(6")E, = Egn (). Ademds, si x1, ...,z son puntos distintos de X, entonces la suma

k : .
> iy Ez, es una suma directa de subespacios.

DEMOSTRACION. Veamos la primera parte. Un elemento arbitrario de 7(6)E, es de la forma
m(0)v, con v € E;. Sea f € C(X). Tenemos

(f) (n(8)v) = m(8) (m(6~" fo)v) = m(8)(m (o™ (f))v)
= m(0)(a” (f)(2)v) = flo(2)) ((5)v),

y como esto vale para toda f € C(X), concluimos que 7(5)v pertenece a E, ;. Luego (d)Ex C
Es (). Haciendo un argumento andlogo con 5~1 obtenemos (6~ 1)E, C Es—1(z). Luego:

EJ(J:) = 7-[-(5)77—(5_1)E‘a(x) - 7T(5)Em,

que es la inclusién que nos faltaba para tener la igualdad 7(0)E,; = E,(;). Féacilmente vemos
por induccién que 7(6")E; = Egn(,) para todo entero n. Esto prueba la primera parte.

Sean x1, ...,z puntos distintos de X, y sea v = Zle v;, con v; € E,. Para probar que la
suma es directa basta con suponer que v = 0 y probar que cada v; es nulo. Fijamos i¢; como los
puntos 1, ...,z son distintos, podemos tomar f continua tal que vale 1 en z;, y se anula en el
resto de z;, con j # ig. Tenemos:

k k

k
w(f)o = n(f) (2 ) =S w (o= 3 Flaa)vi = v
1=0

=0 =0

Pero como v = 0, en particular tenemos que 7 (f)v = 0, de donde v;, = 0. Repitiendo esto para
cada j = 1,...,k, obtenemos que v; es nulo.
O

Cada vez que escribamos F, en lo que sigue, nos estaremos refiriendo al espacio descrito
arriba.

1.1. Representaciones inducidas por puntos periédicos.

Lo primero que haremos serd esclarecer la situacién sobre las representaciones algebraica-
mente irreducibles de dimensién finita. Aqui volveran a aparecer un tipo de *-representaciones
que ya nos hemos cruzado, que se encuentran asociadas a puntos peridédicos de ¥ y nimeros
complejos unimodulares. Recordemos brevemente cémo se definen: sea x un punto de periodo
n, y sea A € C unimodular. Sea H espacio de Hilbert de dimensién finitia con base ortonormal
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{eo,...,en—1}. Dada f € C(X), definimos 7, x(f) como el operador representado en la base
anterior por la matriz diagonal
f(z) 0 . 0
0 flo(x) -- 0
0 0 - flo" H(2))
y definimos 7, 1(d) como el operador representado en la misma base por la matriz
00 --- 0 A
10 --- 00
o1 --- 00
00 --- 10

Luego, 7 5 : 1(¥) — B(H) queda definida en un elemento genérico de la siguiente forma:

Tz (Z fk5k> = ma (i) men(0)".

keZ keZ

La situacién que encontraremos es la siguiente: toda representacién algebraicamente irredu-
cible de £}(X) de dimensién finita serd algebraicamente equivalente a una del tipo Tz ). 1SO nos
permitird ademés concluir que todo ideal primitivo proveniente de una representaciéon algebrai-
camente irreducible de dimensién finita es el nicleo de una *-representacién y, por lo tanto, es
cerrado y autoadjunto.

Primero obtendremos algo mas de informacién al respecto de las representaciones m, . Su-
pongamos que L C H es un subespacio no nulo invariante por ¢!(X) de T \- Sl

n—1
v = E ae; € L
i=0

es no nulo, entonces existe iy tal que a;, # 0. Comp los puntos de la 6rbita de x son n distintos,
podemos tomar una funcién f € C(X) tal que f(c*(z)) = 1y f se anula en el resto de la érbita.
Como L es invariante, tenemos que m, x(f)v € L. Es decir:

n—1 n—1 n—1
Ta (f) (Z aﬁi) =Y aimea(flei =Y aif(o'(z))ei = aigei, € L.
=0 =0 =0

Como a;, # 0, obtenemos que e;, pertenece a L. Luego, dejando actuar m, (6) sobre e;,
obtenemos que e; pertenece a L para todo j = 0,---,n — 1. Esto quiere decir que L = H, lo
cual nos permite concluir que 7, ) es algebraicamente irreducible. Es claro que eso implica que
ademads es topologicamente irreducible. Resumimos esto en la siguiente proposicién.

PROPOSICION 5.4. Sean x € Pery(0) y A € T. Entonces la *-representacién m, y es algebrai-
camente irreducible.

El siguiente resultado mostrara cuando dos representaciones de este tipo son equivalentes.

PROPOSICION 5.5. Sean z,y € Per(c) y A, u € T. Son equivalentes:
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(1) my\ y Ty, son algebraicamente equivalentes;
(2) las 6rbitas de x e y coinciden, y A = p.

DEMOSTRACION. Llamemos H' al espacio de representacién de m, , para evitar confusiones
con el espacio H de la representacion m, . Recordemos que dos representaciones son algebrai-
camente equivalentes si existe un isomorfismo de espacios vectoriales U : H — H’ tal que para
todo f € £1() se tiene que U o my A (f) = my u(f) o U.

Supongamos primero que las representaciones son algebraicamente equivalentes. Como las
dimensiones de H y H' son el periodo de z y el periodo de y, respectivamente, tenemos que x e
y tienen que tener el mismo periodo. Sea n el periodo de ambos puntos. Como 7, x(6") = Ald
y Ty u(0™) = pld, tiene que ser A = p.

Sea {e; : i =0,...,n — 1} la base ortonormal de H. Por la definicién de 7, ), se tiene que
e; pertenece a Ei(,) para todo i = 0,...,n — 1, donde al decir E, estamos usando la notacion
del Lema 5.3. Usando el mismo lema, como los puntos z, (), ...,0" 1(x) son todos distintos,
tenemos que la suma de subespacios

n
> FBoitw)
i=0

es directa. Pero cada uno de esos subespacios tiene dimensién por lo menos 1, y la dimensién
de F es n, por lo que resulta que cada uno tiene que tener dimensién exactamente 1 y que
E es la suma directa de esos subespacios. Ahora, usando nuevamente el Lema 5.3, podemos
concluir que E, = {0} para todo z que no esté en la érbita de z. Repetimos el argumento
para 7, ,, donde denotamos E, a los subespacios de H' para distinguirlos de los asociados a la
otra representacién. Sea U : H — H' el isomorfismo obtenido de que las representaciones sean
algebraicamente equivalentes, tomemos f € C(X) arbitraria y v € E, no nulo. Tenemos

(@)U () = U(man(f)(0) = myu(F)(U(v)),

es decir que U(v) € E y U(v) # 0. Pero como E, = {0} a no ser que z esté en la drbita de
y, resulta que la orbita de x esta incluida en la érbita de y. Haciendo un razonamiento analogo
obtenemos que las érbitas coinciden. Esto prueba que (1) implica (2).

Veamos ahora el reciproco. Como las érbitas coinciden, basta con probarlo para y = o(z), es
decir, queremos probar que 7 : £}(X) — H es equivalente a To(@)\ - /() — H'. Denotemos
{e;:i=0,...,n—1}y {e; :7=0,...,n— 1} a las bases ortonormales de H y H’', respectiva-
mente. Sea n el periodo de la érbita. Definimos U : H — H' dado por U(e;) = Ae;_, para todo
i=1,...,n—1,y Uley) = e,,_4. Se verifica directamente que U implementa la equivalencia
algebraica.

O

OBSERVACION 5.6. El operador U que definimos es de hecho una isometria. Esto quiere decir
que, en el caso de la familia de representaciones que estamos trabajando, que la equivalencia sea
algebraica es equivalente a que sea unitaria o topoldgica.

Tenemos entonces entendida cémo es la situacion con las representaciones inducidas por
puntos periédicos y numeros complejos unimodulares. Veremos ahora que, en realidad, toda
representacion algebraicamente irreducible de dimensién finita es algebraicamente equivalente
a una del tipo 7, x. Esto completard el panorama de las representaciones de dimensién finita
algebraicamente irreducibles de ¢1().
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PROPOSICION 5.7. Sea 7 : £1(X) — L(E) una representacién algebraicamente irreducible de
¢*(X) en un espacio vectorial de dimensién finita E. Entonces existen z € Per(c) y A € C tales
que 7 es algebraicamente equivalente a 7 ).

DEMOSTRACION. Como dijimos en la seccién anterior, podemos darle una norma a E tal
que 7 es continua.

Como 7(C(X)) es una familia conmutativa de operadores en un espacio de dimensién finita,
existe un vector propio ey comun a toda la familia. Es decir, para cada f € C(X) existe us tal
que 7(f)eg = pgeg. Ahora, se verifica directamente que:

» pxnp = My para todo A € C, f e C(X);
 [if1g = ff g Y ppg = pppg Para todas f,g € C(X);

es decir, el mapa f +— ps es un caracter de C(X). Recordemos que llamamos espacio de Gelfand

al conjunto de caracteres de C'(X), y lo denotamos como 5()?) Recordamos ademds que en
los preliminares comentamos que X es homeomorfo al espacio de Gelfand de C'(X), donde el
homeomorfismo es el mapa = — evy, con ev, : C(X) — C dado por ev,(f) = f(x). En particular,
esto quiere decir que existe x € X tal que ev,(f) = ps para todo f € C(X). En otras palabras,
tenemos que py = f(x) y, por lo tanto, w(f)eg = f(x)eo, de donde eg € E,.

Lo que nos interesa del argumento anterior es que concluimos que existe x € X tal que
E, # {0}. Lo que haremos ahora es ver que x tiene que ser periédico, para luego ver que 7 es
algebraicamente equivalente a una representacién inducida por .

En primer lugar, el Lema 5.3 nos permite ver que los puntos z,o(z),--- ,o0%™® () no
pueden ser todos distintos. Como 7(d) es invertible y m(6")E; = E,n(y), si los puntos son

distintos tenemos que la suma de subespacios Z?i:rg(E) Eyi(y) es directa, y entonces tenemos que

dim(FE) dim(F)
dim(F) > dim By | = Y dim(E,i(y) > dim(E) + 1,
=0 1=0

lo que es una contradiccién. Por lo tanto, x efectivamente tiene que ser un punto periddico. Sea
n el periodo de x.

Tenemos que 7(6)"Ey = Egn(y) = Eg. Es decir que 7(0)" es un operador en E, y, por lo
tanto, tiene algin valor propio A # 0 y un vector propio no nulo ey asociado a él. Tenemos

n

I (8)*"eoll = [A[*[lell,

y por otro lado, como 7 es una representacién continua en un espacio normado, por el Lema 5.2
tenemos que existe M > 0 tal que ||7(6)*|| < M para todo k € Z. Esto quiere decir que |A[*
estd acotado uniformemente, de donde tiene que ser A € T. Encontramos = € Per(o) y A € T
que necesitamos.

Para terminar, definimos e; = m(8/)eg € Eyi(z). Como la suma de los subespacios Egj ;) es
directa, el conjunto {e; : j =0,...,n — 1} es linealmente independiente. Observemos que cada



64 5. RELACION ENTRE LAS ESTRUCTURAS DE IDEALES DE (D) Y C*(%)

e; es un vector propio de 7(C(X)):

n(flej =

= o (f)(x)m
=7 (f)(z)e;
Por lo tanto, si definimos
n—1
L= Euq),
i=0

L es un subespacio cerrado no nulo de E, invariante bajo 7(8),7(6~1) y 7(C(X)) y, como 7 es
continua, resulta invariante bajo toda la accién de £!(X). Como 7 es algebraicamente irreducible,
resulta que L = E y los e; forman una base de E. Con respecto a esta base, la accién de 7
coincide con la de 7, \. Esto termina la prueba.

O

OBSERVACION 5.8. Durante la demostracién de la proposicién probamos lo siguiente: si S es
un subespacio propio comun a w(C(X)), con 7 representacién arbitraria, entonces existe z € X
tal que S = E,. Usaremos esto nuevamente en otro momento.

El resultado anterior quiere decir que si miramos la familia de representaciones de dimensién
finita algebraicamente irreducibles de ¢!(X) a menos de equivalencia algebraica, podemos para-
metrizarla por T x (Per(o)/Z). Mas ain, tenemos que para cada representacién algebraicamente
irreducible podemos darle al espacio de representacion una estructura de espacio de Hilbert de
forma tal que sea una *-representacion.

Como hemos mencionado antes, nos interesan las representaciones algebraicamente irredu-
cibles porque los ideales primitivos, que son los nicleos de representaciones algebraicamente
irreducibles, nos serdn sumamente utiles mas adelante. Con eso en mente, calcularemos explici-
tamente como son los nicleos de las representaciones 7, ) y veremos cémo queda la interseccion
de todos estos nicleos fijado un x € Per(o).

PROPOSICION 5.9. Sean Y, ., fxd" € (1(X) y z € Per, (o).
(1) Sea A € T, entonces ) ;. frd™ € ker(m, ») si y solo si

> Nfimi(y) =0

IEZ

para todo y en la érbita de x y para todo j =0,1,...,n— 1.
(2) Sea P = (,cp ker(my,»). Entonces >,y fud® € Py siy solo si para todo k € Z se tiene
que fr se anula en la érbita de .
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DEMOSTRACION. Veamos la parte (1). Tenemos que Y., frd® € ker(m, ) si y solo si
T A (D kez fx6*)e; = 0 para todo i = 0,...,n — 1. Se tiene:

n—1
0= 7z, <Z fk5k> e = T\ Z Z fins 0" | e

keZ j=0 I€Z
n—1
= Z Z 7rx,)\(fln+j)7rx,)\(5ln+])eiv
j=0 l€Z

donde estamos usando que 7, \ es continua.

Fijado j tenemos que 7, A(6"F7)e; son todos vectores miiltiplos del mismo vector de la base
ortonormal de H. Ademsds, la accién de C'(X) es diagonal sobre esa base. Por lo tanto, que la
suma de arriba sea igual a 0 es equivalente a que para todo j =0,1...,n — 1 se tenga que:

D T (fint )T (87 )e; = 0.
leZ

Operando obtenemos

0=> Taonlfint))Tar(0")es =Y " mo a(finss)Tan(6)Nes,

leZ leZ
= Nmealfimri)eir; = D AN finss (@ (@))eiss,
LeZ leZ

donde 7 + j lo pensamos médulo n. Como e;4; aparece en todos los sumandos, lo anterior es
equivalente a

D Ny (x) =0,

leZ
y como i varfa entre 0 y n — 1, se tiene que o'/ (z) recorre toda la érbita de x. Luego, como
esto vale para todo j =0,...,n — 1, queda probada la parte (1).

Para probar la parte (2) usaremos la inyectividad de la transformada de Fourier en ¢}(Z) =
LY(Z), donde la medida de conteo en Z es una medida de Haar. Recordemos que dada h € ¢1(Z),
su transformada de Fourier es € 0(2) = C(T) dada por TL(Z) = nez h(n)z" para todo z € T.

Fijados j y un punto y en la érbita de x, el mapa ¥ : Z — C dado por I — fi,4;(y) estd en
¢Y(Z). Luego, si tomamos A € T y vemos la transformada de Fourier de ¥ evaluada en A, queda

T = finriA =0,

lEZ

donde estamos usando que Y., fr6" € ker(m, ) y la parte (1). Es decir, U =0, y como la
transformada de Fourier es inyectiva, tiene que ser ¥ = 0. Luego fi,4;(y) = 0 para todo [, y
esto vale para cualquier y en la érbita de x y j = 0,...,n — 1. Esto es equivalente a decir que
fix se anula en toda la érbita de x para todo k € Z.

O

Escribamos explicitamente la igualdad que obtuvimos en la parte (2) de la proposicién
anterior, pues la usaremos mas adelante como herramienta para describir un ideal primitivo
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arbitrario:

ﬂ ker(7z ») {Z fu0® : frly Mo = 0 para todo k € Z}

AET kEZ
donde recordemos que O(x) denota la 6rbita de z.
Lo tltimo que veremos en esta secciéon es que si X es finito, entonces ¢!(X) solo admite
representaciones algebraicamente irreducibles de dimensién finita. Para eso usaremos el siguiente
lema.

LEMA 5.10. Sea 7 : £}(X) — L£(F) una representaciéon. Supongamos que {z} es un conjunto
abierto y x, es su funcién caracteristica. En este caso, x, es continua, 7(,) es una proyeccién

y 7(xz)E = E,.
DEMOSTRACION. Sean 7(xz)v € m(xz)E v f € C(X). Entonces,

W(f)W(XI)U - W(fXx)v = 7r(f(x)Xx)v = f(x)ﬂ—(Xx)va

de donde 7(xz)v € E,. Eso prueba que 7(x;)E C E,. Sea ahora v € E,. Se tiene m(xz)v €
7m(xz)E. Pero ademds tenemos 7(xz)v = xz(z)v = v. Luego v € 7(xz)E. Concluimos que
7(xz)FE = E,. Que 7(x,) es una proyeccion se verifica directamente.

[l

PROPOSICION 5.11. Si X es finito, entonces toda representacién algebraicamente irreducible
de /1 (X) es de dimension finita.

DEMOSTRACION. Sea 7 : £1(X) — L(E) algebraicamente irreducible. Podemos normar el
espacio E de forma que 7 sea continua. Como X es finito tenemos que 1 = >y X, donde
Xz denota la funcién caracteristica de {x}. Luego, como 7 no es nula, existe zyp € X tal que
7T(Xzo) # 0. Como X es finito, zo tiene que ser un punto periédico. Sea n el periodo de xy. Como
los puntos zg, o(zg),...,0" ! (xg) son todos distintos, la suma de subespacios

n—1 n—1
S= ZEJi(xo) = Z (XU‘Z(CC()) (Z Xot xo)) E# {0}
i=0 i=0
es directa. Ahora, cada E,i(,,) es invariante por la accién de C (X), por lo que S también lo es.
Como ademds () Eyi(z,) = Egit1(gy) ¥ €l periodo de zg es n, resulta que S es invariante por
7(9), y andlogamente ocurre con 7(§~1). Por lo tanto, como 7 es continua, resulta que S es un
subespacio invariante de ¢!(X) y, como la representacién es algebraicamente irreducible, tiene
que ser S = FE.
Tenemos que 7(0") Eyi(zy) = Egitn(zy) = Eyi(ay), €8 decir, cada E
m(6"). Luego, si f € C(X) y v € Egi(y,), tenemos

m(8")m(f)v = m(6") f (0" (xo))v = m(f)m(6")v,
es decir, 7(0") conmuta con 7(C(X)). Claramente 7(6") conmuta con 7(8) y 7(6~1), de donde
por continuidad conmuta con 7(¢!(X)). Luego, como 7 es algebraicamente irreducible, el Lema
de Schur dice que 7(0™) tiene que ser un multiplo escalar de la identidad. Es decir que existe
A € C tal que 7(6™) = \. Ahora, el Lema 5.2 nos dice que ||7(6¥")|| = |\|¥ se encuentra acotado
uniformemente para todo k € Z, por lo que tiene que ser A € T. Ahora, tomemos e € E,,
no nulo. Como 7(6%)e € Eqi siendo la suma de esos subespacios directa y ademads siendo

oi(xo) €S Invariante por

Io)’
7() invertible, tenemos que el conjunto {e, 7(d)e, ..., (6" 1)e} es linealmente independiente.
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Ademas, la clausura del subespacio generado por dichos vectores es invariante por m(C(X)),
7(8) y w(8)~1, por lo que, por la continuidad de 7, resulta invariante por w(¢!(X)). Nuevamente,
como 7 es algebraicamente irreducible, resulta que el subespacio generado tiene que ser igual a
E. Con esto es claro que 7 es algebraicamente equivalente a 7, », 1o que termina la prueba.

O

1.2. Representaciones inducidas por puntos no periédicos.

Habiendo entendido la situacién de las representaciones irreducibles de dimensién finita, nos
interesa saber qué ocurre con las de dimensién infinita. Vimos que en el caso de dimension finita,
las representaciones irreducibles eran inducidas por puntos periddicos (donde la dimensién de
la representacién es el periodo del punto) y, de hecho, encontramos cudles son todas. En el caso
que ahora nos concierne, no podremos obtener una imagen tan clara, pero veremos primero que
podemos obtener representaciones de dimensién infinita en distintos espacios de Banach que son
inducidas por puntos no periédicos.

Introduciremos ahora una familia de representaciones en espacios de sucesiones. Recordemos
brevemente qué son estos espacios. Sea p € [1,00), fP(Z) es el espacio de sucesiones complejas
con norma p finita. Es decir, una sucesion s = (s, )necz esté en P(Z) si

Isllp = 2/ sal? < co.

ne”L

Con esta norma, ¢P(Z) es un espacio de Banach. Denotemos e, € P(Z) como la sucesién
que tiene un 1 en la n-ésima entrada y 0 en todas las demés. Se verifica que el espacio generado
por {e, : n € Z} es denso en ¢P(Z). Recordemos ademds que, si p = 2, 2(Z) es un espacio de
Hilbert.

Sea S : (P(Z) — (P(Z) el shift a derecha: el operador determinado por S(ey,) = e,+1. Ahora,
tomemos = € Aper(c) y veamos de qué forma induce una representacién de ¢1(X). Definimos
en C(X) el operador determinado por wk(f)e, = f(c™(z))en, para toda f € C(X). Ahora,
extendemos a la representacién 7y : £1(X) — B(¢P(Z)) de la siguiente forma:

A fad™ | =D wR(fa) ST

nez nez

2
T

Se tiene que 7% es contractiva. Ademds, si p = 2, tenemos que 7

el espacio de Hilbert ¢2(Z).

Tenemos entonces una familia de representaciones inducidas por puntos no periédicos de
3. Nos dedicaremos ahora a estudiar cuando estas representaciones son irreducibles. Veremos
que si p = 1, wl siempre es algebraicamente irreducible, pero si p € (1,00), entonces s no es
algebraicamente irreducible pero si topolégicamente irreducible. Observemos que esto es uno de
los aspectos en los que £}(X) es mas complicada que C*(X): m2 es una *-representacién en un
espacio de Hilbert que es topolégicamente irreducible pero no es algebraicamente irreducible,
lo cual es algo que no puede pasar en C*(X), pues en una C*-algebra ambas nociones son
equivalentes.

De la misma forma que vimos cudndo eran equivalentes las representaciones inducidas por
puntos periddicos, estudiaremos cuando las representaciones recién introducidas son equivalentes

entre si. Tenemos aqui una dificultad extra en el hecho de que el espacio de representacion varia si

es una *-representacion en
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cambiamos el valor de p € [1, 00). Veamos primero qué pasa con dos representaciones suponiendo
que fijamos p € [1, 00).

PROPOSICION 5.12. Sean z,y € Aper(c) y sea p € [1,00). Son equivalentes:

(1) 78 y 7l son algebraicamente equivalentes;
(2) 78 y 7l son topolégicamente equivalentes;
(3) Las 6rbitas de z e y coinciden.

DEMOSTRACION. Recordemos que en la Observacién 5.8 vimos que todo subespacio propio
comin de 7(C(X)) es de la forma E,, con z € X. Ahora, supongamos que E, es un subespacio
propio de la representacién 5. Sea v € E, no nulo; lo escribimos en la forma v = Y nez Ann-
Como v € E., tenemos por un lado que 7k (f)v = f(2)v =Y, s A f(2)en para toda f € C(X).
Por otro lado, tenemos que:

T (f)v =72 (f) (Z Anen) = Z AnTh(fen = Z Anf(0"(2))en

neL nez neZ

Luego tiene que ser A, f(z) = A, f(0™(x)) para todo n € Z. Como v # 0, tenemos algin ng
tal que A\, # 0. En ese caso resulta que f(z) = f(0"°(x)) para todo f € C(X), y como C(X)
separa los puntos de X, resulta que z = 0"°(x). Adema4s, justamente como C(X) separa puntos,
Ano €s el unico A\; no nulo, porque de haber otro tendriamos que x es periddico. Por lo tanto,
E. = E;no(z) y €s un espacio unidimensional generado por ey, .
Todo este argumento implica que si 75 y 7l son algebraicamente equivalentes, entonces las
érbitas de = e y deben coincidir. Esto prueba que (1) implica (3). Que (2) implica (1) es evidente.
Resta ver que (3) implica (2). En este caso tenemos que 3 = o7 () para algtin entero j. En ese
caso es claro que S~/ (donde recordemos que S es el shift en /7(Z)) implementa la equivalencia
topoldgica.
Il

Ahora, en el caso en que tengamos dos representaciones 7k, T, con p < r, qué ocurre con la

equivalencia algebraica no es tan claro. Veremos mas adelante que no pueden ser algebraicamente
equivalentes si p = 1, pero cuando ambos son distintos de 1, no es claro qué puede ocurrir.
Sin embargo, si nos fijamos simplemente en la equivalencia topolégica de las representaciones,
podemos afirmar lo que sigue.

PROPOSICION 5.13. Sean x,y € Aper(o) y sean p,r € [1,00). Entonces 7% y m, son topoldgi-
camente equivalentes si y solamente si p = r y las 6rbitas de = e y coinciden.

DEMOSTRACION. Si p = r y las drbitas de z e y coinciden, por la proposicién anterior
resulta que 75 y m, son topoldgicamente equivalentes. Ahora, si by m, son topologicamente
equivalentes, tendriamos que ¢P(Z) y ¢"(Z) son isomorfos, lo cual ocurre inicamente si p = 7.
Una vez tenemos que p = r, la proposicién anterior nos dice que las 6rbitas deben coincidir.

O

Ahora estudiaremos la irreducibilidad, algebraica y topoldgica, de estas representaciones. Lo
que ocurre dependerd del valor de p € [1,00). Si p = 1, veremos que 7} es algebraicamente
irreducible. Si p € (1,00), 75 no serd algebraicamente irreducible, pero serd topoldgicamente

irreducible.
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Veremos primero el caso p = 1, que es el més complicado. Probaremos algunos lemas técnicos
que necesitaremos.

LEMA 5.14. Sea z € Aper(c) y p = Y., cz Anen € €1(Z), con X\g = 1. Dados 7 € (1(Z) y
e > 0, existe a € (1(2) tal que ||[7i(a)p— 7| <ey |al < |||

DEMOSTRACION. Fijemos ¢ > 0y 7 = Y., .y pn€yn € €'(Z). Definimos para cada entero
positivo NV

N N
PN = Z Anena Yy TN = Z Hn€n-
n=—N n=—N

Ahora, como ||p — pn|| v |7 — 7n|| tienden ambos a cero, existen Nj, Ny > 0 tales que

I7lllle = p ||+ [I7 = v, || < e

Tomamos ahora una funcién f € C(X) tal que f(x) = 1, f(¢?(z)) = 0 para todo j =
—Ni,...,—1lyj=1,...,N1,y ||f]| = 1. En ese caso tenemos

Ny N
W;(f)le = ﬂ-;(f) Z Anén | = Z M f(o™(z))en = eo.
N

n=—N1

Ahora, si definimos a = (Zivifz\@ uncS") f € £Y(X%), tenemos que:

No No No
m(@ony =mp | Y 8" | (Hov =1 | Y " | eo= D pnen = Tn,-
=—No =—No =—No

Ademads tenemos que:

N2 N2
lall < || Y pad™|[11Fl = D lual < Ii7)
n=—Ns n=—N>

Finalmente:
Iz (@)p =7l < lImg(a)(p — pn) Il + Iz (@) on, — Tl + [T, — 7l
< llalllle = o, | + ll7avy = 7l < M7 llllo = o | + 7w, — 7
<e.
O

LEMA 5.15. Sean = € Aper(c) y p = > ,cz Mén € (*(Z), con A\g = 1. Dados 7 € (1(Z) y
e > 0, existe a € £1(X) tal que wl(a)p =7y |la]| < (1+¢)|7].

DEMOSTRACION. Podemos asumir que 7 # 0. Fijemos 0 < v < 1. Primero, probaremos
inductivamente que existen a, € £}(X), n € Z* tales que para todo entero positivo N se tiene
que

<AV|7ll, y ademds an| < V7).

(4)

N
Tk <z ai> p—T
i=1
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El caso base es simplemente aplicar el lema anterior para € = «||7||. Ahora supongamos que
tenemos ay, . ..,ay € £}(X) tales que para todo 1 < n < N se tiene que

n
Tri (ZaZ) p—T
i=1

Ahora, podemos tomar £ = v +1|7]| v, nuevamente aplicando el lema anterior, obtenemos
an+1 € 1) tal que

<"l

YN >

N N+1
el (- (3o p)H: A Ya]o-s
i=1 j=1

y, ademés, |lan41]| < ¥V|7||. Esto completa la induccién. Ahora, si consideramos a = > 50, a;,
tenemos que

lall < llasll <>~ irll = |7l T <%
i=1 i=1

de donde a pertenece a ¢1(X). Ademas, dado € > 0, como lo anterior vale para todo 0 < v < 1,
podemos lograr ||a]] < (1 + ¢)||7]|. Ahora, como a = limy_, Zf\il a; y mk es continua, usando
(4) tenemos que 7.(a) = 7, dado que 7 tiende a 0. Esto termina la prueba.

O

Teniendo en cuenta el tltimo lema, es claro que 7.l tiene que ser algebraicamente irre-
ducible. Dado cualquier subespacio no nulo L invariante bajo 71(¢1(¥)), tomando cualquier
P\ = D ez Anen, se tiene que existe ng tal que A, # 0. Como L es invariante se tiene que
p= (A%O)_l(wi((s_"o)p’) € L,y p esta en las hipétesis del Lema 5.15, por lo que para cualquier
7 € (Y(Z) tenemos que existe a € ¢*(X) tal que 7l(a)p = 7. Como L es invariante, resulta
7 € L. Luego L = ¢*(Z), de donde 7! es algebraicamente irreducible. Dejamos esto escrito en el

siguiente teorema.

1

TEOREMA 5.16. Sea = € Aper(o), entonces la representacién

cible. En particular, es topoldgicamente irreducible.

es algebraicamente irredu-

Veamos ahora qué ocurre si p € (1,00). En este caso, el argumento es bastante mas directo.
TEOREMA 5.17. Sea z € Aper(c) y sea p € (1,00). Entonces la representacién 7% es to-

pologicamente irreducible pero no es algebraicamente irreducible.

DEMOSTRACION. Veamos primero que no es algebraicamente irreducible. Sea »° . fnd" €
/1), se tiene

P (Z fn5"> o= fu(o"(x))en.

nez neL
Ahora, si Y, .5 Anen € €P(Z) es tal que pertenece a 7% (¢*(X))e, tiene que ser

Z An€n = Z fn(g”(aj))en

nezZ ne”L
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Luego, resulta que

Dol =D 1 falo™@) < Y I full < oo,

nez neL neL

dado que Y, o7 fnd0" estd en (1(X). Por lo tanto, Y, ., Anen pertenece a (*(Z), que es un
subespacio de fP(Z). Resulta entonces que 7% (¢1(X))eg C £1(Z) es un subespacio propio de
P(Z).

( I%e hecho, en realidad tenemos la igualdad 7% (¢*(X)) = ¢(Z), dado que si Y, .5 Anen esté en
?1(Z), basta con tomar f,, € C(X) con || f,|| = |M\n tal que f,(¢"(x)) = A\, para todo n € Z. En
ese caso resulta que 75 (3, .7 fn0™)e0 = D,z Anén. Concluimos entonces que 7% (¢! (X))ey =
¢Y(Z), que es un subespacio propio invariante de #°(Z) dado que p > 1, de donde 7% no es
algebraicamente irreducible.

Veamos ahora que si es topoldgicamente irreducible. Supongamos que L es un subespacio
cerrado no nulo invariante por 7 (¢!(X)). Entonces existe p = > nez Anen 0o nulo y, como L
es invariante bajo 7% (¢'(X)), podemos suponer que \g = 1. Dado ¢ > 0, tomemos N entero

positivo tal
>l <er.

[n|>N
Tomamos una funcién f € C(X) tal que f(x) = 1, ||f]| = 1, y f(¢/(x)) = 0 para todo
j=-N,---,—1yparatodoj=1,---,N. Luego tenemos:
I (f)p — eoll = |7r§(f) (Z Anén) —eof| = || Y f0"(@)Anen
neZ |n|>N
1/p
<[ 3 par

[n|>N
<e.

Como L es invariante y cerrado, resulta que contiene a eg, y nuevamente la invarianza nos
dice que contiene a 7k (¢1(3))eg = £Y(Z). Luego, como L es cerrado y ¢1(Z) denso en (P(Z),
resulta que L = (P(Z). Esto prueba que 7% es topolégicamente irreducible.

O

Tenemos el siguiente resumen sobre la situacién de las representaciones 7% inducidas por
puntos no periédicos de ¥. Si p = 1, tenemos que 7. es algebraicamente irreducible y, por lo
tanto, también es topolégicamente irreducible. Ahora, si p € (1,00), tenemos que 74 no es alge-
braicamente irreducible pero es topolégicamente irreducible. Queremos remarcar en particular
que, cuando p = 2, tenemos que 7> es una *-representacién en un espacio de Hilbert, que es
topoldgica pero no algebraicamente irreducible. Esto es una de las dificultades estructurales ex-
tras que presenta £!(3) respecto a C*(X), puesto que, como ya hemos mencionado antes, ambas
nociones de irreducibilidad coinciden en C*-algebras.

Una observacién interesente es que las representaciones 75 inducidas por puntos no periédicos
forman parte de una clase mas general de representaciones de £(3) asociadas a medidas de X
invariantes bajo ¢. Sin entrar en demasiados detalles, dada una medida de Borel o-invariante p
en X, induce una representacién 75, de £1(X) en LP(X, 1), con p € [1, 0], donde f € C(X) actia
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como un operador de multiplicacién y la accién de § estd dada por (7h,(8)f)(z) = f(o~ (z))
para todo f € LP(X,p). Sila medida p es la medida de conteo en la 6rbita de un punto no
periédico z, resulta entonces que 7l es isométricamente equivalente a 75. Un estudio algo mds
detallado de estas representaciones, bajo algunas hipétesis extras, se encuentra en [8].

El siguiente resultado describe el nticleo de las representaciones mh. Probaré ser de utilidad

en la siguiente seccién.

PROPOSICION 5.18. Sean p € [1,00) y « € Aper(o). Entonces

ker(7?) = {Z frok felo) = 0 para todo k € Z} :

keZ

Como consecuencia, el ntcleo de 75 no depende de p y coincide con el nicleo de una *-
representacion, por lo que es un ideal autoadjunto.

DEMOSTRACION. Tenemos que .7 f36* € ker(n}) si y solo si para todo i € Z se tiene que
(Y ez fx0¥)e; = 0. Luego

O=m <Z fk5k> ei =Y w(fi)m(®) e =Y frlo™F(@))ei,

keZ keZ kEZ

lo que equivale a que fi(c'**(z)) = 0 para todo k € Z. Como esto ademés vale para todo i € Z,
resulta fx|o(,) = 0 para todo k € Z.
]

2. Clausura de ideales

Gracias a lo estudiado en la seccién anterior, contamos con una gran cantidad de repre-
sentaciones algebraicamente irreducibles con las que trabajar. De hecho, dado cualquier punto
x € X, tenemos alguna representacion irreducible inducida por él: si x € Per(o), para todo A € T
tenemos la representacién m, y de la Seccién 1.1, o si & € Aper(o), tenemos la representacion ml
de la seccién anterior.

Recordemos que un ideal primitivo es el nicleo de una representacion algebraicamente irre-
ducible. El motivo por el que nos interesan este tipo de ideales es que podemos ver que todo
ideal maximal de un dlgebra es un ideal primitivo. En vistas de que nos interesa saber qué pasa
cuando tomamos un ideal propio de £}(X) y lo clausuramos respecto a la norma de C*(X), si
podemos probar que la clausura de un ideal maximal de ¢!(X) sigue siendo propio en C*(%),
entonces lo mismo pasara para cualquier otro ideal no trivial, pues estara contenido en uno ma-
ximal. Esto nos permite entonces centrar la atencion en los ideales primitivos. Tenemos ya una
cantidad de ideales primitivos en los niicleos de las representaciones algebraicamente irreducibles
mencionadas antes pero, en general, estos no tienen por qué ser todos los ideales primitivos de
H(x).

El argumento anterior por si solo no sera suficiente para nuestros objetivos, pues no es claro
que la clausura de un ideal primitivo en la norma de C*(X) siga siendo un ideal propio. Lo que
haremos para solventar esto es asociar a cada ideal primitivo una familia de *-representaciones
en espacios de Hilbert y, usando que la teorfa de *-representaciones de ¢!(X) coincide con la de
C*(X), podremos ver que el ideal primitivo seguird siendo un ideal propio.
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Cémo resolvamos el problema de asociar una familia de *-representaciones a un ideal pri-

mitivo dependerd de si este es el nicleo de una representacién de dimension finita o de una
representacion de dimensién infinita.
Antes de continuar, fijemos la siguiente notacién: dado un subconjunto S C ¢1(X), denotamos

59 ¢ C*(X) como la clausura de S respecto a la norma de C*(X).

2.1. Ideales primitivos.

Lo primero que haremos es ver que la clausura de ideales primitivos respecto a norma de C*
es un ideal propio de C*(X). El argumento dependerd de si la dimensién de la representacién
algebraicamente irreducible de la que proviene es finita o infinita.

Dimensidn finita. El primer caso que resolveremos es cuando el ideal primitivo es ker(m) con 7
una representacién algebraicamente irreducible de dimensién finita. Este caso es bastante directo
con el trabajo que ya hemos hecho: la Proposicién 5.7 nos dice que existen x € Per(o) y A € T
tales que 7 es algebraicamente equivalente a m, . Luego

ker(ﬂ)c* = ker(sz\)C*.

Pero 7, ) es una *-representacion de /1(¥) en un espacio de Hilbert, por lo que se extiende

e c, o~ —FC ~
por continuidad a una *-representacion 7, de C*(X), y es tal que ker(m; )  C ker(m, ).
Ahora, como 7, ) es no nula, 7, ) también es no nula, de donde si ker(m, ) era un ideal propio

y T, s T\ ) T, propio,

—FC
entonces su clausura ker(m, y)  es un ideal propio en C*(X).

Concluimos que ker(w)c es un ideal propio de C*(X) si ker(m) es un ideal propio de £1(2).

Dimension infinita. Este caso es mas complejo que el anterior. Lo que haremos serd un argu-
mento del mismo tipo del que hicimos en la Seccién 2 del Capitulo 4, pero para representaciones
algebraicamente irreducibles: dada 7 : £1(X) — L(FE) algebraicamente irreducible, veremos que
induce un sistema dindmico X, con buenas propiedades, puesto que la representacién es alge-
braicamente irreducible. Repetiremos brevemente cémo se obtiene el sistema dinamico inducido
y desarrollaremos un poco mas el argumento.

Sea 7 : £1(X) — L(E) una representacién algebraicamente irreducible en un espacio vectorial
E. Como 7 es algebraicamente irreducible, podemos normar el espacio £ de forma que 7 sea
continua. Tenemos que {f € C(X) : 7(f) = 0} es un ideal cerrado e invariante por «, por lo que
existe un subconjunto X cerrado de X e invariante por o. Eso nos induce un sistema dinamico
Y = (Xgx,0r), donde o, es simplemente la restriccién a X, de o, el cual a su vez induce un
producto cruzado £!(3,). Nos gustaria ver que 7 induce una representacién ' en £1(X;).

Podemos considerar el mapa Ry, : £}(X) — ¢£(X,) dado por

Rx, <Z fnén) = falx, 00

ne”L ne”Z

Como |[[fnlloc = ||fnlx, |lco, €]l mapa estd bien definido y, ademds, es contractivo y respeta la
involucién. El teorema de extension de Tietze nos dice que es sobreyectivo. Consideramos el
conjunto

K(Xz) = {Z fn0™ € X(2) : fn|x,. = 0 para todo n € Z} ,

nez
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que es de hecho el niicleo de Rx_, por lo que es un ideal cerrado y autoadjunto de ¢!(¥). Dado
un elemento ), fn6" € K(Xz), se tiene que f, € ker(w) para todo n y, como 7 es continua,
resulta que ), fr6" € ker(rm). Concluimos que K(X7) C ker(m).

Consideramos ademés la proyeccion al cociente Qx_ : £1(X) — £1(2)/K(X,). Como K(X,) C
ker(r), existe 7 : £1(3)/K(X») — L(E) tal que 7 = 7 o Qx_. Por otro lado, como ker(Ry,) =
K(X), existe un isomorfismo RYy : (1(X)/Kx, — *(x) tal que Rx, = Ry_o Qx, . Podemos
resumir todo esto en que el siguiente diagrama es conmutativo:

Rx

ﬁl(Ew) — (% )%ﬁ(E)
R’xﬂ . lQX" 7
21(%)
K(Xx)

Ahora, podemos definir 7’ : £'(3;) — L(E) como «’ = 7o (R'y )™!, y se tiene que 7 =
7' o Rx,.. Es decir, nos queda el siguiente diagrama conmutativo:

NX) —— L(E)

r
g
Rxwl el
.

-

0H(Sn)

Veamos que 7’ es inyectiva en C(X,). Si f € C(X,) verifica que 7'(f) = 0, tomamos
f € C(X) una extensién continua de f, y se tiene que m(f) = 7/(f) = 0, de donde f|x, = 0. Es
decir, f = 0y, por lo tanto, 7’ es inyectiva en C(X,). Es claro que como 7 es algebraicamente
irreducible, 7’ también lo es. Veremos ahora qué es lo que podemos afirmar en caso de que 7
sea de dimension infinita.

LEMA 5.19. Sea 7 : £1(X) — L(E) una representacién algebraicamente irreducible en un
espacio vectorial E de dimensién infinita. Entonces el sistema dinamico inducido 3, es topolégi-
camente libre.

DEMOSTRACION. Veamos primero que si la representacién es algebraicamente irreducible
entonces el sistema dinamico ¥, es transitivo. Como venimos haciendo, podemos normar F de
forma de que 7 sea continua, dado que es algebraicamente irreducible. Si suponemos que X, no
es transitivo, tenemos dos abiertos no vacios U,V de X, tales que ¢™(U) NV = () para todo

n € Z. Definimos:
S=(o" (X \V);

nez
se tiene que S es un subconjunto cerrado de X, que contiene a U y no intersecta a V. Como S
es cerrado, podemos considerar Ig el ideal cerrado de C'(X) dado por

Ig = {f S C(Xﬂ-) : f|5 = 0}.

Como el complemento de S contiene a V', Is # {0}. Ahora, como 7’ es inyectiva en C(X,),
tenemos que 7'(Ig)E # {0}. Es claro que 7'(Ig)E es invariante por 7/(C(X;)). Veamos que
también es invariante bajo 7/(x, ), donde denotamos dx, al elemento unitario ¢ de £!(%,) para
evitar confusiones. Sea 7’'(f)v € m(I;)E, con f € Ig. Tenemos

' (0x )7 (o = 7' («(f))(7' (0x,)v) € 7'(I5)E,
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dado que Ig es invariante bajo o« porque S es invariante bajo o,. Andlogamente vemos que
7'(Is)E es invariante también bajo 7/(6- 1), por lo que usando la continuidad de 7’ tenemos que
es invariante bajo 7'(¢}(X,)). Luego 7/(Is)E es un subespacio cerrado 7'-invariante de FE, por
lo que tiene que ser igual a E. Por lo tanto, todo vector de E es el limite de vectores de la forma
7(g)v con g € Ig. Pero si tomamos f € C(X;) no nula y soportada en U, como U estd incluido
en S resulta que fIg = {0}, de donde 7'(f)7'(g)v = 7'(fg)v = 0. Resulta entonces ©'(f) =0, y
esto contradice la inyectividad de 7' en C(X). Por lo tanto, ¥ tiene que ser transitivo.!

Veremos ahora que usando que la representacion es de dimension infinita tenemos que X es
topoldgicamente libre. En este caso, como 7’ es algebraicamente irreducible, por la Proposicién
5.11 X tiene que tener infinitos puntos. Que X sea infinito y el sistema dindmico sea transitivo
es suficiente para que sea topoldgicamente libre. Veamos esto.

Supongamos que Y no es topolégicamente libre, es decir, que los puntos no periédicos no
son densos. Entonces existe un abierto U tal que U N Aper(o,) = ). Claramente

U= U (Perp(ox)NU),

n=1

por lo que existe m € Z tal que Per,,(0,) N U tiene interior no vacio. Sea mg el menor entero
positivo que cumple eso. Se tiene que Pery,,(0,)° es un abierto invariante no vacio y, como ¥,
es transitivo, tiene que ser denso en X .

Ahora, si tomamos = un punto interior de Per,, (o) y V un entorno compacto de x tal
que V,o.(V), - 0™~V son disjuntos dos a dos, tenemos que la unién de esos conjuntos es
invariante y tiene interior interior no vacio. Luego, como ¥, es transitivo, tiene que ser

mo—1

i=0
Ahora, si hay algin otro elemento y € V, eligiendo W compacto mas pequenio que V tal
que no contiene a y obtendriamos que X, = U;’;OO_l ol (W), lo que es una contradiccién, pues
U?loo_l ol (W) est4 contenido estrictamente en U;ioo_l ol (V). Concluimos finalmente que X, es
topoldgicamente libre.

O

Tenemos entonces que si m es una representacién algebraicamente irreducible, el sistema
dindmico ¥, es topoldgicamente libre. Tenemos ademds que 7 induce una representacién 7’ :
N(X;) — L(E), que también es algebraicamente irreducible y es inyectiva en C(X,). Ahora,
como podemos suponer que 7’ es continua, ker(n’) es un ideal cerrado de £!(3,), y si tuviéramos
que ker(n’) # {0}, el Teorema 3.1 nos dice que ker(n') N C(X,) # {0}, contradiciendo la
inyectividad de 7’ en C(X,). Por lo tanto, tiene que ser ker(n’) = {0}, es decir, 7’ es inyectiva.
Ahora, tenemos que 7' = T o (R'y_)~', por lo que 7 : M(2)/K(X;) — L(E) resulta inyectiva,
lo que equivale a que ker(m) = KC(X;). Es decir, sabemos cémo es el niicleo de la representacién
algebraicamente irreducible de dimensién infinita 7 arbitraria. Resumimos esto en el resultado
que sigue.

lEn realidad, lo que probamos es que si tenemos una representacion continua topolégicamente irreducible en
un espacio normado, entonces el sistema dindamico que induce es transitivo. El caso en que la representacién es
algebraicamente irreducible es una consecuencia.
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PROPOSICION 5.20. Sea 7 : /1(X) — L(E) una representacién algebraicamente irreducible
de dimensién infinita. Entonces existe un subconjunto cerrado e invariante X, de X tal que:

ker(m) = {Z fu0® : filx, = 0 para todo k € Z} .

kEZ

Con esto, tenemos que cada ideal primitivo proveniente de una representacion de dimensién
infinita tiene asociado un subconjunto cerrado e invariante, tal que un elemento de £!(X) estd en
él si todas sus coordenadas se anulan en el cerrado. Esto serd la clave para relacionar el nicleo
de m con el de las representaciones algebraicamente irreducibles con las que trabajamos antes.
Desarrollaremos ese argumento.

Fijemos 7, una representacién algebraicamente irreducible de dimensién infinita, y sea X
como antes. La primera observacion es la siguiente:

ker(m) = ﬂ {Z fx0” : fr(z) = 0 para todo k € Z} .

zeXr \k€EZ

Ahora, todo £ € X, o bien es periédico o no lo es. Ademas, como X, es invariante, si
frlx, =0y x € X, entonces fi tiene que anularse en toda la 6rbita de x. Pero vimos por un
lado que, si z € X, N Per(o), entonces

{Z fro® Je(W)lo@) = 0 para todo k € Z} = ﬂ ker (7, 5)

keZ AeT

y, por otro lado, si tenemos que x € Aper(o) N X, entonces

{Z fro® felo@) = 0 para todo k € Z} = ker(n2).

kEZ

Teniendo esto en cuenta, podemos describir el nicleo de 7 de la siguiente forma:

ker(mw) = ﬂ ker(wg) ﬂ ﬂ ker(7my )

z€XrNAper(o) z€XNPer(o)

Logramos entonces describir el niicleo de una representaciéon algebraicamente irreducible de
dimensién infinita en términos de los nicleos de las representaciones 7, , inducidas por puntos
periédicos y complejos unimodulares, y de las representaciones 72, inducidas por puntos no
periédicos. Todas estas representaciones son *-representaciones de ¢!(X) en espacios de Hilbert,
por lo que podemos extenderlas a *-representaciones de C*(X). Para cada x € X, N Aper(o),

se tiene que 72 se extiende por continuidad a una *-representacién 72 de C*(X), y se tiene que
*

—F5C ~ ~ . .. .
ker(n2)” C ker(72) y ker(72) es un ideal propio de C*(¥). Similarmente, 7, ) se extiende por

*

. cs o~ T C" ~ .
continuidad a una *-representacién 7, de C*(X), y ker(m, )  C ker(m, ), que es un ideal
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propio de C*(X). Luego

*

ker(ﬂ)c C ﬂ ker(72) ﬂ m ker(my z) | »
z€XNAper(o) z€XNPer(o)
AeT
que es un ideal propio de C*(X) si ker(w) es un ideal propio, dado que es una interseccién de
ideales propios. aEsto termina el caso de dimensién infinita.
Teniendo entendido qué ocurre con la clausura de ideales primitivos provenientes de repre-
sentaciones de dimensién tanto finita como infinita, podemos concluir el resultado siguiente.

TEOREMA 5.21. Sea 7 : /() — L(F) una representacién algebraicamente irreducible tal

que ker(7) es un ideal propio de £}(X). Entonces ker(w) es un ideal propio de C*(X).

2.2. Ideales arbitrarios.

Ahora finalmente probaremos el resultado que buscdbamos, que muestra que la clausura de
todo ideal propio de £(X) respecto a la norma de C*(X) sigue siendo un ideal propio.

Lo primero a observar es que, dado un ideal propio I de £!(X), estd contenido en un ideal

maximal M y, evidentemente, Tc* C Mc . Por lo tanto, basta con probar que la clausura de un
ideal maximal es un ideal propio de C*(%).

Veamos ahora que todo ideal maximal M de ¢!(X) es un ideal primitivo. Evidentemente,
como M es un ideal propio bildtero, también es un ideal propio izquierdo y, como ¢!(X) tiene
unidad, existe un ideal izquierdo maximal J que contiene a M. Como J es un ideal izquierdo
maximal, induce una representacién algebraicamente irreducible L4/ : A — £(A/.J) dada por

LA (b4 J) = ab + J.

Como LAY es irreducible, su nicleo es un ideal primitivo. Como M C J, tenemos que M C
ker(L4/7). Luego, como ker(L*/7) es un ideal bildtero y M es bilatero maximal, resulta que
M = ker(L*/7). Tenemos entonces que M es el niicleo de una representaciéna algebraicamente
irreducible o, en otras palabras, un ideal primitivo.

Por lo tanto, tenemos que todo ideal maximal M de ¢£}(X) es el nticleo ker(w) de una repre-
sentacién algebraicamente irreducible 7. Luego el Teorema 5.21 nos dice que la clausura de M
en C*(X) es un ideal propio. Como dijimos antes, esto implica que lo mismo vale para cualquier
ideal propio de ¢}(¥). Dejamos esto plasmado en el siguiente teorema.

TEOREMA 5.22. Sea [ ideal propio de ¢1(X). Entonces 7% es un ideal propio de C*(X).

Otra pregunta en una linea similar a la anterior puede ser averiguar cuando, al clausurar un
ideal de £1(X) con respecto a la norma de C*(X), podemos recuperarlo volviendo a intersectar
con ¢}(¥). Con el trabajo que hemos hecho, podemos afirmar lo siguiente.

PROPOSICION 5.23. Si I es la interseccién de ideales primitivos de ¢!(X), entonces I =
7 ne).

DEMOSTRACION. Primero veamos que esto vale cuando I es un ideal primitivo. En ese caso,
tenemos que I es la interseccién de niicleos de *-representaciones en espacios de Hilbert. Existe
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entonces una familia de *-representaciones {7, « € J} tal que:
I= ﬂ ker(7q).
acd
Denotemos 7, la extensién de 7, a C*(X), para cada o € J. Luego:

C'*

9 Nz (ﬂkerwa> N(E) () ker(ra)” NE(E)

aeJ acJ
C ﬂ ker(7y) ﬂ€1 ﬂ ker(7q)
acJ acJ
=1

Es decir que I = 7¢ N/¢Y(X) cuando I es un ideal primitivo. Ahora, haciendo un argumento
similar, bajo la suposicién de que I es la interseccion de ideales primitivos, nos dara el resultado
que buscamos. Supongamos que [ = ﬂ I, con I, ideal primitivo para todo «. Tenemos:

acJ
7¢ mzl ﬂf nes ﬂIa_I
acJ acJ

donde estamos usando que ya lo probamos para ideales primitivos. Luego I = v Nex).

O



Epilogo

Los productos cruzados aparecieron hace méas de 100 anos, en un contexto puramente al-
gebraico ([23]). Inspirados en tal construccion, en 1936 Murray y von Neumann adaptaron tal
construccién a un contexto analitico, en su célebre serie de articulos “Rings of Operators”. En
el marco de la clasificacion de lo que se conoce como factores, que son algebras de von Neumann
cuyos centros son los multiplos escalares de la identidad, construyen un producto cruzado en
base a una accion ergddica. Con el paso del tiempo, se empezaron a estudiar productos cruzados
de C*-édlgebras por acciones de grupos, con el objetivo principal de construir ejemplos nuevos
de C*-algebras, dando pie a una teoria inmensa. Durante mucho tiempo, la referencia principal
al respecto de estos productos cruzados fue el texto [22] de G. K. Pedersen. Més recientemente,
fue publicado el libro [21] de D. P. Williams.

El pasaje de un producto cruzado algebraico a uno con estructura de algebra de Banach
implica inevitablemente la completacién con respecto a una norma adecuada. Histéricamente,
con excepcion de las dlgebras de grupos, fueron solo C*-normas las consideradas en productos
cruzados, debido a motivos filoséficos (ver a las C*-dlgebras como espacios topolégicos cudnticos)
pero también préacticos (la teoria de C*-dlgebras tiene muy buenas propiedades). De naturaleza
mucho més reciente es el estudio de productos cruzados que no sean C*-dlgebras, siendo investi-
gados desde finales de la primera década de este siglo por autores como Sergei Silvestrov, Marcel
de Jeu, Christian Svensson, Jun Tomiyama y Aki Kishimoto, en multiples trabajos, como son
(1], [2], [3], [4], [5], [8] v [15]. Tales trabajos comprenden la mayor parte de la literatura sobre
espacios como ¢}(X), y es sobre estos que hemos basado la monografia presentada. Esto plantea
la evidente pregunta de cémo puede ser continuado el estudio de este tipo de productos cruzados.

Teoria paralela a la de productos cruzados con C*-normas.

La primera y mas evidente pregunta es ver qué pasa con la vasta teoria de existente sobre
productos cruzados de C*-dlgebras cuando se consideran normas ¢! en lugar de normas C*. Ya
vimos una versién simple de cémo, cambiando el grupo Z por un grupo discreto GG, y cambiando
C(X) por una C*-lgebra con unidad, se puede construir £!(G, A), un producto cruzado con nor-
ma ¢'. Esta construccién también puede hacerse para grupos localmente compactos Hausdorff,
adaptandola adecuadamente haciendo uso de la medida de Haar.

La pregunta mas inmediata en relacién a lo trabajado en esta monografia es cémo la dindmica
de la accidén del grupo G sobre el dlgebra A, digamos conmutativa, se ve reflejada en la estructura
del producto cruzado.

Acciones parciales de Z y fibrados de Fell.

En lugar de generalizar cambiando el grupo con el que trabajamos, podemos relajar la condi-
cién de tener una accién sobre X. Podemos suponer que tenemos en su lugar una accion parcial
de Z, que es como tener una accion usual salvo que no siempre podemos actuar con cualquier
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entero sobre cualquier elemento de X. Con algo mas de detalle, en este contexto topolégico, sig-
nifica que tenemos un par o = ({ Xy, }nez, {on}nez), donde { X, },,c7 es una coleccién de abiertos
de X y {on}nez es una coleccién de homeomorfismos oy, : X_,, — X,,, tales que:

(1) Xo =X y o9 es la identidad en X;

(2) on(X_pnNXp) =X, N Xyt para todos n,m € Z;

(3) on(om(x)) = onym(x) para todosn,meZy x € X_p N X_pp.

Al igual que una accién en X inducia una accién en C'(X), dada una accién parcial sobre X
otenemos una accién parcial a nivel de C'(X) que denotamos

X = ({CO(Xn)}nGZa {(xn}nGZ) )

donde {Co(Xy)}nez es una familia de ideales cerrados bildteros, y «, : C(X_,) — C(X,) estd
dado por o, (f)(xz) = f(o_n(x)). Ahora es posible definir un producto cruzado similar a los
considerados en el presente trabajo. Es de esperar que también aqui la dindmica (parcial) se vea
reflejada en el producto cruzado.

Todo lo anterior puede enmarcarse en la teoria de fibrados de Fell, que es un contexto mas
general. Ignorando los detalles técnicos, un fibrado de Fell es un fibrado sobre un grupo, digamos
Z, donde las fibras son espacios de Banach, y si tomamos dos elementos en las fibras correspon-
dientes a n y m, su producto cae en la fibra correspondiente a n + m, y hay una involucién que
manda los elementos la fibra sobre n en elementos de la fibra sobre —n. Esta construccién es
mas general que la anterior, dado que cuando la fibra sobre la unidad es conmutativa, el fibrado
de Fell induce una accién parcial de Z sobre dicha fibra (ver [24]). La pregunta que puede ser
interesante es ver que se puede decir del dlgebra L' del fibrado en este contexto.

Teorema de Wendel y grupoides.

Dados dos grupos localmente compactos Hausdorff G; y Go con sus respectivas medidas
de Haar, es claro que si existe un isomorfismo de grupos topoldgicos entre ellos, entonces las
*_4lgebras de Banach L'(G1) y L'(Gs) serdn isométricamente isomorfas. Un teorema de Wendel
de mitad del siglo pasado ([25]) dice que de hecho, si L'(G1) y L'(G2) son isométricamen-
te isomorfas, entonces G1 y Go son isomorfos como grupos topoldgicos localmente compactos
Hausdorff. Tenemos entonces que un grupo G localmente compacto Hausdorff estd determinado
por su algebra de funciones integrables L'(G). Esto es interesante porque no ocurre lo mismo
con C*(G), la C*-algebra del grupo, que es la completaciéon de L'(G) con una C*-norma. Es
decir que al completar de forma de obtener una C*-algebra, perdemos informacién del grupo.

Una primera pregunta interesante es si el teorema de Wendel puede generalizarse a este
contexto. Dos sistemas dindmicos isomorfos Y1 y Yo deberfan dar isomorfismos isométricos
entre las dlgebras ¢1(X1) y £}(32). El equivalente aqui al teorema de Wendel serfa averiguar si
un isomorfismo isométrico entre las dlgebras £1(X;) y £1(X2) implica que los sistemas dindmicos
sean isomorfos en algin sentido. Por ejemplo, podriamos preguntarnos si los grupoides asociados
a los sistemas X7 y Yo son isomorfos o equivalentes.

Sin entrar en mayores detalles, un grupoide es una estructura que es como un grupo, pero
donde no siempre podemos multiplicar dos elementos cualesquiera. Tiene una operaciéon que
cumple el papel de invertir elementos de él, y en caso de que podamos multiplicar tres elemen-
tos, tenemos que vale la propiedad asociativa. Dada la accion de Z sobre X a través de un
homeomorfismo o, como tuvimos a lo largo de todo el presente trabajo, podemos construir un
grupoide. Como conjunto serd Z x X, y dados dos elementos (n,z), (m,y) € Z x X, podremos
multiplicarlos si y = ¢™(x), y en ese caso serd (m,y)(n,z) = (m + n,z). La inversién estd
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dada por (n,z)~! = (—n,o"(z)). Denotemos G al grupoide con las operaciones descritas. Las
topologias de X y Z inducen la topologia producto en G.

Dado el grupoide inducido por la accién, podemos asociarle una &algebra a través de una
construccién que generaliza a la C*-dlgebra de un grupo (correspondiente a la accién trivial del
grupo en un espacio con un tnico punto). Para més detalles, ver [26]. Nos gustarfa ver a ¢!(X)
como alguna completacién conveniente, digamos B(X), del grupoide asociado a ¥, de modo que
un isomorfismo isométrico entre B(X1) y B(X3) implique algin tipo de isomorfismo entre los
sistemas Y1 y Xo. Otra pregunta interesante puede ser justamente entender como se relaciona
la estructura de B(X) con la dinamica.
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