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Métodos cuasi Monte Carlo

Sergio Nesmachnow

Resumen

Los métodos cuasi Monte Carlo constituyen una alternativa al método
Monte Carlo tradicional para alcanzar resultados aproximados a proble-
mas numéricos utilizando técnicas estadisticas. Este documento presenta
conceptos bésicos sobre los métodos cuasi Monte Carlo. Se analizan los
principales aspectos tedricos involucrados en la definicion del método, las
formulaciones para el error cometido por el método y se presenta el anali-
sis de dos trabajos que aplican técnicas estadisticas tutiles en la préctica
para obtener estimaciones del error.

1. Introducciéon

Un método Monte Carlo tradicional utiliza N puntos aleatorios para hallar
una estimacion de la solucién de un problema con un error promedio de orden
O(1/+/N). Sin embargo, existen conjuntos de N puntos para los cuales el valor
absoluto del error es inferior que el valor promedio de orden O(1/v/N). Los
métodos cuasi Monte Carlo proponen trabajar sobre la idea de construir ex-
plicitamente conjuntos de N puntos que permitan alcanzar una mayor precision
que en un método Monte Carlo tradicional.

El esquema algoritmico de un método cuasi Monte Carlo es similar al de un
método Monte Carlo tradicional, salvo que se utiliza un conjunto de puntos cons-
truido deterministicamente para evaluar la funcién relevante para el problema a
resolver. Como ejemplo, para un problema de estimacion de la integral de una
funcion f(u), la formulacién de un método cuasi Monte Carlo se corresponde
con la expresion presentada en la Ecuacion 1.
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En la Ecuacién 1, B es un subconjunto del dominio de integracion I = [0, 1]°
y X1,...,X, € I es un conjunto de puntos seleccionados deterministicamente
para tratar de minimizar el error de aproximacién en la estimacion.

Para el problema de integracion de funciones con un nivel de regularidad
relativamente bajo, la eleccién apropiada del conjunto de puntos en un método
cuasi Monte Carlo permite alcanzar una cota de error deterministica de orden
O(N~!(log N)*71), siendo s la dimensién de I. En casos especiales es posible
alcanzar mejores valores de precision cuando se trabaja con integrandos sufi-
cientemente regulares.

Las ventajas de los métodos cuasi Monte Carlo respecto a los métodos Monte
Carlo tradicionales pueden resumirse en:



e La existencia de cotas de error deterministicas para los métodos cuasi
Monte Carlo, derivadas de la naturaleza determinista de los procedimien-
tos algoritmicos involucrados.

e La mayor precision alcanzada en la estimacién por los métodos cuasi
Monte Carlo para un esfuerzo computacional prefijado (por ejemplo, un
namero determinado de evaluaciones de la funcién a integrar) respecto a
la precision alcanzada por un método Monte Carlo tradicional.

e Se evitan los problemas relacionados con la generacion de niimeros aleato-
rios, necesarios en los métodos Monte Carlo tradicionales, ya que en los
métodos cuasi Monte Carlo los puntos se generan mediante procedimientos
algoritmicos constructivos y deterministas.

Al igual que para los métodos Monte Carlo tradicionales, ademas del esque-
ma estandar para la resolucion de problemas de integracion existen variantes de
los métodos cuasi Monte Carlo para resolver problemas de optimizaciéon y de
conteo. En general, siempre que se disponga de un esquema de método Monte
Carlo tradicional (pseudoaleatorio), sera posible disefiar un método cuasi Monte
Carlo como su contraparte determiminista, mediante una elecciéon de puntos
conveniente tomando en cuenta el problema a resolver.

Los principales aspectos tedricos involucrados en el estudio de los métodos
cuasi Monte Carlo comprenden el anélisis de las formulaciones para el error
cometido por el método (en particular, desarrollado para el problema de es-
timacion de integrales) y la construccion explicita de conjuntos de puntos que
garanticen errores pequenos para el problema en cuestion. El resto del documen-
to aborda estos aspectos, organizandose del modo que se describe a continuacion:
la Seccion 2 describe la formulacion genérica de un método cuasi Monte Carlo
para la resolucion de un problema de integracién numérica, analizando el con-
cepto de discrepancia, utilizado para cuantificar las relaciones entre valores de
una secuencia de nimeros cuasialeatorios y los conceptos relacionados con la co-
ta de error para el problema. La Seccion 3 presenta algunos mecanismos clasicos
para la construccién de secuencias de baja discrepancia para ser utilizadas en
los métodos cuasi Monte Carlo y da una visién general sobre los conceptos de
mallas y secuencias con distribuciones regulares. La Seccion 4 presenta el anéli-
sis de dos trabajos que aplican técnicas estadisticas utiles en la practica para
obtener estimaciones del error cometido por el método cuasi Monte Carlo. Por
altimo, la seccién 5 presenta breves conclusiones sobre los conceptos estudiados
en las secciones precedentes.

2. Meétodos cuasi Monte Carlo para integracién
numérica

2.1. Formulacién genérica

La formulacién genérica de un método cuasi Monte Carlo para la resolu-
cion de un problema de integraciéon numérica corresponde a la aproximacién
presentada en la Ecuacion 2.
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En la Ecuacién 2, el dominio de integracién es el hipercubo cerrado de dimen-
sion s, I* = [0,1]° y los puntos X1, ..., X, € I°. En una formulacién genérica los
puntos xi, ..., X, se consideran como una secuencia infinita {x, }nen de puntos
en I°. El requisito fundamental para la utilidad del método es su convergencia
al valor de la integral que se desea calcular, siendo necesario contar con una se-
cuencia de puntos {x,} que garantice que se cumpla la expresion de la Ecuacion
3 para una clase razonable de integrandos (por ejemplo, las funciones continuas
en I°).
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La condicién para que se verifique la convergencia de un método cuasi Monte
Carlo aplicado al problema de integracién implica que la secuencia de puntos
{xn} sea uniformemente distribuida en I°

En lenguaje coloquial, para garantizar la convergencia en el problema de
estimacion de la integral un método cuasi Monte Carlo debe utilizar puntos
“parejamente distribuidos” en el dominio de integraciéon. Los puntos x1,...,x,
deben ser escogidos tal que su distribucién empirica sea cercana a la distribuciéon
uniforme en I°. Para formalizar estas ideas se utiliza el concepto de discrepancia
respecto a la distribucion uniforme, que se presenta en la siguiente seccion.

2.2. Discrepancia

El concepto de discrepancia proporciona una métrica cuantitativa de la
desviacion de una secuencia de numeros respecto a la distribucién uniforme.
La discrepancia juega un rol fundamental en los métodos cuasi Monte Carlo,
dado que es considerada como uno de los criterios fundamentales para la selec-
cion de puntos para el problema de integracién numérica, e interviene en las
formulaciones de las cotas de error deterministicas del método.

Sea un conjunto de puntos P = x3,...,x, € I°. Para un subconjunto arbi-
trario B en I° se define la funcion de conteo que indica cuéntos elementos de P
pertenecen a B mediante la expresion en la Ecuacion 4, donde cp es la funcién
caracteristica del conjunto B (c¢g(x) =1 si y solo si x € B).

N
A(B;P) = cp(xn) (4)
n=1

Para una familia no vacia de subconjuntos B C I® medibles en el sentido
de Lebesgue, la métrica discrepancia para un conjunto de puntos P se define
mediante la expresion presentada en la Ecuacién 5, donde A\g es la medida de
Lebesgue s-dimensional.

A(B; P)

Dy (B; P) = sup N

BeB
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El concepto genérico de discrepancia presentado en la FEcuacion 5 se espe-
cializa para definir dos métricas tutiles utilizando familias de subconjuntos B:



e La discrepancia estrella Dy (P) = Dy (x1,...,%y) de un conjunto de pun-
tos P se define mediante la expresion D% (P) = Dy (J*; P), considerando
a J*, la familia de subintervalos de I* de la forma [[;_, [0, u;).

e La discrepancia extrema Dy(P) = Dyn(X1, .. .,X,) de un conjunto de pun-
tos P se define mediante la expresion Dy (P) = Dy (J; P), considerando
a J, la familia de subintervalos de I* de la forma []}_; [u;, v;).

Si los puntos de P estan en I® (como ocurre en la mayoria de los casos de in-
terés practico), se cumple que D (P) = Dy (JS; P) y que Dy (P) = Dn(Je; P),
siendo J7 la familia de subintervalos de I* de la forma [[;_, [0,u;) y J. la fa-
milia de subintervalos de I* de la forma [[_; [u;, v;).

Para cualquier conjunto P de puntos en I, las métricas de discrepancia
definidas anteriormente cumplen la relaciéon presentada en la Fcuacién 6.

Dy(P) < Dn(P) < 2°Dy(P) (6)

Existen expresiones simples para las discrepancias estrella y extrema en el
caso monodimensional, que son tutiles para comprender qué cantidad es cuan-
tificada por la métrica de discrepancia. Considerando un conjunto de puntos P
ordenado (0 < z1 < 29 < ...,< x, < 1), las expresiones para la discrepancia
estrella y extrema presentadas en las Ecuaciones 7 y 8 corresponden a resultados
presentados por Niederreiter y de Clerk, respectivamente [10].
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Para una secuencia de elementos S € [I°, las siguientes propiedades son
equivalentes:

1. S es unifomemente distribuida en I°.
2. HmN_,OO DN(S) =0.
3. limy_o Dy (S) = 0.

El resultado previo relaciona las métricas de discrepancia estrella y discre-
pancia extrema con una medida cuantitativa de la distancia a la distribuciéon
uniforme. Conceptualmente, en el caso multidimensional puede interpretarse
que una secuencia de niimeros de baja discrepancia tiende a no agrupar puntos
y por tanto a lograr un mejor cubrimiento del hipercubo de dimensién s. El
concepto de discrepancia puede extenderse para dominios de integraciéon maéas
genéricos que el hipercubo unidimensional I° [10].

2.3. Cotas de error

Utilizando el concepto de discrepancia, es posible formular cotas determinis-
ticas para el error de un método cuasi Monte Carlo aplicado a la resolucién
de un problema de integracion. La formulacion mas simple corresponde al caso
unidimensional, derivada por Koksma, que se presenta en la Ecuacion 9.
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En la Ecuaciéon 9, V(f) es una variacion acotada del integrando f. En el
caso unidimensional, la definiciéon de variacion fue introducida por Jordan [6],
siendo posteriormmente extendida para el caso multidimensional por Hardy [5].
La cota de error presentada en la Ecuacion 9 es valida para cualquier conjunto
de puntos P =x1,...,%x, € [0, 1].

En el caso multidimensional, la formulacién para la cota de error es analoga
a la presentada en la Ecuacion 9, pero considerando la definicién de variaciéon
total en multiples dimensiones. La expresion del error se presenta en la Ecuacion
10, fue derivada por Hlawka, y habitualmente se la denomina desigualdad de
Koksma-Hlawka.

N 1
N 2 S [t

Las cotas de error presentadas conducen a la conclusién de que aquellos
conjuntos de puntos con valores bajos de discrepancia son los que garantizan
errores pequenos para un método cuasi Monte Carlo aplicado a un problema de
integracion en el dominio I°. Un resultado andlogo se manifiesta para dominios
de integracién genéricos.

La utilidad practica de los resultados teéricos presentados en esta secciéon es-
t4 limitada por la dificultad para obtener valores exactos de la variaciéon total de
una funcion f. Existen referencias bibliograficas que han propuesto mecanismos
de aproximaciéon por discretizacion y cotas superiores para la variaciéon de fun-
ciones, que pueden ser ttiles en la practica para la estimacion del error cometido
por un método cuasi Monte Carlo aplicado a un problema de integracion [10].

Otra alternativa consiste en estimar el error mediante un procedimiento es-
tadistico que incorpore un mecanismo probabilistico en la generacion de la es-
tructura del conjunto de puntos del método cuasi Monte Carlo, o disenando
algoritmos hibridos que combinen un método cuasi Monte Carlo con un Monte
Carlo tradicional. La Seccion 4 presenta el analisis de un procedimiento sencillo
para estimar el error cometido para el problema de integraciéon utilizando me-
canismos estadisticos, basado en el trabajo de Morohosi y Fushimi [9], y una
propuesta de hibridacién entre un método cuasi Monte Carlo con un Monte
Carlo tradicional, presentada por Tuffin [14].

<V()Dy(x1,. .., %) (10)

3. Secuencias de baja discrepancia

Tal como se expuso en el capitulo precedente, un conjunto de puntos con ba-
ja discrepancia tiene la propiedad de cubrir un espacio de dimensién n de una
manera mas uniforme que una secuencia de puntos aleatorios. En un conjunto de
puntos de baja discrepancia (o de ntimeros cuasialeatorios), cada nuevo punto es
generado por un mecanismo que considera la restriccion de alta correlaciéon con
numeros precedentes, evitando los fenémenos de agrupamiento y baja cobertura
de las secuencias de puntos generadas por mecansmos seudoaleatorios. De mane-
ra informal, un conjunto de puntos P se considera de baja discrepancia si tiene
valores “pequenios” de las métricas Dy (P) o Dn(P), definidas en la Seccién 2.



En la practica, es conveniente permitir la variacion del nimero de puntos N
al resolver un determinado problema utilizando un método cuasi Monte Carlo.
Por este motivo, es util considerar procedimientos que permitan aprovechar los
computos previamente realizados al variar el valor de N. En este contexto, la
nocion de secuencia de baja discrepancia se define para considerar secuencias
de elementos .S para los cuales las métricas D}, o Dy tienen valores “pequenos”
para todo N > 1. Este tipo de secuencias son extremadamente ttiles para
la resolucion de problemas en los cuales se computan valores en una estructura
regular o grilla para la cual no es posible conocer de antemano la separacién entre
sus elementos necesaria para obtener resultados de alta precision. Utilizando una
secuencia de baja discrepancia es posible disenar un algoritmo automaético que
varie el nimero de puntos hasta alcanzar la precision deseada, reutilizando los
célculos previos para no degradar la eficiencia computacional del método de
resolucion [12].

A continuacion se presentan algunos mecanismos tradicionales para la cons-
truccion de secuencias de baja discrepancia. Dado que el concepto de discre-
pancia se relaciona con la propiedad de cubrimiento uniforme del dominio de
trabajo, los métodos para generar secuencias de baja discrepancia intentan evi-
tar los agrupamientos de puntos utilizando un esquema que considera a los
puntos ya generados como “repelentes” para cada nuevo punto de la secuencia a
construir. En este esquema, el objetivo de cada nuevo punto sera tratar de cubrir
los mayores espacios vacios existentes entre los ntimeros previamente generados.

El mecanismo cléasico para la generaciéon de secuencias de baja discrepancia
fue presentado por van der Corput en 1935, siguiendo el esquema béasico de
“completar los huecos” [2]. Este método continta hoy en dia siendo la base para
varios generadores de secuencias de baja discrepancia utilizados en la practica,
que se presentan en las subsecciones siguientes.

3.1. Secuencias de van der Corput

Para el caso unidimensional, el resultado presentado en la Ecuacion 7 permite
derivar una expresion para el conjunto de puntos x,,, ya que el minimo valor de
D3 (1, ..., @) se alcanza para x, = (2n—1)/(2N), con 1 < n < N. Utilizando
este conjunto de puntos para resolver el problema de integraciéon, el método
cuasi Monte Carlo resultante se corresponde con el método clasico del punto
medio a trozos, en el intervalo [0,1).

Considérese la representacion en base b de un entero positivo n > 1 utilizando
digitos di; 0 < dg(n) < b, presentada en la Ecuacion 11.

L-1
n=>_ di(n)b* (11)
k=0

La secuencia de van der Corput queda definida por g,(1),..., g»(IN), donde
gu(n) es la funcion que revierte la representacion en base b del entero n (radical-
inverse function), presentada en la Ecuacion 12.

L-1
go(n) = dy(n).bF (12)
k=0



La funcién que revierte la representacién en base b del entero n corresponde
a una reflexion simétrica en el punto decimal de la expresion en la Ecuacion 11.

Para cualquier valor de la base b, los elementos de una secuencia de van der
Corput estan uniformemente distribuidos en el intervalo unitario [0, 1] y forman
un conjunto denso (dado un namero real en [0, 1], existe una subsecuencia de la
secuencia de van der Corput original que converge hacia ese ntmero).

En términos de la métrica de discrepancia, una secuencia de van der Corput
cumple la propiedad de distribucién presentada en la Ecuacion 13.

Di(an(1), ... (V) < €. 28N

La secuencia binaria de van der Corput (con base b = 2) es el método basi-
co que se utiliza como componenente fundamental para construir secuencias de
baja discrepancia en el caso multidimensional. El mecanismo de construccién
de secuencias de baja discrepancia se basa en aplicar sucesivas subdivisiones del
hipercubo multidimensional en sub-volimenes de volumen constante (denom-
inados cajas), cuyas caras sean paralelas a las del hipercubo original. La idea
consiste en asignar un ntimero a cada uno de los sub-voltimenes como paso pre-
vio al refinamiento de la grilla multidimensional. El refinamiento debe seguir el
criterio de evitar la formaciéon de clusters multidimensionales causada por las
correlaciones existentes entre las dimensiones, teniendo como objetivo primor-
dial la generacion de secuencias sin correlaciones para cada par de dimensiones.

(13)

3.2. Secuencias de Halton

Las secuencias de Halton son una generalizacién de las secuencias de van der
Corput para espacios multidimensionales [3]. Para un espacio de dimension s,
una secuencia de Halton se define mediante la expresion X (n) = gy;(n), ..., gp5(n),
tomando como base un conjunto de nimeros b1, . .. bs primos entre s (b; > 1,0 <
i < K) . En términos de la métrica de discrepancia, una secuencia de Halton
cumple la propiedad de distribucién presentada en la Ecuacion 14.

S
Di(x (... x(v) < . LB (14)

Las secuencias de Halton utilizan un niimero primo por cada dimensién del
espacio a muestrear. Tradicionalmente se utiliza la lista creciente de ntimeros
primos (2 para la primer dimension, 3 para la segunda, 5 para la tercera, etc.).
Obviamente, el tiempo de computo necesario para la generacion de la secuencia
se incrementa linealmente al crecer la dimensiéon del espacio.

La Figura 1 presenta un ejemplo comparativo de cubrimiento del hipercubo
unitario de dimensién 2 utilizando una secuencia cuasialeatoria de Halton y
una secuencia pseudoaleatoria tradicional. En los gréaficos se observa una mejor
distribuciéon de los puntos de la secuencia de Halton, que logra un cubrimiento
més regular del espacio.

Atn cuando se comienza con un entero mayor que 1, las secuencias de Hal-
ton preservan sus propiedades basicas de distribuciéon y baja discrepancia. Sin
embargo, se han proporcionado evidencias tedricas y empiricas sobre la sensibili-
dad de los patrones de cubrimiento de las secuencias de Halton para espacios de
altas dimensiones (como consecuencia de que la reflexion sobre el punto decimal
tiende a generar una secuencia mas densamente poblada cerca del origen, con
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Figura 1: Cubrimiento en el hipercubo de dimensién 2.

puntos formando clusters cerca de cero). Por este motivo, se han investigado al-
ternativas que permitieron deducir argumentos sobre las ventajas de iniciar una
secuencia de Halton en un valor arbitrario n > 1 (o despreciar los primeros n*
términos de la secuencia) para mejorar la uniformidad de la distribuciéon cuando
se trabaja en espacios de altas dimensiones [13].

El principal problema del método tradicional de Halton es su degradacion a
medida que se incrementa la dimensiéon s del espacio en el que se trabaja. El
procedimiento de generaciéon basado en puntos uniformemente distribuidos en
la region [0,1)° se va haciendo cada vez mas dificil a medida que se incrementa
la dimensién, debido a que el espacio a cubrir es cada vez méas amplio. Una
secuencia de Halton multidimensional tiene un ciclo muy largo, dado que utiliza
el enésimo niamero primo, por lo cual se requiere de varios pasos para comple-
tar una “caminata” en [0,1)" para generar un refinamiento de la malla. En la
préactica, debido al fenémeno de correlacion que surge entre las coordenadas, el
método de Halton esta limitado a un tamano maximo de dimensién s entre 6 y
8.

La Figura 2 presenta los ejemplos de secuencia de van der Corput (dimension
s =1, base b = 2) y de Halton (dimension s = 2, base b = 3).

van der Corput Halton
0 1/3 2/3
0 172 19 4/9  7/9
1/4 3/4
1/8 5/8 2/9 5/9 8/9
3/8 7/8 1/27 10/27 19/27
1/16 9,16 4/27 13/27 22/27
7/27 16/27 25/27
5/16 13/16
3/16 11/16 2/27 11/27 20/27
7/16 15/16 5/27 14/27 23/27
8/27 17/27 26/27

Figura 2: Ejemplo de secuencias de van der Corput y Halton.



3.3. Conjunto de Hammersley

El conjunto de Hammersley de tamano N para un espacio de dimension s
se define utilizando una secuencia de Halton, mediante la expresion X(n) =
gb1(n), ..., grs_1(n); paral <n < N [4].

Los puntos del conjunto de Hammersley proporcionan un mejor cubrimiento
que los de la secuencia de Halton para un espacio de dimensién s. En términos
de la métrica de discrepancia, los puntos del conjunto de Hammersley cumplen
la propiedad presentada en la Ecuaciéon 15.

<o RT (15)

3.4. Secuencias de Faure y Sobol

Las secuencias de Faure y Sobol tienen una formulacién similar a las se-
cuencias de Halton, pero utilizan una tnica base para todas las dimensiones, e
incorporan un mecanismo de reordenamiento de elementos.

La base utilizada en una secuencia de Faure es el menor ntimero primo
mayor o igual a la dimension del espacio del problema (se utiliza base 2 para el
caso unidimensional). Esta eleccion reduce la demanda computacional requerida
para la generacion de secuencias cuasialeatorias por parte del método de Halton.
Por ejemplo, para un espacio de dimensiéon 50 la secuencia de Halton requiere
utilizar el quincuagésimo nimero primo (229), mientras que el método de Faure
utiliza como base el primer namero primo superior a 50 (53). De esta manera,
el mecanismo de “rellenar los huecos” para evitar clusters es més eficiente desde
el punto de vista computacional para el método de Faure que para el método
de Halton.

Las secuencias de Sobol se definen mediante una generalizaciéon de las secuen-
cias de van der Corput. La formulacién genérica de una secuencia de van der
Corput generalizada usando una base b corresponde a la expresion presentada
en la Ecuacion 16.

L-1
gp(n) =Y oldi(n))b*Y (16)
k=0

Una secuencia de Sobol utiliza la base b = 2 para todas las dimensiones.
En el caso multidimensional la secuencia se obtiene mediante una reordenacién
de los valores para el caso unidimensional, evitando ciertos problemas de agru-
pamiento en clusters que pueden ocurrir con las secuencias de Halton y Faure
en altas dimensiones. Ain cuando las secuencias de Sobol se presentan como
més resistentes a la degradacion a medida que se incrementa la dimensiéon del
espacio de trabajo, existe un cierto patron repetitivo en miltiples dimensiones,
que puede llevar a la formacion de clusters, y que hace necesario descartar los
primeros n puntos de una secuencia de Sobol para mejorar sus valores de dis-
crepancia.

En el caso de la construccién multidimensional de las secuencias, los métodos
de Faure y de Sobol utilizan un reordenamiento de los vectores cuasialeatorios,
aplicandolo para cada dimensién considerada.

Tomando en cuenta el teorema que demuestra la validez tebrica de la de-
sigualdad de Koksma-Hlawka (Ecuacion 9), la utilizacion de las secuencias de



Halton (y sus variantes de Faure y Sobol) y los puntos de los conjuntos de
Hammersley conduce a una dramatica reducciéon en el orden de magnitud de
la cota tradicional del error del método Monte Carlo O(1/v/N). Para un con-
junto de puntos de Hammersley de N elementos la cota del error tiene orden
O(N~!(log N)*~1) y para una secuencia de Halton de N términos el error tiene
orden O(N~t(log N)*).

3.5. Redes y secuencias con distribuciéon regular

Los resultados tedricos sobre las cotas de los valores de discrepancia para los
métodos de generacién de secuencias cuasialeatorias presentados previamente
involucran términos con coeficientes que tienen un crecimiento exponencial a
medida que crece la dimensién del espacio de trabajo. En la practica, este re-
sultado limita su aplicabilidad a espacios de dimensiéon muy baja. Para resolver
aplicaciones genéricas, es necesario contar con conjuntos de puntos y secuen-
cias que satisfagan resultados més precisos sobre la cota de discrepancia. Las
redes (t,m,s) y las secuencias (t, s) son conjuntos de puntos que por definiciéon
cuentan con muy buenas propiedades de distribucién, permitiendo derivar cotas
precisas y ttiles para sus valores de discrepancia.

El concepto de red (¢, m, s) estd motivado por una propiedad especial de toda
secuencia de van der Corput xg,...,xn en una base b. Dados dos enteros k < 0
y m < 1, considérense los b™ puntos x,, que cumplen kb™ < n < (k+1)b™. Cada
intervalo [ab™™, (a + 1)b™™], siendo a € Z,0 < a < b™ contiene exactamente
un punto x,, con kb™ <n < (k+ 1)b™.

Fijando la dimension s > 1y la base b > 2. Un intervalo elemental en base b
es un subintervalo E de [0,1)° dado por la expresion de la Ecuacién 17, donde
a;,d; € Z,d; > 0,0 < a; <b% para todo 1 <i<s.

S
E=]] [ab™", (a;i + 1)b~%) (17)
i=1

Dados t,m € Z,0 <t < m, una red-(t,m, s) 6 malla-(t,m, s) en base b es un
conjunto P de b™ puntos en [0,1)° tal que cada intervalo elemental de volumen
b'~™ contiene exactamente b' puntos de P.

Dado t € Z,t < 0, un conjunto de puntos Xg, . ..,Xn €s una secuencia-(t, s)
en base b si para todo par de enteros k > 0,m > t, el conjunto de puntos x,
que cumple kb™ < n < (k+ 1)b™ es una red-(t,m, s) en base b.

Como fue mencionado, la estructura de las redes (t,m, s) y secuencias (¢, s)
permite derivar cotas precisas para sus valores de discrepancia [10]. El principal
resultado sobre la discrepancia de una secuencia (¢, s) corresponde a la expresion
presentada en la Ecuacion 18.

Dy (x0,.-.,%n) < C.

(1ogNN)S ) ((1ogN)(S_1)> (18)

N

El resultado previo fundamenta la utilidad de las redes (¢, m, s) y secuencias
(t,s) como estructuras base para la aplicacion de métodos cuasi Monte Carlo.
Considerando la formulacion de la desigualdad de Koksma-Hlawka, los valores
mas pequenos para las cotas de discrepancia se traducen en valores de cotas
mas pequenos para el error efectivo al utilizar un método cuasi Monte Carlo.
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Las redes (t,m,s) y las secuencias (¢,s) constituyen la eleccion 6ptima para
minimizar las cotas de error del método [10].

El mecanismo genérico para la contruccion de redes-(t, m, s) utiliza la repre-
sentacion en digitos de base b y un grupo de biyecciones entre 7, = {0,1,...,b—
1} v R para definir los puntos xg, ..., Xn [10].

4. Meétodos para la estimaciéon del error

Los conceptos presentados en la seccion precedente confirman la dificultad
de utilizar los resultados teoéricos para determinar el error cometido al utilizar
un método cuasi Monte Carlo. La aplicabilidad de la desigualdad de Koksma-
Hlawka para derivar una cota practica del error cometido esté severamente lim-
itada a problemas donde sea posible calcular la variaciéon total de la funcién
en cuestion, un calculo practicamente imposible para la mayoria de los proble-
mas usuales. Aun trabajando con las secuencias cuasialeatorias que garantizan
valores de discrepancia de orden O((log N)*/N), asintotico para N — oo, los
resultados tedricos no permiten derivar una estimacion practica del error. Este
hecho constituye un grave obstéculo para la aplicabilidad de la cotas teoricas
del error para los métodos cuasi Monte Carlo, a diferencia de lo que ocurre para
el método Monte Carlo tradicional, para el cual existen varias formulaciones es-
tadisticas para obtener cotas de los errores cometidos en términos de intervalos
de confianza.

Considerando las dificultades mencionadas, se han propuesto técnicas para
obtener estimaciones teodricas y practicas para el error cometido al utilizar un
método cuasi Monte Carlo. Los investigadores han buscado estimaciones que
sean precisas numéricamente, eficientes desde el punto de vista computacional y
sencillas de implementar. Esta secciéon presenta una resenia de dos técnicas que
se basan en hibridizar la estructura de un método cuasi Monte Carlo con la de
un método Monte Carlo tradicional, induciendo una estructura probabilistica
en los conjuntos de puntos de baja discrepancia utilizados que permite derivar
estimaciones estadisticas del error cometido. Los métodos han sido estudiados
en el trabajo de Morohosi y Fushimi [9], quienes derivaron cotas tedricas de error
para dos técnicas de aleatorizacion. Siguiendo una linea de trabajo similar, el
trabajo de Tuffin [14] propone una hibridaciéon de un método cuasi Monte Carlo
con un método Monte Carlo tradicional para producir un esquema aleatorizado
que permite derivar estimaciones estadisticas del error cometido, basadas en
formulaciones de intervalos de confianza.

4.1. Secuencias de baja discrepancia aleatorizadas

Los métodos estadisticos que permiten estimar el error cometido al utilizar
un método cuasi Monte Carlo se basan en una hibridacién que combina técnicas
probabilistas con las secuencias deterministicas de baja discrepancia generadas
por los métodos presentados en la Seccidon 3. El esquema genérico consiste en
definir una estructura probabilistica en el conjunto de puntos de una red (¢, m, s)
y utilizar los puntos de la red aleatorizada para definir estimadores similares a
los que habitualmente se utilizan en un método Monte Carlo tradicional.

Considérese el problema clésico de integracion numérica cuya formulacion se
presenta en la Ecuacién 19.
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/ f(a)du (19)
[0,1)*

Para resolver el problema de integraciéon numérica, un método hibrido cuasi
Monte Carlo propone un esquema que utiliza j secuencias de alta discrepancia
aleatorizadas {ng)}i:17___7N, con j = 1,..., M. Para cada secuencia se calcula
la estimacion puntual del valor de la integral utilizando esa secuencia, cuya

formulacion se presenta en la Ecuacion 20.

N
70) — % 3 ) (20)
i=1

Por ultimo, el valor estadistico estimado para la integral se obtiene mediante
el promedio de los estimadores puntuales previamente calculados para cada
secuencia {xz(vj)}izlwyN, con j =1,..., M, cuya formulacién se presenta en la
Ecuacion 21.

~ 1 afs
_ L )
I_MZIJ (21)

Para estimar el error se puede utilizar la varianza de los valores evaluados,
dada por la expresiéon presentada en la Ecuaciéon 22.

i 1 (76 _ 1’
_ 3 _
I_M(M_l);(l ) (22)

Dado que el método hibrido tiene un componente aleatorio en la eleccion
de las secuencias {x(j)}, para obtener un valor mas preciso del error es posible
derivar un intervalo de confianza basado en el Teorema Central del Limite, tal
como se procede en un método Monte Carlo tradicional.

La técnica de hibridacion presentada puede verse como un caso particular
del método antitético, que utiliza variables aleatorias correlacionadas para lograr
una reduccion de la varianza del estimador puntual calculado. En un método
antitético el estimador puntual de la integral se calcula mediante la expresion
presentada en la Ecuacion 23, siendo w una biyeccion en [0, 1]°.

.1
I= N;f(w(xz)) (23)

En un método hibrido cuasi Monte Carlo, la funcién w queda definida por
el mecanismo de eleccion de las secuencias aleatorizadas {x()}.

4.1.1. Redes (t,m,s) con estructura probabilistica

Los investigadores del area han propuesto diversos esquemas para introducir
aleatoriedad en el conjunto de puntos de baja discrepancia. Como ejemplo,
los trabajos que se relevan en esta secciéon estudian dos tipos de estructuras
probabilisticas: las redes permutadas (scrambled nets) y las redes aleatoriamente
desplazadas (randomly shifted nets), aunque existen otras técnicas como las se-
cuencias de Halton de comienzo aleatorio.
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En su trabajo de 1998 [9], Morohosi y Fushimi presentaron dos métodos
estadisticos para estimar el error cometido al utilizar un método cuasi Monte
Carlo para el problema clasico de integracion numérica. El trabajo estudia las
estructuras de redes permutadas y redes aleatoriamente desplazadas, derivando
resultados tedricos para la estimaciéon del error y presentando resultados exper-
imentales para un conjunto de funciones de prueba. El trabajo de Tuffin [14]
analiza el método hibrido cuasi Monte Carlo, estudiando la tasa de convergen-
cia del error y la aplicacion de aproximaciones basadas en el Teorema Central
del Limite para derivar intervalos de confianza que acoten el error cometido.
Una descripcion de los métodos estudiados en ambas propuestas se presenta a
continuacion.

Redes permutadas

Las redes permutadas son una estructura de puntos en un espacio multidi-
mensional de baja discrepancia propuesta por Owen en 1997 [11]. Sea {z;} una
red (t,m, s) en base b, donde z; = (z},...,27), siendo cada 2z = Y";° | z;b~F
para 2z € Z,0 < z;x < b. Una red permutada {x:},x; = (le, - ,xf) se de-
fine por a:f = 220:1 xijkb_k, siendo z;;; € Z una permutaciéon aleatoria de los
valores z;;,. Las permutaciones aplicadas para definir los x;;. deben ser inde-
pendientes entre si, y por tanto la red permutada resultante es también una red
(t,m, s) en base b.

Conceptualmente, el procedimiento de generacion de una red permutada
puede resumirse en la aplicacién iterativa del mecanismo que a partir del con-
junto de puntos original, divide en partes iguales cada eje del hipercubo unitario
en b partes, permuta estas partes en un orden aleatorio, y contintia aplicindose

a cada pequena parte generada.
Redes aleatoriamente desplazadas

Las redes aleatoriamente desplazadas tienen una estructura sugerida por
Cranley y Patterson, en un trabajo de 1976 [1]. Sea {z;} una red (t,m,s) en
base b, y considérese un vector aleatorio X € [0,1]° . Una red aleatoriamente
desplazada {x;} queda definida por x; = z; + X;. La técnica de aleatorizacion
considera a la variable aleatoria Z definida por la expresion de la Ecuacion 24,
donde {X} es el vector de las partes fraccionales de las coordenadas de X.

1 N
Z=x ; f{xi)}) (24)

Secuencias de Halton de inicio aleatorio

Una idea diferente para aleatorizar secuencias de baja discrepancia consiste
en seleccionar diversos puntos de inicio. Siguiendo este enfoque, es posible definir
una estructura aleatoria sobre una secuencia de Halton de dimension s, {z(™} =
(zgn), . ,zgn)), n € N (o de modo més general, sobre una red (¢,m,s) en base
b) mediante la eleccion aleatoria de un punto de inicio T € N y calculando
{X®)(T)} = {z"*T}. La secuencia aleatorizada (dependiendo de la eleccion de
T') se utiliza para calcular el estimador presentado en la Ecuacion 25, que tiene
convergencia asintotica al valor de I para N — oo.
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N

I(r Z FXM (T (25)

Utilizando K replicaciones independientes, es posible obtener una estimacion
del error mediante la varianza de los valores evaluados, cuya expresion se pre-
senta en la Ecuacion 26.

K N
I(T,N,K) Z >t (26)
k: n=1

Considerando que el estimador puntual del valor de la integral se calculo
mediante un mecanismo aleatorizado, es posible obtener una mejor estimaciéon
del error considerando un intervalo de confianza para el estimador, mediante el
procedimiento habitualmente utilizado en el método Monte Carlo tradicional.

4.2. Estimaciones teoéricas del error

El trabajo de Morohosi y Fushimi presenta resultados teéricos para estimar
el error cometido al utilizar un método cuasi Monte Carlo con secuencias de ba-
ja discrepancia aleatorizadas para resolver el problema de integracién numérica.
Los autores analizan las técnicas basadas en redes permutadas y redes aleatori-
amente desplazadas, pero considerando la relacion entre una red (¢, m, s){z;} en
base by una red aleatorizada {x;} como definida por una biyeccion 7, m(z;) = x;,
elegida aleatoriamente en el espacio de biyecciones. La biyeccién m encapsula la
definicién de la estructura probabilistica sobre la red (¢, m, s), que queda definida
implicitamente.

Las estimaciones tedricas presentadas por Morohosi y Fushimi ofrecen re-
sultados para el error cuadratico medio y para el error absoluto medio, tanto
en el caso unidimensional como en el multidimensional. Los resultados teoricos
son comparados mediante un analisis experimental que consiste en calcular las
estimaciones de error para integrales multidimensionales de seis funciones con
diferentes caracteristicas (oscilatorias, con picos, gaussianas, discontinuas, etc.).
El anélisis comparativo permite concluir que ambos métodos reportan similares
valores de precision en la estimacion de las métricas de error evaluadas.

Los autores concluyen que ambos métodos estudiados son capaces de al-
canzar resultados precisos para las estimaciones de error. Analizando ambas
técnicas de aleatorizacion de secuencias, los autores argumentan que el método
basado en redes permutadas requiere una implementaciéon compleja y deman-
da grandes esfuerzos computacionales, dificultdndose su aplicacion a problemas
de gran escala. Por otra parte, el método basado en redes aleatoriamente de-
splazadas es conceptualmente mas simple, rapido y eficaz, constituyendo, segin
el criterio de los autores, una mejor alternativa préactica para la estimaciéon del
error comentido por un método cuasi Monte Carlo.

4.3. Meétodo cuasi Monte Carlo hibrido

El trabajo de Tuffin plantea utilizar como técnica de aleatorizacion las redes
aleatoriamente desplazadas, mediante un procedimiento que se corresponde con
un método antitético con funcion w(z;) = z; + X;. El principal objetivo del
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trabajo de Tuffin consiste en determinar si existe una reduccion efectiva de la
varianza al utilizar el método cuasi Monte Carlo hibrido, es decir si se cumple
la relacién presentada en la Ecuaciéon 27.

N
1
o5 30 Stz + Xi}) < 10*(F(X) (27)
i=1
El propio Tuffin prob6 en un trabajo previo que el método aleatorizado tiene
una velocidad de convergencia que cumple la relaciéon presentada en la Ecuacion
28, tanto para funciones con variacion acotada como para no acotada [16].

N
o*(5 D F({i+Xi})) = O(N~>(log N)*) (28)

En base a los resultados de un analisis presentado en otro articulo sobre
el tema, Tuffin argumenta que la tasa de convergencia del método aleatorizado
puede ser ain més rapida que la presentada en la Ecuacién 28 cuando se trabaja
con ciertas clases de funciones especiales [17]. Sin embargo, el contraejemplo
presentado en el articulo relevado muestra que el método cuasi Monte Carlo
hibrido que utiliza secuencias de baja discrepancia desplazadas puede llegar a
tener una convergencia tan lenta como el método Monte Carlo tradicional. Como
contrapartida, atn en los casos en que el método hibrido tiene una convergencia
tan lenta como el método tradicional, se obtienen valores mas reducidos de
la varianza y ademés es posible mejorar el desempeno computacional de la
técnica de estimacion, ya que el método hibrido requiere un menor ndmero
de invocaciones al generador de ntimeros seudoaleatorios que el Monte Carlo
tradicional. Por estos motivos la técnica de estimacion basada en el método
hibrido es presentada por Tuffin como una interesante alternativa para mejorar
los resultados y la eficiencia del método tradicional.

Luego de presentar la técnica del método cuasi Monte Carlo hibrido que
utiliza secuencias de baja discrepancia desplazadas, Tuffin analiza cémo aplicar
la aproximacion de la distribucion normal, utilizada en el método Monte Carlo
tradicional, para obtener un intervalo de confianza para la estimacion hallada
por el método hibrido.

La principal diferencia entre un método cuasi Monte Carlo y el método Monte
Carlo tradicional consiste en que en este ultimo la aproximacién depende del
namero de réplicas utilizadas (K), mientras que en un método cuasi Monte
Carlo la dependencia es respecto a dos pardmetros: el nimero de réplicas y
el ntimero de puntos en la secuencia de alta discrepancia (V). En un método
Monte Carlo tradicional, para mejorar la convergencia a la aproximacién normal
se suele incrementar el nimero de réplicas K, mientras que en un cuasi Monte
Carlo se suele incrementar el producto K N. En la practica, al utilizar métodos
cuasi Monte Carlo suele trabajarse con un nimero fijo de réplicas K, y so6lo
se incrementa el nimero de puntos N en la secuencia de baja discrepancia. El
valor de K solo se utilizaria para obtener un intervalo de confianza basado en
la aproximacion de la distribuciéon normal y el Teorema Central del Limite. Sin
embargo, en los trabajos previos ningtn investigador habia incluido un estudio
sobre la eficacia de este procedimiento, y por tanto no existian evidencias reales
sobre si el mecanismo que mantiene un valor de K constante e incrementa
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los valores de N permite que el estimador converja probabilisticamente a la
distribucién normal, o que siquiera mantenga la aproximacién normal acotada.

El analisis de Tuffin prueba que la estrategia de mantener un valor de K
constante e incrementar los valores de N no mejora la convergencia a la aproxi-
macioén normal, e inclusive puede introducir errores adicionales. Los argumentos
tedricos son ratificados mediante el analisis experimental considerando varias
clase de funciones. Dado que la aproximacion a la distribucién normal no tiende
a cero cuando N.K — oo, Tuffin sugiere dos alternativas para definir un inter-
valo de confianza para el método cuasi Monte Carlo hibrido que sea 1til en la
practica: utilizar aproximaciones para la desviacion estandar y para el momen-
to absoluto centrado de orden tres, o incorporar un mecanismo de crecimiento
dindmico de N y K que permita utilizar la formulacion tradicional de un inter-
valo de confianza basado en la distribuciéon normal.

Habiendo explorado los tépicos comentados, Tuffin sugiere como direcciones
de trabajo futuro el investigar los mecanismos de variaciéon de los parametros N
y K para hallar intervalos de confianza mas precisos para un criterio de esfuerzo
computacional prefijado, y explorar la utilizaciéon de las secuencias de Halton de
inicio aleatorio en métodos cuasi Monte Carlo hibridos, realizando un estudio
comparativo con el método basado en redes aleatoriamente desplazadas.

5. Conclusiones

Este trabajo presento los fundamentos basicos sobre los métodos cuasi Monte
Carlo. Se han descrito los mecanismos para la definiciéon de secuencias de baja
discrepancia, que caracterizan a los métodos cuasi Monte Carlo, y se han pre-
sentado las formulaciones tedricas sobre cotas del error cometido al utilizar el
método. Complementariamente, se han relevado dos trabajos que presentan téc-
nicas tutiles en la practica para estimar el error cometido al utilizar un método
cuasi Monte Carlo.
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Anexo

Este anexo plantea dos ejercicios cuya resoluciéon puede ayudar a compren-
der los principales conceptos sobre la generaciéon de secuencias cuasi aleatorias,
la utilizacion del método cuasi Monte Carlo para resolver el problema de inte-
gracion y la utilidad del método hibrido propuesto por Tuffin como técnica de
reduccion de la varianza.

Ejercicio 1

1. Implementar algoritmos para la generaciéon de secuencias cuasialeatorias
de Sobol, Halton, Faure y Niederreiter.

2. Calcular valores de discrepancia para diferentes valores de largo de la
secuencia (en dimension 1) y comparar con los resultados de un generador
pseudoaleatorio (rand o Mersenne Twister).

3. Utilizar los generadores implementados para calcular el valor de la integral

1ol
/ / / (2 +y* + 2*) de dy dz (29)
o Jo Jo

y evaluar el error cometido por cada método, considerando el valor exacto
de la integral.

Ejercicio 2

Implementar el método hibrido de Tuffin para la resoluciéon de la inte-
gral planteada en el ejercicio 5.1 del curso Estimacion Numérica Monte Carlo
(disponible en http://www.fing.edu.uy/inco/cursos/mmc/posgrado/) utilizando
numeros cuasialeatorios. Comparar los resultados con los obtenidos por el méto-
do antitético (del ejercicio 5.1) y el método Monte Carlo tradicional (del ejercicio
4.2) para determinar si efectivamente se logra una reduccion de varianza al uti-
lizar el método cuasi Monte Carlo hibrido de Tuffin.
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