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Resumen

A lo largo del presente trabajo se realizard un analisis sobre las precipitaciones
extremas en Uruguay con el objetivo de construir un modelo espacio-temporal que
permita hacer inferencia sobre las mismas en todo el territorio, ya que estos eventos
pueden ser considerados de alto riesgo, afectando a la poblacién en diferentes esferas,

primordialmente sociales y econémicas.

En primera instancia se examinan los datos con los que se cuenta, depurandolos
de posibles errores y datos faltantes. A su vez, se realiza un estudio sobre las preci-
pitaciones en los tltimos anos, asi como en la totalidad del periodo 1982-2020, para
de esta forma poder empezar a comprender el comportamiento de estos eventos en
nuestro pais. Luego se muestran las técnicas utilizadas para lograr los resultados y
se emplean las mismas. Por tltimo se comentan las conclusiones a las que se llegaron

y posibles caminos para continuar trabajando.

Las principales herramientas tedricas que se utilizaron para lograr el objetivo
principal parten de la Teoria de Valores Extremos y la misma se toma como insumo
para aplicar los procesos mdz-estables. Estas teorias abarcan conocimientos en di-
ferentes areas, como conceptos de probabilidad, matematicas, modelos estocasticos,
modelos e inferencia estadistica. Para cumplir con el objetivo principal se trabajé
tomando diferentes técnicas las cuales fueron llevadas a la practica mediante el soft-

ware R.

Este trabajo se basé principalmente en la tesis de maestria de Leonardo Moreno,
ver (Moreno Romero, 2013)). Su trabajo buscé modelar las precipitaciones maximas

del estado de Guanajuato, México, tanto a nivel local como global.

Palabras claves: Teoria de Valores Extremos, procesos max-estables, precipita-

ciones, dependencia espacial.

Juan Ignacio Baccino Costa y Francisco Bonora Melognio



Capitulo 1

Precipitaciones extremas en

Uruguay y la base de datos

En este capitulo se realiza una revision sobre los estudios referentes al fenémeno
de las precipitaciones maximas en el territorio uruguayo y un breve analisis descrip-

tivo de la base de datos.

1.1. Precipitaciones extremas en Uruguay

Actualmente estan en auge los estudios relacionados al cambio climatico y el
consiguiente cambio de la distribucién espacial y temporal de eventos extremos que
esto ocasiona, tales como heladas, sequias, tormentas, olas de calor, temperaturas
extremas minimas o maximas, huracanes, tornados, lluvias fuertes e intensas, entre
otros, ver (Estenssoro Saavedra, [2010)). Estos eventos extremos violentos, repentinos
y no deseados, son capaces de alterar la estructura social y econémica de un pais.
Son muy importantes ya que tienen fuertes consecuencias sobre la vida de las per-
sonas y su entorno, por lo tanto, es vital conocerlos y poder predecirlos para tomar
acciones pertinentes. Los eventos climaticos son algunos de los principales riesgos de
la actualidad, ya que poseen una peligrosa combinacién de capacidad destructiva y

probabilidad de ocurrencia alta, [5.4]



CAPITULO 1. PRECIPITACIONES EXTREMAS EN URUGUAY Y LA BASE
DE DATOS

En este trabajo nos centraremos en el estudio de las precipitaciones extremas

maximas en Uruguay, ya que las mismas tienen efectos negativos sobre las personas,
y si se dan de forma repentina e intensa pueden llegar a causar inundaciones de
magnitudes muy elevadas que dificultan actividades que benefician a las ciudades,
como el turismo y perjudican la actividad econémica en general. También podria
afectar cierto tipo de cultivos importantes para los productores rurales y algunos
campos donde se cria ganado. Esto es muy perjudicial para un pais en gran parte
agropecuario como Uruguay. Se calcula que aproximadamente el 93 % del territorio
se destina a este sector y que la produccién agricola, ganadera y agroindustria repre-
sentan el 70 % u 80 % del valor de la produccién total del pais, ver (Inda y Mazzeo,

2012)[1]

Asi mismo las lluvias ocasionan inundaciones que aislan ciudades al dejar bajo
agua puentes y cortar rutas, inundan ciudades donde se debe evacuar a un gran
nimero de personas de sus hogares dejandolas en una situacién dificil, afectando su
cotidianidad y provocando en algunos casos grandes pérdidas materiales e incluso
vidas. Ademas, al afectar principalmente a las clases medias y bajas, estas catastro-
fes acrecientan desigualdades. Estos eventos poco habituales afectan las fuentes de
energia como las represas. Uno de los antecedentes mas actuales de inundaciones
sucedié en el ano 2019, considerada por muchas personas como la mas grande de
todos los tiempos junto con la ocurrida en el ano 1986, ya que en respectivos anos

se registraron en un dia particular lluvias de 204,9mm y 239mm.

Existe una alta demanda de investigacién estadistica para lograr estudiar estos
eventos extremos. Ya que, en varios sectores de la industria son de suma importancia
la aplicacion de diferentes técnicas que permitan los calculos de probabilidades de
estos sucesos. De esta forma contemplar la posibilidad de que, en caso de ocurrir, las
estructuras de ciertas construcciones estén preparadas, por ejemplo, estimar el alto

de una represa o el tamano de un desagiie en una calleE]. Por estas razones se plantea

http://http://www.ainfo.inia.uy/
Zhttps://ladiaria .com .uy/opinion/articulo/2019/10/con -los -pies -en -el —agua

Juan Ignacio Baccino Costa y Francisco Bonora Melognio


http://http://www.ainfo.inia.uy/
https://ladiaria.com.uy/opinion/articulo/2019/10/con-los-pies-en-el-agua-inundaciones-en-santa-lucia/
https://ladiaria.com.uy/opinion/articulo/2019/10/con-los-pies-en-el-agua-inundaciones-en-santa-lucia/

1.1. Precipitaciones extremas en Uruguay

como objetivo principal modelar a nivel global, con la mayor precision posible las

precipitaciones extremas maximas diarias en Uruguay.

En la Figura[I.T[se observan dos imégenes de los danos causados por estas lluvias
en dos sectores del territorio uruguayo (Santa Lucia y Durazno). Més precisamente
ocurridas en el ano 2019, donde en Santa Lucia se considerd la inundacion mas

grande de la historia.

Figura 1.1: Inundaciones en Santa Lucia y Durazno en el ano 2019. Fuente: Santiago

Porcal - Focouy y Sinae.

Uruguay esta comprendido dentro de las latitudes subtropicales, en un area inter-
media entre los tropicos y los extratropicos. Es un pais que, a pesar de ser pequeno
en territorio, con tan solo 176.215 kilémetros cuadrados, tiene variacién climatica
entre norte y sur. Por un lado, los vientos del norte muy himedos provenientes
del Amazonas. Por otro lado, desde el sureste, los vientos provenientes del Océano
Atlantico también estan relacionados con las lluvias. Estas caracteristicas se deben
tener en cuenta a la hora de evaluar los diferentes resultados obtenidos y a su vez,
podria ser un punto de partida para realizar un analisis comparativo de precipita-

ciones maximas entre el sur y norte de Uruguay. E|

-inundaciones-en-santa-lucia/

Shttps ://ladiaria .com .uy/ciencia/articulo/2021/3/1las -1luvias -extremas -de
-nuestra-primavera-estan-conectadas-con-lo-que-sucede-dias-antes-en-indonesia-y

-filipinas/
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CAPITULO 1. PRECIPITACIONES EXTREMAS EN URUGUAY Y LA BASE
DE DATOS

En los 1ltimos anos, en el territorio uruguayo se ha registrado un patrén, el cual in-

dica a nivel de precipitaciones acumuladas que a medida que nos desplazamos hacia
el norte del pais los registros de precipitaciones acumuladas van en aumento. El En la
imagen [1.2] se puede observar las precipitaciones acumuladas en Uruguay para dos

anos particulares, 2016 y 2017, observando el patrén anteriormente mencionado.

Precipitacion acumulada (mm) durante el afio 2017 Precipitacion acumulada (mm) durante el afio 2016
hasta el mes de diciembre inclusive
. L . ) L L .

hasta el mes de diciembre inclusive
L L . L L . .

‘@) |

0 S5 580 575 570 565 560 555 550 545 540 535 -5 590 565 580 55 510 565 560 S35 550 545 540 515 5
Longitud Longitud

Figura 1.2: Mapa de precipitaciones acumuladas en Uruguay para el ano 2016 y

2017. Fuente: Instituto Nacional de Investigacion Agropecuario (INIA).

En la Figura [1.3| se puede apreciar el mapa de Uruguay dividido por sus De-
partamentos y el mapa hidrografico. En este ultimo, se observa una gran cantidad
de arterias fluviales que atraviesan el pais. Esto conlleva, en general, que ciertas
precipitaciones de un caudal medio o alto determinen inundaciones en territorios y

poblados en las cercanias de los rios.

La estadistica no ha permanecido ajena a esta problematica. Sin embargo, la
busqueda de la modelizacion de la cola de la distribucién, donde hay pocos o in-
clusos ninguin dato, es un problema desafiante. Para poder hacer inferencia en estos
casos se imponen ciertos supuestos (a veces implicitamente) que permiten la extra-

polacién de informacion. Diversos son los trabajos que abordan estos problemas.

Como referencias generales, ver (Embrechts, Kluppelberg, y Mikosch| 2013} Beir-

http://www .inia .org .uy/disciplinas/agroclima/fpta _pron_clim/vi _reunion/lluvias

.html
“http://www.inia.org.uy/online/site/684740I1.php
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1.1. Precipitaciones extremas en Uruguayl
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Figura 1.3: Mapa politico e hidrogréfico de Uruguay. Fuente: Alvaro Merino (2021)

y https://es.liveworksheets.com/qf2316268ov

lant, Goegebeur, Segers, y Teugels|, [2004; Smith} [1990al). Vemos que esta tipologia

de datos es frecuente en diversas dreas, ver por ejemplo (Salado, Huerta, Guzman,

Lazalde, y Salado, [2013; Dutfoy, Parey, y Roche, [2014). En particular el problema

de la modelizacién de precipitaciones extremas es un problema de actual interés, y
en donde se encuentran diversos estudios a nivel univariado, multivariado, o donde

es modelizado el campo aleatorio de lluvias extremas en una determinada regién,

ver (Moreno Romero| |2013; |[E. M. Gonzalez y Macias, [2011)).

Existen diversos estudios en la regién sobre las precipitaciones extremas, (D. S. Gonzalez,

2011} [Villacis Rivadeneira y Marrero de Ledn|, [2017; [Khan, Kuhn, Ganguly, Erick-

son III, y Ostrouchov, 2007} |Aparicio-Effen y cols., 2016]), sin embargo son escasos

los realizados especificamente en Uruguay sobre extremos. Por ejemplo en el 2019,
Mathias Cardarello y Lorena Luraghi realizaron un estudio con el objetivo de mo-
delizar las temperaturas minimas extremas a partir de los minimos diarios en la
estacién “La Estanzuela”, ubicada en el departamento de Colonia, Uruguay. Para

lograr esto aplicaron Método de Valores Extremos por Bloques y Método de Excesos

sobre un Umbral, ver (Cardarello y Luraghi, 2019). En referencia a precipitaciones

extremas Florencia Santinaque en su tesis de Maestria (2020) se planted como prin-
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cipal objetivo en estudiar la existencia de patrones espaciales de las precipitaciones

maximas anuales diarias en nuestro pais utilizando diferentes técnicas. En primera
instancia estudiando las distribuciones limite marginales de los valores extremos en
cada estacion. Luego aplicando técnicas espaciales de cluster. En dicho trabajo se
utilizé6 una base de datos de precipitaciones diarias en 20 localizaciones del Uru-
guay para el periodo de enero 1981 a diciembre 2013. Y al igual que en el presente
trabajo se utilizé una técnica llamada bloques de maximos, con la diferencia del
tamano de los mismos, en su trabajo se consideraron bloques anuales. Uno de los
hallazgos fue que, en 18 localizaciones de las estudiadas, la distribucién de Valores
Extremos Generalizada (GEV) que mejor ajusta a los datos es del tipo Gumbel, ver

(Santinaque Mesones|, 2020)).

1.2. La base de datos

El objetivo principal es estimar la cola de la distribucién, por lo tanto, es necesa-
rio contar con una base de datos de gran tamano y una alta precision. Las técnicas
que se utilizaran funcionan con alta eficiencia en aquellas zonas donde hay una gran

cantidad de observaciones en un periodo de tiempo considerablemente prolongado.

Los datos de las precipitaciones diarias de las diferentes estaciones fueron brin-
dados por el Instituto Uruguayo de Meteorologia (INUMET). La base de datos es

abierta para el 4&mbito académico bajo pedido. [’

Se cuenta con un total de 72 estaciones, de las mismas 19 pertenecian a estaciones
meteoroldgicas y las otras 53 a estaciones pluviométricas. En la Figura[l.4]se observa

la disposicion del total de estaciones en el territorio uruguayo.

Shttps://www .inumet .gub .uy/institucional /transparencia/solicitud -informacion

-meteorologica.
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Figura 1.4: Ubicacién de las 19 estaciones meteorolégicas y 53 estaciones plu-

viométricas en Uruguay. Fuente: elaboracién propia en R.

1.2.1. Filtrado inicial de la base

Para una correcta modelizacion de datos extremos, en una estacion en particular,
es necesario contar con una serie lo suficientemente larga y con una proporcién
baja de datos faltantes. Por otro lado, como nuestro objetivo es la modelizacion del
campo extremo, que engloba al total de estaciones, también es necesario contar con
un conjunto de las mismas que reporte las lluvias extremas en los mismos periodos
de tiempo, es decir, trabajar en un lapso de tiempo donde todas las estaciones estén
en funcionamiento simultdneamente. Para ello se realiza una primera depuracion de

la base en referencia a las estaciones y al periodo de tiempo para el andlisis.

Mediante un primer estudio y analizando las Figura[L.5la cual muestra el perfodo
activo diario de las estaciones. Se observé que en lineas generales eligiendo el periodo

desde el ano 1982 al ano 2020 se conservan la mayor cantidad de estaciones que
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comprendan el mismo periodo, quedando 44 estaciones de las 72 iniciales. En general

las estaciones en el periodo que estuvieron activas presentan registros diariamente
interrumpidos, en algunos sucede que algin dia no se logré un registro, pero en
ninguna estacién sucedié que por un periodo consecutivo de dias (consideramos 15
dias continuos) no se realizaron registros. En la Figura se aprecian muy pocos
intervalos con saltos. Lo que sucede es que un trimestre especifico faltaron registrar
una cantidad considerable de dias. Pero estos dias fueron espaciados en el tiempo,
y por lo tanto, estos en las Figura[1.5| no se aprecian. A continuacién, se realizd un

andlisis mas profundo para los datos faltantes.
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Periodo activo de las estaciones

Estacion

Estacién

Figura 1.5: Periodo activo de las estaciones climatologicas y pluviométricas. Fuente:

elaboracion propia en R.

Una vez definido el periodo de estudio (1982-2020), se realiza un analisis des-
criptivo de los datos faltantes y datos atipicos. Este ultimo punto es relevante para
la, correcta aplicacién de la Teoria de Valores Extremos (TVE) y en los procesos
maz-estables, puesto que un unico outlier puede ocasionar un sesgo sustancial en
las estimaciones. La metodologia de estas técnicas es explicada en profundidad en

el Capitulo |2 y en particular por el enfoque del Método de Blogues, el cual es de-
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sarrollado también en el Capitulo 2, ver [2| donde los méximos en cada estacién son

calculados en periodos sucesivos de tiempo. La seleccién de estos periodos (bloques)
tienen que tener un balance, de forma que la cantidad de observaciones (precipi-
taciones diarias) dentro de cada bloque y a su vez el nimero de bloques sea lo
suficientemente grande de forma de equilibrar el sesgo y la varianza del error de

estimacién, ver Capitulo [2}

Considerando este ultimo punto se opta por trabajar con bloques trimestrales.
En cada uno de ellos se estudia el porcentaje de datos faltantes, para estudiar su
validez. Luego de filtrar los bloques se calcula en cada uno de ellos el méaximo y se

guarda en una nueva matriz de datos maximos.

Al estudiar la cantidad de datos faltantes por trimestres se considera una regla
empirica la cual indica que aquellos trimestres que presentan un porcentaje de datos
faltantes igual o mayor a 20 % no se deben considerar en el andlisis y se estudia la
posibilidad de eliminarlos. Para ello se plantean dos alternativas posibles, la primera
es quitar este trimestre, por lo tanto, si se decide esto, hay que retirarlo de todas
las estaciones para mantener la misma cantidad de bloques en cada estacion. El
segundo camino es sacar la estaciéon meteorolégica, de esta manera se conservaria
el bloque, pero se perderia un punto de estimaciéon del mapa de Uruguay. Para
elegir la alternativa mas conveniente hay que tener en cuenta la ubicacion de las
estaciones, si la misma se encuentra relativamente cerca de otras estaciones es mas
plausible optar por quitarla, de lo contrario, si la estacion cubre un lugar importante
del territorio, es decir, donde se tienen pocas estaciones, serd conveniente dejarla,
teniendo en cuenta que hay que eliminar los trimestres o bloques correspondientes
en todas las estaciones meteorolégicas y pluviométricas. Para realizar este analisis

de forma correcta nos basamos en la Figura[[.6]y en la Tabla [L.1]
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Colonia Palma
Fray Marcos
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Figura 1.6: Ubicacién de las 44 estaciones meteorolégicas y pluviométricas en Uru-

guay en el periodo 1982-2020 y las estaciones en colores que presentan una cantidad

de datos faltantes igual o mayor a 20 %. Fuente: elaboracién propia en R.

Mediante el software R se construyé una funcién que nos permite ver cuales

trimestres y en que estaciones se presentan un porcentaje igual o mayor a 20 % de

datos faltantes, ver Anexo

18 de noviembre de 2022



CAPITULO 1. PRECIPITACIONES EXTREMAS EN URUGUAY Y LA BASE
DE DATOS

Estacion Ano Trimestre % Datos faltantes

1 Colonia 2006 4 59 %
2 Colonia Palma 1993 3 36 %
3 Colonia Palma 1996 2 33%
4  Colonia Palma 1996 3 34 %
5 Fray Marcos 1996 4 24 %
6 Paso de los Toros 2020 2 33%
7 Paso de los Toros 2020 3 23 %
8 Punta del Este 2002 3 84 %
9 Punta del Este 2002 4 100 %
10 Punta del Este 2003 1 66 %
11 Sequeira 1990 2 33%
12 Sequeira 1993 3 33%
13 Sequeira 1996 3 34 %
14 Trinidad 2017 1 23 %
15 Young 2019 2 30 %
16  Young 2019 3 28 %
17 Young 2019 4 38%

Cuadro 1.1: Estaciones junto con los trimestres y el ano de las estaciones que pre-

sentan un porcentaje igual o mayor a un 20 % de datos faltantes.

En la Tabla se observan 17 trimestres y 8 estaciones con un alto porcentaje
de datos faltantes que superan el 20 %. Entonces, se estudia la ubicacién de dichas
estaciones mediante la Figura y se decide retirar del andlisis Colonia Palma,
Fray Marcos y Sequeira, ya que las mismas estan ubicadas cerca de otras estaciones

meteoroldgicas o pluviométricas que pueden remplazarlas.

Por otra parte, se conservan las estaciones Colonia, Paso de los Toros, Punta del

Este, Trinidad y Young. Colonia porque alrededor no hay una cantidad considerable
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de estaciones y solo para un trimestre presenta una cantidad mayor al 20% de
datos faltantes. La estacién de Trinidad, al igual que la de Colonia, solo presenta

problemas en un bloque por lo que no se quito.

Por otro lado, la estacién Colonia y Punta del Este, son estaciones costeras y se
podria pensar que el clima en estas zonas se comporta distinto al interior del territo-

rio, por lo tanto, se mantienen, ya que es importante capturar este comportamiento.

Por 1ltimo, las estaciones de Paso de los Toros y Young se conservan por encon-

trarse alejadas de las demés estaciones.

La estacién Piedras Coloradas, la cual también aparece en la Figura[L.0]es un caso
atipico, no presenta problemas con los datos faltantes, sin embargo mas adelante en

el Capitulo |3| se explica porque se retira del andlisis.

Conservando la estaciones antes mencionadas debemos retirar de nuestro analisis,
el trimestre 4 del ano 2006, los trimestres 2 y 3 del ano 2020, los trimestres 3y 4 del
ano 2002, el trimestre 1 del ano 2003, el trimestre 1 del ano 2017 y los trimestres 2,3
y 4 del ano 2019 de todas las estaciones. Finalmente hay un total de 41 estaciones

meteorolégicas o pluviométricas y 147 trimestres (bloques).

1.3. Analisis Descriptivo de la base de datos

Una vez elegidas las estaciones y los trimestres en el periodo 1982-2020, se cons-
truyé una funcién en el software R denominada mdzimo, ver Anexo [5| La misma
permite calcular los maximos de precipitaciones (en mm) por trimestres y estacién,
para luego poder aplicar la Teoria de Valores FExtremos y llegar al objetivo final
de nuestro trabajo aplicando los procesos mdz-estables para modelar el campo de

lluvias extremas maximas diarias en Uruguay.

Para observar el comportamiento de las lluvias maximas anuales y tener un pri-

18 de noviembre de 2022



CAPITULO 1. PRECIPITACIONES EXTREMAS EN URUGUAY Y LA BASE
DE DATOS

mer acercamiento a como se desarrollaron en el tiempo se presenta la Figura[L.7] Se

logra ver, que el dia en que se present6 la lluvia maxima en el periodo 1982-2020 se
da en el ano 1997. En varios anos de dicho periodo al menos un dia se registré una
lluvia que supera los 200mm. También se aprecia que el ano 2020 las precipitacio-
nes fueron escasas y con registros relativamente bajos en comparacion a los demés
anos. En lineas generales, la variabilidad anual de las precipitaciones maximas es
homogénea, aunque en algunos anos estas precipitaciones méaximas presentaron una
variabilidad superior a los otros anos. Existen fenomenos climaticos vinculados con
las precipitaciones, por ejemplo, el fenémeno del Nino y el fenémeno de la Nina, los
cuales se podrian relacionar con las lluvias anuales, sin embargo no fueron estudiados

con profundidad en este trabajo.

Precipitaciones maximas anuales por afio en Uruguay
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Figura 1.7: Precipitaciones maximas anuales registradas en Uruguay en las 41 esta-

ciones en el periodo 1982-2020. Fuente: elaboracién propia en R.

A continuacion, en el Cuadro a modo de resumen se muestran las maximas

precipitaciones en mm en algunas estaciones climatoldogicas y pluviométricas. Se
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presentan los trimestres 1, 2, 3 y 4 en los anos 1982 y 1983 para las estaciones de
25 de Agosto, Aeropuerto Carrasco, Aeropuerto Melilla, Artigas y Baltasar Brum.
Se observa que la maxima precipitacién en estos primeros 8 trimestres se da en la
estacién Artigas, en el primer trimestre del ano 1983, con un valor de 185 mm. Por
otro lado, en el Cuadro también se exponen los tltimos 8 trimestres con los que
se contaban. El trimestre 4 del ano 2017, los trimestres 1, 2, 3 y 4 del ano 2018, el
trimestre 1 de los anos 2019 y 2020 y el trimestre 4 del ano 2020. La maxima lluvia
que se registré en estos ultimos 8 trimestres se dio en el trimestre 1 del ano 2019 en

la estacion Tomds Gomensoro, donde se registré una precipitacién de 123mm.

1982-1 1982-2 1982-3 1982-4 1983-1 1983-2 1983-3 1983-4

25 de Agosto  42.00 73.00 86.00 39.00 55.00 34.00 112.00 49.00
Aeropuerto Carrasco 57.10 46.20 46.20 33.20 33.40 43.10 120.00 114.40
Aeropuerto Melilla 48.20 54.50 58.30 31.00 55.00 64.40 95.00 96.00
Artigas 121.40 62.70 83.20 102.40 185.00 138.80 26.40 42.50

Baltasar Brum 50.00 45.00 50.00 100.00 69.00 195.00 80.00 50.00

2017-4 2018-1 2018-2 2018-3 2018-4 2019-1 2020-1 2020-4

Tambores 114.00 36.00 85.00 103.00 81.00 65.00 55.00 51.00

Tomés Gomensoro 28.00 46.00 92.00 58.00 60.00 123.00 54.00 57.00
Treinta y Tres 67.50 35.80 64.00 54.00 48.20 74.40 42.30 21.90
Trinidad 45.50 66.00 42.60 36.50 105.00 59.50 73.50 20.00

Young 48.80 32.80 46.00 77.00 107.20 108.70 109.40 31.00

Cuadro 1.2: Maximos de precipitaciones en mm de los ultimos 8 trimestres en 5

estaciones

Con los datos obtenidos, maximos de las estaciones para cada trimestre se decidié
realizar un estudio de la correlacion entre estaciones. Para este objetivo se utilizé la
correlaciéon de Kendall, ver (Badii, Guillen, Lugo Serrato, y Aguilar Garnical |2014)).

La misma se define de la siguiente forma:
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- (Sa - Sb)
T 1) Ly

Donde:

» S,, es la sumatoria de los rangos més altos.
» 5, es la sumatoria de los rangos mas bajos.

» n, es la cantidad de maximos registrados por estacion.

Las distribuciones de extremos en general no cuentan con segundo momento,
para calcular el coeficiente de correlacion clasico de Pearson, este segundo momento
es necesario y es por esto que se usa el coeficiente de correlaciéon de Kendall, debido

a que el mismo no necesita que el segundo momento de las distribuciones exista.

Observando la Figura [L.8| se aprecié que las estaciones meteorolégicas o plu-
viométricas que presentan una distancia euclidiana mas pequena presenta una co-
rrelacion de Kendall mas grande. Por lo tanto, las precipitaciones maximas de es-
taciones que se encuentran mas cercanas presentan un comportamiento similar y a
medida que la distancia que las separa es mayor, las precipitaciones maximas no
tiene un comportamiento semejante. De esto se puede inferir que tiene sentido la

modelizacién conjunta de las estaciones y no de manera independiente.
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Correlacion en funcion de la distancia

Correlacién de Kendall

0.0-

Distancia Euclideana

Figura 1.8: Correlacién de Kendall para los méaximos de las 41 estaciones meteo-
rolégicas y pluviométricas segin la distancia euclidiana dos a dos. Fuente: elabora-

ciéon propia en R.
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Capitulo 2

Metodologia

En este capitulo se hace referencia y se detallan los conceptos tedricos vinculados
al desarrollo de las técnicas utilizadas en esta monografia. El capitulo se divide en
cuatro secciones. En la primera se realiza un breve resumen sobre la modelizacién de
valores extremos univariados, en la segunda se desarrollan los modelos max-estables,
en la tercera se explican algunas diferentes medidas de dependencia en los procesos
maz-estables y en la iltima seccion se presentan algunos criterios para seleccionar los

modelos que mejor se ajustan para las precipitaciones maximas diarias en Uruguay.

2.1. Teoria de Valores Extremos univariados

2.1.1. Introduccion

La Teoria de Valores Extremos (TVE) es una rama de la estadistica que estu-
dia el comportamiento de los valores extremos de una distribuciéon. Consiste en un
conjunto de técnicas estadisticas para la identificacién y modelizacién de los maxi-
mos o minimos de una variable aleatoria. El objetivo principal de dicha teoria es
la extrapolacién de informacion. La teoria tiene aplicaciones en varias areas y di-
versas ramas de la ciencia, ingenieria, las finanzas pero principalmente en ciencias
ambientales, mas especificamente en el estudio de la climatologia. En su version mas

sencilla, el problema es el siguiente: dada una muestra independiente X, Xs, ...,

21
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X,, de una distribuciéon desconocida F, queremos estimar la cola de la misma. Esto
presenta ciertas dificultades, ya que se busca modelar las colas de la distribucién F
y en dichas colas las observaciones por definicién van a ser pocas. Esto deriva en que
las técnicas de estimacion de densidades ajustan bien donde los datos tienen mayor
densidad, pero pueden tener sesgos importantes al estimar las colas. Esta seccién
fue desarrollada en base a las notas del Dr. Joaquin Ortega Sanchez, sobre el curso
”Valores Extremos” (Ortega Sanchez|, 2010)), la tesis de “Magister en Ingenieria Ma-
tematica” desarrollada por Leonardo Moreno sobre “Precipitaciones Maximas en el
Estado de Guanajuato, México” (Moreno Romero, |2013), también nos basamos en el
libro “Extreme Value Theory” desarrollado por Richard L. Smith (Smith, [1990a) y
en el libro “Extreme Value Theory: an introduction” que brinda una introduccion a
la Teoria de Valores Extremos publicado por Laurens Hann y Ana Ferreira (De Haan

y Ferreiraj, 2006)).

2.1.2. Introduccién al problema

Sea X,, n > 1 una sucesién de variables independientes e idénticamente distri-

buidas con una funcién de distribucién comin F'(x) desconocida, se define,

Mn:méX{Xl,XQ,...,Xn} (21)

Uno de los objetivos principales como se mencioné en el Capitulo |1| es estudiar
la distribucion del maximo de precipitaciones diarias para varias estaciones meteo-
rolégicas o pluviométricas ubicadas en Uruguay. M,, es la variable aleatoria maximo
de las X;, més precisamente el maximo trimestral de precipitacion registrada en los
147 trimestres en el perfodo 1982-2020 como se aludi6 en el Capitulo [I] Con X;
la precipitacién acumulada en el dia ¢ en una estaciéon determinada. Mediante esta

teoria, se busca, para cada estacion, estimar los parametros de los modelos que a
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continuacion se mencionan, para poder usar estas estimaciones en las modelizaciones

de los procesos marginales del proceso mdax-estable.

La distribucion de esta variable aleatoria es sencilla de calcular en funcién de F',

Siendo F'(x) la funcién de distribucién de X;. Pero en general dicha distribucién
de las X; no es conocida, por lo tanto, la distribucién del maximo M, tampoco lo
es, por ello, se buscan aproximaciones asintoticas. La Teoria de Valores FExtremos,
muestra que bajo ciertas caracteristicas y comportamientos, ver (De Haan y Ferreira,

20006)), se puede aproximar la distribucién de M,, cuando n — co.

Se denotan los extremos del soporte de la variable X; como,

aF) =inf{z: F(z) >0} > —o0 (2.3)

wW(F) =sup{zr: F(zr) <1} < o0 (2.4)

Por lo tanto, es evidente que P(M,, < z) = F"(x) converge en distribucién a
la constante w(F') y al ser una constante, también se cumple la convergencia en
probabilidad. Sumado a esto, como la sucesion M,, es creciente podemos afirmar la

convergencia casi segura.

En primer instancia, si se conoce F' la distribucién de M,, es conocida, pero las
expresiones analiticas para M,, pueden ser bastantes complejas. En general, la distri-

bucion de F' es desconocida y si se desea tener alguna aproximacion de la distribucién
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de M, es decir, buscamos alguna distribucién limite que sirva de aproximacién a
F™(x). Este enfoque es similar a la practica utilizada para aproximar la distribu-
cion de las medias de una muestra por una distribucién Normal, como resultado del

Teorema de Limite Central (TLC).

2.1.3. Distribuciones para la TVE

Una vez que se cuenta con la matriz de méaximos se debe considerar una distri-
bucién para los maximos por trimestres de precipitaciones de cada estacién. Para
seleccionar dicha distribucién nos basamos en el siguiente Teorema, ver (Fisher y
Tippett, [1928), donde la version final del mismo viene dada por Gnedenko en 1943,
ver (Gnedenko), 1943)).

Teorema 2.1.1 (Teorema de Fisher-Tippet) Dada una sucesion de variables alea-
torias { X, tn>1 i.4.d, tal que, X; ~ F y sea M, = 1I£léL<X {Xi}. Si existen sucesiones

reales {ay fn>1 positiva y {b,}n>1 se debe cumplir lo siguiente,

J2 (M"a—;b” < :p) = F"(a,z +b,) = G(x), (2.5)

converge débilmente cuando n — oo y donde G es propia y no degenerada.
Ademas, GG pertenece a alguna de las siguientes distribuciones. A partir de la estima-
cion de los parametros, mas especificamente estudiando la estimacién del parametro

de forma € se selecciona una de las tres distribuciones, segtin el siguiente criterio:

» Si € < 0 entonces se debe trabajar con la distribucion de Wewbull, cuya funcion

de distribucion es de la siguiente forma,

exp{— (,u—:v) E} st <, e<0
Gi(x, p,0,€) = g (2.6)

0 en otro caso
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» Si € > 0 se trabaja con la distribucién de Frechet, donde la funcién de distri-

bucion es la siguiente,

exp{— (m—u) E} stx >, €>0
Ga(z, p,0,€) = g (2.7)

0 en otro caso

» Por ultimo, si € = 0, (6 — 0) debemos trabajar con una distribucién de

Gumbel, y su funcién de distribucion es,
Gs(z, pu,0) = exp {— exp (u) } ;0 #0 (2.8)
o

Dentro de la TVE y considerando la familia de distribuciones de probabilidad
continua, se puede combinar las distribuciones de Weibull, Frechet y Gumbel para
conseguir una distribucién conocida como Distribucion Generalizada de Valores Ez-
tremos (DGVE). El origen de la forma funcional comin para las tres distribuciones
se remonta al menos a Jenkinson en 1955, ver (Jenkinson, [1955)), aunque también
podria haber sido dado por Von Mises en 1936, ver (Alves y Neves, 2011)). La DGVE

es de la siguiente forma,

},MER,J>0,67&O (2.9)

Cualquiera de las tres distribuciones se puede transformar a una distribucion

Frechet unitaria, cuya funcién de distribucion es la siguiente,

exp (—1> six >0
Groa(z) = “ (2.10)

0 en otro caso.

18 de noviembre de 2022



CAPITULO 2. METODOLOGIA

Propiedad 2.1.1 Propiedad Frechet Unitaria. Los siguientes tres enunciados
son equivalentes:

» X ~ Frechet(p,o,e€).

» log X¢ ~ Gumbel(u,0), o =1/e.

> — X1 ~ Weibull(p,o,¢€).

2.1.4. Estimacion de parametros para la DGVE

La Distribucion de Valores Extremos Generalizada (DGVE) es de la forma (2.9)).

Siendo el vector de pardmetros 6 = (€, u,0) € R x R x R, donde se encuentran

el parametro de forma e, el parametro de ubicacién p y el pardmetro de escala o.

Se obtiene una muestra de méaximos agrupando los datos en conjuntos disjuntos
de igual longitud mediante el Método de Bloques, ver [2.1.4.1] un método clésico de

Estadistica de Extremos.

Para estimar los parametros mencionados anteriormente existen diferentes enfo-

ques, de los cuales algunos se mencionan a continuacion,

» El primer método es la estimacion marginal de los parametros para cada esta-
cion por separado. Existen dos técnicas para realizar esta estimacion marginal, por
un lado, la Estimacion por Mdxima Verosimilitud (Zhoul, 2010)), y, por otro lado, la
estimacion por el Métodos de los Momentos Pesados de cada estacién de forma inde-
pendiente. En el presente trabajo se utilizo la Estimacion por Maxima Verosimailitud,
dado que en el periodo de estudio se contaba con una cantidad considerablemente

grande de observaciones.

» Un segundo enfoque fue propuesto por Padoan en 2010, (Padoan, Ribatet, y
Sisson, 2010)). Una caracteristica atractiva de este enfoque es que la estimacién de
los parametros marginales de DG VE se puede realizar junto con los parametros de

dependencia en un marco unificado. Se asume cierta similitud entre los parametros
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de una estacién y otra si estas son cercanas. Esta estimacién es razonable pensarla
mediante un modelo de regresion lineal donde las variables predictoras son latitud
y longitud de cada una de las estaciones meteoroldgicas o pluviométricas, mientras

que la variable dependiente serfan los parametros de la DGVE de la ecuacién [2.9]

2.1.4.1. Ajuste de Maximos Trimestrales en el Método de Bloques

Se considera una coleccién de datos que se agrupan en n conjuntos (bloques)
disjuntos y de igual longitud. Para cada bloque se identifica el valor maximo. Cada
bloque contiene la informacién correspondiente a un periodo de tiempo fijo, un dia,
un trimestre o un ano. Una vez que contamos con un conjunto de datos formado
por los valores maximos por bloques se ajusta la Distribucion de Valores Extremos

al iltimo conjunto mencionado. Los bloques son los siguientes,

X0 = (xW . x)
X =(x? .. xP)
X&) = (x® X

Donde s indica la cantidad de estaciones disponibles luego del primer filtro es-
tudiando los datos faltantes. A la hora de estimar se parte de 41 estaciones meteo-
rolégicas o pluviométricas. El valor de n indica la cantidad de bloques (intervalo
de tiempo que se escoge), en el presente trabajo 147 trimestres y se supone que
las componentes de cada vector (X)), son #id y cada vector se modela de forma

independiente (este supuesto no siempre es real).

La muestra uid para Gy con la que se hard la inferencia es entonces,

X, =méx(X},...,X"), l=1,...,s (2.11)

Anteriormente, se habia mencionado, que las colas de las distribuciones F, pueden

contar con pocas observaciones. Entonces, la seleccion del tamano del bloque juega

18 de noviembre de 2022



CAPITULO 2. METODOLOGIA

un papel importante. Si por ejemplo se trabaja con bloques anuales, el valor de
precipitacion maxima registrada en cada bloque se aproxima mas al valor real de
una precipitaciéon méaxima. En este caso se contaba con menos observaciones que se
elige bloques mas chicos, y por lo tanto, existe un trade-off entre sesgo y varianza. Por
este motivo, una eleccién plausible en la préactica consiste en trabajar con bloques

trimestrales.

2.1.4.2. Estimacion por Maxima Verosimilitud

A la hora de seleccionar la técnica de Estimacion por Mdxima Verosimilitud
se corrobor6 de manera empirica (comparando con otros estudios) que la cantidad
de observaciones con las que se contaba era lo suficientemente grande para que las
condiciones de regularidad necesarias para que las propiedades asintéticas habituales

sean validas asociadas con el Método de Mdaxima Verosimilitud.

Sea gp la funcién de densidad de Gy (DGVE) y 0 = (i, 0, €), la verosimilitud de
X = (X;...,X,) viene dada por,

L(6,X) = ﬁgg(Xi)]I ((1 +e <XU_“)> > 0) (2.12)

Entonces, el algoritmo de la funcion de log-verosimilitud definida como £ =

log(L(6, X)) viene dada por,

—slog() — (1+ 1) 327, log[l + e(=4)]—
log(L(6,X)) = 7 log[l+ 6(‘)%_&)]_?1, sie#0 (2.13)
—slog(0) = 327 exp[—(F5H)] = X0, (F54)], sie = 0.

Donde,

Xi — .
1+e( ,u) >0parai=1,...,s. (2.14)
o
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Maximizando la ecuacion ([2.13]) respecto al vector de parametros p, o, € se consi-
guen los estimadores maximo verosimiles de cada uno para DG VE. Dicha expresion
no se puede maximizar de forma analitica, por lo tanto, se utilizan algoritmos de

optimizacién numérica, y la libreria fExtremes brindada por el software R E|

Como se menciond anteriormente es necesario corroborar las condiciones de re-
gularidad necesarias para el cumplimiento de las propiedades asintoticas. Esto se
realiza estudiando la estimacion del parametro de forma e, segiin los siguientes tres

Casos:

» Sie > —0,5 entonces los estimadores maximos verosimiles de los tres parame-
tros ([, 0, €) presentan las propiedades asintéticas usuales. La cual, dice que dichos
parametros estimados presentan aproximadamente una distribucion normal multi-
variada con media (u, 0, €) y la matriz de covarianza viene dada por el inverso de la

matriz de informacion observada evaluada en los estimadores maximo verosimiles.

» Si —1 < ¢ < —0,5 se puede calcular los estimadores, sin embargo, estos
no presentaran las propiedades asintéticas usuales mencionadas anteriormente, ver

(Hosking, Wallis, y Wood, |1985)).

» Si e < —1 existe la posibilidad que los estimadores no se puedan obtener, ver

(Hosking y cols.|, [1985)).

2.1.4.3. Estimacién conjunta

La estimacién de los parametros de cada una de las estaciones se puede rea-
lizar mediante una regresién en funciéon a determinadas variables de medidas que

caracterizan a las mismas, cada parametro a estimar (u, o, €) se puede expresar,

"https://www.rdocumentation.org/packages/evd/versions/2.3-6/topics/fgev
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Donde K indica el nimero de estaciones, p(.) representa los parametros u(.), o(.)
y €(.), h es la funcién de enlace, xy = (241, Tk, - .., Txr) €s el vector de predictores,

Xkor es la matriz de diseno, y (1,1 es el vector de pardmetros desconocidos.

Cuando la dependencia espacial es alta y se va atenuando linealmente en térmi-
nos de las distancias entre las estaciones, y ademas las estimaciones obtenidas son

similares a los métodos marginales esta modelizacion es la mas adecuada.

2.2. Procesos max-estables

En esta seccion, se presentan los principales conceptos y algunos modelos pa-
ramétricos max-estables existentes en orden historico. Los trabajos desarrollados
por Balkema y Resnick en 1977, Laurens de Hann en 1978 y 1984 fueron los prime-
ros avances para el desarrollo de la teoria, ver (Brown y Resnick, [1977), (Balkema y
De Haan, 1978)) v (De Haan| [1984)). El primer modelo que se realizé en la literatura
es el llamado proceso de Smith, en el ano 1990, ver (Smith, 1990b). El segundo
modelo se introdujo unos 10 anos después en el articulo seminal de Schlather en
2002, quien incorpord el proceso de Schlather, también denominado a veces proceso
Gaussiano Extremo, ver (Smith, [1990b)). También se presentan otros modelos como
Brown-Resnick presentado en el ano 2009, Geométrico Gaussiano en el ano 2012 y

por ultimo, el modelo t-extremal desarrollado en 2012 por Opitz, ver (Opitz, 2012).

2.2.1. Definiciones y teoremas principales

Definicién 2.2.1 (Distribuciones Sum-Estables) Dada una sucesion de variables
aleatorias X1, Xo, ..., X, i.4.d tal que Xy ~ F(no degenerada). F' es una distribu-

cion sum-estable, si existen constantes a, > 0 y b, € R tales que,
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"X, =D
Mixl, Vn>1. (2.16)
Qnp,
Este mismo concepto se extiende pero en lugar de una suma de variables alea-

torias se toma el maximo de ellas, para luego estudiar la estrecha relacién con las

Distribuciones de Valores Extremos (DVE).

Definicién 2.2.2 (Distribuciones Mdz-FEstables)
Dada una sucesion de wvartables aleatorias X, Xs,..., X, t.i.d tal que X; ~
F(no degenerada). F es una distribucion mdz-estable, si existen constantes a, > 0

y b, € R tales que,

i=1...n

X, _
max {l—bn} 4 X, Vn>1. (2.17)
an

Por lo tanto, la definicién [2.2.2] mencionada anteriormente nos dice que es po-
sible hacer un cambio de localizaciéon y escala a M, = max X;, de modo que, su
i=1...n

distribucién bajo este cambio, coincida con la distribucion de las variables aleatorias

originales. Dado que Fy;, (z) = F"(2) la igualdad es equivalente a,

F™(anz +by) = F(2). (2.18)

Lo anterior tiene una relacién muy importante con la Teoria de Valores Extremos,

como se enuncia en el siguiente Teorema.

Teorema 2.2.1 (Caracterizacion de la Distribucion de Valores Extremos)
Una distribucion es max-estable si y solo si es una distribucion de Valores Fux-

tremos Generalizada.

Dada la sucesion X1, Xs,..., X, de campos aleatorios se estd interesado en ca-

racterizar Y (x) (zeK} el limite de distribucion del siguiente proceso,
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max {M} ) 4y () (2.19)

i=1l..n an, (gj) TEK

siendo Y sea un proceso no degenerado, con a, y b, funciones continuas en un

compacto de R? y a,, una funcién positiva.

Los resultados presentados por el momento, corresponden unicamente al caso
en que se trabaja con variables aleatorias, pero estos resultados se pueden extender
para distribuciones multivariadas. Incluso, la propiedad de mdz-estabilidad puede
también ser definida cuando se trabaja con procesos, es aqui que L. de Haan en
1984 (De Haan, 1984)), demuestra que los procesos limites coinciden con los procesos

mdzx-estables.

Definicién 2.2.3 Procesos mda-estables: Sea K un subconjunto compacto de R? y
sea Z € C(K) un proceso estocdstico con marginales no degeneradas, diremos que
Z ={Z(t),t € T}, es un proceso mdz-estable si dadas n copias independientes de

este proceso Zy, ..., 4y, existes constantes a, >0 y b, € R, tal que,

Z;—b
74, dx{ d ”},vneN. (2.20)

En general cuando se trabaja en el campo de procesos estocasticos es comun
considerar el conjunto de indices T' C R, tal que, el conjunto de indices esta re-
presentando el tiempo en que el proceso evolucioné. En general, este conjunto de
indices podria ser cualquier espacio topoldgico. En este caso, el proceso resultante
recibe el nombre de campo aleatorio. Adler en 1981, ver (Ehm) [1981)), presenta dos

posibles definiciones formales de campo aleatorio.

Tomando la definicién de y eligiendo las constantes de normalizacién a,, (t) =
ny b,(t) = 0, es posible trabajar con distribuciones marginales de Fréchet Unitarias,

ver (De Haan|, [1984):
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PZ(t)<z)=e=,z2>0. (2.21)

Z;
Z L max {—},VnEN. (2.22)
De ahora en més se trabajara con distribuciones marginales Fréchet Unitarias.

2.2.2. Dependencia en procesos max-estables

En esta seccién se presentan algunos estadisticos para medir la dependencia en
los procesos maz-estables. El objetivo es medir la dependencia a pares del campo

aleatorio extremal.

2.2.2.1. Indice Extremal

Una de las medidas de dependencia més basicas es conocida como Indice Fxtre-
mal. A continuacién, partiendo del siguiente Teorema y utilizando la definicién de

Condicién de Dependencia (D(uy)), se llega al estimador del Indice Extremal (0):

Teorema 2.2.2 Sea {X,},>1 una sucesion estacionaria (o estrictamente estacio-

naria) y { X }n>1 una sucesion de variables aleatorias con la misma distribucion F

marginal. Se definio M, = mlda: {Xn}tns1 y M = mld:c {X} 190 € (0,1). Bajo
1=1...n 1=1...n

condiciones adecuadas de reqularidad, se tiene:

Qn

P (Mn—_b" < z) S Gh(2). (2.23)
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con n — oo, donde a, > 0 y b, € R sucesiones normalizadoras y G es una

funcion de distribucion no degenerada, si y solo si, la siguiente expresion es no

degenerada:
P (M < z) — Gy(2). (2.24)
Qn,
Donde:
Ga(2) = G1(2)°. (2.25)

Gran parte de este desarrollo, incluidas algunas demostraciones son estudiadas

por Leadbettery Lindgren en 2012, ver (Leadbetter, Lindgren, y Rootzén, 2012]).

Definicién 2.2.4 Condicion de Dependencia: Sea una sucesion estacionaria { X, }n>1,
satisface la condicion D(uy,) si para cualesquiera iy < --- < i, < j; < -+ < jg, con

J1 —ip > ly, se cumple que:

’P(le Sunw--XipSun;le Suna---quSun)_

P(le S Upy - - ~Xip S Un) P(le S Upy - - .qu S Un) |§ Oé(’I’L, ln) (226)

Donde «(n,l,) — 0 para alguna sucesién [,, tal que % — 0 cuando n — oo.

Entonces si el maximo de una serie estacionaria converge y se satisface la con-
dicién de D(u,) apropiada, la distribucién limite estd relacionada con la distribu-
cién limite de una serie independiente segtin la ecuacién del Teorema [2.2.2] El

parametro 6 es conocido como Indice Fxtremal. Si se tiene 6 = 1 se estd en presencia
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de un proceso completamente independiente, si # — 0 se tiene un proceso que tien-
de a dependencia total. Entonces, el efecto de dependencia en series estacionarias
consiste en reemplazar a Gy como distribucién limite por GY. Si G, corresponde a

una DGVE con parametros u, o, e # 0, se conto:

Donde: p* = pp— 2(1 —07) y 0* = 0

2.2.2.2. Estimacién del Indice Extremal

Para lograr una estimacién del Indice Extremal, es necesario definir la siguiente

ecuacion:

P(M, <u,) ~ P'(M! <u,) = F"(u,). (2.28)

Partiendo de la ecuacion [2.28| se obtiene lo siguiente:

<
lim log P(M,, < uy,)

=40. 2.2
n—oo  nlog F(uy) (229)

Esto sucede cuando nF,(u,) — 7 > 0. Donde F,(u,) se define:

N

— 1 &
i=1
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Para lograr el estimador de 6 es necesario estimar por un lado F(u,) y tam-
bién P(M, < u,). Para estimar F(u,) se utiliza el teorema de Glivenko-Cantelli,

obteniendo:

Fluy)=1——. (2.31)

Donde N indica el numero de excedencias del umbral u,. La estimacion de
P(M, < u,) se obtiene a partir de la condiciéon D(u,) y pensando n en k blo-
ques de tamano r, como (1 — K)k, siendo K el nimero de bloques con al menos una

k

excedencia. Entonces se obtiene:

klog(1 — K/k)

6= Tos 0= N/m) (2.32)

2.2.2.3. Coeficiente Extremal

Para procesos mazx-estables, existe una medida de dependencia para la Teoria
de Valores Extremos en problemas multivariantes y espaciales. En este escenario,
para problemas multivariados la medida de dependencia caracteriza la dependencia
a nivel bivariado, para todos los pares y todos los 6rdenes superiores hasta la di-
mensién de la variable incluida. La funcion de coeficiente extremal se utiliza para
establecer una condicién necesaria y suficiente para que subconjuntos de medidas
de dependencia sean autoconsistentes, es decir garantizar la existencia de una dis-
tribucion con tal subconjunto de valores para la medida de dependencia. Partiendo
de X = {Xj,..., X, } una variable aleatoria n-dimensional, se puede trabajar con

diferentes distribuciones marginales, en este caso Frechet Unitarias.

Definicién 2.2.5 Coeficiente Extremal: Sea un vector (X1, Xs) aleatorio bivariado
mdz-estable con distribuciones marginales idénticas, para todo E C {1,...,n}, existe

un namero real, con 1 < 0 < |A|, tal que, el mdzimo normalizado de todas las
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variables indexadas por el conjunto A converge a una variable distribuida por Frechet

con pardmetro Og; eso es definido:

: , 0

| (X | (X o
lim P | max max Ll <z| =lmP| max ~ <z =e =,Vz>0.
n—00 €A j=1,...,n n n—00 7j=1,...n n

Donde Xf es la j-ésima replica de la variable X; y g mide la dependencia

extrema entre las variables indexadas en el conjunto E y a 0g se lo conoce como
el coeficiente extremal de estas variables. La interpretacion de este coeficiente es
simple, es el nimero efectivo de variables independientes en el conjunto E. Se sabe
que, 8; = 1y 0 j; mide la dependencia a pares de las variables aleatorias X; y X;. El
Coeficiente Extremal adopta valores en el intervalo [1,2], donde si 0y, ;3 = 1 indica
que entre el par de variables existe una dependencia total, mientras si fy; ;3 = 2

existe una independencia total.

La representacion ([2.33]) de f surge como una propiedad de las clases completas
de distribuciones limite para méaximos por componentes de variables i.i.d Xy, ..., X,,
esto es posible si se cumple las condiciones mencionadas por Resnick, ver (Resnick,

2008).

n—00 Jj=1,...,n n

X7
limP(mdx ( Z) < zi; izl,...,k) = Gr(z1,- -, 21)- (2.34)

Donde el limite Gy pertenece a las clases de distribuciones multivariadas de la
Teoria de Valores Extremos, asumiendo una distribucién marginal Frechet Unitaria.

La clase completa se caracteriza por la funcion V:

Vi(zi, .oy 2k) = —log Gz, ..., 2,) = / max (%> dHg(wy, ..., wg).  (2.35)
S

A 1EMj, Zi
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Donde Sj es la unidad simple (m-1) dimensional y Hj es una medida que tiene

todas sus esperanzas marginales iguales a 1. Combinando [2.33] con [2.37] se tiene:

Op = | max(w;) dHg(ws, ..., wg). (2.36)

Sk 1€ER

Por lo tanto, si X sigue una distribuciéon multivariada de Valores Extremos, 0g

es una medida de dependencia exacta y no se basa en argumentos asintoticos.

Definicién 2.2.6 Funcion del Coeficiente Extremal: Sea X (x) un campo aleatorio
estacionario para x € R y marginales Frechet Unitarias. Sea Xij réplicas indepen-
diente del campo aleatorio X (x) para j = 1,...,n. Para estudiar la dependencia
extrema del proceso X(.) se enfocd en el mdzimo por componentes de las n répli-
cas. Entonces, De Hann en 1984, ver (De Haan|,|1984), define una funcion de valor
real 0(.), tal que, la distribucion asintdtica del mdximo normalizado en un par de
ubticaciones separadas por una distancia h tiene una distribucion de Frechet con el

pardmetro de escala 0(h), es decir, para z > 0:

lim P (lmda: mdz {X7(h), XI(0)} <

n—00 7j=1,...,n n

para todo h € R, donde o denota el origen de coordenadas. Entonces, se deno-
mina 0(.) a la funcion del Coeficiente Extremal. Esta funcidn proporciona suficiente

informacion sobre la dependencia extrema.

El Coeficiente Extremal presenta diferentes propiedades, algunas se enumeran a

continuacion:

» 1 < 6(h) <2, donde el limite inferior y el limite superior indican dependencia

e independencia total en la distancia h respectivamente.
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» 6(0) = 1.

» Si Y es un proceso mdx-estable la funcién del coeficiente extremal es una
medida de dependencia exacta.

» La funcién 2 — 0(h) es una funcién semidefinida positiva.

» 4(.) no es diferenciable en el origen, salvo que #(h) =1, V h.

Se presentan algunas funciones del Coeficiente Extremal utilizadas en el trabajo,

vinculadas con los modelos presentados en [2.2.3]

Modelo Smith

ty—1
o(h) = 20 <—h§h> . (2.38)
Modelo Schlather
1—po(h
O(h) =1+ 2”( ) (2.39)

O(h) = 2 (M) . (2.40)

o(h) = 28 ( "1 - p(h))> . (2.41)

Modelo t-extremal
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B v—1 1 —p2(h)
0(h) = 2T, (\ / =2 (1= p(h)) =/ U—Hp(h)> : (2.42)

2.2.2.4. Madograma y F-Madograma

Uno de los puntos mas importantes para estudiar la dependencia espacial entre
pares de estaciones meteorolégicas y pluviométricas. Una herramienta fue la men-
cionada anteriormente, el Coeficiente Fxtremal, a la cual se le suma un componente
esencial para lograr un mejor entendimiento de la dependencia y que permite tener

control del proceso de interpolacién que es usado para construir el modelo espacial.

En principio se define el Variograma para tener una primera aproximacion a una
funcién que da informacién respecto a las distancias entre estaciones meteorologicas

y pluviométricas.

Definicién 2.2.7 Variograma: Sea Z(x) un proceso espacial estacionario, se define

Variograma a la siguiente funcion:

E[(Z(x +h) — Z(z))?]. (2.43)

Este concepto se incorpora en la geoestadistica por Cressie en 1993, ver (Cooley,

Naveau, y Poncet|, 2000]).

Sin embargo, el Variograma no siempre es adecuado, ya que en la Teoria de
Valores Extremos es posible que en ocasiones la varianza de las distribuciones de
Valores Extremos no exista. Es en este contexto que se opta por el Madograma, ver

(Cressie), [1993)), el cual evita el uso de momentos de segundo orden.

Definicién 2.2.8 Madograma: Sea Z(x) un proceso espacial estacionario, se define

Madograma a la siguiente funcion:
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w(h) = %EHZ(:E R — Z2(@)]). (2.44)

También se sabe que para procesos mdx-estables simples, las distribuciones mar-
ginales se transforman a Frechet Unitarias, y para estas distribuciones se cumple
que E[Z(x)] = 00, V x € x , por esto, tanto la funcién de Variograma como el Ma-
dograma no existen. Para solucionar este inconveniente se incorporan dos funciones

alternativas, el Madograma re-escalado y el F-Madograma.

En este punto es importante destacar que existen relaciones entre los Madogramas
y el coeficiente extremal. Estos avances en la definicién de los Madogramas que
proporcionan definiciones alternativas para solucionar ciertos problemas, asi como
la relaciones entre estos y el coeficiente extremal, son los que permiten incorporarlos

a los procesos mdz-estable, ver (Cooley y cols., |20006).

El Madograma re-escalado se define para t € (0, 00) de la siguiente forma:

1
me(h) = EEHI(Z(w-i—h)gt) - I(Z(a:)gt)H. (2.45)

2.2.2.5. Relacién entre el Madograma re-escalado y el coeficiente extre-

mal

Primero, es necesario observar la relacion entre el Madograma y el coeficiente
extremal obtenida por Cooley, Naveau y Poncet en 2006, ver (Cooley y cols.| |2006)),
a partir de Hosking, Wallis y Wood en 1985, ver (Hosking y cols., [1985).

Teorema 2.2.3 Sea 0 el coeficiente extremal definido en un campo aleatorio mdzx-
estable con distribuciones marginales Frechet Unitarias, el pardmetro de forma €, el

pardmetro de escala o y 7() la funcidn gamma, entonces se cumple que:
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(2.46)

Siendo:

ug(z) = (1+e (‘”;“)) (2.47)

Entonces se tiene que para un campo aleatorio mdz-estable con distribuciones

marginales Frechet Unitarias:

-1 —6(h)

n(h) =t (eT —e ¢ ) . (2.48)

Y existe un vinculo entre el limite cuando ¢ — oo de esta ultima funcion con la

funcién de coeficiente extremal de la siguiente forma:

a(h) = lim (k) = 6(h) — 1. (2.49)

Para el calculo del Madograma re-escalado se define el siguiente estadistico:

Definicién 2.2.9 Sea N}, = [(z,y)/d(x,y) = h], es decir el conjunto de los puntos

de la muestra que distan h, entonces:

~ 1
ne(h) = SN Z |tz my<t) — tlzw)<n)| (2.50)
z,y € Nh
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Llegados a este punto se estd en condiciones de poder aplicar la teoria correc-
tamente, ya que se llegd a un estadistico que existe siempre y facilmente puede
ser vinculado al coeficiente extremal. Por otro lado, se advierte que el Madogra-
ma re-escalado puede mejorar su eficiencia si se remplaza por el F-Madograma, el
cual asume que las marginales provienen de la Distribucion de Valores FExtremos

Generalizados, ver (Cooley y cols., [20006)).
Definicién 2.2.10 F-Madograma: Sea F' la funcion acumulada de Z(x) se define

F-Madograma a la siguiente forma:

vp(h) = 5 El[F(Z(z + h)) — F(Z(x))|] (2.51)

N —

El F-Madograma toma valores de 0, el cual indica dependencia méxima, hasta 1/6
el cual indica independencia total. Ademads es bien definido ya que F(Z(z)) ~ U(0,1)

por lo tanto su esperanza es 1/2.

Al igual que el Madograma re-escalado posee una relacién con el Coeficiente

Extremal facil de expresar.

Usando la siguiente igualdad |b — a| = 2maz(a,b) — b — a, se obtuvo:

o 1+ 2UF(h)

b(h) = 1—2vp(h)

(2.52)

En la practica, el F-Madograma se estimara de la siguiente forma, ver (Ribatet,

Dombry, y Oesting), 2016]):

Sea y;(x), i =1,..., M, son copias i.i.d de un proceso mdz-estable con distribu-

ciones marginales F entonces:

)= 3 Y sy ) - FEl 25

(z,x')eN(h)
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2.2.3. Modelos aplicados

La Teoria de Valor Extremo se ha desarrollado tradicionalmente para series uni-
variadas, en las que se consideran los extremos de una sola variable, en el trabajo las
estaciones meteoroldgicas y pluviométricas. Los trabajos recientes de Smith (1989),
ver (Smith) [1990b) y Davison y Smith (1990), ver (Davison y Smith, [1990)), inclu-
yen modelos de regresion que permiten analizar la dependencia entre las estaciones
meteorolégicas y pluviométricas y las covariables relevantes, pero atin en el contexto

de la estimacion de valores extremos para una sola serie.

Modelo de Smith

Este modelo es una pieza fundamental de este trabajo, brindando herramientas
importantes a la hora de modelizar campos aleatorios, al momento de realizar un
analisis extremal de los datos de lluvias en el territorio uruguayo presentados mas
adelante. Lo que presenta Smith (1990), ver (Smith, 1990b), se ve reflejado en el

siguiente teorema:

Teorema 2.2.4 Sean {(uy, s1), (ug, S2), ...} puntos de un proceso puntual de Pois-
son en un espacio (0,00) z S con medida de intensidad \(du,ds) = % v(ds), para
alguna medida de intensidad v en S, donde S es un conjunto medible arbitrario.
Sea f una funcion SxT tal que [ f(s,t)v(ds) = 1, ¥ t € T, entonces el proceso
Z(t), z €T, definido por:

Z(t) = max [u;f(sq,1)]. (2.54)

1=1,2,...

Es un proceso max-estable, y mds aun, todo proceso mdx-estable en T se puede

representar de esta manera eligiendo de forma correcta S,v vy f.

La demostracion se puede encontrar en (Smith| [1990b).
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Mediante el teorema y tomando S = T = R? y f(s,t) como funcién de
s para t fijo, donde la misma es una densidad normal multivariada con vector de

medias ¢ y matriz de varianza y covarianza >::

: exp{—%(s —t)Y(s—1t)}. (2.55)

1
fs,t) = fo(s —t) = T

m)

Por lo tanto, el modelo de Smith para dos elementos del proceso mdzx-estable

queda determinado por la siguiente ecuacion:

1 a 1 29 1 a 1 z1
P(Z(s) < z. Z(t) < = ——P|(-+-log— ) ——P( =+ —log— )
@) < 1,20 < ) =ep{ T (54 Tlow 2 ) - 2o (54 1o )]
(2.56)

Donde:
a’ = (s —t)"2(s —t) es la distancia de Mahanalobis entre s y t y ® es la funcién

de distribucién normal esténdar.

El modelo desarrollado por Smith en 1990 presenta formas de construir procesos

mdz-estables con distribuciones bivariadas cuyas expresiones son conocidas.

Este proceso también es conocido como proceso gaussiano de valores extremos.
Este modelo supone que el proceso en que se estudia es homogéneo en el espacio,
es decir, no le da importancia a la ubicacién especifica de dos puntos, si no a la
distancia que los separa. Por esto, en general se usa para modelar un tipo de lluvias
llamadas lluvias convectivas, las mismas ocurren en territorios llanos o que tengan
pequenas imperfecciones, son propias de climas tropicales, ya sea calidos o himedos y
se caracterizan por tener mucha intensidad en su centro e ir disminuyendo conforme

aumenta la distancia respecto del mismo.

Como ya se mencioné anteriormente, todo proceso mdz-estable se puede repre-

sentar utilizando eligiendo de forma correcta los parametros S, v y f. Entonces,
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al utilizar el modelo de Smith se tiene que, v es una medida que muestra como se
distribuye la tormenta sobre S, u; f(s;, t) refleja la cantidad de lluvia de una tormen-
ta de tamano u; en la posicién ¢t que estd centrada en s;, y la funcion f, por ser el
modelo de Smith, es una funcién con forma de campana que se determiné al utilizar
la distribucion normal bivariada en la construccion del proceso, la misma muestra

la forma de la tormenta que se quiere modelar.

Modelo de Schlather

Un segundo modelo importante a la hora de modelar las precipitaciones maxi-
mas de estaciones meteorolégicas y pluviométricas, es el modelo de Shlather, ver
(Schlather| 2002). El mismo, considera Y;(x) = v/27 méx{0, ¢;(z)}, donde ¢; son co-
pias independientes de un proceso gaussiano estandar con correlacién p. Por lo tanto,

la funcién de distribucion acumulada bivariada se define de la siguiente forma:

P(Z(s) < z1,Z(t) < 29) Zexp{—%cp (Zil+z%> <1+\/1 2{1:/—1[122}21»22)}.
57)

Donde h = s — t.

A continuacion se presentan algunas de las posibles correlaciones p de mayor

importancia a la hora de conseguir los resultados, ver (Gaetan y Guyon, 2010):

Power-Exponencial

p(h) = exp {— (ﬁ) V} ;e >0,0<y <2 (2.58)

Co

Whittle-Matérn

-2 () (Diamovse e
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Cauchy

p(h) = <1 + (ﬁ)Q) V; co>0,v>0. (2.60)

C
Bessel

Co

o= () T ia (L) ram0ra 52 e

Donde h € R es la distancia euclidiana entra la estacién i con la estacién s.
Mientras los pardmetros ¢ y v son el rango y el el parametro de suavizado de la fun-
cion, I' es la funcion Gamma y J, y K, son la funcién de Bessel y Bessel modificada
de tercer tipo con orden v y d es la dimensién de los campos aleatorios. El coefi-
ciente de correlaciéon p(h) puede tomar cualquier valor en [—1,1]. La dependencia
completa se alcanza cuando p(h) = 1 mientras que la independencia ocurre cuando
p(h) = —1. Sin embargo, la mayoria de las familias de correlaciones paramétricas

no permiten valores negativos por lo que nunca se alcanza la independencia.

De acuerdo a los procesos gaussianos, es posible agregar un umbral ¢; y un efecto

nugget v a estas funciones de correlacion.

v+c, h=0
p«(h) = (2.62)
Clp(h)7 h>0

Donde p(h) es una de las funciones de correlacién presentadas anteriormente. Sin
embargo, como Schlather (2002), ver (Schlather, 2002), considera procesos gaussia-
nos estandar estacionarios, los parametros de umbral y nugget satisfacen, v = 1—cq,

porque la funcién de correlacion tiene que ser igual a 1 en el origen.
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El efecto nugget es un fenémeno presente en muchas variables regionalizadas y
representa aleatoriedad o ruido a escala corta en la variable regionalizada. Se puede
ver en la grafica del variograma como una discontinuidad en el origen de la fun-
cion. El efecto nugget se ve afectado por el volumen de muestreo, disminuyendo
en valor a medida que aumenta el volumen. El efecto nugget es un término geoes-
tadistico utilizado para describir la variabilidad observada entre observaciones que
estan estrechamente espaciadas. El efecto nugget en la variografia se define como
la discontinuidad observada en el origen donde a distancias de separaciéon de mues-
tra insignificantes todavia se observa variabilidad entre pares de observaciones. El
parametro de umbral, es un valor fijo de tltima instancia, es el limite del variograma,
tendiendo las distancias a infinitos. En la imagen [2.1] se pueden ver estos parame-
tros, nugget, umbral y rango. Estas correlaciones presentadas, son las que se utilizan

a la hora de estimar el coeficiente extremal 0(h) en la ecuacién (2.37)).

-

. Range e o

Sill

- I Nugget

Figura 2.1: Ejemplo de un variograma experimental, que muestra los parametros

nugget, umbral y rango. Fuente: Porras (2014)

Modelo de Brown-Resnick

Un tercer modelo es el de Brown-Resnick, ver (Brown y Resnick, 1977)), donde se

o®(x)

5 }, donde ¢; al igual que el modelo

considera lo siguiente, Y;(z) = exp {ez(x) -
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de Shlather son copias independientes de un proceso gaussiano con incrementos
estacionarios y tal que Var{e(z)} = o*(z) para todo z € 2. Su funcién de

distribucién viene dada por:

P(Z(s) < 21, 2(t) < 2) =

1 VVar{Y (z1 — z2)} 1 29
P { Y ( 2 VVar{Y (z1 — z2)} tog Z_1> B

1
—®
)

(\/VGT{Y;ZI — i \/Var{Y1(21 — 22)} o 2) } .

Aunque el proceso Y no sea estacionario, el proceso mdx-estables es estacionario,

ver (Kabluchko, Schlather, y De Haan|, 2009).

Modelo t-Extremal

Uno de los 1ltimos modelos, el cual generaliza el modelo de Schlather, es conocido

como el modelo t-extremal propuesto por Opitz (2012), ver (Opitz, 2012):

—(v—2 1 -1
Yi(z) = ¢, méx{0, &;(x)}"; ¢, = /72 Y (V;_ > ;v>1 (2.64)

Donde ¢€; es un proceso gaussiano estandar con funcién de correlacion p y I' la

funcion Gamma. La funcién de distribucion bivariada se define de la siguiente forma:
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Donde T, es la funcion de distribuciéon acumulada de una variable aleatoria ¢ de

Student con v grados de libertad y * = {1 — p(s — t)?/(v + 1)}.

Modelo Geométrico Gaussiano

El dltimo modelo con el que se trabajé es el modelo Geométrico-Gaussiano defi-
nido por Davison y Gholamrezaee en 2012, ver (Davison y Gholamrezaee, 2012)). Se

trabaja con el proceso de Schlather y se tiene:

Yi(z) = exp {O(Z‘)ez'(x) - }

Donde ¢; es un proceso gaussiano estindar y o*(z) = Var(e;(z)). La funcién de

distribucién bivariada se define de la siguiente forma:

1 1 1 1
P(Z(s) < 21, Z(t) < 25) = exp {——cb (9 + = log @) P (9 + = log ﬁ) }
a y4 a

21 2 1 z9

Donde a? = 202(1 — p(h)).

Se cuenta con una amplia gama de modelos para los procesos mdx-estables. Se
estudian todos los modelos mencionados y mediante criterios de seleccién de mo-
delos se opta por trabajar con los mejores. Més adelante, se presentan los criterios
utilizados para seleccionar los modelos que mejor se comportan (ajustan) para las

precipitaciones méaximas diarias extremas en todo el territorio uruguayo.

2.2.4. Seleccion del Modelo

En varias aplicaciones, por ejemplo, en Estadistica Espacial donde se cuenta con
modelos considerados complejos, se hace inviable el uso de la funciéon de probabi-

lidad. Existen diferentes métodos para la seleccion de modelos. Un primer proce-
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dimiento, es mediante la adaptacion de criterios de informacion, se cuenta con los
siguientes, TIC, Criterio de Informacion de Akaike (AIC) y Criterio de Informacion
Bayesiano (BIC), ver (Varin y Vidoni, 2005). Por otro lado, la seleccién se puede
realizar mediante pruebas del cociente de verosimilitud, ver (7, 7). Estas técnicas se

explican con mayor profundidad en el Anexo, ver[5.2.2

2.2.5. Niveles de Retorno

Para lograr diferentes predicciones en este trabajo se utilizaron los llamados
niveles de retorno, los mismos refieren a umbrales que se espera sean superados

cada un periodo de tiempo, al que se llama periodo de retorno.

Este concepto se utiliza en diferentes areas, por ejemplo en meteorologia. Al
momento de trabajar con el Método de Bloques en el contexto de la Teoria de
Valores Extremos, partiendo de la ecuacién generalizada de valores extremos ([2.9)),

invirtiendo la misma, se llega a la siguiente expresion:

= [~ —log(1 —p) ™, sie#0
wy = : (2.67)

pt — ollog(—log(l —p))], ste=0

El valor u, es el denominado nivel de retorno, con su p correspondiente, llama-
do periodo de retorno. Los demds parametros son los mismos de la ecuacién [2.9,

correspondiente a forma, posicién y escala.

De esta forma se espera que en promedio el umbral u, se exceda una vez cada
1/p periodos, en el presente caso, trimestres. Dicho de manera distinta, u, seria

excedido por el méaximo trimestral con probabilidad p, para cualquier trimestre.

Por ejemplo, en el escenario de precipitaciones maximas, se habla de una preci-
pitacién cuyo periodo de retorno es igual a 25 anos, se entiende que dicho evento
serd igualado una vez cada 25 anos, en un transcurso de un gran nimero de anos,

por ejemplo, 1000 anos.

18 de noviembre de 2022



CAPITULO 2. METODOLOGIA

Juan Ignacio Baccino Costa y Francisco Bonora Melognio



Capitulo 3

Resultados Globales

A lo largo de este capitulo se presentan los diferentes resultados que se obtu-
vieron durante el trabajo realizado. Una vez llevado a cabo un andlisis profundo
en el Capitulo [l sobre la base de datos y depurando los mismos se logré conser-
var 41 estaciones meteorolégicas y pluviométricas repartidas por todo el territorio
uruguayo y un total de 147 trimestres desde el ano 1982 al ano 2020. En primera
instancia se presenta la estimacion de los parametros obtenidos aplicando la Teoria
de Valores FExtremos en las diferentes estaciones. Luego de realizar dicha estimacién
de pardmetros y una estandarizaciéon marginal del proceso, se procedié a presentar
los resultados para la teoria de procesos maz-estables. Luego, una vez estudiado los
diferentes modelos paramétricos, se seleccioné mediante el criterio de informacién
TIC los que mejor ajustaron y en particular aquel que tuvo mejor desempeno en
las simulaciones. Finalmente, haciendo uso de estos modelos, se muestran diferentes
simulaciones y otros resultados relevantes como la curva de retorno y los niveles de

retornos.

3.1. Estimacion de parametros para las DGVE

Como se menciond en el Capitulo [2], existen diferentes técnicas para realizar la

estimacion de los parametros para las DG VE. Dos de las mismas son la estimacion
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por Mdxima Verosimilitud y Métodos de los Momentos Pesados, si bien se pueden
calcular de manera sencilla, no tienen en cuenta la posible dependencia espacial entre
los parametros. Por esto, asumiendo cierta dependencia entre las estaciones dos a
dos se utiliza la técnica de Estimacion Conjunta aplicando un modelo de regresion

lineal, teniendo en cuenta las latitudes y longitudes de las estaciones.

3.1.1. Maxima Verosimilitud y Estimacion Conjunta

A la hora de seleccionar entre las técnicas de Estimacion por Mdxima Verosi-
malitud 6 Métodos de los Momentos Pesados se optd por utilizar la estimacién por
Mdazima Verosimilitud, dado que se conté con las condiciones de regularidad nece-
sarias para que las propiedades asintéticas se cumplan. En este caso, se cuenta con
un total de 147 datos por estacién, cantidad considerablemente grande de observa-
ciones. Si la muestra hubiese sido mas pequena lo aconsejable habria sido utilizar el
Método de los Momentos Pesados. En los Cuadros 5.1y Ver anexo

cap:anexo, se pueden apreciar las estimaciones de los parametros de posicién,
escala y forma por ambas técnicas. Se aprecia que la estimacion del pardmetro de
forma é > —0,5 para las 41 estaciones, por lo tanto, los estimadores de los tres

parametros (i, 7, €) presentan las propiedades asintdticas usuales.

Otro método para lograr la estimacién de los parametros, es el método de Estima-
cion Conjunta. El mismo presenta cierta ventaja a la hora de estimar los parametros
de cada estacion, dado que los mismos se pueden estimar en funcién de ciertas varia-
bles regresoras que caracterizan las estaciones. Por lo tanto, utilizando este método
se obtiene una estimacion en cualquier punto del territorio uruguayo de forma di-

recta, a diferencia de las dos técnicas antes mencionadas.

Al realizar las estimaciones conjuntas se trabajé con las siguientes dos variables
regresoras, latitud y longitud y se construyeron distintos modelos, partiendo del
completo, donde se utilizaron ambas variables como regresoras de cada parametro

y luego con todos los submodelos posibles. El modelo completo es el siguiente:
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p(lat, lon) = ag + aqlat + aslon
o(lat,lon) = By + Pilat + Palon (3.1)

e(lat,lon) = ~o + m1lat + yalon

En el Cuadro se presentan los modelos que presentaron un menor TIC. En
el modelo 2, los parametros de posicién y escala se estimaron segun latitud y lon-
gitud, mientras que el parametro de forma se consideré constante. El modelo 3, el
parametro de posicién se estima segun latitud y longitud mientras que el parametro
de escala se estimé solo mediante latitud y el de forma se dejé constante. El modelo
4, se estima igual que el modelo 3, pero el pardametro de escala se estima segin la
variable regresora longitud. El modelo 5, el pardmetro de posicién se estima solo
considerando la variable latitud, mientras que el de escala se consideran ambas va-
riables y el parametro de forma se deja constante. Por tltimo, el modelo 6 se estima
de igual forma que el modelo 5, pero el pardmetro de posicion se estimé teniendo en
cuenta la variable longitud. El modelo que mejor logra una estimacién conjunta se
selecciona mediante el criterio de informacion TIC. Se estudi6 el Cuadro donde
se observé el valor del TIC para cada uno de los seis modelos, y en este caso, el que
observé el menor TIC y por ende fue el mejor modelo resulté ser el 5. Se aclara, que
a la hora de estudiar los diferentes modelos se consideraron todos los posibles y se

presentan solo los seis mejores.

En el Cuadro se presentan los modelos que corresponden a los seis valores

mas pequenos de TIC.
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Modelos TIC

Modelo completo 57544.63

Modelo 2 57538.19
Modelo 3 57543.32
Modelo 4 57592.22
Modelo 6 57698.81

Cuadro 3.1: Valor del TIC para los seis mejores modelos utilizando dicho criterio de

seleccién.

En el Cuadro[3:1]se observé que el modelo con menor TIC es el modelo 5, es decir,
el mejor utilizando este criterio de seleccion, como se menciond con anterioridad, a

continuacion se muestra su expresion exacta:

fi(z) = 150,675 + 2, 973lat
&(x) = 45,4228 — 0,4521lon + 1, 4421lat (3.2)
é(z) = 0,07554

Partiendo de este modelo se lograron que las estimaciones de los parametros de
posicién, escala y forma para las 41 estaciones meteorologicas y pluviométricas, las
mismas se pueden observar en los Cuadros [5.3]y [5.4] ver

cap:anexo. Con el fin de determinar si continuar trabajando con las estimacio-
nes de maxima verosimilitud o las estimaciones conjuntas, se construyeron algunas
visualizaciones. Observando la Figura donde se muestra la estimacion conjunta
respecto a la estimacion de mdzrima verosimilitud, se afirma que la estimacion espa-
cial presenta un comportamiento correcto, ya que se observa una fuerte dependencia
positiva entre las diferentes estimaciones para los parametros de posicién y escala.
Por otro lado, estudiando el histograma de la estimacién por maxima verosimili-

tud del pardmetro de forma, se observé respecto a linea punteada roja (estimacién
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constante mediante estimacion conjunta) una variabilidad también baja respecto al
valor estimado. A su vez, se ve que en la mayor cantidad de estaciones, las estima-
ctones por mdxima verosimilitud son superiores a cero, esto podria ser un indicio de
que uno de los posibles escenarios es trabajar con la estimaciéon conjunta de dicho
parametro (€ = 0,07554), de esta forma se asume un parametro de forma mayor a 0
para todas las estaciones y se utiliza una distribucién Fréchet para cada una. Dicha
correlacién entre las estimaciones, también indica que estaciones meteorologicas y
pluviométricas relativamente cercanas presenta un comportamiento (respecto a las

precipitaciones extremas) bastante similar.

Estimacion de Posicién Estimacion de Escala Histograma para el

65 300- parametro de forma mediante MV

Estimacién conjunta
Estimacion conjunta

Numero de estaciones

.
-

—

 —

il |

02

60 25 20 0.0 01
Estimacion MV Estimacion MV Estimacion MV parametro de forma

(a) Pardmetro de posicién (b) Pardmetro de escala (c) Pardmetro de forma

Figura 3.1: Estimacién méxima verosimil respecto a estimacion conjunta de los
parametros de posicion, escala y forma del total de estaciones. Fuente: elabora-

cién propia en R.

Por otro lado, en la Figura |3.1] existe un valor que no sigue las caracteristicas
generales del resto de estaciones, el punto de color verde, posee un comportamiento
atipico y considerablemente diferente al resto de las estaciones meteoroldgicas y
pluviométricas, mas precisamente en la estimacion de los parametros de posicion
y escala. El mismo pertenece a la estaciéon meteorolégica Piedras Coloradas. Este
comportamiento se puede deber a que en dicha estacién se haya registrado un valor
extremo de mayor magnitud en comparacién a las demas estaciones. Estudiando la
Figura[[.7 se puede observar que para el ano 1997 se aprecia un registro atipico en
comparacion a los maximos anuales de las otras estaciones, el cual corresponde a una

precipitacion diaria de 288mm, la cual pertenece a la estacién Piedras Coloradas.
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Si bien es necesario un tratamiento mas riguroso, para que los resultados no se vean
afectados, se explora la posibilidad de quitarla del andlisis. Observando la Figura
3.2} se perciben estaciones meteorologicas y pluviométricas relativamente cercanas,

por esta razon, se decidié quitar la estacion Piedras Coloradas.

Ubicacion de la estacion
meteoroldgica Piedras Coloradas

Estacidn Meteoroldgica

Piedras Coloradas

Figura 3.2: Ubicacion de la estacién meteoroldgica Piedras Coloradas y las restantes

40 estaciones pluviométricas o meteorolégicas. Fuente: elaboracién propia en R.

Una vez retirada del analisis se procedié nuevamente a estudiar todos los modelos
posibles para aplicar la técnica FEstimacion Conjunta. Nuevamente el modelo que
presenté un menor TIC (53153,3), fue el modelo 5 de la Tabla . Este modelo
estimaba el parametro de posicién solo considerando la variable regresora latitud,
mientras, que el parametro de escala considera ambas variables, latitud y longitud,

y por ultimo, el parametro de forma se deja constante,
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f(x) = 145,437 + 2,822lat
6(x) = 48,5439 — 0, 3381lon + 1,3503lat (3.3)
é(x) = 0,06977

La estimacion conjunta de los tres pardmetros sin considerar la estacién meteo-
rolégica Piedras Colorada se puede ver en los Cuadros 5.9y [5.6} ver 5} Observando
la Figura [3.3] mds precisamente la del pardmetro de posicién y escala, es posible
afirmar que al quitar del andlisis la estacién Piedras Coloradas se logré un ajuste
considerablemente superior. Esta decision de quitar dicha estacion afirma aiin maés

el hecho de estimar los parametros mediante estimacion espacial.

Estimacion de Posicién Estimacion de Escala Histograma para el
parametro de forma mediante MV

Estimacién conjunta
Estimacion conjunta
Numero de estaciones

|

02

55 2 0.0 01
Estimacion MV Estimacion MV Estimacion MV parametro de forma

(a) Pardmetro de posicién (b) Pardmetro de escala (¢) Pardmetro de forma

Figura 3.3: Estimacién méaxima verosimil respecto a estimaciéon conjunta de los
parametros de posicion, escala y forma en el total de estaciones sin la estacién

Piedras Coloradas. Fuente: elaboracién propia en R.

Una decisién crucial en el modelado es la seleccion del parametro de forma, puesto
que determina el tipo de distribucién a considerar y al ser la estimacion cercana a 0 la
pregunta es, j Es adecuado considerar que dicho parametro ¢ = 07. Este andlisis de la
estimacion del pardametro de forma es de suma importancia a la hora de seleccionar
una distribucién de la T'VE. Se recuerda lo siguiente, si dicho parametro es menor a
cero se debe trabajar con una distribucién Wezbull, mientras que si es mayor a cero,
con una distribucion Fréchet y si es igual a cero con una distribuciéon Gumbel. Para

realizar el estudio se decidi6 graficar el intervalo de confianza a un 95 % para cada
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estimacion puntual mdxima verosimil del parametro de forma para las 40 estaciones,
observando si los intervalos incluian el cero y si incluian el valor estimado mediante

la estimacion conjunta, ¢ = 0,06977.

Intervalo de confianza al 95% para

los parametros de forma
0.4-

=
[

Estimacidn MV forma
=
=

0 10 20 20 40
|d Estaciones

Figura 3.4: Intervalo de confianza para la estimacion puntal maximo verosimil del

parametro de forma. Fuente: elaboracion propia en R.

Estudiando la Figura [3.4]se observé que de un total de 40 estaciones, en 31 de las
mismas los intervalos de confianza incluian al cero, mientras que en 38 estaciones los
intervalos inclufan el valor estimado mediante estimacion conjunta é = 0,06977. A
su vez, todas las estaciones considerando el intervalo de confianza al 95 % incluyen

valores positivos.

Entonces podemos considerar dos posibles escenarios. Por un lado, asumir que la
estimacién de dicho parametro es cero, ¢ = 0. Por lo tanto, primero se trabajé con
una distribucién Gumbel y luego, se decidi6 explorar la posibilidad de considerar el
parametro mayor a cero € > (), entonces, se opté por la distribucion Fréchet. Para
lograr un mejor ajuste, observando nuevamente la Figura[3.4] la estimacién en color
verde y azul, son dos estaciones (25 de Agosto y San Antonio) las cuales presen-

taron la estimacion puntual maximo verosimil mas grande y a su vez, el intervalo
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de confianza no incluia al cero y tampoco a la estimacion obtenida por estimacion
espacial € = 0,06977. Este comportamiento se considerd atipico y dado que esto
podria perjudicar el resultado de la estimacién espacial, mediante una decision ar-
bitraria, se valoré la posibilidad de quitarlas del andlisis. Observando la Figura
se apreci6 que existin otras estaciones relativamente cerca a estas dos, por lo tanto,

ambas estaciones se deciden sacar del estudio.

Ubicacion de las estaciones meteorologicas
25 de Agosto y San Antonio

Estaciones Meteoroldgicas
25 de Agosto

*  San Antonic

Figura 3.5: Ubicacién de las estaciones meteoroldgicas de 25 de Agosto y San Antonio
y las restantes 38 estaciones pluviométricas y meteorologicas. Fuente: elaboracion

propia en R.

En conclusion, estudiando las estimaciones de los tres parametros mediante esti-
macion mdxima verosimilitud y estimacion conjunta, se aprecié que entre los maxi-
mos de las precipitaciones de cada estacién hay cierta dependencia, entonces, se

decidio trabajar con la estimacion conjunta. También, mediante el estudio del in-

18 de noviembre de 2022



CAPITULO 3. RESULTADOS GLOBALES

tervalo de confianza del pardametro de forma, se observé que la mayor cantidad de
estaciones incluia el valor cero y el valor constante de la estimacién conjunta. Por
lo tanto primero se tomé para todas las estaciones el valor del parametro de forma
estimado igual a cero, (¢ = 0), y segundo, el valor estimado del parametro de forma

sea mayor a cero (€ = 0,06977).

Una vez que se cont6 con las 38 estaciones meteorolégicas y pluviométricas con
las que se trabajo hasta el final, se volvié a realizar la estimacion conjunta. Se
consideraron los mismos modelos y el que presenté menor TIC fue nuevamente el
modelo 5 del Cuadro [3.1] La estimacién de los tres pardmetros se consigue a partir

del siguiente modelo: [3.4]

fi(z) = 144,957 + 2, 809lat
&(x) = 11,7526 — 0, 8404In + 1,0897lat (3.4)
é(x) = 0,06608

En los Cuadros y se pueden apreciar los valores estimados de los tres
parametros mediante estimacion espacial para las estaciones seleccionadas en el
periodo 1982-2020. Estas estaciones son las que se utilizan a la hora de aplicar
los procesos mdz-estables. Se aclara, que luego de volver a aplicar la estimacion con-
junta, se volvio a realizar un estudio profundo sobre el parametro de forma, y en

este escenario no se presenté ningtin comportamiento atipico.

Como se mencion6 anteriormente, se plantearon dos escenarios posibles, primero
considerar ¢ = 0 y segundo ¢ = 0,06608. En el primer caso, se trabaja con una
distribucién de la TVE del tipo Gumbel. Se realizé la estimacion espacial mediante
la técnica procesos maz-estables y se estudio el comportamiento del coeficiente extre-
mal. Luego se estudiaron todos los modelos paramétricos de los procesos maz-estables
y mediante el TIC se seleccioné el mas eficiente. Por ultimo, se realizaron simula-

ciones y se compararon con el promedio de las precipitaciones maximas observadas

Juan Ignacio Baccino Costa y Francisco Bonora Melognio



3.2. Estimacion espacial

en el periodo de 1982-2020 de las 38 estaciones meteorolégicas y pluviométricas de
Uruguay. En el Anexo B, ver se puede observar con mas detalles estos resulta-
dos. Y mediante los mismos, se concluy6 que considerar que el parametro de forma
tome el valor cero (¢ = 0), podria estar influyendo en el desempenio predictivo del
modelo. Por esto, es que se decidi6 trabajar en el segundo escenario, el cual era con-
siderar el parametro de forma mayor a cero (€ > 0), obtenido mediante la estimacidon
conjunta € = 0,06977 . A continuacién, se presentan los resultados en este contexto.
Cabe aclarar que la distribucién de Fréchet tiene cola mas pesadas que la Gumbel,
asumimos asi un escenario menos conservador lo cual es en general deseable en este

tipo de problemas.

3.2. Estimacién espacial

3.2.1. Transformacion a Fréchet Unitaria

En segunda instancia, se consider6 trabajar con la estimacién del parametro de
forma que se obtuvo por estimacion conjunta, € = 0,06608, con 38 estaciones. Se
recuerda que a cualquiera de las tres distribuciones de la TVE (Weibull, Gumbel,
Fréchet), se le puede aplicar una transformacion y llevarla a una Fréchet Unitaria,
ver la ecuacién [2.10] Esta transformacién, se le aplica a cada uno de los datos
observados de las precipitaciones maximas en cada uno de los 147 trimestres en
las 38 estaciones. Como € > 0, se debe trabajar con una distribucion de la TVE
Fréchet. En la Tabla[5.10] se puede observar las transformacién a Fréchet Unitaria
para los primeros y tultimos cinco trimestres de las 38 estaciones meteoroldgicas y

pluviométricas.

3.2.2. Estimacion espacial mediante procesos max-estables

Luego de haber considerado ¢ = 0 y una DVE Gumbel se noté que los modelos

paramétricos no presentaron un comportamiento similar al promedio de precipita-
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ciones extremas diarias observadas, esto se puede apreciar en Anexo 5] [5.2.3.1] Por lo
tanto, se decidié cambiar de escenario y trabajar con la estimacién del parametro de
forma obtenido mediante la estimacion conjunta, ¢ = 0,06608. Una vez aplicada la
Teoria de Valores Extremos, se procedio a realizar una estimacién espacial median-
te la técnica procesos mdx-estables. En primer lugar, se analizé el comportamiento
del coeficiente extremal, el cual permitié estudiar la correlaciones dos a dos de las
diferentes estaciones. Este estudio del coeficiente extremal se realizé para el modelo
t-extremal con correlaciones Bessel y Power Fxponencial, dado que ambos modelos
(como se observa en el Cuadro fueron los que presentaron un menor 77C. Obser-
vando la Figura |3.0] en primer lugar, no se ve mucha variabilidad, lo que da indicio
de que las precipitaciones en estaciones cercanas tienen un comportamiento similar,
pero mientras las distancias entre estaciones va en aumento, el comportamiento de
las precipitaciones no es semejante. La linea violeta representa la estimacion no pa-
ramétrica del coeficiente extremal, la linea azul se obtiene mediante la funcion del
coeficiente extremal del modelo t-extremal con correlacién Bessel, mientras que la li-
nea roja, es la funcion del coeficiente extremal del modelo t-extremal con correlacion
Power Exponencial. Observando tanto la linea roja como la azul se pudo afirmar que
ambos modelos tienen un ajuste considerablemente correcto. También analizando la
estimacion del Madograma y F-Madograma para las 38 estaciones meteoroldgicas y
pluviométricas en la Figura se aprecio un comportamiento similar al que brindé
el coeficiente extremal, estaciones cercanas tienen un comportamiento semejante,
mientras que a mayor distancia entre estaciones el comportamiento de las mismas se
asemeja mas a una situacion de independencia. En funcion del coeficiente extremal,
no es muy claro el modelo mdz-estable a utilizar, pero observando la Figura [3.6] se
puede observar que el modelo t-extremal con correlaciones Bessel o Power Fxpo-
nencial puede lograr un comportamiento bastante correcto. Por otro lado, sabemos
que aquellos modelos que presentan una funcién del coeficiente extremal acotada
por una constante pequena, por ejemplo 2, no se pueden utilizar, como es el caso

del modelo de Shalther, ya que los datos en algunos casos superan este valor, como
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se observa en la figura [3.6] Otro ejemplo similar, es lo que sucede con el modelo de

Smith, donde la matriz de varianza y covarianza estimada del mismo es:

2,225 — 1,907 1,627
¥ =0,00001 | —1,9071,723 — 1,561 (3.5)
1,627 —1,5611,523

El determinante de dicha matriz es cercano a cero, lo que produce problemas
de invertibilidad, por lo tanto, el modelo de Smith presenta problemas numéricos y

también se descarta.

1.4 1.6 1.8 2.0

Coeficiente extremal

1.2
|

1.0

distancia

Figura 3.6: Estimacién del coeficiente extremal del proceso t-extremal no paramétri-
ca (violeta), paramétrica con Bessel (azul) y paramétrica con Power Exponencial
(violeta), luego de transformar los datos a una Fréchet Unitaria del periodo 1982-
2020 de las 38 estaciones, considerando una DVFE Fréchet. Fuente: elaboracion propia

en R.
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Figura 3.7: Estimacion del Madograma y F-Madograma para las 38 estaciones me-

teorologicas 6 pluviométricas. Fuente: elaboracién propia en R.

3.2.3. Seleccion de Modelos

A la hora de estudiar los distintos modelos parametricos se consideraron todos
los posibles, con sus diferentes correlaciones, y el proceso de seleccién del modelo
mas adecuado se realizé utilizando el criterio de informacion TIC. En el Cuadro
se observa que el modelo con menor TIC es el t-extremal, con correlaciones
Whittle-Mattern, Power Ezponencial y Bessel al igual que cuando se trabajé con
una DVE Gumbel. A su vez, se destaca que estos tres modelos con menor TIC son

todos t-extremal.
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Modelo TIC

Geo-Gauss W-M 874256.60
Geo-Gauss Pow-Exp  874245.60
t-extremal W-M 874217.60

t-extremal Bessel 874219.70

Cuadro 3.2: Valor del TIC para los cinco modelos con menor TIC en estimacion
espacial mediante procesos max-estables para el periodo 1982-2020 en 38 estaciones

meteorolégicas y pluviométricas considerando una DVE Fréchet.

En el Cuadro se presenta la estimaciones de los diferentes pardametros del
modelo t-extremal con correlaciones Power Fxponencial, Bessel y Whittle Mattern

para los procesos mdzx-estables, ver Figura [3.0|

Parametros Estimados

Modelos | Nugget Rango Suavizado Grados de Libertad

t-extremal W-M | 0.007531 88.849695 0.452012 81
t-extremal Bessel | 0.24978 0.09416 146.24461 4
t-extremal Pow-Exp | 0.008749 74.233148 0.917324 71

Cuadro 3.3: Estimacion de los parametros para los mejores tres modelos de los

procesos max-estables.

3.3. Simulaciones

En el ambito del estudio de simulacion propuesto, se tomé una grilla de 30x30
equiespaciada, situada en las coordenadas —35,00° 0’0" a —30,00° 0'0” latitud y
—58,50° 0’0" a —53,00° 0'0” longitud, donde se aseguré que la misma inclufa todo el

territorio uruguayo como se exhibe en la Figura |3.8
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Figura 3.8: Regién del territorio donde se realizaron las simulaciones. Fuente: ela-

boracion propia en R.

Se simularon 147 matrices de 30x30, esta eleccién fue dada ya que luego de
seleccionadas las 38 estaciones y realizada la depuraciéon de datos correcta, en el
periodo 1982-2020 se logré conservar 147 trimestres (bloques). Se procedié a escoger
de cada una de las 147 matrices, el punto que mas cercano estaba de la grilla equi-
espaciada a las coordenadas de cada una de las 38 estaciones, para esto se utilizé la
distancia euclidiana considerando las medidas en longitud y latitud. Al ser dichos
valores simulados Fréchet Unitarios se transformé los mismos, de manera que sean

Fréchet.

De esta forma se obtuvo para cada estaciéon meteorolégica y pluviométrica 147
valores simulados (uno por cada bloque), para los tres modelos anteriormente men-
cionados. Para estudiar que tan bien ajustaban estos modelos, se decidi6 seleccionar
de los datos observados, de cada estacion, el promedio de las precipitaciones ex-

tremas registradas en los 147 trimestres para cada estacion, y lo mismo, se realizo

Juan Ignacio Baccino Costa y Francisco Bonora Melognio



3.3. Simulaciones

con los valores simulados, de los 147 valores simulados por estacién se calculd el
promedio. Estos dos vectores se compararon, el vector observado y el simulado del
promedio de los méximos de las precipitaciones en el periodo 1982-2020 (147 trimes-
tres) en el territorio uruguayo. En el Anexo, ver |5 se presenta parte del c6digo en
R a la hora de realizar las simulaciones y las visualizacién. El mismo muestra una
simulaciéon mediante el modelo t-extremal con correlacion Bessel, este mismo codigo
con minimas modificaciones es el utilizado para los otros dos modelos, t-extremal

con correlaciones Whittle-Matérn y Power Ezponencial.

En la Figura |3.9] se observan los resultados obtenidos con una de las tantas
simulaciones realizadas para los tres mejores modelos. Donde el que mejor ajusta
comparando el promedio de las precipitaciones maximas por trimestres observadas,
contra el promedio de las precipitaciones maximas simuladas, es el modelo t-extremal
con correlacién Bessel. Los otros dos modelos, t-extremal con correlaciones Whittle-
Matérn y Power FExponencial, lograron un ajuste en lineas generales correcto. Pero
ambos modelos captaron valores de promedios de precipitaciones demasiado altos,
sobrestiman en promedio valores grandes de precipitaciones diarias en comparaciéon
a lo observado. También el modelo t-extremal con correlacién Bessel a la hora de
simular sobrestima en promedio valores grandes de precipitaciones en comparacién
a lo observado pero en forma mas leve. Por otro lado, las diferentes simulaciones con
el modelo t-extremal con correlacion Whittle-Matérn presentaban una variabilidad
del promedio de las precipitaciones maximas por trimestres superior a los datos ob-
servados. Mientras que con el modelo t-extremal con correlacion Power Exponencial
sucedié lo contrario, la variabilidad del promedio de las precipitaciones maximas por
trimestres era inferior con respecto a los datos observados. Este analisis se realizé
mediante una cantidad considerablemente grande de simulaciones y, en todas las

simulaciones, el modelo que mejor ajusto fue el t-extremal con correlacion Bessel.
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Figura 3.9: Comparacién del promedio de precipitaciones méximas simulados me-
diante el modelo t-extremal con correlaciones Bessel, Whittle-Matérn y Power Ezpo-
nencial contra el promedio de los maximos de las precipitaciones observadas. Fuente:

elaboracion propia en R.

En la Figura |[3.10] se aprecian algunas de las diferentes simulaciones realizadas
con el mejor modelo comparando el promedio de los méaximos predichos y los ob-
servados en los 147 trimestres del periodo 1982-2020. Se observa que en todas las
simulaciones el modelo sobrestima valores mas altos del promedio de precipitaciones
diarias en comparacion al promedio de precipitaciones diarias extremas observadas,
por ejemplo en la simulacion 6 el modelo simulé un valor atipico de una precipitacién
diaria en un trimestre superior a 200mm. Sin embargo en general las cajas concen-
tran los valores de manera parecida, es decir, tienen valores similares del primer,

segundo y tercer cuartil.
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Precipitaciones maximas en promedio
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Figura 3.10: Comparacion entre valores simulados del promedio de las precipitaciones
maximas por trimestres considerando un modelo t-extremal con correlacién Bessel
y el promedio de las precipitaciones méaximas observadas por trimestres. Fuente:

elaboracién propia en R.

En las Figuras y se observan graficos similares a los anteriores, esta

vez comparando cada estacion por separado para el mejor modelo. Se destaca que
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el modelo logrd en lineas generales un ajuste adecuado en todas las estaciones me-
teoroldgicas y pluviométricas con las que se contaba. Para la estacion de Barriga
Negra se observé que el modelo subestim6 levemente las precipitaciones méaximas
en el rango de lluvias entre el segundo y tercer cuartil, pero los valores més altos
de lluvias si los predijo adecuadamente. En la mayoria de las estaciones el modelo
capto los maximos mas grandes de las precipitaciones, a su vez, la variabilidad que

se aprecia en las simulaciones es semejante a los datos observados.
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Precipitaciones maximas por estacion
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Figura 3.11: Comparacién entre valores simulados del promedio de las precipitaciones

maximas por trimestres considerando un modelo t-extremal con correlaciéon Bessel

y el promedio de las precipitaciones maximas observadas por trimestres estacién por

estacién. Fuente: elaboracién propia en R.
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Precipitaciones maximas por estacion
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Figura 3.12: Comparacion entre valores simulados del promedio de las precipitaciones
maximas por trimestres considerando un modelo t-extremal con correlaciéon Bessel
y el promedio de las precipitaciones maximas observadas por trimestres estacién por

estacién. Fuente: elaboracién propia en R.
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Luego se realizaron diferentes mapas de calor en todo el territorio uruguayo utili-
zando el modelo t-extremal con correlacién Bessel. Se selecciono la grilla de coorde-
nadas de tamano 30230, de —35,00° 0'0” a —30, 00° 0’0" en latitud y de —58,50° 0'0”
a —53,00° 0’0" en longitud. Esta grilla incluia todo el territorio uruguayo. De los
900 valores simulados se filtraron solo aquellos que pertenecian a Uruguay. A conti-

nuacién se exhiben algunos mapas de calor.
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Figura 3.13: Mapas de calor de las precipitaciones maximas simuladas con un modelo

t-extremal con correlacion Bessel en Uruguay. Fuente: elaboracién propia en R.

En los mapas de calor, Figura [3.13] se aprecia que las precipitaciones maximas
diarias predichas tienden a crecer desde el sureste hacia el noroeste. Estos mapas de
calor son basados en los maximos trimestrales. Se aclara que al utilizar el método

de bloques, los méaximos simulados no tienen porqué registrarse en el mismo dia
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del trimestre. En el norte del pais es donde se registran las precipitaciones diarias
mas altas, ademads, este comportamiento presenta un correlato similar en las ob-
servaciones. La precipitaciéon maxima registrada en el periodo 1982-2020, se capté
en la estacién meteoroldgica de Salto ubicada en el norte de Uruguay. Por otro la-
do, se recuerda que la técnica de estimacion que se utilizé fue estimacion conjunta,
mediante el modelo Como se puede ver, el coeficiente estimado Bl, asociado a
la variable regresora latitud para la estimacion del parametro de posiciéon toma un
valor positivo (2,809), esto nos indica que las precipitaciones méximas diarias seran
mayores a medida que se tiende a desplazar al norte. Por otra parte, analizando la
estimacion del parametro de escala, se ve que el coeficiente estimado 51 asociado a
la variable regresora latitud es negativo (—0,8404), lo que produce que cuanto mas
al norte de Uruguay, las precipitaciones méaximas diarias tiendan a tener una disper-
sion mayor y el coeficiente estimado 5 asociado a la variable regresora longitud es
positivo (1,0897), entonces a medida que se desplaza hacia el sureste del territorio
uruguayo, las precipitaciones maximas diarias tiende a tener una dispersién menor.
Este patrén que se observa en los mapas de calor, en la Figura [3.13] es similar al
presentado en el Capitulo[I] en la Figura[l.2] en la cual se apreciaba que las preci-
pitaciones acumuladas en Uruguay tienden a crecer a medida que se desplaza hacia

el norte del pais.

Observando el patrén anteriormente mencionado se decidié efectuar un analisis
de las precipitaciones méximas comparativo entre el sur y el norte de Uruguay. To-
mando el modelo t-extremal con correlacién Bessel. Se dividié el territorio uruguayo
de manera de separar las simulaciones que se encontraban en el norte del Rio Negro,
y por otro lado, las ubicadas en el sur del Rio Negro. En el norte del Rio Negro se
cont6 con un total de 17 estaciones meteorologicas y pluviométricas mientras que

en el sur del Rio Negro se computan 21 estaciones.
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Figura 3.14: Comparacién del promedio de las precipitaciones méximas simuladas

entre el norte y sur de Uruguay. Fuente: elaboracién propia en R.

En la Figura[3.14]se puede observar que en el norte de Uruguay la precipitaciones
diarias maximas en promedio tienden a ser mayores que en el sur. También en el
norte presentan una mayor variabilidad respecto al sur y, por otra parte, el promedio
de las precipitaciones maximas es mayor en el norte que en el sur. Por iltimo, tanto
en el norte como el sur la distribucién del promedio de precipitaciones maximas
presenta un leve sesgo positivo. Esta comparacion respalda a lo mostrado en los

mapas de calor en la Figura [3.13]

Una vez realizadas diferentes simulaciones para el territorio uruguayo y un anali-
sis comparativo entre el sur y el norte del pais se decidi6 estudiar las probabilidades

de que las precipitaciones extremas diarias superen un umbral en el préximo ano y
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en los proximos 5 y 10 anos.

Se decidi6 aproximar estas probabilidades mediante simulaciones obtenidas con
el modelo t-extremal con correlacién Bessel el cual fue el que mejor se comporto, y
también se presentan las probabilidades obtenidas con simulaciones de un modelo
t-extremal con correlacion Power Fxponencial, el cual también habia logrado un

ajuste considerablemente correcto.

Para poder estimar las probabilidades de que las lluvias diarias extremas su-
peren un umbral en los diferentes periodos de tiempos mencionados se procedié de
la siguiente manera. Recordando que los bloques que se consideraron en el trabajo
fueron bloques trimestrales. Si se realizan 4 simulaciones seria 1 ano, entonces, se
efectian 40 simulaciones lo que equivale a 10 anos, este procedimiento se repite mil
veces. Cada 40 simulaciones sobre todo el territorio uruguayo se recoge el méximo,
el cual es la precipitaciéon maxima extrema diaria registrada en 10 anos. Como el
proceso se repitié mil veces, se obtuvieron 1000 méximos extremos diarias de preci-
pitaciones cada 10 anos. Una vez que se tienen estos mil valores se procede a calcular
las probabilidades de que las precipitaciones maximas extremas diarias superen los
umbrales de 150mm, 200mm, 250mm. En el caso de conseguir las probabilidades
para un periodo de 5 anos el procedimiento es similar al del periodo de 10 afos, con
la excepcién, de que en vez de realizar 40 simulaciones se realizan 20 simulaciones lo
que equivale a 5 anos y se consigue el maximo cada 20 simulaciones, y una vez més
el proceso se repite mil veces. Por ultimo, se realiza lo mismo cuando se considerd
el periodo de 1 ano, y en este caso se realizan 4 simulaciones, se consigue el maximo

de las 4 simulaciones y también se repite el proceso mil veces.

En el Cuadro se puede observar las estimaciones de las probabilidades reali-
zadas mediante simulaciones de superar los umbrales que se mencionaron anterior-

mente,
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Modelos
t-extremal Bessel t-extremal Pow-Exp
Probabilidad 1 Ano | 5 Anos | 10 Anos | 1 Ano | 5 Anos | 10 Anos
P(superar200mm) | 0,456 0.949 0,998 0.641 0.996 1.000
P(superar250mm) | 0,160 0,558 0,795 0.244 0.746 0.940
P(superar 300mm) | 0,051 0,243 0,388 0.081 0.346 0.564

Cuadro 3.4: Probabilidades de superar un umbral de precipitaciones diarias maximas
para un periodo de 1 ano, 5 anos y 10 anos con el modelo t-extremal con correlaciones

Bessel y Power Exponencial

En la Tabla se observa que la probabilidad de superar una precipitacién de
200mm en 1 ano, 5 anos y 10 anos son, 0,456, 0,949 y 0,998. La probabilidad de
superar 250mm en 1 ano, 5 anos y 10 anos son 0,160, 0,558 y 0,795, mientras que
la probabilidad de superar 300mm en los proximos 1 ano, 5 anos y 10 anos son
0,051, 0,243 y 0,388 para el modelo t-extremal con correlacién Bessel. Se aprecio
que a medida que el umbral es mas grande las probabilidades de superar dicho
umbral decrecen, y a su vez, mientras el periodo estudiado de superar el umbral
va en aumento las probabilidades tienden a crecer. Se realizé un estudio con la
distribucién empirica, solo considerando un periodo de un ano. Se recuerda que se
contaba con un total de 147 trimestres en un periodo desde 1982 hasta 2020, donde
la mayoria de los anos contaba con los cuatro trimestres pero hubo casos en que
algunos trimestres se tuvieron que quitar del analisis. En total se tenia un total de
38 anos, en cada uno de los anos se tomo el maximo de las precipitaciones diarias,
por lo tanto, se tiene 38 méaximos de precipitaciones diarias, de los mismo un 48,7 %
super6 un umbral de 200mm, muy similar a lo logrado con los datos simulados,
mientras que un 0,051 % supera el umbral de 250mm, y el umbral de 300mm no es
superado por ninguna de las precipitaciones maximas anuales. Se recuerda que la

precipitacion maxima registrada en este periodo de 38 anos se dio en el ano 1997
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donde se dio un acontecimiento de una precipitacion diaria de 269,7mm.

3.4. Niveles de Retornos estimados

A continuacion, se presentan la curva de retorno y los niveles de retornos estima-
dos de las precipitaciones extremas trimestrales mediante el modelo t-extremal con
correlacién Bessel. A la hora de estimar la curva y los niveles de retorno se opté por
tomar una grilla de coordenadas que incluia todo el departamento de Montevideo,
con el objetivo de estimar tanto la curva como los niveles de retornos en esta grilla.
Dentro de la misma se contaba con las estaciones pluviométricas Aeropuerto Carras-
co 'y Aeropuerto Melilla. En la Figura se apreciar el espacio geografico donde se
estimaron dichos niveles de retornos junto con las dos estaciones mencionadas. Se
recuerda que mediante los procesos mdx-estables se logra modelar las precipitaciones

extremas para todo los puntos de la grilla.

Grilla de coordenadas para
niveles de retornos

Latitud
|

34.95°S 34.80°S 34.85°3 34.80°5 34.75°S 34.70°S
[ ]

T T
56.4°W 56.3°W 56.2°W 56.1°W 56.0°W
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Figura 3.15: Grilla de coordenadas con la ubicacién de las estaciones pluviométri-
cas de Aeropuerto Carrasco y Aeropuerto Melilla donde se estimaron los diferentes

niwveles de retornos. Fuente: elaboracién propia en R.
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En la siguiente Figura se presenta la curva de retorno estimada mediante un
modelo t-extremal con correlacion Bessel para el espacio geografico exhibido en la
Figura Esta curva se estimo6 para un periodo continuo desde 1 trimestre hasta
200 trimestres, donde este ultimo equivale a estimar dicha curva para un periodo
de 50 anos. Se puede apreciar que en los primeros 20 trimestres el valor esperado
de las precipitaciones extremas crece de forma abrupta, y luego, a medida que se va
moviendo en el tiempo, el valor esperado de precipitaciones extremas tiende a crecer

pero de forma mas leve.

Por 1ltimo, en la Figura [3.16| se exhiben los niveles de retornos estimados para
las precipitaciones extremas en la grilla de coordenadas anteriormente mencionada.
Estos niveles de retorno esperados, se estimaron para un periodo de 20, 40, 60, 80 y
200 trimestres, lo que es equivalente a 5, 10, 15, 20 y 50 anos. Estos niveles, como se
mencioné enson los perecentiles 0,95 %, 0,975 %, 0,983 %, 0,9875 % vy 0,995 %,

del modelo t-extremal con correlacion Bessel.
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Figura 3.16: Niveles de retornos estimados para las precipitaciones extremas para

los periodos de tiempo de 5, 10, 15, 20 y 50 anos. Fuente: elaboracién propia en R.
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Observando la Figura|3.10|se llega a que los niveles de retornos estimados para los
tiempos de 5, 10, 15, 20 y 50 anos son 160, 23mm, 181, 74mm, 193, 44mm, 205, 25mm
y 230mm. Estos valores de lluvias extremas diarias se esperan que sucedan cada 5,
10, 15, 20 y 50 anos. El valor maximo registrado de las precipitaciones extremas
diarias en las dos estaciones pluviométricas que se encontraba en la grilla utilizada
en el periodo de 1982-2020, se dio en el trimestre 1 del ano 1999 en la estacién
Aeropuerto Melilla y se computé una precipitacion diaria de 197mm. Este valor se
encontré por encima del nivel de retorno correspondiente a 15 anos, por lo tanto,
esta lluvia extrema ocurrida en el ano 1999 se espera que ocurran dentro de la grilla
de coordenada cada 15 anos. Mientras que en ese mismo ano y en el mismo trimestre
pero en estacion Aeropuerto Carrasco se registré una precipitacién de 167mm, este
registro también ocurrio en el trimestre 2 del ano 2017, y otros registros como el que
se dio en el trimestre 4 del ano 2018, donde en la estacién Aeropuerto Carrasco se
registro una precipitacion de 170mm, mientras que en la estacién Aeropuerto Melilla
se registré un valor de 175mm. Estos tltimos cuatro registros se encontraron por
encima del nivel de retorno de 5 anos, por lo tanto, precipitaciones de esta magni-
tud para la grilla de coordenadas utilizada para calcular dichos niveles se esperan

ocurran cada un periodo de 5 anos.
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Conclusiones

A lo largo del trabajo se estudiaron diversas herramientas estadisticas y ma-
tematicas, comenzando por la Teoria de Valores Extremos, una herramienta que
permite la identificaciéon y modelizacion de los maximos de una variable aleatoria.
Se exploraron diferentes alternativas para la estimaciéon de los pardmetros, siendo
la méas importante la estimacion conjunta, la cual asume cierta relaciéon entre los
parametros de una estacion y otra. También se estudiaron diversas técnicas que
permiten estudiar la dependencia de valores extremos en un territorio, en este ca-
so las lluvias diarias extremas en Uruguay. Por tltimo, se aplicaron las diferentes
técnicas que brindan los procesos mdx-estables que parte de la Teoria de Valores Ez-
tremos y permite la modelizaciéon del campo de lluvias extremas en todo el territorio

uruguayo.

Mediante las diferentes técnicas presentadas se logré cumplir el objetivo prin-
cipal, modelar las precipitaciones diarias extremas en el territorio uruguayo, y se
consiguieron resultados muy reveladores. Se observé que las precipitaciones maxi-
mas en Uruguay en lineas generales son homogéneas, y no son escasas, ya que cada
cierto tiempo se registra algin hecho extremo. Por lo tanto, estas herramientas para
un pais como Uruguay, en el cual, gran parte de su economia se basa en el sector
agricultor y turistico son de suma importancia. También se logré observar y detec-

tar el comportamiento de las precipitaciones en forma de gradiente desde el Sureste
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al Norte del territorio uruguayo, donde este comportamiento tanto en registro de
precipitaciones diarias extremas como en registros de precipitaciones acumuladas
anuales tiende a crecer desde el Sur al Norte del pais y el modelo que mejor ajusto

logré captar dicho comportamiento.

El modelo que ajusté6 de forma mas adecuada a las precipitaciones méaximas
diarias extremas, fue el modelo t-extremal con correlaciéon Bessel. Incluso los tres
modelos que mejor TIC reportaron fueron todos t-extremal, por lo tanto, es una
modelizacién que podria representar de buena forma las precipitaciones maximas en

Uruguay.

Al analizar el parametro de forma e se observé que se podria considerar que
¢ = 0, por lo tanto, una distribucién marginal para cada estacién del tipo Gumbel
era factible, sin embargo, la mejor opcion fue considerar que é > 0, en particular se
enfocd por la estimacién arrojada por la estimacion conjunta. Eligiendo la estimacion
del parametro de forma por lo tanto utilizando distribuciones marginales Frechet se
logré un ajuste mucho mas preciso del modelo t-extremal con correlacion Bessel a
las observaciones de las precipitaciones maximas en el territorio uruguayo. Esto se
debe a que la distribucién Frechet posee colas més pesadas que la Gumbel, y se

observo que esta ultima subestimaba lo observado.

Mediante otras técnicas estudiadas, partiendo de la estimacién conjunta de los
parametros y luego aplicando herramientas como el Madograma y el F-Madograma se
concluyé que las precipitaciones diarias extremas presentan cierta dependencia entre
estaciones, la cual decrece con la distancia que las separa, y en términos generales
son bastante homogéneas, ya que no se observaron cambios bruscos, sin embargo si
se observé un crecimiento de las lluvias maximas hacia el norte, es decir un aumento
en el sentido de la latitud. Por esto se estudio el comportamiento de estos eventos
comparando Norte y Sur del pais y se logré apreciar una cierta diferencia entre estas
zonas del pais. Donde en el norte se logré predecir lluvias diarias extremas superiores

al sur de manera clara.
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Por lo tanto, un futuro trabajo puede ser aplicar estas técnicas por un lado
para las estaciones que se ubican en el sur del Rio Negro y, por otro lado, para las

estaciones que se encuentran al norte del Rio Negro.

Otro futuro trabajo podria ser un andlisis considerando dos etapas del ano, por
un lado, considerando los trimestres de las estaciones otono e invierno, y por otro
lado, los trimestres de las estaciones primavera y verano. También se podria explorar

la aplicacién de otras técnicas, como las “Copula extremas”.
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Capitulo 5

Anexo

5.1. Anexo A - Cdédigo en el software R

Funcioén para calcular porcentajes de NA en las estaciones por trimes-

tres

FuncionNAs <— function(estacion=estacion) {
cont = 1 trimestreNAs = matrix(rep(0,27456),nrow = 6864, ncol = 4)
for (e in 1:44) {

for (a in 1:39) {

for (q in 1:4) {

valor <— sum(is.na(dplyr::filter(datos,
Estacion == estacion [e] & year(Fecha)==1981+a,
quarter(Fecha)==q)))/max(row(dplyr::filter(datos, Estacion==estacionle] &
year(Fecha)==1981+a, quarter(Fecha)==q)))
trimestreN As[cont,4]<—round(valor,3)
trimestreNAs[cont,3]<—q
trimestreNAs|cont,2]<—1981+1
trimestreNAs[cont,1]<— estacion|e]

cont<— cont+1 }

b
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return(trimestreNAs) }

Funcioén para calcular los maximos de los 147 trimestres de las 41 esta-

ciones meteorlégicass y pluviométricas maximo <— function(estacion=estacion)

maximo <— matrix(rep(0, 6396), nrow = 41, ncol = 156)

for (e in 1:41) {
cont<—1
for (a in 1:39) {
for (qin 1:4) {
valor <— filter(datos.corregidos, Estacién == estacion_1 [e] &
year(Fecha)==1981+a & quarter(Fecha)==q) v.max <— max(valor [,3])
maximo[e,cont]<— v_max cont <— cont+1 }

i

return(maximo)

Estimaciéon Conjunta de las 38 estaciones meteorolégicas 6 pluviométri-

cas

tmaximo_1 <— t(maximo_1) trasponemos la matrix de maximos
form.loc_1 <— as.formula(loc ~ lon + lat)
form.scale < —as. formula(scale ~ lon + lat)
form.shape_1 < —as.formula(shape ~ lon + lat)
covariables_1_1 < —as.numeric(coordenadas.corregidos_2[, 1])
covariables 2_1 < —as.numeric(coordenadas.corregidos_2[,2])
covariables_1 < —cbind(covariables_1_1, covariables_2_1)
colnames(covariables_1) < —c("lat”,” lon”)

form.shape_2_1 <— as.formula(shape ~ 1)

form.scale_3_1 <— as.formula(scale ~ lat)

form.scale 4_1 <— as.formula(scale ~ lon)

form.loc_2_1 <— as.formula(loc ~ lat)
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form.loc_3_1 <— as.formula(loc ~ lon)

a-11j

fitspatgev(data=as.matrix(tmaximo_1),
covariables = covariables_1, form.loc_1, form.scale_1, form.shape_1)

a_2_1 <— fitspatgev(data=as.matrix(tmaximo_1),covariables = covariables_1,
form.loc_1, form.scale_1, form.shape_2_1)

a_3_1 <— fitspatgev(data=as.matrix(tmaximo_1),covariables = covariables_1,

form.loc_1, form.scale_3_1, form.shape_2_1)

a_4_1 <— fitspatgev(data=as.matrix(tmaximo_1),covariables = covariables_1,

form.loc_1, form.scale_4_1, form.shape_2_1)

a_h_1 <— fitspatgev(data=as.matrix(tmaximo_1),covariables = covariables_1,
form.loc_2_1, form.scale_1, form.shape 2_1)

a_6_1 <— fitspatgev(data=as.matrix(tmaximo_1),covariables = covariables_1,

form.loc_3_1, form.scale_1, form.shape_2_1)
Simulacién con modelo Textremal con correlacién Bessel

y_mapa<— seq(from=-35,t0=-30,length = 30)
x_mapa<— seq(from=-58.5,to=-53,length = 30)
coord_mapa<— cbind(x_mapa, y_mapa)

coord_mapa<— as.data.frame(coord_mapa)

# Calculamos la distancia euclidiana de las 38 estaciones con la grilla de 30x30

de coordenadas para simular:

dist_euclidiana_mapa<—array(0,c(30,30,38))
coord_mapa< —as.data.frame(coord_mapa)
coord_corregida[17,1]<— coord_corregida[17,1]+0.01
coord_corregida[12,2]<— coord_corregida[12,2]+0.01
coord_corregida[16,2]|<—coord_corregida[16, 2] — 0,01
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for (k in 1:38) {
for (j in 1:30) {
for (i in 1:30) {

dist_euclidiana_mapali,j,k]< — sqrt((coord_corregida$x_corregidalk] -
coord_mapa$x mapalj])” 2 +

ord_corregida$y_corregidalk] - coord_mapa$y_mapali])" 2)

(co
}
}
}

# Saco la posicion de la minima distancia euclidiana de cada estaciéon en com-

paracion a la grilla 30x30:

pos_mapa< — matrix(0, 38, 2)
a=1
for (j in 1:2) {
for (i in 1:38) {
print(a)
pos_mapali,j|< — which(dist_euclidiana_mapa|,,i] == min(dist_euclidiana_mapal,,i]),
arr.ind = TRUE) [,j]
colnames(pos_mapa)< —c(”fila” ¢ol”)
a=a+1

}

}

pos_mapa<—as.data. frame(pos_mapa)
# Consigo valores simulados para el modelo Textremal con correlacién Bessel:

Simulacion_mapa_BE_1_1< — rmaxstab(147, coord_mapa, cov.mod = "tbessel”,
sill = 1,nugget=0.24978,
range = 0.09416, smooth =146.24461,
grid = TRUE, DoF=3.54467 , control = list(nlines = 1))
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# Consigo los valores simulados de la grilla que estdn mas cerca para la simula-

cion anterior:

maximo_mapa_-BE_1_1< — matrix(0,nrow = 38 ncol = 147)
for (iin 1:147) {
for (j in 1:38) {
maximo_mapa_BE_1_1[j,i] < — Simulacion_mapa_BE_1_1[pos_mapa fila[j],

pos_mapaScol|j], i]

i

#Llevo la simulacion (Frechet Unitaria) a una Frechet:

frechet_transf_mapa_ BE_1_1< — matrix(0,ncol = 147 nrow = 38)
for (i in 1:38) {
frechet_transf_mapa BE_1_1[i,] < — frech2gev(maximo_mapa_BE_1_1[i,],
estimacion_conjunta_1_1[i,2],
estimacion_conjunta_1_1[i,3],

0.08)
}

# Sacamos los maximos de la matriz simulada con el modelo Teztremal con

correlacion Bessel que ya llevamos a Frechet:
frechet_transf_mapa BE_1_1 < — apply(frechet_transf mapa BE_1_1,2 max)

# Se realiza un grafico de caja para comprar el promedio de precipitaciones

maximas conseguido mediante la simulacion contra los valores maximos observados:

histograma_mapa_BE_1_1 < — as.data.frame(cbind(c(frechet_transf mapa BE_1_1,

maxtrimestre),
c(rep(” Simulado” 147),rep(” Observado” ,147))))

histograma_mapa_BE_1_1$V1 < — as.numeric(histograma_mapa_BE_1_1$V1)
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names(histograma_mapa_BE_1_1) < — ¢(”Precipitaciones.mm”,” Grupo”)
# Gréfico de cajas simulado contra observado:

ggplot(data = histograma_mapa_BE_1_1,aes(y=Precipitaciones.mm,fill=Grupo,color=Grupo) )+
geom_boxplot(alpha = 0.2)+
facet_wrap( Grupo) +
labs(title = ”Precipitaciones maximas por trimestre”,

_»»

X )

y="Precipitaciones mm”)

Juan Ignacio Baccino Costa y Francisco Bonora Melognio



5.2. Anexo B - Metodologia y Resultados

5.2. Anexo B - Metodologia y Resultados

5.2.1. Métodos de los Momentos Pesados

Sea X ~ I se define el Método de los Momentos Pesados de la siguiente forma,

M,,s=E[XP?F(X)'1—-F(X)’] (5.1)
Donde p, r, s son reales no negativos.

Este método se considera de utilidad potencial para derivar expresiones explicitas
para los parametros de distribuciones F' cuyas formas inversas las cudles se denotan
de la siguiente forma x = x(F') pueden definirse explicitamente. Si esto sucede se

puede definir a la expresién M, s = E[XPF(X)"(1 — F(X))®],

M, — / WPV F (1 FYdF (5.2)

Sir = s = 0y s un numero real no negativo, entonces, M, (o, representa el
momento convencional sobre el origen de orden 1. Si M), o existe y X es una funcién
continua de F', entonces, M, , ; existe para todos los nimeros reales no negativos r
y s. Si Ty s son reales no negativos, entonces, para estimar los pardmetros de F' se

parte de,

My = E[XF(X)'1 = F(X) (5.3)

Denotamos a w,(0) = M;,o = E[XGy(X)], r € Ny donde Gy es la DGVE y
X ~ Gy. Consideramos € < 1, dado que, en caso contrario Gy es de variacién regular

con indice 1/¢e y si esto sucede tenemos wy = 0. Se tiene el estimador plug-in de w,,
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A la hora de estimar 6 se le resuelven las siguientes ecuaciones, w,.(6) = W,.(0),

r=20,1,2.

Dado que Go(X1.m,- -+, Xnn) 4 (Ui, - - -, Ury), donde estos son los estadisticos
de orden de una sucesién i.i.d de variables uniformes, y se puede escribir de la

siguiente forma,

1 n
G, (6) =~ > XjlUl, 7=0,1,2 (5.5)
j=1

Si tenemos € < 1 0 € # 0, se cumple,

anlf) = ol = T =P = (1 +7))) (5.6

Utilizando las ecuaciones 5.5y [5.0] se logra el estimador de los momentos pesados

para 0, ver (Greenwood, Landwehr, Matalas, y Wallis, [1979)).

Este método conviene utilizarlo, cuando las condiciones de regularidad para las
propiedades asintdticas a la hora de aplicar la Estimacion Mdxima Verosimil no se
cumplan. En general, se aplica esta técnica cuanto no contamos con una cantidad

de observaciones lo suficientemente grande.

5.2.2. Seleccion de Modelos
A continuacion se presentan los diferentes criterios de seleccién de modelos.

A la hora de trabajar con el criterio de informacion, es necesario introducir el

concepto de verosimilitud compuesta:
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Definicién 5.2.1 Verosimilitud Compuesta: Sea f(x,0), x € X, 6 € ©, un modelo
estadistico paramétrico, con X C R*, © C R* n > 1, d > 1 . Considere un
conjunto de eventos {A; : A; CF, i €1}, donde I C Ny F es una o-dlgebra sobre
X. Entonces, una funcion de verosimilitud compuesta es una funcion de 6 definida

de la siguiente forma:

CLy(0,x) =[] flx € As; 6)~ (5.7)

icl

Donde f(zx € A;; 0) = f({z; € x: x; € A}, 0), con v = (21,...,z,), mientras

w;, ¢ € I, es un conjunto de pesos adecuados.

Esta idea de la utilidad que brinda utilizar la probabilidad compuesta surge na-
turalmente en un marco de funcién de estimacién, ver (Heydel [1997). De hecho, dado
el conjunto de eventos realizados {A; C F, i € I}, él estimador de mdzima verosi-
malitud compuesta suele definirse como una solucién de la ecuaciéon de verosimilitud

compuesta.

ViogCL(0,2) =0 (5.8)

Donde 7 log CL¢(0,2) = .., v log f(x € A;; 0)w; es la funcion score compues-
ta. Se usard la notacién 7h(f) para el vector columna de las primeras derivadas
parciales de la funcién h(f), mientras 72h(6) es la matriz simétrica de segundas de-
rivadas. Dado que la funcion score compuesta es una combinacién lineal de funciones
de estimaciéon no sesgadas, entonces en condiciones de regularidad adecuadas, el es-
timador de maxima verosimilitud compuesta éMCL(X ) es consistente y se distribuye

asintoticamente Normal:

Oricon(X) -2 N0, H(0) ' J(0)H (0)™T) (5.9)
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Donde: J(0) = var ) {vlog CL(0,X)} y H(0) = Efu){v?log CL(#, X)}.

Aplicando los métodos de verosimilitud compuesta es posible realizar una selec-
cion de modelos. A continuacién, se presenta un procedimiento de seleccién de mo-
delo predictivo basado en la siguiente generalizacion de la divergencia de Kullback-

Leibler.

Definicién 5.2.2 Divergencia de Kullback-Leibler: Dada dos funciones de densidad
g9(2) y f(z) para una variable aleatoria Z la informacion compuesta asociada a

Kullback-Leiber se define por la cantidad no negativa:

S 9(Zi, Z;)
D,(fo,9) = wi ;i B <log #> 5.10
p( ) — ];1 J f(Zz, Zj, 0) ( )
Donde Z = (Zy,...,Z;) ~ g. La ecuacién es una combinacion lineal de

las divergencias de Kullback-Leibler, correspondiente a cada objeto de probabilidad
que forma la funcién de probabilidad compuesta. Ademads, [5.10] es una cantidad
clave para evaluar las propiedades de la inferencia de verosimilitud compuesta y los
procedimientos de seleccion de modelos, bajo un modelo estadistico posiblemente
mal especificado. Se puede mostrar que el modelo que minimiza la divergencia de

Kullback-Leibler compuesta es el mismo modelo que minimiza:

TIC(f)) = 2L, (6, 2) + 2 <j(90>ﬁ<90)1>t (5.11)

Donde J(0y) v H(f) son estimadores consistentes de las matrices J(6,) y H(6))
y la ecuacion 5.11| es una generalizacion del Criterio de Informacion de Takeuchi

(TIC).
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5.2.3. Resultados

Estimacion de los parametros mediante Maxima Verosimilitud y Méto-

do de los Momentos Pesados

Miéaxima Verosimilitud Momentos Pesados

Estacién Posicion Escala Forma Posicion Escala Forma

25 de Agosto  48.01 19.46 0.23 48.61 20.70 0.16
Aeropuerto Carrasco 46.68 20.67 0.06 46.45 20.56 0.08
Aeropuerto Melilla  46.96 21.20 0.10 46.77 21.12 0.11
Artigas 55.49 24.75 0.17 55.85 25.71 0.13

Baltasar Brum 63.18 30.67 0.07 63.02 30.77 0.07

Barriga Negra 53.74 21.74 0.04 53.79 22.34 0.02

Bernabe Rivera 59.45 25.76 0.08 59.74 26.75 0.05
Canada Grande (P. Mellizos) 56.10 23.77 0.04 56.16  24.18 0.03
Catalan Grande 58.31 24.29 0.14 58.71 25.40 0.10

Cerro Amarillo 56.64 24.43 0.09 56.86 25.28 0.06

Cerro Chato 56.86 21.69 -0.07 56.88 21.45 -0.07

Cerro Colorado 51.10 22.59 0.05 50.92 22.72 0.06
Colonia  46.90 21.32 0.08 46.43 20.51 0.13

Coronilla  47.88 18.38 0.04 48.39 19.30 -0.01

Cuchilla Caraguata (N) 51.22 20.36 0.13 51.16  20.42 0.13
Durazno 53.40 23.50 -0.02 53.24 23.73 -0.02

Guichén  55.06 24.50 0.14 55.06 24.80 0.13

Marmaraja 48.91 20.57 0.06 49.07 21.19 0.04

Cuadro 5.1: Estimacion de los pardametros de la DVEG por el metédo de maxima

verosimilitud y por el método de los momentos pesados en el periodo 1982-2020
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Maxima Verosimilitud Momentos Pesados
Estacién Posicién Escala Forma Posicién Escala Forma
Mataojo 47.23 20.69 0.03 46.79 19.75 0.08
Melo 5347  22.30 -0.03 53.53 23.04 -0.05
Mercedes 48.23 21.38 0.10 47.74 20.51 0.14
Palmitas 48.61 24.00 0.05 47.77 22.53 0.12
Paso de los Toros 53.60 23.21 0.01 03.88 24.01 -0.02
Paysandu 53.31 23.30 0.01 53.26 23.67 0.01
Piedras Coloradas 73.53 38.11 0.00 74.24 40.13 -0.04
Piraraja 51.81 23.35 0.06 52.26 24.64 0.01
Prado 48.06 20.82 0.02 47.95 21.04 0.02
Punta del Este 44.53 20.08 0.04 44.30 20.02 0.06
Quebracho 59.89 29.93 0.02 60.02 30.61 0.00
Rivera 57.62 22.65 0.15 57.92 23.36 0.12
Rocha 49.56 19.71 0.18 49.56 19.98 0.17
Salto 55.15 24.95 0.06 54.94 24.14 0.08
San Antonio 47.32 20.41 0.22 47.93 21.69 0.15
San Jacinto 45.17 19.57 0.16 45.25 19.87 0.14
Sarand{ Grande 50.37  21.70 0.07 50.11 21.10 0.09
Tala 44.10 20.37 0.10 44.21 20.79 0.09
Tambores 57.35 24.36 -0.07 57.30 25.25 -0.08
Tomés Gomensoro 58.11 28.32 0.10 27.50 27.24 0.14
Treinta y Tres 54.97 22.57 0.15 54.70 22.13 0.17
Trinidad 51.75 24.50 -0.01 50.96 23.17 0.05
Young 55.46 25.73 -0.08 55.57 26.94 -0.10

Cuadro 5.2: Estimacion de los pardmetros de la DVEG por el método de maxima

verosimilitud y por el método de los momentos pesados en el periodo 1982-2020
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Estimaciéon Conjunta de las 41 estaciones meteorolégicas 6 pluviométri-

cas iniciales

Estacion Posicion Escala Forma
25 de Agosto 48.37  21.29 0.08
Aeropuerto Carrasco 47.10  20.51 0.08
Aeropuerto Melilla 4724 24.76 0.08
Artigas 60.33  27.15 0.08
Baltasar Brum 59.37  27.05 0.08
Barriga Negra 49.71  21.34 0.08
Bernabe Rivera 60.62  27.49 0.08
Canada Grande 54.02  24.38 0.08
Catalan Grande 59.17  26.47 0.08
Cerro Amarillo 59.64  26.88 0.08
Cerro Chato 52.30  22.63 0.08
Cerro Colorado 49.95  21.67 0.08
Colonia 48.26  21.86 0.08
Coronilla 48.55  20.66 0.08

Cuchilla Caraguata Norte 55.15  23.90 0.08

Durazno 51.53  22.87 0.08
Guichon 54.50  24.63 0.08
Marmaraja 48.82  20.86 0.08
Mataojo 47.72  20.37 0.08
Melo 54.50  23.27 0.08
Mercedes 51.82  23.72 0.08

Cuadro 5.3: Estimacion de los pardmetros de la DVEG por el método de estimacion
conjunta para las primeras 21 estaciones meteorolégicas 6 pluviométricas para el

periodo 1982-2020.
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Estacion Posicion  Escala Forma
Palmitas 51.08  23.24 0.08
Paso de los Toros 53.19  23.69 0.08
Paysandu 04.53  25.02 0.08

Piedras Coloradas h4.44  24.79 0.08

Piraraja 50.37  21.52 0.08
Prado 47.04  20.56 0.08
Punta del Este 46.74  19.85 0.08
Quebracho 55.75  25.55 0.08
Rivera 58.84  25.99 0.08
Rocha 48.14  20.24 0.08
Salto 57.23  26.31 0.08
San Antonio 48.26  21.09 0.08
San Jacinto 48.02  20.89 0.08
Sarandi Grande 50.43  22.26 0.08
Tala 48.58  21.11 0.08
Tambores 95.93  24.89 0.08

Tomas Gomensoro 60.21 27.51 0.08

Treinta y Tres 51.91  22.10 0.08
Trinidad 20.99  22.80 0.08
Young 53.52  24.35 0.08

Cuadro 5.4: Estimacion de los parametros de la DVEG por el método de estimacion
conjunta para las tultimas 20 estaciones meteorologicas ¢ pluviométricas para el

periodo 1982-2020.
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Estimaciéon Conjunta de las 40 estaciones meteorolégicas 6 pluviométri-

cas sin considerar Piedras Coloradas

Estacion Posicion Escala Forma
25 de Agosto 48.33  21.15 0.07
Aeropuerto Carrasco 4712 20.44 0.07
Aeropuerto Melilla 47.26  23.63 0.07
Artigas 59.68  26.61 0.07
Baltasar Brum 58.77  26.46 0.07
Barriga Negra 49.60  21.30 0.07
Bernabe Rivera 59.96  26.90 0.07
Canada Grande 53.69 2397 0.07
Catalan Grande 58.58  26.00 0.07
Cerro Amarillo 59.03  26.35 0.07
Cerro Chato 52.06  22.51 0.07
Cerro Colorado 49.83  21.57 0.07
Colonia 48.22  21.55 0.07
Coronilla 48.50  20.69 0.07

Cuchilla Caraguata Norte 54.77  23.72 0.07

Durazno 51.32 2261 0.07
Guichon 54.15  24.20 0.07
Marmaraja 48.76  20.86 0.07
Mataojo 47.71  20.39 0.07
Melo 54.15  23.18 0.07
Mercedes 51.61  23.28 0.07

Cuadro 5.5: Estimacion de los pardmetros de la DVEG por el método de estimacion
conjunta para las primeras 21 estaciones meteorolégicas 6 pluviométricas para el

periodo 1982-2020.
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Estacion Posicion  Escala Forma
Palmitas 50.90  22.85 0.07
Paso de los Toros 52.90  23.38 0.07
Paysandu 04.17  24.50 0.07
Piraraja 50.22  21.50 0.07
Prado 47.06 2047 0.07
Punta del Este 46.78  19.92 0.07
Quebracho 55.33  25.00 0.07
Rivera 58.27  25.61 0.07
Rocha 48.11  20.33 0.07
Salto 56.74  25.71 0.07
San Antonio 48.22  20.98 0.07
San Jacinto 47.99  20.81 0.07
Sarandi Grande 50.28  22.05 0.07
Tala 48.53  21.03 0.07
Tambores 55.50  24.52 0.07

Tomas Gomensoro 59.56  26.87 0.07

Treinta y Tres 51.69  22.07 0.07
Trinidad 50.82  22.51 0.07
Young 53.21  23.90 0.07

Cuadro 5.6: Estimacion de los pardmetros de la DVEG por el método de estimacion
conjunta para las ultimas 20 estaciones meteorologicas ¢ pluviométricas para el

periodo 1982-2020.
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Estimacion Conjunta de los parametros de las 38 estaciones finales

meteorolégicas 6 pluviométricas

Estacion Posiciéon Escala  Forma
Aeropuerto Carrasco 47.09  20.87 0.06608
Aeropuerto Melilla 48.13  21.38 0.06608
Artigas 59.59  26.13 0.06608
Baltasar Brum 58.69  26.46 0.06608
Barriga Negra 49.56  21.02 0.06608
Bernabe Rivera 59.87  26.61 0.06608
Canada Grande 53.64  24.36 0.06608
Catalan Grande 58.50  25.48 0.06608
Cerro Amarillo 58.95  26.00 0.06608
Cerro Chato 52.01  22.03 0.06608
Cerro Colorado 49.79  21.50 0.06608
Colonia 48.19  22.75 0.06608
Coronilla 48.47  20.37 0.06608

Cuchilla Caraguata Norte 54.70  22.87 0.06608

Durazno 51.28  22.89 0.06608
Guichén 54.09  24.57 0.06608
Marmaraja 48.72  20.60 0.06608
Mataojo 47.68  20.27 0.06608
Melo 54.09  22.04 0.06608

Cuadro 5.7: Estimacion de los parametros de la DVEG por el metodo de estimacion
conjunta para las primeras 19 estaciones meteorolégicas 6 pluviométricas finales para

el periodo 1982-2020.
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Estacion Posicién Escala  Forma
Mercedes 51.56  24.31 0.06608
Palmitas 50.86  23.81 0.06608
Paso de los Toros 52.85  23.52 0.06608
Paysandu 54.11  25.28 0.06608
Piraraja 50.18  21.00 0.06608
Prado 47.04  21.00 0.06608
Punta del Este 46.75  19.84 0.06608
Quebracho 55.27  25.61 0.06608
Rivera 58.19  24.77 0.06608
Rocha 48.07  19.81 0.06608
Salto 56.67  26.23 0.06608
San Jacinto 48.19  21.33 0.06608
Sarandi Grande 50.24 2234 0.06608
Tala 48.50  21.19 0.06608
Tambores 55.43  24.29 0.06608

Tomas Gomensoro 59.48  26.87 0.06608

Treinta y Tres 51.64  21.25 0.06608
Trinidad 50.77  23.04 0.06608
Young 53.16  24.58 0.06608

Cuadro 5.8: Estimacion de los parametros de la DVEG por el metodo de estimacion
conjunta para las tiltimas 19 estaciones meteoroldgicas 6 pluviométricas finales para

el periodo 1982-2020.
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5.2.3.1. Gumbel

Transformacién a Frechet Unitaria

Vale recordar que cualquiera de las tres distribuciones de la TVE (Weibull, Fre-
chet y Gumbel), se podia aplicar una transformacién, ver y lograr una distri-
bucion Frechet Unitaria. Se decidi6 trabajar en primer instancia, con el parametro

de forma asumido, € = 0, por lo tanto, la distribucién seleccionada de la TVE es la

Gumbel.

Estimacion espacial mediante procesos max-estables

Una vez aplicada la Teoria de Valores FExtremos, se procedi6 a realizar una es-
timacion espacial mediante la técnica procesos max-estables. En primer lugar, se
analizo el comportamiento del coeficiente extremal, el cual nos permitié estudiar la
correlaciones dos a dos de las diferentes estaciones. Observando la Figura[5.1], en pri-
mer lugar no se ve mucha variabilidad, lo que da indicio de que las precipitaciones en
estaciones cercanas tienen un comportamiento similar, pero mientras las distancias
entre estaciones va en aumento, el comportamiento de las precipitaciones no son
semejantes. También analizando la Figura se aprecié un comportamiento similar
al que brindo el coeficiente extremal, estaciones cercanas tienen un comportamiento
similar, mientras que a mayor distancia entres estaciones el comportamiento de las
mismas son méas independiente. En funcién del coeficiente extremal, no es muy claro
el modelo mdzx-estable a utilizar. Sin embargo, sabemos que aquellos modelos que
presentan una funcion del coeficiente extremal acotada por una constante pequeno,

por ejemplo 2, no se pueden utilizar, como es el caso del modelo de Shalther.
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Estimacion F. Coef. Extremal
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Figura 5.1: Coeficiente extremal estimada considerando una DVE del tipo Gumbel.

Fuente: elaboracién propia en R.
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Figura 5.2: F-madograma estimada considerando una DVE del tipo Gumbel. Fuente:

elaboracién propia en R.

El primer escenario con el que se trabajé, fue considerar la estimacién del parame-

tro de forma igual a cero, € = 0. Por lo tanto, se consider6 una distribucion de la TVE
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Gumbel. Se realizaron los mismos estudios con respecto a considerar la estimacion
del parametro de forma mayor a cero, € > 0. Primero se analizé el comportamiento
del coeficiente extremal, se estudiaron el f~-madograma y Madograma, se selecciona-
ron mediante el criterio de infromacién TIC' los mejores de modelos paramétricos
de los procesos maz-estables y por ultimo, se simulo y evalu6 el comportamiento de
los diferentes modelos. A continuacion se presentan los resultados mas relevantes,
que permiten observar que considerar la estimacién del parametro de forma igual a

cero no da resultados considerablemente aceptables.

Primero, se estudié la matriz de varianza y covarianza del modelo de Smith:

8,988¢ — 06 — 7,860e — 066,766¢ — 06
¥ = | —7,860e — 067,383¢ — 06 — 6,375¢ — 06 (5.12)
6,766¢ — 06 — 6,875¢ — 067,029¢ — 06

El determinante de dicha matriz es cercano a cero, lo que produce problemas de

invertibilidad, por lo tanto, el modelo de Smith presenta problemas numéricos.

Seleccion de Modelos

Se estudiaron todos los modelos posibles con sus diferentes correlaciones para
lograr una estimacion espacial mediante procesos mdz-estables. A la hora de selec-
cionar el modelo nuevamente se utilizé el criterio de informacién TIC. En la Tabla
el modelo T-extremal con correlaciones Power-Exponencial y Bessel son los que

presentaron menor T1C.
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Modelo TIC

Geo-Gauss W-M 916868,00
Geo-Gauss Pow-Exp  916882,10
t-Extremal W-M 916820,40
t-Extremal Pow-Exp 916817,20

Cuadro 5.9: Valor del TIC para los seis modelos con menor TIC en estimacion
espacial mediante procesos max-estables para el periodo 1982-2020 en 38 estaciones

climatolégicas y pluviométricas considerando una DVE Gumbel

Simulacién

Luego de estudiar cuales son los modelos mas interesantes para poder realizar
estimaciones espaciales de las precipitaciones en todo el territorio uruguayo, se pro-
cedi6 a simular. Se recuerda que el valor del pardmetro de forma estimado € es cero,

por lo tanto, se trabajé con una DVE del tipo Gumbel. A la hora de simular se

tomo la misma grilla de coordenadas que se trabajé considerando la estimacién del

parametro de forma mayor a cero, y se realiza él mismo procedimiento de simulacion.

Observando la Tabla[5.9 el modelo que mejor se ajusté a los datos observados fue
el t-Extremal con diferentes correlaciones, estas fueron: Bessel, Power-Exponencial

y Whattle-Mattern.

Los valores simulados eran Frechet Unitarios y se debié realizar una transforma-

cién para poder llevarlos a una Gumbel.
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Precipitaciones maximas por trimestre

Bessel Power-Exponencial Whittle-Mattern
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Figura 5.3: Comparacion entre los valores promedios de los méaximos observados en
los 147 trimestres en el periodo 1982-2020 de las 38 estaciones contra los valores
simulados, considerando un modelo t-extremal con correlaciones: Bessel, Whittle-

Mattern y Power Exponencial
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Analizando la Figura se aprecié que los modelos que mejor ajustan segin
el promedio de los méximos de las precipitaciones observadas en las 38 estaciones
durante los 147 trimestres, son los modelos T-extremal con correlaciones Bessel y
Whittle-Mattern. Ambos modelos, no logran captar la precipitacion méaxima que se
registré en Uruguay en el periodo 1982-2020. Por otro lado, los datos observados pre-
sentan una mayor variabilidad en las precipitaciones maximas en comparacion a los
datos que se consiguen con ambos modelos. Se aprecié que los modelos parametricos

no presentaron un comportamiento correcto.
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5.2.4. Frechet

Transformacion Frechet Unitaria

1982-1 1982-2 1982-3 1982-4 1983-1 2018-3 2018-4 2019-1 2020-1 2020-4

Aecropuerto Carrasco 1.63 0.96 0.96 0.51 0.51 2.56  400.77 0.67 0.44 0.55
Aeropuerto Melilla 1.04 1.34 1.56 0.52 1.37 0.95 174.26 1.26 0.53 0.49
Artigas 9.49 1.09 2.32 4.71  98.77 3.46 4.33 15.71 1.14 0.70

Baltasar Brum 0.71 0.59 0.71 4.49 1.43 1.99 7.82 5.82 1.65 0.59
Barriga Negra 0.44 338.23 1.62 0.84 5.23 1.50 19.40 120.65 0.68 0.88
Bernabe Rivera 0.73 0.57 0.94 1.26  142.65 0.76 1.31 300.68 1.31 1.13
Caniada Grande (P. Mellizos) 1.93 4.03 3.87 6.33 1.18 2.18 4.03  264.25 8.78 0.33
Catalan Grande 2.65 1.16 1.03 3.87  79.58 1.16 3.87 4.50 0.71 0.59
Cerro Amarillo 1.58 2.13 2.38 1.22  60.66 2.57 0.94 8.77 0.78 1.22
Cerro Chato 0.69 1.32 9.40 0.79 0.77 1.29 0.90 10.26 0.90 0.19

Cerro Colorado 1.00 9.18 2.77 0.80 8.37 0.87 10.07  20.12 0.80 0.53
Colonia 6.22 0.67 7.43 1.36 0.51 2.06 7.40 3.40 0.75 1.06

Coronilla 0.60 093  13.29 4.16 0.52 1.37 5.84 3.60 0.93 0.41

Cuchilla Caraguata (N) 1.08 2.83 2.02 0.71 1.51  46.64 0.74 1.51 1.64 0.23

ot

Durazno 2.65 4.59 2.51 0.43 0.86 1.73 3091 9.33 1.04 0.23
Guichén 4.14 2.82 0.90 0.77 173 3785 3218  34.90 0.74 0.83
Marmaraja 0.33 9.15 0.66 0.96 0.60 4.68 1.34 4.46 0.66 0.26
Mataojo 0.18 4.88 3.46 0.68 1.66 0.83  56.82 1.06 0.28 0.17

Melo 2.20 3.40 1.02 4.40 1.67 3.26 0.63 0.62 2.52 0.47

Mercedes 42.74 9.41 1.29 0.56 1.28 1.01 4.69 1.54 0.82 0.31
Palmitas 226 19.41 1.47 0.62 12.62 0.68 59.41 17.81 0.57 0.50

Paso de los Toros 0.77 1.65 4.08 0.48 1.03 1.55 6.36  90.81 0.72 0.89
Paysandi 5.00 3.66 1.08 1.22 1.21 0.69 8.21 17.75 0.74 0.94
Piraraja 0.49 1.03 2.49 1.49 1.24 0.56 2.61 6.61 0.56 0.68

Prado 1.53 3.47 4.05 0.71 1.05 271 29.05 0.54 0.45 0.49

Punta del Este 1.97 493  16.18 0.92 0.89 2.45 134.27 0.41 0.47 0.96
Quebracho 1114.49 529.78 5.88 3.27 1691 4.65 5.65 3.02 1.18 0.35
Rivera 0.43 2.84 1.60 9.34  57.88 1.27 2.07 2.17 0.45 0.43

Rocha 3.25 7.31 2.39 0.57 0.95 2.95 0.63  44.17 1.19 0.23

Salto 0.66 0.71 0.52 3.23 2.80 0.75 2.64 5.96 1.59 0.98

San Jacinto 0.38 1.40 6.16 0.35 1.77 0.54 2.25 9.04 0.26 0.26
Sarandi Grande 0.72  553.27 4.32 098 14.54 3.02  14.54 1.76 1.17 0.28
Tala 0.26 0.70 1.36 0.43 3.66 0.97 4.43 5.61 1.07 0.56

Tambores 3.49 1.44 8.78 1.50  14.80 6.63 2.74 1.44 0.96 0.82
Tomas Gomensoro 0.69 0.89 1.19 0.92 1.43 0.92 0.99 9.80 0.80 0.89
Treinta y Tres 3.39 2.67  12.09 0.77 1.46 1.10 0.85 2.77 0.65 0.26
Trinidad 3.60 15.31 0.62 0.65 1.26 0.53  10.69 1.45 2.68 0.26
Young 2.11 1.74 0.73 0.55 3.25 2.62 9.06 9.64 9.92 0.40

Cuadro 5.10: Transformacion a Frechet Unitaria de los datos observados para los

primeros y ultimos trimestres de las 38 estaciones meteorologicas 6 pluviométricas.
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5.2.5. Grafica, Riesgos de la actualidad

Esta figura fue tomada de la tesis de Florencia Santinaque,ver (Santinaque Me-|

bones, 2070)
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