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Abstraa

Estereporte esunresumen de onceptosy notacion empleada en el formalismo de Redes de Petri,
realizado como subproducto del proyedo Clemente Estable N° 4072 “ Modeladoy construcdén de
una maquina paalela virtual con componentes de bajo costo” .

Es e resultado de la primer etapa del mismo en la que se realizd un estudio de herramientas
matemdticas adecuadas para € modelado de performance El presente documento introduce
someramente notacion y algunas aspectos de interés de las redes de Petri. El ledor interesado en
profundizar en & estudio de las mismas podra continuar su estudio en cualquiera de las
referencias bibliograficas que se presentan en este trabajo
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Introduccion

Las Redes de Petri (Petri Nets) fueron introducidas por C.A. Petri in 1962. Su
éxito se debe basicamente a la simplicidad de su mecanismo bésico, s bien, la
representacion de grandes sstemas es costosa. Se han hecho dversas extensiones
al moddo basico de forma de simplificar su aplicacion en dferentes campos.

Numerosos autores han extendido € modelo basico introduciendo el concepto de
tiempo (Redes de Petri Temporizadas o Timed Petri Nets), con lo que se pueden
lograr andisis cuantitativos de performance de los sstemas. Cuando se utilizan
variables aleatorias exponencides para espedficar e comportamiento temporal
del modelo, el modelo se denomina Red de Petri Estocéstica(Stochastic Petri Net,
SPN). Se puede probar que, bgo ciertas hipétesis, las Redes de Petri Estocéasticas
son isomorficas a Cadenas de Markov de tiempo continuo homogéness.

La apacidad de las Redes de Petri Estocasticas para describir smulténeanente d
paralelismo y la sincronizaddn en sistemas multiprocesadores se presenta como
una dternativa viable auando €l nivel de detalle necesario hace inadecuados los
modelos basados en teoria de las.

Redes de Petri Standard

La estructura de una Red de Petri standard es un grafo hipartito que incluye un
conjunto de lugares P (places), un conjunto de transiciones T (transitions) y un
conjunto de acos dirigidos A. Un lugar p es una entrada (input) para una
transicion t s existe un arco incidente ala transicion (p,t). Un lugar p es una
salida (output) de una transicion t s existe un arco incidente de la transicién a
lugar (t,p). El conjunto de acos puede ser particionado en el conjunto de acos de
entrada atransiciones A y e conjunto de acos de salida de transiciones Ao.

Formalmente:
PN =(P,T,A)
P={p.p,....0,}

T={t bt}
A OPxT
A OTxP

A=ADA

i1, Marcado de Redes de Petri

Las Redes de Petri pueden contener fichas (tokens), gréficamente dibujados como
puntos negros. Una Red de Petri con tokens < llama Red de Petri con marcado.
El estado de una Red de Petri con marcas esta definido por € nimero m de tokens
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contenidos en cada lugar li. El estado de la Red de Petri se llama usua mente el
marcado y sedenatapor M ={m,,m,,...m }.

Unadefinicion forma de una Red de Petri con marcado es;
PN=(P,T,AM,)

P={p.. p..-.P, }
T={t,t et}
A OPXxT
A OTxP
A=A OTA
M, ={m011rnOZ"'"mOn}
dénde denota & numero de fichas en el lugar pi en € marcado inicia Mo.

Es posble definir la gecucion de una Red de Petri con marcas. La misma se
define através de las sguientes reglas.

1. Una transicion estd habilitada aiando todos s lugares de entrada
contienen al menos unaficha

2. Una transicion habilitada se puede disparar (fire), removiéndose un
token de calalugar de entraday colocando uno en cadalugar de salida.

3. Cada disparo de una transicion modifica la distribucion de las fichas, y
por €ello produce un nuevo marcado en lared.

De aqui en mas notaremos my,; @ ndmero de tokens en el lugar pi, #(pPa,tv) valel s
existe un arco desde d lugar pa alatransicion t, y O en cualquier otro caso; de
forma similar, #(ta,pp) vae 1 s existe un arco desde latransicion t; a lugar ppy O
en cuaquier otro caso. Unatransicion t, esta habilitada s

My >#(p;.t,)0p, OP,

Ecuacioni.1-1
y ¢ resultado del disparo de t, es un ruevo marcado M'={m,,m,,..m’}
definido como m' ;= m; —#(p, t, #(t,, p, )Op, OP

Ecuacioni.1-2

i.2. Extensiones a las Redes de Petri standard

Las extensiones fueron introducidas para aumentar €l poder de modelado de la
herramienta. En esta seacion consideraremos en esta seccion son las definiciones
de arcos miltiplesy arcos inhibidores.
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Decimos que tenemos arcos multiples cuando serelaja la condicién de
unicidad de arcosen d grafo bipartito y pasamos a tener un multigrafo
bipartito. Las eauaciones que definen el estado habilitado de una transicion (

Ecuadoni.1l-1,Ecuadéni.1-2) mantienen su validez modificando la definicion de
#(Ppa,tv) Y #(ta,pp) de lasiguietnte forma:

#(pa,tv) denota & nimero de acos desde d lugar pa alatranscion tp.
#(ta,pp) denota & nimero de acos desde latransiciénta al lugar pp.

Los arcos inhibidores se representan graficamente @n un circulo en la punta (en
lugar de la flecha), y su funcién es la de inhibir transiciones. La condicién de
disparo puede generalizarse diciendo que todos s lugares de entrada normales
contienen a menos una ficha y no hay ningura ficha en sus lugares de entrada
inhibidores. El disparo de una transicion remueve una ficha de cada uno de sus
lugares de entrada normales.

Estas dos extensiones tienen una naturaleza tedrica muy diferente y por ello sus
conseauencias. La introduccdn de acos multiples es esencialmente una
convencion que permite —en alguncs casos- dibujar grafos mas smples. La
introducddn de acos inhibidores aumentan el poder expresivo del modelo.

Las Redes de Petri con arcos inhibidores y multiples srd considerada wmo la
base de ayui en més.

i.3. Propiedades de las Redes de Petri.

Un marcado M’ e dice alcanzabe inmediatamente desde M s M’ puede ser
obtenido disparando una transicion habilitada en M. La gecucion de la Red de
Petri permite definir una seauencia de marcados {Mo,M1,M>,...} y una secuencia
de transiciones {t,t2,...}. Un marcado M” se dicealcanzable desde M s existe una
secuencia de disparos de transiciones que mueve € estado de la Red de Petri
desdeM aM”.

Definimos € conjunto alcanzable R(Mo) de una Red de Petri como € conjunto de
todos los marcados que son alcanzables desde Mo. El conjunto alcanzable de una
Red de Petri puede ser representado por un arbol, que se puede nstruir
colocando € marcado inicid Mo como raiz y como hijos todos los marcados
inmediatamente dcanzables desde éste y repitiendo este procedimiento para cada
marcado que se agrega. Existe la posibilidad de generar estructuras infinitas
cuando a partir de un marcado M’ se puede acanzar un marcado M” y viceversa.
En estos casos degjamos de epandir € arbol apenas llegamos a un marcado
agregado anteriormente. Llamaremos a estos marcados marcados duplicados.
Durante la @nstruccion de abol de acance, podemos encontrar también
marcados muertos, aquellos en los que ninguna transicion esta habilitada. Los
marcados duplicados y muertos constituyen las hojas € érbol.

Una Red de Petri con marcas % dice segura s € nimero de fichas en cada lugar
<1 para todos los marcados de R(Mg). Una Red de Petri se dice k-acotada s €l
numero de fichas en cada lugar es <k para todos los marcados de R(Mo).

Una Red de Petri con arcos multiples y arcos inhibidores tienen un conjunto de
estados alcanzables finito y por elo puede ser representado mediante una méquina
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de estados finitos. Agregando arcos inhibidores (capaddad de test cero) a Redes
de Petri que no son k-acotadas se le da d modelo € poder computadona de una
Maguinade Turing, permitiendo por €llo modelar cualquier sistema mmputable.

Una Red de Petri se dice estrictamente conservativa s, para todos los marcados
de R(Mo), la suma de fichas en la Red es constante, es decir, las fichas © mueven
por lared sin ser creadas o destruidas.

DMkDR(Mo)vimq =k

Ecuacion i.3-1

Esto implica que para cada transicion el nimero de arcos de entrada es igual a
numero de acos de saida.

Una Red de Petri se dice conservativa con respecto a un vector de componentes
no regativas W= {wi,Wz,Ws,...,Wn} S,

M, DR(Mo)viWirWi =k

Ecuacion i.3-2

Cuando una Red de Petri se utiliza para modelar sstemas redes, € concepto de
conservacion es de suma relevancia, pues generalmente las fichas son asociadas a
recursos, los cuaes, generamente, no pueden variar (p.e. € numero de
procesadores), y como consealencia, su himero no puede variar en la Red.

Una transicion 4T se dice viva s, para todo MR(Mg), hay un marcado M’,
alcanzable desde M, que habilita la transicion t;. Una Red de Petri se diceviva s
todas as transiciones t; son vivas. El concepto de vida es muy importante en
sistemas de mmputadoras, y usuamente s asociado con la ausenciade estados de
blogqueos mutuos o deadlocks.

El subconjunto de las Redes de Petri que se obtiene exigiendo que, paratodo par
de transiciones t; y t2[J T, con t; # tp, y para aialquier marcado acanzeble, €l

disparo de t; no puede deshabilitar €l disparo de t,. Estas redes son llamadas
persistentes.

Redes de Petri con tiempos

Las Redes de Petri standard no incluyen concepto alguno de tiempo, por €llo,
solamente es posible describir solamente la estructura l6gica de los sstemas y no
su evolucién temporal.

La introduccon dd tiempo en e modelo permite la descripcion de
comportamientos dindmicos de los sstemas, considerando la e/olucion de estados
y la duracién e cala acion tomada por € sistema. Hay multiples formas
diferentes de introducir el concepto de tiempo.

Una primer posibilidad consiste en asociar a cada transicion un ndmero que
indica, en aguma unidad temporal adecuada, € retardo (delay) entre la
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habilitaddn y el disparo de la transicién. Una Red de Petri Temporizada (timed
Petri Net TPN) puede ser definida mmo:

TPN={P, T, A, Mo, G}

donde P, T, Ay Mo se definen como antesy @=(6, 6,...,6m) es d conjunto de
retardos asociados con las transiciones.

Una segunda posibilidad para la introduccién del concepto de tiempo consiste en
asignar un retardo 6 al proceso de convertir una ficha en disponible luego que la
misma llega aun rnuevo lugar. Por dlo, cada ficha puede estar en uno de dos
estados: disponible y no disponible; solamente fichas disponibles habilitan
transiciones. La fata de disponbilidad de una ficha modela el tiempo utilizado
desarrollando una actividad. En esta abstraccion, e tiempo es asociado a los
lugares.

La adicién de tiempos en las Redes de Petri es un proceso critico y se deberd
prestar atencion especid alacomprension total de laseméanticadel modelo y alos
detalles de su comportamiento.

Existe una ampliavariedad de extensiones adicionales, que bascamente cnsisten
an adicionar tiempos a las diferentes componentes del grafo bipartito que
condituye lared.

Redes de Petri Estocasticas

Los modelos de performance probabilisticos tratan de representar €
comportamiento de sistemas deterministicos complejos por medio de procesos
estocagticos. De esta forma e posble evitar una detallada descripcion
deterministica de las operadones del sistema, sustituyéndola por asunciones
probabilisticas, que cpturen la esenciadel sistema.

Las Redes de Petri Estocasticas (SAN) se obtienen asociando con cada transicidon
en una Red de Petri una variable deatoria con distribucion exponencia que
exprese d retardo desde la habilitacion hasta d disparo de la transicion.
Eliminando las variables aleatorias de una SPN se obtiene la Red de Petri
asociada.

Consideremos una SPN y un marcado M en el cual multiples transiciones estén
simultaneamente habilitadas. La transicién que tiene asociado € retardo méas
breve disparara primero. La SPN alcanza un nwevo marcado M’, en € cua
algunas transiciones estuvieron habilitadas en €l marcado M pero que no fueron
disparadas y pueden aun estar habilitadas. Debido a la propiedad de falta de
memoria de las variables aleatorias exponenciamente distribuidas, obtenemos una
distribucion de vida igual ala distribucién del retardo de disparo en si mismo. Se
puede aumir que la actividad asociada n cada transicion recomienza con
cualguier nuevo marcado. Esto es vdido inclusive aando se esta modelando
actividades que se suceden en forma continua: €l modelo no “ siente”’ larepeticion
de adividades asociadas con uratransicion.

Unadefinicion forma de una SPN es;
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SPN={P, T, A, Mo, L}

donde P, T, Ay Mo se definen como antesy L=(l1, I2,...,Im) €s €l conjunto de tasas
de retardos asociados con las transiciones, posiblemente dependientes del
marcado, asociadas con las transiciones de la Red de Petri. Cuando seanecesario,
la dependencia cn un marcado dado M se representara como |j(M).

Se puede probar que, debido ala propiedad de fata de memoria de la distribucion
exponencia de los retardos en los disparos, las SPN son isomorficas a cadenas de
Markov de tiempo continuo. En particular, una SPN k-acotada es isomorfica a
una MC finita. La misma se puede obtener aplicando las sguientesreglas.

1. El espado de estados SdelaMC corresponde d conjunto de acance
R(Mo) de laRed de Petri asociada on laSPN (M; ).

2. Latasa de transicion del estado i (correspondente aMi) al estado |
(Mj) es g; = ;Ik donce Hj; esel conjunto de transiciones habili tadas
KO,

por el marcado Mi, cuyos disparos generan e marcado Mj.

Una SPN se diceergddica s generauna CTMC. Es posible mostrar gue una SPN
es ergadica s My, €l marcado inicial, es dcanzable desde adquier Mi[/R(Mo). Si
la SPN es ergddica, es posible cacular la probabilidad de distribucion de
marcados en el estado estadonario resolviendo la ecuacion matricial

m=0
conlarestriccion adicionda
2mn=1

donde Q es @ generador infinitesimal cuyos elementos s obtienen por € método
de a@nstruccion de la MC anterior y 11 es e vector de probabilidades del estado
estacionario. A partir de la distribucion de probabili dades del estado estacionario
es posible obtener estimaciones cuantitativas del comportamiento de la SPN.

Redes de Petri Estocasticas Generalizadas

Freauentemente no es deseable asociar un tiempo aeatorio a cala transcién.
Naturamente se tiende a a&ociar tiempos con las transciones méas lentas o
aqudllas que s aee que tienen un mayor impacto en la performance global del
sistema y a aumir instantaneas aguellas muy breves o cuya duracidn se estima
gue no tendraimpacto en la performance global.

Un giemplo tipico puede ser € caso en el cual las actividades que comporen €
sistema poseen diferencias en duadon dce 6rdenes de magnitud. La opcién se
cornvierte en particularmente conveniente si é niimero de estados de la Cadena de
Markov asociada se reduce.

Las Redes de Petri Estocasticas Generalizadas (GSHN) se obtienen permitiendo
gue las transiciones pertenezcan a dos clases diferentes. inmediatas y
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temporizadas. Las transiciones inmediatas disparan en tiempo cero una vez que
estan habilitadas. Las transiciones temporizadas disparan luego de un tiempo de
habili taddn aleatorio, exponencia mente distribuido.

Una definicién formal para las GSPN se obtiene haciendo que los e ementos del
arreglo L sean solamente dementos m', aguelos asociados a transiciones
temporizadas.

S @ conjunto de transciones habilitadas H incluye solamente transiciones
temporizadas, entonces latransicion t; (iH) dispara con probabilidad

2"

Ecuacion i.34-1

como en el caso de SAN. Si H involucra transiciones temporizadas e inmediatas
simultaneamente, Unicamente dispararan transiciones inmediatas. Si H involucra
cero 0 més transciones temporizadas y solamente una transicidon inmediata,
solamente disparard la transicibn inmediata. Cuando H involucra varias
transiciones inmediatas, es necesario especificar la funcion de densidad de
probabilidad en el conjunto de trans ciones inmediatas habilitadas de a werdo ala
cual se obtiene latransicion que dispara. El subconjunto H que involucratodas las
transiciones inmediatas habilitadas, junto con las probabilidades de distribucion es
llamado switch aeatorio (random switch).
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