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Resumen

La Cromodindmica Cuéntica (QCD) es la teorfa cudntica de campos que describe la
interaccion nuclear fuerte, que es la responsable de unir los protones y neutrones para
formar los nucleos atémicos. La QCD describe la interaccién entre quarks y gluones
—particulas elementales que se unen formando estados ligados denominados hadrones,
entre ellos los protones y neutrones. Recuperar las propiedades de los hadrones a partir
de la interaccién entre quarks y gluones es uno de lo objetivos fundamentales de QCD,
aunque esta tarea no es sencilla.

En esta tesis nos centramos en tratar de predecir la masa de un par quark-antiquark
charm, que recibe el nombre de charmonium. Para este propodsito usaremos el modelo
de Curci—Ferrari. Dicho modelo incluye gluones masivos, a diferencia del Lagrangiano
estandar de QCD. Este modelo ha permitido estudiar perturbativamente el régimen
infrarrojo de QCD. A pesar de las diversas interrogantes a resolver, la hipotesis de
gluones masivos esta en acuerdo con los estudios numéricos mas precisos de QCD en el
infrarrojo, y en trabajos anteriores, ha permitido reproducir con gran precisién diversas
funciones de correlacion.

En este trabajo buscamos poner a prueba el modelo de Curci—Ferrari para el calculo
de observables fisicos. Para esto estudiamos el espectro del charmonium. El charmonium
es un mesén que suele ser no relativista debido a que los quarks que lo componen son
bastante masivos. Por este motivo, su espectro ha sido calculado con un alto grado de
precision resolviendo la ecuacién de Schrodinger. La dificultad de este procedimiento
yace en decidir cual debe ser el Hamiltoniano de interaccién.

Usamos la aproximacién de Born en el modelo de Curci-Ferrari para el calculo de
este potencial, e intentamos motivarla a partir de la ecuacién de Bethe-Salpeter para
el estudio de estados ligados no relativistas. Presentamos el espectro con correcciones
finas para varios estados del charmonium y comparamos con los valores experimentales
para ajustar los pardmetros libres del modelo, entre ellos la masa del gluén, para la cual
obtuvimos un valor de ajuste de 130 MeV.
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Abstract

Quantum Chromodynamics (QCD) is the quantum field theory that describes the
strong nuclear interaction, which is responsible for binding together protons and neu-
trons to form atomic nuclei. QCD describes the interaction between quarks and gluons
— elementary particles that form bound states called hadrons, such as protons and neu-
trons. Recovering hadronic properties from the interaction between quarks and gluons
is one of the fundamental objectives of QCD, but it is not an easy task.

In this thesis we focus on trying to predict the mass of a charm quark-antiquark pair
named charmonium using the Curci—Ferrari model. The Curci—Ferrari model includes
massive gluons, by contrast with the standard QCD Lagrangian. This model allows for a
perturbative treatment of the infrared regime of QCD. Despite the numerous questions
we have yet to answer, the massive gluon hypothesis is in agreement with the most
precise numerical studies of infrared QCD, and in previous works has been shown to
reproduce with great accuracy variouscorrelation functions.

Here we seek to test the Curci—Ferrari model for the determination of physical obser-
vables. To this end, we study the spectrum for charmonium. Charmonium is usually a
non-relativistic meson, due to the fact that its constituent quarks are rather heavy. For
this reason, its spectrum has been calculated with reasonable accuracy by solving the
Schrédinger equation. The difficulty in this procedure is to find the correct interaction
Hamiltonian.

In this work we use the Born approximation in the Curci-Ferrari model to calculate
the interaction potential, and we try to motivate this from the Bethe—Salpeter equation,
which is the standard equation for the study of non-relativistic bound states. We present
the spectrum with fine corrections for several charmonium states and we compare with
experimental values to adjust the free parameters in our model, among them the gluon
mass, for which we find a fitting value of 130 MeV.
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Introduccion

La materia usual estd constituida por dtomos, que a su vez se componen de elec-
trones, protones, y neutrones. Los tltimos dos no son particulas elementales, sino que
estan formadas por particulas atin mas pequenias denominadas quarks. La Cromodina-
mica Cudntica (QCD, por su sigla en inglés) es la teoria fisica que describe la interaccién
fuerte, que es la responsable de unir los quarks para formar otras particulas, y de man-
tener unidos los niicleos atémicos.

Esta teoria comenzé a formularse en la segunda mitad del siglo XX, cuando los
avances en la fisica experimental permitieron descubrir un gran nimero de particulas
antes desconocidas. Al clasificar estas nuevas particulas segin su masa, carga eléctrica
e isospin, en un esquema denominado “camino 6ctuple”, Gell-Mann notd ciertas sime-
trias que sugerian fuertemente que la mayoria de estas particulas estaban formadas por
componentes mas pequenos a los que denomind quarks. En 1964, Gell-Mann y Zweig
publicaron independientemente articulos postulando el modelo de quarks, que incluia
tres variedades de quarks —sabores, como se denomind luego al niimero cuantico que los
distingue—, up, down, y strange. E1 Modelo Estdndar de la fisica de particulas incluye
en la actualidad seis sabores de quarks: el charm, top, y bottom, descubiertos posterior-
mente debido a que son mas pesados y mas dificiles de producir en los aceleradores de
particulas, se agregaron a los tres propuestos originalmente. Los quarks y sus respec-
tivas antiparticulas, los antiquarks, se combinan para formar particulas no elementales
denominadas hadrones. Entre los hadrones se encuentran los bariones, particulas forma-
das por tres quarks como los protones y neutrones, y los mesones, que son particulas
formadas por un quark y un antiquark.

Para poder describir cémo se constituyen los hadrones y para explicar varios resul-
tados experimentales, fue necesario incluir en la descripcién de los quarks un niimero
cuantico denominado color, que puede tomar tres valores diferentes rojo, azul, y verde.
QCD es la teorfa que describe la dindmica del color, que da lugar a la interaccién que se
denominé fuerte por ser de mayor intensidad que las demés interacciones fundamentales
conocidas. Desde el punto de vista de teoria cudntica de campos, la simetria que obe-
dece el color y a partir de la cual se construye QCD es la del grupo SU(3). Asi como la
interaccién electromagnética entre particulas cargadas descrita por la Electrodindamica
Cuéntica (QED) es mediada por los fotones, que son los cuantos del campo electromag-
nético, la interaccién fuerte entre quarks es mediada por particulas que se denominan
gluones. A diferencia de los fotones que no tienen carga eléctrica, los gluones si tienen
una carga de color. Existen ocho tipos de gluones independientes que se distinguen segin
su color, correspondientes a los ocho generadores del grupo de simetria SU(3).

Una primera dificultad para la teoria de las interacciones fuertes es el hecho de
que los quarks y gluones no aparecen sueltos en la naturaleza, sino que se encuentran



2 INTRODUCCION

siempre formando hadrones'. Esta propiedad se denomina confinamiento, y se puede
expresar como la condicién de que los estados observables deben ser invariantes bajo
transformaciones de color, o “blancos”. Para poner a prueba la teoria debemos entonces
poder predecir las propiedades de los hadrones y describir sus interacciones. jPero como
se pueden determinar las propiedades de los hadrones a partir de las interacciones entre
quarks y gluones? Si bien no hay una respuesta completa a esta pregunta, hay muchos
observables fisicos calculables que han permitido dar confirmacién experimental a la
QCD.

En primer lugar, muchas secciones eficaces y tasas de decaimiento medibles en co-
lisionadores de particulas pueden calcularse gracias a una propiedad de la teoria que
se denomina libertad asintotica [Pol73; GWT73; tHo99]. A escalas de altas energias —el
régimen ultravioleta— la interaccion fuerte se vuelve mas débil. Esto permite realizar
calculos perturbativos por medio de los métodos usuales en teoria cudntica de campos.
Sin embargo, a bajas energias existe un régimen cominmente denominado no perturba-
tivo. En este régimen la constante de acoplamiento de QCD, parametro que determina la
fuerza de la interaccion, diverge segun los cdlculos perturbativos usuales. Este régimen
contiene las escalas de energia de la masa de la mayoria de los hadrones.

Se han desarrollado varias alternativas a la teoria de perturbaciones usual para rea-
lizar calculos analiticos en el régimen no perturbativo, pero no existe en general una
justificacion totalmente satisfactoria de los métodos utilizados. Por otro lado, si se ha
explorado este régimen por medio de simulaciones numéricas en el lattice, que consis-
ten en una discretizacion del espacio-tiempo donde diversas cantidades fisicas se pueden
calcular por simulaciones Monte Carlo [Lep98; DR21; MM94]. Dichas simulaciones nos
abren camino a conocer mas sobre el comportamiento infrarrojo de QCD, sin embrago,
s6lo pueden ser aplicadas a las funciones de correlacién mas simples porque demandan
mucho poder de cémputo.

El calculo en el lattice del propagador del gluén sugiere que esta particula se com-
porta como una particula masiva a bajas energias en el gauge de Landau. G. Curci y R.
Ferrari habian trabajado en los afios 70 una teoria de Yang-Mills con mediadores masivos
[CF76a]. Una teorfa de Yang Mills corresponde a un modelo sin fermiones con simetria
SU(N), un caso méas general de QCD libre (sin quarks). Esta teorfa fue abandonada al
no lograr resolver ciertas dificultades encontradas [CF76b]. En vista de los resultados
del lattice, las ideas de Curci y Ferrari fueron retomadas en una serie de trabajos de
Matthieu Tissier y Nicolds Wschebor [TW10; TW11]. La masa del gluén permite hacer
calculos de forma analitica en la regién infrarroja, aportando a la mejor comprensién
del comportamiento de QCD en estas escalas de energia.

En esta tesis buscamos calcular el espectro del charmonium, un mesén compuesto
por un quark y un antiquark charm (cc), trabajando sobre los resultados previos en el
modelo de Curci—Ferrari. Tomaremos como parametros libres la masa del gluén y la
constante de acoplamiento de QCD.

La teorfa predice también la existencia de particulas denominadas glueballs, compuestas tinicamente
por gluones, pero su existencia atn no ha sido confirmada experimentalmente.



Cromodinamica Cuantica

1.1. Simetria del color

Las teorias cuanticas de campos se construyen a partir de las simetrias observadas
para las interacciones que pretenden describir. Las consideraciones a tener en cuenta
para determinar la simetria de las interacciones fuertes son [HM08; Mut98]:

a. El confinamiento; los quarks sélo se observan en la naturaleza formando hadrones
(estados ligados de quarks y gluones).

b. La construccién de la funcién de onda para hadrones como el barién AT+, que est4
compuesta por tres quarks up idénticos, requiere un nimero cuantico adicional —el
color— que pueda tomar al menos tres valores diferentes para respetar el principio
de exclusién de Pauli.

c. Algunos resultados experimentales requieren que el niimero de colores sea exacta-
mente 3. Entre ellos estdn la seccién eficaz de procesos de aniquilacion electrén-
positrén donde se producen hadrones, y la tasa de decaimiento de 70 — 2.

d. Se observan usualmente en la naturaleza hadrones formados por tres quarks o
por un quark y un antiquark, pero no otras combinaciones como por ejemplo dos
quarks o dos antiquarks'.

Estas restricciones, junto con algunas consideraciones matemaéticas, determinan que el
grupo de simetria de QCD debe ser SU(3). Los estados de los quarks pertenecen a
la representacién fundamental de SU(3), que podemos denotar 3, y los estados de los
antiquarks pertenecen a la representacion conjugada 3*.

Para obtener el confinamiento, los estados de hadrones deben ser singletes de co-
lor, es decir, deben pertenecer a la representaciéon trivial de dimensién 1 de SU(3). Si
observamos la descomposiciéon de 3 ® 3* en representaciones irreducibles

303 =108, (1.1.1)

'En la tltima década se ha hallado también evidencia experimental de la existencia de tetraquarks y
pentaquarks, hadrones formados por combinaciones de cuatro y cinco quarks y antiquarks.
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vemos que podemos escribir la funcién de onda de un mesén, como un elemento del pro-
ducto tensorial quark-antiquark perteneciente al singlete de color 1. El singlete aparece
también en la descomposicion

3323=14808¢10, (1.1.2)

por lo que podemos obtener también funciones de onda para bariones que sean invarian-
tes bajo transformaciones de color.

Ademas de poder reproducir el confinamiento para mesones y bariones, si observamos
la, descomposicién de otros productos de dos o tres quarks o antiquarks, como 3 ® 3 o
3*® 3", se puede ver que el singlete no aparece en ninguno de ellos. Esto explica por qué
no observamos por ejemplo particulas compuestas por dos quarks, o por dos antiquarks
[Mut98].

Los gluones, mediadores de la interaccion fuerte, estan asociados a los generadores
del algebra de Lie su(3) del grupo SU(3), que son las matrices de Gell-Mann

010 0 —i 0 1 0 0
AM=1(10 0 A=1i 0 0 A3=10 -1 0
000 0 0 0 0 0 0
001 00 —i 000
M=[0 0 0 AMs=[00 0 =0 01
100 i 0 0 010
00 0 10 0
A7=10 0 —i Agz\}go1 0
0 i 0 00 —2

Los elementos del grupo SU(3) se obtienen de las matrices de Gell-Mann tomando la
exponencial
U = e (@2w/2 (1.1.3)

donde los parametros 6 pueden ser funciones del espacio-tiempo que representamos con
la coordenada z. A menudo se trabaja con los generadores t* = \%/2, aunque por
convencion se da la definiciéon de las matrices de Gell-Mann.

1.2. Teorias gauge no abelianas

El grupo SU(3) es un grupo no abeliano, es decir que los generadores del dlgebra
de Lie asociada no conmutan. Vamos a describir brevemente cémo construir una teoria
clasica de campos a partir de un grupo de Lie genérico. Consideremos entonces un grupo
de Lie simple G con N generadores t*. El grupo queda determinado por las relaciones
de conmutacién entre sus generadores, que se pueden escribir como

(19,87 = i foeee, (1.2.1)
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donde hay una suma implicita en el indice repetido c. Las constantes f*¢ se denominan
constantes de estructura. Para los generadores t* de SU(3), las constantes de estructura
son

f123 -1

FUT 165 _ 246 _ 257 _ ¢345 _ 376 _ 1

FA58 — 678 _ \ég,
con f%€ totalmente antisimétricas. Las constantes que no se pueden obtener por antisi-
metrizacién de (1.2.2) son cero.

Queremos obtener una teoria de campos con la simetria del grupo G, con un campo
fermiénico —que en QCD correspondera a los quarks— en la representacién fundamental
de G. El Lagrangiano de nuestra teoria debe ser invariante bajo transformaciones de
G, por lo que buscamos qué términos podemos agregar que cumplan esta condicién.
Una verificacién mas detallada de la invariancia del Lagrangiano que escribiremos a
continuacién se puede ver en [Pes95].

El campo de los fermiones transforma como

i(z) = Usj(x)¢;(x) (1.2.3)
bajo la accién del grupo de simetria. Se puede mostrar que podemos construir un término
invariante de color e invariante de Lorentz para el Lagrangiano de la forma

(1.2.2)

Ly = () (iy" Dy — m)y (), (1.2.4)
donde se define la derivada covariante como
D, =0,—- igt“AZ, (1.2.5)

con Aj el campo de gauge (que corresponde al gluén), y g la constante de acoplamiento
entre ¢ y Af,. Para que el término (1.2.4) sea invariante, es necesario que el campo de
gauge transforme como

tﬂyzzzUu@Ag-gU-%%U)U—¥ (1.2.6)

El término que involucra tinicamente los campos de gauge y es invariante si aplicamos
la regla de transformacién (1.2.6), se puede escribir como

1

La= 4F51,F‘”“’, (1.2.7)
con
Ff, = 0,A% — 0,A% + gf* A} AC. (1.2.8)
Tenemos entonces un Lagrangiano de la forma
1 - .
L= _ZF:LL"FGW + Y(x)(iv" Dy — m)y(x). (1.2.9)

En teoria clasica de campos, podemos agregar mas términos de érdenes superiores en
y A}, que sean invariantes bajo transformaciones de color e invariantes de Lorentz. Al
cuantizar la teoria, sin embargo, la condicién de que la teoria debe ser renormalizable y
tiene la simetria de conjugacién de carga determina que los términos de (1.2.9) son los
unicos términos relevantes que debemos conservar [Pes95].
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1.3. Lagrangiano de Fadeev—Popov

Volvemos ahora al caso particular de QCD, donde el grupo de simetria es SU(3). Los
métodos mas estandar utilizados para cuantizar teorias de campos son el formalismo
canénico, y el formalismo de las integrales de camino o integrales funcionales [Wei95].
Este tltimo tiene la ventaja de conservar explicitamente la simetria de gauge, ya que usa
el Lagrangiano clasico. Para poder cuantizar la teoria es necesario fijar el gauge, para
lo cual se utiliza usualmente el procedimiento de Fadeev—Popov [FP67]. El Lagrangiano
que se obtiene por este medio es

1
2

Observamos que debido a la fijacién de gauge aparecen dos términos adicionales en
el Lagrangiano. El primero de ellos involucra un campo ¢* denominado ghost. Este cam-
po no representa particulas reales; de hecho no verifica el teorema de correspondencia
estadistica-espin, porque es un campo anticonmutativo pero tiene un propagador bosé-
nico. Sin embargo, se pueden tratar como particulas adicionales a la hora de derivar las
reglas de Feynman.

El otro término que se agrega al Lagrangiano es el término de fijacion de gauge, ya
que el pardmetro £ que aparece en él se puede elegir de forma arbitraria para terminar
de fijar el gauge. Algunas elecciones comunes para & son el gauge de Feynman £ =1, y
el gauge de Landau § — 0, que equivale a tomar 9" Aj, = 0. Tomaremos este ultimo en
las reglas de Feynman que vamos a utilizar en este trabajo.

FEl Lagrangiano de Fadeev—Popov ha tenido éxito para predecir las propiedades de
las interacciones fuertes a altas energias, lo cual da un indicio de que QCD es la teo-
rfa de campos correcta para describir dichas interacciones. Sin embargo, en el régimen
infrarrojo presenta un problema fundamental. La constante de acoplamiento, que es el
parametro que ordena el desarrollo perturbativo en teoria de campos, diverge a escalas
del orden de 1GeV, aproximadamente la masa del protén (ver figura 1.1). El proce-
dimiento de Fadeev—Popov no es entonces compatible con la posibilidad de aplicar la
teoria de perturbaciones en el infrarrojo.

Una posible explicacion de esta falla es el hecho de que el método de Fadeev—Popov,
que implica imponer una condicién de fijacién de gauge sobre los campos, asume que esta
condicion tiene una solucién dnica. Sin embargo esta hipétesis no esta justificada, y en el
infrarrojo de hecho no es vélida: distintas configuraciones de los campos son soluciones
de la condicién de fijacién de gauge. A estas soluciones miiltiples se les denomina copias
de Gribov [Gri78]. La existencia de estas copias implica que el gauge no queda fijado
correctamente al utilizar el procedimiento de Fadeev—Popov a bajas energias.

Ante la ausencia de un método completamente justificado para fijar el gauge, se desa-
rrollaron varias alternativas no perturbativas para estudiar el régimen de bajas energias,
como el enfoque de Schwinger-Dyson [Sch51; Dys49]. Aun asi, el método mejor con-
trolado para explorar el régimen infrarrojo continua siendo por medio de simulaciones
numéricas en el lattice [MMO94]. Los resultados del lattice muestran un resultado espe-
ranzador para la constante de acoplamiento. A escalas del orden de 0,5 GeV, esta parece
alcanzar un valor maximo y volver a decrecer para energias menores (figura 1.2, ver
también [Blo+12; Bou+14]). Esto apunta a que atin puede ser posible hallar una forma
de hacer teoria de perturbaciones en el infrarrojo.

Lyp = —EF“ F 4 () (iv" Dy — m)p(z) + (8”5“)1);;%1’ -

1 Fiv (0*A%)%.  (1.3.1)
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Figura 1.1: Divergencia de la constante de acoplamiento para QCD en el régimen
infrarrojo. Figura extraida de [PRS07], original de [Ale03].

. p=2.10, ap=0.002
: + B=1.90, ap=0.005 —
: - B=1.90. a=0.004 1

H B=1.90, ay,=0.003

oaq)

05—

Figura 1.2: Constante de acoplamiento calculada en el lattice para dos discretizaciones
diferentes del espacio. Se observa que la constante de acoplamiento no diverge, sino
que alcanza un valor méximo y luego comienza a decrecer nuevamente al disminuir la
energia. Figura extraida de [DR21].

1.4. Modelo de Curci—Ferrari

Ademas de la no divergencia de la constante de acoplamiento, en las simulaciones del
lattice aparece otro resultado diferente al encontrado por Fadeev—Popov. El propagador
del gluén se comporta a bajas energias como el de una particula masiva, tomando un
valor distinto de cero cuando p — 0. En la figura 1.3 se muestra este resultado.

La idea de una teoria con gluones masivos ya habia sido explorada décadas atras por
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Figura 1.3: Propagador del gluén en las simulaciones en el lattice. Figura extraida de
[CMMO6].

G. Curci y R. Ferrari [CF76a; CF76b], pero fue descartada debido a que el Lagrangiano
con un término de masa para el gluén rompe la simetria BRST [0ji82; Boe+96], que
permite construir el espacio de estados y probar que la teoria es renormalizable para el
caso de Fadeev—Popov. Curci y Ferrari dieron una prueba de la renormalizabilidad, pero
observaron que el modelo no era unitario, y existian estados de norma negativa.

Si los campos de esta teoria describieran directamente a una particula observable
(como por ejemplo los electrones si hablaramos de la interaccion electrodébil), el modelo
de Curci-Ferrari deberia ser descartado por no ser unitario. Sin embargo este razona-
miento no puede aplicarse a QCD debido al confinamiento. El espacio fisico real debe
estar constituido inicamente por estados sin color, que son los tinicos que se encuentran
en la naturaleza. Pero resulta que los estados de norma negativa descritos en [0ji82]
pueden descartarse imponiendo el confinamiento y la invariancia de gauge [Boe+96]. Por
lo tanto, no se puede descartar que exista una forma de construir un subespacio fisico
consistente con el confinamiento y la unitariedad al mismo tiempo dentro del marco de
la teoria de Curci—Ferrari.

El Lagrangiano de Curci-Ferrari en el gauge de Landau para QCD es

2
Low =~ 3B, F 4 () (in# Dy — m)i(z) + (94 DY + it A% + "o A% A3,
(1.4.1)
Si bien no existe atin una demostracion totalmente justificada de cuél es el procedimiento
correcto para fijar el gauge, creemos que la fijacién de gauge tiene como consecuencia
principal la aparicién de un término de masa para los gluones en el Lagrangiano, que es el
término proporcional a m? en (1.4.1). Este término hace que los célculos en el infrarrojo
no sean tan problemdticos debido a que la masa actia como regulador. Mas ain, la
presencia de la masa asegura que la constante de acoplamiento no diverge [Cd79], como
se observa en las simulaciones numéricas. Debido a que la constante de acoplamiento
se mantiene en valores moderados se han realizado cédlculos perturbativos a primer y
segundo orden que mostraron muy buena concordancia con los resultados obtenidos de
forma experimental [PTW13; PTW14; Gra+19].
Las reglas de Feynman en el modelo de Curci—Ferrari son esencialmente las mismas
que las que se derivan del Lagrangiano de Fadeev—Popov, con la excepciéon de que el
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propagador del gluén tiene la forma del de una particula masiva

5ab »
G (q) = Z—m? (mw — qgg) : (1.4.2)
La deduccién de esta expresién se puede ver en el apéndice B.

Las implicancias de agregar un término de masa del gluén han sido estudiadas me-
diante el Lagrangiano de Curci-Ferrari especialmente en el estudio de funciones de co-
rrelacion (cantidades no directamente observables). Como hemos mencionado, dichos
estudios dan muy buenos resultados cuando son comparados con los resultados de las
simulaciones numéricas. Resulta muy interesante poder estudiar la influencia de la masa
del gluén directamente en observables fisicos. Por esta razén, este trabajo tiene como
objetivo analizar el espectro de masas de mesones pesados. Los mesones pesados son
de caracter no relativista, por lo cual su espectro, como veremos mas adelante, puede
ser obtenido resolviendo una ecuacién de Schrodinger. En esta tesis estudiaremos en
particular el espectro de masas del charmonium, estado ligado de un quark charm y un
anti-charm. Elegimos este mesén porque su masa es suficientemente grande como para
estar en el limite no relativista, pero no tan grande como las de mesones que contienen
quarks bottom, para los cuales la masa del gluén puede ser completamente despreciada.

1.5. Reglas de Feynman

En esta seccién presentamos las reglas de Feynman que vamos a utilizar a lo largo
de este trabajo. Para ver una deduccién detallada consultar por ejemplo [Pes95; Wei95;
Mut98]. A continuacién se muestran las convenciones utilizadas para cada elemento de
los diagramas.

Los estados fermiones y antifermiones entrantes y salientes se describen mediante los
espinores u®(p) y v*(p), que son las soluciones a la ecuacién de Dirac correspondientes a
particulas y antiparticulas, y se agrega ademas un vector b de tres componentes asociado
al color, que se escribe en la base {r, b, g}. Los gluones entrantes y salientes tienen ademés
del vector de polarizacién €(p) un vector de ocho componentes a®, correspondiente a los
ocho gluones de la teoria.

fermién entrante: u®(p)b
fermi6n saliente: u®(p)b
antifermién entrante: v
antifermién saliente: v*(p)b
gluén entrante: eu(p)a

gluén saliente: e*(p)a
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propagador del fermién:
propagador del gluén:

propagador del ghost:

vértice quark-gluén:

vértice ghost-gluén:

vértice de tres gluones:

vértice de cuatro gluo-
nes:

1.5. REGLAS DE FEYNMAN

i(p+M)
p2—M?Z2+ie

690 _ Dbubv
PP—mZtie P2

iéab
p2tie

1gyHt®

—gfabeqh

af™ " (1 — q2)P+
1" (g2 — q3)" + 1" (g3 — 1)"]

—ig2 [fabefcde(n,upnuo . n,ucrnup)
_|_facefbde (nuunpa - nuanyp)

+fad6fbce (nuunpa _ nupnua)}

p
—_—
4>—
p
_—
209999909929999 ~
b
B ———
,,,,, ’,,,,,

Ademsds, debemos imponer la conservacién de momento en cada vértice, y agregar
4
una integral [ (1217()14 sobre cada momento interno que no quede determinados (uno por

cada loop en el diagrama).

El factor de simetria total para un diagrama se calcula multiplicando los siguientes

factores:

1. Un factor —1 por cada loop de un fermién

2. Un factor (—1)"/v!, donde v es el nimero de vértices

3. Un factor 1/3! por cada vértice de tres gluones

4. Un factor 1/4! por cada vértice de cuatro gluones
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5. Un factor v!/vilvglusg! para los diagramas con tres tipos de vértices diferentes,
donde los v; son los niimeros de vértices de cada tipo

6. El factor de simetria dado por el teorema de Wick, que cuenta el nimero de
diagramas isomorfos que pueden dibujarse [Pes95].

La autointeraccién del campo del gluén, propiedad que distingue a QCD de teorias
abelianas como QED, se muestra en la existencia de los vértices de tres y cuatro gluones.
Es importante recordar que las lineas del ghost siempre deben ser internas al diagrama,
ya que no representa un estado fisico.



Estados ligados no relativistas

En este capitulo tratamos esquematicamente un caso mas sencillo y méas frecuente en
la literatura de cdlculo del espectro de estados ligados, que es el calculo de las correcciones
finas al espectro del hidrégeno. Presentaremos primero una descripcién fenomenoldgica
de estas interacciones, y luego mostraremos cémo es posible obtenerlas a partir de la
electrodindmica cudntica (QED), que es la teoria cudntica de campos que describe la
interaccion electromagnética.

2.1. Estados ligados de dos particulas y el atomo de hidroé-
geno

En mecédnica cudntica no relativista, cualquier sistema fisico de una particula esta
descrito por una funcién de onda cuya evolucién estd dada por la ecuacién de Schrédin-
ger. Los estados ligados de dos particulas son aquellos en los que la funcién de onda esta
localizada en una regién del espacio. El atomo de hidrégeno aparece muy a menudo en
la literatura introductoria como ejemplo paradigmético de estudio de estados ligados, en
primer lugar porque tiene soluciones exactas, y en segundo lugar porque estas soluciones
son una buena aproximacién a las mediciones experimentales del espectro. Comenzare-
mos describiendo el tratamiento de este sistema clasico siguiendo el desarrollo en el
capitulo VII de [CDL91al.

El estudio de un sistema de dos particulas cuyo potencial de interaccion sélo depende
de la distancia entre ellas se puede reducir al estudio de una tnica particula ficticia en
un potencial central. Si el sistema esta descrito por un Hamiltoniano

2

2
P1 | 853
1% — 211
2m;  2mo (jr1 = ral), ( )

donde r;, p; son los operadores de posicién y momento de la particula ¢, podemos

reescribir H como
2

2
_Pg | P
H= 3% ot V(r), (2.1.2)

12
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donde M = mj + mg es la masa total del sistema, y = % es la masa reducida, y
r=17T] —TI2
PG = P1+ P2
map1 — Mip2
= 2.1.3
P mi +ma ( )
Pero el término
%
Ho === 2.14
o=Pa (2.1.4)
conmuta con
p?
H, = % +V(r), (2.1.5)

por lo que se pueden diagonalizar en una misma base de vectores propios. El término
Hg tiene la forma de la energia de una particula libre y corresponde al movimiento del
centro de masa. El Hamiltoniano relativo H, es el que tiene interés a la hora de hallar
estados ligados del sistema, y describe una particula de masa u sujeta a un potencial
central V (r).

El atomo de hidrégeno se puede describir en una primera aproximacién como un
estado ligado electrén-protén donde la interaccion es coulombiana y las particulas son no
relativistas, de modo que la dindmica estd determinada por la ecuacién de Schrédinger.
Despreciaremos también en esta primera aproximacién toda interaccién debido al espin
de las particulas. El Hamiltoniano relativo es

2 2

e
g=2_° (2.1.6)

2 7
En este caso, la masa reducida puede aproximarse por la masa del electrén m,. con
un error muy pequefio. Escribimos la ecuacién de Schrédinger en la representacion de

posicién, utilizando de ahora en més unidades i = ¢ = 1. Sustituimos p — iV

—V——]¢®:EWﬁ (2.1.7)

A su vez, el laplaciano actuando sobre la funcién de onda se puede reescribir en términos
del operador de momento angular L = r X p como

1 0? L2
V2(r) = ;W(”ﬂ(r)) — 7¢(r)’ (2.1.8)
entonces obtenemos
1 62 L2 2
el OB P ‘;] (r) = Ei(r). (2.1.9)

Como el potencial tiene simetria esférica, se puede mostrar que el Hamiltoniano
conmuta con todas las componentes del momento angular. Entonces, existe una base de
autoestados de H, L2, y L, de la forma

Unem(r) = R(r)Y;"(0, 0), (2.1.10)



14 2.1. ATOMO DE HIDROGENO

donde los Y;(6, ¢) son arménicos esféricos, que tienen valores propios £(¢ + 1) de L2,
con { = 0,%,1,%,2,..., y valores propios m de L,, con m = —¢,—¢ 4+ 1,...,£. De la
ecuacién (2.1.9) para los autoestados 1,em, (r) de la base obtenemos entonces la siguiente
ecuacién para la parte radial de la funcién de onda

1 d? 0+1) €2
s o | B0 =BR() (2.1.11)

Esta ecuacién puede resolverse en cada subespacio dado por ¢ y m fijos, ya que H
conmuta con L? y con L,. Notamos ademds que el operador actuando sobre R(r) no
depende de m, por lo que podemos etiquetar a las funciones radiales como R,(r).
Definiendo la funcién wu,(r) como

Une(r) = 1 Rpe (1), (2.1.12)
la ecuacién (2.1.11) queda

1 d* (e+1) €
T =E . 2.1.1
2MT dr2 + 2/”“2 r un@(r) nﬁunE(T) ( 3)

Se puede ver también que la condicién inicial que debemos imponer para obtener estados
ligados es une(0) = 0.

Afortunadamente, la ecuacién (2.1.13) se puede resolver de forma analitica. Los va-
lores propios que se encuentran reproducen el espectro del modelo de Bohr

Er

conn=12 ...,y B = %a?u, donde ay es la constante de estructura fina
2
e 1
= — 8 —. 2.1.15
YT T st (2.L15)

La constante E; es denominada energia de ionizacién, ya que representa la energia de
ligadura para el estado fundamental del hidrégeno. Ademas, para un n dado los valores
posibles de ¢ son 0,1,...,n — 1, y como m = —¢,—¢ + 1,...,£, cada nivel de energia
tiene una degeneracién igual a

n—1

gn =Y _(20+1) =n?. (2.1.16)
=0

Se puede hallar también una féormula recursiva que permite obtener las funciones de
onda radiales. Los primeros estados, normalizados y etiquetados segin los valores de n,
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£, m, son
1
Pr00(r) = ——e /0
ad
1 r —r/2ag
¥2,0,0(r) = L—g5—)e
\/87m8 ao
1 .
1,[)2,171(1') = — Le_T/QaO sin 9 BwS
8 71'(18 ao
P2,1,0(r) = ! L em/200 cog g
4y/ma} @0
1 " —r/2a0 —ig
Po1,-1(r) = \/73676 Osinfe"?, (2.1.17)
8y/mag “0
donde
1
ag = (2.1.18)
Mef

es el radio de Bohr.

Se puede ver que las funciones de onda para un n dado se hallan localizadas en una
distancia del orden de r, = n2ag, que es el radio de 6rbita que predice el modelo de
Bohr para la energia correspondiente.

Comunmente se utiliza para denotar los subespacios con un n y ¢ dado (denominados
orbitales) la notacién espectroscépica, donde el subespacio se escribe como un nimero
que se corresponde con el nimero cuantico n, y una letra que corresponde al ¢. Para el
valor 0 de momento angular se utiliza la s, para el 1 1a p, el 2 la d, etc. Entonces el estado
fundamental corresponde por ejemplo al orbital 1s, los estados {2,1,m} al orbital 2p, y
asi sucesivamente. Adoptaremos en lo que sigue dicha notacién.

2.2. Correcciones al espectro del hidrégeno

En la secciéon anterior modelamos el &tomo de hidrégeno suponiendo una interaccién
coulombiana entre el electrén y el protén. En realidad, ambas particulas son relativistas
y tienen espin, por lo que la interaccion es méas compleja. Sin embargo, el valor esperado
de la velocidad para las primeras energias del espectro es de orden

v= <‘p|> ~ap <, (2.2.1)
I

por lo que es esperable que los efectos relativistas no sean demasiado grandes. Esto
permite en un segundo nivel de aproximacién incluirlos de forma perturbativa, como
correcciones al espectro y a las funciones de onda que obtuvimos resolviendo la ecuacién
de Schrédinger, sin necesidad de considerar una ecuacion relativista. En esta seccién
listaremos los términos que incluiremos a primer orden en un desarrollo perturbativo
siguiendo el desarrollo en el capitulo XII de [CDL91b], dando una motivacién fenome-
nolégica de por qué debemos incluirlos. Veremos més adelante que estos términos se
recuperan en el limite no relativista de la ecuaciéon de Bethe—Salpeter.
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En primer lugar, agregaremos una correccion relativista a la energia cinética. Por
simplicidad, consideraremos que el protén es infinitamente pesado, de modo que estéa
en reposo en el referencial del centro de masa, y la particula relativa coincide con el

electrén. La energia del electrén es
B Jorm 2:22)

entonces si desarrollamos en potencias de p?/m?2, obtenemos a segundo orden

2 4
E=m.+2 -2 4 (2.2.3)

2me  8m?

Si comparamos el término en p* con el término en p?, vemos que la diferencia en el
orden es A 5 )
8m
p/8m; _ P ~ a3, (2.2.4)
p?/2m.  4m?

Adicionalmente se puede mostrar que los términos del Hamiltoniano sin perturbar

2 2

P e
Hy=——— 2.2.5
0 2me T ( )

son del mismo orden, por lo que
4
p

Wnw = ——Smé (2.2.6)

es mucho mas pequeno que Hy. Por otro lado, los términos siguientes en el desarrollo de
la energia serdn de mayor orden en ay que Wy,,. Utilizando este calculo como motiva-
cién, consideraremos un desarrollo de las correcciones en oz?c 1 siendo Hy el orden 0, y
conservaremos sélo los términos hasta el primer orden, que daran las correcciones mas
relevantes al espectro.

Una segunda correccién es la que surge de la interaccién del espin del electrén con
el campo magnético que debe existir en su referencial de reposo por estar moviéndose
en el campo eléctrico del protén. Esta correccién se denomina interacciéon espin-orbita,
y tiene la forma

1 1dV(r
Wso = 5—- (r)

C2m2r dr

L-S, (2.2.7)

donde S es el operador de espin del electrén. Esta expresion se obtiene de suponer una
energia de interaccién de la forma

W =—-Ms B (2.2.8)

entre el momento magnético del electron Mg = mieS y el campo magnético B, calculando
este 1ltimo por un boost de Lorentz a partir del campo eléctrico en el sistema donde el
electrén estd en movimiento. Nétese que aqui el campo electromagnético es tratado de
forma clésica.

! Admitiremos por ahora sin demostracién que no hay términos de orden « f-
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Como los operadores L y S son de orden 1, este término es también de orden a?c si
lo comparamos con el potencial de Coulomb
e?/2m?r? 1 1 e 9

= ~ = — ~ a%. 2.2.9
e2/r 2m2r?  2mZa} 2 i ( )

Hay una tercera correcciéon denominada término de Darwin, cuyo origen resulta
menos evidente, que es de la forma

L o2
Wp = szv V(r). (2.2.10)

Este término aparece por un “esparcimiento” del potencial, ya que el electrén es afectado
no soélo por el valor del campo eléctrico en un punto, sino también por su valor en un
entorno pequeno del orden de su longitud de Compton.

El Laplaciano del potencial de Coulomb es proporcional a una delta de Dirac, por
lo que el valor del término de Darwin es proporcional al cuadrado de la funcién de onda
en el origen, que es distinto de cero sélo para los estados con momento angular nulo.
Para dichos estados es del orden |1(0)|?> ~ 1/a3. El orden de magnitud para el término
de Darwin es entonces

2 2.3 4
2
me2mgdy T _ T2 (2.2.11)
e2/r 2m2ag 2

La suma de estos tres términos se llama el Hamiltoniano de estructura fina

p4 62

Wy = 78m 2m2r3

— L. S+753( r). (2.2.12)

e

Ademas de estas correcciones, existen otros términos de orden afc que provienen de
interacciones que involucran el espin del protén. Sin embargo vamos a ver que estan
suprimidas por una cantidad del orden del cociente 7= entre las masas del electrén y el
protom.

En primer lugar hay una interaccion espin-orbita para el proton, que es de la forma

e2

Wsop = _meMpr3

L-1, (2.2.13)
donde I es el operador de espin del protén. Si comparamos el orden con el del término

espin-6rbita del electrén, vemos que es

62/(meMpr3) M
2JmE) M,

(2.2.14)

es decir que es del orden de 1000 veces mas chico que el Hamiltoniano de estructura
fina.

Tenemos también la interaccién dipolo-dipolo entre los espines de las dos particulas,
que es de la forma

62

Wia = ——7—
meMpr3

3(S-n)I-n)—S-1, (2.2.15)
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donde n = 7. Es claro que este término es del mismo orden que el anterior, ya que el
operador entre paréntesis rectos es de orden 1.

Por ultimo hay una correccién denominada término de contacto, que tiene su origen
en considerar que el protén no es una particula puntual, entonces el campo magnético
que genera en su interior es diferente al que genera en su exterior. Por este motivo, la
interaccion dipolo-dipolo se ve modificada donde las funciones de onda del protéon y el
electrén se superponen. Este término tiene la forma

8me? 3

Comparandolo con el término de Darwin que también es proporcional a la delta de
Dirac, vemos que es de orden

8me? /3meM, 16 m.
me2/2m2 3 M,

~ 0,003, (2.2.17)

por lo que también estd suprimido respecto a Wy por un factor del orden de 1000.
La suma de estos términos se denomina Hamiltoniano de estructura hiperfina

e? e?
Wiy = - LI——5  _3S-n)I-n)—S-I
h meMpr3 meMpr3 [3(8 - m)(I-n) )
8me?
- S.1683%(r). 2.2.1
Smol,> 1 (r) (2.2.18)

A pesar de que Wy es del mismo orden en af que Wy, podemos en una aproximacion
mas gruesa considerar sélo este tltimo, que aportard una correccién mas significativa al
espectro.

Wy yv Wy agotan todas las correcciones de orden a?c que podemos incluir para el
atomo de hidrégeno, donde suponemos al protén en reposo por ser mucho mas pesado que
el electron. En la seccién siguiente trataremos el caso de particulas con masas similares,
deduciendo el potencial de interaccién a orden afc a partir de la teoria relativista.

Las correcciones al espectro del hidrégeno se calculan utilizando la teoria de per-
turbaciones independiente del tiempo. Para ello debemos diagonalizar cada término en
la base de autoestados de Hy, y luego calcular los elementos de matriz de la diagonal.
Este procedimiento es sencillo en los orbitales 1s, 2s, v 2p, y se obtiene como resulta-
do que Wy y Wy eliminan parcialmente la degeneracion de estos niveles de energia,
obteniendo un conjunto de niveles muy cercanos a la primera energia de Hy pero con
pequenas diferencias entre ellos, y lo mismo para la segunda energia. Este efecto se
observa experimentalmente con gran precision.

2.3. Aproximaciéon de Born para QED

Hasta ahora hemos obtenido un potencial motivado fenomenolégicamente para la
interaccién de dos particulas casi no relativistas, una de ellas muy pesada, mediante
un campo electromagnético clasico. Sin embargo, es esperable que el potencial sea més
complicado si prescindimos de la hipotesis de que las particulas tienen masas muy dife-
rentes, ya que varios de los argumentos utilizados dejan de ser validos. Mas atin, sabemos
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que el campo electromagnético debe ser cuantizado, y la teoria que cuantiza la interac-
ci6n electromagnética es la Electrodindmica Cuantica (QED). Esta teoria trata ademés
a las particulas de forma relativista. En esta seccién vamos a describir, omitiendo los
detalles, el procedimiento para deducir el potencial de interaccién como un limite no
relativista de QED, para obtener de forma sistemaética los términos de correccién. Para
ello seguiremos los pasos detallados en [LBP82].

La base del procedimiento a seguir es la aproximacion de Born, que consiste en
obtener el potencial de interaccién entre dos particulas como la transformada de Fourier
de la amplitud de scattering de los diagramas de Feynman a nivel &rbol que representan
una transicion entre estados de esas dos particulas. Las energias de ligadura se hallan
después resolviendo la ecuacién de Schrédinger con ese potencial.

Vamos a derivar el potencial para dos fermiones diferentes de masas m1 y mg y carga
—e. El diagrama de Feynman en QED que representa una transicién entre estados de
dos fermiones diferentes es el que se muestra en la figura 2.1.

P Dy

D2 P’2

Figura 2.1: Diagrama a nivel arbol en QED para transicién entre estados de dos
fermiones diferentes.

La amplitud de este diagrama, siguiendo las reglas de Feynman para QED con las
convenciones utilizadas en [Pes95] es

iM = [u(ph)(—ier")u(p1)] Guv(q) [U(p2)(—iey")u(p2)] (2.3.1)

donde u(p) son los espinores correspondientes a los dos fermiones, soluciones de la ecua-
cién de Dirac, y G (q) es el propagador del fotén. Vamos a usar las matrices v en la
representaciéon de Dirac, y el propagador del fotén en el gauge de Coulomb (V - A)

i

Goo(q) = — o
i qiq;
Gij(q) = — C_? (5uu — q?]>
Gio(q) =Goj(q) =0, (2.3.2)

donde w es pequena respecto al momento q. Las soluciones a la ecuaciéon de Dirac en el
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limite no relativista son de la forma

8m?2 2m

a(p) = uf(p)r° = V2m (wT (1- &) _wTU'P> . (2.3.3)

Calculamos los factores u(p)y*u(p) que aparecen en la amplitud, conservando en el
limite no relativista sélo los términos hasta orden cuadratico en el momento. Para ~°
tenemos

2 2 /
NN it p“+p°  (o-p)(o-p)
u(p')y u(p) = 2mw {1 Rl + im? w, (2.3.4)
y para los indices espaciales 7'
/
— I\ —9 rt Up S . . 2.3.
a(p )y ulp) = 2mwt oiT =+ 0w (2.3.5)

Por ende, podemos escribir los 6rdenes de las componentes de los momentos como

p~asm
po ~ m—l—O(ozfc)m7 (2.3.6)

donde oy < 1 es el pardmetro que usaremos para ordenar el desarrollo de la amplitud
en el limite no relativista. Los 6rdenes de las componentes del momento intercambiado
son

g ~ O(a?)
q~ am. (2.3.7)

Vemos en (2.3.4) que el orden més bajo que aparece en la amplitud es 0%2 Conser-
¥

vamos los términos hasta el orden siguiente, a(}. El término con indices temporales en
la amplitud es hasta este orden

- 9 2, 2 2, 2
: . ot ) 1 2igg Py +P3; P +PI
Moo = mitmumacuz {(12+ q'  smiq?  smiq?
(o2 -p2')(o2-p2)  (o1-P))(o1 'pl)}
, 2.3.8
+ Il + Il wyweo ( )

donde los subindices en ¢ indican sobre el espin de qué particula actia el operador.
Desarrollando la parte de la amplitud con indices espaciales, que sélo aporta términos
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de orden a?, obtenemos

. . P2 - P1 P5 - P1 P2 - P} P, - P1
M;; =i4 Al {— — - -
Y I U T g maq® T Amimaq® Amaimaq?®  Amymaq?
i(02xq)-p1 | i(o2xq)xp] ip2-(01xq)
+ 5— + 5 — 5 —
4m1m2q 4m1m2q 4m1m2q
_ipy-(o1xq) (o2xq)-(01xq)
4mimoq? 4mimoq?
_(p2-9)(a-p1) (Ph-q)(q-p1)
4mymaq* 4mimaq*
. . / , . . /
_(p2-9)(a-p1) (pz-9)(q-P)) } w0, (2.3.9)
dmimeq? 4mimaq?

Escribiendo los momentos finales pj y p5 en términos de los momentos iniciales
y del momento transferido q y operando obtenemos que la amplitud del diagrama es
finalmente

1 1 1 P2 ‘- P1 (P2-9)(q-p1)
M = —dmymac?u] ’T{— L + 4
mmae w2 wl q2 8m% 8m% m1m2q2 m1m2q4
io1-(@xp1) io1-(gxXp2) o2 (axXp1)
4miq? 2mymaq? 2mymoq?
ioe-(Q X p2) o2 01
_ — 2.3.10
4miq? 4dmime ( )
L (o2-a)@ '201) } wyws. (2.3.11)
dmimaq

Para obtener la energia de interaccién tomamos la transformada de Fourier, sin
incluir el factor 4mq1ms, que no aparece en la definicién del potencial dada en el capitulo
2. El resultado es

2 2 2 2
e em (1 1 e“o1-(rxpy) e“o2-(r X p2)
Viny=——+4+ —|[— +— 18 -
(r) S <8m% 8m%> (r)+ 4m?2r3 4m3r3
e?o1 - (r x p2) B e?oy - (r X p1)
2m1maors 2m1maors
e’ {Pl ‘p2 . (pP1-1)(P2- I‘)}
_.I_ —
2m1me r 73
2
e o1-02 3(o1-r)(o2 1) 8mOoy-02 4 }
— — — 1) . 2.3.12
4myime { 73 rd 3 (r) ( )

Observamos que se recuperan los términos correspondientes a la interaccion espin-orbita,
espin-espin, y el término de Darwin del Hamiltoniano fino e hiperfino para el dtomo de
hidrégeno, con algunos términos adicionales debido a que en este caso las masas de las
dos particulas son del mismo orden.

En el siguiente capitulo justificaremos la aproximacién de Born para el célculo del
potencial en el limite no relativista en QCD. Varios de los elementos del andlisis que
haremos son también aplicables a QED, y dan una justificacién al menos parcial al
desarrollo anterior.



De lo relativista a lo no relativista

En este capitulo intentaremos justificar la aproximaciéon de Born partiendo de la
ecuacién relativista para el estudio de estados ligados en teoria cuantica de campos, y
analizaremos su extension a QCD con gluones masivos.

3.1. Masa de estados ligados en teorias cuanticas de cam-
pos

De forma general, en una teoria cudntica de campos la masa de las particulas obser-
vables aparece como la posicion del polo en su propagador. En particular la masa de un
mesén, es decir de un estado ligado |M) de un quark y un antiquark, es el polo en el
propagador del mesén, y por lo tanto en la amplitud (Mj,|Moyt) entre dos estados de
un meson, que representamos diagramaticamente como se ve en la figura 3.1.

<Min|Mout> = — @
p

Figura 3.1: Propagador del meson. El circulo gris representa la suma de todos los
diagramas de Feynman posibles correspondientes a la transicion |Min) — [Mout)-

Para determinar la amplitud de scattering, debemos en principio sumar todos los
diagramas de Feynman posibles que comienzan y terminan con un estado |M). Esta suma
no puede hacerse de forma exacta, por lo que vamos a ver cudles son las contribuciones
dominantes al propagador en el entorno de su polo.

Observamos que un propagador de la forma

1

Dp)=—————F— 11
V)= (3.11)

que tiene un polo en la masa M del mesén, no puede obtenerse sumando un ntmero
finito de diagramas, ya que todos ellos son regulares en p # 0. Por lo tanto, serd necesario
considerar infinitos diagramas para obtener el polo.

22
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3.2. Aproximacion ladder

En esta seccion vamos a motivar la idea de que los diagramas en QCD que son
dominantes en el entorno del polo del propagador de un mesén no relativista son los
denominados ladder, que son aquellos diagramas de la forma que se muestra en la figura
3.2. El siguiente andlisis es similar al presentado en [Hoyl4; Hoyl16].

Figura 3.2: Diagrama ladder genérico.

Escribimos entonces la suma de diagramas que tienen como estado inicial y final
un par ¢q. En la figura 3.3 se muestra esta suma con las contribuciones a 1-loop. En
primer lugar, vamos a ver que el iltimo término que aparece en la figura, que representa
la suma de los diagramas donde las particulas entrantes se aniquilan para producir un
gludn, es cero si suponemos que el estado inicial es un singlete de color.

T
Figura 3.3: Diagramas hasta 1-loop que tienen como estado inicial y final un par quark-

antiquark.

Si escribimos la amplitud para un diagrama de esta forma, aparece un factor

f=a(p1)e} (—gto4*) cov(p2), (3.2.1)

donde ¢; son los vectores en la base (r,b, g) asociados al color de cada particula, y t*
los generadores del algebra de Lie de SU(3). La parte del color es independiente de los
espinores, entonces factorizdndola tenemos

fo = clt%e. (3.2.2)
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Pero imponiendo la condiciéon de que el mesén debe ser un singlete de color, este factor
es

fo= \}g(ftar + bt + gtg) = \}gtr(to‘) =0, (3.2.3)
por lo que todos los diagramas que comienzan con la aniquilacién quark-antiquark tienen
amplitud nula, descartando asi el tltimo diagrama de la figura 3.3.

Si aplicaramos la teoria de perturbaciones de la manera usual, esperariamos que la
contribucién principal sea la del diagrama restante a nivel arbol. Sin embargo, vamos a
ver que algunos diagramas pueden estar aumentados en el entorno del polo, invalidando
la teoria de perturbaciones usual. En particular, todos los diagramas ladder son del
mismo orden que la contribucién a nivel arbol, mientras que los demas son de orden
menor.

Para ilustrar esto, comparemos el diagrama ladder a un loop con el diagrama cruzado
(tercero del lado derecho de la igualdad en la figura 3.3). Por simplicidad, haremos el
estudio de los 6rdenes para QED.

3.2.1. Diagrama box

p1 p1—k D4

P2 po + k p3
Figura 3.4: Diagrama ladder de 1-loop (o diagrama Boz) en QED.

La amplitud del diagrama box es
d*k i(f — P, + M)
. _ Lr ! 1
iM / (27_‘_)47)(]91)( ey )(k‘ —p1)2 — M2 + e
i(f+p, + M)
k4 p2)? — M? +ie

ienP o (pg) e __lpo
( ey )’U(p4) L2 (k_q)g

X ﬂ(ps)(*iev")( (—iey”)u(pz). (3.2.4)

Podemos reescribir los propagadores de los fermiones como

p+ M _W’JFM( 1 1 ) (3.2.5)

p —M?2+ic  2E, pO—Ep—i—is_pO—i—Ep—ie

donde £, = /P2 + M?2. Anédlogamente, los propagadores de los fotones son

1 1 1 1
= — 2.
k2 +ie  2E (k:UEkJrz's k:OJrEkie)’ (3.2.6)

donde Ej = |k|, ya que el fotén tiene masa nula. En el limite no relativista, la parte
espacial de los momentos internos es mucho mas pequena que la parte temporal, de
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modo que podemos escribir p ~ a, y p* ~ M +O(a?), con o un pardmetro de desarrollo
chico, que vamos a suponer del orden de la constante de acoplamiento de la teoria. Para
QED, tendremos entonces

1

QQED ~ ﬁa (327)
mientras que para QCD
1
aqQcp ~ 3 (3.2.8)

Este valor permite hacer un desarrollo en 6rdenes de aqcop, aunque al ser considerable-
mente mds grande que aqgp, el desarrollo a érdenes bajos tendrd un error mayor que
en el caso de QED. A continuacién escribiremos simplemente «, que hara referencia a
la teoria que corresponda en cada caso.

Las energias son entonces E, ~ M +0(a?). Entonces el primer propagador fermiénico
que aparece en la amplitud 3.2.4 tiene polos en

kO = By +pY —ie ~ 2M
K0 = pl — By +ie ~ O(a?), (3.2.9)

mientras que el segundo tiene polos en

k0 = By, — py —ie ~ —0(a?)
kO = — pY — Eop +ie ~ —2M. (3.2.10)

Los fotones, al tener masa nula, tienen polos en sus propagadores de orden

k' = £ Ep ~ +0(a)
k= ¢+ By, ~ £0(). (3.2.11)

En la figura 3.5 se muestran los polos de los propagadores. Los polos pueden clasifi-
carse segin su posicién, representando en la posicién mas cercana al eje vertical el orden
a?, en la posicién intermedia el orden «, y en la posicién més lejana el orden 2M, como
se muestra en la figura. Si desarrollamos el integrando de la amplitud, cada término
tiene uno de los polos de cada propagador. Los términos dominantes corresponden a
tomar los polos de orden a? para los propagadores de los fermiones. Podemos entonces
tomar para los propagadores de los fotones los polos en el semiplano inferior e integrar
en k¥ utilizando el teorema de residuos y cerrando por arriba el semicirculo en el plano
complejo.

Los dos polos fotonicos y el polo fermiénico en el semiplano inferior quedan evaluados
en k¥ de orden o, entonces cada uno de ellos aporta una contribuciéon de orden % ala
amplitud. Como d3k ~ o y hay un factor extra de orden o que proviene los vértices, la
amplitud es de orden é Este es el mismo orden del diagrama a nivel arbol, que tiene un
propagador de orden % del fotén interno, y un factor a proveniente de los dos vértices.
Este analisis puede extenderse a todos los diagramas ladder, viendo que todos ellos son
de orden é
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N& N&
s 8 2, \ oM
—9M " —2M
A 4 fermion 1 fermion 1
m = fermidén 2 fermién 2
e o fotones fotones

(A) (B)

Figura 3.5: Esquema de los polos de la amplitud del diagrama box. En verde se mues-
tran las posiciones de los polos en uno de los términos dominantes. En (B) se muestra
la curva donde se aplica el teorema de residuos para integrar el término dominante.

3.2.2. Diagrama cruzado

Sirepetimos el andlisis para el diagrama cruzado (ver figura 3.6), lo inico que cambia
es que se sustituye po + k +— p3 — k en el propagador del segundo fermién. Entonces,
ambos propagadores fermiénicos tienen polos de orden 2M en el semiplano inferior, y
polos de orden o en el semiplano superior, como se muestra en la figura 3.7. En este
caso, la contribucién dominante corresponde a tomar el polo de uno de los fotones en el
semiplano inferior, y los demés polos en el semiplano superior, e integrar por el teorema
de residuos cerrando el semicirculo por abajo.

Pt p1—k  pa

N/

P2 p3—k P3
Figura 3.6: Diagrama cruzado de 1-loop en QED.

Como los polos de los fotones son de orden «, evaluamos el residuo en k° ~ a.
Los propagadores de los fermiones y el propagador del fotén restante contribuyen un
1

factor de orden é cada uno. Ademas, cada fotén contribuye un factor B~ é Con la

contribucién de los vértices y de d®k el orden total del diagrama es o, por lo que estd
suprimido en un orden respecto al diagrama ladder.

Este andlisis se puede generalizar para los diagramas restantes, y para 6rdenes supe-
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N& fermiom 1 N
fermién 2
fotones
b 2M 2M
—2M o n —2M

A 4+ fermion 1

m = fermién 2

e o fotones

(A) (B)

Figura 3.7: Esquema de los polos de la amplitud del diagrama cruzado a 1-loop. En
verde se muestran las posiciones de los polos en uno de los términos dominantes. En
(B) se muestra la curva donde se aplica el teorema de residuos para integrar el término
dominante.

riores en el desarrollo en loops y obtendremos que los diagramas dominantes son sélo los
del tipo ladder (siendo todos ellos de orden 1). Veremos mas adelante que en el limite
no relativista, los diagramas ladder para QED dan lugar a la ecuacién de Schrédinger
con el potencial de Coulomb. Sin embargo, si queremos obtener las correcciones finas
e hiperfinas al potencial de Coulomb, debemos ir al orden siguiente en el desarrollo
en a. Esto hace pensar que debemos considerar también los diagramas de orden oY,
como por ejemplo el diagrama cruzado. Sin embargo, en QCD el diagrama cruzado y
la correccién del vértice, que podrian ser de orden oV, estdn suprimidos por un factor
1/N. [t H93], donde N, es el nimero de colores de la teorfa (N, = 3 para QCD). Esta
cantidad tipicamente es de orden «, por lo que al orden deseado podemos no considerar
estos diagramas. Con esta motivacién vamos a utilizar entonces la aproximacién ladder,

y vamos a calcular el propagador del mesén sumando tinicamente los diagramas ladder.

3.3. Ecuacion de Bethe—Salpeter

Asumiendo de ahora en mas la aproximacién ladder, vamos a estudiar la amplitud
de estos diagramas. Escribimos la amplitud del diagrama ladder a 1-loop para QCD,
explicitando los indices de espin y de color

51,52,53,8 d'k ~$ 3 el Z(%_ +M)
_[/217 o 4(plap2 _>p3)p4) :/ (27.‘.)41) 1(p1)cJ{(/Lgfy‘ut )(k _pl)jﬁi M2 + ie
x (ign?t")eav™ (pa) Gl (k)G (k — q)
i(f+p, + M)
(k +p2)? — M2 +ie
x (ig7" %) cou? (po). (3.3.1)

x @ (ps)ch(igrt)
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Vamos a reescribir los propagadores de los fermiones internos utilizando las relaciones
Zu =p+ M, Zu =p— M, (3.3.2)

de modo que

ip+M) 1 (u’"(p)ur(p) L V() ) (3.3.3)

p2—M2+i5_2Epzr: P’ —Ep+ic  pO+ Ep, —ic

Una vez reescritos los propagadores de los fermiones, la integral queda separada en
cuatro términos, cada uno de ellos con un solo polo para cada propagador fermidnico.
En el limite no relativista, como hemos discutido, el término dominante corresponde a
tomar el término con un polo en p{ — Eyj + ie para el primer propagador, y el que tiene
un polo en Ey, —pJ —ic en el segundo propagador. Con estas sustituciones y suponiendo
que el propagador del gluon es Ggf(k‘) = 6O‘BGW(1€), la amplitud es

Ls1 ,582,53, 54(

P1,D2 — P3,D4) = f(2

[07t (p1) (igy")v"™ (B = p1)] X G (k) [07 (k — Pl)(lg’v Jv* 4(204)]

x [u®(ps) (197 )u"? (k + p2)] Gpo (k — @) [u"* (k + p2) (197" )u” (p2)]
1 i ¢

X , 3.34
2F1.2FE5; —ptl) + KO+ By —ie pg + kO — By +ic ( )

donde definimos el factor de color
FD = (147 ¢q)8050,5 (bt ¢a). (3.3.5)

Si suponemos que el estado inicial y el estado final son singletes de color, y reescribimos
los generadores t en términos de las matrices de Gell-Mann A como t = %, el factor de
color es

16

1 [0 [0
2 = 163 Y (AN i5(AAg)ji = tr(A*ATA Aa) = —
i

_ G)Q’ (3.3.6)

donde utilizamos la identidad A*\, = 1—361d.
Pero la amplitud del diagrama ladder a nivel arbol es

16 x 3

L2554 (py py — papa) = £ [07 (p1) (ig7*)v™ (p4)] G (q)
[u™ (p3) (igy")u2(p2)] (3.3.7)

donde el factor de color es

FO = (c]t¥ca)bap(citPes) = ——tr(XN) = (3.3.8)

4x3
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entonces notamos que podemos reescribir la amplitud del diagrama a un loop como

4
d k 51,52,72,T1

(2m)t
xS(k)LY""™% % (k — p1,k + pa — p3,pa),  (3.3.9)

L§1’82’53’84(p1,p2 — p3,p4) = Z /

71,72

(p1,p2 = k+p2, k—p1)

donde definimos el factor S(k) como
1 i i
N 2F11.2F9; —p? + k0 + Ey — e pg + KO0 — Ei + ie

S(k) (3.3.10)
Este resultado se puede generalizar a 6rdenes superiores, y la amplitud del diagrama
ladder de n loops es

51,52,53,54 d4k: 51,52,72,T"1
L3235 (py py — ps,pa) = (27T)4Ln—1 (p1,p2 = k +pak —p1)

1,72

x S(k)LIV253% (| — py ke + py — p3,pa). (3.3.11)

Utilizando el resultado anterior, podemos obtener una ecuacién recursiva para la suma
L =73, L, de todos los diagramas ladder

L1535 (py, py — p3, pa) = L1 (p1, p2 — ps, pa)+

d*k
+> / (zﬂ)4le’52’r2’rl (p1,p2 = k+p2.k —p1)

71,72

x S(k)LY""™ %% (k — p1,k + pa — p3,pa)- (3.3.12)

Este tipo de ecuacién, denominada ecuacién de Dyson—Schwinger, se puede representar
diagramaticamente como se muestra en la figura 3.8.

-

Figura 3.8: Ecuacién de Dyson-Schwinger para el vértice del meson.

La masa del mesén debe aparecer como un polo en esta amplitud de scattering, es
decir que L debe ser de la forma

e

_ 4o, 3.3.13

donde identificamos el residuo ¢ en el polo con el médulo de la funcién de onda del

meson, y la energia I, es
E, = \/p? + M2, (3.3.14)

siendo M la masa del mesén. Consideramos un mesén con momento p, y escribimos los
momentos del quark y el antiquark como %p +qy %p — ¢. Multiplicamos la ecuacién
3.3.12 por p° — E,, renombrando los momentos de esta forma y suponiendo que los
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espines son iguales en el estado inicial y el final, y luego hacemos tender p° — E,. El
término en L tiende a cero porque no es singular, y en los otros términos obtenemos el
residuo en el polo

d*k
V0 - By~ B )= Y [ et )60 - B, — B )

71,72

x S(k)K'"2525 (k q), (3.3.15)
donde el kernel K es la amplitud del diagrama ladder a nivel arbol

Kook q) = £ [07 (p/2 — k) (igy")v™ (p/2 — )] G (g — k)
x [u™(p/2 + q)(igy")v" (p/2 + k)] . (3.3.16)

La ecuacién (3.3.15) es la ecuacion de Bethe-Salpeter en la aproximacion ladder. Se
puede representar diagraméaticamente como se muestra en la figura 3.9.

Figura 3.9: Ecuacién de Bethe—Salpeter.

3.4. De Bethe—Salpeter a la ecuaciéon de Schrodinger

La ecuacion de Bethe—Salpeter se puede resolver para hallar el espectro de un mesén,
sin embargo el procedimiento no es sencillo y requiere mucho esfuerzo computacional.
Vamos a ver que al orden mas bajo del desarrollo en «, esta ecuacion se reduce a una
ecuacién de Schrodinger, y por lo tanto el problema de hallar el espectro se reduce a un
problema de valores propios.

Partimos de la ecuacion (3.3.15) y nos situamos en el centro de masa, donde p = 0.
Tenemos entonces que E,, = /q?>+ M? = E,, y vamos a suponer que el kernel K
hasta el orden deseado no depende de k. Entonces podemos integrar en k° utilizando el
teorema de residuos, y dado que la uinica dependencia en esta variable aparece en S(k),
el resultado es evaluar el residuo de dicha funcién en el polo k¥ = % — FEj, de donde

obtenemos ) )
2 —— 3.4.1
"I M - 2B, (3.4.1)

que cancela el factor M — 2FE}, que estaba multiplicando la funcién de onda. Aqui usamos
que p° ~ M. De la ecuacién de Bethe-Salpeter nos queda entonces

dd
- 25) =i 3 [ G R K ), (342

71,72

Para continuar, vamos a ver més explicitamente la forma del kernel. Los espinores,
que son soluciones a la ecuacién de Dirac, son en el limite no relativista de la forma
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forma

S W
a*(p) = u'(p)y” = vVam <wsT (1- &) _wsfg,'f;>

_ . 2

0 (p) = vi(p)y" = v2m (wsTgnfj —wt (1- &) > (3.4.3)
donde los w® no dependen de p y estdn normalizados de modo que w’fw® = §,4. Al
orden mas bajo, tenemos que

u®(p) = V2m w , v (p) = V2m 0 , (3.4.4)

0 w?

por lo que tomando también el orden mas bajo del propagador del gluén, el kernel es a

orden 2
(0%

402

Kok ) = = ife" gt ey
. 4M?
= - ch(l)gzménslésgrg- (3.4.5)

Sustituyendo en la ecuacién (3.4.2) y realizando la suma en los espines obtenemos

o159 Bl ey AM? 1
w b (q)(M_QEQ) = _/ (27_(_)31/} ’ (k> 4E]% (k_q)2+m27

(3.4.6)

donde observamos que como el kernel no depende de la componente temporal del mo-
mento, la funcién de onda tampoco. Desarrollarmos por tltimo el factor ﬁ a orden
k
0

«
1 1 1

AE? T A+ M2) T A

(3.4.7)

y obtenemos a orden - en la ecuacién (3.4.6)
6

d3k
51,52 M—92E.) = — SLS2(pey — 3.4.8
(G (a)( a) / (27T>3w ( )(k —q)%+m? ( )
Tomamos ahora la transformada de Fourier en ¢, definida como
) = [ g (3.4.9)
(2m)?

Ta forma de tomar el limite no relativista para los espinores no es tnica. Una deduccién de la
expresion que usamos aqui se puede ver en el apéndice B.
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Del lado derecho de (3.4.8), desarrollamos el factor que multiplica la funcién de onda a

orden 2
«

2
~ M4 (3.4.10)

2M’
y definimos la energia de ligadura como
Ey =M —2M, (3.4.11)

de modo que la transformada de Fourier es

[ akena) (Eb - L) (Eb - ) Yoo (r), (3.4.12)

donde escribimos el gradiente en términos del momento p = —iV. Por otro lado, toma-
mos la transformada de Fourier del término izquierdo de (3.4.8)

d®k d3q 1 .
/(27r)3/( )Swsl U o L (3.413)

realizando el cambio de variable q — £ = k — q e integrando en k obtenemos

dgk 51,82 ik-r d3£ 1 wr d3£ 1 r 81,82
/( o (e /(27r)3€2+m2e _{/(2w)3€2+m26 }w (x),
(3.4.14)

donde sustituimos k — p en Vi, asumiendo que p = —¢V al actuar sobre la funcién de
onda.

Integramos en las variables angulares en coordenadas esféricas para hacer la trans-
formada de Fourier de los primeros dos términos

d3 iq-r 0 d
/7(167 :277/ d 7/ d sin e’ cos?
(2m)3 g2 + m? o (2m)3¢*+ m?

1 > dq q iqr —igr
ir Joo (27)2 ¢2 + m? (e ¢ )

1 [ d ;
== e (3.4.15)
ir) s 2722 +m
Para hacer la integral en r, utilizamos el teorema de residuos cerrando el contorno por
el semiplano superior y encerrando el polo del integrando en la posicién im. De esto
obtenemos

d3q 6iq-r e—mr
= . 4.1
/ (2m)3q®+m?  Anr (3.4.16)

Este potencial se denomina potencial de Yukawa.
Juntando las transformadas de Fourier del lado derecho e izquierdo de (3.4.8) obte-

nemos finalmente
2 2 _—mr

P e
Eyp*t%2 (r) = <2M -4 3

) G (r). (3.4.17)

donde 1 es la masa reducida p = %



3.5. CORRECCIONES A PRIMER ORDEN 33

La ecuacién (3.4.17) es una ecuaciéon de Schrodinger para la funcién de onda ),
con un Hamiltoniano que contiene el término clasico de la energia cinética mas un
potencial de interaccion del tipo Yukawa. Observamos que si tomamos el limite m — 0
y no agregamos el factor de color, el potencial de interaccién que obtendriamos es el
de Coulomb. Este resultado es el que obtendriamos si hiciéramos el anilisis para QED,
donde el propagador del fotén a orden més bajo coincide con el del gluén si m =0, y el
resto del diagrama sélo difiere en el factor de color.

3.5. Correcciones a primer orden

Para hallar las correcciones finas e hiperfinas al potencial, debemos ir al orden si-
guiente en el desarrollo en « . Vamos a ver que a este orden también podemos obtener
una ecuacién de Schrodinger partiendo de la ecuacion de Bethe—Salpeter. Vamos a uti-
lizar los resultados de esta seccién para el calculo del espectro del charmonium.

Procedemos de forma aniloga a la seccién anterior, pero en cada paso agregamos un
orden al desarrollo. El kernel al orden siguiente tiene un término de la forma

Ki(k,q) = —ifWAM?V (K, Q)05 0s0rss (3.5.1)

donde vamos suponer que el término V (k, q) s6lo depende de las componentes espaciales
de los momentos. Con esta hipdtesis, la funcién de onda no depende de la componente
temporal del momento y tenemos

A3k 4M? ( 1

P52 (q)(M _ QEq) = —/ (27r)3w81782 (k) 4E,% (k — q)2 + m?

V(K q)) . (35.2)

Luego, desarrollamos al siguiente orden el factor Ej

1 1 1 k2
— ~ 1—— |, (3.5.3)
AFE? 402 (}%H) 402 ( M2>

y sustituyendo en la ecuacién anterior, conservando sélo los términos hasta el orden oY,

obtenemos

d®k

CEEM

V(@) =28, = — [

1 k2
" ((k Qi+ M ((k—qP+md) | V(k,q)> . (3.5.4)

Tomamos también un orden mas en el desarrollo del término derecho de la ecuacién

(3.5.4)
2 4
q q
E,~M+ — — — 5.
1 o SM3’ (3.5.5)

de modo que al hacer la transformada de Fourier tenemos un término cinético adicional

d3q S1,8 q2 q4 iq-r p2 p4 S1,8
/@mem%&_M+Mﬁeq: By = taar ) V0 (35:6)
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Tomamos luego la transformada de Fourier del lado izquierdo de (3.5.4)

k[ dg s
PR S1,S8 k
[ | 0
% 1 - K +V(k,q) | e9r (3.5.7)
k—q)2+m2 M2((k—q)2+m?) ! ) .0.
y realizando el mismo cambio de variable £ = k — q que utilizamos antes tenemos
d3k . d3¢ 1 K2 ‘
51,52 (| zk-r/ _ ¢ il-r —
/ (2%)3w (ke (2m)3 (62 +m?  M?2(0? +m?) +V( ,p)) €

d3¢ 1 2 ol e
N {/(27r)3 <£2+m2 _MQ(gE_‘_mg) +V(€,p)> et }¢ *2(r),  (3.5.8)

donde la integral en los primeros dos términos dentro del paréntesis da nuevamente el
potencial de Yukawa.
Tenemos finalmente

2 4

2 _—mr 3
ge™p p d°q .
E 81,52 = | Hy — _ _ Vv q-r 1,52 5.
p° 1% (r) ( T Ve v an) (a,p)e )1/1 (r), (3.5.9)

donde ) )
P’ ge”

- ﬂ 3rr

mnr

H

(3.5.10)

es el Hamiltoniano al orden méas bajo que teniamos en la seccién anterior.

Observamos que las correcciones al Hamiltoniano Hy se obtienen de la transformada
de Fourier de la amplitud del diagrama a nivel arbol para la interaccién quark-antiquark,
sumando ademés los términos adicionales en p? y p*. Esto es equivalente a utilizar la
aproximacion de Born, sumando los términos

WB?S _ _926—mrp2 p4

2 3.5.11
3Tt M?2r AM ( )



Resultados

Uno de los desafios de la fisica hadrénica es poder comprender la dindmica de mesones
y bariones pesados, formados por quarks del tipo charm y bottom. En particular, en
este trabajo nos interesamos por el estudio del estado ligado charm-anticharm. Al tener
el quark charm una masa menor que el bottom, creemos que estos mesones pueden ser
mas sensible a la masa del gluén que los compuestos por quarks bottom, siendo ademas
suficientemente pesados para que valga la aproximacién de Born. El charmonium J/v
fue descubierto en 1974 [Aub+74; Aug+74], y eso abrié la puerta al descubrimiento de
otros estados del charmonium [App+75; Swa06; LMS17]. Estos estados ligados pueden
describirse con los nimeros cuanticos ¢, S, J, representando el momento angular orbital,
el espin total, y el momento angular total. En la tabla 4.1 se muestra la clasificacion de
los primeros estados ligados del charmonium segiin dichos niimeros cuénticos.

Tabla 4.1: Masas de los primeros estados del charmonium, que se clasifican segiin sus
numeros cudnticos n, £, S,y J. Los ultimos tres representan el momento angular orbital,
el espin total, y el momento angular total. n indexa las energias a momento angular fijo,
de modo que por ejemplo un estado 1p corresponde al primer estado de momento angular
¢ = 1. (Datos obtenidos del PDG).

n?5t1¢; | Nombre Masa (GeV)
115 " (2,9834 + 0,0005)
1350 T/ | (3,097 900 = 0,000 006)
1py he (3,525 38 + 0,000 11)
13po Xc0 (3,41475 £ 0,000 31)
13p, Xet (3,510 66 + 0,000 07)
13y e (3,556 20 + 0,000 09)

Los sistemas formados por quarks pesados pueden describirse de forma no relativista
mediante la ecuacién de Schrodinger. El problema principal yace en encontrar el Hamil-
toniano a utilizar. Si bien el objetivo final es deducir el Hamiltoniano a partir de QCD,

35
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esto no se ha logrado hacer desde primeros principios, en particular debido al problema
del confinamiento. Sin embargo, la ecuacién de Schrédinger ha sido usada a menudo para
describir el espectro de los mesones con Hamiltonianos obtenidos de diferentes modelos
para la interaccién fuerte.

El primer ejemplo es el potencial de Cornell y sus extensiones. El potencial de Cornell
consiste en incluir en el potencial coulombiano el factor de color, y agregar un término
lineal para modelar el confinamiento

Vo = fc% +br. (4.0.1)

Como el potencial de Cornell no distingue los diferentes estados de espin, [Debl6] es-
tudian las correcciones a dicho potencial incluyendo la interaccién espin-espin y espin-
orbita, usando tres parametros libres que son la constante de acoplamiento g, la masa
del quark M, y el parametro b del potencial lineal, denominado tension de la cuerda.
En este trabajo logran reproducir bastante bien el espectro.

Para justificar mejor el Hamiltoniano a ser considerado, varios autores utilizan el
marco teérico conocido como Nonrelativistic potential model [Eic+80], o “QCD no re-
lativista” (NRQCD) [BBL95], que es una teoria efectiva diseiada especialmente para el
proposito del calculo del espectro de mesones no relativistas.

En todos estos casos no se incluye una masa para los gluones. En esta tesis estamos
especialmente interesados en estudiar la relevancia de la misma en cantidades observables
fisicamente debido a las razones expuestas en el capitulo 1. En [GAR21] se utiliza un
potencial llamado contact-interaction (CI) y las correcciones provenientes del espin para
poder concluir que el espectro del charmonium puede recuperarse al considerar masas
para los gluones cercanas a 500 MeV. Sin embargo, el potencial CI no se comporta a
pequenas distancias como Cornell.

En este capitulo obtenemos el potencial de interaccién quark-antiquark para el char-
monium, siguiendo el procedimiento detallado en el capitulo anterior. Luego, resolvemos
numéricamente la ecuacion de Schrodinger con este potencial al orden més bajo para
hallar el espectro, e incluimos perturbativamente las correcciones al siguiente orden. Vale
la pena mencionar que en nuestro trabajo no sélo consideramos las correcciones debido
a los términos de espin, sino todas las que aparecen de la aproximaciéon de Born.

Utilizamos el cdlculo numérico del espectro para ajustar los parametros libres de
nuestro modelo, que son la masa del gluén y la constante de acoplamiento de QCD.
Estudiamos también el modelo agregando al orden més bajo un potencial lineal [L.S89].
Para este caso, ajustamos ademas el coeficiente del potencial lineal.

4.1. Potencial de interaccion para el charmonium

4.1.1. Amplitud de scattering

Procediendo de forma andloga al desarrollo de la seccién 2.3. para QED, vamos a
obtener ahora el potencial de interaccién quark-antiquark en el limite no relativista de
QCD, que esta dado por la transformada de Fourier de la amplitud del diagrama 4.1.

El diagrama 4.1 difiere con el diagrama 2.1 en QED estudiado anteriormente en dos
aspectos principales. En primer lugar, la particula intercambiada es un gluén, y las reglas
de Feynman que debemos aplicar son las de QCD. Esto introduce en el diagrama un



4.1. POTENCIAL CHARMONIUM 37

P P

D2 PIQ

Figura 4.1: Diagrama a nivel drbol en QCD para transicién entre estados de un quark
y un antiquark.

factor de color, y debemos ademaés sustituir el propagador del foton por el del gluén, que
es en el modelo de Curci—Ferrari una particula masiva. Segundo, en este caso estamos
estudiando la interaccién particula-antiparticula, y no la interaccién entre dos particulas
como en el caso analizado previamente.

La amplitud del diagrama 4.1 es

iM = [a(p))e; iyt eru(pr)| Go (a) [0(p2)ch(ig7* 1) cho(ph) |, (4.1.1)
donde tomamos el propagador del gluén de la forma' fol’,(q) = 5abGW(q), con

7

Gu(q) = mp,fy((ﬁa (4.1.2)
siendo Plﬁ,(q) el proyector transversal
Po(q) = N — q’j%. (4.1.3)
Podemos entonces separar el factor de color
fe= (c’th“cl)(S“b(c;tbc’Q) = % (4.1.4)

Utilizamos de nuevo los espinores de la ecuacién (2.3.3), y ademds tenemos ahora las
soluciones de la ecuacién de Dirac correspondientes a antiparticulas, que son de la forma?

TPy
v(p) = V2M M )
(1 - SPW) w

(p) = v (p)y" = V2M (ng]'\g —wf (1 - 1’2)) : (4.1.5)

8M?

"Una deduccién de esta expresién se puede ver en el apéndice A.
2El calculo de estas soluciones se encuentra en el apéndice B.
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Calculamos los factores u(p))v*u(p1) y v(p2)y*v(ph), utilizando la conservacién del
momento y sustituyendo pj =p1 —qy pb=p2+4q

2 .
_ q ioq - (q X p1)
a(p)y u(pr) = 2]\4“/1T {1 Y2 AN }w1
2p1; — @i — 1€ikmO1kq
a(ph)y u(pr) = 2Mw}] { —ar v
2 .
q io - (q X P2)
(p2)y u(ph) = 2]\411’/2T {1 Y2 M2 }wz
‘ Vo — (5 — ies
U(pz)’y U<p/2) —92M /2Jf { D2; qi 4]\2<€21km0-2kqm } Wy (416)

Si observamos los érdenes en el término de la amplitud 4.1.1 que corresponde a la
componente 00 del propagador

2 .
. q ioy - (q X p1)
iMoy = 4]\4292!](‘010';w'lJr { 1 - SAM2 AN } Goo(q)
0(a0) 0(a?) o(3z)
2 .
q ios - (q X P2)
1 - - 4.1.
X { 8M2 4M2 }wle, ( 7)
0(a) O(a?)

vemos que el orden mas bajo es %, proveniente del término 1 X Goyo(q) x 1. En este

término, debemos tomar el propagador desarrollado hasta el orden o

Goolg) = ——5 [1- B )~ = (1490, % (4.1.8)
00 4% — m2 e Q2+ m? @ @+rm?)’ o

mientras que en el resto podemos conservar sélo el orden mas bajo
Goolq) ~ —— (4.1.9)
oo\gq) =~ q2 + m2 . A,
En este desarrollo utilizamos que m ~ aM . Esto es cierto para el caso del charmonium,
ya que esperamos que la masa del gluén sea del orden de % de la masa del quark charm,
pero no es generalizable a mesones mas livianos.

La componente Myg de la amplitud es entonces

1 q? io1 - (q X p1)

q2 + m?2 +4M2(q2+m2) AM2(q2 + m2)

ioy - (q X p2) }
AM?(q? +m?) )

iMooy = idM>¢*f, {
(4.1.10)

Para la componente M, como los factores u(p) )y u(p1) y 9(p2)y'v(ph) son de orden a,
alcanza con desarrollar el propagador del gluén al orden mas bajo
1

4i4;
Gl](q) = _q2 +m2 (1 - q;) ) (4111)
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con lo cual obtenemos

M — iAM2 02 { PPz (Pi-a@)(p2-a) ioi-(axp2)
My = MG\ (@ r m?) M@+ m?) | 2GR )
ioy - (g X p1) (o1-02)q

(01-9)(02-q)
T 2M2%(q2 4+ m2)  4AM2(q? + m2) * 4M?(q? + m?) } - (4112)

Por tltimo los términos Mg; y M;o son

M — a2 C{_ Qo(a-p2) 0 }

Mo = HMEGTN " Mg+ m?) ~ (G + )

My — 14022 C{_ qo(q - P1) % } A11
o = HMEG S Ma2(o® +m?) | 2M(q? + m?) (4113)

Queremos dejar expresada la amplitud en términos de los momentos vectoriales q, p1
v p2 para que el Hamiltoniano dependa tinicamente de r, p; y p2. La elecciéon de cémo
fijar ¢° se ha discutido en la literatura [Gro77], y existen varios caminos para obtener ¢°
a este orden. Uno de ellos consiste en utilizar que las particulas externas estan on shell,
aunque esto puede extenderse al caso cuasi-on shell que seria el exigido por la ecuacién
de Bethe-Salpeter. En [BBL95] se muestra que esta eleccién no interviene en el célculo
del espectro, por lo cual ¢° suele considerarse cero. En nuestro analisis, considerando
las particulas externas casi on shell, también podemos encontrar que a este orden del
desarrollo ¢" puede ser cero, por lo cual en este trabajo tomaremos esta descripcion.
Sin embargo, dejamos planteado para trabajos futuros un anélisis mas profundo de la
relevancia de ¢” en el espectro y su relacién con la invariancia de gauge.

Fijando ¢° = 0 y sumando todos los términos, obtenemos finalmente la amplitud del
diagrama

. . 1 q ioy - (q X p1)
— iAM?q? _
iM 1 gfc{ q2+m2+4M2(q2+m2)+4M2(q2+m2)+
| o2 (4 X p2) pi-P2 (Pira)(p2-a)
4M?(q% +m2)  M?%*(q®+m?) M?2q?(q? +m?)
ioy- (@ xp2) o2 (q X Pp1) (o1 02)q?

C2M(q® +m?) 2MP(q?+m?)  AM2(q? + m?)
(o1 -q)(az-q)}'

TR T me)

(4.1.14)

4.1.2. CAalculo de la transformada de Fourier

Segun la aproximacién de Born, el potencial de interaccion estd dado por la trans-
formada de Fourier de la amplitud (4.1.14), sin el factor i4M? que aparece multiplicando
todos los términos. Observamos que todos los términos que aparecen en la amplitud son
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de una de las siguientes formas

1 p.(@aa)a-b)
" q2 + m? g2+ m?2
.94 .2 d)a-b)
" " Qa2+ m?)
q q-q

2
. q
'q2+m2

Calculamos primero la transformada del término (A). Integramos en las variables
angulares en coordenadas esféricas, denotando ahora el médulo de g como |q| = ¢

3 iq- 2
/dqezqr — /OO dqq/dQSineeiqrcose
@) a?+m?  Jo (2m)3 g% +m?

1 00 q . .
- - do—2  (elar _ iqr
ir(2m)? /0 qq2 + m?2 (e ¢ )
- / T gL (4.1.15)
ir(2m)2 Jooo " Gq* + m? o

Para hacer la integral radial usamos el teorema del residuo. Consideramos un semicirculo
en el semiplano superior del plano complejo. Dentro de esta region, el tinico polo que
hay es en ¢ = im. Ademaés la integral en el contorno, cuando el radio del semicirculo
tiende a infinito, tiende a la integral sobre la recta real, ya que la parte en el arco tiende
a cero exponencialmente porque 4" — 0 para g con parte imaginaria positiva. Entonces

d3q elar 1 o0 q . e—mr
_ do—— " — 472 R =im) = . (4116
/ (2m)3 g2 +m?  ir(2m)? [oo qq2 Fm2’ miRes(g = im) 4y ( )
Este resultado es el potencial de Yukawa.
Observamos que los términos (B) y (C) se pueden escribir como derivadas del po-
tencial de Yukawa respecto a r

dSq qeiq-r d3q eiq~r‘ e—mr
_ _ 4117
/ (2m)3 q% + m? Zvr/ (2m)3 g2 + m? Ve drr ) ( )
y
d3q q2 ei(TF v2 d3q etar VQ e—mr
— - = . 4.1.18
/ (27m)3 g% + m? " / (27)3 % + m? 4 ( )

Derivando y agregando la singularidad en el Laplaciano de % obtenemos

R
—— =i (m+ - r
(2m)3 g2 + m? r) 4mwr?
d3q q2 eiq-r m267mr
= — §3(r). 4.1.19
/ (2m)3 g2 + m? ar () ( )

El término (D) se puede escribir como

3¢ (a- .b)etar e” "
/ (3733( 1)2(1 n‘:g o —(a-V)(b-V) ( — ) : (4.1.20)
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El célculo de la transformada de Fourier para este término se encuentra desarrollado en
el apéndice B, y el resultado es

/ d’q (a-q)(q-b)e"t™ (a-b)
( 3

3 a-b _
om) 2+ m? 0°(r) + { 3 (mr+1)

3(a-n)(b-1) <m2r2 +mr+1>}€;””ﬂ (4.1.21)

rd 3 T

Por tltimo, podemo calcular la trasformada de Fourier del término (E) reescribiendo
el denominador como

1 1 1
= — . 4.1.22
q(qz +m?)  m2q®? m2(q?+m?) ( )

Tenemos entonces un término de la misma forma de (D), y uno similar pero sin masa.
Para este tltimo, utilizamos el resultado de (D) tomando el limite m — 0. Obtenemos
que

/(d3q (a-q)(q-b)ear _ {a-b 3(a-r)(b-r)} 1

2m)3  q?(q? +m?) 73 7o ir
a-b 3(a-r)(b-r) [ m?r? e """
- — 1) — 1 . 4.].
{ 3 (mr + ) rd 3 e 4 ( 23)

Aplicando estos resultados a la amplitud de scattering obtenemos el siguiente poten-
cial de interaccion

2 — 2,2 ,— 2
V(I‘) :{_g € _ gm-e g 53(T)—

mnr mnr

3rr 127 M2y + 3M?2

_920'1 (r x pl)e_m’”( B g*os - (v X pa)e™™"

1 1
127 M 23 mr +1) 127 M 293 (mr+ 1)+
2 —mr 2 —mr
g°o1 - (r x p2)e g°oy - (r x p1)e
+ 6mM?2r3 (mr+1) + 6mM?2r3 (mr+1)+
2 . —mr 2 . 3( I‘)( X I')
49 (P1-p2)e™ g [pl P2z 3(p1-r)(P2 } n
3TM2r 3rM?2m?2 rd rd
2 _—mr 2,.2
g-e P1 - P2 3(p1-r)(p2-1) [ Mm°r
1) — 1
+37TM27TI2 [ r3 (mr +1) rd 3 o +
+92m2(0'1 og)e ™ 2g%(oq - 02)53(7")
127 M2r 9M?2
2 —mr 2,.2
ge o109 3(o1-r)(o2 1) [ MAT
+127rM2 [ 3 (mr+1)— 5 3 +mr+1 .
(4.1.24)

Tomando p; = —p2 = p en el centro de masa obtenemos el Hamiltoniano para el
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charmonium

mr 92 3
+ 57720 (1)

M 4M3 3rr 127 M2y

o {pQ p4 g2€—m'r’ 92m2€—
9*(o1 — 02) - (T x p)e‘m’”( 4 g

g mr — 2
A7 M 293 3t M2m?

2 _ —mr 2 2 2,2
g P° 9 _3(p-r)° (mr
Er Ve [TS (m*r“+mr+1) = 3

_l’_

r3 75

p? 3(p-r)2] B

+mr+1>

f292(0-1 : 02)63(7‘) + QQe—mr |:0-1 o)
9M2 127w M2 73

3(oy 1) (o2 1) [ m*r?
7o 3

(m*r? + mr+1) —

—i—mr—l—l)

}. (4.1.25)

Es posible que exista una diferencia entre la aproximacién de Born y el potencial
obtenido en el limite no relativista de la ecuacién de Bethe—Salpeter debido al término

2.2 —mr

_gpe
3rM2r
Este término no fue considerado en nuestro analisis, que se basa en la aproximacion de
Born.

(4.1.26)

4.2. Calculo perturbativo de las correcciones del espectro

Para determinar la masa del charmonium debemos resolver la ecuacién de Schro-
dinger con el Hamiltoniano (4.1.25). Vamos a realizar un tratamiento perturbativo,
resolviendo la ecuacién para el Hamiltoniano al orden mas bajo del desarrollo en «

2 2 —mr

_p ge
2u 3mr

(4.2.1)

donde y = % es la masa reducida, y agregando los demas términos como correcciones

de primer orden de la teoria de perturbaciones usual.

Como el potencial en el Hamiltoniano Hy es central, de forma analoga al caso del ato-
mo de hidrégeno tratado en el capitulo 2 se puede reescribir la ecuacién de Schrodinger
como

dp? 2 p + g | wne(p); (4.2.2)

donde £ es el nimero cuantico asociado al momento angular orbital y n es el indice que
corresponde a la energia, la variable p es p = ;—O, y los valores propios asociados a la

energia son A,y = 1/_%’ con
n

() [wm 2e=mao

3
ayg = —5—
g2
g*u
E; = (4.2.3)
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La condicidn inicial para la ecuacion (4.2.2) es une(0) = 0.

Si bien esta ecuacion no tiene solucién analitica, puede resolverse de forma numérica
para hallar el espectro y los estados propios sin correcciones. Luego, vamos a incluir las
correcciones de forma perturbativa. La teoria de perturbaciones supone un desarrollo de
la forma

H:Ho—l-OéWl—i-..., (424)

con « un parametro pequefio. Las primeras correcciones a la energia, que provienen del
término en W1, se calculan como

E1 = <TL()|W1‘77,0>, (4.2.5)

donde {|ng)} son los estados propios del Hamiltoniano Hy, y suponemos que los niveles
de energia no tienen degeneracién (en caso contrario, debemos diagonalizar W en la
base de autoestados de Hyp).

Al resolver la ecuacién de Schrédinger numéricamente, obtenemos ademés de la ener-
gia sin correcciones, los estados propios de Hy que nos permiten calcular las correcciones
de primer orden. Debemos tener cuidado de ver que el potencial sea diagonalizable en
la base de estados que elijamos, y calcular las componentes de matriz en la diagonal.
Trabajaremos tinicamente con los estados n = 1, £ = 0, y los primeros estados excitados
n=2/¢=1.

Calculamos en primer lugar la correccién del término cinético

T = <—4§\’;3>. (4.2.6)

Este término es diagonal en la base {|n, ¥, m,s1, s2, ms1,ms2)} de autoestados de la
energia, el momento angular orbital y los operadores de espin de las dos particulas.
Vamos a calcular entonces los elementos de matriz diagonales en esta base. Notamos
que podemos escribir

3nr

1 292€—m7’ 946—2m7’
Ty = ——— < (H} =~ H )¢, 4.2.8
1 AM {< 0>+< 3r 0>+< 97727"2 ( )
Los elementos de la base son autoestados de Hy, y sus valores propios son las energias

E,. Para calcular el valor medio de los demas términos, escribimos los estados en la
representacion de posicién, que son de la forma

2 —mr
p? =M (HO +2° ) , (4.2.7)

entonces

wnﬁm(r) = Rne(T)Yem(Q’ ¢)> (429)

omitiendo los indices de espin. Como los términos que queremos calcular s6lo dependen
de 7, y los armonicos esféricos estdn normalizados, tenemos que

20° [ Y A
leM{Eg—l-;TEn/O drre |Rng(p)|2+%/o dre? Rng(p)\Z}. (4.2.10)
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La siguiente correccién es la del término

2 ,—mr
g’m?e
Ty= (-7 4.2.11
? < 1270 M?27 > (4.2.10)

que como es Unicamente una funcién de r, es de nuevo diagonal en la misma base de
estados que el término anterior, por lo que su valor medio es

Ty =

127TM2/ drre=™ | Rug (1) 2. (4.2.12)

De la misma forma, la correccién del término con la delta de Dirac, que se corresponde
con el término de Darwin del atomo de hidrégeno, se calcula integrando la delta contra
el médulo de la funcién de onda

2
Ty = <3g4253(7«)> 3M2|¢ng( )[2. (4.2.13)

Las funciones de onda para estados con ¢ # 0 son nulas en el origen, por lo que esta
correccion sélo aparece para los estados ¢ = 0. En el estado fundamental

2

g 2
Ty=—— . 4.2.14
5= o2 F0(0)] ( )
Luego tenemos el término
2 —mr
g (0’1 — 0'2) -Le
T4 = < 47[_ 2T3 (mT’ + 1)> s (4215)

con L = r x p el momento angular orbital. Observamos que el valor medio de este
término es cero para estados con £ = 0. Para ¢ # 0, podemos diagonalizarlo en la base
de suma de momentos angulares. En primer lugar definimos el operador de suma de
espines

S =81 + 89, (4216)

donde s; = % y s = —%2 son los operadores de espin del quark y el antiquark res-

pectivamente [Tho 13] El operador S es un momento angular, y S? tiene valores propios
S(S+1), con S = {0,1}. Para los estados con S = 0, el término de correcciéon Ty es
nulo. Podemos definir también el momento angular total

J=S+1L, (4.2.17)

que toma valores propios entre [ — S|y ¢+ S. Para S =1y ¢ =1, tenemos J = {0, 1, 2}.
Podemos reescribir entonces

(01 —09) - L=J%-82 L2 (4.2.18)

Este operador es diagonal en la base de suma de momentos, y tiene valores propios
J(J+1) =SS +1)—£(f+1), que son nulos si £ =0. Para { =1y S =1 tenemos

e
Ty = [J(J+1) / dr <

2
4 M2 (mr + 1)|Raa (r)[". (4.2.19)
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Notamos que los términos anteriores, que no dependen del espin, son también diagonales
en la base de momento angular total.
Luego tenemos

L M] > (4.2.20)

r3 5

e
Ty = ( —————
5 <371'M2m2

Para el término en (p - r)? escribimos el momento p como p = —iV, y recordamos que
segun la deduccién de la ecuacién de Schrodinger para el espectro a partir de la ecuacién
de Bethe—Salpeter, el momento sélo debe actuar sobre la funciéon de onda. Tenemos que

(p- r)2f(r) = —1ir;0;0; f(r) = —TQBEf(r). (4.2.21)

En el otro término reescribimos p? en términos de Hy de la misma forma que para T}.
Entonces

2 2 —mr
__ 9 > dr 2 1 /°° e 2
=t lM (En/o | Rue(r)]? + dr Ry ()| >+
+3/ —Rng )02 Ry (1 )] (4.2.22)

Anélogamente el término

2 ,—mr 2 2 2,2
g%e p 3(p-r)* [ mr
Ty = <37rM2m2 lrg(mr +1) — - ( g tmr 1>]> (4.2.23)
es
g 2
00 —2mr
g € 2
+377r/0 dr 3 (mr + 1)|Rpe(r)] >+
00 e—mr m2 2 9
+3 / dr Rus(r)O2Rus(r)| . (4.2.24)
0
Para los términos )
2g°(01 - 02) 3
T, - (2991 02) 4.2.2
7 < OM2 d (’I") ) ( 5)
y

Ts = <92(‘71 ~og)e” "

o123 (m?r? + mr + 1)> : (4.2.26)

podemos escribir en la base de suma de espines

o1 0y =-2[87 — sl -5}, (4.2.27)

por lo que el operador es diagonal, con valores propios — {S (S+1)— 7] FEn esta base

tenemos entonces )

T; = JW [S(S +1) — 2} |Rne(0)2, (4.2.28)
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2 —mrnr
-9 1 N N 9
5= " onar {S@“) 2]/0 dr ——(m*r® +mr + 1)[Ru(r)%. (4.2.29)

Tenemos por ultimo el término

Ty = < ot ls(al -1)(02 1) <m27«2

_ 1
127 M2 5 g T )

>. (4.2.30)

Para este término vamos a usar que para dos operadores a y b que conmutan entre si y
conmutan con el momento angular orbital y con r, se cumple que

r2f(r
<(a “b)r?f(r) —3(a-r)(b- r)f(r)> =— o _<'_ 3{((2?_ 0 <2L2(a -b)—

—3(a-L)(b-L)—3(b-L)(a-L)). (4.2.31)
Aplicamos esta relacion a los operadores de espin
4(r*f(r)) 2
IL . o) —
(20 +3)(20 — 1) (251 2)

—3(51 . L)(SQ . L) — 3(52 . L)(Sl . L)) y
(4.2.32)

((01-02)rf(r) = 3(1 - 1)(02 1) f(r)) =

y vamos a reescribir el operador del lado derecho utilizando que
(s1-L)(s2-L) + (sg-L)(s1 - L) = (S-L)? — (s; - L)* — (s2 - L) (4.2.33)

Ademas, utilizando las relaciones de conmutacién del momento angular orbital y de las
matrices de Pauli

(o1-L)* =0y,Lio1;Lj =L*+io, - (LxL) =L? — 0y - L, (4.2.34)
entonces
1 1
(s1-L)(s2-L) + (sg-L)(s1 - L) = (S-L)? + 35 L §L2, (4.2.35)

y tenemos que

7‘2 T
(o1 2)r2f(r) = 3(or1 - 1)(05 - 1) f(r) ) :(2£4+< 3)"(0;)2 5 <2L2(s1  $2) +
+§L2 _ g(s L) —3(S- L)2> C(4.2.36)
Reescribimos luego
S1 -8y = % [82 —s7 — S%} . (4.2.37)

Los valores propios de s? y s son %. Ademaés, podemos escribir los productos S - L en

términos de la suma de momentos J = L + S, y obtenemos

r2f(r
<(a’1 -o9)r? f(r) = 3(oy - 1)(02 - r)f(r)> - (254—5 ?))j(féf)z 1) <SQL2

_z (J2_S2_L2) — Z (32_52_L2)2>. (4.2.38)
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El operador del lado derecho es diagonal en la base de momento total. Si queremos
escribir el valor medio del término del lado derecho proporcional a (o - r)(o2 - r)
4(r2f(r))
3(o - : =— S(S+1)e(l+1)—
(a1 x)(a2 1)) = = ey S5+ DA+ D

—% (T +1) = S(S+1) - £(£+1)]

—Z J(J+1) = S(S+1)— (6 + 1)]2] _

—4 [S(S +1)— Z’} (r*f(r) (4.2.39)

Podemos escribir finalmente la correcciéon Tg como

g9 4
1= 15mp {(22 +3)(20—1) [S(S D+ )=
—Z (T +1) = S(S+1) - £(£+1)]
3T+ 1) =SS+ 1) — (e + 1)]2] 4 [5(s+ 1) — 3} }
4 2
00 e—mr ’I’)’L27“2
x/o dr — ( ST 1) | Rpe(r)?. (4.2.40)

Habiendo calculado las correcciones perturbativas, analizaremos su contribucién al
espectro de forma numérica, y estudiaremos su dependencia en la constante de acopla-
miento g y la masa del gluén m.

4.3. Métodos numéricos

Para el cdlculo numérico del espectro debemos resolver la ecuacion de Schréodinger
radial
1 d® (l+1) gPe ™

_2Tu" dr? 2ur 3rr

] Une(T) = Enptine(r), (4.3.1)

donde la funcién de onda es Yy, (r) = Ry(r)Y;™(0, ¢), siendo Y;™ arménicos esféricos
Y Une(r) = rRye(r) (omitimos los indices de espin, que a este orden no juegan ningin
papel). u es la masa reducida, que para el caso del charmonium es la mitad de la masa del
quark charm. Esta ecuacion se puede escribir en términos de variables adimensionadas
para la distancia y la energia como

A2 l+1)  2g%e ™ 9
S X2, | upe(r) = 0, 4.3.2
[dpg ,02 + 3 nt| U 5(7’) ( )
donde
1
p=— a = —
ag ng
E, 4
Ane = | — 2% B =1 (4.3.3)
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La condicién inicial que utilizamos para la funcién de onda es
une(0) =0, (4.3.4)

y podemos fijar una condicién inicial arbitraria distinta de cero para la derivada en
p = 0, ya que luego la normalizaciéon determina de forma tnica la funcién de onda.
En este trabajo elegimos ds;[ p=0 = 1. El valor que utilizamos para la masa del quark
corresponde a la masa polo, de valor 1,67 GeV (obtenida del PDG).

El espectro para el potencial de Yukawa es discreto, por lo que la ecuacion (4.3.2) sélo
tiene soluciones correspondientes a estados ligados para un conjunto discreto de valores
de ), indexados por los indices n y £. Para otros valores de ), las soluciones divergen
exponencialmente (una prueba de esto para el caso del potencial de Coulomb, m — 0,
se puede ver en [CDL91a]). Sabemos ademds que los valores de A se encuentran entre
0 y 1, este ultimo valor correspondiente al estado fundamental en el caso coulombiano
—agregar una masa al gluén corre el espectro hacia valores mas bajos.

,Cémo buscamos entonces numéricamente estados ligados y sus energias para para-
metros m y g dados? Al variar A\ de manera continua, se obtiene una variacién continua
de las soluciones a la ecuacién (4.3.2). En particular, en un entorno pequeno de una
energia de ligadura, tendremos hacia un lado de esa energia soluciones que divergen
exponencialemente a 400, y del otro lado soluciones que divergen a —oo. El algoritmo
que utilizamos consiste en realizar un primer barrido entre 0 y 1, hallando las soluciones
para valores equiespaciados de A. De este primer barrido, ubicamos en qué intervalos
hay un cambio de direccién en la divergencia de las funciones. Esos intervalos dan una
primera estimacién de la ubicacién de los estados ligados. En la figura 4.2 se grafican a
modo de ejemplo las soluciones obtenidas para un barrido inicial con momento angular
£ =0 y espin total S = 0, donde la masa del gluén es m = 0,4 GeV y la constante de
acoplamiento es g = 2,6.

Soluciones Schrodinger barrido inicial

10
= ]
S 5
3 -
) i
'-O —
: 0/\
° 07
e} .
S
S
2 97
= i
—10 : S ‘
0 50 100 150

distancia, p

Figura 4.2: Soluciones sin normalizar de la ecuacién de Schrédinger para un barrido
inicial de energias entre 0 y 1. La masa del gluén es de 0,4 GeV, la constante de acopla-
miento es 2,6, el momento angular £ = 0, y el espin total es S = 0.



4.3. METODOS NUMERICOS 49

Si tenemos ahora un intervalo donde en un extremo la solucién de (4.3.2) diverge en
una direccién, y en el otro extremo diverge en la direccién opuesta, podemos mejorar la
precision de la estimacion inicial hallando la soluciéon que corresponde al punto medio
del intervalo. Si esta solucion diverge por ejemplo a +00, tomamos este nuevo punto y el
extremo donde diverge a —oo, construyendo asi un intervalo de la mitad de longitud. Este
procedimiento se repite hasta alcanzar la precision deseada para la energia. Imponemos
como condicién para finalizar esta iteracion que la funciéon de onda converja durante
150 pasos. Por ultimo, normalizamos la funcién de onda e incluimos las correcciones
calculadas como se detallé en la seccion 4.2., realizando las integrales numéricamente.

Las soluciones se hallan por el método de RK4 [Newl13], con un paso de integracién
de h = 0,01, y cortando las soluciones al alcanzar una altura H = 25 para el caso
¢ =0,y H = 500 para el caso ¢ = 1 (estas alturas fueron determinadas observando
el comportamiento de las soluciones para distintos valores de A, y dependen de las
condiciones iniciales para la funcién de onda).

Por este método calculamos la energia variando el valor de de m y g. En la figura 4.3
se muestran los resultados para las energias sin correcciones del orbital 1s (nivel n = 1,
¢ =0) en un barrido con m entre 0,2GeV y 0,5GeV con un paso de 0,01 eV, y g entre 2
vy 4 con un paso de 0,2.

num - exp’ SlIl correcmones
0.5
0.4
0.4
=
()
3 0.3 0.3
g
5 0.2
202
0.1

constante de acoplamlento, g

Figura 4.3: Energia del nivel £ = 0, S = 0 para el potencial de Yukawa sin correcciones
comparada con su valor tedrico.

Para ajustar los dos parametros del modelo, es necesario comparar los resultados
para al menos dos estados del charmonium de energias diferentes. Vamos a ajustar los
parametros m y g minimizando el error

2
1 (L [ Epum — g
Err = E Z (W) . (435)

i=1 i

Por ejemplo para el orbital 1s, podemos hacer el ajuste con las dos energias de los
estados S =0y S = 1. Una discusion de las posibles formas de definir el error para un
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ajuste de este tipo se puede ver en [Debl6].
Estudiamos ademés lo que ocurre al utilizar un potencial de tipo Cornell, agregando
un término lineal de la forma
Vi(r) =br (4.3.6)
al potencial de interaccién a orden cero. Para este caso vamos a tomar b como un
parametro libre adicional y hacer el ajuste para m, g, y b.

4.4. Resultados numeéricos

4.4.1. Orbital 1s

Trabajamos en primer lugar con el orbital 1s, caracterizado por los nimeros cuanticos

n =1, £ = 0. Este orbital tiene dos estados S =0y S = 1. El cédlculo de las correcciones

para estados de momento angular nulo involucra términos proporcionales a la funcién

de onda en el origen. Debido a que la ecuacién (4.3.2) no esta bien definida para p = 0,
para reducir errores numéricos utilizamos que

o p /dV
YO =5 <dr>, (4.4.1)
con V el potencial a orden cero, que es el potencial de Yukawa. Vamos a hacer una breve

deduccién de esta expresion siguiendo [LS89].
Partimos de la ecuacién de Schrodinger a orden cero

1
—5VE V()] 6) = B (44.2)

Como ¢(r) = %u(T)YZm(H, ®), para estados con ¢ = 0 donde el arménico esférico corres-
pondiente es constante tenemos
1
—2—1/'(7’) =[E-V(r)u. (4.4.3)
1

Multiplicando el lado izquierdo por —

4mr2

u'(r) e integrando obtenemos

;ﬂ/d?)rw _ ;M /Ooo dr” (rd (r)
== W)
= @)+ m)y|”
= L WOP, (4.4.4)

donde suponemos que la funciéon de onda y sus derivadas decaen suficientemente rapido
en 7 — oo para un estado ligado. Del lado derecho de (4.4.2) tenemos

[ [E - V(Q]ﬁ(r)ul(r) = | ariE-veeoy
:% /Ooo dr V' (ryu?(r)

1,
=5 (V'(r)) (4.4.5)
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entonces obtenemos finalmente

L)

O = Z(r)).

51

(4.4.6)

Con esta consideracién, en la figura 4.4 se muestran los resultados obtenidos para
la energia del estado S = 0 y para el splitting al hacer el barrido en m con un paso de
0,01 GeV y en g con un paso de 0,1. El espectro con correcciones muestra un corrimiento

| Mgy | con correcciones

= <
w =~

masa, m(GeV)

<
B

0.1

[
2.0 2.5 3.0 3.5
constante de acoplamiento, g

ME™ — M | con correcciones

masa, m(GeV)
[a=) =}
38 -~

]
[\

constante de acoplamlento, g

-

0.1

0.0

Figura 4.4: Energia del nivel £ = 0, S = 0 para el potencial de Yukawa con correcciones
(arriba) y del nivel £ =0 S =1 (abajo). Para ambos se muestra la comparacién con su

valor teédrico.

hacia valores de g més pequenos respecto al espectro de Yukawa en la figura 4.3. Se
observa una dependencia débil del espectro con la masa del gluén, y la regiéon donde
mejor se reproducen los datos experimentales es para m pequeno. En la tabla 4.2 se

muestran los resultados para el ajuste realizado.
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Tabla 4.2: Valores de la energia de los estados S = 0 y S = 1 del orbital 1s para el
ajuste m = 0,005 GeV y g = 2,63.

Valor tedrico | Resultado numérico
S=0 2,983 GeV 2,971 GeV
S=1 3,097 GeV 3,126 GeV

Calculamos ademaés el valor esperado de la velocidad de los quarks constituyentes
para verificar que sea consistente con la hipétesis de que estamos trabajando con una
particula no relativista. En la figura 4.5 se muestran los valores hallados. Observamos
que la zona de mejor ajuste para el espectro tiene valores de la velocidad entre 0,1 y
0,3, es decir que es efectivamente no relativista (aunque los efectos relativistas no son
tan pequenios como en QED, donde la velocidad del electrén en el atomo de hidrégeno,
por ejemplo, es v ~ 0,07) [BBL95].

Velocidad (p?/M?)

0.8
0.7
0.6
0.5
0.4
0.3
0.2
0.1
0.0

o o
w o~

masa, m(GeV)

o
)

0.1
2.0 2.5 3.0 3.5
constante de acoplamiento, ¢

Figura 4.5: Velocidades esperadas para el nivel £ = 0.

Estudiamos luego la dependencia del espectro para £ = 0 con el parametro b al
agregar un potencial lineal. En la figura 4.6 se muestran los resultados obtenidos para
cuatro valores diferentes del pardametro b. Observamos que al aumentar b, el espectro
se corre hacia valores més grandes de g, mientras que la dependencia en m no se ve
afectada de forma apreciable.

4.4.2. Orbital 2p

Estudiamos luego el orbital 2p, correspondiente a los estados de n = 2, £ = 1. Hay
cuatro estados en este orbital, que son el estado .S = 0, que tiene momento angular total
J =1, ylos estados S =1, donde J =0,1, 2.
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| MEMs — Mg%| con correcciones |MEMs — MG&| con correcciones
o ' i 0.5 0.4 0.5
= 0.4 = 0.4
g S | o
=0.3 0.3 = 0.3+ .
; 0.2 ; E 0.2
£0.2 ' £ 0.2 '
= 0.1 = . / 0.1
0.1 . 0.0 0.1 4+ 0.0
2.0 2.5 3.0 3.5 2.0 2.5 3.0 3.5
constante de acoplamiento, g constante de acoplamiento, g
(a) (b)
|MEM — MgH| con correcciones |MEMs — M&)| con correcciones
] y 0.5 ‘ ‘ 0.5
=04 0.4 =04 0.4
5 F 03
= 0.3 0.3 = 0.3+ .
SN 0.2 SN 0.2
202+ ' Z0.2- '
= : 0.1 = : 0.1
0.1 f 0.0 0.1 " f‘ 0.0
2.0 2.5 3.0 3.5 2.0 2.5 3.0 3.5
constante de acoplamiento, g constante de acoplamiento, g
(c) (d)

Figura 4.6: Energia del estado S = 0 del nivel 1s para b = 0,01 (a), b = 0,08 (b),
b=0,15 (c), b= 0,27 (d).

Aqui intervienen dos términos de correcciéon que no aparecian para el orbital 1s, que
son la interaccién espin-érbita

g2(S . L)e—mr

Wso = 2w M?2r3

(mr +1), (4.4.7)

v la siguiente parte de la interaccién espin-espin

S-S 3(s;-r)(sy - 1) [ m2r?
eyl 1r32(m27“2+m7“+1)— (&1 7")5(2 )< 3 +m7“+1>

2 _ —mr
g-e
Weo =

. (4.4.8)

Por otro lado, la funcién de onda en el origen es cero para estados de momento angular
£ £0.

Las energias de los estados del orbital 2p varian entre 3,414 GeV y 3,556 GeV. La
masa polo del quark charm es 1,67 GeV, por lo que la suma de las masas de los quarks
es menor que la masa del estado ligado. La energia de ligadura debe ser entonces positiva.
Pero la ecuacion de Schrodinger con el potencial de Yukawa no tiene estados ligados de
energias positivas, por lo que es necesario para este caso agregar el potencial lineal.

Calculamos en primer lugar el espectro del orbital 2p fijando b = 0,008 GeV2. En
la figura 4.7 se muestran los resultados obtenidos en un barrido en m con un paso de
0,01 GeV, y en g con un paso de 0,1 GeV.

Aqui se ve una dependencia méas marcada del espectro con la masa del gluén. Para
visualizar la zona de parametros que mejor ajustan el espectro, graficamos también el
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| Myum — Mexp| con correcciones, S =0 J =1 | Myum — Mexp| con correcciones, S =1.J =0
1 0.20 1 0.20
E 0.472 0.16 % 0‘47; 0.16
= 0.12 = ] 0.12
£ 0.3 £ 0.3

EE 0.08 . 0.08
z 0.2—E 0.04 < 02; 0.04
0.14 0.00 0.1 0.00

2.0 2.5 3.0 3.5 2.0 2.5 3.0 3.5
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Figura 4.7: Espectro del orbital 2p comparado con valores experimentales. Se muestra
la energia de los estados S =0, J=1(a), S=1,J=0(b),S=1,J=1(c), S =1,
J =2 (d).

error. El resultado se muestra en la figura 4.8. Observamos que el espectro se reproduce
mejor para valores de m pequefios y g entre 2,8 y 3,4.

4.4.3. Ajuste global

Calculamos por tltimo los tres pardmetros del modelo m, g, y b, ajustando simul-
taneamente los dos estados del orbital 1s y los cuatro del 2p. Buscamos en el rango de
valores

0,05 GeV < m < 0,5 GeV
22<g<5
0,0GeV? < b < 0,2GeV?

Hallamos que el conjunto de parametros que minimiza el error es m = 0,13 GeV,
g =28,y b=003GeV2 En la tabla 4.3 se muestra el espectro obtenido para estos
valores de los parametros, y la comparaciéon con los valores experimentales. Calculamos
ademads la velocidad para verificar que estamos en el limite no relativista. El error del
espectro para este conjunto de parametros es Err = 0,02.

Incluimos ademés en la figura 4.9 las graficas de las funciones de onda obtenidas
para los pardmetros del ajuste.

Queremos resaltar que los pardmetros que mejor ajustan el espectro de los estados del
charmonium de manera conjunta implican una masa del gluén distinta de cero, 130 MeV.
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Error
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Figura 4.8: Error para el orbital 2p, con pardmetro b = 0,08 GeV? fijo.

Tabla 4.3: Valores de la energfa sin correcciones (M§"™) y con correcciones (M™™) de
los estados de los estados de los orbitales 1s y 2p calculados para m = 0,13 GeV, g = 2,8,
y b =0,03GeV?, y sus respectivos valores experimentales (Me*P).

Estado nE%SH MF™™ (GeV) | M™™ (GeV) | M™P (GeV) | (v?)
1'sg 3.209 2,976 2,983 0,199
1350 3,209 3,233 3,097 0,199
2pt 3,508 3,469 3,525 0,100
2o 3508 3,439 3.414 0,100
21 3,508 3,474 3,510 | 0,100
23py 3,508 3,502 3,556 0,100

Esta masa es un poco menor que los 190 MeV predichos para la masa del gluén a la
escala del charmonium en [Gra+19]. En esta referencia la masa del gluén fue calculada
en nuestro mismo modelo para que las correcciones a segundo orden reprodujeran las
funciones de correlacién a dos puntos obtenidas por las simulaciones numéricas para el
caso de fermiones pesados (aproximacion quenched).

Exploramos por tltimo cémo varia el espectro alrededor del punto de ajuste, con el fin
de testear la sensibilidad en los parametros con el error estimado de nuestro modelo. En
una primera estimacién gruesa, podemos considerar tinicamente el error proveniente de
la teoria de perturbaciones. Las correcciones al siguiente orden deben ser mas pequenas
en un factor a ~ % que las que obtuvimos. La correccién mas grande se observa para el
estado 1s3, y es del orden de 0,23 GeV. Al orden siguiente de la teoria de perturbaciones,
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Funcion de onda £ =0 Funcion de onda £ = 1
<1.25 <
= = 0.15
Q:ﬁ 1.004 Edﬁ
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< ] E g
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distancia, p distancia, p
(a) (b)

Figura 4.9: Funciones de onda normalizadas para los estados de £ =0 (a) y £ =1 (b).

las correcciones deberian ser por lo tanto del orden de 0,08 GeV. Dado que este error
no es pequeno, otros valores de los pardmetros, cuyo error es mayor al del valor de
ajuste, son compatibles con el error del modelo. Si quisiéramos hacer una estimaciéon
mas realista del error, deberiamos incluir también el error numérico.

Con esta motivacién, buscamos los puntos donde el error es menor a 0,03, variando
m con un paso de 0,01 GeV, ¢ con un paso de 0,1, y b con un paso de 0,02GeV2. La
region de b y m donde obtuvimos ajustes dentro de este margen de error se grafica en la
figura 4.10. Se grafican en distintos colores puntos que corresponden a distintos valores
de g. Todos ellos corresponden a g entre 2,5 y 2.,9.

0.06- e ° ° ° ° ° °

1

0 0.05 0.1 0.15
m (GeV)

Figura 4.10: Puntos donde el error del espectro es menor a 0,03. Los diferentes colores
corresponden a diferentes valores de g. Todos los puntos corresponden a g entre 2,5 y
2,9.

Notamos que esta region se extiende hasta valores muy chicos de la masa del gluén,
por lo que teniendo en cuenta el error en nuestro modelo, no podemos afirmar con
certeza que esta no sea nula. Esta observaciéon abre el camino para seguir explorando
otras cantidades como podrian ser las tasas de decaimiento, o el espectro de mesones
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con otras composiciones. Queda planteado ademas el problema de ajustar con mayor
precisiéon los términos provenientes del limite no relativista de la ecuacién de Bethe—
Salpeter.



Conclusiones

En este trabajo estudiamos el espectro del charmonium en el marco del modelo de
Curci—Ferrari o de gluones masivos, buscando observar el efecto de la masa del gluén
en una cantidad directamente observable. Elegimos este mesén en particular debido a
que es suficientemente pesado para ser no relativista, pero no tanto como para poder
despreciar la masa del gluén en los calculos.

Nos basamos en la aproximacion de Born [LBP82; Tab79], un procedimiento muy
utilizado para estudios de estados ligados en el limite no relativista, que consiste en
calcular un potencial de interacciéon para las particulas que forman el estado ligado a
partir de los diagramas de Feynman a nivel arbol de la teoria correspondiente. Luego,
el espectro del estado ligado se halla resolviendo la ecuacién de Schrédinger con ese
potencial. Incluimos adicionalmente en el potencial de interaccién un término lineal que
simula el confinamiento. El Hamiltoniano resultante consiste al orden més bajo en la
suma de este potencial lineal méas un potencial de Yukawa. Los deméas términos que
aparecen son de orden superior y pueden tratarse de forma perturbativa.

Hicimos un estudio numérico del espectro del charmonium, considerando seis de
sus estados de menor energia. Para esto incluimos todos los términos de correccién
provenientes de la aproximacién de Born, de los cuales determinamos que la interaccién
entre espines es el mas relevante. Tomamos como parametros libres de nuestro modelo
la constante de acoplamiento de QCD, la masa del gluén, y el pardmetro del potencial
lineal. Ajustando las masas con los valores experimentales, obtuvimos una constante de
acoplamiento de 2,8, una masa del gluon de 130 MeV, y un pardmetro 0,03 GeV? para
el potencial lineal. Destacamos que la masa que obtuvimos es distinta de cero, aunque
mas pequeia que el valor esperado de 190 MeV de acuerdo con las simulaciones en el
lattice [Gra+19].

A pesar del modesto optimismo que trae este resultado, el error en nuestro modelo
no nos permite afirmar de manera concluyente el resultado de una masa distinta de cero
en apoyo al modelo de Curci-Ferrari. Aun asi, este primer intento sienta las bases para
continuar poniendo a prueba la teoria mediante el cdlculo de otros observables fisicos,
como las tasas de decaimiento de particulas. Planteamos también como perspectiva de
trabajo a futuro profundizar en el estudio de la justificacién de la aproximacion de Born
a partir de la ecuaciéon de Bethe—Salpeter.
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Calculo del propagador del gluon

Calculamos el propagador del gluén para el modelo de Curci—Ferrari en el gauge de
Landau. Los términos del Lagrangaino (sin la parte de interacciéon que debe separarse
para obtener las reglas de Feynman) que involucran el campo del gluén y aportan al
propagador son

1 . m’
Lo = _ZFOZVFOZV + ZhaauAZ + 71421427 (A1)

donde
FOW = 0,4, — GVAZ. (A.2)

El propagador se calcula tomando derivadas funcionales de la accién respecto a los
campos. Como hay un término que involucra al campo del gluén y al campo auxiliar
h®, debemos calcular la matriz de derivadas segundas respecto a estos dos campos. El
propagador del gluén es luego la primer componente diagonal de la inversa de esta matriz
en el espacio de momentos, multiplicada por —1.

La accion es

1 & C . 2
S = /d4z {_4F0p0F0pa + ih°0, A + n;A;A;} , (A.3)

entonces tenemos que

528

e ab . . _ 9 _
A 6 [0, 0p0p0(x — y) = 0u00(x — y) + m*wie — )], (A4)

donde las derivadas son respecto a la variable y. Luego, tenemos las derivadas cruzadas

529

E@Gﬁﬁ@jzww%ﬂm_w’ (A.5)

y la derivada segunda respecto al campo h® es cero. La transformada de Fourier de (A.4)
es

5eb [—pQ <5;w — p;f”) + m25w/} , (A.6)
donde podemos definir el proyector transversal
Pubv
P/j;/(p) = 5MV - ;2 ) (A?)
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y la transformada de (A.5) es
—5%p,. (A.8)

Construimos entonces la matriz hessiana

6% [(m? — p?) P (p) + m2PL,(p)| 3Py

r® — , (A.9)
6abpl/ 0
donde el propagador longitudinal es
pup
Pl (p) = =55~ (A.10)
p
Consideramos un ansatz para la inversa de la forma
a 1 L
o (e ] m)
Cp, D

Imponiendo que el producto matricial de la identidad, determinamos que M = P s

N=0,B= 1% =-C,D= ZL—;. El propagador del gluén, que esta dado por la primera
componente de la matriz inversa con un factor —1, es

5ab n
P (p)- (A12)

b —
GZV(p) - m ny



B

Soluciones de la ecuacion de Dirac en el
limite no relativista

Para el calculo de diagramas de Feynman en el limite no relativista en el Estados
ligados no relativistas, Capitulo 3 y Capitulo 4, utilizamos los espinores correspondientes
a particulas y antiparticulas, que son soluciones de la ecuacién de Dirac. En este apéndice
mostramos el cdlculo de estas soluciones, siguiendo el desarrollo presentado en [LBP82].

Si consideramos soluciones para una particula de la forma

U(x) =u(p)e™*,  u(p) = (B.1)

la ecuacién de Dirac para u(p) es

(p —m)u(p) =0, (B.2)

donde p = v¥p,, y vamos a utilizar las matrices v en la representacién de Dirac

0 I 0 0 o
V= ) ¥ = . (B.3)
0 —1I —o 0

Escribiendo explicitamente el operador que actia sobre u(p) tenemos

E-m —o-
PS) 2o, (B.4)
o-p —-E-m n

donde F es la energia, que viene de la componente temporal del momento. Obtenemos
entonces las siguientes relaciones para las componentes de u(p)

A
o-p
= . B.
n E+m§ (B.5)
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Si tenemos particulas relativistas que cumplen la ecuaciéon de Dirac, se puede definir
una densidad de probabilidad a partir de la corriente de probabilidad j* = uy"u, que es

pp = €1 + Inl*. (B.6)

Para tomar el limite no relativista, vamos a imponer la condicién de que la densidad de
probabilidad sea de la forma clasica, es decir que sea como la densidad para particulas
que cumplen la ecuacion de Schrodinger y tienen una funciéon de onda con una Unica
componente

psch = |€sen]*. (B.7)

Esta condicién es conveniente pero arbitraria. La forma de tomar el limite no relativista
no estd completamente determinada y las soluciones que hallaremos dependen de esta
condicién que hemos impuesto.

Buscamos escribir entonces € y 1 en términos de &gqn. Igualando las densidades de
probabilidad y utilizando las relaciones (B.5), tenemos que

[esarssads = [+ (52) (52 can (5.5)

donde utilizamos que E =~ m en el limite no relativista. Desarrollamos el término del
lado derecho, escribiendo p como —iV, notando que el factor en (o - p)* actia sobre &*
y utilizando la relaciéon de conmutacién entre las matrices de Pauli

[ esa s = [ €6 - e vean, (B.9)

y utilizando que V?(fg) = (V2f)g + fV2g + 2V f - Vg tenemos

[esartsade = [€6— (e + v s, (B.10)

va que el término del Laplaciano de £*¢ da cero al hacer la integral por el teorema de la
divergencia, asumiendo que las funciones son regulares y decaen suficientemente rapido.
Vemos que si tomamos

p2
gSch = (1 + 8m2> Ea (B'll)

se verifica la ecuacién (B.10). Invertimos la relacién, siempre conservando sélo los térmi-
nos hasta el orden deseado en el limite no relativista, y escribimos también 7 en términos

de &sch
2
£ = (1 - 8‘;2> Esen

n= <02mp> €sch- (B.12)

La solucién para u(p) se puede escribir finalmente como

u(p) = Vom (1= &) , (B.13)

(o) w



donde agregamos el factor v/2m de modo que la normalizacién sea wiw = 1.

Para las antiparticulas, la ecuaciéon de Dirac es

(p +m)v(p) = 0.

Esto introduce un cambio en las relaciones entre £ y n, que ahora son

¢=2P
_E—i-m77
_ o'p
n_E_mfa

y se invierten las componentes en la solucién final para el espinor
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C

Detalle del calculo de transformadas de
Fourier

El calculo de la transfomada de Fourier

3q (a- .b)etar e~ ™"
[ e m () e

presenta mayor dificultad que el de los demés términos en la amplitud de scattering
debido a que tiene una parte singular. Para mostrar la existencia de esta parte singular

definimos la funcién

e—mr

fir) = Cdn(r+e)
donde removemos la singularidad en 0 del potencial de Yukawa. Vamos a trabajar con
la funcién f(r) y al final tomar el limite ¢ — 0.
Hacemos actuar el operador en C.1 sobre la funcién f

(a-V)(b-V)f(r) =abj0;0;f(r)

(C.2)

52" / iy e g e
—aby (Lr0-"Er 0 rw). ()
entonces tenemos
(@ V)b W)s(r) = [22 - BB D gy BT gy
donde las derivadas de f son
N m 1 e~
Fr) = (r+e + (r—|—5)2> A7
woos m? 2m 2 e
f(T)__<r+£+(r+5)2+(r+5)3> 4 (C.5)

Para probar que hay una parte singular en el origen, vamos a integrar C.4 contra una
funcién de prueba 1 (r) que supondremos regular

a-b (a-r)(b-r)] £(r) +

[ arasdsr®sinouir) { [ - (a-r)(b-r)

S ) co)

r3 r
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, . 61 i .
Integramos en el éngulo usando que el valor medio de r;7; es (ryr;) = % (r?). La integral
anterior queda entonces

o0 (a'b>r / (a-b)T2 1"
477/0 drw(r){[(a~b)r— 2| e+ 2 (r)}, ()

y sustituyendo las derivadas de f y simplificando obtenemos

‘b) [ 2 2 2 2me? 22 |
(ag)/o drw(r){ mr r mer mrs T)g}e (C8)

r+5+(r+5)2_r+5_ (r4+¢e)? (r+e

Queremos estudiar esta integral en el limite ¢ — 0, para mostrar que en la funcién hay
un término proporcional a una delta de Dirac. Es conveniente separar la integral en dos
tramos, el primero desde 0 a /¢, y el segundo desde este punto hasta infinito. El segundo
tramo converge, ya que en r — oo el integrando esta suprimido por una exponencial, y el
limite inferior los dos términos cuya integral diverge se compensan. Vamos a centrarnos
entonces en el tramo inferior de la integral

a-b) [VE 2mr 2r m2r?  2mr? 212

()/ dr b (r) - o e (C.9)
3 Jo r+e (r+e? r4+e  (re)2 (r+¢e)p3

En este tramo, e™™" & 1, y si suponemos 1 suficientemente suave, su valor en todo

el tramo es aproximadamente su valor en el origen. Realizamos el cambio de variable

r = eu y obtenemos

(a b) /fdu 2mz~:u 2u m2e?u? B 2meu? B 20>
u+1 (u—|—1)2 u+l  (u+1)2 (u+1)3
(C.10)
Integramos ahora cada uno de estos términos
%f U 1
“d =—clog|—=+1) —
/0 uu+1 60g<ﬁ+ ) Ve
1
v u 1/ve ( 1 )
d = — log| —=+1
/0 YarE T il AT
£ 2
o O (1 — 1) 1
/0 duu—i—l_dOg(ﬁ—i_l) e(1 5)10g(\/g+1> \@4-2
L 2
du——5 =\ — —F—F——— —2clog (= + 1
/0 COFS A G yav-sw clog (2 +1)
£ 2
7 u 1 1/e 1/yz )
du——7 = —= - log (—=+1 A1
/ Y1) T 2(1) e+ 1) 1/\£+1+°g<ﬁ+ ). (C.10)

y observamos que los términos que divergen se compensan y la suma, en el limite e — 0
es

-b
(5‘3) W(r = 0), (C.12)
por lo que 4.1.20 debe contener un término de la forma
(a-b)

3 83(r) (C.13)
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Calculamos por tultimo la parte regular del término F tomando simplemente las derivadas
y obtenemos

d3q (a- -b)efar a-b a-b
/(2733< ‘;L(imi - 3 )53(T)+{r3(mr+1)_

—mr

dr

_3(a-r)(b-r) (3m2r2my + 1)} €

5

(C.14)



Cédigo en Python

El cédigo utilizado para el célculo del espectro del charmonium se puede encontrar
en este link (contiene a modo de ejemplo el script para ¢ = 0, S = 0, sin potencial
lineal).
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https://github.com/anaclaraalvez/tesis202210.git
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