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Resumen

La utilizacién de matrices dispersas se encuentra fuertemente difundida
en la computacién cientifica. Una de las herramientas mds utilizadas para
la resolucién de problemas ingenieriles es MatLab.

MatLab dispone de opciones para trabajar con almacenamiento para
matrices dispersas. Ademas, incluye diversos algoritmos disefiados partic-
ularmente para trabajar con dichas matrices. Sin embargo, MatLab posee
una deficiencia en la forma que realiza la suma de matrices dispersas. El
algoritmo disponible prevé la memoria para la matriz resultado en forma
pesimista.

El trabajo presenta una propuesta de funcién de adicién de matrices
dispersas que permite mitigar los problemas de memoria de la funcién pro-
pietaria y ademas mostr6 un desempefio computacional superior.
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1. Introduccion

En las ultimas décadas, la computacién cientifica a sufrido un gran avance.
Una de las lineas de trabajo de mayor expansion ha sido el manejo de matri-
ces y en particular el estudio e investigacién en los algoritmos y estrategias de
almacenamiento para matrices en formatos dispersos o ralos.

La utilizacién de formatos de almacenamiento disperso para matrices per-
mite modelar problemas de grandes dimensiones, los cuales serfan imposible
de tratar trabajando con matrices completas debido a limitantes de memoria.
Algunas de las areas de la computacién cientifica donde se puede constatar el
importante avance en la utilizacidén de las matrices dispersas son los métodos
de elementos finitos, la computaciéon grafica, los métodos de diferencias finitas
y las estrategias de optimizacidn.

El esfuerzo de la comunidad cientifica por el avance de las estrategias de
trabajo con matrices dispersas no solo se focalizé en el ahorro de memoria para
el almacenamiento de las matrices sino que también ha implicado la bisqueda
y desarrollo de algoritmos particulares para explotar las caracteristicas de las
estructuras de las matrices. Algunos ejemplos de estas técnicas son los algorit-
mos de reordenamiento de filas/columnas [4], los métodos multifrontales para
la factorizacion LU [7] y los algoritmos para multiplicar matrices dispersas [8].

Una de las herramientas mds difundidas en el 4mbito cientifico es MatLab
[2]. MatLab es ampliamente utilizado tanto en el &mbito académico como para
la resolucidn de problemas ingenieriles. Dicha herramienta dispone de opciones
para trabajar con almacenamiento de matrices en formato disperso, en particu-
lar utiliza la estrategia de almacenamiento comprimido por columnas (CSC del
ingles Compressed Sparse Column [5]). También dispone de implementaciones
de diversos algoritmos particulares para explotar dicho formato [6].

Si bien MatLab posee implementacién de diversas funciones para manejar
almacenamiento disperso, posee una desventaja en la forma que realiza la suma
de matrices dispersas. El algoritmo de suma estima la memoria a utilizar por la
matriz resultado en forma pesimista y la reserva. Esto implica, que en pocas
operaciones podamos estar frente al problema de grandes voltimenes de memo-
ria mal utilizada, perdiendo asi uno de las grandes beneficios de utilizar las
matrices dispersas.

En este trabajo se presenta una funciéon de adiciéon de matrices dispersas
para MatLab que mejora el uso de memoria y posee un desempefio computa-
cional, desde el punto de vista de tiempo de ejecucion, superior al del algoritmo
propietario. La funcién estd implementada en el lenguaje C y utiliza la interfaz
que ofrece MatLab para el uso de funciones externas.

Lo que resta de este documento se estructura de la forma que se describe a
continuacion.

Primero se expone una introduccién a las matrices dispersas en MatLab con
particular atencidén en la funcién de adicién. También, se describen los casos de
prueba utilizados para evaluar la propuesta. Luego, en la Seccién 3, se ofrece
un resumen de la propuesta de funcion realizada. A continuacidn, se presentan
los resultados obtenidos. Por dltimo, se presentan las conclusiones y trabajos
futuros planteados.
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2. Planteo del Problema

Desde el trabajo de Gilbert, Moler y Schreiber [6] que data del afio 1992
MatLab incluye de manera propietaria el almacenamiento y manejo de ma-
trices en formato disperso. En particular el MatLab utiliza el formato de al-
macenamiento disperso comprimido por columnas (CSC - Compressed Sparse
Column) [5].

El formato comprimido por columna utiliza para el almacenamiento de una
matriz tres vectores. Mas concretamente, para almacenar una matriz de m filas
y n columnas con nnz coeficientes no cero se utiliza: un vector d de tamafio
nnz y tipo de datos punto flotante en el que se almacenan los valores de los
coeficientes; otro vector f de tamafio nnz y tipo de datos enteros en el que se
almacenan los numeros de fila de los elementos distintos de cero; por tltimo,
un vector ¢ de enteros de tamafio n + 1 siendo n la cantidad de columnas de
la matriz, en el cual se almacena la posicién de la primera ocurrencia de cada
columna.

En la Figura 1 se puede observar una matriz A de dimensiones 7 x 7 en
formato completo y en la expresién 2 la misma matriz utilizando la estrategia
CSC para almacenarla. En este ejemplo, se necesitan 392 bytes (7 x 7 x 8) para
almacenar la matriz en formato completo trabajando con coeficientes en punto
flotante doble precisién (8 bytes) mientras que para almacenarla en formato
CSC se necesitan 248 bytes trabajando con indices de 4 bytes ( 18 x 8 de 18
coeficientes no cero de 8 bytes + 18 x 4 para los valores de las filas de los
coeficientes no cero + 8 x 4 para los apuntadores de columnas).
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La forma de acceder al valor A(4,j) de la matriz A almacenada en formato
CSC es la siguiente, se obtienen primero los indice p; = ¢(j) y p2 = ¢(j + 1),
luego se busca el indice p tal que p1 < p < p2 ¥ f(p) = i, luego se puede obtener
el valor buscado accediendo a d(p).

Una desventaja del formato CSC es la necesidad de conocer todos las posi-
ciones de los coeficientes no cero para generar la estructura en forma eficiente,
o dicho de otra forma es muy dificil agregar un nuevo valor a la estructura. Este
problema es compartido por todas las estrategias estdticas [5]. En contraposi-
cién, es facil acceder a los elementos de una columna dada (pero no a los de
una fila).
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La especificacién, segun el trabajo de Gilbert et al. [6], de la operacién de
suma de matrices dispersas en MatLab indica que el algoritmo reserva memoria
segun la expresién 3, donde S y T son las matrices a sumar de dimensiones
m x n ynnz() la cantidad de elementos no-ceros de las matrices.

(3)

min(nnz(S) + nnz(T), mn)

2.1. Casos de prueba

La totalidad de los casos de prueba fueron generados con la funcién sprandn
de MatLab [1] que genera matrices dispersas en forma aleatoria en base a las
dimensiones y la densidad deseada.

La Tabla 1 resume las principales caracteristicas de las distintas matrices
generadas para realizar los estudios, detallindose el rango de las matrices, la
densidad con la que se invoco la funcién de generacion, la cantidad real de
coeficientes no cero y la memoria utilizada medida en bytes.

matriz rango densidad nnz() mem utilizada (bytes)
B 10 x 10 0.4 31 416
C 10 x 10 0.4 30 404
D 1000 x 1000 0.4 329636 3959636
E 1000 x 1000 0.4 329429 3957152
F 2000 x 2000 0.3 1318713 15832560
G 2000 x 2000 0.3 1319106 15837276
Tabla 1: Casos de prueba.
2.2. Memoria utilizada por la adicion de matrices dispersas

de MatLab

En la Tabla 2 se presentan algunos ejemplos de la memoria que se reserva
para la matriz resultado de la suma matrices dispersas en MatLab, detallandose
el rango de la matriz, la cantidad de coeficientes no nulos y la memoria utilizada
medida en bytes.

matriz rango nnz() mem tedrica | mem utilizada
(bytes) (bytes)

B+C 10 x 10 50 644 692

D+ FE | 1000 x 1000 | 550613 6611360 7912784

F+ G | 2000 x 2000 | 2202709 | 26440512 31661832

Tabla 2: Memoria utilizada por la adicién de matrices dispersas en MatLab.

Observando la Tabla 2 se puede corroborar que MatLab utiliza la expresién
de la formula 3 para reservar la memoria del resultado de la suma de matrices
dispersas.
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En la Tabla 3 se ofrecen algunos ejemplos catastroficos de adicién de matri-
ces dispersas en MatLab. Estos ejemplos permiten reforzar la idea de los proble-
mas de memoria al utilizar la operacién de adiciéon de MatLab. Primero se suma
una matriz B y su opuesta. Luego se compara la memoria necesaria para realizar
la operacion B+ B y la operacion 2« B en MatLab. Deduciendo que el resultado
de ambas operaciones es el mismo y sin embargo las necesidades de memoria
en MatLab son completamente distintas.

matriz | rango | nnz() | mem tedrica | memoria utilizada
(bytes) (bytes)

B—B | 10x10 0 0 788

2xB | 10 x 10 31 416 416

B+ B |10 x 10 31 416 788

Tabla 3: Casos catastréficos de la funcidn de adicién de matrices dispersas en
MatLab

Observando los ejemplos expuestos, se puede concluir que la funcién de
adicién de marices dispersas en MatLab posee un problema en la reserva de
memoria para la matriz resultado que limita su utilizacion.

3. Propuesta

La propuesta se centra en una funcion invocable desde el entorno MatLab
que permita realizar sumas de matrices dispersas en el formato CSC. El objetivo
es que la funcién posea un costo computacional (tiempo de ejecucién) similar
al de la funcién de adicién de matrices dispersas ofrecida por la herramienta
pero mejorando el uso de memoria.

Al momento de disefiar la nueva funcién de adicién de matrices dispersas se
presentaron diferentes alternativas de trabajo. Una primera opcion es realizar
la suma utilizando la operacién propietaria (con exceso de uso de memoria)
y luego copiar el resultado a una estructura de memoria éptima. La segunda
opcion es realizar una etapa preliminar de suma “simbdlica” en la cual se ana-
lice las posiciones donde habra coeficientes no ceros y asi estimar y reservar la
memoria necesaria. Por ultimo, otra opcion es dejar en manos del usuario el
tamafio de la matriz resultado, recibiendo dicho dato como pardmetro.

La opcién uno posee dos grandes desventajas. Primero tiene un overhead
de tiempo de cédmputo para copiar la memoria. Segundo, y mas importante,
necesita (temporalmente) mds memoria que la rutina original ya que utiliza la
memoria para el resultado temporal (la misma cantidad que la rutina original)
mas la memoria para el resultado final.

La principal desventaja de la segunda opcién es el costo extra en tiempo de
calculo, ya que atn realizando las operaciones tnicamente con indices, o sea
valores enteros, el costo de computo es relativamente alto.
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En cuanto a la tercera opcidn, posee como desventaja la necesidad de con-
tar con un parametro extra en la funcién. Sin embargo, cuando se trabaja con
matrices dispersas no es raro conocer de antemano el patrén de la matriz resul-
tado! y adicionalmente de no conocer el patrén se puede efectuar una adicién
para averiguar el tamafio de la matriz resultado con un costo marginal en el
caso de estar trabajando con algtin algoritmo repetitivo.

En base a lo expresado anteriormente y buscando respetar los requerimien-
tos de mantener el desempefio computacional y mejorar el uso de memoria se
escogi6é implementar la tercera opcion.

La funcién se implementé en el lenguaje C y se utilizé la interfaz provista
por MatLab para interactuar con dicho lenguaje, la API Mex-File [3]. Mex-File
permite entre otra cosas el manejo y creaciéon de matrices en formato disperso
CSC compatibles con el entorno de MatLab.

La funcién propuesta tiene que ser invocada con tres pardmetros, las dos
matrices dispersas a sumar y la cantidad de coeficientes no ceros de la matriz
resultado. La salida de la funcion se compone de dos valores, la matriz resultado
de la suma de las matrices dispersas propiamente dicho y la cantidad real de
coeficientes no ceros de la matriz resultado.

4. Resultados

Los casos de prueba utilizados para evaluar la propuesta son los presentados
en la seccién 2.1. La evaluacién se realiza tanto desde el punto de vista de
ahorro de memoria como de tiempo de ejecucidn. Para el caso del estudio de
los tiempos de ejecucién se presentan los promedios y desviaciones estdndares
correspondientes de 10 ejecuciones independientes.

4.1. Estudio de memoria utilizada

En las tablas 4 y 5 se describen los resultados de las pruebas presentadas
en la seccién 2.2 utilizando para efectuar la suma la funcién propuesta, se uti-
liza como parametro el valor 6ptimo de cantidad de coeficientes no nulos. En
las tablas se detalla rango de las matrices, cantidad de coeficientes no cero y
memoria utilizada medida en bytes.

matriz rango nnz() mem utilizada
(bytes)
B+ C 10 x 10 50 644 680

D+ E | 1000 x 1000 | 550613 6611360
F+G | 2000 x 2000 | 2202709 26440512

Tabla 4: Memoria utilizada por la funcién propuesta.

En la tabla 6 se presentan los mismos ejemplos que en la Tabla 4 pero uti-
lizando como pardmetro de cantidad de valores no cero de la funcién propuesta
un 5% mas que el valor 6ptimo.

1Un caso tipico es la suma de dos matrices con el mismo patrén.
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matriz | rango | nnz() | memoria utilizada
(bytes)

B—-—B | 10x10 0 0

B+ B | 10x10 31 416

Tabla 5: Memoria utilizada por la funcién propuesta.

matriz rango nnz() mem utilizada
(bytes)
B+C 10 x 10 50 680

D+ E | 1000 x 1000 | 550613 6941732
F+ G | 2000 x 2000 | 2202709 27762132

Tabla 6: Memoria utilizada por la funcién propuesta.

Observando los distintos ejemplos se puede deducir el importante ahorro de
memoria al utilizar la funcién propuesta, incluso siendo invocada con un valor
para el pardmetro de coeficientes no cero un 5% superior al 6ptimo.

4.2. Estudio de tiempos de ejecucion

Todas las pruebas se efectuaron en el mismo entorno, un computador Pentium
Dual Core de 1.6 GHz y 1 GB de memoria RAM utilizado en forma dedicada.

En la Tabla 7 se presentan los promedios de los tiempos de ejecuciéon de la
suma de matrices dispersas de la version propietaria como de la funcién prop-
uesta, brindandose coeficientes no nulos de la matriz resultados, tiempo de la
funcién propietaria medida en segundos, desviacién estandar, tiempo de la fun-
cién propuesta y desviacién estdndar asociada.

matriz nnz() tiempo original | desv. est. | tiempo propuesta | desv. est.
(segundos) (segundos)

D+ FE | 550613 0.114 0.008 0.021 0.008

F+ G | 2202709 0.493 0.010 0.102 0.009

Tabla 7: Tiempos de ejecucién de la funcién propietaria y propuesta.

Contemplando los tiempos de ejecucidon presentados se puede concluir que
la version propietaria de la suma de matrices dispersas insume aproximada-
mente cinco veces mas de tiempo que la versiéon propuesta para efectuar la
suma de matrices dispersas de tamafio medio.

5. Conclusiones y trabajo futuro

El reporte introduce en el manejo del formato de almacenamiento de matri-
ces dispersas CSC y en particular presenta el estudio de la operacién de adicién
de matrices dispersas en MatLab.
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El resultado mas importante del trabajo es la obtencién de una funcién de
suma de matrices dispersas para MatLab. La funcién demostré alcanzar un de-
sempefio computacional superior que la operacién propietaria, implicando la
version propietaria en el orden de 5 veces el tiempo de ejecucién que el que in-
sume la funcién propuesta. Ademas, la funcién propuesta hace un uso eficiente
de memoria.

La funcién propuesta permite extender la aplicacién de MatLab a diversos
problemas en los que se utilizan matrices dispersas y las necesidades de memo-
ria eran una limitante.

A continuacion se describen las lineas de trabajo que se estdn llevando ade-
lante en la actualidad o se plantean abordar en un futuro cercano.

Una primera linea de trabajo consiste en extender las pruebas realizadas,
abarcando otros ejemplos. Incluso trabajando con matrices dispersas presentes
en problemas ingenieriles reales.

Un camino no recorrido en el trabajo debido a limitantes de tiempo es el
desarrollo de una funcién de adicién simbdlica de matrices dispersas trabajando
Unicamente con los indices (valores enteros) de forma de poder utilizarla en
caso de no disponer de informacién del patréon de la matriz resultado de la
adicién.

Otra tarea interesante, es dotar de la funcionalidad de filtrado de coefi-
cientes. La funcién de adicion de matrices dispersa propuesta recorre todos los
coeficientes del resultado, entonces no implicaria casi costo (en tiempo de eje-
cucion) filtrar determinados coeficientes. En particular, es muy comuin querer
filtrar los coeficientes menores a determinada cota.

También resulta importante extender el estudio realizado sobre la operacién
de adicion para la multiplicacién de matrices dispersas en MatLab.

Por dltimo, parece interesante estudiar la aplicacion de estrategias de para-
lelismo de memoria compartida sobre la operacidon de suma propuesta.
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