Teorema de Riemann-Roch

y aplicaciones

Por: Brian Britos Simmari

Orientador: Ivan Pan

LICENCIATURA EN MATEMATICA
FACULTAD DE CIENCIAS
UNIVERSIDAD DE LA REPUBLICA
URUGUAY

Agosto de 2022



Resumen

El objetivo principal de este trabajo monografico es proporcionar una prueba y mostrar

aplicaciones del siguiente resultado.

Teorema (Riemann-Roch). Si D es un diwvisor de una curva proyectiva no singular C

de género g en Py y K es un divisor candnico de C entonces
I(D)—I(K —D)=deg(D)+1—g

A fin de que el trabajo sea autocontenido y accesible para estudiantes avanzados de la
licenciatura en Matematica, desarrollaremos con cierto detalle los prerrequisitos necesarios
para entender el enunciado y su correspondiente demostracion. En particular, en el capitulo
1 introduciremos las nociones basicas sobre curvas proyectivas planas. En el capitulo 2
definiremos la resultantente de dos polinomios, la intersecciéon de multiplicidad de dos
curvas proyectivas y demostraremos el Teorema de Bézout. En el capitulo 3 estudiaremos
nociones topolégicas de las curvas proyectivas como los cubrimientos ramificados y
demostraremos la féormula de género-grado. En el capitulo 4 veremos que las curvas
proyectivas planas son lo que se conoce como superficies de Riemann y definiremos las
divisores de curvas proyectivas. En el capitulo 5 veremos algunas propiedades de los
divisores y demostraremos el teorema central de este trabajo, el Teorema de Riemann-
Roch. En el capitulo 6, veremos algunas aplicaciones interesantes que se deducen del
mencionado teorema. Finalmente, en el capitulo 7 se encuentran resultados necesarios
para algunas demostraciones.

Para la mayor parte de las demostraciones seguiremos ([1).
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Capitulo 1

Prerrequisitos

En este capitulo introduciremos las nociones bésicas sobre curvas algebraicas, el
espacio proyectivo y curvas algebraicas proyectivas, todo esto sobre C, el cuerpo de los

nimeros complejos. Recordamos que C es un cuerpo algebraicamente cerrado, es decir:

Teorema (Gauss 1799). Todo polinomio no constante P € C[z] tiene al menos una

raiz.

Veremos también que las curvas algebraicas proyectivas son compactas y Hausdorff

para la topologia heredada de la topologia usual de C”.

Definiciéon 1.1 (Curva algebraica plana). Dado un polinomio P € Kz, y| definimos

la curva algebraica asociada a P como
Cp={(z,y) € K?: P(z,y) = 0}.
Cuando no haya ambigiiedad sobre el polinomio P llamaremos a la curva algebraica

simplemente C.

Observacion 1.2. 5@ consideramos curvas planas reales ,esto es sobre el cuerpo R,
pueden pasar cosas no deseadas. Por ejemplo, la curva algebraica asociada al polinomio
P(x,y) = 2> + y?> — r € R[x,y] depende de r. Si r = 0, la curva consiste en un 1inico
punto, a saber (0,0). Por otro lado, sir < 0, entonces no hay ningiin punto (x,y) € R?
que cumpla x> +y? = r < 0. Finalmente si v > 0, entonces la curva es una circunferencia

centrada en el origen de radio \/T.

La razon de por que cuando v es negativo la curva no tiene puntos, es que el cuerpo R
no es algebraicamente cerrado. Esa es una de las razones por las cuales en esta monografia

trabajaremos con el cuerpo de base C.

Si analizamos el mismo polinomio pero ahora permitimos soluciones complejas, (es
decir 2% +y? —r en C[z,y]) entonces siempre hay puntos (x,y) que anulan el polinomio.

Por ejemplo, cuando r < 0, podemos fijar x = xg € R C C y obtenemos

y=+\/r—ad =xi\/|r — 23| #0.
5



6 1. PRERREQUISITOS

El siguiente resultado nos sera til en repetidas ocasiones en los proximos capitulos:

Lema 1.3. Si P € Clz,y] es un polinomio homogéneo de grado d, entonces puede
escribirse como el producto de d factores lineales, es decir

d

P(.I',y) = H(azx + 523/))

=1

para algunos «;, B; € C.

DEMOSTRACION. Como P es homogéneo de grado d en las variables = e y podemos

escribir

d d .
_ xr

Plz,y) =) aa"y" " =y*) a, () :
r=1 r=0 Yy

d .
x
con ag, . ..,aq € C no todos nulos. Si e = max{0 <i <d:a; # 0}, entonces g ay <>
Yy
r=0

es un polinomio de grado e en la variable % y por lo tanto (por ser C algebraicamente

cerrado) se puede factorizar como

Zd:ar (;) =aef[ <z—’v>

r=0 i=1
para algunos 71, ...,7 € C (las raices). Finalmente
& T (&
P(z,y) = acy’ [ | ( - %) = acy’ [ (= = 7w),
i1 \Y i=1
probando asi el resultado. U

1. Espacio proyectivo complejo

Introduciremos el espacio proyectivo para tener dos propiedades deseables que no
siempre se verifican si trabajamos en C2. Por un lado, toda curva algebraica C C C?
(definida por un polinomio no constante) es no compacta. En efecto, si C esta definida por
el polinomio P(x,y), tenemos dos casos posibles: Primero, si tanto x como y aparecen en
P, entonces fijando una variable, por ejemplo, y = yo tenemos que P(z,yo) € C[z], que
por ser C algebraicamente cerrado tiene alguna raiz. Por lo tanto para todo yq fijo existe
Zy, € C tal que (zy,,y0) € C. Pero y lo podemos elegir arbitrariamente lejos del origen,

por ejemplo tomando yy = n, de donde (x,,n) € C y ademas

[|[(zn,n)|| = Va2 +n? >n — oo.
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El otro caso es cuando x o y no aparecen en P (alguna variable debe aparecer pues
si no el polinomio es constante). Supongamos que la variable que aparece es z, por lo
tanto P en realidad es un polinomio en esta tinica variable. Por lo tanto P tiene alguna
raiz © = xg, entonces P se anula en (zg,y) para todo y € C, y obtenemos una conclusion

analoga.

Otro propiedad deseada que no siempre se verifica en C?, es que dos curvas algebraicas
siempre se intersectan. Por ejemplo, si C y D estan definidas por P(z,y) = z+ 1y
Q(z,y) = = + 2 respectivamente, entonces no existe ningiin punto (z,y) € C? que anule

ambos polinomios al mismo tiempo.

La idea del espacio proyectivo es compactificar C2, agregando puntos en el infinito.
Veremos que con esto se obtienen curvas algebraicas compactas. Ademas, como veremos,

dos curvas algebraicas en el espacio proyectivo siempre se intersectan.

Definicion 1.4. El espacio proyectivo complejo P, de dimension n es el conjunto de

subespacios lineales de dimension 1 de C™+1,

Como todo subespacio U de dimensién 1 en un espacio vectorial es generado por cual-
quier vector no nulo en U, podemos pensar IP,, como el espacio cociente C**1\{(0,...,0)}

donde (z1,...,2n) ~ (y1,...,Yyn) si existe A € C\{0} tal que (z1,...,2Zn) = AMY1,---,Yn)-

Definicion 1.5. Todo vector no nulo (xg,...,zy) € C"*1 representa un elemento « € P,,.
Llamaremos a (xg, . .., Ty) un sistema de coordenadas (homogéneo) de  y lo denotaremos
X. Escribimos

ZE:[.Z'(),...,I'”].

Observacion 1.6. Con la notacion anterior,

Pn = {[0,- -, 2n] : (T0,...,zn) € CPTIN{(0,...,0)}}.
Ademds [xo,...,zn] = [Y1,...,yn] st y solo st IX € C\{0} tal que z; = \y; para todo
j=1,...,n.

Una vez que definimos el espacio proyectivo, nos interesa darle una topologia y ver
que con esta topologia, P, es compacto. Para esto definimos el mapa IT : C**1\ {0} — P,
que manda (xg, ..., zy,) al punto [z, ...,z,] y ponemos en P, la topologia cociente, es

decir:

A C P, es abierto si y solo si II71(A) es abierto en C**1\{(0,...,0)}.
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Llamaremos al mapa II "la proyeccion al cociente”.

Observacion 1.7. Como P, tiene la topologia cociente, se tiene que la proyeccion al

cociente es continua.
Proposicion 1.8. Con esta topologia P, es compacto.

DEMOSTRACION. Sea S?"*1 = {(z¢,...,2,) € C"" ¢ |2 + ... + |2,|> = 1}, la
esfera 2n + 1 dimensional. Luego S?"*! es compacta por ser cerrada y acotada en C**1.
Por otro lado, como el mapa

II: C"*1\{0} — P, es continuo, tenemos que II(S?"*1) es compacto en P,,.

Por otro lado, si [z, ...,z,] € P, entonces A\ = |x9|? + ... + |z,|? # 0, ya que por
construccion, en [P, tenemos que no todos los x; pueden ser nulos. Por lo tanto, en P,

tenemos que

[0, ..., Tn] = [)\_%xo, e )\_%xn}.
Ademas ]/\_%xO\Q + ...+ ])\_%a:n]Q = 1 es decir ()\_%xg, ... ,)\_%xn) €S2+l vy por lo
tanto
_1 _1 _1 _1 2n+1
(A" 2z0,..., A" 22,)) = [N\ 220,..., A" 22,) € II(S"),
es decir [zg, ..., z,] € TI(S?"*1). Como [z, ..., T,] € P, es arbitrario, deducimos que IT
es sobreyectivo, o sea II(S?"+1) = P,,. O

Esta proposicién nos sera util mas adelante para probar que las curvas algebraicas

proyectivas son compactas.

Queremos tener una nociéon de cambio de coordenadas. En el contexto de espacio

proyectivo tenemos lo siguiente:

Definicién 1.9. Una transformacion proyectiva de P, es un mapa biyectivo f : P, — P,
tal que para algin isomorfismo lineal o : C"t1 — C™*1 se tiene que f oIl = Il o o, donde

IT: C"™N\{(0,...,0)} = P, es la proyeccion al cociente.
Lema 1.10. Toda transformacion proyectiva es continua (con la topologia inducida).

DEMOSTRACION. Si f : P, — P, es una transformacién proyectiva, entonces existe
un isomorfismo lineal o : C**t1 — C"*! tal que folIl es IToa. Como II y « son continuas
(toda transformacion lineal es continua) entonces IT o «v es continua y por lo tanto f o IT

es continua.
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Para ver que f es continua, debemos probar que si U es abierto en P, entonces f~(U)
es abierto. Como II es la proyeccién al cociente tenemos que f~1(U) es abierto en P, si y
solo si [I71(f~1(U)) es abierto en C"*1. Por otro lado, (IT"! o f~1)(U) = (f o II)~1(U)

que es abierto por ser f oIl un mapa continuo. U

Definicion 1.11. Un hiperplano en P, es la imagen por la proyeccion I de V\{(0,...,0)}

donde V.C C"*1 es un subespacio de dimension n.

Lema 1.12. Sip1,...,pp+1 ¥ ¢ Sonn+ 2 puntos distintos de Py, de los cuales cualquiera
n+1 de ellos no estin en un mismo hiperplano, entonces existe una unica transformacion

proyectiva que lleva p; a [0,...,0,1,0,...,0] yq a[l,...,1].

DEMOSTRACION. Como la proyeccion al cociente II es un mapa sobreyectivo, existen

Uty Ups1,v € CPH\{0} tales que
M(uj) =p; v II(v)=gq.

Como los puntos pi,...,pp+1 No estan en un mismo hiperplano en P, el conjunto
{u1,...,Ups1} no esta contenido en un subespacio de dimensién menor o igual a n, por

lo tanto es una base de C*t1.

Sea o : C*"*! — C"*! la transformacion lineal que lleva {u,...,u,11} en la base
canonica {eq,...,e,11}. Luego
a(v) = (A1, A1) = Arer + -+ Anpientn = a(Aur + - App1ting),

por ser « una transformacion lineal.

Veamos que \; # 0 para todo 1 < i < n + 1. Supongamos que ese no es el caso,
entonces A\; = 0 para algin j. Luego v = Zi# Aiu; es decir v es combinacion lineal de n
de los puntos {u1,- -+ ,up41}, pero entonces {p1,...,Pnt+1}\{Pj} ¥ ¢ estan en un mismo

hiperplano lo cual contradice la hipétesis.

Como \; # 0 para todo 1 < i < n + 1, podemos definir g : C**! — C"*! como
la transformacion lineal definida por B(z1,...,Tp41) = (%, e i:—i) Luego Boa :
Cnt! — C"*! induce una transformacion proyectiva f : P, — P, tal que

1
Di > [0,...,)\,...,0] =1[0,...,1,...,0] v g—[1,...,1].

%
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Si definimos Uy = {[z0, ..., zs] € Py : 19 # 0}, entonces [T~ H(Uy) = {(z0, ..., 7n) €
C™*1: 29 # 0} es un conjunto abierto de C**1\{0} y por lo tanto Uy es abierto en P,,.
Podemos definir entonces un mapa ¢q : Uy — C" tal que

bo([z0, . 2n]) = (“‘...‘””).

) ’
Zo Zo

Observacion 1.13. 1. Los conjuntos Uy = {[zo,...,xn] € Py : x # 0} también
son abiertos para todo 0 < k < n.
2. Cuando estemos en Py usaremos la notacion U, Uy y U, para referirnos a Uy,

Ui y Uy respectivamente.
Usaremos este mapa para probar que IP,, es Hausdorff, pero antes tenemos que probar:

Lema 1.14. El mapa ¢o : Uy — C" definido como
_ (% In
¢mew%m_<%,w$ﬁ

es un homeomorfismo.

DEMOSTRACION. Para probar que ¢q es continua es suficiente ver que si (xq, ..., Z,) €
II-1(Up) entonces la composicion
(Toy ...y xn) LN [0, ..., Tp] Po, (g,...,g),
es continua. Pero esta composicién pensada como mapa de II71(Uy) € C*! en C" es
basicamente la proyeccién en las ultimas n coordenadas compuesta con una homotecia
1

(multiplicar por :70)’ y por lo tanto es continua.

Es una cuenta ver que la inversa de ¢g esta dada por

(T T\ T Tn,
oo — e, — =1, =, ..., —],
xo Zo Zo xo

ya que en el espacio proyectivo P,, tenemos que [1, i—é, cey i—g} = [z0,x1,..., Ty, esto

altimo porque zg # 0 en Uy.
Reciprocamente, para probar que ¢, 1 es continua nos alcanza con observar que es la
composicion
Wt yn) 2 Ly ym) = Lol
donde 7 : C* — C"™1\{(0,...,0)} es continua. Por lo tanto el mapa ¢ es un homeomor-
fismo entre Uy y C".
O
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Proposiciéon 1.15. El espacio proyectivo P, es Hausdorff.

DEMOSTRACION. Sean p # g € P,,. Separamos la prueba en dos casos

1. Si p,q € Uy, como C™ es Hausdorff, existen entornos disjuntos V'y W de ¢o(p) y
®0(q) (en C™) respectivamente. Luego como ¢ : Uy — C™ es un homeomorfismo
(Lema deducimos que ¢ (V) y ¢ (W) son entornos disjuntos de p y ¢ en
Uy C P,.

2. Para el caso general, podemos encontrar p = py,...,pn,q € P, tales que cua-
lesquiera n 4+ 1 de ellos no estén en un mismo hiperplano. Por el Lema [1.12
existe una transformacion proyectiva f : P, — P, tal que f(p) = [1,0,...,0] y
f(g) =1[1,...,1]. Observar que en este caso f(p), f(q) € Uy, luego por la parte
anterior, existen entornos disjuntos ¢y (V) v ¢g (W) de f(p) v f(q) en P,
Finalmente como [ es continua (Lema y biyectiva (por definicion de trans-
formacion proyectiva) tenemos que f~! o ngal(V) y f~lo gf)al(W) son entornos
disjuntos de p y g en P,,.

[l

2. Curvas proyectivas complejas en Py

Definicion 1.16. Diremos que un polinomio no constante P € Cx,y, z] es homogéneo

de grado d si para todo A € C\{0} se cumple que
Pz, Ay, \z) = MP(x,y, 2).

Definiciéon 1.17. Sea P € Clz,y, z] un polinomio no constante. Diremos que P es
irreducible si cada vez que P = QR, con Q, R € Clz,y, z], entonces Q es un polinomio

constante o P es un polinomio constante. En caso contrario, diremos que P es reducible.

En otras palabras, un polinomio P no constante es irreducible si no se puede escribir
como el producto de dos polinomios de grado menor, a no ser que uno de ellos sea un

polinomio constante.

Teorema 1.18. Todo polinomio no constante P € Clz,y, z] puede escribirse como un
producto

P=P".. P*

donde cada P; es irreducible y r; € Z>o. Ademds, los polinomios Py, ..., Py son tinicos.

Una demostracion de este resultado puede encontrase en [3].
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Observacion 1.19. El teorema anterior nos dice que Clx,y, z| es lo que usualmente se

conoce como un dominio de factorizacion unica.

Corolario 1.20. Si P € Clz,y, z] es un polinomio homogéneo, y P = P{* ... P* es una

descomposicion como en el teorema anterior, entonces cada polinomio P; es homogéneo.

DEMOSTRACION. Por induccién, nos basta ver que si P = QR con P homogéneo y

Q irreducible, entonces ) es homogéneo.

Supongamos que @ es no homogéneo, podemos escribir QQ = Qs + Qnn, donde Qs

es el término de mayor grado de Q y Qnn = Q — Qps. Luego,
P=QR
= (Qm +Qun)R
=QuR+ QuuR.

Como estamos en Clz,y, z] (que es en particular un dominio), sabemos que

deg(QumR) = deg(Qum) + deg(R)
= deg(Q) + deg(R)
= deg(P),
donde deg(Qyr) = deg(Q) por como elegimos Q7. Por otro lado, deg(Qnn) < deg(Qar)

por lo que
deg(thR) = deg(th) + deg(R)
< deg(P),
por lo tanto, como P es homogéneo necesariamente @, R = 0.

Finalmente, como @ no es homogéneo, tenemos Q5 # 0, por lo que R = 0 lo cual

contradice que P = QR, pues P es homogéneo, en particular no nulo.
O

Definicion 1.21. Diremos que un polinomio P € Clz,y, z| es sin factores maltiples, si
en cada descomposicion en producto de irreducibles P = P[* ... P[* se tiene que cada

exponente r; es 1.

Definicion 1.22. Sea P € Clz, y, z] un polinomio homogéneo no constante sin factores

maultiples. Definimos la curva proyectiva C definida por P como

C={[z,y,2z] € Py: P(x,y,2z) = 0}.
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Observaciéon 1.23. Como el polinomio es homogéneo, la condicion P(x,y,z) = 0 es
independiente de la eleccion de coordenadas homogéneas, ya que si [z,y,z] = [2/,y/, /]
entonces (2',y,2") = (A\x, Ay, A\z) para algin X\ € C\{0} de donde

Pz, \y,\2) = MP(z,y,2) = 0 <= P(z,y,2) = 0.

Observacion 1.24. Estamos usando el cuerpo C para la definicion porque mds adelante
veremos resultados que son vdlidos en C, pero la definicion de curva proyectiva puede ser

dada en cualquier cuerpo algebraicamente cerrado.

Definicion 1.25. Sea C una curva proyectiva definida por un polinomio homogéneo
P e Clz,y, 2:

1. El grado de la curva C es el grado del polinomio P.

2. Diremos que la curva C es irreducible si P es un polinomio irreducible.

3. Diremos que una curva proyectiva irreducible D definida por un polinomio homo-

géneo e irreducible QQ es una componente de C si ) divide a P.

Ejemplo 1.26. 1. La curva proyectiva definida por xy + zx + yz es irreducible de
grado 2.
2. La curva proyectiva definida por x 4+ 1y es una componente de la curva proyectiva

definida por > —y* = (z +y)(xz — y).

Observacion 1.27. Observar que para que D sea una componente de C entonces nece-
sariamente el grado de D tiene que ser menor o igual al de C, ya que si P,Q € Clx,y, 2]

son tales que P divide a @, entonces el grado de P es menor o igual al grado de Q).

Es importante notar que no todos los puntos de una curva algebraica tienen las
mismas caracteristicas. Por ejemplo, podemos entender un poco de la geometria de la
curva proyectiva asociada al polinomio P(z,y, z) = zy* — 2° € C[z, y, 2] estudiandola en
los abiertos Uy, Uy y U.. Llamemos C a la curva proyectiva asociada a P.

En particular, observar que en U,, como z # 0 podemos ver que sucede cuando z = 1.
En este caso la curva C se ve como en la figura2.1} La "cuspide" que aparece, corresponde
al punto [0,0,1]. Este fenomeno ocurre porque %—5(0,0, 1), %—Z(0,0, 1)y %—5(0,0, 1) son

nulas.
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3

FIGURA 2.1. Curva algebraica asociada a 4% = 23 cuando solo permitimos

ceros en R2

Lema 1.28. Si P € C|x,y, z| es un polinomio homogéneo de grado d, entonces %—5,%—5 Y
oP

%5 son polinomios, que de no ser nulos son homogéneos de grado d — 1.

DEMOSTRACION. Lo probaremos para %—5, las demés son analogas. Pensando a P

d
como polinomio en Cly, z][x], podemos escribir P(z,y,z) = ij (y,z)z’. Como P es un
j=0
polinomio homogéneo de grado d, necesariamente el grado de b;(y, z)z’ es d, para todo

0 < j < d. Derivando la expresién anterior para P con respecto a x obtenemos
d
oP , i1
oz Z]bj(y,z)x] :
j=1

Tenemos dos casos:

1. Si b;(y, z) = 0 para todo j > 1 (es decir P(x,y, z) = by(y, 2)), entonces %—5 =0.

2. Si bj(y, z) # 0 para algtn j > 1, entonces %—1; consiste en suma de términos de la
forma b;(y, z)x? =1, los cuales tienen grado d— 1, y por lo tanto %—J; es un polinomio

homogéneo de grado d — 1.

Para probar los otros dos casos, pensamos a P como polinomio en C[z, z][y] y C|z, y][z]

respectivamente. U

Definicion 1.29. Decimos que un punto |a,b,c| de una curva proyectiva C definida por

un polinomio homogéneo P es singular si

oP oP OP
%(a,b, c) = 874(@7 b,c) = g(@a b,c) = 0.

El conjunto de puntos singulares de C lo designaremos Sing(C), y diremos que la curva es

no singular si Sing(C) = 0.
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Observacion 1.30. La definicion anterior no depende del representante de [a, b, c] porque

en virtud del lema si P es un polinomio homogéneo, entonces %—I;, %—Iy) y %—I: también

son polinomios homogéneos o son nulos.

Ejemplo 1.31. 1. La curva definida por P(x,y,z) = y?z — 2® tiene un punto
singular en [0, 0, 1].

2

2. La curva proyectiva definida por P(z,y, z) = 2* + y* — 2% es no singular, ya que

las derivadas de primer orden no se anulan.

Definicién 1.32. Decimos que una curva proyectiva definida por una ecuacion lineal
ar+ Py +vz=0 a, B,7 € C no todos nulos

es una recta proyectiva.

Definicion 1.33. 5iC € Py es una curva proyectiva definida por un polinomio homogéneo
P y[a,b,c] ¢ Sing(C), definimos la recta tangente a C en el punto [a,b,c] como la recta
proyectiva definida por

oP

oP oP
%(a, b,c)x + a—y(a, b,c)y + E(a, b,c)z = 0.

Observacion 1.34. La definicion anterior no depende del representante de [a, b, c| elegido

por el lema [1,28].

Ejemplo 1.35. Ya vimos que si P(z,y, z) = 22 +y? — 2% entonces Sing(C) = 0, luego en
todo [a,b,c] € C podemos definir la recta tangente, que serd la recta proyectiva definida
por

2ax + 2by — 2cz = 0.

Como las curvas proyectivas son subconjuntos de Py y en Po tenemos una topologia,

es natural dotar a C con la topologia inducida.
Lema 1.36. Toda curva proyectiva en Py es compacta y Hausdorff.

DEMOSTRACION. Sea C una curva proyectiva. Para ver que es compacta, como Py es
compacto (Proposicion nos alcanza con ver que C es cerrado, lo cual sucede si y sélo
si

I ={(z,y,2) € C?: P(z,y,2) =0}
es cerrado en C3 — {(0,0,0)} (porque en P, tenemos la topologia cociente). Por otro lado,
el conjunto IT~(C) = P~1(0) es cerrado, pues {0} C C cerrado (C es T!) y P continuo

(por ser un polinomio).
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Finalmente, como Py es Hausdorff (Proposicion [1.15)), entonces C es Hausdorff pues

todo subespacio de un espacio Hausdorff es también Hausdorff. O

Para terminar esta seccién, veamos un resultado que sera util mas adelante.

Lema 1.37 (Relacion de Euler). Si P(z,y,z) es homogéneo de grado m, entonces
opP oP oP

or or il — mP .
wax(w,y,Z)+y8y(w,y,z)+zaz(w,y72) mP(z,y, z)

DEMOSTRACION. Como P es homogéneo de grado m tenemos que P(Ax, \y, \z) =
A" P(z,y,z) YA € C. Derivando esta igualdad con respecto a A obtenemos

opP oP oP 1
- - = mTip .
o Az, Ay, Az) +y a9 Az, Ay, \z) + =z o (Ax, Ay, Az) = mA (z,y,2)

Si ahora ponemos A = 1, obtenemos el resultado. O



Capitulo 2

Teorema de Bézout

En este capitulo probaremos un resultado que es interesante en si mismo, més alla de

esta monografia:

Teorema 2.1 (Bézout). Si C y D son curvas proyectivas de grado n y m que no tienen
componentes comunes, entonces se intersectan en exactamente nm puntos, contados con

multiplicidad.

La demostracién se encuentra en la pagina 32

1. Resultante y algunas propiedades

Definicién 2.2. 1. Si D es un dominio de integridad, denotaremos D[z]|<; al D—mddulo

conformado por los polinomios de grado menor o igual a l. Observar que D[x]<

es un D—mddulo libre, generado por {1,z, ..., xl}.

2. Sean P,Q € D|x] polinomios de grados n > 1 y m > 1, respectivamente. Consi-
deramos la aplicacion D—lineal
Y : Dlx|<m—1 X D[z]<n-1 = D[z]ntm—1,
Y(A,B) = AP + BQ.

Definicién 2.3. La resultante Respg de P y @ es el determinante de la matriz asociada

a1, en las bases candnicas de D[z]|<m—1 X D[x|<n, Y D[x]ptm—1, respectivamente.

Explicitamente, si P(x) = ag+ -+ apz™ y Q(z) = by + - - - + b, z™, considerando la
base ordenada de D[x]<y,—1 X D[z]<,—1 siguiente

(1,0),...,(z™1,0),(0,1),...,(0,2" 1),

tenemos que
Y(z',0) = 2'P(z) = apx’ + - - - + apa™ ™,

$(0,a7) = 29 Q(x) = boa + -+ - + ba™.

17
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Deducimos (luego de tomar la transpuesta de la matriz asociada a ¢ en las bases

canonicas)

Respg =

ap a1 a, 0 O
0 ay aq an
0 0 0 a a1
bo by b
0 0 by b

an | -

bm

Utilizaremos la resultante Resp g en la siguiente situacion: Si Py ) son polinomios

en Clz,y, 2], podemos considerar D = Cly, z|, de donde P, @ € D[x]. Precisamos asumir

que Py @ tienen grado en x mayor o igual a 1.

Veamos ahora como podemos utilizar la resultante de dos polinomios para ver si estos

tienen un factor en comun.

Lema 2.4. Sean P,Q € K|x] polinomios no constantes. Entonces P y Q tienen factores

comunes no constantes si y solo st Respg = 0.

DEMOSTRACION. Sean n'y m los grados de P y @), respectivamente. P y () tienen

un factor comin si y so6lo si existen dos polinomios ¥ y ¢ en K[z] con deg(v)) < n'y

deg(¢p) < m tales que

(1)

n
Si escribimos P = g a;x

J

¢P = 9Q.

ecuacion [1] se verifica si y s6lo si el sistema

apvo — boug

a1vg + apgv1 — b1u0 — boU1

AmUn—1 — bpUm—1

m n—1
JQ = ijxj, Y = Zujxj
J J

m—1
y ¢ = E vjz’, entonces la
J

tiene solucion no trivial, pero esto es equivalente a que Respg = 0.
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Ejemplo 2.5. Si P(z) = 322 + 2z = 2(3z + 2) y Q(x) = 3z + 2 entonces es claro que P
y Q tienen una componente en comin (a saber 3x 4+ 2). Por otro lado, la resultante es el

determinante de la matriz 3 X 3:

0 2 3
00 2],
230

que claramente da cero.

El siguiente lema nos da un resultado similar pero para cuando P, () son polinomios

en Clz,y, 2]:

Lema 2.6. Sean P,Q € Clxz,y,z] no constantes tales que P(1,0,0) # 0 # Q(1,0,0).
Entonces P y Q tienen un factor comin no constante si y solo si Respg(y, z) es idénti-

camente nulo.

DEMOSTRACION. Como P(1,0,0) # 0 # Q(1,0,0) podemos suponer (a menos de
multiplicar por un escalar) que P(1,0,0) = 1 = (1,0,0), lo cual nos permite pensar a Py
@ como polinomios moénicos en Cly, z|[z]. Tenemos que el anillo C[y, 2] esté incluido trivial-
mente en su cuerpo de fracciones C(y, x) = {g : f,9 € Cly, z] y g no es idénticamente nulo}.
Luego como C(y, z) es un cuerpo, por el lema tenemos que si pensamos a P,(Q) €
C(y, z)[z], entonces Respg(y, z) es idénticamente nulo si y sélo si Py @ tienen un factor
coman R € C(y, z)[z]. Lo que nos falta para terminar la prueba, es ver que en realidad este
polinomio R estéa en Cly, z|[z]. Para esto, como Py () son monicos en C(y, z)[z] entonces

son primitivos, por lo tanto por el lema de Gauss, tenemos que R € Cly, z][z]. O

Observacion 2.7. Tenemos que en las hipdtesis del lema anterior, si P y QQ son homo-
géneos entonces el factor comin también lo es, dado que todo factor de un polinomio

homogéneo es también homogéneo.
Ejemplo 2.8. Sean
P(J},y,Z):($—1)(3y2+222+3y+22) Y Q(.’E,y72):(.f6—1)(2+1),

vemos que P y Q tienen una componente en comin (a saber (x —1)(z+1)). En este caso

la resultante Respq es el determinante de la matriz 2 x 2:

—3yz — 3y —22%2 — 2z 3yz+ 3y + 222+ 22
—z—1 z+1 .
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Observacion 2.9. Para definir la resultante cuando P,Q € Clz,y, z] pensamos a los
polinomios en Cly, z|[x], entonces, en caso de existir, una componente comin de P y Q
es un polinomio R € Cly, z]. Vale la pena notar que R es constante en Cly, z][x], pero no

tiene porque serlo en Clx,y, z], como lo indica el siguiente ejemplo.

Ejemplo 2.10. 5i
P(z,y,2z) = (x — 1)(3yz + 222 4+ 3y + 2z) ¥y Qz,y,z)=z+1,

entonces la resultante es el determinante de la matriz 2 X 2
—3yz —222 -3y —2z 3yz+22°2+3y+z
241 0 '
Es claro que Respg # 0, aunque el factor z + 1 es un factor comin a ambos, pero visto

como polinomio en Cly, z|[x] es constante.
Veamos ahora un resultado que seré til al trabajar en el plano proyectivo Ps:

Lema 2.11. Sean P,Q € C[x,y, z] homogéneos de grado n y m, respectivamente, tales
que
P(1,0,0) # 0 # Q(1,0,0). Entonces de no ser nula, la resultante Respg(y, z) es un

polinomio homogéneo de grado nm en las variables y, z.

DEMOSTRACION. Por definicion, Respg(y, z) es el determinante de una matriz (n +
m) x (n 4+ m) cuya entrada ij es 7;(y, 2), que es un polinomio homogéneo en y, z de
grado d;; dado por
g — n+t—73 si 1<1<m
Y i— si m+1<i<n+m
Esto se debe a que P y @ son homogéneos.
Luego Resp g es suma de términos de la forma

n+m

+ [ riey: 2)
=1

cono:{l,....n+m} — {1,...,n+ m} una permutacion de {1,...,n + m}. Esto es
por la forma en que calculamos el determinante. Luego, cada sumando de Respg es
homogéneo de grado

n-+m m n+m n+m

Yodiewy =y (n+i—o@)+ Y (i—o(@))=nm+ Y (i—0(i)=nm
i=1 =1

=1 i=m+1
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n+m
donde Z (¢t —o(i)) = 0 por ser o una permutacion de {1,...,n + m}, por lo tanto
i=1
cuando el indice 7 recorre todo el conjunto {1,...,n + m} tenemos que (i) también lo
hace. O

Como el cuerpo C es algebraicamente cerrado, dados dos polinomios P, @ € Clz]

podemos factorizarlos completamente. Es decir, si tienen grado n y m respectivamente,

entonces podemos encontrar Aq,..., A\, ¥ f1,-.., iy escalares en C tales que
P) =[[=-X) v Q@) =]]-mu).
( J
Lema 2.12. Si P,Q € C[z], y escribimos P(z) = H(ZC - X))y Qx) = H(a: — 1)
( J
entonces
Rpg = H (15 — ).

1<i<n,1<j<m

En particular Rpgr = Respg Respr

DEMOSTRACION. Si pensamos a Py ) como polinomios homogéneos en las variables
TyAlyeey An YV T, U1, - - - b, entonces modificando la prueba del lema tenemos que

Resp g es homogéneo de grado mm en las variables A1,..., A, pi1, ..., fim-

Por otro lado, el lema nos da que Respg se anula si \; = pu; para algunos

1<i<mn, 1< 5 <m,dedonde deducimos que la resultante Respq es divisible por

H (15 — i)

1<ign,1<j<m

Como H (fj — A;) es también un polinomio homogéneo de grado nm en las
1<i<n,1<j<m
variables A1, ..., Ap, fi1, - - ., m, debe existir una constante v € C tal que

Yy H (,uj - )\z) = ReSp,Q .

1<i<n,1<j<m

Por lo tanto, para terminar la prueba, es suficiente probar que v es 1. Para probar

esto, observamos que en el caso particular en que Q(x) = 2™ (es decir p1 = ... = py, = 0),
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tenemos que Respg es el determinante de la matriz diagonal

I, =N * cee % 0 0 0 ... 0
0 H?:l_)‘i * *

0 1 0 0

0 0 O 0 1

de donde .
Respg = H(—)\i)m.
=1
Como + es constante (y en este caso vale 1), entonces
H (j — Ai) = Respg .

1<i<n,1<j<m

,
Para ver la segunda afirmacion, observamos que si R = H(x — ay,) entonces QR =

k=1
H(az - M)H(x — ay,), por lo tanto
Jj=1 k=1
Respqr = H (i — )\j) H (g — i) = Respg Respr.

1<i<n,1<j<m 1<i<n, 1<k<r

tid)

O

Observacion 2.13. Si P,Q € Clz,y, z] son polinomios homogéneos, entonces cada punto
de interseccion de las curvas en Py definidas por P =0 y QQ = 0 corresponde a una recta
por el origen de C3, sobre la cual se anulan P y Q. Si P(1,0,0) # 0 # Q(1,0,0), dicha

recta corresponde a un factor de Respg € Cly, 2.

En C? podemos tener curvas que no se intersectan en ningtn punto, pero en Ps

tenemos lo siguiente:

Observacion 2.14. Si P y Q son polinomios en Clx,y, z] que definen curvas proyectivas
C y D, entonces la curva C U D estd definida por PQ.
Por lo tanto, si P y @ son polinomios no nulos en Clz,y, z], entonces CUD C Pa, ya

que PQ no es identicamente nulo.
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Teorema 2.15. Dos curvas proyectivas C y D en Pay se intersectan al menos en un punto.

DEMOSTRACION. Aplicando un cambio de coordenadas adecuado, podemos asumir
que [1,0,0] ¢ CUD, ya que por la observacion CUD C Ps.

Sean C y D definidas por polinomios homogéneos P, Q € C[z,y, z] de grados n y m
respectivamente. Por el lema @ la resultante Respg o bien es nula o es un polinomio
homogéneo de grado nm.

Por el lema [1.3] si la resultante no es nula, es el producto de nm factores lineales
bz — cy con b, c € C no nulos a la vez. En ambos casos existe (b,c) € C2\{(0,0)} tal que
Resp,g(b,c) = 0, es decir, la resultante de P(x,b,c) y Q(x,b, ¢) se anula, pero por el lema
esto implica que existe a € C tal que P(a,b,c) = 0 = Q(a,b,c) (porque tienen un
factor comun) y por lo tanto [a,b,c] € CND. O

Veamos ahora una version més débil del teorema de Bézout, el cual nos da una cota
superior para la cantidad de puntos de interseccién entre dos curvas algebraicas C y D
sin componentes en comun, que solo depende de sus grados (en particular dos curvas
algebraicas sin componentes en comin se intersectan en a lo sumo una cantidad finita de

puntos).

Teorema 2.16 (Bézout débil). Si dos curvas proyectivas C y D en Po, de grados n
y m respectivamente, no tienen componentes comunes, entonces se intersectan en a lo

sumo nm puntos.

DEMOSTRACION. Supongamos por absurdo que #C N'D > nm + 1. Mostraremos que

en este caso, las curvas C y D tienen (al menos) una componente en comun.

Sea S un conjunto de nm + 1 puntos de C ND. Podemos encontrar un punto p € Po,
tal que p ¢ CUD, y ademés que tampoco esté en ninguna recta proyectiva que pase por
dos puntos distintos de S (esto es porque S tiene finitos puntos, por lo tanto también
hay finitas rectas que unen dos puntos cualesquiera de S).

Observamos que mediante la aplicaciéon de una transformacion proyectiva adecuada
podemos asumir que p = [1,0,0]. En estas nuevas coordenadas, podemos asumir que
C y D estan definidas por polinomios homogéneos P,Q € Clz,y, z| de grados n y m,

respectivamente, tales que

P(1,0,0) # 0 # Q(1,0,0).
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Por el lema[2.11] o bien la resultante Resp g es nula, o bien es un polinomio homogéneo
de grado nm en Cly, z]. Nuestro objetivo es mostrar que Resp es nula, puesto que en
dicho caso, el lema [2.6] garantiza que las curvas C y D tienen una componente en comin,

lo que contradice nuestra hipotesis.

Supongamos que la resultante Resp g no es nula. Por el lemaB, Resp g es el producto
de nm factores lineales de la forma bz — cy con (b, c) € C*\{(0,0)}. Por otro lado, como
(b,c) € C*\{(0,0)}, entonces bz — cy divide Respg(y,2) si y solo si la resultante de
P(z,b,c) y Q(x,b,c), que es un escalar, es nula, y por el lema esto sucede si y sélo si
existe a € C tal que P(a,b,c) = 0= Q(a,b,c).

Paralelamente, si [a,b,c] € S, entonces P(a,b,c) =0 = Q(a,b,c) y ademés (b, c) €
C2\{(0,0)} puesto que [1,0,0] ¢ S. Por lo tanto, bz — cy divide a la resultante Resp si
y s0lo si existe a € C tal que [a,b,c] € S.

Esto nos dice que, a no ser que algunos factores bz — cy sean multiplos entre si,

entonces

#{(b,c) € C*\{(0,0)} : bz — cy divide a Respg} > #S =nm + 1.

Sean [a, 3,7] v [a, b, ¢|] dos puntos distintos de S. Luego, 8z — vy no puede ser un
multiplo escalar de bz — cy, pues si lo fuese, entonces [a, b, |, [a, B,7] ¥ [1,0, 0] estaran
en una misma recta, lo cual contradice la hipotesis sobre p = [1,0,0]. Entonces todos los

factores bz — cy que dividen a la resultante Resp son distintos dos a dos.

Por lo anterior, Resp tiene al menos nm + 1 factores lineales distintos, de donde el
grado de Resp, serfa al menos nm + 1, lo cual contradice que el grado es nm. Entonces,

necesariamente Resp g es idénticamente nulo. Lo cual prueba el resultado. O

Corolario 2.17. Si C C Py es una curva proyectiva, tenemos lo siguiente

1. Si C es no singular, entonces es irreducible.
2. Si C es irreducible, entonces tiene a lo sumo una cantidad finita de puntos

stngulares.

DEMOSTRACION. 1. Supongamos que C es reducible, entonces C = {[z,y, z] €
Py : P(z,y,2)Q(x,y,z) = 0}. Por el Teorema las curvas D y £ definidas
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por Py (@ respectivamente, se intersectan en al menos un punto, es decir existe
[a, b, c] € Py tal que P(a,b,c) =0 = Q(a,b,c). En este caso

0PQ ) _ 0P 0Q
oz, (a,b,c) = oz, (a,b,c)Q(a,b,c) + Pﬁxi (a,b,c)
0P o0Q
= o (a,b,¢)0+0 Z (a,b,c)
=0,

para todo z; € {z,y, 2}, es decir [a,b, c] es un punto singular de C.
. Sea C definida por P € Cl[z,y, z] homogéneo de grado n. Aplicando una transfor-
macion proyectiva podemos suponer que [1,0,0] ¢ C, entonces P(1,0,0) #0 y

por lo tanto el coeficiente de 2™ en P(x,y, z) es no nulo, de donde

oP

Q(xa Y, Z) = %(a’ bv C)

es un polinomio homogéneo no nulo de grado n — 1.

Si D es la curva definida por @, como C es irreducible y el grado de @ es
estrictamente menor al grado de P, deducimos que C y D no tienen componentes

en comun. El Teorema de Bézout (en su version débil) implica
#{CND} <n(n-1).

Finalmente, como todo punto singular est4 en {C N D}, concluimos que hay a lo

sumo n(n — 1) puntos singulares.

]

Para terminar esta secciéon veremos un resultado que es de utilidad para lo que sigue:

Proposicion 2.18. Si dos curvas proyectivas C y D de grado n se intersectan en a lo

sumo n? puntos, y si exactamente nm de estos puntos estan en una curva irreducible £

de grado m < n, entonces los restantes m(n —m) puntos estin en una curva de grado a

lo sumo n — m.

DEMOSTRACION. Supongamos que C, D y £ estan definidas por polinomios homogé-

neos P,Q, R en Clz,y, z], respectivamente. Si [a,b,c] € E\C ND, entonces la curva de

grado n definida por el polinomio

F($7yaz) = Q(aa b, C)P(x7y7 Z) - P(a7 b, C)Q((IZ,y,Z),
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intersecta a £ en por lo menos nm+1 puntos que son [a, b, ] y los nm puntos de (CND)NE
(esto por hipotesis). Por el Teorema de Bézout (en su forma débil), si F es la curva

definida por el polinomio F', entonces F y £ tienen que tener una componente en comin.
Como £ es irreducible, esta tiene que ser toda la curva E, por lo tanto
F(x,y,2) = R(x,y,2)S(z,y, 2),

para algin S € C[z,y, z] homogéneo de grado n —m (pues el grado de F es n y el grado
de R es m).

Por otro lado, si [u, v, w] € C N'D entonces F(u,v,w) =0, por lo tanto R(u,v,w) =0
o bien S(u,v,w) = 0. Entonces los n(n —m) puntos restantes de (C N D)\E estan en la

curva definida por S, como querfamos demostrar. O

2. Multiplicidad de interseccion

Para probar el teorema de Bézout (teorema [2.1)) debemos introducir la multiplicidad
de interseccion de dos curvas proyectivas C y D en un punto p € Ps.

Las siguientes definiciones y resultados fueron extraidos de |2]. Comencemos introdu-

ciendo un concepto que nos seré util.

Definicion 2.19. Sean C y D dos curva proyectivas en Py. Diremos que un sistema de
coordenadas X es admisible si:
[1,0,0] ¢ CUD,
[1,0,0] no pertenece a ninguna recta que une dos puntos distintos de C y D

)
[1,0,0] no pertenece a ninguna recta tangente a C o D en los puntos de CND.

Observacion 2.20. Si X' es un sistema de coordenadas, entonces cualquier otro sistema

e coordenadas se consigue mediante una transformacion linea
d denadas X' diant t [ )
X =Ax,

donde A = (ai;) € GL(3,C). Si X es admisible, las matrices que nos permiten obtener
que X' también sea admisible son precisamente aquellas para las cuales la imagen del
punto [1,0,0] en el sistema de coordenadas X', que es (apz2, ai2,as), no pertenece a
CUDUU;;Ly; .
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Si H € Clz,y, 2] es un polinomio homogéneo que define a la curva C UD U U;;L;j,

entonces el subconjunto de matrices de GL(3,C) que producen coordenadas admisibles es

X = {A S GL(B,(C) . H(aog,alg, CL22) 7é O}.

Tenemos que GL(3,C) es homeomorfo a un abierto de C°, con coordenadas aj,
y X es un abierto en GL(3,C). Observar que el determinante D(a;;) es un polinomio

homogéneo de grado 3 en las variables a;;.
Veamos ahora una definicion sumamente importante para este trabajo:

Definicion 2.21 (Multiplicidad de interseccién). Sean C, D € Py curvas proyectivas
Yy p = (Pe, Py, pz) € P2 un punto.

1. Sip ¢ CND, entonces I,(C,D) = 0.

2. Sip estd en una componente comin de C y D entonces I,,(C,D) = 0.

3. Sipe CND, pero no estd en una componente comin, designamos C1 y D1 las
curvas obtenidas de C y D al remover las componentes comunes, y elegimos un
sistema de coordenadas admisibles X. Sean P,Q € Clz,y, z] polinomios homo-
géneos, que definen a C1 y D1, en estas coordenadas. Entonces la multiplicidad
de interseccion I,(C,D) = I,(C1,D1) es la multiplicidad del cero (py,p.) en la
resultante Respg(y, 2).

Observaciéon 2.22. 1. Sip ¢ CND, entonces es claro que (py,p.) no es raiz de
la resultante Respq(y, 2), y por lo tanto podemos pensar que como cero (py,p)
tiene multiplicidad cero.

2. Si C y D tienen una componente comun, entonces la resultante Respg(y, z) es
idénticamente nula, en virtud de lema por lo tanto (py,p.) es un cero de

multiplicidad oo.

La definicién anterior utiliza un sistema de coordenadas adecuado, por lo que tenemos
que ver que la multiplicidad de intersecciéon no depende de las coordenadas elegidas. Para

poder probar esto, para lo cual seguiremos [2], necesitamos los siguientes lemas previos:
Lema 2.23. X es conezxo por caminos.

DEMOSTRACION. Dadas A, B € X, queremos ver que hay un camino, dentro de X,
que las une. Llamemos D(a;;) al determinante, visto como un polinomio homogéneo de

grado 3 en CY. Definimos

P(aij) = D(ay;)H (a2, a12, a),
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donde H € C[z,y, z| es un polinomio homogéneo que define a C UD U U;;L;;.
Luego,
X = {(ai;) € M(3,C) : P(ay) # 0}
Si L C C? es una recta, que pasa por A y B, definimos L' = L N X.
Observamos que L’ se obtiene a partir de L removiendo una cantidad finita de puntos,

que son las raices del polinomio que resulta de P al sustituir por coordenadas afines para

L. Por lo tanto, L’ es conexo.

Por construccion L’ C X es un conjunto conexo por caminos que contiene a Ay B,

por lo tanto podemos encontrar un camino dentro de L’ que una A con B.

Como A y B son arbitrarios en X, deducimos que X es conexo por caminos. O

Recordemos el siguiente teorema de variable compleja:

Teorema 2.24 (Rouché). Sean r > 0 y f,g : C — C funciones meromorfas en un
entorno de Bla,r), sin ceros ni polos en la curva v = 0B(a,r). Designamos por Zy y Z,
(Py y Py) el niimero de ceros (polos) de f y g, respectivamente, dentro de vy contados

con su multiplicidad.

Si|f(z) —g(2)| < |f(2)] en v entonces
Z;—Pp=Z,— P,

La demostracion de este teorema se encuentra por ejemplo, en [4]. A partir de este

teorema tenemos:

Lema 2.25. Sean P € C[z] de grado d y ¢ € C una raiz de multiplicidad v. Si e > 0 es tal
que P no se anula en B(c,€)\ {c}, entonces existe § > 0, tal que todo polinomio Q € C|z]
cuyos coeficientes difieren de los coeficientes de P menos de §, tiene exactamente v raices

(contando multiplicidad) en B(c,e€).

DEMOSTRACION. Como P tiene un cero de multiplicidad v en ¢, localmente podemos

escribir
— v
P(z) = g(2)(z — 0)",
donde g(z) es una funcién holomorfa sin ceros en c. Si € es como en las hipotesis, tenemos

que hay exactamente v raices (contando multiplicidad) en B(c,€).
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Sea M = min{|P(z)|: z € dB(c,¢€)}. Observar que, por nuestra eleccion de €, tenemos
d

m
M > 0. Tenemos que P(z) = Zaizi mientras que Q(z) = szz’ Luego, si llamamos
j=0 i=0
[ = max{deg(P),deg(Q)}, entones

l
1P(2) = Q)| = D _(a;s — bi)z"| <6 (1 +e+---+el) < M.
§=0
Tomando
M

<7 T
l+e+---4¢€
si @ es tal que sus coeficientes difieren de los coeficientes de P menos de §, entonces en ,

o

[P(2) = Q(2)] <0 < [P(2)],

por el teorema de Rouché (teorema [2.24)), deducimos que @) y P tienen la misma cantidad

de raices, v contando multiplicidad, dentro de B(c,€). O

Estamos en condiciones de probar que la multiplicidad de interseccién estd bien

definida, es decir, que no depende del sistema de coordenadas elegido para calcularla.

Teorema 2.26. Sean C,D € Py dos curvas proyectivas yp € CND. Sean X y X' dos
sistemas de coordenadas admisibles. Si I(C,D) e I(C,D) designan las multiplicidades

de interseccion de C y D en p, respecto a X y X', respectivamente, entonces
I,(C,D) = IZ')(C,D).

DEMOSTRACION. Sean I,(C, D) y I,(C, D) las multiplicidades de interseccion en dos
sistemas de coordenadas admisibles X' y X’. Tenemos que X = AX’, donde A € X.

Como X es conexo por caminos, existe una curva continua A4; : [0,1] — X tal que
Ag=1dy A = A. Para cada t € [0, 1], tenemos coordenadas admisibles X; = (x4, yy, 2¢),
definidas por la ecuacion

X = A X

Sean Py @ polinomios homogéneos que definen a las curvas C y D, en las coorde-
nadas X. Si denominamos P; y @ a estos polinomios, en las coordenadas A}, entonces
Pz, yt,2t) =0y Qe(e, ye, 2¢) = 0 siy solo si (24, y¢, 2¢) € C y D respectivamente.

Sea Res(y, z) = Resp, g, (yt, ), la resultante de P; y Q; en estas coordenadas. Por
construccién, Res; es una familia paramétrica de polinomios homogéneos de grado nm,

yva que los cambios de variables preservan el grado de los polinomios. Por otro lado, la
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cantidad de raices distintas de R; (sin contar multiplicidad) es constante, porque las
raices de la resultante Res; se corresponden con los puntos de interseccién de C y D, y

estos no dependen de las coordenadas.

Para terminar con la prueba, nos resta ver que la multiplicidad también es constante.
Llamemos I,(C,D); a la multiplicidad de interseccion, en el punto p € C N D en las
coordenadas X;. Tenemos que como mapa I,(C,D); : [0,1] — Z.

Para cada t € [0, 1], el lema nos da que existe un entorno U; donde la cantidad
de raices (contando multiplicidad) de Resp es constante. Esto se traduce en que el mapa
I,,(C,D); es continuo. Como [0, 1] es conexo, entonces la imagen de I,(C, D); es un conexo

de Z, es decir, es constante.

En particular, cuando ¢t = 0 tenemos Xy = X’ y si t = 1 entonces X; = X, por lo
tanto 1,(C,D) = I,(C, D). O

Observacion 2.27. Recordar que si C y D son curvas proyectivas sin componentes
comunes y p € CND, entonces definimos I,,(C, D) de la siguiente forma:
- Elegimos coordenadas admisibles.

- Si en estas coordenadas p = |a,b, |, definimos

I,(C,D) = méx{k € Z: (bz — cy)* divide a la resultante Respg(y,2)}.

La siguiente proposicién nos da algunas propiedades que cumple la multiplicidad de

interseccion I,(C, D), que son de utilidad en lo que sigue.

Proposicion 2.28. Sean C y D curvas proyectivas. La multiplicidad de interseccion
I,,(C, D) satisface las siguientes propiedades:
1. I,(C,D) = I,(D,C).
2. I(C,D) =0 si y sélo sip ¢ CND.
3. Dos rectas proyectivas distintas se intersectan en un unico punto, con multiplicidad
de interseccion 1.
4. Si C1 y Co estdn definidas por polinomios homogéneos Py y Ps, respectivamente,

y C es la curva definida por
P(:U,y,z) = Pl(xayv Z)PQ(LU,:I/,Z),

entonces
IP(C7 D) = IP(Cl7 D) + IP(CQa D)7

para toda curva D.
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5. 8i C y D estdn definidas por polinomios homogéneos P y Q, de grados n y m
respectivamente, y £ estd definida por PR + @, con R un polinomio homogéneo

de grado m — n, entonces
IP(C7 D) = IP(C7 5)

DEMOSTRACION. 1. Intercambiar dos filas de una matriz, cambia el signo de su
determinante, por lo tanto Respg = 4= Resg p. Luego (bz — cy)k divide a Respg
si'y solo si (bz — ey)* divide a + Resg p, por lo que I,(C, D) = I,(D,C).

2. Supongamos p € CND: Si p esta en una componente comun entonces I,,(C, D) = oo
por definicién. Por otro lado, si p no esta en una componente comiin, realizamos el
procedimiento para este caso. Llamemos p = [a, b, c¢|. Como P(z,b,c) y Q(z,b,c)
son polinomios en C[z], por el lema tenemos que la resultante Respg no
es idénticamente nula (en caso contrario C y D tienen una componente comun).
Entonces debe existir k > 1 tal que (bz — cy)* divide a Respq.

3. Por el Teorema de Bézout, en su version débil (Teorema , si Cy D son
rectas proyectivas entonces #C N'D < 1. Por otro lado, el Teorema [2.15] implica
1 <#CND, de donde #CND = 1.

Sea p el tinico punto en CND. Si P y @ son los polinomios que definen a C y D,
respectivamente, entonces P(z,y,2) = ax + fy+vzy Qx,y,z) = ax + By + 7z,
con a # 0 # @&, de donde

By+vz «

are al|” (aB - aB) 2 — (a7 - an)v.

Respq(y, 2) = '

Luego I,(C,D) = méx{k € Z : (bz — cy)* divide a la resultante Respg(y,2)} =
1.

4. Sea @ el polinomio que define a D, P; y P» los polinomios respectivos que definen
a Cy y Ca. Por el lema 2.12}

Resp, p,,q = £ Resq,p p, = £ Resq p, Resg,py,

el resultado sigue.

5. Sumarle a una columna un multiplo de otra no cambia el determinante. Luego,
la resultante Resp pr+q, es el determinante de una matriz (s;5) que se obtiene
de una matriz (75;) (que define a Respg) sumando un miltiplo adecuado de

las primeras n columnas a las tltimas m. En efecto, si R(x,y,2) = po(y,2) +
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p1(y, 2)x + ...+ pn_m(y, )"~ ™, entonces
Tij si 1 <m
(sij) = i—n o
rij + Zk:ifm Pi—n—kTkj S 1>m

Por lo tanto, el resultado se desprende de:

Resp pr1q(y, z) = det(s;j) = det(r;j) = Respg(y, 2).

Si C y D tienen componentes en comiin, las demostraciones de las partes 1 y 2 siguen
siendo validas. En la parte 3 no hay nada que probar, pues si dos rectas proyectivas
tienen una componente en comin, entonces son iguales.

Las partes 4 y 5 se prueban de forma analoga. Para probar 4, si Py = H151, Po = 2.5,
donde S; y Sy definen la curva comin de los pares C1, D y Co, D, respectivamente,

entonces Hy U Hy es la curva comun del par C, D.

Para probar 5 hacemos algo similar, si C y D tienen una componente en comun,
entonces existen polinomio A,B,S € C[z,y,z] tal que P = AS y Q = AS. Luego
PR+ @ = (AS)R+ BS = (AR + B)S, entonces £ y C también tienen una componente
en comun. Sean C; y & las curvas obtenidas al remover las componentes comunes de
los pares C,D de C y C, €& de &, respectivamente. Luego las curvas C;,D y &£ no tienen
componentes comunes, por lo que la misma prueba funciona. Finalmente, por definicién

IP(CaD) = Ip(clap) y IP(C75) = Ip(cﬂgl)' U

Veamos a continuacion la demostracion del teorema de Bézout (teorema [2.1)):

DEMOSTRACION. Sean C y D curvas proyectivas sin componentes en comun de grado

n y m respectivamente. Tenemos que probar que
Z I,(C,D) = nm.
peCND

Mediante una transformacién proyectiva podemos suponer que estamos en un sistema
coordenado admisible. Sean P y @ polinomios que definen a C y D en este sistema
coordenado. Por los lemas y tenemos que la resultante Resp g es un polinomio
homogéneo de grado nm (en particular no idénticamente nulo porque C y D no tienen
componentes en comun). Por el lema se puede expresar como el producto de nm
factores lineales, es decir

k

Respg(y,z) = H(ciz —biy)“ talque ey +...+ep=nm,
i=1
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donde (b;, ¢;) no es un multiplo escalar de (b;, ¢;) si i # j. Por el argumento usado para
probar el teorema [2.15] y el teorema [2.16] tenemos que existen nimeros complejos a; € C
tales que

CND= {[Cbi,bi,ci] 01 S /) S k}
Si anotamos p; = [a4, b;, ¢;], entonces I, (C, D) = e;, por lo tanto

k k

Z I,(C,D) = pri(C,D) = Zei = nm.
i=1 i

peCND =1

Veamos algunos resultados adicionales sobre la multiplicidad de interseccion.
Lema 2.29. Sip € CND es un punto singular de C, entonces I,(C,D) > 1.

DEMOSTRACION. Podemos asumir que p no pertenece a una componente comun de
C y D, pues en ese caso I,(C,D) = oo y el resultado es cierto. Elijamos un sistema de
coordenadas admisibles tal que p = [0,0, 1]. Queremos probar que 32 divide a la resultante

Resp g, donde Py @ son polinomios que definen a C y D.

Como p € Sing(C) tenemos que

oP opr
0 (0:0:1) = 5(0,0,1) = P(0,0,1) =0.

Por lo tanto los monomios de P en las variables z e y son de grado al menos 2 (de lo
contrario las derivadas parciales respecto a x e y serian constantes, posiblemente no

nulas). Podemos pensar a P € Cly, z][z], de donde:
P(z,y,2) = ao(y, 2) + a1(y, 2)z + ... + an(y, 2)z".

Como P(0,0,1) = 0 entonces ap(0,1) = 0 de donde y divide a ag(0,1). Como ademés
%—I;(O,O, 1) = 0, entonces %—‘Z)(O, 0,1) =0, de donde y también divide a %f, por lo tanto
y? divide a ag(y, ). Por otro lado, como 0 = %—5(0,0, 1) = a1(0,1) entonces y divide a
ai (y) Z)'

Si también pensamos a @ € Cly, 2][z], podemos escribir

Q(Z’, Y, Z) - bO(yv Z) +ot bm(y, Z)xm
Como 0 = Q(0,0,1) = by(0, 1), entonces y divide a by(y, z), por lo tanto podemos escribir

bo(y, 2) = boryz""" + oy, z) ¥y bi(y,2) =bio2™ " +yei(y, 2),
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donde c¢y(y, 2) y ¢1(y, z) son polinomios homogéneos, posiblemente nulos.

Si bg1 = 0, entonces la primera columna del determinante que define a la resultante

Resp g es divisible por y? y por lo tanto y? divide a Res PQ-

Por otro lado, si by # 0, entonces la primera columna del determinante es divisible
por y. En este caso, si sacamos de factor comiin y y restamos Zé—(l’ veces la primera columna
de la segunda columna, obtenemos que la segunda columna es también divisible por vy,

luego y? divide a Res PQ- ([

Proposicion 2.30. Sean C y D dos curvas proyectivas y p un punto en C N'D. Entonces
I,(C,D) =1 si y solo sip ¢ Sing(C) U Sing(D) y las rectas tangentes a C y D en p son

distintas.

DEMOSTRACION. Si p pertenece a una componente comtn de C y D, entonces la
proposicién es trivialmente valida, pues ninguna de las afirmaciones pretendidamente
equivalentes se cumple. Entonces podemos asumir que C y D no tienen componentes en
comun. Elijamos un sistema de coordenadas admisible tal que p = [0, 0, 1]. El corolario
implica que p ¢ Sing(C) U Sing(D). Sean P,(Q € Clz,y, z] polinomios homogéneos
que definen a C y D, respectivamente, en estas coordenadas. Queremos ver entonces que
las rectas tangentes a C y D coinciden en p si y solo si y? divide la resultante Res ro(y,2),
lo cual sucede si y sélo si

ORespg
dy

ya que Respg(y, z) es un polinomio homogéneo divisible por y.

(O’ 1) =0,

Por otro lado, como estamos en un sistema de coordenadas admisibles, el punto [1, 0, 0]

no pertenece a la recta tangente a C en p = [0, 0, 1], que esta dada por

oP OP oP
—_— 1 —_— 1 e 1)z =0.
5 (0,0,1)x + 3y (0,0,1)y + 9 (0,0,1)z=0
Entonces
oP
e 1 .
o (0,0,1) #0

Luego, si aplicamos el teorema de la funciéon implicita para polinomios complejos a
P(x,y,1) en (0,0), obtenemos una tnica funcion holomorfa \; : U — V', donde U y V'

son entornos de 0 € C, tal que

P(Al(y)ayv 1) =0, A1 (0) =0.



2. MULTIPLICIDAD DE INTERSECCION 35

Ademas, si x € V e y € U, entonces
P(x,y,1) =0 siysolosi z=M\(y).

Mas atin,
P(Z‘,y7 1) = (I‘ - Al(y))l(:z,y),

para algtn polinomio [(z,y) en x cuyos coeficientes son funciones holomorfas en y, y
ademés 1(0,0) # 0. A menos de multiplicar por una funcién holomorfa en y, podemos
asumir que el coeficiente de ™ en P(x,y, z) es 1. Entonces

n

Wa,y) = [ [z — Xw)),

=2
donde A1(y),...,A2(y) son las raices de P(z,y,1), pensado como un polinomio en = con

y fijo.

Por otro lado, como p tampoco es un punto singular de D, entonces podemos repetir lo
anterior con @, obteniendo asi otros entornos U’, V' y otra funcion holomorfa py : U' — V’

tales que
Qi (y),y,1) =0, m(0)=0,

y ademds (nuevamente podemos asumir que el coeficiente de ™ en Q(x,y,1) es 1)

m

Qz,y,1) = (z — m(y)m(z,y) con m(z,y)=[[(= - m®),
i=2
donde p1(y), ..., pum(y) son las raices de Q(z,y, 1), pensado como polinomio en x con y

fijo.

SiU=UnNU yV=vVnV'y restringimos Ap, p1 : U — V tenemos que se cumplen
ambas propiedades a la vez. Luego, las rectas tangentes a C y D en p = [0,0, 1] estan

definidas por las ecuaciones

=My v z=p(0)y.

Si y € U, entonces por el lema tenemos que
Respq(y,1) = (m(y) = M(y) S(y), donde S(y)= [ (m(y) —X®).
(6:5)#(1,1)

Como cada p; y Aj son funciones holomorfas en y, entonces S(y) es una funcion holomorfa

enyeU.
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Evaluando en (0,1) la derivada de Resp(y, 1) respecto a la variable y, obtenemos
OResp,
TRSRD(0,1) = (44(0) = X(0)) 50) + (11(0) ~ M(0) S'0) = (45(0) ~ X,(0)) S(O),
ya que p1(0) =0 = A;(0).

Por otro lado, como %—5(0, 0,1) # 0, el polinomio P(x,0,1) no puede tener raices en 0

de orden mayor a 1, por lo que si ¢ > 1, entonces
Ai(0) # 0 = 111 (0) y 11(0) # 0 = A1 (0).

Mas atn, si \;(0) = p;(0) para algunos 4,j > 1, entonces los puntos [0,0,1] y
[Ai(0),0,1] = [1;(0),0, 1] son puntos distintos de CND que estan en la misma recta y = 0,
y por lo tanto estan alienados. Esto no puede suceder porque estamos en un sistema de
coordenadas admisible. Por lo tanto, S(0) # 0.

Por lo anterior,
ORespg

dy

es decir I,(C,D) > 1 si y solo si las rectas tangentes a C y D en el punto p coinciden. [

(0,1) = 0 <= X(0) = p1(0),

Corolario 2.31. Sean C y D dos curvas proyectivas de grados n y m respectivamente.
Si todo p € CN'D cumple que p ¢ Sing(C) U Sing(D) y las rectas tangentes a C y D en p

son distintas, entonces C N'D consiste en exactamente nm puntos.

DEMOSTRACION. Como todo p € CN'D cumple que p ¢ Sing(C) U Sing(D) y ademas
las rectas tangentes a C y D en p son distintas, entonces por la proposicion tenemos
que

I,(C,D)=1 paratodo peCnND.
Luego, si aplicamos el teorema de Bézout (teorema tenemos que C y D se intersectan
en exactamente nm puntos contando multiplicidad, por lo que

nm= Y L(CD)= Y 1=#CND.

peCND peCND



Capitulo 3

Propiedades topolbgicas de las curvas proyectivas

En este capitulo, explicaremos, sin demostracion, el resultado que dice que toda
curva algebraica proyectiva sin singularidades es homeomorfa a una superficie topologica
(compacta pues las curvas proyectivas lo son), introduciremos el concepto de cubrimiento
ramificado y estudiaremos algunas de sus propiedades, para finalmente probar la llamada

férmula del género-grado que nos dice:

Teorema 3.1 (Férmula de género-grado). Si C es una curva proyectiva no singular

en Py de género g y grado d entonces

g=5d-1)(d~2)

A partir de esta férmula, tenemos, por ejemplo, que si P es un polinomio homogéneo
lineal (de grado 1) entonces la curva proyectiva que define es homeomorfa a una superficie
de género 0, es decir una esfera. Lo mismo sucede para polinomios cuadraticos. Por
otro lado, si P tiene grado 3 (por ejemplo P(z,y, z) = 2 + y3 + 2%) entonces la curva
proyectiva definida por este polinomio es homeomorfa a una superficie de género 1, es

decir un toro.

1. Cubrimientos ramificados de P;

Si tenemos una curva proyectiva no singular C definida por un polinomio homogéneo
P de grado d > 1, entonces aplicando una transformaciéon proyectiva podemos suponer
que [0,1,0] ¢ C, por lo que el mapa ¢ : C — Py dado por ¢([z,y,z]) = [z, 2] esta bien
definido.

Veamos un ejemplo:

Ejemplo 3.2. Sea C la curva proyectiva definida por P(z,y,z) = y*> — xz. Tenemos
[0,1,0] € C ya que P(0,1,0) =1 # 0, entonces el mapa ¢ : C — Py dado por ¢([z,y,z]) =
[x, 2] estd bien definido y ademds es sobreyectivo.

37



38 3. PROPIEDADES TOPOLOGICAS DE LAS CURVAS PROYECTIVAS

Por otro lado, si [z,2] € Py entonces ¢~ ([, 2]) = {[z,y, 2], [z, —y, 2]} consiste en

exactamente dos puntos, a no ser que x o z sean nulos.

Una mapa como este ¢ se dice que es un cubrimiento doble de P ramificado sobre
[1,0] y [0,1]. Por otro lado, los puntos en C cuyas iméagenes son [1,0] o [0, 1] son, como
veremos, puntos de ramificacion de ¢.

El objetivo de esta seccion es ver que si C es una curva proyectiva no singular de
grado d > 1 en Py entonces podemos ver a C como un cubrimiento ramificado de Py, asi
como que si elegimos coordenadas apropiadas en P2, entonces la cantidad de puntos de
ramificacion es exactamente d(d — 1), donde d es el grado de C. Esto altimo nos sera tutil
para la demostraciéon de la féormula de género-grado.

En toda esta seccién C es una curva proyectiva no singular.

Definiciéon 3.3. Definimos el indice de ramificacion vy(la,b,c]) de ¢ en un punto
[a,b,c] € C como el orden del cero del polinomio P(a,y,c) en y = b. Decimos que

el punto [a,b, c] es un punto de ramificacion de ¢ si vg([a,b,c]) > 1.
En el ejemplo anterior vimos que si [a, b, ¢|] € C con a y ¢ no nulo entonces vg[a, b, | = 2.

Observacion 3.4. 1. Tenemos que vyla,b,c] >0 siy sdlo si[a,b,c] € C.

2. vgla,b,c] > 1 si y sdlo si P(a,b,c) = 0 = %—S(a, b,c), es decir si y sdlo si
[a,b,c] € C y ademds la recta tangente a C en [a, b, c] contiene el punto [0,1,0] (ya
que el polinomio que define la recta tangente no tiene monomio con la variable
y)

3. vgla,b,c] > 2 si y sdlo si P(a,b,c) =0= %—ij(a,b, c) = %27];(@, b,c), es decir siy
sélo si [a,b,c] es un punto de inflexion de C y la recta tangente a C en [a,b, c]

contiene al punto [0,1,0].

Veamos ahora un lema que nos dice cudntos puntos tiene la preimagen del mapa ¢:

Lema 3.5. i [a,c] € Py entonces el conjunto ¢~1([a,c]) contiene evactamente
i- Y ) -1
ped~([arc))

puntos, en particular $~'([a,c]) contiene ezactamente d puntos si y sélo si ¢~1([a,c]) no

contiene puntos de ramificacion de ¢.
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DEMOSTRACION. Tenemos que un punto [z, y, z] pertenece a ¢~!([a, c]) si y solo si es
de la forma [a, b, c] con P(a,b,c) = 0. Por hipotesis, [0,1,0] ¢ C (es decir P(0,1,0) # 0),
podemos asumir entonces que P(0,1,0) = 1, de donde P(a,y,c) es un polinomio ménico
de grado d en la variable y. Por lo tanto, como C es un cuerpo algebraicamente cerrado,

tenemos que

P(a7y7c) = H (y - b%)mz

1<i<r
donde by, ..., b, son todos complejos distintos y my1,...,m, € ZT son tales que m1+...+

m, = d. Luego
o a,c]) = {[a, b, c] : 1 <i<r}

y ademas vgla, b;, c] = m;. Finalmente

d— > (wp)-D=d- > vsp)+ 1

p6¢_1([a,0]) pE(b_l([a,CD p6¢_1([a,c])
=d— Z m; + Z 1
i=1 €S~ ([a,c))
=d—d+ > 1
p€P~1(lasc])
= #(ﬁil([av C])

O

Definicion 3.6. Si C es una curva proyectiva no singular de grado d > 1, diremos que
¢ : C — Py, definido como antes, es un cubrimiento ramificado de P1. Si R es el conjunto
de puntos de ramificacion de ¢, entonces diremos que ¢(R) es el lugar de ramificacion
de ¢.

En la seccién anterior probamos el teorema de Bézout (teorema [2.1]) y su version
débil (teorema [2.16)), ambos nos permitiran demostrar el siguiente lema. Este es de vital
importancia para probar la féormula de género-grado, la cual es una pieza fundamental en

la demostracion del teorema de Riemann-Roch.

Lema 3.7. Si P tiene grado d entonces:

1. ¢ tiene a lo sumo d(d — 1) puntos de ramificacion.
2. Sivg(la,b,c]) <2 para todo [a,b,c] € C, entonces C tiene exactamente d(d — 1)

puntos de ramificacion.
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DEMOSTRACION. 1. Como C es no singular entonces por el corolario [2.17] es
irreducible. Por hipétesis [0, 1,0] ¢ C entonces el coeficiente P(0,1,0) de y? en
P(x,y,z) es no nulo y por lo tanto el polinomio homogéneo a—P(:z: Y, 2) Nno es
idénticamente nulo y tiene grado d — 1.

Como el grado de P es mayor al grado de %—5, entonces P no puede dividir
a %—I; y por lo tanto no tienen componentes en comun. Por lo tanto la parte (1)
sigue del teorema de Bézout débil (teorema , ya que por la observacion
[a, b, c] es un punto de ramificacion si y solo si [a, b, c] € C ND, siendo D la curva
definida por %1;, y por Bézout débil #CND < d(d — 1).

2. Supongamos que vgla,b,c] < 2 para todo [a,b,c] € C. Por el corolario M
(el cual es un corolario del teorema de Bézout) nos alcanza con probar que si
[a,b,c] € R =CND entonces [a,b,c] es un punto no singular de D y las rectas
tangentes a C y D en [a, b, ¢| son distintas.

Supongamos por absurdo que no es el caso. Entonces [a, b, c] satisface que
P(a,b,c) =0= aP(a b, c) porque [a,b,c] € CND,y el vector

(82P(a b, c), & 2B (a,b,c),2 ayz P(q b c)) es nulo o un multiplo escalar de

oyzx Oy?
opP oP oP
(81‘ (a,b,c), 9y —(a, b, ¢), P —(a, b, c)) .

Esto implica que

oP 0?P

P(G,b,0> =0= 7(@,[), ) 8yy

oy —(a,b,0),

lo cual, por la observaciéon equivale a vy[a, b, c] > 2, lo cual contradice la tesis.
O

Es interesante que si C es una curva proyectiva no singular entonces siempre podemos

conseguir que se cumpla la segunda condicién del lema anterior. Més precisamente:

Lema 3.8. Aplicando una transformacion proyectiva adecuada a C podemos asumir que

vgla,b,c] < 2 para todo [a,b,c] € C.

DEMOSTRACION. Por la proposicion la curva C tiene solo una cantidad finita
de puntos de inflexion (a lo sumo 3d(d — 2)). Entonces aplicando una transformacion
proyectiva apropiada podemos asumir [0, 1, 0] no pertenece a C ni a ninguna recta tangente
a C en estos puntos de inflexion. Finalmente el resultado se deduce de la observacion
parte 3. O
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2. Demostracién de la féormula de género-grado

En esta seccién usaremos los resultados de cubrimientos ramificados para probar que

1

g=5(d-1)(d-2),

donde g es el género de la curva y d su grado. Lo primero que tenemos que hacer es dar

una definicién precisa de género y con este fin introduciremos las triangulaciones. Sea
A={(z,y) eR*:2>0,y >0,z +y <1},
el tridngulo en R? de vértices (0,0), (1,0) y (0,1).

Definicion 3.9. Sea C una curva proyectiva no singular en Py. Una triangulacion de C

queda determinada por:

1. Un conjunto finito V # 0 de puntos llamados vértices,
2. Un conjunto finito E # () de mapas continuos e : [0,1] — C llamados aristas,
3. Un conjunto finito F # () de mapas continuos f : A — C llamados caras,
que satisfacen:
a) V={e(0):ec E}U{e(l):e€ E}, es decir "los vértices son los bordes de
las aristas”.
b) Si e € E, entonces la restriccion de e al abierto (0,1) es un homeomorfismo
sobre su imagen en C, y esta imagen no contiene puntos de 'V ni de la imagen
de cualquier otro é € F.
¢) Si f € F, entonces la restriccion de f al interior (abierto) A de A es
un homeomorfismo sobre alguna componente conera Ky de C — T donde

I'= U e([0,1]). Ademds sir:[0,1] — [0,1] y o; : [0,1] = A estdn definidas

ecE
por

rt)=1—t o1(t)=(t,0) o92(t)=1—tt) o3(t)=(0,1-1)
entonces foo; 6 foo;or es una arista ezj} € E parai=1,2,3
d) El mapa f — Ky es una biyeccion
e) Para todo e € E, existe una tnica cara fI € F tal que e = fF o 0; y una

unica fo € F tal quee = f; oo;or

A partir de esto, podemos definir un invariante topolégico muy conocido:

Definicion 3.10 (Caracteristica de Euler). Dada una triangulacion, su caracteristica

de Fuler es
X =#V — #E + #F.
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Teorema 3.11. La caracteristica de Fuler de una triangulacion depende solo de la curva

C y no de la triangulacion en si.

Una demostracion de este resultado se puede encontrar en el anexo C.2 de [1].
La caracteristica de Euler, por ser un invariante de la curva, nos permite dar una

definicién precisa del género de la misma:

Definicion 3.12. El género de una curva proyectiva no singular C es

1

g=52-x(0).

Esta definicion tiene sentido en virtud del teorema [3.11] que nos dice que la caracteris-

tica de Euler solo depende de la curva C y no de la triangulacién elegida.

Lema 3.13. Sea {p1,...,pr} un conjunto con al menos tres puntos en Pi. Entonces
existe una triangulacion de Py con p1,...,pr como vértices, con 3r — 6 aristas y 2r — 4
caras.

DEMOSTRACION. Haremos induccién en r > 3.

Si r = 3, por el lema[I.12) tenemos que existe una transformacion proyectiva que lleva
2 . 4.
pral, pyae3™ypsaes™ Luego, podemos unir estos tres puntos por arcos de S ¢ C

(ver figura 3,1).

FiGura 2.1. Los puntos 1, esm y 3™ unidos por arcos de S en C.

Si consideramos la transformaciéon proyectiva z — %, entonces el exterior de S! junto
al punto en el infinito son mapeados al interior de S'. Como hay un homeomorfismo
A {z € C:|z] <1} que lleva los vértices del triangulo A a 1, L y e%m, y lleva las
aristas de A a los segmentos apropiados de S!, entonces tenemos una triangulacion de Py

con tres aristas (3 =3 x 3 —6) y dos caras (2 =2 x 3 —4) cuando r = 3.
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Sea ahora r > 3 y supongamos que tenemos una triangulacion con {pi,...,pr—1}

como vértices, 3(r —1) —6 = 3r — 9 aristas y 2(r — 1) —4 = 2r — 6 caras.

Si p, esta en el interior de alguna cara f (es decir si p, € f(A)) entonces podemos
agregar tres aristas que unen p, con cada uno de los vértices de la cara f (ver figura
3,2). Obtenemos asi una nueva triangulacién con un vértice extra p,, tres aristas extras
(las que agregamos) y la antigua cara f ahora dividida en tres caras. Por lo tanto ahora
tenemos (r — 1) + 1 = r vértices, (3r —9) +3 =3r — 6 aristas y (2r —6) +2=2r — 4

caras.

FIGURA 2.2. Situacién cuando p, esté en el interior de alguna cara f € F.

Si p, no estd en el interior de una cara, entonces estad en alguna arista (es decir
pr =e(t) para algin e € E y t € (0,1), podemos asegurar que ¢t # 0 y t # 1 pues si no p,
serfa un vértice que ya teniamos). Podemos reemplazar la arista e por dos nuevas aristas,
donde una une e(0) con e(t) y otra une e(1) con e(t), y agregar dos aristas mas uniendo p,
con los vértices restantes de la caras f.f y f.. Tenemos entonces una nueva triangulacién
con un vértice extra p,, dos aristas extras, una antigua arista e dividida en dos, y dos
viejas caras reemplazadas por dos nuevas. Entonces ahora tenemos (r — 1) 4+1 = r vértices,
(3r —9) +3 =3r — 6 aristas y (2r — 6) + 2 = 2r — 4 caras. O

F1GURA 2.3. Situacién cuando p, estd en alguna arista e € E.
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Proposicion 3.14. Sea C = {[z,y, 2] € Py : P(z,y,2) = 0} una curva proyectiva no
singular tal que [0,1,0] ¢ C y sea ¢ : C — Py el cubrimiento ramificado definido por
oz, y, 2] = [z,2]. Si (V,E,F) es una triangulacion de Py tal que el lugar de ramificacion
H(R) estd contenido en V, entonces existe una triangulacion (V,E,F) de C tal que
V=¢"(V),
E={e:]0,1] = C:é es continua y poé € E},
F:{f:A%C:fes contmuayéofeF}.
Mads atin, si vy(p) es el indice de ramificacion de ¢ en p € C y d es el grado de la

curva, entonces

#V = d#V =Y (ve(p) — 1),

PER
#E = d#E,
#F = d#F.

Veremos la demostracion de esta proposicion méas adelante (en la pagina .

Teorema 3.15. Sea C una curva proyectiva no singular de grado d en Py. Sir € ZT
es tal que r > méx{d(d — 1), 3}, entonces C admite una triangulacion con rd — d(d — 1)

vértices, 3(r — 2)d aristas y 2(r — 2)d caras.

DEMOSTRACION. Sea P un polinomio homogéneo de grado d que define a C. Por el
lema [3.8] aplicando una transformacién proyectiva adecuada, podemos asumir que el
mapa ¢ : C — P; dado por @[z, y, z] = [z, 2] esta bien definido (es decir [0,1,0] ¢ C) y
ademés vy[a,b, ¢] < 2 para todo [a,b, ] € C.

Por el lema ¢ tiene exactamente d(d — 1) puntos de ramificacion (es decir #R =
d(d—1)).Por otro lado, de acuerdo al lema[3.13] si 7 > max{d(d—1), 3} podemos encontrar
una triangulacion (V, E, F) de Py tal que ¢(R) CV, #V =r, #E =3r—6=3(r—2) y
#E =2r —4=2(r —2).

) es la triangulacion de C dada por la proposicion 3.14] tenemos

Finalmente, si (V, E,
2)d, #F = d#F = 2(r — 4)d y como v¢(p) = 2 para todo p en R,

#E = d#E = 3(r —
concluimos que
#V =rd — #R
=rd—d(d-1).
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Como corolario inmediato tenemos
Corolario 3.16 (La férmula de género-grado). La caracteristica de Euler x y el

género g de una curva proyectiva no singular de grado d en Py estan dados por

x=d(3-d), g=5d-1)(d-2)

DEMOSTRACION. La curva C admite una triangulacion con rd — d(d — 1) vértices,

3(r — 2)d aristas y 2(r — 2)d caras, de donde la caracteristica de Euler de C es
x =d(3—d).
Por otro lado, por definicién g = (2 — y). Entonces
1
9= 1@ -d3-a)
1
=—(d—-1)(d-2)
2
O

Observacion 3.17. Las curvas de grados 1,2,3 y 4 tiene género 0,0,1 y 3, por lo que
no podemos consequir que el género sea 2. En principio esto no quiere decir que no haya
curvas proyectivas de género 2, si no que estds tienen que tener singularidades o no ser

planas. El lector interesado puede consultar el capitulo 7 de [1].

Para terminar esta secciéon veamos la demostraciéon de la proposicion [3.14k
DEMOSTRACION. Tenemos que probar que V, E v F definidos como
V=0"1(V),
E=1{é:[0,1] = C:éescontinuay ¢poéc E},
F:{f:A%C:fes continuayd)ofEF},

cumplen la definiciéon de triangulacion (definicion [3.9) y ademas que cumplen que si vy (p)

es el indice de ramificacion de ¢ en p € C y d es el grado de la curva entonces

HV = d#V = (vs(p) - 1),

pPER
#E = d#E,
#F = d#F.
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Por los lemas |§| y |§| del apéndice, si f € F, p € Cy ¢(p) = f(t) para algin
te A —{(0,0),(1,0),(0,1)} entonces existe un tinico mapa f : A — C continuo tal que

pof=f vy ft)=p

Luego, por el lema 3.5 tenemos que #¢~1(f(t)) = d (ya que f(t) ¢ ¢(R)). Entonces por
cada f € F existen exactamente d mapas continuos f : A — C tales que ¢o f = f € F,

es decir
#F = d4F.

Por otro lado, si V' es el conjunto de vértices de la triangulacién en Py, entonces

C—o¢ ' (V) =9 {f(t): f € F,t € A={(0,0),(1,0),(0,1)}}
= {f(t) : f € F7t €A {(070)7 (170)7 (07 1)}}3

la tltima igualdad es porque ¢ o f = f. En particular, si G = Ufepf(A) entonces
C— ¢ (V) C Gy por lo tanto es denso en C, pues ¢~ (V) es un conjunto finito por el
lema [3.5

Por otro lado, como A es compacto y f es un mapa continuo, entonces f (A) es
compacto, por lo tanto también lo es GG, entonces G es cerrado y denso en C, de donde
G = C. Entonces

¢ ' (V) ={f(t): f € F,t €{(0,0),(1,0),(0,1)}}.

Luego, si f € F entonces ¢o f € F y por lo tanto ¢o foo; € E o bien ¢po foo;or € E
(con o; y r como en la definicion parte ¢). Si f € F deducimos que f oc; € F o bien
fooiore E. Ahora, si t € {(0,0),(1,0),(0,1)} entonces

ft) e {e(0):ée E}U{e(l):é€ E}.
Luego
o1 (V)=1{e(0): e E}u{é(1):é€ E},
y por lo tanto se cumple (1) de la definicion

De los lemas [0] y [6] del apéndice, deducimos que si e € E, p € C y ¢(p) = e(t) para
algtn t € (0,1), entonces existe un tnico mapa continuo € : [0,1] — C tal que ¢poé =e.
Ademas, por el lema |§| la restriccion de € al abierto (0,1) es un homeomorfismo sobre su
imagen en C. Por unicidad de é se cumple (2) de la definiciéon
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Por otro lado,

¢ He(t):ee E,t e (0,1)} ={é(t): é€ E,t € (0,1)}.

Sean
[ = Ueepe([0,1]) =V U{e(t):e€ E,t € (0,1)} y I'=uU._zé([0,1]).
Tenemos

p 1) = L (V)U{élt): e E,t € (0,1)} =T.
Luego, por el lema sit€ (0,1)y e € E entonces ¢~ 1(e(t)) consiste en exactamente
d puntos de C (porque e(t) ¢ ¢(R)). Entonces por cada mapa continuo e : A — P; hay

exactamente d mapas continuos € : A — C tales que ¢ o € = e, de donde

HE = d#E.

Por el lema |§| del apéndice, si f € F, entonces f |4 es un homeomorfismo sobre su
imagen en C, la cual es una componente conexa de ¢~ 1(f(A)) (con ¢o f = f). Como f(A)
es una componente conexa de P; — I entonces f (A) = I(f (A)) es una componente

conexa de

o '(P-T)=C—9¢ '(I)=C—T,
luego se cumple (3) de la definicion

Por tltimo, nos queda ver que

#V = d#V = (velp) — 1),

PER
lo que es consecuencia del lema ya que ¢(R) C V. O






Capitulo 4

Superficies de Riemann y divisores de curvas proyectivas

1. Superficies de Riemann

En este capitulo veremos que las curvas proyectivas son una clase especial de superficies
reales, las llamadas superficies de Riemann, y veremos que podemos definir sobre las
curvas proyectivas funciones holomorfas y meromorfas, asi como también diferenciales

holomorfos y meromorfos.

Definicion 4.1. Una superficie (topoldgica) es un espacio topolégico Hausdorff S que
es localmente homeomorfo a R?, es decir cada punto a € S tiene un entorno que es

homeomorfo a un abierto de R?.

Observaciéon 4.2. Como R? y C son homeomorfos, podemos pensar que un espacio
topologico Hausdorff S es una superficie si cada punto a € S tiene un entorno que es

homeomorfo a un abierto de C. Esto nos permitird darle mds estructura a la superficie.

Definicion 4.3. Decimos que un homeomorfismo ¢ : U C S — V C C es una carta en S

y que un atlas ® de la superficie S es una coleccion de cartas de S

O={pq:UpoCS—V,CC:aec A} talque S = UUO“
a€cA

donde A es un conjunto de indices.

Si tenemos dos cartas ¢o : Uy = Vo ¥ ¢ : Ug — Vp entonces ¢, (U, NUg) es un
abierto en V,, C C.

Definicion 4.4. Si ® = {¢y : U, C S =V, CC: v € A} es un atlas de S entonces los

homeomorfismos

bap = dp 0 by d5 (Ua NUs) = da (Ua NUp)

se llaman funciones de transicion del atlas. Diremos que un atlas es holomorfo si todas
las funciones de transicion son holomorfas.

49
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Definicion 4.5. Si S es una superficie con un atlas holomorfo, diremos que S es una

superficie de Riemann.

Ejemplo 4.6. 1. Si S = U es un abierto de C entonces el mapa identidad {1y :
U — U} es un atlas holomorfo en U.
2. Sean S = CU {0} y

[:Up=58\{cc} CS—=C definida por f(z) = z,

1
g:Uys=8\{0} €S = C definida por g(z) = =

donde entenderemos que g(oco) = é = 0. Veamos que ® = {f,g} es una atlas
holomorfo sobre S.

Tenemos que
UruUy = (C\{oo})U(C\{0}) = CU{oo} =S yademds UrnUy; =S\ ({0} U{o0}).

Luego
b =1Fog ™) =9(z) = 1,

es una funcion holomorfa en Uy, NUg C C. Por otro lado
1 1

Gor =90 f(2)=9(x) = —.

Entonces ambos mapas de transicion son funciones holomorfas en un abierto de

C por lo que ® es un atlas holomorfo.

A esta superficie S = CU {00} se la conoce como la esfera de Riemann.

En este trabajo, la mayor fuente de ejemplos de superficies de Riemann son las curvas

algebraicas complejas no singulares:

Proposicién 4.7. Si C es una curva algebraica en C? definida por un polinomio P(z,y),

entonces C\ Sing(C) admite un atlas holomorfo.

DEMOSTRACION. Supongamos que (a,b) € C y que

oP
a—y(a, b) # 0.

Por el teorema de la funcién implicita tenemos que existen entornos V'y W en C de a y b,

respectivamente, y una funcién holomorfa g : V. — W tal que si z € V e y € W entonces

P(r,y) =0<+=y = g(x).
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Por otro lado, como C\ Sing(C) es un conjunto abierto de C (pues Sing(C) es un conjunto
cerrado), si elegimos V' y W lo suficientemente chicos podemos asumir que U = {(z,y) €
C:x € V,y € W} es un entorno abierto de (a,b) € C?\ Sing(C). Luego la proyeccion en

la primera coordenada
¢:U—V definida por ¢(z,y) ==z

es una funciéon continua con inversa continua (a saber z — (z, g(x)).

De manera similar, si %—5(61, b) # 0, entonces existe un entorno U C C\ Sing(C) de

(a,b) tal que el mapa
¥ :U — C definido por ¥(z,y) =y
es un homeomorfismo sobre un abierto V' C C con inversa y — (h(y),y).

Por lo tanto, la coleccién de todas las funciones del tipo ¢ y v descrito arriba forman
un atlas de C\ Sing(C), ya que en cada punto (a,b) € C\ Sing(C) podemos encontrar al
menos uno de estos mapas. Nos queda ver que el atlas es holomorfo, es decir, que las
funciones de transicién son holomorfas.

Las funciones de transicion son la identidad (cuando tomamos ¢o = ¢35 = ¢ o

$a = ¢ = 1) o bien alguna de las composiciones

2 (z,9(2)) B g(x),

y = (h(y),y) 2 h(y).

Como ¢ y 1 son funciones holomorfas (pues provienen del teorema de la funcion implicita),

entonces las composiciones anteriores son holomorfas. O

Tenemos un resultado similar para curvas proyectivas, el cual es de més interés para
nosotros, puesto que en el teorema de Riemann-Roch las curvas que nos interesan son las

curvas proyectivas en Ps.

Corolario 4.8. Si C es una curva proyectiva en Py definida por un polinomio homogéneo

P € Clz,y, z], entonces C\ Sing(C) admite un atlas holomorfo.

DEMOSTRACION. Aplicando una transformacién proyectiva podemos suponer C #
{z=0}.Sea F:=CNn{z=0}={p1, - ,pr}.

El polinomio P(z,y, 1) define una curva en Us = C?, y por lo tanto la proposicién
garantiza la existencia de un atlas holomorfo ®3 = {¢ : C — C} de C N Us\ Sing(C).
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Por otro lado, FF C UgUUj. Si p € F, entonces p es un punto no singular de las curvas
definidas en Uy o Uy por P(1,y,z) =0 o P(x,1,z) = 0, respectivamente. Razonando de
forma analoga a la demostracion de la proposicion [4.7] el Teorema de la funciéon implicita
nos dice que existe un entorno U, de p y una funcion holomorfa ¢, : U, — C, que es

alguno de los siguientes

ISEIAS

SRS
AR\
< |8
SHESS

con inversas respectivas

¢ = [1, g(w), wl, [9(w), w, 1], [g(w), 1, w], [w, 1, g(w)] o [1, w, g(w)],

con ¢ una funcién holomorfa, proveniente del Teorema de la funcién implicita.

Veamos que & = ®3 U {¢, : p € F} es un atlas holomorfo de la curva C. Por
construcciéon para cada punto no singular de la curva C, existe una carta ¢ € ®, por lo
tanto no basta con ver que las funciones de transiciéon son holomorfas. Cada funcién de
transicion es alguna de las siguientes

1w g(w)
o
g(w) g(w) ~ w

donde el denominador no se anula en el conjunto donde la funcién de transicién estéa

Y )

H _
w— w, w,g(w),

definida, y por lo tanto cada funcién de transicién es holomorfa. O

La utilidad de ver a las curvas proyectivas como superficies de Riemann, es que en

estas tltimas tenemos los conceptos de funciones holomorfas y meromorfa.

Definicion 4.9. Sea ® = {¢, : Uy — Vo : a« € A} un atlas holomorfo en una superficie
de Riemann S. Decimos que una funcion continua f: S — C es holomorfa con respecto

a® enx el sieriste una carta ¢o 1 Uy — Vo en @ tal que x € U, y ademds la funcion
foprl:V,cC—C

es holomorfa en ¢o(x). Diremos que f es holomorfa con respecto a ® si es holomorfa

para todo xz € S.

Veamos que la definiciéon de funciéon holomorfa es independiente de la eleccion de la

carta ¢q:
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Lema 4.10. Un mapa continuo f : S — C es holomorfo con respecto a un atlas holomorfo
® en S siy solo si

foprl:V,cC—C,

es una funcion holomorfa para toda carta ¢o : Uy — Vy en ®.

DEMOSTRACION. Six € Uy, NUgy ¢o : Uy — Vo , ¢ : Ug — V3 son cartas en ®

entonces ¢, (Uy NUp) es un abierto de V,, que contiene a ¢, (x) y ademés

fo b3 baanuy) = (f o ¢El) o (¢p005") | o (UanUs)-

Como ¢g o O3 Y Pa O <Z>El son ambas funciones holomorfas, su composiciéon también lo

es, por lo que f o ¢! es holomorfa en ¢, (z) si y solo si f o qjgl lo es en ¢p(x). O

Veamos ahora como extender la definicion[1.9] cuando f es una funcion entre superficies

de Riemann.

Definicion 4.11. Sean S y T superficies de Riemann con atlas ® y ¥, respectivamente.

Diremos que una funcion continua f : S — T es holomorfa con respecto a ® y ¥ si

Up o f o by paans-1(wy)  a(Ua N f 1 (Wg) CC— Y5 CC,
es holomorfa para cada carta ¢o : Uy — V, en @ y toda carta g : Wz — Yg en W.

Observacion 4.12. Vimos que C es una superficie de Riemann, un posible atlas holo-
morfo es ® = {id : C — C} que consiste en una inica carta, que es la identidad. Si en la

definicion anterior ponemos C en lugar de T, recuperamos la definicion [[.9

Observacion 4.13. Escribiremos f : C --» C si f no necesariamente estd definida en

todo C y ademds donde no estd definida tiene polos.

Observacion 4.14. Sea f : S — C una funcion no idénticamente nula en una superficie
de Riemann S. Sip € S, podemos elegir una carta holomorfa ¢, : Uy, — Vy tal que
p € U,.

Luego fogyt : Vo CC --» C es una funcion meromorfa de C en C, por lo tanto podemos

adaptar las definiciones de polos y ceros para mapas meromorfos en C.

Definicion 4.15. Diremos que una funcion f : S — C tiene un polo o un cero de

multiplicidad m € Z* en p si la funcion fo ¢t : V, C C -+ C lo tiene en ¢u(p).
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Es de esperar que asi como tenemos una nociéon de funcién holomorfa en una superficies
de Riemann S, también tendremos una nocion de funcién meromorfa en S. En el anexo [6]

el lector puede recordar la definicion de funcién meromorfa en C.

Definicion 4.16. Diremos que una funcion f : S — CU{oo} es meromorfa si pensando
a CU{oc} como una superficie de Riemann, f es holomorfa en el sentido de la definicion

y cada preimagen de oo es un polo de f. En ese caso escribiremos f: .S --» C.

Ejemplo 4.17. Ya vimos que S = CU {oo} admite un atlas holomorfo. Veamos que el

2 se extiende a un mapa holomorfo h : S — S.

mapa h : C — C definido como h(z) = z
Es claro que h es holomorfa (por ser un polinomio).

Si x € C\{oo}, tenemos la carta f(z) = z, cuya inversa es ella misma por lo tanto
ho f~H(z) = h(z) = 22,
que es una funcion holomorfa pensada como funcion de C en C.

Por otro lado, six = oo, consideramos un entorno U de oo (en S). Como lim,| o h(2) =
oo podemos extender la funcién h, poniendo h(oo) = oc.
La carta que ahora debemos usar es g(z) = % Observar que este mapa también se

extiende a CU {oo}. Luego,

Definiciéon 4.18. Sean f : S --+» C una funcidn meromorfa en una curva proyectiva C y

p un punto en C. Definimos

—m  si f tiene un polo de multiplicidad m en p
ordy(f) = m  si f tiene un cero de multiplicidad m en p

0 en otro caso

Veamos ahora un lema que nos sera de utilidad més adelante, puede ser de utilidad

revisar el concepto de funciéon holomorfa de C en el anexo [6]

Lema 4.19. Sean C una curva proyectiva, f,g:C --+ C funciones meromorfas no nulas

y p un punto de la curva C. Si f + g no es identicamente nula, entonces

ordy(f + g) > min{ordy(f),ord,(g)}.
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DEMOSTRACION. Como S es una superficie de Riemann, existe una carta ¢, : U €
S —sVeCtalquepeU. Luego F:= ¢ Lo fy G:=¢ ' ogson mapas de C, por lo

que la prueba sigue como en este caso. Sea a = ¢~ !(p).

Si p no es un polo, entonces el resultado es trivial.

Si p es un polo, sean ord,(f) = —n y ordy(g) = —m, es decir
h_r)n(z —a)"F(z) € C\{0} y h_r>n(z —a)"G(z) € C\{0}.

Tenemos dos casos:

1. n # m: Supongamos que n < m, luego

lim(z —a)™ (F(2) + G(2)) = H_I)I}I(Z —a)" " lim(z — a)"F(z) + lim(z — a)"G(2)

zZ—a z—a z—a

= lim(z — a)"G(2) € C\{0}

ya que lim,_,,(z — a)"F(z) = v € C\{0} y lim,,,(2z — a)™ "™ = 0 dado que
n < m.

Entonces ord,(f + g) = ordy(g) > min{ord,(f), ord,(g)}. El caso n > m es
analogo.

2. n = m: En este caso,

lim(z —a)" (F(z) + G(z)) = lim(z — a)"F(z) + lim(z — a)"G(z) = v € C.

zZ—a zZ—a zZ—a

Tanto si v es nulo o no, conseguimos el resultado.

]

Definicion 4.20. Diremos que dos superficies de Riemann S y T son isomorfas si existe

una funcion f: S — T biyectiva, holomorfa y con inversa holomorfa.

Asi como tenemos funciones meromorfas en una superficie de Riemann, podemos

también definir diferenciales meromorfos:

Definicion 4.21. Sea {¢o : Uy — Vo : a € A} un atlas holomorfo de una curva
proyectiva C. Un diferencial meromorfo n en C, estd dado por una familia de funciones

meromorfas
{Na:Va CC—-CU{oo}:ae A},

tales que si o, B € A yu € Uy, NUg, entonces
(1) = 15(d5(w)) (85 0 63") (Pa(u)).
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Si f y g son mapas meromorfos en C, podemos definir un diferencial meromorfo fdg

como fdg =mn donde
— _ /
e = (foea') (go¢a')
Por otro lado, st f y g son otras funciones meromorfas en C, diremos que
fdg = fdg,
st y solo si para toda carta holomorfa ¢ : U — V' tenemos que

/

(Foo™) (go07") = (Foo™) (goo™)"

Observacion 4.22. En la definicion anterior, tenemos que las composiciones de f, g, f Y
g con ¢~ son funciones meromorfas de un abierto V.C C en C, por lo que las podemos

diferenciar y multiplicar punto a punto de la manera usual.

Para entender un poco mas la definicion observemos que si ® = {¢, : Uy —
Vo : o € A} es un atlas holomorfo en S entonces una funciéon meromorfa g : S --» C esta

determinada por la familia de funciones meromorfas
{gog,' :VaCC--»C:ae A}
es decir, podemos conocer a la funcién ¢ si sabemos cémo es en cada carta.
Reciprocamente, una familia de funciones meromorfas
{Gq : Vo -+ C: a € A},

define una funciéon meromorfa g : S --» C tal que G, = go ¢, ! para cada o € A si y so6lo

si
Go(pa(u)) = Ga(¢pg(u)) paratodo weU,NUg:
en efecto, g : § --» C esta bien definida si y s6lo si
Ga(da) = g0y  0da=god; 0 ds=Gslep),

para todo o y 8 tales que Uy NUg # 0.
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2. Divisores de curvas proyectivas

En esta seccién definiremos un concepto central en el teorema de Riemann-Roch:
divisor de una curva proyectiva. Ademés veremos algunas de sus propiedades méas

relevantes.

Definiciéon 4.23. Un divisor D de una curva proyectiva C es una suma formal
D = Z npp,
peC
donde ny, € Z y n, = 0 salvo para una cantidad finita de p € C.
Sin, =0 para todo p ¢ {p1,...,pr} escribimos D = nip1 + ...+ ngp.
Siny, = 0 para todo p € C escribiremos D = 0.
Siny, > 0 para todo p € C escribimos D > 0, y decimos que D es efectivo.
Escribiremos D > D' si D — D’ es efectivo.

Definiciéon 4.24. El grado de un divisor D = anp es deg(D) = an.
peC peC

Podemos sumar y restar divisores de la manera obvia, como también multiplicar por

“escalares” en Z. Denotaremos Div(C) al conjunto de todos los divisores de C.
Observacion 4.25. Dado D € Div(C) tenemos
D+ (-D)= anp + Z —Npp = Z(np —np)p =0,

peC peC peC

es decir que —D es el opuesto de D. Por otro lado,
D+0= anp—i-ZOp: anp: D.
peC peC peC

Por lo tanto, el divisor 0 es el neutro para la suma. Ademds como en el fondo la suma de

divisores es una suma en 7., tenemos que la suma de divisores es asociativa y conmutativa,

por lo que Div(C) es un grupo abeliano.

Observacion 4.26. Fijada la curva C, el mapa deg : Div(C) — Z que a cada divisor le

asocia su grado es un morfismo de grupos.

Hay dos tipos destacados de divisores en una curva proyectiva C, los divisores
principales y los divisores canémnicos, los cuales estdn relacionados con las funciones

y diferenciales meromorfos, respectivamente.
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Definicion 4.27. El divisor asociado a una funcion meromorfa f : C --+ C no idéntica-

mente nula es

—m st f tiene un polo de multiplicidad m en p
(f):= Z npp tal que ny = m  si f tiene un cero de multiplicidad m en p

peC 0 en otro caso

Definicién 4.28. 1. Diremos que un divisor D es principal si es un divisor de algin
mapa meromorfo en C.
2. Diremos que D y D' son linealmente equivalentes si D — D’ es un divisor principal.

En tal caso lo denotaremos D ~ D'.

Ejemplo 4.29. Sea C la curva asociada al polinomio P(x,y,z) =y en Py. El divisor
D = -2[0,0,1] 4+ 2[1,0,0]

es el divisor principal asociado a la funcion f([z,y,z]) = (5)2, la cual tiene un cero de

orden 2 en [0,0,1] y un polo del mismo orden en [1,0,0].

Observar que para que la definicién de divisor principal tenga sentido, es crucial que
la cantidad de polos y ceros de cualquier funciéon meromorfa f : C — Py sea finita.

Lo siguiente es un resultado conocido de variable compleja:

Lema 4.30. Sea f : C --» C una funcién meromorfa no constante, entonces el conjunto

de ceros no tiene puntos de acumulacion (en C).
La demostracion se puede encontrar, por ejemplo, en [4].

Observacion 4.31. Fijada la curva C tenemos que (fg) = (f) + (9). Ademds en virtud

del lema st g no es constante, entonces sus ceros son aislados, y por lo tanto g es

una funcion meromorfa. Luego es sencillo ver que (5) =(f)—(9)

Observaciéon 4.32. A partir del lema tenemos que si una funcion meromorfa
f:C--»C se anula en un conjunto infinito de puntos dentro de un compacto, entonces

f es constante e igual a cero.
Veamos a continuacién un resultado similar para funciones meromorfas f : C --» C:

Lema 4.33. Si f : C --» C es una funcion meromorfa no constante y p € C, entonces

FY(f(p)) es finito.
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DEMOSTRACION. Componiendo con un isomorfismo P; — P; podemos suponer que
f(p) = 0. Supongamos A = f~1(0) es infinito. Como C es compacta y A cerrado en C,
existe un punto de acumulacion [ € A, de A. Sea ¢ : U — V una carta tal que ¢(1) = a.

Entonces

foo i (z) = (2 —a)"g(2),

donde g es una funciéon holomorfa en B(a,r) C V tal que g(a) # 0. Por la observacion
el mapa ¢ es idénticamente nulo en B(a,r), entonces existe un entorno V; C A de [

donde f se anula.

Veamos que A es conexo por caminos (y por lo tanto, conexo). Sea /; un punto en
A\V}. Podemos encontrar un camino 7 (en C) que une [ € V; con /;. Como C es compacto
y 7 cerrado, entonces también es compacto. Luego, podemos cubrir el camino con una
cantidad finita de cartas V; = Vi,..., Vj.

Como 7 es conexo, V1 NVj, # 0 para algan j; € {1,---,k}\{1}, de lo contrario
podemos escribir v como unién de dos abiertos disjuntos. Luego por el mismo argumento
debe existir jo € {1,--- ,k}\{1,j1} tal que (Vi NVj,) NV}, #. Por induccioén, para cada
Ji € {2,--- ,k} debe existir j; 41 tal que
(Vin.. .ﬂVjt)ﬂVjH_l
estan ordenados de manera que Vi N Vo £ 0, (Vi NVa) NV £ 0, ete.

# (). Reordenando de ser necesario, podemos asumir que {Vp,---, V. }

Sabemos que f se anula en Vj, en particular se anula en V; N V. Por otro lado,
ViNVy C Vs, entonces por la observacion tenemos que f se anula en Vs, es decir f
se anula en Vi U V5. Repitiendo este procedimiento hasta llegar a Vj, obtenemos que f se

anula en V3 U --- UV}, en particular f se anula en el camino v, y entonces v C A.

Veamos que A es abierto. Tenemos un entorno Vj de . Si ] € A es distinto de [,
podemos encontrar un camino v C A que une [ con [, y una carta ¢7: Uy C C — C que
cubre a [. Luego U; N+ consiste en infinitos puntos, donde f se anula, por lo que f se
anula en U (observacion . Entonces para cada [ € A existe un entorno (abierto)
dentro de A.

Finalmente, como C es conexo Hausdorff y A es cerrado y abierto, entonces A = C, es
decir, f es nula en toda la curva, en particular es constante, contradiciendo la hipdtesis.
O
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Lema 4.34. Si f : C --» C es una funcién meromorfa no nula, entonces tiene a lo sumo

una cantidad finita de ceros y polos.

DEMOSTRACION. Dada f : C --+ C una funcién meromorfa, definamos A = {[z,y, z| €
C: f(z,y,z) = 0}. Supongamos que el cardinal de A es infinito.

En ese caso A tiene algtn punto de acumulacion. En ese caso, por el lema [£.33] f
es constante e igual a cero. Por lo tanto, si f no es constante, A tiene a lo suma una

cantidad finita de puntos.

Para ver que la cantidad de polos también es finita, basta con observar que

{polos de f} = {CGI"OS de ]10} ;

y esté dltimo tiene cardinal finito repitiendo el argumento anterior para % ([

Definicion 4.35. Diremos que un diferencial meromorfo fdg tiene un polo de multiplici-

dad m en un punto p € S, si la funcion meromorfa
(fOQZ)*l) (goqbfl)l :VcC—-C,

tiene un polo de multiplicidad m en ¢(p), donde ¢ : U — V' es una carta holomorfa tal
que p € U C S. En el caso de que fdg no tenga polos, diremos que es un diferencial

holomorfo.

Como también tenemos una nocién de polo y cero para diferenciales meromorfos

podemos definir:

Definicién 4.36. El divisor asociado a un diferencial meromorfo no idénticamente nulo
w = fdg en C es
—m st w tiene un polo de multiplicidad m en p

(w) = Z npp tal que np = m st w tiene un cero de multiplicidad m en p

peC 0 en otro caso

Definicion 4.37. Si D es el divisor asociado a un diferencial meromorfo no nulo diremos

que es un divisor canonico y lo anotaremos K.

Observacion 4.38. Siw y n son diferenciales meromorfos (definicion Yy n no es
idénticamente nulo en C entonces los cocientes ‘7‘]’—;’ : Vo € C — C definen funciones

meromorfas que satisfacen
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para todo u € Uy. Esto quiere decir que w = fn.
Definicién 4.39. Dada una curva proyectiva C denotaremos
C(C)=A{f:C-->C : f es meromorfa}.
Observacion 4.40. El cuerpo C(C) es una extension de C.
Definicién 4.41. Dado D un divisor en C sea
L(D)={f:C--»C : fmeromorfay (f)+ D >0} U{0}
Proposicion 4.42. L(D) es un subespacio vectorial de C(C).

DEMOSTRACION. Para demostrar que es un subespacio de C(C) es suficiente probar

que es cerrado bajo las operaciones. Sean f, g € £(D) no nulos. Escribamos D = Z npD,
peC

(f+9) =D L

peC

Si f+4 g =0, entonces f 4+ g € L(D). En otro caso, supongamos por absurdo que
(f +9) + D no es efectivo. Luego existe g € C tal que l; + ngy < 0. Esto quiere decir que
f + g tiene un polo en ¢ de orden mayor a ng, ademés como f,g € L(D) sabemos que
ordy(f) +ng >0y ordy(g) +ng > 0.

Por otro lado, el lema nos dice que ordy(f + g) > min{ordy(f),ordq(g)} lo cual

es una contradiccioén. O

Observacion 4.43. Veremos mds adelante, usando Riemann-Roch, que la dimension de

L(D) es finita.
Definicién 4.44. Si D es un divisor de una curva proyectiva C entonces
I(D) = dimcL(D).

Veremos ahora una generalizacion de lo que se ve en los cursos de variable compleja

para una funcién racional C — C:

Proposiciéon 4.45. Todo divisor principal en una curva C tiene grado 0. Es decir, todo
mapa meromorfo de C en Py no nulo tiene la misma cantidad de ceros y polos, contando

multiplicidad.

Veremos la demostracion de esta proposicion al final de la proxima seccion.
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Corolario 4.46. Dos divisores linealmente equivalentes tienen el mismo grado. En

particular, todos los divisores candnicos de C, tienen el mismo grado.

DEMOSTRACION. Si D ~ D’ entonces D — D’ = (f) con f meromorfa. Luego, por la
proposiciéntenemos que deg(f) = 0, mientras que deg(D)—deg(D') = deg(D—D') =
deg(f) = 0. La primera igualdad es porque el mapa deg : Div(C) — Z es un morfismo de
grupos (observacion [4.26)).

El caso particular se deduce de la observacion [£.38] y la parte anterior. O

Corolario 4.47. Si degD < 0, entonces (D) = 0.

DEMOSTRACION. Supongamos que [(D) # 0, entonces existe f € £(D) no nula tal
que (f)+ D > 0. En ese caso degD = deg(f) + degD = deg((f) + D) > 0, ya que
deg(f) = 0 por la proposicion [4.45 O

Lema 4.48. Si D ~ D', entonces [(D) = 1(D’).

DEMOSTRACION. Si D ~ D’ existe un mapa meromorfo g : C — P; tal que D =
D’ 4 (g). Primero observamos que si g = 0, entonces D = D’ y el resultado es inmediato,
por lo tanto podemos suponer que g # 0. Sea ¢ : L(D) — L(D’) el mapa f +— fg. Es
claro que el codominio es £(D’). Veamos que ¢ es un isomorfismo, de donde se deduce la

tesis.

Si f1, fo € L(D) y X € C, entonces

o(fi+ f2) = (i + f2)g
= fig+ fag
= p(f1) + ¢(f2),

e(Mf1) = (Af1)g
= A(f19)
= Ap(f1),

de donde sigue que ¢ es un morfismo de C—espacios vectoriales. Nos queda ver que es

biyectivo.
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Como ¢ # 0 entonces existe ¢g~', luego podemos definir el la inversa de ¢ como el
mapa f' — f'g!, y por lo tanto ¢ es biyectiva.
O






Capitulo 5

Resultados principales

Como dijimos en la introduccion, el objetivo principal de este trabajo monografico es

demostrar el siguiente teorema:

Teorema 5.1 (Riemann-Roch). Sean C una curva proyectiva lisa no singular en Py

de género g y K un divisor candnico en C. Si D es un divisor en C, entonces
[(D) —I(K — D) =deg(D)+1—g.

Para probar el teorema de Riemann-Roch necesitaremos algunos resultados previos.
Veamos primero como se relacionan el grado de un divisor canénico K en una curva C

con el género de la misma:

Proposicion 5.2. Si K es un divisor canonico en C entonces degK = 2g — 2, donde g

es el género de la curva C.

DEMOSTRACION. Por el corolario .46, como todos los divisores canoénicos tiene el
mismo grado, entonces es suficiente encontrar un diferencial meromorfo w en C tal que
deg(w) =2g — 2.

Supongamos que C esta definido por un polinomio P € Clz,y, z] homogéneo de grado
d. Aplicando un cambio de coordenadas podemos asumir que [0,1,0] ¢ C (esto nos da
que el coeficiente de y? en P es no nulo). Luego, como P es irreducible (por ser C no
singular podemos aplicar el corolario y 88—1; # 0, el teorema de Bézout (en su version
débil) implica que solo hay una cantidad finita de puntos donde P y %—5 se anulan
simultaneamente, ya que P y %—5 no tienen componentes comunes. Como [0,1,0] ¢ C,
necesariamente x o z es no nulo en esos puntos, por lo tanto haciendo una transformaciéon
proyectiva de la forma ¢[z,y, 2] = [z,y,ax + z] podemos asumir que si [a,b,c] € Cy
%—g(a, b, c) = 0, entonces ¢ # 0.

Sea w = d(r/z). Tenemos que w es un diferencial meromorfo pues el mapa [z,y, z] — £
es meromorfo. Cerca de los puntos [a,b,c] € C conc # 0y %—];(a, b, c) # 0, podemos pensar
a la funcion [z, y, 2] = £ como una carta holomorfa local en C, y por lo tanto w no tiene
ceros ni polos en esos puntos.

65
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En cualquier punto [a,b,¢] € C con ¢ = 0, sabemos que a # 0y Cg—l;’(a, b,c) # 0
por nuestra eleccion de coordenadas. Entonces v = % es una carta holomorfa local de
Cyw=4d (%) = —v~2dy tiene un polo de multiplicidad 2. Mas atin, como ¢ = 0 y
%—g(a,b, ¢) # 0, la recta z = 0 no es tangente a C en ningin punto, luego esta recta
intersecta a la curva C en exactamente d = deg(C) puntos (por el colorario [2.31)). Estos
puntos contribuyen en —2d al grado del divisor (w), ya que su nimero es d y cada uno es

un polo de multiplicidad 2.

Sea ahora [a,b,c] € C tal que %—I;(a, b,c) = 0. Estos puntos son los puntos de ra-
mificacion del mapa ¢ : C — P; definido por ¢[z,y, z] = [z, z]. En estos puntos ¢ # 0.
Por lo tanto %—I;(a, b,c) # 0, ya que en caso contrario, la relaciéon de Euler implicaria
%—I:(a, b,c) = 0, contradiciendo que C es no singular. Por lo tanto y = ¥ es una carta
holomorfa en C en un entorno de estos puntos, y localmente 7 es una funcién holomorfa

f(u) que satisface
P(f(p), p,1) = 0.

Diferenciando esta identidad m veces (con respecto a u), nos muestra que si f*) (ug) =
0 para todo 1 < k < m entonces
ampP

£ o) = =5 (o) w0, 1)/ (o), ).

Por lo tanto

omP

min{m € Z* : {0 (ug) # 0} = min{m ezt S
Y

(F(uo), w0, 1) # o} .

Como w = d(f(u)) = f'(u)du, deducimos que la multiplicidad del cero de w en
un punto de ramificacién de ¢ : C — Py es exactamente uno menos que el indice de

ramificacion de ¢.

Finalmente, por el lema y lema podemos asumir que nuestras coordenadas
fueron elegidas para que haya exactamente d(d — 1) puntos de ramificaciéon y w tenga un
cero de multiplicidad 1 en cada uno de ellos. Por lo tanto, estos puntos contribuyen en
d(d — 1) al grado de (w), luego

deg(w) =d(d—1) —2d = d(d — 3).

Si ahora aplicamos la férmula de género-grado (teorema (3.1)), entonces
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deg(w) = d(d — 3)

=d* - 3d
=d*—3d+2-2
1
=2 <2(d— 1)(d— 2)> -2
=29 —2
Lo cual concluye la prueba. ([

Lema 5.3. Sea w un diferencial meromorfo en C con un solo polo. Entonces ese polo no

es simple (es decir tiene multiplicidad mayor a 1).
Veremos la demostracion de este lema al final de la seccion.

Lema 5.4. Si D es un divisor de C, K un divisor candnico y p € C' un punto, entonces

0<UD+p)—U(K—D—p)—I(D)+1(K—-D)<1.

DEMOSTRACION. Sean D = Z ngq un divisor y K = (w) un divisor canénico de C.
qeC

Si (f)+ D >0, entonces (f) +p+ D > 0, por lo tanto L(D) C L(D + p). Por otro
lado, la inclusion es estricta si y solo si existe (al menos) un mapa f € L(D + p)\L(D),
es decir (f)+p+ D > 0 pero (f) + D < 0. Esto solo sucede si f tiene un polo de orden 1
en p. Si este es el caso, £L(D) es un subespacio de L(D + p) de codimension 1, y por lo
tanto 0 < (D + p) — (D) < 1. Lo mismo sucede con L(K — D) y L(K — D — p), es decir
0<I(K-D)—I(K—-D—p)<1.

En conclusion, {(D) —I(D —p) € {0,1} y (K — D —p) — (K — D) € {0,1}. Por lo
tanto, para probar el resultado falta ver que ambas cantidades no pueden valer 1 a la vez.
Si ese fuese el caso, existirian f, g : C --+ C, mapas meromorfos, tales que (f)+D+p >0
y (90 + K — D > 0. Luego fgw : C --» C es un diferencial meromorfo en C tal que
(fgw)=(f)+(9)+ (w)>—-D —p— K+ D+ K = —p, es decir que el diferencial fgw
tiene un dnico polo en p y de multiplicidad 1. Esto contradirfa el lema lo que termina

la demostracioén. O
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Lema 5.5. Si D es un divisor de C y mg € ZT, entonces existe m > mg y puntos

Pi, .-, Pk € C (no necesariamente distintos) tales que
D+4+pi+...4+px ~mH,

donde H=">___.1,(C,L)p, para alguna recta L de Ps.

peC

DEMOSTRACION. Escribimos D = )" _.n,p. Queremos encontrar pi,...,py € Cy

peC
m > mg tales que D +py ...+ pr ~ mH.

Agregando puntos p de C al divisor D, podemos suponer que para cada p € C tenemos
que ny, > 0y que degD > myg. Por otro lado, sabemos que el conjunto {p € C : n, > 0} es
finito (por ser D un divisor), entonces podemos escribir {p € C : n, > 0} = {p1,...,pi}.
Luego, para cada p en el conjunto anterior podemos encontrar una recta que pase por p y

cuyos puntos de interseccion con C (contando multiplicidad) sean p = q§p ), ceey qc(lp ),

Entonces
() . (p) H
g + +q; ~ 11,

pero en principio nos podrian faltar multiplicidades (por ejemplo si n, > 1y la recta que
elegimos es transversal a C). Entonces debemos repetir este procedimiento hasta conseguir

tantos p como n,. Si llamamos m = deg(D), tenemos que m > mg y ademés

mean Z ¢G=D+pr...+ pg.
np>0  1>i>d

Lema 5.6. Sean C una curva proyectiva en Py de grado d y H el divisor definido por

Z I,(C,L)p, donde L C Py es una recta proyectiva. Si K es un divisor candnico y m es

peC
lo suficientemente grande, entonces

I(mH) > deg(mH) +1 — g.

DEMOSTRACION. Supongamos que la curva proyectiva C esta definida por un poli-
nomio homogéneo P € Clz,y, z] de grado d. Por el teorema de Bézout (teorema [2.1)),

sabemos que degH = Z I,(C,L) = d. Como K es un divisor canonico, tenemos que
peC
deg(K — mH) = deg K — md y como d > 1 entonces si m es suficientemente grande

tenemos deg(K —mH) < 0, y en ese caso (K —mH) = 0, en virtud del corolario m
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Por otro lado, si Q € C[z,y, 2] es un polinomio homogéneo de grado my R € C|x, y, 2]
es un polinomio lineal que define a L, entonces f = R% define una funcién meromorfa en
C tal que (f) +mH > 0 para m suficientemente grande, y por lo tanto f € L(mH). Mas
aun, si g = R% entonces f =genCsiysblosi f—g= Q_mQ es divisible por P, esto es,

siysolosiQ—Q =0enC.

Por lo anterior, (f) ~ (g) en C si y sélo si P|(f — g), por lo tanto
l(mH) > dim (Cp, [z, y, 2] — PCy—qlx,y, 2])
= dimCp,[z,y, z] — dimC,,_q4[x,y, 2]
- %(m+1)(m+2) _ %(m—d—k 1)(m —d+2)
=md + %d(i} —d)
=md+1—g
=deg(mH)+1—yg
esto tltimo por la férmula de grado-género.
Por lo tanto, para m suficientemente grande tenemos que
I(mH) > deg(mH) + 1 — g.
O

Observacion 5.7. Se probd que L(mh) tiene un subespacio de dimension deg(mH)+1—g

constituido por funciones racionales.

A partir de estos lemas podemos probar la mitad del teorema de Riemann-Roch:

Teorema 5.8 (Teorema de Riemann). Sea D un divisor de una curva proyectiva C

de género g. Si K es un divisor candnico, entonces
[(D) — (K — D) >deg(D)+1—g.
DEMOSTRACION. Por el lema tenemos que para m suficientemente grande
I(mH) — (K —mH) >deg(mH) +1—g.
Sean m y pi,...,pr € C como en el lema[5.5] Tenemos

D+pr...+pp~mH,
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luego deg(mH) = deg(D + p1 + ... + px) = deg(D) + k (corolario [4.46)). Usando el lema
4.48] deducimos

I(mH)—U(K—mH)=ID+p1+...4+px) — (K —(D+p1+...+ k).
Por otro lado, el lema aplicado a p = p; implica 0 < (D +p1) — (K — D —p1) —
I(D) — (K — D) < 1. Por induccién en k (la cantidad de puntos), obtenemos
ID+p1+...4p) —U(K—D—-p1—...—p) = U(D) = I(K — D) <k.
Juntando todo, concluimos
I(D)—U(K—-D)>I(D+p1+...+px) —l(K—-D—p1—...—p) — k
=Il(mH)—-I(K —mH) —k
>deg(mH)—g+1—k
> deg(D) —g+1

Veamos ahora la demostracion del Teorema de Riemann-Roch:

DEMOSTRACION. Sea D un divisor en C'y K un divisor canénico. Por la proposicion
tenemos que deg K = 2g — 2. Por un lado, aplicando el Teorema de Riemann (Teorema
5.8) a D obtenemos

2) (D) — (K — D) > deg(D) — g + 1.

Por otro lado, aplicado a K — D

I(K—-D)—-1(D)>deg(K—-D)—g—1
=29—2—deg(D)—g+1
= —deg(D) + g9 -1,
de donde
(3) (D) —l(K —D)<degD — g+ 1.

De las ecuaciones y (3) obtenemos el resultado. O
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Para probar la proposicion [1.45] y el lema [5.3] necesitamos un resultado previo:

Lema 5.9. Sean {p1,...,0r,q1,--.,qs} un conjunto de r + s puntos en C con r > 3.
Entonces existe una triangulacion (V, E, F) de Py tal que V = {p1,...,p,} y el conjunto
{q1,...,qs} estd contenido en el interior de una misma cara f € F. Ademds, podemos

hacer que oo esté contenido en el interior de otra cara.

DEMOSTRACION. La prueba es por induccién en r:
Si r = 3, podemos asumir (haciendo una transformacion lineal de ser necesario) que
0 ¢ {p1,p2,P3,q1,---,9s} ¥y que los argumentos (tomados en el rango [0,27)) de los
numeros complejos p1, p2, P3, q1, - - - , s son distintos.

Por otro lado, elijamos R € R tal que

R > méx{|p1],|p2| |psl, a1, - - - |as|}

y supongamos (reordenando de ser necesario) que

arg(p1) < arg(pz) < arg(ps).

Sea B un disco que contenga los puntos p1,p2,ps3,q1,...,9s ¥ € > 0. Para cada

i € {1,2,3} consideramos p;; y p;2 en el borde de B tales que

(pﬂ —pz‘> .
arg| — | =€
Pi1 — Pi

Elegimos € > 0 suficientemente pequenio para que el sector de vértice p; definido por

Pi1, Pi2 no contenga puntos de

{a1, .-, a5} U ({p1, p2, p3}\{pi}).

FiGUrA 0.1. Caminos eq,es v e3.



72 5. RESULTADOS PRINCIPALES

Tenemos que estos sectores conforman una triangulacion de Py tal que V' = {p1, p2, ps},
E = {e1,ea,e3} y cuenta con dos caras, una de las cuales contiene {q1,...,qs} en su
interior; esto ultimo ya que {qi,...,qs} estd dentro del disco de radio R (por como

elegimos R) y porque los "sectores"que le faltan al disco de radio R no contiene ningtan

punto de {q1,...,qs}.

Supongamos ahora que r > 3, y que tenemos una triangulacion de Py con V =

{p1,...,pr—1} tal que {q1,...,qs} esta contenido en alguna cara f € F.

Distinguimos tres situaciones:

1. p, esta también en el interior de la cara f (es decir p, = f(s) con s € A),
Componiendo f con un homeomorfismo de A de la forma (z,y) — (z + y)*(x,y)
para algiin o > 0, podemos asumir que ninguno de los puntos qi, ..., qs estd en la
imagen bajo f del segmento vy que une s con (1,0) en A. Por lo tanto, podemos
elegir puntos s1, so € A cerca del punto (1,0) de forma que dichos puntos estén
por encima y por debajo del segmento g, respectivamente.

Consideremos la unién v, de los segmentos de extremos s, s1 y s1, (0,1), v la
union vy, de los segmentos de extremos s, s2 y s2, (0,0).

Ahora, si s1 y sg estan lo suficientemente cerca de (1,0), entonces tenemos una
triangulacion de Py con V' = {vy,...,v,}, cuyas aristas son las de la triangulacion
original junto a f o~y, fo~vy1 v fo~s, v tal que los puntos ¢qi,...,qs estan todos
dentro de la misma cara (ver figura .

2. p, estd en una cara distinta de la que contiene a {q,...,qs}. En este caso,
procedemos igual que en la prueba del lema |3.13

3. p, estd en una arista. En este caso, podemos completar el paso inductivo modifi-

cando el argumento usado para el caso donde p, € f.

Ficura 0.2. Curvas v9,71 ¥ 7.
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En lo que sigue A = {(z,y) €R?: 2 >0,y >0z +y <1}y ¢ : C — IP; son como en
el capitulo [3]

Lema 5.10. Sea C C Py es una curva proyectiva. Ezxiste una triangulacion (f/, E, F) de
la curva C tal que si f € F es tal que f=¢o f, entonces la restriccion de ¢ a f(A) es

un homeomorfismo sobre su imagen.

DEMOSTRACION. Por el lema 5.9 podemos elegir una triangulacion (V, E, F) de P,
tal que todo punto de ramificaciéon de ¢ pertenece a V', y que 0 esta en el interior de una

cara fo € I, mientras que oo esta en el interior de una cara diferente f.

Por otro lado, la proposicién nos asegura que existe una triangulacion (f/, EF )

de la curva C, dada por
V=¢"Y(V),
E ={é:[0,1] — C continuo tal que ¢ o é € E},
F ={f:A = C continuo tal que ¢ o f € F}.
Observamos, que a menos de subdividir la triangulacién, de ser necesario, podemos

asumir que cada cara tiene a lo sumo un punto de ramificacién como vértice. En este

caso, si f EF yf=¢o f entonces por los lemas @ @ |§| y |§| del apendice, deducimos que
¢: f(A) = f(8)
es un homeomorfismo cuya restriccion a f (A\{(0,0), (1,0),(0,1)}) C C es la restriccion

de una carta holomorfa en C, si f # fo (prueba de la proposicion . Si f = feo

1
tendremos que componer ¢ con el mapa z — =. O

Veamos a continuacién un par de conceptos que necesitamos para probar el lema [5.3

Definiciéon 5.11. St fdg es un diferencial holomorfo en una curva proyectiva C vy

v : [a,b] = C es un camino en C entonces

b
dg = o o) (t)dt.
/yfg /Qf Y(t)(g o) (t)dt

Definicion 5.12. Si ¢ : C — C es un mapa holomorfo y fdg es un diferencial holomorfo

en C, la imagen inversa de fdg bajo v es el diferencial holomorfo en C definido por
W (fdg) = (fov)d(g o).

Observacion 5.13. El diferencial ¥*(fdg) se conoce usualmente como el "pullback” de
fdg.
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Observacion 5.14. A partir de la dos definiciones anteriores, si 7y : [a,b] — S es una

curva suave a trozos en S, entonces

b
[ o) = [[(roveriigevon) o
o4 a
A partir del lema podemos probar el lema [5.3

DEMOSTRACION. Supongamos por absurdo que w = gdh es un diferencial meromorfo
en C con un tnico polo, ¢, digamos, que es simple. Mediante la aplicaciéon de una
transformacion proyectiva adecuada, podemos elegir coordenadas de forma que [0,1,0] ¢ C
(y por lo tanto el mapa ¢ : C — P; definido como ¢|x,y, z] = [z, z] esta bien definido) y

que 0, ¢(g) y o0 no son puntos de ramificacion de ¢.

Por el lema existe una triangulacién (f/, E, F ) de la curva C f e F tal que la

restriccion del mapa ¢ : C — Py al conjunto f (A), es un homeomorfismo sobre su imagen,
cuya restriccion a f (A\{(0,0), (1,0), (0,1)}) C C es la restriccion de una carta holomorfa

en C.

El borde de f (A) en C es la imagen de la curva cerrada suave a trozos 7, que es la
unién de las curvas f o oy (con i = 1,2,3) donde o; : [0,1] — A estan definidos como en
3.9| (3.¢). La composicion de la curva (en C) 4 con ¢ es una curva cerrada suave a trozos

en P, cuya imagen es el borde de f(A). Integrando,

/aw B L (@'ﬂm)_l)*w |
:L<go (¢|f(A)>_l> (ho (%m))_l) (2)dz.

Por un lado, si ¢ € f(A), entonces f = fo y

(g o <¢\f(A)>_1> (h o (¢’f(A))_1>/,

tiene un unico polo simple en ¢(q) dentro de v y ninguno fuera. Luego, como el residuo

de una funcién meromorfa en un polo simple en C no es cero, del teorema de residuos de

Aw;éo.

Cauchy deducimos
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Si, por el contrario, q ¢ f(A), entonces

(99 (0lsw) ) (1o (i) ) -

no tiene polos dentro de ~, y por lo tanto

/w:().
,’;'/

Como el polo ¢ pertenece a f(A) para una Unica cara f € F, sumando sobre todas las

caras f € F obtenemos

(4) > [wro

fer”7

Por otro lado, cada integral f;/ w puede ser expresada como una suma de las integrales
de w a través de las aristas e},e% y ei’c, con signo + dependiendo si eéc = foo; 058l
e? = foo;or, donde la notacién es como en la definicion (c¢). Méas atn, por (e) en
dicha definicién, tenemos que para toda arista e € F existe exactamente una cara f” € F

tal que e = f.F o 0;, y exactamente una cara f; € F tal que e = f, o g; or. Por lo tanto,

las integrales de w a través de estas aristas en la suma g w se cancelan de a pares,

jer’7
ya que aparecen una vez con cada signo, por lo que
> [e=o,
jer"?
lo cual contradice la ecuacion [4] y demuestra el resultado. O

Para finalizar esta seccion, veamos la ultima demostraciéon que nos queda pendiente,
la de la proposicion

DEMOSTRACION. Sea ¢ : C --+ C una funcién meromorfa no nula. Queremos ver que
g tiene la misma cantidad de ceros y polos contando multiplicidades. Consideremos el
diferencial meromorfo % en C, el cual, a priori, tiene polos ¢i,...,qs en donde g tiene
ceros o polos. Probaremos que efectivamente tiene polos simples en estos puntos.

Como en la demostraciéon anterior, podemos elegir coordenadas en Py tales que
[0,1,0] ¢ Cyquesi¢: C — Py esta definido por ¢z, y, z] = [z, z] entonces p, ¢(q1), . . ., ¢(gs), 00
son distintos y no son puntos de ramificacion de ¢.

Gracias al lema podemos elegir una triangulacion (V, E, F') de P; tal que cada

punto de ramificacion de ¢ pertenece a V', los puntos ¢(q1),...,¢(qy) y 0 estan en el
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interior de una misma cara fy € F' mientras que oo esta en otra cara fo, € F. Razonando
como en la prueba del lema vemos que existe una triangulacion (f/, E. F ) de C tal

que
dg
o) > [P0
fer 7
donde ¥ es la uniéon de las curvas foo; (para i = 1,2,3). Por otro lado, por definicion

tenemos que

4D (g0 (o) ) @

para cada cara f € F, donde v = ¢ 07 es una curva cerrada suave a trozos en C (al igual

/dg _ <go (¢’f(A))_l>/(z)dz,
g

. " o . ., 1
que en la prueba anterior, si ¢ o f = fo, debemos componer con la funciéon z — =).

La funcién

(s (o m))_l)/ )
(99 (9lsw) ) @

-1
tiene un polo en un punto a dentro de  con residuo p si y sélo si g o (¢|f(A)> tiene o

Y

bien un cero en p de multiplicidad p o bien un polo en a de multiplicidad —p. Como la
restriccion de ¢ a f (A) es una carta holomorfa en C, entonces lo anterior es equivalente a

decir que g o bien tiene un cero en (¢| 7 A)) (a) con multiplicidad p o bien un polo en

-1
<q§] i A)) (a) de multiplicidad —p. Por lo tanto, por el teorema de residuos de Cauchy
tenemos que
dg ~ ~
[ =+ (2() - P).
5 9

donde Z(f) y P(f) son las cantidades de ceros y polos (contando multiplicidades) de g

en el interior de la cara f vy el signo depende de la orientacién de ~v en C.

Como todos los ceros y polos de g estan en ¢~ ( fO(A)) y el signo es consistente para

aquellos f € F tal que ¢ o f = fo, sumando sobre todos tales f tenemos que

d
> [P-xiz-p.
feFgoi=t” ?
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donde Z y P son las cantidades de todos los ceros y polos de g en C, mientras que sumando
en los otros f € F obtenemos
d
> [=0
feF.gof#fo”
ya que no hay ni ceros ni polos fuera de gb_l(fg(ﬁ)).

De la ecuacién y lo anterior deducimos que

dg
v g

+Z-P)= >

feF ¢of=fo

. /@+ $ /@

FeFgof=1"" 7 febgofrf Y

/@
9

Probando asi el resultado. O
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Capitulo 6

Aplicaciones

En este capitulo veremos algunas aplicaciones que tiene el teorema de Riemann-Roch.

Recordamos que por funcién racional nos referimos a una funcién de la forma 5 donde
f, g son holomorfas y g no es idénticamente nula. El siguiente teorema caracteriza las

funciones meromorfas en una curva no singular:
Teorema 6.1. Toda funcion meromorfa en una curva plana no singular C es racional.

DEMOSTRACION. Consideramos el divisor H = Z I,(C,L)p, donde L C IP; es una

peC
recta proyectiva. Si K es cualquier divisor candnico, por el teorema de Riemann-Roch

ImH) — (K —mH) =deg(mH)+1—g, Ym>1,

entonces deg(K —mH) = deg K — md < 0 si m es suficientemente grande. Luego, en
virtud del corolario si m es suficientemente grande, [(K —mH) = 0, luego L(mH)

esta constituido por funciones racionales por la observacion [5.7]

Sea f : C --» C una funcién meromorfa. Como el namero de polos de f es finito,

existe un polinomio homogéneo @ que se anula en todo polo de f. Si d = deg(Q), entonces
feL(dH)C L(ndH), Vn>1.

Toando m = nd, para n suficientemente grande obtenemos el resultado.
O

Proposicion 6.2. Si C es una curva proyectiva de género g y K es un divisor candnico,

entonces [(K)=g.

DEMOSTRACION. Si consideramos el divisor D = 0, entonces deg(0) = 0. Veamos
que [(0) = 1. Por un lado, £(0) = {f : C --» C: f meromorfa y (f) > 0}. Por otro lado,
la proposicion nos da que las funciones meromorfas f : C --+— tienen la misma
cantidad de polos y ceros, entonces (f) > 0 si y solo si no tiene ceros ni polos, es decir es
constante. Por lo anterior £(0) = {f : C --» C : f es constante} y entonces [(0) = 1.
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Aplicando el teorema de Riemann-Roch, obtenemos
1-I(K)=1-g,

de donde I(K) = g. O

Proposicion 6.3. Si C es una curva proyectiva de género g > 1, entonces existen

diferenciales holomorfas no nula en C.

DEMOSTRACION. Sea K un divisor canénico asociado a un diferencial meromorfo w,
por la proposiciéon tenemos [(K) =g > 1.

Por otro lado
LIK)={f:C--+C:(f)+ K > 0}.
Ademas (f)+ K es el divisor asociado a fw y como w es un diferencial meromorfo entonces

fw también lo es, es decir
L(K) = {divisores asociados a diferenciales holomorfos en C}.

Juntando todo, como [(K) > 1 entonces necesariamente existen formas diferenciales no

constantes, si no fuese el caso I(K) = 0. O

Proposiciéon 6.4. Sean C una curva proyectiva de género g y D un divisor. Si deg(D) >
2g — 2, entonces [(D) = deg(D) + 1 — g.

DEMOSTRACION. Por Riemann-Roch, el resultado es cierto si [(K — D) = 0, lo cual
sucede si deg(K — D) < 0 (corolario [4.47). Veamos que esto altimo sucede.

Recordamos que el mapa deg : Div(C) — Z es un morfismo de grupos, por lo que
deg(K — D) = deg(K) — deg(D). Por la proposicion deg(K) = 2g — 2, luego si
deg(D) > 2g — 2, obtenemos

deg(K — D) = deg(K) —deg(D) <29 —2— (29 —2) =0,
de donde I[(K — D) = 0. O

Recordamos que dos superficies de Riemann S y T' son isomorfas si existe una funcién

f S — T biyectiva, holomorfa y con inversa holomorfa (ver definicion [4.20)).
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Proposicion 6.5. Si C C Py es una curva proyectiva de género g = 0, entonces C es

isomorfa a Py.

DEMOSTRACION. De la proposiciéon obtenemos deg(K) = —2. Sea p un punto
cualquiera de la curva C. Pensando a p como un divisor, tenemos deg(p) = 1 > —2, de la
proposiciéon deducimos que l(p) =1+1—-0=2.

Por lo anterior, existe una funcién meromorfa f : C --+ C no constante, que tiene a
lo sumo un polo en p, y es analitica fuera de p, por lo tanto podemos pensar a f como

una funcién holomorfa en C.

Veamos que f es inyectiva. Supongamos que no lo es, entonces existen puntos distintos
gy renlacurva C tal que f(q) = f(r) = a. Si consideramos la funcion f(w) — v vemos
que sigue teniendo a lo sumo un polo en p, pero tiene dos ceros, a saber f(q) = 0= f(r),

lo cual contradice la proposicion [£.45 Por lo tanto f tiene que ser inyectiva.

Del mismo modo podemos probar que f es sobreyectiva. Supongamos que no lo es,
entonces existe vy € C tal que f([z,y,z]) # v para todo [z,y, z] € C. Considerando la
funcion g(w) = f — 7, vemos que tiene un polo en en p (pues f lo tiene) pero no tiene

ningin cero, lo cual contradice el proposicion

Veamos que f define un isomorfismo local en cartas. Sig € C,sea¢p: U CC —>V C C
una carta tal que ¢~!(a) = ¢ para algtin a € V. Luego, fo¢~!:V C C — C es holomorfa
e inyectiva, entonces el teorema de la funcién inversa (teorema |§| parte b) nos dice que la
restriccion de f o ¢! a un entorno suficientemente chico de a es una biyecciéon holomorfa
y por lo tanto con inversa holomorfa, es decir es un isomorfismo local. Finalmente, como

f es inyectiva, obtenemos un isomorfismo en toda la curva C. O

Definicién 6.6. Si C es una curva proyectiva sin singularidades de género 1, decimos

que C es una curva eliptica.

Observacion 6.7. De la proposicion[6.4, deducimos que si C es una curva eliptica y K
es un divisor candnico, entonces deg(K) = 0. Luego [(K) = 1, de donde deducimos que

K ~ 0, es decir, K = (f) para alguna funcion meromorfa f :C --» C.
Definicién 6.8. Dada una curva proyectiva C, denotamos

Divp(C) = { Divisores principales sobre C}.
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Lema 6.9. Si C es una curva proyectiva entonces Divp(C) es un subgrupo normal de
Div(C).

DEMOSTRACION. Veamos primero que es un subgrupo.
Sin importar cual sea la curva C, siempre podemos definir f : C --» C como

f([z,y,2]) =7 una constante no nula. Luego (f) = 0, y por lo tanto Divp(C) # 0.

Si D, D’ son divisores principales, entonces existen funciones meromorfas f, g : C --+ C
tales que D = (f) y D" = (g). Como f y g son meromorfas entonces su producto fg también
lo es. Por otro lado, en virtud de la observacion tenemos (fg) = (f) + (9) =D+ D',

es decir Divp(C) es cerrado bajo la suma.

Nos resta ver que los inversos estan. Si D € Divp(C) es un divisor principal no
nulo, entonces existe una funcién meromorfa f : C --+ C, no identicamente nula, tal

que D = (f). Como f no es identicamente nula podemos definir una funcién meromorfa
g:= % Luego, por la observacion tenemos

(@)= -()=010)-D=-D,
ya que el divisor asociado a una funciéon constante no nula es el divisor nulo (no tiene

ceros ni polos).

Finalmente, la normalidad se desprende de que Div(C) es un grupo abeliano. O

Definiciéon 6.10. Si C C Py es una curva algebraica, definimos su grupo de Picard como

el cociente (de grupos)

Pic(C) = Div(C)/Divp(C).
Observacion 6.11. Pic(C) es efectivamente un grupo porque Divp(C) es un subgrupo

normal de Div(C).

El siguiente teorema es 1util en diversas areas de la matemética, por ejemplo, en teoria

de ntmeros.



6. APLICACIONES 83

Teorema 6.12. Sean C una curva eliptica y po un punto de C. Existe una estructura de

grupo en C cuyo neutro es py.

DEMOSTRACION. Sea Pic%(C) la clase de Pic(C) formado por los divisores de grado
0. Si Dy D' estan en Pic’(C), entonces deg(D — D') = deg(D) — deg(D') =0 —0 =0,
por lo que todo elemento en la clase tiene el mismo grado. Veamos que este subconjunto
es un subgrupo. Para esto nos basta con ver que Pic’(C) es cerrado bajo la operacion de
grupo y que contiene al neutro.

El neutro de Pic(C) es (la clase de) el divisor 0 = ZOp, por lo que deg(0) =0, de
peC
donde 0 € Pic’(C). Por otro lado, como el mapa deg : Div(C) — Z es un morfismo de

grupos, tenemos que si D, D’ € Pic%(C) entonces
deg(D + D) = deg(D) + deg(D") = 0+ 0 = 0,
de donde D + D' € Pic(C).

Ahora que sabemos que Pic’(C) es un (sub) grupo, queremos ver que el mapa
p — [p — po], que a cada punto p € C le asocia la clase [p — pg] en Pic’(C), es una
correspondencia uno a uno entre los puntos de C y los elementos de Pic’(C). Para esto,
nos alcanza con ver que si D € Pic’(C), entonces existe un tinico punto p € C tal que
D ~p—po.

Sea D un representante de D € Pic®(C), aplicando Riemann-Roch al divisor D + po,

deducimos
(6) I(D+po) —U(K—-D—py)=1+1-1,

ya que deg(D + pg) = deg(D) + deg(po) = 041 = 1, y como C es una curva eliptica,

entonces g = 1.

Luego, en virtud de la proposici()n deg(K) = 2—2 =0, por lo que deg(K —D—pg) =
—1 < 0. Por lo tanto, por el corolario deducimos (K — D — py) = 0. Juntando ésto
con la ecuacion @, tenemos l(D + po) = 1, es decir, hay una tnica clase de divisores no
nulos linealmente equivalentes. Por lo tanto hay un tnico divisor efectivo linealmente
equivalente a D+ po. Como su grado es 1, tiene que ser un punto p. Acabamos de probar

que existe un tnico punto p € C, tal que p ~ D+ g, es decir, D ~ »—Po- U






Anexo

Resultados sobre funciones de variable compleja

Todas las demostraciones de esta subseccion, pueden encontrarse por ejemplo en [4].

Recordamos que una curva suave en W C C es un mapa diferenciable v : [¢,d] C R —
W, y una curva suave a trozos es una curva que es union de curvas suaves. Decimos que
una curva es cerrada si y(c) = y(d), y es simple si v es inyectiva (salvo quizas en c y d).
Recordamos también, que si f : W C C — C es una funcién continua, entonces la

integral de f a lo largo de la curva suave a trozos 7 : [c,d] — W es

d
[ #G1dz= [ o
o' c
Tenemos el siguiente resultado clasico en C:

Teorema (Teorema de Cauchy). Si vy es una curva cerrada simple en C y f es una

funcion que es holomorfa dentro y en =y, entonces

/Vf:O.

Definiciéon. Una funcion meromorfa f tiene un polo en a si y sélo si cerca de a podemos

escribir

fe) = 2

(z —a)y™’

conm >0 y g(z) holomorfo en un entorno abierto de a, y con g(a) # 0.

Observacion. FEsto es equivalente a

lim(z — a)™ f(z) = g(a) € C{0}.

z—a

Definicion. El residuo de f en el polo a, como este exponente m y lo denotaremos
Res{f : a}.
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A partir del teorema de Cauchy, tenemos el siguiente resultado resultado que usamos

a menudo en este trabajo monografico:

Teorema (Residuo de Cauchy). Sea v una curva cerrada simple en C y f : C — C
una funcion meromorfa dentro de la region acotada por 7y, con polos ai,...,a:, Yy Sin
polos en 7. Entonces
¢
/f(z)dz = iZWiZRes{f tag}.
Y j=1

El signo £ depende de la orientacién de la curva.

Teorema (Funcién implicita para polinomios). Sea P € C[z, w],

1. Si
oP

P(zp,wp) =0 # a—w(zo,wo),

entonces existe una funcion holomorfa f : U — V, donde U y V' son entornos de
20 y wo en C, tal que f(z9) = wo. Ademds, si z € U yw € V, entonces f(z) = w
implica P(z,w) =0
2. Mds ain,
P(z,w) = (w— f(2)Qw, 2),

donde Q) es un polinomio en w, cuyos coeficientes son funciones holomorfas en z.

Lema. Sean P € C[z][w] un polinomio mdnico de grado n, C la curva algebraica asociada
aPyao¢:C— Cla funcion definida ¢p(z,w) = z. Entonces, para todo zg € C, existe un

entorno U C C tal que cada componente coneza de ¢~ (U) contiene a lo sumo un punto

de ¢ 1({z0}).

DEMOSTRACION. Con zj fijo, P(z9,w) es un polinomio moénico de grado n, por lo

tanto tiene a lo sumo una cantidad finitas de raices. Supongamos que

¢~ ({20}) = {(20,w0), - .-, (20, ) }.
Luego
P(zp,w) = H (w — w;)™,
1<i<k
con mi+...+mg =n.
Sea € > 0 tal que |w; — w;| > 2€ para todo i # j. El lema anterior nos asegura que
existe A > 0 tal que si |z — 2| < J, entonces el polinomio P(z,w) (visto como polinomio

en la variable w, con coeficientes en C|z]) tiene a lo sumo m; raices en el disco

Di:{weC:\w—wi]<e},
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para todo 1 <17 < k.
Por nuestra eleccion de €, los discos D; son disjuntos dos a dos, y como mqi+...+my =

n, si |z — 2zp| < 0, entonces todas las raices de P(z,w) estan en
DiU...UDy,

y por lo tanto
¢ 1({z€C: 20 <6}) CCx (DyU...UDy).

Finalmente, toda componente conexa de ¢~1({z € C : |z,0| < J}) esta contenida en
C x D; par algiin 1 < i < k, y por lo tanto contiene al o sumo un punto de ¢—*({z}).
U

Teorema (Teorema de la funcién inversa). 1. Sea f : U — V una biyeccion
holomorfa entre dos abiertos U y 'V de C. Entonces f'(z) # 0 para todo z € U, y
ademds, la funcién inversa f=':V — U es holomorfa.

2. Sea f : U — C una funcion holomorfa, donde U C C es un entorno de a, con
f(a) # 0. Entonces, la restriccion de f a un entorno suficientemente chico de a

en U es una biyeccion holomorfa sobre un entorno de f(a) en C.

Resultados sobre topologia

En lo que sigue, X e Y son espacios topolégicos.

Definicion. Decimos que un mapa continuo w : Y — X es un cubrimiento, si todo
r € X, tiene un entorno U C X, tal que 7= (U) es una unidn disjunta de abiertos de'Y,

los cuales se mapean homeomorficamente sobre U via 7.

Ejemplo. 1. Sea C C Py una curva proyectiva no singular, tal que [1,0,0] no estd
contenido en C. Si definimos ¢ : C — Py como ¢[z,y, z] = [z, 2], y denotamos por

R el conjunto de los puntos de ramificacion de ¢, entonces

¢ : C\R — P1\é(R),

es un cubrimiento.

2. Un ejemplo interesante de la topologia algebraica, es el mapa 7 : R — R/Z ~ S,
definido como m(s) = (cos2ms, sen2ws). Tenemos que todo punto en S* tiene un
entorno U (en este caso, un arco de circunferencia), tal que m=*(U) consiste en
nfinitas copias de este arco. FEste mapa se utiliza, para probar, por ejemplo, que

el grupo fundamental de S' es Z.



88 ANEXO

Lema. Sean 7 :Y — X un cubrimiento y f : A — X un mapa continuo, con A conexo

por caminos, localmente conexo por camino y simplemente conexo. Entonces:

1. Dadosa € A ey €Y tales que f(a) = w(y), existe un unico mapa F: A —'Y tal

que
Fla)=y y 7oF=F.

2. Si f es un homeomorfismo sobre su imagen, entonces F' es un homeomorfismo

sobre una componente conexa de m—(f(A)).

Observacion. El mapa F' del lema anterior, es conocido usualmente como el "levanta-

do"de f.

Lema. Sea 7 :Y — X un mapa continuo, donde cada x en X tiene un entorno U C X
tal que cada componente conexa de 7~ (U) contiene a lo sumo un punto de 7 *(z).
Supongamos que Y es compacto y que V C X es un abierto tal que 7 : 71 (V) = V
es un cubrimiento. Si f : [0,1] — X es continua y f~1(V) contiene al intervalo (0,1),
entonces, dados 7 € (0,1) ey €Y tales que w(y) = f(7), existe un unico mapa continuo
F:[0,1] =Y tal que F(1) =y y ademds mo F' = f.

DEMOSTRACION. El lema [f] nos dice que en nuestras hipotesis, existe un tinico mapa
continuo F': (0,1) — Y tal que F(7) =y, y ademés o F' = f| 1). Nos resta ver, que
podemos extender este mapa F' de manera continua, a todo el intervalo [0, 1]. Para esto,
es suficiente mostrar que los limites de F'(t) cuando ¢ tiende a 0 y a 1, respectivamente,

son unicos.

Por hipotesis, como f(0) € X, existe un entorno U de este, tal que cada componente
conexa de 7! (U) contiene a lo sumo un punto de 7= 1(f(0)). Por la continuidad de f,

existe A > 0, suficientemente chico, tal que f((0,A]) C U, y por lo tanto
F((0,A) c 7= H(U).

Como (0, ] es conexo y F' continuo, entonces F((0,\]) es un conexo de 7~ (U), por lo
tanto, estd contenida en alguna componente conexa, digamos W, de 7= (U).

Sean t1,tg, ... una sucesion en (0, A] tal que ¢,, — 0. Como Y es compacto, existe una
subsucesion t,,, ty,, . .. convergente, y por lo tanto, por la continuidad de F', deducimos

que F(tp,) converge a algin punto p € Y. Luego,
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m(p) = h/’?lﬂ o F(tn,)
lim (1)

1(0),

por lo que p € 7~ H(U).
Como F(t,) € W para todo n € N, y W es abierto y cerrado (por ser una componente
conexa), deducimos que p tiene que ser el tinico punto de m~1(f(0)) que estia en W (por

hipotesis, en W hay a lo sumo un punto de 7~1(£(0))).
Con un argumento similar, podemos probar que %m} F(t) tiende a un tnico punto. [
_>

Con un razonamiento similar al anterior, podemos probar un resultado analogo,

cambiando [0, 1] por A y (0,1) por A\{(0,0), (1,0),(0,1)}, es decir:

Lema. Sea m : Y — X un mapa continuo, donde cada x en X tiene un entorno
U C X, tal que cada componente conexa de 7~ 1(U) contiene a lo sumo un punto
de ©=1(x). Supongamos que Y es compacto y que V. C X es un abierto tal que T :
7 Y (V) =V es un cubrimiento. Si f : A — X es continua y f~1(V) contiene al conjunto
A\{(0,0),(1,0),(0,0)}, entonces, dado 7 € A\{(0,0),(1,0),(0,0)} ey € Y tales que
m(y) = f(1), existe un dnico mapa continuo F : A =Y tal que F(7) =y y ademds
moF =f.

Lema. El mapa ¢ : C — Py, definido como ¢lx,y, z] = [z, z], cumple las hipdtesis del

lema anterior.
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