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Resumen

El objetivo de esta monografia es presentar la Realizabilidad Clasica de
Krivine. Para ello, comenzamos introduciendo una extensién del A-calculo,
como es el A.-cdlculo, y aspectos de la légica de segundo orden. En base a
esto, definimos la Realizabilidad Clasica de Krivine como una semantica de la
aritmética de Peano de segundo orden, la cual permite interpretar las férmulas
de dicha teoria como programas del A\.-cdlculo, diferencidndose de interpreta-
ciones booleanas como los modelos de Henkin. Posteriormente, vemos cémo
esta semantica induce modelos de Henkin y estudiamos dichos modelos pro-
bando, por ejemplo, la existencia de enteros no estandar en algunos de ellos,
al igual que la validez del axioma de eleccién dependiente (DC) y con ello
la posibilidad de realizar el andlisis clasico. Para finalizar, especificamos el
comportamiento de los programas en el valor de verdad de algunas férmulas
interesantes, como la Ley de Peirce.
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Prefacio

Esta monografia estd basada, principalmente, en los capitulos 1 y 2 de la tesis
doctoral de Lionel Rieg de la ENS de Lyon [1]. Ademads, con el fin de anadir algunos
temas y resultados omitidos en dicha tesis, se utilizaron distintos textos referenciados
en las secciones correspondientes.
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1. Contexto Historico

En esta primera seccion, presentamos someramente la realizabilidad de Kleene.
Para esto, primero introducimos la interpretacion BH K de las demostraciones, co-
menzando por el intuicionismo de Brouwer y la logica intuicionista. Dicha exposiciéon
se basa en los contenidos e ideas de [2], [3], [4] y [5]. A partir de dicha interpretacién,
describimos las ideas y algunos resultados de la realizabilidad de Kleene, con el fin
de motivar el estudio de la realizabilidad clasica de Krivine. Esta ultima parte se
basa principalmente en resultados expuestos en [6].

1.1. Intuicionismo vs Formalismo

El intuicionismo, introducido por el matematico y filésofo holandés Luitzen Eg-
bertus Jan Brouwer (1881 - 1966), es una doctrina que se opuso al formalismo,
defendido por el prestigioso matematico aleman David Hilbert (1862 - 1943), en una
polémica que tomo relevancia a principios del S XX.

Una de las principales caracteristicas del intuicionismo, es que entiende que la
matematica es independiente de la experiencia del mundo externo y, en particu-
lar, del lenguaje. Por lo tanto, establece que no es posible reducir el pensamiento
matematico a un conjunto de reglas formales sobre el lenguaje. Ademés de dicho
rechazo al formalismo, el intuicionismo de Brouwer también incluia una visién cons-
tructivista, sosteniendo que la veracidad de una sentencia matematica sélo puede
ser concebida a partir de una construcciéon mental que pruebe que es verdadera.
Algunas de las ideas de Brouwer eran:

= La matemadtica no es formal. Los objetos mateméticos son construcciones men-
tales en la mente de un matematico “ideal” (el Creative Subject) y sélo las
construcciones mentales de dicho matematico son exactas.

= La matematica es independiente del lenguaje. La comunicacion a través del
lenguaje puede servir para sugerir construcciones mentales similares a otros
matematicos, pero no hay garantia de que estas otras construcciones sean las
mismas (este es un elemento solipsista de la filosofia de Brouwer).

= La matematica no depende de la logica, por el contrario, la légica es una parte
de la matematica.

Diametralmente opuesta a esta es la vision del formalismo, la cual -segtin Brouwer-
sostiene que la exactitud matematica consiste meramente en el método de desarrollo
de relaciones entre objetos matematicos, y que es independiente del significado que
uno le quiera dar a las mismas, o a los objetos que se relacionan. Por lo tanto, para
el formalista, estas series de relaciones existen matematicamente sélo cuando son
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1.2 Légica intuicionista

representadas en un lenguaje junto con las reglas logicas de las cuales depende su
desarrollo, formando asi lo que es conocido como logica simbdlica.

En el formalismo, de ciertas relaciones entre objetos matematicos, las cuales
se asumen como axiomas, se pueden deducir otras relaciones a partir de reglas de
deduccién/inferencia, con la conviccion de que se deducen verdades a partir de ver-
dades al razonar légicamente. Uno de los cuestionamientos que Brouwer hacia sobre
el formalismo, era que dicha visién deberia llevar al convencimiento de que si se mo-
dificaran las reglas de inferencia, esto no deberia invalidar la exactitud matematica.
Mas atn, planteaba que se deberia llevar a cabo la tarea de comprender por qué al-
gunos sistemas de logica simbdlica se proyectaban mejor en la naturaleza que otros,
y que se deberia explicar por qué creemos en algunos sistemas y no en otros que,
por ejemplo, permiten que tanto una sentencia como su negacion pueden ser validas
al mismo tiempo.

1.2. Logica intuicionista

Dentro del discurso filoséfico del intuicionismo, ademas del rechazo al formalis-
mo, también se puede encontrar otro componente interesante como es una nueva
nocion de demostracion y de verdad matematica. Este segundo aspecto fue forma-
lizado por Arend Heyting (1898 - 1990), lo cual podria verse como irénico debido a
la postura de Brouwer ante el formalismo, y el hecho de que Heyting fuese su alumno.

Segun el intuicionismo, la veracidad de una sentencia matematica sélo puede ser
concebida por una construccién que pruebe que es verdadera. La dependencia del
intuicionismo en el tiempo es esencial, las sentencias se pueden volver demostrables
en el transcurso del tiempo y, por lo tanto, se pueden volver verdaderas en el sen-
tido intuicionista, sin haberlo sido antes. Esto tltimo, difiere de la idea Platonista
-presente en la logica clasica- en donde las sentencias mateméticas son desde un
principio verdaderas o falsas, y las construcciones matematicas nos permiten descu-
brir/conocer la realidad que ya existe.

Esta visién de Brouwer tiene implicaciones importantes en la practica diaria de la
disciplina. Principalmente, una de sus consecuencias es que el principio del tercer ex-
cluido (AV—A) no continua siendo vélido. De hecho, Brouwer afirmaba que el hecho
de que el tercer excluido fuera valido en sistemas finitos, donde tanto una sentencia
o su negacién se puede validar luego de una cantidad finita de pasos, habia llevado
a que se extrapolara incorrectamente a la generalidad de las sentencias matematicas.

Debido a que, en el intuicionismo, probar la negacién de una sentencia se reduce
a probar que toda prueba de la sentencia se puede transformar en una prueba del



1.2 Légica intuicionista

absurdo, A V = A se interpreta como que existe una prueba de A, o que se puede
probar de forma intuicionista que no hay una prueba de A. Segiun Brouwer, debi-
do a la existencia de sentencias que ain no han sido probadas ni refutadas, no es
valido afirmar A V —A para dichos casos. Incluso, adelantandose a la existencia de
problemas indecidibles, sospechaba que quizas hubieran sentencias las cuales nunca
podrian ser probadas ni refutadas.

A pesar de que Brouwer se oponia al formalismo, Heyting formaliz6 la logica
intuicionista con el fin de reflejar esta nueva vision de las pruebas. Para esto, se pue-
den utilizar las reglas de deduccién clasicas pero eliminando el principio del tercer
excluido o, equivalentemente, la reducciéon por absurdo o la eliminacién de la doble
negaciéon (——A = A).

Es interesante ver que si bien se elimina la reduccién al absurdo, representada
en el sistema de deduccién natural clasica generalmente por la siguiente regla:

I'-AF L
'FA
en el sistema intuicionista se mantiene la eliminacién del L:

e 1
T4

También es importante no confundir la reduccion al absurdo con la introduccién
de la negacion, que sigue siendo vélida en la légica intuicionista:

T AR L
T A

RAA

i

Algunas de las implicancias/equivalencias que se pueden probar en la légica
intuicionista, son las siguientes:

A = —-—-A
(A= B) = (-B=-A)
(-AvVB) = (A= B)

Sin embargo, el reciproco no vale en los primeros tres casos, como si pasa en
la logica clasica. De todos modos, vale remarcar que no es que dichos reciprocos,
o el tercer excluido, no sean nunca validos en el intuicionismo, sino que deben ser
probados constructivamente (en algunas teorias pueden valer). Por ejemplo, en la
teoria de conjuntos, el axioma de eleccion implica el tercer excluido atin en el sistema
de deduccién intuicionista.



1.3 Interpretaciéon BHK

1.3. Interpretacion BHK

En 1934, Heyting introdujo una forma, que luego se conocié como la interpreta-
cion BH K (Brouwer-Heyting-Kolmogorov), que captura el significado de los simbo-
los l6gicos en el intuicionismo y, en general, en el constructivismo. Basicamente,
define de manera informal en qué consiste una prueba intuicionista al indicar cémo
se deben interpretar los cuantificadores y los conectores:

= No existen pruebas de L.
= Una prueba de A A B consiste de una prueba de A y de una prueba de B.
= Una prueba de AV B consiste de una prueba de A o una prueba de B.

= Una prueba de A = B es una construccién que transforma pruebas de A en
pruebas de B.

» Una prueba de 3z.A(x) esta conformada por un elemento d del dominio, y una
prueba de A(d).

» Una prueba de Vz.A(x) es una construccién que transforma cualquier d en el
dominio, en una prueba de A(d).

Como mencionamos anteriormente, la existencia de una prueba equivale a la
validez de una férmula, por lo que también es una manera de darle seméntica al
intuicionismo.

1.4. Realizabilidad de Kleene

La realizabilidad de Kleene se aprovecha de la interpretacion BH K para, val-
ga la redundancia, interpretar las féormulas de la aritmética de Heyting (en general
hablaremos de la teoria HA). Dicha teoria consiste de los mismos axiomas que la
aritmética de Peano (la teorfa PA), pero utiliza las reglas de inferencia de la légica
intuicionista.

En esta seccién, presentaremos someramente la realizabilidad de Kleene -y algu-
nos de sus resultados interesantes- sin entrar en los detalles técnicos que se requieren.
A lo largo de la monografia, veremos como se formalizan estos conceptos, o conceptos
similares, al presentar la realizabilidad de Krivine, pero esta seccién servira simple-
mente para motivar el estudio de dicha realizabilidad clasica.

Siguiendo el enfoque filoséfico del intuicionismo, en donde la validez de una
formula A depende unicamente de la existencia de una prueba de A, se interpreta
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1.4 Realizabilidad de Kleene

cada formula efectivamente como el conjunto de sus evidencias.

Para la nocion de evidencia de A, basta seguir la linea de la interpretacion BH K,
que en cierto modo establece que una evidencia de A A B es una evidencia de A y
una de B, y asi para los otros casos, a excepcion del caso de la igualdad en donde
la interpretacion BH K no toma una postura. Para dicho caso, cualquier evidencia
serd suficiente si los términos en la igualdad son representados de la misma manera
en el modelo estandar de los naturales.

Nuestras evidencias seran naturales y, en lugar de decir que un natural es una
evidencia de A, diremos que dicho natural realiza A. Los naturales nos permitiran
flexibilidad suficiente como para poder formalizar la nocién de “transformador de
evidencias”, necesarios en la interpretacion del para todo y del implica. Para esto,
utilizamos la codificaciéon ¢,: para todo n, ¢, es una funcién ¢, : N — N y la
podemos pensar como un programa cuya codificacion es el nimero n. En la siguien-
te seccion, formalizaremos el concepto de programa al introducir dos modelos de
computacién, pero por ahora no es necesario entrar en dicho detalle.

En base a esto, tenemos la siguiente definicion de realizabilidad:
= La férmula L no tiene realizadores.

» Un natural n realiza una férmula ¢ = ¢’ si, y sélo si, las interpretaciones de t
y t' coinciden en el modelo estandar de los naturales.

» Un par (n,m) realiza A A B si, y sélo si, n realiza A y m realiza B.

» Un par (n,m) realiza AV B si, y s6losi, n =0y mrealiza A,on=1ym
realiza B.

» Un natural n realiza A = B si, y s6lo si, para todo m que realice A, ¢,(m)
realiza B.

» Un par (n,m) realiza Jz.A(z) si, y sélo si, m realiza A(n).

» Un natural n realiza la férmula Vx.A(x) si, y sélo si, para todo m, ¢,(m)
realiza A(m).

Observacion 1.1 FEs importante hacer algunas observaciones:

1. Para bajar a tierra la idea de la igualdad, basta saber que en el lenguaje de
HA existe la funcion sucesor (con su simbolo s), la constante 0, y la funcion
suma (con su simbolo +), las cuales tienen tienen su interpretacion trivial en
el modelo estandar N. Por lo tanto, la férmula (s(0) 4+ 0) = s(0), por ejemplo,
es realizable (cualquier natural sirve como evidencia).
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1.4 Realizabilidad de Kleene

2. Cualquier par (n,m) se puede codificar como un tinico natural, por lo que en
general podemos pensar a los realizadores siempre como naturales.

3. Si definimos A = A = 1, entonces A es realizable si, y solo si, = A no lo es.

El primer resultado, el cual no es trivial, es que la aritmética de Heyting es rea-
lizable. En otras palabras, que todas las férmulas derivables a partir de los axiomas
de Peano (utilizando las reglas de la légica intuicionista) tienen un realizador. Este
resultado de correccién, es conocido como el Teorema de Adecuacién.

Teorema 1.1 (Teorema de Adecuacién) Si HA F A, entonces existe un n na-
tural que realiza A.

Este primer resultado nos da la idea de que nuestra interpretacién modela, en
algin sentido, la teoria H A.

Corolario 1.1 HA es consistente (HA¥ 1 ).

Demostracion. St HA F L, entonces la férmula L es realizable, lo cual es imposible
por definicion. O

Si bien al suponer la existencia del modelo estandar de PA, ya podiamos ver
la consistencia de HA (ya que HA C PA 'y PA es consistente por la existencia de
un modelo), es interesante ver como se replica el mismo argumento utilizado para
los modelos de Tarski en la légica clasica: la existencia de un modelo implica la
consistencia.

Algo interesante de esta interpretaciéon intuicionista es que, a diferencia de las in-
terpretaciones clasicas, no necesariamente valdra el tercer excluido. Para esto, basta
tomar un problema indecidible como el Halting Problem. En este problema, dado un
natural x, se debe retornar si o no segun si la maquina de Turing codificada por x
finaliza su ejecucién o no lo hace (queda ejecutando para siempre). En 1936, Turing
probd que no existe un programa que resuelva dicho problema para toda entrada x.

Nuevamente, sin entrar en detalles, se puede escribir una férmula de primer orden
H(z) que exprese que “la maquina de Turing x finaliza su ejecucién en una cantidad
finita de pasos”, y luego definir la formula HP := V. H(z) V —=H (z). Recordemos
que, en logica intuicionista, no podemos entender dicha férmula como “toda maquina
de Turing finaliza su ejecucién o no lo hace”, sino que hay que interpretarla como
“para toda maquina de Turing, se puede probar que su ejecuciéon termina, o que
no lo hace”. Mas especificamente, en la realizabilidad de Kleene esto se traduce a
“existe un programa que, dado z, nos retorna una prueba de (H(z)V —H(z))”.
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1.4 Realizabilidad de Kleene

Como una prueba de (H(x) V —=H(x)) es un par (n,m) donde n = 0 implica la
existencia de una prueba de H(z), y n = 1 implica la existencia de una prueba de
—H (z), intuitivamente dicho programa resolveria el Halting Problem, por lo que es
de esperar que no exista:

Proposicion 1.1 La formula HP no es realizable.

Como habiamos anticipado, esto evidencia que la realizabilidad de Kleene no
es una semantica clasica. Ademads, dicho resultado permite probar que HA esta
contenido estrictamente en PA.

Teorema 1.2 FEl principio del tercer excluido no es derivable en HA.

Demostracion. Como HA¥ HP =Vz. H(x) V —~H(z) (sino tendriamos que HP es
realizable), se concluye que HA ¥ H(x)V —H (z). O

Otro aspecto importante es distinguir la derivabilidad en H A, de la realizabilidad
de una férmula. Si bien la primera implica la segunda, el reciproco no es valido (la
realizabilidad es més laxa).

Proposicion 1.2 Para cualquier natural n, n realiza ~HP, pero HA¥ ~HP.

Demostracion. Como HP no es realizable, obtenemos que ~HP = HP = |
es realizable por cualquier natural (para todo n, ¢,(m) realiza L para cualquier
m que realice HP, ya que no hay quien realice a este ultimo). Sin embargo, como
PAY¥ —HP ya que PAF HP (por el tercer excluido), nos queda que HA ¥ -HP
tampoco. [l

Los modelos de realizabilidad son ttiles también para probar resultados de in-
dependencia. Particularmente, el principio de Markov que denotamos M P (M P :=
Va(A(x) V =A(z)) = ——3zA(z) = JzA(z)), el cual es valido en la légica cldsica
(ya que vale la eliminacién de la doble negacién), es independiente de la teoria H A.
Para esto, se puede puede ver que es realizable en la realizabilidad de Kleene y que
no es realizable en otra realizabilidad similar, conocida como la realizabilidad de
Kreisel.

Proposicion 1.3 M P es realizable en la realizabilidad de Kleene.
Proposicion 1.4 MP no es realizable en la realizabilidad de Kreisel.
Teorema 1.3 M P es independiente de HA vy, de hecho, HA C HA+ MP C PA.

Demostracion. Como M P es realizable en la realizabilidad de Kleene, entonces =M P
no lo es y, por lo tanto, HA ¥ =M P. Por otro lado, como no es realizable en la rea-
lizabilidad de Kreisel, se tiene que HA ¥ M P ya que en la realizabilidad de Kreisel
también vale que HA F A implica A realizable. O
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2. Computaciéon y Matematica

En la realizabilidad de Kleene, se puede observar la utilizacién de programas con
el fin de realizar férmulas. Si bien se puede entender que dicha relacién nace de la
busqueda de formalizar el concepto de “transformador de pruebas” presente en la
interpretacion BH K| la relacion entre la computacion y la matemaética fue un tema
sumamente estudiado en el S XX y va mas alld de la interpretacién BH K.

En esta seccion, formalizamos dos modelos de computacion que seran 1itiles para
definir la realizabilidad clasica de Krivine, al mismo tiempo que presentamos la
correspondencia Curry-Howard, la cual nos permitira entender de mejor manera la
relacién pruebas-programas. Para esta seccion en particular, complementamos la
tesis doctoral de Lionel Rieg [1] con definiciones e ideas de la S-reduccién (y sus
estrategias) extraidas de [7].

2.1. Vinculo histérico

El S XX fue un siglo de suma importancia para la computacion, la cual impacto
en la matematica, principalmente, a través de dos vias. La primera fue el famoso
programa de Hilbert, principalmente a través del Entscheidungsproblem, cuyo fin era
crear un procedimiento mecanico que permitiera decidir la veracidad de una férmula
de primer orden. Este problema fue probado imposible tanto por Alonzo Church,
como por Alan Turing en 1936 de forma independiente. Dicho descubrimiento fue
el punto de partida de las Ciencias de la Computacién, y la primera vez que la
computacién formal aparecio explicitamente en la matemaética.

De todos modos, en dicha primera aparicion, la participacion de la computacion
se limitaba a problemas especificos de logica. Esto cambié a partir de la segunda gran
aparicion de la computacion que fue a través de la correspondencia Curry-Howard
(nombrada debido a Haskell Curry y William Howard). Esta correspondencia per-
mite vincular la computacién con las demostraciones matematicas, las cuales son un
pilar fundamental del &area.

Atn asi, dicha correspondencia tenia una limitante importante: estaba restrin-
gida a la logica constructiva. En 1990, Timothy Griffin removié esta restriccion
y extendi6 la correspondencia a la logica clasica a través del operador de control
callcc. Si bien Peter Landin habia introducido previamente el operador J para
modelar el comportamiento de la instruccién goto de Algol60, Griffin fue el primero
en asignar un tipo a un operador de control. El descubrimiento es particularmente
interesante porque vincula el operador de control callcc con la Ley de Peirce, am-
bos conocidos hacia ya muchos anos, pero no antes vinculados entre si.
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2.2 El A-célculo

Con el fin de comprender de mejor manera la correspondencia Curry-Howard,
en la siguiente seccion introduciremos uno de los modelos de computacion mas po-
pulares: el A-calculo. Una vez introducido dicho modelo de computacién y la corres-
pondencia Curry-Howard, presentaremos el A.-calculo que permite extender esta
correspondencia a la logica clasica.

2.2. El M-calculo

Cuando la nocién de computacién fue formalizada en el S XX, principalmente
para responder al Entscheidungsproblem, varios métodos equivalentes fueron creados
al mismo tiempo. Entre estos, los modelos de computacion mas importantes son la
Méquina de Turing, el A-calculo, y las Funciones Recursivas.

La Maquina de Turing tiene una descripcion principalmente algoritmica, lo que
la vuelve facil de implementar en comparacién a otros modelos de computacion.
Por otro lado, las Funciones Recursivas son definidas a partir de funciones basicas
(constantes y proyecciones) y tomando clausura bajo tres reglas de formacién (com-
posicién, recursién y minimizacioén), lo cual hace que los razonamientos inductivos
se vuelvan naturales pero con la desventaja de que la implementacion en un disposi-
tivo fisico sea mas compleja. Por ultimo, el A-célculo se sitia en el medio, teniendo
conexiones con la légica y con una definicion més a bajo nivel que las Funciones
Recursivas, haciéndolo mas facil de implementar.

Cada modelo tiene sus propias ventajas: la Maquina de Turing es adecuada para
realizar andlisis de complejidad, las Funciones Recursivas para estudios de compu-
tabilidad y el A-cédlculo para el estudio de la computacion en logica. Debido al interés
en las propiedades légicas de los programas, nos centraremos en el A-calculo, que es
la base tedrica detras de los lenguajes de programacién funcional.

Una de las principales caracteristicas del A-célculo es que es un lenguaje funcio-
nal, todo lo que existe son funciones. En particular, los argumentos de una funcion,
por ejemplo, también son funciones. En la sintaxis, esto se traduce en que todos los
objetos del lenguaje son de la misma especie: A-términos. Empezaremos definiendo
dichos términos (evitaremos el prefijo A cuando sea posible) y luego la f-reduccién
la cual es la regla que nos permite evaluarlos.

Definicién 2.1 (Términos) Asumiendo un conjunto infinito numerable de varia-
bles, los términos se definen a partir de tres reglas:

A-términos t,u = x | Ax.t | tu donde x es una variable
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2.2 El A-célculo

Bésicamente, un término (en general usamos las letras t y u para referirnos a es-
tos) puede ser una variable (usualmente utilizamos z, y y z para referirnos a estas),
una abstraccion de un término o una aplicacion de un término t a otro término wu.

La abstraccion la podemos pensar como la manera de crear funciones al explicitar
un parametro y el “cuerpo” de la funcion. Por ejemplo, el término Ax. x es la fun-
cion identidad. Lo interesante es que al manipular solamente términos, el argumento
que puede recibir la funcién identidad puede ser la funcién misma (o cualquier otra
funcién).

Por otro lado, la aplicacién es similar a la intuicién matematica, podemos pensar
t u como t(u). Siguiendo el ejemplo, a un término u le podemos aplicar la funcién
identidad utilizando la siguiente sintaxis: (Az. ) u.

A partir de la definicién de un término, se puede definir su conjunto de variables
libres (aquellas variables que no estén ligadas a una abstraccién) y la sustitucién de
variables por términos, que sera fundamental para definir la S-reduccion.

Definicién 2.2 (Variables libres) Se definen las variables libres de un A-término
t (utilizaremos la notacion FV (t)) recursivamente:

FV(x) = {x}
FV(tu) = FV({)UFV(u)
FV(Ax.t) = FV(t)\{z}

Tanto en el A-calculo como en el \.-calculo que presentaremos luego, trabajamos
con términos a menos de a-equivalencias. En general, se utiliza la relaciéon = para in-
dicar la igualdad sintactica de dos términos a menos de a-equivalencia: basicamente,
t =t si, y sélo si, cambiando las variables asociadas a un A en t (y las ocurrencias
ligadas a esa abstraccién), se puede obtener ¢’ (por més detalles, ver [7]).

Definicién 2.3 (Sustitucién) Se define la sustitucion de una variable x por un
término u en un término t (utilizaremos la notacion tlu/x]) recursivamente:

xu/x] = u

ylu/x] =y donde y # x
(tv)[u/x] = tlu/z] vju/x]

M. t)[u/x] = Azt

My. [u/z] = Ay.tlu/x] donde y # x

y se a-renombra y en \y.t siy € FV(u)
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2.2 El A-célculo

2.2.1. [-reduccion y p-equivalencia

A partir de la sustitucion, podemos definir la S-reduccion la cual es la regla utili-
zada para evaluar \-términos. Basicamente, la regla nos indica que cuando aplicamos
una abstraccion a un término, lo podemos reducir a una sustitucion. En términos
formales, sean ¢, u A-términos y = una variable, decimos que (Az.t) u es una expre-
sion reducible (y abreviamos redex) y su reduccién es t[u/z]|. Siguiendo el ejemplo
de la funcién identidad, la regla nos indica que (Az. z) u reduce a u.

Es interesante ver que un mismo A-término puede contener distintas redexes.
Debido a esto, se define la relacién binaria 3, que debe entenderse como: ¢ 5y t’ si,
y sélo si, t' se obtiene al reducir una redez en t.

Definicién 2.4 Se define la relacion binaria By por induccion en un término t:
s Sit=ux, no existe t' tal que t By t'.
» Sit=uwuv entoncest Byt si, y solo si:
o t'=uv convfyv.

ot =u'v conuByu.

e u=\r.u yt' =uv/z].
» Sit = Ax.u, entonces t Pyt si, y solo si, t' = Ax.u' con u Py u'.
A partir de fy, se define su clausura reflexiva, transitiva y simétrica ~g.

Definicién 2.5 (fS-equivalencia) Se define la relacion binaria ~z como: t >~z t'
si, y solo si, existe una secuencia de términos t = tg, ..., t, =t tal que t; By tir1 0
tiv1 Boti para todo 0 <1 <n—1.

Cuando se cumple que t ~3 t/, decimos que dichos términos son S-equivalentes.

2.2.2. Estrategias de (-reduccion

Debido a que, como ya mencionamos, un término puede contener multiples re-
dexes, existen distintas estrategias de evaluacién a partir de la [-reduccion que
difieren en cudles redexes tienen prioridad para ser reducidas. En nuestro caso, sélo
nos centraremos en dos de ellas: Normal vy Weak Head Reduction. En ambos casos,
sera necesario descomponer los términos como una serie de aplicaciones, lo cual se
desprende de la siguiente observacion:

Observacion 2.1 Para todo \-término t, t = uuy ...u, donde u no es una aplica-
cion y k puede ser 0 (t = u en ese caso), y esta forma es unica.
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2.2 El A-célculo

En base a esto, se definen las siguientes estrategias de reduccion:

1. Normal. La redex més superficial y mas a la izquierda se reduce primero.
Notamos ¢t —5 u cuando t se reduce a u utilizando un unico paso de esta
estrategia.

2. Weak Head Reduction (whr para abreviar). Seat = uwu; ...u; donde u
no es una aplicacién y k puede ser 0, en esta estrategia reducimos sélo cuando
k>0yu=Ax.v (uuy es una redezx). En dicho caso, podemos reducir ¢ a
v[ug/x] ug ... ug, y 1o notamos t — e v[ug /| us . . . u.

Es importante notar que las relaciones —g y —,n, N0 son ni reflexivas, ni tran-
sitivas, ni simétricas. De todos modos, se definen sus clausuras transitivas reflexivas
COMO —8x Y —7whrs-

En la estrategia whr, el término weak proviene de que no se reducen las redexes
dentro de una abstraccion, mientras que head se debe a que sélo reducimos aquello
que esta al principio del término.

Cuando un término no contiene redezes, se dice que estd en forma normal (no
se puede reducir utilizando la estrategia normal). Similarmente, cuando un término
no se puede reducir utilizando la estrategia whr, decimos que estd en forma normal
débil. Notar que si t esta en forma normal débil, se pueden dar dos casos: t = Ax.u
ot=wxuy ... up para alguna variable z.

Veamos algunos ejemplos:

» Sitomamos t = \y. (Az.z)y, podemos ver que t —3 Ay.y, por lo que ¢ no esta
en forma normal. A pesar de eso, t si esta en forma normal débil ya que no se
puede reducir utilizando la estrategia whr (aqui se observa bien el porqué de
la denominacién weak).

» Si tomamos t = = ((Az. x) y), es trivial ver que no estda en forma normal
(t = y), pero sl estd en forma normal débil (aqui se observa el porqué de
la denominacién head).

Sit —p. uy u estd en forma normal, decimos que u es la forma normal de ¢.
Similarmente, si t —,p u ¥ w estd en forma normal débil, decimos que u es la
forma normal débil de t. Las formas normales (débiles) pueden no existir (veremos
luego el caso de €2, que cumple que 2 —3 ) pero, en caso de existir, son tnicas
para cada término.

Otro aspecto importante, es que la estrategia normal es una estrategia de nor-
malizacién completa. En otras palabras, si t ~3 t' y t estd en forma normal (se dice
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2.3 Correspondencia Curry-Howard

que t es normalizable), entonces t — g, t'.

Para relacionar ambas estrategias, es interesante ver que si t —,p, u entonces
t —p u. Por lo tanto, si t —4, u, donde u es la forma normal de ¢, tenemos que
t —whre W —5 u donde v’ es la forma normal débil de t. Bésicamente, la reduccién
con mayor prioridad en la estrategia normal es la reducciéon que whr permite. Por
lo tanto, cualquier reducciéon normal comienza con reducciones whr hasta que se
llega a la forma normal débil del término inicial, y luego continta con el resto de las
redezes.

2.3. Correspondencia Curry-Howard

El A-calculo es una presentacién meramente sintactica de la computacién, que
no asocia un significado particular a las funciones que manipula. Por ejemplo, se
pueden describir términos que carecen de sentido légico como ¢ := Ax.x x, el cual
aplica una variable a si misma. Mas atn, si aplicamos ¢§ a si misma, tenemos €2 := §4.
Esta funcién cumple una propiedad particular y es que se puede ver facilmente que
QO — B Q.

Para evitar estos casos patologicos, usualmente se utiliza algin sistema de tipos
sobre el A-célculo. Si bien hay varios de estos sistemas, el mas sencillo es la teoria
de tipos simples de Church. En dicho caso, se cuenta con un conjunto B de tipos
simples o primitivos, y un tnico constructor de tipos: la flecha. Este constructor
se utiliza para tipar funciones. Por ejemplo, A — B es el tipo de una funcién que
recibe un argumento de tipo A y retorna un término de tipo B.

Tipos simples A/ B = a | A—B aeB

Para asociar tipos con términos, utilizamos reglas inductivas. Dada una funcién
de tipo A — B, esperamos que reciba argumentos de tipo A y retorne términos de
tipo B. Esta intuicién se formaliza con la siguiente regla, que se lee de arriba a abajo
como una regla de inferencia, donde notamos ¢ : A cuando ¢ tiene tipo A.

t:A— B u:A
tu: B
Si bien asignarle un tipo a una aplicacién parece ser inmediato, en el caso de la
abstraccién no es tan sencillo. Para esto se requiere saber tanto el tipo del argumento
como el tipo del cuerpo de la funcién condicionado al tipo del argumento. En otras
palabras, para derivar el tipo del cuerpo de una funcién deberiamos poder tener una
hipétesis sobre el tipo del argumento. Con dicho fin se introducen los conteztos de
tipado, que asocian tipos a variables que en general luego son abstraidas. En base
a dichos contextos, trabajamos con juicios de tipado I' ¢ : A que establecen que,
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2.4 El A.-calculo y la KAM

asumiendo un contexto de tipado I, ¢ tiene tipo A.

Con la introduccién de los juicios de tipado, la regla que nos permite asignarle
un tipo a una funcion es la siguiente:

I'z:AFt: B
'kXx.t:A— B

Agregando una regla trivial que nos permita deducir que una variable tiene un
tipo, a partir de asumirlo, y transformando la primera regla que dimos para ser
compatible con la introduccién de los juicios de tipado, nos quedan las siguientes
tres reglas:

. ' Iz:AFt:B 'HFt:A—> B 'Fu:A
Law:Abo: A T A58 [Ftu:B

La correspondencia de Curry-Howard requiere ver los sistemas de tipos como
sistemas de deduccion. En particular, el sistema de tipos simples de Church se co-
rresponde con el siguiente sistema de deduccién minimalista de légica intuicionista:

LA+ B r'FA=B TFA

La tnica diferencia es que el sistema de deduccion minimalista no contiene térmi-
nos y que la implicacion se escribe =, y no —. Esta similitud, que en realidad termina
siendo un isomorfismo, sugiere que los A-términos pueden ser vistos como testigos
de una demostracion. Esta es la base de la correspondencia y puede ser adaptada a
otras extensiones del A-calculo.

En cierta manera, y como profundizaremos mas adelante, el sistema de tipos
nos permite pensar cada regla de inferencia del sistema de deduccién como una
transformacién de evidencias. Por ejemplo, la tercera regla la podemos leer como: si
t es una evidencia de A = B (o, desde otra perspectiva, convierte evidencias de A
en evidencias de B), y u es una evidencia de A, entonces ¢ u es una evidencia de B.

2.4. El )\.-calculo y la KAM

La Méquina Abstracta de Krivine (KAM por sus siglas en inglés) fue disenada
originalmente por Jean-Louis Krivine como una maquina de pilas para evaluar \-
términos. Dado un conjunto de argumentos, estos son evaluados en la cima de un
contexto de ejecucion representado por una pila. Una pila, en este caso, es una lista

20



2.4 El A.-calculo y la KAM

finita de términos cerrados que finaliza con una constante de pila y debe ser pensada
como una memoria donde se almacena informacién de la ejecucién de un proceso.
La KAM fue luego extendida a la versién clasica del cdlculo lambda, el A.-célculo,
que agrega principalmente dos funcionalidades: instrucciones y constantes de conti-
nuacion.

Las instrucciones en el \.-cdlculo son utilizadas para agregar funcionalidades de
programacion, y el conjunto de dichas instrucciones se denomina . Dicho conjunto
debe contener al menos la instruccion callcc, cuya finalidad es permitir almacenar
la pila de argumentos actual 7 en una constante de continuacién k,, la cual luego
permitira restaurar dicha pila.

Las constantes de pila (de naturaleza completamente distinta a las constantes
de continuacién) son tomadas de un conjunto ITy y, como se mencioné previamente,
indican el final de una pila. Las mismas son utilizadas como marcadores y son muy
importantes para algunas construcciones de la realizabilidad clasica como el modelo
de hilos que veremos més adelante (en 6.2.3). De todos modos, en la mayoria de los
casos las podemos ignorar y pensar una pila como una lista finita de A.-términos
cerrados.

El A.-célculo es uno de los ingredientes fundamentales de esta monografia. De
la misma manera que hay una correspondencia entre el sistema de tipos simples de
Church y un sistema de deduccién de légica intuicionista, veremos en las proximas
secciones que se puede definir un sistema de tipos para el A.-cdlculo que corresponde
con un sistema de deduccién de légica clasica de segundo orden.

Empezamos definiendo el A.-calculo similar a cémo se define el A-calculo:

Definicién 2.6 (Términos, pilas y variables libres) Sea KC un conjunto de ins-
trucciones tal que callce € K, y Ilg un conjunto de constantes de pila no vacio, se
definen los A.-términos y las pilas por induccion mutua:

A~términos Si z es una variable, z es un Atérmino y FV (x) := {x}.
Si z es una variable y ¢ es un A.término, Az. ¢ es un A.término
y FV(Ax.t) .= FV(t)\ {z}.
Sity uson A-términos, t u es un A\-término y FV (tu) :=
FV(u)U FV(v).
Sik € K, k es un A-término y FV (k) := (.
Si 7 es una pila, k; es un A\término y FV (k) := 0.

21



2.4 El A.-calculo y la KAM

pilas Si a € Iy, « es una pila.
Si t es un A.-término cerrado (FV(t) = 0) y 7 es una pila, ¢ - 7
es una pila.

Definimos las variables libres de un A.-término al mismo tiempo (utilizando la
notaciéon F'V(t)), ya que necesitamos que las pilas contengan sélo términos cerrados.
El conjunto de los A.-términos cerrados se denota A, mientras que el conjunto de
todas las pilas se denomina II.

A la operacion - que agrega un A.-término a la cima de una pila se le dice apila-
miento. Para simplificar la notacion, las abstracciones consecutivas son reagrupadas
dentro de un solo \: Axy. x representa al término Ax\y. x. Ademads, cuando una
variable abstraida no es utilizada, a veces se utiliza un guién bajo en lugar de la
variable (siguiendo el ejemplo, podriamos escribir dicho término como Az_. x). Por
ultimo, la aplicacion tiene mayor precedencia que la abstraccion, lo que significa que
el término z Az. y x equivale a z (Az. (y )).

2.4.1. Sustituciones

Para realizar sustituciones de variables libres en un \.-término, ademas de las
sustituciones usuales, extenderemos dicho concepto a sustituciones simultaneas con
el fin de sustituir multiples variables al mismo tiempo.

Definicién 2.7 (Sustitucién) Se define la sustitucion de una variable x por un
término u en un término t (utilizaremos la notacion tlu/x]) recursivamente:

xu/x] = u

ylu/x] = vy donde y # z
klu/z] = k

krlu/x] = kg

(tv)fu/z] = tu/z] v[u/z]

(Ax. t)[u/x] = Ax.t

My. t)[u/z] = Ay.tu/x] donde y # z

y se a-renombra y en \y. t si y € FV(u)

Definicién 2.8 (Sustituciones simultdneas) Una sustitucion simultinea o es
un mapa de variables a \.-términos. Dada una sustitucion o, una variable x y un
Ae-término t, escribimos o,x <t a la sustitucion o donde el valor correspondiente
a la variable x es reemplazado por t. La aplicacion de una sustitucion simultdnea o
a un A.-término t, que se escribe tlo|, se define de la siguiente manera:
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x[o] = o(x)

k(o] = k

]{?71—[0'] = kﬂ'

(tu)o] = to]uld]

(Ax.t)[o] = Ax.t[o,z < x| y se a-renombra z en A\x.t

size FV(o(y)) cony #x

Decimos que una sustitucién es cerrada si para toda variable z, o(z) es un
Ae~término cerrado. Esto es equivalente a decir que sustituir utilizando o siempre
produce un término cerrado. En caso de que o sea cerrada, no son necesarias o-
conversiones cuando se sustituye.

Las sustituciones simultdneas cerradas son utilizadas para cerrar términos, lo
cual es necesario para ejecutar dichos términos en la KAM.

2.4.2. MaA4quina Abstracta de Krivine (KAM)

La KAM, como anticipamos, ejecuta A.-términos cerrados en un determinado
contexto (que estd dado por una pila). A este par le denominamos proceso:

Definicién 2.9 (Procesos) Un proceso es un par t *m, donde t es un A\ -término

cerrado y 7 es una pila. El conjunto de todos los procesos es A1l = {tx7 |t €
A, mell}.

Para ejecutar procesos en la KAM se utilizan cuatro reglas de evaluacion. Dichas
reglas no deben ser vistas como una definicién de la evaluacién, sino como una
axiomatizacion de las propiedades que debe cumplir una implementacion de una

KAM:

Definicién 2.10 (Relaciones de evaluacién) Una relacion de evaluacion es cual-
quier relacion transitiva e irrefleiva = que satisface las siguientes propiedades:

PUSH tu * T -t * U
GRAB Azt * u-m = tufxr] x 7w
SAVE callce x t-m = t * kp-m
RESTORE ki * t-m = *

A la clausura refleziva de > la notamos = (la clausura transitiva no es necesaria
debido a que = ya es transitiva).

Es importante observar que debido a que la relacion > es transitiva, estas reglas
no son necesariamente pasos atomicos y simplemente significan que la evaluacion de
los procesos del lado izquierdo alcanza a los del lado derecho en una cantidad finita
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de pasos atomicos.

Observar que gracias a las propiedades PUSH y GRAB tenemos, en algun
sentido, la estrategia de evaluacién whr:

(Ar.t)uuy .. oup x> tlu/x] xug e uy -
Ademas, de las propiedades SAVE y RESTORE se deduce lo siguiente:
1. callcctxm =t xk, -7
2. kot m=txn

De aqui, observamos que callcc aplicada a un término nos permite evaluar di-
cho término apilando una constante de continuacién de la pila actual, a dicha pila.
Por otro lado, una constante de continuacién aplicada a un término nos permite
evaluar dicho término pero cambiando el contexto actual por la pila asociada a la
constante de continuacion.

Presentar la relaciéon de evaluacién como axiomas en lugar de reglas concretas
nos permite mayor modularidad: cualquier relacién que satisfaga dichas reglas de-
finird una KAM vaélida. En particular, esto nos va a permitir agregar libremente
nuevas instrucciones con sus respectivas reglas de evaluacion.

Denominaremos una instancia del \.-cdlculo a una tripleta (K, Iy, >). Como
veremos mas adelante, dicha tripleta es un parametro de la realizabilidad clésica.
Esto significa que todo resultado que probemos sera valido para cualquier conjunto
de instrucciones, conjunto de constantes de pila y relacion de evaluacion.
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3. Loégica de Segundo Orden

En esta seccion introduciremos un sistema de deduccién para la logica clasi-
ca de segundo orden. Las férmulas de esta presentacién de la logica seran luego
realizadas por A.términos, y la similitud entre dicho sistema de deduccién y un
sistema de tipos del A.-cdlculo nos permitird obtener, para cada regla de inferencia,
un programa que convierta evidencias de las premisas en evidencias de la conclusion.

Ademas, se definen las teorias de segundo orden y los modelos de dichas teorias
(modelos de Henkin mas precisamente). Particularmente, se presenta la aritmética
de Peano de segundo orden (la teoria PA2). Buscaremos realizar dicha teorfa vy,
analogo a lo que ocurre en la realizabilidad de Kleene, donde se utiliza un modelo de
H A para definir la realizabilidad, necesitaremos de un modelo de PA2 para definir
la realizabilidad de Krivine.

En esta seccion, se complementa el material de la tesis doctoral de Lionel Rieg
[1] con definiciones extraidas de [8].

3.1. Lenguajes de segundo orden

Toda teoria de segundo orden esta definida a partir de un lenguaje de segundo
orden, que distingue dos tipos de expresiones:

= Los términos de primer orden, que se utilizan para representar objetos de la
teoria.

= Las férmulas, que representan los enunciados de la teoria.

Formalmente, un lenguaje de segundo orden esta definido a partir de un alfabeto:

Definicién 3.1 (Alfabeto) Un alfabeto V consta de:

» un conjunto de simbolos de funcion (notacion: f, g, h, etc) dados con sus
aridades.

» un conjunto de simbolos de predicado (notacion: p, q, r, etc) dados con sus
aridades.

La aridad de un simbolo de funcién/predicado es un entero positivo o nulo que
indica (de modo convencional) la cantidad de argumentos esperada por dicho simbo-
lo. En particular, a un simbolo de funcién de aridad nula se le denomina simbolo de
constante.
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Sea V un alfabeto, se construyen los términos de primer orden y las férmulas del
correspondiente lenguaje mediante conjuntos de simbolos que denominamos varia-
bles. Tendremos:

= Un conjunto numerable de simbolos, cuyos elementos se llaman variables de
primer orden (comunmente utilizamos x,y,z para referirnos a estas).

» Para cada aridad k& > 0, un conjunto numerable de simbolos, cuyos elementos
se llaman variables de sequndo orden de aridad k (generalmente utilizamos
X,Y,Z para referirnos a estas).

Todos estos conjuntos son disjuntos entre si, y disjuntos al alfabeto V. A partir del
alfabeto, y utilizando las variables de primer orden, se definen los términos de primer
orden (también llamados expresiones de primer orden o expresiones aritméticas).

Expresiones e,e; := x | f(e1,...,e;) donde x es una variable de
primer orden y f un simbolo de funcién de aridad &

Para evitar confusiones, en general cuando hablemos de términos -a secas- nos
referiremos a \.-términos, mientras que a los términos de primer orden les continua-
remos llamando expresiones, expresiones de primer orden, o expresiones aritméticas.

A partir de las expresiones de primer orden, los predicados, las variables de se-
gundo orden, la implicacién, y los cuantificadores universales, se definen las férmulas
del lenguaje.

Formulas A, B = ple,...,ex) | X(er,...,er) | A=B | Va. A
| VX.A donde p es un predicado de aridad k,

X es una variable de segundo orden de aridad &

y = es una variable de primer orden

Siguiendo la notacion usual de la légica, escribir un cuantificador universal se-
guido de un punto “Vz.” significa que tiene la menor precedencia. Por simplicidad,
a veces utilizamos un unico cuantificador universal para multiples variables: por
ejemplo, Vzy. X (x,y) equivale a Vz.Vy. X (x,y). Mdas atn, al trabajar con una tupla
(x1,...,2) de variables, a veces abreviamos VZ. A = V...V, A .

Al igual que con los \/Atérminos, trabajaremos con las férmulas a menos de
a-equivalencias.

Definicién 3.2 (Lenguaje de segundo orden) Un lenguaje de sequndo orden £
consiste entonces del conjunto de expresiones de primer orden y del conjunto de
formulas generados a partir de un alfabeto V.

26



3.1 Lenguajes de segundo orden

Definicién 3.3 (Variables libres) Se define el conjunto de las variables libres de
las formulas y de las expresiones de primer orden recursivamente (utilizaremos las
notaciones FV (A) y FV (e) respectivamente). Diremos que una formula es cerrada
si FV(A) =0, y que una expresion de primer orden es cerrada si FV (e) = ().

FV(z) = {z}

FV(f(er,...,ex)) = FV(e)U---UFV(e)
FV(p(er,...,ex)) = FV(e))U---UFV(eg)
FV(X(e1,...,ex)) = XUFV(ey)U---UFV(ex)
FV(A= B) — FV(A)UFV(B)

FV(Vz. A) = FV(A)\{z}

FV(VX. A) = FV(A)\ {X}

Debido a que utilizamos un lenguaje minimal, con sélo la implicaciéon y la cuan-
tificacion universal como conectivos primitivos, es necesario codificar los demas co-
nectivos. Esto se hace a través de las codificaciones de segundo orden dadas a con-
tinuacion.

Absurdo 1 = VZ.Z

Verdad 1 = V4. Z=7Z

Negacion -A = A= 1

Conjuncién ANB = VZ.(A=B=2)=7
Disjuncion AVB = VZ.(A=2)=(B=242)=7
Equivalencia A& B = (A= B)AN(B=A)
Existencial de primer orden 3Jz.A = VZ. (Vo. A=2)=Z
Existencial de segundo orden 3IX. A = VZ. (VX.A=27)=7
Igualdad de Leibniz e=¢ = VZ Z(e) = Z(€)

Donde Z es una variable fresca de segundo orden. La intuicion es clara: que A A B
sea valida, por ejemplo, es equivalente a que podemos transformar cualquier demos-
tracién de Z con hipotesis A y B, en una demostracion de Z.

Se puede probar que la igualdad de Leibniz es, de hecho, una relacién de equi-
valencia. Observamos también que no se utiliza el simbolo T sino el simbolo 1, esto
serd mas comodo después debido a que 1 es el tipo de aquellos \.-términos que se
comportan como la funcién identidad.

3.1.1. Sustituciones

Al igual que para la manipulaciéon de A-términos, sera fundamental definir la
sustitucién de variables en expresiones de primer orden y en féormulas. En este caso
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3.1 Lenguajes de segundo orden

particular, contamos con dos sustituciones de naturaleza distinta: las variables de
primer orden pueden ser sustituidas por expresiones de primer orden, mientras que
las variables de segundo orden pueden ser sustituidas por predicados.

Definicién 3.4 (Sustitucién de primer orden) Se define la sustitucion de una
variable T por una expresion de primer orden e en una expresion € o en una formula
A (utilizaremos las notaciones €'e/x] y Ale/x]) recursivamente:

xle/x] = e
yle/xz] = y donde y # x
fler, .. ex)le/z] = flelle/z], ... ex[e/x])
pler, .. ex)le/x] = plee/a],... exle/x])
X(e1,...,ex)e/x] = X(eile/x],...,exle/x])
(A= B)le/z] = Ale/x] = Ble/z]
(Vz. A)le/z] = Vx. A
(Vy. A)le/z] = Vy. Ale/x] donde y # z y se
a-renombra y en Vy. A
siy € FV(e)
(VX. A)le/z] = VX.Ale/x]

Al igual que vimos en el \.-célculo, es posible definir sustituciones simultaneas
de primer orden como funciones del conjunto de variables de primer orden, en el
conjunto de expresiones. Esto nos serd de utilidad para definir la sustitucion de
segundo orden a través de los predicados.

Definicién 3.5 (Predicado) Un predicado Az ...x. A de aridad k es una formu-
la A abstraida sobre un conjunto de k wvariables de primer orden xq,...,x. Las
variables libres de un predicado se definen como FV(A)\ {z1,...,zx}.

Esta abstraccion no es parte del lenguaje sino una solucion ad-hoc para distinguir
las variables de primer orden que tienen que ser sustituidas durante una sustitucion
de segundo orden. Si P := Ax;...xy. A, definimos Pley,...,ex) := Alo], donde o
es la sustitucién simultdnea que cumple que o(z;) := e; para todo 1 < i < k, y
o(y) := y para cualquier otra variable.

Definicién 3.6 (Sustitucién de segundo orden) Se define la sustitucion de una
variable X por un predicado P en una formula A (utilizaremos la notacion A[P/X])
recursiwamente:
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3.2 Sistema de deduccién

pler,...,ex)[P/X] = pler,... ex)

X(e1,...,ex)[P/X] = Pley,...,ex)
Y(ey,...,ex)[P/X] = Y(ey,... ex) donde Y # X

(A= B)[P/X] := A[P/X]|= B[P/X]
(Vz. A)[P/X] = Vaz. A[P/X] y se a-renombra
zenVr. Asixz e FV(P)
(VX. A)[P/X] = VX.A

(VY. A)[P/X] = VY.A[P/X] donde Y # X y se
a-renombra Y en VY. A
siY € FV(P)

3.2. Sistema de deduccion

Para formalizar la nocién de demostracion, utilizaremos un sistema de deduccién
natural para esta presentacion particular de la légica de segundo orden. Empezamos
primero desde la definicién de secuente.

Definicién 3.7 (Secuentes) Se llama secuente a todo par (I'; A) escrito I' - A,
donde I" es un conjunto finito de formulas (potencialmente vacio) y A es una formu-
la.

Intuitivamente, un secuente I' F A representa una etapa particular de razona-
miento, en la cual se trata de establecer A (el consecuente) a partir de las hipétesis
en I' (el contexto).

En lo que sigue, escribiremos los contextos como listas, separando sus férmulas
con comas: I' = Ay, ..., A,. También utilizaremos la notacion I', A para referirnos
a la unién de dos contextos I' y A. Ademads, un secuente con un contexto vacio lo
escribiremos simplemente - A (en lugar de () F A). Las notaciones FV(T'), T'le/z] y

'[P/ X] se extienden a los contextos de forma obvia: si ' = Ay,..., A,, entonces
FV([I) = FV(A)U---UFV(A,)
Cle/z] = Aile/z],..., A,le/x]

El sistema de deduccién queda definido por las siguientes reglas de deduccion (o
reglas de inferencia). Cada regla de deduccion es de la forma:

Ty kA o T,FA,
T+ A

donde los secuentes I'y = Ay, ..., I', = A, se llaman las premisas de la regla, y el
secuente I' = A la conclusion de la regla. Intuitivamente, tal regla expresa un paso
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3.2 Sistema de deduccién

de deduccién que permite establecer la validez de la conclusién a partir de la validez
de las premisas.

Algunas reglas tienen una condicion de borde (por la izquierda) que restringe el
uso de la regla a elementos sintécticos con una forma particular.

Tendremos reglas de introduccion y eliminacién para los tres conectivos utiliza-
dos para definir férmulas. Ademas, se utilizara la Ley de Peirce como axioma, la cual
es equivalente al tercer excluido y a la reduccién al absurdo. Las reglas de inferencia
son las siguientes (donde A y B son férmulas cualesquiera):

1_\’IélﬁAxioma FI—((A@B)#A)#A Peirce
LAFB PFA=B TFHA _
r-A=B I'tB
. _r'eAd T'Fvz.A |,
PO T e A TF Ale/z]
rFA LFVYXA
VO Ty A" TFAP/X]

Las reglas de deduccién se pueden agregar hasta formar drboles de deduccion, o
derivaciones.

Definicién 3.8 (Derivaciones) Llamamos derivacion a todo drbol finito de se-
cuentes construido por la aplicacion finita de la siguiente regla de agregacion:

Si dy .. ldp
A r,-A4,
son deriwaciones de los secuentes I't = Ay,...,T'), & A, respectivamente, y
ademds
I'hEA e I, FA,
A

es una regla de deduccion. Entonces

Edl “dp

d= T4, ... T,rA4
'EA
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3.3 Teorias y modelos

es una derivacion de I' = A.

Cuando existe una derivacion para el secuente I' = A, decimos que dicho secuente
es derivable. Y cuando el secuente - A es derivable, decimos que la féormula A es
derivable.

3.3. Teorias y modelos

A partir de un lenguaje, se puede definir entonces una teoria de segundo orden.
Definicién 3.9 (Teorias) Una teoria 7 de sequndo orden estd definida por:

s Un lenguaje & de sequndo orden.

» Un conjunto de formulas cerradas del lenguaje £, escrito Ax (), cuyos ele-
mentos se llaman los axiomas de la teoria 7 .

Las teorias pueden tener modelos, los cuales son interpretaciones del lenguaje que
satisfacen los axiomas de la teoria. Para formalizar esto, comenzamos definiendo el
concepto de interpretacion.

Definicién 3.10 (Interpretaciones) Una interpretacion A4 de un lenguaje de se-
gundo orden £ estd constituida por:

» Un conjunto base M # ().

» Una funcion 7 . #* — M para cada simbolo de funcion f € £ de aridad
k> 0.

= Un conjunto de subconjuntos Py CB(.#*) para cada aridad k > 0.

= Un conjunto p® € P para cada simbolo de predicado p € £ de aridad k > 0.

A los objetos de primer orden de una interpretacion los llamaremos individuos.
Las interpretaciones permiten interpretar cualquier expresién cerrada por un indi-
viduo de su conjunto base, y a las féormulas cerradas por algun valor de verdad
(verdadero o falso). Para poder lidiar con las férmulas y expresiones no cerradas,
introducimos el concepto de valuacion.

Definicién 3.11 (Valuaciones) Sea .# una interpretacion de un lenguaje de se-
gundo orden, una valuacion p es una funcion que le asocia valores en A a las
variables de primer orden del lenguaje, y funciones caracteristicas de los conjun-
tos en P;” a las variables de sequndo orden (preservando la aridad). Denotamos
p,x < v a la valuacion p donde el valor asociado a x es reemplazado por v.
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3.3 Teorias y modelos

En otras palabras, p(x) € .# para toda variable x de primer orden, y p(X) = X¢
con C € P para toda variable X de segundo orden y aridad k.

Podemos pensar que a cada variable de segundo orden X de aridad £ le estamos
asignando un conjunto C' € P;? (recordar que C' C .#*). Luego, simy,...,my € M
tenemos que p(X)(mq,...,my) = 1 si, y sélo si, (mq,...,my) € C. Pensaremos al
valor 1 como la verdad y al 0 como la falsedad.

Las valuaciones nos permiten interpretar expresiones y férmulas al poder lidiar
con aquellas que no son necesariamente cerradas.

Definicién 3.12 (Interpretacién de expresiones) Sea e una expresion de un
lenguaje de sequndo orden, M wuna interpretacion de dicho lenguaje y p una va-
luacion, definimos la interpretacion de dicha expresion (utilizamos la notacion [e],)
recursivamente:

[z], = »p(z)
[f(er,....ex)], = f'”([[el]]p, o Tex]p)

Basicamente, utilizamos una valuacion para poder interpretar también expresio-
nes que no sean cerradas. De hecho, cuando una expresion aritmética es cerrada, su
interpretacion no depende de la valuacion y quitamos el subindice p.

La importancia de poder interpretar expresiones y formulas cualesquiera, se debe
a que las subférmulas de una féormula cerrada no necesariamente son cerradas vy,
entonces, para poder definir recursivamente la semdantica se precisa una definicién
en la clase de todas las férmulas.

Definicién 3.13 (Interpretacién de férmulas) Sea A una férmula de un len-
quage de sequndo orden, M una interpretacion de dicho lenguaje y p una valuacion,
definimos la interpretacion de dicha formula (utilizamos la notacion [A],) recursi-
vamente:

[p(er, .. en)l, == Xpay(lealp - [ex],)
[X(er, .. ven)l, = p(X)([eady - -, [ex]y)
[A= B], = max{[B],,1-[Al}
Vx. A], = minees [Al)zca
[vX. A], = ml/nCeP,g” [Alp xxc

Se puede probar que si una férmula es cerrada, su interpretaciéon no depende
de la valuacion, por lo que podemos quitar el subindice p. Particularmente, cuando
[A] = 1 para una férmula A cerrada, decimos que .# satisface A y lo notamos
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3.4 Aritmética de Peano (PA2)

MEA.

Por convencién, cuando k = 0, entendemos que .#Z* = {()} (existe una tupla
de largo 0), por lo que P(Z*) = {0,{()}}. Por lo tanto, si X tiene aridad cero, y
tomamos una valuacién p tal que p(X) = &)y, se cumple que [X], = 1, mientras
que si p(X) = A&, tenemos que [X], = 0. Bésicamente, a las variables de segundo
orden y aridad cero, se les puede asignar el valor verdadero (el conjunto {()}), o
el valor falso (el conjunto @). Esto aplica de la misma manera para simbolos de
predicado de aridad nula.

En base a las definiciones anteriores, definimos un modelo de una teoria como una
interpretacion de su lenguaje que satisface sus axiomas, y el esquema de comprension.

Definicién 3.14 (Modelos) Sea 7 una teoria de sequndo orden, denominamos
modelo (o modelo de Henkin) a toda interpretacion A del lenguaje de T tal que:

» A E A para toda formula A € Ax(.T).

w A F X VE A & X(x1,...,2%) para toda formula A tal que FV(A) C
{iL‘l,...,.Tk}.

En dicho caso, escribimos M E 7 .

Cuando P = P(#*) para todo k, la interpretacién satisface el axioma de
comprension. En este caso, si ademas se satisfacen los axiomas de la teoria, decimos
que . es un modelo pleno de 7.

3.4. Aritmética de Peano (PA2)

Definiremos la teoria de la aritmética de Peano en segundo orden, la cual utiliza-
remos fuertemente en la realizabilidad cldsica. Para esta teoria, el alfabeto a partir
del cual se define el lenguaje de segundo orden consta del simbolo de constante 0, y
un simbolo de funcién para cada funcidn recursiva primitiva (veremos més adelante
el porqué de esta decision).

Definicién 3.15 (Funciones recursivas primitivas) Las funciones recursivas pri-
mitivas se definen inductivamente:

1. La funcion sucesor es una funcion recursiva primitiva.

2. Para todo k natural, la funcion zeroy, (de aridad k) definida como zerog(z1, ..., xy) =
0, es una funcion recursiva primitiva.
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3.4 Aritmética de Peano (PA2)

3. Para todo k e i naturales tales que 1 < i < k, la funcion 11¥ (de aridad k)
definida como 11¥(xq, ... x}) := x; es una funcion recursiva primitiva.

4. Sea g una funcion recursiva primitiva de aridad m, y hq, ..., hy, m funciones
recursivas primitivas de aridad k, la funcion f (de aridad k) definida como
flzr, . xg) = glhi(xy, ..o 2k), - o h(21, ..., 2k)) €s una funcion recursiva
primitiva.

5. Sea g una funcion recursiva primitiva de aridad k, y h una funcion recursi-
va primitiva de aridad k + 2, la funcion f (de aridad k + 1) definida como
fn+1,2q,...,2) == h(n, f(n,x1,...,2x), 21, .., xk) y fO,2q,...,28) :=
g(x1,...,T) €s una funcion recursiva primitiva.

Observamos que las primeras tres reglas conforman los “casos base”, mientras
que las ultimas dos nos permiten construir nuevas funciones a través de la compo-
sicion, y de la recursion primitiva.

Debido a que la funcién sucesor, la suma y el producto son funciones recursivas
primitivas, tenemos simbolos para dichas funciones (s, + y * respectivamente). Por
comodidad, escribiremos s x en lugar de s(z), = + y en lugar de +(z,y) y  *x y en
lugar de *(z,y). Ademés, evitamos el uso de paréntesis cuando el significado no sea
ambiguo.

Utilizando este lenguaje, definimos la teoria PA2 al establecer sus tres axiomas
principales. Ademas de estos, se deben agregar axiomas con las definiciones de las
funciones recursivas primitivas:

Sucesor Vey.sx=sy=x =1y
Ve.~(sx =0)
Induccién Ve NZ.Z(0) = (Vy.Z(y) = Z(sy)) = Z(z)

f recursiva primitiva VZ. f(...)=...
distinta a s

A diferencia de lo que sucede en la teoria de primer orden, observamos que el
axioma de induccién es un Unico axioma y no un esquema de axiomas. Ademas, en
el ultimo caso, estamos englobando lo siguiente:

1. Para las funciones zeroy tenemos axiomas de la forma:

Vay. .. xp. zerog(xy, ..., x5) =0
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2. Para las funciones I} tenemos axiomas de la forma:
k _
Vo .ooop (2, .0 xp) = @y
3. Para toda funcién recursiva primitiva f que sea una composicién de una fun-

cién recursiva primitiva g de aridad m y m funciones recursivas primitivas h;
de aridad k, tenemos un axioma de la forma:

Vay ..o f(g, ..o xe) = g(ha(zy, ooy xg), oo b (20, 00 2g))

4. Para toda funcion recursiva primitiva f definida a partir de una recursion con
caso base g y paso inductivo h, contamos con dos axiomas:

Vay...xp. f(0,2q,. .. x8) = g(x1, ..., 28) ¥
Yyxy ... xg. f(sy,z1,...,xr) = h(y, fy,z1,...,2k), 21, ..., k)
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4. Introduccion a la Realizabilidad Clasica

De la misma manera en que mostramos como el sistema de tipos simples de
Church para el A-célculo se correspondia con un sistema de deduccién de légica de
primer orden intuicionista, podemos (y lo veremos en profundidad en la préxima
seccién) definir un sistema de tipos simples para el A.-cdlculo donde las reglas de
tipado se correspondan con las reglas del sistema de deducciéon de segundo orden
visto previamente.

Debido a dicha correspondencia (que no es mas que la correspondencia Curry-
Howard), hacer una derivacién de una férmula A es equivalente a probar que un
término ¢ tiene tipo A. En algin sentido, ¢ sostiene/justifica la férmula A: si el con-
junto de términos de tipo A es nulo, A no es derivable, mientras que si no es nulo,
A es derivable.

La realizabilidad clésica se puede ver como una flexibilizacién de dicho sistema
de tipos que también nos permite vincular A.-términos con férmulas de segundo
orden. Decimos que es mas flexible ya que veremos que si t tiene tipo A, entonces ¢
realiza A. Esto es equivalente a afirmar que los realizadores de A contienen aquellos
programas de tipo A.

Para fijar ideas y ver algunos ejemplos, introduciremos primero la realizabili-
dad a través de lo que denominaremos modelos de realizabilidad, y en la siguiente
seccion veremos el sistema de tipos subyacente. Los modelos de realizabilidad son
basicamente interpretaciones de un lenguaje de segundo orden que difieren de las de
Henkin, debido a que la interpretacion de una férmula es el conjunto de términos
que la realizan (ya que, de cierta manera, sostienen la férmula) en lugar de un valor
verdadero o falso. Hablamos en plural debido a que obtendremos distintos modelos
al variar distintos parametros de los cuales depende la realizabilidad.

4.1. Parametros

Los modelos de realizabilidad no se enfocan en si una férmula es demostrable o
no, sino en el contenido computacional asociado a ella. De esta forma, el valor de
verdad de una formula es el conjunto de programas que la realizan. La realizabili-
dad clasica no es la excepcion, aunque el valor de verdad es derivado de la nocién
primitiva de valor de falsedad. Como evidencian sus nombres, tanto el valor de fal-
sedad como el de verdad son de naturaleza muy diferente: el valor de verdad de una
férmula es un conjunto de realizadores (por lo tanto, un conjunto de A.-términos)
mientras que el valor de falsedad de una férmula es un conjunto de pilas.
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4.2 Modelos de realizabilidad

La idea detras es la siguiente: cada férmula tiene asociado un conjunto de pi-
las (a través de su valor de falsedad) que son tests (les diremos tests en lugar de
pruebas para evitar confusiones con el concepto de demostracion) que un programa
debe “pasar” para poder realizar dicha formula. Para definir qué es “pasar” un test,
introduciremos el concepto de polo.

Los modelos de realizabilidad clasica estan parametrizados por un polo 1l. Un
polo es un conjunto de procesos (1L C A xII) el cual debe ser cerrado por anti-
evaluacion: esto quiere decir que si p = p' y p' € 1L entonces p € 1. Desde
un punto de vista computacional, un polo representa una propiedad que queremos
observar. El concepto de anti-evaluacion implica que nos interesamos en los procesos
que exhiben dicha propiedad computacional en algiin momento de su evaluacién. Por
ejemplo, para caracterizar los procesos que ejecutan una instruccién k (podria ser
print) denotamos Il := {p € AxII |37 € II. p = kx7}. Notamos que una vez que
un proceso en 1l alcanza k % m, al continuar la evaluacién puede no volver a dicho
estado debido a que ya exhibi6 la propiedad computacional en la que estdbamos
interesados.

Definicién 4.1 (Polos) Un polo 1L es un subconjunto de A 11 tal que sip’ € 1L
yp>=7p, entoncesp € 1L.

La idea sera entonces la siguiente: dada una féormula A con un conjunto de tests
asociados, un programa realiza dicha férmula si pasa todos esos tests. Para pasar
dichos tests, para cada test m el proceso t x m debe pertenecer al polo. Por anti-
evaluacion, en general nos bastara ver que el proceso t x 7, al ser evaluado, alcanza
un proceso que pertenece al polo.

Los modelos de realizabilidad dependen entonces de tres parametros:
» Una instancia (IC, 1y, =) del A.-célculo.
= Un modelo .# de PA2 el cual denominaremos modelo de partida.

= Un polo L.

4.2. Modelos de realizabilidad

Al fijar los parametros anteriores, podremos interpretar férmulas del lenguaje de
segundo orden que definimos para la teoria PA2 que serd de nuestro interés.

Para interpretar una férmula al estilo Henkin, necesitamos un conjunto base .#

para interpretar los objetos de primer orden, una funcién f*# para cada simbolo de
funcién f del lenguaje, y conjuntos P que definen las funciones caracteristicas que
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pueden ser utilizadas para interpretar los objetos de segundo orden.

En este caso, tomaremos el modelo de partida .# para definir el universo de
primer orden, pero en lugar de utilizar funciones caracteristicas para interpretar los
objetos de segundo orden, utilizaremos funciones de falsedad.

Definicién 4.2 (Funciones de falsedad) Una funcion de falsedad de aridad k,
es una funcion con dominio A* y codominio PB(II).

Luego, dado que las expresiones de primer orden y las formulas que interpretamos
pueden no ser cerradas, introdujimos el concepto de valuacion para lidiar con ello.
Con el mismo objetivo, se definen las valuaciones en el contexto de realizabilidad. A
partir de ahora, a las primeras las denominaremos valuaciones booleanas, mientras
que a las segundas las denominaremos valuaciones a secas.

Definicién 4.3 (Valuaciones) Una valuacion es una funcion p que le asocia va-
lores en A a las variables de primer orden del lenguaje, y funciones de falsedad a
las variables de sequndo orden (preservando la aridad). Denotamos p,x < v a la
valuacion p donde el valor asociado a x es reemplazado por v.

Utilizando una valuacién p, podemos interpretar expresiones aritméticas al in-
terpretar sus variables libres utilizando p e interpretando los simbolos de funcion
por su correspondiente funcién recursiva primitiva.

Definicién 4.4 (Interpretacién de expresiones) Sea p una valuacion y e una
expresion del lenguaje de PA2, definimos la interpretacion de dicha expresion en el
modelo de realizabilidad (utilizamos la notacion [e],) recursivamente:

[z], = p(2)
[f(er,...,ex)], = f‘//’([[el]]p,...,[[ekﬂp)

Basicamente, estamos interpretando las expresiones de primer orden de la misma
manera en que lo hace el modelo de partida. En general, haremos un abuso de nota-
cién y utilizaremos f, a secas, para referirnos también a f*#. Por otro lado, cuando
una expresion aritmética es cerrada, su interpretaciéon no depende de la valuacion y
quitamos el subindice p.

Ademas, utilizando dicha valuacién p se definen, a partir de recursién mutua, los
valores de falsedad y los valores de verdad de las férmulas. Observamos que dejamos
de lado las interpretaciones de Henkin donde la interpretacién de una férmula tiene
sélo dos valores posibles (verdadero y falso), para obtener una interpretaciéon méas
rica en contenido.
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4.2 Modelos de realizabilidad

Definicién 4.5 (Interpretacion de férmulas) Sea p una valuacion, 1L un polo
y A una formula del lenguaje de PA2, definimos los valores de verdad y falsedad de
dicha formula en el modelo de realizabilidad (utilizamos las notaciones |A| y || Al
respectivamente) a partir de recursion mutua:

[1X(er, - sen)llow = p(X)([ealp, - [ex],)
|A = B[y Al - [[Bl]p,u

{t-m|te|AlumelBll,u}

V. Allpw = Unew Allpaen)n
VX Allpu = UF:J//’C—ﬁB(H) ANl (pxp).t
[Alpw = {teA[Vme||Al|pu,t+me L}

Observemos c¢6mo se crean los valores de verdad y de falsedad:

= Como ya se menciond, el valor de verdad de una férmula es el conjunto de
términos cerrados que “pasan todos los tests”. Donde los tests son las pilas del
valor de falsedad de dicha férmula.

= Los tests de V. Ay de VX. A son todos los tests posibles de A, sustituyendo
x por cualquier individuo del modelo de partida o X por cualquier funcion de
falsedad.

= Los tests de A = B se construyen apilando realizadores de A a los tests de B.
Béasicamente: para realizar A = B hay que crear un programa que, recibiendo
cualquier realizador de A, pueda pasar los tests de B.

» Los tests de X(eq,...,ex) se obtienen interpretando X (se transforma en una
funcién de falsedad) y evaluando dicha funcién al interpretar las expresiones
aritméticas e;.

Mientras los términos en el valor de verdad (que serdn los realizadores) sostienen
una férmula, los tests en el valor de falsedad intentan refutarla. Por eso, por ejemplo,
un test (una refutacién) de A = B consiste de un término que sostiene A, y un test
que refuta B.

Para una férmula cerrada, el valor de verdad y el de falsedad no dependen de la
valuacion p por lo que simplemente omitimos dicho subindice.

Observacion 4.1 1L es una relacion de ortogonalidad. Si se define t 1l :=t*m €
AL, entonces el valor de verdad |A|, 1 es el ortogonal al valor de falsedad ||A||,, 11,
que se escribe || Al|).

En particular, por la teoria de las relaciones ortogonales, tenemos:

39



4.3 Lenguaje extendido

= Si[|Allpw S [[Bllpa, entonces |Bl, 1 C [Alpu.
= Al € (A1)

= [|All- = ((JAll;)5)™ o, en otras palabras, |A],u = (JA[;)*

4.3. Lenguaje extendido

Por conveniencia, normalmente extendemos el lenguaje para introducir parame-
tros. Bésicamente, agregamos un simbolo de constante n para cada n € .Z, y un
simbolo de predicado F' de aridad k para cada funcién de falsedad F con dicha
aridad. Observamos que esto hace que las férmulas no sean numerables (recordemos
que cada F es una funcién .#"% — B(I1)).

Definicién 4.6 (Lenguaje extendido) Definimos el lenguaje extendido a partir
del modelo de realizabilidad al redefinir las expresiones y formulas de la siguiente
manera:

Expresiones e, e; = z= | f(er,...,ex) | n

donde z es una variable de primer orden, f un simbolo de una funcién recursiva
primitiva de aridad k y n € .

Férmulas A, B := X(ey,...,ex) | A= B | Vz. A

| VX.A | Fley,...,ex)

donde X es una variable de segundo orden de aridad k, z es una variable de
primer orden y F: .#* — B(II) es una funcién de falsedad de aridad k.

De esta forma, podemos referirnos a predicados especificos en la sintaxis y ase-
gurarnos su adecuada interpretacién en el modelo. Para esto, extendemos la inter-
pretacion de las expresiones y de las féormulas:

' [2], = n
[F(ersye)llp = F(lel,, -, [exl,)

Los parametros también nos permiten reescribir el valor de falsedad del cuanti-
ficador universal de segundo orden, de la siguiente manera:

HVX.AH’D,J_L = UF:///k_pqg(]‘[) HA[F/X]HPJ-L

Cuando el valor de falsedad de un parametro de aridad cero es un singleton, omi-
timos las llaves por comodidad y escribimos 7 en lugar de {m}. Tenemos entonces
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4.3 Lenguaje extendido

||7]|w := {7}. Por ejemplo, un pardmetro importante es T := (. Dicho pardmetro
hace referencia a la funciéon de falsedad que no recibe argumentos, y retorna un
conjunto nulo de pilas.

Observamos que |T|y = {t € A|Vr € 0,t 7 € 1L} = A. En otras palabras,
todo término cerrado es un realizador de T debido a que no tiene tests asociados (y
esto no depende del polo).

Utilizando parametros, podemos utilizar una valuacion p para transformar una
férmula/expresién aritmética, en otra férmula/expresion aritmética cerrada, cuya
interpretacion (inica, ya que es cerrada) coincida con la interpretacion de la original
(utilizando p).

Definicién 4.7 (Clausura de férmulas por una valuacién) Sea p una valua-
cion, e una expresion y A una formula, definimos la clausura de e por p y de A por
p (utilizaremos las notaciones elp] y Alp] respectivamente) recursivamente:

zlp] = n con n = p(x)
nlp] = n
f(elv"'vek)[p] = f(el[p]v'”?ek[lo])
(X(er-.c))lpl = Pleld.....alp]) con P=p(X)
(F(€1>""ek))[p] = F(el[p]""7€k[p]>
(A= B)lp] = Alp]= Blp]
(V. A)lp] = Vaz. Alp,x < z]
(VX. A)lp] = VX. A]p, X + X]

Observar que utilizamos, informalmente, p,z < x y p, X < X para notar que a
estas variables no se les aplicara p. Esto se podria formalizar extendiendo el codo-
minio de una valuacién, para permitir variables de primer y segundo orden, o, en la
clausura, trabajar con valuaciones parciales.

Se puede verificar que las férmulas y expresiones aritméticas resultantes son

siempre cerradas y que [A[p]|u = |Alpu, [[Alpllln = [[Allpw v [elp]] = [e],- En
base a esto, se pueden ver dos igualdades que seran ttiles:

|(Va. A)plllw = |Va. Allpu
1' = UTLEL% ||A||(p7x(*n)7i|-
= Unew Ao,z < 0]l
VX Al = VX Allpu
2' - UF%k—}m(H) ||A||(p,X<—F)7JJ_

= Ur.srogm |[Alp, X < Fllu
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En general, cuando nos referimos a férmulas, por ejemplo en la definicién ante-
rior, estamos hablando de férmulas en el lenguaje extendido. Cuando sea necesario,
aclararemos que estamos trabajando con formulas sin parametros.

4.4. Realizadores y primeros resultados

En general, vamos a trabajar con un polo fijo y, por lo tanto, no utilizaremos
dicho subindice en los valores de verdad y en los valores de falsedad. Las siguientes
definiciones y demostraciones son, a menos que se indique lo contrario, para un polo
fijo.

Definicién 4.8 (Realizadores) Sea t un A.-término y A una formula cerrada,
decimos que t realiza A (que se escribe t 1= A) sit € |A]l. Cuando especificar el polo
sea necesario, escribiremos t IF A. Cuando t realiza A para todo polo, diremos que
t es un realizador universal de A y lo escribiremos t - A.

Proposicion 4.1 1. Los tests asociados a la formula de verdad 1 = VZ. Z =
Z, estan compuestos por un término y una pila que juntos estdn en el polo:
1| ={t-7|txme L}

2. La funcion identidad realiza universalmente a la formula de verdad:
Az. z lIF 1. Veremos mds adelante (en la seccion 9) que todos los realizadores
uniwersales de 1 se comportan como la identidad, y es por dicha razon que
utilizamos el simbolo 1 en lugar de T para referirnos a ella.

Demostracion.

L1 =IV2.Z = Z|l = Upapn [1F = FIl = Upgpean 1FI* 11l = Ugen G
G={t-nm|txme 1L}

2. Sea 1l un polo cualquiera, hay que ver que t I, 1. Tomando un test t -7 €
[|1]] 1L, basta ver que Az.x pasa dicho test, esto es: Ax.zxt-m € 1L. Vemos que
Ax.xxt-m > txmy, como txm € 1L por la parte anterior, por anti-evaluacion
concluimos que A\z. xxt-m € L. O

Proposicién 4.2 1. ||L|| = II. Esto quiere decir que para realizar L hay que
pasar todos los tests posibles.

2. tIF L sittIF B para toda formula B cerrada. Badsicamente, un realizador de
L es un realizador de cualquier formula cerrada.

3. Dada una formula cerrada A, t Ik =A sit t I A = B para toda formula B
cerrada.
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4.4 Realizadores y primeros resultados

Demostracion.

1. Recordando que definimos L = VZ. Z, podemos obtener el valor de falsedad
de L A[LII = IVZ. Z]| = Upspqn I1FIl = Ugen G =1L

2. La vuelta es directa ya que L es una féormula cerrada. Para la ida, sea B una
formula cerrada cualquiera, hay que probar que t I B. Para esto, se toma
mp € ||B|| y se demuestra que ¢t x 75 € L (¢ pasa cualquier test de B). Esto
ultimo es trivial a partir del punto 1: 75 € || L|| y por hipétesis ¢ IF L, entonces
t* B € AL

3. Para la vuelta basta recordar que A = A = 1,y tomar B = L. Para la ida,
sea B una férmula cerrada cualquiera, hay que probar que t xm4—p € 1L para
toda mamp € ||A = BJ| (t pasa cualquier test de A = B). Recordando que
Tasp =ta -7 con ty un realizador de A y mp un test de B, hay que probar
que txty-mp € 1. Esto es idéntico a la parte anterior: t4 - 75 € |[|[A = L]| y,
por hipoétesis, t pasa dichos test. 0

Si bien parece dificil encontrar realizadores para L ya que, como acabamos de ver,
dichos realizadores realizan cualquier férmula, vamos a ver que podemos obtenerlos
facilmente.

Proposicién 4.3 (Realizadores de L) Siempre y cuando el polo no sea vacio,
hay realizadores para la formula L (y, por lo tanto, para cualquier formula cerrada).

Demostracion. Sea t x ™ un proceso en 1L, entonces k, t es un realizador de L.
Basta ver que para cualquier pila 7', k, t x ©’ = t x® € 1L entonces, por anti-
evaluacién, tenemos que k, tx 7’ € L. O

Basicamente, lo que hacemos es utilizar la constante de continuacién para cam-
biar el test que recibimos (cambiamos la pila). De todos modos, esta estrategia nos
sirve para un polo fijo pero no hay realizadores universales de L.

Proposicion 4.4 1 no es realizable universalmente.

Demostracion. Supongamos que existe ¢t € A tal que ¢t IF L. Si tomamos el polo
1l := 0, entonces t I, L. Como || L[|y = II, concluimos que t x w € 1L para toda
pila 7, lo cual es absurdo ya que el polo es vacio. 0]

La idea anterior de utilizar una constante de evaluacién para cambiar el test, nos
sirve también para encontrar realizadores de la implicancia entre dos férmulas. En
realidad, como encontramos realizadores de 1, ya conocemos realizadores de A = B
(o de cualquier férmula), siempre que el polo no sea vacio. Aun asi, los siguientes
realizadores, que son también dependientes del polo, nos permitiran demostrar que
callcc es un realizador universal de la Ley de Peirce.
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Proposicién 4.5 (Realizador universal de la Ley de Peirce) Para todo par de
formulas cerradas A y B, se cumple que:

1. sim € ||A||, entonces kI A = B.

2. callecllkF (A= B)= A) = A.

Demostracion.

1. Sea t un Atérmino que realiza A, 74 € ||A|| v 7 € ||B]|, queremos probar
que ky, xt-mp € 1. Como k, xt-mp >=txmay t*my € 1L porque ¢ es un
realizador de A, se concluye por anti-evaluacion lo que buscabamos. Como se
menciond anteriormente, nos aprovechamos de las constantes de continuacién:
recibimos un realizador de A y una test de B, y cambiamos el test para ejecutar
el realizador de A contra un test de A.

2. Necesitamos probar que callcc pasa los tests de la Ley de Peirce para cual-
quier polo. Dichos tests estdn formados por un realizador de (A = B) = A
en la cima y luego un test de A. Fijado un polo 1L, sean t -, (A= B)= A
y ma € ||A|| L entonces callcc xt-my =tk ky, - Ta.

Por la parte anterior, k., -m4 € ||(A = B) = A||w, por lo que txk,, -m4 € L
y, por anti-evaluacién, callcc x t-my € 1. Como tomamos un polo y un
t-ma € ||[((A= B) = A) = A||, cualquiera, concluimos que callcc es un
realizador universal de ((A = B) = A) = A. O

Del punto 1, como se puede tomar cualquier B, observamos que k, es un rea-
lizador de —A si m € ||A||. Ademas, es interesante ver cémo dichas constantes de
continuacion son un conjunto representativo de los realizadores de = A. ;A qué nos
referimos con representativo? Bueno, basicamente a que si tenemos un término t que
pasa tests formados por una constante de continuacién apilada sobre un test de B,
podemos obtener un término que pasa tests formados por cualquier realizador de
—A apilado sobre un test de B (un test de =A = B). Formalmente:

Proposicion 4.6 Sean A y B formulas cerradas y t un A.-término tal que para
cualquier par de pilas ma € ||A|| y 7 € ||B||, t xky, - m5 € L, entonces definiendo

M, := Azy. callce (M. y (callecc (MK k (z k))))

tenemos que M, tIF -A = B.

Demostracion. La idea es la siguiente: hay que construir, a partir de ¢, un rea-
lizador (M, t) de =A = B. Basta entonces con que M t reciba un realizador de
= A y retorne un realizador de B. Lo que hace M t es lo siguiente: al realizador de
—A (que denominaremos u), le pasa un realizador de A, y como resultado obtiene

44



4.5 Subtipos

un realizador de L (en particular, un realizador de B).

Formalmente, sea t como en el enunciado, u IF =A y 7g € || B||, queremos probar
que M| txu-mg € L.

Veamos la siguiente secuencia de reduccion:

Azy. callcc (Ak.y (callcc (AR . k(2 K)))) t*u-7p
Azry. callce (Ak.y (callec (MK k(z k') xt-u-mp
Ay. callcc (Ak.y (callec (MK .k (tE)))) xu-mp
callcc (Ak. u (callcc (MK . k (tk )))) B

Mk u (callce (AK k (EK))) * kyp - 7

u (callcc (MK kq, (tK'))) *x g

uxcallcc (NK . ky, (tK)) 75

MLt*u~7rB

YY Y Y Y Y

Observar que, como u I+ =Ay m, € || L]||, basta ver que callcc(Ak .k, (tk')) IF A
para concluir M, t IF =A = B por anti-evaluacion.

Esta tltima parte es la interesante de la prueba: M, t recibe u y un test para B
y, como ya mencionamos, crea un realizador de A y se lo pasa a u para obtener un
realizador de L y poder pasar cualquier test. Para crear dicho realizador de A puede
utilizar ¢ y m. Lo que hace el realizador creado (callcc (MK kq, (t£'))) es, al recibir
un test de A, utilizarlo para obtener una constante k., y, al apilarla al 7z que ya
tenia, armar un test que pueda ser pasado por t para llegar al polo. Formalmente,
sea m4 € ||A]|

callcc (MK . kry (tK)) *xma = A kng(tK) % kn, -7
- kﬂ'B (tk‘ﬂA)*ﬂ'A

~ kWB*(tk‘ﬂA)'ﬁA

- tk’ﬂA*ﬂ'B

= tkkp, T

Esto ultimo pertenece al polo debido a la hipdtesis de t y, por anti-evaluacién,
concluimos que callcc (MK k., (t k) IF A. O

4.5. Subtipos

Con el fin de facilitar algunas demostraciones, es conveniente introducir una
relacién de subtipado < entre formulas.

Definicién 4.9 (Subtipos) Sea L un polo, A y B formulas cualesquiera, decimos
que A <y B si para toda valuacion p, ||B||,u1 € [|A]|p1-
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En general, escribiremos s6lo < salvo que sea necesario indicar el polo. Observar
que A <) B si A es “més falso” que B (contiene maés tests y, por lo tanto, es més
dificil de realizar). En particular, vemos que en esas condiciones |A|, 1 € |B|, 1
para toda valuacion p. Mas aun, si tomamos féormulas cerradas tenemos que los
realizadores de A son realizadores de B.

Observacion 4.2 Sean A y B formulas cerradas:
1. Si A<, Bytlky, A, entoncestl-, B.
2. Si A <y B para todo polo y tll- A, entonces t lIF B.

Proposicion 4.7 Para cualquier polo, la relacion <, satisface las reglas de subtipos
dadas a continuacion. Ademds, debido a las dos primeras reglas, es una relacion de
preorden en las formulas y su equivalencia se escribe | .

A<B B<C

A4 A<cC
A<B C<D -
B=C<A=D A=T=T

ASB z§§FV(A)—A§B
Vr. A <Vz.B A<Vz. B

A< B XgéFV(A)—AS
VX.A<VX. B A<VX.B
Vr. A < Ale/a] VX. A < A[P/X]

A<T 1<A

x ¢ FV(A

X ¢ FV(A

' Ve A= B~ A= Ve B VX A= B~ A= VYX. B

Podemos ver, por ejemplo, que callcc llF VX. (X = 1) = 1) = X. Para esto
asumiremos que callcc lIF VX. ((X = 1) = X) = X (la prueba es andloga a la ya
dada para probar que callcc realiza la Ley de Peirce).

Utilizando la observacién 4.2, bastard ver que VX. (X = 1) = X) = X <,
VX.((X = 1) = 1) = X para todo polo. Esto tltimo se puede obtener facilmente
utilizando las reglas presentadas anteriormente:
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X=1<X=1 1 <X
X=L=1<X=1)=X X<X
(X=1D)=2X)=2=X<(X=>1)=1)=X

VX.(X=L)=2=X)=X<VWX (X=1)=1)=X
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5. Realizabilidad como un Sistema de Tipos

Como se sugirié al principio de la secciéon anterior, la realizabilidad se puede ver
como una flexibilizacién de un sistema de tipos cuyas reglas se corresponden con
las reglas de deduccién del sistema de segundo orden introducido anteriormente. En
esta seccién, presentaremos dicho sistema de tipos al presentar sus reglas: para esto
bastara extender el sistema de deduccion con el fin de agregar realizadores explicitos.

5.1. Extendiendo el sistema de deduccion

Anélogo a como introdujimos el sistema de deduccién en 3.2, empezaremos ac-
tualizando la definicion de secuente: en esta extensiéon del sistema de deduccién, un
secuente es escrito I' - ¢ : A donde ¢ es un A.-término, A es una féormula y I" es un
contexto.

A partir de ahora, los contextos seran conjuntos de pares conformados por una
variable del \.-cdlculo y una férmula. Para diferenciar entre los dos tipos de varia-
bles que manejamos, a las variables del A.-calculo les diremos variables de prueba,
mientras que a las variables del lenguaje de segundo orden las llamaremos variables
de tipo.

Definicién 5.1 (Contextos) Un contezto es un conjunto finito (potencialmente
vacio) de pares (x, A) escritos x : A, donde x es una variable de prueba, A es una
formula vy las variables de prueba no estan asociadas a mds de una formula.

A dichos contextos los escribiremos como listas, separando los pares por comas:
I'=ux : Ay,...,z, : A,. Al igual que antes, utilizaremos la notaciéon I', A para
referirnos a la unién de dos contextos I' y A (siempre y cuando dicha unién sea
también un contexto). En base a los contextos, podemos definir los secuentes.

Definicién 5.2 (Secuentes) Se denomina secuente a toda tripleta (I',t, A) escrita
I'Ft: A, donde ' es un contexto, t un A.-término y A una formula.

Siguiendo las convenciones que habiamos visto, a un secuente con un contexto
vacio lo escribimos simplemente - ¢ : A (en lugar de () - ¢ : A). Ademds, las no-
taciones F'V(I'), I'le/z] y '[P/ X] se extienden a los contextos de forma obvia: si
I'=x:A,...,2,: A, entonces

Fv(I) = FV(A)U---UFV(A4,)
Cle/z] = x1: Ale/x], ..., x,: Anle/x]
LP/X] = a: A[P/X],... 2z Au[P/X]
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Observamos que esto es idéntico a la definicién que ya habiamos dado. Las va-
riables libres no incluyen las variables de prueba y las sustituciones son definidas
sobre las variables de tipo.

Un contexto se dice cerrado cuando todas las férmulas que contiene son cerra-
das (no tiene variables de tipo libres). Ademés, el conjunto de variables de prueba

declaradas en un contexto I' es llamado el dominio de I' y se escribe dom I.

En base a la nueva definiciéon de secuente, las reglas de deduccion quedan:

Mz:AFz: A fodoma T T Tec (A=B)=A)=A retree
x:AFt: B . '-t:A=B FFu:A
'FXx.t: A= B I'Ftu:B
'Ht: A ) '¢t:Vz. A ,
x¢ FV(I) —— L2 ! v
R =Ry ChHt:Ale/z] ©
Et: A Ht:VX.A
X ¢ FV(T 2 V2
PO T vx A " Tri:AP/X]
Intuitivamente, si x1 : Ay, ...,2z, : A, F t: A es derivable, ademds de interpretar
que A es “verdad” asumiendo Ay, ..., A,, vamos a tener que t realiza A si x; realiza

A; para todo 1 <i <n.

Lo primero que observamos es que los realizadores que vamos a extraer de este
sistema no utilizan constantes de continuacion. En base a esto, definimos dicha clase
de términos y luego probamos la afirmacién.

Definicién 5.3 (Términos de prueba) Se define el conjunto de términos de prue-
ba PL, como aquellos A.-términos que no contienen constantes de continuacion.

Proposicion 5.1 SiI'kHt: A es derivable, entonces t € PL.

Demostracion. La demostracion es directa ya que ninguna regla introduce constan-
tes de continuacion. 0

Es importante notar que PL proviene de Proof Like (a veces se denota QP por
Quasi Proof), y significa “casi prueba” o de “tipo prueba”. Cualquier término sin
constantes de continuacion pertenece a PL, aun cuando no exista una derivacion de
I' -t : A para dicho término t¢.
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5.1 Extendiendo el sistema de deduccion

Otra propiedad simple pero importante es que las variables libres de los términos
estan en el dominio del contexto.

Proposicién 5.2 SiT't: A es derivable, entonces FV (t) C domT.

Demostracion. Se prueba por induccién en las reglas de deduccién:

= Axioma. Cualquier derivacién que finalice con dicha regla cumple que t = x
yque '=A z: A, de donde FV(t) = {z} C dom (A,z: A) =domTT.

» Peirce. Este caso es trivial ya que FV(callcc) = ().

s Introduccién del =. Al aplicar esta regla en tltima instancia, se deriva el
secuente I' - Ax. u : B = (' a partir del secuente I';x : B+ u: C.
Por hipétesis inductiva, sabemos que FV(u) C dom (I',x : B) = dom ' U {z}.
Concluimos que FV(Az. u) = FV(u)\{z} C (domT' U {z})\{z} C domT.

= Eliminacién del =. En este caso, obtenemos que t = u v. Por hipdtesis
inductiva sabemos que FV(u) C dom ' y que FV(v) C dom I'. Por lo tanto,
FV(t)=FV(u)UFV(v) CdomT.

» Introduccién y eliminacién del V! y del V2. En los cuatro casos tenemos
que FV(t) C dom I por hipétesis inductiva. O

Notemos que podemos modificar facilmente una derivaciéon del sistema de de-
duccién sin realizadores explicitos para obtener una derivacion en el nuevo sistema
(y viceversa). Para esto, basta asignarle una variable de prueba distinta a cada
formula que aparezca como hipétesis y luego utilizar las reglas de deduccién para ir
obteniendo realizadores explicitos.

Teorema 5.1 Si ' = A es derivable en el sistema de deduccion presentado en la
seccion 8.2, entonces existe una derivacion en el sistema presentado previamente
para un secuente I'' Ft : A donde I contiene las mismas formulas que T'.

Demostracion. Primero, le asignamos a cada férmula A que aparezca en la derivacién
una tUnica variable x4 de tipo. Luego, probamos el enunciado por induccién en las
reglas de deduccién (del sistema sin realizadores explicitos):

= Axioma. Si el secuente I' = A es derivable utilizando esta regla, entonces
I' = By,...,B,, A. Luego, tomando I' = zp, : By,...,zp, : By,xa4 : A,
podemos derivar IV F x4 : A.

» Peirce. En este caso basta tomar IV como para el caso anterior, y observar
que el secuente [ - callcc : ((A = B) = A) = A es derivable.

20



5.1 Extendiendo el sistema de deduccion

= Introduccién del =-. Al aplicar esta regla se deriva el secuente I' - B = ('
a partir de un secuente derivable I', B = C. Por hipétesis inductiva sabemos
que existe un secuente IV, xp : B F u : C que es derivable y tal que I
contiene las mismas férmulas que I' (pero asociadas a las variables de tipo que
le corresponden). Aplicando la regla de introduccién del = (en el sistema con
realizadores explicitos), obtenemos que I+ Azg. u : B = C es derivable.

» Eliminaciéon del =-. Utilizando esta regla, podemos derivar I' = A a partir
de derivaciones de I'- B = Ay de ' - B.
Por hipétesis inductiva, existen IV, I, uw y v tales que I'' v : B = Ay
I F v : B son derivables. Ademds, por construccién, IV = I (ambos tienen
las mismas férmulas que I', y las variables de tipo asignadas a cada férmula
siguen el mapeo que hicimos al principio de la prueba).
A partir de lo anterior, podemos derivar IV Fu v : A.

» Introduccién y eliminacién del V! y del V2. En los cuatro casos es trivial
al tomar I como lo venimos haciendo, y utilizando el mismo realizador que
tenemos por hipdtesis (es interesante observar que las restricciones para ambas
reglas de introduccién no afectan ya que FV(I') = FV(I")). O

Reciprocamente, podemos ver que si IV = ¢ : A es derivable en el sistema de
deduccion con realizadores explicitos, entonces I' - A es derivable en el otro sistema,
al tomar I' con las mismas férmulas que I (basta remover los realizadores y las
variables de tipo en los contextos).

Teorema 5.2 SiIVFt: A es derivable en el sistema de deduccion con realizadores
explicitos, entonces existe una derivacion en el sistema presentado en 3.2 para un
secuente I' = A donde I' contiene las mismas formulas que I'.

Como anticipamos, a esta extension del sistema de deduccién la podemos ver
como un sistema de tipos para el A.-calculo en donde ¢ tiene tipo A sik- ¢ : A
es derivable. Particularmente, en base a los teoremas anteriores, vemos que derivar
una formula es equivalente a tiparla. Dicha equivalencia es la esencia de la corres-
pondencia Curry-Howard: que una férmula sea derivable es equivalente a que exista
un programa con dicha férmula como tipo. Por lo tanto, los términos de tipo A de
alguna manera soportan/evidencian la férmula.

Cuando introdujimos la realizabilidad, comentamos que es una flexibilizacién de
este sistema de tipos. Encontrar realizadores de una férmula es “mas sencillo” que
derivarla. Veremos en el Teorema de Adecuacion que si t tiene tipo A, entonces t
realiza A.
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5.2 Teorema de Adecuacién

5.2. Teorema de Adecuacion

Una vez extendido el sistema de deduccion, es necesario probar que efectivamente
los términos explicitos de las demostraciones realizan las formulas asociadas a ellos.
Este resultado, de suma importancia, se conoce como el Teorema de Adecuacion,
aunque para probarlo utilizaremos un resultado més fuerte conocido como el Lema
de Adecuacién. Lo que veremos es basicamente que la realizabilidad es mas flexible
que el sistema de tipos anterior.

Empezamos distinguiendo aquellas sustituciones simultaneas que convierten a
las variables del dominio de un contexto en realizadores de sus férmulas asociadas.

Definicién 5.4 Dado un polo 1L, decimos que una sustitucion cerrada o realiza un
contexto cerrado T, escrito o I+, T, cuando o(z) I A para todo (x : A) € T'. Si
o(z) IF A para todo (x : A) € I', notamos o lIF T.

Como siempre, en general notamos o |- I" salvo cuando se necesite explicitar
el polo. En base a esto, podemos formalizar la idea del teorema de adecuacién: si
podemos realizar un contexto, vamos a poder realizar la férmula consecuente.

Teorema 5.3 (Teorema de Adecuacién) Si el secuente I' =t : A es derivable
en el sistema introducido, donde I' y A son cerrados, entonces para cualquier polo
Uy cualquier sustitucion cerrada o tal que o Iy T, tenemos que t[o] Ik A. Mds
atn, si tomamos una sustitucion cerrada o tal que o lIF T', entonces t[o| IIF A.

Basicamente, el teorema nos dice que si un secuente I' = ¢ : A es derivable y
cambiamos las variables libres de ¢ por realizadores de la férmula a la cual estan
asociadas en el contexto, entonces obtendremos un realizador de A.

Recordemos que para que un término realice una férmula, pediamos que ambos
fueran cerrados. Es por esto que solicitamos que todas las férmulas sean cerradas y
que la sustitucién también lo sea (esto ultimo implica que t[o] sea cerrado).

Corolario 5.1 i el secuente =1t : A es derivable y A es cerrado, entonces t lIF A.
Demostracion. Basta tomar una sustitucion cerrada cualquiera, llamémosle o, lue-
go o lIF @y, por el teorema de adecuacion, t[o] IF A. Como ¢ es cerrado (ya que
FV(t) Cdom ) =0), tjo] =ty tenemos lo que buscdbamos. O
Para la prueba del teorema, como en un arbol de derivaciéon no siempre estamos

trabajando con férmulas cerradas, demostramos una afirmacion mas fuerte conocida
como el Lema de Adecuacién.
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5.2 Teorema de Adecuacién

Lema 5.1 (Lema de Adecuacién) Si el secuente I' = t : A es derivable en el
sistema introducido, donde I' y A mo tienen por qué ser cerrados, entonces para
cualquier polo L, cualquier valuacion p y cualquier sustitucion cerrada o tal que
o lky Tlp|, tenemos que tlo] Ik, Alp].

La notacién I'[p] la utilizamos para referirnos a un contexto andlogo a I'; donde
convertimos cada (z : B) € I' en  : B[p]. Es importante recordar que B|p| es
cerrada para toda formula B y toda valuacién p. Usando este lema, la demostracion
del teorema es trivial debido a que A[p] = Ay I'[p] =T cuando A y I son cerrados.

5.2.1. Demostracion del Lema de Adecuacién

Para demostrar el lema de adecuacion, vamos a realizar una prueba modulariza-

da.

Definicién 5.5 Un secuente I' -t : A se dice adecuado con respecto a un polo 1L
si para toda valuacion p y toda sustitucion cerrada o, tal que o I-y T'[p], se cumple
que t[o] Ik Alp].

Observemos que para probar el lema, tendriamos que probar que un secuente
derivable es siempre adecuado con respecto a cualquier polo.

Definicién 5.6 Una regla de inferencia se dice adecuada con respecto a un polo 1L,
st stempre que las premisas sean secuentes adecuados con respecto a 1L, la conclusion
es un secuente adecuado con respecto a 1L .

En base a estas definiciones, cualquier secuente derivado a partir de reglas de
inferencia adecuadas con respecto a un polo 1L, es adecuado con respecto a dicho
polo. Por lo tanto, basta demostrar que toda regla de inferencia es adecuada (con
respecto a cualquier polo) para probar el lema de adecuacion.

Teorema 5.4 Todas las reglas del sistema de deduccion presentado son adecuadas
con respecto a cualquier polo.

Demostracion. En todos los casos trabajamos con un polo 1l cualquiera, aunque no
lo explicitamos en las notaciones I- y || A]].

= Axioma. Esta regla no tiene premisas, por lo que basta demostrar que la
conclusion es adecuada. La conclusion, en este caso, es un secuente de la forma
Iioz: AFx: A Sean py o tales que o |- (I',z : A)[p], tenemos en particular
que z[o] = o(z) IF Alp)].
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5.2 Teorema de Adecuacién

= Ley de Peirce. De la misma manera que para la regla anterior, hay que de-
mostrar que la conclusién es adecuada. Como callcc es cerrado, la sustitucion
no hard ningin efecto, por lo que basta probar que callcc IF (((A = B) =
A) = A)[p] con A, By p cualesquiera.

Esto es trivial ya que (((A= B) = A) = A)lp| = ((Alp] = Blp]) = Alp]) =
Alpl, Alp] v B|p| son cerradas, y habiamos probado que callcc realizaba este
tipo de férmulas en la proposicion 4.5.

= Introduccién del =-. Supongamos que el secuente I';z : A+t : B es ade-
cuado. Sean p, o tales que o I- I'[p], queremos probar que (Az. t)[o] IF (A =
B)lp] = Alp] = Blp].

Sean u I- Alp] y 75 € ||Blp]l| (v- 75 € ||(A = B)[p]||), hay que probar que
(Ax.t)[o]*xu-mp € LL. Ahora, como o IF I'[p] y x s6lo puede aparecer como (x :
A)enT (yaqueT,x: A esun contexto), tenemos que o,z < u - T[p], z : A[p]
(ie. o,z ul- (I'yz: A)[p]). Como I',x: A+ t: B es adecuado por hipétesis,
podemos afirmar que t[o, x < u] IF B[p] y, por lo tanto, t{o,z < u] x5 € 1L.

Finalmente, como o es cerrado, (Az. t)[o] x u - 75 = Az. t[o,x < x| *u -
g = (tlo,x < z])[u/x] x 1 = tlo,x < u] xmp € 1L, y se concluye que
(Ax.t)[o] *u-7p € L por anti-evaluacion.

» Eliminaciéon del =. Asumimos que los secuentes '-t: A= By l'Fu: A
son adecuados. Sean p y o tales que o IF I'[p]. Queremos probar que (¢ u)[o] IF
Blp] o, dicho de otra forma, que t[o] ulo] IF Blp].

Sea mg € ||B[p]||, por hipdtesis tenemos que t[o] IF (A = B)[p| v que ulo] IF
Alp], entonces ufo]-mp € ||(A = B)[p]||. Luego, tlo|ulo|xmp = tlo]xulo]-7p €
1L y concluimos por anti-evaluacion.

» Introduccién del V!. Asumimos que el secuente I' - ¢ : A es adecuado. Sea
x una variable de primer orden que no pertenece a FV(T'), p y o tales que
o Ik T'[p]. Queremos probar que t[o] I (Vz. A)[p], en otras palabras, que para
todon € A, tlo] IF Alp,z < n].

Basta ver que, como = ¢ FV(T'), o IF I'[p,x + n] y por hipétesis podemos
concluir que t[o] IF Alp, z < n].

» Eliminacién del V!. En este caso, queremos probar que el secuente I' - ¢ :
Ale/x] es adecuado, asumiendo que I' - ¢ : Va. A lo es. Sean p y o tales que
o Ik T'[p], necesitamos ver que t[o] IF Ale/x][p].

Sea s € ||Ale/xllp]l] = [[Ale/2]ll, = [|Allpzefe1, = [|Alp, & < [e], ]|, tenemos
que 74 € U,ep l|Alp, x <= n]|| = |[(V2.A)[p]||. Luego, por hipétesis, t{o]xm4 €
1l y concluimos lo que buscabamos.
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5.2 Teorema de Adecuacién

» Introduccién del V2. Anilogo a la introduccién del V*.

» Eliminacién del V2. Anélogo a la eliminacién del V!. U

Observacion 5.1 El hecho de que las reglas sean adecuadas individualmente es util
también para construir realizadores:

» De la introduccion del = podemos ver que si tfu/z] IF B para todo realizador
u de A, entonces \x.tlF A= B.

» Observamos también, de la eliminacion del =, que sitlF A = B yul- A,
luego t u I+ B.

» A partir de la eliminacion del ¥, vemos que t |+ Vx. A sii t = Ale/x] para
cualquier e cerrada (y similar para ¥VX. A).

El siguiente corolario se desprende de ello:

Corolario 5.2 Sea A una formula cerrada, si A es realizable universalmente en-
tonces = A no lo es.

Demostracion. Supongamos que existen t,u € A tales que tlFAyullF—-A=A=
L. Luego, ut lIF L lo cual es absurdo ya que L no tiene realizadores universales.

O
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6. Modelos de Realizabilidad

En la seccién anterior, primero vimos que tenemos un sistema de tipado para el
Ac~célculo que es equivalente a un sistema de deduccién de logica clésica de segundo
orden. Luego, vimos que la realizabilidad es una definicion mas débil que el tipado.
La pregunta que surge naturalmente es qué nos aporta la realizabilidad que no nos
aporta el tipado. En otras palabras, qué diferencia a las férmulas realizables de las
tipables/derivables.

En esta seccién estudiaremos la relacion entre la realizabilidad de una férmula y
su validez. Veremos, por ejemplo, la siguiente propiedad que se cumple para cualquier
formula A cerrada:

Derivable = Realizable universalmente = Verdadera en el
Ft:Acon tliFAconte PLNA modelo de partida
te PLNA MME A

La primera implicancia ya la vimos a través del corolario 5.1, mientras que la
segunda serd vista en esta seccion. De hecho, veremos luego ejemplos de que los
reciprocos no son validos.

En el resto de la seccién, estudiaremos algunos ejemplos tipicos de modelos de
realizabilidad.

6.1. Realizabilidad como transformadora de modelos

En las secciones anteriores, hemos discutido la idea de que si un término realiza
una férmula, entonces la justifica en cierto sentido. Sabemos, por ejemplo, que las
tautologias tienen realizadores para cualquier polo. En ese sentido, podemos utili-
zar la realizabilidad para crear modelos de Henkin donde las férmulas vélidas sean
aquellas que son realizables y estudiar dichos modelos para comprender mejor la
realizabilidad.

Lo que haremos, en pocas palabras, sera utilizar la realizabilidad para, fijado un
polo, transformar el modelo de partida en un modelo donde las formulas realizables
sean validas. Esto lo haremos para una clase particular de polos que se denominan
polos coherentes.

Definicién 6.1 (Polos coherentes) Un polo 1L se dice coherente si para todo
término de prueba cerrado t € PLNA, existe una pila 7 tal que txm & 1L. Observar
que esto es equivalente a decir que no existet € PLNA tal que t1F, L.
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6.1 Realizabilidad como transformadora de modelos

Proposicién 6.1 (Modelos de realizabilidad henkinianos) Sea 1L un polo cohe-
rente. Entonces existe un modelo de Henkin .#\ que cumple que para toda formula
A cerrada y sin pardmetros, si existet € PLNA contl-, A, entonces #, F A.

Demostracion. Sea T = {A férmula cerrada sin pardmetros : 3t € PLNAt -, A},
por el Teorema de Adecuacién dicho conjunto es cerrado por deduccién (en el uni-
verso de formulas cerradas). Ademds, L ¢ T debido a que el polo es coherente, por
lo que T es consistente. Por lo tanto, por el teorema de completitud de Godel, existe
un modelo .#, que cumple con los requisitos del enunciado. ([l

La condicién de que t sea un término de prueba es importante ya que sino, siem-
pre que el polo fuese no vacio tendriamos un realizador para 1, por lo que el tinico
polo coherente seria el vacio.

Si bien popularmente se habla de modelos de Henkin, es importante observar
que los modelos de realizabilidad henkinianos son modelos de la teoria de férmu-
las realizables por términos de prueba, y no necesariamente modelos de PA2. De
hecho, veremos mas adelante que no tienen por qué satisfacer el axioma de induccion.

Utilizando esta definicién, podemos agregar un paso intermedio en la propiedad
que vimos anteriormente:

Derivable = Realizable universalmente
Ft:Aconte PLNA tiFAconte PLNA

= Verdadera en todo modelo = Verdadera en el modelo
de realizabilidad henkiniano de partida
M EA V1L coherente MEA

La segunda implicancia se desprende de la propia definicién, mientras que la
ultima se debe a que, cuando trabajamos con el polo coherente més simple -el polo
vacio-, el modelo generado es elementalmente equivalente al modelo inicial.

Teorema 6.1 Si el modelo de partida # es pleno, los modelos M y My son ele-
mentalmente equivalentes. Fsto es: para toda formula cerrada A sin pardmetros,

ME A sii MyE A,

Demostracion. Empezaremos probando que, cuando el polo es vacio, existen solo
dos posibles valores de verdad: A y @). De hecho, tomando una férmula cerrada A,
observamos que si ||[A|| = () = |A| = A, mientras que si ||[A|| # 0 = |A] = (). Esto
es trivial ya que si no hay tests, entonces todos los términos cerrados realizan la
férmula, mientras que si hay algin test m € || A||, entonces para cualquier término ¢
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6.1 Realizabilidad como transformadora de modelos

cerrado, txm ¢ ) = L, por lo que ¢ ¢ |A|.

Al tener sélo dos valores de verdad posibles (A y ), la demostracién se basa en
probar que estos son equivalentes a las dos interpretaciones posibles en el modelo
de Henkin:

» Por un lado, vemos que si |A| = A, entonces existe t € PL N A tal que ¢ I+ A,
por lo que ., F A.

= Por otro lado, si |A| = 0 entonces ||[-A|]] = 0 - 1T = (), lo que implica que
|- Al = A y luego 4y = —A, por lo que 4y ¥ A.

Tenemos entonces que |A| = A <= 4 & A. Para finalizar la demostracién,
basta ver que 4 F A < |A| = A.

Esta prueba la realizamos por induccion. De forma similar al teorema de adecua-
cién, utilizaremos valuaciones para poder lidiar con férmulas no cerradas. La idea
entonces serd probar que, para toda formula A, |A|, = A <= [A]; = 1, donde p
es una valuacién booleana que coincide con p en las variables de primer orden, y
para toda variable X de segundo orden, p(X) = Xz con C = {(z1,...,2%) € A" :
p(X)(x1,...,2,) = 0} (el cual pertenece a Py ya que Py” = B(.4*) por ser .
pleno).

Vemos que, dada una valuacién p, las tuplas que satisfacen p(X) son aquellas
que no tienen refutaciones (tests) en p(X).

Es importante notar que si logramos probar dicha equivalencia, tendremos lo que
buscamos trivialmente (.# F A <= |A| = A cuando A es cerrada).

La prueba se hace por induccién en A:

» Si A= X(ey,...,er), podemos ver que

[Al; =1 <= p(X)([eals, - en]s) =1
— ﬁ(X)([[el]]pa"'a[[ek]]P> =1
= p(X)([edp,---.[ex]p) =0
= ||All,=0
= |A|,=A

Para dicho razonamiento basta utilizar las definiciones, observar que [e]; =
[e], para toda expresion e (asi se defini6 p) y recordar que la dltima equiva-
lencia se cumple cuando el polo es vacio.
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s Cuando A = B = C, tenemos que

[Al; =1 < [Bl;=00][C];=1
< |Bl,=00]C],=A
> [Bl,=00[Cll, =0
= [Bl,-IC]l, =0
~— ||[B=C|,=0
— |[B=C|,=A

En este caso, ademés de las definiciones y la propiedad utilizada previamente
(||D]|, = 0 <= |D|, = A), se utilizan las hipdtesis inductivas para B y C' en
el paso 2. Recordar que, por hipétesis inductiva, tenemos que [B]; = 1 <=
|B|, = A, por lo que [B]; =0 <= |B|, = 0 (al negar de cada lado).

= Para el caso donde A = Vz. B, tenemos que

[Al; =1 <= [Bljuzcn =1 paratodon € #

<= |B|,zcn = A para todon € 4

= Mpew 1Bloacn = A
— |4],=A
Es importante observar que la valuaciéon booleana asociada a p,z < n es
p,x < n. Ademas, como ||Vz.B||, = U,c 4 || Bl|pz<n. es facil ver que [Vz.B|, =
Mne.s | Blpaen (esta propiedad se cumple sin importar el polo ni la valuacion).

= Por dltimo, si A = VX. B, tenemos que
[[Aﬂﬁ: 1 «— [[B]]ﬁ,XeXC =1 para todo C’Q%/k
<= |B|,x<r = A para toda funcién de falsedad F'
= Nrseopm [Bloxer=A
= |4],=A
Este argumento es similar al anterior, con la diferencia de que la demostracién
de la segunda equivalencia no es trivial.

Si asumimos que se cumple [B];xcx. = 1 para todo C C .#* y tomamos
una funcién de falsedad F, es claro que la valuacién booleana asociada a
p, X < Fes p, X + Xo donde C = {(zy,...,73) € M* : F(x1,...,71) =0}
Luego, como [B]; x«x, = 1, por hipétesis inductiva tenemos que |B|, xp =
A. Como este argumento se cumple para cualquier funcién de falsedad F,
concluimos el directo de dicha equivalencia.

Para demostrar el reciproco, asumimos que |B|, x..r = A para toda funcién
de falsedad F' y tomamos un C € P;”. Sea F una funcién de falsedad tal
que F(x1,...,x) = 0 < (x1,...,2,) € C, podemos ver que la valuacién
booleana asociada a p, X < F es p, X < X¢. Luego, como |B|, x.r = A, por
hipétesis inductiva tenemos que [B];x—x, = 1. Este argumento se cumple

para cualquier C' € Py por lo que podemos concluir el reciproco.
O
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6.2 Ejemplos de modelos

6.2. Ejemplos de modelos

Si bien hemos hablado de los modelos de realizabilidad y cémo inducen modelos
de Henkin, atin no hemos visto demasiados ejemplos de estos. En lo que queda de la

seccion presentaremos distintos modelos de realizabilidad y, en particular, el modelo
de hilos.

6.2.1. Modelos triviales

Modelo degenerado. El modelo degenerado es definido al tomar 1l := A % II,
el cual es trivialmente cerrado por anti-evaluacién. Luego, como cualquier proceso
pertenece al polo, nos queda que |A| = A para toda férmula A. En este caso, el polo
no es coherente por lo que no se induce un modelo .Z, .

Modelo de Henkin. De forma opuesta al modelo anterior, este modelo queda de-
finido al tomar 1L := (), el cual es también trivialmente cerrado por anti-evaluacion.
Como ya vimos, en este modelo tenemos s6lo dos posibles valores de verdad (A y
0) y el modelo de Henkin inducido termina siendo elementalmente equivalente al
modelo de partida.

6.2.2. Modelos generados por un tnico proceso

Modelos dirigidos hacia un proceso. FEsta familia de modelos se enfocan en
un unico proceso py: para que un término ¢ pase un test m, el proceso t x m debe
eventualmente llegar a py. Esto se logra tomando el polo 1L := {p|p = po}, el cual
es el mas chico entre los que contienen a py.

Estos modelos son sumamente ttiles para problemas de especificacién (que ve-
remos luego): si queremos probar que p; = po, tomamos L := {p|p = p2} y luego
probamos que p; € 1L. Este tipo de polos son llamados orientados a un objeti-
vo, porque son definidos por el proceso que quieren alcanzar. Ademads, se pueden
generalizar a un conjunto de procesos P al tomar 1l :={p|3p' € P.p = p'}.

Modelos generados por un hilo. Esta familia de modelos toma el enfoque
opuesto a la anterior: en lugar de considerar los procesos que reducen a un proceso
Do, se consideran aquellos que no.

Definicién 6.2 (Hilo de un proceso) El hilo de un proceso p se define como el
conjunto Thd(p) := {p' € A1l |p = p'}.

Vemos que el hilo de un proceso es cerrado por evaluacién (no confundir con
anti-evaluaciéon) y, si p ¢ 1L, entonces su hilo tampoco. En esta familia, el polo es
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el complemento del hilo de un proceso pg: 1L := A+ 11\ Thd(py).

A estos modelos también los podemos utilizar en problemas de especificacién:
para probar que p; > ps, tomamos el polo Il := A xII\ Thd(p;) y probamos que
pe & L ya que, por definicion, ps ¢ Il <= py € Thd(p;).

Podemos generalizar esto para un conjunto de procesos P al tomar 1L := A x
IT\ (U,ep Thd(p)) = Nyep(A* I\ Thd(p)). Un ejemplo interesante de esta genera-
lizacién es el modelo de hilos.

6.2.3. El modelo de hilos

El modelo de hilos intenta tener seguimiento sobre aquellos procesos que comien-
zan con un término de prueba. Con el fin de recordar durante la ejecucion cual era
el término de prueba original del proceso, dicha informacién es almacenada en el
unico lugar que no es necesariamente utilizado para computar: las constantes de
pila. Recordemos que la constante de pila de un proceso es tinica y se encuentra al
final de la pila.

Empezamos asumiendo una biyeccién entre los términos de prueba y las cons-
tantes de pila. Como los términos de prueba son numerables, esto es lo mismo a
requerir una cantidad numerable de constantes de pila, y una enumeracion de am-
bos. Escribiremos a; a la constante asociada al término de prueba t. Los procesos
de nuestro interés seran de la forma ¢ x .

Definicién 6.3 (Modelo de hilos) FEl modelo de hilos queda definido por el polo

AL = AX I\ (Uyepron Thd(t x ay))

Observemos que el hecho de utilizar una pila vacia (sélo con la constante) no nos
quita generalidad: sean ¢,uy,...,ur € PLOA, % Uy - U - Oy uy ... u, DETtenece al
hilo de tuy ue ... Wk * Vg uy ... uy -

Ademsds, vemos que el polo es coherente ya que, para todot € PLNA, txay ¢ 1L,
por lo que ningin término de prueba realiza L. En cierto sentido, estamos tomando
un polo coherente lo mas grande posible: forzamos a que no haya un término de
prueba que realice | al hacer que cada uno de ellos no logre pasar al menos un test
Q.

i Puede pasar que ps € Thd(p1) (p1 = p2) pero que la constante de pila de p, sea

distinta a la de p;? Sabemos que las constantes de continuacion permiten cambiar la
pila de un proceso, y por lo tanto la constante de pila. Atn asi, como el término de p;
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es un término de prueba (no tiene constantes de continuacién), todas las constantes
de continuacién que aparezcan en el hilo de p; s6lo pueden haber sido generadas
previamente por la instruccién callcc, por lo que estardn almacenando una copia
de una pila anterior en la ejecucion, manteniendo asi la constante de pila.

De todos modos, el razonamiento anterior no es del todo completo. Recordemos
que una instancia del A.-calculo puede contener otras instrucciones, y estas instruc-
ciones podrian cambiar la constante de pila de un proceso. Ademas, la relaciéon de
evaluacion > fue definida como una relacion transitiva que cumplia ciertas reglas
(PUSH, GRAB, SAVE y RESTORE) pero dichas reglas no eran pasos atémicos.
Podria pasar que, sin necesidad de agregar instrucciones, la relacion de evaluaciéon
modifique las constantes de pila en algiin paso y que después deshaga el cambio.
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7. Realizando la Aritmética de Peano

Gracias al Teorema de Adecuacién, toda formula derivable de la logica de segun-
do orden es realizable. Si bien esto nos da realizadores universales para una gran
cantidad de férmulas, ain no sabemos si por ejemplo la teoria PA2 es realizable.
En esta seccién buscaremos realizar dicha teoria, lo que en particular implicaria que
los modelos de realizabilidad henkinianos la modelan.

Para simplificar dicho estudio, a partir de esta seccion trabajaremos con el modelo
estandar de naturales N como el modelo de partida (.# = N). El modelo N consiste
del modelo estandar de primer orden, tomando todas las relaciones de todas las
aridades (al que llamamos modelo pleno).

7.1. Realizando los Axiomas de Peano

Gracias al Teorema de Adecuacién, basta ver que los axiomas de PA2 son reali-
zables para probar que toda la teoria lo es. Recordando dichos axiomas -presentados
en la seccion 3.4- podemos observar como la igualdad tiene un rol predominante,
por lo que resulta natural primero estudiar las igualdades.

7.1.1. Realizadores de igualdades

Como hasta ahora, cuando trabajamos con un polo fijo obviamos su notacién en

Lema 7.1 (Interpretacién de igualdades cerradas) Sea 1L un polo, e; y es ez-
presiones aritméticas cerradas:

||€1:€2||:{ 11| ={t-7|txme 1L} sier] = [eq]
IT=L1[|=A-1 si [e1] # [e2]

Demostracion. Recordar que e; = eg =VZ. Z(e1) = Z(ea).

» Si [er] = [ez]:

lev =ell = Upnopay [1F(er) = Fles)]|
= Urnogpm )(F(ﬂelﬂ))l'F(ﬂezﬂ)
= UGCHGJL G

[
C
T
*B

m [ = H|
= HlH

. Sl [e1] # [e2], podemos tomar una funcién de falsedad H tal que H([e1]) =0
H([ez]) = II. Luego:
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ler=esf| = UFN—)‘B 1F(e1) = Fles)|
> |[H(er) :> H(es)]|
= A-II
= [[T=1]|

Como T = 1 es un subtipo de A = B para cualquier férmula A y B,
||A= B|| C||T = L||. Por lo tanto, || T = L|| es el valor mas grande para
|ler = es]|, de donde se concluye la igualdad. O

Este resultado puede ser extendido para cualquier expresion (no necesariamente
cerrada). Para esto, notaremos una tupla de variables (z1,...,x;) como Z y, par-
ticularmente, a las expresiones que dependan sélo de las variables (x1,...,z) las
escribiremos e() para marcar que FV(e) C {x1,...,x;}. Més ain, si tenemos una
tupla (nq,...,n;) € N¥ notaremos e(77) a la expresién e donde sustituimos las varia-
bles z; por los pardametros de los individuos n;: (1) := e[n /x1] - - - [ng/xk] (observar
que e(17) queda cerrada).

Lema 7.2 (Realizando igualdades y desigualdades) Sean e;(¥) y ex(Z) dos ex-
presiones aritméticas que dependen solo de las variables T':

1. Si para toda tupla 7i € N¥, [e, ()] = [e2(7)], entonces:

2. Si para toda tupla i € N¥, [e1(71)] # [e2(71)], entonces para todo \.-término u
tal que F'V (u) C {y}:

Ay y u llF VE. = (e1(Z) = ea(X))

Demostracion.

1. Esto es una consecuencia directa del lema anterior, basta observar los siguientes

puntos:
a) ||VZ. e1(Z) = e2(Z)|| = Usenr le1(7) = ez(i7)|| para todo polo.
b) Por el lema anterior, ||1|| = ||e1(77) = e2(77)|| para toda tupla 7. Sumado
al punto a), vemos que [|1|| = ||VZ. e1(Z) = e2(Z)|| para todo polo.

¢) A partir de lo anterior, se concluye que 1 &~ VZ.e1(¥) = eo(Z) para todo
polo. Luego, como A\y. y IIF 1, concluimos que A\y. y IIF VZ. e1(Z) = es(T).

2. Por el lema anterior, sabemos que para toda tupla 77 € N¥:
|| =(e1 (i) = ex(d))|| = ||[(T = L) = L|| para todo polo
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Por lo tanto:
|VZ. = (e1(Z) = ea(D))|| = ||(T = L) = L|| para todo polo

Luego, basta ver que A\y.yu lIF (T = 1) = L. Esto se puede probar gracias a
la demostracién modular que hicimos del Teorema de Adecuacién. Veamos la
siguiente aplicacion de reglas de deduccién (que no es un arbol de deduccion):

Axioma

y: T =1lkFy: T=_1 y:‘l’:J_l—u:—l_:>
y: T =1lkFyu:L
FAypyu: (T=1)=1

e

i

Por el Lema de Adecuacion, todas las reglas son adecuadas, por lo que si el
secuente y : T = L F u: T es adecuado para todo polo, también lo serd la
conclusion. Para eso basta ver que si se toma cualquier sustitucién cerrada o
tal que o(y) IF T = L, entonces ulo] IF T (ya que cualquier término cerrado
lo realiza). Como la conclusién es adecuada para todo polo, dado un polo 1L,
una sustitucion cerrada o, y una valuacion p cualquiera, tenemos:

(Ay-y u)o] IF (T = L) = 1))

Como \y. y u es cerrado (ya que FV(u) C {y}), vy (T = L) = L también,
concluimos que \y. y u Ik (T = 1) = L para todo polo. O

El lema anterior nos dice, por ejemplo, que el axioma Vz.—(sx = 0) es universal-
mente realizable por un término de prueba. Dejando de lado el axioma de induccion,
el resto de los axiomas tienen en general un formato similar: son implicancias entre
igualdades. El siguiente teorema nos permitira realizar universalmente los restantes
axiomas a excepcion del de induccion.

Teorema 7.1 Sean eo(Z), ey(Z), . . ., ex(L), €. (%) expresiones aritméticas que depen-
den sdlo de las variables Z. Si para toda tupla @ € N' se cumple que

[ex ()] = [er ()] = -+ - = [eo(7T)] = [et(77)]
entonces:

Ay. y IFVZ. e (Z) = €),(Z) = - -+ = eo(T) = €(T)
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Demostracion. Similar a las demostraciones que venimos haciendo, basta demostrar
que, para todo polo, 1 < eg(i) = €}(71) = --- = eo(il) = ey(7) para toda tupla
ii € N'. Esta afirmacién la probaremos por induccién, fijando un polo y una tupla

—

n.

Si k = 0, por hipétesis [eq(77)] = [ef(r7)]. Utilizando el lema 7.1, vemos que
lleo(77) = ep(7)|| = ||1]| de donde 1 < eg(77) = ey (7).

Si k> 1 lo dividimos en dos casos:

» Si [ex(77)] = [e}(7)], entonces por el lema 7.1 sabemos que e (77) = €}, (77) ~ 1.
Ademas, por hipétesis, también se cumple:

[er—1(D)] = lex 1 (M)] = - -- = eo(D)] = [e6(7)]

Por lo que, usando la hipétesis inductiva, podemos afirmar que:

— —

1< 1 () = eh_y (71) = - = eo(71) = ch(7)

Combinando ambos puntos, se concluye:

— —

1 =1 <ep(il) =€} (i) = - = eo() = ey(7)

Faltaria ver que 1 < 1 = 1. En realidad, se cumple algo més general y es

que 1 < A = A para toda férmula A cerrada. Para esto, basta observar que
1A = All = [A[-[JA[f € {t -7 [txm e 1L} = [[1]].

» Si [er(77)] # [ek(77)], sabemos por el lema 7.1 que ex(7) = e).(7) =~ T = L.
Ademas, como T = | es un subtipo de cualquier implicancia, tenemos que:

—

T=1<e (i) =€, 1(7) = - = eg(i) = ey(7)

Juntando lo anterior, podemos ver que (T = 1) = T = L es un subtipo

de la implicancia completa. Otra vez, se concluye lo buscado ya que 1 es un
subtipode (T = 1) = (T = 1). O

Usando el teorema y los lemas anteriores, podemos realizar los axiomas de Peano
a excepcion del de induccion.

Proposicién 7.1 (Realizadores para los axiomas de PA~) Sea PA2™ el sub-
conjunto de los axtomas de Peano donde quitamos el de induccion, podemos realizar
universalmente PA2™. Los realizadores son los siguientes:
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Sucesor M.z IF Vey.sx=sy=x=y
Ae.xx - Ve—(sz=0)

f recursiva primitiva  Az.x IIF VZ f(...)=...

Demostracion. Basta utilizar el teorema 7.1 para todos los axiomas, salvo para
el axioma Vx.—(s x = 0). Para este, utilizamos el punto 2 del lema 7.2 y tomamos
U =T 0

Es importante observar que los realizadores que obtuvimos, ademas de ser uni-
versales, son términos de prueba. Por lo tanto, estos axiomas son validos en todos
los modelos de realizabilidad henkinianos.

7.1.2. Realizando el axioma de induccién

Como habiamos adelantado, a diferencia de los casos anteriores, no se puede
realizar universalmente el axioma de induccion. Especificamente, esto no es posible
cuando la relacion de evaluacion es determinista.

Definicién 7.1 (Relacién de evaluacién determinista) Sea (IC, Ily, =) una ins-
tancia del \.-cdlculo, decimos que la relacion > es determinista si siempre que p > p;
Y p = p2 lenemos que p1 = Py 0 Py = P1.

Teorema 7.2 (El axioma de induccién no es realizable universalmente) Si
la relacion de evaluacion es determinista, entonces el axioma de induccion no tiene
realizadores universales.

Demostracion. La idea serd tomar dos procesos ¢ y r distintos, tales que ¢ 7/ 7y
r# q, y probar, asumiendo que el axioma de induccién es realizable universalmente,
que existe otro proceso p tal que p > ¢ y p > r, lo que es absurdo por el determinis-
mo de la relacién de evaluacion.

Para probar que, de hecho, hay procesos g y r tales que ¢ # r y r % ¢, basta
buscar en la ejecucién de un término que entre en un bucle infinito. Utilizaremos
0:=Ar.zxy):= 00 para esto. Primero observamos que, para toda pila 7, tenemos
la siguiente evaluacion:

Qxm=00rxm>=d%x0-m>= (za)[§/x]xm=0d+xm=Q*x7

Particularmente, tenemos que Thd(€) x 7) es finito para cualquier pila 7. Mas
aun, si tomamos un término cerrado ty cualquiera y 7 una pila cualquiera, como
Thd(§2 * ty - m) es finito existe un término cerrado ¢ tal que Q % ¢; - T no estd en
dicho hilo y, por lo tanto, tendremos que Q xto - m # Q %t - 7 y también que
Qxty-m % Qxty-m. Esto ultimo debido a que si Qxty-7m = Q*ty- 7, como asumimos
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una relacién de evaluacion determinista y sabemos que €2 % t; - 7 ejecuta en bucle,
tendriamos que Qxt1 -7 = Qxtg-7m > Qxty -7, lo cual es absurdo.

Fijando 7, tg y t; como recién, tomaremos ¢ = Qxty- 7wy r = Q«t; -7 (con la
idea que mencionamos en el primer parrafo), por lo que faltaria encontrar el proceso
p tal que p > q y p > r para llegar al absurdo.

Asumiendo que existe t,.. un realizador universal del axioma de induccién, uti-
lizaremos p = t,e. x 2ty - Ax. 2 t; - m para concluir la contradiccion.

Veamos p > ¢. Sitomamos el polo 1Ly :={p|p > ¢}, basta ver que p € 1. M4s
aun, alcanza con probar que:
Qtg-Ar. Qty -7 e||VeVZ. Z(0) = (Vy. Z(y) = Z(sy)) = Z(x)]|| .,

Si consideramos P la funcién de falsedad tal que P(0) := {r} y para el resto de los
valores n, P(n) := (), bastard con probar:

Qty-\e.Qt, -7 € HP(O) = (Vy. P(y) = P(s Y)) = P(O)HLO

Observar que el primer 0 es la constante del lenguaje, mientras que el segundo es
el parametro del 0 en el modelo de partida (son distintos simbolos, aunque sus
interpretaciones son iguales).

La prueba de esto tltimo es la siguiente:

1. |P(0)||, = {7}, y sabemos que Qtyx 7 € LLg, por lo que Qty € |P(0)|w,.

2. Tenemos que:

1Vy. P(y) = P(sy)llug = Upen IIP(2) = P(s0)]| 1,
= Unen [2(2)|aig - [1P(s 7)1
%JnEN |P(n)|«|l0 : @

Por lo que cualquier término cerrado es un realizador de dicha férmula. En
particular, A\z. Qt; € |Vy. P(y) = P(sy)|u,-

3. 7 €||P(0)||w, por definicién de P.

4. En base a los puntos anteriores, concluimos que:

Qto-\e.Qty -7 € ||P(0) = (Vy. P(y) = P(sy)) = P(0)]|w,
C [V2vZ. Z(0) = (Vy. Z(y) = Z(s y)) = Z(2)||w,
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Veamos p > r. Similar a lo anterior, si tomamos el polo 1, := {p|p > 1},
basta ver que p € 1. En este caso, consideramos () la funcién de falsedad tal que
Q(0) := 0 y para el resto de los valores n, @Q(n) = {r}. Veremos especificamente
que:

Qto- Az Oty -7 € [|Q(0) = (Vy. Qy) = Qs y)) = Q(1)]].,
L. [|Q(0)||w, = 0, por lo que Qty € [Q(0)]w,.

2. Observemos que:

IVy. Q) = Qs y)llu, = Unen Q) w, - |Q(s )|,
UneN |Q(n>|l1 : {7’(’}
- i)

ComQ AT. Qtl'*u - = Qtyxm € 14 para todo u € A, tenemos que \x.Qt; €
Vy. Q(y) = Q(s y)|u, -

3. m € ||Q(1)||w, por definicién de Q.

4. En base a los puntos anteriores, concluimos que:

Qto-Ae.Qty-m € [|Q(0) = (Vy. Q(y) = Qs y) = Q(1)||,
C |IVaVZ. Z(0) = (Vy. Z(y) = Z(sy)) = Z(2)|| 1,

O

Observacion 7.1 Es importante observar que lo unico que pedimos sobre la ins-
tancia del \.-cdlculo es que la relacion de evaluacion sea determinista. Por lo tanto,
incluso aunque se agrequen nuevas instrucciones, el axioma de induccion continuard
sin ser universalmente realizable.

7.1.3. Resolviendo el problema del axioma de induccion

Si bien no podemos realizar universalmente el axioma de induccién, intentaremos
lidiar con dicho problema al trabajar sélo con aquellos individuos que sean natura-
les. Si pensamos en el axioma de induccién como un axioma que nos establece que
todos los individuos son naturales, podemos condicionar las formulas para trabajar
unicamente con ellos.

Para esto, necesitamos tener una férmula que exprese que un individuo es un
natural. Como trabajamos con logica de segundo orden, podemos utilizar la defini-
cion de Dedekind de los nimeros naturales: son aquellos individuos que son parte
de cualquier conjunto que contiene al 0 y que es cerrado para la funciéon sucesor:
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N = {#|VX.0eX=WVyyeX=(@y+1)eX)=zeX}

En nuestro marco de trabajo, esto se traduce directamente a la formula e € N
que establece que la expresion aritmética e es un natural:

Naturales e N := VZ.Z(0)= (Vy. Z(y) = Z(sy)) = Z(e)

Notar que, con esta definicién, el axioma de inducciéon queda Vz.z € N, que
ilustra la idea de que esta restringiendo los individuos a naturales.

Siguiendo esta idea, utilizaremos una técnica conocida como relativizacion con
el fin de limitar los cuantificadores de primer orden al universo de los naturales:

Cuantificadores VzeN. A = VezeN= A
relativizados dJxr e N.A = VZ VeeN A= 2)= 27
= VZ.(Ve.oeN=A=27)=7

Las formulas donde todas las cuantificaciones de primer orden estan relativiza-
das, son llamadas férmulas aritméticas. Notaremos AN a la férmula A relativizada,
que consiste de la formula A donde se sustituyen los cuantificadores universales de
primer orden por cuantificadores relativizados. Por definicién, AN es aritmética.

La relativizacién restringe los individuos donde se cuantifica a los naturales,
permitiendo utilizar el axioma de induccién en ellos. Por lo tanto, esperariamos
que esto fuera suficiente como para recuperar todos los teoremas de PA2. Mas
precisamente, buscamos demostrar el siguiente resultado:

Teorema 7.3 (Relativizacién en PA27) Para toda formula A cerrada, si el se-
cuente PA2 - A es derivable, entonces PA2~, A = AN también lo es, donde defini-
mos A :={(n € N) : n es natural }.

Dicho resultado implica que siempre que A es derivable en PA2, A" es realizable
universalmente.

Corolario 7.1 (Realizando la Aritmética de Peano) Para toda formula A ce-
rrada tal que PA2 - A es derivable, AN es realizable universalmente por un término
de prueba.

Demostracion. Si PA2 F A es derivable, por el teorema anterior tenemos que
PA2=,A - AN también lo es. Por lo tanto, existe un contexto I' C PA2~ U A tal
que I' = AN es derivable. Utilizando el teorema 5.1, sabemos que existe un contexto
[ que contiene las mismas férmulas que I' pero asociadas a variables de tipo, y un
término de prueba t, tal que IV F ¢ : AN es derivable.
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Sabiendo que todas las férmulas en IV son cerradas y que AN lo es (porque A
es cerrada), podemos tomar ¢ una sustitucién cerrada tal que o ll- I, Para esto,
basta asignar a cada variable en el dominio de I un término de prueba que realice
universalmente su férmula asociada, ya sea un axioma de PA2~ o n € N para algun
n natural. El primer caso ya vimos que es posible, pero el segundo lo veremos luego
(en el corolario 7.2). Por el teorema de adecuacién, obtenemos que t[o] - AN. Como
te€ PL,y o(x) € PL para todo x € domI" DO FV(t), nos queda t[o] € PL.

O

Para probar el teorema trabajaremos por induccién, pero debemos probar un
lema mas fuerte ya que en la derivacion de un secuente PA2 F A los contextos
pueden contener férmulas que no sean axiomas de PA2.

Lema 7.3 (Relativizacién en PA2~) Para toda féormula A y todo contexto T,
si PA2,T = A es derivable, entonces PA2™, A, TN FVi (AN = AN también lo es.
Notamos TN .= {BY : BeT}u{(x € N): 2z € FV(') y x es de primer orden } y
FVi(AN:={(z e N): 2z € FV(A) y = es de primer orden }.

Demostracion. La prueba es por induccion en las reglas de deduccién del sistema
sin realizadores explicitos:

= Axioma.

H) AePA20UT
T) PA27, A TN FVi(A)N - AN es derivable

Se divide la hipdtesis en tres casos:

e A €T En dicho caso AN € TV por lo que PA2™, A, TN FV; (AN - AN
es derivable.

e A € PA27: Recordemos que PA2™ es el subconjunto de los axiomas
de Peano donde quitamos el de induccion. Esta parte de la prueba la
omitiremos, aunque se puede ver que PA2-, A TN FVi (AN F AN es
derivable.

e A=Vz.x € N: Si A es el axioma de induccién, es facil ver que - AN es
derivable ya que AN = V.2 € N = 2 € N, por lo que también vale la
tesis.

= Ley de Peirce.

H) A=(B=C)=B)=21B
T) PA27, A TN FVi(A)N - AN es derivable
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7.1 Realizando los Axiomas de Peano

Como AN = ((BY = CN) = BY) = BN utilizando la Ley de Peirce se deriva
trivialmente el secuente = AN, y por lo tanto se concluye la tesis.

» Introduccion del =.

H) PA2, A (T U{B}HY FVi(C)N + CN es derivable
T) PA2-,A TN FVi(B = C)V+ (B = O)N es derivable

Basta ver que (TU{B})N = TNuU BNU FV;(B)N. Luego, utilizando la hipStesis
inductiva, tenemos:

PA2= A TN BN FVi(B)N, FVi(C)Y = CN es derivable
Aplicando la introduccién del = se concluye:
PA2= ATN FVi(B)Y, FVi(C)N + BY = CN es derivable

Que es equivalente a la tesis.

» Eliminacién del =.
H,) PA27,ATN FVi(B = AN (B = AN es derivable
H,) PA2, A TN FVi(B)NF BY es derivable
T) PA27, A TN, FVi(A)N + AN es derivable
Por la primera hipotesis inductiva, se observa que:
PA2= ATN FVi(B)Y, FVi (AN + BN = AN es derivable
Por otro lado, de la segunda se puede probar por debilitamiento que:
PA2= A TN FVi(B)N, FVi (AN F BY es derivable
Utilizando la eliminacién del = con los dos secuentes anteriores, obtenemos:
PA2=, A, TN FVi(B)Y, FVi (AN = AN es derivable
Luego, para toda x € FV(B)\(FV(A)UFV(I')) de primer orden, como x sélo

aparece libre en la férmula x € N del contexto, se puede ver que es admisible
removerla. Como conclusion:

PA2=, A, TN FVi (AN = AN es derivable
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7.1 Realizando los Axiomas de Peano

s Introduccién del V2.

H,) PA27, A TN FVi(A)N + AN es derivable
H,) X ¢ FV(PA2,T)
T) PA27,ATN FV(VX. AN F (VX. AN es derivable

Notar que X ¢ FV(PA2™) =0, X ¢ FV(A)=0, X ¢ FV(I'N) = FV(T) por
hipétesis, y X ¢ FV(FV;(A)Y) por ser de segundo orden.

Por lo tanto, a partir de la primera hipétesis, utilizando la introduccién del V2
se prueba:

PA2=, A, TN FVi (AN VX, AN es derivable

Como FVi (AN = FVi(VX. AN y VX. AN = (VX. A)N esto es equivalente a la
tesis.

» Eliminacién del V2.

H) PA27 A TN FVi(VX. AN E (VX. A)N es derivable
T) PA27, A TN, FVi(A[P/X])N F (A[P/X])Y es derivable

Notar que, por lo observado en la regla anterior, de la hipotesis se obtiene que:

PA2=, A, TN FVi (AN VX, AN es derivable

e Si P=M\z;...7.B: Sea P" el predicado P := \z; ... x;. BY, utilizando
la eliminacién del V2 se puede ver que:

PA2=, A, TN FVi (AN = AN[PY/X] = (A[P/X])Y es derivable

Debilitando, se pueden agregar al contexto las férmulas = € N para toda
variable de primer orden en FV(A[P/X]|)\FV (A).

e Si P = I Basta aplicar la eliminacién del V? para probar que:
PA2~ A TN, FVi (AN - AN[F/X] es derivable
Notando que FVi(A)N = FVi(A[F/X]N y que AN[F/X] = (A[F/X])V,

se concluye la tesis.

= Introduccién del V'.

H,) PA27,ATN FVi (AN AN es derivable
H,) ¢ FV(PA2,T)
T) PA27, A TN FVi(Vo. AN (Va. A)N es derivable
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7.1 Realizando los Axiomas de Peano

Vemos que si « ¢ FV(A), por debilitamiento podemos agregar z € N al
contexto del secuente en la hipdtesis inductiva. Por lo tanto, tenemos que:

PA2= A TN FVi(Vo. A)N 2 € NF AY es derivable
Luego, utilizando la introducciéon del =, obtenemos:
PA2= A TN FVi(Vo. AN 2 € N = AN es derivable

Observar que x ¢ FV(PA2™) =0,z ¢ FV(A) =0, x ¢ FV(IV) = FV(I)
por hipétesis y z ¢ FV(FV;(Va. A)Y). Por lo tanto, por la introduccién del
V!, llegamos a que:

PA2= ATN FVi(Vz. AN FVz. x € N = AN es derivable

Basta observar que Vr.x € N = AN = (Va. A)N para concluir la tesis.
Eliminacién del V'.

H) PA27 A TN FVi(Vo. AN F (Vo. A)N es derivable
T) PA27, A TN FVi(Ale/z])N + (Ale/x])N es derivable

A partir de la hipdtesis se obtiene que:
PA2= A TN FVi(Vo. AN Vo 2 € N = AY es derivable

Utilizando la eliminacién del V! y que AN[e/x] = (Ale/z])N vemos que:

PA2= ATN FVi(Vo. AN e € N = (Ale/z])N es derivable
Aplicando debilitamiento, como FV (Vx. A) C FV(Ale/x]), se concluye que:

PA2= A TN FVi(Ale/x])N e € N = (Ale/z])N es derivable
Bastarfa luego derivar el secuente PA2~, A,TN FVi(Ale/z])N e € N, o in-
cluso un secuente més débil como PA2~, A, FVi(e)N - e € N, para probar la
tesis (a través de la eliminacién del =). Este tltimo problema se resuelve con

el siguiente lema.
O

Lema 7.4 Para toda expresion aritmética e(z1, . .., xy), tal que FV (e) C {x,. ..
el secuente PA27A,x1 € N, ... 2 € NFe(xy,...,2,) € N es derivable.
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7.2 Trabajando con los naturales

Demostracion. Se puede ver por induccion:

1. Si e = x;, entonces PA27,A,x1 € N,... z;, € N F z; € N es trivialmente
derivable.

2. Si e = n para algun n natural, luego PA2™,A,z1 € N,..., 2, e NFn € Nes
trivialmente derivable (recordar que (n € N) € A).

3. Sie= fler(xy,...,xx),...,e(x1,...,21)), se reduce a utilizar las hipdtesis
inductivas y el siguiente lema.

O

Lema 7.5 (Totalidad de los simbolos de funcién) Dado un simbolo de funcion
f de aridad k, el secuente PA2~ +Vx; € N.. .V, € N. f(z1,...,2,) € N es deri-

vable.

Este lema puede ser probado debido a que los simbolos de funcién corresponden
a funciones recursivas primitivas, ya que asi lo establecimos en los axiomas de PA2™.
De hecho, esta es la razén por la cual restringimos dichas funciones al presentar la
teoria.

7.2. Trabajando con los naturales

Ahora que definimos el concepto de natural en los modelos de realizabilidad,
resulta interesante estudiar cudl es su relacion con los individuos del modelo de par-
tida N.

Nos centraremos primero en ver si es posible realizar universalmente las férmulas
“n € N” para todo n natural, lo que implicaria que los naturales de la metateoria lo
son en los modelos de realizabilidad. La pregunta que surge es ja qué nos referimos
con las férmulas “n € N”?7 Observar que hay dos maneras directas de representar
los naturales del modelo de partida en las férmulas:

» Utilizando los parametros n.

» Utilizando las expresiones s™0: si n es un natural, s”0 es la expresion aritméti-
. 0 stn =0
ca definida como: s" 0 := { s(sm0) sin=m+1

Notar que s™ 0 es una expresion aritmética sin parametros, mientras que n existe
solo en el lenguaje extendido. Aun asi, lo que tienen en comin ambas expresiones
es que [s" 0] = n = [n] para todo n natural.
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7.2 Trabajando con los naturales

Al estudiar la realizabilidad de dichas férmulas, veremos que existen realizadores
universales que son un conjunto de A-términos conocidos como los naturales de
Krivine.

7.2.1. Naturales de Krivine

En el A-calculo (y por lo tanto en el A.-cdlculo), existen distintas maneras de
representar los naturales como A-términos. Una manera usual es codificar cada na-
tural n como una funcién que recibe dos argumentos (usualmente z y f) y retorna
la aplicacién de n veces f a x. Estos son conocidos como los naturales de Church y
su definicién formal es la siguiente:

Definicién 7.2 (Naturales de Church) Sea n un natural, definimos el natural
de Church n como el A.-término Axf. f* x, donde ™ x es un A.-término que se
x sin =0

define formalmente como ™ x := F(fma) sin=m+1

Con dicha idea también se pueden codificar las funciones sucesor, suma y pro-
ducto de la siguiente manera:

Sucesor 5 = Xnxf. f(nxf)
Suma + = Xnmxf.m(nxf)f
Producto % = Anmazf mz(Ax.nzx f)

Por ejemplo, si a la funcién sucesor le pasamos como argumento una funcién n,
nos queda una funcién de dos pardmetros, x y f, que se comporta como (n+ 1)
pero que difiere sintacticamente. Profundizaremos luego en dicha relacién, pero por
ahora nos quedamos con que sintdcticamente 3 0 y 1 no son el mismo término.

Si bien luego volveremos a los naturales de Church, utilizaremos ahora otra
codificaciéon de los naturales: los naturales de Krivine.

Definicién 7.3 (Naturales de Krivine) Sea n un natural, definimos el natural
de Krivine m como el ):C-térmmo 5" 0.
0 stn =20

Formalmente, m:=q ___ .
sm sin=m+1

Observacién 7.2 Se pueden hacer dos observaciones interesantes:
1. Es inmediato ver que 0 = 0.

2. Tanto n como m, mds que ser A.-términos, son A-términos.
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7.2 Trabajando con los naturales

Los naturales de Krivine son interesantes debido a que realizan las formulas que
afirman que los naturales del modelo inicial, lo son en los modelos de realizabilidad.
El siguiente lema es un gran paso en dicha direccién.

Lema 7.6 (Realizando los naturales) Los términos de prueba 0 y's realizan uni-
versalmente las siguientes formulas:

1.0IF0€eN
2.5lFVe.x e N= (sz) e N

Demostracion.

1. Fijado un polo 1L, buscamos ver que:
0IF0eN=VZ Z(0)= (Vy. Z(y) = Z(sy)) = Z(0)

Tomemos I una funcién de falsedad de aridad uno, ¢ IF F(0), 7 € F(0) y
ul-Vy. F(y) = F(sy) (observar que t-u -7 € ||0 € N||). Luego:

Oxt-u-m =
- txT

Como t 7 € 1L, concluimos que 0 I- 0 € N para todo polo.

2. Fijado un polo 1L, tomamos m un natural, ¢ IF m € N, F' una funcién de
falsedad de aridad uno, u IF F(0), v IF Vy. F(y) = F(sy) y 7 € F(m+1), por
loquet-u-v-m€l|lmeN= F(0)= (Vy. Fy) = F(sy)) = F(sm)|| C
||Vx. 2z € N= (sz) € N||.

Por anti-evaluacién, como St -wu-v -7 = v * (tuv) - w, basta probar que:
vk (tuv) -me 1l
Debido a que v I- Vy. F(y) = F(s y)y ™ € F(m+1), nos alcanza con ver que:
tuvlF F(mm)

Sea 7’ € F(m), tuvxn = txu-v-7'y, comotl-meNyu-v-7 € || e N|,
se concluye que txu-v- 7' € 1. O

Parece trivial, a partir de este lema, concluir que podemos realizar universalmente
aquellas formulas que afirman que los naturales del modelo estandar lo son en los
modelos de realizabilidad, pero esto no es asi. Imaginemos que queremos utilizar lo
anterior para demostrar por induccion que n € N es universalmente realizable para
todo n. Tendremos dos “problemas”:
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7.2 Trabajando con los naturales

1. En el paso base necesitamos ver que 0 € N es universalmente realizable, pero
el lema nos dice que 0 € N lo es (no es lo mismo).

2. Suponiendo solucionado el paso anterior, para el paso inductivo quisiéramos
obtener un realizador universal de (n+ 1) € N a partir de un realizador uni-
versal de n € N. Pero el punto 2 del lema, a partir de un realizador universal
de n € N, nos daria un realizador universal de (sn) € N que no es lo mismo

que (n+1) € N,

Por otro lado, si intentamos demostrar que las férmulas (s™ 0) € N son univer-
salmente realizables, volveriamos a tener complicaciones en el paso inductivo. El
problema del lema anterior es que, por el paso 2, 5 lIFn € N = (sn) € N para
todo m natural, y la expresién (s n) termina siendo una mezcla entre los naturales
s™ 0y los n. Atin asi, esto se puede corregir aplicando la siguiente observacién (cuya
prueba es omitida).

Observacion 7.3 Sea A una formula, ey, ey dos expresiones aritméticas cerradas
tales que [e1] = [e2], entonces Aler/x| =y Alea/x] para todo polo 1L.

Esta observacion, por ejemplo, nos permite ver que para todo n natural:
SIF(s"0) e N= (s"t10) e N
Para esto, basta tomar A =2 € N= (sz) € Ny ver que:

(s"0) e N= (s""10) e N Als™0/x]
neN=(sn)eN

&

Como (s"0) € N = (s"™0) e N~ n € N= (sn) € N para todo polo, y esta
ultima es realizable universalmente por s, se concluye que s también es un realizador
universal de la primera.

Teorema 7.4 Sea n un natural, entonces 7 Il (s™ 0) € N.

Demostracion. Esta demostracion se hace por induccion en n:

» Para n = 0 tenemos que 0 IF 0 € N = (s°0) € N por la parte 1 del lema
anterior.

» Para el paso inductivo, asumiendo 7 II- (s" 0) € N, veremos que n+1 =357
es un realizador universal de (s"' 0) € N.

Usando el lema y la observacién previa, vimos que s realiza universalmente
(s"0) € N = (s""10) € N. Usando el teorema de adecuacién y la hipdtesis
inductiva, obtenemos 57 lI- (s"*1 0) € N, O
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7.2 Trabajando con los naturales

Corolario 7.2 Sea n un natural, entonces n ll-n € N.

Demostracion. Se desprende trivialmente del teorema anterior, y de la observacion
7.3. O

Como conclusion, debido a que los A-términos 7 son términos de prueba, las
expresiones aritméticas de la forma s™ 0 son naturales en todos los modelos de
realizabilidad.

7.2.2. Naturales de Church

Volviendo a los naturales de Church, veremos que estos también nos sirven como
realizadores universales para las férmulas (s™ 0) € N. Para esto, estudiaremos a n y
7 como A-términos y utilizaremos que son [S-equivalentes.

Primero, recordemos que en el A-cdlculo se define la S-reducciéon como una regla
de evaluacién que establece que (Az.t) u se puede reducir a t[u/z]. De hecho, a un
término de la forma (Az.t) u le denominamos redez.

Ademas, habiamos visto dos estrategias de evaluacién: normal y whr, con no-
taciones —3 y —ne respectivamente, y que la primera extendia la segunda. En
particular, decimos que t esta en forma normal cuando no se puede reducir utilizan-
do la estrategia normal (no contiene ninguna redez), y que estd en forma normal
débil cuando no se puede reducir utilizando la estrategia whr.

Sumado a esto, vimos que si t y t’ son S-equivalentes y ¢’ estd en forma normal,
entonces t —a, t', y que si la forma normal (débil) existe, entonces es tnica. No lo
demostraremos, pero se puede ver que n y m son [-equivalentes para todo n. Por lo
tanto, utilizando el siguiente teorema vemos que 7 lI- (s 0) € N para todo n.

Teorema 7.5 (Naturales a menos de [-equivalencia) Sit es un A-término ce-
rrado que es B-equivalente a T para algin natural n, entonces t IIF (s™ 0) € N.

Para esta prueba utilizaremos primero un lema que relaciona la evaluacion en la
KAM, con la estrategia whr del A-calculo.

Definicién 7.4 (Relacién >p¢) Definimos > pa como la relacion reflexiva y tran-
sitiva mds chica que cumple con las reglas PUSH y GRAB. En particular, = pg
estd contenida en =, por lo que st p; =pq p2 se cumple también que p; = pa.

Observemos también que la definicién de > p ¢ no es axiomatica como la de >:
la reduccion > p o necesariamente se descompone como una secuencia de pasos ele-

mentales PUSH y GRAB.
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Lema 7.7 (Weak Head Reduction en la KAM) Sea t un A-término cualquie-
ra y u su forma normal débil.

= Siu = Ax.w para alguna variable x, entonces para cualquier pila 7 y cualquier
sustitucion cerrada o, se cumple que t{o] * T = pg ul[o] * 7.

s Siu=xw...w para alguna variable x, donde | puede ser 0, entonces para
cualquier pila ™ y cualquier sustitucion cerrada o, se cumple que tjo]*m > pg
o(x)xwilo]---wlo]- 7.

Demostracion. La prueba se hace por induccion en el largo de la reduccion whr
que lleva t en wu.

» Sit = u, el resultado es inmediato ya que:
o Siu= . w: tfo] 7 > pg u[o] 7 por reflexividad.
e Siu=zwy...w;:
tlo] xm=o(x) wilo] ... wo]* 7 =pg o(x) xwilo] ---wo] -7
al utilizar la regla PUSH [ veces.

n Sit —unr U —unes , significa que t = Azt )vovy .. oy o/ =t v/z]v ... .
Por lo tanto:

tlolxm = (Az.t)[o]v[o]vi|o]... vplo] * 7
=ra  (Art)lo]xvlo]-vifo] - vfo ] 0
=  uto,z ¢+ x]*v[o] - vl[ |- vglo] -

—pg t'o,x < v[o]] xvio] - vfo] -7
e Si u = A\z. w, por hipdtesis inductiva sabemos que:
Wolxm = t/x]lo] nlo].. vfo] 7
“rc (Az.w)[o]*m
Como dicha reduccién debe comenzar con k reglas PUSH, obtenemos:
Wolxm = t/x]lo] nlo].. v[o] x 7
=pc t[v/z]lo] xvi[o]- - vglo] -7
mrc (Az.w)[o]*m
e Siu=xw;...w, tenemos por hipdtesis inductiva que:
Wolxm = t/x][o] vi]o] ... vfo] x 7
pa o(x)xwifo]---wlo]-w

Dicha reduccion también debe comenzar con k reglas PUSH:

uolxm = ’[U/iv][ Juilo]...opfo]*m
=pc U[v/z][o] xvilo]- - vplo] -7
pa o(x)xwifo]---wlo] T
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Observando que t'[v/z][o] = t'[o,x < v[o]] (todo lo de rojo es lo mismo) y
utilizando la propiedad transitiva, llegamos a que t[o] * T =pg (Ax. w)[o] x 7
en el primer caso, y que t[o] xm =pg o(x) *wy[o] - - - w[o] - 7 en el segundo.

O

Ademas del lema anterior, usaremos el siguiente lema para finalmente probar el

teorema a partir de ambos.

Lema 7.8 Sea n un natural, F' una funcion de falsedad de aridad uno, ty y ts Ac-
términos cerrados. Si ty IF F(0) y t, IF Vy. F(y) = F(s y), entonces para todo
A-término t [-equivalente a f" x y toda sustitucion cerrada o tal que o(f) = ts y
o(z) = to, se cumple que t[o] I+ F(s™0).

Demostracion. La prueba se realiza por induccion en n:

» Sin =0,t >~ x. Afirmamos que ¢t —,p+ @ (que serfa entonces su forma

normal débil). Luego, si m € F(0) = ||F(s°0)]|, por el lema anterior ¢[o] x 7 =
o(x)xm =tgx7m € 1L, lo que prueba que t[o] I F'(s°0).

Para ver la afirmacion, si ¢ ~g = tenemos que t — 3, = ya que z estd en forma
normal. Luego, si u es la forma normal débil de ¢, sabemos que t —,pr U —> 3.
x. Analizando los dos posibles casos de u:

e Siu=yw ... w para alguna variable y, entonces la inica manera que
u—g.resquel=0yquey=zx(u=ux).

e Que u = )\y. w para alguna variable y es absurdo, ya que no se podria
dar u — gy .

Como u = z, tenemos lo afirmado (t —ypr+ T).

Sin=m+1,t~g fm z. Afirmamos que t —,p« f 1 (que serfa su forma
normal débil) con ¢ ~3 f™ x. Luego, sea m € F(m + 1), tenemos por el lema
anterior que to|xm = o(f) xt'[o] - m =ty * t'[0] - .

Por hipétesis inductiva, t'[o] - F (s™0), por lo que:

[|1F(1iv) = F (s )|

tlo]-m € ||F(s™0)= F(s™10)| = : .
C |[Vy. F(y) = F(sy)l|

Como t, I- Yy. F(y) = F(sy), entonces t, x '[o] - 7 € 1L y concluimos por
anti-evaluacion que t[o] xm € L.

La afirmacién se prueba por casos, de la misma manera que la afirmacién que
hicimos en el paso base: sabemos que t =y © =g« f (f™ x) con u la forma
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7.2 Trabajando con los naturales

normal débil de t y, analizando los dos posibles casos, vemos que u tiene que
ser ft' cont —g. M. O

Demostracion del Teorema 7.5. Utilizando los lemas anteriores, ahora podemos
ver que el conjunto de los realizadores universales de s™ 0 contiene a los A-términos
cerrados [-equivalentes a 7.

Fijado un polo 1L, sea F' una funcién de falsedad de aridad uno, u I+ F (0),
viIEYy. Fly) = F(sy) ym € F(n) (u-v-7m € ||(s"0) € N||), queremos ver que
txu-v-me ll.

Como t ~gn ~g Axf. f"x y Axf. f* x estd en forma normal, se cumple que
t =g Axf. " x. Més ain, usando los mismos argumentos que en el lema 7.8:

1. t = uhm Azt donde A\z. t' es la forma normal débil de ¢.
2.t —wnrs Af. 1" donde Af.t"” es la forma normal débil de ¢'.
3.t ~p fru.

Aplicando el lema 7.7, junto con los puntos 1 y 2 anteriores, tenemos la siguiente
secuencia de reduccién para una sustitucion cerrada o cualquiera.

txu-v-m tlo]xu-v-m

M. t)|o)xu-v-m
tlo,x+—ul*v-m
Ao,z «—u|xv -7
t"o,x <= u, f < v]*x7

Y 1Y 1Y 1Y

Por el lema 7.8, y el punto 3 anterior, vemos que t"[o,z < u, f < v] IF F(s” 0)
y concluimos por anti-evaluacién. 0

7.2.3. Individuos no estandar

Anteriormente, vimos que los naturales del modelo N lo son en los modelos de
realizabilidad henkinianos. La duda que surge naturalmente es si hay otros naturales
en los modelos de realizabilidad que no sean de este tipo (naturales no estandar). Lo
primero que vemos es que hay individuos (no necesariamente naturales) en algunos
de estos modelos que no son naturales del modelo de partida.

Teorema 7.6 (Individuos no estandar) Sea (7,)nen una enumeracion de pilas
y G una funcion de falsedad donde G(n) := {m,} para todo n:
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1. callec (Mkg. g k) IF 3z. ~G(z) =VZ. (Vo. ~G(z) = Z) = Z

2. Si para toda constante de pila o, existe t € PLN A tal que t x o € 1L, para
todo polo y todo natural n, la formula G(s™ 0) es realizada por un término de
prueba.

Demostracion.

1. Fijado un polo 1L, tomamos una funcién de falsedad F' de aridad nula, u un
realizador de V. =G(z) = F y w € ||F|| (por lo que u - 7 € ||3z. =G (x)]]).
Por anti-evaluacién, como callcc (Akg. g k) xu -7 = u* k., - basta probar
que:

Uk kyr-me 1L

Debido a que u - m = m, para algin n, utilizando la proposicién 4.5 y que
T € ||G(n)]], tenemos que:

kur IF G(n) = L =-G(n)

Por lo tanto, k.. - 7 € ||~G(n) = F|| C ||Vz. ~G(z) = F||. Observando que
u es un realizador de dicha férmula, queda probado que:

callcc (M\kg. gk)*u-me 1L
Como callcc (Akg. g k) IF 3z.-G(x) para todo polo, concluimos que:
callcc (Mkg. g k) IIF 32.-G ()

2. Dado n, queremos construir un término de prueba u I+ G(s" 0) sabiendo que

HG(S” 0)|| = {m,}. Primero, escribimos 7, como ¢; - - - t; - &. Luego, por hipdte-
sis, existe ¢t un término de prueba cerrado tal que t x a € 1L, por lo que basta
tomar u = Axq,...,x,. t para concluir. 0

Dado un polo L, el teorema anterior demuestra que Elx.ﬂ(.}’(x) es valida en N ,
lo que significa que existe un individuo satisfaciendo —~G(z). Por otro lado, vemos
que si se cumplen ciertas hipotesis sobre el polo, dicho individuo no puede ser un
natural del modelo inicial debido a que N satisface G(s" 0) para todo n. Por lo
tanto, hay algun individuo en N que no es un natural del modelo estandar. A
dichos individuos los denominamos ndividuos no estandar.

Mas atn, utilizando la instrucciéon quote’ -que veremos en la siguiente seccion-
podemos ser més precisos y probar que, de hecho, uno de estos individuos no estandar
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es un natural en N (un natural no estdndar). Aunque entraremos mds en detalle
acerca de la importancia de esta instruccion luego, lo tinico que se debe saber de la
instrucciéon quote’ para este resultado es su regla de evaluacion, la cual indica que
quote’ xt -7 > t xn, - 7, donde asumimos una biyeccion entre N y II que lleva a
cada pila 7 — n,.

Teorema 7.7 (Naturales no estandar) Sea (7,)nen la enumeracion de pilas in-
versa a la biyeccion (ng)ren utilizada para definir quote’, y G una funcion de
falsedad donde G(n) := {m,} para todo n, entonces:

M. quote’ (An. callee (Mk. fnk)) - 3z e N. -G(z) _
= VZ (VxeN-G)=2)= 27

Demostracion. Fijado un polo, tomamos una funcion de falsedad F' de aridad
nula, t IFVr € N.=G(z) = F y w € ||F|| (por lo que t -7 € ||3x € N. =G(z)]]).

Observamos la siguiente evaluacion:

Af.quote’ (An.callcc (Ak. fnk))xt-m > quote’ (An.callcc (Ak.tnk))xm
An.callcc (Ak.tnk)*xn, -7
callcc (Mk.tm k)

tny ky*m

txng - ky -7

Y Y YY

Por anti-evaluacién, basta ver que t xn, - k, - ™ € 1L, lo cual se desprende de los
siguientes puntos:

1. n; IF n, € N debido al corolario 7.2.

2. k. IF =G(1i,), por la proposicién 4.5, utilizando que {r} = ||G(ri;)|| (acé se
vuelve necesario haber tomado n, como el inverso de 7).

3. e ||F|.
4. Por los puntos anteriores, iy - k- 7 € ||Vz. € N = —~G(z) = F||.

5 tlFVe.r € N= -G(z) = F.
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8. Realizando el Analisis Clasico

Esta seccién, que explora la posibilidad de realizar el analisis clasico, si bien se
apoya en parte del capitulo tres de la tesis doctoral de Lionel Rieg [1], se basa prin-
cipalmente en las pruebas e ideas de [9)].

La aritmética de Peano permite representar los ntimeros racionales como tripletas
de naturales (signo, numerador y denominador). Mas atn, la aritmética de Peano
de segundo orden nos permite representar los nimeros reales como conjuntos de
nimeros naturales/racionales, por ejemplo a través de los cortes de Dedekind.

Definicién 8.1 (Cortes de Dedekind) Un conjunto A C Q es un corte de De-
dekind si cumple que:

s AAD
- A#£0Q

» Siace Ayb<a, entoncesb e A

s Para todo a € A, existe ' € A con a < d

Debido a que no sélo podemos representar los nimeros reales, sino cuantificar
sobre ellos, es posible formalizar los reales en la teoria PA2. Partiendo de que po-
demos realizar la teorfa PA2 (a menos de relativizar los cuantificadores), en esta
seccién veremos que es posible realizar el andlisis clasico, o al menos parte de él.

Ya que gran parte del analisis clasico se puede formalizar utilizando la aritmética
de Peano de segundo orden, agregando el axioma de eleccion dependiente o, incluso,
un resultado més débil como es el axioma de eleccion numerable, estudiaremos cémo
realizar dichos axiomas. Para esto, seran necesarias dos instrucciones conocidas como
quote y quote’.

8.1. Las instrucciones quote y quote’

Para definir estas instrucciones, asumimos una biyeccion entre los A.-términos
cerrados y los naturales t — n; y otra biyeccion entre pilas y naturales 7 +— n,. En
base a esto, quedan definidas las instrucciones a partir de sus reglas de evaluacion.

Definicién 8.2 (Instrucciones quote y quote’) Se definen las instrucciones
quote y quote’ con las siguientes reglas de evaluacion:
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8.2 Axioma de Eleccion Numerable

Quote quotext-m > txng T
Quote’ quote’ xt-m > txNg-T

La clave en esta evaluacién es que tanto quote como quote’ deben ser inyectivas:
Ac términos diferentes deben generar naturales n; diferentes (y lo mismo para las
pilas). Esto sugiere ver dichas instrucciones como una funcién de hashing que no
tiene colisiones. Mas aun, el natural asociado a un mismo término no tiene por
qué ser tunico, lo inico importante es que dos términos distintos generen naturales
distintos, sin importar si un mismo término genera distintos naturales en distintos
momentos. Esta segunda observacién sugiere ver a quote como, por ejemplo, un
reloj o una funcién aleatoria que no repite naturales.

8.2. Axioma de Eleccion Numerable

Mientras que la instruccion quote permite realizar el axioma de eleccién depen-
diente, la instruccién quote’ permite realizar el de eleccion numerable. En lo que
viene, veremos como se realizan ambos pero con mayor detenimiento en el segundo
caso.

Definicién 8.3 (Axioma de elecciéon numerable) En general, el axioma se for-
maliza a través del siguiente esquema de axiomas, donde x es una variable de primer

orden, X es una variable de sequndo orden de aridad uno, Y una variable de sequndo
orden de aridad dos y A una férmula con FV(A) C {z, X}.

(Vz.3X. A) = 3Y.Va. ADy. Y(z,y)/X]

Recordemos que la sustitucion A[\y. Y (z,y)/X] no es mds que sustituir todas
las ocurrencias de X (e) en A, por Y(z,e).

Gracias a los cortes de Dedekind, pensaremos las variables de segundo orden
y aridad uno como reales. A las variables de segundo orden de aridad dos como
funciones de individuos en reales, a las de aridad tres como funciones de pares de
individuos en reales, y asi. Siguiendo esto, el axioma anterior nos dice que si para
todo individuo x, existe un real X tal que se cumple A, entonces podemos tomar
una funcién Y tal que para todo z, vale A cambiando X por el real Y (x).

Entendemos Y como una funcién que da un testigo para 3X. A, por lo que al
esquema presentado anteriormente lo podemos reformular para obtener un esquema
mas flexible, donde la férmula A no necesariamente tenga que ser satisfacible para
cualquier z.

Y. Vz. (3X. A) = ADy. Y(z,y)/X]
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8.2 Axioma de Eleccion Numerable

En este caso, la funcién Y nos da un testigo sélo para aquellos x que satisfacen
3X. A. En nuestro caso, serd mas facil trabajar con la forma contrarreciproca a la
anterior:

Y. Va. AMy. Y (z,y)/X] = VX. A

Para esto basta tomar el contrarreciproco de la forma anterior, y pensar la formu-
la A de esta tltima forma como la férmula —A de la forma anterior.

La intuicién de este contrarreciproco serd la que nos acompanard en el resto de
la seccién: en este caso, la funcién Y nos da un testigo tal que si A vale para dicho
real, entonces vale para cualquiera.

Es interesante ver la relacién entre esta idea y la paradoja de los bebedores. Es-
ta paradoja es un teorema de légica clasica que afirma que “en todo bar, hay una
persona tal que si esa persona esta bebiendo, todo el bar lo estd haciendo”. Esto
se formaliza a través de la férmula Jx. ¢(x) = Vy. ¢(y), la cual es una tautologia
en légica clasica para cualquier ¢, aunque no es valida en logica intuicionista. De
hecho, la prueba hace uso del tercer excluido (y, en particular, no nos dice quién es
dicho bebedor): si todo el bar estd bebiendo, se puede elegir a cualquiera, sino es
asi, basta elegir a alguien que no estd tomando.

En nuestro caso, la funcién Y nos da lo que seria el bebedor que hace que todos
beban en la paradoja de los bebedores: si se cumple A para dicho Y (x), se cumple
para cualquier X.

Empezamos analizando el comportamiento de quote’, para luego realizar el axio-
ma de eleccién numerable (todas las féormulas del esquema).

Proposicién 8.1 Dado un polo, para toda formula A tal que FV(A) C {z, X},
donde x es una variable de primer orden y X es una variable de sequndo orden de
aritdad uno, existe una funcion de falsedad P de aridad tres tal que:

quote’ IFVz. (Vy.y € N = A[\z. P(z,y,2)/X]) = VX. A

Demostracion. La clave de la prueba es encontrar la funcién P. Para esto se
utiliza que el axioma de eleccién numerable vale en el modelo de partida.

Fijado un polo, sea n un natural y 7 € II, sabemos que si 7 € ||VX. A[n/z]|,
existe una funcién de falsedad unaria F tal que 7 € ||A[n/x][F'/X]||. Por lo tan-
to, aplicando el axioma de eleccién numerable en el modelo, para toda m exis-
te una funcién U, : N — (N — B(II)) tal que si 7 € |[VX. A[n/x]||, entonces
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8.2 Axioma de Eleccion Numerable

7 € ||A[n/x][Ur(n)/X]||. Basicamente, U,(n) es la funcién de falsedad F' que nom-
bramos antes.

Definimos entonces P : N X II x N — B(II) como P(n,w, k) := Uy(n)(k). Lue-
go, utilizamos la biyeccién (w — n,) entre N y II para pensar dicha funcién como
P:NxNxN— ().

Es importante observar que, informalmente, A[\z.P(z,y, )/ X] significa sustituir
las ocurrencias de X (ey) por P(x,y,e1), por lo que se puede ver que paran € Ny
m € Il cualesquiera:

Az P51, 1in, 2)/X][l, = [|A[UR(n) /Xl

Bésicamente, en el lado izquierdo sustituimos toda ocurrencia X (e;) por P(n, 1ix, er)
cuya interpretacion es P(n,n,, [e1],) = Ux(n)([e1],), mientras que en el derecho

sustituimos toda ocurrencia X(e;) por Ur(n)(e;) cuya interpretacién también es
Ur(n)([e1],). En particular, se cumple que:

Az, P(a,y, 2)/ X [0/ a]lrix /y)l] = || Ali/2)[Ux(n)/X]]|

De aqui, si m € ||[VX. A[n/z]|| para algin individuo n, entonces habfamos definido
U, para que 7w € ||A[n/x][Ux(n)/X]|| y se concluye que:

sim € ||VX. Aln/x]||, entonces w € ||A[\z. P(x,y, 2)/ X][n/x]n, /y]|

Para demostrar que quote’ IF V. (Vy. y € N = A[\z. P(z,y,2)/X]) = VX. A,
tomamos n € N, y probamos:

quote’ - (Vy.y € N= A[\z. P(z,y, 2)/X][n/z]) = VX. A[n/x]
Para esto, dados t IF Vy.y € N = A[\z. P(x,y,2)/X][n/z] y © € |[VX. Aln/x]]|,

como quote’ xt -7 >t *n, -7, alcanza con probar que t xn, - 7T € L.

Esto tultimo es trivial debido a que:
1. tlF 7, € N= Az P(z,y, 2)/X][n/][rix/y].
2. n, IFn, € N debido al corolario 7.2.
3. e ||A[Az. P(z,y, 2)/ X|[n/z][r /y]|| ya que 7 € ||VX. A[n/z]||.
O

Este primer teorema se acerca a lo que buscamos. Pensando P(x,y) como una
funcién que dado dos individuos retorna un real, sabemos que para todo x, si A vale
para la sucesion de reales (P(x,n)),en, entonces vale para todo real. Aun asi, busca-
mos obtener un tnico real en lugar de una sucesion. Esto se puede lograr utilizando
un simil de la paradoja de los bebedores, que lo realizaremos de la siguiente manera:
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8.2 Axioma de Eleccion Numerable

Lema 8.1 Sean X e Y wariables de sequndo orden de aridad dos, existe un .-
término t de prueba, tal que:

tIFVX.3Y. (Y is Func) A (Vz. (Vy. Y(z,y) = X(z,y)) = Yy € N. X(z,v))
donde definimos la formula

Yis Func :=Vo. Yy V2. Y(z,y) NY (2,2) =y =z

Demostracion. El lema es trivial debido a que la férmula es derivable en légica
clasica de segundo orden, basta tomar Y (x,y) como la férmula que indica que y es
el primer natural para el cual =X (z,y). Més especificamente:

Y(z,y) .=y e NA-X(z,y) AVp e NVg e N.p+ (sq) =y = X(x,p)

O

Si bien ya tenemos los ingredientes necesarios, en lugar de realizar el esquema de
axiomas de eleccién numerable, realizaremos el esquema de axiomas CCA (el cual
es equivalente).

Definicién 8.4 (Axioma CCA) Se define el esquema de axiomas CCA como el
conjunto de formulas de la forma:

3Z.3Y. (Y is Func) A (Vz. (Vy. Y(x,y) = A[Xz. Z(z,y,2)/X]) = VX. A)

donde x,y son variables de primer orden, X es una variable de sequndo orden de
artdad uno, Y una variable de sequndo orden de aridad dos, Z una variable de
sequndo orden de aridad tres, y A es una formula con FV(A) C {z, X}.

Vale la pena comparar dicho esquema con la forma que dimos del axioma de
eleccion numerable. Primero, si eliminamos la hipétesis Y is Frunc del esquema CCA,
obtenemos:

7.3V . Vo. (Vy. Y(z,y) = A[Xz. Z(z,y,2)/X]) = VX. A

Podemos pensar, de manera informal, al Vy. Y (z,y) = A[Xz. Z(x,y,2)/X] como
AlXz. Z(z,Y (x),2)/X]. Viendo a Y como una funcién de individuos en individuos,
el enunciado quedaria:

7. 3Y Vo, A[hz. Z(2,Y (z),2)/ X] = VX. A

Que, componiendo las funciones Z e Y, lo podriamos ver como el esquema dado
para el axioma de elecciéon numerable:

Y. Va. AMy. Y (z,y)/X] = VX. A
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8.2 Axioma de Eleccion Numerable

Como mencionamos, el esquema de axiomas CCA es equivalente a CAC (axioma
de eleccién numerable) y es realizado por un término que no depende de A (lo vemos
en el siguiente teorema). Atin asi, para derivar CAC a partir de CCA se necesita el
esquema de extensionalidad:

VX. VY. (Vz. X (2) © Y(2)) = (A \z. X(z)/Z] & A]hx. Y (x)/Z])

Este teorema es probado por induccién en A, y su realizador universal depende
de A. Luego, el realizador de CCA = CAC depende de A, por lo que el realizador
de CAC obtenido también lo hace. Finalizamos este analisis realizando el esquema
de axiomas CCA.

Teorema 8.1 (Realizador de CCA) FEuxiste un término de prueba que, para todo
x,y, X, Y, Z y A como en la definicion anterior, realiza universalmnete a:

37.3Y. (Y is Func) A (Vz. (Vy. Y (z,y) = A[dz. Z(x,y,2)/X]) = VX. A)

Demostracion. Analicemos primero el enunciado. Para simplificar, siempre pensare-
mos en un individuo fijo x para el cual depende todo lo demés. Informalmente, la
férmula indica que existen funciones Z (de individuos en reales) e Y (de individuos
en individuos), tales que si vale A[Z(Y (x))/X] (esta notacién es informal, y refiere
a cambiar X por el real Z(Y (z))) entonces vale VX. A. O sea, si vale A cambiando
X por un real particular Z(Y (x)), entonces vale para todo X.

Recordemos que, para cualquier A como en las hipdtesis, vimos que existe una
funcién de falsedad P (de aridad tres) tal que:

quote’ I Vz. (Vy € N. A[\z. P(z,y,2)/X]) = VX. A

Pensando en que el Z que buscamos es P, la férmula realizada nos dice casi
lo que necesitamos: si A[Z(y)/X] vale para todo y natural, entonces vale V.X. A.
Simplificando, tenemos una sucesién de reales Z(y) tales que, si vale A cambiando
X por esos Z(y), entonces vale para todo real X.

Para encontrar un solo real que sea suficiente como muestra de que A vale pa-
ra cualquiera, podemos utilizar la paradoja de los bebedores: hay uno de todos
esos reales Z(y), tal que si para él vale A[Z(y)/X], entonces para todos los demés
reales de la sucesién también. Dicho y serd Y (x). Luego, si vale A[Z(Y (x))/X], vale
AlZ(y)/X] para todo y natural y, por lo que vimos antes, vale VX. A,

Yendo a la prueba, dada una férmula A como en las hipdtesis y fijado un polo

cualquiera, tomamos P la funcion de falsedad dada por la proposicion 8.1 y vemos
que el realizador buscado es ® definido de la siguiente manera:
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O = w. w (Az. t (A\y. x (Az. y (Aab. z a (Ac. quote’ (bc))))))
donde, gracias al lema 8.1, podemos tomar ¢ tal que:
tIFVX.3Y. (Y is Func) A (Vz. (Vy. Y(z,y) = X(z,y)) = Yy € N. X(z,v))
lo que implica en particular que si definimos:
Fp(n,m) = ||A[\z. P(x,y, 2)/X][i/<][m/y]l|
obtenemos que:
1 3Y. (Y is Func) A (Vo. (Vy. Y (z,y) = Fp(z,y)) = Yy € N. Fp(x,y))

Esto ultimo es basicamente lo que mencionamos de la paradoja de los bebedores:
Y serd la funcién que nos indica el real P(z,Y (x)) que si bebe (satisface A) todos
los demés beben (A es satisfacible por todo P(z,y), con y € N).

Para ordenar la prueba, abreviamos:

B, = YisFunc
By = Vz.(Vy.Y(z,y) = AAz. Z(2,y,2)/X]) = VX. A
By = Vz.(My.Y(z,y) = Fp(z,y)) = Vy € N. Fp(z,vy)

Primero observamos que FV(B;) ={Y}, FV(By) C{Y,Z} y FV(B3) = {Y}.
Con estas definiciones, buscamos ver que ¢ I 37. 9Y. B; A By, asumiendo que t
realiza Y. By A\ Bs.

Parte 1. ®I-3Z.3Y. B; A By

Lo primero a observar es que para probar que ® | 3Z. 3Y. By A By, nos basta
con ver que Ax.t (Ay.z (Az.y (Aab. za (Ac. quote’ (be))))) Ik Y. By A By[P/Z] (esto
se prueba en la parte 2).

Si este fuera el caso, como 3Z.3Y. BiABy = VW1.(VZ.(3Y.BiABy) = W,) = W,
tomamos una funcién de falsedad de aridad nula Hy, vy IF VZ. (3Y. By A Bs) = H;
y m € Hy, y vemos que ® xvy -m; € L.

= dw.w(Ax.t (Ay. x (Az.y (Aab. za (Ae. quote’ (bc)))))) * vy - 7y
= v (Az.t (A\y. 2 (Az. y (Aab. z a (Ac. quote’ (bc)))))) x m
= vy x Azt (Ay. & (Az.y (Aab. za (Ae. quote’ (bc)))))) - m

@*’Ul"ﬂ'l

Como vy IF VZ.(3Y. By A By) = Hy, en particular vy I+ (3Y. By A Bo[P/Z]) = H,.

Sumado a que Az.t (Ay. x (Az.y (Aab. za (Ac. quote’ (b¢))))) IF IY. By A By[P/Z] y
m € Hiy, se concluye que ® xv; - € 1l.
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Parte 2. Mz.t (\y. z (Az.y (Aab. z a (Ac. quote? (b¢))))) I- 3Y. By A By[P/Z]

Recordemos que 3Y. By A By[P/Z] = YW (VY. By A B3[P/ Z] = W) = W,. Por
lo que tenemos que probar que si tomamos una funcién de falsedad Hs de aridad
nula, ve IF VY. By A Bo[P/Z] = Hy y m € Ha, se cumple que:

Az.t (Ny. z (Az.y (Aab. z a (Ac. quote’ (b¢))))) xvg - my € 1L

Como Az. t (Ay. x (Az.y (Aab. z a (Ac. quote’ (bc))))) * v - Ty >
tx (Ay. vy (Az.y (Aab. z a (Ac. quote’ (b¢))))) - mo
y t I 3Y. By A Bs, basta con ver que (A\y. vy (Az.y (Aab. z a (Ac. quote’ (bc))))) - mo
se encuentra en el valor de falsedad de dicha férmula.

Parte 3. (A\y.vs (Az.y (Aab. za (Ac. quote’ (bc))))) - mo € ||3Y. By A Bs|

Sabiendo que 3Y. By A By = VWs. (VY. By A By = W3) = Wjs, y sustituyendo
W3 por la funcion de falsedad Hs, nos bastaria ver que:

(Ay. va (Az.y (Aab. za (Ae. quote’ (be))))) - mo € ||(VY. By A By = H,) = Hy|

Como m, € Hj, es suficiente con que Ay. vy (Az. y (Aab. z a (Ac. quote’ (bc))))
realice VY. By A B3 = H,. Para esto, dgda una funcién de falsedad Fy de aridad
dos, un realizador v3 IF B1[Fy /Y] A B3[Fy /Y] y una pila 73 € Hy, vemos que:

(Ay. vy (Az.y (Aab. z a (Ac. quote’ (bc)))) x v3 - T3 =
vg * (Az. v3 (Aab. z a (Ac. quote’ (bc)))) - 73

Recordar que vy IF VY. By /\BQ[P/Z] = H,, por lo tanto, en particular se cumple
que vy I+ By[Fy /Y] A By[P/Z][Fy /Y] = H,. Como w3 € H,, para que este tltimo
proceso esté en el polo, faltarfa probar que Az. v3 (Aab. z a (Ac. quote’ (b¢))) es un
realizador de Bi[Fy /Y| A By[P/Z][Fy]Y].

Parte 4. \z.v3 (A\ab. z a (Ac. quote’ (be))) IF By[Fy /Y] A By[P/Z][Fy /Y]
Bi[Fy /Y] A By|P/Z)|[Fy Y] =YW, (B\[Fy Y] = By[P/Z)[Fy Y] = W) = W,.
Por lo tanto, tomamos una funcién de falsedad Hy de aridad nula, vy un realizador
de Bl[Fy/Y] = BQ[P/Z][Fy/Y] = H, y T4 € Hy.

Sabiendo que Az. v3 (Aab. z a (Ac. quote’ (bc))) x vy - Ty >

v3 * (Aab. vy a (Ac. quote’ (bc))) - my
es suficiente con probar que v x (Aab. vy a (Ac. quote’ (be))) - my € LL.
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Como vs IF By[Fy /Y] A Bs[Fy /Y] = VWs. (By[Fy /Y] = Bs[Fy /Y] = Ws5) = W,
sustituyendo Ws por la funcién Hy, es suficiente con ver que Aab.vsa(Ac.quote’ (be))
realiza a Bi[Fy /Y] = Bs3[Fy /Y] = H, ya que m4 € Hy.

Parte 5. Aab. vy a (Ac. quote’ (be)) |- Bi[Fy /Y] = Bs[Fy /Y] = H,

Tomando vs IF B1[Fy /Y], ve I+ Bs[Fy /Y], y w5 € Hy, observamos que:

Aab. vy a (Ac. quote’ (bc)) *vs-vs -5 = w4 U5 (AC. quote’ (vg €))% 73
= vy x5+ (Ac. quote’ (vg ¢)) - 75

Por anti-evaluacion, es suficiente con ver que el ultimo proceso estd en el polo.
Recordando que vy I+ By[Fy /Y] = Bo[P/Z|[Fy /Y] = Hy, vs |- Bi[Fy /Y]y que
75 € Hy, basta con probar que Ac. quote’ (vg ¢) I Bo[P/Z][Fy /Y.

Parte 6. \c. quote’ (vgc) I- By[P/Z][Fy /Y]
= V. (Vy. Fy(z,y) = Az P(z,y,2)/X]) = VX. A

Sea n un natural cualquiera, buscamos ver que:
Ac. quote’ (v ) IF (Vy. Fy(n,y) = A[Xz. P(z,y, 2)/X][n/z]) = VX. A[n/z]

Tomando v; IF Vy. Fy(n,y) = A[\z. P(z,y,2)/X][n/z] v 76 € ||[VX. Aln/x]]|,
vemos que Ac. quote’ (vg ) x v7 - mg = quote’ x (vg v7) - mg. Ademads, debido a la
proposicién 8.1, sabemos que:

quote’ I (Vy € N. A[\z. P(z,y,2)/X][n/z]) = VX. Aln/z]
Por lo tanto, quedaria probar que vg v; IF Vy € N. A[Az. P(x,y, z)/X]|[n/z].

Parte 7. wgsv; - Vy € N. A[\z. P(x,y, 2)/X]|[n/x]

Como vg IF Bs[Fy /Y] = V. (Vy. Fy(z,y) = Fp(z,y)) = Vy € N. Fp(z,y),
tenemos en particular:

ve IF (Vy. Fy(,y) = Fp(n,y)) = Vy € N. Fp(n,y)
Luego, usando que Fp(n,m) = ||A[\z. P(z,y, z)/ X][n/z][m/y]||, se puede pro-
bar que:

ve IF (Vy. Fy(n,y) = AXz. P(z,y, 2)/X][n/z]) = Vy € N. A[\z. P(z,y, 2)/X][n/z]

Recordando que v7 - Vy. Fy (n,y) = A[Xz. P(x,y, 2)/X][n/x], se concluye tri-
vialmente.

O
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8.3. Axioma de Eleccién Dependiente

De forma similar al axioma de eleccién numerable, el axioma de eleccién depen-
diente se define a partir de un esquema de axiomas:

Definicién 8.5 (Axioma de eleccién dependiente) Se define el axioma de elec-
cion dependiente como el conjunto de formulas de la forma:

(VX.3Y. A) =VZ.3S. (Vy. Z(y) < S(0,y))
A (Vk € N A[A\y. S(k,y)/ X][Ay. S(s k,y)/Y])

donde y y k son variables de primer orden, X, Y y Z son variables de sequndo
orden de aridad uno, S es una variable de sequndo orden de aridad dos y A es una
formula con FV(A) C {X,Y}.

Si pensamos otra vez el segundo orden como los reales, tenemos que si para todo
X existe un Y tal que vale A, entonces para cualquier valor inicial Z, existe una
sucesion S tal que S(0) = Z y para todo k natural vale A cambiando X por S(k) e
Y por S(k+ 1) (lo notaremos A(S(k), S(k+1))).

Dicho esquema es realizable utilizando una estrategia similar a la utilizada en el
axioma de eleccion numerable. Basicamente, se realiza un esquema equivalente:

VZ.3D. (V. Vy. Z(y) < D(0,z,y)) A (Vz. VE.
(Vn € N. A[\y. D(k,z,y)/X]|[M\y. D(s k, < n,x >,y)/Y])
= VY. A[\y. D(k,z,y)/X])

Donde < n,x > es un simbolo de funcién de aridad dos cuya representacion es
una inyeccién de N? en N. Podemos pensar dicho enunciado como que para todo
valor inicial Z, existe una funcién de aridad dos -de individuos en reales- tal que
D(0,z) = Z para todo z, y para todo par (k, x) siempre que valga la sentencia
A(D(k,x),D(k + 1,< n,x >)) para todo n natural, entonces vale A(D(k,x),Y)
para cualquier Y.

Realizando este esquema, se realiza el esquema del axioma de eleccién depen-
diente ya que se puede derivar a partir de este (pensando en A como el = A del otro).
La derivacion, a grandes rasgos, es la siguiente:

1. Se asume que vale VX.3Y. A(X,Y), y se toma un valor inicial Z.

2. Utilizando dicho Z en la férmula realizada, e instanciandola con la negacién
de A, sabemos que existe D tal que D(0,2) = Z para todo = y que cumple
que, para todo par (k,z), si no se cumple A(D(k,z), D(k + 1, < n,x >)) para
todo n natural, no existe Y tal que A(D(k,z),Y") valga.
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3. Dados z y k, como asumimos que existe un Y tal que A(D(k,x),Y") vale, tiene
que existir un my,, tal que A(D(k,x), D(k + 1, < my,x >)) se cumpla.

4. Luego, se define inductivamente la sucesion (ny)reny como ng := 0y ngq =

< My, N >. De esta manera, A(D(k,ng), D(k + 1,n441)) vale para todo k.
Por lo tanto, tomando S(k) como D(k,ny) obtenemos que:

Vk € N. A[My. S(k,y)/X][\y. S(sk,y)/Y]
y también que:
Vy. Z(y) < 5(0,y)

Para realizar el nuevo esquema, se utiliza el siguiente teorema, el cual evidencia
el tipo de quote.

Teorema 8.2 Sean x,k variables de primer orden y X e Y wariables de sequndo

orden de aridad uno. Entonces, para todo polo y toda funcion de falsedad F de aridad
uno, existe P una funcidn de falsedad de aridad tres, tal que P(0,z,y) = F(y) y:

quote IF Vz. Vk. (Vn € N. A[\y. P(k,z,y)/X][M\y. P(s k, < n,z >,y)/Y])
= VY. A[\y. P(k,z,y)/X]
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9. El Problema de Especificacién

En esta seccién nos centraremos en un problema de cierta manera inverso a lo
que hemos visto previamente. En las secciones anteriores, vimos céomo los realiza-
dores de cierta manera justifican las férmulas, determinando una teoria: la teoria
de las férmulas realizadas. Ahora analizaremos cémo las férmulas condicionan a
sus realizadores. Particularmente, estudiaremos el problema de especificacién: in-
tentaremos caracterizar los realizadores universales de una férmula a través de su
comportamiento computacional. Por ejemplo, se puede ver que los realizadores de la
formula 1 = VZ. Z = Z son exactamente aquellos términos que, en cierto sentido,
se comportan como la funcion identidad.

Proposicién 9.1 (Especificacion de 1) Sea t un A.-término cerrado, entonces
tlIF1 si, y solo si, txu-m = u*7 para todo uw € A, m € Il.

Demostracion.
(=) Sea t un realizador universal de 1, u un término cerrado y 7 una pila, hay
que ver que t xu - = u m. Al tomar el polo 1L := {p|p = u 7w}, basta con ver
que txu -7 € 1L (debido a la definicién del polo y que t xu -7 #Z u 7). Como
w-7 € ||1|| 1 (recordando la proposicién 4.1) y ¢t Ik}, 1, obtenemos que t*u-m € L.

(«<=) Fijado un polo, buscamos probar ¢ I 1. Dado 7 € ||1||, por la proposicién
4.1 sabemos que 1 = u -7’ con u € Ay 7’ € II tales que ux 7’ € L. Por lo tanto,
txu-n = uxn € 1L y se concluye por anti-evaluacién. ([l

Esta proposicién ilustra claramente el tipo de resultados que buscamos obtener.
No parece extrano, debido a que la realizabilidad es -como ya dijimos- un tipado més
laxo, con foco en el comportamiento computacional de los términos, que el “tipo”
de los términos implique que estos tengan un comportamiento particular.

Similar a la especificacion de la férmula 1, podemos ver la especificacién de
1 = 1. Como 1 es un subtipo de 1. = 1 para todo polo, los realizadores uni-
versales de 1 estdan contenidos en los realizadores universales de 1. = 1, por lo
que el comportamiento que caracterice a estos ultimos debe ser més general que
comportarse como la identidad.

Proposicién 9.2 (Especificacién de | = 1) Sea t un A.-término cerrado, en-
tonces t IF L = L si, y sdlo si, para todo u € A, 7 € II, existe ©’ € Il tal que
txu-m>=uxn.

Demostracion.
(=) Similar a la especificacion de 1, dados v € A y m € II, queremos ver que
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txu-m € 1, donde 1L := {p|3In’. p = u*7'}. Para esto basta con probar que
w-m € ||L = Ly = |L|w - ||L]|w = |L|w - II, lo cual se reduce trivialmente a
probar u € | L]y . Tomando 7" € II = || || cualquiera, observamos que ux7n” € 1L,
concluyendo u € | L]y .

(«<=) Fijado un polo, buscamos ver que txm € 1L paratodar € || L = L||. Observar
que podemos escribir 7 = u - 7’ donde w |- L y, por lo tanto, ux 7" € 1l para toda
7" € II. Como t 7 = u* 7’ para alguna pila 7", se concluye por anti-evaluacién.

O

Otro caso interesante de especificacién son los booleanos, los cuales se definen de
manera similar a como definimos los naturales. Veremos que podemos realizar uni-
versalmente las férmulas 0 € By (s0) € B (donde B sera el conjunto de booleanos),
y que dichos realizadores también realizan una férmula mas general conocida como
Bool.

Proposicién 9.3 (Especificacién de booleanos) Sea b una expresion aritméti-
ca, definimos la formula b € B := VZ. Z(0) = Z(s0) = Z(b). Luego, para todo
Ae-término cerrado t:

1. tIF0€B si, y solo si, txu-v-m>=uxm para todo u,v € A ym € Il
2.tk (s0) € B si, y sdlo si, txu-v-m>=v*7 para todo u,v € A ym €1l

3. Para todo n > 2, no eziste un realizador universal de (s" 0) € B.

Demostracion.

1. La estructura de la prueba es similar a la de las pruebas de la especificacién
delyde L= 1.

(=) Sean t, u, v y ™ como en el enunciado, necesitamos ver que txu-v-m € 1L
donde 1L :={p|p = ux7}, y para esto basta probar que u-v-7 € ||0 € B|| .
Tomando F' la funcién de falsedad de aridad uno que cumple que F'(0) = {7}
y F(n) = ) para cualquier otro n, vemos que:

a) ulFy F(0), porque ux7m € 1Ly {x} = ||[F(0)|| .

b) vliFy F(s0) ya que |[|[F(s0)||w = 0.

¢) m € [[F(0)]]w.

De lo anterior, se concluye que u-v -7 € [|[F(0) = F(s0) = F(0)||x C
IVZ. Z(0) = Z(s0) = Z(0)||u = ]]0 € B|| ..
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Al igual que en la prueba de la especificacion de 1, al probar que txu-v-m € 1L,
estamos probando que t xu-v -7 > uxm, lo que implica t xu-v -7 > uxm ya
que u-v-T E .

(«<=) Fijado un polo, sea u-v -7 € [|0 € B|| (por lo que ux7 € 1), por
hipotesis txu-v-m = uxm, y concluimos por anti-evaluacion que txu-v-m € L.

2. La prueba es analoga a la anterior pero, en el directo, se toma la funcion G
tal que G(1) = {n} y G(n) = 0 para cualquier otro n.

3. Asumimos que existe ¢ [IF (s" 0) € B con n > 2, lo que implica en particular
que t IFy (s"0) € B para 1L := (. Observando que |[(s" 0) € B||. # 0, se
llega a un absurdo (t x 7 € () para alguna pila ).

Para ver que ||(s"0) € B||. # (), alcanza con tomar una funcién de falsedad F
tal que F(0) = F(1) = 0 y F(n) =1II, luego ||F(0) = F(s0) = F(s"0)||y =
II-T1-I1 C ||(s" 0) € B .. O

Corolario 9.1 Las formulas 0 € B y (s 0) € B son universalmente realizables por
términos de prueba.

Demostracion. Basta tomar tg = \zy. x y t1 = A\xy. y, y observar que ¢y IIF 0 € B
(toxu-v-m > uxm para todo u, v y ), mientras que t; lIF (s0) € B por lo mismo.
O

Como anunciamos, los realizadores universales de los booleanos son también rea-
lizadores de una férmula més general conocida como Bool.

Proposicién 9.4 Sea Bool :=VZ.7Z = Z = Z yt un \.-término cerrado, entonces
t - Bool si, y solo si, txu-v-T>=uxmot*xu-v-m>vx7 para todo u,v € A y
m e Il

Demostracion.
(=) Sea t un realizador universal de Bool, u,v € Ay 7 € II, tomamos 1l :=
{plp>=uxmop=wvkn}y vemos que u-v -7 € ||Bool||y, concluyendo que
txu-v-me 1. Lo anterior (u-v-7 € ||Bool||,) se debe a que u Ik} 7y vy 7,
porloque u-v-7€ ||t =7 = 7|l C||Bool||.

(<) Fijado un polo, tomamos u - v - 7w € ||Bool|| y probamos que t xu-v -7 € 1.
Esto es trivial ya que, por hipdtesis, t xu-v -7 > uxm, 0t*xu-v- -7 > v*7 y tanto
u* 7 como v * m pertenecen al polo (si u-v-m € ||Bodl|| = ||VZ2.Z2 = Z = Z||,
entonces uxm € 1L yv*m e ).

0
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9.1. Especificacion de la Ley de Peirce

Mas interesante que los ejemplos anteriores, es determinar el comportamiento
computacional de los realizadores de una féormula clésica como lo es la Ley de Peir-
ce. Este resultado, que se debe a Guillermo y Miquel, es sumamente interesante y
establece que los realizadores universales de dicha féormula coinciden con las estra-
tegias ganadoras de un juego. En lo que queda de la secciéon presentamos parte de
los resultados y demostraciones de [10].

Hasta ahora, el nico realizador universal de la Ley de Peirce que conocemos es
callcc, por lo que es importante ver primero otros realizadores con el fin de generar
una idea mas general de cémo se comportan todos aquellos términos que realizan
dicha férmula. Més especificamente, veremos realizadores que son similares a callcc
pero que generan constantes de continuacion “perezosas” que no necesariamente
funcionan en su primer uso.

9.1.1. Realizadores perezosos de la Ley de Peirce

Dado un par de naturales (n,p) tal que 1 < p < ny zo,k,21,...,2, N+ 2
variables distintas, definimos para todo 1 < ¢ < n el término de prueba Kfmp (no
cerrado) como:

Ko Ay k) 511 =n
np )\[IIZ k ($() KZ’:;) s11<n

Pronto veremos el porqué de estas definiciones, pero por ahora es suficiente con
pensar en dichos términos como las constantes de continuacion “perezosas” que seran
generadas por los nuevos realizadores universales de la Ley de Peirce (K, , serfa la
constante que funciona en su n-ésimo uso, y la i indica que ya se utilizé i — 1 veces).

Es facil ver que FV (K], ) C {xo,k} U {z, si p < i} C {zo,k,21,...,2i1} para

todo 1 < i < n. Particularmente, sea 1 < i <ny ug,l,uy,...,u;—1 € A, notamos
K pluo, Liw, ..o uim] ala sustitucion K5, [uo/@o][1/K][ur /@] - -+ [ui—1/2i-1]. Obser-
var que, por lo anterior, K, [ug,l,uy, ..., u;_1] es un término cerrado.

A partir de dichas constantes, para todo par (n,p) de naturales (otra vez con
1 <p < n), se define el término de prueba cerrado callcc,, como:

callccy, := Azg. callcc (Mk. 20 K, )

Observamos que es trivialmente cerrado ya que FV(K, ) C {xo, k}. El comporta-
miento de dichos realizadores, y de las constantes de continuacién perezosas, queda
evidenciado gracias a la siguiente proposicion.
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Proposicién 9.5 Sea (n,p) un par de naturales con 1 < p < n, ug,...,u, € A y
To, - - -, Tn € LI, entonces:
1
callcc,, * wug-m = ug * K, [ug,kx] 7o
. P
Kﬁhp[uo,kﬂo,ul,...,ui,l] * Ut T ~ Uy * K};; [UO,kWO,Ul,...,UZ‘] * 7o
Kg7p[u07 kﬂ'o? Uy - - >un71] * Up Ty > Up * T

Para entender el comportamiento de los nuevos realizadores es mejor pensar en
el caso donde p = n. En la siguiente explicacion, simplificamos notacion y escribimos

s6lo K . en lugar de explicitar las sustituciones:

1. Sean uy € A y my € II, al utilizar callcc obteniamos que callcc x ug - T >

Uy * kr, - To, donde k,, nos permitia recuperar la pila my. En este nuevo caso,
tenemos a priori algo similar: callcc,,, * ug - T > Ug * K; n - T0-

La diferencia entre k., y K}, es facilmente apreciable. Sean u; € A y 7 € II

cualesquiera, mientras k,, nos permite recuperar la pila, K! falla en este
: . 1 2

cometido. Especificamente, K, , x uy - m1 = ug * K, , x mo.

Si observamos el proceso resultante, es el mismo que obtuvimos al ejecutar
callcc,, pero, en lugar de K} | tenemos K?,. En cierto sentido, callcc,,

nos generd una constante de continuacion fallida y, al utilizarla, volvemos hacia
atras y nos da otra.

Al intentar utilizar K2, para retomar la pila m, fallard también y nos llevard de
nuevo a la misma situacién, pero ahora con K2 en lugar de K2 . Esto seguird
asf hasta llegar a K;,, que funcionara como esperamos: K}, * Uy T, = Up * 7.

De cierta manera, como anunciabamos, K};w es una constante de continuacion
perezosa. Vemos que si tomamos otro p, lo inico que cambia es que al utilizar
la ultima constante, K, % Uy« T, = Up % . O sea, la constante no sélo retoma
la pila 7, sino que modifica el término por uno con el que hayamos invocado
una constante fallida. En otras palabras, después de n — 1 usos fallidos de la
constante de continuacién perezosa, la n-ésima ejecucion se comporta como si
la ejecucién nimero p hubiese funcionado correctamente.

Demostracion de la proposicion 9.5. La demostraciéon es directa, el primer punto

se debe a la siguiente evaluacién:

Azo. callce (Ak. zo K} ) % ug - 7o
callcc (Mk. ug K, [uo]) * mo

Ak ug K [uo] % kg - 7o

Uo Kﬁhp[uo, k'ﬂ-o] * T

U * K}Lm[Uo, k’ﬂ-o] - o

callccy,, * ug - T

Y Y Y'Y

100



9.1 Especificacion de la Ley de Peirce

Para el segundo punto, cuando 1 <7 < n, tenemos la siguiente evaluacién:

K (o, krgy iy -] %m0 = ATy kg (o K5 o, krg s - wia]) xous - g
= kg (w0 K o, krg, s wi]) x
= U Kﬁy[uo,k‘m,ul,...,ui]*ﬁo
= g+ K g, kgt ooy ug] - o

El dltimo punto, lo dividimos en dos casos:

Sip<n. K] [uo, kng U, . Un_1] % Uy - Ty ALy Ky Up * Uy, - Ty,
g wp * T,

Up * T

Y oYl

ATy Ky T % Uy - Ty
kg Upn * Ty,
Uy, * T

3 _ n
Sip=mn. K [uo,kny U, Up 1] * Uy Ty

Y oYl

O
Utilizando este comportamiento, podemos ver que estos términos son efectiva-
mente realizadores universales de la Ley de Peirce.

Proposicién 9.6 (Realizadores de la Ley de Peirce) Sea (n,p) un par de na-
turales, con1 < p <mn, Ay B formulas cerradas, callcc,, IF (A= B) = A) = A

Demostracion. Fijado un polo, sean ug I+ (A = B) = Ay 7y € ||4||, queremos ver
que callcc,, xug-m € L.

Por la proposicién anterior callcc,, x ug - Ty > Uy * K}l’p[uo, ko] - 7o, por lo
tanto, por anti-evaluacion y utilizando que ug IF (A = B) = A y que m € ||4]|, es
suficiente con probar que K| [ug, kx| IF A = B.

Para esto, veremos algo méas general: dados ug IF (A = B) = Ay m € ||A]],
para todo 1 <7 < n se cumple la siguiente afirmacién:

Sean uy,...,u;—1 € A, tales que u; I- A para todo 1 < j < 7, entonces
KAP[UO, k’ﬂ—o, Upyow 7ui—1] A= B.

Observamos que tomando ¢ = 1 obtenemos lo buscado (K, [ug, kx,] IF A = B).
La afirmacién se prueba para todo 1 < ¢ < n en orden inverso:

» Sii=mn, tomamos u, - 7, € ||[A = B|| y buscamos ver que:
K [uo, brg, tny ooy U] %ty -, € AL
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Por la proposicion anterior, sabemos que:
n
K [0, by, U, ooy 1] % Uy, + T = Uy % T

Como 7y € ||A|| y u, IF A (si p = n porque tomamos u, - 7, € |[|[A = B||, y si
1 < p < n por hipétesis), u, * mp € LL y se concluye por anti-evaluacion.

= Si i < n, asumimos que la afirmacion se cumple para i+ 1. Luego, si tomamos
u; - m; € ||A = Bl|, por la proposicién anterior:

thp[uo, kZﬂ—O,Uh e ,ui_l] * Uj - T >~ Ug * KTZ:;I[UO, ]{Zﬂ—o, U,y - .- ,UZ‘] * T
Ahora, como K}t ug, kxy, 1, ..., u;] IF A = B por hipétesis para i + 1, m €
|A|l v uwo IF (A = B) = A, se concluye la pertenencia al polo por anti-
evaluacion.

O

Estos términos nos dan una idea mas general del comportamiento de los realiza-
dores de la Ley de Peirce. Para especificar esta ley, al menos bajo ciertas hipdtesis,
intentaremos representar el comportamiento de los realizadores callcc,, a través
de un juego.

9.1.2. El juego G

El juego Gy, que nos permitirda conceptualizar de alguna manera el comporta-
miento que vimos recién, es un juego entre dos jugadores 3 (jugador) y V (oponente)
que comienza con una fase de iniciacion. En dicha fase, 3 presenta un término to € A
con la intencién de realizar la Ley de Peirce, mientras V presenta un manejador (del
inglés handler) (ug, m) € A x II cuyo fin es ser utilizado por 3 para comunicarle sus
movimientos a V. El resto del juego es parametrizado por el manejador (ug, ), y
empieza en la 3-posicién tg * ug - 7.

En este juego, las J-posiciones son procesos, mientras que las V-posiciones son
términos cerrados que corresponden al tltimo 3-movimiento. El juego alterna 3-
movimientos y V-movimientos de la siguiente manera:

= J-movimiento: Empezando por una 3-posicién p, el jugador 4 evalia el proceso
p con el fin de alcanzar uno de los siguientes estados:

e Sip > uxmy, donde u es la primera componente de un par (u, ) jugado
previamente por V (el manejador (ug, 7p) no cuenta como un movimiento),
entonces 3 gana.
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e Sip > ugxt-my, entonces J le puede comunicar su movimiento t a V,
en cuyo caso t se vuelve la posicién de V. Notar que dicho término ¢ no
necesariamente es unico, por lo tanto 3 puede elegir cualquiera de dichos
términos.

V-movimiento: Empezando en una V-posicion ¢, el oponente V puede jugar
cualquier par (u,m) € A x II. Luego, el proceso p =t *u - 7 se vuelve la nueva
J-posicion.

Cuando un juego es infinito, o 3 se queda sin movimientos para hacer, conside-
ramos que el ganador es V.

En este juego tedrico, es facil ver que partiendo de callcc,, , existe una estrategia
ganadora para J en 2n + 1 movimientos:

En la fase inicial, 3 presenta callcc,, y V un manejador (ug, ) cualquiera.

En el primer movimiento de 3, su 3-posicién es callcc,, * ug - m9. Como
1 : 1
callcc, , * U - T = Ug * K, [uo, kxy] - mo, 3 puede jugar K, [ug, knr,].

Luego, la posicién de V es K}L? ug, kry], ¥ Su movimiento puede ser un par

(u1,m) cualquiera.

p[

Previo al segundo movimiento de 3, la 3-posicion es K} [ug, kxy] %171, y como
1 2 - 2
K, pluo, krp xur - m = ugx K [uo, kry, ua] - mo, 3 puede jugar K [uo, kr,, ui].

Asi seguimos hasta la jugada (n + 1)-ésima de 3, en donde su posicién es
Ky [uo, kg, s - Up1] % Uy - g, (el par (u,, m,) es el dltimo movimiento de
V). Como K [ug, Ky, Ui, - - . Un—1] % Up - T0n = Up * 7o, I gana ya que u, es la
primera componente de la jugada p-ésima de V.

Definiremos formalmente el conjunto de los A\.-términos para los cuales hay una
estrategia ganadora, los cuales son realizadores universales de la Ley de Peirce. Para
esto, primero debemos definir los estados ganadores.

Definicién 9.1 (Estados ganadores) Definimos un estado como un par (p,l),
donde p es una I-posicion y I C N un conjunto finito. Intuitivamente, el estado
codifica la situacion de una partida en el momento en que juega 3: lo unico que
interesa es la posicion actual de 3 y las primeras componentes de los V-movimientos
anteriores (representadas por l).

Dado un manejador (ug, m) € A X I1, definimos el conjunto de los estados gana-
dores Wiyy.xy) @ partir de las siguientes dos reglas:
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<pa l> € W(’LLQ,TK‘Q) (Sl D= uxTmy
para algin u € [)

(txu-mlU{u}) € Wer)  paratodo (u,m) € A x1I
<p7 l> € W(uoﬂfo)

Observemos que si 3 juega un término ¢ en su turno, y [ es la lista de las primeras
componentes de los movimientos anteriores de V, el estado en el préoximo turno de
Jva a ser de la forma (txu-m,lU{u}) donde (u,7) € A x II seria el movimiento de
V. Por lo tanto, la segunda regla nos indica que si en nuestro estado actual podemos
jugar t, y los posibles estados del siguiente turno son todos ganadores, entonces el
estado actual es ganador.

(Sip}UO*t"ﬂ'o)

Definicién 9.2 (Estrategia ganadora) Decimos que un A.-término cerrado to
tiene una estrategia ganadora para el juego Go si (tg * ug - mo, ) € Wiuo,m) Para
todo manejador (ug, mp) € A x II.

Como dijimos anteriormente, los términos con estrategias ganadoras realizan la
Ley de Peirce.

Proposicién 9.7 (Adecuacidon de las estrategias ganadoras) Sea ty un A.-
término con una estrategia ganadora para Gy, A y B dos formulas cerradas, entonces

thlF((A=B)=A) = A.

Demostracion. Fijado un polo, tomamos vy un realizador de (A = B) = Ay
7o € ||A||, y buscamos ver que ty x ug - mp € L. Para esto, probaremos que pa-
ra todos los estados (p,l) € Wiyyr), si [ C |A| entonces p € 1. Luego, como
{to* ug - ™, ) € Wiuo,mo), tendremos que to * ug - o € 1L, concluyendo la prueba.

Dicha afirmacién la demostraremos por induccién, dividiendo en casos segun las
dos reglas utilizadas para construir el conjunto Wy, xy):

» En el primer caso, (p,l) € Wiy, debido a que p > u* my con u € [. Por
lo tanto, como uxmy € 1L (ya que v € [ C |A] y mp € ||A]|) concluimos por
anti-evaluacién que p € 1.

= En el segundo caso, (p,l) € Wiy, x) a partir de que p > ug xt - my, y que
(txu-m,lU{u}) € Wy n para todo (u,m) € A x II. Como p > ug *t - 7o,
up IF (A= B) = Ay m € ||4]|, falta ver que ¢ IF A = B para concluir por
anti-evaluacién que p € 1l.
Sea u-m € ||A = Bl = |A]-||B]|, como (t xu-m I U{u}) € Wgry) ¥
[ U {u} C |A| (recordar que por hipdtesis teniamos [ C |A|), por hipdtesis
inductiva t xu - m € 1L y, por lo tanto, ¢t IF A = B.
O
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9.1.3. Especificacion bajo ciertas restricciones

El reciproco lo probaremos bajo ciertas restricciones sobre la instancia del A.-
calculo, para las cuales debemos primero introducir algunos conceptos. Aun asi, es
importante aclarar que existe otro juego G; -que no sera abordado- que especifica
la Ley de Peirce en cualquier instancia sin estas restricciones.

Empezamos primero extendiendo la sustitucién con el fin de permitir sustituir
instrucciones por A.-términos, y constantes de pila por pilas:

Definicién 9.3 (Sustitucién de instrucciones) Se define la sustitucion de una
instruccion % por un término cerrado u en un término t y en una pila w (utilizaremos
las notaciones tju/i] y w[u/ ] respectivamente) recursivamente:

zfu/i] = =
iflu/i] = w
klu/i] = k sik# i
krlu/i] = Kapuys)
(to)u/i] = tu/i] vfu/i]
Ax. t)[u/i] = Ax.t[u/i]
alu/i] = «
(t-m)u/i] = tu/i] - w[u/i]

Definicién 9.4 (Sustitucién de constantes de pila) Se define la sustitucion de
una constante de pila o por una pila @ en un término t y en una pila ™ (utilizaremos
las notaciones t[n’ /o] y w|n'/a] respectivamente) recursivamente:

[’ fa] = x
k[#'/a] = k
/{ZW [F’/O&] = kﬂ[ﬂl/a]
(tw)[n'/a] = tx'/a] ulx'/a]
M. t)[n'/a] = Ax.t[n'/a]
alr’/a] = @
Blw/a] = B $iB#a
(t-mx'fa] = tn'/a]-7ln'/a]

Notar que estamos sustituyendo todas las ocurrencias de las instrucciones o
constantes de pila en un término, incluso buscando en la pila de una constante
de continuacién. De hecho, en lo que queda, cuando hablemos de que una instruc-
cién/constante de pila no ocurre en un término, haremos referencia a que tampoco
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ocurre en las pilas asociadas a las constantes de continuacion.

En base a dichas extensiones de la sustitucion, podemos introducir las siguientes
definiciones que nos permitiran establecer las hipotesis bajo las cuales especificare-
mos la Ley de Peirce:

Definicién 9.5 Sea (K, Ily, =) una instancia del \.-cdlculo y k € K una instruc-
cion, decimos que k es:

= inerte: si, para toda m € Il, no existe un proceso p tal que k*m = p.

» sustitutiva: si, para todo término cerrado t y todo par de procesos p,p’ tales
que p = p', se cumple que p[t/k| = p'[t/K].

= no generativa: si, para todo par de procesos p,p’ tales que p = p', k no puede
ocurrir en p' si no lo hace en p.

Si la instruccion k es inerte, sustitutiva y no generativa, decimos que es una cons-
tante de interaccion.

De la misma manera, podemos definir conceptos similares para una constante de
pila.

Definicién 9.6 Sea (IC, 1y, =) una instancia del A.-cdlculo y o« € Il una constante
de pila, decimos que « es:

1. sustitutiva: si, para toda pila w y todo par de procesos p,p’ tales que p = p',
se cumple que plr/al = p'[7/al.

2. no generativa: si, para todo par de procesos p,p’ tales que p = p', a no puede
ocurrir en p' si no lo hace en p.

La utilizacién de las constantes de interaccion y de las constantes de pila es
fundamental para probar que los realizadores universales de la Ley de Peirce tienen
estrategias ganadoras para Gy. Basicamente, vamos a probar que si los movimientos
de V fueran de la forma (c¢;, ;) (donde ¢; es una constante de interaccién y o
es una constante de pila), podemos encontrar una estrategia ganadora. Y luego, a
través de la sustitucion, extenderemos esto permitiendo movimientos (u;, m;) € AxII
cualesquiera.

Lema 9.1 Sea ty un realizador universal de la Ley de Peirce, (¢;)ien una sucesion
de constantes de interaccion, distintas dos a dos y que no ocurren en to, y (Q;)ien
una sucesion de constantes de pila, entonces existe un par de naturales (n, p) con
1 < p<n yuna secuencia finita ty, ..., t, de n términos cerrados tales que:
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to * co-Qp = cy * 11 0
t, * ¢ — Cy * ti+1 e
b, *x Cp-an, = ¢ *x Q

Demostracion. Primero, tomamos la sucesion de conjuntos de procesos (Q;)ien de-
finida como: Qg := Thd(ty*xcy- ) y Q; := UtGA:Cw,a()EQF1 Thd(t * ¢; - ).

La idea serd encontrar n y p, con 1 < p < n, tales que ¢, x ap € Q,,. Si te-
nemos eso, por definicion debe existir £, € A, con ¢y xt, - ay € Q,_1, tal que
by * Cp -y = Cp* 0. A su vez, sico*t, - g € Q,_1, también debe existir ¢,,_1 € A,
con cogxtyp_1-ag € Q,_o, tal que t,,_1 *xcp_1-Qy,_1 = cogxt, - ag, vy asi hasta obtener
los términos ¢y, ..., t,.

Llamemosle Q. = U;enQ;, v consideremos el polo definido como 1l := (Q..)°.
Tomemos ahora las férmulas A = dy y B = L, por lo que g -1 (—ay = ap) = dp.
Por la definicién del polo, to x ¢p - ap ¢ 1L, pero como oy € ||dp||, entonces
Co ,Héﬂ_ _lOZO = 020.

Como ¢y W1 —dg = dy, entonces existe ¢ IFy —ag tal que coxt-ag ¢ 1L o, lo
que es equivalente, co xt - g € Q,,_1 para algun p > 1. Por la definiciéon de Q,, esto
significa que t % ¢, - o, € Q,,. Pero, como t I-}; —ayp, tenemos que ¢, ¥ 1 ap, por lo
que ¢, x ap ¢ L y luego ¢, x ag € Q,, para algin n > 0.

Se puede observar que, como las instrucciones ¢; son distintas dos a dos, no
generativas, y no ocurren en %y, si el proceso ¢, x oy € Q,, entonces necesariamente
n > p. 0]

Teorema 9.1 (Especificacién débil de la Ley de Peirce) Sila instancia del \.
calculo contiene infinitas constantes de interaccion, a la vez que infinitas constantes
de pila no generativas y sustitutivas, entonces los realizadores de la Ley de Peirce
son exactamente los términos con estrategias ganadoras para el juego Gyg.

Demostracion. Ya probamos (en la proposicién 9.6) que los términos ¢y que tie-
nen estrategias ganadoras, realizan universalmente la Ley de Peirce. Reciprocamente,
hay que ver que si tp es un realizador universal de dicha Ley, tiene una estrategia
ganadora para Gy (formalmente, que (to* ug - 7o, 0) € Wiy x,) Para todo manejador
(uO,ﬂ'()) e A x H)

Tomamos una sucesion (¢;);eny de constantes de interaccion, distintas dos a dos
y que no ocurren en ty, al igual que una sucesién («;);eny de constantes de pila,
distintas dos a dos, sustitutivas y no generativas, y que tampoco ocurren en ¢, (esto
es siempre posible, porque ¢y s6lo contiene una cantidad finita de ellas). Por el lema
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anterior, existe un par de naturales (n,p), con 1 < p < n,y una secuencia de términos
cerrados tq,...,t, tales que:

to *x  Cp - ~ Cy * tl e’
ti *x GOy — Cy * ti+1 e

l, * Cp-ay, = ¢ *x Q

Para probar el resultado bastard ver que, para todo 0 < ¢ < n, se cumple la
siguiente afirmacion:

Para todo uo, ..., u; € A, mo, ..., m € IL:
(tilu; /)b lms /g izt wi - miy {un, o wi}) € Wiag,mg)

Donde t;[u;/¢; )52 [m; /ai)i=y := tiluo/co] - - [uir/ci-a][mo/axo] - - [mima /ctia].
Para probar la afirmacién para todo 0 < i < n, lo hacemos en orden inverso:

= Si ¢ = n, tenfamos que:
by x Cp - iy = Cp %
Por sustitutividad, para todo ug, ..., u, € A, y m, ..., m, € I, se cumple que:
tulu;/c;]5—0lm;/ 5] % Un - T = Uy % o
Por las hipétesis (constantes no generativas, distintas dos a dos, y que no ocu-

rren en ty), el término ¢,, puede contener constantes Cj / o para cualquier j < n,

: . . ) n n
pero no contiene ni a ¢, ni a a,,. Como consecuencia, t,[u;/c;]7_o[m;/co;li_g =

tulu; /]2 [/ as]i =

Combinando ambos resultados, se obtiene por la primera regla de la construc-
cion de Wiyg,m):

<tn[uj/cj]?;01 [WJ/O‘J']?;Ol * Up * T, {ulv s aun}) € W(uo,ﬁo)

= Si0 <7< mn,sean ug,...,u; € A, m,...,m € II cualesquiera, sabemos por
sustitutividad que:

tilug /cj)i—olmy/aglimg % wi - w3 = g x tiga[ug/csli o[/ oliZg - o

Como t;[u;/c;li_olm;/oglimg = tilu;/e;)—b[m; /ey]i—4 (con el mismo argumento

que vimos para i = n), basta ver que para todo (u;y1,m+1) € A x II:
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(tiva[u;/cili—olms/as)img * iy - Tigr, {un, - ui} U {uia}) € Wigimg)

(lo cual es trivial asumiendo que la afirmacién se cumple para i + 1), para
concluir que, para todo uq,...,u; € A, mg,...,m € 1I:

(tilu; /e o lmsog) s * wi - miy {un, o ui}) € Wiag,m)

Tomando 7 = 0, nos queda: para todo ug € A, my € I, (to % ug - 70, 0) € Wiy mo)-
[
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