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RESUMEN

Los modelos de mapas acoplados en grillas (CML) son particularmente

apropiados para el estudio de comportamientos espacialmente extendidos, co-

mo los patrones de onda, el caos espacio-temporal y la sincronización. La sin-

cronización completa (CS) en los CML se da cuando todos los mapas tienen

sus variables de estado con igual magnitud, formando un patrón uniforme en

el espacio que evoluciona en el tiempo. La CS es un comportamiento colectivo

que aparece en muchos sistemas naturales y que posee aplicaciones en el mun-

do real, como por ejemplo, en el diseño de redes eléctricas estables. Por otra

parte, el comportamiento extensivo implica que una magnitud que describe

el sistema es directamente proporcional al tamaño del sistema. Entonces, si

un sistema es extensivo puede descomponerse en subsistemas independientes

de dinámica similar. Para sistemas complejos como los CML, la extensividad

puede ser analizada en términos de los exponentes de Lyapunov (LE), una me-

dida invariante vinculada a las tasas de entroṕıa. Espećıficamente, el sistema

es extensivo si el espectro de LE converge a una curva asintótica a medida

que el sistema crece, lo que implica que la suma de los LE positivos crece li-

nealmente con el tamaño del sistema. En este trabajo, derivo valores cŕıticos

para los parámetros – intensidad de acoplamiento, LE máximo, y densidad de

enlaces – que controlan la estabilidad lineal del subespacio de CS de mapas

caóticos unidimensionales idénticos acoplados de forma difusiva en redes re-

gulares (i.e., redes con distribución de grado uniforme) genéricas y en redes

ćıclicas (i.e., grillas periódicas con simetŕıa de permutación ćıclica) espećıficas.

Las derivaciones se basan en los autovalores de la matriz Laplaciana, para los

cuales presento expresiones cerradas para el mı́nimo autovalor no nulo y el

máximo autovalor para redes regulares. Para el análisis de estabilidad, mues-

tro que cualquier red regular puede ser clasificada en dos conjuntos disjuntos

de acuerdo con una condición topológica a partir de los autovalores de la ma-

triz Laplaciana y el grado de la red. También presento derivaciones para dos

clases de redes ćıclicas: los k-ciclos (i.e., grillas regulares con grado k par) y

las k-escaleras de Möbius, las que introduzco para generalizar la escalera de

Möbius de grado k = 3. Los resultados resaltan las diferencias en la estabilidad
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del subespacio de CS de estas redes – incluso cuando ambas tienen el mismo

grado – tanto en el ĺımite de tamaño finito e infinito. Cuando los mapas en

estos sistemas también tienen Jacobiana constante, discuto por qué si la CS

es linealmente estable entonces el CML no puede ser extensivo, concluyendo

que las condiciones previamente derivadas para la estabilidad lineal de la CS

son también condiciones para el comportamiento no extensivo. En particular,

encuentro que la conexión entre las condiciones de estabilidad y el comporta-

miento extensivo es más profunda para los CML con Jacobiana constante. Para

este caso, analizo en detalle la variación del número de LE positivos al cam-

biar la intensidad de acoplamiento en las diferentes regiones en el espacio de

parámetros, obteniendo 4 regiones con diferentes propiedades extensivas (i.e.,

tasas de entroṕıa). Finalmente, analizo la tasa de entroṕıa de dos topoloǵıas

espećıficas – la red completa y la red anillo – como función de la intensidad de

acoplamiento y el tamaño del sistema, concluyendo que ambas topoloǵıas son

extensivas fuera de la región de sincronización completa.

Palabras claves:

Sincronización, Extensividad, Mapas acoplados, Redes Complejas,

Exponentes de Lyapunov.
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ABSTRACT

Coupled Map Lattice (CML) models are particularly suitable to study spa-

tially extended behaviours, such as wave-like patterns, spatio-temporal chaos,

and synchronisation. Complete synchronisation (CS) in CMLs emerges when

all maps have their state variables with equal magnitude, forming a spatially-

uniform pattern that evolves in time. CS is a collective behaviour emerging

in many natural systems and with broad real-world applications, such as the

design of stable electrical power-grids. On the other hand, the extensive beha-

viour implies that a quantity describing the system scales directly to the size

of the system. Thus, if a system is extensive, it can be decomposed into inde-

pendent subsystems of similar dynamics. For complex systems such as CMLs,

extensivity can be analysed in terms of the Lyapunov Exponents (LE), an in-

variant measure related to entropy rates. Specifically, the system is extensive

if the spectra of LE converges to an asymptotic curve as the system grows,

where the sum of positive LE grows linearly with the size of the system. In this

work, I derive critical values for the parameters – coupling strength, maximum

LE, and link density – that control the synchronisation-manifolds linear sta-

bility of diffusively-coupled, identical, chaotic maps in generic regular graphs

(i.e., graphs with uniform node degrees) and class-specific cyclic graphs (i.e.,

periodic lattices with cyclical node permutation symmetries). The derivations

are based on the Laplacian matrix eigenvalues, where I provide closed-form ex-

pressions for the smallest non-zero eigenvalue and largest eigenvalue of regular

graphs. From the stability analysis, I show that any regular graph can be clas-

sified into two disjoint sets according to a topological condition that uses the

Laplacian eigenvalues and node degree of the graph. I also make derivations

for two classes of cyclic graphs: k-cycles (i.e., regular lattices of even degree

k) and k-Möbius ladders, which I introduce here to generalise the Möbius lad-

der of degree k = 3. The results highlight differences in the synchronisation

manifold’s stability of these graphs – even for identical node degrees – in the

finite- and infinite-size limit. When the maps in these systems also have a cons-

tant Jacobian, I discuss why if the synchornisation is linearly-stable then the

CML cannot be extensive, concluding that the previously derived conditions for
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linearly-stable synchronisation are also conditions for non-extensive behaviour.

In particular, I find that the connection between the stability conditions and

the extensive behaviour goes deeper for these CMLs with constant Jacobian.

In this case, I analyse thoroughly the parameter regions where the number of

positive LE changes as the coupling strength is changed, obtaining 4 regions

with different extensive properties (i.e., entropy rates). Finally, I analyse the

entropy rate of two specific graph topologies – the complete graph and ring

topology – as a function of the coupling strength and system’s size, concluding

that both topologies are extensive outside the synchronisation region.

Keywords:

Synchronisation, Extensivity, Coupled maps, Complex Networks,

Lyapunov Exponents.
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Caṕıtulo 1

Introducción

La ciencia de la complejidad, nacida en el siglo XX, ha ganado cada vez

mayor interés en la comunidad cient́ıfica (Waldrop, 1993). La misma surge

como un enfoque que se contrapone al tradicional enfoque reduccionista (New-

toniano) que dominó la f́ısica hasta principios del siglo XX.

El análisis reduccionista consiste en descomponer un fenómeno en sus com-

ponentes. Estos componentes pueden requerir ser reducidos aún más, proceso

que se podŕıa repetir hasta alcanzar el nivel atómico o las part́ıculas elementales

(Heylighen et al. 2007). Por lo tanto, el enfoque reduccionista es de naturaleza

materialista, ya que todo fenómeno se reduce a un análisis de la materia que

los constituye. De esta manera, la socioloǵıa se reduce a la psicoloǵıa, la psi-

coloǵıa a la bioloǵıa, la bioloǵıa a la qúımica, y la qúımica a la f́ısica. Por lo

tanto, toda la ciencia es finalmente reducida a la f́ısica (Érdi, 2008).

Por otra parte, la ciencia de la complejidad centra su atención en estudiar

el sistema como un todo y en los patrones colectivos que puedan emerger

(Zimmerman et al. 1998). La complejidad no abarca únicamente una teoŕıa,

sino que se constituye de muchas teoŕıas y conceptos nacidos desde diferentes

disciplinas (Manson, 2001; Thurner et al. 2018; Zimmerman et al. 1998). Por

este motivo es que la ciencia de la complejidad es altamente interdisciplinaria

(Klein, 1984). A falta de una mejor definición, la ciencia de la complejidad es

aquella que estudia sistemas complejos (Holland, 2014; Mitchell, 2009).

En una ĺınea, un sistema complejo es aquel constituido por muchas compo-

nentes que interactúan entre śı de diferentes maneras (Holland, 2014; Mitchell

y Newman, 2002). Esta definición incluye dos ingredientes fundamentales: po-

seer varias componentes y poseer interacciones entre ellas. Además, se han
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observado otras caracteŕısticas en los sistemas complejos, como lo son que el

sistema sea abierto, no determinista, y de alta dimensión, o que se observan

bucles de retroalimentación, no-linealidades y umbrales que separan diferentes

dinámicas (Sánchez y Newman, 2018).

También es posible definir a los sistemas complejos en término de los com-

portamientos que exhiben, siendo la auto-organización y la aparición de com-

portamientos colectivos los principales ejemplos (Sánchez y Newman, 2018). La

auto-organización es la capacidad del sistema de modificar su comportamien-

to para alcanzar algún patrón espacio-temporal sin necesidad de un control

centralizado o instrucción externa (Haken y Portugali, 2016; Hooker, 2011).

Por otro lado, la aparición de comportamientos colectivos refiere al proceso en

que un comportamiento, propiedad o patrón espacio-temporal aparece en el

sistema de forma inesperada (Hooker, 2011; Sánchez y Newman, 2018). Am-

bas definiciones están relacionadas, pero no son equivalentes. En particular, la

auto-organización implica algún tipo de aparición de un comportamiento co-

lectivo (Heylighen, 2008), pero no en el otro sentido (Halley y Winkler, 2008).

Entre las propiedades emergentes de los sistemas complejos se encuentran la

invariancia de escala, las estructuras coherentes, los eventos extremos, la me-

moria y la criticalidad (Sánchez y Newman, 2018).

Para caracterizar un sistema complejo es necesario una descripción cuan-

titativa, es decir, medir la complejidad del sistema. Muchas de las medidas de

complejidad que se han desarrollado tienen origen en la teoŕıa de la informa-

ción y en la ciencia de la computación (Badii y Politi, 1999). Una medida usual

de la complejidad es la entroṕıa (Peliti y Vulpiani, 1988), la cual tiene origen

en la termodinámica a partir de los trabajos de Clausius (Clausius, 1865) en

la segunda mitad del siglo XIX. La entroṕıa se introduce como una cantidad

macroscópica que permite clasificar la reversibilidad de los procesos térmicos

(Cropper, 1986). Con el desarrollo de la mecánica estad́ıstica (inicializado por

Gibbs (Gibbs, 1902) y Boltzmann (Boltzmann, 1872, 1877) a finales del si-

glo XIX) se obtienen expresiones para la entroṕıa en términos de variables

microscópicas (Jaynes, 1965). Gracias a esta conexión entre lo microscópico

y lo macroscópico, la entroṕıa de Boltzmann-Gibbs del sistema macroscópi-

co puede interpretarse como la incertidumbre sobre los estados microscópicos

(Gell-Mann y Lloyd, 1996).

A mediados del siglo XX, Shannon (Shannon, 1948) deriva una expresión

para la capacidad de información en un canal de comunicación similar a la en-
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troṕıa de Boltzmann-Gibbs (por lo que a la entroṕıa también se la conoce co-

mo entroṕıa de Boltzmann-Gibbs-Shannon) (Gell-Mann y Lloyd, 1996; Wehrl,

1978). La entroṕıa de Shannon requiere cumplir 3 condiciones (Bromiley et

al. 2004): que sea una función continua de la distribución de probabilidades

de los estados, si los estados son equiprobables la entroṕıa debe ser una fun-

ción monótona creciente de la cantidad de estados posibles, y debe ser una

funcional aditiva. Estas condiciones son verificadas también por la entroṕıa

de Boltzmann-Gibbs. Además, existen también otras entroṕıas, como las de

Rényi (Rényi, 1961), las cuales verifican las 3 condiciones pero poseen diferen-

te sensibilidad a los cambios en la forma de la distribución de probabilidad. Sin

embargo, si se remueve la condición de aditividad, se pueden obtener genera-

lizaciones de la entroṕıa de Boltzmann-Gibbs-Shannon (Bromiley et al. 2004)

como las que se listan en Tsallis, 2019.

Una propiedad de un sistema, tal como la entroṕıa o la enerǵıa del sistema,

se dice extensiva si crece con el tamaño del sistema (Dunning-Davies, 1983).

En particular, el concepto de extensividad estuvo ligado a la entroṕıa desde un

principio, ya que la entroṕıa de Clausius verifica ser proporcional a la canti-

dad de materia involucrada (Tsallis et al. 2005) y la entroṕıa de Boltzmann-

Gibbs-Shannon es extensiva para sistemas débilmente correlacionados (Tsallis,

2009b). Con más de un siglo de investigación, la relación entre la entroṕıa y la

extensividad todav́ıa presenta importantes preguntas abiertas que cuestionan

las bases epistemológicas de la mecánica estad́ıstica de Bolztmann-Gibbs (Tsa-

llis, 2009a) y la definición de extensividad (Takeuchi et al. 2009), impulsando

la búsqueda de un concepto de entroṕıa más general que permita su aplicación

en sistemas complejos (que son sistemas fuertemente correlacionados), donde

la entroṕıa de Boltzman-Gibbs falla (Tsallis, 2019). Por ejemplo, se tiene la en-

troṕıa de Tsallis (Tsallis, 1988) (también llamada q-entroṕıa), que es extensiva

para sistemas correlacionados (Tsallis, 2009a).

Vale observar que los sistemas caóticos (sistemas deterministas, no linea-

les, con alta sensibilidad a las condiciones iniciales, y órbitas aperiódicas) son

extensivos cuando el espectro de exponentes de Lyapunov (una medida inva-

riante que cuantifica la sensibilidad a las condiciones iniciales por medio de la

divergencia promedio entre órbitas cercanas) colapsa a una única curva al ser

normalizado por el tamaño del sistema (Ruelle, 1982; Takeuchi et al. 2009).

En este sentido, caos extensivo se ha observado en diferentes sistemas com-

plejos, como en la convección de Rayleigh-Bénard (Egolf et al. 2000; Paul et
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al. 2007), redes de reacción-difusión (Stahlke y Wackerbauer, 2009), mapas

acoplados en redes aleatorias poco conectadas (Luccioli et al. 2012), y en el

modelo de Lorenz-96 (Karimi y Paul, 2010).

En resumen, el origen de la complejidad de un sistema puede deberse tanto

por los elementos que conforman al sistema como por las relaciones entre ellos.

Las relaciones entre los elementos del sistema pueden resultar en estructuras

complejas de interacciones (Érdi, 2008). La teoŕıa de grafos (o teoŕıa de las

redes complejas) resulta la herramienta matemática más importante para re-

presentar estas estructuras, teoŕıa que se ha expandido hacia a otras disciplinas

gracias a los trabajos seminales de Watts y Strogatz, 1998 y Barabási y Albert,

1999, los cuales estudian sistemas con estructuras complejas (Boccaletti et al.

2006). Estas complejidades estructurales incluyen el efecto de pequeño mundo

(Watts y Strogatz, 1998), las leyes de potencia en la distribución de grado

(Barabási y Albert, 1999), y las comunidades (Girvan y Newman, 2002).

Por otro lado, lo complejo del sistema puede ser su evolución en el tiempo.

El estudio de la dinámica de los sistemas es el estudio de la evolución temporal

de los sistemas, por lo tanto conocidos como sistemas dinámicos (Mitchell,

2009). Un sistema dinámico consiste en un conjunto de posibles estados y una

regla de evolución que determina el estado siguiente en término de estados

pasados (Alligood et al. 1996).

Existen dos clases de sistemas dinámicos: las ecuaciones diferenciales (o

sistemas a tiempo continuo) y los mapas iterados (o sistemas a tiempo discreto)

(Strogatz, 1994). Un ejemplo de ecuaciones diferenciales son las ecuaciones de

movimiento del péndulo. Para ángulos pequeños el movimiento del péndulo

es simple (dinámica lineal), pero para ángulos mayores las no linealidades

del sistema ganan mayor predominancia, lo que resulta en una dinámica más

compleja (Ochs, 2011). Por otro lado, el mapa loǵıstico (May, 1976) es un

buen ejemplo de un sistema a tiempo discreto, el cual modela la evolución

de una población con recursos finitos a partir de una ecuación cuadrática en

que el estado futuro se basa únicamente en el estado presente. En este caso,

se encuentra que al variar el parámetro de control del sistema se observan

diferentes dinámicas, incluyendo caos (Feigenbaum et al. 1983).

Los mapas acoplados en grillas (CML por sus siglas en inglés: Coupled

Map Lattices) son sistemas complejos modelados por mapas iterados que fue-

ron introducidos como modelos para estudiar el comportamiento de sistemas

dinámicos extendidos (Kaneko, 1984). Por ejemplo, se han utilizado como mo-
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delos para explicar la convección (Yanagita y Kaneko, 1993), la ebullición

(Yanagita, 1992), el crecimiento de cristales (Kessler et al. 1990), crecimiento

de plant́ıos de monocultivos (Hendry et al. 1996), dinámicas de predador-

presa (Solé y Valls, 1991), y la evolución de las secuencias genéticas (Cocho

y Martinez-Mekler, 1991), entre otros. Los comportamientos observados en

los CML abarcan desde patrones ordenados como ondas hasta caos espacio-

temporal (turbulencia) (Amritkar y Gade, 1993; Kaneko, 1989; Lind et al.

2004; Palaniyandi et al. 2005). Los CML también han sido generalizados para

incluir interacciones no locales (Kaneko, 1990), ya sea mediante funciones de-

pendientes de la distancia (Anteneodo et al. 2003; de Souza Pinto et al. 2005;

Rubido et al. 2011), remplazando las interacciones locales por redes complejas

(Barahona y Pecora, 2002; Chavez et al. 2005; Watts y Strogatz, 1998; Wiley

et al. 2006) o mediante interacciones con retraso (delay) (Mart́ı et al. 2006;

Masoller y Mart́ı, 2005; Ponce C et al. 2009). En resumen, los CML (y sus gene-

ralizaciones) han permitido profundizar el entendimiento de comportamientos

complejos, como la intermitencia (Kaneko, 1985; Xie y Cerdeira, 1996), los

estados quimera (Dos Santos et al. 2020; Hagerstrom et al. 2012; Wolfrum y

Omel’chenko, 2011), y la sincronización (Boccaletti et al. 2002; de San Roman

et al. 1998; Gade y Hu, 2000; Jost y Joy, 2001)

La sincronización completa es uno de los comportamientos colectivos emer-

gentes en muchos sistemas naturales y con muchas aplicaciones en el mundo

real, tales como el diseño de redes eléctricas estables (Dörfler et al. 2013; Nar-

delli et al. 2014; Nishikawa y Motter, 2015), el estudio de la dinámica de

poblaciones en un ecosistema (Stenseth et al. 1999), la predicción de extincio-

nes (Earn et al. 2000), o el análisis de el mercado de valores (Basalto et al.

2005). Para los CML, la sincronización completa implica tener todos los ma-

pas evolucionando tal que sus variables de estado poseen valores idénticos en

cada tiempo (iteración), formando un patrón uniforme en el espacio. La evo-

lución temporal de este patrón puede tener un comportamiento simple (por

ejemplo, ser periódico) o complicado. Si la evolución temporal es aperiódica

y presenta sensibilidad a las condiciones iniciales, decimos que la sincroniza-

ción es caótica (Pecora y Carroll, 1990, 2015). La dinámica del sistema en este

estado puede analizarse, por ejemplo, mediante los exponentes de Lyapunov

(dos Santos et al. 2007; Kaneko, 1986) (que se relacionan con la dimensión de

Kaplan-Yorke (Frederickson et al. 1983; Kaplan y Yorke, 1979)) y la entroṕıa

de Kolmogorov-Sinai (Batista y Viana, 2002; Kolmogorov, 1958; Y. G. Sinai,
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1959) del sistema. Por ejemplo, como la sensibilidad a las condiciones iniciales

implica una divergencia exponencial entre trayectorias cercanas, la presencia

de un exponente de Lyapunov positivo es suficiente para determinar que el

sistema es caótico (Strogatz, 1994).

Uno de los principales avances en la investigación de la sincronización fue

realizado por Pecora y Carroll, 1998, donde se define la Función Maestra de

la Estabilidad (MSF – por sus siglas en inglés). La MSF permite realizar un

análisis funcional de la estabilidad del subespacio de sincronización para re-

des genéricas de sistemas dinámicos (a tiempo discreto o continuo) idénticos

y acoplados de forma difusiva (es decir, a través de una matriz Laplaciana).

Entre las ventajas del formalismo, se destaca que la MSF permite desacoplar

las propiedades dinámicas de las unidades que componen el sistema de las

propiedades topológicas de la red de interacciones (similarmente al trabajo de

Fujisaka y Yamada (Fujisaka y Yamada, 1983)). Sin embargo, debido a la am-

plia variedad de dinámicas y redes que pueden ser analizadas (Arenas et al.

2008; Brechtel et al. 2018; Huang et al. 2009), todav́ıa persisten muchas pre-

guntas abiertas que pueden ayudar en el diseño de sistemas śıncronos estables

y continuar el entendimiento de este fascinante comportamiento colectivo.

En esta tesis se derivan expresiones cerradas para diferentes parámetros

cŕıticos que controlan la posibilidad de que exista sincronización completa es-

table en sistemas de mapas caóticos unidimensionales idénticos, acoplados de

forma difusiva en redes regulares genéricas y redes ćıclicas espećıficas (redes

que poseen simetŕıa de permutación ćıclica de sus nodos). Los parámetros

cŕıticos derivados incluyen a la mı́nima intensidad de acoplamiento, la mı́nima

densidad de enlaces, y la máxima caoticidad que pueden tener los mapas para

mantener una sincronización completa estable. Estas derivaciones se encuen-

tran en la Sec. 3.1 y 3.2 de los Resultados, estando basadas en la MSF (Pecora

y Carroll, 1998) y los autovalores de la matriz Laplaciana de la red (en par-

ticular en el mı́nimo no nulo y el máximo autovalor), lo que hace general al

tratamiento. En particular, en la Sec. 3.2 se incluyen derivaciones para k-ciclos

(también conocidas como redes Wiley-Strogatz-Girvan – Wiley et al. 2006) y

k-escaleras de Möbius, topoloǵıa introducida en este trabajo para generalizar

la clásica escalera de Möbius con grado k = 3 (Guy y Harary, 1967; Pasotti,

2010) a mayores grados. Los resultados obtenidos para los parámetros cŕıticos

y los autovalores de las redes de tamaño finito muestran diferencias entre estas

2 topoloǵıas, que desaparecen cuando ambas redes convergen a la red completa.
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En el ĺımite termodinámico (tamaño infinito) se muestra que las expresiones

dependen de la densidad de enlaces, también obteniendo diferencias entre las

expresiones.

Para sistemas de mapas caóticos unidimensionales idénticos con Jacobia-

na constante (acoplados de forma difusiva en redes regulares), se estudian los

diferentes casos que surgen del cambio en la cantidad de exponentes de Lyapu-

nov (LE) positivos y cómo estos casos se relacionan con la superficies cŕıticas

que determinan la sincronización estable. En la Sec. 3.3 se muestra que este

tipo de sistemas cuando están dentro de la región de sincronización estable no

son extensivos. Entonces, situándose fuera de la región de parámetros que per-

mite la sincronización estable, la Sec. 3.4 tiene las derivaciones y expresiones

para las fronteras de los 4 casos posibles de LE positivos cuando se vaŕıa la

intensidad de acoplamiento entre los mapas. A partir de estos resultados, en

la Sec. 3.5 se derivan expresiones cerradas para las tasas de entroṕıa (a partir

de la identidad de Pesin (Pesin, 1977)) para la red completa y la red anillo.

En particular, se encuentra que ambas redes pueden ser extensivas, y para la

red completa, se proporciona además una expresión anaĺıtica para las curvas

sobre las cuales la tasa de entroṕıa espećıfica del sistema es constante.

En lineas generales, este trabajo complementa el entendimiento general de

los fenómenos de sincronización y extensividad en CML. Provee derivaciones

matemáticas detalladas en redes regulares que llevan a resultados anaĺıticos

exactos. En particular, se extienden las condiciones para la estabilidad lineal

de la sincronización derivados por Jost y Joy, 2001, incluyendo expresiones

cerradas para los parámetros cŕıticos, y se introduce una novedosa interpre-

tación gráfica que representa estas condiciones en el espacio de parámetros.

Se introduce también una nueva generalización de la escalera de Möbius para

aumentar el grado de los nodos (de k = 3 a k = N − 1, donde N es el tamaño

de la red), que no sólo tiene la ventaja de ser ćıclica (otras generalizaciones

no regulares ya han sido propuestas, Hussain et al. 2018; Idrees et al. 2020),

sino que también explica los resultados numéricos entre k-ciclos y escaleras de

Möbius en Barahona y Pecora, 2002.

Por otro lado, se proporciona un análisis de extensividad similar a aquellos

que Antonopoulos y Baptista, 2017 y Araujo y Baptista, 2019 presentan para

redes multiplex. En esta tesis el foco está en las redes regulares, las cuales

usualmente forman los bloques constitutivos de las redes multiplex. Además,

el análisis aqúı presente es más detallado que los trabajos previos, ya que se
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discuten 4 casos para el cambio en el número de exponentes de Lyapunov

positivos (en lugar de los 2 casos que suelen incluirse en la literatura). En

particular, los resultados obtenidos coinciden en el ĺımite del acoplamiento

infinitesimal con los resultados reportados en la literatura (Araujo y Baptista,

2019). Finalmente, se encuentra que la red anillo es extensiva fuera de la región

de sincronización estable (algo esperable de acuerdo con la literatura (Ruelle,

1982)) y se encuentra que la red completa es extensiva (algo que aunque ya

ha sido reportado (Takeuchi et al. 2011), no existe consenso sobre su validez

(Antonopoulos y Baptista, 2017; Takeuchi et al. 2009)).
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Caṕıtulo 2

Métodos

En este caṕıtulo se presentan los métodos y modelos utilizados en esta te-

sis. Se comienza introduciendo la dinámica de mapas, también conocidos como

ecuaciones en diferencias o a tiempo discreto. Luego se presenta la teoŕıa de la

medida invariante como recurso para caracterizar los sistemas caóticos. Enton-

ces, se presentan los exponentes de Lyapunov, las dimensiones fractales y la

entroṕıa de Bolztmann-Gibbs, y cómo estas tres cantidades están relacionadas.

Se hace un particular énfasis en la teoŕıa detrás de los exponentes de Lyapu-

nov, ya que son estos los que finalmente se calculan en el trabajo y se utilizan

para obtener la entroṕıa de los sistemas considerados. También se introduce el

concepto de extensividad y su aplicación en sistemas complejos.

En las últimas secciones de este caṕıtulo, se desarrolla el modelo de mapas

acoplados introducido por Kaneko, 1990, y de la Función Maestra de la Esta-

bilidad introducida por Pecora y Carroll, 1990. Luego se introduce el espectro

de autovalores de redes complejas (también conocido como teoŕıa espectral

de grafos), y en particular, de las redes ćıclicas, las cuales serán foco de los

resultados de esta tesis.

Es oportuno mencionar que en las dos primeras secciones, aunque los ejem-

plos presentados corresponden a mapas unidimensionales, la teoŕıa desarrolla-

da corresponde a mapas de cualquier dimensión, ya que como se muestra en

las dos secciones finales, la redes de mapas acoplados pueden verse como un

mapeo de dimensión mayor.
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2.1. Dinámica a tiempo discreto: mapas

Los sistemas de tiempo discreto, también llamados mapas, dan una evolu-

ción en ”pasos”, en los cuales el nuevo estado del sistema es determinado a

partir del estado anterior. Espećıficamente, las ecuaciones de evolución están

dadas por

xt+1 = ft(xt), xt=0 = x0 (2.1)

donde ft : S ⊂ RD × R → S es una función diferenciable (i.e., con primera

derivada continua) D-dimensional (un campo vectorial) cuyos componentes a

tiempo t ∈ N son ft = {f (1)
t , f

(2)
t , . . . , f

(D)
t }, S es el dominio de las variables

dependientes, xt ∈ RD es el vector de estado del sistema al tiempo t ∈ N,

x = {x(1), x(2), . . . , x(D)}, y x0 es la condición inicial. Al espacio vectorial de

las variables dependientes se le denomina espacio de fases.

A partir de una condición inicial, x0, podemos obtener sucesivos estados

mediante la aplicación de la Ec. (2.1). La representación de estos estados, como

función de t, se denomina trayectoria, ϕt(x0). Obsérvese que ϕ0(x0) = x0 y

ϕt+1(x0) = ft (ϕt(x0)), por lo tanto ϕ hereda todas las propiedades de f .

La Ec. (2.1) representa un problema de valor inicial (también conoci-

do como problema de Cauchy, en ecuaciones diferenciales). La existencia

y unicidad de una solución, es decir, del conjunto infinitos de puntos de

una trayectoria, {ϕ0(x0) = x0, ϕ1(x0), ϕ2(x0), . . . }, puede verse notando que

{ϕ0(x0), ϕ1(x0) = f0(ϕ0(x0)), ϕ2(x0) = f1(ϕ1(x0)), . . . }, donde cada iteración

de ft existe y es única (Kwapisz, 1991).

2.1.1. Propiedades de ft

Las iteradas de la Ec. (2.1), son las composiciones sucesivas de la función

de evolución. Por ejemplo, la segunda iterada de la Ec. (2.1) se puede escribir

como

xt+2 = ft+1(xt+1) = ft+1(ft(xt)) = ft+1 ◦ ft(xt), (2.2)

donde ◦ simboliza la composición de funciones.

Si la función f es autónoma, es decir, que no depende de t, podemos escribir

la Ec. (2.2) como xt+2 = f ◦ f(xt) = f2(xt). Es decir, una composición de f

consigo misma resulta en f ◦ f = f2. Componiendo una vez más, tenemos que

f ◦ f2 = f3, lo que nos permite generalizar a una composición de cualquier
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orden, tal que

fn+m = fn ◦ fm, (2.3)

donde se deduce la propiedad de asociatividad:

fn ◦ fm ◦ f l = fn+m ◦ f l = fn ◦ fm+l. (2.4)

Si el mapa es invertible, se tiene que también se verifica

f−1 ◦ f = f0 = ID, (2.5)

f−1 ◦ f ◦ fn = fn ◦ f−1 ◦ f = fn, (2.6)

con ID es la matriz identidad de dimensión D. En este caso, las propieda-

des (2.3-2.6) definen un grupo donde los elementos son las iteradas de f y la

operación es la composición de funciones.

Los mapas pueden clasificarse según las caracteŕısticas de la función f : si

f (xn) tiene inversa, f−1, es decir si xt = f−1(xt+1) existe y es única, decimos

que el mapa es invertible. Está demostrado (teorema de la función inversa) que

un mapa es invertible si f es biyectiva (Wiggins, 2003). Mientras que si f (xn)

no tiene inversa decimos que el mapa es no invertible.

Finalmente, sea dxf
n : TxS → Tfn(x)S, donde dxf

n es el mapeo lineal del

espacio tangente a S en el punto x al espacio tangente en el punto fn(x). Se

tiene que

dxf
n+m =

(
dfm(x)f

n
)
◦ dxfm. (2.7)

Si Rn(x) es la representación matricial de la transformación dxf
n, entonces se

verifica que

Rn+m(x) = Rn(fm(x)) ·Rm(x). (2.8)

La función Rn(x) que verifica la Ec. (2.8) define un cociclo multiplicativo del

sistema fn. De aqúı en más, simplificamos la notación como R(x) = R1(x),

que corresponde la matriz Jacobiana de la transformación f . Es decir, si Rij

son los componentes de R(x), entonces Rij = ∂f (i)(x)

∂x(j)
.

2.1.2. Órbitas y estabilidad lineal

Una órbita, O(x0), es el conjunto de todos los puntos de la trayectoria que

contiene a x0. Si el mapa es invertible esto determina una secuencia bi-infinita
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de puntos:

O(x0) =
{
. . . , f−2(x0), f

−1(x0),x0, f(x0), f
2(x0), . . .

}
, (2.9)

mientras que si el mapa es no invertible, se obtiene una secuencia infinita:

O(x0) =
{
x0,x1 = f(x0),x2 = f(x1) = f2(x0), . . . ,xt = f t(x0) . . .

}
. (2.10)

Por ejemplo, sea el mapa loǵıstico (May, 1976) el cual es una función uni-

dimensional no invertible,

f(x) = rx(1− x), (2.11)

donde r es una parámetro de control. Al tratarse de una mapa no-invertible, las

órbitas toman la forma de la Ec. (2.10). Por otro lado, al variar el parámetro

de control, r ∈ [0, 4], nos permitirá observar diferentes dinámicas, por lo que

nos servirá de ejemplo para ilustrar diferentes conceptos desarrollados en esta

sección. En la Fig. 2.1 se muestra la función de evolución para r = 4 (panel

izquierdo), y una ventana de 11 puntos de la trayectoria generada para una

condición inicial arbitraria (panel derecho).

Figura 2.1: Ejemplo de un mapa loǵıstico unidimensional. En el panel iz-
quierdo se muestra en ĺınea gruesa negra la representación gráfica de la función
de evolución del mapa loǵıstico, Ec. (2.11), con r = 4, y en ĺınea fina gris la fun-
ción identidad. En el panel derecho se muestran 11 puntos de una trayectoria con
condición inicial x0 = 1, 0× 10−3.

Para una trayectoria particular, ϕt(x0), decimos que es estable (según Lya-

punov) si, dado ε > 0, existe δ(ε) > 0 tal que cualquier otra solución del

sistema, ϕt(y0), que verifica |x0 − y0| < δ(ε), entonces |ϕt(x0) − ϕt(y0)| < ε
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para t > 0. Además, decimos que ϕt(x0) es asintóticamente estable si para cual-

quier otra solución, ϕt(y0), existe una constante, b > 0, talque si |x0−y0| < b,

entonces ĺımt→∞ |ϕt(x0) − ϕt(y0)| = 0 (Wiggins, 2003). En los casos que la

trayectoria no es estable decimos que es inestable.

Para determinar la estabilidad de una trayectoria ϕt(x0), se considera otra

trayectoria ϕt(y0), que es cercana para t = 0, i.e., y0 = x0 + w0 con |w0| <<
1. Para todo tiempo siguiente, t > 0, el desplazamiento relativo entre las

trayectorias ϕt(x0) = xt y ϕt(y0) = yt corresponde al vector wt; es decir,

yt = xt + wt. La evolución del vector wt queda dada por

yt+1 = f(yt) = f(xt + wt) = f(xt) + df(xt) ·wt +O
(
|w2

t |
)
. (2.12)

Como yt+1 = xt+1 + wt+1, la evolución de trayectorias cercanas a la que nos

interesa estudiar está dada por

wt+1 = df(xt) ·wt +O
(
|w2

t |
)
. (2.13)

Mientras |wt| << 1, la evolución de wt puede aproximarse por el mapeo

lineal

wt+1 = df(xt) ·wt = R(xt) ·wt, (2.14)

la cual puede reescribirse como

wt+1 = R(xt)R(xt−1) ·wt−1. (2.15)

Iterando de esta manera, se puede escribir el estado del vector wt al tiempo t

en función de una condición inicial w0:

wt = Ytw0, (2.16)

donde Yt = R(xt−1)R(xt−2) . . .R(x0). Entonces Yt+1 = R(xt)Yt y Y0 = I.

Por lo tanto, Yt es la representación matricial de la función dxf
t : TxS →

Tf t(x)S.

Sean λn (Yt) y ~ψn, los autovalores y autovectores de la matriz Yt, res-

pectivamente, que cumplen Yt
~ψn = λn (Yt) ~ψn ∀n = 1, . . . , D. Si se cumple

que |Re{λn (Yt)}| 6= 1 ∀n = 1, . . . , D, es posible estudiar la estabilidad de

la trayectoria ϕt(x0) a través de los autovalores λn (Yt). Si |Re{λn (Yt)}| <
1 ∀n = 1, . . . , D, decimos que la trayectoria es estable; mientras que si
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|Re{λn (Yt)}| > 1, para algún n ∈ {1, . . . , D}, decimos que la trayectoria

es inestable.

En caso de que no se verifique la condición |Re{λn (Yt)}| 6= 1 ∀n =

1, . . . , D, es necesario estudiar los términos no-lineales del desarrollo en la

Ec. (2.13) para determinar la estabilidad de la trayectoria.

2.1.3. Puntos fijos, órbitas periódicas, cuasi-periódicas

y aperiódicas

Las órbitas del sistema pueden clasificarse según diferentes comportamien-

tos. Por ejemplo, decimos que x∗ es un punto fijo si

f(x∗) = x∗. (2.17)

En este caso, la matriz Jacobiana de la transformación f evaluada en x∗ es

una matriz constante que no depende de t: R(xt) = R(x∗). De esta manera,

la trayectoria para la condición y0 ∈ RD cercana a x∗ es:

{
y0,R(x∗)y0,R

2(x∗)y0, . . . ,R
n(x∗)y0, . . .

}
(2.18)

Por lo tanto, la estabilidad del punto fijo se puede estudiar a partir de

los autovalores de R(x∗), en lugar de los autovalores de Yt. En primer lu-

gar, decimos que el punto fijo es hiperbólico si |Re{λn (R(x∗))}| 6= 1 ∀n =

1, . . . , D. Además, decimos que el punto fijo hiperbólico x∗ es sumidero si

|Re{λn (R(x∗))}| < 1 ∀n = 1, . . . , D, o inestable si |Re{λn (R(x∗))}| >
1 para algúnn ∈ {1, . . . , D}.

Si una trayectoria vuelve al mismo punto luego de k iteraciones decimos

que se trata de un punto k-periódico. Es decir, x∗ es un punto de peŕıodo k si

fk(x∗) = x∗. (2.19)

Además, a los k estados que constituyen la órbita con condición inicial x∗,

{x∗, f(x∗), f2(x∗), . . . , fk−1(x∗)}, se le llama órbita k-periódica u órbita periódi-

ca de peŕıodo k.

Podemos determinar la estabilidad de la órbita periódica, observando que

un punto k-periódico de f , es un punto fijo de la transformación fk, lo que

nos permite aplicar los conceptos desarrollados en el análisis de la estabilidad
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de puntos fijos. Obsérvese también que una solución periódica de peŕıodo k,

también es una solución de peŕıodo nk, con n ∈ N.

En la Fig. 2.2 se muestran diferentes dinámicas del mapa loǵıstico: punto

fijo, peŕıodo 2, y peŕıodo 4.

Figura 2.2: Ejemplo de diferentes dinámicas del mapa loǵıstico. En el panel
izquierdo se muestran tres trayectorias para diferentes configuraciones del mapa
loǵıstico: en triángulos verdes corresponde a un punto fijo (r = 2.5), en diamantes
azules a un peŕıodo 2 (r = 3.2), y en cuadrados rojos a un peŕıodo 4 (r = 3.5).
En todos los casos se muestran 11 puntos de la trayectoria con condición inicial
x0 = 2×10−1. En el panel derecho se muestran los estados finales de estas trayectorias
(indicados con sus respectivos śımbolos) sobre la función de evolución del mapa
(ĺıneas punteadas), donde la diagonal es la función identidad.

Una órbita cuasi-periódica yace en una curva cerrada o en un toro (para

dimensiones superiores), que mediante un cambio de coordenadas suave la

dinámica del mapa se corresponde a una rotación pura en el ćırculo (o toro, si

D > 1), con un número de rotación, Γ, irracional (Das et al. 2016). Es decir,

que cada coordenada, θi, del vector de estados transformado puede escribirse

como

θit+1 = θit + Γ (mód 2π), (2.20)

con Γ irracional. Esto implica que estas órbitas no presentan un peŕıodo de

ningún orden, pero cubren densamente la curva o el toro en que yacen. Obsérve-

se que en el caso de que Γ sea un número racional se trata de una órbita

periódica.

Las órbitas aperiódicas no presentan un peŕıodo de ningún orden, pero

tampoco presentan una estructura que puede reducirse al toro; como en el

caso de las órbitas cuasi-periódicas. La aperiocidad es una de las caracteŕısticas

principales del caos. Aunque, para decir que la órbita es caótica, además de
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ser apeŕıodica debe presentar sensibilidad a las condiciones iniciales (Alligood

et al. 1996).

Los puntos fijos, las órbitas periódicas, cuasi-peŕıdicas, y aperiódicas son

subconjuntos invariantes. Espećıficamente, A ⊂ S se dice invariante bajo el

mapa x→ f(x), si para cualquier x0 ∈ A se tiene que fn(x0) ∈ A ∀n.

Decimos que un conjunto invariante, A, presenta sensibilidad a las condi-

ciones iniciales si existe ε > 0, tal que para cualquier x ∈ A y cualquier entorno

U de x, entonces existe y ∈ U y t > 0 que verifica que |f t(x) − f t(y)| > ε.

Por lo tanto, la sensibilidad a las condiciones iniciales implica que trayectorias

cercanas divergen rápidamente.

Por ejemplo, el mapa loǵıstico presenta una región caótica que se extiende

desde r ≈ 3.57 hasta r = 4 (Feigenbaum et al. 1983; Gutiérrez Ibarra, 2019).

En r = 4 (panel derecho Fig. 2.1) el mapa loǵıstico se encuentra en un régi-

men de caos completamente desarrollado, donde las trayectorias que parten

desde cualquier condición inicial (excepto un conjunto de medida nula) cu-

bren completamente (nuevamente, exceptuando un conjunto de medida nula)

el intervalo (0, 1) (Györgyi y Szépfalusy, 1984).

Por otro lado, se dice que un conjunto cerrado invariante, A ⊂ S, es

atractivo si existe un entorno U de A que verifica que f t(U) ⊂ U ∀t ≥ 0 y

∩n>0f
n(U) = A. Decimos que el conjunto es repelente si f t(U) ⊂ U ∀t ≤ 0 y

∩n<0f
n(U) = A (donde f t con t < 0 no implica la invertibilidad del mapa, sino

que indica al conjunto de pre-iteradas).

Si para el conjunto cerrado e invariante A, y para cualquiera dos subcon-

juntos abiertos, U, V ⊂ A, se tiene que existe t ∈ Z tal que f t(U) ∩ V 6= ∅, se

dice que A es topologicamente transitivo.

Por lo tanto se define un atractor como un conjunto atractivo y topológi-

camente transitivo. Además, se dice que se trata de un atractor extraño si el

atractor es caótico. La necesidad de introducir la noción de transitividad to-

pológica puede apreciarse en la siguiente situación: mientras que el conjunto

de todos los puntos fijos estables de un sistema es un subconjunto atractivo,

la transitividad topológica permite diferenciar cada punto fijo estable como un

atractor. De igual manera se define un repelor como un conjunto repelente y

topologicamente transitivo.

En el ejemplo del panel derecho de la Fig. 2.2 se muestran los atractores

(periódicos) del mapa loǵıstico correspondientes a las configuraciones del panel

izquierdo (identificándose con los respectivos śımbolos), y en ĺıneas punteadas

16



sus respectivas funciones de evolución.

2.2. Medidas invariantes

El análisis de mapas, en particular aquellos caóticos, puede resultar una

tarea impracticable si las medidas que se realicen dependen de las condiciones

iniciales que tomemos en el espacio de fases S, ya que la medición no será

una caracteŕıstica del sistema dinámico, sino de una trayectoria particular del

sistema (Guckenheimer y Holmes, 2002; Kantz y Schreiber, 2004). Por lo tanto

interesan aquellas medidas que son invariantes, como lo es la distribución de

las trayectorias en S.

2.2.1. Medida invariante, cálculo de momentos y teore-

ma ergódico

La función µ se dice una medida si cumple con las siguientes tres propie-

dades: no-negatividad (µ(A) ≥ 0 ∀A ∈ S), conjunto vaćıo nulo (µ(∅) = 0), y

aditividad (para el conjunto numerable, {Ak}∞k=1, de subconjuntos disjuntos de

S se tiene µ (∪∞k=1Ak) =
∑∞

k=1 µ(Ak)). Para un tratamiento en profundidad de

la teoŕıa de la medida el lector puede referirse a Bogachev, 2007.

Se dice que µ es una medida invariante a la transformación f en el espacio

S si se verifica que

µ(f−1x) = µ(x) ∀x ∈ S. (2.21)

También se dice que la transformación f preserva la medida µ. Si además esta

medida cumple con µ(S) = 1, decimos que es una medida de probabilidad

invariante. La existencia de una medida invariante esta asegurada para un

espacio compacto (I. G. Sinai, 1976).

Esta medida de probabilidad esta conectada con la densidad de probabilidad

invariante, ρ, mediante dµ(x) = ρ(x)dx, lo que nos permite calcular momentos

bajo la medida de probabilidad:

〈xn〉µ =

∫
µ(S)

xndµ =

∫
S

xnρ(x)dx, (2.22)

donde
∫
S dx corresponde a la integral múltiple en todo el espacio de fases.

Por ejemplo, la densidad de probabilidad invariante para el mapa loǵıstico
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con r = 4 es ρ(x) =
(
π
√
x(1− x)

)−1
(Lichtenberg y Lieberman, 1983), inte-

grable en x ∈ [0, 1]. A partir de esta densidad de probabilidad podemos calcu-

lar, a modo de ejemplo, los momentos 〈x〉 =
∫ 1

0
x
(
π
√
x(1− x)

)−1
dx = 1/2 y

〈x2〉 =
∫ 1

0
x2
(
π
√
x(1− x)

)−1
dx = 3/8.

Una transformación f que preserva la medida µ se dice ergódica (Einsiedler

y Ward, 2013; Trinh, 2014) si para todo conjunto invariante, A ⊂ S, se tiene

que

µ(A) = 0 o µ(A) = 1. (2.23)

Usualmente, la ergodicidad del sistema suele enunciarse a través del Teore-

ma Ergódico de Birkhoff-Khinchin, que establece que los promedios tempo-

rales coinciden con los promedios en el espacio de fases (I. G. Sinai, 1976;

Trinh, 2014). Más formalmente, el teorema establece que, si F ∈ L1 (es decir,∫
µ(S) |F |dµ <∞) es una transformación que preserva la medida, se tiene que

ĺım
t→∞

1

t

t∑
n=0

F (fnx) = 〈F 〉. (2.24)

2.2.2. Exponentes de Lyapunov

Los exponentes caracteŕısticos de Lyapunov (LCE por su sigla en inglés), o

simplemente exponentes de Lyapunov (LE), fueron introducidos por Lyapunov

(Lyapunov, 1892) como medidas asintóticas de la tasa promedio de divergencia

o convergencia exponencial entre órbitas cercanas. Por lo tanto, los LE permi-

ten caracterizar la dinámica subyacente del sistema, en particular, nos permite

detectar si un sistema es caótico (Alligood et al. 1996; Kantz y Schreiber, 2004;

Skokos, 2010; Strogatz, 1994). A continuación se presenta la derivación teórica

de los exponentes de Lyapunov, de acuerdo con Skokos, 2010 y Wiggins, 2003.

Dada una trayectoria de referencia, xt, podemos tomar un vector wt que

indica el desplazamiento entre esta trayectoria de referencia y una cercana,

yt = xt + wt. La idea para el cálculo de exponentes de Lyapunov, es tomar

dos trayectorias cercanas cuando t = 0, lo que implica w0 de módulo pequeño,

y al igual que se planteó para el estudio de la estabilidad de las trayectorias,

estudiar la evolución de wt a primer orden. Por lo tanto, la evolución de wt

a primer orden está dada por el mapeo lineal (Ec.(2.14)) wt+1 = R(xt) · wt,

donde R(xt) es la matriz Jacobiana de la transformación f evaluada en el punto
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xt. Nuevamente, se hace la conexión con la condición inicial, w0, mediante la

matriz Yt (Ec. (2.16)):

wt = Ytw0. (2.25)

A partir de este mapeo lineal, se obtiene el coeficiente de expansión en la

dirección de w0 6= 0, como

‖Ytw0‖
‖w0‖

=
‖dx (f t (w0))‖
‖w0‖

≈ exp (χt), (2.26)

donde || · || es la norma L2 (norma Euclidiana), ||x|| =
(∑D

i=1

(
x(i)
)2)1/2

. La

Ec. (2.25) representa un mapeo lineal, por lo tanto en el lado derecho de la

Ec. (2.26) se plantea su solución como una exponencial, lo que permite ver

la relación entre el coeficiente de expansión y el exponente de Lyapunov, χ.

El exponente de Lyapunov unidimensional en la dirección w0, χ(Yt,w0), es la

tasa promedio de divergencia o convergencia exponencial de una trayectoria

cercana a la trayectoria de referencia en x0, en la dirección de w0, por lo tanto:

χ(Yt,w0) = ĺım sup
t→∞

1

t
log ‖Ytw0‖ , (2.27)

donde log es el logaritmo natural, y ’ĺım sup’ refiere al ĺımite superior, es decir,

ĺım sup
n→∞

xn = lim
n→∞

(sup
m≥n

xm), con ’sup’ el supremo. Obsérvese que χ(Yt,w0) no

depende del módulo del vector w0, ya que 1
t

log ||w0|| −−−→
t→∞

0.

Si ahora consideramos Q ≤ D vectores independientes, wi
0 con

i = 1, 2, . . . , Q, y el subespacio que expanden estos vectores, EQ, en-

tonces el coeficiente de expansión en la dirección de este subespacio

es volQ(Yt, E
Q)/volQ(Y0, E

Q), donde volQ(Yt, E
Q) es el volumen del Q-

paralelogramo definido por los vectores Ytw
1
0,Ytw

2
0, . . . ,Ytw

Q
0 . De esta mane-

ra, el exponente caracteŕıstico de Lyapunov Q-dimensional de Yt con respecto

al subespacio EQ es:

χ(Yt, EQ) = lim sup
t→∞

1

t
log
(
volQ(Yt, E

Q)
)
, (2.28)

donde nuevamente el exponente de Lyapunov no depende de volQ(Y0, E
Q).

La desigualdad de Hadamard establece que el volumen de un

Q-paralelogramo es menor que el producto del largo de sus lados, es decir, pa-

ra la matriz M con columnas {vi, i = 1, . . . , Q}, entonces detM ≤
∏Q

i=1 ||vi||.
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Esta desigualdad asegura que los exponentes de Lyapunov pueden acotarse su-

periormente y por lo tanto son finitos. Además, si los vectores wi
0 conforman

una base de RQ, entonces

Q∑
i=1

χ(Yt,w
i
0) ≥ lim sup

t→∞

1

t
log |detYt| . (2.29)

En un subespacio de RQ, donde hay Q direcciones independientes, como los

exponentes de Lyapunov no dependen del módulo del vector wi
0, o del volumen

subespacio EQ sobre el cual se calcula, entonces hay a lo sumo Q valores

diferentes de χ(Yt,w0): χ1 ≤ χ2 · · · ≤ χQ.

Finalmente, la base {wi
0, i = 1, . . . D} de RD se dice base normal si verifica

que
D∑
i=1

χ(Yt,w
i
0) ≤

D∑
i=1

χ(Yt,v
i
0),

con {vi0, i = 1, . . . D} cualquier otra base de RD. La función matricial Yt se

dice regular si para cada base normal {wi
0, i = 1, . . . D} se verifica que

D∑
i=1

χ(Yt,w
i
0) = lim inf

t→∞

1

t
log |detYt| , (2.30)

con ’lim inf’ el ĺımite inferior, es decir, lim inf
n→∞

xn = lim
n→∞

( inf
m≥n

xm), con ’inf’ el

ı́nfimo. De acuerdo con la Ec. (2.29), esto implica que

lim inf
t→∞

1

t
log |detYt| = lim sup

t→∞

1

t
log |detYn| , (2.31)

por lo que el ĺımite lim
t→∞

1
t

log |detYn| existe, es finito y cumple con

ĺım
t→∞

1

t
log |detYt| =

D∑
i=1

χ(Yt,w
i
0). (2.32)

Esto nos permite sustituir los ĺımites superiores en las definiciones anteriores

por ĺımt→∞.

El teorema ergódico multiplicativo o teorema de Oseledec establece que si

en el espacio de fases S, con una medida de probabilidad invariante, µ, se

tiene un difeomorfismo f que es C1, y que verifica la regla de composición

fn+m = fn ◦ fm, entonces para casi todo x ∈ S se verifica que:
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1. La familia de cociclos multiplicativos dxf
n : TxS → TfnS es regular

(Ec. (2.30)).

2. Los exponentes caracteŕısticos de Lyapunov de todos lo órdenes existen

y son independientes de la elección de µ. En particular, se verifica la

Ec. (2.32) si Yt es la representación matricial de dxf
t.

3. La matriz simétrica y definida positiva

Λx = ĺım
t→∞

(
YT
t Yt

)1/2t
(2.33)

existe. Donde Yt corresponde a la definición de la Ec. (2.25). Los loga-

ritmos de los autovalores de la matriz Λx corresponden a los s diferentes

exponentes de Lyapunov unidimensionales.

Por lo tanto, el Teorema de Oseledec nos asegura que los logaritmos de los

autovalores de Yt normalizados por las iteraciones t, convergen en el ĺımite

t→∞ y son independientes de las condiciones iniciales elegidas dentro de un

conjunto invariante (Kantz y Schreiber, 2004).

Este teorema resulta de gran utilidad, ya que permite obtener los exponen-

tes de Lyapunov a partir de los autovalores de una matriz simétrica, lo que

implica que sus autovalores son reales.

2.2.3. Dimensiones fractales

Los LE caracterizan la convergencia o divergencia de trayectorias cercanas,

mientras que las dimensiones fractales permiten caracterizar la geometŕıa de

los atractores. En particular, la geometŕıa de los atractores extraños posee

caracteŕısticas de fractalidad.

Si µ es una medida de probabilidad invariante en el espacio de fases, en-

tonces la probabilidad de encontrar una trayectoria en una bola Uε(x) ⊂ RD,

de radio ε y centrada en x, es pε(x) =
∫
Uε(x) ρ(x)dx. Si el objeto sobre el cual

se calcula esta probabilidad es un fractal, i.e. un atractor extraño, se tiene que

pε(x) ∼ εD (Grassberger et al. 1988). Para el caso de un punto fijo, se tiene

D = 0, para una órbita periódica D = 1, y para una órbita cuasi-periódica

D = q, con q > 1 un número natural.

A partir de esta probabilidad, se define la integral de correlación generali-
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zada (Caby et al. 2019; Kantz y Schreiber, 2004):

Cq(ε) =

∫
RD
pε(x)q−1dµ(x), (2.34)

donde para q = 2 se obtiene la integral de correlación usual. Para valores

enteros de q ≥ 2, la integral de correlación se interpreta como la probabilidad

de que q puntos seleccionados al azar de una órbita, se encuentren dentro de

una bola Uε (Diks, 1999). La relación de escala

Cq(ε) ∝ ε(q−1)Dq , ε→ 0, (2.35)

permite definir las dimensiones generalizadas o de Renyi, Dq, como

Dq = ĺım
ε→0

1

q − 1

logCq(ε)

log ε
. (2.36)

El caso particular de q = 1 puede obtenerse por la regla de l’Hospital, y se

conoce como la dimensión de la información:

D1 = ĺım
ε→0

〈log pε〉µ
log ε

. (2.37)

Para q = 0, la dimensión generalizada coincide con la dimensión de capacidad o

de box counting. Para el caso general, se tiene que Dq es una función monótona

decreciente de q, y si Dq efectivamente depende de q, entonces decimos que la

medida es multi-fractal (Kantz y Schreiber, 2004).

Debido a que los atractores son invariantes bajo la dinámica del sistema, si

consideramos un atractor que ocupa un volumen D1-dimensional en el espacio

de fases, este volumen no se contrae ni estira al evolucionar el sistema en el

tiempo.

Sea un sistema cuyo espectro de LE se encuentra ordenado, χ1 ≥ χ2 ≥
· · · ≥ χD, donde los P < D primeros LE son positivos y los M primeros LE

cumplen con
∑M

i=1 χi > 0, siendo D ≥ M > P . Por lo tanto, el volumen

M -dimensional se expande a una tasa promedio de exp
[(∑M

i=1 χi

)
t
]
, aunque

este volumen se contraiga en las direcciones de χi, con i = P + 1, . . . ,M . Por

otro lado, el volumen (M +1)-dimensional definido por los primeros M +1 LE

se contrae a una tasa promedio de exp
[(∑M+1

i=1 χi

)
t
]
, ya que

∑M+1
i=1 χi < 0.

Consecuentemente, el atractor del sistema debe tener una dimensión parcial
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(fraccionaria), d, entre los naturales M y M + 1; es decir, d −M < 1. Final-

mente, para que el atractor sea invariante, es decir, que no se expanda ni se

contraiga, se debe tener que
∑M

i=1 χi + (d−M)χM+1 = 0, donde se pondera la

contribución del exponente χM+1 por la parte fraccional de la dimensión del

atractor.

De esta ultima expresión se define la dimensión de Kaplan-Yorke (Frede-

rickson et al. 1983), DKY , como

DKY = M +

∑M
i=1 χi
|χM+1|

, (2.38)

donde
∑M

i=1 χi > 0 y
∑M+1

i=1 χi < 0. Como puede verse en la Ec. (2.38), la parte

entera de la dimensión es la cantidad de LE (en orden descendente) cuya suma

es positiva, mientras que la parte fraccional corresponde a la interpolación

lineal.

La conjetura de Kaplan-Yorke establece que DKY es idéntica a la dimensión

de la información, D1, aunque solo existe prueba rigurosa para mapas bidimen-

sionales (Ledrappier y Young, 1985a, 1985b). Los cálculos de las dimensiones

fractales resultan computacionalmente muy demandantes. Si se tiene una serie

temporal de datos de largo N , la integral de correlación (Ec. (2.34)) correspon-

de a dos sumas de N términos cada una. Esto implica un costo computacional

de N2 para cada valor de ε que se requiera. Por lo tanto, la conjetura de

Kaplan-Yorke no solo relaciona la geometŕıa de atractor con los LE, sino que

permite obtener la D1 de una forma computacionalmente más accesible.

2.2.4. Entroṕıas: aditividad, extensividad y otra propie-

dades

El concepto de entroṕıa es común a varias áreas del conocimiento, como

por ejemplo la mecánica estad́ıstica o la teoŕıa de la información, y tiene di-

ferentes interpretaciones. Por una lado puede interpretarse como una medida

del desorden de un sistema (Boltzmann, 1872, 1877; Gibbs, 1902; Kantz y

Schreiber, 2004) o como medida de la incertidumbre de una variable aleatoria

(Cover y Thomas, 1999), o también como la cantidad de información generada

por un sistema estocástico (Shannon, 1948). En particular, para un sistema de

N estados discretos, se tiene que la entroṕıa de Boltzmann-Gibbs, HBG, del
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sistema es

HBG = −k
N∑
i=1

pi log pi, (2.39)

donde pi son las probabilidades sobre los estados del sistema por lo que∑N
i=1 pi = 1, y k una constante positiva tomada por convención (k = kB en

termodinámica y k = 1 en teoŕıa de la información). En cambio, si se trata de

un sistema en que los estados se describen mejor mediante variables continuas,

HBG toma la forma:

HBG = −k
∫
dx p(x) log[σp(x)], (2.40)

donde x ∈ RD, D ≥ 1 la dimensión del espacio de fases, y σ ∈ R. En el

caso general, la variable x puede tener dimensiones f́ısicas, por lo tanto σ es

una constante con las mismas dimensiones f́ısicas que x. Por ejemplo, para el

caso de un sistema Hamiltoniano clásico aislado de N cuerpos puntuales en

un espacio D-dimensional, entonces σ = ~ND. Además, p(x) es una medida de

probabilidad, por lo que cumple
∫
dx p(x) = 1.

No-negatividad. En primer lugar, se puede observar que, como 0 ≤ p(x) ≤
1, esto implica que log(p(x)) ≤ 0, por lo tanto se tiene que:

HBG ≥ 0. (2.41)

Concavidad. Una función f(x) se dice convexa sobre el intervalo (a, b) si

para todo x1, x2,∈ (a, b), y 0 ≤ λ ≤ 1, se tiene que

f(λx1 + (1− λ)x2) ≤ λf(x1) + (1− λ)f(x2),

y f se dice cóncava si −f es convexa. La desigualdad de la suma de logaritmos

establece que, para los número no negativos a1, . . . , an y b1. . . . , bn, se tiene∑n
i=n ai log ai

bi
≥ (

∑n
i=1 ai) log

∑n
i=1 ai∑n
i=1 bi

, y permite probar la concavidad de la

entroṕıa. Sea la distribución de probabilidad uniforme, u, sobre los elementos

de X , es decir, u(x) = 1/#{X} ∀ x ∈ X , donde #{X} es el número cardinal

del conjunto X . Esto permite escribir

−H(p) =
∑
x∈X

p(x) log p(x) =
∑
x∈X

p(x) log

(
p(x)

u(x)

)
− log (#{X}) .
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Por lo tanto,

−H(λp1+(1−λ)p2) =
∑
x∈X

(λp1+(1−λ)p2) log

(
λp1 + (1− λ)p2

u

)
−log (#{X})

=
∑
x∈X

(λp1 + (1− λ)p2) log

(
λp1 + (1− λ)p2
λu+ (1− λ)u

)
− log (#{X}) .

Aplicando la desigualdad de la suma del logaritmo

≤
∑
x∈X

(
λp1 log

λp1
λu

+ (1− λ)p2 log
(1− λ)p2
(1− λ)u

)
− log (#{X})

=
∑
x∈X

(
λp1 log

p1
u

+ (1− λ)p2 log
p2
u

)
− log (#{X})

= λ
∑
x∈X

p1 log p1 + λ
∑
x∈X

p2 log p2 = λ (−H(p1)) + (1− λ) (−H(p2)) ,

lo que prueba la convexidad de la función −H(p), por lo tanto H(p) es una

función cóncava.

Máxima a igual probabilidades Como la entroṕıa es un funcional que

depende únicamente de la información probabiĺıstica del sistema, es decir, de

cómo es la distribución de probabilidad en los diferentes estados, y no de la pro-

babilidad espećıfica de un estado particular, esta es invariante ante cualquier

permutación de los estados, o más precisamente, ante cualquier permutación

de la probabilidades de los estados. Esto implica que la entroṕıa debe poseer un

extremo y este ocurre cuando los estados poseen igual probabilidades. Debido

a que la entroṕıa es cóncava, este extremo es un máximo. Por lo tanto, la pro-

piedad de concavidad de la entroṕıa implica también que es máxima cuando

todos los estados tienen la misma probabilidad.

Expansibilidad. La entroṕıa también es invariante ante la inclusión de nue-

vos estados con probabilidad nula:

HBG(p1, p2. . . . , pW ) = HBG(p1, p2. . . . , pW , 0). (2.42)
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Aditividad. Si A y B son dos sistemas independientes, entonces pA+Bij =

pAi p
B
j , se tiene que la entroṕıa verifica

HBG(A+B) = HBG(A) +HBG(B). (2.43)

Esto implica que para N sistemas idénticos independientes, tenemos que

H(N) = NH(1), donde H(1) es la entroṕıa de un único sistema.

Extensividad. Un concepto cercano al de aditividad es el de extensividad.

Decimos que para sistema de N elementos (independientes o no) H es extensiva

si ĺımN→∞
H(N)
N

= Ω, con Ω una constante tal que 0 < |Ω| <∞.

La entroṕıa termodinámica, dH = δQ/T , originalmente propuesta por

Clausius (Clausius, 1865), verifica la propiedad de extensividad, es decir, es

proporcional a la cantidad de materia involucrada (Tsallis et al. 2005). El

concepto de Clausius de la entroṕıa es puramente macroscópico, mientras que

la entroṕıa de Bolztmann-Gibbs, HBG (Ecs. (2.39) y (2.40)), considera los

estados microscópicos con probabilidades, pi o p(x), para el caso discreto o

continuo respectivamente. HBG verifica ser extensiva bajo ciertas condiciones.

Por ejemplo, si el sistema está compuesto de N elementos idénticos indepen-

dientes o casi-independientes (debilmente correlacionados), HBG es extensiva

en el ĺımite termodinámico (Tsallis, 2009b). En casos de sistemas fuertemente

correlacionados HBG es no-extensiva (aunque es aditiva, Ec. (2.43)).

En Tsallis, 1988, se propone una posible generalización de HBG, llamadas

q-entroṕıas, Hq, donde

Hq = k
1−

∑N
i=1 p

q
i

q − 1
, (2.44)

yHq=1 = HBG. Muchas de las propiedades deHBG se verifican también paraHq

(no-negatividad, extrema a igual probabilidades, expansibilidad, concavidad

para q > 0), pero Hq no verifica la propiedad de aditividad para q 6= 1. Si A y

B son dos sistemas independientes, pA+Bij = pAi p
B
j , entonces

Hq(A+B)

k
=
Hq(A)

k
+
Hq(B)

k
+ (1− q)Hq(A)

k

Hq(B)

k
, (2.45)

por lo que Hq se dice no-aditiva si q 6= 1. Es esta no-aditividad que permite que

Hq sea extensiva en sistemas fuertemente correlacionados, es decir que existe

algún valor de q = qext, tal que Hqext(A+B) ∼ Hqext(A)+Hqext(B) en el ĺımite
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NA →∞ y NB →∞, con NA y NB el número de elementos de los subsistemas

A y B respectivamente. Aunque Hqext es extensiva para el sistema fuertemente

correlacionado, no lo es para uno débilmente correlacionado (Tsallis, 2009b).

2.2.5. Tasa de entroṕıa

A la producción de entroṕıa por unidad de tiempo, se le conoce como tasa

de entroṕıa. Esta tasa cuantifica la cantidad de incertidumbre que el sistema

genera por unidad de tiempo; es decir, cúan rápido se pierde la información

del estado del sistema. Sin embargo, existe más de una manera de definir esta

tasa (Tsallis, 2009a).

Una forma de implementar computacionalmente el cálculo de la tasa de

entroṕıa es la siguiente (Latora y Baranger, 1999). Se divide el espacio de

fases en W celdas y aleatoriamente se colocan M condiciones iniciales. Ca-

da una de estas condiciones iniciales se evolucionan en el tiempo, obteniendo

Mi(t), la cantidad de trayectorias que en el tiempo t se encuentras en la celda

i = 1, . . . ,W (
∑W

i=1Mi(t) = M). Esto define el conjunto de probabilidades

pi(t) = Mi(t)/M , del cual se calcula la entroṕıa HBG(t). Por lo tanto, la tasa

de entroṕıa se define como

h = ĺım
t→∞

ĺım
W→∞

ĺım
M→∞

HBG(t)

t
, (2.46)

donde ĺımites no conmutan. Por ejemplo, si en la Eq. (2.46) se toma el ĺımite

W → ∞ antes del ĺımite M → ∞, se obtiene un caso donde el conjunto de

probabilidades tiene pobre estad́ıstica; es decir, muy pocos puntos, Mi(t), para

cada celda de la partición. Por otro lado, el ĺımite t→∞ no conmuta con los

otros ĺımites ya que estos otros ĺımites son los que permiten definir la entroṕıa,

y sólo luego de definida es que se puede estudiar su comportamiento en t→∞.

Al evolucionar en el tiempo, una bola de condiciones iniciales en el espacio

de fases se deformará contrayéndose en las direcciones de los LE negativos,

y se estirará en los direcciones de los LE positivos. Por lo tanto, si el estado

del sistema se conoce con una incertidumbre equivalente a esta bola de con-

diciones iniciales, luego de evolucionar el sistema en el tiempo, el estado del

sistema se conocerá con una incertidumbre correspondiente a una bola que se

ha expandido en las direcciones de los LE positivos. De esta manera, son estos

LE los que contribuyen al aumento de incertidumbre del sistema.
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Como la entroṕıa puede interpretarse como una medida de la incertidum-

bre, resulta natural que los LE positivos estén relacionados con la tasa de

producción de entroṕıa. Esta relación se conoce como la identidad de Pesin

(Pesin, 1977), y toma la forma

h =
∑
i: χi>0

χi. (2.47)

Se notará como P al número de términos que intervienen en la suma de la

Ec. (2.47), es decir, P es el número de exponentes de Lyapunov positivos.

Al igual que sucede para el cálculo de la integral de correlación, el cálculo

de la entroṕıa de acuerdo con Ec. (2.46) requiere tomar un número grande

de condiciones iniciales (para evitar el problema de estad́ıstica pobre) con

respecto a una partición del estado de fases en N celdas, i.e., W ∝ N . Luego,

se deben evolucionar estas condiciones iniciales, resultando en una complejidad

computacional mayor a O(N2). Por lo tanto, la identidad de Pesin no solo es

útil para relacionar la entroṕıa (o la tasa de entroṕıa más precisamente) con

los LE, sino que también permite un cálculo más sencillo de la tasa de entroṕıa

a partir de los LE.

2.2.6. Extensividad y exponentes de Lyapunov

En 1982 Ruelle conjeturó que un sistema suficientemente grande puede di-

vidirse en subsistemas independientes con una dinámica similar que ocupan

regiones disjuntas en el espacio de fases (Ruelle, 1982). Si esto sucede, el es-

pectro de exponentes de Lyapunov del sistema es la unión de los espectros de

los subsistemas, y además, cada subsistema contribuye únicamente agregado

degeneraciones al espectro. Obsérvese que si la conjetura de Ruelle se cumple y

la cantidad de subsistemas independientes es proporcional al tamaño del siste-

ma, de acuerdo a las definiciones de aditividad y extensividad de la Sec. 2.2.4,

el sistema es extensivo. Por lo tanto, un sistema se dice que es extensivo si

al graficar el espectro de exponentes de Lyapunov, χi, i = 1, . . . , D, contra el

ı́ndice normalizado, i/D ∈ (0, 1], este colapsa a una única curva en el ĺımite

D →∞ (Antonopoulos y Baptista, 2017; Ginelli et al. 2007; Livi et al. 1986).

Esta definición implica que la tasa de entroṕıa es extensiva, es decir, propor-

cional al tamaño del sistema, D (Araujo y Baptista, 2019). Esto se debe a que

en el ĺımite, D → ∞, la suma de la Ec. (2.47) converge a la integral de la
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región positiva de la curva asintótica del espectro, si el sistema es extensivo.

De acuerdo a la definición de extensividad (Sec. 2.2.4), decimos que la

tasa de entroṕıa, h, es extensiva si el ĺımite ĺımD→∞
h(D)
D

es constante. En este

trabajo se define la tasa de entroṕıa espećıfica, η, como

η =
h(D)

D
, (2.48)

de forma de que si ĺımD→∞ η = cte., entonces el sistema es extensivo.

2.3. Mapas acoplados

2.3.1. Redes de mapas acoplados

Sean N mapas unidimensionales diferenciables, fi : Si ⊂ R → Si, donde

i = 1, . . . , N identifica cada mapa (los cuales pueden ser diferentes) y Si su

dominio y co-dominio. Entonces, la ecuación de evolución de un mapa cuando

está acoplado a los demás y conformando una red simétrica está dada por

(Kaneko, 1990)

x
(i)
t+1 = fi

(
x
(i)
t

)
− ε

ki

N∑
j=1

Lij fj

(
x
(j)
t

)
, (2.49)

donde ε es la intensidad de acoplamiento (0 ≤ ε ≤ 1), Lij es el ij-ésimo

elemento de la matriz Laplaciana, L = K−A, siendo A la matriz de adyacencia

(Aij = Aji = 1, si el nodo i está conectado con el nodo j, y Aij = 0 en otro

caso), y K = diag{k1, . . . , kN} la matriz diagonal que contiene el grado de cada

nodo (o cantidad de vecinos, ki =
∑N

j=1Aij). Este tipo de acoplamiento suele

llamarse difusivo (Chaté y Manneville, 1988; Kaneko, 1986, 1989; Shabunin,

2021), ya que el segundo término de la Ec. (2.49) puede descomponerse en

diferencias entre el estado de cada mapa y aquellos a los que está conectado,

lo que lo hace tomar forma similar a la ley de difusión de Fick (Reichl, 1998).

La condición de ε ∈ [0, 1] asegura que si x
(i)
0 ∈ [0, 1] ∀ i ∈ [1, N ] y fi(x) ∈

[0, 1] ∀x ∈ [0, 1] y ∀ i ∈ [1, N ], entonces xit ∈ [0, 1] ∀ t ≥ 0 y ∀ i ∈ [1, N ], por lo

tanto, todas las trayectorias están acotadas.

La Ec. (2.49) describe una transformación N -dimensional, mapeando el

estado de los N mapas en el instante t, ~xt = {x(1)t , . . . , x
(N)
t }, al estado de los

N mapas en el instante t + 1, ~xt+1 = {x(1)t+1, . . . , x
(N)
t+1}. Esta transformación
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puede escribirse de forma matricial como

~xt+1 =
[
I− εK−1 L

]
~f (~xt) , (2.50)

donde ~f (~xt) = {f1
(
x
(1)
t

)
, . . . , fN

(
x
(N)
t

)
} representa el mapeo de los N mapas

desacoplados en el tiempo t, I es la matriz de identidad de tamaño N ×N , y

K−1 = diag{1/k1, . . . , 1/kN} .

Si fi = f ∀ i, y debido a que la matriz Laplaciana tiene la propiedad de

sumar cero en cualquiera de sus filas (
∑

j Lij = 0 ∀ i), entonces existe una solu-

ción para la Eq. (2.50) donde el estado de todos los mapas evoluciona de forma

śıncrona. Es decir, st = x
(1)
t = · · · = x

(N)
t ∀ t es una solución de las Ecs. (2.49)

y (2.50) cuando f = f1 = · · · = fN y la red es simétrica. Esta solución es

conocida como de sincronización completa. Los estados posibles en la sincroni-

zación completa definen una variedad (sub-espacio) en el espacio de estados, la

cual posee codimensión 1, está ubicada a lo largo de la diagonal del espacio de

estados S1 × · · · × SN , y es invariante ante la dinámica de la Eq. (2.50). En el

caso en que la dinámica de los mapas aislados es caótica, entonces la variedad

de sincronización completa es invariante y además topológicamente transitiva.

La estabilidad (local) lineal de la variedad de sincronización puede deter-

minarse en términos de la Función Maestra de la Estabilidad (MSF, por sus

siglas en inglés) (Pecora y Carroll, 1998).

2.3.2. Función maestra de la estabilidad de la sincroni-

zación

La MSF permite estudiar la estabilidad lineal de la variedad de sincroniza-

ción completa mediante los exponentes de Lyapunov (LE) de redes de sistemas

dinámicos (o mapas) idénticos y acoplados difusivamente. Espećıficamente, se

estudian los LE paralelos y transversales a la variedad de sincronización, los

cuales también se conocen como Exponentes de Lyapunov Condicionales (CLE)

(Chua et al. 1993; Pecora y Carroll, 1990). En términos de la MSF, el siste-

ma puede sincronizar si los CLE transversales son negativos, indicando que

las perturbaciones a las soluciones śıncronas decaen exponencialmente rápido

y entonces la variedad es linealmente estable (Barahona y Pecora, 2002). El

rango de parámetros donde los CLE son negativos, depende de la dinámica

de los mapas, la intensidad del acoplamiento, y el tipo de red utilizado para
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acoplarlos; tal y como se deduce a continuación.

En particular, la MSF se obtiene perturbando el estado de sincronización

completa, st = x
(1)
t = · · · = x

(N)
t , y analizando la evolución de la perturbación

en el orden dominante. En el modelo de Kaneko, Ec. (2.50), una perturbación

genérica al estado śıncrono, x
(i)
t = st + ξ

(i)
t (a primer orden en ξ

(i)
t ), resulta

~ξt+1 =
[
I− εK−1 L

]
R~f (st)

~ξt, (2.51)

donde R~f (st) representa la matriz Jacobiana de ~f evaluada en el estado

śıncrono st. Aún más, en el modelo de Kaneko de la Ec. (2.49), R es una

matriz diagonal (incluso fuera del subespacio de sincronización), espećıfi-

camente R~f (~xt) = diag{∂1f1
(
x
(1)
t

)
, . . . , ∂NfN

(
x
(N)
t

)
}, donde ∂ifi

(
x
(i)
t

)
=

d fi

(
x
(i)
t

)
/d x(i) son las derivadas de los componentes del flujo vectorial con

respecto a cada variable independiente. Asumiendo que todas las unidades

dinámicas son iguales (fi = f ∀ i) y en el subespacio de sincronización,

R~f (st) = f ′(st) I, Eq. (2.51) puede reescribirse como

~ξt+1 = f ′(st)
[
I− εK−1 L

]
~ξt, (2.52)

que corresponde al mapeo lineal (I− εK−1 L) de las perturbaciones a tiempo

t, ~ξt, modulado por la derivada instantánea del mapa, f ′(st).

La Ec. (2.52) corresponde a una ecuación variacional conocida como la

Ecuación Maestra de la Estabilidad (MSE). Si la red es regular (esto es, una

red donde todos los nodos tienen el mismo grado), se tiene que K−1 = 1
k
I, por lo

que conmuta con cualquier matriz. Además, como L es diagonalizable, entonces

se puede escribir que L = PΛP−1, donde Λ = diag{λ0, . . . , λN−1} es la matriz

diagonal de autovalores (con λ0 = 0 < λ1 ≤ · · · ≤ λN−1) y P = {~ψ0, . . . , ~ψN−1}
representa los autovectores ortonormales (en columnas). Se notará al segundo

autovalor más pequeño como λF = λ1, y al autovalor más grande (máximo)

como λM = λN−1. El autovalor λF es llamado usualmente conectividad alge-

braica o autovalor de Fiedler (Fiedler, 1973), y posee la propiedad que λF > 0

si la red es conexa (De Abreu, 2007), lo que será un supuesto a lo largo de

todo este trabajo. Por lo tanto, si se multiplica por izquierda ambos lados de

Ec. (2.52) y se realiza el cambio de variables ~ζt = P−1~ξt, se pueden desacoplar

las perturbaciones al subespacio de sincronización mediante los autovalores de

L, obteniendo las siguientes ecuaciones de evolución para las perturbaciones
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desacopladas

ζ
(n)
t+1 =

(
1− ε λn

k

)
f ′(st) ζ

(n)
t , con n = 0, . . . , N − 1. (2.53)

La Ec. (2.53) nos permite expresar los CLEs, χ, como una contribución

de las unidades dinámicas debido al exponente de Lyapunov del mapa aisla-

do, χdyn, más un exponente que proviene de la topoloǵıa y la intensidad de

acoplamiento, χtop(ελn/k), el cual posee una expresión sencilla debido a que

la red es regular y se puede utilizar la descomposición de L (de lo contrario,

es necesario conocer la descomposición de I− εK−1L). Espećıficamente, y de

acuerdo con el teorema de Oseledec, los CLEs para la Ec. (2.53) son dados por

χn = log

∣∣∣∣1− ε λnk
∣∣∣∣+ ĺım

T→∞

T∑
t=1

log |f ′(st)|
T

= χtop(ελn/k)+χdyn, con n = 0, . . . , N−1,

(2.54)

donde χ0 = χdyn (ya que λ0 = 0 siempre) es el exponente paralelo a la variedad

de sincronización y los restantes N − 1 exponentes transversales (perpendicu-

lares) son los que determinan la estabilidad de la variedad, siendo estable

[marginalmente] si χn < 0 [χn ≤ 0] ∀ n > 0. Esto significa que una variedad

de sincronización es estable si los modos transversales verifican

χtop(ελn/k) < −χdyn. (2.55)

Cuando el mapa es lo suficientemente caótico (χdyn � 0), la zona de

parámetros donde los CLEs son negativos puede hacerse significativamente

angosta, e incluso desaparecer. Por lo tanto, la habilidad del sistema para sin-

cronizar depende en la competencia entre la caoticidad del mapa, la topoloǵıa

de la red subyacente y la intensidad de acoplamiento.

2.3.3. Exponentes de Lyapunov (LE) y exponentes de

Lyapunov condicionales (CLE)

Los exponentes de Lyapunov de la Ec. (2.54) son calculados para una solu-

ción particular, la de la sincronización completa. Por este motivo se les conoce

como exponentes de Lyapunov condicionales (CLEs). Pueden existir otras so-

luciones asintóticas (otros atractores) fuera de la variedad de sincronización

(M. Baptista et al. 2011). Por ejemplo, cuando la variedad de sincronización
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es inestable, condiciones iniciales cercanas a la solución śıncrona evolucionan

hacia otro atractor donde se cumple que st 6= x
(1)
t 6= . . . 6= x

(N)
t ∀ t. Por lo

tanto, se tiene dos soluciones co-existentes, la śıncrona y la aśıncrona.

Ahora, si la Jacobiana de la transformación es constante, es decir si a las

condiciones ya impuestas se agrega que la derivada de la función de evolución

del mapa es contaste, i.e, f ′(xt) = g ∀xt, los exponentes de Lyapunov (LE)

coinciden con los exponentes de Lyapunov condicionales (CLE) (Antonopoulos

y Baptista, 2017; Araujo y Baptista, 2019; M. Baptista et al. 2011; M. S.

Baptista et al. 2016). En ese caso, la Ec. (2.54) permite obtener los LE del

sistema para toda solución de la Ec. (2.50).

2.4. Topoloǵıa de redes

Las deducciones de las Ecs. (2.53) y (2.54) de la MSF y los CLE requirieron

asumir que la red sea no direccionada (lo que hace a L simétrica, por lo que

sus autovalores serán reales) y regular (esto es, que todos los nodos tienen el

mismo número de vecinos, lo que asegura la conmutabilidad de la inversa de la

matriz de grados, K−1). Aún con estas restricciones, el análisis de la estabilidad

de la variedad de sincronización para esta clase de redes no queda completo.

Para poder completarlo es necesario además conocer el espectro de L (o por

lo menos, λF y λM); algo que no es genéricamente conocido para cualquier red

regular. Afortunadamente, los autovalores de la matriz Laplaciana pueden ser

acotados para el caso general y existe una clase de redes regulares para las

cuales el espectro de autovalores de L es completamente conocido: las redes

ćıclicas (Löwdin et al. 1960).

En las siguientes subsecciones se presentan las cotas para los autovalores

de la Laplaciana, válidas para una red genérica cualquiera, y cómo estas se

aplican para redes regulares. Luego se centra la atención únicamente en redes

ćıclicas, presentando una descripción completa de su espectro de autovalores.

2.4.1. Cotas para los autovalores de la Laplaciana

El teorema del ćırculo de Gershgorin (Gershgorin, 1931) establece que, dada

una matriz B ∈MN×N , sea D(Bii, ri) el disco de Gershgorin en el plano com-

plejo con centro en Bii y radio ri =
∑N

j j 6=i |Bij|, entonces todos los autovalores

de B se encuentran dentro de (por lo menos) un circulo de Gershgorin.
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Aplicando el teorema a la matriz Laplaciana, debido a la propiedad de suma

de fila nula, obtenemos ri = k y D(k, k). Esto implica que todos los autovalores

se encuentran dentro del ćırculo mayor, D(kM , kM), correspondiente a la fila del

nodo de mayor grado, kM . Si además la red es no direccionada, los autovalores

son reales, por lo que el Teorema de Gershgorin acota a los autovalores de L

al intervalo [0, 2kM ]. Finalmente, si la red además es regular todos los ćırculos

de Gershgorin son idénticos, entonces

0 ≤ λn ≤ 2k. (2.56)

Los autovalores máximo, λM , y de Fiedler, λF , de L también pueden aco-

tarse por abajo y por arriba, respectivamente, complementando las cotas dadas

por el teorema de Gershgorin. El autovalor λM verifica la cota inferior (Merris,

1994)

λM ≥ kM + 1, (2.57)

y el autovalor λF puede acotarse superiormente por (Mohar, 1997)

λF ≤
N

N − 1
km, (2.58)

donde km es el grado del nodo menor conectado. Juntando las condiciones de

las Ecs. (2.56), (2.57) y (2.58) y considerando un red regular conexa, obtenemos

las siguientes condiciones para los autovalores de L:{
0 < λF ≤ k N

N−1 ,

k + 1 ≤ λM ≤ 2k.
(2.59)

2.4.2. Propiedades espectrales de las redes ćıclicas

Las redes ćıclicas son aquellas que preservan su topoloǵıa cuando son

transformadas por un grupo de simetŕıas que ćıclicamente se permutan los

nodos. Es decir, una permutación ćıclica es una transformación tal que

π[{1, 2, . . . , N−1, N}] = {2, . . . , N−1, N, 1} (entonces, π◦π◦· · ·◦π = πN = I),

y las redes ćıclicas son aquellas que preservan su topoloǵıa bajo el grupo de

permutaciones {π, π2, . . . , πN}.
Para esta clase de redes, las matrices asociadas al grafo pueden expresarse

en función de una única fila o columna (Zhang y Yang, 2007). Por ejemplo,
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podemos tomar la primera fila de la matriz Laplaciana L, {L1,j} = {k =∑N
j=1A1j, −A1,2, . . . ,−A1,N}. En este caso, se tiene que para una red ćıclica

genérica, los autovalores λn (L) son (Zhang y Yang, 2007)

λn (L) =
N∑
j=1

L1,j exp

(
i
2πn

N
(j − 1)

)
. (2.60)

Si además L es simétrica, y por lo tanto tiene autovalores reales, entonces

λn =
N∑
j=1

L1,j cos

[
2πn

N
(j − 1)

]
= k −

N∑
j=2

A1,j cos

[
2πn

N
(j − 1)

]
. (2.61)

Se observa que debido a la simetŕıa del la función coseno en la Ec. (2.61), se

cumple que λn = λN−n+1 ∀n > 0 y λ0 = 0. Por lo tanto, casi todos los auto-

valores de redes ćıclicas, simétricas, son (al menos) doblemente degenerados.

Las excepciones son λ0 = 0 (siempre) y λN/2 (si N es par).

Por ejemplo, la red menos conectada que se puede construir bajo las hipóte-

sis del trabajo es el anillo, aquella en que cada nodo está conectado a dos ve-

cinos formando una grilla unidimensional con condiciones de borde periódicas.

Esta red tiene un espectro de autovalores que sigue la forma de un seno al

cuadrado:

λn = 2− 2 cos

[
2π

N
n

]
= 4 sin2

[ π
N
n
]
.

En el otro extremo, la red más conectada es la red completa o global, aquella

en que cada nodo de la red está conectado con todos los otros nodos. En este

caso se tiene un espectro no nulo constante, es decir, λ0 = 0 como siempre, y

λn = N ∀ n > 0. Esto se puede ver partiendo de la Ec. (2.60), que en este caso

se escribe

λn = N − 1−
N∑
j=2

exp

(
i
2πn

N
(j − 1)

)
.

La suma que aparece en la ecuación anterior es una suma geométrica. Defi-

niendo l = j − 1, se tiene

λn = N − 1−
N∑
l=1

exp

(
i
2πn

N
l

)
= N −

N∑
l=0

exp

(
i
2πn

N
l

)
= N.

35



Caṕıtulo 3

Resultados

Es en este caṕıtulo que se presentan los principales resultados obtenidos

durante la ejecución del proyecto de tesis, siendo todos ellos originales. Las

secciones que lo componen se organizan en dos grupos, que desarrollan las dos

ĺıneas principales de este trabajo.

En primer lugar, en las Secs. 3.1 y 3.2 se presentas los resultados relativos

a la estabilidad del subespacio de sincronización completa en redes de mapas

caóticos unidimensionales acoplados. En la Sec. 3.1 se presentan las condi-

ciones necesarias para una sincronización completa estable en redes regulares

genéricas, mientras que en la Sec. 3.2 se presentan ejemplos concretos para dos

topoloǵıas de redes ćıclicas.

En la segunda parte, Secs. 3.3-3.5, se estudia la extensividad (la relación

entre la tasa de entroṕıa y el tamaño del sistema) en mapas caóticos unidi-

mensionales de Jacobiana constante acoplados en redes regulares. Para estos

sistemas, en la Sec. 3.3 se discute la relación entre la sincronización linealmente

estable y el comportamiento extensivo. Debido a que para calcular las tasas de

entroṕıa es necesario conocer cuales exponentes de Lyapunov son positivos, en

la Sec. 3.4 se presentan los posibles escenarios de cómo se modifican los expo-

nentes positivos al cambiar los parámetros del sistema, definiendo regiones y

sus fronteras en el espacio de parámetros para estos escenarios al aumentar la

intensidad de acoplamiento. Finalmente, en la Sec. 3.5 se presenta el cálculo de

las tasas de entroṕıa para dos topoloǵıas espećıficas, analizando las condiciones

para las cuales estas son extensivas.
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3.1. Condiciones generales para la sincroniza-

ción estable de mapas caóticos idénticos

en redes regulares

La condición de estabilidad de la solución śıncrona χtop(ελn/k) <

−χdyn ∀n > 0 (Ec. (2.55)), donde χtop es la contribución a los exponentes

de Lyapunov condicionales (CLE) que dependen de la topoloǵıa de la red, y

χdyn la que depende de las unidades dinámicas, implica que los CLE transver-

sales al subespacio de sincronización, χn = χtop(ελn/k) + χdyn ∀n > 0, son

negativos. Esta condición depende de los autovalores de la matriz Laplaciana,

{λn}N−1n=1 , el grado de los nodos, k, la intensidad de acoplamiento, ε, y el ex-

ponente de Lyapunov de los mapas aislados, χdyn. Los autovalores de L son

ordenados de forma que {λn}N−1n=0 = {λ0 = 0 < λF ≤ · · ·λM}, donde λF es el

autovalor de Fiedler (Fiedler, 1973) (esto es, el mı́nimo autovalor no nulo) y

λM es el autovalor máximo.

Debido al valor absoluto en el logaritmo del exponente caracteŕıstico de la

topoloǵıa χtop, i.e., χtop(ελn/k) = log |1− ε λn/k|), la condición para la estabi-

lidad de la variedad de sincronización completa se desdobla en{
exp(−χdyn) > 1− ε λn/k si ε λn/k < 1

exp(−χdyn) > ελn/k − 1 si ε λn/k > 1
, ∀n > 0.

Como el espectro de autovalores de la red está acotado por los autovalores λF

y λM , finalmente las condiciones de estabilidad se reducen a condiciones sobre

estos dos autovalores normalizados: λF/k y λM/k. Por lo tanto, la condición

de estabilidad puede condensarse en la siguiente desigualdad:

SF (χdyn, ε) <
λF
k
≤ λM

k
< SM(χdyn, ε), (3.1)

donde SF (χdyn, ε) ≡ [1−exp(χdyn)]/ε y SM(χdyn, ε) ≡ [1+exp(χdyn)]/ε definen

dos superficies que no se intersectan, con SM(χdyn, ε) > 1, ∀χdyn > 0 y

ε ∈ (0, 1]. Las desigualdades de la Ec. (3.1) determinan una cota inferior

y otra cota superior para λF/k y λM/k como función de ε y χdyn. Cuando

estas cotas son verificadas, todas las direcciones transversales a la variedad de

sincronización son estables.

El Teorema del Ćırculo de Gershgorin (Gershgorin, 1931) acota los auto-
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valores de L al intervalo [0, 2kM ], donde kM = máx{ki}Ni=1. Esto implica que

para redes regulares λn/k ∈ (0, 2] ∀n > 0 y que la Ec. (3.1) restringe el in-

tervalo de autovalores extremos [λF/k, λM/k] ⊂ (0, 2] entre las superficies SF
y SM . Cuando este intervalo intersecta alguna de estas superficies, la variedad

de sincronización pierde estabilidad.

A continuación se utiliza la Ec. (3.1) para determinar los valores cŕıticos

de los parámetros relevantes para los cuales se pierde la estabilidad de la sin-

cronización; es decir, establecer los ĺımites de la estabilidad de la variedad de

sincronización al cambiar ε, χdyn, o las propiedades de la red ćıclica (como su

simetŕıa, tamaño N , o grado k).

Las dos superficies limitantes en Ec. (3.1) – SF (χdyn, ε) y SM(χdyn, ε) –

crean dos posibles escenarios en términos de cómo dos planos horizontales de

altura λF/k y λM/k, intersectan las superficies al variar ε o χdyn, los cuales

se ilustran en Fig. 3.1. Se define una curva cŕıtica en la superficie inferior

cuya altura corresponde a la intersección con el plano de altura λF/k, esto es,

[1 − exp(χdyn)]/ε = λF/k. De manera similar, la curva cŕıtica en la superficie

superior corresponde a la intersección con el plano de altura λM/k, y es dada

por [1 + exp(χdyn)]/ε = λM/k.

El caso de los paneles izquierdos de la Fig. 3.1 corresponde a redes regulares

donde las curvas cŕıticas comparten un punto común (ε(c), χmaxdyn ) para ε(c) ∈
(0, 1]; representado por śımbolos rellenos en el panel. Este punto ocurre cuando

[1 − exp(χmaxdyn )]/(λF/k) = ε(c) = [1 + exp(χmaxdyn )]/(λM/k). Si χdyn > χmaxdyn o

ε 6= ε(c) se pierde la estabilidad del subespacio.

En este punto en común (ε(c), χmaxdyn ), se tiene entonces que [1 −
exp(χmaxdyn )]/(λF/k) = [1 + exp(χmaxdyn )]/(λM/k). Por lo que se pueder derivar

la máxima caoticidad que permite la sincronización estable del sistema para

esta clase de redes regulares,

χmaxdyn ≡ − log

[
1− (λF/λM)

1 + (λF/λM)

]
= 2 tanh−1

(
λF
λM

)
. (3.2)

El caso de los paneles derechos de la Fig. 3.1 corresponde a redes regulares

donde no existe este punto (ocurre fuera del rango ε ∈ [0, 1]). En este caso,

a medida que ε se incremente de 0 a 1 y χdyn se incremente a lo largo de la

curva cŕıtica sobre la superficie inferior, [1− exp(χdyn)]/ε = λF/k, la superficie

limitante superior no es intersectada. Por lo tanto, la máxima caoticidad que

permite la sincronización estable del sistema se da cuando ε(c) = 1, donde
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Figura 3.1: Criterio de estabilidad para mapas idénticos acoplados difusi-
vamente en una red regular. Cada red fija los valores λF , λM y k, esto permite
definir dos planos horizontales con altura λF /k y λM/k, respectivamente, como se
muestra en los paneles superiores. La sincronización linealmente estable ocurre pa-
ra aquellas configuraciones del sistema (exponente de Lyapunov del mapa aislado,
χdyn, y intensidad de acoplamiento, ε) cuyos respectivos puntos sobre las superficies
SF (χdyn, ε) y SM (χdyn, ε) se ubican simultaneamente por debajo del plano λF /k y
por encima de λM/k, respectivamente. La mı́nima intensidad de acoplamiento ne-
cesaria para sincronizar los mapas, ε(c), se define por la intersección del plano de
altura λF /k con SF (ĺınea continua en todos los paneles). Puede existir otra curva
cŕıtica debido a la intersección del plano de altura λM/k con la superficie SM (ĺınea
punteada en los paneles izquierdos). El punto en común de ambas curvas define el
máximo exponente de Lyapunov, χmaxdyn (śımbolos rellenos), luego del cual la varie-
dad de sincronización pierde estabilidad si χdyn o ε se incrementan. En los paneles
inferiores se muestra la proyección sobre el plano horizontal de las curvas cŕıticas,
señalando las regiones del espacio de parámetros χdyn y ε, en que la sincronización
completa es linealmente estable o inestable.

[1 − exp(χmaxdyn )] = λF/k; indicado por un ćırculo relleno en el panel derecho.

Entonces,

χmaxdyn = − log

[
1− λF

k

]
. (3.3)

Para definir el conjunto cŕıtico de redes regulares que dividen los 2 casos

mencionados, se iguala las Ecs. (3.2) y (3.3) para encontrar una relación entre
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λF/k y λM/k; esto es, (1 − λ
(c)
F /λ

(c)
M )/(1 + λ

(c)
F /λ

(c)
M ) = (1 − λ

(c)
F /k), lo cual

implica

λ
(c)
F

k
+
λ
(c)
M

k
= 2. (3.4)

Por lo tanto, los paneles izquierdos en la Fig. 3.1 corresponde a redes regulares

que verifican λF/k + λM/k > 2 y e los paneles derechos en la Fig. 3.1 corres-

ponde a redes regulares que verifican λF/k + λM/k < 2. El conjunto cŕıtico

de redes – aquellas que verifican Ec. (3.4) – puede ser analizado tanto por la

Ec. (3.2) o la Ec. (3.3).

Vale observar que para cualquier red genérica se tiene que λF/k ∈
(0, N/(N − 1)] y λM/k ∈ [N/(N − 1), 2] (Ec. (2.59)). Por lo tanto, siempre se

cumple que N/(N − 1) < λF/k+λM/k ≤ N/(N − 1) + 2 = (3N − 1)/(N − 1).

En particular, para una red completa, CN(k = N − 1) (i.e., una red ćıcli-

ca con k = N − 1 con cada nodo acoplado a todos los otros), se tiene que

λF/k = λM/k = N/(N − 1), entonces, λF/k + λM/k = 2N/(N − 1) > 2.

Esto implica que una red completa corresponde a una situación como la de

los paneles izquierdos de la Fig. 3.1. Por lo tanto, de acuerdo a la Ec. (3.2),

χmaxdyn [CN(k = N − 1)] = ∞, lo que indica que estas redes pueden sincronizar

cualquier mapa caótico establemente para algún ε ∈ (ε(c), 1]. En el otro extre-

mo, la red anillo, CN(k = 2), con N par se tiene que λM/k = 2, y como λF > 0,

esta topoloǵıa también corresponde a una situación como la de los paneles iz-

quierdos de la Fig. 3.1. En este caso, a partir de la Ec. (3.2), se obtiene que

χmaxdyn [CN(k = 2)] → 0 cuando N → ∞, lo que implica que redes de tamaño

infinito en esta topoloǵıa, no es posible sincronizar ningún mapa caótico.

En ambas clases de redes regulares, la mı́nima intensidad de acoplamiento

necesaria para mantener sincronización linealmente estable para diferentes ex-

ponentes de Lyapunov, está dada por la curva cŕıtica inferior SF (ε(c), χdyn) =

[1 − exp(χdyn)]/ε(c) = λF/k, y es válida hasta χmaxdyn ; dependiendo de la red

regular, ya sea a partir de Ec. (3.2) o Ec. (3.3). Es decir,

ε(c) = [1− exp(−χdyn)]

(
λF
k

)−1
, ∀χdyn ∈ (0, χmaxdyn ]. (3.5)

Por lo tanto, si ε ≥ ε(c) y χdyn ≤ χmaxdyn , la solución śıncrona es estable. Para

redes donde λF + λM ≥ 2k existe un acoplamiento máximo, tal que si es-

te es superado la solución śıncrona pierde la estabilidad. En ambos paneles

de la Fig. 3.1 se muestra la curva cŕıtica descripta por ε(c) con una ĺınea ro-
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ja continua. En el caso de una red completa, CN(k = N − 1), se tiene que

ε(c)[CN(k = N − 1), χdyn] = [1− exp(−χdyn)] (N − 1)/N, ∀χdyn ∈ (0, ∞),

por lo que ε(c)[CN(k = N − 1), ∞] = (N − 1)/N < 1. En el otro ex-

tremo, la red anillo, CN(k = 2), se tiene que ε(c)[CN(k = 2), χdyn] =

[1− exp(−χdyn)] / [1− cos (2π/N)] , ∀χdyn ≤ χmaxdyn . Obsérvese que en este últi-

mo caso puede ocurrir que ε(c) > 1, lo que implica que no siempre es posible

conseguir una configuración que permita la sincronización estable del sistema.

3.2. Estabilidad de la variedad de sincroniza-

ción para clases espećıficas de redes ćıcli-

cas

En esta sección se derivan expresiones cerradas para los puntos cŕıticos de

la estabilidad de la variedad de sincronización (Ecs. (3.2)-(3.5)) en dos clases

espećıficas de redes ćıclicas, incluyendo sus densidades de enlaces cŕıticas. Es-

tas dos clases son: los k-ciclos, CN(k), y las k-escaleras de Möbius,MN(k). Las

CN(k) son redes ćıclicas con grado par, donde cada nodo esta conectado a sus

k vecinos más cercanos en una estructura de anillo (también se conocen como

redes Wiley-Strogatz-Girvan (Wiley et al. 2006)). Por otro lado, la MN(k) es

una generalización de las escaleras de Möbius (Guy y Harary, 1967; Pasotti,

2010) (que tienen grado k = 3). Esta generalización es introducida aqúı para

permitir incrementar el grado a 3 ≤ k ≤ N − 1, pero manteniendo una estruc-

tura similar. Las derivaciones que se presentan a continuación para CN(k) y

MN(k) incluyen redes de tamaño finito y en el ĺımite termodinámico.

3.2.1. Resultados para k-ciclos

Estas redes tienen grado k = 2q, con q ∈ N > 0, y pueden representarse

por la matriz Laplaciana, L[CN(k = 2q)], cuya primera fila está dada por

L1j =


k si j = 1,

−1 si j = 2, . . . , k
2

+ 1,

−1 si j = N, . . . , N − (k
2
− 1),

0 de otra manera.

(3.6)
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Figura 3.2: k-ciclos de 10 nodos con los autovalores de la matriz Laplaciana
normalizados. De izquierda a derecha, los paneles superiores muestran un 2-ciclo
(k = 2), un 4-ciclo (k = 4), y un 6-ciclo (k = 6), donde se resaltan los vecinos
de un único nodo con lineas gruesas. Los paneles inferiores muestra los respectivos
autovalores de la Laplaciana normalizados, donde se resaltan con estrellas y ćırculos
el mı́nimo no nulo (Fiedler) y el máximo, respectivamente.

Debido a la ciclicidad de la topoloǵıa y a la simetŕıa del coseno en la

Ec. (2.61), se encuentra (Ver apéndice: k-ciclos) que los autovalores de CN(k)

están dados por

λn[CN(k)] = k − 2

k/2∑
s=1

cos

(
2πn

N
s

)
= k + 1−

sin
(
nπ(k+1)

N

)
sin
(
nπ
N

)
 , (3.7)

la cual es valida para n = 0, . . . , N − 1. En particular, se puede mostrar (utili-

zando identidades trigonométricas) que sin [π n (k + 1)/N ] / sin (π n/N) = k+1

cuando n = 0.

La Ec. (3.7) representa una forma cerrada para calcular los autovalores de

un k-ciclo, los cuales comúnmente se obtienen por métodos numéricos. Por

ejemplo, la Fig. 3.2 muestra tres k-ciclos y sus respectivos espectros de auto-

valores normalizados – de izquierda a derecha, C10(2), C10(4), y C10(6) – donde

se resalta que el primer autovalor no nulo es doblemente degenerado.

Para encontrar los puntos cŕıticos de la estabilidad local de la variedad de

sincronización, se necesita conocer de la Ec. (3.7) cuál es el mı́nimo autovalor

no nulo, λF , y el máximo autovalor, λM . Para cualquier grado k = 2q, se
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encuentra que (Ver apéndice: k-ciclos) estos autovalores corresponden a

λF [CN(k)] = mı́n
n>0
{λn} = λ1 = k + 1− sin (π(k + 1)/N)

sin (π/N)
, (3.8)

λM [CN(k)] = máx
n>0
{λn} = máx{λb3N/2(k+1)c, λd3N/2(k+1)e} =

= k + 1−mı́n

sin
(
b 3N
2(k+1)

cπ(k+1)
N

)
sin
(
b 3N
2(k+1)

c π
N

) ,
sin
(
d 3N
2(k+1)

eπ(k+1)
N

)
sin
(
d 3N
2(k+1)

e π
N

)
 , (3.9)

donde b·c redondea el argumento al entero anterior y d·e al entero siguiente.

Para k-ciclos de gran tamaño (N � 1) y con densidad de enlace no

nula (ρ = k/(N − 1) > 0), la Ec. (3.8) puede aproximarse por λF/k '
1− sinc [π(k + 1)/N ], donde sinc(x) = sin(x)/x y (k+ 1)/k → 1. Esto implica

que en el ĺımite N → ∞ y ρ = k/(N − 1) finito, λF/k → 1 − sinc(π ρ) < 1.

Análogamente, la Ec. (3.9) se aproxima por λM/k ' 1 − sin(3π/2)/(k +

1) sin[3π/2(k + 1)], por lo que λM/k → 1 + 2/3π > 1 cuando N →∞.

Vale resaltar que de acuerdo con las Ecs. (3.8) y (3.9), los k-ciclos son tales

que λM/k + λF/k < 2 para 2 < k < kC, con kC el grado cŕıtico del k-ciclo que

hace λM/kC + λF/kC = 2 (Ver apéndice: k-ciclos). En particular, se observa

que kC → N − 1 en el ĺımite termodinámico, lo que implica que la mayoŕıa de

los k-ciclos pertenecen a la clase de redes regulares con χmaxdyn [CN(k)] dado por

la Ec. (3.3) – con excepción de la red anillo, CN(2). Es decir que los k-ciclos

cercanos a la red completa, CN(k ≥ kC), se vuelven un conjunto despreciable

en el ĺımite termodinámico.

Entonces, la máxima caoticidad que puede ser sincronizada de manera es-

table en un k-ciclo con 2 < k < kC se obtiene substituyendo λF de la Ec. (3.8)

en la Ec. (3.3), lo que resulta en

χmaxdyn [CN(k)] = χFdyn = − log

[
sin[π(k + 1)/N ]

k sin(π/N)
− 1

k

]
. (3.10)

En términos de ρ, la Ec. (3.10) se expresa como

χmaxdyn [CN(ρ)] = − log

[
sin(π ρ(N − 1)/N + π/N)

ρ(N − 1) sin(π/N)
− 1

ρ(N − 1)

]
,

que en el ĺımite termodinámico (N →∞ con ρ finito) resulta en

χmaxdyn [C∞(ρ)] = − log [ sinc(π ρ)] . (3.11)
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Se observa que los k-ciclos con grados fuera del rango, i.e., con k = 2

o k > kC, tienen χmaxdyn [CN(k)] determinado por la Ec. (3.2), la cual requiere

expresiones para λF (Ec. (3.8)) y λM (Ec. (3.9)). Esto conlleva a una expre-

sión más compleja para χmaxdyn [CN(k)] que las de las Ecs. (3.10) y (3.11), cuya

derivación queda por fuera de este trabajo.

Independiente del grado k, es posible derivar una expresión cerrada para

la mı́nima intensidad de acoplamiento, ε(c)[CN(k), χdyn], necesaria para man-

tener sincronización localmente estable en k-ciclos. Esta expresión se obtiene

substituyendo la Ec. (3.8) en la Ec. (3.5), lo cual resulta en

ε(c)[CN(k), χdyn] =
k [1− exp(−χdyn)]

k + 1− sin(π(k + 1)/N) / sin(π/N)
, (3.12)

que es válida si χdyn < χmaxdyn [CN(k)]. En el ĺımite termodinámico,

ε(c)[C∞(ρ), χdyn] =
1− exp(−χdyn)

1− sinc(π ρ)
, if χdyn < χmaxdyn [C∞(ρ)]. (3.13)

En el panel izquierdo de la Fig. 3.3 se muestra ε(c)[C∞(ρ), χdyn] en escala

logaŕıtmica y con códigos de colores, donde se señala χmaxdyn [C∞(ρ)] con una

linea gruesa (diagonal) punteada. Debajo de esta ĺınea, la sincronización es

linealmente inestable, lo que corresponde a k-ciclos con pocas conexiones y

mapas con exponente de Lyapunov mayor a χmaxdyn [C∞(ρ)].

A partir del ĺımite termodinámico de la Ec. (3.11), se puede derivar la mı́ni-

ma densidad de enlaces necesaria para mantener sincronización linealmente

estable en k-ciclos de tamaño infinito, la cual está dada por

ρc =
1

π
sinc−1(exp(−χdyn)), para 0 < χdyn < χmaxdyn [C∞(ρ)]. (3.14)

Esto implica que es necesario que ρ ≥ ρc para mantener sincronización local-

mente estable para un número infinito de mapas acoplados con exponente de

Lyapunov χdyn, y arreglados de acuerdo a esta topoloǵıa. Por ejemplo, para

χdyn = log(2) (como es el caso para un mapa loǵıstico con r = 4, el mapa tien-

da con r = 2, o el mapa shift), la Ec. (3.14) resulta en ρc = sinc−1(1/2)/π '
0.60335, lo que corresponde a un k-ciclo denso.

En la práctica, se puede utilizar la Ec. (3.14) para encontrar ρc como fun-

ción, por ejemplo, del parámetro de control r del mapa loǵıstico, como se

muestra en el panel derecho de la Fig. 3.3. De esta manera, es posible compa-
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Figura 3.3: Puntos cŕıticos de la estabilidad de la variedad de sincroniza-
ción para k-ciclos de tamaño infinito. El panel izquierdo muestra en código de
color (y en escala logaŕıtmica) la mı́nima intensidad de acoplamiento, ε(c) [Eq. (3.13)],
necesaria para mantener la sincronización linealmente estable como función de la
densidad de enlaces, ρ, y el exponente de Lyapunov del mapa aislado, χdyn. La ĺınea
continua indica la máxima caoticidad, χmaxdyn [Eq. (3.11)], que puede sincronizarse de
manera estable en dicho k-ciclo. El panel derecho muestra un ejemplo numérico pa-
ra mapas loǵısticos acoplados en k-ciclos. Los ćırculos (rojos) rellenos corresponden
al exponente de Lyapunov del mapa aislado, χdyn(r), como función del parámetro
del mapa loǵıstico, r, y los cuadrados (azules) rellenos muestran la predicción de la
densidad de enlaces cŕıtica (mı́nima), ρc, en el ĺımite termodinámico (se excluyen
las soluciones no-caóticas, i.e., χdyn ≤ 0).

rar los cambios en χdyn(r) con los cambios en ρc(r) a medida que r decrece.

Como es de esperar, debido a que χdyn(r < 4) < χdyn(r = 4), se encuentra que

los k-ciclos verifican que ρc(r < 4) < ρc(r = 4).

3.2.2. Resultados para k-escaleras de Möbius

Estas redes ćıclicas son una generalización de la escalera de Möbius. Las

escaleras de Möbius son redes ćıclicas con k = 3 o 4 vecinos (Guy y Harary,

1967; Pasotti, 2010), donde existe una analoǵıa con la banda de Möbius – una

variedad bi-dimensional no-orientable. Una escalera de Möbius con k = 3 puede

construirse agregando N/2 nuevos enlaces (con N > 3 y par) que conectan los

nodos diametralmente opuestos de un 2-ciclo. Estos enlaces son conocidos como

peldaños (rungs en inglés) y se muestran en el panel izquierdo de la Fig. 3.4. Sin

embargo, las escaleras de Möbius tienen una densidad de enlaces que tiende a

cero cuando N →∞. Por lo tanto, aqúı se introduce una manera de construir

k-escaleras de Möbius,MN(k), con k arbitrario, de manera de poder mantener

ρ finito cuando N →∞.
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Se generalizan los peldaños agregando k − 2 enlaces a cada nodo de un

2-ciclo (i.e., un anillo, CN(2)) conectando cada nodo con los k − 2 nodos más

lejanos del 2-ciclo. Esta construcción está restringida a tener N impar [par] si

k es par [impar], lo que se verifica siempre que N + 5− k = 2q, con q ∈ N > 2

y k ≤ N − 1. La primera fila de L[MN(k)] está dada por

L1j =


k si j = 1,

−1 si j = 2, N − 1 (enalces del 2-ciclos),

−1 si j = (N + 5− k)/2, . . . , (N − 1 + k)/2 (peldaños),

0 de otra manera.

(3.15)

La Fig. 3.4 muestra dos representaciones de la clásica escalera de Möbius

(con k = 3 y N = 10), donde el panel derecho se muestra como se relaciona

con la banda de Möbius. Los nodos pueden arreglarse formando dos anillos

concéntricos, donde los peldaños conectan el anillo interior y exterior. Estos

dos anillos representan bordes de la banda y el cruzamiento de dos, el pliegue

de la misma. Sin embargo, esta analoǵıa solo es válida para las 3-escaleras de

Möbius y no se extiende para la generalización propuesta, como puede verse

en la Fig. 3.5.

Figura 3.4: Dos representaciones de la 3-escalera de Möbius con 10 no-
dos. En el panel izquierdo los nodos están arreglados en un único anillo, donde
los peldaños corresponden a los enlaces diametrales. A la derecha, los nodos se en-
cuentran arreglados en dos anillos, uno interior y otro exterior, donde los peldaños
corresponden a los enlaces que conectan estos dos anillos.

Análogamente a como se procede con los k-ciclos, se encuentra una ex-

presión cerrada para los autovalores de la Laplaciana de las k-escaleras de

Möbius substituyendo la Ec. (3.15) en la Ec. (2.61) (Ver apéndice: k-escaleras
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Figura 3.5: k-escaleras de Möbius de 10 nodos con sus respectivos espec-
tros normalizados. De izquierda a derecho, los paneles superiores muestran una
escalera de Möbius (k = 3) y 2 generalizaciones: la 5-escalera de Möbius (k = 5)
y la 7-escalera de Möbius (k = 7). Los paneles inferiores muestran sus respectivos
autovalores normalizados de la Laplaciana (con estrellas indicando los autovalores
de Fiedler y con ćırculos los autovalores máximos) como en la Fig. 3.2.

de Möbius). Esto es,

λn[MN(k)] = k − 2 cos

(
2πn

N

)
−

(N−1+k)/2∑
j=(N−k+5)/2

cos

(
2πn(j − 1)

N

)
=

= k + 1−
[

sin (3π n/N) + (−1)n sin (π n(k − 2)/N)

sin (nπ/N)

]
. (3.16)

A partir de la Ec. (3.16) se puede probar que λM [MN(k)] = máxn{λn} =

λ1 si 7 ≤ k ≤ N − 1, y que λF [MN(k)] = mı́nn{λn > 0} = λ2 si 3 ≤
k ≤ kc ' (2N + 8)/5 (Ver apéndice: k-escaleras de Möbius). Fuera de estos

rangos para los grados k, λF y λM cambian a otros modos. Entonces, cuando

λM [MN(k)] = λ1 se tiene

λM [MN(k)] = λ1 = k + 1−
[

sin (3π/N)− sin (π (k − 2)/N)

sin (π/N)

]
, (3.17)

que para N →∞ y ρ no diluido (i.e., evitando ρ pequeño tal que k ≥ 7)

λ1[MN(k)]

k
' 1− 3

2ρ(N − 1)
+

sin(πρ)

πρ
→ 1 + sinc(πρ). (3.18)
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Por otra parte, cuando 3 ≤ k ≤ kc ' (2N + 8)/5 y λF [MN(k)] = λ2,

λF [MN(k)] = k + 1−
[

sin (6π/N) + sin (2π (k − 2)/N)

sin (2π/N)

]
, (3.19)

que para N →∞ y ρ < ρc ' 2/5 (i.e., diluido o evitando ρ grande)

λ2[MN(k)]

k
' 1− 3

ρ(N − 1)
− sin(2πρ)

2πρ
→ 1− sinc(2πρ). (3.20)

De acuerdo con las Ecs. (3.17) y (3.19), las k-escaleras de Möbius son tales

que λM/k+λF/k < 2 (como los k-ciclos) cuando 7 ≤ k < kM o λM/k+λF/k >

2 cuando kM < k ≤ kc ' (2N + 8)/5, siendo kM el grado cŕıtico para las k-

escaleras de Möbius que verifica λM/kM + λF/kM = λ1/kM + λ2/kM = 2.

Espećıficamente, kM es determinado a partir de (Ver apéndice: k-escaleras de

Möbius)

αN =
sin (2π (kM − 2)/N)

sin(2π/N)
− sin (π (kM − 2)/N)

sin(π/N)
,

donde αN = 2− sin (3π/N) / sin(π/N)− sin (6π/N) / sin(2π/N). Por ejemplo,

cuando N = 505 se obtiene (numéricamente) que kM ' 62, como sucede en la

Fig. 3.6. En los paneles se representan el autovalor máximo y de Fiedler para

las k-escaleras de Möbius, resaltando con áreas sombreadas los casos cuando

λM/k + λF/k > 2 (en el resto, λM/k + λF/k < 2).

Figura 3.6: Máximos y mı́nimos autovalores normalizados para k-ciclos
(izquierda) y k-escaleras de Möbius (derecha) con 505 nodos. La ĺınea azul
[verde] corresponde al máximo [mı́nimo] autovalor normalizado λM/k [λF /k]. La
ĺınea punteada gris muestra 2− λM/k. Mientras esta distancia sea más grande que
λF /k, λM no juega ningún rol en la estabilidad de la variedad de sincronización. Sin
embargo, esta distancia se hace más pequeña que λF /k en las regiones sombreadas
en ambos paneles, donde la estabilidad también depende de λM/k.
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Por lo tanto, los puntos cŕıticos en la estabilidad de la variedad de sincro-

nización para las k-escaleras de Möbius – máximo exponente de Lyapunov que

puede ser sincronizado, χmaxdyn [MN(k)], y mı́nima intensidad de acoplamiento,

ε(c)[MN(k)] – dependen de si el grado k es mas pequeño o más grande que kM.

Para 7 ≤ k < kM, la máxima caoticidad que puede ser sincronizada en

k-escaleras de Möbius se determina substituyendo λF [MN(k)] de la Ec. (3.19)

en la Ec. (3.3), lo cual resulta en

χmaxdyn [MN(k)] = − log

(
sin (6π/N) + sin (2π (k − 2)/N)

k sin (2π/N)
− 1

k

)
. (3.21)

Para el ĺımite termodinámico se tiene que λ2[M∞(ρ)]/k ' 1 − sinc(2πρ)

[Ec. (3.20)]. Entonces, el máximo exponente de Lyapunov que se puede sincro-

nizar establemente es

χmaxdyn [M∞(ρ)] ' − log [ sinc(2π ρ)] , (3.22)

que es válido para 0 < ρ . kM/(N − 1). Sin embargo, se observa que kM → 0,

lo que significa que χmaxdyn es válido únicamente para k-escaleras de Möbius de

tamaño finito. También se observa que esta expresión para χmaxdyn es diferente

de la expresión para k-ciclos infinitos [Ec. (3.11)] únicamente en que duplica

el argumento de la función del seno cardinal (sinc).

Para kM < k ≤ kc ' (2N + 8)/5, χmaxdyn [MN(k)] es determinado substitu-

yendo λF [MN(k)] y λM [MN(k)] de las Ecs. (3.17) y (3.19) en la Ec. (3.2),

χmaxdyn [MN(k)] = − log

[
λ1[MN(k)]− λ2[MN(k)]

λ1[MN(k)] + λ2[MN(k)]

]
. (3.23)

De forma similar a los k-ciclos, en el ĺımite termodinámico (N →∞) se puede

definir una densidad cŕıtica de enlaces, ρM, para k-escaleras de Möbius de

tamaño infinito tales que λ1[M∞(ρ)]/k + λ2[M∞(ρ)]/k = 2, encontrando que

ρM = 0 o 1 (Ver apéndice: k-escaleras de Möbius), lo que significa que la

Ec. (3.23) es válida en el rango k ∈ (6, kc]. Aún más, λ1[M∞(ρ)]/k = 1 +

sinc(πρ) [Ec. (3.18)] y λ2[M∞(ρ)]/k = 1−sinc(2πρ) [Ec. (3.20)], lo que significa

que

χmaxdyn [M∞(ρ)] = − log

[
sinc(πρ) + sinc(2πρ)

2 + sinc(πρ)− sinc(2πρ)

]
. (3.24)

Ahora es posible derivar expresiones cerradas para el acoplamiento mı́nimo
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necesario para mantener una sincronización completa localmente estable en k-

escaleras de Möbius con 7 ≤ k ≤ kc ' (2N + 8)/5 substituyendo λ2[MN(k)]

en Ec. (3.5). Esto resulta en

ε(c)[MN(k), χdyn] =
k [1− exp(−χdyn)]

(k + 1)−
[
sin(6π/N)+sin(2π (k−2)/N)

sin(2π/N)

] , (3.25)

válido para χdyn ∈ (0, χmaxdyn ], donde χmaxdyn [MN(k)] está determinado por

Ec. (3.21) cuando 7 ≤ k < kM y por Ec. (3.23) cuando kM < k ≤ kc '
(2N + 8)/5. En el ĺımite termodinámico, Ec. (3.25) se transforma en

ε(c)[M∞(ρ), χdyn] =
1− exp(−χdyn)

1− sinc(2π ρ)
, if χdyn < χmaxdyn [M∞(ρ)], (3.26)

que es similar a la expresión para los k-ciclos de tamaño infinito de la Ec. (3.13).

3.3. Relación entre sistemas de redes regula-

res con sincronización linealmente estable

y su no extensividad

La sincronización completa corresponde a un estado de entroṕıa mı́nimo

(por lo menos local) en un sistema acoplado de mapas idénticos. Esto se debe

a que la incertidumbre generada por el sistema corresponde a la incertidumbre

generada por un único mapa. En otras palabras, el conocer el estado de una

sola unidad dinámica equivale a conocer el estado de todo el sistema. Aún más,

para un sistema en estado de sincronización completa, el agregar una nueva

unidad dinámica idéntica en la solución śıncrona no modifica la entroṕıa del

sistema, por lo tanto se trata de un estado no extensivo.

Si ahora consideramos, además, un sistema de mapas idénticos acoplados

cuya Jacobiana es constante (i.e., f ′(xt) = g ∀xt), entonces los exponentes de

Lyapunov (LE) coinciden con los LE de la variedad de sincronización (CLE)

(M. Baptista et al. 2011). Entonces, bajo estas hipótesis, un estado de sincro-

nización linealmente estable posee todos los LE negativos, excepto uno, el que

corresponde al LE de un mapa aislado, χdyn. Esto implica que, si el agregar

una nueva unidad dinámica idéntica al sistema no modifica la estabilidad del

mismo, entonces la tasa de entroṕıa permanece constante al aumentar el ta-
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maño del sistema, es decir, h(N) = χdyn ∀N > 1, implicando que el sistema es

no-extensivo. Obsérvese que en este caso, no es necesario que la nueva unidad

dinámica se agregue en el estado śıncrono, sino que el agregarle no modifique la

estabilidad del sistema. Consecuentemente, la sincronización linealmente esta-

ble y la extensividad son comportamientos incompatibles (no pueden suceder

simultáneamente) para sistemas de mapas idénticos acoplados con Jacobiana

constante.

Esta incompatibilidad implica que las condiciones cŕıticas para la sincroni-

zación completa linealmente estable son una frontera también para la región

extensiva. Por otro lado, la condición de estabilidad (Ec. (2.55)) queda satisfe-

cha siempre que χdyn ≤ 0, cuando los mapas son periódicos no son extensivos

ya que la sincronización es siempre estable. Por lo tanto, de aqúı en más el en-

foque es en mapas caóticos, χdyn > 0, dónde la condición de estabilidad puede

ser violada y entonces pueden existir regiones de extensividad.

De acuerdo con las Ecs. (3.2) y (3.3), existe un máximo exponente de

Lyapunov del mapa aislado, χmaxdyn , de forma de que si χdyn ≤ χmaxdyn el sistema

admite sincronización linealmente estable para algún rango de la intensidad de

acoplamiento, ε. Por lo tanto, tomando χdyn > χmaxdyn se puede evitar la región

no-extensiva del espacio de parámetros. Por otro lado, para los casos en que

χdyn ≤ χmaxdyn , también existe un valor cŕıtico de la intensidad de acoplamiento,

ε(c) (Ec. (3.5)), tal que si ε ∈ [ε(c), 1] también se admite la sincronización

estable. Nuevamente, si se considera ε < ε(c), se evita la región no-extensiva.

3.4. Signo de los exponentes de Lyapunov pa-

ra sistemas de mapas acoplados en redes

regulares con Jacobiana constante

A partir de esta sección se restringe el estudio a mapas cuya matriz Jacobia-

na es constante, como es el caso del mapa shift (f(x) = 2x mód 1), de forma

de que los exponentes de Lyapunov (LE) coinciden con los LE de la variedad

de sincronización (CLE). Bajo esta hipótesis, en esta sección se describen los

diferentes escenarios posibles para el cambio en el número de exponentes de

Lyapunov positivos, P , a medida que se modifica la intensidad de acoplamien-

to, ε, y el LE del mapa aislado, χdyn, y cómo estos escenarios se relacionan con

las superficies limitantes, SF y SM . Ante un pequeño incremente de ε, o un
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pequeño decrecimiento de χdyn, pueden ocurrir los siguientes cuatro escenarios.

Caso 1: todos los LE son positivos, y continúan de esta manera al cam-

biar levemente ε o χdyn.

Caso 2 – Tipo I: se tienen tanto exponentes positivos como negativos,

donde algunos de los exponentes positivos se vuelven negativos al cambiar

levemente ε o χdyn.

Caso 2 – Tipo II: se tienen tanto exponentes positivos como negativos,

donde algunos de los exponentes negativos se vuelven positivos al cambiar

levemente ε o χdyn.

Caso 3: se tiene tanto exponentes positivos y negativos para ε y algunos

exponentes de ambas clases cambian su signo al cambiar levemente ε o

χdyn.

Estos casos son mutuamente excluyentes, y la posibilidad de que ocurra

alguno de estos escenarios define regiones en el espacio de parámetros. En las

subsecciones siguientes se presentan las fronteras para las regiones de cada

unos de estos casos, y su relación con las superficies limitantes, SF y SM , en

el caso particular de considerar únicamente una variación en la intesidad de

acoplamiento, es decir, con χdyn constante. Además, se presenta la ubicación

de las diferentes regiones en el espacio de parámetros.

3.4.1. Frontera del Caso 1: todos los exponentes de Lya-

punov son positivos y se mantienen positivos al

aumentar el acoplamiento

La Fig. 3.7 muestra el caso genérico donde un sistema de mapas idénticos

con Jacobiana constante acoplados en una red regular posee todos los exponen-

tes de Lyapunov (LE) positivos: Caso 1. Este caso corresponde a que todo los

autovalores no nulos de la Laplaciana (normalizados) de la red se ubican por

debajo de la superficie limitante inferior, SF (superficie verde en la Fig. 3.7),

y se mantienen en esta región al aumentar ε (intervalos verticales negros en la

Fig. 3.7).

El ĺımite del Caso 1 se da cuando el máximo autovalor normalizado, λM/k,

intersecta SF (primer autovalor normalizado en cruzar SF ) al aumentar el

acoplamiento ε. La intersección genera una curva de nivel, ε(1) (curva magenta

52



Figura 3.7: Situación ĺımite para el caso donde todos los exponentes
de Lyapunov (LE) positivos. El intervalo vertical (negro) en el panel izquier-
do representa el espectro no nulo de la Laplaciana normalizada de una red regular
([λF /k, λM/k]) y su traslado (flechas) a medida que se aumenta ε. El intervalo se
ubica por debajo de la superficie limitante SF (verde) para a un sistema con LE po-
sitivos: Caso 1. La curva (magenta) sobre SF representa el ĺımite de la región dónde
puede ocurrir este caso, determinada al variar ε y χdyn de los mapas de acuerdo con

ε(1) = [1− exp(−χdyn)]
(
λM
k

)−1
. En el panel derecho se muestra la proyección de

esta curva sobre el plano horizontal, indicándose en azul la región correspondiente
al Caso 1.

en la Fig. 3.7), que depende de χdyn y λM/k. Espećıficamente, tomando la

condición SF (χdyn, ε) = λM/k se obtiene esta curva ĺımite, que está dada por

ε(1) = [1− exp(−χdyn)]

(
λM
k

)−1
. (3.27)

Por lo que se está en un Caso 1 si ε ∈ [0, ε(1)) y χdyn > 0. Se nota además que

la frontera del Caso 1 [Ec. (3.27)] depende del tamaño del sistema a través de

λM/k, por lo que se modifica al cambiar el tamaño del sistema.

3.4.2. Frontera del Caso 2 – Tipo I: hay exponentes

de Lyapunov de ambos signos donde cambian de

signo los positivos al aumentar el acoplamiento

Los Casos 2 corresponden a sistemas de mapas idénticos con Jacobiana

constante acoplados en redes regulares donde los autovalores no nulos de la

Laplaciana normalizados se ubican parcialmente entre las superficies limitantes

SF y SM , lo que implica tener un sistema con exponentes de Lyapunov (LE)

positivos y negativos. En particular, el Caso 2 – Tipo I se da cuando el espectro
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de autovalores posee una parte de los autovalores no nulos entre SF y SM , y los

restantes autovalores por debajo de SF , como se puede ver en ambos paneles

de la Fig. 3.8.

Figura 3.8: Escenario de Caso 2 – Tipo I para el cambio en la canti-
dad de LE positivos. En negro se muestra el traslado del espectro no nulo de
la Laplaciana para una red genérica, con λF /k + λM/k ≥ 2 (panel ssuperior iz-
quierdo), y λF /k + λM/k < 2 (panel superior derecho). Al aumentar ε, autova-
lores que se encuentra por debajo de la superficie SF ingresan en la región en-
tre SF y SM , por lo tanto LE positivos se hacen negativos. La curva roja co-

rresponde a ε(c) = [1− exp(−χdyn)]
(
λF
k

)−1
∀χdyn ∈ (0, χmaxdyn ], que de ser cru-

zada se ingresa en régimen de sincronización estable. La ĺınea punteada negra,

corresponde al ĺımite de la región de este caso, ε(3) = [1 + exp(−χdyn)]
(
λM
k

)−1
.

Los śımbolos rellenos corresponden a χmaxdyn = 2 tanh−1
(
λF
λM

)
, en los paneles iz-

quierdos, y χmaxdyn = − log
[
1− λF

k

]
, en los paneles derechos, y el cuadrado vaćıo

a χ
(2)
dyn = − log

[
1− λM

k

]
. En los paneles inferiores se muestra la proyección en el

plano horizontal de las curvas que delimitan la región correspondiente al este caso,
indicada en amarillo.

A medida que se incrementa el acoplamiento o decrementa la caoticidad de

los mapas aislados, siempre se pasa del Caso 1 (donde el espectro de autova-

lores está por debajo de SF ) al Caso 2 – Tipo I, donde la frontera entre estos
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casos está dado por la curva ε(1) determinada en la Ec. (3.27). Además de esta

frontera inferior para el Caso 2 – Tipo I, existe también una frontera supe-

rior que aparece al continuar aumentando el acoplamiento y que se desdobla

dependiendo del tipo de red regular.

Si se continúa aumentando la intensidad de acoplamiento, dos curvas li-

mitan la región de Caso 2 – Tipo I. Si χdyn ≤ χmaxdyn (Ec. (3.2) o (3.3)), el

ĺımite coincide con el acoplamiento cŕıtico de la sincronización completa, ε(c)

(Ec.(3.5)), como se muestra por la ĺınea roja en la Fig. 3.8.

Si χdyn > χmaxdyn , y el sistema verifica que λF/k+λM/k ≥ 2 (panel izquierdo

de la Fig. 3.8), el ĺımite de la región de Caso 2 – Tipo I ocurre cuando λM

intersecta con SM (lo que genera la curva de nivel ε(3) que es la ĺınea punteada

negra en la Fig. 3.8), dado por

ε(3) = [1 + exp(−χdyn)]

(
λM
k

)−1
. (3.28)

Por lo tanto, si λF/k + λM/k ≥ 2, se trata de una región de Caso 2 – Tipo

I cuando ε ∈ (ε(1), ε(c)) y χdyn ≤ χmaxdyn . Cuando χdyn > χmaxdyn , las fronteras del

caso están dadas por ε ∈ (ε(1), ε(3)).

Si χdyn > χmaxdyn y λF/k + λM/k < 2 (panel derecho de la Fig. 3.8), existe

un intervalo de χdyn para el cual no hay otro comportamiento en el número de

LE positivos, es decir, el ĺımite de la región de Caso 2 – Tipo I es ε = 1. Esto

se da para χdyn ∈ (χmaxdyn , χ
(2)
dyn), con

χ
(2)
dyn = − log

[
1− λM

k

]
, (3.29)

indicado por un cuadrado vaćıo en el panel derecho de la Fig. 3.8. Entonces el

ĺımite de la región de Caso 2 – Tipo I está dado por la curva que describe ε(3)

(Ec. (3.28), ĺınea punteada en el panel derecho de la Fig. 3.8).

En resumen, se trata de una región de Caso 2 – Tipo I cuando ε ∈ (ε(1), ε(c))

y χdyn ≤ χmaxdyn , sin importar de qué clase de red se trata. Si la red verifica

que λF/k + λM/k ≥ 2, también se tiene una región de este Caso cuando

ε ∈ (ε(1), ε(3)) y χdyn > χmaxdyn . En cambio si λF/k+λM/k < 2, también se tiene

de una región de Caso 2 – Tipo I cuando ε ∈ (ε(1), 1] y χmaxdyn < χdyn < χ
(2)
dyn, o

cuando ε ∈ (ε(1), ε(3)) y χdyn ≥ χ
(2)
dyn.
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3.4.3. Frontera del Caso 2 – Tipo II: hay exponentes

de Lyapunov de ambos signos donde cambian de

signo los negativos al aumentar el acoplamiento

El Caso 2 – Tipo II ocurre únicamente en redes donde se verifica que

λF/k+λM/k ≥ 2. En este caso, el espectro posee una región sobre la superficie

SM , y otra entre SF y SM , como se muestra en la Fig. 3.9. Al aumentar ε,

los LE negativos se vuelven positivos. La región donde ocurre este caso está

delimitada por las curvas ε(3) (Ec. (3.28), ĺınea puntada roja en Fig. 3.9) y ε(2)

(ĺınea continua negra en Fig. 3.9), con

ε(2) = [1− exp(−χdyn)]

(
λF
k

)−1
. (3.30)

Donde se tiene que ε(2) = ε(c), si χdyn ≤ χmaxdyn .

Es decir, para λF/k + λM/k ≥ 2, se trata de una región Caso 2 – Tipo II

cuando ε ∈ (ε(3), 1) y χdyn ∈ (χ
(2)
dyn, χ

max
dyn ), o cuando ε ∈ (ε(2), 1] y χdyn ≥ χmaxdyn .

Figura 3.9: Escenario de Caso 2 – Tipo II para el cambio en la cantidad
de LE positivos. En el panel izquierdo se muestra el traslado del espectro no nulo
de la Laplaciana para una red genérica con λF /k + λM/k > 2. Al aumentar ε,
autovalores que se encuentran en la región entre las superficies limitantes, pasa a
ubicarse por encima de SM , por lo tanto, LE negativos se hacen positivos. La curva

punteada roja corresponde a ε(3) = [1 + exp(−χdyn)]
(
λM
k

)−1
, que de ser cruzada se

ingresa en régimen de sincronización estable. La ĺınea continua negra, corresponde

a ε(2) = [1− exp(−χdyn)]
(
λF
k

)−1
. Los śımbolos rellenos corresponden a χmaxdyn =

2 tanh−1
(
λF
λM

)
. En el panel derecho se muestra la proyección en el plano horizontal

de las curvas que delimitan la región correspondiente a este caso, indicado en verde.
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Figura 3.10: Escenario de Caso 3 para el cambio en la cantidad de LE
positivos. En los paneles superiores se muestra el traslado del espectro no nulo
de la Laplaciana para una red genérica, con λF /k + λM/k > 2 (panel izquier-
do), y λF /k + λM/k ≤ 2 (panel derecho). Al aumentar ε, autovalores que se en-
cuentra por debajo de la superficie SF ingresan en la región entre SF y SM , y
autovalores que se encuentran entre SF y SM , se mueven a la región por arri-
ba de SM . Por lo tanto LE positivos se hacen negativos, mientras que también
LE negativos se hacen positivos. La curva negra continua en el panel izquier-

do corresponde a ε(2) = [1− exp(−χdyn)]
(
λF
k

)−1
, y la ĺınea punteada negra a

ε(3) = [1 + exp(−χdyn)]
(
λM
k

)−1
. Los śımbolos rellenos corresponden a χmaxdyn =

2 tanh−1
(
λF
λM

)
, y el cuadrado vaćıo a χ

(2)
dyn = − log

[
1− λM

k

]
. En los paneles in-

feriores se muestra la proyección de las curvas que delimitan la región de este caso,
señalada en color rojo.

3.4.4. Frontera del Caso 3: los exponentes de Lyapunov

positivos y negativos cambian de signo al aumen-

tar el acoplamiento

El Caso 3 corresponde a cuando el espectro posee regiones tanto por debajo

de SF , encima de SM , y entre SF y SM , como se muestra en la Fig. 3.10. Al

aumentar ε, puede ocurrir que tanto LE que eran positivos se hagan negativos,

como que LE negativos se vuelvan positivos. Esto sucede ya que, simultánea-
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mente, autovalores que se encuentra por debajo de la superficie SF ingresan

en la región entre SF y SM , y autovalores que se encuentran entre SF y SM ,

se mueven a la región por arriba de SM .

Este caso ocurre siempre que χdyn ≥ χmaxdyn . Si λF/k + λM/k ≥ 2 (paneles

izquierdos de la Fig. 3.10), la región que corresponde a Caso 3 se da para

ε ∈ (ε(3),mı́n{ε(2), 1}) y χdyn ≥ χmaxdyn . Si λF/k + λM/k < 2 (paneles derechos

de la Fig. 3.10), la región se da para ε ∈ (ε(3), 1] y χdyn ≥ χ
(2)
dyn.

3.4.5. Ubicación de los diferentes casos en el espacio de

parámetros al aumentar el acoplamiento

En la Fig. 3.11 se muestra la ubicación en el espacio de parámetros de los

diferentes casos para el cambio en el número de LE positivos al aumentar la

intensidad de acoplamiento. Dada las dos clases de redes regulares posibles, las

cuales corresponden a λF/k+λM/k ≥ 2 (panel izquierdo) o λF/k+λM/k < 2

(panel derecho), se pueden observar en la Fig. 3.11 las 4 situaciones donde

la sincronización es inestable en el espacio de parámetros (identificadas con

diferentes colores), cuyos ĺımite corresponden a las curvas ε(1), ε(2), ε(3), y ε(c).

Figura 3.11: Esquema de la ubicación en el espacio de parámetros de los
diferentes casos del cambio del número de LE positivos. En el panel izquierdo
se muestran las regiones en el espacio paramétrico para los diferentes posibles casos
en el cambio del número de LE positivos para redes donde λF /k+λM/k ≥ 2, mientras
que en el panel derecho corresponde a redes donde λF /k + λM/k < 2. En azul
corresponde a la región de Caso 1, en amarillo a Caso 2 – Tipo I, en verde a Caso 2
– Tipo II, y en rojo a Caso 3. La región gris corresponde a la sincronización completa
linealmente estable, i.e., región no-extensiva. Además también se muestran la curvas
correspondientes a ε(1) (ĺınea magenta continua), ε(2) (ĺınea negra continua), y ε(3)

(ĺınea punteada). Cuando ε(2) o ε(3) coinciden con las curvas cŕıticas de la Fig. 3.1,
en particular con ε(c), se indica en color rojo.
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3.5. Cálculo de la tasa de entroṕıa a partir de

los exponentes de Lyapunov para topo-

loǵıas espećıficas de redes ćıclicas

En esta sección se presentan los cálculos de las tasas de entroṕıa para

sistemas de mapas caóticos idénticos, con Jacobiana constante, acoplados en

dos topoloǵıas de redes ćıclicas, la red completa (CN(N − 1)) y el anillo (o

2-ciclo, CN(2)), como función del tamaño de la red, N , y la intensidad de

acoplamiento, ε. A partir de estos cálculos, se analiza las condiciones bajo las

cuales el sistema es extensivo. La tasa de entroṕıa, h, es determinada a partir

de los exponentes de Lyapunov (LE), utilizando la identidad de Pesin, h =∑
χi>0 χi (Ec. (2.47)). Esta identidad requiere conocer qué LE son positivos, y

para esto, se recurre a los diferentes casos discutidos en las Secs. 3.4.1-3.4.4.

3.5.1. Resultados para la red completa

La red completa, que corresponde un caso particular de k-ciclos con k =

N − 1, tiene autovalores (Ec. (3.7)) λ0 = 0 (como siempre) y λn = N ∀n > 0.

Entonces el espectro exponentes de Lyapunov (LE) es{
χ0 = χdyn

χn = χdyn + log
∣∣1− ε N

N−1

∣∣ para n > 0.
(3.31)

También, como ya se mencionó, χmaxdyn = +∞, lo que implica que el siste-

ma puede sincronizar cualquier caoticidad. Por lo tanto, la intensidad cŕıti-

ca de acoplamiento (Ec. (3.5)) está definida para todo χdyn > 0: ε(c) =

[1− exp(−χdyn)]
(
N−1
N

)
. Fuera de la región de sincronización, ε < ε(c), no es

necesario el valor absoluto en la Ec. (3.31).

Debido a que todos los LE son iguales para n > 0, y asumiendo χdyn > χmaxdyn

o ε < ε(c), entonces todos los LE son positivos (Caso 1), por lo tanto todos son

incluidos en la suma de la identidad de Pesin (Ec. (2.47)). Entonces,

h =
∑

χi>0 χi = χdyn + (N − 1)
(
χdyn + log

[
1− ε N

N−1

])
= Nχdyn + (N − 1) log

[
1− ε N

N−1

]
,

(3.32)

donde el primer término es extensivo, mientras que el segundo puede ser exten-

sivo con una apropiada elección de la intensidad de acoplamiento como función
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del tamaño del sistema, ε(N).

Figura 3.12: Tasa de entroṕıa, h, y tasa de entroṕıa espećıfica, η, para la
red completa. En el panel izquierdo se muestra la tasa de entroṕıa, h, calculada
a partir de la identidad de Pesin, h =

∑
i: χi>0 χi, para una red de mapas con

χdyn = log(2). En el panel derecho se muestra la correspondiente tasa de entroṕıa
espećıfica, η = h/N . En ambos paneles, la ĺınea roja corresponde a la intensidad

de acoplamiento cŕıtica, ε(c) = [1− exp(−χdyn)]
(
λF
k

)−1
, que delimita la región de

sincronización linealmente estable.

Por ejemplo, en el caso de mapas débilmente acoplados, ε→ 0, el segundo

término desaparece y el mapa es extensivo. Esto coincide con los resultados

presentados en Araujo y Baptista, 2019. También, en el ĺımite termodinámico,

N →∞, el argumento del logaritmo es constante, por lo que h es extensiva.

Para ε no nulo y en redes de tamaño finito, para que h sea extensiva se

busca que

(N − 1) log

[
1− ε N

N − 1

]
= CN,

con C una constante positiva. Entonces

ε(N) =
N − 1

N

[
1− exp

(
C

N

N − 1

)]
, (3.33)

es la intensidad de acoplamiento (como función de N) que mantiene la ex-

tensividad al variar el tamaño del sistema. La constante C identifica la so-

lución particular para cada sistema. Para un sistema dado, es decir, un red

de tamaño N y intensidad de acoplamiento ε, que se desea crecer o contraer

extensivamente, se obtiene C a partir de Ec. (3.33). También se puede fijar

el valor de C en relación con el valor de ε(N) en el ĺımite N → ∞, esto es,
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ε∞ = ĺımN→∞ ε(N) = 1− exp (C), entonces C = log [1− ε∞]. Por lo tanto,

ε(N) =
N − 1

N

[
1− (1− ε∞)

N
N−1

]
. (3.34)

Figura 3.13: Curvas de tasa entroṕıa espećıfica constante para la red com-
pleta. En el panel izquierdo se muestran la curvas de nivel para la tasa de entroṕıa
espećıfica calculadas a partir del panel derecho de la Fig. 3.12. En el panel derecho
se muestra la reconstrucción de estas curvas de tasa de entroṕıa constante a partir

de la expresión de la ε(N) = N−1
N

[
1− (1− ε∞)

N
N−1

]
. La ĺınea roja corresponde a la

intensidad de acoplamiento cŕıtica, ε(c) = [1− exp(−χdyn)]
(
λF
k

)−1
, que delimita la

región de sincronización linealmente estable.

En la Fig. 3.12 se muestra la tasa de entroṕıa (panel izquierdo) calculada

a partir de la identidad de Pesin (Ec. (2.47)) sobre el espectro de LE de la

Ec. (3.31) y tomando χdyn = log(2) (debido a la hipótesis de Jacobiana cons-

tante esto correspondeŕıa, por ejemplo, al mapa shift) y su correspondiente

entroṕıa espećıfica (panel derecho), η = h/N (Ec. (2.48)). La ĺınea roja (en

ambo paneles), que corresponde a la intensidad de acoplamiento cŕıtica, ε(c)

(Ec. (3.5)), delimita por izquierda a la región de sincronización linealmente

estable, donde el sistema es no extensivo. Se observa que esta región también

corresponde al mı́nimo de h.

En la Fig. 3.13 se muestran las curvas de η constante correspondientes a

curvas sobre las cuales se modifica el tamaño del sistema extensivamente. En

el panel izquierdo las curvas se obtienen a partir de las curvas de nivel del

panel derecho de la Fig. 3.12, mientras que en el panel derecho las curvas se

obtienen a partir de la Ec. (3.34). Se observa que las curvas de tasa de entroṕıa

constante coinciden fuera de la región de sincronización estable.
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3.5.2. Resultados para el 2-ciclo

En este caso, donde cada nodo está conectado a sus dos vecinos más próxi-

mos, el espectro de autovalores de la Laplaciana sigue la forma de un seno

cuadrado. Expĺıcitamente:

λn = 2− 2 cos

(
2πn

N

)
= 4 sin2

(πn
N

)
, (3.35)

para n > 0, y λ0 = 0 como siempre. Por lo tanto los LE son{
χ0 = χdyn

χn = χdyn + log
∣∣1− 2ε sin2

(
πn
N

)∣∣ para n > 0.

En esta topoloǵıa puede mostrarse que χmaxdyn → 0 cuando N >> 1, lo

que significa que mapas apenas caóticos no pueden sincronizarse establemente.

Esto implica que la región no-extensiva (de sincronización estable) ocupa una

región muy pequeña del espacio de parámetros. Espećıficamente, la intensidad

de acoplamiento cŕıtica que delimita esta región es

ε(c) =
1− exp(−χdyn)

2 sin2 (π/N)
, (3.36)

condicionado a que χdyn ≤ χmaxdyn = 2 tanh−1
(

4 sin2(π/N)
λM

)
, donde λM = 2 si N

par. Si N impar entonces el autovalor λM corresponde a la Ec.(3.9).

Por ejemplo, para el caso de un mapa con LE χdyn = log(2) (como el

mapa shift), evaluando la Ec. (3.36) en ε(c) > 1 se obtiene que para N > 6 no

existe región de sincronización estable. También se verifica que para N < 6,

χmaxdyn < log(2).

A la hora de calcular la tasa de entroṕıa, h, esta topoloǵıa presenta una

mayor dificultad, ya que el número de LE que se incluyen en la suma de

la identidad de Pesin depende de la región del espacio de parámetros donde

se calcula. Además, esta topoloǵıa presenta tres diferentes escenarios en el

cambio del número de LE positivos, P : Caso 1, Caso 2 – Tipo I, y Caso 3. Se

supondrá, de aqúı en más que se trata de una red con N par, de esta manera

el modo que corresponde a λM es n = N/2 (que coincide también en el ĺımite

termodinámico), y es no degenerado. Para un caso de una red con N impar,

λM debe obtenerse a partir de la Ec.(3.9).

En el caso en que ε → 0 (para χdyn finito) corresponde a una región de
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Figura 3.14: Tasa de entroṕıa, h, y tasa de entroṕıa espećıfica, η, para
la red anillo. En el panel izquierdo se muestra la tasa de entroṕıa, h, calculada
a partir de la identidad de Pesin, h =

∑
i: χi>0 χi, para una red de mapas con

χdyn = log(2). En el panel derecho se muestra la correspondiente tasa de entroṕıa
espećıfica, η = h/N . En ambos paneles, la ĺınea roja corresponde a la intensidad

de acoplamiento cŕıtica, ε(c) = [1− exp(−χdyn)]
(
λF
k

)−1
, que delimita la región de

sincronización linealmente estable.

Caso 1. El ĺımite de esta región, Ec. (3.27), corresponde a

ε(1) =
1− exp(−χdyn)

2
. (3.37)

Para el caso en que χdyn = log(2), entonces ε(1) = 0.25.

En la región ε ∈ [0, ε(1)], que corresponde a un Caso 1, todos los exponentes

son positivos, por lo tanto

h = Nχdyn +
N−1∑
n=1

log
[
1− 2ε sin2

(πn
N

)]
. (3.38)

Mediante una expansión de McLaurin del logaritmo se puede re-escribir la

Ec. (3.38) como

h = Nχdyn −
N−1∑
n=1

∞∑
j=1

[
2ε sin2

(πn
N

)]j 1

j
, (3.39)

donde los primero tres términos de la expansión son sumas cerradas (Ver anexo:

2-ciclo):

h = Nχdyn − εN −
3

4
ε2N − 5

6
ε3N +O

(
ε4
)
. (3.40)

Obsérvese que, aunque los primeros términos de la expansión son negativos, la
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Ec. (3.40) es positiva por construcción. Sea F (ε) = ε+ 3
4
ε2 + 5

6
ε3, entonces

h = N (χdyn − F (ε))−O
(
ε4
)
,

donde el sistema es extensivo, a tercer orden en ε, mientras que χdyn > F (ε).

En la región media, ε(1) < ε < ε(3), que corresponde aun Caso 2 – Tipo I,

se tienen direcciones inestables que son estabilizadas a medida que se aumenta

ε. En este caso, ε(3) corresponde a

ε(3) =
1 + exp(−χdyn)

2
, (3.41)

que para el caso en que χdyn = log(2) se tiene ε(3) = 0.75.

Esta topoloǵıa presenta la ventaja de que los modos se estabilizan en orden

decreciente, comenzando por n = N/2 (no degenerado), y en pares. Por lo tan-

to, las direcciones restantes inestables (LE positivo), corresponden a los modos

n ∈ [0, (P − 1)/2], y sus degeneraciones, con P el número de LE positivos. La

condición χ(P−1)/2 = χtop(ελP/2/k) +χdyn = 0 (a partir de la Ec. (2.54)) indica

el colapso de la dirección correspondiente a χ(P−1)/2, que implica que todos los

modos n y sus degeneraciones, con P−1
2
≤ n ≤ N

2
, son estables, por lo tanto

se tiene P direcciones inestables. La condición puede invertirse para obtener

el número de LE positivos, P ,

P (ε,N) = 2

⌊
N

2π
cos−1

(
1− 1− exp(−χdyn)

ε

)⌋
+ 1, (3.42)

donde el operador b·c corresponde a la función piso. El término del argumento

de la función piso, corresponde a la curva donde ocurre el colapso de χ(P−1)/2,

indicando que todav́ıa existen (P − 1)/2 modos transversales inestables. Cada

uno de estos modos se encuentra doblemente degenerado, de ah́ı el factor 2.

Por lo tanto, todo este sumando corresponde a los autovalores de la laplaciana

que se encuentran por debajo de la superficie SF , sin contar el modo n = 0,

que es siempre positivo por lo tanto debe agregarse aparte.

Entonces, para esta región se obtiene

h(P ) = Pχdyn + 2

P−1
2∑

n=1

log
∣∣∣1− 2ε sin2

(πn
N

)∣∣∣ , (3.43)

una expresión que depende de P , Ec. (3.42). Esto implica que la validez de
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la Ec. (3.43), para cada P , está limitada a la región donde se tiene P LE

positivos. Esto hace que la construcción del caso general sea complicada, ya

que requiere pegar varias soluciones para cubrir una porción significativa del

espacio paramétrico.

Por otro lado, en el ĺımite termodinámico se puede substituir la sumatoria

en la Ec. (3.43) por una integral,

h(P ) = Pχdyn + 2

∫ xmax

0

log
∣∣1− 2ε sin2 (x)

∣∣ dx, (3.44)

con xmax = π
N

(P ∗−1)
2

, P ∗ ∈ [P, P+1), y P de acuerdo con Eq. (3.42). Asumiendo

que P ∗ sigue una expresión similar a Ec. (3.42), pero sin función piso, entonces

P ∗ es una cantidad extensiva, lo que implica que xmax no depende de N ,

entonces h también es extensiva en esta región.

Finalmente, en la región ε ∈ (ε(3), 1] (suponiendo χdyn > χmaxdyn ), que corres-

ponde a un Caso 3, ocurre tanto que direcciones inestables se vuelven estables,

como que direcciones estables se vuelven inestables. Esto se debe a que los LE

positivos se corresponden con autovalores que se ubican por debajo de la su-

perficie SF , y por encima de SM , respectivamente. En este caso, por una lado,

se suma el espectro de LE que se encuentra por debajo de SF (una contribución

similar a la Ec. (3.43)), y por otro lado, se suma el espectro de LE por encima

de SM . Por lo tanto, resulta útil escribir el número de LE positivos, P , como

P = P1 + P2 + 1, (3.45)

donde P1 = 2
⌊
N
2π

cos−1
(

1− 1−exp(−χdyn)
ε

)⌋
(igual al término que aparece en

la Ec. (3.42)) corresponde a la cantidad de autovalores que se encuentran por

debajo de SF y P2 = (N − 1) − 2
⌊
N
2π

cos−1
(

1− 1+exp(−χdyn)
ε

)⌋
corresponde

a la cantidad de autovalores que se encuentran por encima de SM (ya que

2
⌊
N
2π

cos−1
(

1− 1+exp(−χdyn)
ε

)⌋
corresponde a la cantidad de autovalores que

se encuentran por debajo de SM). Finalmente, como P1 y P2 no incluyen el

autovalor λ0, debe agregarse 1 para incluir el modo n = 0.

En este caso,

h(P ) = Pχdyn + 2

P1
2∑

n=1

log
∣∣∣1− 2ε sin2

(πn
N

)∣∣∣+ 2

N
2∑

n=P2/2

log
∣∣∣1− 2ε sin2

(πn
N

)∣∣∣ ,
(3.46)
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Figura 3.15: Número de LE positivos, P , y curvas de nivel para la tasa
de entroṕıa espećıfica, η, para la red anillo. En el panel izquierdo se muestra
el número de exponentes de Lyapunov positivos, P , para una red de mapas con
χdyn = log(2). En el panel derecho se muestra la correspondiente tasa de entroṕıa
espećıfica, η = h/N . La ĺınea roja corresponde a la intensidad de acoplamiento

cŕıtica, ε(c) = [1− exp(−χdyn)]
(
λF
k

)−1
, que delimita la región de sincronización

linealmente estable.

donde las mismas consideraciones de validez que se aplican a la Ec. (3.43)

se aplican aqúı también. De igual manera, pueden substituirse las sumas por

integrales en el ĺımite termodinámico:

h(P ) = Pχdyn+2

∫ xmax

0

log
∣∣1− 2ε sin2 (x)

∣∣ dx+2

∫ π/2

xmin

log
∣∣1− 2ε sin2 (x)

∣∣ dx,
(3.47)

con xmax = π
N

P ∗1
2

, P ∗1 ∈ [P1, P1 + 1), xmin = π
N

P ∗2
2

, P ∗2 ∈ [P2, P2 + 1), y P de

acuerdo con Eq. (3.45). Nuevamente, siguiendo la discusión que se hizo para

Ec. (3.43),puede verse que tanto xmin como xmax no dependen de N , por lo

tanto h también es extensiva en esta región.
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Caṕıtulo 4

Discusión de resultados

La función maestra de la estabilidad (MSF, Pecora y Carroll, 1998) permi-

te determinar la estabilidad de la solución śıncrona de un sistema de mapas

idénticas acoplados en una red, logrando separar la dinámica de los mapas de

las propiedades espectrales de la estructura de la red de acoplamientos (Are-

nas et al. 2008). En el caso general, el cálculo de la estabilidad del estado de

sincronización completa a través de la MSF se realiza mediante aproximacio-

nes, teoŕıa de perturbaciones, o cálculo numérico, ya que en general, no se

tienen expresiones anaĺıticas para el espectro de autovalores de la red o para

los exponentes de Lyapunov (LE) de los mapas. Además, la MSF se utiliza

generalmente para determinar la capacidad de sincronizar del sistema a par-

tir del cociente de autovalores λM/λF (Barahona y Pecora, 2002; Hong et al.

2004; Nishikawa et al. 2003), donde λF es el mı́nimo autovalor no nulo de la

Laplaciana de la red (llamado autovalor de Fiedler) y λM el máximo. Por el

contrario, en este trabajo de tesis se derivan expresiones anaĺıticas exactas,

que no solo permiten determinar la capacidad de sincronizar de los sistemas

estudiados, sino que también permiten estudiar cómo esta capacidad depende

de los diferentes parámetros de control del sistema, tales como el tamaño de

la red, la cantidad de enlaces, la intensidad de acoplamiento, o la caoticidad

de los mapas (determinada por sus LE).

A lo largo de la tesis se ha hecho énfasis en que las derivaciones son genéri-

cas y válidas para cualquier red regular: redes donde todos los nodos poseen

el mismo número de vecinos (cada mapa está acoplado con igual número de

mapas). Además, siempre que fue posible, se obtuvieron expresiones cerradas

no trascendentales para los parámetros cŕıticos que determinan la estabilidad
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del estado de sincronización o la tasa de entroṕıa de N mapas acoplados. Pa-

ra ilustrar la aplicación de la teoŕıa derivada en las expresiones genéricas, se

incluyeron cálculos espećıficos para diferentes redes ćıclicas (las cuales confor-

man una clase particular de red regular), donde el espectro de autovalores de

la Laplaciana posee expresiones conocidas en función de bases de Fourier.

4.1. Redes regulares de mapas acoplados con

sincronización linealmente estable

El primer resultado presentado en esta tesis refiere al desdoblamiento de

las condiciones de estabilidad de la variedad de sincronización (Ec. (3.1)). Este

resultado, ya ha sido introducido en otros trabajos, como por ejemplo en Jost

y Joy, 2001, donde también se analizan los acoplamientos cŕıticos (mı́nimos y

máximos) que permiten la sincronización estable del sistema. En esta tesis se

extiende el análisis de las propiedades de la red y los parámetros que permiten

un estado śıncrono linealmente estable más allá del trabajo de Jost y Joy,

2001, incluyendo expresiones anaĺıticas generales para el acoplamiento cŕıtico

mı́nimo necesario para mantener un estado śıncrono, el exponente de Lyapunov

máximo de los mapas aislados que permiten una sincronización completa y la

densidad de enlaces necesaria para que exista la sincrońıa.

Además, y de manera original, se interpretan las condiciones de estabili-

dad determinadas por la MSF como dos superficies, SF y SM , que generan

condiciones sobre los autovalores de la Laplaciana de la red (Ec. (3.1)). Estas

superficies dependen de 2 parámetros de control que son independientes del

tamaño del sistema: la intensidad del acoplamiento entre los mapas, ε, y el

exponente de Lyapunov de un mapa aislado, χdyn. Esta interpretación permite

visualizar todos los parámetros que intervienen en la estabilidad de la sincroni-

zación en un gráfico tridimensional (Fig. 3.1), donde al incluir los autovalores

de la Laplaciana de la red (que dependen del tamaño del sistema y confor-

man un segmento vertical que puede atravesar las superficies) se establecen las

fronteras de la estabilidad de la sincronización.

Espećıficamente, redes regulares diferentes poseen autovalores de sus La-

placianas que equivalen a distintos tamaños y posiciones del segmento vertical

en el gráfico tridimensional, mientras que ε y χdyn determinan la posición ho-

rizontal del segmento. Esta posición cambia cuando se modifican ε o χdyn y
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entonces los autovalores de una red regular particular pueden cruzar las super-

ficies SF y/o SM . Como resultado general, se encuentra que la sincronización

es localmente estable si el segmento de autovalores se encuentra en la región

comprendida entre las superficies.

4.1.1. Condiciones generales de estabilidad

Las fronteras de la estabilidad de la variedad de sincronización son deter-

minadas por las superficies SF o SM , lo cual implica que la estabilidad local

de una red regular de acoplamientos puede perderse cuando al modificar ε o

χdyn el espectro de autovalores atraviesa SF o SM . En esta tesis se muestra que

existen dos clases de redes regulares acorde a la estabilidad de sus variedades

de sincronización. Esta clasificación ya ha sido reconocida en otros trabajos

(Arenas et al. 2008), pero aqúı se proporciona un criterio expĺıcito para su

clasificación que está basado en los autovalores extremos de la Laplaciana de

la red normalizados por el grado.

Por un lado, se muestra que existe un conjunto de redes regulares en la que

la estabilidad se pierde únicamente violando la condición impuesta por SF .

Estas redes cumplen que λF/k + λM/k < 2, siendo λF [λM ] el autovalor de

Fiedler [máximo] de la Laplaciana y k el grado (número de vecinos). Por otro

lado, existe otro conjunto de redes regulares en la que la estabilidad se pierde

al violar la condición impuesta por SM , las cumplen que λF/k + λM/k ≥ 2.

En el caso de las redes regulares donde λF/k + λM/k < 2, se encuentra

que la máxima magnitud del exponente Lyapunov del mapa aislado que pue-

de ser sincronizado establemente, χmaxdyn , depende únicamente del autovalor λF

(Ec. (3.3)). Además, debido a la forma de SF (siendo que dSF
dε

< 0), el aumentar

ε favorece la estabilidad, por lo que χmaxdyn se da para ε = 1 (la máxima inten-

sidad de acoplamiento posible). Por el contrario, disminuir ε eventualmente

desestabiliza la sincronización, por lo que existe una curva de acoplamiento

cŕıtico mı́nimo como función de χdyn, ε(c) (Ec. (3.5)), tal que si ε ∈ (0, ε(c)] se

pierde la estabilidad de la variedad de sincronización.

En el caso de las redes regulares donde λF/k+λM/k ≥ 2, se encuentra que

χmaxdyn depende de λM y λF (Ec. (3.2)). La superficie SM también verifica que
dSM
dε

< 0, pero como se trata de una cota superior para el espectro de auto-

valores, aumentar ε en esta clase de redes no siempre favorece la estabilidad.

Esto implica que hay una curva critica de acoplamiento máximo (ĺınea roja
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punteada en el panel izquierdo de la Fig. 3.1), tal que para valores mayores de ε

o χdyn también se pierde la estabilidad de la sincronización. Para χdyn ≤ χmaxdyn

esta curva coincide con la curva de nivel que en la Sec. 3.4 se nota como ε(3)

(Ec. (3.28)) y que corresponde a la intersección de λM con SM .

4.1.2. Condiciones de estabilidad especificas para redes

ćıclicas

La primera topoloǵıa ćıclica en ser analizada corresponde a los k-ciclos:

Sec. 3.2.1. En esta topoloǵıa cada nodo está conectado a los k vecinos más

cercanos y k es par. Para estas redes, se obtuvo una expresión cerrada para el

espectro de autovalores de la Laplaciana (Ec. (3.7)) y se encontró que λF = λ1

(Ec. (3.8)), donde λF/k → 1− sinc(π ρ) en el ĺımite termodinámico. Además,

para el autovalor máximo se obtiene que λM ≈ λ 3N
2(k+1)

(Ec. (3.9)), donde en el

ĺımite termodinámico se tiene λM/k → 1 + 2/3π > 1.

Entonces, se encuentra que los k-ciclos con 2 < k < kC cumple que λF/k+

λM/k < 2, donde el valor de kC es aquel que hace que λF/kC+λM/kC = 2. En el

ĺımite N →∞, se obtiene que kC → N −1, por lo tanto, casi todas los k-ciclos

verifican λF/k+λM/k < 2. Visto de otra manera, en el ĺımite termodinámico,

solo dos k-ciclos pertenecen a las redes que verifican λF/k+λM/k ≥ 2: el anillo

(k = 2) y la red completa (k = N − 1).

La segunda topoloǵıa ćıclica analizada son las k-escaleras de Möbius:

Sec. 3.2.2. Cuando se mencionan las escaleras de Möbius en la literatura, se

hace referencia a una red ćıclica con k = 3, la cual ha sido construida par-

tiendo de un anillo de N nodos que se le han agregado N/2 enlaces (con N

par) conectando nodos diametralmente opuestos (resultando en una red como

la que se muestra en el panel izquierdo de la Fig. 3.4) (Pasotti, 2010). Esta

red puede arreglarse en una configuración que se parece a una cinta de Möbius

(panel derecho de la Fig. 3.4), dándole el nombre a la red. Aunque de menor

mención en la literatura, el trabajo que introduce las escaleras de Möbius con

k = 3 también lo hace para k = 4 (Guy y Harary, 1967), ambas como redes

mı́nimamente no-planares (i.e., con un número de cruzamiento igual a 1).

Aunque ya existe una generalización de las escaleras de Möbius (Idrees et al.

2020), la generalización falla en ser regular y mı́nimamente no-planar. Por este

motivo, en este trabajo se propone una nueva generalización de las escaleras de

Möbius, las aqúı llamadas k-escaleras de Möbius, que permite construir redes
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ćıclicas (por lo tanto regulares) con las propiedades de las escaleras de Möbius

de k = 3 y 4 (Guy y Harary, 1967). La construcción que se presenta en la tesis

es similar a la descripta para k = 3: se parte de una topoloǵıa tipo anillo y se

agregan enlaces conectando la región más lejana a cada nodo.

Para las k-escaleras de Möbius, cuando 7 ≤ k < kM se obtiene que

λF/k + λM/k < 2, donde kM es aquel que verifica λF/kM + λM/kM = 2.

En el ĺımite termodinámico se obtiene que kM → 0, lo cual implica que en

el ĺımite (contrariamente a lo que pasaba con los k-ciclos) las k-escaleras de

Möbius siempre cumplen que λF/k + λM/k > 2. Esto tiene una consecuen-

cia importante en los resultados derivados, ya que por ejemplo, se obtuvo que

para 7 ≤ k < kM y en el ĺımite termodinámico χmaxdyn ' − log [ sinc(2π ρ)]

(Ec. (3.22)). Aunque este resultado puede ser útil para ser utilizado como una

aproximación a redes de tamaño finito, en el ĺımite termodinámico estricto su

región de validez es nula.

Como observación final sobre las topoloǵıas espećıficas, se tiene que ambas

convergen a la red completa en el ĺımite k → N − 1 por la manera en que

son construidas. Cualitativamente, esto explica porqué ambas verifican que

λF/k+λM/k > 2 cuando k → N −1 (para redes finitas), y que tanto λF y λM

convergen al mismo punto cuando k = N − 1 en ambos paneles de la Fig. 3.6.

4.2. Extensividad en redes regulares de mapas

de Jacobiana constante

La segunda mitad de este trabajo consistió en obtener la tasa de entroṕıa

para los mapas unidimensionales acoplados en redes regulares mediante la iden-

tidad de Pesin, y verificar si se cumple que son extensivos. Esto es, se buscó

verificar que 0 < ĺımN→∞
h
N
< ∞, con h la tasa de entroṕıa y N el tamaño

del sistema. En particular, se presentó un análisis similar al realizado en An-

tonopoulos y Baptista, 2017 y Araujo y Baptista, 2019. En contraste con estos

trabajos que analizan la extensividad en redes multiplex, esta tesis se centra en

estudiar redes regulares, que usualmente forman los bloques que constituyen

las redes multiplex. En general, se encuentran coincidencias y discrepancias

entre los resultados de esta tesis y aquellos para redes multiplex.

En primer lugar, aqúı se muestra de que existen cuatro posibles escena-

rios para la variación de la cantidad de LE positivos, y que los mismos están
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determinados por la posición del espectro de autovalores de la Laplaciana en

relación a las superficies limitantes SF y SM . Tres de los casos aqúı presentados

se reducen a uno de los casos que se presentan en Antonopoulos y Baptista,

2017 y Araujo y Baptista, 2019 para redes multiplex; por lo que en esta tesis

se obtiene mayor detalle en el análisis. En particular, el estudio de las fron-

teras y distribución de las regiones para los 4 casos se realizó considerando

únicamente un aumento en la intensidad del acoplamiento, manteniendo los

otros parámetros del sistema constantes. Esto permitió mostrar que en los

sistemas analizados y fuera de la región de sincronización estable, siempre es

posible construir una curva de la intensidad de acoplamiento como función del

tamaño de la red, ε(N), sobre la cual la tasa de entroṕıa espećıfica es constante.

En segunda instancia, se muestra que fuera de la región de sincronización

linealmente estable, la red completa es siempre extensiva. Este resultado no

solo contrasta con los resultados para las redes multiplex, donde se establece

que es necesario que ε ∝ 1/N (Antonopoulos y Baptista, 2017) o ε << 1/N

(Araujo y Baptista, 2019) para tener un sistema extensivo, sino que también

se menciona en la literatura que el comportamiento extensivo no puede ocurrir

en sistemas globalmente acoplados (Takeuchi et al. 2009). De todas formas,

el comportamiento extensivo en sistemas globalmente acoplados ya ha sido

observado (Takeuchi et al. 2011).

Finalmente, para la red anillo, se encuentra que es extensiva para todo

el rango de la intensidad de acoplamiento ε ∈ (0, 1], algo que coincide con

los resultados presentados en Antonopoulos y Baptista, 2017. Esto también se

encuentra en concordancia con que es aceptado que sistemas con interacciones

de corto alcance son extensivos (Ruelle, 1982).
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Caṕıtulo 5

Conclusiones

Esta tesis complementa el entendimiento general del fenómeno de sincroni-

zación en redes de mapas acoplados, y provee derivaciones matemáticas deta-

lladas sobre la estabilidad y la extensividad del sistema para redes regulares.

En particular, se extienden las condiciones de estabilidad lineal de la variedad

de sincronización completa derivadas en Jost y Joy, 2001, para incluir expresio-

nes cerradas para los parámetros cŕıticos e incluir una novedosa interpretación

gráfica del problema. También se presenta una nueva generalización de la esca-

lera de Möbius a k-escaleras de Möbius. Esta generalización, no sólo presenta

la ventaja de ser ćıclica y poseer un ĺımite termodinámico finito, sino que tam-

bién explica la relación de los resultados numéricos de k-ciclos y escaleras de

Möbius en Barahona y Pecora, 2002.

Otros trabajos han derivado diferentes propiedades del subespacio de sin-

cronización para redes de mapas acoplados y analizado redes con heteroge-

neidades en la distribución de grado. Por ejemplo, se ha reportado que los

mapas caóticos lineales a trazos acoplados en redes de tipo anillo, aumentan

su entroṕıa para acoplamientos fuertes (Batista y Viana, 2002). Si conexiones

aleatorias son agregadas al anillo (i.e., modelo Watts-Strogatz, M. E. Newman,

2000; M. E. Newman y Watts, 1999a, 1999b; Watts y Strogatz, 1998), entonces

la caoticidad del sistema decrece al aumentar el número de estas conexiones

aleatorias (dos Santos et al. 2007), lo cual corresponde a la emergencia de sin-

crońıa. Si en lugar de conexiones aleatorias se agregan interacciones de largo

alcance, entonces el acoplamiento mı́nimo necesario para un estado śıncrono

estable es conocido (Anteneodo et al. 2003) (incluso para mapas no lineales),

como también los tiempos del estado transitorio (de Souza Pinto et al. 2005).
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En lineas generales, este trabajo de tesis ha consistido en el análisis de la

dinámica de mapas unidimensionales, idénticos y acoplados de forma difusiva

(de la manera propuesta por Kaneko, 1984, 1992) en redes regulares (redes en

la que todos los nodos tienen la misma cantidad de vecinos). En particular, se

presentan derivaciones anaĺıticas de las condiciones que permiten alcanzar un

estado de sincronización completa que es linealmente estable cuando los ma-

pas son caóticos, aśı como también expresiones que permiten obtener la tasa

de entroṕıa para los casos en que el sistema posee una Jacobiana constante

y los mapas no se encuentra sincronizados. Los resultados obtenidos para la

estabilidad de la sincronización completa son derivados a partir de la función

maestra de estabilidad, MSF (Pecora y Carroll, 1998), y en el caso de la en-

troṕıa, son derivados a partir del formalismo de los exponentes de Lyapunov

(LE) (Lyapunov, 1892) y la identidad de Pesin (Pesin, 1977).

Los resultados aqúı presentados sobre la extensividad de las redes anali-

zadas complementan también el entendimiento general sobre la dinámica de

sistemas acoplados. En particular, se estudia en detalle las condiciones para las

cuales redes anillo y redes completas son extensivas, un tema de relevancia ya

que ambas topoloǵıas suelen utilizarse como los bloques fundamentales para la

construcción en redes multiplex (Araujo y Baptista, 2019; M. S. Baptista et al.

2016). Para ambas redes, los resultados obtenidos en esta tesis coinciden con

aquellos presentados en Araujo y Baptista, 2019 en el ĺımite ε → 0. También

se obtiene que ambas redes son extensivas en el ĺımite N → ∞ para intensi-

dades de acoplamientos menores a la intensidad cŕıtica, ε < ε(c). Más aún, se

muestra que es posible construir una función de la intensidad de acoplamiento

en función del tamaño de la red, ε(N) (Ecs. 3.33 y 3.34), de forma que la tasa

de entroṕıa se mantenga proporcional al tamaño de la red N para cualquier

ε < ε(c) y N .

Para construir la función ε(N) es necesario conocer cuáles LE son positi-

vos, por lo que se presenta un estudio genérico de cómo se modifican el signo

de los LE del sistema al modificar la intensidad de acoplamiento (Sec. 3.4).

Se muestra que existen cuatro posibles escenarios en el cambio del número de

LE positivos, los cuales complementan los dos escenarios ya reportados en la

literatura (Antonopoulos y Baptista, 2017). Aunque tres de los escenarios aqúı

considerados se reducen a un único escenario en trabajos previos, la ventaja de

trabajar con los nuevos casos propuestos pueden apreciarse en los resultados

presentados en la topoloǵıa anillo (Sec. 3.5.2). Aún más, las superficies limi-
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tantes presentadas en el estudio de sincronización, resultan ser importantes

también en el estudio de la extensividad, ya que la posición del espectro de au-

tovalores respecto a estas superficie determina de qué caso se trata (Fig. 3.11).

Varias ĺıneas de trabajo quedan abiertas al concluir esta tesis. Este tra-

bajo ha considerado únicamente mapas unidimensionales, pero sus resultados

podŕıan extenderse para mapas de mayor dimensión, pudiéndose estudiar si

los puntos cŕıticos pasan a depender de la variable por la cual los mapas se

acoplan. Además, los resultados podŕıan generalizarse a redes con heteroge-

neidad en la distribución de grado mediante una análisis perturbativo, donde

el orden cero correspondeŕıa a una red regular. Esto permitiŕıa analizar, por

ejemplo, redes de pequeño mundo, siempre y cuando la heterogeneidad en la

distribución sea pequeña y no como en las redes libres de escala. Por otro lado,

en los resultados sobre extensividad se han considerado algunas restricciones

particulares. Por ejemplo, las regiones para los escenarios de cómo se modifica

el signo de los exponentes de Lyapunov se estudiaron considerando únicamente

variaciones en la intensidad de acoplamiento. El estudio podŕıa repetirse con-

siderando la variación de otro parámetro, como el exponente de Lyapunov del

mapa aislado. Finalmente y a modo de ejemplo, se estudió la extensividad de

las redes de anillo y completas, pero el estudio puede incluir otras topoloǵıas

de redes regulares, tales como la propuesta k-escalera de Möbius.
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Caṕıtulo 6

Trabajos publicados

Gancio, J., & Rubido, N. (2022). Critical parameters of the synchroni-

sation’s stability for coupled maps in regular graphs. Chaos, Solitons &

Fractals, 158, 112001.

• Resumen: Trabajo que presenta las derivaciones de las Sec. 3.1 y

3.2 relativos a la estabilidad del subespacio de sincronización para

mapas caóticos idénticos acoplados en redes regulares.

• Contribución J. Gancio: Análisis formal, visualización de los re-

sultados, escritura del manuscrito.

Gancio, J., & Rubido, N. (2021). Community detection by resistance dis-

tance: automation and benchmark testing. In International Conference

on Complex Networks and Their Applications (pp. 309-320). Springer,

Cham.

• Resumen: Trabajo donde se propone una mejora para un algorit-

mo de detecciones de comunidades en redes basado en la distancia

resistiva. Se realiza una evaluación del desempeño del método sobre

redes de referencia.

• Contribución J. Gancio: Diseño del algoritmo, implementación

numérica, escritura del manuscrito.

Gutiérrez, C., Gancio, J., Cabeza, C., & Rubido, N. (2021). Finding the

resistance distance and eigenvector centrality from the network’s eigenva-

lues. Physica A: Statistical Mechanics and its Applications, 569, 125751.

• Resumen: Trabajo donde se propone una aproximación para la

medida de distancia resistiva de la red y una expresión exacta para
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el autovector central, basadas únicamente en los autovalores de la

matriz Laplaciana.

• Contribución J. Gancio: Simulaciones numéricas.
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k-ciclos – derivación de expresiones cerradas pa-

ra los autovalores

Estas redes, CN(k), solo permiten conexiones entre los k vecinos más cer-

canos a cada nodo, donde k debe ser un número par. Entonces, los autovalores

de la matriz Laplaciana se escriben, λn[CN(k)] (n = 0, . . . , N − 1), a partir de

la Ec. (2.61) como

λn[CN(k)] =
N∑
j=1

L1,j cos

(
2πn

N
(j − 1)

)
= k − 2

k/2∑
s=1

cos

(
2πn

N
s

)
. (1)

Aca se deriva una expresión cerrada para la suma del lado derecho (l.d.) de

Eq. (1) expresando el coseno en su forma exponencial. Eso es

l.d. = 2

k/2∑
s=1

cos

(
2πn

N
s

)
=

k/2∑
s=0

exp

[
i
2πn

N
s

]
+

k/2∑
s=0

exp

[
−i2πn

N
s

]
− 2,

donde se remplaza las 2 sumas geométricas por sus correspondientes resultados.

Es decir,

l.d. =
1− exp [i 2π n(1 + k/2)/N ]

1− exp [i 2π n/N ]
+

1− exp [−i 2π n(1 + k/2)/N ]

1− exp [−i 2π n/N ]
− 2 =

=
1− exp [i π n(k + 2)/N ]

1− exp [i 2π n/N ]
+

1− exp [−i π n(k + 2)/N ]

1− exp [−i 2π n/N ]
− 2,

que se puede transformar usando que 1−exp[± i φ] = ±2i sin(φ/2) exp[± i φ/2]

para una variable de fase arbitraria φ. Como resultado,

r.h.s. =
2i sin (π n(k + 2)/2N) exp [i π n(k + 2)/2N ]

2i sin (π n/N) exp [i π n/N ]
+

+
(−2i) sin (π n(k + 2)/2N) exp [−i π n(k + 2)/2N ]

(−2i) sin (π n/N) exp [−i π n/N ]
− 2 =

=
sin (π n(k + 2)/2N)

sin (π n/N)
exp

[
i
π n

2N
k
]
+

sin (π n(k + 2)/2N)

sin (π n/N)
exp

[
−i π n

2N
k
]
−2 ⇒

⇒ r.h.s. = 2 cos
(π n

2N
k
) sin (π n(k + 2)/2N)

sin (π n/N)
− 2.
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Ahora, usando que 2 cos(β) sin(α) = sin(α + β) + sin(α− β) en el l.d.,

l.d. =
sin (π n(2k + 2)/2N) + sin

(
π n
N

)
sin (π n/N)

− 2 =
sin (π n(k + 1)/N)

sin (π n/N)
− 1.

Finalmente, el resultado exṕlicito obtenido para la Ec. (1) es

λn[CN(k)] = k − l.d. = k + 1− sin (π n(k + 1)/N)

sin (π n/N)
. (2)

k-ciclos – Mı́nimo y máximo autovalor de la ma-

triz Laplaciana

Se nota que λ0[CN(k)] = 0 para cualquier CN(k), que puede verificarse a

partir de la Ec. (1), y que λn[CN(k = N − 1)] = N, ∀n > 0 para una red

completa. También se observa que n
N
∈ [0, 1), ∀n, pero debido a que el coseno

en la Ec. (1), solo los primeros (no nulos) modos n
N
∈ (0, 1/2] son relevantes;

los restantes n contribuyen como degeneraciones de los primeros. A medida que

n se incrementa desde 1 hasta bN/2c, el denominados en la Ec. (2) decrece

monótonamente (sin cambio de signo), haciendo a la fracción cada veez más

relevante. Consecuentemente, el menor autovalor no nulo, λF , de cualquier

CN(k) corresponde al primer modo; esto es,

λF [CN(k)] ≡ mı́n
n∈[1,N/2]

{λn[CN(k)]} = λ1. (3)

Por otra parte, para maximizar Ec. (2) y encontrar el autovalor máximo,

λM , se restringe los modos a aquellos que hacen sin (nπ(k + 1)/N) = −1. La

primera solución posible corresponde a cuando nπ(k + 1)/N = 3π/2, que se

verifica cuando n = b3N/2(k + 1)e (redondeando el argumento 3N/2(k + 1)

a uno de los dos enteros más próximos). Debido a que k ∈ [2, N − 1] para

cualquier k-ciclo (lo que implica que (k+ 1) ∈ [3, N ]), se trata de una solución

válida para el máximo autovalor de la matriz Laplaciana, λM . Espećıficamente,

λM [CN(k)] = máx
{
λb3N/2(k+1)c, λd3N/2(k+1)e

}
. (4)
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Sumando los autovalores normalizados de las Ecs. (3) y (4), se obtiene

λF
k

+
λM
k

=
λ1
k

+
máx

{
λb3N/2(k+1)c, λd3N/2(k+1)e

}
k

, (5)

donde λF/k + λM/k < 2 para 2 < k < kC, y λF/k + λM/k > 2 para k >

kC (o k = 2), siendo kC el grado cŕıtico determinado para el caso cuando

λF/kC + λM/kC = 2, que expĺıcitamente corresponde a

2

kC
− 1

kC

[
sin (π(kC + 1)/N)

sin (π/N)

]

− 1

kC
mı́n

sin
(
b 3N
2(kC+1)

cπ(kC+1)
N

)
sin
(
b 3N
2(kC+1)

c π
N

) ,
sin
(
d 3N
2(kC+1)

eπ(kC+1)
N

)
sin
(
d 3N
2(kC+1)

e π
N

)
 = 0.

En experimentos numéricos se observa que esta ecuación se verifica en una

región donde mı́n{· · · } = sin (2π(kC + 1)/N) / sin (2π/N), cuando N > 11.

Entonces, para N > 11, el grado cŕıtico está dado por la ecuación

2− sin (π(kC + 1)/N)

sin (π/N)
− sin (2π(kC + 1)/N)

sin (2π/N)
= 0, (6)

y en el ĺımite termodinámico se cumple que

λF [CN(k)]

k
+
λM [CN(k)]

k
→ 2− sinc(π ρC)− sinc(2π ρC) = 0.

Consecuentemente, una solulción para λF/kC + λM/kC = 2 en el ĺımite termo-

dinámico es ρC = 1, haciendo que λF/k+λM/k < 2, ∀ ρ ∈ (0, 1), para k-ciclos

de tamaño infinito.

k-escaleras de Möbius – derivación de expresio-

nes cerradas para los autovalores

Estas redes se definen por la matriz Laplaciana dada por Ec. (3.15), impli-

cando que los autovalores λn[MN(k)] (con n = 0, . . . , N − 1) de la Ec. (2.61)

son

λn[MN(k)] = k − 2 cos

(
2πn

N

)
−

(N−1+k)/2∑
j=(N+5−k)/2

cos

(
2π n

N
(j − 1)

)
. (7)
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Acá se derivan expresiones expĺıcitas para la suma en el lado derecho (l.d.)

de la Ec. (7) utilizando exponenciales complejas y correindo el ı́ndice j − 1 al

ı́ndice j. Esto es,

l.d. =

(N−1+k)/2∑
j=(N+5−k)/2

cos

(
2π n

N
(j − 1)

)
=

(N−3+k)/2∑
j=(N+3−k)/2

cos

(
2π n

N
j

)
=

=
1

2

(N−3+k)/2∑
j=(N+3−k)/2

{
exp

[
i
2π n

N
j

]
+ exp

[
−i2π n

N
j

]}
,

donde se corre nuevamente el ı́ndice j, de forma que j′ = j − (N + 3 − k)/2;

por lo tanto,

l.d. =
1

2
exp

[
i
π n

N
(N − k + 3)

] k−3∑
j′=0

exp

[
i
2π n

N
j′
]
+

+
1

2
exp

[
−iπ n

N
(N − k + 3)

] k−3∑
j′=0

exp

[
−i2πn

N
j′
]
.

Cuando se substituyen los resultados de las sumas geométricas de j′ en el l.d.,

l.d. =
1

2
exp

[
i
π n

N
(N − k + 3)

](1− exp
[
i2π n
N

(k − 2)
]

1− exp
[
i2π n
N

] )
+

+
1

2
exp

[
−iπ n

N
(N − k + 3)

](1− exp
[
−i2π n

N
(k − 2)

]
1− exp

[
−i2πn

N

] )
,

que se puede transformar utilizan-

do que 1 − exp[± i φ] = ±2i sin(φ/2) exp[± i φ/2] para una variable de fase

aleatoria φ. Comenzando por transformar el denominar y luedo el numerador

de las sumas geométricas, se obtiene

l.d. =
1

4i
exp

[
i
π n

N
(N − (k − 3))

]
exp

[
−iπ n

N

](1− exp
[
i2πn
N

(k − 2)
]

sin(nπ/N)

)

− 1

4i
exp

[
−iπ n

N
(N − (k − 3))

]
exp

[
i
π n

N

](1− exp
[
−i2π n

N
(k − 2)

]
sin(nπ/N)

)
=

=
2i

4i
exp

[
i
π n

N
(N − (k − 2))

]
exp

[
i
π n

N
(k − 2)

]sin (nπ (k − 2)/N)

sin(nπ/N)
+
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+
2i

4i
exp

[
−iπ n

N
(N − (k − 2))

]
exp

[
−iπ n

N
(k − 2)

]sin (nπ (k − 2)/N)

sin(nπ/N)
=

=
1

2
exp

[
i
π n

N
N
]sin (nπ (k − 2)/N)

sin(nπ/N)
+

1

2
exp

[
−iπ n

N
N
]sin (nπ (k − 2)/N)

sin(nπ/N)
⇒

⇒ r.h.s. = cos (nπ)
sin (nπ (k − 2)/N)

sin(nπ/N)
= (−1)n

sin (nπ (k − 2)/N)

sin(nπ/N)
.

Como consecuencia, la expresión expĺıcita para la Ec. (7) es

λn[MN(k)] = k − 2 cos

(
2π n

N

)
− (−1)n

sin (nπ (k − 2)/N)

sin(nπ/N)
, (8)

lo que muestra la contribución del anillo (primeros dos términos) y los peldaños

(último término). En particular, utilizando que 2 cos(β) sin(α) = sin(α+ β) +

sin(α− β), se tiene

λn[MN(k)] = k + 1−
[

sin (3π n/N) + (−1)n sin (nπ (k − 2)/N)

sin(nπ/N)

]
, (9)

donde se notan similaridades (el término k + 1, el hecho que λn[MN(k)] = 0

para n = 0 y λn[MN(N −1)] = N −1 para n > 0, y la simetŕıa en n alrededor

N/2) y diferencias (los términos entre paréntesis rectos) con la Ec. (2) para

los k-ciclos.

k-escaleras de Möbius – Mı́nimo y máximo au-

tovalor de la matriz Laplaciana

En este caso, λ1[MN(k)] ya no es el autovalor de Fiedler – como se teńıa

para la Ec. (3) para los k-ciclos – sino que el máximo autovalor, para casi

todo k. Para mostrar esto, se nota que el denominador en la expresión entre

paréntesis rectos es una función monótona creciente de n ∈ (0, N/2], lo que

implica que el término entre paréntesis rectos es más significativo cuanto más

pequeño es n. Un numerador negativo siempre tiende a maximizar el autovalor,

lo que ocurre cuando n es par siempre y cuando ambos senos en el numerador

no cambien de signo. En particular, el numerador es negativos para n = 1,

sin (3π/N) − sin (π (k − 2)/N) < 0, siempre que k ∈ (5, N − 1). Sin embar-

go, a medida que n es incrementado, el denominador se incrementa también,
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decreciendo la contribución del término entre paréntesis. Como resultado,

λM [MN(k)] ≡ máx
n∈[1,N/2]

{λn[MN(k)]} = λ1 if k ∈ (6, N − 1). (10)

Para k ≤ 6, pueden realizarse experimentos numéricos parae ncontrar el modo

que maximiza el autovalor de la Laplaciana en Eq. (9). Por ejemplo, cuando k =

6, se encuentra que las k-escaleras de Möbius con N impar tienen un autovalor

máximo para el modo que es aproximadamente n/N ' 0.412; y cuando k = 3

(y N par), el máximo autovalor esta dado para el modo n/N = 0.5, lo que

implica que λM [MN(3)] = λN/2. Esto muestra que el modo correspondiente

al máximo autovalor para las k-escaleras de Möbius cambia de acuerdo con el

tamaño y el grado de la red cuando k ≤ 6.

Ahora, se argumenta que el autovalor de Fiedler λF [MN(k)] corresponde

al siguiente autovalor más chico. En particular, se encuentra que

λF [MN(k)] ≡ mı́n
n∈[1,N/2]

{λn[MN(k)]} = λ2 if k ∈ [3, kc], (11)

donde kc < N/2 se deriva de la identidad trascendental λ2 = λ3, la cual

corresponde a cuando el autovalor de Fiedler pasa de ser el sgundo modo, al

tercero. Expĺıcitamente,[
sin (6π/N) + sin (2π (kc − 2)/N)

sin(2π/N)

]
=

[
sin (9π/N)− sin (3π (kc − 2)/N)

sin(3π/N)

]
,

de la cual se obtiene que aproximadamente kc ' (2N +8)/5. De forma similar,

se encuentra que

λF [MN(k)] ≡ mı́n
n∈[1,N/2]

{λn[MN(k)]} = λ3 if k ∈ (kc, k
′
c], (12)

donde k′c se deriva de la identidad trascendental λ3 = λ4, la cual se lee[
sin (9π/N)− sin (3π (kc − 2)/N)

sin(3π/N)

]
=

[
sin (12π/N) + sin (4π (kc − 2)/N)

sin(4π/N)

]
.

Otros grados cŕıticos se obtienen progresivamente aumentando el modo al cual

corresponde al autovalor de Fiedler, hasta converger a la red completa, cuando

k = N − 1 y todos los autovalores son iguales y se verifica que λn[MN(k =

N − 1)] = N, ∀n > 0.

95



Considerando Ecs. (10) y (11), se tiene que, para k ∈ (6, kc],

λM
k

+
λF
k

=
λ1[MN(k)]

k
+
λ2[MN(k)]

k
= 2

(k + 1)

k
,

−1

k

[
sin (3π/N)− sin (π (k − 2)/N)

sin(π/N)

]
− 1

k

[
sin (6π/N) + sin (2π (k − 2)/N)

sin(2π/N)

]
.

Esta ecuación tiene dos soluciones: λ2/k + λ1/k < 2 cuando 7 ≤ k < kM y

λ2/k + λ1/k > 2 cuando kM < k ≤ kc ' (2N + 8)/5, con kM siendo el grado

cŕıtico determinado por el caso cuando λF/kM + λM/kM = 2. Esto es,

(kM + 1)

kM
−1 =

sin (3π/N)− sin (π (kM − 2)/N)

2kM sin(π/N)
+

sin (6π/N) + sin (2π (kM − 2)/N)

2kM sin(2π/N)
,

1 =

[
sin (2π (kM − 2)/N)

2 sin(2π/N)
− sin (π (kM − 2)/N)

2 sin(π/N)

]
+

sin (3π/N)

2 sin(π/N)
+

sin (6π/N)

2 sin(2π/N)
,

αN =
sin (2π (kM − 2)/N)

sin(2π/N)
− sin (π (kM − 2)/N)

sin(π/N)
, (13)

donde se define la constante, αN ≡ 2 − sin (3π/N) / sin(π/N) −
sin (6π/N) / sin(2π/N), que solo depende de N . Entonces, Ec. (13) es una

ecuación trascendental que permite determinar el grado cŕıtico que dife-

rencia entre las 2 clases de k-escaleras de öbius: aquellas para las cuales

λF/kM + λM/kM < 2 y las otras para las que λF/kM + λM/kM > 2.

Se nota que cuando N →∞, se puede utilizar las Ecs. (3.18) y (3.20) en el

ĺımite termodinámico de λ1[MN(k)] y λ2[MN(k)]. Como resultado, se obtiene

λ1[MN(k)]

k
+
λ2[MN(k)]

k
→ 2 + sinc(π ρ)− sinc(2π ρ). (14)

Consecuentemente, existe una densidad cŕıtica de enlaces para k-escaleras de

öbius de tamaño infinito, ρM, cuando sinc(π ρM) − sinc(2π ρM) = 0, con las

soluciones ρM = 0 y ρM = 1. Esto implica que las k-escaleras de öbius de

tamaño infinito verifican λ2[M∞(ρ)]/k + λ1[M∞(ρ)]/k > 2, valido para ρ ∈
(0, 1), y coinciden con los k-ciclos en la red completa para ρ = 1.
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Derivación de los términos extensivos para la

red anillo

Aqúı se derivan las expresiones cerradas que se obtienen de los primeros

términos del desarrollo de la Ec.(3.39):

N−1∑
n=1

∞∑
j=1

[
2ε sin2

(πn
N

)]j 1

j
. (15)

Para j = 1, la Ec.(15) se escribe como

N−1∑
n=1

2ε sin2
(πn
N

)
=

N−1∑
n=1

ε

(
1− cos

(
2πn

N

))
,

donde la expresión del lado derecho (l.d.) se obtiene mediante la identidad

trigonométrica de reducción de potencia, i.e., 2 sin2(x) = 1−cos(2x). Haciendo

el la suma del primer término y escribiendo el seno en su forma exponencial,

se tiene,

l.d. =
N−1∑
n=1

ε

(
1− cos

(
2πn

N

))
= ε

(
N − 1−

N−1∑
n=1

[
exp

(
i
2πn

N

)
+ exp

(
−i2πn

N

)]
1

2

)
.

Ahora se busca escribir las sumatorias como sumas geométricas, entonces

l.d. = ε

(
N − 1−

[
N−1∑
n=0

exp

(
i
2πn

N

)
+

N−1∑
n=0

exp

(
−i2πn

N

)
− 2

]
1

2

)

= ε

(
N −

[
N−1∑
n=0

exp

(
i
2πn

N

)
+

N−1∑
n=0

exp

(
−i2πn

N

)]
1

2

)
,

donde se tiene que estas sumas geométricas son idénticamente nulas. Esto es,

N−1∑
n=0

exp

(
i
2πn

N

)
=

1− exp (2πi)

1− exp (2πi/N)
= 0,

N−1∑
n=0

exp

(
−i2πn

N

)
=

1− exp (−2πi)

1− exp (−2πi/N)
= 0,

ya que exp (±2πi) = 1. Por lo tanto l.d. = εN .
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Para el caso j = 2, la Ec. (15) se escribe como

2ε2
N−1∑
n=1

sin4
(πn
N

)
=
ε2

4

N−1∑
n=1

[
3− 4 cos

(
2πn

N

)
+ cos

(
4πn

N

)]
,

donde nuevamente el lado derecho (l.d.) se obtuvo a partir de la identidad

trigonométrica de reducción de potencia: 8 sin4(x) = 3 − 4 cos(2x) + cos(4x).

El trabajo es idéntico al caso j = 1, se hace la primera suma y se escriben los

cosenos en su forma exponencial,

l.d. =
ε2

4

[
3N − 3− 2

N−1∑
n=1

(
exp

(
i
2πn

N

)
+ exp

(
−i2πn

N

))

+
1

2

N−1∑
n=1

(
exp

(
i
4πn

N

)
+ exp

(
−i4πn

N

))]
,

transformando las sumatorias en sumas geométricas,

l.d. =
ε2

4

[
3N − 3− 2

N−1∑
n=0

(
exp

(
i
2πn

N

)
+ exp

(
−i2πn

N

))
+ 4

+
1

2

N−1∑
n=0

(
exp

(
i
4πn

N

)
+ exp

(
−i4πn

N

))
− 1

]

=
ε2

4

[
3N − 2

N−1∑
n=0

(exp

(
i
2πn

N

)
+ 2

N−1∑
n=0

exp

(
−i2πn

N

)

+
1

2

N−1∑
n=0

exp

(
i
4πn

N

)
+

1

2

N−1∑
n=0

exp

(
−i4πn

N

)]
,

donde por iguales argumentos que en el caso j = 1, se tiene que todas las

sumas son nulas. Finalmente se tiene l.d. = 3ε2/4.

En el caso j = 3, el tratamiento también es similar. En este caso, la Ec. (15)

se escribe como

8

3
ε3

N−1∑
n=1

sin6
(πn
N

)
=
ε3

12

N−1∑
n=1

[
10− 15 cos

(
2πn

N

)
+ 6 cos

(
4πn

N

)
− cos

(
6πn

N

)]
,

donde nuevamente la igualdad del lado derecho (l.d.) corresponde la identidad

de reducción de exponente, i.e., 32 sin6(x) = 10−15 cos(2x)+6 cos(4x)−cos(6).
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Repitiendo el proceso:

l.d. =
ε3

12

[
10N − 10 +

N−1∑
n=1

(
−15

2

(
exp

(
i
2πn

N

)
+ exp

(
−i2πn

N

))
+3

(
exp

(
i
4πn

N

)
+ exp

(
−i4πn

N

))
− 1

2

(
exp

(
i
2πn

N

)
+ exp

(
−i2πn

N

)))]

=
ε3

12

[
10N +

N−1∑
n=0

(
−15

2

(
exp

(
i
2πn

N

)
+ exp

(
−i2πn

N

))
+3

(
exp

(
i
4πn

N

)
+ exp

(
−i4πn

N

))
− 1

2

(
exp

(
i
2πn

N

)
+ exp

(
−i2πn

N

)))]

= ε3

[
5

6
N +

1

12

N−1∑
n=0

(
−15

2

(
exp

(
i
2πn

N

)
+ exp

(
−i2πn

N

))
+3

(
exp

(
i
4πn

N

)
+ exp

(
−i4πn

N

))
− 1

2

(
exp

(
i
2πn

N

)
+ exp

(
−i2πn

N

)))]
,

donde nuevamente todas las sumas que aparecen son idénticamente nulas. Por

lo tanto, l.d. = 5ε3N/6.
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