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Introduccion

El tema de estudio en esta monografia serd teoria de cuerpo de clases, y sus aplica-
ciones. La teoria de cuerpos de clases es la rama de la teoria de niimeros que estudia
las extensiones de cuerpos de nimeros abelianas, el programa de Langlands es su gene-
ralizacion, donde se estudian las extensiones de cuerpos en general. A lo largo de este
documento veremos por qué es mas facil estudiar las extensiones abelianas, esto se vera
claramente con el teorema de limitacién de norma, el cual nos dird que dado un cuerpo
K y una extensién L, sea L% la mayor extensién abeliana de K dentro de L, enton-
ces Nm(L) = Nm(L®); esto no nos deja diferenciar entre ambas extensiones con las
herramientas que presentaremos mas adelante.

A lo largo del estudio de la teoria de cuerpo de clases han existido varios enfoques. El
primero fue el de Kronecker (comenzando aproximadamente en 1850), su motivacién fue
estudiar la factorizacion de polinomios y la densidad de primos, ademéas de conjeturar
el Teorema de Kronecker-Weber, el cual dice que, toda extensién abeliana de Q esta
contenida en Q((p,) con (,, una raiz m-ésima de la unidad. Anos después Weber daria una
prueba de dicho teorema, aunque incompleta, a esto se le debe el nombre. Posteriormente,
Hilbert daria una prueba completa de dicho teorema, e introduciria el simbolo de Hilbert,
el cual estudiaremos en esta monografia. Todo esto desarrollé la teoria de cuerpo de
clases con cuerpos globales, donde un cuerpo global es una extension finita de Q. Una
vez desarrollada la teoria global, se comenzaron a estudiar los cuerpos locales, donde un
cuerpo local es un cuerpo completo con respecto a la topologia inducida por una valuacién
discreta y su cuerpo residual es finito, en nuestro caso serdn extensiones finitas de Q.
Partiendo de la teoria global, Hasse, Brauer y Noether entre otros, desarrollaron la teoria
de cuerpo de clases local.

Sin embargo, posterior a este enfoque Tate introduciria la cohomologia de Tate para
estudiar la teoria de cuerpos local, y deducir la teoria de cuerpos global con la heuristica
que se empezaba a usar en esa época (1950) de entender los problemas de manera local,
estudidandolo en cada completacién p-ddica, y utilizando ideles (idea desarrollada por
Chevalley en 1936), se desarrollé la teoria de cuerpo de clases global, la esencia de usar
los ideles es que se estudia el problema en cada localizacién del cuerpo (cada completacion
con respecto a una norma p-adica) y en los ideles se puede ver lo anterior, pero en todas
las localizaciones a la vez, de ahi sacar conclusiones sobre el cuerpo global, a esto se le
llamé principio local-global. Sera sobre este segundo enfoque que se tratard este trabajo,
recopilando resultados importantes, en algunos casos omitiremos sus demostraciones, y
dando algunas aplicaciones de la teoria de cuerpo de clases.
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Esta monografia constard de tres capitulos, en el primero introduciremos la coho-
mologia de Tate, para esto necesitaremos algunas definiciones mas béasicas de dlgebra
homoldgica, por tanto, comenzaremos definiendo cohomologia y homologia de un gru-
po G, y algunas herramientas que necesitaremos mas adelante como el cup product,
los homomorfismos Inflacién y Restriccion. Una vez tengamos estas herramientas po-
dremos definir la cohomologia de Tate, ademés de enunciar y demostrar el Teorema de
Tate, el cual nos facilitara el estudio de la cohomologia de Tate, y nos dejard ver como
la cohomologia de Tate logra unificar de manera 1til para nosotros la homologia y la
cohomologia.

Una vez que poseamos estas herramientas, las aplicaremos para estudiar los cuer-
pos locales y sus extensiones, durante esta seccion calcularemos la cohomologia de las
extensiones ramificadas, y daremos una idea del cédlculo de la cohomologia para ex-
tensiones no ramificadas, para esto construiremos el mapa invariante. Dicho mapa nos
dard un isomorfismo entre el segundo grupo de cohomologia de K"", que es la exten-
sién no ramificada mas grande de K, o sea, el cuerpo que contiene a toda extension
no ramificada de K, con Q/Z. Ademds, este mapa nos dard el isomorfismo entre los
grupos de cohomologia de las extensiones de K, que estaran contenidas en K“" y los
subgrupos de Q/Z. Posteriormente, definiremos el mapa local de Artin, el cual nos dird
que Gal(L/K)® ~ K> /Nmyp, g (L*). Para describir este mapa nos serd muy 1til haber
definido anteriormente el mapa invariante.

En la dltima seccién de este primer capitulo, definiremos el grupo de Brauer e inter-
pretaremos la cohomologia en términos del grupo de Brauer. Para esto introduciremos
las algebras centrales simples sobre un cuerpo K y la relacién de similaridad que es una
relacion de equivalencia, una vez tengamos estas definiciones, podemos definir un pro-
ducto el cual respetara las clases de equivalencia, y el conjunto de clases de similaridad
con dicho producto, serd el antes mencionado grupo de Brauer. Al final de la seccién
veremos algunos grupos de Brauer particulares, sobre K finito, K = R y cuerpos locales
no arquimedeanos.

En el capitulo 2 comenzaremos introduciendo el Ray Class Group, para esto ne-
cesitaremos la nocién de médulo, el cual por ahora pensaremos como un producto de
primos o lugares del cuerpo, una vez tengamos esta nocién podremos definir el Ray
Class Group. Ademas, daremos algunos ejemplos de este grupo utilizando extensiones
cuadraticas. Posteriormente, definiremos el elemento de Frobenius, el cual sera el gene-
rador del grupo de descomposicién, dada una extension L de K definiremos el grupo de
descomposicién D(B) = {7 € G | 78 = B} donde B es un ideal en L sobre un ideal
primo p en el cuerpo K.

Una vez tengamos estas definiciones, definiremos el mapa global de Artin, el cual
serd la version global del mapa local de Artin definido en el capitulo anterior. Calcula-
remos el mapa global de Artin en algunos cuerpos particulares para fijar ideas sobre su
funcionamiento. Ahora nos interesaria obtener un isomorfismo del mismo tipo que nos
daba el mapa local de Artin, sin embargo, el mapa global de Artin no es un isomorfismo.
Para eso enunciaremos la Ley de reciprocidad, la cual nos dard un isomorfismo entre
Gal(L/K) y Is(m)/i(Kmyl).Nm(If(m)), donde S(m) es el conjunto de ideales primos que
dividen al médulo m, y el mapa i es i(a) = (a), manda un elemento en el ideal gene-
rado por ese elemento. Este serd el primer teorema que enunciaremos de CFT global,
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en esta misma seccién enunciaremos el teorema de limitacién de norma el cual ya fue
mencionado anteriormente.

En este punto nos interesaria combinar la parte local y la global. Para eso introdu-
ciremos los ideles, estos fueron introducidos por Chevalley, el grupo de ideles de K es
{(xy)v | xy € Ky y 2 € O, para casi todo v} donde v son los lugares o primos de K. De
manera intuitiva estamos mirando todos los lugares de k a la vez. Lo que haremos serd
entender los teoremas que ya vimos en términos de ideales en el lenguaje de los ideles,
y ver que tanto se pueden generalizar estos teoremas, es decir, ver cuél es la ventaja de
usar ideles.

En el capitulo 3 culminaremos la monografia viendo algunas aplicaciones de CFT.
Estudiaremos 3 problemas, el primero serda cuando una n-ésima potencia local es global.
Veremos que dado un cuerpo de numeros que contiene una n-ésima raiz de la unidad.
Un elemento no nulo de K es una n-ésima potencia en K, si es una n-ésima potencia en
K, para casi todo v primo. Para probar este teorema necesitaremos algunos resultados
de teoria de numeros analitica, los cuales enunciaremos sin demostracién. Otro de los
problemas que estudiaremos sera el principio local-global de normas, para esto tendremos
el Teorema de la norma de Hasse. Dada una extensién ciclica L/K de un cuerpo de
nimeros y sea a € K*, entonces la imagen de a € K, es una norma de L, para casi todo
v, y si es una norma para todo v, entonces es una norma en K.

Finalizaremos el capitulo y la monografia estudiando leyes de reciprocidad, para
esto introduciremos el simbolo de Legendre y veremos la ley de reciprocidad cuadratica
como primera aproximacion al problema. Posteriormente, generalizaremos el simbolo de
Legendre, dando el simbolo de potencia residual. Definiremos el simbolo de Hilbert, para
esto nos sera 1util el mapa invariante definido anteriormente. Una vez que tengamos esto,
podremos usar el simbolo de Hilbert y alguna de sus propiedades para demostrar la ley
de reciprocidad. Por ultimo, veremos la reciprocidad ctbica de Eisenstein, y algunas
aplicaciones de estos resultados, entre las cuales estard una demostracién del Teorema
de Fermat para primos menores que 3 x 10°.






Capitulo 1

Teoria de cuerpo de clases local

1. Cohomologia de Tate

Esta seccién serd puramente preliminar dando resultados que necesitaremos mas
adelante, daremos algunos preliminares basicos sobre cohomologia para poder definir la
cohomologia de Tate, comenzaremos definiendo qué es la cohomologia y la homologia de
un G-moédulo, siendo G un grupo.

1.1. Definicion de cohomologia de grupos.

DEFINICION 1.1. Diremos que M es un G—modulo si M es un grupo abeliano y G
actua sobre M de manera tal que
1.glm+4+n)=gm+gnVmneMygeG
2. g'g(m) = g'(gm) ¥Ym € M y Vg, g’
3. Im=mVmeM

DEFINICION 1.2. Para un G-médulo M, definimos
MY ={me M|gm=mVg e G}.

El functor M — MY : Modg — Ab es exacto a izquierda, i.e.,si0 — M’ — M — M" —
0 es exacta, entonces 0 — M'C — ME — M"Y es exacta.

Dado que la categoria de los G-médulos tiene suficientes inyectivos, podemos aplicar
la teoria de los functores derivados en esta situacién. Una resolucién inyectiva de un
G-médulo M es una sucesién exacta de la forma 0 — M — I — I' — ... donde los I’
son todos inyectivos. Remitirse a [Mil20l Capitulo 2] por mas detalles.

Sea M un G-médulo, elegimos una resolucion inyectiva

0=-M—=>1"=T" 1% ...

de M. El complejo

045 (199 L (Y 5 I ) L (e ©

no necesariamente es exacto, lo cual da lugar a la siguiente definicion.

DEFINICION 1.3. Definiremos el r-ésimo grupo de cohomologia de G con coeficientes
en M como

rc.an - S5,

PROPOSICION 1.4. Se cumplen las siguientes propiedades
1. HY(G, M) = M€%
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2. Dada una sucesion exacta corta de G-mddulos
0->M —-M->M'—-0

da lugar a una sucesion exacta larga
0— H° (G, M) = - = H"(G,M) = H" (G, M") & H' (G, M) = - .
Descripcion de la Cohomologia de grupos por medio de cocadenas.

DEFINICION 1.5. Llamaremos una r—cocadena homogénea a una funcién ¢ : G*+1 —
M tal que cumpla lo siguiente

©(990, ---»99r) = 9(¢(90, ---»9r)) V9, g0, ... gr € G.

Notaremos al conjunto de las r—cocadenas homogéneas como C’T(G, M). Definimos
el mapa borde d” : C"(G, M) — C™TY(G, M) de la siguiente manera

(@ 0)(G0s e 9r1) = 3 (~1)0(G0s s G s ).

Esta cadena nos da una manera explicita de calcular el r—ésimo grupo de cohomologia
como _
Ker(d"
H7(G. M) ~ et
Im(dr—1)

Una cocadena homogénea ¢ : G™1 — M es determinada por sus valores en los
elementos (1, g1, 9192, ..., g1...gr). Por tanto definimos el grupo C"(G, M) de r-cocadenas
no homogéneas de G con valores en M, el cual consiste de todas las funciones ¢ : G" — M.
Tomaremos G® = {1}, por lo tanto C°(G, M) = M. Definimos

d":C"(G,M) — C"™H(G, M)
por (d"¢)(g1,-++ , grt1) =

T

910(g2, s Gra1) + 3 (~ 1P QG111 41s s gr1) + (—1)
j=1

T+190(gla (XL gT‘)

Definimos
Z"(G,M) = Ker(d") grupo de r-cociclos
B"(G, M) = Im(d""!) grupo de r-cobordes (r-coboundaries)
Podemos describir el r—ésimo grupo de cohomologia como
N Z"(G,M)
~ B"(G,M)’
Las tres maneras en las que definimos cohomologia son isomorfas, dependiendo del con-
texto en el cual estemos trabajando en el futuro usaremos la definicién mas tutil.

A continuacién daremos una descripcién del mapa borde 6" usando cocadenas. Sea
0— M — N — P — 0 una sucesién exacta de G-médulos. El mapa borde

§": H"(G,P) — H" ™G, M)

tiene la siguiente descripcién: sea v € H" (G, P) representado por el r-cociclo ¢ : G" — P.

H"(G,M)

El mapa de N en P es sobre, por tanto, existe una r-cocadena ¢ : G" — N que levanta
a ¢, como d¢ = 0, d¢ toma valores en M, este es el cociclo que representa a 6"+.
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Calculando una cohomologia importante.
Sea L una extensién de Galois finita de K, y sea G = Gal(L/K). Entonces L y L* son
G-médulos.

PROPOSICION 1.6. Sea L/K una extension de Galois finita con grupo de Galois G.
Entonces HY(G,L*) =0

DEMOSTRACION. Sea ¢ : G — L* un 1—cociclo, por tanto,

p(or) = o(p(7)).¢(0), Vo, 7 € G
usando la independencia lineal de los automorfismos de L, se tiene que existe x € L™ tal
que
0£y=> ¢(0)o(x)
oceG
Luego para § € G

0(y) = Y (09)(0)(00)(x) = Y _ @(00)p(8) " (00)(z) = p(6) "y

ceG ceG

por lo tanto, ¢ satisface ¢(0) = 0(y)~'y, o sea que ¢ es un 1—coborde. Probando que
ZG, L*) ~ BY(G, L”) O

Algunos homomorfismos importantes.
Definimos Ind$% (M) = {¢ : G — M | ¢(hg) = ho(g)Vh € H Yg € G}. Ind% (M)
tiene estructura de G-médulo con (¢ + ¢')(z) = ¢(z) + ¢'(z) ¥y go(x) = ¢(xg). Ahora
enunciaremos el lema de Shapiro.

LEMA 1.7. (Shapiro) Sea G un grupo y H un subgrupo de G, VM H-mddulo, existe
un isomorfismo candnico H" (G, Ind$,(M)) = H"(H, M) Vr < 0.

DEMOSTRACION. Ver Proposicién 1.11 de [Mil20]. O

El homomorfismo Restriccidon se construird de la siguiente manera. Sea M —
Ind% (M) el homomorfismo de G-médulos que envia m al mapa g — gm. Esto induce el
homomorfismo

H"™(G,M) — H'" (G, Ind% (M)),

por el lema de Shapiro tenemos un isomorfismo de H' (G, Ind$(M)) = H"(H,M)
definiremos el homomorfismo Restricciéon como la composicién de los dos homomorfismos
anteriores

Res: H'(G,M) — H"(H,M).

Una manera explicita de construir el homomorfismo Restriccion es la siguiente. Sea
¢ € H' (G, M), y sea ¢ una r—cocadena de G que toma valores en M, tal que representa
a ¢, podemos restringir ¢ a H", esto nos da una r—cocadena de H que toma valores en
M, la cual representa la clase de Res(¢)

El homomorfismo Inflacién. Sea H un subgrupo normal de G, sea o : G — G/H
la proyeccién, y sea B : M < M. Sea ¢ € H"(G/H, M*) representado por ¢ un
r—cociclo de de G/H que toma valores en MY, ¢ es fijado por la accién de H ya
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que M = {m € M : h(m) = mVh € H}. Sea ¢ un levantado de ¢ en G tal que
¢(9) = ¢(gH), por tanto, hj(g) = ¢(g). Definimos
Inf: H"(G/H, M%) - H"(G, M) como Inf(¢) = B()
donde () es la clase de 5(¢) en H" (G, M).
El homomorfismo Corestriccién. Sea H un subgrupo de G de indice finito y sea S

un conjunto de representantes de las coclases a izquierda de H. Entonces G = | J,cq sH.
Dado M un G-médulo, definimos la funcién norma de la siguiente manera

Nmg gm = Z sm.
ses

Nmg g es un homomorfismo de M H _ MG, esto nos da un homomorfismo de los
grupos de cohomologia

Cor:H'(H,M) — H"(G,M)
para todo r de la siguiente manera. Para todo G-modilo M tomamos
© = ngp(s_l) - Ind$ (M) — M.
ses

Componiendo con el isomorfismo del lema de Shapiro obtenemos el homomorfismo co-
restriccién

H"(H,M) = H"(G, Ind%(M)) — H"(G,M).
1.2. Cup Product. Para dos G-moédulos M y N, escribimos M ® N para M ®z N
como G-médulo con
gm®n)=gm®gn, g€ G, me M, n € N.
PROPOSICION 1.8. Eziste una y solo una familia de apareamientos bi-aditivos
(m,n)—muUn: H (G,M) x H*(G,N) = H(G,M ® N)
tal que
1. para r=s=0, el apareamiento es
(m,n) =m&n: M@ N = (Mo N)“;
2. 510 — M — M — M" — 0 es una sucesién exacta de G-mddulos tal que
0+Me&N—->MN—-M &N —0
es exacta, entonces
(dm"yun =d6(m"Un),m"”" € H" (G, M"),n € H*(G, N);

Donde § es el homomorfismo H" (G, M") — H™Y(G,M’') o H"*(G,M"®@N) —
HT+S+1(G, M’ ® N)
3. 550 N —- N — N"— 0 es una sucesion exacta de G-mddulos tal que

0->M&N-—->MN-—->M' &N —0
es exacta, entonces
mUdn” = (=1)"6(mun”),me H(G,M),n" € H*(G, N").

PROPOSICION 1.9. El producto cup cumple las siguientes propiedades
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(zUy)Uz=2U(yUz2)

s xUy=(-1)"yUx

Res(x Uy) = Res(z) U Res(y)
Cor(z U Res(y)) = Cor(z) Uy

» Inf(zUy) = Inf(x)UInf(y)

1.3. Definicién de homologia de grupos. Dado un G-médulo M, sea Mg el
cociente mas grande de M sobre el que G actia trivialmente. Por tanto Mg es el cociente
de M por el subgrupo generado por

{gm —m|ge G,m e M}.
El functor
M +— Mg : Modg — Ab
es exacto a derecha, es decir, si
0> M —-M—M' -0
es exacto, entonces
M¢ — Mg — ME— 0

es exacto.
Sea M un G-médulo, elegimos una resolucion proyectiva, podemos hacerlo pues la
categoria de G—modulos tiene suficientes proyectivos

c— P — P —FP— M —0
de M. El complejo

— (P)g ™ (P1)g ™ (o) — 0
no necesariamente es exacto, por tanto definimos

Ker (d,)
Im (dy11)

como el r-ésimo grupo de Homologia de G con coeficientes en M.

H.(G, M) =

PROPOSICION 1.10. Se cumplen las siguientes propiedades
1. Hy(G,M) = Mg;

2. Una sucesion exacta corta de G-mddulos
0—-M —-M-—M"—0

da lugar a una sucesion exacta larga

.= H(G, M) — H, (G, M") 2 H,_, (G, M") — -+ — Hy (G, M") =0
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1.4. Cohomologia de Tate. Supongamos que G es un grupo finito.

Para un G-modulo, definimos el mapa norma Nmg : M — M de la siguiente manera
m Z gm.
geG

Sea ¢’ € G. Como g recorre todos los elementos de G, ¢'(Nmg(m)) = Nmg(m) =
Nmeg(g'm). Entonces

Im (Nmg) € MY, IgM C Ker Nmg,.

Donde Ig es el ideal de aumentacién, Ig = ker(}_,cq M0 — D, cq o), este ideal ( de
Z|G]) es generado por {oc —1:0 € G}.
Por tanto, obtenemos el siguiente diagrama conmutativo

M —Nme g

! I

0 —— Ker(Nmg)/IgM —— M/IgM y MY y MY /Nmg(M) —— 0

Como Hy(G,M) = M/IgM y H°(G,M) = M, la fila inferior puede ser reescrita
como

0 — Ker (Nmg) /IcM — Ho(G, M) ~2§ HO(G, M) — M /Nmg(M) — 0
DEFINICION 1.11. Tate definié
H" (G, M) r>0
MC%/Nmg(M) r=

Ker(Nmg)/IgM r=-1
H_r_l(G,M) r<—1

Hp(G,M) =

por tanto la sucesién exacta ahora se convierte en

0 — Hy (G, M) — Ho(G, M) 2§ HO(G, M) — HY(G, M) — 0.
Los grupos Hp(G, M) son conocidos como grupos de Cohomologia de Tate.
PROPOSICION 1.12. Dada una sucesién exacta corta de G-mddulos
0— M —-M— M —0.

Obtenemos la siguiente sucesion exacta larga

oo = HR (G, M) = Hp (G, M) — Hp (G, M") -2 HiPY(G, M) = - |
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Dos resultados importantes.
TEOREMA 1.13. Sea G un grupo finito, y sea M un G-mddulo. Si
HY(H,M)=0= H*H,M)
para todo subgrupo H de G, entonces Hy.(G, M) = 0 para todo r € Z
DEMOSTRACION. Ver Teorema 3.10 de [Mil20]. O

TEOREMA 1.14. Teorema de Tate
Sea G un grupo finito y sea C un G-mddulo. Supongamos que para todo subgrupo H de
G (incluyendo H=G)
1. HY(H,C) =0
2. H?(H,C) es un grupo ciclico de orden igual a |H|

Entonces, para todo r, existe un isomorfismo
H(G,7) — Hi(G,0)
dependiendo solo de la eleccion del un generador para H?*(G,C)

DEMOSTRACION. Ver Teorema 3.11 de [Mil20]. O

2. Teoria de cuerpos de clases local

Sea K un cuerpo local, es decir que K es un cuerpo local si es un cuerpo y ademas
es completo con la topologia inducida por una valuacién discreta y su cuerpo residual es
finito. En nuestro caso, los cuerpos locales que utilizaremos siempre seran una comple-
tacion de un cuerpo de nimeros con respecto a normas p-adicas. De ahora en adelante
llamaremos H?(L/K) a H*(Gal(L/K), L*). En la siguiente seccién veremos una inter-
pretacién de H?(L/K) como el grupo de Brauer de L/K.

2.1. Cohomologia de extensiones no ramificadas. En el inicio de esta secciéon
describiremos la cohomologia de las extensiones no ramificadas, las cuales son mas faciles
de estudiar que las ramificadas. Para esto estudiaremos la cohomologia de las unidades,
la cual nos sera ttil para entender la cohomologia de L.

La cohomologia de las unidades.

PROPOSICION 2.1. Sea L/K una extension finita no ramificada con grupo de Galois
G, y sea Uy, el grupo de unidades en L. Entonces

Hp(G,UL) = 0 para todo r

DEMOSTRACION. Si 7 es un primo de L, entonces todo elemento de L* puede ser
escrito Unicamente como o = un™ con u € Up, m € Z. Por tanto

L*=Upnt~U, xZ

Como L es no ramificada sobre K, podemos elegir 7 € K, entonces 7(a) = 7(un™) =
(Tu)m™ para todo 7 € G, y por tanto se convierte en una descomposicién de G-
médulos cuando tenemos G actuando trivialmente sobre 7% ~ Z. Por tanto H" (G, Uy)
es un sumando de H" (G, L*).
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Tenemos que H'(G, LX) = 0 por el Teorema 90 de Hilbert. Como G es ciclico, para
completar la prueba de la proposicién, es suficiente ver que H%(G, Ur) = 0. Para eso
usaremos la siguiente proposicién. O

PROPOSICION 2.2. Sea L/K extensidn finita no ramificada. Entonces el mapa norma
Nmyp g : UL — Uk es sobreyectivo.

Necesitaremos los siguientes lemas para demostrar la proposiciéon. Sean | y k los
cuerpos residuales de L y K. Como L/K es no ramificada, la accién de G sobre Op,
define un isomorfismo G ~ Gal(l/k).

)

LEMA 2.3. Para m > 0, sea Uém =1+ m7'. Entonces

UL /U =5 0%
Uim it =,
como G-mddulos.

DEMOSTRACION. Sea 7 un primo de K, por tanto es primo en L, y Uém) ={1+
ar™ | a € O}

Los mapas
wruwmod my, : Uy — 1%
1+ an™ — a mod my, : Uém) — 1
inducen los isomorfismos requeridos. O

LEMA 2.4. Para todo r, H}.(G,1*) = 0. En particular, el mapa norma I* — k> es
sobreyectivo.

DEMOSTRACION. Mirar Lema 1.4 del capitulo 3 de [Mil20] O

LEMA 2.5. El grupo H}.(G,1) = 0 para todo r. En particular, el mapa traza l — k es
sobreyectivo.

DEMOSTRACION. Mirar Lema 1.5 del capitulo 3 de [Mil20] O
Utilizaremos los lemas anteriores sin dar las pruebas.

DEMOSTRACION DE LA PROPOSICION [2.2] Ahora demostraremos la proposicién an-
terior utilizando los lemas. Tenemos los siguientes diagramas conmutativos

Up — 1% G AR
lj\[m le le \LTT’
Uk —— kX Ué(m) — sk

Consideremos un u € Uk . Como el mapa Norma [* — k> es sobreyectivo, existe un vy €
Ur, tal que Nm(vg) y u tiene la misma imagen en k%, lo que es igual a que u/Nm(vg) €

UI(;). Como el mapa Traza de | — k es sobreyectivo, existe un v € Ug) tal que Nm(vy) =
u/Nm(vg) mod U I(?). Continuando con este razonamiento, obtenemos una sucesién de
v, V1, V2, ..., V; € U(i), tal que u/Nm(ngovj) IS UI(§+1). Sea v = liMm_ oo H}n:(] vj.
Entonces u/Nm(v) € ﬂUI(? =1. O
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El mapa invariante.
Sea L una extensién de K no ramificada, y G = Gal(L/K).

Como H%(G,UL) = 0= H3(G,UL), la sucesién de cohomologfa de la sucesién exacta
corta

« ordp

0 » U L Z 0
nos da el siguiente isomorfismo
2
H2(G, L) 0, g2z,

Los grupos H" (G, Q) son de torsién para r > 0 y unicamente divisible porque Q lo es, y
por tanto son triviales. Por tanto la sucesién de cohomologia de la sucesién exacta corta

0 > 7. Q > Q/Z 0

nos da un isomorfismo ( G actuando trivialmente)

HY(G,Q/Z) % H(G,Z) .
Sabiendo que
HY(G,Q/Z) ~ Homys(G,Q/Z)

y que G tiene un generador topoldgico candnico, el elemento de Frobenius o = F'roby, k.
La composicién de

H(L/K) 2% HX(@G,2) «— H'(G,Q/Z) ~ Homus(G,Q/2) 1'% @z

es llamado el mapa invariante

invg i« H*(L/K) — Q/Z

TEOREMA 2.6. FExiste un unico isomorfismo
invg : HA(K"/K) — Q/Z

con la propiedad tal que para toda extension L C K de grado n sobre K, invi induce el
isomorfismo

invy it H*(L/K) — 7|7

1
[L: K]
La prueba del teorema es una consecuencia de la discusién anterior.

PROPOSICION 2.7. Sea L una extension finita de K de grado n, y sean K" y L'"

las extensiones mas grandes no ramificadas de K y L. Entonces el siguiente diagrama
conmuta

H2(Kn/K) ey g2(pun /1)

l’im}K J/invL

Q7 ———— Q/Z
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DEMOSTRACION. La extensién no ramificada mas grande es un cuerpo local obtenido
por adjuntar todas las m-esimas raiz de la unidad para m no divisible por la caracteristica
del cuerpo residual.Por tanto, L*"* = L.K"" y por tanto el mapa

7o 7| K s Gal(L*" /L) — Gal(K""/K)

es inyectivo. El mapa Res en el diagrama anterior es definido por la compatibilidad de
los homomorfismos

Gal(K"™) + Gal(L""/L)
KunX RN LunX

Sea 'y = Gal(K""/K) y I', = Gal(L""/L), y consideramos el siguiente diagrama

ordK

HA(K" [K) 2% By, Z) +— BTk, Q/2)" """ q/z

[ [ [ |1

H2(L* /L)~ jA(T},7) <—H1(FL,@/Z)9H*"("L)Q/Z

Donde e es el indice de ramificacién de L/K y f es el grado de inercia (grado de la
extensién de los cuerpos residuales). El primer cuadrado es obtenido del cuadrado con-
mutativo

Funx ordy 7,
Ll
[ unx ordy, 7

El segundo cuadrado expresa el hecho de que el mapa restriccion conmuta con el
mapa . Aparte de el factor "e”, el tercer cuadrado es

Hom(Tx, Q/Z)"22%q/z
lg'—hq ITr lf
Hom(T'z, Q/Z)"22% @,z

El elemento de Frobenius ox y o7, son determinados por el hecho que induce x +— x? y
z s 20 respectivamente sobre los cuerpos residuales, donde g = |k| y ¢/ = ||, por tanto

op | K" = =of 1o~ Ahora es claro que estos cuadrados conmutan, y n = ef, esto prueba la
proposicion. U

Mapa Local de Artin.
Sea L una extensién finita no ramificada de K con grupo de Galois G, y sea n=[L:K].
La clase local fundamental up,/x es el elemento de H 2(L/K ) mapeado por el generador
ﬁ de ﬁZ/Z por el mapa invariante invy, /x : H*(L/K) = [LK Z/Z El par (G, L*)
satisface las hipétesis del Teorema de Tate, y por tanto su producto cup con la clase
fundamental ur,/j define un isomorfismo

Hy(G,Z) — HiPA(G,L*)
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para todo r € Z. Para r = —2, esto se convierte en
H%(G,7) —=— H°(G,L*)

G KX /Nm(L¥)

Ahora calcularemos este mapa explicitamente.
Un un elemento primo 7 de K es también un primo de L, y define la siguiente
descomposicién

L =Upat ~U, xZ
de G-mé6dulos. Entonces
H"(G,L*) ~ H"(G,U) ® H" (G, n%)

Eligiendo un generador o de G, y sea f € HYG,Q/Z) ~ Hom(G,Q/Z) el elemento
tal que f(¢") = £ mod Z para todo i. Genera H'(G,Q/Z).
De la sucesién exacta

0-2Z—-Q—-Q/Z—0

como H"(G,Q) = 0 para todo r, obtenemos un isomorfismo
§: HY(G,Q/Z) — H*(G,7)

De acuerdo a la descripcion dada en la anterior seccién anterior sobre el mapa d, para
construir J f, primero elegimos un levantamiento de f por una 1-cocadena f : G — Q.
Tomamos f el mapa o+ =, donde 0 < i < n — 1. Entonces

df(ai,aj) :Uif(aj) —f(UHj)‘Ff(Ui) - { (1)2 21§§Z:}

Cuando identificamos Z ~ 7% C L*, encontramos que la clase fundamental u, /K €
H?(G, L*) es representada por el cociclo

lsii+j<n—1
msii+j>n—1

(o' 07) = {
De la sucesién exacta
0—-I1—ZG—-Z—0
0=L"=L"(p)=>1—0
obtendremos los mapas borde

H2(G,7) - H Y(G,I),

H™Y(G,I) - HYG,L*).
Los cuales son isomorfismos porque Z[G] y L*(¢) tienen Cohomologia trivial. Como
L*(¢) es el médulo de descomposicion de L™ & @, eq 51 LTo de .
Finalmente H2(G,Z) = H1(G,7Z) ~ G, donde la primer igualdad es por definicién,
y la segunda porque H;(G,Z) ~ G, en este caso el grupo ya era abeliano.
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PROPOSICION 2.8. Bajo la composicién de los mapas

H %(G,7Z) —=— HY(G,L”)
H

G K* /Nm(L*)

el elemento de Frobenius o € G mapea en la clase de m en K> /Nm(L*).

Notar que como todas las unidades en K son normas de L™, la clase de m mod
Nm(L*) es independiente de la eleccion del primo 7. Por otro lado, el G-mddulo L* ()
y el mapa dependen de la eleccion de el generador o para G.

DEMOSTRACION. De la construccién del isomorfismo H%(G,Z) ~ G, podemos ver
que la imagen de o bajo el mapa borde H %(G,Z) — H™ (G, 1) C I¢/I% es represen-
tado por o — 1

El mapa borde H= (G, Ig) — H°(G, LX) es dado por el lema de la serpiente de el
diagrama

H_l(Gv IG)

|

HY(G,L*)

Los mapas verticales son Nmg = Z?:_ol ot. El elemento (o0 — 1) + (I¢)? es la imagen

de Xo + 1.L*(¢) en L™ (¢)a, y Nmg(zs + I.L* () es la suma de los elementos

Donde z; = ¢(1,1) = 1y que + sobre el factor L* de L(¢p) es ., entonces encontramos
que

n—1
Nma(zs) = [[ ¢lo.0") =
=1

Esto completa la prueba. O
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2.2. Cohomologia de extensiones ramificadas. Por el Teorema 90 de Hilbert,
la sucesién es exacta

0 HXL/K) 2L m2(B/K) B g2(B/L)
para cualquier extension de Galois £ C L C K.
TEOREMA 2.9. Para todo cuerpo local K, existe un isomorfismo canonico
invg : H*(KY4/K) — Q/Z

Sea L una extension de Galois de K de grado n < co. Entonces el diagrama

0 — H2(L/K) — H*(K"/K) ¢, H2(K/L)

va K JI nur,

0—— lz/z » Q/Z — Q/Z

conmuta, y por tanto define un isomorfismo
1
invy it HX(L/K) = ~7/Z.
n

LEMA 2.10. Si L/K es Galois de grado finito n, entonces H*(L/K) contiene un sub-
grupo canonicamente isomorfo a %Z/Z.

DEMOSTRACION. Consideremos el diagrama
0 — Ker(Res) — H2(K"/K) -2 H2(Lwn /L)
| Jo [
0 — H2(L/K) — H*(K9/K) £ H2(K/K)

Ya que los mapas inflacién son inyectivos, asi también es el primer mapa vertical, por
el teorema visto en la seccién anterior, vimos que el kernel de el mapa restriccion es
candénicamente isomorfo a %Z /Z. Terminando la prueba. (]

Para completar la prueba del teorema falta ver que el mapa ~Z/Z — H*(L/K) es
un isomorfismo. Para eso enunciaremos algunos lemas que usaremos.

LEMA 2.11. Sea L una extension de Galois finita de K con grupo G. Entonces existe
un subgrupo abierto V de Oy, estable por G, tal que H"(G,V) = 0Vr >0

LEMA 2.12. Sea LK, y G como en el lema anterior. Entonces existe un subgrupo
abierto V de Uy, estable por G tal que H"(G,V) = 0Vr > 0

LEMA 2.13. Sea L/K una extension ciclica de grado n, entonces h(Ur) =1 y h(L*) =

LEMA 2.14. Sea L una extension de Galois finita de orden n, entonces H*(L/K)
tiene orden n
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DEMOSTRACION. Sabemos que el orden de H2(L/K) es divisible por n, y que es
igual a n si L /K es ciclica. Probemos el lema por induccién sobre [L:K]. Porque el grupo
Gal(L/K) es soluble, existe una extensién de Galois K'/K con L 2 K' 2 K. De la
sucesion exacta

0— H*(K'/K) - H*(L/K) — H*(L/K)
vemos que
|H*(L/K)| < |[H*(K'/K) | .| H(L/K') |=n
O

DEMOSTRACION DEL TEOREMA [2.91 Del diagrama en la prueba de podemos
ver que para toda extension finita de Galois L de K, el subgrupo H?(L/K) de H?(K /K)
esta contenido en H?(K""/K). Por tanto H*(K*/K) = |JH?(L/K), probando que el

mapa inflacién H2(K%"/K) — H?(K®/K) es un isomorfismo. Componiendo la inversa
de esto con el mapa invariante invg : H2(K*"/K) — Q/7Z del Teorema O

Mapa Local de Artin.
El par (G,L*) satisface las hipdtesis del Teorema de Tate, y por tanto tenemos el
siguiente resultado.

TEOREMA 2.15. Para toda extension de Galois finita L/K de cuerpos locales y r € Z,
el homomorfismo
Hy(Gal(L/K),Z) — Hyt*(Gal(L/K), L™)
definido por x — x Uur i es un isomorfismo. Cuando r = —2, esto se convierte en
Gal(L/K)™ ~ K* /Nmp k(L")
Llamaremos al mapa inverso
¢L/K : KX/NmL/K(LX) i) GCLZ(L/K)ab
y lo llamamos el Mapa local de Artin, o Mapa de reciprocidad local.

SiL D E D K Con L/K Galois, entonces el homomorfismo en el teorema conmuta
con Res y Cor. Para probar el resultado para Res debemos ver que

Res(z Uup k) = Res(r) Uur/k

Para todo z € H(Gal(L/K), L*. Pero esto es una propiedad estandar del cup-product.
SiLD>FE DK Con L/K Galois y E/K Galois, v € H"(Gal(E/K),E*) con r > 1,
entonces
Inf(z Uug, k) = [L : Ellnf(x) Uug /g

De vuelta esta es una propiedad basica del cup-product.

LEMA 2.16. Sea L D E D K cuerpos locales con L/K Galois. Entonces los diagramas
conmutan

B YE, Gal(L) B B HE, Gal(L) B
JNmE/K l T VerT

K% 25 Gal(L) K K% 2 Gal(L/ Kb



2. TEORIA DE CUERPOS DE CLASES LOCAL 21

OBSERVACION 2.17. Sea L D E D K cuerpos locales con L/K y E/K Galois. Entonces
el diagrama conmuta

x ¢>L/K

al(L/K)*
¢% |
Gal(E/K)®.

En particular si L D E D K es una torre de extensiones abelianas de K, entonces
P|L/K(a)|e = ¢p/K(a),Va € K,y por tanto podemos definir ¢ : K* — Gal(K/K)
como el homomorfismo tal que, para cada extensién abeliana finita L/K, ¢x(a)|L =
Vi K (a)

TEOREMA 2.18. Para todo cuerpo local K, existe un homomorfsimo (mapa local de
Artin)

oK K* = Gal(K®/K)

con las siquientes propiedades

1. para todo primo 7 € K, ¢ (7)|K"™ = Froby;
2. para toda extension abeliana finita L de K, Nmpx(L*) esta contenido en el
kernel de a — ¢ (a)|L y ¢k induce un isomorfismo

¢L/K : KX/NmL/K(LX) — G’al(L/K)

Descripcion alternativa de el mapa local de Artin.
Sea L/K una extensién abeliana finita con grupo de Galois G, y sea ur g en H?(G, L*)
la clase fundamental. El mapa local de Artin ¢,/ es el inverso del isomorfismo

T rxUur H;*(G,Z) — H}G,L*)

Esta definicién es dificil para trabajar porque el producto cup involucra grupos de ho-
mologia y de cohomologia no tienen una descripcién simple como para trabajar con ella.
Interpretaremos de vuelta este mapa puramente en términos de grupo de cohomologia.
Consideramos el emparejamiento de producto cup

/K

(G, LX) x H2(G,7) — H*(G, L) M5, /7,

Dado un elemento a € H(G, LX) = K* y una clase ¢ € H?(G,Z) representada
por el cociclo f : G x G — Z, el producto cup a U ¢ es representado por el cociclo
(0,7) + af(@7). Recordando que tenemos un isomorfismo

Hom(G,Q/Z) = H'(G,Q/Z) % H(G,Z).
PROPOSICION 2.19. Para todo x € Homes(G,Q/Z) ya € K*,
X(or/k(a)) = invi(aUdy).
Usando esto podemos obtener otra descripciéon del mapa de Artin.

LEMA 2.20. Si L/K es no ramificada, ¢k manda a € K* Frobordx(a)
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DEMOSTRACION. Recordemos que invg es definido por la composicién

2 or (o
1@, L) Y 526, 7) 2 Hom(@,Q/2) 22X @)z

Por la functorialidad del producto cup
ord(aUdy) = ord(a) U dy,a € K*,x € Hom(G,Q/Z)

donde, a la izquierda ord denota el mapa sobre H? inducido por ordy, : L* — Z. Sea
a € HY(G,L*) = K*,y seam = ordp(a). Para cada xy € Hom(G,Q/Z), en el diagrama
de arriba,

aUdy — ord(a) Udy — my — x(c™), o = Frob.
Por tanto invg (a U dy) = x(¢™). Combinandolo con la proposicién anterior vemos que

X(¢(a)) = x (")
para todo x € Hom(G,Q/Z) y por tanto ¢(a) = oo 4@,

Para cada cardcter x € G, obtenemos un cardcter a — invk(a U dy) de K*. Por
dualidad obtenemos un mapa K* — G. Este mapa es ¢ /x : K* — Gal(L/K) O

3. Grupo de Brauer

En esta seccién daremos una interpretacion al grupo H?(L/K), para eso definiremos
el grupo de Brauer. En el resto de la seccién usaremos las siguientes nociones. Una
K-dlgebra A es un anillo que contiene a K en su centro y su dimensién es finita como K-
espacio vectorial. A no necesariamente tiene que ser conmutativo, por ejemplo M, (K) el
algebra de las matrices n xn sobre K. Una K-subalgebra de una K-algebra es un subanillo
que contiene a K. Un homomorfismo de K-algebras ¢ : A — B es un homomorfismo de
anillos con la propiedad ¢(a) = aVa € K. Definimos el opuesto A°? de una K-dlgebra
A como el dlgebra con el mismo conjunto y la misma suma, pero la multiplicacién e
definida por ae 3 = 3 x o donde * denota la multiplicacién en A. Sea e, ..., e, una base
de A como K-espacio vectorial. Entonces

E l
€i€j = (Iijel
l

para algunos aéj € K, llamados constantes de estructura de A relativas a la base (e;);.
Una vez elegida la base, el dlgebra queda tinicamente determinada por sus constantes de
estructura.

3.1. Definicién de grupo de Brauer. Entenderemos por un A-mddulo, a un
A-médulo V a izquierda finitamente generado. En particular, esto significa que 1lv = v
para todo v € V. Tal V es ademés de dimension finita cuando lo pensamos como K-
espacio vectorial, y por tanto tomamos un A-moédulo es lo mismo que dar un K-espacio
vectorial de dimensién finita con un homomorfismo de K-dlgebras A — Endg(V), una
representacion de A en V. El médulo es fiel si este homomorfismo es inyectivo, es decir,
si ax = 0 para todo x € V implica oo = 0.

Un A-médulo V es simple si es no trivial y no contiene un A-submédulo excepto el 0, y
es semisimple si es isomorfo a la suma directa de A-mdédulos simples. Es indescomponible
si no puede ser escrito como la suma directa de dos A-mdédulos no nulos. Por tanto un
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médulo simple es semisimple, y un médulo indescomponible es semisimple si y solo si es
simple.

Seays A, A como un A-mdédulo a izquierda. La multiplicacién a derecha x +— xa sobre
AA por un elemento a de A es un A-lineal endomorfismo de 4A. Mas aun, cada mapa
A-lineal ¢ : 4 A —4 A es de esta forma con a = ¢(1). Por tanto

0 (1) : Ends(4A) = A (como K-espacios vectoriales)
Sea @, el mapa x — xa. Entonces

(a © 1) (1) = @a(b(1)) = Pa(b) = ba = ppa(1)
y por tanto,
Endy(a4A) ~ AP (como K-algebras).

Mas en general, si V es un A-mdédulo libre de rango n, entonces una eleccién de una base
para V determina un isomorfismo

Enda(V) — M, (A%).

Una K-dlgebra A es llamada semisimple si todo A-mddulo es semisimple. Como cada
A-médulo es n cociente de una suma directa de copias de 4 A, es suficiente verificar que
el A-médulo 4 A es semisimple.

Una K-algebra A es llamada simple si no contiene ideales propios a ambos lados
ademaés de 0.

OBSERVACION 3.1. El kernel de un homomorfismo f : A — B de K-dlgebras es un
ideal en A que no contiene a 1. Por tanto, si A es simple, entonces f es inyectivo.

OBSERVACION 3.2. Una K-élgebra es llamada un algebra de divisién si todo elemento
no nulo a de A tiene un inverso. Por tanto un algebra de divisién satisface todos los axio-
mas para ser un cuerpo excepto la conmutatividad. Claramente, un dlgebra de division
no tiene ideales propios, a derecha, izquierda o ambos lados, y por tanto es simple.

OBSERVACION 3.3. Para a,b € K*, sea H(a,b) la K-dlgebra con base 1,i,j,ij (como
K-espacio vectorial) y con la multiplicacién determinada por

2

i’=a, j2=0b,ij =—ji

Entonces H(a,b) es una K-élgebra, llamada el dlgebra de cuaterniones sobre K. Por
ejemplo, si K = R, entonces H(-1,-1) es el édlgebra de cuaterniones usual. Se puede ver
que H(a,b) es ademds un anillo de divisién o es isomorfos a Ma(K'). En particular es
simple.

Dado A una K-subélgebra de una K-algebra B. El centralizador de A en B es

Cp(A)={be B|ba=abVa € A}
Esto también es una K-subalgebra de B.

OBSERVACION 3.4. En los siguientes ejemplos, el centralizador es tomado en M,,(K)

1. Sea A el conjunto de las matrices escalares, o sea, A = KI,,. Claramente C(A) =
M, (K)
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2. Sea A = M, (K) entonces C(A) es el centro de M, (K). Sea e;; la matriz con 1
en la (i,j) posicién y 0 en el resto de las posiciones. Por tanto

oo :{ €im Sl j =1
GEm 0sij#l
Sea o = (a;5) € Myp(K). Entonces a =3, s ajje;j, y por tanto aeym = >, aieim
Y e = Ej amjerj. Si a esta en el centro de M, (K), entonces aejm, = epma, y
por tanto ay = 0 para i # [, am; = 0 para j #m, y ay = amm- De esto sigue que
el centro de M, (K) es K
3. Sea A el conjunto de matrices diagonales en M, (K). En este caso, C(A)=A

TEOREMA 3.5. (Teorema del doble centralizador)
Sea A una K-dlgebra,y sea V un A-mddulo semisimple fiel. Entonces C(C(A))=A.

DEMOSTRACION. Sea D = C(A) y B = C(D). Claramente A C B, y la inclusién
reversa sigue del siguiente lema cuando tomamos vy, ..., v, que generen V como K-espacio
vectorial. 0

LEMA 3.6. Para todo vy, ...,v, € V y b€ B, existe un a € A tal que
avy = buvy, ave = b, ..., av, — bu,.
No daremos la demostraciéon de este lema.

LEMmA 3.7. (Lema de Schur) El dlgebra de endomorfismo de un A-mddulo simple es
un dlgebra de division.

DEMOSTRACION. Sea v un mapa A-lineal S — S. Entonces Ker(vy) es un A-submé-
dulo de S, y por tanto es S o 0. En el primer caso, v es cero, y en el segundo caso es un
isomorfismo, o sea, tiene un inverso que ademaés es A-lineal. O

TEOREMA 3.8. (Weddeburn)
Toda K-dlgebra simple A es isomorfa a M,(D) para algin n y alguna K-dlgebra de
division D

DEMOSTRACION. Elegimos un A-médulo simple S, por ejemplo, algtin ideal minimal
a izquierda de A. Entonces A actia fielmente sobre S, porque el kernel de A — Endg (S)
es un ideal a ambos lados de A que no contiene al 1, y por tanto es 0.

Sea D el centralizador de A en el K-algebra Endg(S) de mapas K-lineales S — S.
De acuerdo con el Teorema del doble centralizador, el centralizador de D en Endg (S) es
A, o sea, A= Endp(S). EL lema de Schur implica que D es un élgebra de divisién. Por
tanto, S es un D-mddulo libre, decimos S ~ D", y por tanto Endp(S) ~ M, (D). O

Producto tensorial de dlgebras.
Sean A y B K-dlgebras, y sea A @ B el producto tensorial de A y B como K-espacios
vectoriales. Existe una unica K-bilineal multiplicacién sobre A ® x B tal que

(a®b)(d @V)=ad @bV, a,a’ € A, bt € B.
Cuando identificamos K con K.(1 ® 1) C A ®k B, entonces A ®x B se convierte en

una K-élgebra. Si (e;); y (fj); son bases de A y B como K-espacios vectoriales, entonces
(ei® fj)i,; es una base para A®x B, y las constantes de estructura para A ®g B pueden
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ser obtenidos de los de A y B por la formula obvia. Usaremos que el producto tensorial
es conmutativo en el sentido que, para dos K-dlgebras A y B, el mapa a ® b — b® a
extiende a un isomorfismo de K-dlgebras

y que son asociativos en el sentido que, para tres K-algebras A, By C, el mapa a ® (b®
¢) = (a ®b) ® c extiende a un isomorfismo de K-algebras

A®k (Bek C) — (A®k B) 9k C.
OBSERVACION 3.9. Para toda K-dlgebra A
ARy M, (K) ~ M,(A)

Para ver esto, notar que un anillo B que contiene un subanillo R en su centro es isomorfo
a M, (R) siy solo si este admite una base (e;;)1 < i,j < n a la izquierda como R-médulo

tal que
eim Sij =1
€ij€lm = { ZOmSi ]j?é l
Si (ei;) es la base estandar para M, (K'), entonces (1®e;; es una A-base para A® M, (K)
con la propiedad correcta.
Mas en general
ARk Mn(A,) ~ Mn(A (4576 A,)
para todas K-algebras A y A’

OBSERVACION 3.10. Para m,n, M,,(K)® M, (K) ~ My,,(K). Para ver esto, notemos
que My, (K) @x My (K) ~ Mp,(M,(K)), y una matriz m x m tal que sus entradas son
matrices n X n es una matriz mn x mn. Alternativamente, sea (e;;) y ( fi/j/) una base
estandar para M,,(K) y My,(K), y chequeamos que (e;; ® firj») tiene la propiedad de
multiplicacién correcta.

La siguiente proposicién muestra que el centralizador de un producto tensorial de
subédlgebras es el producto de los centralizadores.

PROPOSICION 3.11. Sea A y A" K-dlgebras, con subdlgebras B y B', y sea C(B) y
C(B') los centralizadores de B y B' en A y A’ respectivamente. Entonces el centralizador
de By B en Ak A’ es C(B) @k C(B’), o sea,

Caga(B@g B') = Ca(B) @k Car(B')

DEMOSTRACION. Claramente C(B @k B') D C(B) @k C(B’)
Sea (f;); una base para A’ como K-espacio vectorial. Entonces (1® f;); es una base para
A®g A’ como un A-mdédulo, y por tanto un elemento o € A ® ¢ A’ puede ser escrito de
manera unica como o = » , a; @ f;, a; € A. Sea 8 € B, entonces o conmuta con  ® 1
si y solo si Sy = a8 Vi. Por tanto, el centralizador de B®1en A® A’ es C(B) @ A'.
Similarmente, el centralizador de 1 ® B’ en C(B) ® A’ es C(B) ® C(B’).

Claramente, C(B®B') C C(B®1), por tanto C(B® B’) esta contenido en C(B)®A’,
y esta contenido en el centralizador de 1 ® B’ en C(B) ® A, que es C(B) ® C(B').
Esto termina la prueba O

En particular, el centro de un producto tensorial de dos K-algebras es el producto
tensorial de sus centros: Z(A @k B) = Z(A) ®k Z(B)
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COROLARIO 3.12. El centro de una K-dlgebra simple es un cuerpo.

DEMOSTRACION. Obviamente, el centro de un élgebra de divisién es un cuerpo, pero
el teorema de Wedderburn muestra que toda K-algebra simple es isomorfa a M, (D) para
algin dlgebra de divisiéon D. Ahora M, (D) ~ M, (K) &k D, y por tanto Z(M,(D)) ~
K ®g Z(D) ~ Z(D) O

Una K-élgebra es llamada central si su centro es K, y una K-algebra que es central y
simple, se dice un dlgebra central simple. El corolario muestra que toda K-algebra simple
es central simple sobre alguna extensién finita de K.

LEMA 3.13. Sea A una K-dlgebra, y sea D un dlgebra de division con centro K. En-
tonces cualquier ideal a ambos lados I en A® D es generado como D-mddulo a izquierda
pora=IN(A®1).

PROPOSICION 3.14. El producto tensorial de dos K-dlgebras simples, con al menos
una central, es también simple.

DEMOSTRACION. Por el teo de Weddeburn, podemos suponer que una de las dlgebras
es M, (D), donde D es un algebra de divisién con centro K. Sea A la segunda K-algebra
simple. En el lema enunciado antes, podemos ver que A ®x D es simple. Por tanto,
A®g D~ My, (D') con D' un &lgebra de divisién, y por tanto

A @k My(D) ~ M,(A®g D) ~ My(M;,(D") = My, (D),
que es simple O

COROLARIO 3.15. El producto tensorial de dos K-dlgebras centrales simples es un
K-dlgebra central simple

DEMOSTRACION. Combinar Proposiciones y O

Sea A un dlgebra central simple sobre K, y tomemos V a A como K-espacio vecto-
rial. Entonces la multiplicacién a izquierda hace que V se convierta en un A-mdédulo a
izquierda, y la multiplicacién a derecha convierte a V en un A-médulo a derecha, o lo
que es lo mismo un A°-mdédulo a izquierda. De la universalidad del producto tensorial,
obtenemos un homomorfismo

a®@ A = (v avd) : ARk AP — Endg (V)

Como A ®p AP es simple y el kernel de los homorfismos no contienen al 1, por tanto es
inyectivo. Podemos ver que

ARk AP : K] = [A: KJ? = (dimV)? = [Endg (V) : K]

y por tanto el homomorfismo es un isomorfismo. Hemos probado el siguiente resultado.

COROLARIO 3.16. Para una K-dlgebra central simple A,

Ak A? ~ Endg(A) =~ Mp(K), n=[A: K]
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Definicion de el grupo de Brauer.
Sean A y B algebras centrales simples sobre K. Diremos que A y B son similares, A ~ B,
si A®Qg My, (K) ~ B®g M,,(K) para algiin m y n. Esta es una relacién de equivalencia,
es obvio que es reflexiva y simétrica, y es transitiva por la observacién [3.10] Definimos
Br(K) como el conjunto de clases de similaridad de algebras centrales simples sobre K,
y escribimos [A] la clase de similaridad de A. Para clases [A] y [B], definimos

[A][B] = [A®x B

Esto esta bien definido (o sea,A ~ A"y B ~ B’  entonces A @ B ~ A’ @k B'), la
asociatividad y conmutatividad vienen dadas porque el producto tensorial es asociativo y
conmutativo. Para todo n, [M,,(K)] es un elemento identidad, y como A® g AP ~ M, (K)
[A] tiene [A°P] como su inverso. Por tanto Br(K) es un grupo abeliano, llamado el grupo
de Brauer de K.

OBSERVACION 3.17.

1. Si K es algebraicamente cerrado, entonces Br(K)=0. Para probar esto veamos
que toda algebra de divisién central D sobre K es igual K. Sea o € D, y sea K|q]
la subdlgebra de D generada por K y a. Entonces K [a] es un cuerpo conmutativo
de grado finito sobre K (porque es un dominio integral de grado finito sobre K).
Por tanto K[a] = K,y a € K. Como « era arbitrario, esto muestra que D=K.

2. Frobenius mostré que el algebra de cuaterniones de Hamilton es la tinica algebra
de divisién central sobre R. Por tanto, el grupo de Brauer de R es ciclico de
orden 2, igual a {[R], [H]}

3. Wedderburn mostré que toda dlgebra de divisién finita es conmutativa. Por tanto,
el grupo de Brauer de cuerpos finitos es trivial.

4. Hasse mostré que el grupo de Brauer de un cuerpo no arquimedeano local es
canénicamente isomorfo a Q/Z.

5. Albert, Brauer, Hasse, y Noether mostraron que, para un cuerpo de numeros K,
hay una sucesion exacta

0= Br(K) = Q) Br(K,) = Q/Z — 0

La suma es sobre todos los primos de K (incluidos los primos infinitos).

PROPOSICION 3.18. Sea A un dlgebra central simple sobre K, y sea L una extension
de K (no necesariamente finita). Entonces AQp L es un dlgebra central simple sobre L.

DEMOSTRACION. El mismo argumento que en la prueba de muestra que el
centro de A ®k L es K g L = K. Ademas, la prueba del lema [3.13| no usa que D es
de dimension finita sobre K. Por tanto, cuando A es un algebra de divisién, todo ideal
a ambos lados en A ® L es generado como un A-mdédulo por su interseccién con L, y
por tanto es 0 0 A @ L. En el caso general, A ~ M, (D), y por tanto

A®kg L~ M,(D)®Kg L~ (My,(K)®kD)®k L
~ M,(K)®k (D®K L)
~ M, (D ®k L)
~ Mp(L)®r (D ®xk L)
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el cual es simple O

COROLARIO 3.19. Para una K-dlgebra central simple A sobre K, [A : K] es un
cuadrado.

DEMOSTRACION. Claramente [A : K] = [A @k K% : K y A@g K% ~ M,(K)
para todo n. O

Sea L una extension de K. Entonces

M, (K)® L ~ M,(L)

(Aog L)@ (A @K L) = A®k (Lo (A @k L)) = (A®k A') ®K L.
Por tanto el mapa A — A ®k L define un homomorfismo
Br(K) — Br(L)

Denotaremos el kernel del homomorfismo por Br(L/K), esto consiste de las clases de
similaridad representadas por una K-algebra central simple A tal que la L-algebra AQ i L
es un algebra de matrices. O

Un &lgebra central simple A es llamada split por L, y L es llamado un splitting field
para A, si A®g L es un élgebra de matrices por L. Por tanto Br(L/K) consiste de los
elementos de Br(K) split por L.

PROPOSICION 3.20. Para un cuerpo K, Br(K) = |JBr(L/K), donde L corre sobre
las extensiones finitas de K contenida en alguna clausura algebraica fija.

DEMOSTRACION. Tenemos que ver que una K-algebra central simple sobre K es split
por una extensién finita de K.
Sabemos que A®x K% ~ M, (K%), o sea, que existe una base (e;;)1<; j<n para AQx K%
tal que e;jey, = 0j1€im para todos i,j,l,m. Como A® Ko = U[L:K]<oo A®k L, todos los
eij se encuentran en A ® g L para algin L, de esto se sigue que A @ K ~ M, (K) O

3.2. El grupo de Brauer y la cohomologia. Ahora veremos que dada una
extensién de Galois L/K, existe un isomorfismo natural H?(L/K) ~ Br(L/K)
Subcuerpos mazimales.
Necesitaremos una variante del Teorema del doble centralizador en el cual M, (K) es
remplazado por un algebra central simple.

TEOREMA 3.21. Sea B una K-subdlgebra simple de una K-dlgebra central simple A.
Entonces el centralizador C=C(B) de B en A es simple, y B es el centralizador de C.
mds aun

[B:K][C:K]=[A: K]

DEMOSTRACION. Ver Teorema 3.1 de [Mil20] O
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A/lgebms centrales simples y 2-cociclos.
De aqui en adelante necesitaremos el siguiente teorema

TEOREMA 3.22. (Noether-Skolem)
Dados f,g : A — B homomorfismos entre K-dlgebras. Si A es simple y B es central
simple, entonces existe un elemento invertible b € B tal que f(a) = bg(a)b™1.

DEMOSTRACION. Mirar Teorema 2.10 de [Mil20)] O

Fijada una extensién de Galois finita L de K, y sea G = Gal(L/K). Definimos
A(L/K) como la clase de élgebras centrales simples A sobre K que contienen a L y de
grado [A: K| = [L : K]? (por tanto, L es el centralizador en A).

Fijado un A € A(L/K). Para todo o € G el Teorema de Noether-Skolem, muestra
que existe un elemento e, € A tal que

oa = eyae;  Va € L.

Mas atn, e, es determinado por la ecuacién anterior hasta la multiplicacién por un
elemento de L, porque si f, tiene la misma propiedad, entonces f, e, centraliza L.
Notar que la ecuacién puede ser escrita como *

ey.0 = oa.es Va € L.
Claramente e, e, tiene la propiedad para o7, y por tanto
eqer = p(o,T)eqsr
para algin ¢(o,7) € L*. Notar que
ep(eser) = ep(p(o, T)ear) = pp(o,7).0(p,0T).€por

(epeU)eT = QO(P, J)epaeT = @(Pa U)go(pa, T)-epm‘-
Por tanto la ley de asociatividad implica que ¢ es un 2-cociclo. Ademas es un 2-cociclo

normalizado si e; = 1. Una eleccién diferente de e, ’s lleva a un 2-cociclo de cohomologia,
y por tanto tenemos bien definido el mapa A +— v(A) : A(L/K) — H*(L/K).

TEOREMA 3.23. El mapa v : A(L/K) — H*(L/K) es sobreyectivo, y sus fibras son
las clases de isomorfismo

Primero necesitaremos el siguiente lema.

LEMA 3.24. Sea A € A(L/K), y definimos e, que satisfaga. Entonces el conjunto
(ex)oec €s una base para A como espacio vectorial a izquierda sobre L.

DEMOSTRACION. Ahora A es unicamente determinado por la siguiente propiedad:
A D L;(es)sec €s una base para A como L-espacio vectorial; multiplicacién en A satis-
face la ecuacién [3.2] y 3-2]

Sea A" € A(L/K) y supongamos que y(A) = vy(A’). La condicién implica que pode-
mos elegir una base (e,) y (e},) para A y A’ satisfaciendo [3.2]y[3.2] con el mismo 2-cociclo
. El mapa Y ase, — > asel : A — A’ es un isomorfismo de K-élgebras.

Ahora supongamos que A y A’ son elementos isomorfos de A(L/K). El Teorema de
Noether-Skolem nos permite elegir el isomorfismo f: A — A’ tal que f(L) = Ly f|L es
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el mapa identidad. Si e, satisface para A, entonces f(e,) satisface para A’. Con
la opcién de (e,) y (f(es)), A y A" define el mismo cociclo.
Esto muestra que el mapa A — «(A) define una inyeccién

A(L/K)/ker(y) = H*(L/K)

Para ver que el mapa es sobreyectivo, construiremos la inversa.

Sea ¢ : G x G — L* un 2-cociclo normalizado. Defino A(¢) como el L-espacio
vectorial con base (e,)scc con la multiplicacién dada por y Entonces e; es un
elemento identidad para la multiplicacién, y la condicién de cociclo muestra que

ep(eser) = (epeq)er

De esto sigue que A(y) es una K-dlgebra. Identificamos L con el subcuerpo Le; de
A(p). O

LEMA 3.25. El dlgebra A(p) es central simple sobre K.

DEMOSTRACION. Sea ¢ y ¢’ 2-cociclos de cohomologia, o sea,

a(o).ca(r).¢'(o,7) = a(oT).0(0,T)

para algin mapa a : G — L'. Se ve inmediatamente que A(p) — A(¢’) enviando
e, en a(o)el es un isomorfismo de K-dlgebras. Por tanto ¢ — A(p) define un mapa
H?(L/K) — A(L/K)/ =, el cual es el inverso de A + «v(A). Esto completa la prueba
del teorema. g

Las algebras A(y) son llamadas édlgebras de producto cruzado. Antes de que existie-
ran los grupos de cohomologia, los 2-cociclos ¢ : G x G — L* eran llamados conjuntos
de factores.

TEOREMA 3.26. Para cada extension de Galois L/K, el mapa ¢ — [A(p)] define un
isomorfismo de grupos abelianos H*(L/K) — Br(L/K).

DEMOSTRACION. Para mostrar que este mapa es biyectivo, es suficiente ver que el
mapa A — [A] : A(L/K)/ =~ Br(L/K) es biyectivo.

Si A y A’ son K-algebras centrales simples similares, entonces existe un &lgebra
de divisién D tal que A ~ D ~ A’, decimos que A ~ M, (D), A" = M,:(D). Pero si
[A: K| = [A" : K], entonces n = n/, y por tanto A ~ A’. Esto prueba que el mapa
A(L/K)/ ~— Br(L/K) es inyectivo, y mirar Corolario 3.6 de [Mil20) capitulo 3] que
es sobreyectivo. O

LEMA 3.27. Para cualquier par de 2-cociclos ¢ y @', A(p + ¢') ~ A(p) @k A(¥).
DEMOSTRACION. Ver Lema 3.15 de [Mil20]. O

COROLARIO 3.28. Sea K% una clausura algebraica separable de K, existe un unico
isomorfismo candnico Br(K) — H?(K/K)
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DEMOSTRACION. Para cualquier torre de cuerpos E O L D K con E y L extensiones
finitas y de Galois sobre K, el diagrama

H2(L/K) s m2(B/K)

| |

Br(L/K) —— Br(E/K)
conmuta (el mapa vertical envia ¢ en [A(p)]). Ahora usamos que
Br(K) =|JBr(L/K)

H*(K"/K) = JH*(L/K)

donde ambas uniones recorren todas las extensiones de Galois L de K contenidas en
K, O

COROLARIO 3.29. Para todo cuerpo K, Br(K) es de torsion, y para toda extension
finita L/K, Br(L/K) es a lo sumo de orden [L:K].

DEMOSTRACION. El mismo enunciado es verdadero para los grupos de cohomologia.
O

3.3. El grupo de Brauer de algunos cuerpos particulares. Los resultados de
esta seccién permitiran interpretar algunos resultados anteriores en términos del Grupo
de Brauer.

Cuerpos finitos.

Sea K un cuerpo finito, ya vimos que, para toda extensién finita L de K, H?(L/K) = 0
y por tanto Br(K)=0. El siguiente resultado es una prueba directa de este hecho.

TEOREMA 3.30. (Wedderburn) Toda dlgebra de division finita es conmutativa

DEMOSTRACION. Sea D un dlgebra de divisién finita con centro K, y sea [D : K] =
n?. Cada elemento de D esta contenido en un subcuerpo K|a] C D, y por tanto es
un subcuerpo maximal. Cada subcuerpo maximal de D tiene ¢" elementos. Son todos
isomorfos, entonces son conjugados. Por tanto, para un subcuerpo maximal L, D* =
UaL*a™!, pero un grupo finito no puede ser la unién de conjugados de un subgrupo
propio, y por tanto D=L. O

Los Reales.
Sea G = Gal(C/R) = {1,0}. Entonces

H*(C/R) =~ Hp(G,C*) = R* /Nmg(C*) = {},

y por tanto Br(C/R) es un grupo ciclico de orden 2. El elemento no nulo de H%(C/R)
es representado por el 2-cociclo ¢ : G x G — C*,

| —lsip=0o=1
plp,7) = { 1 en otro caso.

Sea H el dlgebra de cuaterniones usual sobre R. Entonces el mapa C-lineal A(¢) — H
enviando x, — j es un isomorfismo de R-dlgebras. De esto se sigue que toda &dlgebra
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central simple sobre R es isomorfa a un dlgebra de matrices sobre R o a un dlgebra de
matrices sobre H.

Cuerpos locales no arquimedeanos.
Sea K un cuerpo local no arquimedeano. En la seccién anterior definimos el isomorfismo
invg : HY(K%/K) ~ Q/Z y por tanto el isomorfismo Br(K) ~ Q/Z. Explicaremos
como construir este isomorfismo de manera directa.

Sea D un dlgebra central simple sobre K, y sea n? = [D : K]|. Para cada subcuerpo L
de D conteniendo a K, el valor absoluto | . | tiene una tinica extensién a L. Cada elemento
a € D esta contenido en un subcuerpo de D, por ejemplo, K[a], el valor absoluto | . |
tiene una tnica extensién para D, | . | sigue siendo un valor absoluto no arquimedeano.
Es decir

1. la|=0<= a=0;
2. Va, B D,laf] = |ol|Al;
3. VYa, f € D,la+ B <mazx{|al,|B|}.

Sea q el cardinal del cuerpo residual k de K, definimos ord(a) para a € D por la
formula

jaf = (1/g) "
Entonces ord extiende la valuacién ordg sobre K a D.Para cualquier subcuerpo L de D
conteniendo a K, [L : K] < n y por tanto ord(L*) C n~'Z. Ademés ord(D*) C n=1Z.

Sea

Op ={a € D|ord(a) > 0}

B={aecD|ordla) >0}
Op es un subanillo en D, llamado el anillo de enteros. Para cada subcuerpo L de D
conteniendo a K, Op N L = Of y por tanto Op consiste de los elementos de D que
son integrales sobre Og. Ademas B es un ideal maximal a ambos lados en Op, y las
potencias son los tinicos ideales a ambos lados en D. Por tanto 8¢ = pOp para algin e.
Entonces ord(D>) = e~1'Z, y por tanto e < n.

Claramente, los elementos de Op que no estan en B son unidades. Por tanto, de-
finimos d = Op/B es un algebra de divisién, y por tanto un cuerpo. Sea f su grado
sobre k. Escribimos d como d = k[a]. Podemos levantar a a un elemento oo € Op. Como
[K]a] : K] < n tenemos que f < n.

El mismo argumento en el caso conmutativo muestra que n* = ef, Op es un Og-
médulo libre de algin rango m. Como Op ®o, K = D, m = n?. mas atn, como
Op ®o, k= Op/pOp, es ademas libre de dimensién n? sobre k. Ahora consideramos la
filtracién de k-espacios vectoriales

Op DB DOB% D ... DB =pOp.

De nuestra definicién de f, Op /B = d tiene dimension f como k-espacio vectorial, los co-
cientes siguientes son de dimensién 1 como espacio vectorial sobre d. Por tanto Op/pOp
tiene dimensién ef sobre k, entonces ef = n?.

Como e < n, f <n, laigualdad ef = n? implica que e = f = n. En particular, cada
algebra de divisién central diferente de K es ramificada. De vuelta, escribimos d = k[a],
y levantamos a a un elemento o € D. Entonces K[a] es un cuerpo con cuerpo residual
d, y por tanto [K[a] : K] > [d : k] = n. Por tanto K|«] tiene grado n sobre K y es no

ramificado. Este es un subcuerpo maximal, y por tanto split en D. Tenemos que ver que

2
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cada elemento de Br(K) es split por una extensién no ramificada, o sea, Br(K) es igual
a un subrgrupo de Br(K""/K).
Definimos el mapa
invg : Br(K) — Q/Z.

Un elemento de Br(K) es representado por un algebra de divisién central D sobre K. De
acuerdo a lo probado, existe un subcuerpo maximal L de D que es no ramificado sobre K.
Sea ¢ el automorfismo de Frobenius de L. De acuerdo al Teorema de Noether-Skoelem,
existe un elemento o € D tal que oz = axa~'Vz € L. Si o ademds tiene esta propiedad,
entonces o = ca para algun ¢ € L, y por tanto

ord(a') = ord(c) + ord(a) = ord(a) mod Z.
Definimos
invg (D) = ord(a) mod Z
Esto depende solo de la clase de isomorfismo de D.

OBSERVACION 3.31. Sea L una extensién no ramificada de K de grado n, y sea o el
automorfismo de Frobenius de L/K, por tanto G = Gal(L/K) = {¢' |0 < i <n —1}.
Sea ¢ el 2-cociclo

;i 1sti+7<n—1
i JY — >
plo', o) { msti+j>n—1
Donde 7 es un primo de K. El dlgebra con producto cruzado A(y) = @y, Lei con
la multiplicacion determinada por

e;.a =oc'a.e;Va € L

eiyjsii+j<n-—1
€i€j = .. .
Teitj—n SL1+7J>n—1
Identificamos L con un subcuerpo de A(y) identificando e con 1. Como ejae; ! = oaVa €
L, podemos usar e; para calcular el invariante de A(p). De acuerdo a las reglas de arriba,
el = ep—1€1 = meg = m. Por tanto

1 1 1
j A = ord(e1) = —ord(ey) = —ord(m) = —
invg (A(p)) = ord(ey) nor (el) nor (m) -
como era esperado.

PROPOSICION 3.32. El mapa invg : Br(K) — Q/Z define una biyeccion.

DEMOSTRACION. Sea L una extensién no ramificada de K de grado n (contenida
en K%, y sea 1/k los cuerpos residuales correspondientes. Como el mapa norma [ —
k, I* — k> son sobreyectivos, y U, tiene una filtracién cuyos cocientes son [* 0 I, esto
nos decfa que el mapa norma de Uy, — Uy es sobreyectivo. Por tanto, HY(G,UL) = 0,
y esto implica que H?(G,UL) = 0. Para L* = U, x n% para algtin primo 7 € K

H*(L/K) = H*(G,7%).
Consideremos la sucesién de cohomologia de

0 y 7 Q > Q/Z 0
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muestra que H?(G, 7% es ciclico de orden n y es generado por la clase del cociclo ¢
considerado en el ultimo ejemplo. Por tanto, Br(L/K) es ciclico de orden n, y es generado
por [A(p)]. Esto dice que invg : Br(K*"/K) — Q/Z es un isomorfismo, y por lo visto
arriba Br(K""/K) = Br(K"/K). O

OBSERVACION 3.33.

1. El célculo del ultimo ejemplo muestra que el mapa invariante definido en esta
seccién coincide con el definido en la seccidon anterior usando cohomologia. En
particular, esto muestra que el mapa es un homomorfismo.

2. El célculo del ejemplo muestra que invg(A(¢')) = % mod Z. supongamos que i
es coprimo a n, entonces A(y?) es un algebra de divisién central. Si no, entonces
(A(¢")) ~ M,(D) para algiin algebra de divisién central D de grado m? para
algin m < n, y invg (A(¢")) = invg (D) € L7Z/Z, lo cual es una contradiccién.
Se sigue cada algebra de divisién central sobre K es isomorfa para exactamente
un dlgebra de divisién de la forma A(¢?) para algin n > 1 y algtn i coprimo a
n. En particular, para un dlgebra de divisién central D, el orden de [D] en Br(K)
es \/[D: K].

3. Sea D un algebra de divisién central de grado n? sobre K. Como el mapa
Br(K) — Br(L) multiplica al invariante por [L : K|, D es split para toda
extensién L de K de grado n. Por tanto cada L puede ser metido en D. En otras
palabras, todo polinomio irreducible en K[X] de grado n tiene una raiz en D.



Capitulo 2

Teoria de cuerpo de clases global

En este capitulo, enunciaremos y explicaremos algunos resultados importantes de la
teoria de cuerpos global. Fijemos algunas cosas antes de comenzar, definiremos un primo
de K como una clase de equivalencia de valores absolutos no triviales en K. Hay dos tipos
de primos, los primos finitos, que pueden ser identificados con los ideales primos de O,
y los primos infinitos. Un primo infinito real puede ser identificado con una inmersion de
K — R, y uno complejo con un par de inmersiones conjugadas de K — C. Usaremos p
0 v para denotar un primo, finito o infinito. Usaremos S para denotar un conjunto finito
de primos de K. S, para los primos infinitos.

La completacion de K para un primo p es denotada por Ky, y la inclusiéon K < K,
es denotada por a — ay.

1. Ray Class Group

Sea I = Ik el grupo de ideales fraccionales en K. Para un conjunto finito S de primos
de K, definimos I° el subgrupo de I generado por los ideales primos que no estén en S.
Cada elemento a de I° se factoriza de manera tnica como

y por tanto I° puede ser identificado con el grupo abeliano libre generado por los ideales
primos que no estan en S. Definimos
K% ={a€ K*|(a) € I’} ={a € K*|ordy(a) =0Vp € S finitos }.

Sea i: K° — IS el mapa que manda un elemento a € K° en el ideal aOf.
Por ejemplo, si K = Q y S es el conjunto de primos dividiendo un entero n, I es el
conjunto de ideales fraccionales

{(r/s) | r,s € Z, med(r,n) =1 =med(s,n)}
y
Q% ={r/s | r,s € Z, med(r,n) = 1 = med(s,n)}.
En este caso, el mapa natural Q% — I° es sobreyectivo con kernel {#+1}.
LEMA 1.1. Para todo conjunto finito S de ideales primos en Ok, la sucesion

00Uk K =1°=5C—=0

es exacta, donde Ux = Of y C = ﬁ
DEMOSTRACION. Para ver que I° — C' es sobreyectivo, tenemos que ver que cada
clase de ideales de C' es representada por un ideal en IS. Sea a € C. Entonces a = be ™!
con b y c¢ ideales integrales, y para algin ¢ € ¢, a(c) = b.c_l.(c) es integral, y por tanto

35
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podemos suponer que a es un ideal integral. Escribimos a = Hpe g p”(p)b, donde b € I°.

Para cada p € S, elegimos un m, € p \ p?, por tanto ordy(m,) = 1. Por el teorema chino
de los restos, existe un a € Ok tal que

a= ﬂg(p) mod p"®) L vp e 5.
Estas congruencias implican que ord,(a) = n(p) para todo p € S, y por tanto (a) =

Hpes p"®p con b’ € I9. Ahora a 'a € I y representa la misma clase que a en C.

Siguiendo, si a € I° es mandado en el elemento trivial en C, entonces a = ()
para algin o € K°, y a es tinico a menos de unidades. Esto prueba que la sucesién es
exacta. O

OBSERVACION 1.2. Toda clase en C es representada por un ideal integral a € I°:
supongamos que la clase es representada por a € I, escribimos a = be™! con b, ¢ ideales
integrales en I, elegimos un ¢ € ¢ N K*° no nulo, notemos que ca es integral.

DEFINICION 1.3. Un médulo para K es una funcién
m : {primos de K} — Z

tal que

1. m(p) > 0Vp, y m(p) = 0 para todo primo menos una cantidad finita,
2. Si p es real, entonces m(p) =0 o0 1,
3. Si p es complejo entonces m(p) = 0.

m = [5m®.
p

Un médulo m = []p™® se dice que divide a un médulo n = []p™® si m(p) < n(p) para
todo p. En particular, un primo p divide a un médulo m si y solo si m(p) > 0.
Un médulo m puede ser escrito como

Usualmente escribiremos

m = my,My
donde my, es un producto de primos reales y mg es producto de potencias positivas de
ideales primos, y por tanto puede ser identificado con un ideal en Og.
1.1. Definicién de Ray Class Group. Para un médulo m, definimos Ky, 1 como

el conjunto de los a € K* tal que

ordy(a — 1) > m(p) para todo p finito dividiendo m
ap > 0 para todo primo real dividiendo m

Notar que
ordy(a—1) > m(p) amp) | (ap—1) < ar—1en ((’)p/pm(p)x) ~ (@p/ﬁm(p)x)

donde 7 es un primo en K, de K para p.
Sea S(m) = {primos dividiendo m}. Para cualquier a € Ky 1 y un ideal primo p
dividiendo m, ordy(a — 1) > 0 = ord,(1), y por tanto

ordy(a) = ordy((a —1) +1) = 0.
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Por tanto, para todo a € Ky 1, el ideal (a) se encuentra en IS Sea i el mapa a —
(@) : K1 — I El cociente

Cn = Is(m)/i(Km,l)
es llamado el Ray class group del médulo m.

EJEMPLO 1.4. Sea m = (2)3.(17)2.(19).00 es un médulo para Q tal que mp =
(2)3.(17)%.(19) y Mo = oo. Més atin, Qu 1 consiste de los racionales positivos a tales
que

ords(a—1) >3
ordiz(a—1) > 2
ordig(a—1) > 1.
La condicién sobre 2 nos dice que a es el cociente de dos enteros impares, a = b/c, y que

la imagen de a bc~! en (Z/8Z)* es 1. Las otras condiciones pueden ser expresadas de
manera similar.

LEMA 1.5. Sea S un conjunto finito de ideales primos de K. Entonces cada elemento
o € K puede ser escrito como a = a/b con a,b € O N K*

DEMOSTRACION. Como o € K, (a) = a/b con a,b ideales integrales estd en I°.
Claramente a, b representan el mismo elemento C en el grupo de clases de ideales, y de

acuerdo con la Observacién podemos elegir un ideal integral ¢ € I para representar
C~!. Ahora (a) = ac/bc = (a)/(b) para algin a,b € O N K* O

PROPOSICION 1.6. Toda clase en Cy es representada por un ideal integral a, y dos
ideales integrales a y b representan la misma clase en Cy si y solo si existen a,b € O
tal que aa =bb y

a=b=1modmy

a y b tienen el mismo signo para todo primo real dividiendo m

DEMOSTRACION. Supongamos que la clase es representada por a € I, y sea a =
be~! con a, b son ideales integrales en I°. El teorema chino de los restos muestra que
existe un ¢ € ¢N Ky, 1 no nulos, y por el teorema de aproximacién fuerte nos muestra que
¢ puede ser elegido > 0 para todos los primos reales. Ahora ca es integral y representa
la misma clase a en Cy,. La segunda parte del enunciado se sigue del Lema [1.5 O

OBSERVACION 1.7. El grupo de clases de ideales puede ser identificado con el conjunto
de ideales integrales médulo la relacion equivalencia: a ~ b si y solo si aa = bb para algin
a,b € Ok no nulos.

TEOREMA 1.8. Para cada modulo m de K, existe una sucesion exacta
0—=U/Un1 = Kn/Kni = Cn—C—0
Y 1somorfismos candnicos

Ew/Kmi~ ] {£}x ] (©x/pm®) =~ ] {&}x(Ox/mp)"

p|mp reales p|lmp finitos p|myp reales

donde
Kn=K™ ={a e K* | ordy(a) =0Vp|m}
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U =0, grupo de las unidades en K
Um,l =Un Km,l
Por tanto, Cy es un grupo de orden finito
1

— . -1 70 —
ho =h*[U :Ugni1]” " %27« Nm(mg) * H(l Non(p)

plmo

),

donde rg es el numero de primos reales que dividen a m y h es el numero de clases de
ideales de K (orden de C, el grupo de clases de ideales).

DEMOSTRACION. La inclusién 7°™ < [ define un homorfismo Cy, — C. Conside-
rando el par de mapas
K1 L Ky & 150,
De acuerdo al Lema el kernel y cokernel de g son U y C respectivamente. El cokernel

de go f es Uy y su kernel es Ky 1 N U = Uy,1. Finalmente, f es inyectivo. Por tanto, la
sucesion de kernel-cokernel de el par de mapas es

0= Un1 = U— Kn/Kni — Cy— C—0.

Ahora demostraremos que K, es canénicamente isomorfo al grupo dado. Sea p un primo
dividiendo m. Si p es real, asignamos a € Ky, al signo de o (recordando que un primo
real es una inmersion K — R, y que o — ). Si p es un primo finito, es decir es un
ideal primo de Of, entonces mandamos a € Ky, en [a][b] ™" € (O /p™#®))* donde a,b
son los del lema. Como a y b son coprimos a p, sus clases [a] y [b] en O /p™®) son
invertibles, por tanto esto tiene sentido. El teorema de aproximacion débil muestra que
el mapa Ky — [[{£} x [[(Ox/p™®)) es sobreyectivo, y su kernel es Kp 1.
El teorema chino de los restos nos da el isomorfismo de anillos

OK/mo ~ H OK/pm(p)

plm

y por tanto el isomorfismo de grupos
(Ox/mo)* = [[ (O /p™#)*.

plm

Esto completa la prueba del isomorfismo.
Ahora resta calcular el orden de los grupos. Notar que O /p™ es un anillo local con
ideal maximal p/p™, y las unidades son los elementos que no estén en p/p™. La filtracion
(O /P™) C (L4p)/p™ C--- C(L4p™1)/p™ C O

tiene cocientes isomorfos a

Kk, kb Ok /p

y por tanto (O /p™)* tiene orden (¢—1)¢™ ! con q = [Ok, p| e Nm(p). Esto muestra
que

[Cr: 1] =[C: 1]).[Kn : Kn1]-[Un : Una] ™"
es igual a la expresién del enunciado del teorema. ([

EJEMPLO 1.9.
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1. Sim =1, entonces C, = C.
2. Cuando m es producto de primos reales, Cy, es el Narrow class group y la sucesién
exacta es

0->U/U. K /Ky - Cp —C —1

donde K es el grupo de elementos positivos, U es el grupo de todas las unidades
positivas. Més atn, K* /Ky ~ [, c.es{£}: ¥ por tanto el kernel de Cy — C' es
el conjunto de posibles signos médulo los que vienen de las unidades.

Para Q, el Narrow class group es trivial. Para Q[\/&], d > 0, hay dos primos
reales y U = {£€™ | m € Z} ~ (Z/2Z) x Z, donde € es una unidad fundamental.
Sea € el conjugado de €. Entonces hy, = 2h o h dependiendo de si € y € tienen el
mismo signo o diferente. Notar que Nm(e) = +1 si los signos son iguales, y -1 si
son diferentes. Para algunos valores de d tenemos

d h € Nm(e)
2 1 1++2 —1
(1) 31 2+43 1
5 1 (1+v5)/2 -1
6 1 5+2V6 1

Por tanto Q[v/3] y Q[v/6] tienen nimero de clases 1 y niimero de clases narrow
2, mientras que para Q[v/2] y Q[v/5] ambos niimeros de clases son 1.
3. Para el cuerpo Q y el médulo (m), la sucesién se convierte en

0— {x1} = (Z/mZ)* — Cyn — 0.
Para el médulo oo(m), la sucesién se convierte en

0— {£1} = {£} x (Z/mZ)* — Cyp — 0.

1.2. El elemento de Frobenius. Sea K un cuerpo de nimeros, y sea L una
extension Galois finita sobre K con grupo G. Sea p un ideal de K, y sea 25 un ideal de
L sobre p. El grupo de descomposicién D(8) es definido por

{reG | B =B}

Equivalentemente, es el conjunto de elementos de G que cuya accién es continua para
la topologia B-adica, y por tanto extiende a la completacion de Lgs. De esta forma
obtenemos un isomorfismo

D(B) — Gal(Lg/K,).

Asumamos B es no ramificado sobre p. Entonces la accién de Gal(Lg/K,) en Op, induce
un isomorfismo

Gal(Ley/K,) — Gal(l/k)
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donde 1 y k son los cuerpos residuales.

B L Loy l
| e
Bp LP(®) K, k

El grupo Gal(l/k) es ciclico con un generador canonico, el elemento de Frobenius = — x9,
donde ¢ = |k|. Por tanto D(B) es ciclico, y el generador corresponde al elemento de
Frobenius en Gal(l/k) es llamado el elemento de Frobenius (8, L/K) para ‘B. Este es el
unico elemento o € Gal(L/K) que satisface las siguientes condiciones

1. 0 € D(*B), o sea, 0B = B;
2. Ya € Op, oa = a4 (mod B) con el q anterior.
Veamos algunas propiedades bésicas de (8, L/K)
OBSERVACION 1.10. Sea 7B otro primo dividiendo a p. Entonces tenemos D(78) =
TD(B)T,y
(78, L/K) = 7(B,L/K)r !

DEMOSTRACION. Si p € D(B), entonces
T N (TB) = 7pB = B

y por tanto 7pr~! € D(rB). Entonces 7D(B)7~! C D(78), y tienen el mismo orden,
pro tanto son iguales.
Sea o € Op, y sea 0 = (B, L/K); entonces

TUT—l(a) _ T((T—la)q + a)7 para algin a € ‘B, y
r((r~1a)? + a) = a + 7 = af (mod'B)
Como G actiia transitivamente sobre los primos dividiendo p, esto implica que
{(B,L/L)[B | p}

es una clase de conjugacién en G, la cual notaremos como (p,L/K). Cuando L/K es
abeliano, (p, L/K) contiene un tdnico elemento, este es un elemento de Gal(L/K). O

OBSERVACION 1.11. Consideremos una torre de cuerpos

M D
;o
;o

y asumamos que % es no ramificado sobre p; entonces

(D, M/L) = (D, M/K)I®/p),
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DEMOSTRACION. Sea k(D) D k(B) D k(p) la torre de cuerpos residuales. Entonces
F(B/p) = [k(B) : k(p)], y el elemento de Frobenius en Gal(k(D)/k(B)) es la f(B/p)-
ésima potencia de el Frobenius de Gal f(k(D)/k(p)). O

OBSERVACION 1.12. Si en la observacién anterior L es Galois sobre K, entonces

(®,M/K)|L = (B,L/K).

2. Principales resultados de CFT en términos de ideales

Sea L/K una extensién Galois abeliana finita de grupo G.
Para todo conjunto finito S de primos de K conteniendo a todos los primos ramifi-
cados en L, tenemos el siguiente homomorfismo

Upp 19 = Gal(L/K) | p™ ™ = [ [ (pis L/E)™
llamado el mapa global de Artin( o mapa de reciprocidad).

EJEMPLO 2.1. Sea K = Q[/m] donde m es libre de cuadrados. El conjunto S de
primos finitos que ramifican en K consiste de los primos que dividen m si m = 1 (mod 4)
y los primos que dividen a m y 2 en otro caso. Identificamos Gal(K/Q) ~ {£1}. El mapa
de Artin es el homomorfismo determinado por

P (2’;) . I8 — Gal(K/Q)

donde <%> es el simbolo de Legendre.

EJEMPLO 2.2. Sea L = Q[(;], donde (;, es una m-ésima raiz de la unidad. Asumamos
que m es impar o divisible por 4 (o sea que los primos que ramifican en L son los primos
que dividen a m). El mapa que envia un entero n coprimo con m al automorfismo
¢ — (™ de L define un isomorfismo (Z/mZ)* — Gal(L/Q). Para p no dividiendo a n,
(p, L/K) = [p]. Siry s son enteros positivos coprimos a m, entonces r/s define una clase
[r/s] = [r][s]7! € (Z/mZ)*, y el mapa de Artin es la composicién de

PROPOSICION 2.3. Sea L una extensién abeliana de K, y sea K' un cuerpo interme-
dio, o sea, L D K' D K. Entonces el siguiente diagrama conmuta

v /
15, =% Gal(L/K>)

]

/K

s YK (LK)

Donde S es algin conjunto finito de ideales primos de K en el cual estdn contenidos

todos los primos que ramifican en L, y ademds el conjunto de primos de K' sobre primos
de S.
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DEMOSTRACION. Sea p’ un ideal primo de K’ sobre un ideal primo p de K que
no esta en S. Entonces Nmy/k(p') = p/®'/P) v tenemos que ver que U gr(p') =
\IIL/K(pf("//p)), es decir, que (B, L/K') = (B, L/K)?®'/%) para cada ideal primo B de L
sobre p. Pero esto ya fue probado. U

COROLARIO 2.4. Para toda extension abeliana finita L de K, NmL/K(If) esta con-
tenido en el kernel de Wp, /i : I% - Gal(L/K).

DEMOSTRACION. Tomar K’ = L en el diagrama anterior. O

Por tanto el mapa de Artin induce un homomorfismo
Ukt I /Nm(If) — Gal(L/K)

donde L/K es una extensién abeliana finita. El grupo I°/Nm(I¢) es infinito (porque
infinitos primos no descomponen), y por tanto ¥, /K 10 puede ser inyectivo.

Sea S un conjunto finito de primos de K. Diremos que un homomorfismo ¥ : I — G
admite un médulo si existe un médulo m con S(m) O S tal que ¥(i(Kp,1)) = 0. Por
tanto ¥ admite un médulo si y solo factoriza por Cy, para algin m con S(m) D S.

TEOREMA 2.5. (Ley de Reciprocidad)
Sea L una extension abeliana finita de K, y sea S el conjunto de primos de K que
ramifican en L. Entonces el mapa de Artin W : 19 — Gal(L/K) admite un médulo m
con S(m) =S, y esto define un isomorfismo

15™ Ji( K1) Nm(I;™) = Gal(L/K).

Un moédulo como el del teorema es llamado un moédulo de definicién para L.

Escribimos I} el grupo de S(m)-ideales en K, y I para el grupo de S(m)’-ideales
en L, donde S(m)’ son los primos sobre en L sobre los primos en S(m). Llamamos a un
subgrupo H de I un subgrupo de congruencia médulo m si

XD HDi(Kn).

TEOREMA 2.6. (Teorema de existencia)
Dado un subgrupo de congruencia mddulo m, existe una extension abeliana finita L/ K,
no ramificada sobre todos los primos que no dividen a m con H = i(Kyn1).Nmp i (I}).

Notar que para H y L como en el teorema, el mapa de Artin ¥ g induce un
isomorfismo
I°™/H — Gal(L/K).
En particular, para cada médulo m existe un cuerpo Ly, llamado el Ray class field
modulo m tal que el mapa de Artin define un isomorfismo Cy, — Gal(Ly/k). Para un
cuerpo L C Ly, tenemos

Nm(Cpm) = i(Km1).Nm(IT') mod i(Kny1).

COROLARIO 2.7. Dado un mddulo m. Entonces el mapa L — Nm(CpLw) es una
biyeccion de el conjunto de extensiones abelianas contenidas en Ly y los subgrupos de
Cy. Mas atun,

Ly C Ly & Nm(CpLym) D Nm(CrLym);
Nm(C’Ll,LQ,m) = Nm(CLl,m) N Nm(CL%m);
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Nm(CleLQ,m) = Nm(CLl ).Nm(C’L%m).

OBSERVACION 2.8. Sea L/K una extensién con grupo de Galois G. De acuerdo con
la ley de reciprocidad, existe un médulo m con soporte el conjunto de primos de K que
ramifican en L tal que el mapa de Artin Wy g : I5M) — @ toma valor 1 en i(Km)-
Considerando el mapa dado por el Teorema [1.8

(Ok /3™C) o K/ Kt 5 o —25 .
Tenemos un entero f(p) < m(p) tal que este mapa factoriza por (Ox /p#*). El médulo
f(L/K) = my []p'® es entonces el médulo mas chico tal que Vi factoriza por Cy,
este es llamado el conductor de L/K. El conductor f(L/K) es divisible por exactamente
los primos que ramifican en L.
Los subcuerpos de el Ray Class field Ly, conteniendo K son los que tienen conductor
f | m. Toda extensién abeliana de K esta contenida en Ly, para algin m.

EjempLO 2.9. El Ray class group para el médulo m = 1 es el grupo de clases de
ideales, y el Ray class field correspondiente es el Hilbert class field; esta es la extension
abeliana maximal de K que es no ramificada para todos los primos, incluyendo los primos
reales. Por ejemplo, el Hilbert class field de Q es Q ( porque tiene nimero de clases 1).
El Hilbert class field de Q[v/—5] es Q[v/—1,v/=5], 2 y 5 ramifican en Q[/—1] y solo
5 ramifica en Q[v/5], de esto se sigue que los primos de Q[v/—5] dividiendo 2 y 5 no
ramifica en Q[v/—1,v/—5].

EJEMPLO 2.10. Sea m un entero positivo impar o divisible por 4. El Ray class field
para (m) es Q[Gn + C,,], v el Ray class field para com es Q[(,]. Por tanto la ley de
reciprocidad implica el teorema de Kronecker-Weber: toda extension abeliana de Q tiene
conductor dividiendo co(m) para algiin m, y por tanto esta contenido en una extensién
ciclotémica.

EJEMPLO 2.11. Sea d un entero libre de cuadrados. Calculamos el conductor de
K = Q[V/d] sobre Q encontrando el m mas pequefio tal que Q[v/d] C Q[Cn]-

Primero, consideremos un primo impar p. Entonces Gal(Q[(y]/Q) ~ (Z/pZ)* es
ciclica de orden p-1, y por tanto tiene un tnico grupo cociente de orden 2. Por tanto,
QI[¢p] contiene un unico cuerpo cuadratico, que debido a que solo puede ser ramificado

sobre p, debe ser igual a Q[/p*], donde p* = (—1)%]9
Segundo, notar que (s = (1 +)/v/2, y por tanto (s + (s = v/2. Por tanto Q[v/2] C
Q[¢s]-

Sea n el producto de primos impares dividiendo d (por tanto d = +n o + 2n). Por
tanto, tenemos

Q[Vd] € Q|[¢y) si d = 1mod 4
Q[Vd] C Q[Cn] si d = 3mod 4
Q[Vd] C Q[Cgn] si d = 2 mod 4

en cada caso, este es el cuerpo ciclotomico mas pequeno que contiene a Q[\/&] Por
ejemplo, notar que d = p;---p,, d = 1 mod 4, implica que d = pj---p;, y por tanto
Q[vd] € Q[¢,]. Ademaés notar que si d es impar, entonces Q[v/d] no esta contenido en

[
[
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Q[¢4n] porque de lo contrario Q[C4,] contendria a i,v/d, \/d/2, y por tanto contendria a
/i7 \/57 4-8‘

Concluimos que el conducto de Q[v/d] es |Ag /0l 0 00|Ag/q| dependiendo de si d > 0
o d <0, donde |Ag/g| es el discriminante de K/Q.

OBSERVACION 2.12. Para una extensién abeliana finita L/K y un médulo m con
S(m) igual al conjunto de primos de K que ramifican en L, sea

T(L/K,m) = i( K1) Nmpx(I5™) € I.

Takagi mostré que para m suficientemente divisible (de hecho, para todo m divisible por
el conductor f de L/K), el grupo T'(L/K,m) es independiente de m y IIS((m)/T(L/K, m) ~
Gal(L/K). Por esta razén, T'(L/K, m) es llamado el grupo de Takagi de L/K donde f|m.
Artin mostré que el grupo de Takagi es el kernel del mapa a — (a,L/K) : Ils((m) —
Gal(L/K).

A continuacién veremos un resultado el cual nos dice que esta manera de clasificar
las extensiones finitas abelianas, o sea, asignarle a L el grupo H = i(Ky1).N m(I‘Lq(m))
para un médulo m suficientemente grande, no puede ser extendida a extensiones finitas
no abelianas.

TEOREMA 2.13. Teorema de limitacion de norma.
Sea L una extension finita de K, y sea L' /K la subextension maximal abeliana de L/K.
Para cada mdédulo m para L' /K,

i(Km)-Nmp i (I3™) = i(Kp) Nmp e (1),

Por ejemplo, si L es una extension cubica de K que no es Galois sobre K, entonces
L' = K, y por tanto

i(Km)-Nmp e (™) = 1™,
Ley de reciprocidad.

Supongamos K contiene a la n-ésima raiz de 1, y sea a € K. Si {/a es una raiz de
X™ — a, entonces el resto de raices son de la forma ¢ ¢/a donde ¢ es una n-ésima raiz de
1. Por tanto L = K[{/a] es Galois sobre K, y 0 {/a = ( {/a para alguna n-ésima raiz de
1.

Si p es un ideal primo de K que es coprimo a n y a, entonces p es no ramificado en
L, y podemos definir una n-ésima raiz (£),, de 1 por la formula

(b, L/ K)(3/a) = (p> va.

Se puede ver que

a L. . .
<> = 1< a es una n-ésima potencia médulop
n

p

a

y por tanto (;)

generaliza el simbolo de residuo cuadratico. Por esta razén (%)
n

n
es llamado simbolo de potencia residual. La ley de reciprocidad de Artin implica que
se conocen todas las leyes de reciprocidad para este simbolo, y por tanto, esto puede
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ser visto como una generalizacion de la reciprocidad a cuerpos sin raices de la unidad.
Veremos esto mas en detalle en el capitulo final.

3. Ideles

Grupos topoldgicos.
Un grupo G con una topologia es llamado un grupo topolégico si los mapas

6.9 —9¢d GxG—=G,g—~g':G—=G
son continuos. El mapa traslacién
g—ag:G—->G

es un homeomorfismo.

En general, para determinar una topologia sobre un conjunto tenemos que dar una
base de entornos de cada punto, que es lo mismo que dar una base de entornos para el 1,
ya que el mapa traslacién es un homeomorfismo, la topologia sobre un grupo topolégico
es determinado por un sistema de entornos de 1.

Ideles.

Escribiremos v un primo de K. Entonces:

|.|» = el valor absoluto normalizado para v;
K, = la completacion de K para v;
P, = el ideal primo correspondiente en O, cuando v es finito;
O, = el anillo de enteros en K,;
Ub::(gg;
p» = la completacién de p,= ideal maximal en O,.
Recordemos que, para todo v, K, es localmente compacto, O, es un entorno compacto
de 0. También K es compacto, de hecho

14+p,D14p2D14p>D---

es una base de entornos de 1 que consiste de subgrupos compactos abiertos.
Queremos combinar todos los grupos K,* en un gran espacio topolégico, pero [[ K*
no es localmente compacto. En lugar de eso, definiremos el grupo de ideles como

Ix ={(ay) € H K, |a, € O, para todo menos una cantidad finita de v’s}.

De aqui en adelante notaremos I a Ig.
Para un conjunto finito S de primos que incluye todos los primos infinitos, sea

Is = [[ &S x [] O
veS vgS
con la topologia producto. El primer factor es un producto finito de espacios localmente

compactos, y por tanto es localmente compacto, y el segundo es un producto de espacios
compactos, luego es compacto. Por tanto Ig es localmente compacto. Notar que

H:UHS.

Queremos darle una topologia a I tal que cada Ig es abierto en I y herede la topologia
producto. Lo haremos dando una base para los abiertos que consiste de los conjuntos
de forma [], V, con V, abiertos en K para todo v y V, = O para todos menos una
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cantidad finita de v’s. Una interseccién de dos conjuntos de esta forma contiene a un
tercero de esta misma forma, y por tanto forman una base para una topologia. Es claro
que la topologia tiene la propiedad que queremos, y mas atun I tiene estructura de un
grupo topoldgico. El siguiente conjunto forma una base de entornos de 1, para cada
conjunto finito de primos S O S y € > 0, define

U(Sa E) = {(av) | |av - 1|v <ewveES, |av|v =1, W ¢ S}
OBSERVACION 3.1. Existe un homorfismo canénico sobreyectivo Id
(ay) — H por ) I I
v finito
cuyo kernel es Ig__ .
Podemos pensar a los ideles como un engrosamiento de los ideales, estos incluyen
factores para los primos infinitos, e incluye las unidades para todos los primos finitos.

Notar que I/Ig_ es una suma directa contable de sumas de Z con la topologia discreta,
pero [[ K*/Is_. es un producto directo de contable copias de Z, por tanto es incontable.

OBSERVACION 3.2. Existe un homomorfismo candnico inyectivo (diagonal)
a (a,a,a,-,a): K* — k.

Esta imagen es discreta. Como tenemos grupos, es suficiente probar que 1 € K> es
abierto en la topologia inducida. Sea U = U(S,€) con S conjunto finito conteniendo a
Seoy1>e>0.Paracadaae K*NU

la — 1|, <eVve S
lal, =1V v ¢ S.

La segunda condicién implica que
la — 1], < maz(|aly, | —1]y) < 1.

Por tanto, si a € KX NU, entonces [, |a — 1], < €/¥l < 1, lo cual contradice la formula
del producto, a menos que a = 1.

DEFINICION 3.3. El cociente C = I/K* es llamado el grupo de clase de ideles de K.
Esto no es compacto.

OBSERVACION 3.4. Existe un homomorfismo inyectivo canénico
ar— (1,..,1,a,1,..,1) : K = Ig
(a en el v-ésimo lugar). La topologia inducida sobre K¢ es la topologia natural, porque

la—1|, <eVvelS
lal, =1Vv ¢ S

y tales conjuntos forman una base de entornos de 1 en K*.

U(S,e) N K :{

OBSERVACION 3.5. Existe un homomorfismo candnico sobreyectivo

a = (ay) = cla) = H |ay|y : T — Rsyp.
La imagen de a es llamada el contenido de a. Definimos
I' = Ker(c) = {a €1|c(a) = 1}.



3. IDELES 47

Notar que, por la formula del producto, K* C I'. El cociente I/K* no puede ser
compacto porque este mapa es sobreyectivo sobre Rsq, pero se puede probar que I! /K>
es compacto.

DEFINICION 3.6. Definimos I de la misma manera que I, excepto que solo usaremos
los primos finito. Ahora llamamos I; al grupo de ideles finitos. Tenemos

IT oxcic ] &

v finito v finito

El subgrupo [] O} es abierto y compacto en Iz, y I/ [[ O = I (el grupo de ideales de

De vuelta tenemos un morfismo diagonal de K en Iy, pero esta vez la topologia
inducida sobre K* tiene la siguiente descripcién: Ux = O es abierto, y una base de
entornos de 1 es formado por los subgrupos de Uk de indice finito ( esto no es trivial).
En particular, K* es un subgrupo discreto de Iy < U es finito < K = Q o un cuerpo
cuadratico imaginario.

3.1. Ray Class group en términos de ideles. Tenemos que ver que el grupo
de clases Cx = I/i(K*) puede ser un cociente de I, queremos mostrar lo mismo para
Ca.

Sea m un mdédulo. Para p|m, sea

R<g preal

Wa(p) = { 14 ™) p finito.

Por tanto, en cada caso, Wi (p) es un entorno de 1 en K,'.
Definimos I, como el conjunto de ideles (ay), tal que a, € Win(p) para todo p|m:

Im = | J[TE x []Wa(o) | (L
pfm plm
En otras palabras, I, consiste de las familias (ap), indexadas por los primos de K tales
que
ap € K Vp
ap € Oy para casi todo p
ap € Win(p) V p|m.

Definimos Wy, como el conjunto de ideles (ay), en I, tal que ay, es una unidad para todo

p no divisor de m:
Wi = H K, xHWm(p) X H Up

ptm plm ptm
p finito p finito

O sea, Wy, consiste de las familias (ay), indexado por los primos de K tales que
ap € K, VY pinfinito
ap € OyVp finito
ap € Wa(p) ¥ plm
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Notamos que
Kn1=K*nN H Wi (p) interseccién dentro de H K,
plm plm
y que
K1 = K™ NI interseccién dentro de L.
PROPOSICION 3.7. Sea m un mddulo de K.
1. El mapa id : Iy — I°™ define un isomorfismo

Ln/Kwm1-Wa — Cn
2. La inclusion I, — 1 define un isomorfismo:
In/Kmy1 — J/K*
DEMOSTRACION.
1. Consideremos el par de mapas

K — Ty 25 150,

El primer mapa es inyectivo, y el segundo es sobreyectivo con kernel Wy,, v por
tanto la sucesion kernel-cokernel de el par de mapas es

Wan = In/Kng = Cn — 1.

Esto prueba la primer parte de la proposicion.
2. El kernel de I, — I/K* es K* NI, (interseccién en I), veamos que es Ky 1. Por
eso la inclusién define una inyeccién

In/Kwm1 — I/K*.

Para la sobreyectividad, aplicamos el teorema de aproximaciéon débil. Sea S =
S(m) y sea a = (a,) € L. Si elegimos b € K muy cerca de a, € K para todo
v € S, entonces a,/b estard cerca de 1 en K + v* para todo v € S, podemos
elegir b tal que a,/b € Wy(p) para todo v € S. Por ejemplo, para un primo
real v € S, solo necesitamos elegir b para tener el mismo signo que a, en K,.
Entonces a/b € I,,, y se asigna a a en [/K*.

O

Caracteres de ideales y de ideles.
Sea S D S, un conjunto finito de primos de K, y sea G un grupo abeliano finito. Diremos
que un homomorfismo
U1 G
admite un médulo si existe un médulo m con soporte en S tal que ¥(i(Ky 1)) = 1. Para
toda extension abeliana L/K, Artin mostré que el mapa de Artin

1% — Gal(L/K)

admite un maodulo.

PROPOSICION 3.8. Si W : I® — G admite un mddulo, entonces existe un tunico
homomorfismo ¢ : I — G tal que:
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1. ¢ es continuo (G con topologia discreta);

2. p(K*)=1;

3. ¢(a) = V(id(a)) para todo a € I° = {a|a, =1V v € S}.
Mads ain, cada homomorfismo continuo ¢ : 1 — G cumpliendo el seqgundo item viene de
un U.

DEMOSTRACION. Como V¥ admite un médulo m, factoriza por I™/i(Ky1) = Cr. Por
tanto, tenemos el siguiente diagrama

m > Cn Y .G

1

Hm/Km,l E— Hm/Km,IWm

|=

I— I/K*.

Los isomorfismos vienen de la proposicién anterior, y el resto de mapas son mapas
cocientes. Definimos ¢ : I — G como la composicién. Esto tiene las propiedades 1y 2, y
ademads tiene la propiedad

¢(a) =V(id(a))Vael,
y por tanto, tiene la propiedad 3.

Para probar que el mapa es iinicamente determinado por 1,2 y 3, es suficiente probar
que I K* es denso en I, pero esto se sigue del teorema de aproximacién débil: sea a € I;
elegimos b € K muy cerca de a, para v € S, y sea a’ el elemento de I° tal que a’,b = a,
para todo v ¢ S. Entonces a’b € I°.K y es cercano a a en .

Por el contrario, sea ¢ : I — G un mapa continuo. El kernel contiene un entorno
abierto de 1, y por tanto U(S,e) C Ker(¢) para algin S y e. Consideremos un primo
finito v. La restriccién de ¢| KX €S un mapa continuo R* — G o C* — @. Claramente, la
componente conexa de K,* que contiene a 1, llamada, Rsg o C*, tiene a 1 como imagen,
y por tanto esta en el kernel. Combinando estas observaciones, vemos que el kernel de ¢
contiene a Wy, para algin m.

Ahora podemos usar el diagrama del inicio de vuelta. Dado un homomorfismo ¢ :
I/K* — G, puede ser restricto’ a un homomorfismo I, /K1 — G. Este homomorfismo
es trivial sobre Wy, y por tanto factoriza a través de Iy, / Ky 1 Wi El homomorfismo puede
ser transferido a Cy,, y compuesto con I — Cy,. Este es ¥ que estabamos buscando. [J

OBSERVACION 3.9. Sea G un grupo topoldgico conmutativo. Definimos un homo-
morfismo ¥ : I¥ — G admisible si para cada entorno N de 1 en G, existe un médulo
m tal que V(i(Kn,1)) C N. Entonces cada homomorfismo admisible ¥ define un homo-
morfismo ¢ : I — G que satisface las tres condiciones de la proposicion. Mas ain, si G
es completo y no tiene subgrupos pequenos, lo cual significa que existe un entorno de 1
conteniendo un subgrupo no trivial, entonces cada homomorfismo continuo ¢ : I — G
satisfaciendo la segunda condicién viene de un ¥ admisible. La prueba es la misma que
la de la proposicién.

El grupo S!' G = {z € C||z| = 1} es completo y no tiene subgrupos pequefios. El
U : J¥ — G admisible, y el correspondiente ¢, son llamados caracteres de Hecke.
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OBSERVACION 3.10. Dado ¥ elegimos un m, y construiremos ¢. En la practica, es
mas usual para identificar ¢ utilizar que satisface las tres condiciones de la proposiciéon
anterior. Para esto las siguientes observaciones son ttiles.

1. Sea a = (a,) un idele tal que a, = 1 para todo primo finito y a, > 0 para todo
primo real; Entonces ¢(a) = 1. Para ver esto, notar que la topologia inducida

sobre Hv|oo K¢ como un subgrupo de I es la topologia natural. Por tanto, la
restriccién de ¢ es trivial sobre la componente conexa que contiene a 1.

2. Sea a = (a,) un idele tal que a, = 1 para todo v € S y a, es una unidad para
todo v ¢ S; entonces ¢(a) = 1.

3. Siaes “cercano a 1”7, ¢(a) = 1. De hecho, esto se deriva de la primer condicién,
en vista de que G tiene topologia discreta.

4. Combinando las tres propiedades, encontramos que si a = (a,) es tal que

ay > 0V ovreal
ay, es cercano a 1l cuandov € S es finito
ay es una unidad cuandov ¢ S

el p(a) = 1.
EJEmMPLO 3.11. Sea L = Q[(,], y sea ¥ el mapa de Artin
I° = (Z/pZ)* — Gal(L/Q), S = {p,c0}.

Recordemos que el primer mapa envia el ideal representado por (r/s),r,s > 0, (p,7) =
1= (p,s),a[r][s]|™!, y que el segundo envia [m] — (¢ +— (™). Para cualquier primo [ # p,
el mapa envia (1) al automorfismo de Frobenius para 1, ¢ ~— ¢'. Sea ¢ : T — Gal(L/Q) el
homomorfismo correspondiente a ¥ como en la proposiciéon. Deseamos determinar ¢ de
manera explicita.

Sea a = (G, A2, ..., Ap, ..., a7, ...) un idele de Q. Si ase = 1 = a,p, entonces ¢(a) =
U(id(a)).Por tanto ¢(a) = ¢ donde m = [] jordi(ar)

Consideramos p = (1,...,1.,p,1,...) con p en la p-ésima posicién. Entonces

p/p= (5 L),
De acuerdo a la observacién [4l ¢(p/p) = 1, y por tanto

o(p) = o(p/p)o(p) = 1.

Consideramos a = (1,...,1,u, 1,...),u € Z}, u en la posicién p-ésima. Escribimos

v =ao+ap+-+ap’+--,0<a;<p a €L

y sea ¢ = ag + --- + asp® € Z. Notar que ¢ > 0. Entonces uc € 1 +p5+1Zp, para un s
suficientemente grande esto es cercano a 1. Escribimos
lle l
ac=(c,c,...,c, l,c, e e, €, L1 ‘cc, 1,...).

El primer factor es ac excepto que tenemos movida las componentes para los primos |
dividiendo a c para el segundo factor. Para un s grande, ¢ del primer factor es 1 por
El segundo factor esta en I, y la descripcién que tenemos de ¢|I° muestra que ¢ envia
¢ en C°. En conclusién,

$(a)(Q) = ¢ =" .
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Consideremos a = (—1,1, ..., 1). Entonces

p P
—a=(1,-1,..,—1,1,-1,..)(1,..,1,—1,1,...)

o(a) = p(—a)o(l, ..., 1,-1,1,...).
De acuerdo a #(a)(¢) = ¢ L

Como ¢ es un homomorfismo, esto completa su descripcion.

3.2. Norma de ideles. Sea L una extensién finita de K un cuerpo de ntmeros,
sea v un primo de K. Recordemos que existe un isomorfismo canénico

Lok Ky — [ ] Lo
wlv
De esto se sigue que para cada o € L,
Nmpga= HNme/KUO‘ (igualdad en K,).
w|v

Para un idele a = (ay,) € I, define Nmp k(a) como el idele b € Ix con b, =
Hwh} Nmyp,, /K, 0. La anterior observacién muestra que el cuadrado de la izquierda en
el siguiente diagrama conmuta, y es facil ver que el cuadrado de la derecha también lo
hace

id
L* > ]IL ! IL
leL/K iNmL/K iN’H’LL/K

K* y Iy — Iy,

Por tanto obtenemos el siguiente diagrama

CL E— CL
leL/K \LNTTLL/K

CK E— CK.

Donde Ck es el grupo de clases de ideles I/K*; Cx= el grupo de clases de ideales
I/i(K™)
PROPOSICION 3.12. Si L/K es una extension finita de un cuerpo local de caracteristi-
ca cero, entonces
L. Nmpg(L*) =Rsq (caso K =R, L =C
2. Nmpg(L*) D 1+ p§k para algin m ( caso K no arquimedeano)
3. Nmpg(L*) D Ok ( caso K no arquimedeano y L/K es no ramificado)

DEMOSTRACION. Ver Proposicién 4.12 de las notas de Class Field Theory de J.S.
Milne (]
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4. Principales resultados de CFT en términos de ideles

Los principales teoremas de CFT en términos de ideales son muy explicitos, y, pa-
ra algunos propositos, son muy utiles. Aunque tienen algunas desventajas. Fijado un
médulo m, la teoria describe solo las extensiones abelianas cuyo conductor divide a m.
En particular, esto no provee una descripcion de las extensiones abelianas infinitas de
K. Los enunciados de estos teoremas en términos de ideles permiten considerar exten-
siones abelianas infinitas, o, lo que es lo mismo, todas las extensiones abelianas finitas
simultaneamente. Esto ademads nos permite ver la relacién entre el mapa local de Artin
y el mapa global de Artin.

Sea L una extension finita de K. Sea v un primo de K, y sea w un primo de L sobre
v. Recordemos que el grupo de descomposicién D(w) de w es el subgrupo

D(w) ={o € Gal(L/K) | ow = w}.

Estos elementos extienden inicamente a automorfismos de Ly, /K, y D(0) ~ Gal(L,, /Ky ).
CFT local provee un homomorfismo (el mapa local de Artin)

¢y K — D(w) C G.

LEMA 4.1. El subgrupo D(w) C G y el mapa ¢, son independientes de la eleccion
del primo w|v.

DEMOSTRACION. Cualquier otro primo sobre v es de la forma ocw para algtin o € G,
y 0 : L — L extiende por continuidad a un homomorfismo ¢ : L, — Ly, fijando K.
Tenemos

D(ow) = oD(w)o ™1,
el cual es igual a D(w) porque G es conmutativo.

Sea Q y Q' extensiones abelianas maximales de K, conteniendo L., y Ly, respec-
tivamente. De CFT local, obtenemos el mapa local de Artin ¢, : K* — Gal(Q2/K,)
y ¢, : K* — Gal(€'/K,). La eleccién de un isomorfismo o : Q — ' determina un
isomorfismo

p—=oopod :Gal(Q/K,) — Gal(/K,)

que es independiente de . mds atin, su composicién con ¢, es ¢, . O

PROPOSICION 4.2. Existe un tnico homomorfismo ¢ : 1 — Gal(K®/K) con la
siguiente propiedad: para todo L C K® finito sobre K y cualquier primo w € L sobre un
primo v € K, el siguiente diagrama conmuta

KX % Gal(Ly/K,)

|

IO o i)

DEMOSTRACION. Sea a €I, y sea L C K% una extensién finita sobre K. Si a, € U,
y L/ K, es no ramificada, entonces ¢, (a,) = 1. Por tanto, ¢,(a,) = 1 excepto para una
cantidad finita de primos, y por tanto podemos definir

‘I)L/K(a) = H Puv(av).
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Claramente, ¢,/ es el tinico homomorfismo que hace que el diagrama conmute.

Si L' O L, entonces las propiedades del mapa local de Artin muestra que ¢k (a)|z, =
¢,k (a). Por tanto existe un tinico homomorfismo ¢ : I — Gal(K*/K) tal que ¢(a)|, =
¢1/K(a) para todo L C K% con L finito sobre K.

De vuelta, las propiedades del mapa local de Artin muestra que, para toda torre de
cuerpos K € K' ¢ L ¢ K% con L finito sobre K,

o) /
15, — Gal(L/K’)

]

19 M5, Gal(L/K)

conmuta. Al tomar K’ = L, encontramos que Nmy, 1(I7) esta contenido en el kernel

de ¢r k- En particular, el kernel de ¢, contiene un subgrupo abierto de I, y esto
implica que ¢x es continuo. O

TEOREMA 4.3. Ley de Reciprocidad.
El homomorfismo ¢x : I — Gal(K®/K) tiene las siguientes propiedades
1. gbK(KX) = 17'
2. para cada extension abeliana finita L de K, ¢ define un isomorfismo

En la prueba de la Proposicion vimos que ¢r,x(Nm(ly)) = 1, y por tanto vemos
que ¢, factoriza a través de Ig/K*.Nm(l;). La seqgunda propiedad puede ser vista
como: ¢ define un isomorfismo

¢L/K : CK/NTTL(CL) — Gal(L/K)

TEOREMA 4.4. Teorema de existencia.
Fijada una clausura algebraica K de K; para cada subgrupo abierto N C Ck de indice
finito, existe una vnica extension abeliana L de K contenida en K tal que Nmp/kCrL =
N.

Un subgrupo de Ck es un grupo norma si es de la forma Nm(Cp) para alguna
extension abeliana finita L de K. El teorema de existencia muestra que los grupos norma
son exactamente los subgrupos abiertos de indice finito en Ck. Si N es un grupo de
este tipo, entonces la extensién abeliana finita L de K tal que Nm(Cp) = N, ie.,
N = Ker(¢r/k), es llamado el cuerpo de clases de K perteneciente a N (class field of K
belonging to N).

COROLARIO 4.5. El mapa L — Nm(CpL) es una biyeccion de el conjunto de exten-
siones abelianas de K al conjunto de subgrupos abiertos de indice finito en Cg. mds
ain,

L1 Cly & Nm(CLl) D) Nm(CLQ)
Nm(CLl.Lg) = Nm(CLl) N Nm(CL2)
Nm(cL1ﬁL2) = Nm(cL1)'Nm(CL2)

OBSERVACION 4.6.
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1. En el caso de un cuerpo de niimeros, el mapa

o : Ix — Gal(K%/K)

es sobreyectivo. Para una primo infinito v de K, escribimos K la componente
conexa de KX que contiene a 1; Por tanto K es isomorfo a C* o R de acuer-
do a si v es complejo o real. Claramente ], K C Ker(¢k). Por definicién

K* C Ker(¢k), y por tanto K*.(]], . K;7) C Ker(¢k). Pero ¢ es un ho-

v]joo Trw
momorfismo continuo y Gal(K%/K) es Hausdorff, y por tanto el Kernel es un

subgrupo cerrado. Entonces Ker(¢x) contiene a la clausura de K™ .(] ], K;).

Es un teorema que esto exactamente es el kernel. La imagen de la clausura de

KX ([Ty)eo K;) en Ck es la componente conexa de C'x que contiene a 1.

Para cualquier extensién abeliana finita L. O K el mapa de Artin define un
isomorfismo Cx /Nm(Cr) — Gal(L/K).

. En el caso de cuerpos de funciones , el mapa de Artin ¢x : I /K> — Gal(K%/K)

es inyectivo, pero no es sobreyectivo.



Capitulo 3

Aplicaciones de CFT

En este capitulo usaremos algunos de los resultados que vimos en los capitulos an-
teriores para ver aplicaciones de CFT. Nos centraremos en 3 problemas, en los cuales
usaremos fuertemente la heuristica local-global, la cual nos permitird un mejor estudio
de los problemas.

1. Potencias locales, potencias globales

Es un problema interesante ver cuando una potencia local se convierte en global. Es
obvio que si a € K un cuerpo de nimeros es una potencia n-ésima, entonces a € K,
también lo es para cualquier v. Comenzaremos viendo el siguiente teorema.

TEOREMA 1.1. Sea K un cuerpo de nimeros que contiene una raiz n-ésima de la
unidad. Un elemento no nulo en K es una n-ésima potencia st lo es en Ky para casi
todo primo v.

DEMOSTRACION. Recordemos que, para un cuerpo k que contiene una raiz n-ésima
de la unidad, un polinomio X™—a descompone completamente en k[z] si tiene una raiz en
k. Sea a un elemento no nulo de K, y sea § una raiz n-ésima de a en alguna extension.
Si a es una n-ésima potencia en K, para casi todo v, entonces X" — a descompone
completamente en K,[z] para casi todo v, y por tanto v descompone completamente en
K[B]. Esto se cumple para casi todo v, viendo que K[3] = K. O

Para esto ultimo podemos utilizar el siguiente teorema, el cual no demostraremos.

TEOREMA 1.2. Sea L una extension finita de K, y sea M su clausura de Galots.
Entonces el conjunto de ideales primos de K que descomponen completamente en L

tienen densidad 1/[M:K]

OBSERVACION 1.3. Usando este resultado el teorema probado es mas fuerte, ya que

solo basta con que sea potencia n-ésima para un conjunto de primos de densidad mayor
al/2.

TEOREMA 1.4. Sea K un cuerpo de nimeros, y sea n un entero tal que K|[(st] es
ciclico sobre K, donde 2 es la mayor potencia de 2 que divide a n. Un elemento no nu-
lo de K es una n-ésima potencia en K si es una n-ésima potencia en K, para cast todo v.

DEMOSTRACION. Paso 1. Es suficiente probar el teorema con n una potencia de un
primo. Supongamos n = niny con Ny, Ne COprimos, y asumamos que el teorema se cumple
para ambos. Entonces un elemento no nulo a € K que es una n-ésima potencia en K,

55
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para casi todo v es una nj; y no-ésima potencia en K, por tanto, a = b™ = ¢"2. Ahora,
existen enteros r y s tales que rn; 4+ sng = 1, y por tanto

a = arrqasng — CTn1n2b8n1n2 c KXn.

Paso 2. El teorema es cierto si n es una potencia de un primo p y KI[(,]/K es una
extension ciclica de orden una p-potencia. Sea K’ = K|[(,], y sea a un elemento no nulo
de K que se convierte en una n-ésima potencia en K, para casi todo v. De acuerdo al
Teorema a se convierte en una n-ésima potencia en K’, por tanto, a = ", y por

tanto
n—1

X" —a=[](X - B¢) en K'[X].
j=0
Sea

X" —q= Hfi(X)

la descomposicién de X™ — a en factores irreducibles en K[X]. Para cada i, elegimos

una raiz f§; = BC%(Z') de fi(X). Entonces K|[f;] C K’, por tanto K[B;] es una extensién
abeliana de K, en particular, es Galois sobre K, entonces es el cuerpo de descomposiciéon
de fi(X). Sea v un primo de K tal que a es una n-ésima potencia en K,. Por hipétesis,
X" —a tiene una raiz en K, y por tanto al menos uno de los f;(X) tiene una raiz en K,,.
Para un i particular, v descompone completamente en K|[3;]. Entonces vemos que cada
v ¢ S descompone completamente en al menos uno de los cuerpos K|[f;], pero diferentes
v pueden descomponer en diferentes cuerpos, no podemos concluir nada de esto. Para
ver que todos los v descomponen en un solo K[3;] tenemos que usar la hipétesis que K’
es ciclica de orden una potencia de primo sobre K. Esta hipdtesis implica que los cuerpos
intermedios estan linealmente ordenados.

K/D"'DKgDKQDKlDK.

Elegimos ig tal que K[B;,] es la mas pequena de el K[3;]. Entonces cada v ¢ S descom-
pone completamente en un cuerpo conteniendo a K[3;,], y por tanto en K[3;,] = K, y
X™ — a tiene al menos una raiz de K.

Paso 3. El teorema es cierto. Después del primer paso, podemos asumir que n = p",
y después del paso 2 que p es impar. Supongamos que a es una n-ésima potencia en
K, para casi todo v. Como K|[(,r] es ciclica de orden p-potencia sobre K[(,], el paso 3
muestra que a se convierte en una n-ésima potencia en K[|, notamos, a = b". Tomando
normas, encontramos que a? es una n-ésima potencia en K>, donde d = [K[(,] : K] < p.
Pero d es coprimo a p, y eso implica que a es una n-ésima potencia en K* (sabemos que
a®=1en K*/K*P" |y esto implica que a = 1 en K*/K*P"). O

2. Principio local global para normas

El principio local-global ( o de Hasse) pregunta si una afirmacién sobre un cuerpo
de nimeros es cierta si es cierta para todas las completaciénes de K. Aqui veremos uno
de estos principios local-global.
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2.1. Normas.

TEOREMA 2.1. (Teorema de la norma de Hasse)
Sea L/K una extension ciclica de un cuerpo de nimeros, y sea a € K*. Entonces la
imagen de a € K, es una norma de LY para casi todo v, y si es una norma para todo v,
entonces es una norma en K.

DEMOSTRACION. Para esta prueba asumiremos sin probarlo que H!(G,Cr) = 0. Por
la periodicidad de la cohomologia de grupos ciclicos, esto implica que Hj 1(G, Cr) =0.
Por tanto, de la sucesién de cohomologia de

1= L* =1, —-CL—0
encontramos que

H%(Ga LX) - H%(Gv ]IL)
es inyectivo. Pero este es el mapa

KX /Nm(L*) — Q) K /Nm(L").

3. Leyes de reciprocidad altas

Recordemos que, dado p un primo impar y a coprimo a p, el simbolo de Legendre (o
simbolo de reciprocidad cuadratica)

a\ _ | 1siaesun cuadradomodulo p
P —1 otro caso.

El grupo F es ciclico de orden p — 1 con —1 el tinico elemento de orden 2. Por tanto,

X
p )
la Unica raiz de 1 tal que

p—1 .
parau € FX u 2 es 1 o-1de acuerdo a si u es un cuadrado o no, y por tanto (%) es

<a> =o' mod p
p

La ley de reciprocidad cuadratica, dice que para p y q primos impares

()=
(2)-co. () -

Para a € Z[i] y © € Z[i] un primo, Gauss definié (2) (sfmbolo de residuo cuartico) como
la tnica raiz 4® de 1 tal que

Ademas

(8% Nr—1
(—) =a 4 modm
s
y probo una ley de reciprocidad cuartica para este simbolo. Luego Eisenstein probo

una ley de reciprocidad cubica. Artin observé que su teorema implica toda posible ley
de reciprocidad, y por tanto puede ser considerado como una “ley de reciprocidad para
cuerpos que no contienen una n-ésima raiz de 1”. En el resto de esta seccién explicaremos
esta observacion.
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3.1. Simbolo de potencia residual. Sea K un cuerpo de ntimeros conteniendo
una raiz n-ésima de la unidad. Para cada conjunto finito a,b,... de elementos de K,
definimos S(a, b, ...) como el conjunto de ideales primos de K tales que ordy(n) # 0, o
ordy(a) # 0, 0 ordy(b) # 0, .... En particular, S en si consiste solamente de los divisores
de n.

Recordemos que el discriminante de X™ — 1 es divisible solo por los primos que
dividen a n. Por tanto X™ — 1 tiene n raices distintas en Fgl para cada p{n, y el mapa

¢ Cmodyp : pn(K) = pn(Ok /p)
es biyectivo para cada ideal primo p { n. Para cada primo p, sea ¢ = Np = (Og : p).
-1
Entonces F; es ciclico de orden ¢ — 1, y por tanto n|g — 1y CqT € un C Fy.

Para a € K* y p ¢ S(a), definimos (%) como la tnica raiz de la unidad tal que

a Np—1
— | =a » modp.
) p

1. Para todo a,b € K* y p ¢ S(a,b),

(5)=6)6)

esto es obvio por definicién.
2. Paraa € K* y p ¢ S(a), los siguientes enunciados son equivalentes:

o) (5) =1
b) a es una n-ésima potencia en O /p
¢) a es una n-ésima potencia en K

La equivalencia de a y b salen de la exactitud de

g—1
x =T n

1= F" = Ff ——— pn — 1, ¢ = Np.

Si X™ — a tiene una solucién modulo p, entonces el lema de Hensel muestra
que tenemos una solucién en K. Contrariamente, si a = o, o € Kj, entonces
ordy(a) = %ordp(a) = 0, y por tanto o € Of,. El mapa O — Ok, /p es
sobreyectivo, y por tanto es un oy € Ok enviado a  modulo p.

Lo extendemos enviando p — (%) a I5(@) por linealidad: por tanto, para

b=[Ip;" € 15, |
(i) -T1(;)

abreviaremos (%) a (%)

Para una extensién abeliana L/K en la cual los primos en S’ no ramifican,
Uy ke I% — Gal(L/K) denota el mapa de Artin
3. Para cadaa e K* y b e 5@,

1 a 1
oty (@) <E) ar.
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De teoria de Galois, sabemos que hay una raiz n-ésima de 1 {(b) tal que
1 1
w(b)(a%) = C(b).a*
y que el mapa b — ((b) es un homomorfismo. Por tanto, esto es suficiente para
probar la igualdad con b = p, un ideal primo. Por definicién
(p)(z) = 2% mod p.
De

encontramos que
1 Np
¢(p).an =an modyp

de donde se sigue que ((p) = (%)

4. Sea a € Ok, y sea b un ideal integral en I°@. Si ¢/ € Ok, a’ = amodb, entonces

b e 15 y ,
a a
0-()

Para cada ideal primo p dividiendo a b,a’ = a mod p, y por tanto (5) = (%’)

5. Sea a € K*. Existe un modulo m con soporte S(a) tal que (%) depende solo de
la clase de b en el Ray class group Cj,.

3.2. El simbolo de Hilbert. Sea K, un cuerpo local conteniendo una raiz n-

ésima de la unidad. El simbolo de Hilbert es un pairing
a, b (a,b)y : K /K" X K JK)S™ = pin,
donde u, es el grupo de raices n-ésimas de 1 en K,. Probablemente la manera mas
natural de definir esto es con el producto cup
HY(G, ) x HY(G, pin) = H*(G, i ® in), G = Gal(K"/K)
seguido por el isomorfismo
H?(G, iy ® pn) = H*(G, pin) ® fin, — fin

definido por el mapa invariante inv,. Sin embargo, en el espiritu de los 20 y 30, se define
en términos de algebras centrales simples.
Recordemos que para cada a,b € K,S, definimos A(a, b; () como la K, —&lgebra con
generadores i,j y relaciones
" =a, j* =0, ij = (ji.
Esto es un algebra central simple de grado n sobre K,. En el caso que n = 2, A(a,b; —1)
es el dlgebra de cuaterniones H (a,b). Definimos

(a,b)y = C—n-mvv([A(a,b;O]’
donde [A(a,b;()] es la clase de A(a,b;() en Br(K,). Como A(a,b;() es split para un
cuerpo de grado n, su invariante es un elemento de %Z/Z, y por tanto n.inv,([A(a, b; ¢)])

es un elemento de Z/nZ. Claramente el isomorfismo de clases de A(a, b; () depende solo
de a y b como elementos de K, /K", y por tanto tenemos un pairing

KK < KRS =
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Sin embargo, no es obvio que el pairing es bilineal.

OBSERVACION 3.1.
1. Para todo a,b

A(b,a;¢) = Aa,b; (") ~ A(a, b; ().

Por tanto
(b,a)y, = (a,b); .
Por definicién A(b, a; () es la K, —&lgebra con generadores ', j' y relaciones i =
b, " =a,yi'j = (4. El mapa i’ — j, 7/ +— i es un isomorfismo A(b,a;() —
A(a,b;¢7Y). El mapa i+ 4, j ~— j es un isomorfismo A(a,b; ()" — A(a, b; ).
2. Sea a,be K*. Seav ¢ S(a),(a,b), = (p%)omv(b)'

Por simplicidad, asumiremos que A(a, b; () es un dlgebra de divisién. Recor-
demos que para calcular el invariante de un algebra de division central D sobre
un cuerpo local K,,tenemos que

a) elegir un cuerpo maximal no ramificado L C D.
b) Encontrar un elemento 3 € D tal que o + Baf~! es el automorfismo de

Frobenius de L.

¢) Sea inv,([D]) = ord,(B).

Aplicamos esto con L = K,[i] = K, [a%]. Notamos que, como v ¢ S(a), esta

extension es no ramificada. Sea (%) = (", por tanto (p,L/K,)(i) = ("i. Dado

que jij~' = (7, vemos que podemos tomar 3 = j~". Entonces 8" = b, se
sigue que ord,(3) = —Tord,(b). Por tanto

ord., (b)
(a7 b)v — Cfnim;v(A(a,b;C)) _ Cr.ordv(b) _ <CL> .
Py

3=

¢v(b)(an)

a

—

(a,b), =

3=

a
para todo a, b, v.
4. Para a,b € K*,
[ b), =1.
v
Para esto hay que mirar la prueba de la Ley de Reciprocidad, en dicha prueba se
ve que, para cada 5 € Br(K), Y inv,(8) = 0. En particular, > inv,(A(a, b;()) =
0, y esto implica la formula.
Para a,b € K*, definimos

a a\ ordy(b) a
(B) = 11 (5) B ((b)s(a)>
v¢S(a)
donde (b)S (@) e el ideal en I°(@) generado por b. El simbolo (%) es multiplicativo

a a’

en b, pero (aTal) =(9) (?) no siempre se cumplird a menos que S(b)NS(a,a’) =
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TEOREMA 3.2. Ley de Reciprocidad.
Sean a,b € K* tales que S(a) N S(b) =S (por ejemplo a y b coprimos). Entonces

G)() -Ioeo.

vES

DEMOSTRACION. Sea S'(a) = S(a)\ Sy S'(b) = S(b)\ S. Nuestra suposicion es que
S’(a) y S'(b) son disjuntos. Entonces

(=11 ()™= 11 wn.

veS’(b) veS’(b)
Y dv(a)
b b ordy(a
()= I () = I oo
ves!(a) veS’(a)
Por tanto

DIOREN L

veS’(a)US’(b)
Para v ¢ SUS'(a) US'(b), (a,b), =1, y por la formula del producto vemos que
(a,0)y x [](a,b)y =1
vES! (a)US' (b) ves
O
Para obtener una formula completamente explicita, resta calcular el simbolo de Hil-

bert para v € S. Para los primos infinitos, estos es facil: si v es complejo, entonces
(a,b), = 1 siempre, y si v es real, entonces

(a,b)y =1 <= X% —aY? —bZ% representa0 <= a>00b> 0
Para K =Q yn =2,

PR I
(u2",v2%)y = (—1)uT1v21+TU s st

donde u, v son unidades 2-adicas, y el exponente debe interpretarse modulo 2. Aplicando
esto a los pares (p,q) con ambos primos impares, (2,p) con p primo impar, y a (—1,p)
con p primo impar, se obtiene la ley de reciprocidad cuadratica clésica.

Para p un primo impar y K = Q[¢] con ¢ una raiz primitiva p-ésima de la unidad,
entonces se puede hacer el simbolo de Hilbert (a,b), de manera explicita. Recordemos
que p es totalmente ramificado en K y (p) = (7)P~!, donde 7 = 1 — (. Sea K, la
completacién de K para (), sea U; el grupo de unidades en K, congruente a 1 mod 7.
Tenemos una filtracion

)

k., 2U1DU2D - DUp1 D -+

Si u € Up41, entonces u es una p-ésima potencia en K. De esto, se puede deducir que
KX /K;? es generado libremente (como un F,-espacio vectorial) por los elementos

7,¢1—n% .., 1—xP
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Sean; =1—7' i>1.

PROPOSICION 3.3. El Hilbert pairing
a,b— (a,b)r : K x KX —
es el unico pairing simétrico satisfaciendo

L (Mism5)x = (M, Mies ) (Miks» M) (Migs» Tz para todo i, j > 1;
[ 1si1<i<p-1
2. (M, ™) = (sii=p

3. (L )r=1lenU;xUjsii+j>p+1.
EJEMPLO 3.4. (Ley de reciprocidad cubica ; Eisenstein). Sea p = 3, K = Q[¢], ¢ =

_1%‘/? y ™ = —(v/3. Entonces O = Z[¢], y cada elemento no nulo de O puede ser
escrito de la forma (*7?a con a = +1 mod 30k. En este caso, la ley de reciprocidad se

convierte en
b
(3)-(2)

si ay b son coprimos y congruentes con +1 mod 30k, y

(-
{ (5)=¢m
si a = £(1 4 3(m+ n()).

Notamos que, si a € Z, entonces a = £1 mod 3Ok es automatico.
Aplicacion. Fijemos un primo impar p y una raiz p-ésima ¢ de la unidad. Si z,y, 2
son enteros tales que xP + y? = 2P, entonces
p—1
[[+ ¢y =2
i=0
Podemos suponer que z,y, z no tienen factores en comun. Si p { xyz, entonces los ele-
mentos x + ('y € Z[(] son coprimos. Por tanto, cada uno genera un ideal que es una
p-ésima potencia y lo mismo es cierto para

x—i—Cy_li ym
r+y 4y’

T=1-¢(.

Por tanto (g) = 1 para todo f € Z[(] coprimo a «.

TEOREMA 3.5. Sea x,y, z enteros positivos coprimos tales que p t xyz y xP +yP = zP.
Para cada primo q dividiendo xyz, ¢°~* = 1 mod p?.

DEMOSTRACION. En este caso, la ley de reciprocidad se convierte en

<§> (g)_l = ¢Tracam
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B=1a—1
p

podemos asumir que ¢|y, por tanto que a = 1 mod q y (%) = 1. Mas aun,

donde 1 = . Aplicamos esta ecuacién con 3 = ¢P~!. Sin pérdida de generalidad,

¢t -1 a—1

T = T
r(n) o)
pero
a—1 Y Y
Tr =Tr(— = - -1 )
=) =) -
que no es divisible por p. Por tanto qp;# es divisible por p. O

COROLARIO 3.6. (Condicion de Wieferich) Si XP +YP = ZP admite una solucion
x,y, 2z con x,vy, 2 enteros positivos no divisibles por p, entonces 2P~ = 1 mod p?.

DEMOSTRACION. Si 2P + y? = 2P, entonces al menos uno es par. O

Un argumento similar( con un 3 diferente) prueba la condicién de Mirimanoff: 37~1
1 mod p?.

Los tnicos primos < 3 x 10° que satisfacen la condicién de Wieferich son 1093 y
3511, y no cumplen la condicién de Mirimanoff. Esto prueba el primer caso del ultimo
teorema de Fermat para p < 3 x 10°.
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