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RESUMEN

En este trabajo se estudia la seleccion de variables en modelos espaciales en
red, en particular en modelos de regresion espacial, con ubicaciones irregulares
y donde la estructura de autocorrelacién se modela en los errores aleatorios.
Primero se estudia la seleccién de variables para datos dependientes y luego
como caso particular para datos espaciales. Se presenta una estrategia para
“eliminar” la dependencia, que consiste en estimar la matriz de covarianzas de
los errores, luego transformar el problema en uno equivalente donde los errores
ya no presentan autocorrelacién y finalmente realizar la seleccién de variables
utilizando un modelo LASSO clasico. Se adapta un teorema que establece las
condiciones que deben cumplir tanto la matriz de covarianzas estimada como
la matriz de diseno del modelo. Se demuestra que las condiciones de ese teore-
ma se cumplen para un modelo de regresion espacial con errores de tipo CAR
o SAR, estructura de vecindad triangular y pesos especificos.

También se compara esta estrategia con otra desarrollada en Zhu et al. [57],
denominada LARS,,. Se comparan ambas estrategias tanto en datos simulados
como reales. Se obtiene que el modelo estimado luego de eliminar la depen-
dencia espacial selecciona mejor que el modelo aplicado al problema original.
Lo mismo ocurre con el modelo LARS,,,. Al comparar nuestra metodologia con
el LARS,, en las simulaciones, se obtiene que en general el primero selecciona
mejor las variables que participan del modelo, mientras que el segundo pre-
senta menor sesgo en la estimacion de los parametros asociados a las variables

que participan del modelo verdadero.

Palabras claves:

estadistica espacial, seleccion de variables, correlacién, LASSO.
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ABSTRACT

In this work we study the variable selection in spatial network models,
particularly in spatial regression models, with irregular locations and where
the autocorrelation structure is modeled in random errors. First, the variable
selection for dependent data is studied and then as a particular case for spatial
data. A strategy is presented to “eliminate” the dependence, which consists of
estimating the covariance matrix of the errors, then transforming the problem
into an equivalent one where the errors no longer present autocorrelation and
finally making the variable selection using a classic LASSO model. A theorem
is adapted that establishes the conditions that must meet both the estimated
covariance matrix and the model design matrix. It is shown that the conditions
of this theorem are fulfilled for a spatial regression model with errors of type
CAR or SAR, triangular neighborhood structure and specific weights.

This strategy is also compared with another developed in Zhu et al. [57], called
LARS,,. Both strategies are compared in both simulated and real data. It is
obtained that the estimated model after eliminating the spatial dependence
selects better than the model applied to the original problem. The same goes
for the LARS,, model. When comparing our methodology with the LARS,,
in the simulations, it is obtained that in general the former better selects the
variables that participate in the model, while the latter presents less bias in
the parameter estimation associated with the variables that participate in the

true model.

Keywords:

spatial statistic, model selection, correlation, LASSO.
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Capitulo 1
Introduccion

Este trabajo se enmarca en modelos para datos espaciales con (potencial-
mente) un gran numero de variables explicativas. Este tipo de datos se en-
cuentran en diversos contextos, como por ejemplo el medio ambiente, el clima
o en agronomia, y tienen la particularidad de presentar correlacién vinculada
a la proximidad de las observaciones. Los métodos de modelizacién para datos
espaciales deben tener en cuenta esta correlacion.

Con el desarollo de las tecnologias se puede considerar un gran nimero de
variables explicativas y seleccionar las mas relevantes. Entre los métodos de
seleccién clésicos se encuentran en Akaike Information Criterion (AIC), el Ba-
yesian Information Criterion (BIC) y el Stepwise (ver Akaike [1], Schwarz [46]
y Efroymson [16]). En los ultimos anos han surgido varios métodos de selec-
cion de variables adaptados al tipo de modelo que se usa. En el caso de los
modelos paramétricos, como los modelos lineales, la seleccion de variables se
puede efectuar mediante métodos de regularizacion sobre los coeficientes, por
ejemplo Least Absolute Shrinkage and Selection Operator (LASSO), Least-
angle Regression (LARS) o ElasticNet (ver Tibshirani [50], Efron et al. [15]
y Zou and Hastie [60]). En el contexto de los modelos no paramétricos, como
Classification and Regression Trees (CART) o Random Forest (Breiman et al.
[10] y Breiman [9]), existen criterios sobre la importancia de las variables que
se basan en criterios de homogeneidad en los nodos del arbol o de variabilidad
sobre el error de clasificacién del estimador. La implementacién y la eficiencia
de la mayoria de estos métodos se justifica en que los datos considerados son
independientes, raras veces se usan para datos correlacionados y atin menos

para datos espaciales.



Este trabajo se enfoca en la seleccién de variables en contextos espaciales con
ubicaciones irregulares. En primer lugar, en el Capitulo [2|se estudian los méto-
dos de seleccion utilizados en modelos lineales para datos independientes: se
presentan los métodos mas utilizados, con énfasis en LASSO, a su vez se intro-
duce el concepto de consistencia en signo, condiciones de irrepresentabilidad
(fuerte y débil) y se presenta un teorema que enuncia las condiciones necesarias
para establecer la consistencia fuerte en signo del estimador LASSO.

En el Capitulo |3| se estudia la seleccién de variables para datos dependientes
(como caso particular los espaciales). En primer lugar se presenta una estra-
tegia para “eliminar” la dependencia, luego se adapta un teorema del articulo
de Perrot-Dockes et al. [42] para un modelo de regresién lineal con respues-
ta multivariada y correlacién entre variables, a nuestro problema de interés
donde la dependencia se da entre observaciones. Se establecen las condiciones
que deben cumplir tanto la matriz de covarianzas estimada como la matriz de
disenio del modelo (que contiene la informacién de las variables consideradas).
A continuacién se introduce el contexto espacial (conceptos de datos espaciales
y sus tipos: geoestadistica y datos en red, autocorrelacion espacial, vecindad,
entre otros). Se considera un modelo de regresion lineal donde la estructura
espacial se modela en el vector de errores aleatorios, asumiendo que los errores
son normales centrados y con una matriz de covarianzas determinada. Se de-
muestra que las condiciones del teorema para errores dependientes se cumplen
en este contexto, para errores de tipo Condicional Autorregresivo (CAR) o
Simultdneo Autorregresivo (SAR) (ver Gaetan and Guyon [19]), con una es-
tructura de vecindad triangular, pesos especificos y orden de vecindad igual a
uno. En esta estrategia primero se estima la matriz de covarianzas, luego se
transforma el problema en uno equivalente donde los errores ya no presentan
autocorrelacién espacial y finalmente se realiza la seleccién de variables por el
método LASSO clasico.

Por otro lado se presenta otra estrategia, donde se realiza en simultaneo la
estimacion de parametros del modelo y la seleccién de variables mediante un
modelo LASSO adaptativo. Se trata de una metodologia desarrollada en Zhu
et al. [57], la cual considera errores de tipo CAR o SAR, datos regulares y
otro tipo de vecindad. A los efectos de poder comparar ambas estrategias, se
adapta esta metodologia al problema de interés.

Para ambas estrategias se llevan a cabo en el Capitulo [ simulaciones en distin-

tos contextos (Problema 1 y 2) y distintos escenarios: 40 para cada problema,



dependiendo de la cantidad de observaciones, el tipo de errores y los parame-
tros de las matrices de covarianzas.

Finalmente, en el Capitulo |5| se aplican también estas estrategias a un con-
junto de datos reales extraidos de la Encuesta Continua de Hogares (ECH) de
Uruguay correspondiente al ano 2018, donde el objetivo consiste en seleccionar
las variables més importantes para explicar el ingreso per cépita de un sub-
conjunto de hogares del medio rural] de un total de 29 variables consideradas.
Estas variables contemplan las caracteristicas socioeconémicas del hogar y sus
integrantes, asi como también el nivel de confort y el grado de satisfaccion de

sus necesidades basicas.

lzonas rurales y localidades de hasta 5000 habitantes, que no son propietarios de la

vivienda ni del terreno que ocupan y tienen al menos una necesidad basica insatisfecha



Capitulo 2

Seleccion de variables para

datos independientes

Se considera un escenario donde se quiere explicar una variable aleatoria
Y a partir de un conjunto fijo de p variables explicativas y un conjunto de n
observaciones, independientes entre si. En este contexto, la seleccion de varia-
bles consiste en buscar el “mejor” subconjunto posible de variables, una vez
que se ha fijado el tipo de modelo a estimar.
El desarrollo de este capitulo se basa en Giraud [21] y Zhao and Yu [55] y
Perrot-Dockes et al. [42]]

2.1. Seleccion de variables en Modelos Linea-

les

Se considera el modelo lineal clésico:

Y = X3 +¢ (2.1)
~—
F(X)

donde:

4

= Y es el vector aleatorio que representa la “respuesta” o “variable a ex-
plicar” del modelo, de dimensiéon n x 1
= X es la matriz que contiene en sus columnas a las “variables explicativas”

del modelo. Se la denomina matriz de diseno de dimensiéon n x p.

!Otras fuentes consultadas: Gonzélez [22], Yuan and Lin [54] y Huang et al. [33]

4



= (3 es el vector de coeficientes del modelo, de dimension p x 1
= ¢ es el vector de variables aleatorias independientes e idénticamente dis-
tribuidas, tal que E(e) = O y Var(e) = ¢*I, donde O representa el vector

nulo de dimensiéon n e I la matriz identidad de dimension n x n.

Sin pérdida de generalidad, se asume que X e Y estan estandarizadas, es
decir, fueron centradas y normalizadas. La j—ésima columna de X se denota
como vector X.;, para j = 1,2,---,p, mientras que la i—ésima fila de X se

denota vector X, parai=1,---  n.

Asumiendo que entre las p variables consideradas hay p* que “participan”
en el modelo (0 < p* < p), es decir, los f3; correspondientes a esas variables
son distintos de cero, y las restantes p — p* no participan (es decir, 5; = 0 para

esas variables), la seleccion de variables busca identificar al siguiente conjunto:

A= {840, 1< <p} (22)

donde |A*| = p* se denomina soporte de A}
Por lo tanto, asociado a este conjunto, su complemento es el conjunto de va-
riables que no participan del modelo: lo notaremos A*¢ y |A*| = p — p*.

En funcién de lo anterior, el nuevo modelo es:

Y = Z X.;B; +e
jeA*
N
f(X)
Desde ahora hasta el final del capitulo, se asumird que € sigue una distri-

bucién normal de media O y matriz de covarianzas o°1.
Si se sabe que f proviene de algin subespacio lineal S de R", en lugar de
estimar f maximizando la verosimilitud, se puede estimar f maximizando la
verosimilitud restringida a que el estimador provenga de S.
Por ejemplo, en el contexto que se describié anteriormente, se puede tomar
S =span{X;,j € A* }E|, entonces, el estimador que maximiza la verosimilitud
restringida a S es f = ProjsY, donde Projs: R* — R" es el operador de
proyeccion ortogonal en S.

Por otro lado, si no se conoce que f proviene de un subespacio lineal S de R",

YA| = card(A) representa el cardinal de A. Ver lista de notaciones.
%S es el subespacio generado por {X.;,j € A*}



entonces se debe proceder de la siguiente manera:

» considerar una coleccién {S,,,,,my € M} de subespacios lineales de R",
llamados modelos, donde M representa distintos subconjuntos de las p
variables.

» Asociar a cada subespacio S,,,, el estimador maximo verosimil restringi-
do me = Projs, Y.

» Estimar f por el “mejor” estimador de la coleccién { me, my € M}

Se utiliza como criterio para cuantificar la calidad del estimador al riesgo
Lo, definido como|I|:

R(fuy) = E(lfss = F112) (2:3)

Por lo que cada estimador me tiene asociado un riesgo R( me) y el mejor
estimador me lo notaremos como fmo, donde my € arg mIEiEnM{R( me)}
A pesar de lo anterior, se recalca que f puede no provenir de ninguno de los
modelos {S,,,,my € M}.
Dado que f es desconocido, el riesgo R( me) es desconocido, por lo que debe

estimarse. El mejor estimador de f es f@o Mo € arg mlr}w{]%(me)}, para
myr €

algin estimador R(fn,,) de R(fm,, )-

A continuacién se presenta una expresion diferente para el riesgo R(fn,,)-

Partiendo de Y = f(X) + ¢, se obtiene la descomposicién f — f,,, =

(I— Projs,, )f — Projs,, €. Entonces, se tiene:

R(fm) = E (I = Joel) = B (10X = Projis,,, )FI3) + E (| Projs,, =I3)
—2\E (X = Projs,, )/, PTOjsmM@)J

-~
=0

= [(X= Projs,,, ) fll2 + pm,, 0

ya que Projs, & ~ N(0,02Projs

X2 (D, 02), donde py,,, = dim(S,,). Elriesgo R(fpm,,) incluye dos términos: el

por tanto |Projs,, ell3 ~

m mr ) ?

primero refleja la calidad de S,,,, para aproximar f (representa el sesgo), mien-

tras que el segundo se incrementa linealmente con la dimensién de S,,,, (repre-

1| X2 representa la norma euclideana. Ver notaciones.



senta la varianza). Ampliando S,,,, se reduce el primer término pero se incre-

menta el segundo. El modelo S,,, es entonces el modelo en {S,,,,,m, € M}

0

que logra la mejor compensacion entre el sesgo y la varianza.

Los métodos de selecciéon de variables més conocidos que surgen a partir de
estimar el riesgo R(me) son el AIC y el BIC.

» Akaike Information Criterion (AIC, [I]): Surge como un estimador
insesgado del riesgo R( me). Se parte de la descomposicion Y — me =
(I = Projs,,)(f +¢), tal que:

E(IY = funlB) = E (= Projs,, )l +2(1 - Projs,,)f.<)

J

~
+[|(T = Projs,,,, )ell3)

= (X = Projs,, ) fl3 + (n = pm,)o”

- R(me) + (n - 2pmM)02

donde p,,,, es la cantidad de parametros del modelo fm u-
Como consecuencia surge el estimador insesgado R(fn,,) = ||Y — fm w3+

(2pm,, — n)o?, que al quitar el término —no? (que no afecta la eleccién

de m,,) deriva en el AIC:

mare € argmin{||Y — fo, |2 + 2pm,, 02} (2.4)

my €M
Si bien este criterio es muy popular e intuitivo, puede producir resultados
muy pobres en algunos casos debido a no considerar la variabilidad de los
riesgos estimados R(f,,,) alrededor de su media R(f,,,, ). En particular,
cuando R( me) es muy pequeno (mucho menor que I%( fmo)) este criterio

selecciona modelos con muchas mas variables que el valor éptimo (my).

» AIC penalizado ([2]): Este criterio surge con el fin de corregir el pro-
blema del AIC en lo referente a la tendencia de seleccionar modelos con
muchas variables. Mds precisamente, se sustituye el término 2p,,, o2 por
otro que “penalice” la cantidad de variables del modelo, es decir, se busca

el 7y que minimice la funcién ||Y — fo.,, |2 + o2pen(m,,) con m,, € M,



donde pen(m,,) : M — RT es la “funcién de penalidad”.
Lo deseable es que la funcién de penalidad utilizada verifique que el ries-

20 R(fs) sea lo més cercano posible a R(fn,)-

Se asocia a la coleccién de modelos {S,,,,,m, € M}, una distribucién
de probabilidad 7 = {m,,,,, my € M} en M. Fijada una probabilidad =
y una constante K > 1, el criterio AIC penalizado selecciona el modelo

que verifique:

. 2
MAIC,., € argmin {||Y — fonll5 + 0*K (,/pmM + \/2log(1/7rm)) }
2

e (2.5)

donde pen(m,,) = K (M+ 2l0g(1/7rm)>2.

El criterio AIC).,, depende fuertemente de la probabilidad 7, por lo cual
es my importante elegirla de forma apropiada. La misma puede reflejar
algin tipo de conocimiento previo, pero la mayoria de las veces es elegida
ad hoc.

Un algoritmo computacional que utiliza el AIC penalizado es el método
stepwise. En este algoritmo, se parte de un modelo sin variables (sélo
con intercepto) y se construye una secuencia de modelos agregando o
quitando una variable en cada paso, tratando de minimizar el AIC).,.
Cuando el AIC),, ya no se reduce significativamente al agregar o quitar
ninguna variable, el algoritmo termina, y el modelo seleccionado es el

correspondiente al dltimo paso.

BIC ([46]): En la perspectiva bayesiana, la media f de Y es asumida
como la salida de un esquema de muestreo donde un modelo S,,,, es
sorteado de acuerdo a la distribucién {m,,,m, € M}, entonces f es
sorteado de acuerdo a la distribucién dII(f|m,) en S,,,,. La media f de

Y es entonces muestreada de acuerdo a la distribucion de:

dII(f) = Y oy dII(f]m,)

my €M

con {mp,,, My € M} una distribucién en M y dII( f|m) una distribucién

en Sp,,. En este esquema probabilistico, donde m,,, f e Y son varia-



bles aleatorias, tiene sentido considerar la probabilidad II(m,|Y) de un
modelo S,,,, dadas las observaciones Y. Computando las probabilidades

condicionales se obtiene:

Ty dm(Y|my) — Tmu ffeSmM e IV =TI/ GO flm, )

T(m,|Y) = =
) T S o Sy, e I
MM

Bajo ciertas condiciones técnicas sobre la distribucion dII( f|m,,), una

expansion asintdtica cuando n — oo permite obtener para m,,, m’, € M:

H(mM‘Y) ”Y_fm/ H%_Ily_f"LM”% P! —Pmys
o2 (H(mswlY) = o + 5 log (n)

+log (’””—M) +O(1)

7Tm/
M
cuando n — oo. Esta expansién asintotica sugiere elegir m,, minimizando
el criterio
crit(my) = Y = fouy I3 + 0Py, log (n) + 207 log (7.}

Asumiendo una distribucién 7,,,, uniforme en M, se obtiene el BIC:

i € arg min {1V = fu, |3+ 0P log ()} (26)

El término o2p,,,, log (n) se incrementa mds rdpidamente que el término
2pm,, 0% que aparece en el criterio AIC, por lo que puede ser demasiado

grande cuando hay un nimero exponencial de modelos por dimension.

2.2. Meétodo LASSO y seleccién de variables

En el modelo LASSO (Least Absolute Shrinkage and Selection Opera-
tor, Tibshirani [50]) se quiere minimizar la siguiente funcién, con respecto

al parametro desconocido :

Z(B) = ||Y — X8|+ \||B||1 para algiin A > 0 (2.7)
—_———— N —
21(8) £(6)



El estimador 3 de § se obtiene minimizando la funcién .Z(83) definida en
E|. Como esta funcién es convexa pero no diferenciable (la funcién % (5) es
diferenciable, mientras que la funcién % (3) es convexa pero no diferenciable),
el estimador puede no ser unico.

Para interpretar geométricamente el modelo , se considera la esfera-I,
By, (r):
B, (r)={B R [|B]ls < r}

El estimador LASSO B es solucion de:

3 € argmin ||Y — Xg||2
BEBL, ()

En la Figura [2.1] se grafican algunas curvas de nivel de la funciéon g —
Y — X3||% (lineas en gris) junto a la restriccién ||3||; < r (lineas continuas),
para tres valores distintos de r y 3 € R2.

El asterisco gris representa el estimador [ sin restricciones, es decir, el esti-
mador minimo cuadrético. En color verde se grafica la restriccién ||3]]; < 0.9,
para este valor de r el estimador LASSO coincide con el estimador minimo
cuadratico.

Sin embargo, cuando r = 0.48 (linea roja), la restriccién no incluye al esti-
mador 3 por minimos cuadrados, por lo que el estimador LASSO (asterisco
rojo) difiere un poco del anterior. Cuando r = 0.16 (linea azul) ocurre lo mis-
mo, y ademas el estimador LASSO dista un poco mas del estimador minimo
cuadratico. En este caso se puede apreciar que el 6ptimo ocurre cuando 35 = 0.
En resumen: para valores de r suficientemente pequenos (lo que equivale a va-
lores suficientemente grandes de ), algunas coordenadas de B son cero. Esto
ilustra el hecho de que el método LASSO seleccione variables para A suficien-

temente grande.

Y| X||1 representa la norma L. Ver notaciones.
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Figura 2.1: Geometria del método LASSO

Se consideran las derivadas de primer y segundo orden de .Z(/3), denotadas

como 228 y 82%;6) respectivamente. La derivada de a"g}f ) se compone de la

op
021(8)  922(8) By e] primer sumando se tiene %ﬂ(ﬂ) = 2X'(Y-Xp),
0L5(B)

suma de 25 53

mientras que el segundo equivale a 5 = Az, donde z es un vector subgra-
diente del subdiferencial de ||8||1, es decir z € 9||8||[}
“Z) _ 9X'X. Al ser la derivada segunda estric-

B
tamente positiva, para hallar el minimo alcanza con igualar %é@ a cero y

Por otro lado, se tiene que 2

despejar (. Dicho de otra forma, para hallar 8 que minimice Z(3), se busca

el 8 que verifique:

0L (B X
9Z(B) =2X'"(Y = XB)+A2=0
op
donde se sustituyo z por 2, con z € (9HB||1 y 2= (21, ,2,), por el resul-

tado (1.5) del Anexo |1} se obtiene que 2; = sign(ﬁj) si B;#0,y % € [~1,1]
si 3, = 0.

L9 f(z) representa el subdiferencial de f(x). Ver notaciones y Anexo
2sign(r) representa a funcién signo. Ver notaciones.
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Ahora bien, aplicando la Propiedad 1| (seccién del Anexol|l)) se obtiene:

028) _ 2X'(Y = XB)+ X2 = O
B
/ A A A
XY -Xp) = 3
XY - X'X3 = g
X'X3 = XY - %z (2.8)

Si X es ortogonal, entonces X'X =1 y el resultado anterior se reduce a:

>

B=XY — 22 (2.9)

Volviendo al resultado |) cuando Bj #0:

A

A .
B = Xy = Ssign(B,) (2.10)

Reordenando y tomando el signo en ambos lados de la igualdad, queda:

sign (BJ + %32’971(@)) = sign (X,’jY) (2.11)
sign <BJ> = sign (ijY) (2.12)

El paso de (2.11) a (2.12) se cumple dado que A > 0. Utilizando este
resultado en ([2.10)):

A

A
6j = X./jY - ESZgn(X.IjY)

Existen dos posibilidades:

1. Si XY < 0= sign(X}Y) =—-1= ;= XY +3.

Tomando signo en ambos lados de la ecuaciéon y considerando el resultado

12



~

A
sign (@) = sign (X_'jY + 5) = sign (X}Y) = -1

A A
:>X,’jY+§<0=>X,’jY<—§

2. 81 XY >0 = sign(XY)=1= ;= XY - 3.

Nuevamente tomando signo en ambos lados y considerando el resulta-

do (2.12):
. I . , A . /
stgn (ﬂj) = sign (X,jY — 5) = sign (X_jY) =1
A A
:>X,’jY—§ >O:>ijY>§
Se obtiene que si 3; # 0 = | XLY| > 3.

Por otro lado, de la ecuacién (2.9)) y considerando el valor apropiado de Z,
se obtiene que Bj =0 XY - %z =0, con z € [—1,1]. Y eso sdlo se verifica
para —% < X_’jY < %

Entonces, se concluye que

Bj £ 0 |XLY| >3

Este resultado es muy importante, ya que en el contexto de una matriz X
ortogonal, el valor de A determina directamente la seleccién de variables. Esto

es, se seleccionaran las variables que tengan producto interno con Y, en valor

A
5

absoluto, mayor a
Por otro lado, cuando X no es ortogonal, no hay una forma analitica para
B. Se define el conjunto A= {j : Bj #0,1<75 < p}, es decir, el conjunto de
indices de las variables que participan del modelo estimado. Este conjunto no
debe confundirse con A*, el cual representa el conjunto de indices que partici-

pan del verdadero modelo.

Partiendo de la ecuacion 1) premultiplicando por B’ , se obtiene:

13



. . A AL A A
0< BXXG= (B, XY =52 =6, (X.’jY - §szgn<ﬁj>)
jeA
Para que el resultado anterior se verifique, se debe cumplir que

Bj <ijY — %sign(ﬁj)) > () para todo j € A. Si Bj > 0, entonces A < 2XY.
Por otro lado, si Bj < 0, entonces A > —2X"Y. En resumen, A < [2X/ Y| para
todo j € A.

SiIX'Y || < % entonces [ debe ser igual a O para que se verifique la de-
sigualdad anterior. Cuando [|X'Y || > 3, el estimador LASSO 3 es distinto
de O, pero no es posible obtener una forma analitica para el mismo.

Ademas de las referencias mencionadas al principio de este capitulo, para pro-
fundizar en el método LASSO pueden consultarse las siguientes: Tibshirani
[50], Tibshirani [51], Huang et al. [32], Hastie et al. [27], Knight and Fu [34],
Zou [59] y Simon et al. [48].

2.3. Consistencia en signo del estimador LAS-

SO

En esta seccién se define la consistencia en signo del estimador § utilizando

LASSO v se definen las “condiciones de irrepresentabilidad”, necesarias para
)

que se verifique la consistencia en signo. A su vez, se presenta un teorema que

reune el conjunto de condiciones necesarias para dicha consistencia.

Definicién 1. El estimador (3 es igual en signo al verdadero vector de

N

pardmetros B (se denota 8 =, ), si y sélo si:

~

sign(8) = sign(8)

donde la igualdad es coordenada a coordenada.

Definicién 2. El estimador LASSO es fuertemente consistente en signo

st existe N\, independiente de Y y X, tal que:

lim P(8 =, 8) =1

n—o0

Y| X ||« representa la norma infinito. Ver notaciones.
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Cabe recordar que B depende de A y de n.

La consistencia en signo garantiza que se identifican las variables que par-
ticipan en el modelo (reunidas en el conjunto A*) identificando correctamente
su signo, lo que significa que sign(f;) = sign(j;) para todo j € A*,

Esto es muy importante para la interpretacién del modelo: un modelo esti-
mado con los signos cambiados puede ser enganoso y es cuestionable si puede

calificarse como un modelo correctamente estimado.

Sin pérdida de generalidad, el modelo (2.1]) puede reescribirse, reordenando

de la siguiente manera:

Ba

2.13
B | TE (2.13)

Y = [Xa Xawe] [

Donde:

Bax = (B1,-++,Bp)', tal que B; # 0 para j =1,--- , p*

Bare = (Bpey1, -+, Bp), tal que B; =0 para j =p* +1,--- ,p. faee =0
X = [X1 o+ X,e]

oo = [Xpoir o X,)]

Se define C" = %X’ X, que puede escribirse como:

o= [ G G (2.14)
C21 C22

COon:

Cill - 1X./ *XA* C?z - IX./ *XA*C

T n T n

n _ 1wy n _ 1y
Czl — ﬁX *CXA* C22 — ;XA*CXA*C
Asumiendo que C} es invertible se definen a continuacion las condiciones

de irrepresentabilidad fuerte y débil.

Definicién 3. Condicidén de irrepresentabilidad fuerte: FExiste un vector

0 constante y con todas sus coordenadas positivas, tal que:

15



|Cr211( l111)_13@‘9”@#) <1-9¢

donde 1 es un “vector de unos” de dimension p — p* y la desigualdad es

coordenada a coordenada.

Definicién 4. Condicion de irrepresentabilidad débil:

|C51(C1)~ 'sign(Ba-)| < 1

donde al igual que en el caso anterior, la desigualdad es coordenada a coor-

denada.

A continuacion se proporciona una interpretacion para las condiciones de
irrepresentabilidad definidas anteriormente.

Para que se cumpla cualquiera de las dos condiciones anteriores, independien-
temente del signo de 4+, se debe verificar que para cada fila de la matriz
2 (C%)7! la suma de sus elementos en valor absoluto sea menor a 1 — 6.
Defininiendo como ¢; a cada columna de la matriz C%,(C%;)™!, la afirmacién

anterior se justifica en las propiedades del valor absoluto:

< Jewsign(Bu)| + - + |eprsign(By-)
= |a|sign(B)| + -+ |cp* Sign(ﬁp*)
SRS

lersign(Br) + -+ - + cp=sign(By)

Entonces, para que se cumplan las condiciones de irrepresentabilidad, in-

dependientemente del signo de 4+, se debe verificar la siguiente condicion:

llCt) " Chl, <1 -0

donde (C%,)~'C%, es la traspuesta de C%, (C},) ™! y la norma 1 matricial se

define como ||.X||; = méx | X;;|, para una matriz X de dimensién I x J, es
1<j<J 5

decir, es la maxima suma absoluta de las columnas de la matriz X. Nuevamente

la desigualdad es coordenada a coordenada.

A su vez, al expresar (C},) 'CY,, en funcién de X4+ y X s, se obtiene:
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‘ ‘ ’ XA* {A* XA*C

<1-9
1

Cada columna de la matriz anterior puede interpretarse como el vector de
coeficientes estimados de la regresiéon de X.; con j € A* en funciéon de X 4-,
es decir: X; = X4-07 + ¢/, donde 07 = [(X/;.X4e) ™ X/ Xaee] |y j € A™
Dicho de otra manera, la matriz anterior contiene los coeficientes de regresion
de las variables irrelevantes (con indices en A*) en funcién de las relevantes
(con indices en A*), por lo que las condiciones definidas anteriormente impli-
can que la suma en valor absoluto de dichos coeficientes debe ser menor a uno,

y de alli proviene la “irrepresentabilidad”.

La siguiente proposiciéon presenta un resultado importante para verificar la

consistencia fuerte.

Proposicién 1 (Cota inferior a la probabilidad de seleccionar el modelo co-

rrecto). Sea ,5’ la solucion del problema LASSO, entonces:

P(3 =, ) > P(A,N B,) (2.15)
stendo

2 |(Cy)~tsign(Ba-)]) }
m( —[C3,(CYy)'sign(Bar)

n = {(C) T Wae| < v (|Bar] —
" Bn:{|031( 1) War — Wase| <

)}
con Wy = \/LEX £y Wake = \IFXA*Ce , donde las desigualdades en A,

y B, son coordenada a coordenada.

El Teorema (1| presenta las condiciones que deben cumplirse para que el

estimador LASSO J3 sea fuertemente consistente en signo.
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Teorema 1 (Condiciones para la consistencia fuerte en signo). Suponiendo que
g; ~ N(0,0?) 4id, y si existen constantes My, My y M3 estrictamente positivas

ycp, co con 0 < cp < cg <1 tales que:

11X X, < M, V)
2. pmin(CY) > My, donde pmin(CYy) representa el menor valor propio de

la matriz C}y
3. p* = O(n%/?)

loeg
4. m72 minjcj<ps

B;| > Ms;

5. se cumple la condicion de irrepresentabilidad fuerte (Definicion @

Entonces, VA > 0 (X depende den), tal que 2= — 00 y == = o(n(2=)/2),
Vi oo Vn

se verifica la consistencia fuerte en signo.

El Teorema [I] se demuestra gracias a la Proposicién [T} La hip6tesis 2 del
Teorema (1| implica que C}y es definida positiva. La hipdtesis 3 establece que

el nimero de variables que participan del modelo tiene que ser acotado y no

demasiado grande. La hipétesis 4 indica que min;<;<,+ |;| no puede acercarse
demasiado a 0. Por otra parte, se requiere que si A crece con n, no lo haga mas
rapido que nte=c1)/2 < n_ La demostracién de la Proposicién |1y el Teorema

se encuentran en el Apéndice [T
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Capitulo 3

Seleccion de variables para
datos dependientes: caso de la

dependencia espacial

En este capitulo se presenta un teorema que enuncia las condiciones nece-
sarias para que el estimador B sea fuertemente consistente en signo cuando el
modelo no tiene errores independientes, y se plantea una forma de realizar la
seleccién de variables en este contexto. Se demuestra que en el caso espacial,
bajo ciertas condiciones se cumplen las hipétesis de dicho teorema y se sugiere
un procedimiento para eliminar la dependencia en ese caso.

También se presenta otra metodologia para la seleccion de variables en el caso

espacial, que fue desarrollada en el articulo de Zhu et al [57].

3.1. Seleccion de variables en un modelo lineal

dependiente

Se considera el modelo lineal (2.1]) definido en la seccién del capitulo
anterior:
Y =Xp+¢ (3.1)

con la diferencia de que en este caso €; no es independiente de ¢; para i # j.
El vector € sigue una distribucién normal multivariada centrada con matriz de

covarianzas X, es decir ¢ ~ N(0O,X), donde X;; = Couv(g;, ;) @ = 1,--- ,n,
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j =1,---,n, y a priori se supone que X;; # 0 para algunos i,j = 1,--- ,n,
con i # j.

En este contexto no se cumple la hipdtesis de independencia de los errores
del Teorema |1} por lo que no puede garantizarse la consistencia del estimador
LASSO estudiado en el capitulo anterior.

Para superar esta limitante, se propone una alternativa: transformar los da-
tos en independientes para poder aplicar el método LASSO estudiado en el

capitulo anterior.

3.1.1. Eliminacién de la dependencia en los errores

Esta estrategia parte del supuesto de que los errores siguen una distribucion
normal centrada en cero y con matriz de covarianzas 3. Cuando esta matriz

es conocida, basta con aplicar la siguiente transformacién para obtener datos

independiented}
2y =3 2X g+ 2% (3.2)
Y X €

donde é ~ N(O,I) ya que Var(¢) = Var(Z~V%) = -128(%-12) =
»-1231231/2(55-1/2) = 1. Asociado a estos se definen también X 4+, X gee y

n > n
21 22
Una vez aplicada esta transformacion, se realiza la seleccion de variables esti-

mando un modelo LASSO al igual que en el Capitulo [2} El estimador LASSO

de B asociado a este modelo se denota f3.

: cr C»
Ccn = ( L T2 ) , al igual que en la Seccién [2.3| del capitulo anterior.

En la practica, conocer la verdadera matriz de covarianzas 3 no es posible,
por lo que serd necesario estimarla previamente.

Denotando como ¥ al estimador de Y2, se define el nuevo modelo transformado:

Sy = 212X g4 B2 (3.3)
Y X €

donde J representa el estimador LASSO de 3 para este modelo. A su vez

~ n ~ n
Ca Co

n n
. S S = 11 12
se definen también en este caso X g, X g« vy C* = ) )

!Esta estrategia se denomina “Whitening” en el articulo de referencia (Perrot-Dockes
et al. [42]).
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Para poder estimar X es necesario suponer que la misma tiene una estructu-
ra particular conocida. La estimacion de la matriz 3 no es sencilla, ya que
requiere del sustento tedrico que permita determinar en qué condiciones la
estimacién es lo suficientemente adecuada para garantizar la consistencia del
estimador 3.

Basandose en el articulo de Perrot-Dockes et al. [42], se establecen a continua-
cién dos resultados tedricos en este sentido: la Proposicién [2] y el Teorema [2]
que son analogos a la Proposicion [1| y el Teorema [1| del capitulo anterior pero
esta vez para el caso dependiente.

Se usara la Proposicion [2] para la demostracién del Teorema [2, mientras que
el Teorema 2| presenta las condiciones minimas que debe cumplir la matriz de
diseno X y las matrices de varianzas y covarianzas de los errores, tanto reales
como estimados (3 y 2), para que el estimador B sea fuertemente consisten-
te en signo para el caso dependiente. Si bien este teorema es muy similar al
Teorema 5 de Perrot-Dockes et al. [42], es importante resaltar que no es exac-
tamente igual, dado que en Perrot-Dockes et al. [42] el problema consiste en
realizar la seleccién de variables en un modelo lineal multivariado (es decir,
cuando Y es una matriz de n x q) donde puede existir dependencia entre las p
variables, pero no se considera el caso donde existe dependencia en los errores.
Dicho de otro modo, si se consideran los resultados de Perrot et al ([42]) para
q = 1, se obtiene un modelo lineal con errores independientes.

No obstante, tanto el enunciado como la estrategia que seguimos para la de-
mostracién del Teorema[2]siguen la estructura del Teorema 5 de Perrot-Dockes
et al. [42], realizando las modificaciones necesarias para ajustarlo a nuestro

problema de interés.

Proposicién 2 (Cota inferior a la probabilidad de seleccionar el modelo co-

rrecto en el caso de errores dependientes). Sea (el estimador LASSO del

modelo . Entonces,

P(3=,0) > P(A,NB,) (3.4)

siendo

1 ~n \—1y71 A ~n \—1_-
A= { 1@ - 2 (G sign(Ba)

<Vn (m

)} e
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A -
< m(]l — |C5,(CYy)  tsign(Ba-)

)
(3.6)

T 1~ = T 1~ =
WA* = \/_ﬁXA*g WA*C = \/_ﬁ Axc€

(las desigualdades en A, y B, son coordenada a coordenada.)

Teorema 2 (Condiciones para la consistencia fuerte en signo en el caso de
errores dependientes). Al considerar el modelo , st existen constantes My,
My, M3, My, Ms, Mg y My estrictamente positivas y c1, co con 0 < ¢; < cg <
1/2 tales que:

1. %ijE_lX.j <M Vj

2. Prin (X 271X ) > My

3. p* = O(n/?), donde p* representa la cantidad de variables que participan

del verdadero modelo.
4. n1=22 min (|6;]) > Ms

1<j<p*
5. existe un vector § constante y positivo tal que

[ LX e DX e (£ X B X e ) " Esign(Bar)
de unos de dimension p—p* y la desigualdad es coordenada a coordenada.
\% 0y \/iﬁ = o(nlc2—e1)/2)
I(XX) /0l < My
Prmac(B71) < Mg

Pmin(X7) = My

_1)
. H‘Eil — 53*1‘” = Op(\/iﬁ) cuando n — oo

< 1-6 donde 1 es un vector

L > N e

1

S

donde p(X) representa el vector de wvalores propios de X, en particular

Pmin(X) Y pmaz(X) representan el menor y mayor valor propio respectivamen-
te.

Entonces se cumple la consistencia fuerte en signo del estimador B, esto es,
1mpwam:i
n—oo

1X,, = Op(a,) significa que para todo £ > 0 existen M > 0 y N > 0 finitos, tal que
P(|X,/an| > M) <&Vn >N
2a =, b significa que P(sign(a) = sign(b)) = 1
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Las hipdtesis 3, 4 y 6 del Teorema [2] estdn presentes en el Teorema [1]
mientras que las hipétesis 1, 2 y 5 son analogas a las del Teorema || para X en
lugar de X.

Las hipétesis 8 y 9 indican que los valores propios de X son positivos y acotados
y la hipotesis 10 establece que 3 estima bien a X.
Las demostraciones de la Proposicién 2| y del Teorema [2| se encuentran en el

Apéndice 1.

3.2. Contexto espacial

En el contexto espacia]E], los datos provienen de un proceso aleatorio
Y = {Y,: s € D}, donde D C R? es el conjunto de ubicaciones espaciales.
Cuando d = 2 el proceso se denomina espacial y cada coordenada representa
una dimensién en el espacio (latitud y longitud), pero también podria ser de
dimensién 3 (longitud, latitud y altitud) o superior.
Asimismo, el conjunto D puede ser un subespacio continuo o discreto de R,
aleatorio o no. Cuando D es continuo y el proceso Y toma valores en el conjunto
de los nimeros reales, estamos en el contexto de datos espaciales “geoestadisti-
cos” (ver Giraldo [20]).
Por otro lado, cuando D es discreto y no aleatorio, estamos en el contexto
de datos espaciales “en red”. En este caso, el proceso Y puede ser real o no,
mientras que las ubicaciones pueden ser regulares (o también llamadas de tipo
grilla, en inglés “lattice”) o no regulares.
El desarrollo de este capitulo se enmarca en procesos espaciales en red de se-
gundo orden, es decir, aquellos donde Y tiene varianza finita, con d = 2 y
ubicaciones no regulares.
Una caracteristica importante de los procesos espaciales es que las observa-
ciones no son independientes sino que existe una dependencia espacial (o au-
tocorrelacién espacial como se definird més adelante). Para trabajar con este
tipo de datos, en principio podrian aplicarse las mismas técnicas que se uti-
lizan para datos independientes, pero esta estrategia tiene un inconveniente:

los modelos tradicionales no estan pensados para recoger la estructura espacial

'Una de las principales referencias en este tema es Cressie [I4], a nivel nacional la
publicacién de Riafio [45] refiere a este tema.
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subyacente en los datos, por lo que la misma quedara contenida en los residuos,
los cuales no verificaran en general la hipétesis de independencia que sustenta
dichos métodos. Por este motivo se han desarrollado modelos para trabajar
especificamente con este tipo de problemaﬂ, como los modelos de regresion
espacial que seran utilizados mas adelante.

Otro aspecto que se ve afectado en el contexto espacial es la seleccion de va-
riables, en particular al utilizar el método LASSO en la regresion espacial,
ya que se realiza en simultaneo la estimacion y seleccion de parametros de
la regresion. Esta seccién tiene como objetivo establecer las condiciones para
poder utilizar el Teorema [2| en el contexto espacial de datos en red, con una
estructura especifica para la matriz de covarianzas de los errores. Se propone

un procedimiento para realizar la seleccién de variables mediante LASSO.

3.2.1. Autocorrelacién espacial

Como se menciond previamente, en el contexto de datos espaciales en red se
utiliza el concepto de autocorrelacion espacial para referirse a la correlacion que
existe entre distintas observaciones del conjunto D al considerar una misma
variable (recordar que D es discreto en esta situacién)ﬂ. Este concepto esta
asociado al de wecindad, ya que la autocorrelacion no se mide entre todas
las observaciones, sino entre aquellas que estdan més préximas de acuerdo a
algin criterio predefinido. Entre los criterios de vecindad mas utilizados se

encuentran:

= la vecindad triangular que conforma un grafo a partir de la triangulacién
de las ubicaciones,

® VECINOS MAdS cercanos (ue asume como vecinos a los k vecinos mas cer-
canos (donde k es un pardmetro previamente elegido) y

= la vecindad basada en distancias que calcula la distancia euclidea en-
tre los puntos y considera como vecinos a aquellas observaciones que se

encuentren dentro de cierto rango predefinido.

Se considera un grafo de influencia #, en principio dirigido, donde (7, j) €

L Algunos ejemplos: Wang and Zhu [53], Cai and Maiti [I1], Hoeting et al. 28], Huang
and Chen [30], Huang et al. [3I], Chu et al. [13], Fu et al. [I8], Reyes et al. [44], Zhu and
Y.Liu [58], Nandy [37], Nandy et al. [38] y su material complementario Nandy et al. [39)

2para profundizar en este concepto consultar Siabato and Guzman-Manrique [47] y
Goodchild [23]
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Z implica que j influye sobre 4, con 7 # i. También se define una matriz de pe-
sos Wy = {wyj, (1,7) € Z} que cuantifica las influencias entre observaciones,
tal que w; =0y w;; = 0si (¢,7) ¢ Z. La eleccion de Wy es muy importante
y depende del problema en cuestion.

La matriz Wy se denomina matriz de contigiidad del grafo #Z si w;; = 1
cuando (4,7) € Z y 0 en otro caso. A su vez cuando los pesos estan normali-
zados (sus filas suman uno) la matriz Wy, se denomina matriz de contigiidad
normalizada.

En la literatura se destacan dos indices para medir la dependencia espacial
global de una red: el indice de Moran y el indice de Geary. A continuacién se

define cada uno de estos indices, de acuerdo a Gaetan and Guyon [19].

Definicién 5 (Indice de Moran). Se considera una muestra de datos espaciales

con media y varianza constantes, de sequndo orden Y = {Yi,--- Y.} y una

matriz de pesos conocidos Wy de dimension n X n con elementos w;;. La

media y varianzas desconocidas se estiman por la media y varianza muestrales:
n n

v 1 £2 1 )2 - L

Y =23 Yiyo®=:> (Y;—Y)* respectivamente. En este contexto el indice
i=1 i=1

de Moran se define como:

M= N _ - (3.7)
Zl wij 21 (Y; —Y)?
)= 1=

Adicionalmente se definen:

n
i,7=1
n

m S5 = Z (wfj—l—wwwﬁ)
1,7=1

M = i wi; (Y = Y)(Y; = Y).

3,j=1

El indice de Moran calcula la correlacién espacial entre observaciones. Es
facil probar que bajo la hipétesis de independencia espacial E(M) = 0y
Var(M) = > (w} +wijwjl-)(02)2. A su vez, se obtiene directamente que

i,7=1
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E(Iy) =0y Var(ly) = 1, por lo que el indice de Moran puede reescribirse

COImao:

Vs —\/S_fM (3.8)

sor/ Var(M) %

donde @’(M) = > (wfj + wijwﬁ)(62)2 y Iy =
ij=1
sis de independencia espacial se tiene:

M . . ,
——  Bajo la hipdte-
\/ Var(M) ] P

E(IY) = o(1)
Var(IM) = 211+ 0(1))
S0
Si bien el indice de Moran se parece a un coeficiente de correlacién, I
puede tomar valores fuera del intervalo [—1,1]. Los valores grandes de I in-
dican agregacién o cooperacién espacial (los valores se parecen a los de sus
vecinos), mientras que los valores pequenos indican repulsién o competencia

espacial, los valores cercanos a cero indican independencia espacial.

Por otro lado, el indice de Geary mide la dependencia espacial en el mismo

sentido que el Variogramaﬂ para el caso de geoestadistica.

Definicién 6 (Indice de Geary). Considerando la misma muestra Y y matriz

de pesos W g de la definicion anterior, el indice de Geary se define como:

n

(n—1) > wy (Vi = Y;)?

6= M7 - (3.9)
23 wii ), (Yi=Y)?
ig=1 =1
Asintéticamente se tiene que /52— (I — 1) ~ N(0,1), donde sy =

> (Z wij + wji)-
i=1 \ j=1 j=1

Valores pequenos de I¢ indican la presencia de autocorrelaciéon espacial.
Este indice es sensible a grandes diferencias entre puntos vecinos, asi como I

es sensible a valores extremos de Y.

'El variograma para un proceso Y se define como Variog(h) = $Var(Yeyp —Ys) s € D
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Estos indices son utilizados en pruebas de hipdtesis para determinar si
un conjunto de datos presenta dependencia o autocorrelaciéon espacial. En el
presente trabajo seran utilizados por un lado para verificar si la variable a
explicar proviene de un proceso espacial, y por otro lado para corroborar que

el procedimiento empleado efectivamente eliminé la dependencia espacial.

3.2.2. Modelos para procesos espaciales

A continuacion se definen los modelos CAR y SAR para un proceso espacial
{Z;;ie D} con D={1,--- ,n}.

Definicién 7 (Modelo condicional autorregresivo: CAR). Este modelo puede

formularse a través de la distribucion condicional de Z;:

7j=1

Para que la distribucion conjunta de Z = (Zy,- -+ , Z,) sea vdlida es necesa-
rio que c;; = 0, ¢;05 = ¢;;07 Yy cij =0 si j & AN (i), donde N (i) representa el
congunto de indices de los vecinos de 1 de acuerdo a la estructura de vecindad

considerada.

La matriz de varianzas y covarianzas de Z es igual a

ECAR = (I - C«%’)_IV

donde T es la matriz identidad, Cy = [c;]};—;, I — C% es no singular, V es

una matriz diagonal con Vj; = 02 v Bcar es simétrica y definida positiva.

Definicién 8 (Modelo simultaneo autorregresivo: SAR). El modelo puede for-

mularse como:

donde v ~ N(O,V) representa un vector de errores independientes, con
V = diag(c?).

La matriz de varianzas y covarianzas de Z es igual a
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Saarn=I-Cyp)'VI-C))™*

donde las matrices C4, V e I — Cy4 son iguales al modelo CAR. La matriz
Ysar asi definida siempre es simétrica y definida positivaﬂ.

En Zhu et al. [57], se sugiere utilizar la siguiente estructura para la matriz
C%Z

K
Co =) 6,W

k=1
donde W%, representa la matriz de pesos asociada a la vecindad de orden k:
las observaciones 7 y j tienen vecindad de orden k si existen k— 1 observaciones
ap,--- ,ax—; tales que ay € A (i), a2 € A (1), a3 € N (az),--- ,a5-1 € N (J)
y, si se considera un grafo donde los nodos estan representados por las observa-
ciones y los arcos estan representados por las relaciones de vecindad, el camino

T —a; —>ay — - — ai_1 — J es el mas corto para llegar de i a j.

Se considera el caso en que el orden de vecindad es igual a uno (K = 1)y

0? =0?Vi € 1l,...n. En este contexto, se tiene:

P =

o 0 e e 0 CUTURRE R Wip Owig oo e Owyy,
0 o2 0 0 :

V= : Wy = Cy =
0 - - 0 o? A T Owyy oo e e 0w,

donde los pesos w;; cumplen:

u w“:0Vz€1,,n
u wij:wﬂVi,jel,...,n

Por lo tanto, la matriz Wy, y también la matriz Cg, son simétricas y con

ceros en la diagonal principal.

Calcular las matrices Xcar ¥ Bsar en funcién de sus pardmetros o2, 0 y

1Si bien no es necesario que cijaz- = cjl-o»2 se mantiene esta condiciéon para el modelo

J i
SAR
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{wij 14,5 €1,--- ,n} es complejo, ya que implica conocer la inversa de I— Cg.

Sin embargo, determinar los elementos de X1 v 351 es muy sencillo, ya que:

Yoaxw = V '(I-Cy)
Yor = I—CxV (I-Cy)

y la tinica inversa que se necesita conocer es la de V, y ya que es una matriz

diagonal su inversa es inmediata.

Se tiene:
_ —0 .
~ =~
1-6 w11 —(91,012 tee —len
/;\
I— C% — _9w21 1—06 W29 cee —ngn
=0
~ =~
L _Hwnl _an,n—l 1-0 Wnn |
por lo que:
1 _911]12 _ awln
o2 o2 o2
woq 1 Owon
-1 _ o2 o2 o2
2CAR - .
Own1 gwn,n—l L
] ) 02
y
i - 2 1 & & 2 i
> Wi+ Y WikWke — W12 Y WikWkn — 5Win
k=1 k=1 k=1
n 2 n 2 1 n 2
_1 e > wopwy — W21 > ws, + el Y W Wy, — 7 Wan
Y = 52 | #=1 k=1 k=1
& 2 < 2 1
Z WnkWk1 — @wnl e e Z W,k + 02
L k=1 k=1 .

3.2.3. Modelos con errores espaciales

Se considera el modelo [3.1}

Y =XB+¢

29



donde ¢ sigue un modelo CAR o SAR de orden uno (denominados CAR(1)
y SAR(1) respectivamente).
A continuacién se estudia en qué situaciones las matrices de covarianzas Xc,g
v Xear verifican las hip6tesis del Teorema [2 en particular las hipétesis 8, 9 y
10.
Para verificar estas hipétesis, se utiliza la definicién de norma inﬁnitdﬂ y Sus

propiedades, el Teorema 5.6.9 y el Corolario 5.6.16 (Horn and Johnson [29]).

La hipétesis 8 establece que ppa(X7') < Mg, donde Mg es una constan-
te estrictamente positiva.

Para verificar este punto, se acota ppq(X7") utilizando el Teorema 5.6.9 de
Horn and Johnson [29], considerando que ¥ es simétrica y definida positiva,

por lo que también lo es 371,

pnae(E71) < A(Z71) < 27| (3.10)

donde ~(X) representa el radio espectral de X: v(X) = max (|1/p:(X)]),

1<i<n
con p;(X) igual al i-ésimo valor propio de X. Luego se descompone X! en

un producto de matrices, de acuerdo a la definicién de X. Para el caso de una

matriz ¥ proveniente de un modelo CAR:

el = [IV7'A@ - Ca)

e < IVl = C)

llse

donde la desigualdad se debe a la propiedad de submultiplicatividad de las

normas matriciales. Se tiene:

IV>:lle=1 & = =) =5

n
!Se define como: || X[, = mix ( Xij|>
1SN .
sisno\y
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1 —leg cee —len
—(9'LU21 1 tee , -
II-Ca)ll, = : A : = max (1 + z; |9w,-j|)
. . . . J:
_ewnl R R 1

= 1+1[0] méx (Z |wz‘j|>
<isn \ &

Por lo que:

_ 1 -
pmax(ECiR) = 52 (1 + |9| 1H<18“<X (Zl |wlj|>>
j=

y se verifica la hipdtesis 8 si max <Z |ww|> no depende de n.

<i<n

Para el caso de una matriz SAR, el razonamiento es andlogo:

fip> [@=CaVI-Ca)ll,

T = Gl IV M- €l
(1 +16] i (Z |wz-j|))

n
y nuevamente se obtiene como condicién que méx (Z |wij|> no dependa

san[|oo

IN

1<i<n

de n.

La hipétesis 9 indica que pi,(X~') > My, con M; constante y mayor a
cero.

Para verificar este punto, como pmm(E_l) = verificar la hipdtesis

1
pmac ()’
9 equivale a demostrar que existe My tal que pa.(X) < M.

Para el caso de la matriz CAR, utilizando la propiedad de submultiplicatividad

de normas matriciales, se tiene:
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IZeanlloe = [[@=Ca) V[, < [IT=Ca) | VIl

Se deduce directamente que || V|||, = o*. Para determinar [|(I— Cg)~ |,
se utiliza el siguiente resultado que surge del Corolario 5.6.16 de Horn and
Johnson [29]:

[[(T—C) | s [|Calll, <1

1
S—
* 7 1-[Call
Como [[Cxll, = oWzl = [0[l[Wxlly, con [[Well, =

n
mix ]Zjllwzjl , entonces:

n
1—]0] ma i
s (El v ')

o2 _
”lZCARmoo S ) y pmin(zciﬁ) Z o2

n
1-10] ma i
o2, (2 il

n
Para que se verifique la hipétesis 9 es suficiente que méax ) |w;;| no dependa
1<i<n
SN |

n
de n y que |0 lrgi); Zl |w;;] < 1. Para el caso de la matriz SAR,
<i<n =

[ Zsanlloe = [|@=Ca)'VI-Ca)7||,
1@ = Ca) M| MVILT - Ca) 7]

0.2

2

(1 — 10| max (jzl |wij|>)
2
()

SAR
o2

IN

IN

por lo que

Para que se verifique la hipdtesis 9 en matrices de tipo SAR, se deben cumplir

las mismas condiciones sobre los pesos w;; que en las matrices de tipo CAR.

Finalmente, en la hipétesis 10 se especifica que H‘E_l -3 = Op(\/Lﬁ)
o0

cuando n — co. Para verificar esta hipétesis, se supone que X! se construye

a partir de Cp = W, y V = diag(6?). Cabe recordar que los pesos w;; son

conocidos. En el caso de la matriz CAR se tiene:
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. Owio _ Owip 1 _ bwio _ bwi,
> o2 o2 52 52 52
. Owa1 1 N éwgl 1
-1 -1 — T o2 o2 > 62
2CAR 2CAR - . B :
Own1 1 éwnl 1
o2 o2 52 52
[ 1 1 ] 0 0 0 |
o2 T 52 W12 (ﬁ F) Win (F F)
0 0 1 1
B Wor\lzz — 52 ) o2 52
6 0 1 1
Wn1 (52 P ) o2 32

Entonces, utilizando la definicién de norma infinito, se llega al siguiente
resultado:

n ~
- 1 1 0 0
¥l —»] = mix (|5 — |+ > |wj| = — =
‘H CAR CAR 1<i<n o 02 . 1] 0_2 0_2
Jj=1
A n
1 1 0 0 , |
= - — = — — —— | Mmax w
02 0.2 0-2 0-2 1<i<n — )
]:

Bajo el supuesto de que \/n(0—0) = Op(1) y /1o (&% — %) =0p(1),y que

n
max | > |w;;| | estd acotado, se verifica la hipétesis 10 para el caso CAR.
1<i<n \ ?

<< j=1

En el caso SAR se tiene que X;L — 371 es igual a:

n N N N n N N N
2 92 62 1 1 - 92 6% - 20 20 . ) 6% 92 20 20
3wl (pfﬁ +m—5 Swpwpe (S -5) twn (% -%) - Ywpww (E-%)twn (E-%
=1 k=1 =1
- 0 _ 20 _ 20 o (2@ 11 :
D Wy (o — 55 ) Fwar (37 — 2% w5 ) o5
k=1 k=1
- 02 _ 02 20 _ 20 oo (02 @ 1 1
ankwkl(p—p)+’wn1(jz—p> Zu'r,k(?_?)+?_?
=1 k=1

Por lo que se obtiene que la norma infinito de esta matriz es:
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I
AB
05
VN
&,
=
VN
DR
|
B
N——
ql\’)| [S—
|
Q[\>)| —_

} A
02 62 29 20
i
1 1 92 92 n n
< or e lor o pe i [ 20D fwa| | +
j=1 k=1
i#i
20 20| |, (&
=3~ 3| jmix <Z|wij|>
<izn \ &

Nuevamente bajo el supuesto de que v/n(0 —0) = Op(1) y /1 (-2%) =

n n
Op(1), y que tanto max (Z |ww|> como 11rn<ax >0 >0 lwikwy;| | estan aco-

<i<n isno| =1 k=1
J#i
tados, se verifica la hipotesis 10 para el caso SAR.

En el siguiente cuadro se resumen las condiciones que deben imponerse so-
bre los pesos w;; para garantizar que se verifiquen las hipdtesis 8 a 10 del
Teorema [2| en matrices de tipo CAR y SAR con K = 1, donde ¢ representa

una constante mayor a cero.

Identificador Condicién H.8 H.9 H.10 Aplicaa
1 mMAx (Z |w,-j|> <c st sf si  CAR-SAR
2 |6 1r£1a<X (Z |wu|> no si  no CAR-SAR
3 max | Y. Y |wigwgi| | <c¢ mno mno  si  sélo SAR
1<i<n =1 k=1
J#i

Tabla 3.1: Condiciones sobre los pesos w;; de la matriz W .
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Junto con los pesos w;; a utilizar se debe definir la estructura de vecindad
a emplear. Al principio de esta seccién se mencioné que existen al menos tres
tipos de estructuras de vecindad: vecindad triangular, £ vecinos més cercanos
y vecindad basada en distancias. También se debe considerar como es la distri-
bucion espacial de los datos, ya que no es lo mismo que las ubicaciones estén
equiespaciadas o que no sigan un patron. El primer caso se trata de ubicaciones
regulares o de tipo grilla, mientras que el segundo caso se denomina no regular.
A los efectos de este trabajo se consideran ubicaciones no regulares. Esto permi-
te acotar el tipo de estructura de vecindad a utilizar, ya que no todas verifican
las condiciones del Cuadro [3.1] en este contexto.
La estructura de vecindad basada en distancias tiene algunas limitaciones, co-
mo por ejemplo la necesidad de definir apropiadamente el rango (distancia
minima - distancia maxima) para que no queden observaciones desconectadas
del grafo, a su vez cuando existe cierta variabilidad en las distancias entre ob-
servaciones puede resultar muy dificil determinar la distancia apropiada que
define la vecindad (como sucede en el problema real que se verd mas adelante).
La estructura de vecindad basada en k£ vecinos més cercanos tiene el incon-
veniente, cuando se trata de ubicaciones irregulares, de que no garantiza la
simetria en la vecindad, es decir si j se encuentra entre los k£ vecinos mas
cercanos de i, puede suceder que ¢ no se encuentre entre los k vecinos mas
cercanos de j.
Finalmente, la estructura de vecindad triangular no presenta las limitaciones
de las otras estructuras mencionadas anteriormente en el caso de ubicaciones
irregulares, e incluso definiendo apropiadamente los pesos, se verifican las con-
diciones del Cuadro para errores de tipo SAR o CAR.
Ahora bien, una vez identificada la estructura de vecindad apropiada, deben
elegirse los pesos tomando en cuenta las definiciones y condiciones detalladas
en esta seccion.
Una estructura de pesos binarios, es decir con w;; = 1 si 4 y j son vecinos
y w;; = 0 en caso contrario, no verifica las condiciones anteriores, ya que el
maximo de la suma de los pesos puede aumentar con n.
Una estructura normalizada por fila, es decir donde w;; = m sijeN(i)y
w;; = 0 en otro caso, no verifica la condicién de que w;; = w;; Vi,j =1,--- ,n.
A continuacién se presenta una estructura de pesos que si verifica las 3 condi-

ciones del Cuadro y a su vez la definicién dada al principio de esta seccion.
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Definicién 9 (Matriz Wy que verifica las hip6tesis del Teorema [2| para mo-
delos CAR o SAR con estructura de vecindad triangular). Para cada par de

observaciones i € {1,--- . n} yj € {l,--- ,n}, coni+#j, se definen los pesos

de la siguiente manera:

(3.11)

0 en otro caso

wi; = { wmin (lwluw wl(jn) si j € (i) (equiv. i€ N (]))

A continuacion se demostrard que se verifican las condiciones del Cuadro

para los pesos definidos anteriormente.

Primero se verificara la condiciéon 1, partiendo de:

4 - = max Y !
22, (Z '“’“") TR (Z i (L7 rmj)r))

J=1

existen 3 situaciones posibles:

LA @) = A ()] V) € A (i)

2. | A @] <|AG) Ve N()

3. hay |41 (i)| vecinos de i con [ A (5)] < |A(i)] y |4 (4)] vecinos de i con
A ()] > A ()], donde [A ()| + [A ()] = [A ()] y 1 < [AT(i)] <
A (@) =1

Suponiendo que estamos ante la situacion 1, se tiene:

- 1 o1
2l = 2 T = O =

JEN (4)

Ahora suponiendo que estamos ante la situacién 2:

n
> Jwyy| =
j=1

Por otro lado, suponiendo la situaciéon 3:

1 , 1
Z W§|</V(l)|—<1

, ‘/V .
Jer join A7)l
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o | I
Ml = 3 gt 2 wwﬁ 0L i (G

j=1 JEN T jEN ()

(@] = 1/~ min (AG))+ |GG
T i 170

@) min (40 ) |w—<i>|]€mln (4G
AN i FGD A min (70D
@I
O min (1A GD
] jgng09|<ﬁ|> -

donde la ltima desigualdad se debe a que |A47(7)| < IHlIl (|</V( D))

JEN~

Se obtiene asi que:
1

123, (Z ’“’ij’) T < i (A @A >\>) -

Para que se verifique la condicién 2 basta imponer que 6| < 1.

M=

Ahora se verificard la condicién 3 del Cuadro 3.1l Esta condicién involucra
a los vecinos de segundo orden de i, es decir, a los vecinos de los vecinos de
i. Los vecinos de segundo orden de ¢ se denotan .#5(i), cada observacion i
tiene |.47(7)| vecinos y cada uno de estos a su vez tiene una cantidad a priori
desconocida de vecinos, que varia entre 1 y n — 1. El conjunto A45(i) esta
formado por los vecinos de primer orden de los vecinos de ¢, sin considerarse a
si mismo (es decir, sin considerar a la observacion 7) ni a sus vecinos de primer

orden.

A su vez, se define la cantidad [ A5 (i) = > |4 () —{i}| = > |4 (U)|—
JEN (4) JEN (4)
N (Z)E| que incluye a los vecinos de segundo orden de ¢ pero no de forma tnica,

sino que algunos elementos pueden considerarse varias veces: la cantidad de

L_45/(i) no es un conjunto, ya que por definicién de conjunto no pueden haber elementos
repetidos, por lo que solamente se define lo que serfa su cardinal (la cantidad de elementos).
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veces que se sume el elemento j se correspondera con la cantidad de vecinos
de primer orden de 7 que a su vez sean vecinos de primer orden de j. Esta
suma también incluye a los vecinos de segundo orden de ¢ que también son sus
vecinos de primer orden.

En el ejemplo de la Figura el conjunto A (7) esta compuesto por {k,j, 1},
A5(i) estd compuesto por {s, f, g}, entonces | A (i)] = 3, |A2(i)| = 3, pero
|45/ (i)| = 6, ya que la observacién s se considera dos veces y las observaciones

k y 7 también son consideradas, aunque sean también vecinos de primer orden

de 7.

y. - \ :’/ "‘\\I
() (s)

Figura 3.1: Ejemplo de vecinos de primer y segundo orden

Por definicién w;, < \/V( ] bara todo k € A7(i). Sin embargo, no es posible
establecer a priori una cota para wy; con k € A (i) y j € A. Lo tinico que
por definicién debe cumplirse es que wy; < 1 para todo k € A (i) y j € ).
Con esta informacién se intentard encontrar una cota superior que asegure el

cumplimiento de la condicién 3.

n n
max E E Wik W i = mix E E W;pW
1<i<n | 4 it 1<i<n [wir
J=1 k=1 ke (i) jeN (k)
J#i j#i

< max
1<i<n

ke (i) jeN (k
J#Z

123 (bVV(()) rl)
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|45 (3)]
A (@]

puede interpretarse como la cantidad promedio de vecinos que tiene un

. L. . [ A ()]
vecino de ¢ (sin contar a ¢ or lo que max |45 (
( )7 p q 1<i<n ( [V (0]

promedio variando i. Si bien es esperable que este valor sea superior a uno,

) seria el maximo de ese

es posible inferir (por las caracteristicas de la vecindad triangular) que cada
observacion tiene en promedio un nimero acotado de vecinos.

Si bien en principio este promedio puede aumentar con n, se supone que no su-
perara cierto umbral, por lo que bajo este supuesto se admite el cumplimiento
de la tercera condicién del Cuadro B.1l

Para verificarlo de forma empirica, se simularon ubicaciones espaciales para n
entre 100 y 4000@, para cada n se simularon 100 conjuntos de datos, conside-
rando en cada caso su estructura de vecindad triangular con los pesos definidos
A5 ()]

en|3.11] Para cada conjunto de datos simulados se calculé 1rgééx ( 0] > y lue-

go se considerd el promedio de las 100 repeticiones para cada valor de n. En

la Figura [3.2] se presentan los resultados de estas simulaciones. Como puede
observarse, si bien el maximo del promedio de vecinos aumenta con n, sobre

todo para n menor a 2000, nunca es superior a 9 (varia entre 7.4 y 8.99), por
lo que puede concluirse que max (Mé—/(l)') es acotado, es decir, no tiende a
1<i<n | (8)]

infinito cuando n tiende a infinito.

os procesadores utilizados soportaron hasta n = 40000.
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Figura 3.2: Maximo del promedio de vecinos que tiene un vecino de ¢, con i € D =
{1,--+ ,n}, segun el valor de n.

Una vez establecida la estructura de vecindad a utilizar y los pesos aso-
ciados, resta determinar como se estimaran los parametros de la matriz de
varianzas y covarianzas de los errores espaciales.

Basdndose en Gaetan and Guyon [19], a partir del modelo y definiendo

¥ = (0,0?%), el estimador maximo verosimil ¥ = (0, 6?) de ¥ maximiza:

W(ér, - 6, 0) = —%(10g(|2|) +é%7'e)
donde ¥ = (1), es decir, 3 depende de 9.
Para estimar 9 se requiere aplicar una técnica de optimizacion iterativa. En
los modelos CAR y SAR se conoce la forma paramétrica de X! por lo que
es posible calcular €’37é. A su vez, también es posible conocer |X|, que en
el caso de CAR(1) es |Zcar| = 0®"|IT — OW4| ™! v en el caso de SAR(1) es

|Zsar] = 02T — OW 4|72, En ambos casos [T — 0Wy| = [] (1 — 0p;(Wgx)),
i=1
donde p;(Wg) representa el i-ésimo valor propio de la matriz Wg,.
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3} es definida positiva si:

~

s 0 < m cuando pmzn(wﬂ) Z 0
1

= 0> P (W) cuando prae(Wsz) <0

L m <0< m cuando pmzn<W%) <0< pmax(wﬂ>

En el caso CAR, &%71¢ = &' (I— Cy)é y el estimador mdximo verosimil

€es:

U = argmin (%1 log (]I — Cx|) + log (02)> (3.12)
9
A A 1 A
o) = ;é'(l — C»(0))é

donde Cy = Cy(¥) y 0® = o(9). En el caso SAR, &¥71¢ = L[|(I -

Cx)é||3 y el estimador mdximo verosimil es:

~

-2
Y = argmin (7 log (]I — Cg|) + log (02)) (3.13)
9

P0) = (T~ Cald)el}

3.2.4. Procedimiento para eliminar la dependencia es-

pacial

Se propone el siguiente procedimiento para estimar las matrices Soan y
ﬁ)SAR de un conjunto de datos, de modo de poder “eliminar” la dependencia

espacial de los mismos y aplicar el método LASSO para datos independientes.

= Paso 1: Estimar un modelo LASSO al problema original, como si no
hubiese autocorrelacién espacial. El valor de A sera elegido por validacion
cruzaddl]l Este modelo se denomina “LASSO inicial”.

= Paso 2: Aplicar pruebas de autocorrelacion espacial a los residuos, como

las de Moran y Geary definidas en la seccién [3.2.1]

el valor mas grande de la secuencia {\1,---,Ar} de modo que el error esté dentro de
+1 error estdndar del minimo.
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= Paso 3: Si se rechaza la hipdtesis nula de ausencia de autocorrelacion, se
continua el procedimiento, de lo contrario termina (los datos no serfan
espaciales).

» Paso 4: Considerando estructuras CAR(1) y SAR(1), se requiere estimar
tinicamente los pardmetros 0 y o2.

» Paso 5: Estimar 6 y 62 por maxima verosimilitud de acuerdo a 0
(3-14)), segtin corresponda.

= Paso 6: Estimar 2CAR 0 2SAR utilizando 6 y 62 estimados en el punto
anterior.

= Paso 7: Eliminar la dependencia espacial de los datos, utilizando la matriz
estimada en el punto anterior, aplicando [3.3]

= Paso 8: Estimar modelo LASSO a los datos transformados en el punto
anterior, nuevamente eligiendo el valor de A por validacién cruzada. Este

modelo se denomina “LASSO ajustado”.

3.3. Otra metodologia para seleccién de varia-

bles en el caso espacial: LARS,,

En esta seccion se utiliza la metodologia desarrollada en el articulo de Zhu,
Huang y Reyes (Zhu et al. [57]), el cual refiere a seleccién de variables en mo-
delos lineales espaciales para datos en grillas regulares.

En el mismo se realiza en simultaneo la seleccion de variables y la estimacién
de parametros en una regresion espacial, por maxima verosimilitud penaliza-
da, usando un modelo LASSO espacial adaptativo con errores de tipo CAR y
SAR. Se considera a su vez un orden de vecindad K (a priori mayor a uno),
y las mismas restricciones en los pesos Wg) que las explicitadas en la seccion
=0 w) = w) y o) = 0§ ¢ M),
para 0 < i,j < n, siendo k el k—ésimo orden de vecindad (1 < k < K).
Se parte del modelo definido en , con errores de tipo CAR o SAR. Sin

pérdida de generalidad se asume que X estd estandarizada e Y centrado. A los

3.2.2| de este capitulo, esto es, w

efectos de compatibilizar con la seccidon anterior, se considera el caso en que el
orden de vecindad es igual a uno. Al igual que en la seccién anterior, se utiliza
la estructura de vecindad triangular con los pesos definidos en @ para datos
irregulares y la condicién de que |0| < 1.

A continuacién se presentan los principales resultados de Zhu et al. [57] ajus-
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tados al problema de interés.

Sea n = (8,60,0%) el vector de pardmetros a estimar, con 8 = (81, -+, 53,).
Con el modelo ({3.1)), el logaritmo de la funcién de verosimilitud es:

1 1
log (L(n,Y,X)) = constante — 3 log (|%]) — §(Y — X321 Y - Xp3)
= constante + (n) (3.14)

Se nota por 7 = argmax (I(n)) al estimador maximo verosimil de 7.

1
Se considera el logaritmo de la funcién de verosimilitud penalizada:

QM) = 1m —nY_ Al —nrlf] (3.15)
j=1
1 1 e u
= —5log(IZ) - (¥ - Xp)'S 1(Y—Xﬁ)—n;&-!ﬁj\ —n7lf)

donde {\;},_, son los pardametros de regularizacién para los coeficientes de
regresién [y 7 es el parametro de regularizacion para el coeficiente autorregre-

sivo de primer orden 6. Se denota np = argméx (Q(n)) al estimador méximo
1
verosimil penalizado de 7.

3.3.1. Estimaciéon maximo verosimil penalizada via
LARS,,

0 coincide

Sea 7 el valor inicial de 7 al comienzo de las iteraciones (A
con 7, es decir el estimador méximo verosimil sin penalizar). En la m—ésima
iteracién, el logaritmo de la funcién de verosimilitud definido en ([3.15) es

aproximado cuando 7 ~ 7™V (salvo por una constante) por:
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lHmYY 1

Q) = (=0 =g = g =" I o =)
P
=) N8| = nrlf) (3.16)
Jj=1

onon’
En cada iteracién se actualiza /™Y a través de #™ = argmax (Q*(n)), repi-
U

donde Z(-) es la matriz de informacién definida como Z(n) = E (—821(”))

tiendo hasta la convergencia.
Dado que la matriz Z(n) es diagonal por bloques, se actualiza B(m_l) y
om=1 = ((m=1) (5 2)(’”*1)) por separado

Por un lado se actualiza 6 ) por ﬂ

. . f(m=1) . .

0 — gt (~(3 — -y 2D 2 — (e ) — o)
8 5 2

+nz>\jlﬁj\>
j=1

La solucion del problema anterior puede obtenerse de forma equivalente

COImo.

~

p
j=1

B*

donde:

G es tal que Z(f™ V) = G'G

X* = Gdiag ({%j}f;:l)

V= (G (M Z(A )
p* = diag ({\ 1) B

Eutoces, 1) — g (L) 0.

Por otra parte se actualiza ™Y por:
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17"
BT

(w . @(m—l))/z(w(m—l)xw _ d}(m—l)

N | —

O™ = argmin (—(w — om=1)

+ntl|d])

Dado que 02 no est4 sujeto a ninguna penalidad, se actualizan los términos

2

de una manera diferente. La solucién de o° en la ecuacién anterior puede

obtenerse a partir de
(6*2)(771) _ X3y
X;*/X;*

donde:

H es tal que Z(w™ V) = H'H
X3 = Hy
Y = (H) (8l(ﬁ(m‘1’) +I<d}(m—1))w(m—l)>

Ow
0" = cl + o2
_ HLH,
" T wE,

La solucién de este problema puede obtenerse de forma equivalente por:
- 1
6*™ = argmin (§(Y** — X570 (Y — X70") + n|«9*\) (3.18)
0*

donde:

n XT* = %(Hl — CH.Q)
n 0* =710

Entonces, () = é*(Tm) y (62)(m) = (5+2)(m) — f(m).

Cuando se obtiene la convergencia, 7ps representa el estimador maximo ve-
rosimil penalizado aproximado de 7. En cada iteracién las ecuaciones
y (3.18)) se resuelven mediante un algoritmo LARSEL por lo que Zhu et al lo
denominan “algoritmo LARS de varios pasos” (LARS,,).

lsigla en inglés, de Least Angle Regression. Por mayor informacién consultar Efron et al.
[15], Hastie [25] y Canu [12]
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Para aplicar esta metodologia al presente trabajo se implementé un algoritmo
en R, utilizando tanto los resultados anteriores, como también los de la seccién
5 de Zhu et al. [57] (que se detallan en el Anexo [2). Para hallar Ay, -+, A, y
T, los autores sugieren partir de valores iniciales, que denominaremos \g y 7o,

y calcularlos de la siguiente manera:

A, = olog(n) (3.19)
nﬁj

, — Tologn) (3.20)
no

Para elegir a Ao y 7, se calcula el BIC (Bayesian Information Criterion):

p
BIC()\(), To) = —21(77, )\0, 7'0) + log(n) (Z I{BJ7£O} + I{é¢0}> (321)
j=1

para todas las combinaciones de Ay y 7y consideradas. En cada iteracion se
selecciona la combinacién con el menor valor de BIC. Por las caracteristicas
del algoritmo LARS, es posible obtener valores de \g y 79 de forma compu-
tacionalmente eficiente.
El algoritmo LARS est4 relacionado al clasico método de seleccion de variables
denominado “stagewise” o “forward stepwise regression”, y se caracteriza por
requerir solamente p pasos para obtener una solucién completa, siendo p la
cantidad de variables consideradas. En este algoritmo se empieza con todos los
coeficientes iguales a cero, y se encuentra en primer lugar a la variable mas
correlacionada con la variable dependiente Y. Se efectia el paso maés largo
posible en la direccion de ese predictor, hasta que otra variable tenga tanta
correlacién con el residuo como el primer predictor. A continuacién se procede
en una direccién equiangular entre los dos predictores hasta que una tercera
variable entre al conjunto de variables mas correlacionadas con el correspon-
diente residuo. Se procede entonces en la direcciéon de menor angulo entre las
3 variables mas correlacionadas, y asi sucesivamente hasta haber seleccionado
todas las variables.
En cada uno de estos pasos el algoritmo calcula un valor de A y produce una
estimacion B asociada a ese valor de A. De esta manera, es posible utilizar es-

tos resultados parciales que proporciona el algoritmo LARS (aplicado una sola
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vez por iteracién) para elegir los mejores valores de Ao y 7y, y poder estimar

{M\, -, A}, 7y los respectivos ™), 4 y 520m)

en cada iteracién m.
Los autores presentan también algunas propiedades asintoticas de estos es-

timadores, que se enuncian en los teoremas 3y [4ff}

Teorema 3. Bajo las siguientes condiciones:

1. La matriz X es de rango completo yn = (8,0,0%) € Q, donde Q es un
conjunto abierto de RP™? que contiene a 1.

2. X, es una matriz definida positiva dos veces diferenciable respecto a w =
(0,0?%), con derivadas de seqgundo orden continuas.

3. I(n)~/? (—%) ()2 5 1 e Re+a+Dxe+a+D) cyando n — oo

4. 2Z(B) = I(B) y +Z(w) = J(w) cuando n — oo

Sin pérdida de generalidad se asume que las primeras p* variables participan
del modelo, y las siguientes p — p* no participan. Se define entonces a, =
max (g, 5 A\pe, T) Y by = min Ay, -+, \). Asumiendo que a,, = O(n~1/?)
cuando n — oo se tiene:

(a) Con probabilidad tendiendo a 1, existe un maximizador local 1 de Q(n)
definido en (3.19) tal que || —n|| = Op(\/%; + ay),

(b) Si adicionalmente \/nb, — 0o cuando n — oo, entonces con probabilidad
tendiendo a 1, BA*C =0,

(¢) Si adicionalmente a,, = o(\/iﬁ), entonces \/n(fa —nax) R N(O,J(na-)™1),
donde nax = (Ba-,0,0?),

Hax = (Bax,0,6%), I(na-) =

J(Ba) O
O Jw)

La parte (a) del teorema anterior establece la existencia del estimador maxi-
mo verosimil penalizado, 7p4. La parte (b) asegura que se identifican correc-
tamente los pardmetros que valen cero y la parte (c¢) es un teorema central
del limite para el estimador maximo verosimil penalizado para los coeficientes

distintos de cero.

Teorema 4. Suponiendo que se verifican las condiciones 1 a 4 del Teorema

@ Vnb, — oo cuando n — oo y a, = O(ﬁ). Entonces, con probabilidad

ILos enunciados fueron adaptados al problema de interés, es decir K = 1.
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tendiendo

{1’27...}.

a1, fae = O y VAR —nae) D N(O,I(na-)™Y) para todo m €

En particular con probabilidad tendiendo a 1, fipaa~ = O y \/ﬁ(ﬁ}"}’m -
D _
nas) = N(O,J(14:)7").

El Teorema 4| establece que las propiedades asintoticas se mantienen para

cada paso.

Las demostraciones de los Teoremas |3y 4] se encuentran en Zhu et al. [56].

3.3.2.

Procedimiento para aplicar LARS,,

Se propone el siguiente procedimiento para aplicar el método LARS,, de-

tallado anteriormente, para poder estimar el modelo penalizado.

» Se estima el valor inicial #(?). El valor inicial se corresponde con el esti-

mador maximo verosimil de 7 sin penalizar. El método de optimizacion

utilizado requiere asimismo de un valor inicial, el cual es simulado alea-

toriamente a partir de p variables normales estandar para B, 1 variable

normal truncada para 6 (considerando las mismas condiciones que al

estimar 6 en el método de eliminacién de la dependencia espacial) y 1

variable uniforme en el intervalo [0, 10] para 62.

» Se define una tolerancia (tol = 0.01) y una méxima cantidad de pasos a

considerar (m.maxz = 100). En cada paso m =1,2,---:

1.

A partir de Hm=D = (fm=1)_gm=1) 52(m=-1)) ge calculan %2_1))7
AR T(Bm=D), T(@mD), G, H, Y* y Y*.

Dado que X*3* = Gf3, se estima el modelo ||[Y* — G332 + \||S|x
usando el algoritmo LARS. Este algoritmo devuelve p valores dis-
tintos de A asociados a p vectores distintos B, estos valores de A se

consideran los Ay definidos anteriormente.

. Dado que X7*0* = (H.; — cH 5)#, se estima el modelo ||Y** — (H., —

cH.)0||3 + 7]|0||; usando nuevamente el algoritmo LARS. En este
caso el algoritmo devuelve un unico valor de 7 asociado a un valor
de 0. Ese valor de 7 se considera el 75 mencionado anteriormente.

Con ese valor de 7 es posible calcular de forma cerrada 2™,

. para cada uno de los p valores A\q se define el vector (Ay,---,\,), de

acuerdo a (3.19). Lo mismo para 7y, de acuerdo a ({3.20)).

48



5. Se elige la combinacion de \g y 79 con menor BIC, de acuerdo a
(13.21)).
6. B(m), g(m y 62(™) equivalen a B , 6 y 62 de la combinacién con menor

BIC.

m—1) _

= El proceso termina cuando |7 7™y < tol 0 m = m.maz.

Al comparar los dos métodos de seleccién de variables considerados en es-
te capitulo, es decir, el método de eliminacién de la dependencia espacial y
la estimacién méaximo verosimil penalizada via LARS en m pasos, se obtiene
que si bien ambos métodos son ttiles para seleccionar variables en el contexto
espacial, proceden de manera diferente.
Por un lado el método de eliminaciéon de la dependencia espacial estima una
matriz de covarianzas de los errores y luego la utiliza para quitar la estructura
espacial de los mismos, transformando el problema en uno con errores inde-
pendientes. Por otro lado, el método LARS,,, considera un modelo penalizado
y estima en simultdaneo tanto los parametros de la regresion como los de la
matriz de covarianzas, pero no transforma los errores en independientes.
En la seccién se demostro que con covarianzas CAR o SAR, estructura
de vecindad triangular y pesos especificos, el método de eliminacion de la de-
pendencia espacial optimiza la seleccién de variables (estimacién consistente
en signo), mientras que el método LARS,, optimiza la estimacién de pardme-
tros (convergencia del estimador al verdadero parametro). Esto significa que
realizan la seleccion de variables con distintos enfoques, y es de esperar que
los resultados obtenidos difieran en este sentido. Este punto se verificard en los

siguientes capitulos.
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Capitulo 4
Simulaciones

En este capitulo se ponen en préctica los resultados del capitulo anterior a
través de simulaciones utilizando distintos escenarios.
Se consideran 2 situaciones distintas, denominadas Problema 1 y Problema 2,
para los cuales se simulan distintos escenarios de acuerdo a los valores de n,
02, 0 (que se mantiene fijo) y el modelo de error utilizado (CAR o SAR).
En todos los escenarios se consideran ubicaciones espaciales irregulares. Se
simula una matriz X de dimensién n x p, donde p es fijo e igual a 20 y n varia
dependiendo del escenario. A su vez se define Y = X; + Xo + X3+ X, + ¢, con
e~ N(0O,X), es decir p* = 4, y se fij6 el pardmetro autorregresivo € en 0.9.
Para cada escenario se ejecutan 100 réplicas independientes.
Los 2 problemas considerados varian unicamente en la simulacién de la matriz

X, a saber:

» Problema 1: Variables normales estandar independientes (X; ~ N(0, 1),
1< <20)

= Problema 2: Variables normales con media cero y matriz de varianzas y
covarianzas tal que Cov(X;, X;) = 0.9 (X1, -+, Xg9)' ~ N(O, Xx),
con [Yx]y = 0.9131).

Para los distintos escenarios se consideran valores de n iguales a 100, 200,
400 y 800, y valores de o2 iguales a 0.5, 1, 1.5, 2, 5, 10, 20, 40, 60 y 80. Cada

escenario surge de la combinacion de:

1. un problema,
2. un valor de n,

3. un valor de o2,
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4. un modelo de error (CAR o SAR).

A su vez, en cada escenario se estima por un lado un modelo LASSO como si
los datos fueran independientes, es decir, segin el modelo del Capitulo
2l a este modelo se lo denomina “LASSO inicial”. Luego (dentro del mismo
escenario) se estima un modelo considerando la metodologfa de la Seccién [3.1.1]
del Capitulo , el cual se denomina “LASSO ajustado’ﬂ En cada escenario si-
mulado se aplica a su vez el método LARS,,, el cual se desarroll6 en la Secciéon
del Capitulo 3]

Asimismo, en cada escenario se verifica el cumplimiento de las hipdtesis relati-
vas a la matriz X en el Teorema 2] es decir, las hipétesis 1, 2, 5 y 7. Se obtiene
que en ambos problemas se verifican todas las hipotesis que involucran a X.
Las simulaciones se realizaron en R utilizando los paquetes glmnet, lars, MASS,
spdep, expm y TruncatedNormal (ver [43], [I7], [26], [52], [6], [24] y [7]). Para

la estructura de vecindad se utiliz6 como referencia Bivand et al. [4].

A continuacion se presentan los principales resultados para cada problema.
Por un lado en las Tablas a [4.4] se exponen los resultados relativos a la
seleccion de variables para el LASSO inicial, el LASSO ajustado y el LARS,,.
Para cada escenario se presenta el total de variables seleccionadas (VARS), la
cantidad de variables seleccionadas que participan del verdadero modelo (VP,
de “verdaderos positivos”) y la cantidad de variables seleccionadas que no par-
ticipan del verdadero modelo (FP, de “falsos positivos” )E| Se recuerda que la
situacién ideal consiste en seleccionar 4 variables en total, siendo VP =4 y
FP=0.

A su vez se presenta en las Figuras a el valor de B para los distintos
escenarios. En cada figura se muestran los resultados para distintos valores de
n (filas), y para el LASSO inicial, LASSO ajustado y LARS,,, (columnas).
En el eje z se representa el indice ¢ (0 a 20) mientras que en el eje y se represen-
ta el valor de Bz La linea continua en color negro representa el verdadero valor
de 3, mientras que cada punto representa la media de B, para un escenario en
particular. Es decir, para cada abscisa ¢ existen 10 ordenadas que corresponden
a los distintos escenarios que surgen al variar o2. Cada escenario se identifica

con un color distinto.

!Cabe destacar que en las simulaciones se asume que siempre se identifica correctamente
el tipo de errores, por lo que no se estima un modelo SAR para errores CAR y viceversa.
2Los resultados de cada escenario surgen de 100 réplicas, por lo que se trata de promedios.
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La media de cada 5’2 se calcula solamente sobre las réplicas que seleccionan a
esa variable, es decir, las que tienen B, # 0, por lo que si en algin escenario
algin BZ = 0 en todas las réplicas, el simbolo asociado a ese escenario no es-
tara representado en la figura correspondiente. En algunos casos puntuales el
punto correspondiente a BZ no se representa en el grafico por exceder el rango
utilizado para la figura, lo cual se especifica oportunamente.

Por otra parte, las Tablas a incluyen los valores estimados de 0 y &2
para LASSO ajustado y LARS,, (se recuerda que en el LASSO inicial no se

estima ninguna matriz de covarianzas, por lo que no se estima 6 y 62).

De forma muy general se puede afirmar que a medida que aumenta n (pa-
ra un mismo valor de ¢?) se obtienen mejores resultados en todos los méto-
dos considerados, tanto en la seleccién de variables como en la estimacién de
parametros. Mientras que para un mismo valor de n, al aumentar o2 se obtie-
nen peores resultados en ambos (seleccién y estimacion), y esto ocurre para
los tres métodos. La performance en seleccién al aumentar % decae mas rapi-
damente en modelos SAR que en CAR.

Es razonable que los métodos seleccionen peor a medida que aumente o2, por-
que este parametro incrementa la magnitud del error aleatorio, incrementando
su peso relativo en la variable dependiente Y y por lo tanto, reduciendo el peso
relativo de las variables que lo conforman (X; a Xy).

Al comparar los resultados segun el problema, se observa para valores pequenos
de 02 (menores a 5, 10 o 20 dependiendo de n), el Problema 1 selecciona més
verdaderos positivos que el Problema 2, y para valores grandes de o2 la si-
tuacion se invierte, siendo el Problema 2 el que selecciona mas verdaderos
positivos. Incluso se observan algunos escenarios donde la cantidad de falsos
positivos del Problema 1 es superior a la del Problema 2.

Al comparar los métodos considerados, en general se aprecia que LARS,,, selec-
ciona mas verdaderos positivos que LASSO ajustado, y este a su vez selecciona
més que LASSO inicial, aunque para valores pequenios de 02 en general todos
seleccionan muy bien.

La mayor diferencia entre los métodos se aprecia en valores medios y gran-
des de o2, donde si bien ninguno de los métodos logra identificar a todas las
variables que participan del verdadero modelo, LARS,, obtiene resultados sus-

tancialmente mejores que los otros.
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2 LASSO inicial LASSO ajustado LARS,,

" 7 VARS VP FP VARS VP FP  VARS VP FP
05 512 400 1.12 513 400 1.13 487 368 1.19
1 515 400 1.15 519  4.00 1.19 553 4.00 1.53
1.5 515  4.00 1.15 546 4.00 1.46 575 4.00 1.75
2 520  4.00 1.20 515  4.00 1.15 554 400 1.54
100 5 464 364 1.00 471 383 0.88 563 392 1.71
10 3.02 216 0.86 267 202 0.65 486 3.07 1.79
20 119 079 0.40 127 098 0.29 256 1.85 0.71
40 040 026 0.14 0.63 045 0.18 175 1.08 0.67
60 045 020 0.25 037 020 0.17 130 0.67 0.63
80 047 026 0.21 055 022 0.33 148 074 0.74
05 469  4.00 0.69 474 400 0.74 511 390 1.21
1 449 400 0.49 446 4.00 0.46 537 4.00 1.37
1.5 476 400 0.76 461 4.00 0.61 516 4.00 1.16
2 462 4.00 0.62 457 400 0.57 520  4.00 1.20
200 5 472 399 0.73 465 4.00 0.65 579 4.00 1.79
10 3.69  3.36 0.33 380 352 0.28 562 397 1.65
20 1.80 1.57 0.23 241 2.05 0.36 388 3.00 0.88
40 0.64 051 0.13 079 058 0.21 216 1.69 047
60 0.38 024 0.14 0.60 046 0.14 144 1.02 042
80 0.33 023 0.10 0.33 025 0.08 121 079 0.42
05 118 400 0.18 122 400 022 507 398 1.09
1 427 400 027 432 400 0.32 502  4.00 1.02
1.5 426 4.00 0.26 427 400 027 501 4.00 1.01
9 426 400 0.26 425 400 0.25 505  4.00 1.05
100 5 423 400 0.23 431 4.00 0.31 515 400 1.15
10 428 399 0.29 409  4.00 0.09 513 4.00 1.13
20 332 3.02 0.30 374 351 0.23 506 391 1.15
40 141 124 017 153 142 0.11 324 260 0.64
60 054 047 0.07 0.67 0.60 0.07 226 1.90 0.36
80 050 034 0.16 070 052 0.18 174 140 0.34
05 412 400 012 106 4.00 0.06 492 400 092
1 429 400 0.29 412 400 0.12 503 4.00 1.03
15 416 4.00 0.16 409  4.00 0.09 474 400 0.74
2 415 400 0.15 409 400 0.09 486  4.00 0.86
200 5 412 400 0.12 409 4.00 0.09 478 4.00 0.78
10 411 400 0.11 415 400 0.15 499  4.00 0.99
20 403 3.93 0.10 400 393 0.07 482 4.00 0.82
40 255 248 0.07 298 291 0.07 476 3.88 0.88
60 121 1.04 017 1.65 159 0.06 402 342 0.60
80 0.74  0.71 0.03 .00 090 0.10 327 278 0.49

Verdadero valor  4.00 4.00 0.00 4.00 4.00 0.00 4.00 4.00 0.00

Tabla 4.1: Resultados de LASSO inicial, LASSO ajustado y LARS,, para el Pro-
blema 1 con errores CAR.
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2 LASSO inicial LASSO ajustado LARS,,

" 7 VARS VP FP VARS VP FP  VARS VP FP
05 503  4.00 1.03 503 400 1.03 482 351 1.31
1 531 4.00 1.31 496 4.00 0.96 581 4.00 1.81
1.5 532 399 1.33 518 4.00 1.18 539  4.00 1.39
9 484 3.86 0.98 469 398 0.71 510 4.00 1.10
100 5 329 238 091 453 375 0.78 598 376 2.22
10 1.90 122 0.68 314 252 0.62 465 270 1.95
20 052 035 0.17 127 090 0.37 259 158 1.01
40 052 026 0.26 053 040 0.13 157 072 085
60 0.50  0.20 0.30 049 030 0.19 126 051 0.75
80 046 0.19 027 054 023 031 144 063 081
05 460  4.00 0.60 464 400 064 520 392 1.28
1 451 4.00 0.51 446 4.00 0.46 522 400 1.22
15 465 4.00 0.65 439 400 0.39 517 4.00 1.17
2 451 4.00 0.51 449 400 0.49 513 4.00 1.13
200 5 422 3.67 0.55 479 400 0.79 6.06 4.00 2.06
10 253 212 0.41 439 375 0.64 6.01 379 2.22
20 090 0.71 0.19 226 191 0.35 438 3.06 1.32
40 0.37 026 0.11 089 0.73 0.16 217 159 0.58
60 045 027 0.18 059 047 0.12 156 1.03 0.53
80 017  0.10 0.07 042 030 0.12 123 075 048
05 146 400 046 133 400 033 543 400 1.43
1 445 400 045 428  4.00 0.28 495  4.00 0.95
1.5 424 400 0.24 420  4.00 0.20 486  4.00 0.86
9 425 400 0.25 427 400 027 516 4.00 1.16
100 5 435 3.99 0.36 428 400 028 559  4.00 1.59
10 388  3.56 0.32 428  4.00 0.28 565 4.00 1.65
20 174 152 0.22 405 3.69 0.36 531 394 1.37
40 078  0.65 0.13 212 1.93 0.19 3.69 293 0.76
60 051 035 0.16 090 0.81 0.09 217 1.86 0.31
80 0.38 028 0.10 052 050 0.02 189 155 0.34
05 410 400 0.10 113 400 013 516 400 1.16
1 413 400 0.13 414 400 0.14 466 4.00 0.66
1.50 411 400 0.11 412 400 0.12 481 4.00 0.81
2 415 400 0.15 419 4.00 0.19 482 400 0.82
200 5 420 400 0.20 419 4.00 0.19 510 4.00 1.10
10 411 399 0.12 411 400 0.11 511 4.00 1.11
20 340 318 0.22 4.09  3.99 0.10 514 400 1.14
40 112 1.08 0.04 356 3.46 0.10 480 395 0.85
60 0.67 0.60 0.07 207 1.94 0.13 444 354 0.90
80 0.33 027 0.06 0.99 091 0.08 320 273 047

Verdadero valor  4.00 4.00 0.00 4.00 4.00 0.00 4.00 4.00 0.00

Tabla 4.2: Resultados de LASSO inicial, LASSO ajustado y LARS,, para el Pro-
blema 1 con errores SAR.
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2 LASSO inicial LASSO ajustado LARS,,

" 7 VARS VP FP VARS VP FP  VARS VP FP
05 428 4.00 028 444 400 044 441 3.66 075
1 432 399 0.33 432 400 0.32 497 400 0.97
1.5 423 3.93 0.30 426 3.96 0.30 453 398 0.55
2 438 385 0.53 443 391 0.52 450 391 0.59
100 5 3.86 341 045 393 355 0.38 3.97 346 0.51
10 3.00 274 0.35 331 287 0.44 3.62 299 0.63
20 246 219 027 263 241 0.22 321 253 0.68
40 153 1.32 021 1.67  1.47 0.20 253 1.94 0.59
60 124 1.05 0.19 138 1.21 0.17 201 149 0.52
80 092 069 0.23 1.02 086 0.16 1.94 138 0.56
05 435 400 035 436 4.00 0.36 436 357 079
1 421 4.00 0.21 422 4.00 0.22 485 400 0.85
1.5 426 4.00 0.26 498 400 028 471 4.00 0.71
2 441 399 0.42 433 399 0.34 461 400 0.61
500 5 412 371 041 426 3.84 0.42 453 387 0.66
10 345 311 0.34 364 331 0.33 410 3.60 0.50
20 295 266 0.29 321 281 0.40 373 307 0.66
40 220 1.88 0.32 234 200 0.34 350 277 0.73
60 183 1.56 0.27 1.89  1.71 0.18 2.80 222 0.58
80 134 117 0.17 1.61  1.45 0.16 240 194 046
05 116 4.00 0.16 118 400 0.18 447 370 047
1 432 4.00 0.32 4.27 400 027 4.64  4.00 0.64
1.5 432 400 0.32 431 4.00 0.31 449 400 0.49
2 418  4.00 0.18 420 4.00 0.20 452 4.00 0.52
100 5 428 399 0.29 439 4.00 0.39 466 4.00 0.66
10 3.92 378 0.14 396 379 017 466 3.96 0.70
2 352 329 0.23 3.66 3.43 0.23 418 3.64 0.54
40 272 2.56 0.16 2.86 278 0.08 3.80 3.18 0.62
60 227 209 0.18 239 222 017 345 285 0.60
80 210 1.89 0.21 220 206 0.14 297 246 051
05 418 4.00 0.18 120 4.00 020 127 364 063
1 410  4.00 0.10 4.09  4.00 0.09 468 4.00 0.68
15 416 4.00 0.16 423 400 0.23 448 400 0.48
2 417 400 0.17 417 400 0.17 445  4.00 0.45
200 5 419 4.00 0.19 421 400 0.21 458  4.00 0.58
10 410  3.97 0.13 415 399 0.16 466 3.99 0.67
20 3.81 3.70 0.11 397 379 0.18 452 385 0.67
40 3.38 322 0.16 352 3.37 0.15 445 376 0.69
60 261 254 0.07 299 288 0.11 3.86  3.29 0.57
80 249 235 0.14 2.79 266 0.13 3.55  3.08 0.47

Verdadero valor  4.00 4.00 0.00 4.00 4.00 0.00 4.00 4.00 0.00

Tabla 4.3: Resultados de LASSO inicial, LASSO ajustado y LARS,, para el Pro-
blema 2 con errores CAR.
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2 LASSO inicial LASSO ajustado LARS,,

" 7 VARS VP FP VARS VP FP  VARS VP FP
05 466 3.99 067 441 400 041 434 358 076
1 453 395 0.58 439 3.99 0.40 501 4.00 1.01
1.50 437 379 0.58 440  3.98 0.42 495 398 097
2 405 3.60 0.45 4.44  3.95 0.49 440 390 0.50
100 5 353 3.07 0.46 398 353 0.45 335 310 0.25
10 2.78  2.39 0.39 326 290 0.36 331 272 0.59
20 1.86 157 0.29 256 228 0.28 327 231 0.96
40 117 094 0.23 190 159 0.31 258  1.79 0.79
60 0.85 0.62 0.23 121 1.07 0.14 222 150 0.72
80 058 040 0.18 1.02 088 0.14 203 131 0.72
05 432 400 032 439  4.00 0.39 459 386 073
1 4.40  4.00 0.40 436 4.00 0.36 457 400 057
1.5 430 3.94 0.36 426 4.00 0.26 459  4.00 0.59
2 424 389 0.35 424 399 0.25 450 4.00 0.50
500 5 3.68 341 027 425 390 0.35 436 381 0.55
10 3.26  3.01 0.25 3.78 358 0.20 456 3.64 0.92
2 236 2.08 0.28 335  3.09 0.26 377 3.06 0.71
40 155 1.41 0.14 248 218 0.30 3.35 249 0.86
60 1.01 090 0.11 1.87  1.75 0.12 265 2.03 0.62
80 0.77  0.67 0.10 1.63 148 0.15 237 182 0.55
05 117 4.00 017 116 4.00 0.16 474 391 083
1 431 4.00 0.31 429 400 029 460  4.00 0.60
1.5 420 400 0.20 418 4.00 0.18 438 400 0.38
2 425  4.00 025 426 4.00 0.26 ATT 400 0.77
100 5 406  3.82 0.24 416 3.99 0.17 475 398 0.77
10 358 334 024 402 383 0.19 473 386 0.87
20 290 2.69 0.21 359 336 0.23 436 3.67 0.69
40 200 1.93 0.07 296 281 0.15 391 315 0.76
60 159 151 0.08 267 251 0.16 346 281 0.65
80 .02 093 0.09 226 2.05 0.21 299 253 0.46
05 419  4.00 0.19 415 400 0.15 463 390 0.73
1 412 4.00 0.12 411 400 0.11 452 4.00 0.52
15 414 400 0.14 411 4.00 0.11 443 400 0.43
2 4.08  4.00 0.08 414 400 0.14 438 400 0.38
200 5 410 3.97 0.13 415 400 0.15 475 400 0.75
10 3.92 377 0.15 411 4.00 0.11 453 399 0.54
20 346  3.30 0.16 393 380 0.13 460 3.93 0.67
40 257 249 0.08 341 331 0.10 434 364 0.70
60 233 215 0.18 315 291 0.24 402  3.38 0.64
80 181 1.72 0.09 279 2.68 0.11 3.72 327 045

Verdadero valor  4.00 4.00 0.00 4.00 4.00 0.00 4.00 4.00 0.00

Tabla 4.4: Resultados de LASSO inicial, LASSO ajustado y LARS,, para el Pro-
blema 2 con errores SAR.

En lo que refiere a la estimacion de 3, al analizar las figuras también se
observa que la estimacién puntual tiene menor sesgo a medida que aumenta
n, y para cada valor de n es mejor para valores pequeiios de 2. El método
LARS,, estima mejor que sus pares a los verdaderos positivos (5, a (), pero

en general estima peor a los falsos positivos (85 a [2). El pardmetro 8y = 0
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es estimado correctamente en todos los escenarios (fy ~ 0).

También se puede ver que CAR estima mejor que SAR, y que el Problema 2
estima con menor sesgo a las variables que participan en el verdadero modelo
que el Problema 1.

Los escenarios correspondientes al Problema 2, con n = 800, cualquier valor de

0% y ambos modelos de error, visualmente parecen ser los que estiman mejor
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Los colores representan distintos valores de o2.

Figura 4.1: §; 0 < i < 20 para el Problema 1 con error CAR.
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Figura 4.2: (; 0 < i < 20 para el Problema I con error SAR.
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Los colores representan distintos valores de 2.

Figura 4.3: (; 0 < i < 20 para el Problema 2 con error CAR.

IAlgunos f; no figuran en los graficos por exceder el rango utilizado: Bio = 3.36 en
LARS,, paran = 100y 02 = 60, 81 = 2.13 (LARS,,), B12 = —2.57, f14 = 3.10 y B19 = 2.55
en LASSO inicial para n = 100 y o2 = 80.
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Figura 4.4: (; 0 < i < 20 para el Problema 2 con error SAR.

[

Por tltimo, al comparar las estimaciones puntuales de 6 y 02, se obtiene que
en general todos los escenarios estiman razonablemente bien ambos parame-
tros, el sesgo de 0 se reduce al aumentar n, pero no hay diferencias sustanciales
al variar o2. El método que produce mejores estimaciones puntuales de estos

parametros es LARS,,.

'En LARS, oo con n = 100 y 02 = 80 no figura en el grafico por exceder el rango
utilizado (f20 = 2.57).
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LASSO ajustado

LARS,,

2
no 0 o 0 52 0 52
0.9 05 085(0.12) 058 (0.11)  0.62 (0.58) 1.23 (1.10)
09 1 085(0.12) 1.15(0.20)  0.90 (0.13)  1.00 (0.16)
0.9 15 086 (0.11) 1.75(029)  0.89 (0.16) 1.50 (0.24)
09 2 084(0.12) 2.33(041)  0.86(0.14) 2.04 (0.34)
g 09 5 0.80(0.13) 593 (1.20) 086 (0.15) 501 (0.90)
0.9 10 0.77(0.13) 12.16 (2.64)  0.84 (0.14) 10.22 (1.96)
0.9 20 0.79 (0.14) 22.85 (3.16)  0.83 (0.14) 21.28 (3.84)
0.9 40 0.79 (0.14) 44.30 (6.78)  0.79 (0.16) 41.70 (6.65)
0.9 60 0.76(0.15) 64.71 (9.23)  0.83 (0.14) 60.64 (9.51)
0.9 80 0.82(0.16) 815 (11.79)  0.82 (0.14) 78.92 (13.93)
0.9 05 083(0.10) 055 (0.05)  0.64 (0.51) 0.90 (0.65)
09 1 087(0.10) 1.13(0.11)  0.90 (0.10) 1.01 (0.12)
0.9 15 0.85(0.11) 169 (0.17) 089 (0.10)  1.53 (0.18)
09 2 083(0.12) 2.23(0.25  0.90(0.10) 1.98 (0.23)
o 09 5 079(014) 570(065) 087 (0.11) 494 (0.54)
0.9 10 079 (0.13) 11.45 (1L40)  0.83 (0.12)  9.90 (1.22)
0.9 20 0.79 (0.13) 23.23 (253)  0.83 (0.13) 20.43 (2.52)
0.9 40 0.76 (0.15) 43.93 (4.64)  0.81 (0.12) 41.06 (4.46)
0.9 60 0.80(0.13) 63.72 (6.57)  0.84 (0.12) 61.13 (6.68)
0.9 80 0.80(0.13) 84.68 (9.73)  0.82 (0.13) 82.05 (8.48)
0.9 05 083 (0.07) 055 (0.04) 0.5 (0.30) 0.89 (0.49)
0.9 1 085(0.09) 1.09(0.09)  0.89 (0.08) 1.00 (0.08)
0.9 15 0.86(0.08) 1.62(0.11) 089 (0.08) 152 (0.13)
0.9 2 086(0.09) 2.16(0.17)  0.88 (0.09) 2.02 (0.14)
wo 09 5 082(010) 546 (044)  0.85 (0.10)  5.10 (0.42)
0.9 10 0.82(0.10) 10.94 (0.77)  0.85 (0.10) 10.04 (0.77)
0.9 20 0.83(0.10) 21.94 (2.03)  0.87 (0.09) 20.09 (1.53)
0.9 40 0.81 (0.09) 43.89 (3.08)  0.87 (0.09) 41.23 (3.33)
0.9 60 0.84(0.09) 64.38 (4.9)  0.85(0.10) 62.14 (4.99)
0.9 80 0.84(0.09) 8452 (557)  0.85 (0.09) 83.13 (6.62)
0.9 05 083 (0.08) 053(0.03)  0.71(0.23) 0.7 (0.38)
0.9 1 088(0.06) 1.07(0.06)  0.90(0.06) 1.01 (0.05)
0.9 15 0.86(0.06) 1.60(0.09)  0.88(0.06) 1.51 (0.08)
0.0 2 085(0.06) 2.14(0.13)  0.89 (0.06) 2.02 (0.11)
wo 09 5 085(0.08) 530(033) 089 (0.06) 495 (0.25)
0.9 10 0.86(0.07) 10.57 (0.59)  0.89 (0.06) 10.03 (0.53)
0.9 20 0.86(0.07) 21.19 (1.18)  0.88 (0.06) 20.29 (1.10)
0.9 40 0.87 (0.07) 42.70 (2.63)  0.88 (0.07) 40.35 (1.98)
0.9 60 0.86(0.06) 63.71 (3.20)  0.88 (0.07) 60.89 (3.09)
0.9 80 0.87 (0.06) 84.28 (4.38)  0.89 (0.06) 81.07 (5.14)

Tabla 4.5: Parametros espaciales estimados en LASSO ajustado y LARS,,, para el

Problema 1 con errores CAR.
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LASSO ajustado

LARS,,

2
n 0 o i 52 i 52
0.9 0.5 0.78 (0.08) 0.71 (0.17) 0.65 (0.71)  1.89 (5.32)
09 1 0.78(0.10) 1.33 (0.28) 0.88 (0.08)  1.02 (0.17)
0.9 1.5 0.75(0.10) 2.09 (0.44) 0.86 (0.10)  1.57 (0.31)
09 2 0.74(0.10) 2.95 (0.83) 0.83 (0.11)  2.11 (0.39)
100 09 5 0.74(0.10) 7.47 (1.72) 0.83 (0.11)  5.44 (1.21)
0.9 10 0.76 (0.11) 13.91 (2.33) 0.83 (0.10) 10.75 (2.28)
0.9 20 0.80(0.11) 24.63 (4.08) 0.83 (0.11) 22.02 (3.82)
0.9 40 0.80 (0.11) 45.90 (6.37) 0.83 (0.11) 41.38 (6.55)
0.9 60 0.84(0.11) 65.32 (9.66) 0.82 (0.10)  61.59 (9.35)
0.9 80 0.83(0.10) 84.76 (13.34) 0.83 (0.10) 82.73 (12.89)
0.9 0.5 0.83(0.05) 0.63 (0.09) 0.76 (0.22)  0.83 (0.52)
09 1 0.80(0.07) 1.30 (0.18) 0.87 (0.06)  1.05 (0.12)
0.9 1.5 0.80(0.08) 1.93 (0.30) 0.87 (0.06)  1.54 (0.15)
09 2 0.81(0.07) 2.53(0.37) 0.86 (0.06)  2.03 (0.22)
200 09 5 0.79(0.07) 6.62 (1. 04) 0.86 (0.07)  5.11 (0.57)
0.9 10 0.81(0.08) 12.98 (1.77) 0.87 (0.06) 10.19 (1.25)
0.9 20 0.82(0.07) 24.44 (2.81) 0.86 (0.07)  20.58 (2.67)
0.9 40 0.84 (0.07) 45.40 (4.98) 0.86 (0.07) 41.74 (4.93)
0.9 60 0.86(0.07) 64.50 (6.55) 0.86 (0.07) 62.14 (7.24)
0.9 80 0.84 (0.07) 85.50 (8.87) 0.86 (0.06) 81.65 (7.82)
0.9 0.5 0.84 (0.05) 0.6 (0.06) 0.82 (0.13)  0.69 (0.30)
09 1 0.84(0.05 1.19(0.12) 0.89 (0.04)  1.00 (0.08)
09 1.5 0.84 (0.05) 1.83(0.18) 0.88 (0.05)  1.52 (0.11)
09 2 0.84(0.05 2.36 (0.24) 0.89 (0.04)  2.03 (0.15)
400 09 5 0.84(0.05) 5.94 (0.58) 0.89 (0.04)  5.04 (0.38)
0.9 10 0.83(0.05) 11.86 (1.18) 0.88 (0.05) 10.25 (0.85)
0.9 20 0.84(0.05) 23.94 (2.06) 0.88 (0.05) 20.17 (1.57)
0.9 40 0.86 (0.05) 44.22 (3.60) 0.88 (0.04) 40.85 (3.34)
0.9 60 0.87(0.04) 64.66 (4.46) 0.88 (0.04) 63.13 (4.76)
0.9 80 0.87(0.04) 85.57 (5.69) 0.88 (0.05) 83.25 (6.15)
0.9 0.5 0.86(0.03) 0.56 (0.04) 0.84 (0.08)  0.63 (0.15)
09 1 0.87(0.03) 1.13(0.07) 0.89 (0.03)  1.01 (0.06)
09 1.5 0.86(0.03) 1.70 (0.12) 0.89 (0.03)  1.53 (0.09)
09 2 0.86(0.03) 2.26 (0.15) 0.89 (0.03)  2.01 (0.10)
300 09 5 0.87(0.03) 5.63(0.40) 0.89 (0.03)  4.99 (0.23)
0.9 10 0.86(0.04) 11.30 (0.84) 0.90 (0.03)  9.97 (0.51)
0.9 20 0.86(0.04) 22.62 (1.68) 0.90 (0.03)  20.09 (1.11)
0.9 40 0.87(0.03) 44.06 (2.35) 0.89 (0.03) 40.60 (2.19)
0.9 60 0.87(0.03) 64.61 (3.21) 0.89 (0.03) 60.95 (3.17)
0.9 80 0.88(0.03) 84.74 (4.39) 0.89 (0.03)  81.40 (4.04)

Tabla 4.6: Parametros espaciales estimados en LASSO ajustado y LARS,,, para el

Problema 1 con errores SAR.
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LASSO ajustado

LARS,,

2
n 0 o i 52 i 52
0.9 0.5 0.85(0.14) 0.55 (0.09) 0.68 (0.31)  0.75 (0.34)
09 1 084(0.14) 1.11(0.17) 0.86 (0.17)  0.97 (0.18)
09 1.5 0.86(0.12) 1.66 (0.32) 0.86 (0.17)  1.45 (0.23)
09 2 0.88(0.12) 2.19 (0.38) 0.84 (0.16)  2.00 (0.46)
100 09 5 0.87(0.11) 5.51(0.95) 0.88 (0.14)  5.02 (0.87)
0.9 10 0.86(0.11) 11.66 (1.84) 0.85 (0.14)  10.30 (1.76)
0.9 20 0.83(0.13) 23.07 (3.60) 0.87 (0.13)  20.08 (3.32)
0.9 40 0.81(0.13) 46.64 (7.72) 0.84 (0.12)  40.09 (6.29)
0.9 60 0.78 (0.14) 70.12 (11.26) 0.81 (0.13) 61.36 (10.10)
0.9 80 0.80(0.13) 88.13 (13.33) 0.82 (0.15) 80.48 (12.24)
0.9 0.5 0.87(0.10) 0.53 (0.06) 0.74 (0.23)  0.72 (0.25)
09 1 0.86(0.11) 1.08 (0.12) 0.86 (0.14)  0.98 (0.12)
0.9 1.5 0.89(0.10) 1.61 (0.20) 0.87 (0.12)  1.48 (0.17)
09 2 0.86(0.11) 2.12(0.23) 0.90 (0.10)  1.99 (0.21)
200 09 5 0.86(0.09) 5.55(0.63) 0.89 (0.10)  5.07 (0.66)
0.9 10 0.84 (0.11) 10.93 (1.28) 0.88 (0.11) 10.13 (1.17)
0.9 20 0.82(0.13) 22.06 (2.53) 0.84 (0.12)  20.01 (2.21)
0.9 40 0.80(0.13) 44.84 (4.60) 0.83 (0.12)  39.90 (4.04)
0.9 60 0.80(0.13) 66.33 (7.15) 0.83 (0.11)  60.17 (6.84)
0.9 80 0.80(0.14) 88.92 (10.21) 0.84 (0.13)  80.30 (8.35)
0.9 0.5 0.86(0.09) 0.53 (0.04) 0.77 (0.21)  0.69 (0.26)
09 1 0.88(0.08) 1.07 (0.08) 0.90 (0.08)  1.00 (0.07)
09 1.5 0.88(0.08) 1.59 (0.12) 0.89 (0.08)  1.50 (0.12)
09 2 087(0.09) 2.14 (0.17) 0.89 (0.08)  2.01 (0.14)
400 09 5 0.87(0.09) 5.33(0.44) 0.89 (0.08)  4.95 (0.39)
0.9 10 0.84 (0.09) 10.87 (0.78) 0.89 (0.08) 10.04 (0.68)
0.9 20 0.84(0.10) 21.34 (1.61) 0.87 (0.09)  20.10 (1.56)
0.9 40 0.83(0.10) 43.50 (3.67) 0.87 (0.09) 40.32 (3.19)
0.9 60 0.86(0.09) 65.25 (4.39) 0.88 (0.09)  59.97 (4.41)
0.9 80 0.83(0.10) 86.68 (6.29) 0.87 (0.08) 79.83 (5.87)
0.9 0.5 0.89(0.06) 0.53 (0.03) 0.77 (0.16)  0.70 (0.23)
09 1 0.89(0.05) 1.04 (0.06) 0.91 (0.05)  0.99 (0.05)
0.9 1.5 0.89(0.06) 1.57 (0.08) 0.89 (0.06)  1.49 (0.08)
09 2 0.89(0.06) 2.09(0.11) 0.90 (0.06)  1.99 (0.09)
300 09 5 0.87(0.05 5.28 (0.27) 0.89 (0.06)  4.97 (0.28)
0.9 10 0.87(0.07) 10.53 (0.55) 0.89 (0.06) 10.06 (0.54)
0.9 20 0.87(0.07) 21.19 (1.38) 0.88 (0.06) 19.99 (0.99)
0.9 40 0.86 (0.06) 42.55 (2.35) 0.90 (0.06)  39.97 (2.46)
0.9 60 0.86(0.07) 64.18 (3.78) 0.89 (0.06) 59.74 (3.33)
0.9 80 0.86(0.06) 85.58 (4.41) 0.89 (0.06) 79.54 (3.71)

Tabla 4.7: Parametros espaciales estimados en LASSO ajustado y LARS,,, para el

Problema 2 con errores CAR.

63



LASSO ajustado

2
n 0 o i 52 i 52
0.9 0.5 0.82(0.09) 0.62 (0.14) 0.76 (0.26)  1.02 (1.44)
09 1 0.82(0.09) 1.26(0.24) 0.89 (0.10)  0.97 (0.15)
0.9 1.5 0.82(0.09) 1.94 (0.38) 0.90 (0.08)  1.46 (0.25)
09 2 0.81(0.08) 2.62 (0.56) 0.89 (0.09)  2.13 (0.82)
100 09 5 0.77(0.10) 6.48 (1.39) 0.82 (0.13)  6.32 (2.57)
0.9 10 0.78 (0.11) 12.99 (3.19) 0.82 (0.13) 11.44 (2.72)
0.9 20 0.76 (0.11) 26.36 (5.35) 0.83 (0.12)  20.36 (3.89)
0.9 40 0.78 (0.10) 50.07 (9.85) 0.83 (0.11) 41.41 (6.80)
0.9 60 0.80(0.11) 73.51 (11.98) 0.85 (0.11) 62.38 (10.09)
0.9 80 0.79 (0.11) 96.76 (14.46) 0.84 (0.09) 82.32 (14.09)
0.9 0.5 0.85(0.07) 0.59 (0.07) 0.81 (0.14)  0.67 (0.32)
09 1 0.85(0.06) 1.21(0.16) 0.89 (0.06)  0.98 (0.10)
0.9 1.5 0.84 (0.06) 1.84 (0.24) 0.91 (0.05)  1.48 (0.17)
09 2 0.83(0.06) 2.45(0.37) 0.89 (0.06) 1.99 (0.26)
200 09 5 0.81(0.07) 6.25(0.82) 0.85 (0.07)  5.33 (1.27)
0.9 10 0.80(0.08) 12.51 (1.72) 0.86 (0.07) 10.13 (1.41)
0.9 20 0.82(0.07) 24.68 (3.49) 0.87 (0.07) 19.83 (2.40)
0.9 40 0.81(0.08) 49.01 (6.77) 0.87 (0.06) 39.61 (4.20)
0.9 60 0.81(0.08) 73.12(8.71) 0.87 (0.06) 59.45 (6.18)
0.9 80 0.82(0.08) 94.84 (9.29) 0.87 (0.06) 81.12 (8.43)
0.9 0.5 0.86(0.05) 0.57 (0.05) 0.85 (0.07)  0.61 (0.10)
09 1 0.86(0.04) 1.14 (0.10) 0.89 (0.04)  0.99 (0.07)
09 1.5 0.85(0.05) 1.72(0.16) 0.88 (0.05)  1.50 (0.11)
09 2 0.85(0.05 2.29 (0.22) 0.89 (0.04)  2.02 (0.15)
400 09 5 0.84(0.05) 5.78 (0.58) 0.88 (0.05)  5.08 (0.41)
0.9 10 0.84 (0.04) 11.74 (1.07) 0.88 (0.05) 10.01 (0.90)
0.9 20 0.85(0.05) 23.53 (2.57) 0.89 (0.04) 19.90 (1.35)
0.9 40 0.83(0.05) 47.48 (4.47) 0.89 (0.05)  40.40 (2.97)
0.9 60 0.85(0.05) 69.88 (6.74) 0.89 (0.05)  60.49 (4.75)
0.9 80 0.85(0.05) 92.36 (7.17) 0.88 (0.05) 81.28 (6.50)
0.9 0.5 0.88(0.03) 0.55(0.04) 0.86 (0.07)  0.59 (0.10)
09 1 0.87(0.03) 1.13(0.08) 0.90 (0.03)  1.00 (0.05)
09 1.5 0.87(0.03) 1.67(0.12) 0.89 (0.03)  1.51 (0.08)
09 2 0.86(0.04) 2.23(0.14) 0.90 (0.03)  2.01 (0.11)
300 09 5 0.86(0.04) 5.57(0.43) 0.90 (0.03)  4.96 (0.25)
0.9 10 0.87(0.04) 11.06 (0.82) 0.90 (0.03)  9.99 (0.54)
0.9 20 0.87(0.03) 22.26 (1.45) 0.89 (0.03) 20.13 (1.09)
0.9 40 0.87(0.04) 44.77 (3.02) 0.89 (0.03)  40.03 (1.97)
0.9 60 0.87(0.03) 67.13 (4.42) 0.89 (0.03) 60.24 (3.15)
0.9 80 0.87(0.03) 89.91 (6.28) 0.90 (0.03) 80.13 (4.88)

Tabla 4.8: Parametros espaciales estimados en LASSO ajustado y LARS,,, para el

Problema 2 con errores SAR.

Para comparar los distintos métodos de selecciéon de una forma cuantifi-

cable, se consider6 la distancia euclidea entre los resultados obtenidos en las

64



simulaciones de los distintos escenarios y la situacion 6ptima, es decir, la can-
tidad de verdaderos positivos y falsos positivos identificados en cada escenario
versus la cantidad que deberia haberse identificado respectivamente. Utilizan-
do esta medida, se puede determinar en cada caso el método que menos se alejo
de la situacion 6ptima (menor distancia euclidea), considerando en simultaneo
las variables seleccionadas y no seleccionadas.

De esta forma, se obtiene que LASSO ajustado seleccioné globalmen-
te mejor en el 46 % de los escenarios, mientras que LARS,, lo hizo
en el 33% y LASSO inicial en el 21 % restante. Estos resultados no se
diferencian sustancialmente segtin el problema ni el valor de n considerado,
pero si de acuerdo al valor de o2 y el tipo de error. En los escenarios con error
de tipo CAR, LASSO ajustado y LARS,,, empatan siendo mejores en el 36 %
de los casos (LASSO inicial es mejor en el 28 % restante), mientras que en los
escenarios con error SAR, LASSO ajustado selecciona mejor en el 55 % de los
casos, LARS,, en el 30 % y LASSO inicial solamente en el 15 % restante.

Por otra parte, en escenarios con o2 = 0.5 el método que selecciona mejor es
LASSO inicial (66 % de los casos, versus 34 % LASSO ajustado, y en ninguno
es mejor LARS,,). En aquellos con 1 < ¢? < 20 LASSO ajustado selecciona
mejor (67 %, versus 24 % LASSO inicial y apenas 8 % LARS,,) y en los que
tienen o2 > 40 es LARS,, el método que mejor selecciona (94 % de los casos,
frente a 6 % LASSO ajustado y 0% LASSO inicial).

Es importante resaltar que los resultados del método LARS,, son sensibles
a la tolerancia (tol) y la cantidad méxima de pasos consideradas. Los resul-
tados presentados en este apartado consideran una tolerancia de 0.01 y una
cantidad maxima de pasos por iteracién igual a 10(ﬂ. Ambos parametros afec-
tan la convergencia del estimador 7).

En las simulaciones presentadas anteriormente la cantidad de pasos m varia en
funcion de los escenarios, es decir, en funcién de la combinacion de parametros
utilizados. En general se obtiene que la cantidad de pasos no se ve afectada
por el valor de n ni por el tipo de error. El pardmetro o2 afecta a la cantidad
de pasos necesarios de una forma particular, ya que cuando o? = 0.5 la can-
tidad de pasos necesarios para obtener la convergencia es bastante superior al

resto de los casos, e incluso en algunos casos no se obtiene la convergencia del

!Cada iteracién termina cuando se obtuvo la convergencia (|| — 7™~y < tol) o
cuando se llegé al méximo de pasos estipulados (m = 100).
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método. Més alld de este caso, no se aprecia una relacién clara entre o2 y la
cantidad de pasos necesarios.

Al considerar el problema también se notan diferencias en la cantidad de pasos,
siendo levemente menor en el Problema 1 (variables independientes) respec-
to al Problema 2 (variables correlacionadas). En la Tabla se presentan
los resultados por Problema y modelo de error (excluyendo los casos en que

0? = 0.5). En promedio, se requieren 6 pasos para obtener la convergencia de

~

n.

Problema 1  Problema 2 Total
CAR SAR CAR SAR
Minimo 3 3 3 3 3
Media 4 5 5 7 6
Maximo 11 23 21 37 37

Tabla 4.9: Cantidad de pasos necesarios (m) para obtener la convergencia en
LARS,, por problema y tipo de error.
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Capitulo 5

Aplicacion con datos reales de la

Encuesta Continua de Hogares

En este capitulo se aplican las metodologias propuestas a los microdatos
de la ECH que elabora el Instituto Nacional de Estadistica (INE) de Uru-
guay, correspondiente al ano 2018. Esta encuesta, que se lleva a cabo de forma
ininterrumpida desde el ano 1968, brinda los indicadores oficiales del merca-
do laboral (actividad, empleo y desempleo) y de ingresos de los hogares y las
personas del pais. Es de tipo transversal, por lo que se aplica a cada hogar en
una unica oportunidad.

En este trabajo se utiliza una sub-base conformada por 933 hogares del medio
rural ampliado (localidades de hasta 5.000 habitantes y zona rural dispersa)
que no son propietarios de la vivienda ni del terreno que ocupan, y a su vez
presentan al menos una necesidad bésica insatisfecha (NBIfI] Ademéds de los
paquetes mencionados en el Capitulo [ en este capitulo se utilizan shapefiles,
sp y rgdal (ver [49], [41] y [3]).

Los microdatos de la ECH son de acceso libre y estdn disponibles en la pagina
web del INE, sin embargo por razones de confidencialidad no se dispone de
la georreferenciacién de los hogares encuestados. Para poder utilizar esta base
para analisis espacial, y por tratarse de un fin académico, se decidié imputar a
cada hogar una ubicaciéon lo mas aproximada a la real que fuera posible. Esto

se logré mediante la asignacion aleatoria de ubicaciones dentro del area de la

1“Las NBI miden la falta de acceso de la poblacién a determinados bienes y servicios
que se consideran criticos para el desarrollo humano como son, el acceso a una vivienda
decorosa, energia eléctrica, agua potable, servicios sanitarios, articulos de confort y acceso
a la educacién” (Fuente: www.ine.gub.uy).
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seccién censal a la que pertenece cada hogalﬂ
Con la informacién disponible en la encuesta se busca estimar el ingreso per
cépita de los hogares (sin valor locativo y sin servicio doméstico), expresado

en Unidades Reajustables (UR), asumiendo a priori las siguientes premisas:

= el ingreso de los hogares no se distribuye equitativamente en el territorio,
sino que hay zonas donde se concentran hogares de mayores ingresos y
otras donde se concentran hogares de menores ingresos,

= existe autocorrelacion espacial en la variable “ingreso per cépita del ho-
gar” para los hogares rurales en cuestion, asumiendo que los hogares que
estan mas proximos entre si comparten algunas caracteristicas como por

ejemplo la actividad laboral que desempenan sus integrantes.

Es importante aclarar que si bien la base utilizada pertenece a una muestra
aleatoria que cumple todas las condiciones de representatividad del muestreo
estadistico, no se utilizan ponderadores para expandir los resultados a toda
la poblaciéon por no ser el objetivo del presente trabajo. El objetivo que se
persigue consiste en realizar la seleccion de variables en un contexto espacial
utilizando un conjunto de datos reales, y no hacer inferencia sobre la poblacion
a partir de la muestra.

En la Figura [5.1] se presenta la ubicacién espacial de los hogares considerados,
identificando el cuartil de ingreso per cépita al que pertenecen. Como puede
observarse, la dispersion de las observaciones es lo suficientemente grande como
para cubrir todo el territorio, constantandose la presencia de hogares en todos
los departamentos, con mayor concentraciéon en el departamento de Canelones.
Asimismo, se aprecia una mayor concentraciéon de hogares de menor ingreso
per cépita en los departamentos del noreste del pais (Rivera, Cerro Largo y
Treinta y Tres) y una mayor concentracién de hogares de mayor ingreso per
cépita en los departamentos del litoral y suroeste (Salto, Paysandu, Rio Negro,
Soriano, Colonia, Flores y Florida).

La estructura de vecindad considerada para estos datos (triangular) produce
el grafo que se muestra en la Figura [5.2] De acuerdo a esta estructura, cada
hogar tiene entre 3 y 12 hogares vecinos, siendo este guarismo en promedio

igual a 5.94.

La identificacién del segmento y seccién censal para los hogares del drea rural ampliada
no estaba disponible para todo ptblico, por lo que fue necesario realizar una solicitud de
informacién especifica.
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Las pruebas de autocorrelacién espacial sobre la variable de interés (ingreso

per cépita del hogar) se presentan en la Tabla (5.1)).

ler cuartil
2do cuartil
3er cuartil
4to cuartil

EODEO

Figura 5.1: Ubicacién espacial de los hogares del medio rural ampliado de la ECH
considerados, identificando el cuartil de ingreso per capita al que pertenecen.

2

Figura 5.2: Grafo asociado a la estructura de vecindad triangular para la base ECH
considerada.
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Para las pruebas de autocorrelacion se utilizan los indices de Moran y
Geary definidos en el Capitulo [3| (definiciones (3.7) vy (3.9))). La hipdtesis nula

consiste en la ausencia de autocorrelacion espacial. El estadistico utilizado es
I1-E(I)

v/ Var(I)

acuerdo a la Proposicién 5.4 de Gaetan and Guyon [19], este estadistico tiene

, donde I representa el indice de autocorrelacién correspondiente. De

asintoticamente una distribucion normal estandar. Las distintas variantes de
la Tabla surgen de cémo se calcula la varianza de los indices: mediante
randomizacién (remuestra), asumiendo normalidad (gaussiano) o realizando
permutaciones (Monte Carlo). Para cada uno de los casos se presenta el es-
tadistico y el p-valor correspondienteﬂ Se rechaza la hipodtesis de ausencia de

autocorrelacion espacial en todos los casos.

Moran test Geary test
Estadistico  p-valor  Estadistico  p-valor
remuestra 4.5428 2.775e-06 3.9167 4.489e-05
gaussiano 4.5262 3.003e-06 4.7795 8.788e-07
Monte Carlo - 0.0099 - 0.0099

Tipo

Tabla 5.1: Pruebas de autocorrelacion espacial para la variable a explicar: ingreso
per capita del hogar.

Por otro lado, se considera un conjunto de variables cuantitativas buscando
que reflejen las principales caracteristicas socioeconémicas del hogar asi como

también su nivel de confort. Estas variables son:

= X;: cantidad de integrantes del hogar,

= X5 proporcion de perceptores de ingresos en el hogarﬂ

= Xj3: proporcion de perceptores de ingresos que son de sexo masculino,

= X,: edad promedio de no perceptores de ingresos,

= X;: edad promedio de perceptores de ingresos de sexo masculino,

= Xg: edad promedio de perceptores de ingresos de sexo femenino,

= X7: anos de educacion formal en promedio de los perceptores de ingresos,

= Xg: anos de educacion formal en promedio de los perceptores de ingresos
de sexo masculino,

= Xg: anos de educacion formal en promedio de los perceptores de ingresos

de sexo femenino,

IE] test de permutaciones por ser no parametrico, no proveé un estadistico
2Perceptores de ingresos incluye ocupados, jubilados, pensionistas y rentistas.
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= Xy

les,

= X

proporcion de integrantes del hogar que reciben prestaciones socia-

edad promedio de los integrantes del hogar que reciben prestaciones

sociales,

: proporcion de ocupados en el hogar,

: edad promedio de los ocupados de sexo masculino,

: edad promedio de los ocupados de sexo femenino,

: proporcion de los ocupados que son de sexo masculino,
» X6
L] X175

anos de educacion formal en promedio de los ocupados,

anos de educacién formal en promedio de los ocupados de sexo

masculino,

= Xig:

anos de educacion formal en promedio de los ocupados de sexo

femenino,

= Xy

promedio de horas trabajadas por semana entre los integrantes del

hogar que estan ocupados,

= Xy

promedio de horas trabajadas por integrantes ocupados de sexo

masculino,

= Xop:

promedio de horas trabajadas por integrantes ocupados de sexo

femenino,

= X
= X3
w Xoy:
n Xos:
n Xog:

cantidad de necesidades béasicas insatisfechas presentes en el hogar,
cantidad de elementos de confort presentes en el hogar,

cantidad de automéviles en el hogar,

cantidad de ciclomotores en el hogar,

cantidad de computadoras portatiles (excluyendo las del Plan Cei-

bal) en el hogar,

= Xo7:
= Xog:
. Xoo:

cantidad de aires acondicionados en el hogar,
cantidad de televisores a color en el hogar,

proporcion de integrantes con celular en el hogar.

Es facil percibir que por definicién algunas de las variables explicativas

tienen que estar correlacionadas entre si, de todos modos esto se verifica esti-

mando la matriz de correlaciones. Se obtienen 41 casos donde la correlacién es

mayor a 0.5 en valor absoluto, mientras que en 13 de estos es superior a 0.7 en

valor absoluto. En la Tabla se presentan las correlaciones que son mayores

a 0.7 en valor absoluto. La mayor correlacion se da entre las variables anos de
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educaciéon formal de los perceptores de ingresos y anos de educacion formal de
los ocupados, tanto para hombres como para mujeres y en el total (X7, Xgy
Xy versus Xj, Xi7 v Xis respectivamente). A su vez, el promedio de horas
trabajadas en total (Xi9) estd muy correlacionado con el promedio de horas
trabajadas por hombres (Xy).

Por su parte, la proporcion de integrantes del hogar que reciben prestaciones
(X10) estd muy correlacionada con la edad promedio de estos (X;1). Otras
variables que también presentan correlacién importante son la proporcién de
perceptores de ingreso que son hombres con la proporcion de ocupados que son
hombres (X3 y Xi5), la edad promedio de los hombres ocupados y la propor-
cién de ocupados que son hombres (X3 y Xi5), los anos de educacién de los
ocupados en total y de los hombres (X4 y Xi7), la proporcién de ocupados
que son hombres y el promedio de horas trabajadas por hombres (X5 y Xo0) ¥
la edad promedio, los anos de educacion y las horas trabajadas de las mujeres
ocupadas (X4, Xis y Xo1 respectivamente). Por otro lado, la proporcién de
perceptores de sexo masculino (X3) y la edad promedio de perceptores de sexo
femenino (Xg) tienen correlacion alta pero negativa.

En el Apéndice [2] se presenta la matriz de correlaciones para las 29 variables
consideradas.

Xe X Xis Xig Xir Xig Xoo X

X3 | -0.70 . 0.72

X5 : . . 0.85 :

X3 : . . . 0.89 .

Xy : . ) . . 0.89

X10 : 0.80 .

Xi3 : . 077 . : . . .

X4 : . : . . 0.76 .07

X5 : . : . : . 0.74

X6 : . ) . 0.75 . : .

Xig : . . . ) . . 0.73

X19 : . : . . . 0.84

Tabla 5.2: Correlaciones mas altas entre variables explicativas.

Siguiendo el procedimiento para eliminar la dependencia espacial, se estima
en primer lugar el LASSO inicial asumiendo que los datos fueran independien-
tes. A continuacién se aplica el procedimiento de eliminacién de la autocorre-
lacién espacial tanto para el modelo de errores CAR como SAR y luego se
estima el LASSO ajustado.
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Tanto para el modelo CAR como para SAR el valor de A 6ptimo, estimado
por validacién cruzada dejando uno afuera (nfolds = n), es igual a 0.575 en el
LASSO inicial y 0.082 en el LASSO ajustado.

Por otro lado, se aplica el método LARS,,, para ambos modelos de error.
Para los tres métodos considerados se realizan pruebas de autocorrelacion es-
pacial sobre los residuos. En la Tabla [5.3] se muestran los resultados de dichas
pruebas para el LASSO inicial, LASSO ajustado y LARS,, con errores CAR,
y en la Tabla lo mismo para errores SARE.

Como puede apreciarse, en todos los casos se rechaza la hipotesis de ausen-
cia de autocorrelacién en los residuos del LASSO inicial y no se rechaza en
los residuos del LASSO ajustado, es decir, el LASSO ajustado logré captar la
estructura espacial subyacente en los datos para ambos modelos de error. Sin
embargo, en el método LARS,, los residuos aiin presentan estructura espacial,
ya que en este caso se rechaza la hipétesis nula de ausencia de autocorrelacion.
Esto era esperable dado que este método no quita la autocorrelacion, sino que

estima los parametros teniendo en cuenta esta autocorrelacién.

Moran test Geary test

Estadistico p-valor Estadistico p-valor
remuestra 3.6689 0.0001 2.9659 0.0015

LASSO gaussiano 3.6528  0.0001  3.7359  9.3e-05
Monte Carlo - 0.0099 - 0.0099

remuestra 0.0760 0.4697 0.3335 0.3694

z%ésstg(?o gaussiano 0.0757  0.4698  0.4195  0.3374
Monte Carlo - 0.5248 - 0.4158

remuestra 3.2256 0.0006 2.5989 0.0047

LARS,, gaussiano 3.2139 0.0006 3.1635 0.0008
Monte Carlo - 0.0099 - 0.0099

Método Tipo

Tabla 5.3: Pruebas de autocorrelacion espacial para los residuos, modelo CAR.

Moran test Geary test
Estadistico p-valor Estadistico p-valor
remuestra 3.6689 0.0001 2.9659 0.0015
Llélfgg(l) gaussiano 3.6528  0.0001  3.7359  9.3¢-05
Monte Carlo - 0.0099 - 0.0099
remuestra 0.0818 0.4674 0.3327 0.3697
gaussiano 0.0815 0.4675 0.4184 0.3378
Monte Carlo - 0.4455 - 0.3861
remuestra 3.8352 6.2e-05 3.0866 0.0010
LARS,, gaussiano 3.8186 6.7¢-05 3.8805 5.2e-05
Monte Carlo - 0.0099 - 0.0099

Método Tipo

LASSO

ajustado

Tabla 5.4: Pruebas de autocorrelacién espacial para los residuos, modelo SAR.

'El LASSO inicial es idéntico para CAR y SAR por eso los resultados coinciden en el A
6ptimo, en las pruebas de autocorrelacién y en la estimaciéon de pardmetros.
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En la Tabla |5.5| se presentan los valores estimados de los parametros de

acuerdo a los tres métodos y los dos modelos de error espacial considerados.

CAR SAR
Pardmetro Eiii? LASSO LARS,, LASSO LARS,,
ajustado ajustado

Bo 6.14 0.64 -0.91 0.65 5.80
5 -0.90 -0.80 - -0.81 -0.31
By 8.57 9.00 10.15 8.99 4.33
Bs - - - - 0.17
ﬁ5 - - - - 0.01
By 0.01 0.005 - 0.01 -
Bio -0.21 -0.19 - -0.19 -
5:11 - - - - -
Bia 0.51 0.36 6.10 0.37 5.46
@14 - - - - -
Bis - - - - -
Big - - - - -
Bz : - : : :
@18 - - - - -
Big 0.09 0.09 - 0.09 -
@21 - - - - -
Bas -0.39 -0.35 - -0.35 -
Baa 0.06 0.06 ; 0.06 ;
Boa 2.18 2.08 2.02 2.08 0.43
6:25 - - - - -
Bas 2.06 1.96 1.30 1.96 1.50
Bos : : : : -
Bag 1.20 1.32 5.86 1.32 3.65

6 - 0.41 0.36 0.21 0.22
52 - 48.02 55.05 48.29 57.17

Tabla 5.5: Parametros estimados para el LASSO inicial, LASSO ajustado y
LARS,,, con errores CAR y SAR.
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En el LASSO inicial se seleccionan 11 variables de las 29 disponibles a priori,
las variables seleccionadas son: la cantidad de integrantes (X7), la proporcién
de integrantes que perciben ingresos (X3), el promedio de anos de educacién
formal de quienes perciben ingresos (X7), la proporcién de integrantes que reci-
ben prestaciones sociales (X1g), la proporcién de ocupados (X75), el promedio
de horas trabajadas por semana (Xi), la cantidad de necesidades bésicas in-
satisfechas (Xs2), la cantidad de elementos de confort (Xs3), la cantidad de
automéviles (Xa4), la cantidad de computadoras portétiles (Xo6) y la propor-
cién de integrantes con celular (Xy9).

Con respecto al signo de los pardmetros estimados en el LASSO inicial, se
obtienen en general los resultados esperados; los parametros asociados a la
proporcion de perceptores de ingreso, los anos de educacion formal de los
perceptores, la proporcién de ocupados, las horas trabajadas por semana y
la cantidad de elementos de confort tienen signo positivo. Por otro lado, los
parametros asociados a la cantidad de personas en el hogar, la cantidad de
integrantes que reciben prestaciones y la cantidad de necesidades basicas insa-
tisfechas en el hogar tienen signo negativo.

En el LASSO ajustado, con ambos modelos de error se seleccionan las mismas
variables que en el LASSO inicial. Ademas, todos los parametros mantienen su
signo respecto al método inicial, observandose sin embargo algunas variaciones
en la magnitud de los mismos, principalmente en el parametro Bo-

En el método LARS,,, se seleccionan 5 variables con el modelo CAR y 8 varia-
bles con el modelo SAR. Las variables seleccionadas con el modelo CAR para
este método son: la proporcién de integrantes que perciben ingresos (X3), la
proporcién de ocupados (Xi2), la cantidad de automoéviles (Xs4), la cantidad
de computadoras portatiles (Xa6) y la proporcién de integrantes con celular
(Xg9). Para el modelo SAR, ademés de estas variables, se agregan: la cantidad
de integrantes del hogar (X), la proporcién de perceptores de ingresos que son
de sexo masculino (X3) y la edad promedio de perceptores de ingresos de sexo
masculino (X5). Con respecto al signo y magnitud de los pardmetros estimados
por este método, se obtiene que en el modelo CAR todos los parametros son
positivos (salvo BO) y las variaciones mas importantes en la magnitud ocurren
en By (se reduce), 12 (aumenta) y fa9 (aumenta). Por otro lado, en el modelo
SAR no hay cambios de signo respecto a los otros métodos, y los cambios mas
importantes en la magnitud tienen lugar en s (se reduce) y en Bis (aumenta).

En ambos casos (CAR y SAR) se necesitaron 4 pasos para obtener la conver-
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gencia en LARS,,.

Tanto LASSO ajustado como LARS,, dependen de valores iniciales de los
parametros. En LASSO ajustado se necesitan valores iniciales para la optimi-
zacién de 6 y 62, mientras que en LARS,, se necesita un valor inicial para
optimizar 7® = (©,0© 520 En ambos casos estos valores son simulados,
por lo que existe un componente aleatorio que puede afectar los resultados
presentados anteriormente. Para poder evaluar la incidencia de estos valores
iniciales en los resultados, se aplicé 100 veces cada método para cada modelo
de error, cada vez con un valor inicial diferente. Se obtuvo como resultado
principal que los valores estimados por LASSO ajustado no se ven afectados
por los valores iniciales elegidos, mientras que en LARS,, si varian de una ite-
racion a otra. En las Tablas y se muestra la distribucién de los valores
estimados en dichas iteraciones con el método LARS,,. Para cada pardmetro
se consideran los cuartiles de su distribucion siempre que sea distinto de cero,
es decir, se considera el valor del parametro solamente cuando la variable co-
rrespondiente es seleccionada.

Se puede observar que en algunos casos las estimaciones presentan una variabi-
lidad considerable, incluso en algunos casos cambian de signo de una iteracién
a otra. También se pueden apreciar distintas situaciones en la proporcion de
veces que cada BZ es seleccionado.

Los parametros distintos de cero con mayor frecuencia son 5 en CAR y 6 en
SAR. En CAR se trata de (s (proporcién de perceptores de ingresos en el ho-
gar), Bis (proporcién de ocupados en el hogar), Boy (cantidad de automdviles),
326 (cantidad de computadoras portétiles) y 329 (proporcién de integrantes
que tienen celular). En SAR se agrega a la lista anterior 81, la cantidad de
integrantes del hogar. A su vez, se destaca que estas variables fueron seleccio-
nadas por los tres métodos considerados en la Tabla |5.5

Por otro lado, hay 6 variables que fueron seleccionadas en LASSO ajustado con
modelo CAR, pero no fueron seleccionadas en LARS,, (5 para el caso SAR). Al
analizar en cuantas iteraciones de LARS,, fueron seleccionadas estas variables,
se obtiene que en CAR X, fue seleccionada en la mitad de las iteraciones, X7,
X19 v Xs3 fueron seleccionadas en menos del 20 % de las iteraciones, y X9 y
X9 no fueron seleccionadas nunca. Lo mismo ocurre en SAR, donde a su vez
la estimacion de LARS,, presentada en la Tabla selecciona a X3y X5 (que
no son seleccionados en LASSO). Para estas variables se obtiene al iterar el

método que son seleccionadas solamente en 7 de las 100 iteraciones realizadas.
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En los que respecta a 6 y 62 no se observa una variabilidad considerable en las

estimaciones.
Pardmetro Minimo Prlme?,r Mediana Terce.r Maéaximo 7+ veces
cuartil cuartil #0
m 3 1 5 5 7 100
Bo 370 -0.17 1.08 502  15.00 100
B -1.09  -0.61  -045  -0.30  -0.09 54
By 0.58 6.84 9.85 11.72  17.13 99
By 248  -140  -0.67 0.71 2.09 9
Bs 0.002  0.002  0.003  0.004  0.007 4
By 0.03 0.03 0.03 0.03 0.03 1
By 0.03  0.06 0.07 0.09 0.14 15
Bio 1544 -4.60 276 -1.00  4.28 19
B 0.04  -0.02  -0.01  -0.01  0.001 25
Bia 034 311 394 564  9.06 85
5:13 - - - - - 0
Pra 0.001  0.003 0.01 0.01 0.02 9
Bis 382  -173  -115  -073  -0.36 6
o : : : : : 0
Bir . . . : : 0
fis 0.03 0.04 0.06 0.09 0.10 10
o - - - - - 0
Bao . . . : . 0
Ba1 0.01 0.01 0.01 0.01 0.01 3
5:22 - - - - - 0
B3 0.03 0.08 0.11 0.21 0.24 6
Boa 0.38  1.42 1.98 252 387 87
Bas 097 -097  -0.97  -0.97  -0.97 1
Bas 0.36  1.44 213 263 451 79
B 049 0.74 144 198 288 9
5:28 - - - - - 0
B9 0.58 3.76 4.69 5.97 9.67 98
0 0.31 0.36 0.38 0.40 0.46 100
52 52.49  54.86  55.73  57.65  78.10 100

Tabla 5.6: Distribucién de los valores estimados para cada pardmetro de LARS,,
en 100 iteraciones con errores CAR.
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, , . Primer . Tercer , . veces
Pardmetro Minimo Mediana Maximo #

cuartil cuartil #0
m 3 4 5 5 8 100
Ao 217 1.43 2.72 4.54 13.02 100
B -1.10 -0.55 -0.44 -0.32 -0.05 73
By 3.25 6.41 8.69 10.71 18.46 100
B -0.97 -0.84 1.00 1.69 3.44 7
By 0.00002  0.002  0.004 0.01 0.02 7
By 0.03 0.04 0.05 0.06 0.07 2
By 20.00001  -0.00001 -0.00001 -0.00001 -0.00001 1
Bo 0.00001  0.01 0.04 0.06 0.09 13
Bio 865  -5.88  -451  -1.54 5.73 16
B 0.04  -0.02  -0.01  -0.01  -0.003 31
B 0.59 2.76 3.93 5.59 9.23 87
Ba 0.01 0.01 0.01 0.01 0.02 3
Bua -0.0001  0.004 0.01 0.01 0.02 3
Bis 209  -113  -111  -0.53 0.41 5
Brg - - - - - 0
Bir 0.07 0.07 0.07 0.07 0.07 1
Bis 0.02 0.04 0.06 0.10 0.13 15
5:19 - - - - - 0
Bao - - - - - 0
Bon 0.02 0.03 0.03 0.03 0.03 2
5:22 - - - - - 0
Bas 0.00001  0.04 0.06 0.07 0.10 8
Baa 0.40 1.10 1.68 2.34 3.62 87
Bos 116 -093  -0.70  -049  -0.28 3
Bas 0.27 1.37 1.96 9.48 3.81 76
B -1.63 0.39 1.23 1.62 2.97 4
Bos - - - - - 0
B9 0.51 3.44 4.63 5.49 9.08 96
0 0.17 0.19 0.20 0.21 1.14 100
&2 52.55 5426 55.87  57.30  72.42 100

Tabla 5.7: Distribucién de los valores estimados para cada pardmetro de LARS,,
en 100 iteraciones con errores SAR.

A los efectos de poder comparar los modelos estimados previamente, se
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considera el pseudo R* de Nagelkerke ([36]), el AIC y el BIC [[] para cada
método y tipo de error. Para calcular estos indicadores se reestiman los mode-
los de acuerdo al siguiente criterio: para el LASSO inicial se estima un modelo
de regresion lineal con las variables seleccionadas en el LASSO, mientras que
tanto para el LASSO ajustado como para LARS,, se estiman modelos SAR
y CAR con las variables seleccionadas en cada caso. Se utilizan los paquetes
spatialreg y rcompanion (ver [5] y [35]).

El modelo estimado mediante LASSO ajustado (tanto CAR como SAR) obtie-
ne el mayor pseudo R?, y el menor valor tanto de AIC como de BIC respecto

a los otros métodos.

CAR SAR
Indicador LASSO IfASSO LARS,, pASSO LARS,,
inicial ajustado ajustado
pseudo R?  0.442 0.447 0.373 0.447 0.392
AIC 6277 6270 6375 6270 6352
BIC 6340 6338 6413 6338 6405

Tabla 5.8: Indicadores de bondad de ajuste de los modelos estimados.

El método LASSO (tanto el inicial como el ajustado por ambos modelos de
error) seleccioné un tercio de las variables disponibles, mientras que el método
LARS,, seleccioné 5 variables con el modelo SAR y 8 variables con el modelo
CAR.

Salvo casos puntuales, en general no se aprecia un cambio sustancial en la
estimacion puntual de los parametros por los tres métodos. La comparacién
de acuerdo a indicadores como el pseudo B2, AIC y BIC sugiere que el LASSO
ajustado tiene mejor ajuste con respecto a los demas.

Si bien todas las variables a priori podrian ser elegibles para explicar el ingreso
per capita de los hogares en el medio rural ampliado, se entiende que las
seleccionadas por el LASSO conforman un subconjunto razonable de las que
tienen mayor poder explicativo, ain en un contexto de variables que no son
independientes entre si.

El método LARS,, acota atin més el conjunto de variables seleccionadas por
LASSO, pero tiene la desventaja de que los resultados son sensibles a los valores

iniciales, la tolerancia y la cantidad méxima de pasos considerados.

1Por més detalles sobre estos indicadores consultar la Seccién
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Capitulo 6
Conclusiones

En este trabajo se presenté una estrategia para llevar a cabo la seleccion
de variables en un modelo de regresiéon lineal cuando los datos no son indepen-
dientes, en particular cuando tienen una estructura espacial que es modelada
a través de los errores aleatorios.

La estrategia consiste en usar LASSO para “eliminar” la dependencia (espa-
cial) mediante la transformacién del modelo original en uno equivalente donde
los errores son independientes (LASSO ajustado). Cuando la matriz de cova-
rianzas de los errores es estimada y se verifican las hipétesis del Teorema [2]
esta estrategia permite estimar los parametros LASSO de forma consistente
en signo, es decir, identificando correctamente las variables que no pertenecen
al modelo, las que si pertenecen al modelo y para estas tultimas estimando
correctamente su signo.

Por otro lado se considera el método LARS,,, desarrollado en Zhu et al. [57],
el cual consiste en estimar en simultaneo los parametros tanto de la regresién
como de la matriz de covarianzas. Cuando se cumplen las condiciones del Teo-
rema |3| se asegura que el estimador identifica correctamente las variables que
no participan del modelo, y para las variables que participan del modelo existe
convergencia en distribucién.

Ambas estrategias fueron evaluadas y comparadas, entre si y respecto al LAS-
SO tradicional, tanto en simulaciones como en una aplicaciéon con datos reales.
Para ambas estrategias fue necesario elaborar los algoritmos al inicio, sin refe-
rencia de las fuentes, los cuales quedan a disposicion para poder ser utilizados
en posteriores investigaciones.

En las simulaciones realizadas se obtuvo en general buenos resultados tanto en
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el LASSO ajustado como en LARS,,, en comparaciéon con estimar el método
LASSO tradicional asumiendo que los datos fueran independientes. Con este
ultimo, en la mayoria de los casos no se logra identificar a las 4 variables que
participan del verdadero modelo, salvo algunos escenarios en los que funcionan
igualmente bien los tres métodos considerados.

El LASSO ajustado destaca en identificar los verdaderos positivos (variables
que participan del verdadero modelo) sin seleccionar a su vez demasiados fal-
sos positivos (variables que no participan del modelo) para la mayoria de los
escenarios. Es el método que logra la mejor combinacién entre verdaderos y
falsos positivos en la mayoria de los casos. Presenta como desventaja que en
algunos escenarios contrae la estimacién de los pardmetros (coeficientes) de los
verdaderos positivos, situdndolos por debajo de su verdadero valor. Ademas
no logra identificar correctamente a las variables que participan del verdadero
modelo en los escenarios con errores grandes (valores altos de o?).

Por otro lado, LARS,,, identifica una mayor cantidad de verdaderos positivos
en los escenarios donde el error tiene un peso relativo mayor que las variables
para conformar la variable dependiente, es decir, aquellos con valores grandes
de 0%. Ademsds, estima con menor sesgo los verdaderos positivos y los pardme-
tros asociados a la estructura espacial, con respecto a los otros. En contraparte
se observa que estima peor a los falsos positivos.

En lo que refiere a las simulaciones, las posibilidades de explorar otros pro-
blemas son infinitas. A modo de ejemplo, podria ampliarse la dimensién del
problema, variar la relacion entre la cantidad de verdaderos y falsos positi-
vos, considerar situaciones con mayor cantidad de variables que observaciones
(p > n), problemas donde no se verifique la condicién de irrepresentabilidad,
como también variar el valor de 6 que en nuestro caso se mantuvo fijo, etcétera.
Asimismo, se probaron los tres métodos mencionados anteriormente a un con-
junto de datos reales provenientes de la Encuesta Continua de Hogares, donde
el objetivo era seleccionar las variables que explicaran mejor al ingreso per
capita de los hogares. El primer resultado a destacar es que en el LASSO
ajustado y para ambos modelos de error (tanto CAR como SAR), el método
logré captar la estructura de autocorrelacién subyacente, lo que se demuestra
al aplicar las pruebas de autocorrelacién sobre los residuos.

De las 29 variables consideradas, tanto en el LASSO inicial como en el ajus-
tado se seleccionan 11 de ellas (y son las mismas). Por otra parte, en LARS,,

se seleccionan 5 variables en el modelo CAR y 8 variables en el modelo SAR.
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En CAR las variables seleccionadas son un subconjunto de las seleccionadas
en LASSO ajustado, mientras que en SAR hay dos variables seleccionadas en
LARS,, que no habian sido seleccionadas en LASSO ajustado. Hay un conjun-
to de variables que son seleccionadas por los tres métodos considerando ambos
modelos de error, se trata de la proporcion de perceptores de ingresos en el ho-
gar (Xs), la proporcién de ocupados (X2), la cantidad de automéviles (Xay),
la cantidad de computadoras portatiles (Xa6) y la proporcién de integrantes
con celular (Xy9).

Por su parte, debido a que el método LARS,,, depende de un vector de parame-
tros iniciales que es aleatorio, presenta algunas variaciones en los resultados
dependiendo de la inicializacion. Para evaluar cuanto afecta esta variabilidad
a los resultados se realizaron 100 iteraciones para cada tipo de error, variando
los valores iniciales utilizados en cada caso. Los resultados mostraron que hay
un conjunto de variables que son seleccionados con alta frecuencia, mientras
que otras variables tienen pocas chances de ser seleccionadas.

Los métodos de seleccion de variables considerados para el caso de errores
dependientes presentan ventajas y desventajas. A modo de resumen puede

resaltarse lo siguiente:

= cuando los errores del modelo son dependientes no es conveniente aplicar
el método LASSO tradicional,

= el Teorema [2| constituye un resultado tedrico importante para proceder
en este contexto,

= el procedimiento de eliminacién de la dependencia espacial propuesto en
este trabajo, bajo las condiciones detalladas en el Capitulo [3| representa
una alternativa viable, con propiedades tedricas demostradas y eficacia
probada de forma empirica mediante simulaciones y una aplicacién real,

= el método LARS,, es efectivo para estimar los pardmetros tanto del mo-
delo como de la matriz de covarianzas en un contexto espacial. También
es efectivo para identificar las variables que participan del verdadero mo-
delo, pero requiere de una calibracién precisa para mejorar la estimacion

de los falsos positivos.

Futuras investigaciones podrian incluir otros tipos de modelos para los errores,
o incluso poder prescindir de tener que determinar a priori una estructura de
error en particular, y también ampliar el orden de vecindad considerando otras

estructuras de vecindad y pesos asociados.
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Apéndice 1
Demostraciones

Proposicion [l Definiendo @ =  — f y desarrollando la funcién a minimizar

evaluada en f[:

IY —=XBIZ+ MBI = X8 +e— X33+ Ma+ Blh
= Jle = Xallz + Allid + B
= el = 20/X"e + /X' X + M|a + A,

por lo que @ puede pensarse como el vector que minimiza la funcién V,,(u),

definida como:

Vi(u) = =2(v/nu" )W + (v/nu)' C*(v/nu) + Mu + 8]

con W = \%X’g ~ N(0,0%C) y C™ definido en la seccién anterior. Al

derivar V,, respecto a u se obtiene:

) o/m(Cn () — W)+ A0l + ],

Reescribiendo el resultado anterior matricialmente de acuerdo a (2.13),
(2.14) y las definiciones de Wxs y Wy, se tiene:

OV (u) — ov/nlva Ch Ciz Ua- | W g
ou Cy O3y | | ua- W gee
Lall| | B (1.1)
U Axc /BA*C 11
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Para que se cumpla que § =, 3, deben verificarse las siguientes condiciones:

» Condicién 1: G- # O
El subvector de parametros estimados correspondiente a los indices de
las variables que participan del modelo verdadero, B A+ = U~ + B4+, debe
ser distinto de cero, para que el modelo estimado seleccione las variables
correctas (las que tienen §; # 0).

» Condicién 2: fpc = O
El subvector de parametros estimados correspondiente a los indices de
las variables que no participan del modelo verdadero, B Axe = Ugxe + Baxe,
deben ser cero para que el modelo estimado no seleccione las variables
que no participan del modelo verdadero (las que tienen §; = 0, implica
que Uy« = O, ya que [+« = O)

< |Ba-

» Condicidn 3: |lia- , para asegurar que sign (BA*> = sign (Bax)

Incorporando estas condiciones a (|1.1]), evaluado en u = 4, se obtienen dos

resultados:

- Resultado 1:

2v/n(vnChytiar +v/nCYy  dase  —Was) + X0 Gax + Bax |1

~0 (cond. 2) #0 (cond. 1)
2v/n(v/nCiytias — Wy ) + Asign(ia- + Ba-) = O
B (ond. 3)
= [ (v/nC il — Was) = —ﬁﬁsign (Bax) (1.2)

- Resultado 2:

2\/5 \/ﬁcglfbA* —|— \/5022 ﬂA*c _WA*C + AaH 'Z},A*c + /BA*C
~— —_——

=

=0 (cond. 2) =0 (cond. 2)
2v/n [VnChyiias — Waee] + A 2z =0
€l-1,1]
A A
R —— < Cn U * T W *C < ———
2\/5_[\/521%4 A}_Qn
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A continuacion se va a demostrar que si se cumplen A, y B, se verifican
los dos resultados anteriores.
En primer lugar, partiendo del Resultado 1, premultiplicando por (C“l‘l)_1 y
despejando, se obtiene:

_ . A o1 .
(0?1) 1WA* = \/HUA* + 2_(011) 13@9” (BA*)

vn

A su vez, tomando valor absoluto y aplicando la condicién 3, se obtiene:

(CT1) ™ W

A
—(C) sign(Ba-)

)

< Vi +vn
——

<|Bax|

< Vn (WA*

2 (Chy) sign ()

"

A
= Vn|fa- +m |(Chy) " 'sign (Bar)

b1

J/

Considerando que la desigualdad A, puede reescribirse como A, =
{I(CYy) " W

se verifica el Resultado 1.

<a; —by} cona; > Oy b > O, entonces, si se verifica A,

Por otro lado, partiendo del Resultado 2, se opera utilizando el Resultado
1:

‘Cgl (C?1>—1[C;11 \/ﬁﬁA*] — Wge
~———

=I

= ’Cgl<01111)1 [WA* -

n n \— A n n\—1 - A
Sich(cn) "Wge — Wgse +mlc21(cll> tsign(Bas)| < W
a %

Como el conjunto B,, por definicién verifica as < ﬁ(l — by), entonces si

se cumple B,, se cumple el Resultado 2.

En resumen, si se cumple A,, se verifica el Resultado 1 y si se cumple B,
se verifica el Resultado 2. Por lo que si se cumplen simultaneamente A,, v B,
se cumplen simultaneamente los resultados 1 y 2.

Cabe recordar que estos resultados surgen de la definiciéon de consistencia en
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signo (a través de las condiciones 1, 2 y 3), por lo que verificar los resultados
1 y 2 implica verificar la consistencia en signo.

Finalmente, hemos demostrado que es posible obtener una solucién B que ve-
rifique 8 =, /3, ya que hemos demostrado que {A,NB,} C { B=,8 } ]

Teorema 1. De la Proposicién [1] se tiene:

A

P(B =sB") 2 P(AyN By) = 1= P(A] U B;) > 1= P(A7) — P(By)

por lo tanto, para demostrar el teorema es suficiente con acotar P(AS) y
P(B:).

Se tiene que:

> Va (\5A*| _ %chl)lsz’gn(ﬁm) ))

P(A) = P (r<c;‘1>1wm

y

> ﬁ (1 - 1031(0?1)_13i9n<5A*)|)>

Bajo la condicion de irrepresentabilidad se tiene que:

P(B) = P (rca*l(c?‘;l)-lwm W

|C§1(Cr1‘1)*13ign(ﬁA*) <1-9

por lo tanto, el término 1 — |CY, (CY, ) 'sign(Ba+)| puede acotarse como:

L= [C5(Ch) sign(Ba)| 21— (1-0) = 8

b a

J/

y por monotoniall_-|7 se obtiene que:

n n — >\

Ahora bien, definiendo:

lutilizando el argumento de que si a < b, entonces considerando una variable aleatoria

X, P(X| 2 b) < P(IX| > a)
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= (&, +,§) = (Chy) " W = \/Lﬁ(C‘fl)_lXiMé: = Hpe

= (G5 Gppr) = C(CRy) War — Waee = 2=(C5,(Chy) ™' X —

= §
- ( L

X'j«c)e = Hpge
= b= (bh T 7b;)/ - (Crlll)_lsign(ﬁfl*)

entonces se tiene:

rup) < sw P (1612 v (151 i)

1<j<p*

A
P(B¢) < P > ——4
(By) < 1§§¥—p* (M ~2yn )

El término |b;| puede acotarse de la siguiente forma:

o - 1/2
b <3 b < Vi (z bz) _ bl
s =1

ademads, acotando el término ||b||:

bl = [I(CYy) " sign(Ba-)
< pmaw((cllll)_l)\/ﬁ

2 < [[[(C) |, sign(Ba-)

2

donde la primera desigualdad se debe al Teorema 5.6.2 parte (b) de [29] que
establece que = || Xyl|l2 < [|X|5llvll2, v la segunda desigualdad se desprende
de las definiciones de ambas normas. El término p,..(A) designa el mayor
valor propio de la matriz A.

A su vez, utilizando la hipétesis nimero 2 del teorema:

1 1

max Cl N < —
% (( 11) ) pmzn(clf]_) M2

por lo que se deduce que:

%

p
M

|b;] <

sustituyendo |b;| y |3;] considerando la hipétesis nimero 4:
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P(A;) < sup P<|§j|2\/ﬁ(M3n_l_f A p*))

1<5<p* 2n M2

PrA
= sup P[] > Myne2/? — 22
1<j<p* 2My\/n
Por otro lado, como ¢ es un vector gaussiano centrado, con matriz de va-
rianzas y covarianzas oI, entonces el vector ¢ es un vector gaussiano centrado

con matriz de varianzas y covarianzas igual a c?HaH/, , con:

= (=) (G xa)
1

Entonces se tiene que la varianza de &; puede acotarse, utilizando nueva-

mente la hipdtesis nimero 2:

0.2

Var(gj) = 02(HAH,A)]',J' < 02Pmax<HAHlA) = Uzpmaoc(( I111)_1) < E

y considerando una variable aleatoria Z, con distribucion normal centrada

y varianza o2 (Z ~ N(0,0?)), se obtiene que para todo 1 < j < p*:

r <I£j\ > Myn®/* — L . ) <P (!Z| > /M, (ManQ/Q - &»

2Mo\/n 2Mo\/n

Por la desigualdad de Chernoff se sabe que V¢t € R, P(|Z] > t) <
2 exp <—%), por lo que se deduce que para todo j € {1,--- ,p*},

PN M. A 2
Plie)> Man2/2 - 27 ) <9 2 [ Mane2/2 - 22
(W = Sl 2M2\/ﬁ) = eXp( 2072 ( 31t oMo/t

p*

>

Por las hipotesis niimero 3 y 6 se tiene que = o(n®/?) y sustituyéndolo

3

n

95



en el ultimo término de la desigualdad anterior, se obtiene:

A M ne/2\
Plle]> Mn22 - P2 ) < o 22 (g2
(’@'— 3 2M2\/ﬁ) = eXp( 2\ oM,

M. 1)
= 2exp (—n@/QTQ <M3 - 2]\/[2) )

que tiende a 0 cuando n tiende a oo, por lo que queda demostrado que

P(AS) — 0 cuando n — 0.

Resta demostrar que P(BS) también tiende a 0 cuando n tiende a co. Se

recuerda que:

A
P(B¢) < P | > ——4
(B) < L <KJ, 2v/n )

siendo ( = Hpge, por lo que ( es un vector gaussiano con esperanza 0
)

matriz de varianzas y covarianzas igual a c?HgHp:

1 n n — n — n
HBH;3 - 5(021(011) 1X£4* -X *c)(XA*(Cu) 1C12 - XA*C)

—_

- - Clzll(clfl)_l %*XA*(C&)_ICE_01211(01110_1 A*XA*C
n N—— ——

nCo, nCiy
-X *CXA*(C‘fl)_lC?z + X e X 4
—— ——
nC%y nC3,
= C3,(C}y)~'Ch, — C3,(Chy)7'CY, — C3,(CYy)T'CY, + Ch,
= ng - Cgl<c?1)ilc;l2

1 / 1 / 1 / - 1 /
= EXA*CXA*C - EXA*CXA* EXA*XA* EXA*XA*C
1

= X e (T = X (X X ) X ) X e
n
Sabemos que X (X/4.X4+)71X/;. es semidefinida positiva, por lo que

los elementos de su diagonal son mayores o iguales a cero, y por ende,
(I — X4+ (X X g+) 1 X0 )5 < 0 V) € A*. Entonces, de acuerdo a lo ante-
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rior y utilizando la hipétesis niimero 1, se obtiene para todo j:

2

o
V(M’(Cj) = Uz(HBH;g)jj >~ ?(XA*cX/ *c)jj S 0'2M1

Utilizando este resultado en la desigualdad , y utilizando nuevamente

Chernoft, se obtiene:

(61> 29 =7 (712 ) =20 (2 (o) )

Dado que \/AH — oo cuando n — oo, se deduce que P(BS) — 0 cuando

n — 00, lo que concluye la prueba. O

Proposicion[4 La demostracién es idéntica a la de la Proposicién (1)) sustiyu-
dendo lel, Crzll, WA* y WA*C por Cill, Cgl, WA* y WA*C. ]

Teorema[d De la Proposicién [2] se tiene que:

P(B=,B)>P(A,NB,)=1-P(ALUB:) >1- P(A;) — P(B)

con A, vy B, definidas en y .

La demostracién consiste en probar que P(A¢) y P(B¢) tienden a 0 cuando
n — oo.

En primer lugar se considera P(A¢):

A

- %Ké?ﬂ_lswn(ﬁm)

P = P (€)W 2 Vi (16

))

Ahora bien, es posible descomponer ((C?,) 'Wy4.) v ((C%) 'sign(Ba-))

en los siguientes sumandos:

(é;ll)_IWA* - (C?1)_1WA* + (Clll1)_1(V~VA* - WA*) + ((éllll)_l - (Clll1>_1)WA*

+((Ci) ™ = (CR) T (War = War)
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(61111)_13ign(5A*) = (C?1)_13i9n(514*) + ((6?1)_1 - (('31111)_1)3i9n(5A*)

Al sustituir los resultados anteriores en P(/lfl) y utilizando la desigualdad

triangular, se obtiene:

P(AS) < PA, + PAy + PAg + PAy + PA;

con
Pay = P (€1 Wa| = 4 (18a] - A1) sign(Bar)l) )
PAy = P ([(€3)7 (Wi = Wae)| 2 £ (18] = 21(C3) sign(Ba)) )
PA; = P([(C1) " = (C1) HWar| = L (18ae] = £1(Ch) sign(8a-)]))
PA; = P (|((€3)7 = () ) (Wae = War)| 2 (18] = 21(Ch) Lsign(Ba-)]))
PAs = P (25 (€)= (€3 Ysign(Bar)| = 2 (18a-] = 21(C2) sign(8a)]))

En la demostracién del Teorema [l ya se probé que P(A¢) — 0 cuando
n — oo, y dado que PA; es casi idéntico a P(AY), salvo por el término % ala
derecha de la desigualdad y porque PA; se aplica a X 4 en lugar de X 4+, por
lo que basta con probar que X 4+ verifica las hipétesis impuestas a X 4+ en el
Teorema |1} Esto se verifica por las hipotesis 1, 2, 4 y 5, por lo que se concluye

entonces que PA; — 0 cuando n — oo.

A continuacién se demostrara que los demds términos (PAy a PAj) también

tienden a 0.

El término P A5 puede acotarse teniendo en cuenta que la probabilidad de que
todas las coordenadas cumplan la desigualdad es menor o igual a que cual-
— 5:1(Cy) tsign(Bas)l; >
M;;n‘h% — ﬁlj\%’ con My constante mayor a cero (ver demostracién del Teo-
rema , por lo que vale lo siguiente:

quiera de ellas la cumpla por si sola y que [|S4-
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P (J@h) = @) Dsign(an)] 2 2t (1801 - 21E0) Nsign(sa) )

2n l-ep A p
> (Men~ 20 — 2
—5>\< 3 an2)>

Sea U = (C2,)~' — (C™)' vy s = sign(B4), entonces por la desigualdad

< P (|(«et) - @n)sion(ar)),

de Cauchy-Schwarz se tiene que para todo j € A*,

|(Us);| < max (|(Us)i]) = [Uslloo < [|Usllz < [IUl,llsll2 = NUl,vP*  (14)

donde la segunda desigualdad se debe a que para todo vector z, ||z||3 =

o0

fo > mzéux (z?) = ||z||%, mientras que la tercera desigualdad se debe al

Teorema 5.6.2 de Horn and Johnson [29], parte (b). A su vez,

[t = €z

= ||| en - Emycn)
([Ce:e9ied M [(:t &
[ty

pmm(c?l)pmm(c?l)

2

IN

(&

2

2 2

IN

Por la hipétesis 2, pmin(C5y) > Ms. Por otro lado:
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€3 - e

IN

IN

IN

<

>
1 ! o —1 -1

+ [ =x'x 7<2 .y )
n

1 ~

x| Jle-t -5

n 0o e’
M[E = 2!

(1.5)

donde v(X) representa el radio espectral de X: v(X) = méx (|v/p:(X)]),

1<i<n

con p;(X) igual al i-ésimo valor propio de X.

La tercera igualdad se debe al Teorema 1.3.22, la segunda desigualdad se debe

al Teorema 4.3.28, la tercera desigualdad se debe al Teorema 5.6.9 de Horn

and Johnson [29] y la cuarta igualdad se debe a la hipétesis 7.

Por su parte, pmin(C?,) = min (%U’X;,*EA]”X a+u) puede acotarse teniendo

en cuenta lo siguiente:

1

1

ﬁu'XfA*(ﬁi’l — 2 HX u

flull2=1

- 1 - 1
ﬁu’X;l*E’lXA*u = EU’X;‘*(E’l — 2 DX geu + gu’X;‘,ﬂE’lXA*u

1 )
< HUHQ ;XA*XA* 271—271 )
2
1 ~
<l —XXH‘ myhy1
n o

o

donde la primera desigualdad se debe a la desigualdad de Cauchy-Schwarz

y la segunda se debe a los teoremas 4.3.28 y 5.6.9 de Horn and Johnson [29].

Entonces se tiene:
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1 - 1
—u' X BT X peu > XS T X eu — |ulfs
n n

1 L~
x| -
n (o.9]

por lo que:
—~n ; 1 v -1
Pmin(Cl1) = min (—u'X. X7 X eu)
flull2=1 "1
; 1 I~/ -1 1 ! o —1 -1
> min | ~u/X,. S Xeu | - [||-X'X H‘z .y
full2=1 \ 1 n - 0o
Z pmzn<01111)_M4 2_1_2_1 (16)

2 Ve |57 - s

[e.9]

donde en las ultimas dos desigualdades se utilizan las hipotesis 2 y 7. Uti-
lizando los resultados ([1.5)), (1.6)) y la hipdtesis 10, se obtiene:

e el 1
e = ey -0 ()

‘ (o.9)

Entonces, por (|1.4) se tiene que para todo j € A*

J

P(|(@1 - @ sign(oa)
P(vir

(Cr)~ = (Cpy) ™

Y]

2 *
ﬁ(Mgn@/?_ Ap ))

‘zﬁ

Para probar que el segundo término de la desigualdad tiende a 0 cuando

n — oo, utilizando que % =o(n®/?) y 1) es suficiente probar que:

lim P(ncl/4n_1/2 > nt2n2/2/)) =0

n—oo

lo cual se verifica ya que
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P(ncl/4n—1/2 > n1/2n52/2/)\) _ P(@Cl/4n_1/2n_cl/2 > n1/2n02/2n—01/2/)\>

~
=n—c1/4n-1/240

Ay > — 0 por la hipdtesis 6.

nlca—c1)/

dado que
Ahora se probara que PA; — 0 cuando n — oo.

Se tiene que:

Wae —Wae =

T p—(e2—c1)/2

n1/2/)\

= — | X, 22 X w22,

—00

n W—/
-1
_ Axosoyr o L [X’(ﬁ]‘l - 2—1)5} d
n vn A

(1.8)

=AZ

Donde A = \/iﬁ [X’(i_l — Z_l)El/z}A y Z es un vector aleatorio con

distribucién normal centrado y con matriz de varianzas y covarianzas igual a

la matriz identidad.

Por la desigualdad de Cauchy-Schwarz, se tiene para cada matriz B de dimen-

sién K x n, para cada vector U de dimensién n x 1 y para cada k € {1,--- , K}

((BU)i| < [BUloe < [[BU2 < [[Bl,[|U]l2

(1.9)

Entonces, para cada j € A*, para cada ( € R y para cada matriz D de

dimensiéon A* x A*:

P(|(D(Wa = Wa))jl 2¢) = P((DAZ);] = ()
< P(IDlli A1 2]z = ¢)
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P (1€ 0T = )l = L2 (18] - -1(€8) sion(5a)] ) ) <
P ([l et || pannzte = 5 (35 - 2222

En primer lugar se acota [|A|[,:

IAll, = ~(A'A)Y? (1.11)

IN
2

1/2
= ~ <—[21/2(21 — X HXX/(27t - 21)21/2]#7#)
n

1/2
Iz g _sxxis - 2—1)21/2>
n

IN
™M»

Y(ET =BTy (E) (XX /)2
£ w7 | )/l
pmin(zfl)l/Q

IN

donde la primera desigualdad se justifica en el Teorema 4.3.28 y la tercera
en el Teorema 5.6.9 de [29)].
Utilizando las hipétesis 7, 9 y 10 se prueba que

Al = O (%) (1.12)

El término H‘(C‘lll)_1 puede acotarse utilizando la hipdtesis 2:
2

llesol, = (€207 = praal(€20)7Y) (1.13)

1 1
= < —

pmin<cll) M2

Por lo que se tiene:

, - v a2 AP
JLHQOP(W(CH > 5 (M =g ) ) =
A

1—c )\ 14c C
hm P (\/_||Z||2 Vvn {n_22 - Ep*}) :JI;IEOP (||Z||2 S n71>
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donde en la tdltima igualdad se utiliza la hipdtesis 3. Ahora bien, [|Z||2 2
V/X, donde x representa una variable aleatoria con distribucién 2.
Utilizando la desigualdad de Markov se puede demostrar que P(||Z]]2 > a) =
P(x > a?) < 2.

14cg—cy

Por otro lado, la hipétesis 6 indica que A =~ 2 con ¢ — 0. Se obtiene:

; ~n \— i -5 A p*
i P (IO A2l > L (3 = 222 ) <

, n , n , n 1
lim 5 = lim 5 = lim —— =0
n—00 l+cg = n—00 lteo lteg n—oo plte2 (1 — L)Q
n"z —A\nz n-z —in 2

Lo que permite demostrar que PA; — 0 cuando n — oo.

Ahora se probara que PA3 — 0 cuando n — co.

Se observa que:

Wi = (272X 4. )2 V2 L A Z

donde A; es una matriz de p* x n definida como A; = (272X 4.) v Z
es un vector aleatorio de dimension n x 1 con distribucién normal, centrado y
con matriz de varianzas y covarianzas igual a la matriz identidad.
Usando se tiene para cada j € A*, para cada ( € R y para cada matriz
D de dimensién A* x A*:

P(|(DWa-);1 > Q) = P((DA12);] > ¢) < P(|IDllyIAw]l,]I1 Z]l2 > ) (1.14)

entonces,

P (@37 — (©1) Wyl 2 2 (18] - 2 (G5 sign(Bae))s
( (

5
\/ﬁ _1l-co A p*
Al Z]ls > = ( Man™ 2 — —
Al 1] > 57 (Mg — 2

ahora bien, acotando [|A4],:

< ([ - e
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1/2

1 — _
H|A1|H2 = 7(A1/A1)1/2 = EX%* »-1/29-1/2 X 4
-1

1 1/2 L 1 1/2
< (—X’z—lx) <~y (=Y)?y (—X’X)
n n

< /Mg, (1.15)

donde en la primera desigualdad se utiliza el Teorema 4.3.28 de Horn and
Johnson [29] y en la tltima desigualdad se utilizan las hipétesis 7 y 8.
Utilizando ((1.7)), (L.15)) y los cdlculos realizados en PA,, se concluye que:

\/ﬁ _l-cg A p
Zllg > — [ M. 2
|||2|| ||2 = g 3N o M,

i P (2] > i [ - gp]) 0

Por lo que queda demostrado que PA3 — 0 cuando n — oo.

n—o0

i ([ - e,

Ahora se probara que PA; — 0 cuando n — oo.

Por ([1.10)), para todo j € A*:

P ([t = @0~ | 2

\/?ﬁ (\MI —~ %\(Cl;l)—lsz'gn(ﬂm)\»

Vv e AP
>V 2
5\ Man on M,y

por lo que utilizando ([1.7) y (1.12]) es suficiente con probar que:

< p ([t - e

Jin P (a2l z va (v =) ) =

se sabe por la desigualdad de Markov que:
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1—c A —
P(r|Z||2zn3/2 (n 22——p*)) = P (12 2 Vi (o
n

n
<
- 3—co 2
(v (n=* =)
_ 1
= — 5
<n3 = /\p*>
entonces,
1 1
lim = lim =0

2
n—o00 3—co n—o0 _3
(n 7 — Ap*) n3—c2 <1 -n

ya que por las hipétesis 3 y 6, n_a_%)\p* = o(%). Queda demostrado que
PA; — 0 cuando n — 0.

A continuacién se estudiarda BS. Por definicion se tiene que:

)\ - ~
> 57 = 1G5 (Cl)sign(Ba)

B — {|égl<é;a>-1v~m W

)

Ahora bien, es posible descomponer (CZ(C2) "Wy — Waee) y

(CB,(C?,) sign(Ba-)) en los siguientes sumandos:

Co(Co)  Wae = Waee = CR(CB) W — Wipee
Ch () (Wae — Woae)
C.((CH) ™ = (Chy) )W
Ch((Chy) ™ = (Cy) ) (War — W)
(Ch — C3,)(Chy) "Wy
(égl - Cgl)(c ) 1(VNVA* - WA*)

)

)(

(
(
(61211 - Cg1 )_1 - (Cill)_l)WA*

(61211 - 021 I (lel)_l)(WA* — WA*)
WA*C - WA*C

(Ch
(Ch

+ o+ o+ o+ + + +
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61211((3?1)_13i9n(5A*) = C1211<CI111)_13i9n(BA*)
+ C1211<<é?1)_1 - (C’fl)_l)sign(ﬁm)
+ (égl - Cg1)(¢?1)_13i9”(@4*)
+ (631 - Cgl)((érlll)il - (Ci‘l)’l)sign(ﬁm)

Por la hipétesis 5 y la desigualdad triangular, se tiene que:

P(BS) < PBy+ PBy+ PBs+ PB,+ PBs+ PBs + PB; + PBs + PB,
+PByy + PByy + PBus

con

PB, =

)T Woae — Wee

> 5v79)

PBy, = |Ch WA —WA)

24f )

PB; = |21 CI111_ (C))WA|>

24ﬁ 5)

PBi = P (ICH(C1) " = (C3) ) (War = Wae)| = 7270)

PBy = | Clzll Cgl C?l) 1VVA | > 24f5)

24y/n

pPB; = |Cgl Cr211 Cr111)7 (C 1) )WA

24f )

(€3 — C(Ch) " = (C3) ) (Wae = Wa)| = 7220)
[Woare = W] > 24f5)

Ie: — (G V)sign(Ba)] > )

I( Ctzll CI211 C 11)_1sign(ﬁm)] 2 %)

PBiy = P (1G5~ O3)(©) " — (Co) sign(Ba) > 4)

PBs =

P (¢
P (¢
P(
P (¢
P (I
PBy = P (I(C3 — C)(C3) (Wi = Wae)| 2 52 5)
P(
P(I€
PBy, = P(
PBy, = P(
PBy, = P(

En la demostracién del Teoremall]se probé que P(BS) — 0 cuando n — oo,
y PBj es casi idéntico, salvo por el término 1/12 y porque se utiliza X 4 y
XA*c en lugar de Xz« y X gsc.
Las hipétesis 1, 2 y 5 aseguran que X 4+ v C‘fl verifican las hipodtesis del Teo-
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rema [T} lo que permite concluir que PB; — 0 cuando n — co.

Ahora se probara que PBy — 0 cuando n — oo.
Utilizando ([1.10]), se tiene para todo j € A*,

o 1 . A
P(|021(011) I(WA*_WA*) > 24\/55)

A
A2l > 2 ~)

(C?l)_l = 24\/ﬁ

<P (\Hc

2

A su vez,

Jles:
= 7(@1212)1/27(C1111)1/2 < 'Y(Cn)
S pmax(271>pmaz(xlx/n) S M6M4

L o 1 .\ < X\ (xoxe )\
p— ’y<— 24*6X-A*_ /14*XA*(:> S’Y L fy A*—
2 n n n n

(1.16)

donde en la segunda desigualdad se utiliza el Teorema 4.3.28 de Horn and

Johnson [29] y en la tltima desigualdad se utilizan las hipétesis 7 y 8.

Utilizando ((1.13)) y (1.16|) se tiene:

1 A
lm P [ —|| 2], > = lim P|yx> —-_
e (\/ﬁ” 2= 24\/55) v (X = (‘/524\/5
, n
< lim —
n—o0 by 5
" (24«% )
, 1
= lim —— =0

n—oo P 2
Vn 24

Donde en el resultado anterior se utiliza la desigualdad de Markov y la

n

hipdtesis 6, y x 2 S>> Z2 ~ x2. Por lo que queda demostrado que PBy — 0

=1

cuando n — oo.

Ahora se probara que PB3 — 0 cuando n — c0.
Por ([1.14)) se tiene que para todo j € A*,
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') <

P(flesl ll@n - @] padize = 32 =0)

Por (1.7), (1.15]) y (1.16), es suficiente con probar que:

P (|C;1<<é;‘1>-1 (e >

lim P(\/_||Z||2 \/_) =0

lo que es directo ya que fue demostrado para PBs. Se concluye que PBs — 0

cuando n — oo.

Ahora se probard que PB; — 0 cuando n — oo, lo que por (1.10) equiva-

le a probar:

i - ) A
i 7 ([l e - @ 3ird) =0
n—o00 n
Por (1.7), (1.12)) y (1.16)), es suficiente con probar que:
1 A
lim P —[|Z|,>—= | =0
A, (n“ l2= \/ﬁ)
por la desigualdad de Markov se tiene que:
1 A n
Im P —||Z||, > —= ] < llm —
N (nH 2= ﬁ) < i 2<i>z
A\Va
= lim ——
n—o0
(7)
= Jim =

lo que permite concluir que PB4 — 0 cuando n — oo.
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Ahora se probard que PBs — 0 cuando n — oo, lo que por (1.14) equiva-

le a probar que:

n—oo

A continuacion se acotara

‘ 2

~Nn ~n
||, - &,

lim P (’Hégl ey

IN I

VAN

IN

ez

A
A Zlls > =
JAlLIZ1 > ) =0

€3, - Oy,

7((Cr211 - ér211)(031 - égl)/)1/2
(€ — Emy(en — Gy

~(CP = CP) =~ <%X’(E‘1 — 53—1)X)

v (X;LX> yEZT -2
|

X'X
Op <%> (1.17)

A

| =

n 00

Para obtener el resultado anterior se utilizaron los Teoremas 4.3.28 y 5.6.9

de [29] y las hipétesis 7 y 10.

Por (1.13)), (1.15) y (1.17)), es suficiente probar que

1 A
lim P{ —=||Z||s>—=] =0
Jm, (ﬁ” ”2—@)

lo que es directo ya que fue demostrado para P Bs. Se concluye que PBs; — 0

cuando n — oo.

Ahora se probard que PBs — 0 cuando n — oo, lo que por (1.10) equiva-

le a probar que:

n—oo

s nanzi. > 5) 0

24+/n

Por (1.12f), (1.13)) y (1.17) es suficiente probar que:
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1 A
Iim P —||Z||, > — | =
i P (112 = 22) =0

lo que ya fue demostrado en P By, por lo que es directo probar que PBg — 0

cuando n — oo.

A continuacién se probard que PB; — 0 cuando n — oo, lo que por (|1.14)

equivale a probar que:

i 7 ([|es - e Azl > 52 5) <o

Utilizando (1.7]), (1.15]) y (1.17)), es suficiente con probar que:

1 A
lim P | —|[Z] > —= | =
tin P (1212 ) =0

lo que ya fue demostrado en P By, por lo que es directo probar que PB; — 0

(Ch) ™ = (G

cuando n — oo.

Ahora se probard que PBs — 0 cuando n — oo, lo que por (1.10) equiva-

le a probar que:

(Ch) ™ = (Chy) !

A
>——0)=0
~ 24v/n )
Utilizando . - ) v (@ , es suficiente con probar que:

pin P ([les - e

, A
tin P (17l 2 72 ) =0

utilizando la desigualdad de Markov y la hipotesis 6 se tiene:
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A
. S 3/2
nlljg}p <||Z||2 >n \/ﬁ)

, A
tin P (5120 > 2 )

IN
|
o

Por lo que queda demostrado que PBg — 0 cuando n — oo.

Ahora se probara que PBy — 0 cuando n — o0.

Reemplazando A* por A* en (1.8)), (1.10) y (1.11]), se obtiene:

lim P (\ruz\b > %) =0

lo que es directo ya que fue demostrado para PBs. Se concluye que PBg — 0

cuando n — oo.

Ahora se probara que PByjg — 0 cuando n — oo.
Utilizando ((1.4)) al igual que se utilizé para demostrar PAs, se tiene que:

P (|é;1<<é*;1>-1 (€)Y sign(Ba)] > i) <

12

5
P > 2
(p 2—12>

Lo que segun (1.7)), (1.16) y la hipdtesis 3 es equivalente a probar:

(Ch) " = (Chy) ™!

21

0
I j2) c1/4,, —1/2 > =0
lim. (n n >3

lo cual se verifica por el hecho de que ¢; < 1/2, por lo que se concluye que

PBjy — 0 cuando n — oo.

Ahora se probara que PB;; — 0 cuando n — oo.

Utilizando la misma idea que para la demostracion de PAs, se tiene que:
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P (|<é;1 e (€ sign(Ba)

p(m

)
> — | <
=19 =

5 - & Jlenr ), = 1)

—_

12

Por (1.13)), (1.17)) y la hipdtesis 3, es suficiente probar que:
. er/a, —1j2 < O
lim P | n?"n > __— | =0
n—oo 12

lo cual ya fue demostrado para PBjq, por lo que se concluye que PBy; — 0

cuando n — oo.

Finalmente, se probara que PBjs — 0 cuando n — oc.

Utilizando las mismas ideas que en PBjy y PByy, se tiene:

P (|<éaa (@) — (E) sign(Ban)

P (VF o - Cn,

@t - en], = )

.

Lo cual equivale (por (1.7)), (1.17)) e hipétesis 3) a:

)
lim P (n/*nt> —) =0
n—oo 12

lo que se verifica al considerar que ¢; < 1/2. O
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Apéndice 2

Correlacion de X en la
aplicacion real
A continuacion se presenta la matriz de correlaciones entre las variables

explicativas utilizadas en el modelo para explicar el ingreso per capita del

hogar, utilizando datos de la Encuesta Continua de Hogares

X1 Xy X3 Xy X5 X¢ X Xz X9 Xy X X Xz Xy X5
X, | 1.00 -0.64 0.01 0.22 -0.14 0.02 0.13 020 0.17 0.16 0.39 -0.22 0.11 0.19 0.21
X, . 1.00 0.05 -0.59 0.35 0.31 0.05 0.02 012 -0.19 -0.28 0.44 0.04 0.09 -0.15
X3 . . 1.00 0.07 0.65 -0.70 0.05 0.50 -0.59 -0.07 -0.06 0.17 049 -0.47 0.72
X, . . . 1.00 -0.09 -0.27 -0.11 -0.02 -0.19 0.03 0.07 -0.24 0.08 -0.15 0.16
X5 . . . . 1.00 -0.24 -0.05 0.34 -0.23 -0.15 -0.16 0.14 0.50 -0.14 0.26
X . . . . . 1.00 0.04 -0.20 0.63 -0.02 -0.00 -0.03 -0.22 0.56 -0.48
X, . . . . . . 1.00 0.67 048 -0.06 -0.06 0.29 0.14 0.20 0.18
Xs . . . . . . . 1.00 0.00 -0.10 -0.09 0.28 0.44 -0.02 0.52
Xy . . . . . . . . 1.00 -0.02 0.01 0.16 -0.11 0.65 -0.39
X . . . . . . . . . 1.00 0.80 -0.13 -0.07 -0.02 -0.01
X . . . . . . . . . . 1.00 -0.16 -0.05 0.04 0.02
X . . . . . . . . . . . 1.00 0.59 0.38 0.43
X3 . . . . . . . . . . . . 1.00 0.02 0.77
X . . . . . . . . . . . . . 1.00 -0.32
X | . . . . . . . . . . . . . L00
XIG .
X7
X8
X19
Xoo
Xo1
Xoo
Xo3
Xo4
Xos
Xog
Xor
Xog
Xog

Tabla 2.1: Matriz de correlaciones entre las variables explicativas en la aplicacion
a datos reales (Capitulo . Parte 1.
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Xis Xz Xis X9 Xog  Xor  Xop  Xoz  Xou Xos  Xog  Xor Xog Xy
X; 1028 027 024 026 029 020 -007 029 0.07 026 003 008 029 -0.24
X, | -0.12 -0.08 -0.00 -0.14 -0.14 0.06 0.05 -0.16 0.05 -0.11 0.06 -0.00 -0.18 0.22
X3 | 008 041 -047 032 048 -040 0.10 -0.05 0.10 0.14 -0.05 -0.06 -0.09 0.01
X, 1 002 004 -012 0.09 010 -0.11 -0.02 0.10 -0.01 0.08 -0.00 -0.02 0.12 0.05
X5 |-0.10 0.15 -0.19 0.056 021 -0.13 0.07 0.01 021 0.05 0.08 -0.01 -0.05 0.04
X¢ |-0.04 -0.18 040 -0.21 -0.26 042 -0.10 0.13 0.05 -0.06 0.10 0.08 0.15 0.02
X; 108 062 046 031 022 025 -022 027 018 008 022 018 011 0.17
Xg | 065 089 005 036 050 002 -014 024 025 020 018 0.12 0.06 0.12
Xy | 040 002 089 0.03 -007 063 -020 029 014 004 022 017 019 0.10
X | -0.06 -0.06 -0.03 -0.10 -0.07 -0.08 0.16 -0.12 -0.18 -0.08 -0.11 -0.08 -0.00 -0.13
Xy | -0.01 -0.04 0.01 -0.06 -0.03 -0.06 0.15 -0.08 -0.19 -0.04 -0.13 -0.09 0.05 -0.18
Xip| 048 042 030 051 044 033 -005 0.08 0.16 0.11 0.00 0.04 -0.04 0.31
X3 1035 058 -0.01 055 069 003 -004 016 025 0.15 000 0.01 0.06 0.12
X | 030 003 076 016 0.02 077 -013 027 015 011 009 012 0.18 0.14
X5 041 067 -031 0.63 074 -026 0.01 008 012 0.19 -0.08 -0.02 0.01 0.04
X6 | 1.00 075 051 053 042 032 -019 030 019 016 0.16 0.18 0.13 0.14

Xy | . 100 008 050 064 007 -0.15 026 023 021 013 011 0.09 0.11
Xis | . . 100 017 005 073 -0.19 030 0.16 0.10 019 017 0.19 0.10
X | . . . 100 084 035 -0.19 029 025 024 002 010 0.13 0.19
Xoo | . . . . 100 0.09 -0.16 027 028 028 0.0l 006 012 0.13
Xo | . . . . . 1.00 -0.18 030 0.18 013 0.15 016 018 0.15
Xoo | . . . . ‘ . 100 -0.57 -0.21 -0.11 -0.19 -0.17 -0.37 -0.19
Xos | . . . ‘ . . . 100 048 036 042 039 052 0.0
Xou | . . . . . , . . 100 007 027 024 0.14 0.19
Xos | . . . . 4 . . . . 100 0.07 006 0.13 0.12
Xog | . . . . . . . . . . 100 026 010 0.14
Xov | . . . ‘ ‘ . . . ‘ ‘ . 1.00 019 0.05
Xog | . . . . . , . . . . , . 1.00 0.07
Xog | . . . . 4 . . . . 4 . . . 1.00

Tabla 2.2: Matriz de correlaciones entre las variables explicativas en la aplicacién
a datos reales (Capitulo |5). Parte 2.
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Anexo 1

Definiciones y resultados

preliminares

Este apartado se basa en la seccién 4.1 de Giraud [2I]. Para profundizar

puede consultarse Boyd and Vandenberghe [§].

1.0.1. Subdiferenciales y subgradientes

Para una cierta funcién convexa F', se define el subdiferencial de la funcién

F en x, como el siguiente conjunto:

OF (x) ={w eR": F(y) > F(z) + (w,y — ) Yy € R"} (1.1)

A cada uno de los vectores w se los denomina subgradientes de F' en el
punto x.

Se desprende de la definiciéon la siguiente propiedad:

Propiedad 1.
z, € argmin F(z) & 0 € 0F (x.) (1.2)

z€R"
Demostracion. Siz, € argming pn F'(z) = F(z.) < F(z), Vr € R".Y se tiene
que F(z) = F(z) — (0,x — z,), Yz € R" por lo que se verifica la definicién
y 0 es subgradiente de F(z) en x = ..
Por otro lado, si 0 es subgradiente de F'(z) para x = x,, por definicién F(z) >
F(z,) + (0,2 — z,) = F(x.), Yo € R™, por lo que z, es el argmin(F'(z)). O
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1.0.2. Subdiferencial de la funcion valor absoluto

La funcién valor absoluto se define de la siguiente manera:

f(x):{ r sixz>0

—x six <0

flx) =1 x|

Figura 1.1: Funcién valor absoluto

De acuerdo a la definicién (1.1]), el subdiferencial de la funcién valor abso-
luto es:

Oz ={weR: |yl = [z| +w(y —z) Vy € R}

Para hallar los w que verifican la ecuacién anterior, es necesario diferenciar

segun el signo de = e y. En particular, se tiene:

ly|—|=|

—x

>w siy—x>0
dlz| =qweR: 0 yeER

|yl =]
Yy—

<

<w siy—x <0

En el cuadro (1.1)) se muestran las distintas posibilidades.

118



CASO 1: x=0

x=0
1) 5 RO e ==z
:E—O
2) g y<0 = M oovo 1<y
CASOZ x>0
x>0
w I > lyl—lz| _ y—= _
3) 0 s y>0 = e — gy lzw
:L‘>0
| | | > Iy\—lﬂ?\_u—
4) IR y>0 = e Ty lZw
:(:>0 yl=lel _ —y—2
| | \ - y—x y—x —
5) g 0 : y<0 }:> —1< <l
w>1
CA803 x<0
o | - x <0
6 | T 14 y<0 = bei=r=1>w
. | - :1:<0
|y . b " y<0 = 'y‘:f':‘ﬁj_ 1<w
| | | .I‘<0 ;‘:z*_izw
\ \ \ > S
8) z 0 y y>0 = -1< =<1
w< —1

Tabla 1.1: Distintas posibilidades para el subdiferencial, de acuerdo al signo de x

ey

1.0.3.

En resumen, el subdiferencial de la funcién valor absoluto es:

0|$\={@UER:

donde sign(x) =1 si z > 0, sign(z)

w = sign(z) siz#0

—1<w<1l six=0

Subdiferencial de la norma [

La norma L de un vector x € R" se define como:
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n

lzlly =) |l (1.4)

i=1

El subdiferencial de la norma L es:

Azl = {weR" |yl = |zl + (w,y —x) vy € R"}

=1

i=1

Entonces, los w; deben verificar que |y;| > |z;| + wi(y; — 2;), i = 1,--- | n,
y de acuerdo a la seccién anterior esto se cumple para w; = sign(x;) si z; # 0

ow; € [—1,1] si ; = 0. En resumen:

|zl = {w € R" : w; = sign(x;) si x; #0,w; € [-1,1] siz; =0}  (1.5)
Cuando la funcion F': R” — R es convexa, se tiene que:
» Kl subdiferencial es mond6tono:

(wp —wy,z —y) >0 Vw, € 0F(x) y w, € 0F (y) (1.6)

La demostracién es inmediata, considerando que por definicién F(y) >
F(x) + (wg,y —x) y F(z) > F(y) + (wy,z — y). Sumando ambas de-

sigualdades se obtiene:

F(z)+F(y) 2 F(2)+F(y)+(we, y—a) Hwy, 1—y) = —(we, y —2) —(wy,z —y) >0
—————

(wz,x—y)

4

~~
<wk —wy ’xfy>

» si F' ademas es diferenciable = 0F(z) = {VF(x)}
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Anexo 2

Resultados de Zhu et al

utilizados

En este apartado se presentan los resultados de la seccién 5 del articulo de

Zhu et al ([57]) que fueron utilizados para generar el cédigo R.

Otlm) _ X' 1Y — XB)

B
oln) 1 1 ) _ox!
20 = 51&7’(2312) — §(Y — Xp3)'E (Y — XfB) con Xy = 50
oln) 1 1 ) _ox!
80'2 = §t7’(222) — §<Y — Xﬂ) EQ(Y — Xﬁ) con 22 = W
I(8) = X'E'X
Lr(, 23, (2,2
T(w) = | 2MZERE) SEERE = (0,09

| (2R E) 1r(2,E5,5)
Para errores de tipo CAR, 7! = V'1(I-Cy) = 5(I-0Wy), por lo que
Lozt ozt 1 0

3, = — =Wy, 3= —
Y o2 T g2 022 02
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Por otro lado, para errores de tipo SAR, 71 = (I — C4)V (I - Cy) =
LI —0Wy)(I—0Wy) = 51— 20W4 + *°W,Wy), por lo que

ox1 2 20 W
ox—! 1
3, = 5 :—<02)2(I—2«9VV@+92WQW%‘)
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