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Capitulo 1

Introduccion

El movimiento animal es un objeto de estudio de relevancia para la eco-
logia y las ciencias ambientales; desde mediados del siglo XX se han propuesto
distintos métodos para su analisis. Buena parte de este desarrollo se debe a
la aparicion de nuevas tecnologias que permiten obtener y registrar datos de
mayor complejidad. Un aspecto central en este campo es determinar el Ho-
me Range (HR) de una especie. La definicién de HR maés aceptada es la que
propone Burt (1943) que lo define como aquella regién en la cual el indivi-
duo desarrolla la mayor parte de sus actividades: la obtencién del alimento, su

reproduccién y el cuidado de sus crias.

Si bien se la considera una definiciéon fundacional que ha guiado la investi-
gacién entorno a cémo estimar el HR, diversos autores han senalado (Fleming
et al., 2015; Kie et al., 2010) el desafio de expresar esa definicién con el rigor
matematico necesario para formular el problema como un problema de infe-
rencia estadistica. El propio Burt senala que si el animal sale ocasionalmente
de esta area, el territorio que recorre en esa expedicién no debe ser considerado
parte del HR. De modo que pueden surgir preguntas acerca de como delimitar

esta area, qué se considera una salida ocasional, etc.

Las primeras aproximaciones a este problema proponian, a partir de ob-
servaciones de la posicién de un individuo, utilizar el cierre convexo de ese
conjunto (el convexo mds chico que lo contiene) como estimador de HR (ver
Figura 1.1). Esta propuesta tiene el mérito de la simpleza, pero tiene sus claras
desventajas: asume la convexidad de un conjunto del que apenas conocemos
una cantidad finita de puntos y es muy sensible a la observacion de un punto

aislado. Puede ocurrir que en la zona donde habite la especie estudiada, haya
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Figura 1.1: Un conjunto de puntos arbitrario y su cierre convexo, en linea roja

un lago, una montana, la presencia amenazante de un depredador, o algin
limite que impida que los individuos transiten por alli. Si el animal rodeara

esta zona, al tomar el cierre convexo, la estariamos incluyendo en la estima-

de interés para el estudio.

cion. Por otro lado, imaginemos que el individuo sale fugazmente de su area de
accion, también el cierre convexo contendra esta region que a priori no resulta

Hay otras variantes que consideran cierres r-convexos (ver Definicién 5 en

pagina 10) o uniones de cierres r-convexos, que le dan mayor flexibilidad al
estimador, solucionando algunos de sus inconvenientes, ver por ejemplo Getz
and Wilmers (2004).

Todas estas propuestas no consideran la dimension temporal de ese movi-
miento, a tales efectos, no importa el orden en que se producen esos registros,
ni la distancia temporal que hay entre ellos. Hoy en dia, mediante sistemas
de posicionamiento global (GPS), se puede tener registros de movimiento de
forma casi continua en el tiempo, lo que induce una alta autocorrelacion entre
las observaciones, por tanto al ignorar la cuestién temporal se esta descartando

mucha informacién. En la Figura 1.2 se puede ver un ejemplo simulado de dos
trayectorias distintas que pasan por los mismos puntos. Este aspecto ha sido
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Figura 1.2: Dos trayectorias distintas que pasan por los mismos puntos.

atendido por la literatura (Noonan et al., 2019; Fleming et al., 2014, 2015), y
se han propuesto nuevas formas de estimar el HR modelando el movimiento

animal a través de un proceso estocastico en tiempo continuo.

Este camino que resulta muy natural, aun mantiene el desafio de lograr
definir rigurosamente qué es lo que se quiere estimar. En Worton (1989) se
propone, con los datos de la localizacion de los individuos, utilizar métodos
de ntcleos para estimar una funcién de densidad que describa con qué pro-
babilidad el individuo se encuentra en determinada region. En Fleming et al.
(2015), se introduce una variante de este estimador por nicleos, con un criterio
de eleccion de la ventana de suavizado que tenga en cuenta la autocorrelacién
del proceso. Para ello, se proponen algunos modelos de procesos estocéasticos
en tiempo continuo, para los cuales se ajusta una funcién de autocovarian-
za usando los datos observados. Sin embargo, no hay ningun resultado que
asegure la consistencia de este estimador y, mas alarmante quizas, muchos de
los modelos propuestos (por ejemplo procesos estocasticos integrados, como el

Ornstein-Uhlenbeck integrado) no tienen una distribucién estacionaria.
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Para este trabajo seguiremos el escenario propuesto en Cholaquidis et al.
(2016, 2021b) y revisado en Papalardo (2019). Supondremos que tenemos da-
tos de la posicion de un individuo a lo largo del tiempo, que se corresponden
con una discretizacién de la trayectoria de un movimiento Browniano re-
flejado con drift (RBMD, ver Seccién 2.1). Es decir, se asumira que el animal
vive en una regién acotada y su movimiento se modela por un proceso de difu-
sion reflejado en ese conjunto. Parece razonable pensar que determinado tipo
de animales terrestres se mueven en una zona con limites geograficos que no
pueden atravesar como rios, montanas.

En esos trabajos se demuestra la existencia y unicidad del RBMD como
proceso estocastico cuando su soporte es un conjunto con frontera suave. Se
prueba que tiene una distribucion estacionaria y se proponen estimadores con-
sistentes de distintos parametros de interés, tales como el conjunto que es
soporte del proceso, la funcién de drift y la distribucién estacionaria. A priori,
la eleccion del movimiento Browniano como modelo admite discusion, puesto
que, puede parecer poco natural modelar el movimiento de un ser vivo me-
diante un proceso cuyas trayectorias son no diferenciables en casi todo punto.

En la Seccién 2.1.2 se dan argumentos en favor de esta eleccion.

1.1. Objetivos

El objetivo de este trabajo es estudiar las propiedades de los estimadores
cuando los datos provienen de un esquema de muestreo con restricciones. Se
propone un modelo denominado ‘on-oftf’ que consiste en observar el proceso de
forma intermitente: se lo observa durante un intervalo de tiempo de duracién
01, y se lo deja de observar durante un intervalo de duracion d,. Se demuestra
que los estimadores mantienen sus buenas propiedades y en algunos casos se
obtienen mejores tasas de convergencia.

Esta incorporacion tiene un impacto muy positivo desde el punto de vista
de la aplicacion. Optimizar la cantidad de observaciones tiene multiples ven-
tajas, las baterias de los dispositivos utilizados tiene una duracién acotada y
generar mas registros, implica un uso mas intenso de la bateria y una con-
secuente reduccion de su vida util. El seguimiento de animales méas grandes
como elefantes, permite colocar baterias méds grandes y de mayor duracién,
pero en animales mas pequenos, el peso del dispositivo es una restriccion im-

portante. Por otro lado, para el funcionamiento del GPS se requiere del acceso
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a una conexién satelital, este es un recurso costoso para estos estudios. En
cualquier caso, este esquema de muestreo permite maximizar la relacién entre
la informacion obtenida y la cantidad de datos registrados.

Buena parte de este trabajo se encuentra sometida a revision editorial. Una

versién preliminar de ese manuscrito se puede ver en Cholaquidis et al. (2021a).

Organizaciéon del trabajo

En el Capitulo 2 se introduce el movimiento Browniano reflejado con drift,
se describen algunas de sus propiedades, se estudian qué condiciones geométri-
cas debe cumplir el soporte para que el proceso esté bien definido y se tenga
la consistencia de los estimadores. Por otro lado, en la seccién 2.1.2 dan algu-
nas ideas que justifican su eleccion como modelo de movimiento animal. En la
ultima seccién, se introduce el modelo de observacion ‘on-oftf’. En el Capitu-
lo 3 se definen estimadores para el soporte del proceso y para su distribucién
estacionaria. En el Capitulo 4 se presentan resultados empiricos de un estudio
de simulacién y en el Capitulo 5 se aplica esta metodologia en un caso real.

Las simulaciones y los calculos computacionales fueron hechas en lenguaje
R (R Core Team, 2021), utilizando la integracién con C++ que provee Repp
(Eddelbuettel and Balamuta, 2018). Para el computo de los cierres r-convexos
se ha utilizado la biblioteca RcppAlphahull (Airoldi, 2019) que tiene ver-
siones mas 4giles de las funciones de la bibilioteca alphahull (Pateiro-Lopez
et al., 2019). Para la simulaciéon del RBMD y para el célculo de las distancias
se escribieron cédigos propios en Repp, que estan disponibles en el repositorio
publico https://github.com/emehache/RBM.

1.2. Notacién, definiciones y resultados pre-
vios

» Dado un conjunto S C R? se denota por 95, int(S), y S a la frontera,
interior y clausura de S, respectivamente.

» B(z,€) la bola de centro z y radio e.

= Dado un conjunto acotado S C R? S = {x € S: B(x,¢) C S} es el

conjunto e—paralelo interior de S.


https://github.com/emehache/RBM

» Dado un conjunto A C R? y x € R? denotamos d(x, A) = inf{||z — a| :
a € A}

» Sea p la medida de Lebesgue en R, Por simplicidad notaremos wy :=
w(B(0,1)), la medida en R? de la bola unitaria.

» Dado un espacio de medida (€2, A, v), denotamos por ||v|7y a la norma

de variacion total de v, definida como
[v[l7v = sup [v(A)].
AcA

» Dados A y C dos conjuntos compactos, no vacios de RY, definimos la

distancia de Hausdorfl entre ellos como

diy (A, C) = max{supd(a,C),supd(c, A)}.
acA ceC
» Siendo p la medida de Lebesgue en R? y dados A y C dos conjuntos

p—medibles de R?, definimos la distancia en medida entre A y C' como
du(A,C) = p(A\ C) + p(C'\ A)
donde A\ C'=AnNC-.

La distancia de Hausdorff y la distancia en medida, miden discrepancias
entre conjuntos pero en distintos sentidos. Dos conjuntos pueden estar arbitra-
riamente cerca (o incluso a distancia 0) segin una de ellas y arbitrariamente
lejos segun la otra. Un ejemplo de esto se ve en la Figura 1.3. En un caso hay
un circulo rojo y un circulo azul con una deformacién. Como los circulos son
del mismo radio y sus centros estdn cercanos, y a su vez la deformacion del
circulo azul no aumenta mucho su area, estos dos conjuntos estan cerca en
medida de Lebesgue. Sin embargo, la deformacién puede aumentar arbitraria-
mente la distancia de Hausdorff. En el otro caso, es al revés. Hay un circulo
y un conjunto de puntos sorteados uniformemente en su interior. La distancia
de Hausdorff tendera a 0 cuando aumente la cantidad de puntos, sin embargo
la distancia en medida seré constante ya que el circulo tiene drea 7 y la unién
de los puntos tiene medida O.

El siguiente teorema, probado en Cuevas et al. (2012), establecerd un vincu-
lo entre ambas distancias. En particular, dice que la convergencia en la distan-

cia de Hausdorff de una sucesion de conjuntos, y la convergencia en Hausdorff



de sus fronteras, implican la convergencia de la distancia en medida de los

conjuntos.

Teorema 1 (Cuevas et al. (2012)). Dada una sucesion de conjuntos {Sy},
todos subconjuntos compactos no vacios de R%, y dado un conjunto S C R¢
compacto no vacio, con u(0S) = 0. Si dg(S,,S) — 0 y dy(9S,,0S5) = 0
entonces d, (S, S) — 0.

0.5
0.0

-0.5

Figura 1.3: A la izquierda: la distancia en medida (considerando la medida Lebes-
gue) entre el conjunto rojo y el azul puede ser arbitrariamente chica, sin embargo la
deformacién que tiene el conjunto azul lo aleja del conjunto rojo en el sentido de la
distancia de Hausdorff. En el caso de la derecha: los dos conjuntos estan préximos
en distancia de Hausdorff, sin embargo el rojo puede tener medida de Lebesgue ar-
bitrariamente pequena.

Definicién 1 (Conjunto de borde C*). Extraida de (Evans, 2010, pdgina 710).
Dado un conjunto S C R? acotado, decimos que su borde S es C* si para todo
punto x € 0S, existe un r > 0 y una funcién de clase C*, v : R~ — R tal

que, a menos de reorientar y renombrar los ejes, tenemos que
SN B(x,r) ={x = (21,...,24) € B(z,r) : xg > y(x1,...,Ta-1)}

Intuitivamente, esto quiere decir, que localmente el borde del conjunto es el
grifico de alguna funcion de clase C*. Esto impone una condicion sobre qué tan

suave es la frontera del conjunto.



Capitulo 2

Descripcion del modelo

2.1. Movimiento Browniano reflejado con
drift (RBMD)

Definicién 2 (RBMD). Sea S un conjunto abierto, conezo y acotado, tal que
dS es C*. Dado un movimiento Browniano d-dimensional { B;};>o definido en
un espacio de probabilidad filtrado (0, F, {F }+>0, Ps) y una funcién f : S — R,
el movimiento Browniano reflejado con drift (RBMD), con punto de arranque
Xo =z € int(S), es la unica solucidon fuerte a la siguiente ecuacion diferencial

estocdstica:
1 t t .
X; = X0+Bt—§/ Vf(Xs)ds—l—/ n(X,)d&s, donde X, € S, ¥Vt >0. (2.1)
0 0

Donde n(u) denota el vector unitario normal a la frontera 0S en el punto
u € 0S. Asumimos que V f es Lipschitz. El proceso {&:}i>0 es lo que se llama

el tiempo local del proceso en el conjunto 0S, que satisface:

t
& = / 1ix,ca51d8s, & = 0.
0

Esta ecuacién diferencial estocastica esta emparentada con el problema de
Neumann, donde la solucion esta definida en un conjunto y se imponen condi-
ciones para la derivada de la solucion en el borde del conjunto. Intuitivamente,
podemos observar que un proceso que verifique (2.1) debe comportarse como
un Browniano con drift en el interior del conjunto, y cuando intenta escapar

del conjunto, recibe una fuerza en la direcciéon normal al borde del conjunto
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0.51

0.04

-0.54

Figura 2.1: Gréfico de la trayectoria de un movimiento Browniano reflejado con
drift en una elipse agujereada.

que hace que el incremento del proceso en ese momento sea hacia el interior
del conjunto, en otras palabras, lo hace rebotar.
En la Figura 2.1 se puede ver una simulaciéon de una trayectoria de un

RBMD en un compacto de R?. La funcién de drift en este caso es v(z,y) =

(_:B7 _y)'

2.1.1. Restricciones sobre la forma de S

La existencia y unicidad de esta solucion ha sido ampliamente estudiada.
Si bien la atencién parece centrarse en el proceso, el conjunto S juega un rol
fundamental, de hecho, es imprescindible imponer condiciones sobre su forma
para asegurar la existencia y unicidad del RBMD.

En Tanaka (1979) se prueba la existencia y unicidad cuando S es convexo,
luego en Saisho (1987) se extiende el resultado para una familia de conjuntos
mucho menos restrictiva: se trata de una clase que estd entre los conjuntos
cono-convexos y aquellos que verifican la condicién de rodamiento libre (ver
Definicién 6). Por més detalles sobre esto consultar Saisho (1987) o (Chola-
quidis et al., 2016, paginas 7'y 8).

Por otro lado, uno de los objetivos es estimar el conjunto S a partir de
la trayectoria de un RBMD, por lo tanto serd necesario que el proceso visite
todo el conjunto en tiempo finito. Serd de rigor imponer algunas condiciones
sobre la forma del conjunto para asegurar la consistencia de los estimadores.
En lo que sigue introducimos algunas definiciones y resultados que serviran

para formalizar estas ideas.



Definicién 3 (Dominio no-trampa, Burdzy et al. (2006)). Decimos que S es
un dominio no-trampa para un proceso estocdstico {Z;}1>o Si para toda bola
cerrada B C S de radio positivo se cumple que sup,cg E,[Inf{t > 0: X; €

B} < o], donde E, denota la esperanza con respecto a P,.

El hecho de que el dominio sea no-trampa es crucial para poder recuperar el
conjunto S observando una trayectoria del proceso. En Burdzy et al. (2006) se
estudian qué condiciones verifican los conjuntos que no verifican la definicién
de no-trampa para el movimiento Browniano reflejado. Informalmente, son
conjuntos que tienen fronteras que no son suaves y eso puede hacer que el

proceso se quede atrapado cerca de la frontera.

Proposicién 1 (Proposicién 1 de Cholaquidis et al. (2021b)). Sea S C R? una
region acotada tal que dS es C?. Sea {X;}i>o la solucion de (2.1), entonces S

es no-trampa para {X; }+>o.

Dado S C R? compacto, denotaremos Unp(S) al conjunto:
Unp(S) = {r € R? : existe una tnica proyeccién de = sobre S}.
Definicién 4 (Reach de un conjunto, Federer (1959)). Sea S C R?, definimos:

reach(S)(z) = sup{r >0: B(x,r) C Unp(S)},
reach(S) = inf{reach(S)(z):z € S}.

Definicién 5 (r—convexidad). Dado un conjunto S C R% y r > 0, decimos

que S es r-convexo si S = C,.(S) donde

CL(S) = N (B.)

{B(x,’r): B(:c,r)ﬂSZ@}

es Su cierre r—Cconvero.

Recordemos que el cierre convexo de un conjunto (la interseccién de todos
los convexos que lo contienen), se puede definir alternativamente como la inter-
seccion de los complementos de los semiplanos que no intersectan al conjunto.
Podemos pensar el cierre r—convexo como una generalizaciéon de lo anterior
cambiando los semiplanos por bolas de radio r. En la Figura 2.2, se muestra
un conjunto arbitrario de puntos en R? y su cierre r—convexo para r = 0.15 y

r = 0.20. Cuando » — oo lo que se obtiene es el cierre convexo.
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Figura 2.2: Cierre r—convexo de un conjunto de 100 puntos con distribucién uni-
forme en [0, 1] x [0, 1]. En el caso de la izquierda r = 0.15, en el caso de la derecha
r=0.2.

Definicién 6 (r-rodamiento libre, Walther (1999)). Sea S C R? compacto,
diremos que una bola de radio r rueda libremente por S¢ si para todo x € 0S
existe una bola B, de radio r tal que x € 0B, y B, NS = ().

De la misma forma se define la condicion de rodamiento libre por S.
Las siguientes proposiciones estan probadas en Cuevas et al. (2012).

Proposicién 2. Sea S C R? compacto. Si reach(S) > r > 0 entonces S es

r-convexo.

Proposicién 3. Sea S C RY compacto, r-convexo para algin r > 0 entonces

por S¢ rueda libremente una bola de radio r.

Teorema 2 (Cuevas et al. (2012)). Sea {S,} una sucesion de conjuntos com-
pactos no vacios de R que satisfacen que por su complemento rueda libremente
una bola de radio r. Sea S C R? compacto, no vacio, tal que dy(S,,S) — 0.

Entonces

a) dy(05,,05) — 0.
b) Sireach(S,) > r >0, entonces tenemos que d,,(S,,S) — 0.

El RBMD definido sobre un conjunto de borde C? tiene muy buenas propie-
dades: por un lado, se verifican las condiciones necesarias para su existencia y
unicidad; por otro lado, admite una tnica distribucion estacionaria; ademas con

probabilidad 1 visitara infinitas veces cualquier abierto del conjunto. Aqui es
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importante otra vez resaltar la importancia de la forma del conjunto. Si S
tuviera méas de una componente conexa, claramente el RBMD no podria visi-
tarlo todo, y podria haber mas de una distribucién estacionaria que dependa
del punto de arranque. En la seccion siguiente se dan algunas ideas que jus-
tifican la eleccién del RBMD como modelo de movimiento animal, y en el
Capitulo 3 se presentan diversos resultados tedricos sobre las propiedades del

proceso y sobre los estimadores.

2.1.2. El RBMD como modelo de movimiento animal

Los modelos utilizados para analizar el movimiento animal se han ido com-
plejizando gracias a la disponibilidad de nuevas tecnologias para registrar y
proveer de datos.

Si registramos la posicién de un animal con suficiente tiempo entre una
observacion y otra, podemos considerar que esos datos estan incorrelacionados.
Este quizas era el caso cuando los ecologos empezaron a analizar el movimiento
animal y no tenfan posibilidad de muestrear con alta frecuencia. Buena parte
de los primeros estudios se hacian incluso ignorando la dimensién temporal de
estas observaciones, usando lo que se llama trapping data: datos que registran,
mediante algin mecanismo, que un animal pasé por determinado lugar, pero
no hay informacién temporal guardada alli, (Hayne, 1949; Ribble et al., 2002;
Socias-Martinez et al., 2022). En Worton (1989) se propone caracterizar el HR
estimando la distribucién de la cual provienen estas variables, en particular
propone asumir que existe una densidad y estimarla por nucleos. Luego, una
estimacién del HR se puede obtener al considerar los conjuntos de nivel de
dicha estimacion.

En la medida que es posible muestrear con mayor frecuencia este proceso
(menor intervalo de tiempo entre observaciones), se tiene mayor resolucién del
fenémeno en cuestién y aumenta la dependencia entre las observaciones. Esto
es andlogo con la resolucién de una imagen digital. En una imagen de alta
resolucion, la informacién que hay en dos pixeles contiguos esperamos que sea
similar, mientras que si la imagen pierde resolucion, lo que habitualmente se
conoce como “imagen pixelada” podemos esperar cambios mas bruscos entre
dos pixeles contiguos. Es curioso notar que, cuando ocurre esto, coloquialmente
es aceptada la idea de que se pierde informacién: supongamos que teniamos

1000 pixeles para describir un rostro, y ahora el mismo rostro esté representado

12



por menos pixeles. Pero en el contexto de teoria de la informacién, 10 pixeles
de la imagen de alta resoluciéon son menos informativos que 10 pixeles de la
segunda imagen.

Varios investigadores han coincidido en senalar que el estimador por nicleos
en su formulacién clésica estd concebido para tratar con datos iid (Noonan
et al., 2019; Fleming et al., 2015; Calabrese et al., 2016), y que como esa
hipdtesis no se verifica en los conjuntos de datos més modernos, en estos ca-
sos se produce una subestimacion del HR. El argumento es que si se tiene
un conjunto de observaciones independientes, se tiene una cierta cantidad de
informacion acerca del movimiento en cuestion. Pero si ahora ese movimiento
es muestreado a mayor frecuencia, cada observacién esta rodeada de un con-
junto de observaciones que suaviza esa trayectoria pero que no aporta mayor
informacion a efectos de conocer el drea que habita ese individuo. Entonces,
si bien se tiene mas observaciones por unidad de tiempo, el tamano ‘efectivo’
de la muestra, no aumento. El estimador por ntcleos asigna un determinado
peso a cada dato observado, que tiene que ver con la ventana de suavizado
y con el tamano de muestra, por tanto este tamano de muestra efectivo debe
considerarse al asignar esta ponderacion.

En la Figura 2.3, se muestra un ejemplo del efecto de aumentar la frecuencia
de muestreo en el estimador por nicleos (eligiendo la ventana por validacién
cruzada). Este método de niucleos brinda como estimacion una funcién de
densidad, el borde del conjunto de nivel al que dicha densidad estimada le
asigna probabilidad 0.98 esta representado en contorno negro en la figura.

A partir de observar este fenémeno, es que en Fleming et al. (2015) se pro-
pone un nuevo estimador por nicleos, denominado autocorrelated kernel den-
sity estimator (AKDE), que lo que hace es tener en cuenta la autocorrelacién
de las observaciones para que el conjunto estimado no quede tan concentrada
en torno a la trayectoria observada, evitando asi subestimarlo. Entonces este
método propone estimar los parametros de la funcién de autocovarianza de
algin proceso estocastico a partir de los datos e incorporar esa funcion en el
calculo del ancho de la ventana del nticleo.

El problema que se ignora en este trabajo, y en otros donde se incorpo-
ra esta metodologia, es que no estd asegurada la existencia del objeto que se
quiere estimar. De hecho, con el objetivo de tener trayectorias suaves, se propo-
nen modelos de procesos estocdsticos integrados (como el Ornstein-Uhlenbeck

integrado) que no admiten una distribucién estacionaria.
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Figura 2.3: Efecto en la estimacién de un conjunto de nivel de la densidad mediante
nicleos, al aumentar la frecuencia de muestreo de un proceso estocéastico. Se tiene
una trayectoria de un proceso estocastico representada en color gris, con 200 puntos.
De izquierda a derecha, y de arriba a abajo se presentan los resultados tomando una
muestra de 30, 40, 60, 80, 120, 200 puntos de ese proceso en cada caso.

En Calabrese et al. (2016) se revisan distintos procesos estocdasticos y sus
propiedades como modelos de movimiento animal, las mas deseables son: la
permanencia del proceso en una regiéon (lo que se asocia con la relevancia de
determinar el HR), la autocorrelacién de las posiciones (que el proceso tenga
trayectorias continuas) y la autocorrelacion en las velocidades (que el proceso
tenga trayectorias suaves). Alli de desaconseja el uso del movimiento Brow-
niano por no estar estocasticamente acotado. En nuestro caso, al considerar
el RBMD, estamos restringiendo este proceso a permanecer en un conjunto
compacto, que es lo que consideraremos como HR y es uno de los objetos que

queremos estimar.

Que el proceso no tenga trayectorias suaves no es dilapidario, a fin de
cuentas, lo que queremos modelar no es necesariamente toda la trayectoria
del animal, si no un conjunto finito de registros de su posicion, y lo suave que
resulte la trayectoria discretizada, dependerd de la distancia temporal entre las
observaciones. Si consideramos un proceso con trayectorias diferenciables, en
caracter general, no serd markoviano.Por tanto, el RBMD logra el equilibrio
de ser un modelo bien estudiado, para el que se tiene teoria que asegura la

consistencia de los estimadores planteados y que no esté alejado de la aplicacién
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en casos reales.

2.2. Modelo de observacién intermitente ‘on-
oft’
Definimos nuestro modelo ‘on-off” de la siguiente manera:
Definicién 7 (Modelo ‘on-oft’). Dados

» S CR? un conjunto compacto.

» {X;:t> 0} un movimiento Browniano reflejado en S.

» Dos pardmetros 01,0, € RT

» Una funcion {a; : t > 0} que toma valores en {0,1} intermitentemente,
donde a; = 1 en periodos de largo 61 y a; = 0 en periodos de largo 5.

Mads precisamente,

e = Z (k81 462),(k+1)5,+ kb2) (1)
k=0

Definimos el proceso

XON =X, teT,t<T}, (2.2)
donde T :={t:a; = 1} = U2 [k(d1 + d2), (k + 1)d1 + kdo).

Observacién 1. Observemos que el procesos X2V estd definido tinicamente
en una union de intervalos disjuntos. La funcion a; funciona como una llave
‘on-off ’: el proceso es observado en los tiempos {t : a; = 1}. Este conjunto de
tiempos estd dado por una union de intervalos de duracion 01, mientras que el

proceso es desconocido en una union de intervalos de longitud 5.

La intuicién atras del uso de este modelo se basa en que las propiedades
estadisticas de los estimadores no deberian variar demasiado por perder, de
forma méas o menos controlada, algunos tramos de la trayectoria. Veremos
en los Capitulos 3 y 4 resultados tedricos y simulaciones experimentales que
validan esta idea.

En la Figura 2.4 se representan graficamente los dos modelos de observacién
aplicados a un proceso estocastico unidimensional (representada su evolucién

en el tiempo).
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Modelo entero

364

Modelo on/off

No observado Observado

Figura 2.4: Esquema de observacion bajo cada modelo. En el eje horizontal esté re-
presentado el tiempo, en cada gréafico se presenta con color la trayectoria observada.
Arriba: el proceso se observa en el intervalo [0, 7 = 36;]. Abajo: el proceso se observa
en una unién de intervalos disjuntos, donde la medida de la unién es T

En la Figura 2.5 se puede ver una trayectoria simulada de un RBMD mues-
treada segiin este esquema, en rojo se senala la parte de la trayectoria observa-
da, que se corresponde con los momentos en los que el GPS esta encendido; y
en gris se muestra la parte de la trayectoria no observada, que se corresponde

con los momentos en los que el GPS esta apagado.
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Figura 2.5: Simulaciéon de la trayectoria de un RBMD bajo el modelo ‘on-off’,
en rojo se presenta la parte de la trayectoria observada, y en gris la parte de la
trayectoria no observada.
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Capitulo 3

Estimadores y resultados

tedricos

En este capitulo se presentan resultados tedricos sobre propiedades del
RBMD definido sobre un conjunto de borde C?. Se definen estimadores de
este conjunto, y de la distribucién estacionaria del proceso y se presentan
resultados asintoticos sobre su consistencia. Se siguen las ideas de Cholaquidis
et al. (2021b) complementando algunos resultados que no fueron probados en
ese trabajo e incorporando la novedad de trabajar con el proceso obtenido a

través del esquema de muestreo ‘on-off” definido en la Seccion 2.2.

Previamente se introducen algunas definiciones sobre procesos y cadenas
de Markov extraidos de Meyn and Tweedie (1993). Aquellas demostraciones
que son de interés se pueden ver en el Anexo 1, para las restantes siempre se

incluyen las referencias donde se pueden encontrar.

Definicién 8 (Medida invariante). Una medida de probabilidad m sobre un
congunto S es invariante para un proceso de Markov {X;}i>0 homogéneo en el

tiempo, Si
/Pm(Xt € A)dn(z) = w(A), para todot >0 y todo A C S mw-medible,
S

Definicién 9 (Proceso de Markov ergddico). Un proceso de Markov {X;}i>0

con espacio de estados S es ergodico si existe una medida de probabilidad
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invariante tal que
th'm |P.(X: € ) —7w()|lrv =0, para todo x € S.
—00

Se dice que la medida invariante m es la distribucion estacionaria del proceso
{Xi}i>0-

La ergodicidad de un proceso es una propiedad relevante para poder re-
cuperar aspectos poblacionales del proceso a través de sus trayectorias. Cabe
recordar aca lo comentado en la Seccién 2.1.2. Supongamos que tenemos un
proceso estocastico con una distribucién estacionaria del que observamos una
subcadena. Supongamos también que el mecanismo por el cual obtenemos las
observaciones de esta cadena responde a que aumentamos la frecuencia de
muestreo en el proceso original, tal como se presenta en la Figura 2.3. Co-
mo resultado tendremos una cadena (los puntos celestes en la Figura 2.3) que
admite una distribucion estacionaria pero que no es ergddica. Por mas que
el tamano de muestra aumente no podremos recuperar algunas propiedades

estadisticas del proceso.

Definicién 10 (Cadena de Markov geométricamente ergédica). Decimos que
una cadena de Markov es geométricamente ergodica, si existe una probabilidad

m sobre S y constantes v, p tales que v > 0 y 0 < p < 1, de forma tal que

IP.(X,, € A) —w(A)| <~vp", para todo A € B(S),n € N.

La siguiente proposicién, demostrada en Burdzy et al. (2006) para el caso
del RBM (sin drift) y en Cholaquidis et al. (2021b) para el caso del RBMD,
sera clave para para probar la consistencia de la trayectoria como estimador

del Home Range en el sentido de la distancia de Hausdorff.

Proposicién 4 (Ergodicidad del RBMD, Proposicién 2 de Cholaquidis et al.
(2021b)). Sea S € R un dominio acotado tal que OS es C*. Sea 7 la distri-
bucion estacionaria de {X,;}i>0. Entonces existen constantes positivas o y 3

tales que
sup [P (X; € ) = 7() |y < "
xe
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3.1. Estimacién de S

A partir de la observacion de una realizacién del RBMD se puede definir
un estimador del conjunto S considerando el cierre r-convexo de su trayecto-
ria (para algun valor de r). El siguiente teorema prueba que la trayectoria en
si misma (y cualquier subconjunto medible de S que la contenga) es un buen
estimador del conjunto, en el sentido de la distancia de Hausdorff. La trayec-
toria, como subconjunto de R? tendrd medida nula, por tanto para tener la
convergencia en el sentido de la distancia en medida es que tomamos el cierre
r-convexo. Del corolario del teorema y la observacion siguiente se deduce su
consistencia.

Ademas este resultado da cuenta de la mejora que implica la utilizacién del
modelo ‘on-off’. Da una cota superior para la distancia de Hausdorff entre Sy
cualquier subconjunto medible de S que contenga a la trayectoria, cuando ésta
es observada segin este modelo. Y esto se puede comparar con el caso en que
la trayectoria se observa de forma ininterrumpida por un periodo de tiempo

de igual longitud.

Teorema 3. Sea S C R? un conjunto compacto tal que S = m y 05
es C2. Sea X@N definido en (2.2). Supongamos que el drift es una funcion
Lipschitz, dada por el gradiente de alguna funcion f y asumamos que la dis-
tribucion estacionaria w tiene densidad g. Denotemos ¢ := inf,cq g(x). Sea
St cualquier conjunto medible que contenga a X@N c.s., tal que St C S, sea
£ < 2(28/cwq) 9.

Asumamos que

1 23
Sea T = poy + (p — 1)d2. Entonces
P{dy(Sr,S) > e} < Cyexp(—Capdy) exp(—Cs(p — 1)). (3.2)

Si embargo, si el GPS estd encendido durante el intervalo [0, pdi], la cota es

P{dH(Sp(;l, S) > 6} < (] eXp(—02p51) (33)

donde §p51 es cualquier conjunto medible que contenga a X5, = {X; 1 t <
po1}, y contenido en S. Cy, Cy, Cs son constantes positivas cuyos valores estan

explicitados en la demostracion. Solo dependen de €, u(S), B, a y wy.
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Observacion 2. La eleccion de los pardmetros es un problema prdactico impor-
tante. Observar que dado B, la duracion de la bateria del GPS, tenemos que
p = B/d1. Entonces, dado 01 y B, p queda determinado. Las ecuaciones (3.2) y
(3.3) sugieren tomar p tan grande como sea posible, y luego 61 tan chico como
sea posible, siempre que verifique las condiciones (3.1) y pdy = B. Esta eleccion
es consistente con los resultados obtenidos en las simulaciones y el ejemplo con
datos reales. Observar que si incrementamos p (y achicamos 6y ), disminuye la
autocorrelacion del proceso discretizado. Esto va en la misma direccion que la
regla empirica, bien conocida por quienes se dedican a la estimacion del HR
y comentada en el capitulo anterior, que establece que disminuir la autocorre-

lacion aumenta el tamano de muestra efectivo. (Ver Noonan et al. (2019)).

Corolario 1. Bajo las hipdtesis del Teorema 3, para cualquier conjunto me-

dible St que contenga a X9Nc.s. tenemos

a) dy(Sr,S) — 0 c.s.
b) para algin r >0, dy(C,(XEN),S) =0 c.s..

Este corolario es una consecuencia directa del Teorema 3 y se prueba si-
guiendo las mismas ideas que se usan para probar el Corolario 1 en Chola-
quidis et al. (2016). Para la parte b), notar que como consecuencia directa de
(Walther, 1999, Teorema 1), si 9S es C2 entonces, S y S¢ son r-convexos, para

algtin r > 0, y por tanto, C,(X%") es un subconjunto medible de S.

Observaciéon 3. Bajo las hipdtesis del Teorema 3 tenemos la convergencia en
distancia de Hausdorff de una sucesion de conjuntos r-convexos. Esto implica
la convergencia de sus fronteras (aqui estamos usando el Teorema 2). Enton-
ces, ahora aplicamos el Teorema 1, y tenemos la convergencia en medida de
los conjuntos, es decir, d,(C.(XEN),S) — 0.

Observacion 4. Al momento de construir el cierre r-convexo de la trayectoria,
r es un pardmetro a fijar. En (Rodriguez-Casal and Saavedra-Nieves, 2021,
Seccidn 3.1) se propone un estimador consistente del valor de r para el cual

un conjunto es r-convexo.
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3.2. Estimacion de la distribucion estacionaria

En la ecuacién diferencial estocéstica (2.1) el drift v(z) estd dado por el

gradiente V f de una funcion f,

() =~ V(). (3.4)

Tal como se enuncia en la Proposicién 5, la densidad g de la distribucion
estacionaria para el proceso (observado de forma ininterrumpida o de forma

intermitente) esté enteramente relacionada con esta funcién f.

Proposicién 5. Sea S un dominio acotado tal que OS es C*. Asumamos que
V[ es Lipschitz en S. Entonces la medida 7 es la tinica medida estacionaria

de {Xi}i>0, es absolutamente continua y su densidad estd dada por:
g(z) == dr(x) = ce T @Ig(z)dz, (3.5)

donde ¢ es una constante de normalizacion.

Observaciéon 5. Si v = 0, se obtiene el movimiento Browniano reflejado sin

drift y la distribucion estacionaria es uniforme en S (Burdzy et al., 2000).

Al igual que en Cholaquidis et al. (2021b), considerando una submuestra
de puntos {X3,...,X,} en los que el GPS estd encendido, un estimador de la

densidad g es:

R ¢ — z— X;
gn(x) = pyr Z K( )1cT(X$N)(l’)a (3.6)
=1

donde K : RY — R es una funcién nticleo no negativa, C,.(XZV) es el cierre
r-convexo de la trayectoria, y ¢ es una constante de normalizacion. El siguiente
teorema establece la convergencia uniforme, casi segura, de g, y la consistencia
de sus conjuntos de nivel en el sentido de la distancia de Hausdorff y en medida.

Antes definamos, para una funcién g y A € R, el conjunto de nivel A,
G,(\) = {x € R?: g(x) > A}, por tanto OG,()) es el borde del conjunto de

nivel \.

Teorema 4. A las hipdtesis del Teorema 3, agreqguemos ademds la condicion
de que g sea Lipschitz. Sea X, = {X(pi1)s,4k0, : K = 0,...,n — 1}, y sea g,

definido en (3.6), basado en N,,. Asumamos que K es no negativa, Lipschitz
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y que [K(t)dt = 1. Sea 7 = 7, — 0, tal que nT*?/log(n)>1*" — 0 y
vntd/log(n)*™* — oo para algin k > 0. Entonces

By sup |gn(z) — g(x)| = 0 c.s..

€S

donde 3, = (9(\/ an/log(n)H"“).
Ademds, si X > 0 es tal que G,(N\) # 0, g es C? en un entorno E del

congunto de nivel \ y el gradiente de g es estrictamente positivo en E, entonces
du(0G4(N),0G;, (X)) =o0(1/B,)  casi seguramente.

Los conjuntos de nivel proveeran informacion significativa acerca del tiempo
que pasa el animal en esas regiones, en particular el Home Range se corres-
pondera con los conjuntos de nivel )\, para un valor de A grande.

Un estimador de la funcién de drift v, se puede obtener utilizando una regla
plug-in. Por las ecuaciones (3.4) y (3.5) tenemos la relacién que hay entre v y
la densidad g, y dado que tenemos un estimador consistente g,, para g, tenemos
el siguiente estimador plug-in para v: 0(z) = 3V log(gn(z)).

De forma alternativa, un estimador no paramétrico consistente para v, que
no depende de una estimacién de g, se puede ver en puede ver en (Cholaquidis

et al., 2021b, Seccién 3.3).
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Capitulo 4
Estudio de simulacion

En este capitulo presentamos un estudio de simulacion en el que compara-
mos empiricamente los dos esquemas de muestreo propuestos: por un lado, la
observacion del proceso de forma ininterrumpida, y por otro lado, la observa-
ciéon bajo el modelo ‘on-off’.

Por ser un proceso estocastico en tiempo continuo, lo que podemos simu-
lar es una version discretizada de sus trayectorias, por tanto un parametro
a definir es el paso de discretizacion, que denotaremos h. Luego tenemos los
parametros 0; y 02, del modelo ‘on-off’. En este estudio, fijamos los valores
h € {0.001,0.002,0.003} y d01/h,09/h € {100,250,500}, y para cada terna
(h, 1, 02) simulamos 50 trayectorias del proceso. En cada trayectoria simulada,
a su vez, se aplicaron los dos esquemas de muestreo y con cada uno aproxi-
mamos computacionalmente la distancia de Hausdorff entre la trayectoria y el
conjunto, y la distancia en medida entre el cierre r-convexo de la trayectoria
y el conjunto.

Consideramos un RBMD en el conjunto S = E \ B((4/5,0),1/2), donde
E ={(z,y) € R?: 42?/9 + y* < 1} (ver Figura 4.1), con funcién de drift dada

por u(x,y) = —(x,y). La densidad estacionaria es

1
g(x) = —e_(z2+y2)}15($, y) donde ¢ = // exp [— (2% + )] dody.  (4.1)
s

C

En la Figura 4.1 se puede ver en linea negra el conjunto S, y en colores los
conjuntos de nivel de la densidad estacionaria. En la Seccién 4.3 se mostraran
resultados de su estimacion.

Para obtener simulaciones de trayectorias del RBMD, seguimos el esquema

propuesto en Bossy et al. (2004) descrito a continuacién.
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Figura 4.1: Conjuntos de nivel tedricos para la densidad g dada por (4.1) en colores,
y en negro estd representado el borde del conjunto S.

Denotaremos sym(z) al punto simétrico con el punto z con respecto a d5S.
Dado un paso h > 0 y un punto de partida Xy = x € S, y suponiendo que
obtuvimos en el paso i-ésimo un punto X; € S, para producir el siguiente
punto, definimos:

Yisi = Xi + Z; + WV f(X5),

donde Z; es un vector aleatorio Gaussiano, centrado, independiente de
Z1, ..., Zi_1, con matriz de covarianza h x (I;)ge.

Luego:

» SiY;; €85, dejamos X1 = Y.
» SiYi ¢S ysym(Yi) €S, definamos X1 = sym(Y;4q).
» SiYi ¢S ysym(Yi) ¢ S, definamos X; 1 = X,

En la Figura 4.2 se puede ver un ejemplo de cémo se refleja un proceso en el

borde de una elipse.

Finalmente, el modelo ‘on-off” se obtiene de X7, ..., Xy donde nos queda-
mos solamente con aquellos X; tales que ¢ € U2 ({[k(d1 + 02)/h, (k+1)01/h +

kdy/h]}. En este caso simulamos cadenas de largo N = 10° pasos.
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Figura 4.2: Ejemplo de reflexiéon de un proceso, donde el conjunto S es una elipse.
En azul punteado se muestra la trayectoria original, y en rojo sélido se grafica la
trayectoria reflejada.

4.1. Comportamiento de la distancia de Haus-
dorff

En la Tabla 4.1 se muestran los promedios de las distancias de Hausdorff
calculadas sobre las 50 réplicas para los distintos valores de 01, d9, h para el
modelo ‘on-off’. En todas las tablas ademas presentamos entre paréntesis las
medianas de las mismas cantidades.

Los mismos célculos estan presentados en la Tabla 4.2, para el caso en que
de las trayectorias se observan la misma cantidad de puntos pero de forma
ininterrumpida.

Una comparacion entre los dos modelos se puede ver en la Tabla 4.3 y la
Figura 4.3. La Figura 4.3 muestra en cada uno de los 9 paneles y para los
distintos valores de h, las distancias de Hausdorff para la realizacion en los dos
esquemas: en circulo rojo se presenta para la observaciéon ininterrumpida, y en
cuadrado azul para el caso ‘on-oft’. Las parejas de puntos que se corresponden
con una misma simulacién estdn unidas por segmentos. La Tabla 4.3 muestra

la media (y la mediana entre paréntesis) de la proporcién de la ganancia de
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52/
ho 6 /h 100 250 500

0.001 100 0.1534 (0.1009) 0.2188 (0.1769)  0.2882 (0.2263)
0.001 250 0.1414 (0.0942) 0.1814 (0.1209)  0.2358 (0.1757)
0.001 500 0.1341 (0.0906) 0.1444 (0.0992) 0.1968 (0.1392)
0.002 100 0.0689 (0.0519) 0.1119 (0.0862) 0.1735 (0.1382)
0.002 250 0.0555 (0.0382) 0.0780 (0.0547) 0.1260 (0.0887)
( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )

0.002 500 0.0508 (0.0330) 0.0648 (0.0431) 0.0885 (0.0625
0.003 100 0.0495 (0.0424) 0.0863 (0.0688) 0.1375 (0.1099
0.003 250 0.0404 (0.0305) 0.0508 (0.0401) 0.0761 (0.0619
0.003 500 0.0370 (0.0282) 0.0424 (0.0342) 0.0563 (0.0439

Tabla 4.1: Media y mediana sobre 50 repeticiones de la distancia de Hausdorff,
para las trayectorias observadas bajo el modelo ‘on-off’, con N = 10° pasos.

83/h
ho & /h 100 250 500

0.001 100 0.3072 (0.3128) 0.5151 (0.5134) 0.6478 (0.6726)
0.001 250 0.1983 (0.1143) 0.3090 (0.3128) 0.4603 (0.4726)
0.001 500 0.1469 (0.0811) 0.2043 (0.1143) 0.3072 (0.3128)
0.002 100 0.1214 (0.0784) 0.2580 (0.1476) 0.4047 (0.3165)
0.002 250 0.0800 (0.0435) 0.1215 (0.0784) 0.2178 (0.1216)
( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )

0.002 500 0.0674 (0.0368) 0.0826 (0.0453) 0.1215 (0.0784
0.003 100 0.0632 (0.0520) 0.1260 (0.1026) 0.2774 (0.1668
0.003 250 0.0426 (0.0352) 0.0632 (0.0520) 0.1006 (0.0849
0.003 500 0.0376 (0.0286) 0.0473 (0.0368) 0.0632 (0.0520

Tabla 4.2: Media y mediana sobre 50 repeticiones de la distancia de Hausdorff,
para las trayectorias observadas de continuo, con N = 10° pasos.

eficiencia dada por

%25‘) d (S9N 9)
% 250 d ( Opél},S)

donde SOV refiere a cualquier conjunto medible que contenga a la i-ésima
S[Ovpél]
K3

Y

trayectoria simulada, observada bajo el modelo ‘on-off’; andlogamente
refiere a cualquier conjunto medible que contenga a la i-ésima trayectoria si-

mulada, observada en el periodo de tiempo [0, d;].
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3s/h
h 01/h 100 250 500

0.001 100 0.5008 (0.6775)  0.5753 (0.6554) 0.5551 (0.6635)
0.001 250 0.2866 (0.1760)  0.4129 (0.6136) 0.4878 (0.6282)
0.001 500 0.0874 (—0.1169) 0.2931 (0.1325) 0.3594 (0.5550)
0.002 100 0.4323 (0.3381)  0.5665 (0.4156) 0.5713 (0.5634)
0.002 250 0.3055 (0.1235)  0.3581 (0.3029) 0.4212 (0.2705)
0.002 500 0.2457 (0.1054)  0.2162 (0.0498) 0.2720 (0.2024)
0.003 100 0.2169 (0.1839)  0.3156 (0.3291) 0.5043 (0.3413)
0.003 250 0.0523 (0.1315)  0.1960 (0.2280) 0.2439 (0.2709)
0.003 500 0.0159 (0.0141)  0.1045 (0.0706) 0.1101 (0.1546)

Tabla 4.3: Media y mediana de la proporciéon de ganancia de eficiencia dada por
0:pd
L= 25 5220 du (SO, )/ 45 X201 du (S, ).

d/h=100 8o/h =250 8/h =500

0.754 | - \\ 2

0501 . NS A i

0.254 T £l $ \ L§ =
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Hausdorff distance
&
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0501 o __® N4 1
000 = e e || 6 — -

0.001 0.002 0.003 0.001 0.002 0.003 0.001 0.002 0.003
Value of h

Entre ©  On/off

Figura 4.3: 50 realizaciones del valor de la distancia de Hausdorff entre la tra-
yectoria observada bajo el modelo ‘on-off” y el conjunto S (representadas con los
cuadrados celestes). Cada punto estd unido mediante un segmento con el correspon-
diente valor que toma la distancia de Hausdorff entre el conjunto y la trayectoria
pero observada de corrido durante [0, pd;] (representado con circulo rojo), para di-
ferentes valores de 01 y do.
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Figura 4.4: 50 realizaciones del valor de la distancia en medida entre la trayectoria
observada bajo el modelo ‘on-off’ y el conjunto S (representadas con los cuadrados
celestes). Cada punto estd unido mediante un segmento con el correspondiente valor
que toma la distancia de Hausdorff entre el conjunto y la trayectoria pero observada
de corrido durante [0, pd;] (representado con circulo rojo), para diferentes valores de
01y do.

4.2. Comportamiento de la distancia en medi-
da

El mismo andlisis se hizo para la distancia en medida. El promedio (y
mediana) sobre las 50 réplicas de la distancia en medida entre el cierre r-
convexo de la trayectoria (se consider6 r = 0.4) y el conjunto S. La Tabla 4.4
muestra esto para el modelo ‘on-off’, y la Tabla 4.5 para el otro caso. En la
Tabla 4.6 se muestra, de nuevo, la eficiencia relativa entre el modelo ‘on-off’
por sobre el otro.

La Figura 4.4 es el equivalente a la Figura 4.3 para el caso de la distancia

en medida.

4.3. Estimacién de la densidad estacionaria y

sus conjuntos de nivel

La Figura 4.5 muestra los conjuntos de nivel estimados para diferentes

valores de (01,02), la densidad g estd dada por (4.1). Los conjuntos de nivel
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82/h
ho &1 /h 100 250 500

0.001 100 0.0602 (0.0309) 0.1151 (0.0917) 0.2132 (0.2053)
0.001 250 0.0489 (0.0260) 0.0758 (0.0442) 0.1239 (0.1108)
0.001 500 0.0413 (0.0159) 0.0504 (0.0247) 0.0828 (0.0663)
0.002 100 0.0151 (0.0062) 0.0364 (0.0228) 0.0980 (0.0720)
0.002 250 0.0096 (0.0028) 0.0189 (0.0077) 0.0395 (0.0198)
( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )

0.002 500 0.0089 (0.0021) 0.0132 (0.0037) 0.0225 (0.0095
0.003 100 0.0064 (0.0032) 0.0205 (0.0124) 0.0582 (0.0464
0.003 250 0.0031 (0.0015) 0.0077 (0.0036) 0.0163 (0.0091
0.003 500 0.0033 (0.0010) 0.0050 (0.0018) 0.0083 (0.0039

Tabla 4.4: Media y mediana sobre 50 repeticiones de la distancia en medida, para
las trayectorias observadas bajo el modelo ‘on-off’, con N = 10° pasos y diferentes
valores de h,d1 y da.

53/h
I 100 250 500

0.001 100 0.1514 (0.1459) 0.3463 (0.3485) 0.6047 (0.5812)
0.001 250 0.0783 (0.0404) 0.1522 (0.1452) 0.2762 (0.2660)
0.001 500 0.0501 (0.0160) 0.0840 (0.0450) 0.1519 (0.1463)
0.002 100 0.0383 (0.0141) 0.1211 (0.0655) 0.2521 (0.2289)
0.002 250 0.0192 (0.0039) 0.0382 (0.0123) 0.0924 (0.0419)
( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )

0.002 500 0.0157 (0.0025) 0.0202 (0.0051) 0.0385 (0.0131
0.003 100 0.0112 (0.0047) 0.0418 (0.0251) 0.1483 (0.0895
0.003 250 0.0043 (0.0015) 0.0110 (0.0044) 0.0271 (0.0158
0.003 500 0.0036 (0.0010) 0.0053 (0.0021) 0.0112 (0.0047

Tabla 4.5: Media y mediana sobre 50 repeticiones de la distancia en medida, para
las trayectorias observadas de continuo, con N = 10° pasos.

83/h
h 01/h 100 250 500
0.001 100  0.6027 (0.7882) 0.6677 (0.7369) 0.6475 (0.6468)
0.001 250 0.3750 (0.3564)  0.5020 (0.6957) 0.5516 (0.5834)
0.001 500 0.1762 (0.0094)  0.4001 (0.4505) 0.4551 (0.5471)
0.002 100 0.6051 (0.5580) 0.6996 (0.6514) 0.6110 (0.6853)
0.002 250 0.4987 (0.2901)  0.5051 (0.3715) 0.5726 (0.5281)
0.002 500 0.4330 (0.1598)  0.3478 (0.2714) 0.4166 (0.2728)
0.003 100 0.4270 (0.3285) 0.5110 (0.5073)  0.6072 (0.4819)
0.003 250 0.2866 (—0.0015) 0.2970 (0.1785) 0.3975 (0.4236)
0.003 500 0.0786 (—0.0903) 0.0529 (0.1464) 0.2543 (0.1551)

Tabla 4.6: Media y mediana de la proporciéon de ganancia de eficiencia dada por
0:pd
1= 25 200 du(SON,9)/ 45 5032, d (5177, 9).
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Figura 4.5: Arriba: curvas de nivel de la densidad estimada cuando 1 = 10, do =
500 con un total de observaciones de pd; = 2030. Abajo: curvas de nivel de la
densidad estimada cuando §; = 500, d2 = 10 con un total de observaciones de pd, =
98809. Los paneles de la izquierda se corresponden a una estimacion hecha con
trayectorias observadas de corrido, y los de la derecha a trayectorias observadas
bajo el modelo ‘on-off’.

tedricos se muestran en la Figura 4.1.

En todos los casos, se utilizé el estimador (3.6), con un nucleo gaussiano,
y el ancho de banda 7 = 0.2 se seleccioné mediante validaciéon cruzada

La estimacion mejora mucho cuando se utiliza el modelo ‘on-off” en una
trayectoria de pocos puntos. La cantidad de puntos con los que se estimo la
densidad en los gréficos de la primera fila es pd;/h = 2030, mientras que en
los gréficos de abajo se utilizaron trayectorias de pd; /h = 98809 puntos, y en
este caso el desempeno de los dos modelos es muy similar.

Un grafico tridimensional de la densidad estimada para el caso de los grafi-

cos de arriba de la Figura 4.5, se puede ver en la Figura 4.6.
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Figura 4.6: Densidad estimada usando un kernel gaussiano con ventana 7 = 0.2.
A la derecha para una trayectoria observada bajo el modelo ‘on-off’ con §; = 10,
d2 = 500 con un total de observaciones de pd; = 2030. A la izquierda la densidad
estimada para la trayectoria observada de corrido durante [0, 2030h].

32



Capitulo 5
Aplicacion a datos reales

En este capitulo se muestra el desempeno del modelo ‘on-off” aplicandolo a
un caso de datos reales. Consideramos un conjunto de datos con 1577 posicio-
nes registradas de un elefante en el Longo National Park en el oeste de Gabédn.
Estos datos estan disponibles en el repositorio Movebank (movebank.org, es-
tudio “Forest Elephant Telemetry Programme”, ID 1818825) y ya han sido
utilizados en Cholaquidis et al. (2021b).

Primero estimamos el cierre r-convexo de esta trayectoria entera. Luego,
imaginamos que esta trayectoria no es conocida completamente y, dados unos
1,09, h solo accedemos a una cantidad pd;/h de registros, donde p es tal que
pd1 + (p — 1) es igual al total de observaciones. Entonces podemos comparar
c6mo da la estimacion usando las primeras pd; /h observaciones y utilizando el
modelo de observacion intermitente.

En la Figura 5.1 se muestra con linea negra solida el borde del cierre 0.02-

convexo de la trayectoria completa, y para los dos caminos propuestos.
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Figura 5.1: Cada panel muestra, para diferentes valores de 1, 2, el cierre 0.02-
convexo de la trayectoria, observada en el intervalo [0,pd1h] (en rojo), y el cierre
0.02-convexo de la trayectoria observada bajo el modelo ‘on-off’. En linea sélida, se
presenta la frontera del cierre 0.02-convexo de toda la trayectoria disponible.
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Capitulo 6
Conclusiones

Este trabajo busca estudiar qué pasa con el comportamiento de la trayecto-
ria de un RBMD cuando se lo observa de forma intermitente, segiin el modelo
denominado ‘on-off’ descrito en la seccién 2.2. La motivacion estd dada por
el uso de este modelo para describir las trayectorias de un cierto individuo
monitoreado por un dispositivo GPS.

Se logra probar que el proceso estocastico resultante mantiene las propie-
dades del proceso observado de forma continua: tiene la misma distribucién
invariante y es ergddico. A su vez se puede obtener se puede obtener una sub-
cadena discreta que es geométricamente ergédica y a través de nicleos se puede
estimar uniformemente la densidad estacionaria.

El cierre r-convexo de la trayectoria del proceso, es una estimacién del
soporte de esta densidad. Y es consitente en el sentido de la distancia de
Hausdorff y en medida. Se obtienen mejores cotas, en probabilidad, para el
error de estimacion cuando la trayectoria se observa segin el modelo ‘on-off’
en relacion a cuando se observa de forma continua, durante la misma cantidad

de tiempo.
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Apéndice 1

Demostraciones

Demostracion de Proposicion 5

Para obtener la distribucion estacionaria, usaremos el lema, que se puede
demostrar siguiendo las ideas de la prueba del Lema 2.1(7) de Harrison and
Williams (1987).

Denotemos £, al generador infinitesimal del RBMD. L(h)(z) =
limyo(1/t)(E.(h(X;)) — h(z)), y denotemos por C2(S) al conjunto de las fun-
ciones doblemente diferenciables con soporte compacto en algin dominio que
contenga a S.

Se puede probar que Lh = 1Ak — 1(V f,Vh), para h € C%(S), ver Chola-
quidis et al. (2021b).

Lema 1. Sea S un dominio acotado tal que 0S is C%. Supongamos que p: S —
R es C2, que p es positiva en S, y que fsp(a:)dx = 1. Entonces p es la densidad

de la (inica) distribucion invariante para (2.1) si y solo si
/p(x)ﬁh(a:)dx =0 (1.1)
s

Demostracion de Proposicién 5

Demostracion. Por Lema 1, la medida 7 es la distribucién estacionaria si y
solo si, para toda h € C2(S) con (n(z), Vh(x)) = 0 para todo = € 95, se tiene

que 0 = [gce /@ Lh(x)dz. Y esto es una consecuencia directa de la primera
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identidad de Green:
—/Se_f(w)Ah(x) :/as e T@(Vh(x),n(z))do(x) —I—/Lqe_f(gc)(Vf(x),Vh(x»dx
— [ UV @), Th(),

donde o es la medida en la superficie 0S. O

Demostracion del Teorema 3

T
élogg

Demostracion. Definamos § = cwq(e/2)4/2, n = L J Yyt = élog% para
1=1,...,n.
Notar que la condicicién para e asegura que /6 > 1. Informalmente,

t1,...,t, divide el intervalo [0, 7] en n intervalos de longitud élog g.

Asumiendo que a tiempo T se completd el periodo de observacién del pro-
ceso, v tomando p el nimero de periodos en los que se observo el proceso,
se tiene que 0y = ly(t; — t;—1) y 92 = lo(t; — t;—1) para algunos enteros [y y
ls. Tenemos entonces que T' = pd; + (p — 1)d2, y n = ply + (p — 1)l,. Hay
pl1 observaciones, por tanto tenemos pl; — 1 probabilidades de transicién, de
las cuales p — 1 ocurren entre periodos distintos de observacién (entre esas
dos observaciones hay todo un periodo en el que el proceso no se observa).

Asumiremos que el proceso estd encendido en el intervalo [T — 0y, T1.
Sea S©) el conjunto e-paralelo interior de S.

Llamemos I, := {1,...,n} N {i : a;, = 1}, a los indices en los cuales el

proceso es observado. Entonces

P{dy(Sr,S) > e} <P{3x € S® :VteI t<T:X,¢&B(z,¢)}
<P{3r € S©:Viel,: X, & B(z,e)}.

Sean zy,...,xx € S tales que S C B(xy,e/2) U--- U B(xy,/2), v sea
N el entero positivo mas chico tal que es posible construir ese cubrimiento de
SE). N = N(g/2) es el llamdo £/2 nimero de cubrimiento de S©®). Se puede
probar que N < u(S)/u(B(0,£/4))) = (¢/4)~"(S) /wa.

Si para algin x € S tenemos que X;, & B(z,¢) para todo i € I,,, entonces
existe un j € {1,...,N} tal que X}, & B(z;,¢/2) para todo i = 1,...,n.
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Entonces, continuando las desigualdades méas arriba:

P{dy(Sr,S) >e} <P{3je{l,....N}:Viel,: X;, & B(z;,c/2)}

<N sup P{Vie I, : X;, & B(z,e/2)}.
zeS€)

Luego, aproximaremos la probabilidad del lado derecho. Recordemos que
el proceso estd siendo observado en el intervalo [T" — 61,7, entonces n € I,,.
Para todo x € S,

P{Viel,: X;, & B(z,/2)}
—P{X,, ¢ B(x,e/2)|Vi € I,y : X, & B(z,2/2)}
xP{Viel,1:X; & B(x,e/2)}
_P(X,, ¢ B(r,2/2|X,. . & Blr,</2)}
xP{Viel,1: X, & B(x,e/2)}

(dado que X; es un proceso de Markov)

Denotemos por 7 a la distribucién invariante del proceso { XV },~¢. Iteremos
este procedimiento para los tltimos [; pasos en los cuales el proceso estd siendo

observado. Entonces

P{Viel,: X;, & B(z,e/2)} =
=P{X,, & B(x,¢/2)|X,,_, & B(z,e/2)} x -+ X
P{thflﬁr2 ¢ B(x,e/2)| X, & B(x,e/2)}xP{Vi € 1,41 : Xy, & B(z,e/2)}

l1—2
=P{Vi € Liiy41: Xy, & Blr,e/2)} | [ P{Xe,, & Bla.e/2)| X, ., & Blw,2/2)}

Ahora, por la Proposicién 4 y la definicién de § (6 = cwy(e/2)?/2), para todo
iZO,...,ll—Q,

P{X,,_ . & B(x,¢/2)| Xy, ., & B(x,¢/2)} =
1-P{X;,_, € B(z,e/2)| X}, , , & B(z,e/2)}
<1—7(B(z,e/2)) + Bexp{—altp—i — tn—i-1)}
=1-—n(B(z,e/2))+ 0
<1 —cwg(e/2) + 5 =1 — cwy(e/2)4/2
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Entonces

11—2

[[P{X... & B(z,2/2)|X., ., & Blw,/2)} < (1 = cwa(s/2)*/2)"

=0

Usando un argumento similar, podemos acotar el término P{Vi € I, ;, 1 :
X, & B(z,¢/2)}. Observemos que a tiempo t,_;, 1 el proceso esta siendo
observado, pero no esta siendo observado en el tiempo ¢,,_;,, ni tampoco en los
tiempos t,_;,—; para j = 0,...,l> — 1. Esto implica que I,,_;,+1 = {n —l; +
1} U I,y _1,- Entonces

P{Viel, 1:X, & B(x,e/2)} =
P(thfllJrl ¢ B(x75/2)|th711712 §é B(ZL’, 5/2))P{VZ S [n—ll—lz : Xti ¢ B(x,g/Q)} <
(1 — cwa(e/2) 4 Be ™ )P{Vi € Iy, 1, : Xy, & B(x,¢/2)}

Iterando este argumento, P{Vi € I,, : X;, & B(x,£/2)} estd acotada superior-

mente por

(1 — cwa(e/2)?/2)PE"D (1 — cwy(e/2)¢ + pea92)p~1 (1.2)
<exp{—(l4 — 1)pd}exp {—(p —1)(20 — 5(5/ﬁ)12_1)}

Para comparar la ganancia que se tiene usando el modelo ‘on-off’ respecto a

observar el proceso de forma ininterrumpida en [0, pd;|, notemos que

(I — 1)pt15} |

exp{—(l1 — 1)pd} = exp {— 7

y (I3 — 1)ty = 0; — t1. Entonces, si el proceso se observa de corrido (esto es que
l2 — O),

P{dH(§p517 S) > 5} < M exp {_de<5/2)2d]17(1(51 ; élog %) }
. 2085

43



Sin embargo, por (1.2) en el modelo ‘on-off” la cota obtenida es

P{dH(ST,S) > 8} < Mexp

Wq

x exp {—=d(p —1)(2 = (6/8)* 1)} = C1exp(=Capdy) exp(—=Cs(p — 1))

{_cwd(€/2)dp(51 — 5 log ?)} »

1 8

O

Demostracion del Teorema 4

Demostracion. Es sencillo de probar, siguiendo las ideas que se usan para
probar la Proposicién 2 en Cholaquidis et al. (2021b), que la cadena X, es de
Markov y es geométricamente ergddica.

Entonces f,, sup,cg |gn(z) —g(x)] = 0 c.s. se obtiene como una aplcacién
directa del Teorema 1 en Cholaquidis et al. (2021b). Por el Corolario 1, junto
con la Observacion 4 del mismo trabajo, se tiene que dy(0G,4()), 090G, (N)) =

o(1/8,) c.s.. O
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