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Resumen

El Problema de Dirichlet consiste en encontrar una funcién arméni-
ca en una region abierta y acotada, con valores prefijados en el borde
de la regiéon. En el plano, si la regiéon es un circulo o un rectangulo
entonces el problema tiene solucién exacta que puede ser hallada me-
diante desarrollos en series de Fourier trigonométricas. Si la regién es
una figura mas general, no es posible asegurar que se pueda hallar una
solucién analitica exacta por lo cual se suelen obtener aproximaciones
numéricas.

Este problema también admite una solucién de caricter proba-
bilistico que es general en cuanto a la forma de la regién. Una alterna-
tiva a los métodos utilizados tradicionalmente para obtener aproxima-
ciones numeéricas es la simulacion de esta solucion probabilistica. En
este trabajo se presenta un procedimiento para la resolucién numeérica
del Problema de Dirichlet en regiones planas generales mediante la
simulacién de la soluciéon probabilistica.

Palabras claves: Simulacion, Proceso de Wiener, Proceso detenido.
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1. Introduccion

Sean D una regién abierta y acotada de R™ y f una funcién de clase C?,
definida en el dominio D. El operador de Laplace, denotado con el simbolo
A, se define como

Af(x) = Z (z) para todo x € D.

= 2
= 0x;

Dados un dominio D con las caracteristicas mencionadas y una funcién
g, definida en el borde de D, 0D, el problema de Dirichlet para la ecuacion
de Laplace consiste en encontrar una funcién u que satisfaga

Au=0 size D (1)
u=g sixedD (2)

Una funcién que satisface la ecuacién (1) en un dominio D abierto (no
necesariamente acotado) se denomina arménica en D y la ecuacién (2) se
denomina condicién de borde del problema. Si bien el problema existe en
cualquier dimensién, en este trabajo se consideraran tnicamente dominios
planos (n = 2).

Dados un dominio y una condicién de borde, si el problema admite solu-
cion entonces la solucion es tnica.

Una posible interpretacién fisica del problema de Dirichlet (adaptada de
[4] y [7]) surge de la ecuacién

of

a(:& t) = Af(:l:, t)v (3)

denominada ecuacién del calor. Esta ecuacion modela la distribucién de tem-
peratura en una regién D al cabo de tiempo t. A diferencia de lo que sucede
con la ecuacién (1), si se fija inicamente una condicién de borde (temperatu-
ra en el borde) entonces la solucién de este problema no queda determinada
de manera tnica, por lo que es necesario fijar también una temperatura ini-
cial f(z,0). Se define u(x) = lim;, f(x,t) como la temperatura en estado
estacionario. Dado que para todo T' > 0, f(x,t + T) satisface la ecuacién
(3), la condicién de borde y la condicién de temperatura inicial, es razona-
ble suponer que lo mismo pasa con la funcién u. Sustituyendo u en (3) se
obtiene (1). Por lo tanto, una solucién del problema de Dirichlet u(x) puede
ser interpretada como la temperatura de estado estacionario en * € D con



temperatura g prefijada en el borde.

La dificultad de encontrar una solucién analitica radica esencialmente
en la forma del dominio D. Si el dominio es un rectangulo o un disco en-
tonces el problema tiene soluciones sencillas basadas en series de Fourier
trigonométricas. En cambio, si el dominio es una regiéon mas general, no es
posible garantizar que el problema admita una soluciéon analitica, por lo cual
normalmente se suele hacer aproximaciones numéricas de la solucién.

En 1944 el matematico japonés Shizuo Kakutani publicé un resultado que
vincula el problema de Dirichlet con el proceso de Wiener bidimensional. El
resultado establece que el valor esperado del proceso que comienza en x € D,
detenido en el borde de D es solucién del problema. El objetivo del presente
trabajo es resolver numéricamente el problema de Dirichlet mediante la si-
mulacion del resultado de Kakutani.

El trabajo abarca esencialmente dos partes. La primera parte, contenida
en las secciones 2, 3 y 4, comienza con una introduccion general al proble-
ma en la que se presetan algunos resultados sobre funciones arménicas y la
resolucién del problema cuando D es un disco y un rectangulo. Al final de
la seccién 2 se demuestra el Principio de Méaximo, resultado que luego es
utilizado en las secciones 3.1.1 y 3.1.2 para probar que la solucién del proble-
ma con dominio rectangular es una esperanza. Finalmente, en 4 se hace una
introduccién al proceso de Wiener, se propone una soluciéon probabilistica y
se demuestra mediante el Teorema del Promedio que esta presunta solucion
es una funciéon armoénica que cumple con la condiciéon de borde.

La segunda parte del trabajo se encuentra contenida en las secciones 5,
6 y 7, y aborda la resoluciéon numérica del problema mediante la simulacion
de la solucién probabilistica presentada en 4. Esta parte comienza con una
construccién geométrica de un procedimiento de simulacion de trayectorias
del proceso de Wiener bidimensional detenidas en el borde de D. La secciion
6 propone dos estimadores para la solucién probabilistia basados en las tra-
yectorias detenidas y posibles maneras de acotar el error cometido con cada
estimador. Finalmente, en 7 se exponen los resultados numéricos obtenidos
con los estimadores presentados en 6, en una regiéon particular en la que se
conoce la solucién exacta debido a la eleccion particular de la condicion de
borde. En esta seccién se calcula el error exacto y se lo compara con las
estimaciones de las cotas desarrolladas 6.



2. Funciones armonicas

Sea D una regién abierta del plano. Una funciéon es armoénica en D si
verifica la ecuacién de Laplace, que en el plano queda dada por

82u 0%u

92 (9y =0 paratodo (z,y) € D, (4)

también denotada con Au = 0.

2.1. Formula de Green

Sean D una region acotada cuyo borde es una curva C' = 9D suficiente-
mente regular de longitud L, y ¢ una funcién que asocia a cada punto t del
intervalo [0, L] un punto ¢(t) = (z(t),y(t)) de C. La funcién ¢ es una para-
metrizacion de C' positivamente orientada. Al extremo inferior del intervalo
se le asocia un punto de origen £(0) = O de C elegido de forma arbitraria, y
se supone sin pérdida de generalidad que la longitud del arco entre O y £(t)

es t, esto es,
t
/0 1(s)llds = ¢ 5)

donde la integral (5) es la distancia del arco delimitado por O y £(t). Cuan-
do una parametrizacién cumple (5) se suele decir que la curva se encuentra
parametrizada con la longitud del arco.

Si g es una funcién cuyo dominio contiene a C, la integral [, g o bien
Jo 9(2)dz se define como fo {(t))dt, y la integral restecto de una de las
coordenadas de ¢, por ejemplo [, gdz se define como [ g(€(t))dz(t).

La férmula de Green establece que si f y ¢ tienen derivadas parciales
continuas entonces se cumple la igualdad

/ / (af ag) didy = /C (fdy — gdz) . (6)

Si bien esta formula es valida para cualquier region conexa y acotada D,
en este caso solo se utilizara y se demostrara para el caso en el que D es un
disco.



Demostracion de la Formula de Green en el disco

Sila regién D, es el disco de centro (0,0) y radio p, y C, la circunferencia
que delimita a D, entonces

PN/ PP—y?
// gdxdy :/ / ﬁd:vdy.
p, 0z —pJ S ox

Por el Teorema Fundamental del Calculo, la tltima integral se puede escribir
p p

/ i p2—y2,y)dy—/ fF(=vp* =y y)dy. (7)
—p —p

Haciendo el cambio de variable y = —psin ¢ en la integral del primer suman-

do ey = psin ¢ en la del segundo, y teniendo en cuenta que y/p2? — p2sin? p =
|pcos | = —pcosp para todo /2 < ¢ < 371/2, la suma (7) queda

|7t -peosedot [ fUenpeospds(8)

donde £(¢) = (pcos g, psin ). Partiendo el intervalo [7/2,37/2] en la unién
[7/2, 7] U [m,37/2] y haciendo un cambio de variable, la integral del primer
sumando puede ser escrita como

|| ri=tte=m)=poost =g+ [ f=tle + m)(—postio+ m)de,

2

Dado que cos(p — ) = cos(p + 1) = —cose y sin(p —m) = sin(p + 7) =
—sinp se obtiene que los integrandos de la suma anterior son iguales al
integrando del segundo sumando de (8). Finalmente, se concluye que

//Dp %dxdy _ /027r pf(L(p)) cos pdp = /Cp fdy, ()

donde la tltima igualdad se obtiene a partir de la transformacion t = p.

. ’ % _
Con un razonamiento andlogo se demuestra que [, b, sodrdy = fcp gdz,
y sumando a la ecuacién (9) se obtiene la férmula de Green para el disco.

2.2. Teorema del Promedio y Principio de Maximo

Sean v una funcién arménica en D y C, la circunferencia de radio p y
centro (g, yo) contenida en D y parametrizada con £(p) = (zo+ pcos p, yo +
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psing) con ¢ € [0,27]. Cualquier punto de la circunferencia C, puede ser
escrito como d = ¢(p) donde ¢ = t/p es el d&ngulo formado entre el segmento
que une (xg,yo) con d y el segmento que une (xg,yo) con (xg + p,%), ¥
t € [0,27p] es la distancia a lo largo de C, del punto tomado como punto
de origen a ¢(y). El vector normal unitario al punto d estd dado por n =
(cos(t/p),sin(t/p)), v la derivada de u en la direccién de m en un punto

p=(2,,Yp) €D es

ou , u(p+dn) —u(p)
onP) = I 5
oy UP) + (Vu(p), (p + In — p)) + o(0n) — u(p)
6—0 0
ou

= (Vu(p),m) = o (2p, ) cos(t/p) + (xpa Yp) sin(t/p).

Si z(t) = xo + cos(t/p) e y(t) = yo +sin(t/p), de la igualdad anterior resulta

ou ou [ dy ou dx
—=p— | = — | —— 10
on oz (dt)+p8y< dt) (10)
y utilizando la formula de Green en la integral de la expresiéon anterior
ou 20 Pu  u
— = —dw — —d = — + — | dvdw =0. (11
o om ")y o v // <8$2+ )““ (1)

La ultima igualdad se obtiene por ser u una funcién arménica.

Teorema 2.1. (Teorema del Promedio)
Siw es armonica en D entonces para cualquier disco D, de radio p y centro
(x0,y0) contenido en D se cumple que

u(xo,Yo) = pw// U_% u.

Demostracion. El promedio de u en el disco D, esta dado por

M, = // u(z,y)dzdy = —/ / ru(zo 41 cos g, yo+ 1 sin @) drde.
p*m D,

La udltima igualdad surge a partir de un cambio de variables a coordenadas
polares. Aplicando el método de integracién por partes a la integral en [0, p]
se obtiene

1 2T p2 ) P Qau
2 ), <?u(xo + pcosp,yo + psinp) —/0 5%(T cos @, r sin go)dr) dop.



Dado que f02 i ’"2 9u(r cos g, rsing)drde = [ f027r 9u (r cos i, rsin @) dpdr =
0, se llega a que el promedio de u en el disco es 1gual al promedio en la cir-

cunferencia. Con ¢ =t/p
1 2
P on

L [ i + peos(t/p), yo + psin(t/ p))dt = —

u(xo + pcosw,yo + psinw))dw

- % 27rp

Resta probar que el promedio M, no depende del radio de la mrcunfereneia.
Para esto basta verificar que la derivada respecto de p es cero.

M, 1 8u( +p cos +psi )+8u( +pcos +psinw)d
= — — X w mw — X w mw )aw
dp o ), Ox otp Yot p y 0otpP Yot p
1 [*" Ou ou
S i i = — =0 12
o n(:co + pcosw, yo + psinw) .. on (12)

Finalmente, dado que M, es constante para cualquier valor de p

1 27
M, = hrnM = lim —/ u(xo+1rcosw, yo+rsinw))dw = u(rg, yo). (13)
=021 J,

O

Reciprocamente, si v cumple la propiedad del promedio para todo punto
p interior de D entonces u es armonica en D.

Demostracion. (Adaptada de [4])

Para verificar la reciprocidad del teorema se definen las circunferencias C.
de centro (0,0) y C. + p de centro p contenidas en D . Por la propiedad del
promedio se cumple que

1 1

u(p) = 2_7T5/C+ u(z)dz = ome /. u(z+ p)dz. (14)

Haciendo el desarrollo de Taylor de segundo orden de u se obtiene
1
u(z+ p) = u(p) + 2" Vu(p) + Ez”'Hz—i— o(]|2|*), =ze€ D.

donde H representa a la matriz hessiana de u evaluada en p. Sustituyendo es-
ta tltima expresion en la ecuacion (14) y definiendo £(t) = (e cost/e,esint/e)
se obtiene que

2"Vu(p)dz=0 vy (15)
Ce



2

2" Hzdz = €2 /27rE @(P) cos’t/e + %(P) sin® t/edt = 37 Au(p)
o Ox? Oy? ‘
(16)

Ce

Finalmente, la ecuacién (14) queda

u(p) = u(p) + 5 Au(p) + of&?). (17

de donde surge que Au(p) = o(¢?)/e?, y haciendo ¢ tender a cero se llega a
que u es armonica. O

Teorema 2.2. (Principio de Mdximo)
St u es armonica en el dominio abierto y conexo D, y alcanza su maximo en
algun punto de D entonces u es idénticamente constante en D.

Demostracion. Suponiendo que u tiene méaximo en D y no es idénticamente
constante entonces existe un conjunto cerrado A = {(z,y) : u(z,y) = M}
contenido en D, donde M = méax{u(z,y) : (z,y) € D}. El complemento de
A queda determinado por el conjunto abierto

A® = {(a,y) : ulz,y) < M} (18)

Sea x un punto de D en el que u alcanza M. Por el teorema del promedio
existe un disco abierto D, centrado en x tal que el promedio en el disco
coincide con u(x), es decir

M—u(:zz)—%//eu. (19)

Por ser u(x) el maximo de u en D, se cumple que u(z,y) < M para todo
(z,y) € D, pero la funcién u debe ser constante en todo D, porque u(x)
coincide con el promedio en el disco, y si v tomara valores menores a M
entonces el promedio seria menor que M. Luego, D. C A y para cualquier
y € A existe un disco centrado en y contenido en A lo que implica que el
conjunto A es abierto.

Entonces se deduce que A es abiero y cerrado al mismo tiempo, y D =
AU A% la unién de dos conjuntos abiertos. Para que D sea conexo se debe
cumplir que uno de los dos conjuntos sea vacio. El conjunto A no es vacio
porque u tiene maximo en D, por lo tanto A® es vacio con lo cual se llega a
que u(z,y) = M para todo (z,y) € D. O

El contrarreciproco del teorema anterior establece que si u es arménica y
no es constante en D entonces alcanza el maximo en dD. Si u vale g en 9D

7



entonces u(x,y) < max g para todo (z,y) € DUJID.

Anélogamente, dado que si u es arménica entonces —u también es armoni-
ca, se verifica que —u < méax —¢g. Esto implica que ming = —max—g <uy
por lo tanto

ming < u(z,y) < mixg (20)

para todo (z,y) € DUOJD.

3. Problema de Dirichlet en regiones planas

En esta seccion se resuelve de forma analitica el Problema de Dirichlet en
dos regiones planas. Como se introdujo en la seccién 1, este problema consiste

en encontrar una funcién u arménica en el conjunto D U @D con condicién
de borde dada por g: 0D — R

Pu u ,
@4‘6—%—0 SI(ZL“,y)GD (21)
u=g si(x,y) €D (22)

3.1. Una solucién en el rectangulo A = (0,a) x (0,b)

Cuando la regién D es un rectangulo, el problema con condicién de borde
g definida en 0D puede resolverse analiticamente sumando las soluciones de
los cuatro problemas con condicién de borde nula en tres de los lados y g;
que surge de fijar el valor de la abscisa u ordenada correspondiente al lado
restante.

A continuacion se resolvera el problema con condiciéon de borde no nula en
el lado superior y nula en el resto de los lados. Este nuevo problema consiste
en encontrar una funcién que verifique la ecuacién de Laplace (21) y que
cumpla las siguientes condiciones de borde:

u(z,b) = g1(r) paral<z<a (23)

u(a,y) =u(z,0) =u(0,y) =0 paral<z<a, 0<y<b (24)

Para resolverlo de forma analitica se utilizara el método de separacién de
variables que consiste en buscar soluciones de la forma u(z,y) = X (2)Y (y)
que satisfagan la ecuacion de Laplace y las condiciones de borde homogéneas
(valor nulo en tres de los lados), y luego combinarlas linealmente para que



cumplan la condicién de borde no homogénea (valor g; en el lado superior).
De sustituir esta solucién en (21) resulta la igualdad
X"(z) | Y"(y)
X(z) — Y(y)

~0. (25)

Estos dos sumandos son funciones que dependen de variables distintas y por
lo tanto uno de ellos debe ser igual a una constante positiva y el otro igual a
la constante opuesta.

X"(x) = —\2X ()

Y"(y) = A*Y (y)
Estas dos ecuaciones diferenciales admiten soluciones de la forma

X(x) = oy cos(Az) + ag sin(Ax) (26)

Y(y) = i + foe ™Y (27)

El caso en que el primer sumando de la ecuacién (25) es positivo y el
segundo es negativo, es decir X”(z) = AX(z) e Y'(y) = —A\*Y (y), tiene
como unica solucién la trivial puesto que al imponer u(a,y) = u(0,y) = 0 en
X(z) = B1e* + Boe™® resulta que ) = fBo = 0.

Sustituyendo las condiciones de borde (24) en u(z,y) = X(2)Y(y) se
obtiene que a; = 0, 1 + B2 = 0y agsin(Aa) = 0 es decir A = n7/a. Existe
una familia de soluciones

up(z,y) = sin (%x) sinh (%y) (28)

y cualquier combinacién lineal finita Fy,(z,y) = > """ a,u,(z,y) es también
una solucioén:

Pl Dl () () ()

La combinacién lineal infinita que resulta de hacer tender m a infinito en F},,

es decir .
nm nm
u(z,y) ;:104 sm( - :L’) sinh ( —y (29)

verifica las tres condiciones de borde homogéneas. La condicién no homogénea
sera utilizada para determinar los coeficientes «, pero hasta no calcularlos
no se puede afirmar que la solucién de la ecuacién (29) verifica ecuaciéon de
Laplace. Estos coeficientes seran determinados por el desarrollo en serie de

9



Fourier de la funcién g en el intervalo [—a, a], siendo g la extensién impar de
la condicién de borde (23),

sy = S e &

El desarrollo de Fourier de g en [—a, d

g(x) ~ ?0 + Z ol sin (%x) + 3! cos (%x) (31)

donde, utilizando que g es impar

al = é/_a g(z)sin <%T:U) dr = s/oa g(x)sin (%x) dx

a

1 a
Bl = —/ g(x) cos (n_wx> dr =0 paran=0,1,2,...
a)_, a
La condicién de borde u(z,b) puede ser escrita a partir de la combinacién
lineal (29) y a partir del desarrollo de Fourier de g.

Z a, sin <7%Tx> sinh (mrb) = nio; o, sin <%Tx> (32)

De esta tltima ecuacién se deduce que o, = o/, /sinh (n7wb/a) y la solucién
del problema de Dirichlet es

u(z,y) Z / ) sin —Z) dzsin (nmx/a) % (33)

Resta probar que la serie u(z, y) verifica la ecuacién de Laplace. Para esto
se utiliza un resultado (contenido en [1]) que establece que si una sucesién de
funciones f,,, de clase C'* definidas en un intervalo I tal que f,, y f/ convergen
uniformemente a funciones f y ¢ respectivamente, entonces f' = ¢. Basta
entonces definir la sucesién f,, como la suma parcial de la serie > a,u, y
fl la suma parcial de Y a, 8“”, y ver que convergen uniformemente. Para
esto se utilizara el criterio de Weierstrass que consiste en acotar el término
general de cada una por el término general de una serie convergente, en este
caso

_nT(p_
|ttty | < e (b9 (34)
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o, 2tn
" Ox

Anélogamente, se define f/ como Zan

< %e—%(b—y) (35)

dun v se verifica que

ou,,
dy

a, < e~ a (0=y) _ o= (b+y) (36)

de donde se deduce que 7.3~ anun =3 anGr y 5 O3ty = 3

Finalmente se define f/ como ) ozna “r v se verifica que
0?u NT\2 _ar
a0 St < (B) e e 37
ox2 |~ \a (37)

2 2
con lo cual 25 3" apu, = Y, B4

Sea u(a 2 (z,y) la solucién encontrada anteriormente, donde a y b indican

que se trata del problema con dominio (0,a) x (0,b). Esta solucién puede
ser adaptada para obtener las soluciones de los problemas con condicién de
borde g; en alguno de los otros tres lados y nula en los lados restantes. La
solucion del problema con con condiciones de borde g1, g2, g3 v g4 en los
lados superior, izquierdo, inferior y derecho estd dada por la suma

ug‘f’b) (x,y) + u Db — 1y, x) + ué‘;’b) (a—z,b—y)+ uéﬁ’“) (y,a—x). (38)
3.1.1. La solucién es la integral respecto de una solucién particu-
lar

El problema con condicién de borde g(x) = Iy;<4 en el lado superior y
nula en el resto de los lados tiene solucién

u(z,y,t g — ls:nilosn:g;c{;)) sin (nmz/a) sinh (n7y/a) (39)

obtenida a partir de la ecuacién (33). Las sumas parciales, F,(z,y,t), de esta
ultima serie tienen derivada

(9 T2 /nm N sinh (nmy/a
B Fo(z,y,t) = z; _ sin <?t) sin (nmx/a) sz;a))' (40)

n—
Utilizando nuevamente el criterio de Weierstrass y que

sinh (nmy/a)

VA — e (b-y)
sinh (nwb/a) | —

11



se deduce que las series u(z,y,t) y lim %Fm(:c,y,t) convergen uniforme-
m—r0o0

mente, con lo cual

%u(w, y,t) = Z 2 sin (%t) sin (nmx/a) %. (41)

n=1

Segun la ecuacién (33), la solucién general para cualquier condicién de borde
superior puede escribirse como

u(z,y) = lim g(z)%Fm(:c, Y, 2)dz. (42)

Un resultado similar al mencionado anteriormente para derivabilidad y con-
vergencia uniforme, establece que la convergencia uniforme de una sucesion
de funciones f,, a una funciéon f en un intervalo cerrado y acotado I implica
que lim,,_, f] fn= f] lim, o0 frn = f] f, [1]. Dado que la condicién de borde
g se puede elegir acotada, la sucesion

92) - (.3, 2) (4

converge uniformemente, con lo cual

i @ 0 @ 0
lim g@@am%@wzlm%ym%@m (44)

m—o0 0

es decir

zmw:fmme@. (45)

3.1.2. La solucién u(z,y,t) extendida a todo el perimetro es una
funcion de distribuciéon de probabilidad

El perimetro del rectangulo puede ser parametrizado en el segmento
[0,2a + 2b] de modo que cada punto del segmento se corresponda con un
unico punto del borde del rectangulo. En este caso se trabajara con la para-
metrizacién que hace corresponder a 0 con el punto (0,b) del borde, con lo
cual la condicién de borde g(¢(t)) queda definida en el intervalo [0, 2a + 2b],
donde

(t,b) si0<t<a
(a,a+b—t) sita<t<a+bd
(2a+b—1,0) sia+b<t<2a+b
(0,t —2a—b) si2a+b<t<2a+2b

0t) = (46)
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Anteriormente se calculd la solucion para del problema con condicién
de borde 1,<; en el lado superior y 0 en los otros lados. Una generaliza-
cién u(zx,y,t) de la solucién anterior, puede obtenerse a partir de la féormu-
la (38) y de la parametrizacion ¢(t), definiendo g(w) = IL{,<s para todo
w € [0,2a + 2b], es decir, la condicién de borde es una funcién que vale 1 en
todos los puntos del perimetro que se corresponden con los del intervalo [0, ]
y 0 en los restantes.

Utilizando el contrarreciproco del Principio de Maximo, resumido en las
desigualdades (20), se puede afirmar que con la condicién de borde definida
anteriormente se cumple que 0 < u(x,y,t) < 1 para todo (z,y) € D UID.
Dado que la suma de funciones armoénicas es una funcién arménica, para
valores dados de ¢t y 6 > 0 la solucién u(x,y,t + d) = u(x,y,t) + u*(x,y, o),
donde u*(z,y,0) denota a la solucién del problema con condicién de borde
1{¢<w<i+s}- Finalmente, para todo ¢ > 0 se cumple que

0=u(z,y,0) <u(z,y,t) <ulz,yt+90) <u(x,y,2a+2b) =1,  (47)

lo que quiere decir que para cada par (x,y), u(z,y,t) es una funcién de
distribucién de probabilidad y

2a+2b
ale,y) = / g(£(t))du(z,y, 1

es la esperanza de g con respecto a la distribucién cuya densidad es %u(m, Y, ).

3.2. Una solucién en el disco D, = {(z,y)" : 2*+y* < p*}

Este problema consiste en hallar una funcién U(z,y) que satisfaga la
ecuacion de Laplace, AU = 0, y que en el borde de D, tome el valor g. Para
hallar esta solucién se realiza un cambio de variables a coordenadas pola-
res, (z,y) = (rcosp,rsinp), con lo cual se obtiene una solucién en el plano
(r, ) que serd denotada indistintamente con u(r, ¢) o u. Con esta notacion,
la condicién de borde queda dada por u(p, ¢) = g(¢), donde g es una funcién
periédica y continua.

La solucién de este problema esta dada por la integral de Poisson, que se
define como

2 2 2
pP—r g(t)
= dt. 48
u(r; ) 27 /0 p? —2prcos(p —t) + 1?2 (48)

A los efectos de probar que la solucién del problema en el disco estd
dada la funcion anterior, se escribe la ecuacion de Laplace en funcién de r

13



y ¢ mediante el cambio de variables mencionado anteriormente, U(z,y) =
U(rcose,rsiny) = u(r, ). Con esto se obtiene que

1 0%u N 18u+82u
r20p?  ror  0r?
Para resolver esta ecuaciéon se procede con el método de separacién de va-

riables, buscando soluciones de la forma u(r,¢) = R(r)¢p(p) se llega a la
igualdad

—0. (49)

CROY 1)
R(r) $(p)
de la que se deduce que ambos miembros son constantes por tratarse de una
igualdad de funciones que dependen de distintas variables. De aqui resultan
dos ecuaciones diferenciales ordinarias de segundo orden,

¢"(p) = —N"¢(p) ¥
rR'(r) + r*R"(r) = N*R(r).

Dado que la primer ecuaciéon depende del angulo ¢, la funcién ¢ debe ser
periddica, de periodo 27. Por lo tanto, la soluciéon de esta ecuacion esté
dada, al igual que en la seccién (3.1), por

P(p) = asin(Ap) + B cos(Ap) (50)

con A =n € N para que sea periddica.

La segunda ecuacién admite soluciones (cr)~* y (er)*. La primera se
descarta porque no es continua en r = 0, por lo que la solucién de la segunda
ecuacion queda dada por R(r) = (cr)™, con ¢ a determinar. Por lo tanto,
existe una familia de soluciones u, (7, ) = (cr)"(ay, sin(ny) + 5, cos(ny)) de
la ecuacion de Laplace y la combinacion lineal finita de estas soluciones

m
Fo(r @) = Z(cr)"(an sin(ny) + B, cos(ny)
n=0
es también una solucion, y Fi es solucion si la serie que se obtiene al calcular
el limite converge uniformemente.

Resta determinar los coeficientes para que la solucion de la ecuacién de

Laplace verifique la condicion de borde. Para esto se utiliza el desarrollo de
Fourier de la funcién g(¢), dado por

1 o
g(p) ~ 5% + ; a) sin(ne) + B, cos(np)
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donde
o 1 27
ol = _/ g(t)sin(nt)dt y B, = —/ g(t) cos(nt)dt.
0 ™ Jo

™

Imponiendo que Fi(p, v) = g(p) se obtiene que c = 1/p, o, = &, y 5, = [3L,.
Sustituyendo estos valores en F(r, ¢) y utilizando las identidades

sin(nep) sin(nt) = —%[cos(ngp + nt) — cos(ng — nt)]

1
cos(nyp) cos(nt) = E[cos(ngo + nt) 4 cos(nyp — nt)],
se obtiene que

1 27 1 o0 n 2w

Fo(r, = — tydt + — — t —nt)dt. 51

re) =7 ) s 3 [T o eostng —mjat. 61)

Dado que g es continua en [0, 27], se cumple que |g(t)| < k para t € [0, 27].

Por lo tanto, el valor absoluto del término general de la serie anterior se puede

acotar por 2wk(r/p)", lo que implica que la serie converge uniformemente,
con lo cual

u(r,p) = % /0 7Tg(t) (% + Z ;—: cos(ny — nt)) dt. (52)

Utilizando las identidades
cos(nr) = el w;e"” _ (cosT +isinT)"” ; (cosT —isinT)"

se deduce que la serie de la integral (52) estd dada por

1 = 1 p? —r?
§+;p—ncos(n7) T 202 —2prcosT + 12’

con 7 = ¢ — t. Sustituyendo este 1ltimo valor en (52) se obtiene (48).

4. Solucion probabilistica del Problema de Di-
richlet

Anteriormente se dedujo que la solucién del Problema de Dirichlet puede
ser escrita como la esperanza respecto de una funcién de distribucién u(zx, y, t)
pero hasta ahora no se ha mencionado a qué variable aleatoria corresponde
esa distribucién de probabilidad. En esta seccion se verificard que la solucién
encontrada anteriormente esta dada por la esperanza del punto de llegada de
un proceso de Wiener bidimensional al borde de la regién D.

15



4.1. Proceso de Wiener tipico: definicién y caracteristi-
cas principales

El proceso de Wiener tipico unidimensional se define como una familia
de variables aleatorias {w(t): t > 0}, que cumple que para cada valor de t,
la variable w(t) tiene distribuciéon normal con media 0 y varianza t.

El proceso de Wiener se caracteriza por las siguientes propiedades:
(i) Comienza en el origen, es decir w(0) = 0.

(ii) Las trayectorias de w(t) son funciones continuas y no diferenciables
para todo ¢t > 0.

(iii) Los incrementos son estacionarios: w(t + s) — w(s) tiene la misma dis-
tribucién que w(t).

(iv) Los incrementos son independientes, es decir, si s1 < so < t1 < o se
verifica que E((w(s2) —w(sy))(w(t2) —w(ty))) = 0.

(v) Sis <t,la covarianza Cov(w(s),w(t)) = E(w(s)w(t)) = s.

Una propiedad que cumple el proceso de Wiener tipico es la propiedad
de cambio de escala, la cual establece que la transformacién w(At)/v/A es
también un proceso de Wiener tipico.

El proceso de Wiener bidimensional estd dado por w(t) = (wy(¢), wa(t))™,
donde w; y ws son procesos de Wiener tipicos, unidimensionales e indepen-
dientes. Fijando ¢, la variable bidimensional w(t) tiene distribucién normal
bivariada de media (0,0)" y varianza tI,. También se pueden extender las
cuatro propiedades expuestas para el caso univariante. En particular, si s <t
la propiedad (v) puede ser generalizada mediante el calculo de

Cov(w(s), w(t)) = E(w(s)w(t)™) = E< wy (8)wy (t)  wy(s)ws(t) )

wa(s)wi(t) wa(s)wa(t)

s 0
—<0 S)—SIQ.

Si A es la matriz asociada a una isometria en el plano, es decir, para todo
par de vectores x e y de R? se cumple que ||z —y||* = || Az — Ayl|? entonces la
transformacién Aw(t) tiene la misma distribucién que w(t). Esto se cumple
porque cualquier transformacion lineal de un vector normal tiene distribucion
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normal, con esperanza y varianza determinadas a partir de la matriz A. En
este caso EAw(t) = AEw(t) = (0,0)", y dado que la transformacién es una
isometria, la varianza queda Var(Aw(t)) = A" Var(w(t))A = tA"™ A = t1,.

El tiempo de absorcién de w(t) en el borde de una regién D estd dado
por
1p = inf{t > 0: w(t) ¢ int(D)} (53)
y w(7p) es el proceso de Wiener bidimensional detenido en el borde de D. Si
la region D estd dada por el disco D, entonces cualquier rotacién que conser-
va las distancias (isometria), Aw(7p,), es un punto del borde de D, y por lo
anterior tiene la misma distribucion que w(7p,), con lo que se deduce que el
proceso w(t) llega con probabilidad uniforme a cualquier punto de la circun-
ferencia de radio p. Esto se traduce en que w(7p,) = (pcosU/p, psinU/p),
donde U tiene distribucién uniforme en el intervalo [0, 27p].

4.1.1. Una solucion general para el Problema de Dirichlet

La solucién propuesta esta dada por

u(z,y) = E(g(w(7p))|w(0) = (z,y)) (54)

donde ¢ es la condicién de borde del problema.

La funcién u definida anteriormente satisface la condiciéon de borde del
problema porque si (x,y) es un punto del borde de D entonces 7p = 0 con
probabilidad 1, lo que implica que u(z,y) = g(z,y).

Para verificar que es una funcién arménica se verificard que cumple con la
propiedad del promedio y se utilizara el reciproco del teorema del promedio
(2.1). Para esto se define Dy, un disco de centro (z,y) y radio d contenido
en D. Utilizando una propiedad conocida de la esperanza, la ecuacién (54)
puede ser escrita

u(z,y) = E(E(g(w(7p))|w(7p,))|w(0) = (z,y))
= BE(u(w(7p,))|w(0) = (z,9))

donde en la tltima igualdad se utilizé la definicion de w.

Finalmente, utilizando que w(7p,) con punto de partida (x,y) tiene dis-
tribuciéon uniforme en el borde de D, la esperanza anterior se calcula como

u(:zc,y):/8 Lu(z)dz (55)

p; 270
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de donde se deduce que la funcién definida en (54) cumple la propiedad del
promedio y por lo tanto es armoénica en D. Con esto se termina de verificar
que la férmula (54) es una solucién del problema de Dirichlet, que debido a
su naturaleza se denomina “solucién probabilistica” del problema.

4.2. Condiciones de regularidad del borde 0D

Hasta el momento se ha supuesto que las regiones D en las que el pro-
blema de Dirichlet admite solucién deben ser conexas y acotadas, pero no se
han hecho supuestos sobre el borde de las regiones. A continuacion se daran
algunas condiciones que debe cumplir el borde de D para asegurar que el
problema admita una solucién u continua en el borde [4], esto es

Iim E(g(w(7p))|w(0) = z) = g(a) (56)

r—a
zeD

para toda funcion g medible y continua en a.

Definicién Un punto x € 0D es singular con respecto a D€ si
P(Tpe > 0lw(0) =x) >0 (57)
donde Tpe es el primer momento en el que el proceso alcanza a D¢,
Tpe = inf{t > 0: w(t) € D}.

En caso contrario, si & € 9D cumple P(Tpe > 0|w(0) = ) = 0 entonces
se dice que x es un punto regular. Esta ultima probabilidad y la definida en
(57) son complementarias por la ley 0-1 de Blumenthal, explicitada en [4] y
en [5].

La definiciéon de regularidad implica que si una trayectoria del proceso
de Wiener comienza en un punto regular del borde de D, entonces en todo
intervalo (0, s), s > 0 habra puntos por fuera de la region, es decir, el proceso
sale de la regién en tiempo 0. En cambio, si un punto es singular, la trayec-
toria del proceso que comienza en ese punto tarda una cantidad positiva de
tiempo antes de salir de la region.

Un resultado tedrico, incluido en [5], que establece que si @ € D es un
punto singular entonces el problema no puede ser resuelto en ese punto, pues
si bien la funcién es armodnica en ese punto no es continua en el borde, es
decir, no se cumple (56). Un resultado més general, incluido en [4], afirma
que fijando a € 9D, los siguientes enunciados son equivalentes:
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(i) se verifica la ecuacién (56) para toda funcién g continua y acotada;
(ii) el punto a es regular; y
(iii) para todo € > 0,

Iim P(7p > e|w(0) = @) = 0.
e

Se puede observar que si la trayectoria del proceso comienza en un punto
interior a D y alcanza un punto singular del borde entonces el proceso no se
detiene en ese punto ya que contintda en el interior de D.

Estos resultados son tutiles para caracterizar a la regularidad en términos
de la solucion probabilistica pero no alcanzan para determinar si una figura
tiene borde regular o no. En [4] se da una condicién suficiente de regularidad
que involucra unicamente a la geometria de la curva 0D.

Sea C(y, ¢) el cono de direccién y y apertura ¢,

Cly.¢) ={zeR*: (x,y) > [|zl|.|yl]. cos o}

Definicién Un punto a € 9D satisface la condicién del cono de Zaremba
si existen y # 0y 0 < ¢ < 7 tales que el cono trasladado a + C(y, @) esta
contenido en R?\ D.

El teorema incluido en [4] que da una condicién suficiente de regularidad
para un punto a € 9D, establece que si para algiin r > 0 el punto a satisface
la condicion del cono de Zaremba en el conjunto a+ D, N D, donde a + D,
es el disco de centro a y radio r, entonces a es regular.

4.3. Tiempo de llegada del proceso de Wiener al borde
del disco D,

En la ecuacién (53) se definié el tiempo de absorcién del proceso en el
borde de una regién D. Si la region D es el circulo de radio p, entonces el
tiempo de absorcién en el borde de D, puede ser escrito como

T, = min{t > 0 w(t)] > p}. (58)
el cual, no es otra cosa que el tiempo que el proceso tarda en alejarse p del

punto de partida.
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4.3.1. Tiempo esperado de llegada al borde de D, cuando el pro-
ceso parte del centro de D,

Sea M; el apartamiento del punto de partida méximo de un proceso de
Wiener tipico en el intervalo [0, ¢], esto es

M; = max{||lw(s)|| : 0 < s < t}. (59)
A partir de estas definiciones se obtiene la siguiente igualdad de sucesos

(T, >t % (0, < p). (60)

Dado que el proceso W(t) = \% w(\t) es también un proceso de Wiener

tipico se tiene que

LI : S = max s) : s
Zrmix{lw(s)l 10 < s <M} = mix{W(s) :0<s <8}, (61)

lo cual implica que P(My; < pv/A) = P(M, < p). Tomando A = 1/t,
P(M, < p/Vt) =P(M, < p).

Sea G la funcién de distribucion de M;. La funcién de distribucién de T, esta
dada por

F,(t)=P(T,<t)=1-P(M, < p) =1—G(p/V1).

Utilizando una propiedad conocida de la esperanza que se cumple para va-
riables aleatorias no negativas, se deduce que la esperanza de T, esta dada

por
/Ooou Ry (8)dt = /OOO Glo/ VD)t = /OOO G(z)2§—zdz —

T = 2/00 Gy,

23

donde

El valor de 7 se calcula numéricamente a partir de la simulacion de los valores
my < mo < ... < m, obtenidos de M;, mediante la aproximacion

my 1)G((my +mj—1)/2) —m;—1)(j —1/2)/n
QZ (m; + my1)/2) 22 Wy 0P

de donde se obtiene 7 = 0,4523756.

20



4.3.2. Tiempo esperado de llegada al borde de D, cuando el pro-
ceso parte del punto (z,y) € D,

En la seccién anterior se mostré que el tiempo esperado de llegada de
un proceso de Wiener tipico al borde del disco D, centrado en el punto de
partida del proceso es 7p?. Sea f(x,y) la esperanza del tiempo de llegada
del proceso que parte de (z,y) al borde de una regién D. Si D, es un disco
de radio p centrado en (z,y) que se encuentra contenido en D, entonces la
esperanza f(x,y) se puede escribir como la suma

flx,y) =7p* + f(x + peosU,y + psinU),

donde el primer sumando es el tiempo esperado que el proceso tarda en llegar
al disco partiendo de (z,y), y el segundo es el tiempo esperado que tarda
en llegar al borde de D partiendo del punto de llegada al borde del disco.
Utilizando que el punto de llegada del proceso al borde del disco centrado
en el punto de partida tiene distribucién uniforme, la expresion anterior se
puede escribir

1 4 )
f(z,y) 27p2+—27r/ f(z+ pcosp,y + psinp)dep.
0

Derivando esta ultima igualdad dos veces respecto de p se obtiene

1 27 2
0—27+% {82 (x + peosp, y + psinp) cos? o

2
0xdy

62
8 5 (z + pcos @,y + psin @) sin? <p] dp

+2

f(z+ pcosp,y+ psiny) cos psin ¢

y pasando al limite cuando p — 0 se obtiene
1 82 2
0—2T—|—— [ﬁ (x y)/ cos? pdyp
0

2

a 2w '
2ax8yf(x,y)/0 cos @ sin pdp

82 21
o (z y)/ sinzsodso},
0

0? 0?
@ (‘Tay) + 8]./2 f(ﬂ? y) —4r, (62)

de donde se obtiene
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que es un caso particular de la denominada ecuacién de Poisson.

Luego, la esperanza al tiempo de llegada al borde de D, se obtiene resol-
viendo el problema
Af=—-4r si(z,y) €D, (63)

f=0 si(x,y) €0D,. (64)

Para esto, se escribe al laplaciano de f en coordenadas polares como se mostré
en la seccién (3.2) donde se obtuvo que

1 02 10 0?

a5t T+ 37 65
r2 Op? r arf or? (65)
Dado que un giro en el disco sobre su centro no cambia los pardmetros del
problema, una solucién de la ecuacién (63) en coordenadas polares debe ser
funcién tnicamente de r, es decir, f(r,¢) = g(r). Buscando soluciones de
esta forma con (63) se llega a la igualdad

Af =

/

—4r =¢" + g

r

La ecuacién homogénea ¢g” /¢’ +1/r = 0 tiene soluciones log ¢’ +logr = ¢ con
c constante, es decir, ¢'(r) = k/r, con k constante. El método de variacién
de constantes de Lagrange consiste en buscar soluciones de la forma ¢'(r) =

k(r)/r. Sustituyendo esta tltima expresién en la ecuacién se obtiene
—dr =K (r)/r —k(r)/r* + k(r)/r* =K (r)/r

de donde se deduce que k(r) = —27r? +a y por lo tanto ¢'(r) = —27r +a/r.
Integrando de ambos lados de la igualdad se obtiene que g(r) = —7r? +
alogr + 0.

Dado que la solucién es acotada en el disco se tiene que a = 0, y si el
punto se encuentra en el borde del disco la esperanza debe ser cero, es decir
g(p) =0, lo que implica que b = 7p?. Se concluye entonces que la esperanza
del tiempo de llegada al borde del disco esta dada por 7(p* —r?). Si el punto
estd en el centro (r = 0) se obtiene la ecuacion hallada en la seccién anterior.

5. Simulacion de la soluciéon probabilistica en
circulos y regiones generales

En la seccion (4.1) se mostré que el punto de llegada de una trayectoria de
un proceso de Wiener bidimensional w(7p,) que parte de p al borde del disco
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D, centrado en p tiene distribuciéon uniforme en el borde de D,. Con este
resultado, si £(t) es una parametrizaciéon de la circunferencia con la longitud
del arco, definida en un intervalo I, simular un valor de w(7p,) que parte de
p, consiste en generar un valor U de una variable aleatoria uniforme en [ y
luego calcular ¢(U).

A continuacién se describe un procedimiento iterativo que utiliza el re-
sultado anterior para simular un valor de w(7p) que comienza en z € D,
donde D es una region cualquiera, en la que no necesariamente se conoce la
distribucién de probabilidad del punto de llegada del proceso. Por ejemplo,
si la region D es un disco pero el punto de partida del proceso no coincide
con el centro de D, entonces el punto de llegada no tiene una distribucion
sencilla.

5.1. Idea principal del procedimiento de simulacion

El procedimiento consiste en aproximarse de forma iterativa al borde de
la regién D, simulando en cada iteraciéon el punto de llegada del proceso
al borde del circulo mas grande contenido en D centrado inicialmente en el
punto de partida z, y luego en el punto de llegada de la iteracién anterior.
En la k-ésima iteracién se obtiene un punto w® que representa al valor de
la trayectoria al cabo de dicha iteraciéon. Este valor se genera simulando un
punto de llegada al borde del disco D,,, que es el disco mas grande contenido
en D en la iteracién k. Para esto se genera un valor Uy, uniforme en [0, 27] e
independiente del pasado, se calcula el radio 7, = min{dist(py, 2) : z € D}

donde
B z sik=1
Pe = w1 ¢k >1

y finalmente, utilizando la parametrizacién (ry cost, ri sint) de D,, se obtiene
w®) = (1} cos U, rp, sin Uy,).

5.1.1. Precisiones previas a la implementacion

La idea descripta anteriormente tiene dos problemas que deben ser con-
templados para que el método pueda ser implementado como algoritmo. Estos
dos problemas son los que originan mayores errores en las simulaciones de los
puntos de llegada. Dado que uno de los problemas que se describe es intrinse-
co al propio procedimiento, y que el otro surge al intentar implementar dicho
procedimiento, resulta imposible no cometer error en las simulaciones:
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- En la mayoria de las regiones D, la interseccion del borde de D con
el borde de D,, es un conjunto que tiene probabilidad nula de ser
alcanzado por una trayectoria de un proceso de Wiener. Por lo tanto,
si bien se puede llegar a estar muy cerca, la probabilidad de alcanzar
el borde al aproximarse por circulos es cero.

- El circulo de centro p, mas grande contenido en D es el que tiene
radio rp = min{dist(py, z) : z € 0D}. Al implementar el procedimiento
como un algoritmo es necesario aproximar a la curva C = 9D con un
conjunto P = {p; = p(c;),j = 0,1,...,k} donde p(t) = (z(t),y(t)) es
una parametrizaciéon de Cen [0, L] y 0 = ¢y < ¢; < ... < ¢ = L. Luego,
los radios 7 son reemplazados por los radios R, = min{dist(py, z) :
z € P}, lo cual implica que si el segmento de extremos p; y p; no es
perpendicular a la tangente de C en el punto p;, entonces el circulo
de radio Ry sobrepasa a la region D, y en este caso el proceso puede
alcanzar un punto que esté por fuera de D.

Para resolver estos problemas, se construye una regién de parada G, de
tal modo que contenga al borde de D y que para todo € D, el conjunto
{z: ||z — || = dist(x, P)} esté contenido en D U G. Esta definicién de la
region G hard que las sucesivas iteraciones se detengan en la primera ite-
racién en que la trayectoria alcanza a la region G. La tultima iteracién es
K = min{k € N* : w* € G} y el punto de llegada w'") es un punto de G
pero no necesariamente es un punto perteneciente al borde de D. Por este
motivo es necesario que los puntos de G se encuentren lo suficientemente
préximos al borde de D.

La region G' que se propone es el conjunto
k
G=|JDr(p;) con  Dr(p)={z€R*:|z—pl| <T}
j=1

siendo p;, j = 0,2,...,k los puntos de P y T" > 0 un valor de tolerancia
que indica el error que se esta dispuesto a cometer en la simulacion de una
trayectoria del proceso, puesto que el punto de llegada estard en la regién G
y por lo tanto distara de P menos de T

En el procedimiento que viene siendo desarrollado, cada trayectoria del
proceso de Wiener se detiene en la primer iteracion en la que esta alcanza a la
region G con las sucesivas aproximaciones por circulos. En cada iteracion, es
posible que la trayectoria termine antes de cortar la curva C, es decir, es po-
sible que el procedimiento detenga a la trayectoria cuando ain se encuentra
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en D. Si esto ocurre, existe una pequena probabilidad de que la verdadera
trayectoria se aleje una vez que alcanza a la region G y llegue a un lugar
alejado al que se encontraba cuando alcanzé G. Si bien esta probabilidad es
pequena, hay que tener en cuenta que es tanto mas pequena cuanto menor
sea la regién G, lo que equivale a decir que esta probabilidad disminuye al
disminuir el radio de tolerancia T'.

Antes de continuar con la construccién de la regién G se definen las
regiones Dp como el interior de la poligonal generada por los puntos P y
Doy = D\ G. Estas regiones cumplen

Dy C Dp C DUG.

5.2. Construccién de la regiéon G y del conjunto P

Como se menciond anteriormente, la regiéon G tiene el objetivo de hacer
que el procedimiento termine cuando el proceso se acerca suficientemente al
borde por primera vez. De lo contrario, o bien el proceso se aproximaria in-
finitas veces al borde, o bien se escaparia de D.

La regién GG cumple con su objetivo si contiene a la curva 0D y si todo
disco centrado en p € Dy cuyo radio es la minima distancia de p a P se
encuentra contenido en D U G.

(i) Los discos de centro p, y radio Ry estan contenidos en D U G si la
distancia euclidea entre p;_; y p; es menor o igual que /3T, para todo
i=1,2,... k.

(ii) La curva C = 0D estd contenida en G si se cumple (i) y si la distancia
sobre la curva

diste(p; 1, p;) = / 12/ (s)lds

j—1

es menor o igual 27, para todo 7 =1,2,... k.

Demostracion de (i). La distancia de p, € Dy a un punto p; de P se puede
escribir como

Ry = min{dist(p;,2) : 2 € Dr(p;))} + T =msp +T

puesto que el punto de la circunferencia dDr(p;) cuya distancia a p, es
minima estd dado por el punto cuya normal saliente pasa por p,. Luego, my
es la minima distancia de p, a G'y se cumple que el disco D,,, es el disco mas
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Figura 1: Segmento de la curva C, unién de los discos Dy(p;_1) y Dr(p;) con
dist(p;_1,p;) = V3T.

grande contenido en Dy y ademas esta contenido en D, con el que comparte
el centro p,. Por lo tanto, cualquier segmento de longitud Ry = my + 1" con
extremo p, tiene un intervalo de longitud menor o igual que 7" por fuera
de Dy. Por lo tanto, se deduce que el disco Dp, estd contenido en Dy U G
si la distancia del segmento formado por los puntos de las intersecciones
{0, 1} = 0Dr(pj—1) N ODr(p;) es mayor o igual a T. Para que esto suceda,
el angulo formado entre los segmentos p;—1, ft y p;—1, p; debe ser de al menos
30° = /6, con lo cual, fijando la distancia dist(u, ) = T' se obtiene

dist(p;1,p;)/2 _ dist(p;1,p)/2 _ 7™ _ V3
dist(pj_l,,u) T 6 2

Si T se mantiene constante y aumenta el angulo entonces debe disminuir
la distancia entre p;_1 y p;. De esto tltimo se deduce que dist(p;_1,p;) =
Ipj—1 = psll < V3T O

Demostracion de (ii). Basta probar que el arco de extremos p;_; y p; estd
contenido en D; = Dy(cj_1)UDr(c;). Esto ocurre porque si hubiera un punto
p en el complemento de D, entonces la distancia

diste(pj—1,pj) = diste(pj_1, p) + diste(p, p))

seria mayor que 27, puesto que cada sumando seria mayor que 7. O

5.2.1. Algoritmos para la construcciéon del conjunto P

A continuacién se presentaran dos algoritmos que son utilizados para
construir el conjunto P. Estos algoritmos son aproximados ya que para su
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Figura 2: Ejemplo de regién G (verde) y poligonal dDp (rojo) en la figura
D = {(x,y)™ € R*: 22 + 2 < y < z + 8} delimitada por la curva C (azul),
con radio de tolerancia 7' = 0,5.

construccién se realizan supuestos que no aseguran el cumplimiento de todas
las condiciones. En el capitulo siguiente se pondran a prueba estos algoritmos
y se verificara si los errores cometidos en las simulaciones son pequenos.

Anteriormente se dedujo que los puntos pg, p1, - . ., pr de P deben cumplir
las desigualdades

lps — pyall < VBT y  diste(pj—1.p;) < 2T (66)

para j = 1,...,k, donde diste(pj_1,p;) es la distancia sobre la curva, que se
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calcula como

Cj
diste(pj_1,pj) = /
C

G —

1€°(s)ds, (67)

siendo /(t) = (z(t), y(t)) una parametrizacién de C y ¢(c;) = p;. Dado que se
cumple que ||p; — pj—1]|| < diste(pj—1,p;), para que se verifiquen las desigual-
dades (66) alcanza con elegir a los puntos p; con distancia diste(p;j—1,p;) =

V3T.

Caso (a)
En este caso se supone que las funciones ¢ = (z,y) son una parametriza-

cién de C que cumplen fot Vi2(s) + y?(s)ds = t.

Con este supuesto, la integral (67) se puede escribir como
' Cj , Cj—1 ,
diste(pr.p) = [ NG)ds = [ 1Eds = ¢~ e
0 0
por lo cual los puntos se deben elegir de modo que ¢; — ¢;—1 < 27" para todo

i=1,.... k.

Imponiendo que diste(p;_1,p;) = V3T y aproximando la integral (67)

con .
V3T = /

j—

1€/(s)llds ~ (¢; — ) 1€/ ()]

se puede obtener ¢; a partir de ¢;_; y de un valor aproximado de ¢'(t*),
con t* arbitrario, perteneciente al intervalo [¢;_1, ¢;]. Por lo tanto, resulta de
utilidad definir la funcién

V3T
16(t) — £(s)||’

Finalmente, se procede de acuerdo al siguiente algoritmo:

d(s,t,T) = (t —s) (68)
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Algoritmo 1: Genera conjunto P de C parametrizada con la longitud

del arco.
Entrada: radio de tolerancia (T), parametrizacién (¢) y longitud del

intervalo (L).
Salida : conjunto P.

1 ¢y 0

2 ¢; < V3T

3 ¢ < d0,¢,T)

4 ¢ < d(0,c, T)N2T

5 j 1

6 mientras c; < L hacer

7 | ¢y ¢+ d(cjr, ¢, T)N2T
8 Cjp1 < ¢; +d(cj,cip1, T) N2T
9 Cj+1 < (Cj + d(Cj, Cj+1, T) A\ 2T> AL
10 JJ+1

11 fin

12 k+j

13 P {l(c;):j=0,1,...,k}

Caso (b)

Cuando no se supone que la curva C esté parametrizada con la longitud
del arco se procede a estimar la derivada de la cuerda de extremos p;_; =
(j-1,yj-1) ¥y pj = (x},y;). Para esto, se impone que la longitud de la cuerda
sea /3T y se realiza la siguiente aproximacién:

VBT = |lpj-1 = pill & (8 = tj-2) Va2 () + 42(t*)

con t* perteneciente a [t;_1,t;]. Se define una discretizacién suficientemente
finat={t;: t;;1 —t; =9,5=1,...,m} del intervalo [0, L] y las funciones

e(r) =min{|t, —z|: j=1,...,m},

me(x) = min{h: |t;, — z| = €(x)}.

En este caso, el algoritmo no incluye la verificacién de que la longitud del
arco de extremos p;_; y p; sea menor que 27', y no se asegura que €so OCurra.
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Algoritmo 2: Genera conjunto P de C mediante aproximaciones suce-
sivas de la derivada.
Entrada: radio de tolerancia (T), parametrizacién (£ = (x,y)) y
discretizacién del intervalo (t).
Salida : conjunto P.

19— 1

71+0

mientras i; < m hacer

V(@i — 2)? + (i1 — i)
tij+1 — by

5 ijr1  m(ty; + V3T /der)

\/(xij+1 - xij)Q + (yij+1 - yij)2

W N =

4 der <

6 der < " "
ijy1 Y
7 ijy1 < me(ti, + V3T /der)
J<7+1
9 fin
10 k<

1 P {{(t;,):j=0,1,...,k}

5.3. Simulacién del punto de llegada

En las secciones precedentes se ha descripto un procedimiento que per-
mite obtener el punto de llegada de una trayectoria del proceso de Wiener
a la regién G, la cual contiene al borde de D y cuyos puntos estan suficien-
temente préximos (distan menos de T') al borde. Con este procedimiento se
puede obtener una muestra w!, w?, ... w!! de trayectorias detenidas en
G. Para obtener una muestra de N puntos de llegada a la curva C el proce-
dimiento asigna como punto de llegada a C el punto de P que dista menos
del punto de llegada a G. Estas dos situaciones se pueden visualizar en los
siguientes graficos, en los que se considera la misma region D y el mismo
radio de tolerancia T que en el grafico (2). En el grafico (a) se visualizan
5000 trayectorias detenidas en la regién GG, mientras que en el grafico (b) se
puede visualizar que las trayectorias detenidas en G son aproximadas a los
puntos més préximos de P.
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(a) Puntos de llegada a la de regién G. (b) Puntos de llegada a P.

Figura 3: Muestra de tamano N = 5000 trayectorias del proceso de Wiener
que parten de v = (1/2,6)".

5.3.1. Algoritmo que simula un punto de llegada
Dado el conjunto P = {p;: j =0,1,...,k}, se definen las funciones
r(z) = min{|lp; —z|: 7 =0,1,..., k},

j(x) =min{j: |p; — = =r(x)} vy
7p(T) = Pj(a),

y sea U(x) una variable aleatoria uniforme en la circunferencia de radio r(z)
centrada en x, e independiente del pasado.

El siguiente algoritmo define a las variables aleatorias W, K y R. El
valor de W pretende ser una aproximaciéon de w(7p), K cuenta la cantidad
de iteraciones (circulos) necesarias para llegar a G, y R es la suma de los
radios al cuadrado de los circulos. Este ultimo valor se utiliza para calcular
el tiempo esperado de llegada del proceso.
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Algoritmo 3: Simula un punto de llegada del proceso que parte de v
a la curva C.
Entrada: punto de partida (v), discretizacién de C (conjunto P) y
radio de tolerancia (7).
Salida : punto de llegada a C (W), cantidad de circulos necesarios
para llegar a G (K) y suma de los radios al cuadrado (R).

T <

K<« 0

R+ 0

mientras r(z) > T hacer
x <+ U(x)
K+ K+1
R+ R+r*(x)

fin

R+ R+r?(x)

W 4 mp(x)

© 0w N 6 0k W N

1

o

6. Estimacion estadistica de la solucion

En la seccién (4.1.1) se mostré que el problema de Dirichlet con condicién
de borde g admite solucion

u(z,y) = E(g(w(p))|w(0) = (z,y))

en cualquier regién D conexa y de borde suficientemente regular. Al tratarse
de una esperanza, si se cuenta con w(7p), w(1p),..., w™N) (1p), N tra-
yectorias independientes del proceso de Wiener detenido en el borde de D
con punto de partida (z,y), entonces la solucién anterior puede ser estimada
estadisticamente con el promedio muestral

1 N

ga.y) = D g(w (7). (69)

Dado que no es posible tener los valores w(”)(TD), estos se aproximan con
w, =:p;, conp; €P,j=12...,kyn=1,...,N obtenidos a partir del
procedimiento detallado en el algoritmo (3). En la notacién utilizada en la
descripciéon del algoritmo, p;, es el punto de P que minimiza la distancia a
w € G al aproximar w™(7p). En la n-ésima iteracién del procedimiento
se genera el valor g(p;,) := g;, que se utiliza como estimacién de g(w'™ (1p))
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y en lugar de estimar la solucién u(z,y) con g(z,y), se propone el estimador
| XN
w(z,y) =: N ;gjn. (70)

6.1. Errores cometidos en la estimacion estadistica

En las estimaciones obtenidas a partir de @(z,y) se cometen dos errores.
Uno de ellos es el error estadistico que se debe al estimar un valor espera-
do con un promedio muestral, y el otro es el error sistematico cometido por
detener las trayectorias del proceso en la regién G y por estimar el punto
de llegada al borde con el punto del conjunto P cuya distancia al punto de
llegada a G' es minima, es decir, se trata del error cometido al aproximar
w)(7p) con pj, .

Una cota para el error estadistico puede ser estimada con la longitud de
un intervalo de confianza para el promedio u(x,y), que puede ser obtenido
de forma sencilla utilizando la independencia e idéntica distribucion de las
trayectorias detenidas estimadas y la distribuciéon asintética del promedio
muestral en estas condiciones. El intervalo con 95 % de confianza queda dado
por @(z,y) £ 1,96 x S/v/N, siendo S la desviacién tipica de una realizacién
la muestra g;,, g;,, - - -, gj- Por otra parte, dado que la funcién g es acotada,
las variables g;, son acotadas y por la ley fuerte de los grandes nimeros se
tiene que u(x,y) y los limites de confianza tienden a u(x,y) cuando N — oo,
con lo cual, la cota para el error estadistico puede ser reducida al aumentar N.

Con el procedimiento propuesto no es posible asegurar que el valor de la
trayectoria del proceso en el borde, w'™ (7p), se encuentre préximo al valor
de la trayectoria w™ detenida en la regién G y por lo tanto no es posi-
ble asegurar que w™(7p) se encuentre préximo a pj,- Esto se debe a que
el procedimiento detiene la trayectoria en la primera iteracién en la que la
trayectoria se encuentra en GG pero en la realidad, si bien es poco probable,
puede ocurrir que una vez que la trayectoria alcanza G se aleje del borde y
se detenga en otro valor alejado de p;,.

Si el fendémeno mencionado no ocurre, es decir, w(”)(TD) se encuentra
préoximo a pj;, entonces una posible estimacién para la cota para el error
sistematico es

Er = %;g(w(")(m)) - %;gwn) < %Z 9(w™ (7)) — ()]



T N
25 > l9/ ()]
n=1

donde g’ es la derivada en la curva. El simbolo “3” se debe a que si bien la
cota es razonable no es posible garantizar que la desigualdad se cumpla. Esto
dependera de la forma del borde y por supuesto del valor de T" que se elija.
Hay que tener en cuenta que la desigualdad triangular es una cota grosera
por lo que es de esperar que en algunas situaciones esta cota no sea tutil.

En el caso del error estadistico, si Ex es la longitud del del intervalo de
confianza entonces
\u(x,y) - §<:U7y)‘ é EN7
mientras el error sistematico se encuentra posiblemente acotado por una cons-
tante Er que depende de la derivada de g y de T',

A partir de estas desigualdades se observa que la magnitud del error global
ey puede ser probablemente acotada por

|u(x,y) - ﬂ([t,y” < |U(ZL’,y> - g(x,y)| + |fL(I,y) - g(l‘,y)l é EN + ET-

6.2. Un modelo aproximado para estimar el error

El modelo aproximado consiste en suponer

g(w'" (D)) = gj. + BulUn(gjns1 — 5u) + (1L = Bo)Un(gj, — gju—1)  (71)

con U, ~ Uniforme(0,1) y B,, ~ Bernoulli(1/2) independientes. La justi-
ficacién de este modelo es la siguiente: se supone que la trayectoria detenida
en el borde, cuya aproximacion es p;,, se encuentra en el arco delimitado por
Dj.—1 Y Pj.+1. La diferencia g;,_1 — g;, se aproxima con U,(gj,—1 — gj,) v
Gj, — 9jnt+1 se aproxima con U, (g;, — gj.+1), ¥ se supone que la probabilidad
de llegar a uno u otro intervalo es 1/2.

Al igual que en la estimacién de la cota del error sistematico de la seccion
(6.1), es necesario aclarar que si bien la probabilidad de que ocurra es alta, y
tanto mds alta cuanto menor es 7', nada garantiza que w(7p) esté en el arco
de extremos pj,—1 Y Pj,+1-
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El error cometido esta dado por

eyl y) = ule,y) — ilr,y) = Bo(w (o)) ~ + 3 g,

y su esperanza bajo el modelo propuesto es
Ecy(z,y) = u(z,y) — Ba(z,y) = E [9(w' (1p)) - g;,]
1
=EU, [3(gj.+1 — 9j.) + 3(95, — 9ju—1)] = ZLE (95041 — 295, + Gjp—1]

con lo cual, se puede aproximar
T
Eey(z,y) ~IN Z Gjnt1 — 2G5, + Gjo—1] (72)

6.2.1. Un estimador de la solucién aproximadamente insesgado

La féormula (72) proporciona una estimacién del sesgo de (x,y) dado por
—Ee,(x,y). Un estimador aproximadamente insesgado de u(z,y) es el que
resulta de restarle a @ su sesgo:

N
1
u'(r,y) = i(z,y) + Beg(r,9) = 7> g +205, + 9] (73)
n=1

Sea hj, =: gj,+1 + 29, + g;.—1. La varianza del nuevo estimador estd dada
por
1
Vi * = ——Var (h;,

1
la cual puede ser estimada empiricamente mediante 16_ng donde

N N 2
n=1 n=1

A partir de esta estimacion y admitiendo la aproximaciéon Normal de media
u* y varianza S? /N para el promedio, se construyen intervalos de confianza
para u(z,y) centrados en u*(z,y)

P (@‘1(1 — 04)457% <wu(z,y) —u*(z,y) < <I>_1(oz)4\b;hﬁ> =1—-a.
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Con el estimador insesgado (73) se obtiene que el error cometido

E(x,y) = u<x7y) - U*(Ji,y>

tiene esperanza cero y se puede acotar con la longitud del intervalo de con-
fianza. Esta acotacion incluye a los dos errores que fueron analizados de forma
separada en (6.1) y un error adicional que es el error cometido por el modelo

(71).

7. Resultados obtenidos de las simulaciones

En esta seccion se explora de manera empirica la validez de las aproxima-
ciones de la solucién u(x,y) obtenidas con los estimadores u(x,y) y u*(z,y)
desarrollados en la seccién (6) a partir de los algoritmos presentados en la
seccién (5). Para esto, se elige un dominio particular D, un punto v inte-
rior a D y una condiciéon de borde g para los cuales la solucion analitica del
problema sea conocida en el punto v. La eleccién conveniente de g garantiza
que la estimaciéon numérica obtenida pueda ser comparada con el valor de
la verdadera solucién en cualquier punto del dominio, y por lo tanto que se
puedan calcular de manera exacta los errores e,(v) y £(v).

Como se menciond anteriormente, existe un error estadistico que se co-
mete al estimar el valor esperado u(z,y) con un promedio muestral, y otro
error que se comete al detener las trayectorias muestrales en la primer itera-
cién en la que la trayectoria alcanza G, lo cual no necesariamente coincide
con la trayectoria detenida en el borde de D. Estos dos errores pueden ser
acotados de forma separada si se utiliza el estimador @(z,y) (70), con lo cual
una cota para el error global (en este caso denotado con e,4(z,y)) queda de-
terminada por la suma de las cotas de los dos errores. Alternativamente, si
se utiliza el estimador u*(x,y) (73) se halla una cota unificada para el error
global (€(x,y)) dada por la longitud del intervalo de confianza, la cual serd
denotada con £y. Para visualizar estos resultados, se eligen distintos radios
de tolerancia T' y distintas cantidades de réplicas N, y para cada estimacion
que surge de combinar N y T se calculan los errores e4(v) y £(v), y sus co-
tas. Todas las muestras se extraen de manera independiente, para todos los
valores de N y T considerados.

Se considera el dominio

D={(z,y) eR*: 2* +2 <y <z +8},
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cuyo grafico puede visualizarse en las figuras (2) y (3), y la funcién

g(z,y) = e"cosy

como condicién de borde. Esta funcién es arménica en todo el plano, por
lo cual la solucién del problema estd dada por u(x,y) = g(z,y) para todo
(z,y) € D. Luego, se comparan los resultados obtenidos con 36 radios de
tolerancia dados por T" = 0,001, 0,002, 0,005, 0,01, 0,02, 0,05, 0,1,0,2,0,5 y
con tamanos de muestra N = 5000, 10000, 50000, 100000, 250000, 400000,
500000. Finalmente, se fijan los parametros N = 500000 y T = 0,001, y se
grafican los resultados obtenidos con 40 puntos de partida distintos con el
objetivo de comparar la estimacion del tiempo esperado de llegada al borde,
partiendo de cada punto.

7.1. Rendimiento del procedimiento de simulacién

El siguiente grafico muestra la distribucion de frecuencias de la cantidad
de circulos (iteraciones) que produce el algoritmo 3 en cada réplica. Se trata
de la variable K que devuelve el algoritmo.

lencia absoluta

12345678 9101112131415161718192021222324252627 2529303132333435353735394041 42434445 46 47 4849 50 51 52 5354 55 56 57 58 59 60 61 62 63 64 65 66 67 63 69 70 717273 75 76 78 79 80 81 82 8385 86 91
ntidad de circulos

Figura 4: Distribucién de frecuencias de la cantidad de circulos en una mues-
tra de tamano 500000 con T'= 0,001 y punto de partida v = (—1, 6).

Estos datos son ajustados a una distribuciéon Geométrica de pardmetro
(probabilidad de éxito) p, estimado mediante el método de maxima verosi-
militud, el cual establece que p = 1/K.

La justificacién de esta distribucion se debe a que el recorrido de K es
no acotado superiormente, y a que K cuenta la cantidad de circulos necesa-

rios para que la trayectoria se aproxime suficientemente al borde. Eso puede
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ser pensado como que en cada réplica en la que se estima el punto de lle-
gada de una trayectoria, el algoritmo realiza tantos experimentos como sean
necesarios hasta el primer experimento en el que se “obtiene un éxito”, don-
de “obtener un éxito” significa alcanzar a la regién G. Es necesario aclarar
que en el procedimiento descripto, la probabilidad de éxito varia en cada
experimento y en este ajuste se asume que esta probabilidad es constante o
aproximadamente constante.

Finalmente, bajo la distribucién ajustada, Geométrica(1/K) con K =
11,71, la probabilidad P(K < 20) ~ 0,85. Esta probabilidad es parecida a la
probabilidad estimada con la funciéon de distribucién empirica de K, que en
20 acumula 0,87.

En la siguiente figura se muestra el tiempo computacional medido en
minutos que tomé hacer 500.000 réplicas con los distintos valores de T'. Los
calculos fueron realizados con un procesador de 2.4 GHz.

154

[
o
f

Tiempo computacional (minutos)
[4)]

log(T)

Figura 5: Tiempo computacional de 500.000 réplicas con los distintos radios
de tolerancia.

El tiempo computacional depende de la cantidad de réplicas N y del radio
de tolerancia T que se elija para aproximar a la curva C con P. Cuanto mas
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pequeno es el radio de tolerancia, mayor es la cantidad de puntos del conjunto
P y por lo tanto mayor es la cantidad de distancias que el algoritmo calcula
en cada iteracion para estimar el radio del circulo més grande contenido en
D. Esto se visualiza en la siguiente tabla, en la cual se muestra la cantidad
de puntos que tiene el conjunto P para cada uno de los radios de tolerancia
considerados.

T 0,001 0,002 0,006 0,01 0,02 005 01 02 0,5
#P 12394 6.198 2480 1.241 621 249 125 63 26

Cuadro 1: Cantidad de puntos de P segin el radio de tolerancia T'.

7.2. Errores cometidos en la estimacion

En las siguientes tablas se exponen las estimaciones obtenidas en el punto
v = (—1,6) con los dos estimadores @ y u*, el error cometido con u* y las
cotas Ey + Er y En de los errores ey y € para los distintos valores de N y T’
cosiderados.

N ﬂ(—l,G) u*(—1,6) |g(—1,6>| EN EN+ET gN

5.000 0,3459  0,3459 0,0073  0,0976  0,0987  0,0957
10.000  0,3373 0,3373 0,0159  0,0664 0,0675  0,0650
50.000  0,3614 0,3614 0,0082 0,0300  0,0311  0,0294
100.000  0,3474 0,3474 0,0058  0,0212  0,0223  0,0208
250.000  0,3552 0,3552 0,0020  0,0134  0,0145 0,0131
400.000  0,3518 0,3518 0,0014  0,0106  0,0117  0,0104
500.000  0,3545 0,3545 0,0013  0,0094  0,0105  0,0092

Cuadro 2: Comparacion entre u(—1,6) ~ 0,3532, a(—1,6) y u*(—1,6). El
radio de tolerancia es T'= 0,001 y Er ~ 0,00118.
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T  a(—-1,6) u(=1,6) [€(-1,6)] Er Ex+Er E&x
0,001 03545 023545  0,0013 000011 0,0105  0,0092
0,002 03527  0,3527  0,0005 0,0022 0,0116  0,0092
0,005 03507  0,3507  0,0025  0,0055 0,0149  0,0092
0,010 03511 03511  0,0022 00110  0,0205  0,0092
0,020 03536  0,3535  0,0003 00218 0,0312  0,0092
0,050 0,3566  0,3561  0,0028  0,0545  0,0640  0,0092
0,100 03583 03564 00032 0,071 0,1164  0,0091
0,200 0,3521  0,3450  0,0082 02051 0,2142  0,0087
0,500 0,3436  0,3008  0,0524 04264 04350  0,0072

Cuadro 3: Comparacién entre u(—1,6) ~ 0,3532, @(—1,6) y u*(—1,6). El
tamano de muestra es N = 500000 y En ~ 0,009.

Como es posible observar en las tablas, debido a la aleatoriedad de las
estimaciones no es posible asegurar que el error disminuya al aumentar el
tamano de muestra o al reducir el radio de tolerancia. Por otra parte, tam-
bién se observa que fijando 7" = 0,001 el error absoluto, |£|, es menor que
6 x 1073 si se consideran valores de N mayores o iguales a 100.000 y fijando
N = 500.000 se observan errores menores que 3,5 x 1072 para 7' < 0,1.

De la primer tabla se deduce que para todos los valores de N la cota del
error estadistico del estimador u, Fy, es parecida a la cota del error global
cometido al utilizar u*, £y. Como es de esperar, ambas cotas tienden a 0
cuando N se hace mas grande. Los intervalos de confianza de longitudes Fy
y En fueron calculados con a = 0,05. En la segunda tabla se observa que Er
aumenta cuando aumenta T mientras que £y es aproximadamente constante
para los distintos valores de T'. A partir de estas tablas se confirma que la
cota €y es una cota de mejor calidad que Ey + E7.

Estos resultados se visualizan en la siguiente figura, en el que se grafican
el valor de la verdadera solucién en (—1, 6), las estimaciones obtenidas con los
dos estimadores y sus respectivos intervalos de confianza de longitudes Fy y
En. En ella se observa que cuando la tolerancia es pequena los intervalos de
confianza para u* y @ (verde y negro respectivamente) coinciden y contienen
a la soluciéon verdadera.
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Figura 6: Estimaciones obtenidas con u* (azul) y @ (negro) con intervalos de
confianza (verde y negro) y u(—1,6) ~ 0,3532 (rojo).

7.3. Calculo del tiempo esperado de llegada al borde

En la seccion 4.3 se mostré que el tiempo esperado de llegada de un pro-
ceso de Wiener al borde de de un disco de radio p estd dado por 7p?, con
T =~ 0,4523756. También se mostro que en el caso general, el tiempo esperado
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de llegada al borde de una regién D cualquiera es solucion del problema de
Poisson Af = —4r.

En el procedimiento desarrollado, se simula el valor de una trayectoria del
proceso detenida en el borde aproximandose de forma iterativa por circulos,
con lo cual el tiempo de llegada 7p(x,y) de una trayectoria que parte de
(x,y) puede ser estimado con

K
7A—D<x7y) = 7277%
k=1

donde K es la cantidad (aleatoria) de iteraciones y ry es el radio del circulo
correspondiente a la k-ésima iteracién. A partir de la generaciéon de N tra-
yectorias detenidas se obtienen N tiempos %l()z), t =1,..., N que permiten

calcular
N

Fla,y) =Y 75 (x,y)
=1

En el siguiente grafico se pueden visualizar las estimaciones de los tiempos
esperados para distintos tamanos de muestra y distintos radios de tolerancia.
Los céalculos corresponden a las mismas réplicas utilizadas para las estima-
ciones del grafico 6.
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Figura 7: Estimaciones obtenidas del tiempo esperado de llegada 7, para
nueve valores de T' (azul) con intervalo de confianza para 7 (verde).

En el grafico se puede visualizar que el tiempo esperado de llegada al
borde disminuye cuando aumenta el radio de tolerancia. Esto ocurre porque
cuanto més grande es el radio de tolerancia menor es la regién Dy = D\G,
por lo tanto, menor la regiéon en que se mueven las trayectorias antes de ser
detenidas en G.

El tiempo esperado de llegada al borde de un proceso de Wiener es una
medida de la profundidad de un punto en una region, es decir, un punto
es tanto mas profundo en una regiéon cuanto mayor es el tiempo esperado
de llegada al borde del proceso que parte de dicho punto. Esto se puede
visualizar en la siguiente figura en la que se grafican 40 puntos de partida
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distribuidos arbitrariamente en toda la region D con circulos que los rodean,
donde el radio de cada circulo es proporcional al tiempo esperado de llegada.
Los circulos mas azulados y grandes corresponden a los puntos més profundos

en D

Tiempo esperado
0.5

@ -
o -

Figura 8: Profundidad de 40 puntos (rojo). La referencia indica el valor del
tiempo esperado de llegada.

8. Conclusiones finales

El procedimiento desarrollado permite obtener la solucién numeérica del
problema de Dirichlet en regiones planas acotadas y de borde suficientemente
regular. Una vez implementados los algoritmos que permiten llevar a cabo
el procedimiento, las soluciones se obtienen de forma sencilla ya que sélo se
requiere establecer una parametrizacion del borde de la region.

Dada una parametrizacion de la curva, el algoritmo construye una dis-
cretizaciéon éptima del borde, esto es, un conjunto que contiene la menor
cantidad de puntos necesarios para hacer que las trayectorias del proceso de
Wiener no salgan de la regién, o a lo sumo se detengan en el exterior en un
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punto suficientemente proximo al borde. A pesar de que la discretizacién es
optima, y si bien ocurre que con probabilidad alta el algoritmo realiza pocas
iteraciones (menos de 20), cada iteracion resulta muy costosa debido a que
en cada una de ellas se calcula la distancia euclidea entre el punto de llegada
de la iteracion anterior a todos los puntos del conjunto discreto que se utiliza
para representar al borde de la regién. Por este motivo, el costo computacio-
nal aumenta al aumentar la cantidad de réplicas con las que se quiere estimar
el promedio o al utilizar una discretizacion mas fina disminuyendo el radio
de tolerancia.

Las soluciones traen aparejado un error sistematico que surge de discreti-
zar el borde de la region y de hacer que las trayectorias del proceso de Wiener
se detengan en una region de parada préxima al borde, y un error estadistico
que surge de estimar el valor esperado con un promedio. Estos errores pueden
ser reducidos al disminuir el radio de tolerancia, lo cual genera que la region
de parada se encuentre mas préxima al borde, y al aumentar la cantidad de
réplicas del punto de llegada, con lo cual se obtiene una mejor estimacién de
la esperanza. Una posibilidad para acotar el error global, es acotar a estos
dos errores de manera individual y luego acotar al error global con la suma de
estas cotas. Como alternativa a este procedimiento, se considera un modelo
probabilistico para el error global y una correciéon para el estimador que hace
que este sea insesgado. A partir de este modelo se obtiene una cota unificada
para el error global.

En el ejemplo desarrollado se observé que los errores cometidos con ambos
estimadores (corregido y no corregido) fueron considerablemente chicos para
todos los radios de tolerancia y cantidades de réplicas utilizados. Por otra
parte, se verifico que la cota obtenida con el estimador insesgado resulta
mas apropiada que la que se obtiene con el otro estimador. En ambos casos,
la estimacion de la cota se vuelve inoperante cuando el radio de tolerancia
es grande, independientemente de la cantidad de réplicas que se realice. De
manera contraria, en este ejemplo se observo que para valores de tolerancia
pequenos, el error y sus cotas resultaron pequenos aun cuando la cantidad de
réplicas es chica. Esto daria la pauta de que si fuera necesario ahorrar tiempo
computacional seria preferible reducir la cantidad de réplicas en lugar de
aumentar el radio de tolerancia. Tanto la calidad de la cota como el tamano
del error cometido dependen de la forma que tenga el borde y de la condicion
de borde, por lo cual nada garantiza que eso se cumpla de manera general.
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