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Resumen

La Cromodindmica Cudntica (QCD) es la teoria gauge no abeliana que describe la
interaccién nuclear fuerte, una de las cuatro fuerzas fundamentales y la responsable
de que los quarks formen estados ligados para dar lugar a protones, neutrones y al
resto de la materia baridnica presente en el universo. Para realizar cdlculos en esta
clase de teorias es necesario fijar el gauge para eliminar las redundancias origina-
das en la simetria gauge, y la forma estandar de hacerlo es a través del conocido
procedimiento de Faddeev-Popov. Este procedimiento permite obtener un lagran-
giano fijado gauge con el que es posible hacer calculos perturbativos que reproducen
exitosamente los resultados de los experimentos realizados a energias altas.

Sin embargo, el calculo del running de la constante de acoplamiento realizado
perturbativamente a partir del lagrangiano de Faddeev-Popov muestra que la misma
diverge en el régimen infrarrojo a una escala finita de energia usualmente llamada
Agep. La interpretacion habitual de este hecho es que la QCD es de naturaleza
inherentemente no perturbativa en este régimen. Por otro lado, es sabido que el
procedimiento de Faddeev-Popov no estd justificado a bajas energias ya que a esas
escalas aparecen copias de Gribov, es decir diferentes configuraciones de los cam-
pos que satisfacen la condicion de gauge. Ademads, simulaciones numéricas que no
necesitan del procedimiento de Faddeev-Popov para fijar el gauge muestran que la
constante de acoplamiento no diverge a bajas energias si no que se mantiente mode-
rada, sugiriendo la posibilidad de algin tratamiento perturbativo de este régimen.

Este hecho y el comportamiento del propagador del gluéon a bajas energias ob-
servado en las simulaciones llevaron hace algunos anos a la postulaciéon del modelo
de Curci-Ferrari en el gauge de Landau como una forma viable de reproducir los
resultados de las simulaciones en este régimen usando teoria de perturbaciones. El
modelo consiste en una extension del lagrangiano de Faddeev-Popov en ese mismo
gauge agregando un término de masa para los gluones. Este término es interpretado
como una forma efectiva de tomar en cuenta los efectos de las copias de Gribov
en el infrarrojo sin alterar los resultados en el régimen ultravioleta. Al dia de hoy
varios calculos perturbativos han sido hechos con este modelo con un gran nivel de
coincidencia con las simulaciones.

El objetivo de esta tesis es profundizar en el estudio del régimen infrarrojo de
la Cromodindmica Cuéntica utilizando el modelo de Curci-Ferrari. En particular,
extendemos el calculo ya realizado con el modelo para el vértice de tres gluones para
la teoria de Yang-Millls a la teoria con quarks dinamicos.

Realizamos el calculo a 1-loop del vértice de tres gluones en una configuracion
de momentos arbitraria y en el caso general de un nimero arbitrario de sabores
de quarks y el grupo SU(N), y lo comparamos con simulaciones numéricas en con-
figuraciones de impulso particulares teniendo en cuenta los efectos del Grupo de
Renormalizacion, tanto para la teoria de Yang-Mills como para la teoria con quarks
dinamicos. Observamos que el calculo a 1-loop permite reproducir los resultados de
las simulaciones de manera satisfactoria.

Palabras clave: Cromodindmica Cudantica, Régimen Infrarrojo.



Abstract

Quantum Chromodynamics (QCD) is the non-Abelian gauge theory that descri-
bes the strong interaction, one of the four fundamental forces and the responsible
for allowing quarks to bind together giving birth to protons, neutrons and all the
other forms of baryonic matter present in the universe. To perform computations in
non-Abelian gauge theories one must fix the gauge to get rid of the redundancies
originated in the gauge symmetry, and the standard way of doing so is by the well
known Faddeev-Popov procedure. This procedure provides a gauge-fixed Lagran-
gian that can be used to make perturbative computations that successfully match
experimental data at high energies.

However, the computation of the running coupling constant performed perturba-
tively from the Faddeev-Popov Lagrangian shows that the coupling constant diverges
in the infrared at a finite energy scale usually called Agcp. The usual interpretation
of this fact is that QCD is inherently non-perturbative in this regime. On the other
hand, it is known that the Faddeev-Popov procedure is not well justified at low ener-
gies since at these scales one finds Gribov copies, i.e. different field configurations
that satisfy the same gauge fixing condition. Moreover, numerical simulations that
do not rely on the Faddeev-Popov procedure show that the coupling constant does
not diverge but remains moderate at low energies, suggesting the possibility of a
perturbative treatment of this regime.

This fact and the behaviour of the gluon propagator at low energies observed in
simulations motivated the proposal a few years ago of the Curci-Ferrari model in
Landau gauge as a viable way of reproducing the results obtained from simulations
in the infrared with perturbation theory. The model consists on the addition of a
gluon mass term to the Faddeev-Popov Lagrangian in that same gauge. This mass
term is assumed to be an effective way of taking into account the effects arising from
Gribov copies in the infrared while at the same time leaving the ultraviolet limit of
the theory unaltered. The model has already been used in numerous perturbative
computations with great agreement with simulations.

The goal of this thesis is to further investigate the infrared regime of QCD using
the Curci-Ferrari model. In particular, we extend the computation made with the
model for the three-gluon vertex in Yang-Mills theory to the general case including
dynamical quarks.

We performed the 1-loop computation of the three-gluon vertex for an arbitrary
momentum configuration and in the more general case of an arbitrary number of
quark flavours and the SU(N) group. We compared our results with numerical simu-
lations in different momentum configurations taking into account Renormalization
Group effects, both for Yang-Mills theory and including dynamical quarks. We found
that the 1-loop computation reproduces the results from simulations with very good
accuracy.

Keywords: Quantum Chromodynamics, Infrared Regime.
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Capitulo 1

Introduccion

1.1. Los legos de la Naturaleza

Desde los inicios de la humanidad, incontables hombres y mujeres han dedicado
sus vidas a entender la realidad fisica y explicar los fenémenos que en ella transcu-
rren. Una de las preguntas mas fundamentales que pueden hacerse sobre el mundo
material es la siguiente: ;Cudl es la sustancia de la que se componen las cosas?
. Existe un ntumero finito de ingredientes a partir de los cuales se constituyen los
diferentes y variados objetos que conocemos, desde las estrellas en el espacio hasta
la yerba para el mate?

A lo largo de la historia han surgido numerosas respuestas a estas preguntas.
Por ejemplo, entre los filésofos griegos, fundamentalmente entre los de la escuela de
Mileto, era habitual la idea de que toda la materia se compone a nivel iltimo de
cuatro elementos: aire, tierra, fuego y agua. Este enfoque fue compartido por grandes
pensadores de la época tales como Anaximandro, Tales y Anaximenes, aunque con
discrepancias en cudl de estos elementos era a su vez el fundamental. Mds cercana
a nuestra visién actual de la cuestion fue la posicion de filésofos como Anaxéagoras,
Demoécrito y Leucipo, que sostuvieron que la realidad estd formada por bloques
fundamentales a los que llamaron &tomos (del griego drouo, sin divisién) rodeados
de vacio. Esta linea de pensamiento fue bastante ignorada en la antigiiedad pero
recobro fuerza con la teoria atomica propuesta por Dalton a comienzos del siglo XIX,
finalmente dando lugar medio siglo después a la tabla periédica de Mendeléyev. En
ella, Mendeléyev agrupd y clasificé los elementos conocidos en su época ordenandolos
seguin su peso atémico.

La gran cantidad de elementos conocidos y la periodicidad de sus propiedades
como funcién del peso atémico sugieren (correctamente) la idea de que éste no es
el fin de la historia. Hoy en dia sabemos que los atomos no son tan indivisibles
como creian los griegos, si no que estan compuestos por un nicleo atémico formado
por protones y neutrones y una nube electrénica que rodea al mismo, y son las
propiedades de esta nube electronica las que dan a la tabla periddica su estructura.

La respuesta mas moderna que ha producido la humanidad a nuestra pregunta
es conocida como el Modelo Estandar de Fisica de Particulas, cuyos componentes
elementales se muestran en la figura . Esta teorfa fue desarrollada mayormente
en los anos 70 y obtuvo su ultima consagracion experimental en el ano 2012 con
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Figura 1.1: Los famosos " Tres de Mileto”.

el descubrimiento de la particula predicha por la misma llamada bosén de Higgs.
Segun el Modelo Estandar, el universo estd poblado por un numero relativamente
pequeno de particulas fundamentales a partir de las cuales se constituye todo lo
demés. Estas particulas pueden clasificarse en dos grandes grupos: los fermiones,
de los que estd compuesta la materia, y los bosones, que (a excepcién del bosén de
Higgs) juegan el papel de mediadores de las fuerzas fundamentales.
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Figura 1.2: Cuadro de las particulas del modelo Estandar.

Los ntcleos de los dtomos que forman la materia ordinaria (es decir, con la que
interactuamos cotidianamente en la Tierra) estdn formados a su vez por protones
y neutrones. Como podemos notar mirando la figura [1.2] estos no son particulas



fundamentales, si no que son estados ligados de otras particulas llamadas quarks.
En general, los estados ligados formados por quarks se llaman Hadrones, y estos
incluyen a los protones y neutrones que componen el nicleo atémico. Los quarks
interactian entre si a través de la interaccién nuclear fuerte, la misma que de forma
residual es la responsable de mantener unidos los ntcleos atéomicos a pesar de la
repulsion electromagnética que ejercen entre si los protones. Los fermiones que no
sienten la fuerza fuerte son llamados leptones, siendo su representante mas famoso
el electrom.

Los quarks pueden agruparse segin su sabor, propiedad que por supuesto no de-
be interpretarse en sentido literal. Existen seis tipos o sabores de quarks: down, up,
strange, charm, bottom y top. La materia que nos compone esta formada principal-
mente por quarks tipo up y down y por electrones. Esto se debe a que los protones
estan compuestos por dos quarks tipo up y un quark tipo down, y los neutrones por
dos quarks tipo down y un quark tipo up.

Los quarks up y down, el electréon y el neutrino electrénico forman lo que se
conoce como primera generacion de materia. Como puede verse en la figura
existen tres generaciones de materia, teniendo las particulas de cada generaciéon
propiedades similares a las de su particula correspondiente en la generacién anterior
pero una masa mayor.

La teoria aceptada hoy en dia para describir la interaccion microscépica entre
quarks y por consequencia entre los hadrones es conocida como Cromodindmica
Cuantica (QCD por sus siglas en inglés). La QCD es una teoria cuantica de campos
de gauge no abeliana invariante ante transformaciones del grupo SU(3), y su campo
de gauge asociado es llamado gludn, siendo éste por lo tanto la particula mediadora
de la interaccién nuclear fuerte (andloga al fotén en el electromagnetismo). Los
componentes fundamentales de la Cromodinamica Cuantica son entonces los quarks
y los gluones, y la teoria ha sido utilizada con gran éxito para calcular el espectro de
los hadrones y sus interacciones y cuenta al dia de hoy con gran sustento empirico.

1.2. Breve biografia de la Cromodinamica Cuanti-
ca

El camino recorrido para llegar a lo que hoy conocemos como QCD comenzé en
los 60, cuando Gell-Mann y Zweig [I] [2] observaron de forma independiente que era
posible clasificar a los hadrones segiin su masa y sus interacciones formando patrones
que sugerian una estructura subyacente, de forma analoga a los descubrimientos de
Mendeléyev un siglo antes. Este hecho los llevo a proponer el modelo de quarks en
1964, segun el cual los bariones (hadrones pesados) estaban formados por tres quarks
y los mesones (hadrones livianos) por un quark y un antiquark. Todos los hadrones
conocidos en la época podian entenderse asumiendo que existian tres tipos de quarks:
up, down y strange, con cargas %, —% y —% la carga del electrén respectivamente.
Posteriormente se predijo y comprobd experimentalmente la existencia de tres tipos
(o sabores) mas de quarks: charm, bottom y top, con cargas %, —% y %

De acuerdo con el modelo de quarks, la forma mas directa de obtener informacién
experimental sobre la dinamica de los mismos es estudiar el interior de los hadrones



bombardeandolos con particulas sin estructura a modo de sonda. A principios de
los 60 comenzaron los primeros experimentos de estas caracteristicas en el Stanford
Linear Accelerator Center (SLAC) de California, en los cuales se colisionaba elec-
trones con protones a altas energias en un proceso conocido como Deep Inelastic
Scattering (DIS). Los resultados de estos experimentos no eran consistentes con una
distribucién de carga uniforme para el protén. Feynman y Bjorken [4] [3] sugirieron
que los electrones se comportaban como si colisionaran con particulas casi libres
contenidas dentro del proton, a las que Feynman llamé partones. En estudios pos-
teriores se identificé a los partones con los quarks, ya que contaban con los mismos
numeros cuanticos que los predichos por Gell-Mann y Zweig en su modelo.

Los experimentos de SLAC impusieron una condicién muy severa que debia
satisfacer una teoria candidata a explicar la dindmica de los quarks: La interaccion
entre los quarks debe volverse més débil a medida que disminuye la distancia entre
ellos. Dado que las interacciones a cortas distancias estan asociadas a energias altas,
los quarks deben como particulas casi libres a altas energias. Esta propiedad es
conocida como libertad asintética, y es una de las caracteristicas més importantes
de la Cromodinamica Cuantica.

Al estudiarse las diferentes teorias de campos conocidas en la época se encontrd
que la mayoria no satisfacia este criterio. S6lamente las teorias de gauge no abelianas,
es decir teorias de gauge en el que el grupo de simetria interno es no conmutativo,
daban lugar a la posibilidad de presentar libertad asintotica. Estas teorias habian
sido introducidas por Yang y Mills en los anos 50 [5], y Faddeev y Popov mostraron
como cuantizarlas en 1967 [6]. Finalmente, a principios de los 70 t’"Hooft probé su
renormalizabilidad [7], y Politzer, Wilczek y Gross [§] [9] demostraron finalmente
que satisfacian la propiedad de libertad asintética utilizando métodos del grupo de
renormalizacién. Poco después Coleman y Gross [10] demostraron que las teorfas de
gauge no abelianas son las tnicas teorias con libertad asintética para un espacio-
tiempo de 4 dimensiones, no dejando lugar a dudas de que la interaccion fuerte debia
estar descrita por una teoria de esta clase.

Quedaba sin embargo la cuestion de cudl es el grupo de simetria de la teoria
gauge no abeliana que describe la interaccién fuerte. En paralelo a estos trabajos, se
sospechaba en la época que los quarks debian poseer un nimero cuantico adicional,
ya que se habia descubierto la existencia particulas como el barién A*t, de spin
%. Analizando sus nimeros cudnticos se vio que estaba formada por tres quarks de
sabor up con el mismo spin.

AT =3 =fututut)

La existencia de esta particula en el modelo original de quarks viola el principio
de exclusion de Pauli, que afirma que no puede existir mas de un fermién en un
estado cuantico dado. Por lo tanto, debia haber algin otro niimero cuantico con
al menos tres valores posibles para los quarks, de forma de resolver este problema.
Este nuevo nimero cuantico fue llamado color, y se postuld que los quarks, ademés
de tener spin y sabor, podian venir en tres colores: rojo, verde y azul. El nombre
Cromodinamica Cuantica surge de la palabra griega chroma para color. Gell-Mann
y Fritzsch [II][I2] propusieron identificar el color con el nimero cudntico que surge
de la simetria no-abeliana de la teoria gauge que describe la interaccién fuerte, y
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postularon el grupo SU(3) para esta simetria.

Una propiedad que diferencia a los quarks de, por ejemplo, los electrones, es la
propiedad de confinamiento. Los quarks siempre aparecen formando estados ligados
(los Hadrones) y no se los encuentra como particulas libres en la naturaleza. En
general, las particulas con color (quarks y gluones) tienen esta propiedad de confi-
namiento. La QCD permite describir el confinamiento del color postulando que las
particulas que las particulas observables deben ser singletes de color, es decir estados
invariantes ante transformaciones del grupo SU(3). Es importante remarcar que esto
es un postulado y que dar una explicacion del confinamiento a partir de primeros
principios es una de las preguntas abiertas mas importantes de la fisica tedrica.

El establecimiento de SU(3) como el grupo de simetria gauge de la teoria permitié
resolver la mayoria de las dificultades existentes en ese momento, estableciéndose
QCD como la teoria para describir la dinamica de los quarks con la interaccion
fuerte. Sus protagonistas son entonces los quarks y los bosones de gauge llamados
gluones, que juegan el rol de mediadores de la fuerza fuerte. Al tratarse de un grupo
no conmutativo los gluones poseen carga de color y por lo tanto no sélo interactian
con los quarks si no también entre si. En esta propiedad esta el origen de muchas
de las caracteristicas mas notables de QCD, incluyendo la libertad asintética.

1.3. Cromodinamica Cuantica

Cémo se discutio en la seccién anterior, la Cromodinamica Cudntica es una
teorfa cudntica de campos gauge no abeliana basada en el grupo SU(3). En ésta
seccién damos una breve introduccién a esta clase de teorias, utilizando el caso mas
general del grupo SU(N), con N arbitrario. Para una descripcién més detallada el
lector puede referirse a [13] [14] [15]. Las nociones necesarias de teoria de grupos y
representaciones que se asumen en este trabajo pueden encontrarse en [16].

Las teorias gauge no abelianas son un caso particular de las teorias cuanticas de
campos, en las que las particulas son descritas por campos locales cuya dindmica esta
gobernada por un lagrangiano invariante ante transformaciones de gauge (es decir
que las transformaciones dependen de la coordenada espacio-temporal). pertenecien-
tes a un determinado grupo. Debido a que las transformaciones son parametrizadas
por pardmetros continuos (en este caso las coordenadas espacio-tiempo), las teorfas
gauge no abelianas estan construidas a partir de grupos de Lie. Si los generadores
del algebra del grupo conmutan entre si decimos que la teoria es abeliana. Este es el
caso de la Electrodindmica Cuéntica (QED, por sus siglas en inglés), la teoria basada
en el grupo U(1) que describe la interaccién electromagnética. Si los generadores no
conmutan, como es el caso de SU(3) y por lo tanto de QCD, decimos que la teoria
es no abeliana.

Los elementos U del grupo unitario U(N) preservan el producto interno (¥|®) =
(U|UTU|®), es decir UTU = Id. Los elementos del grupo SU(N) cumplen ademéds
con la propiedad det(U) = 1. Por esta razén, una transformacion arbitraria del
grupo SU(N) puede escribirse U(z) = e~ @) donde §%(x) es una funcién
arbitraria, los T%(R) son los generadores del dlgebra de Lie del grupo SU(N) en una
representacion R dada y el indice a toma valores a = 1, ..., N?> — 1. Las propiedades
de un grupo de Lie estan determinadas por las reglas de conmutacién que satisfacen
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los elementos de su algebra, [T%(R), T°(R)] = i f*“T¢(R) siendo f% las constantes
de estructura del grupo.

El Lagrangiano invariante gauge puede tener diferentes tipo de campos involucra-
dos representando diferentes particulas. Dichos campos se asocian con los espacios
posibles donde actiian las representaciones del grupo SU(N). Para obtener una teoria
gauge no abeliana simétrica ante el grupo SU(N) debemos estudiar cuales son los
posibles términos invariantes que pueden aparecer en el lagrangiano. Esto significa
que los diferentes campos pueden pertenecer a diferentes representaciones del grupo
SU(N), pero deben estar agrupados de forma tal que cada término pertenezca a la
representacion escalar.

Una de las representaciones mas relevantes para la fisica es la representacién
fundamental. La representacion fundamental es la representacion no trivial de di-
mensién méas baja del grupo, y los generadores en esta representaciéon estan asociados
a matrices hermiticas N x N. Los campos que transforman en ésta representacion
son conjuntos de N componentes 1; que transforman de la siguiente manera:

Y(x) = ' (x) = U(z)ip(x). (1.1)

En el caso de una transformacién infinitesimal, se puede considerar U(z);; ~
dij — ig0*(x)T3(F), y por lo tanto los campos transforman de la siguiente manera:

i) = Uy ()4 (x) ~ i) — igh* () Ti5(F);(x) (1.2)

donde T°(F') son los generadores en la representacion fundamental normalizados tal
ab

que Tr[T*(F)T*(F)] = - Dado que los generadores en la representacién funda-
mental apareceran con frecuencia omitiremos en ellos la referencia a la representacion
para simplificar la notacién. De esta manera, cada vez que nos refiramos a los ge-
neradores T sin aclarar la representacion estaremos hablando de los generadores
T*(F) en la representacién fundamental.

La representacién fundamental es la representacién a la cual pertenecen los
quarks. El campo correspondiente a los quarks tiene entonces tres componentes
asociadas al grupo SU(3), o lo que es lo mismo, una asociada a cada color.

La otra representacion que necesitaremos es la representacién adjunta de SU(N),
la cual actia sobre el espacio vectorial generado por los propios generadores del
algebra del grupo. Dado que hay N2 — 1 generadores, la representacién adjunta
es N? — 1-dimensional. Los generadores en esta representacién estdn asociados a
matrices N2 — 1 x N? — 1 que cumplen la siguiente propiedad:

( gdj)bc — _ifabc
Esta representacion es importante porque es la representacion en la que trans-
forman los campos de gauge. En el caso de SU(3) la representacién adjunta es de
dimensiéon 8, y por lo tanto el campo asociado a los gluones posee 8 componentes.
Podemos expandirlo en la base de los generadores del algebra del grupo, teniendo:

Au(x) =T, AZ@)

adj
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Ante una transformacion de gauge los gluones transforman entonces de la si-
guiente manera:

A, — A =UAUT - é(@MU)UT (1.3)

Puede deducirse entonces que ante una transformacién infinitesimal cada com-
ponente A} transforma:

a a a 1 a aoc Cc
Al — AV~ AT+ Eé‘;ﬂ + [P A (1.4)

Tenemos ya todos los ingredientes necesarios para construir un lagrangiano inva-
riante ante el grupo SU(N). En primer lugar, a partir de la regla de transformacién
para los quarks es inmediato ver que términos de la forma v seran inva-
riantes. Sin embargo, términos de esa clase no son invariantes ante transformaciones
de Lorentz. Dado que deseamos mantener esa simetria en nuestra teoria, definimos
el espinor adjunto ¥ = 'y, donde 7, es una de las matrices de Dirac definidas
por {7, 7} = 29, Es sencillo demostrar que ¥ es simultdneamente invariante
Lorentz y SU(3).

Hasta ahora todo se parece al conocido lagrangiano de Dirac. Sin embargo, al
intentar agregar términos cinéticos nos encontramos con un problema. La derivada
del campo de quarks no transforma de la misma manera que el campo mismo:

Outb() = (b () —ig" ()T () = Dyib() —ig8" ()"0, () —ig, 6" (2) T ()

Vemos entonces que el hecho de que el parametro 6 sea una funcion de x estro-
pea las propiedades de transformacién de 9,1. Esto significa que copiar el término
cinético @E’y“@,ﬂb del lagrangiano de Dirac arruinaria la invariancia gauge de nuestra
teoria. Afortunadamente, es posible solucionar este problema definiendo la derivada
covariante D,

Db = 00 — ig ALT"y (L.5)
Dado que los bosones de gauge transforman en la representaciéon adjunta del

grupo, es posible ver que la D, si tiene la regla de transformacién necesaria para
conservar la invariancia del término cinético, es decir:

D(x) = (Duap) () = U(z) Dyip(z)

De esta manera el término @E’}/“DM@/} es invariante SU(3). Es importante notar
que la derivada covariante no sélo vuelve dinamico al campo 1 si no que introduce
una interaccién entre los quarks y el campo de gauge, ya que con esa definicion el
lagrangiano incluye el término —z'gz/_J'y“A”w.

El tnico término que nos falta para obtener el lagrangiano de QCD es el que da
la dindmica al campo gluodnico. Este se construye a partir de una generalizaciéon del
tensor de campo electromagnético de QED, F},,, que toma en cuenta la naturaleza
no abeliana del grupo SU(N):
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F, = 0,A, —0,A, + gf“bcAZAi (1.6)

Es posible verificar entonces que el término F, F}" es invariante gauge. Debido a
mponente n iana en nsor F,, recen términ interaccién cibi
la componente no abeliana en el tensor F),, aparecen té os de interaccion ctbicos
y cuarticos ademas del término cinético para el campo de gauge. Llegamos de esta

forma al finalmente al lagrangiano de QCD:

Ny
1 - .
Loep = _Z(Fﬁu)z + Y (9" Dy — M), (1.7)
i=1

donde Ny es el nimero de sabores de quarks y M, la masa del quark de sabor i-ésimo
Vi

Vale la penar mencionar que un término de la forma ©%¢,,,, F*F}{° donde
O es una matriz constante y €uvpo €l tensor de Levi-Civita, también es invariante
gauge. Sin embargo, es posible escribir este término como una derivada total, por
lo que no contribuye a la integral funcional asumiendo que los campos decaen lo
suficientemente rapido. Por esta razén no afectara a las ecuaciones de movimiento
de los campos ni a los diagramas de Feynman, y no es entonces incluido en el
lagrangiano.

También seria posible construir términos invariantes de mayor orden en los cam-
pos y sus derivadas, pero un simple analisis dimensional nos permitiria concluir que
términos de esta clase son no renormalizables. Esto quiere decir que estan asociados
a operadores irrelevantes, y a las escalas de energia relevantes para nosotros podemos
ignorar sus contribuciones.

Observando el lagrangiano de QCD ([1.7]) vemos que si llevamos a 0 la constante
g que introdujimos en la definicién de la derivada covariante y en la regla de trans-
formaciéon para A, obtenemos el lagrangiano de una teorfa libre para los campos
Yy A,. La constante g determina entonces la intensidad de las interacciones de
la teoria, y recibe por eso el nombre de constante de acoplamiento. Es importante
notar que imponer la invariancia gauge del lagrangiano tiene como consecuencia que
las interacciones entre quarks y gluones, tres gluones y cuatro gluones estén regidas
por la misma constante de acoplamiento a nivel bare.

Finalmente introducimos la versién euclidea del lagrangiano de QCD:

Ny
1, _
Ech = Z(FW)Q + Z%(—V“D“ + M;)1;. (1.8)
=1

Si bien el escenario natural para las teorias cuanticas de campos es el espacio de
Minkowski, es posible trabajar con una teoria definida en el espacio euclideo me-
diante una rotacion de Wick, definida por la transformacion ¢ = itg. De esta manera
podemos vincular la métrica de Minkowski con una métrica euclidea utilizando el
tiempo complejo tg:

ds® = dt* — di* = —(dt%, + d2?)

Esto ofrece la ventaja de simplificar los calculos en las simulaciones numéricas con
las que comparamos nuestros resultados, y por esa razon en este trabajo utilizamos
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la forma euclidea del lagrangiano de QCD. Vale destacar el hecho de que al trabajar
en el euclideo no hay distincion entre indices de Lorentz superiores e inferiores.

1.4. Cuantizacion

En la seccién anterior obtuvimos el lagrangiano renormalizable mas general para
una teorfa de gauge no abeliana invariante ante transformaciones del grupo SU(N) y
nos concentramos en el caso particular de SU(3), ya que es el caso que corresponde
a QCD. En esta seccién presentamos brevemente el formalismo funcional propues-
to originalmente por Feynman [I7] para cuantizar teorias de campos partiendo del
lagrangiano clasico correspondiente. Para una descripcién més detallada puede con-
sultarse la bibliografia sugerida en la seccién anterior, o también [18].

La cuantizacion de una teoria de campos no es un procedimiento tnico, y en
general pueden existir diversos métodos que permiten cuantizar una teoria clasica y
obtener las mismas predicciones fisicas del sistema cuantico. Los dos métodos méas
ampliamente utilizados son el formalismo de operadores canénico, también llamado
cuantizacion canonica, y el formalismo funcional.

La cuantizacién canodnica consiste en promover a los campos clasicos a operadores
pertenecientes a un espacio de Hilbert y dotarlos de relaciones de conmutacion. En
este contexto, las funciones de Green (¢(xy)...¢(z,)) que caracterizan a la teorfa se
obtienen como el valor esperado en el vacio de productos de operadores de campo:

(d(21)..0(x0)) = (O|T[B(@1)...0(,,)]|0)

donde ¢ representa un campo arbitrario (escalar, fermién, boson de gauge, etc), ngS su
operador asociado en la representacién de Heisenberg, T es el operador tiempo orde-
nado y |0) es el vacio de la teoria, es decir el autoestado del operador hamiltoniano
con el menor autovalor. Este método es el que permite establecer la conexion méas
directa entre el formalismo canénico de la mecanica cuantica y las teorias cudnticas
de campos, ya que la evolucién temporal de los operadores se obtiene del operador
hamiltoniano construido a partir de la transformada de Legendre del lagrangiano
clasico. Sin embargo, su utilizacién para la cuantizacion de teorias de gauge es com-
pleja, ya que el formalismo hamiltoniano oculta las simetrias del lagrangiano de la
teoria a nivel clésico.

1.4.1. Formalismo funcional

En el formalismo funcional, por otro lado, se trabaja con el lagrangiano clésico
y por lo tanto se exhibe de forma manifiesta la invariancia gauge. Este segundo for-
malismo esta basado en el principio de superposicién caracteristico de la mecanica
cuantica, segun el cual la amplitud de probabilidad de encontrar a un sistema fisico
en un estado final dado conociendo su estado inicial es igual a la suma de las am-
plitudes de todos los posibles caminos por los que el sistema puede llegar del estado
inicial al estado final. Cada camino contribuye entonces con una amplitud propor-
cional a €*1], donde S[@)] es la accién clsica en el espacio de Minkowski evaluada
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en la configuracion de los campos asociada a ese camino en particular. Las funciones
de Green en el formalismo funcional estan entonces dadas por:

T1)...0\ Ty, eiS[qﬂ
(p(x1)...0(xy)) = fD¢ q‘bf(pgb (j?([d :

donde la integral funcional es sobre todas las posibles configuraciones de los campos.
Es posible pasar a una integral en el espacio euclideo mediante la ya descrita rotacion
de Wick, obteniendo una expresion para las funciones de Green en términos de la
accién euclidea Si = [ d%zLp:

z1)...0(x, e 5rld)
@@gAw%»:fD¢?D;f;$

La expresion anterior es analoga a la de un valor medio de mecanica estadistica con
el peso de Boltzmann sustituido por e~#1¢). Es habitual en mecanica estadistica
obtener valores esperados tomando derivadas de la funcién de particién en presencia
de un campo externo J, y nos inspiramos en este hecho para la funcional generatriz
de funciones de correlacién Z|[J]:

pr:/jwm;&WHzﬁmwmmw

donde la suma es sobre todos los campos ¢; que aparecen en el lagrangiano. Siguiendo
el método ideado por Schwinger [19] es sencillo ver de la definicién de Z[J] que
podemos obtener cualquier funcién de correlaciéon tomando derivadas funcionales
respecto de las fuentes y evaluando en campo externo nulo:

1 s Z1J]
Es conveniente también introducir la funcional generatriz de funciones de corre-

lacién conexas W [.J], definida por Z[0]e"'”] = Z[.J]. Tomando sus derivadas respecto
de las fuentes obtenemos las funciones de correlacién conexas:

(00 (21)..-1, (wa)) =

J=0

B SMWI[J]

Finalmente, definimos la accién efectiva o funcional generatriz de funciones de
correlacién 1-PI como la transformada de Legandre de W[J] respecto de las fuentes:

(0ir (21) 03, (2n)),

J=0

rm:—wm+/ﬂm@@m)

donde @;(x) = (¢i(x)) = gy([x‘];

Las funciones de correlacién 1-PI (one particle irreducible) son una clase de
funciones de correlacién que forma un subconjunto de las funciones de correlacion
conexa. Sin embargo, puede demostrarse que cualquier funcién de corrrelacion cone-

xa puede expresarse en términos de funciones de correlaciéon 1-PI (ver por ejemplo

[15]).
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Si utilizaramos la representacion diagramatica de las funciones de correlacion co-
nocida como diagramas de Feynman, veriamos que las funciones de correlacién 1-PI
estan asociadas a diagramas que no pueden ser separados en dos cortando solamente
una linea interna. Andlogamente a lo que observamos con Z[J] y W[J], derivando
n veces I'[®] respecto del valor medio de los campos obtenemos una expresién para
la funcién de correlacién 1-PI con n patas externas.

El formalismo funcional permite trabajar de forma explicita con las simetrias del
problema, y por lo tanto deja en evidencia los problemas que surgen a partir de la
invariancia gauge de la teoria. En primer lugar, uno se encuentra con la apariciéon
de graves divergencias en las integrales funcionales. Consideremos por ejemplo el
término Z[0] dado por

Z[0] = / D¢ e 589,

Tanto la acciéon Sg como la medida de integracion son invariantes ante transforma-
ciones de gauge. Todas las configuraciones de los campos que difieran entre si por una
transformacién de gauge dejaran invariante a la accién, y por lo tanto contribuiran
un factor idéntico a la integral funcional.

Més especificamente, llamemos ¢’ a la transformacién de gauge del campo ¢ con
parametro 6. Definimos la érbita de gauge del campo ¢ al conjunto {¢?} para todos
los valores de 6. Estas corresponden a las configuraciones fisicamente equivalentes
del campo ¢ obtenidas al iterar la aplicacion de transformaciones de gauge sobre el
mismo.

Al realizar la integral funcional en Z[0] debemos integrar sobre todas las configu-
raciones de los campos. En particular, debemos integrar sobre la 6rbita de gauge del
campo ¢ y por lo tanto la integral diverge, ya que la misma es una region infinita del
espacio de configuraciones de los campos donde el integrando tiene el mismo valor.

Este tipo de divergencias aparecen constantemente en las integrales funcionales.
Idealmente, deseariamos poder seleccionar un representante ¢? de entre las confi-
guraciones de la érbita de gauge e integrar sobre las configuraciones inequivalentes
de los campos. Esto puede realizarse imponiendo una condicion de gauge del tipo
fl#?, 2] = 0 en un proceso conocido como fijacién de gauge. El conjunto de los
campos que satisfacen dicha condicién definen la superficie de fijacion de gauge.
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Condicién gauge

Campos

Orbitas inequivalentes

gauge

Figura 1.3: Representacion esquematica de la fijacion de gauge, donde
diferentes érbitas cruzan la superficie de gauge. Imagen extraida de
[20]

El método para fijar el gauge en teorias expresadas en el formalismo lagran-
giano fue desarrollado por Faddeev y Popov en los anos 60 [6]. El procedimiento de
Faddeev-Popov permite obtener un lagrangiano fijado gauge con el que es posible
realizar célculos asumiendo que la condiciéon de gauge tiene una solucién tnica. Sin
embargo, ésto resulta no ser cierto para algunos casos en los que existen diferen-
tes campos ¢’ en una misma drbita que satisfacen la condicién de gauge. En estos
gauges el procedimiento de Faddeev-Popov no esta justificado, y las consecuencias
de este hecho podrian explicar algunas de las propiedades infrarrojas de QCD. Vol-
veremos sobre este tema mas tarde, pero antes introduciremos el procedimiento de
Faddeev-Popov estandar en la siguiente seccion.

1.4.2. Procedimiento de Faddeev-Popov

La idea central detras del procedimiento de Faddeev-Popov es separar en la
integral funcional la integral sobre la superficie de gauge, es decir sobre las configu-
raciones fisicamente inequivalentes de los campos, de la integracién sobre las 6rbitas
de gauge. Esta segunda integral aportara sélamente un factor correspondiente al
volumen del grupo de gauge que no modificara los observables fisicos.

Dado que la parte no trivial del procedimiento es la correspondiente a los campos
de gauge, olvidaremos a los fermiones por un rato y en lo que queda de esta secciéon
trabajaremos sélamente con la parte de Yang-Mills del lagrangiano:

1 1(pa )2
£=EL? 20 = [ DA, e e

Como ya mencionamos, ante una transformacién de gauge infinitesimal de pardme-
tro 6 el campo Aj transforma de la siguiente manera:

1
a O4a _ Aa a abcpb Ac
A G = A 00+ A,

18



Denotamos Au a la solucién de la condicién de gauge f,[’A,,z] = 0, que asumire-
mos Unica. Es importante notar que necesitamos satisfacer una condicion para cada
componente Aj del campo de gauge.

Para aislar la integral sobre la superficie de fijaciéon de gauge, introducimos la
funcional Af(A,) definida por

Ap(A) ! = / DO 5[£,[°4,]) (1.9)

donde la medida de integracién es D8 = [[, D6, y 6[f,] es la delta de Dirac funcio-
nal. Si multiplicamos la funcional Z[0] por la identidad (1.9 tenemos

- / m/ DA, e LA 1, [PA,1]A5(A,) (1.10)

Demostraremos a continuacion que el integrando es en realidad independiente de
0, y por lo tanto la integral en el parametro de gauge puede factorizarse dando lugar
a una constante. El lagrangiano es invariante gauge, por lo que podemos realizar
la sustituciéon £(A,) — L£(%A,) en (1.10) sin afectar el valor de Z[0]. La medida de
integracién DA, también es invariante, ya que los términos %@9“ y fabCQbAli en una
transformacién de gauge infinitesimal pueden interpretarse como una traslaciéon y
una rotacién respectivamente, y por lo tanto no alteran la medida de integracion.
Finalmente, podemos mostrar que A¢(A,) es invariante gauge.

Sea A/, el campo de gauge conectado a A, por una transformaciéon de gauge de
pardametro 6, es decir

Al ="4,

con f fijo. Tenemos entonces que QA’ es (914 ) =%A,, con 0 = 0 + 0. Sustituyendo
en la definicién de A% "4, tenemos

A7(AL) /De(sfa%' /Deéfa /Dedfa = A7Y(A)

En la tercer igualdad utilizamos que la medida de integracién D6 es invariante ante
traslaciones 6 — 6.

Demostramos entonces que Ay es invariante gauge. Todas las cantidades en
la ecuacién m[) son invariantes excepto el argumento de la delta. Sustituyendo

L(A,) — ﬁ(éAu), DA, — DA,y Ay(A,) — Ap(A,) tenemos:

— [ D0 [ DA, T 06004,
Podemos ahora realizar el cambio de variables YA, — A, en la integral sobre los

bosones de gauge. De esta forma desaparece la dependencia en 6 de la integral en
A, v la integral se factoriza en dos términos independientes:

0= ([ 20)) ([ aw et ertsia1ana,) )
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El primer término corresponde a la integral sobre las érbitas de gauge y contribuye
un factor V igual al volumen del grupo de gauge. Este volumen es infinito, pero se
cancelara en el calculo de todos los observables fisicos. El segundo término corres-
ponde a la integral sobre los campos de gauge restrictos a la superficie de gauge.
Logramos extraer las divergencias provenientes de las redundancias en la integral
funcional, pero para poder hacer calculos atin necesitamos conocer la forma de la
funcional Af(A,). Podemos hacer ésto de forma sencilla utilizando la identidad

shso) o

06°(y)

que generaliza la identidad habitual para la delta de una funcion al calculo funcional.
Dado que estamos asumiendo que la condiciéon de gauge tiene una solucién tnica 6,
el determinante funcional de la ecuacién (1.11]) cumple

y es por lo tanto independiente del parametro de gauge 6 y puede ser sacado para
afuera de la integral. Tenemos entonces:

| = det (%) y [ o isa,)

Comparando con la definicién de A;(A,) obtenemos el resultado buscado:

- /D9 SLfalPA, ]| det (

fazO

6=>0

Af(A,) = detM]‘?b(x,y), M}lb(x,y) = (M) (1.12)

66°(y)

6=>6

Dado que A¢(A,) es invariante gauge, la matriz M]‘?b(x, y) también lo es, y podemos
elegir evaluarla sobre la superficie de fijacién de gauge, de tal forma que 0 =0:

0ful’Au) ()
0°(y)
Restringiéndonos a transformaciones de gauge infinitesimales tenemos:
5 fulAu(z) + LD, 8(x)]
66" (y)

Mt (x,y) = M{(x,y) = < »

(1.13)

M (z,y) = (

con (D,0)* = 0,0% + gf**cAb0°.

Ya contamos con una expresion analitica para My para una condicion de gauge
arbitraria y logramos restringir la integral funcional a las configuraciones inequi-
valentes de los campos. Por lo tanto, el problema de la fijacién de gauge esta
formalmente resuelto. Sin embargo, para poder realizar calculos perturbativos es
conveniente que todos los términos en la integral funcional formen parte de la ex-
ponencial, de manera de poder tratarlos como interacciones. Deseariamos entonces
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reescribir la delta que restringe la integracién a la superficie de fijacion de gauge y
el determinante de la matriz M; en forma de exponenciales.

Parael caso de la delta introducimos los campos auxiliares B,(z) a través de la
integral gaussiana

1 (/ — L [ d9eBy(c)Ba(z)
—— | DB e % e\ P — 1
N(€)

donde £ es una constante arbitraria y N (§) es un coeficiente que normaliza la in-
tegral. Como las B,(z) no dependen de #%(z) podemos modificar la condicién de
gauge de forma que f,[A,] — B, = 0. Haciendo esa modificacién e insertando la
identidad anterior en la ecuacién para Z[J] tenemos

V i o pm
Z[0] = W/DAH/DB §[fa[A,] — Ba)(detM;)e J d*2L(A) =3¢ Ba(z) Ba(z)

Realizando la integral sobre los B, logramos pasar la delta que impone la condicién
de gauge a la exponencial a modo de un multiplicador de lagrange:

Z10] = A%é) / DA, (detN)e 4 »(£(AD =5 fal4u)?),

El dltimo paso que debemos dar es la pasar a la exponencial el término det M £
Para esto utilizamos el hecho de que el determinante de una matriz A puede escribirse
en términos de una integral gaussiana sobre variables de Grassman:

det(A) = / Dy Dy eXp{— / d%x / d4y15“(96)«4ab(fv,y)¢(y)b},

donde 9 v 1 son variables de Grassman, es decir nimeros anticonmutantes. Por
mas detalles respecto a las variables de Grassman y la demostracién de la identidad
anterior referimos al lector a la bibliografia sugerida al principio de la seccion.

Para aplicar esta identidad a nuestro problema vamos a adoptar una condicién
de gauge particular de manera de obtener una forma explicita para la matriz M.
De ahora en mas trabajaremos en el gauge de Landau, definido por la condicién de
gauge

OuA; =0

Sustituyendo f, = 0, en la definicién de M; e imponiendo la condicién de gauge
tenemos

1
M}’b(x, y) =0, (55“17(9“ + fad’Az> oD (x —y),
el cual es llamado el operador un operador diferencial llamado operador de Faddeev-

Popov.
Finalmente podemos escribir el término detMy de la siguiente forma:
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detM; = /DE Dc exp {— /ddx 9, () (60, + gfad’AZ)c(x)b} :

donde hemos absorbido un factor é en la normalizacién de ¢ y ¢. Los campos grass-
manianos ¢ y ¢ son llamados usualmente fantasmas o ghosts de Faddeev-Popov, ya
que no son particulas fisicas, si no que son campos auxiliares que cancelan los efectos
espureos causados por la invariancia gauge. No aparecen por lo tanto como estados
asintoticos, si no que sus contribuciones son siempre a través de loops. Son campos
de espin 0 con estadistica fermiénica, y transforman en la representacién adjunta
del grupo de gauge. Por lo tanto, la derivada covariante actuando sobre un ghost es

(Dpue)* = 9uc® + g f** Al

Finalmente llegamos al lagrangiano fijado gauge para la teoria de Yang-Mills:

L=FF; +0,"(Dyc) +

pvt opy

5 (0uA7)"
Si bien podriamos conformarnos con este resultado, realizaremos una tultima
modificacién al lagrangiano fijado gauge que utilizaremos en este trabajo. Esto se
debe a que trabajar en el gauge de Landau implica restringir a los campos de gauge a
aquellas configuraciones que satisfacen 9, A7, = 0. Como veremos, esto es equivalente
a tomar el limite & — 0, y quisieramos reescribir el término de fijaciéon de gauge
1 )\ 2 .
5 (aﬂAu) de f('njma que & no aparezca en el den'ommador. N
Para esto utilizaremos nuevamente la integracion gaussiana de un campo auxiliar.
Introducimos el campo bosénico auxiliar A%, y consideramos la integral

/,Dha — [a? x<\/_ha+

Esta integral no es mas que una gaussiana, y por lo tanto su resultado es una
constante que no afecta los resultados fisicos y puede ser omitida en la funcional Z.
Desarrollando el cuadrado en la integral tenemos:

e % /Dha 7fda:% +zh“8A“)

i 8A“)

Podemos entonces utilizar el campo auxiliar A* para imponer la condiciéon de
gauge y reemplazar el término o (8 A“) en el lagrangiano por (%(h“)2 + ihaaqu).

Tomando el limite £ — 0y VOlVlendo a agregar los términos del lagrangiano aso-
ciados a los quarks obtenemos el lagrangiano fijado gauge de QCD que utilizaremos
de ahora en més en esta tesis, conocido como el lagrangiano de Faddeev-Popov:

Ny
1 a a T —a a -1a a
Lrp = Fp, + > (=1 Dy + Mi)h; + 0,6 (Dye)” + b0, A (1.14)
=1
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1.5. QCD perturbativa

Para estudiar el lagrangiano de Faddeev-Popov usando teoria de perturbacio-
nes dividimos el mismo en dos partes: el lagrangiano libre Ly y el lagrangiano de
interaccion L;,; definidos por:

L= ‘CO + 'Cinta
Ny
1 a a\2 - e .
Ly = 1 (0,45 — 0,A5)" + Z Vi =70 + M)y + 0,0, + b0, AL,
i=1
o= Qo™ (011~ 8,) A+ S ()

Ny

+ig » Dy ALT b + g f 00, Al

i=1

Dado que el lagrangiano de interaccion es proporcional a la constante de acopla-
miento, si ésta es pequena podemos desarrollar la exponencial en la integral funcional
en potencias de L;,;:

1 P ’
e~ fd%eL o= [deLo (1 — /ddl’ Lint + 3 (/ddx »Cmt) 3 (/ddl’ »Cz‘nt) + ) :

De ésta manera cualquier funcién de correlacion de la teoria con interacciones
puede ser calculada en términos de una suma infinita de funciones de correlacion de
una teorfa libre, es decir tomando como peso la distribucién gaussiana e~/ @*#£o,

El célculo perturbativo consiste en truncar esta suma a un orden dado de poten-
cias de g. Mientras la constante de acoplamiento se mantenga pequena este método
permite hacer calculos con un alto nivel de precision manteniendo solo los 6rdenes
mas bajos del desarrollo, y ha sido utilizado para calcular con éxito secciones efica-
ces de diversos procesos de QCD a altas energias. Estos resultados han permitido
validar la Cromodinamica Cuantica como la teoria correcta para la descripcién de
la interaccion entre quarks y gluones.

El éxito de la QCD perturbativa para realizar calculos a energias altas se debe
a la ya mencionada propiedad de libertad asintética de la teoria, segun la cual la
intensidad de las interacciones disminuye al aumentar la energia. Mas concretamente,
ésto significa que la constante de acoplamiento disminuye al aumentar la escala de
energia del proceso en cuestion.

Para estudiar cuantitativamente la variaciéon de la constante de acoplamiento
con la escala de energfa i se define la funcién g,

d
Be(g) = Mﬁ-

Para realizar un célculo perturbativo de 3, es necesario definir la constante de
acoplamiento g en términos de los vértices que aparecen en el lagrangiano de in-
teraccion. Desarrollaremos estas ideas en mayor detalle mas adelante, y por ahora
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nos limitaremos a mencionar que éste fue el calculo realizado por Wilczek, Gross y
Politzer para demostrar la existencia de libertad asintética de QCD [§], [9].
El resultado perturbativo para la funcién 3, es

3
50 (o) = ~5 22+ 0(¢7) (1.15)
con
fo = %N - %l fo,

donde T es el indice de la representacién fundamental, definido por
Te[T(F)T(F)] = Ty6*

Siguiendo la normalizacién usual de los generadores, tenemos Ty = %

Vemos que la funcién 3, es una funcién negativa de g. Esto implica que g es
efectivamente una funcién decreciente de u. Es sencillo integrar la ecuacién ((1.15)) y
obtener una solucién perturbativa para la dependencia o running de g con la escala

15

%
2 )
1+ f%ﬁglog (%)

9*(p) =

donde gq es el valor de la constante de acoplamiento en una escala de referencia
que llamamos escala de renormalizacion.

En la figura se muestra la comparacion entre el calculo perturbativo del
running de la constante oy = % con el valor hallado experimentalmente utilizando
diferentes procesos. La concordancia es impactante, validando el uso de la teoria de
perturbaciones a escalas u > 1GeV
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Figura 1.4: Datos experimentales para el running de o, = lg%

comparados con la prediccién de QCD. Imagen extraida de [21].

Observando la figura[l.4 vemos sin embargo que a energias del orden de 1 GeV la
constante « alcanza valores relativamente grandes. De hecho, el célculo perturbativo
de B, predice la existencia de un polo de Landau a bajas energfas, es decir que la
constante de acoplamiento diverge a una escala finita de energia usualmente llamada
AQC D-

Podemos estimar el valor de Agep hallando la escala a la que la expresion per-
turbativa de ¢ diverge. No es dificil encontrar la siguiente expresién perturbativa

para Agep:

71671'3
Agcp = poe 0%

Utilizando resultados experimentales para py y go se encuentra que Agep es del
orden de unos cientos de MeV. La consecuencia de este hecho es que a energias infe-
riores a esta escala la teoria de perturbaciones usual no funciona, ya que no contamos
con un parametro de desarrollo pequeno. La interpretacion clasica de esta cuestion
es que el régimen infrarrojo de la Cromodindmica Cuéntica es inherentemente no
perturbativo, y que es inevitable la bisqueda de caminos alternativos a la teoria de
perturbaciones para su estudio.

Estas escalas de energia son sin embargo de gran interés, ya que es a estas
escalas donde se dan los procesos de hadronizacién, es decir en los que los quarks
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forman estados ligados para dar lugar a la gran cantidad de bariones y mesones
que observamos en la naturaleza. Este hecho motivé el desarrollo de métodos no
perturbativos para estudiar la teoria en este régimen. A continuacion mencionaremos
brevemente algunos de ellos, como las ecuacones de Schwinger-Dyson, el grupo de
renormalizacion no perturbativo y las simulaciones numéricas.

1.6. Accediendo al infrarrojo

Para acceder al régimen infrarrojo (i.e. de bajas energias) de QCD se han desa-
rrollado diversos métodos semi-analiticos no basados en la teoria de perturbaciones.
Mencionaremos brevemente dos de ellos: las ecuaciones de Schwinger-Dyson [22]
[23] y el grupo de renormalizacién no perturbativo [24] (NPRG). Ambos consisten
en sistemas de infinitas ecuaciones acopladas vinculando funciones de correlaciéon
entre diferentes campos. Para volver al problema tratable, es necesario introducir
aproximaciones o truncamientos en estos conjuntos de ecuaciones. Esto tiene la ven-
taja de que permite implementar esquemas de aproximacién distintos al desarrollo
perturbativo, pero las aproximaciones utilizadas no suelen estar bien justificadas y
se basan mas que nada en ansatz para las soluciones o en observaciones fenome-
nolégicas.

Una alternativa que no requiere de este tipo de aproximaciones son las simula-
ciones de Monte Carlo [25], y hasta la fecha son la herramienta que més informacién
nos ha proporcionado sobre el comportamiento de la teoria a bajas energias. Esta
técnica consiste en estudiar la teoria en una red discreta de volumen finito usual-
mente llamada lattice por su nombre en inglés. De esta manera es posible utilizar
computadoras para realizar la integral funcional numéricamente.

La integral funcional en el espacio euclideo involucra sumar sobre todas las con-
figuraciones posibles de los campos asigndndole a cada configuracién un peso e, y
en éste formalismo el valor medio de un operador O esta dado por

[ D¢ Oe*
- [Dpe S

Como en el lattice trabajamos con un espacio-tiempo discreto y de volumen
finito, la integral funcional se convierte en una suma sobre un nimero finito (aun-
que tipicamente muy grande) de configuraciones. Podemos calcular esta integral
generando cada configuracién {¢,} con una probabilidad e~Sttticel®e] La funcién de
correlacién en el lattice es entonces de la forma

(0)

1 Neonf
©) = 57— > Ol
con a=1

donde N, s s el nimero de configuraciones, y Sigtice €5 una accién definida sobre los
puntos de la red de manera de que sean invariantes gauge y que en el limite continuo
(es decir, cuando el paso de la red tiende a cero) converja a la accién invariante de
gauge de QCD. Esta definicién no es tnica, y existen diferentes acciones invariantes
discretas con el mismo limite continuo variando en velocidad de convergencia y en
complejidad, siendo varias acciones discretas usadas en la practica.

26



Es evidente que los resultados de las simulaciones del lattice mejoran en la medida
en que disminuimos el paso de la red y aumentamos el tamano de la misma. Sin
embargo, el enorme numero de configuraciones de los campos rapidamente vuelve al
problema intratable hasta para las computadoras mas potentes, y el desafio principal
para los que se dedican a este tipo de calculos es lograr trabajar con nimeros de
configuraciones manejables y a la vez mantener errores pequenos.

Otra ventaja de trabajar en el lattice es que no es necesario fijar el gauge para
calcular el valor medio de observables, es decir de cantidades invariantes gauge. Sin
embargo, dado que las simulaciones del lattice son la herramienta disponible més
confiable para acceder al limite infrarrojo de la teoria, muchas veces se busca calcular
cantidades dependientes del gauge para comparar con resultados analiticos.

El procedimiento para fijar el gauge en el lattice consiste basicamente en generar
una configuracién {¢,} a partir de la accién Spice invariante de gauge, y luego
iterar la aplicacion de transformaciones de gauge hasta obtener una configuracion
{%¢4} que satisfaga la condicién de gauge deseada. Para calcular el valor esperado
de un operador en este gauge se utilizan sélamente estas configuraciones, teniendo
entonces

Nconf

L OJRNE

<O>GF - NCOnf

a=1

Este procedimiento no afecta el cédlculo para los operadores invariantes, ya que
04, = Ol¢,]. También es notorio que la fijacién de gauge en el lattice no pa-
dece del problema de la posible multiplicidad de soluciones a la condicién de gauge,
ya que por construccion se selecciona una y sélo una configuracién de los campos
que la satisfaga.

El gauge mas utilizado en las simulaciones es el ya mencionado gauge de Landau,
ya que su implementacion numérica puede reducirse a un algoritmo estandar de ma-
ximizacién de funciones sin la necesidad de introducir ghosts u otras complicaciones
[25]. Dado que buscamos comparar nuestros resultados analiticos con simulaciones
realizadas en el lattice, elegimos este gauge para nuestro trabajo.

1.7. El lagrangiano correcto

En las secciones anteriores vimos que el procedimiento de Faddeev-Popov nos
permite fijar el gauge y realizar calculos utilizando la teoria de perturbaciones en
acuerdo con los experimentos realizados a altas energias. Sin embargo, el desarrollo
perturbativo estandar presenta problemas en el infrarrojo, y mencionamos algunos
métodos alternativos para trabajar en dicho régimen. A pesar de que es posible
obtener resultados analiticos con los métodos no perturbativos mencionados, éstos
suelen ser complejos y basarse en aproximaciones que no estan justificadas. Por
otro lado, los calculos numéricos hechos en el lattice permiten obtener informacion
sobre el comportamiento de diferentes cantidades en el infrarrojo, pero no nos per-
miten comprender los mecanismos detras de lo observado ni las relaciones entre los
diferentes elementos de la teoria.
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Sin embargo, es razonable plantearse la siguiente pregunta: ;Es realmente la
teoria de perturbaciones la que falla en el infrarrojo o es posible que el lagrangiano
fijado gauge que estamos utilizando no sea el correcto? Como mencionamos breve-
mente y desarrollaremos en mayor profundidad a continuacién, el procedimiento de
Faddeev-Popov asume la unicidad de la solucién a la condicién de gauge. Sin em-
bargo, esta afirmacion no esta bien justificada en el gauge de Landau, y la existencia
de multiples configuraciones de los campos que satisfacen la condicién de gauge (lla-
madas usualmente copias de Gribov) puede introducir cambios en el lagrangiano
fijado gauge que modifiquen la teoria a bajas energias y que podrian habilitar la
posibilidad de un desarrollo perturbativo [20], [61]. Esta segunda visién es la que se
desarrolla en esta tesis, en la que argumentaremos que es posible utilizar la teoria de
perturbaciones en el infrarrojo realizando modificaciones al lagrangiano fijado gauge
de QCD de manera de reproducir los resultados del lattice a bajas energias y los
calculos hechos con QCD estandar a altas energias.

El primer paso en esta direccion es mostrar que el lagrangiano de Faddeev-Popov
no esta justificado en el infrarrojo. Para eso recordemos que un paso clave en la
cuantizacion de Faddeev-Popov es la insercién de la identidad dada por la ecuacion
dentro de la integral funcional. Para obtenerla extendimos la expresién para
la delta de dirac de una funcién de n variables ante un cambio de variable al calculo

funcional:
0 fal’Au)(@)
1:/D05fa9A det(—“ .
[ [ M]] 59b(y> 1m0
Sin embargo, esta identidad sélo es cierta si la condicién de gauge f, es invertible
como funcién de 6, es decir, si la solucién 6 a f,[?A,] = 0 es tnica, ya que de

lo contrario el determinande del Jacobiano de la transformacién es singular. No
solo eso, si no que también usamos explicitamente la unicidad de 0 para sacar al
determinante de la transformacién hacia afuera de la integral e identificarlo con la
funcional Ay.

Restrinjamonos al gauge de Landau. La superficie de fijacién de gauge esta dada
por los campos A, que satisfacen 9,4, = 0. Consideremos dos configuraciones A,
y A, pertenecientes a la misma drbita de gauge, y veamos qué condicién debe
cumplirse para que ambas satisfagan la condicién de gauge 9,4, = 9,°4, = 0.

Si A, y %A, estdn lo suficientemente cerca en el espacio de configuraciones de
los campos podemos utilizar la forma infinitesimal de la transformacion de gauge,
teniendo

A, = A, + D,0

con D0 = (D,0)*T*, y D, es la derivada covariante en la representaciéon adjunta
D60 = 9,0 + gf“bcAZGb.

Solo es posible que ambas configuraciones satisfagan la condiciéon de gauge si
existe una solucién a la ecuacion

8,D,0 = 0. (1.16)
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El término a la izquierda de la ecuacién es el operador de Faddeev-Popov M =
0%6% + ¢ f“bcAzau ya definido anteriormente. Existiran copias de Gribov entonces si
el operador de Faddeev-Popov tiene autovectores de autovalor nulo o zero modes.

Gribov demostré [26] que para los grupos SU(N) la ecuacién tiene solu-
ciones no triviales y por lo tanto hay valores de A, para los que el operador de
Faddeev-Popov da lugar a copias de Gribov.

Concluimos entonces que el lagrangiano de Faddeev-Popov no esta bien justi-
ficado. Uno podria preguntarse ahora como es posible que haya sido utilizado con
tal éxito para realizar calculos en el régimen perturbativo. La razén por la que ésto
ocurre es que en este régimen A, ~ 0, y la ecuacién se reduce a la ecuacion
de Laplace para 6:

%6 = 0,

la cual no tiene soluciones no triviales para condiciones de borde nulas en el infinito.
Este es el caso también de las teorias de gauge abelianas como QED, para las que

las constantes de estructura £ son nulas y por lo tanto no presentan copias de
Gribov.

‘ Condicién
gauge

Figura 1.5: Representacion de las copias de Gribov dentro de una
misma érbita de gauge. Imagen extraida de [20]

La pasada dicusién nos enfrenta al hecho de que no sabemos cudl es el lagrangiano
fijado gauge correcto para el régimen infrarrojo ya que el procedimiento de Faddeev-
Popov no sirve para fijar el gauge de manera consistente. Una solucion tentativa
al problema fue propuesta por Gribov y consiste en restringir la integracién a la
region donde el operador de Faddeev-Popov es definido positivo, conocida como
primera region de Gribov, de manera de que la condicion solo tenga solucones
triviales. La cuestion resulté no ser tan sencilla, ya que la positividad del operador
de Faddeev-Popov garantiza la no existencia de copias de Gribov infinitesimalmente
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cercanas unas a otras pero no excluye la existencia de copias de Gribov separadas
por distancias finitas, y fue demostrado [27] [29] que efectivamente existen copias
de Gribov de esta clase. A pesar de este problema, este enfoque es prometedor y
trabajos posteriores en esta direccion han intentado restringir aiin mas la integracién
sobre el espacio de configuraciones para obtener el lagrangiano fijado gauge valido
en el infrarrojo [28§].

En este trabajo, sin embargo, seguimos una linea de razonamiento diferente:
Dado que no conocemos la forma del lagrangiano en el infrarrojo, podriamos pre-
guntarnos cual es el lagrangiano mas sencillo que reproduce los resultados del lattice
en el infrarrojo y que es compatible con los cédlculos de QCD estandar, y que nos
permite también extender la teoria de perturbaciones al régimen infrarrojo. Una
respuesta a esta pregunta fue dada por Tissier y Wschebor [30], y consiste en mo-
dificar el lagrangiano de Faddeev-Popov agregando un término de masa para los
gluones. El lagrangiano correspondiente resulta ser un caso particular del modelo
de Curci-Ferrari propuesto en los anos 70 [31] y sera introducido en el siguiente
capitulo.

Este modelo ha sido utilizado con éxito para reproducir el comportamiento in-
frarrojo de las funciones de correlaciéon a dos puntos (i.e. propagadores) a uno y
dos loops [32] [56]. También se utiliz6 para calcular funciones de correlacién a tres
puntos a un loop en el régimen quenched, es decir sin considerar la dinamica de
los quarks, dando muy buenos resultados [58]. La inclusién de la dindmica de los
quarks dificulta los céalculos en el lattice, y por esta razon sélo recientemente hay
disponibles simulaciones numéricas para las funciones a tres puntos que tomen en
cuenta los quarks dinamicos. El objetivo de esta tesis es extender los calculos hechos
con el modelo para incluir la dindmica de los quarks, concentrandonos en el vértice
de tres gluones, y asi poder comparar las predicciones del modelo con las recientes
simulaciones.
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Capitulo 2

Modelo de Curci-Ferrari

En la seccién anterior mencionamos por primera vez el modelo de Curci-Ferrari
[31] como un intento de extender la teorfa de perturbaciones al régimen infrarrojo
de manera compatible con los resultados del lattice, pero no mostramos cuéles son
de hecho esos resultados. A continuacién mostraremos algunos de los resultados del
lattice para el régimen infrarrojo de QCD que motivaron la propuesta del modelo
en [30]. Posteriormente introduciremos el lagrangiano de Curci-Ferrari en el gauge
de Landau y presentaremos sus reglas de Feynman. Discutiremos algunas de las
propiedades de la teoria e introduciremos los conceptos de regularizacién, renor-
malizacién y flujo de renormalizaciéon. Finalmente mostraremos algunos resultados
previos obtenidos con el modelo y su comparacién con el lattice.

2.1. Elrégimen infrarrojo de QCD segtin el lattice

Presentaremos a continuacién algunos resultados del lattice que son la motiva-
cion principal para la utilizaciéon del modelo de Curci-Ferrari como un lagrangiano
fenomenolégico para describir el infrarrojo. Los resultados del lattice mas importan-
tes en este sentido son dos: el comportamiento a bajas energias de la constante de
acoplamiento y del propagador del gluén.

Mencionamos en el capitulo anterior que de acuerdo al cdlculo perturbativo hecho
con el lagrangiano de Fadeev-Popov, la constante de acoplamiento de QCD presenta
un polo de Landau a energias de unos cientos de MeV. Sin embargo, las simulaciones
numéricas muestran un comportamiento muy diferente. En las figuras y
observamos los resultados del lattice para el flujo de la constante de acoplamiento
extraidas del vértice ghost-gluén y del vértice de tres gluones respectivamente.
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Figura 2.1: Running de la constante de acoplamiento del fantasma en funcién
del momento (en GeV) para distintos parametros de red.

(Grafica extraida de [35])
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Figura 2.2: En rojo el running de la constante de acoplamiento de tres
gluones en funcién del momento. (Grafica extraida de [36])
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Los resultados del lattice muestran que la constante de acoplamiento no sélo no
diverge si no que permanece en valores moderados, en total contradiccion con el
resultado obtenido con el lagrangiano de Fadeev-Popov. Estos resultados nos per-
miten imaginar la posibilidad de implementar un desarrollo perturbativo a energias
bajas, sobre todo teniendo en cuenta que la constante de acoplamiento que efecti-
vamente aparece en el desarrollo no es a; si no ]\fl‘j‘r Para el grupo SU(3) tenemos
que los valores mas altos alcanzados por la constante de acoplamiento efectiva en
ambas figuras son del orden de Aﬁ ~ 0,3, por lo que el error entre un orden y el
siguiente del desarrollo perturbativo serfa de aproximadamente un 30 % en el peor
de los casos. Si bien la situacién es significativamente peor que en teorias claramente
perturbativas como la Electrodinamica Cudantica, en el que el parametro de desarro-
llo es ~ %7, estd lejos de ser el escenario catastréfico predecido por el lagrangiano
de Fadeev-Popov junto a la teoria de perturbaciones usual. Tenemos entonces una
de las propiedades que debe satisfacer nuestro modelo: el lagrangiano fijado gauge
correcto debe permitir esquemas de renormalizacién libres de polos de Landau en el
infrarrojo.

El segundo resultado del lattice que mostraremos para motivar al modelo de
Curci-Ferrari es el comportamiento del propagador del gluén en el infrarrojo. El
propagador del gluén, D se define como la funcién de correlacién entre dos campos

p
gludnicos:

Dyu(a) = (A3 A7) (q).

Utilizando el formalismo funcional es sencillo ver que el propagador a nivel arbol
(i.e. al nivel mas bajo del desarrollo perturbativo) estd dado por

ISR
a Ab o 0
<A,uAu>0 - 51425143’ (21)

dénde (A% AY) , €s el propagador a nivel drbol y Sy es la accién libre. Si realizdramos
el calculo a nivel arbol utilizando el lagrangiano de Fadeev-Popov en el gauge de
Landau obtendriamos la siguiente expresién para (A% A?) o

ab ab

g, () = 2 (5 - 22) = Lpi 22)
q q q

donde hemos definido el proyector transversal P/ﬁ/(q). En el gauge de Landau la

estructura tensorial del propagador del gluén full (es decir, al considerar las inter-

acciones) es la misma que la del propagador a nivel drbol, y por eso se define la

funcién de vestidura o dressing function del gluén D(q?):

D (q) = D(¢*)6° P (q). (2.3)

Notemos que la funcién de vestidura del gluén a nivel arbol en el lagrangiano de
Fadeev-Popov es q%, y por lo tanto diverge cuando ¢ — 0.

Veamos ahora cuales son los resultados del lattice para el propagador del gluén.
En la figura se muestra el resultado de un calculo hecho en el lattice para D(g?):
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Figura 2.3: Funcién de vestidura del gluén para redes de diferente
volumen e igual distancia entre puntos

Nuevamente los resultados de las simulaciones en el infrarrojo estan en conflicto
con la prediccion del lagrangiano de Fadeev-Popov. El propagador del gluén no
diverge en el infrarrojo, si no que satura en un valor finito cuando ¢ — 0. Este
fue resultado reportado en numerosos estudios independientes hechos en el lattice
[37-40].

La saturacion en el infrarrojo es el comportamiento tipico de los propagadores de
particulas masivas. Si agregaramos un término de masa %mQAZAZ para el gluén al
lagrangiano de Fadeev-Popov y repitiéramos el calculo del propagador a nivel arbol
obtendriamos el siguiente resultado:

" 6ab q qy
(Analy ()= 0 (% _ s ) _

q? +m? q

ab
0 1

q2 + m2 M

(9), (2.4)

El propagador masivo a nivel arbol no diverge en el infrarrojo, si no que satura
en un valor #, y mantiene el comportamiento tipo - a momentos altos.

La adicién de un término de masa para los gluones al lagrangiano de Fadeev-
Popov permite reproducir de manera sencilla la saturacion del propagador a momen-
to nulo, y como veremos mas adelante regulariza la teoria en el infrarrojo eliminando
al polo de landau de la constante de acoplamiento. Por estas razones se propuso mo-
dificar al lagrangiano de Fadeev-Popov incluyendo al término de masa:

1
L=Lrp+ §m2AZAZ.

Si bien ain no se entiende como generar este término de masa de primeros
principios, el mismo ha sido interpretado como una manera efectiva de tomar en
cuenta los efectos causados por las copias de Gribov [41] [42].
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2.2. El lagrangiano de Curci-Ferrari

El lagrangiano obtenido al agregar un término de masa para los gluones en el
lagrangiano de Fadeev-Popov es el siguiente:

2

Ny

1 —— - 1a a ~a a _TTL a pa

Lop = ZFWFW + E Vil =YDy + M;) s + ib* 0, AY + 9, (Dyc)” + 2 Ay
i=1

(2.5)

La ecuacién define al lagrangiano de Curci-Ferrari en el gauge de Landau,
y es el lagrangiano con el que trabajamos en esta tesis. Es llamado de esta forma
porque como se menciond anteriormente este modelo es un caso particular de una
familia de lagrangianos propuestos por Curci y Ferrari [31] en 1976, en los que
agregaban términos de masa tanto para los campos de gauge como para los ghosts
de las teorias de Yang-Mills.

El modelo de Curci-Ferrari fue propuesto en su momento como una forma alter-
nativa al mecanismo de Higgs para trabajar con bosones vectoriales masivos, pero
fue desechado rapidamente porque se encontré que habia inconsistencias en el proce-
dimiento para definir el espacio de estados fisicos de la teoria. Si bien no entraremos
en detalles sobre esta cuestién (para una descripcién més detallada ver por ejemplo
[15], [43]), el método estandar para definir el espacio de estados fisicos de la Cromo-
dindmica Cudntica permite excluir del espacio de Hilbert de estados fisicos (es decir
los estados asintéticos observables mucho antes o después de las interacciones) a los
ghosts y otros estados no fisicos generados por el procedimiento de Fadeev-Popov.
Este método esta basado en la simetria BRST, una simetria presente en el lagran-
giano de Fadeev-Popov que tiene la particularidad de ser nilpotente, es decir que la
aplicacion de dos transformaciones BRST consecutivas produce el estado nulo. Esto
implica que el conjunto imagen Im(Qg) del operador Qs generador de las transfor-
maciones BRST estd incluido en el niicleo Ker(Qg) del operador. Imponiendo que
los elementos de matriz («|f5) entre dos estados fisicos |a) y |3) sean independientes
del gauge se llega a la conclusién de que los estados fisicos pertenecen a Ker(Qg).
Dado que (g es nilpotente, dos estados que difieran por un estado perteneciente a
Im(Qg) produciran los mismos elementos de matriz y son por lo tanto equivalentes.

Esto permite definir el espacio de estados fisicos Vs como la cohomologia de la
simetria BRST:

_ Im(Qs)

Vohys = Ker(Qs)

Este enfoque permite demostrar que los ghosts y las polarizaciones longitudinales
de los gluones no pertenecen al estado fisico y también la unitariedad de la teorfa.

El problema con el lagrangiano de Curci-Ferrari es que la inclusion de un término
de masa para los gluones rompe la simetria BRST, por lo que el procedimiento para
definir el espacio de estados fisicos usual no es valido. De hecho, I. Ojima demostré
[44] que la definicién usual del espacio de estados fisicos produce estados de norma
negativa al ser aplicado al modelo de Curci-Ferrari, rompiendo la unitariedad de la
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teoria. Esto llevo a los fisicos de la época a descartar el modelo, siendo la pregunta
de la unitariedad del modelo de Curci-Ferrari y la correcta definicion de su espacio
de estados fisicos es un problema abierto al dia de hoy.

Sin embargo, estudios realizados con enfoques no perturbativos como las ecuacio-
nes de Schwinger-Dyson y también simulaciones hechas en el lattice han observado la
aparicion de estados de norma negativa asociados al propagador del gluén usando la
definicién del espacio fisico usual [46-52). La interpetacién més usual de este hecho
es que la violacién de la positividad en el propagador del gluén esta relacionada con
el confinamiento y la imposibilidad de observar gluones como estados asintoticos.
En cualquier caso, estos estudios muestran que la definicién usual del espacio fisico
podria no ser la adecuada ain sin introducir un término de masa para los gluones.
Dado entonces que de cualquier manera no sabemos construir el espacio de esta-
dos fisicos correcto, tiene sentido utilizar el modelo de Curci-Ferrari que al menos
permite realizar un estudio mas sencillo del régimen infrarrojo de QCD.

Una propiedad muy importante que debe tener una teoria cudntica de campos
para ser predictiva es la renormalizabilidad. Una teoria es renormalizable si es posible
redefinir la normalizacién de los campos, las masas y las constantes de acoplamiento
de manera de absorber divergencias que aparecen en las integrales que debemos
calcular al utilizar la teoria de perturbaciones. Este punto sera tratado mas en detalle
posteriormente cuando introduzcamos el esquema de renormalizacién utilizado en
este trabajo.

En la demostracion de la renormalizabilidad de las teorias de gauge no abelianas
se utiliza la invariancia BRST de las mismas. Si bien el lagrangiano de Curci-Ferrari
no cuenta con esta simetria, es posible definir una simetria BRST modificada (no
nilpotente) ante la que es invariante y que es suficiente para probar su renormaliza-

bilidad [45).

2.3. Reglas de Feynman

2.3.1. Derivacion de las reglas de Feynman

Anteriormente discutimos cémo es posible realizar un desarrollo en la constante
de acoplamiento para expresar cualquier funcion de correlacion de la teoria completa
en términos de funciones de correlacion calculadas en la teoria libre. Es posible repre-
sentar este desarrollo perturbativo de forma diagramatica en un método introducido
en los anos 50 por Richard Feynman. Utilizando este método es posible asociar a
cada término del desarrollo perturbativo un diagrama de Feynman, simplificando
enormemente los cédlculos.

Para ver como funciona lo mejor es utilizar un ejemplo. Por simplicidad consi-
deremos la teoria sin quarks, y supongamos que queremos calcular el propagador
del gluén a orden O(g?). Para calcular el propagador del gluén debemos realizar la
siguiente integral funcional:

B f'DA Dc Dc AZ(:E)Al;(y)eiS[AP’C’E]

A (x)A® = : . 2.
SACEA) | DA Dé De eiSlAned (2:6)
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Como hicimos anteriormente, separamos el lagrangiano en el lagrangiano libre
Ly y el lagrangiano de interaccién L;,;. Para el modelo de Curci-Ferrari sin quarks
estos son:

L= Lo+ Lin, (2.7)
1 a a\2 m2 a Aa —a a 1a a
Lo=17 (0,A% — 0,A%)" + 5 AR AL + 0uc D + b0, AL, (2.8)
1 aoc a a C 1 aoc (& 2 aoc =a C
Line = 59/ b (9, AL — 0,A%) AL AC + 192 (f2ALAS) + gf O, At (2.9)

Concentrémonos en el numerador de la ecuacién (2.6). Desarrollando la expo-
nencial de la integral funcional a orden O(g?) tenemos:

num = / DA D¢ De A% (z) Al (y)e™ {1 —yg / d*z (%fdef (0,45(2)

~0,4(:) AL + (0N ) o (7 [ s (1AL

: V T3 1" (9,432 = 0,AY(2)) Ay()AL(E) + fdefapéd(z)A;(Z)cf(z)}

[ g uagw) - 05480) Abfu) ) + PO ()AL W w)]| ) + O}

El término de orden O(g°) es naturalmente el propagador de la teorfa libre a
menos de la normalizacion de la funcion de correlacién. Vemos que los términos de
ordenes superiores son también proporcionales a funciones de correlacién calculadas
en la teorfa libre, es decir usando el peso gaussiano e, pero involucrando un mayor
nimero de campos. Dado que el valor medio de un ntimero impar de campos es 0
en una distribucion gaussiana, las primeras correcciones no triviales al propagador
libre aparecen a orden O(g?). Tenemos entones:

2
num = Zo[0] {<AZ’$A’L’y>O - ngdef for / d'z (AT APV ADR AR AT AG)
2
g e i a,r R 2 1 e,z 2 ,W W W AW
+ 51" / d'zdw (A ADY (9,457 — 0,A07) Ao AL* (0, A%" — 03A%") ALY AG"),

2
+ %fdef for / d*zd w (AL ALY 0,6 AT 0,69 A ) +0(g?) }
(2.10)

donde hemos escrito la dependencia en las coordenadas espacio-tiempo como su-
praindices para hacer la expresiéon mas compacta y Zy[0] es la funcional generatriz
de la teoria libre evaluada en ausencia de fuentes:

Z[0] = / DA Dé De e~ 50lAed,
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Para calcular funciones de correlaciéon en la teoria gaussiana utilizamos el teorema
de Wick ([I3HIH]), segin el cual una funcién de correlacién de n campos gaussiana
puede expresarse como la suma de todas las contracciones dos a dos, es decir que
para un campo arbitrario ¢:

(P(x1.-0(x0)) = (D(1)P(72)) g - (D(Tn—1)B(T0)) + (D(21)D(23)) g - (D(T0—1)P(T0))

+ todos los productos posibles de funciones de correlacion a dos puntos

Cada término en nuestra expresion para el numerador va a estar dado entonces
por productos de funciones de correlacién gaussianas entre dos campos, llamadas
usualmente contracciones y denotadas de la siguiente manera:

(D102) = I¢1_¢2I

Por ejemplo, algunos de los términos que contribuyen a la funcién de correlacién
de seis gluones que aparece en el numerador son:

T I 1T 1
<AZ’$Af;yAZ’ZAZ;’ZAfp”ZAZ’Z)O = AZ@A’;& AZ’ZAC{’Z A;";ZAZ’Z +

] 1 ] L1} 1 (2 . 1 1)
AT AV ASE ALE ABY ASE A7 AR
I — |

Es sencillo dar una interpetacién diagramatica a esta expresion. Cada contrac-
ciéon entre dos campos corresponde a un propagador libre. Si representamos cada
coordenada espacio-temporal con un punto y a cada propagador gluénico uniendo
dos puntos por una linea rizada podemos asociar a cada término un diagrama:

Figura 2.4: Diagramas correspondientes a los términos de la ecuaciéon
(2.11]).

donde hemos omitido indices de Lorentz y de color para simplificar la imagen.

Hay una diferencia importante entre estos dos diagramas: en el primero de ellos
existe un subdiagrama que no estd conectado con las patas externas z e y. Estos
diagramas son llamados diagramas con fluctuaciones de vacio, y puede verse [13] que
la contribucion de los mismos a las funciones de correlaciéon es cancelada exactamente
por el denominador Z[0]. De esta forma, solo los diagramas sin fluctuaciones de vacio
contribuyen a las funciones de correlacién.

38



w,a W, a

% b k wa vb

r ] AN \r
]7 \ % \2\ o,d p,C
N

/

v, b

Figura 2.5: Vértices que aparecen en el lagrangiano de interaccion:
Vértice de tres gluones, quark-antiquark-gluén, ghost-antighost-gluén
y cuatro gluones.

Notemos también que el término cuadratico en los gluones del lagrangiano de
interaccién (que es el que da lugar a la funcién de correlacion de seis gluones en
la ecuacién ([2.10))) aporta un wvértice donde se encuentran cuatro propagadores y
una integral en la coordenada interna z, ademds de un factor proporcional a g2
y las constantes de estructura. Esto sucede cada vez que aparezca un término de
L en el desarrollo de la integral funcional. Observando la expresion para L;,;
veremos que aparte del vértice de cuatro gluones incluye vértices de tres gluones,
quark-antiquark-gluén y ghost-antighost-gluon.

Ya estamos en condiciones de escribir las reglas de Feynman del modelo de Curci-
Ferrari, que permiten asociar a los vértices y propagadores de cada diagrama una
expresion matematica. Cada diagrama reprersenta a su vez una integral presente en
el desarrollo perturbativo.

Es mas sencillo trabajar con las reglas de Feynman en el espacio de momentos,
en el que la integral en la coordenada interna correspondiente a cada vértice se
transforma en una delta de conservacién de los momentos del vértice. Una derivacion
detallada de las reglas de Feynman del modelo puede encontrarse en el apéndice A
de [43].

Cada diagrama tiene asociado un factor de simetria que debe ser calculado segin
las siguientes reglas:

= Hay un signo de menos por cada loop fermionico.

» Hay un (—1)"/v! (donde v es el niimero de vértices) que proviene del desarrollo
de la exponencial.

» Hay un 1/3! por cada vértice de tres gluones.
» Hay un 1/4! por cada vértice de cuatro gluones.

= Hay un factor extra para los diagramas que tienen diferentes tipos de vértices
que provienen de desarrollar L;,;. Tendremos un factor v!/(v;lvslvg!) donde v;
representa el niimero de vértices de un tipo dado.

= Finalmente debemos agregar el factor combinatorio debido a las distintas con-
tracciones provenientes del teorema de Wick para eliminar dobles conteos.
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Cuadro 2.1: Reglas Feynman del modelo de Curci-Ferrari.
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El dltimo paso es integrar sobre los momentos internos y desechar una delta
de conservacion del momento total, obteniendo la contribucion del diagrama a la
funcion de correlacion.

Una observacién importante es el hecho de que para una funciéon de correlacién
dada hay una relacién uno a uno entre el orden del desarrollo perturbativo en la
constante de acoplamiento y el niimero de momentos internos independientes o loops
que aparecen en los diagramas. Por esta razon, es usual la terminologia diagramas
a n-loops al referirnos a un orden dado del desarrollo perturbativo. Un diagrama
con 0 loops corresponde al érden mas bajo posible del desarrollo perturbativo de
una funcién de correlacion. Cobra sentido ahora la expresion nivel darbol introducida
anteriormente para referirnos al nivel mas bajo de la teoria de perturbaciones, ya
que hace referencia al hecho de que los diagramas sin loops tienen apariencia de
arboles.

2.3.2. Diagramas 1-PI

Ahora que conocemos la interpretacién diagramaética de la teoria de perturba-
ciones podemos hacer mas preciso lo que afirmamos cuando dijimos que la funcional
['[®] es la funcional generatriz de funciones de correlacién 1-PI.

Las funciones de correlacion 1-PI son aquellas asociadas a diagramas del tipo
1-Particle Irreducible. Estos son diagramas a los que no es posible separar en dos
cortando s6lo una linea interna. Por ejemplo, en las figuras y se muestran
ejemplos de diagramas 1-PI y no 1-PI.

Figura 2.7: Ejemplo de un
Figura 2.6: Ejemplo de un diagrama que no es 1-PI, sino que
diagrama 1-PI. se compone de dos 1-PI.

Anélogamente a lo que sucede para funciones de correlaciéon conexas, una funcion
de correlacién 1-PI de n campos puede ser calculada como la suma de todos los
diagramas 1-PI con n patas externas.

Dijimos también al definir la funcional T'[®] que cualquier funcién de correlacién
conexa puede ser escrita en términos de funciones 1-PI. Veamos como funciona para
el propagador del gluén.

Algunos de los primeros términos de la funciéon de correlacion 1-PI a dos puntos
del gluén (denotada Ffi) se muestran en la figura .
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Figura 2.8: Algunos diagramas que contribuyen a la funcién de
correlacién 1-PI de dos gluones

Es sencillo ver que cualquier término de orden mas alto en el desarrolo del propa-
gador del gluén va a estar dado por diagramas 1-PI unidos por propagadores libres.
Podemos entonces escribir el propagador completo en términos de diagramas 1-PI

como se muestra en la figura [2.9]
—+ o’oo’o@ —+
— mm 1 + m + Wo’o@
n
= W2f20m>
—1
= WW 1 — m)
-1 >—1 1
= T — = —
2
i

Figura 2.9: Propagador del gluén en términos de diagramas 1-PI.

Vemos entonces que el propagador del gluén es el inverso de F(A21)4. La derivacion

que hicimos no depende del tipo de campo, por lo que esto también es cierto para
los propagadores del ghost y del quark, definiéndose también r y T %

El caso de las funciones de correlacién entre mas de dos campos es mas sencillo.
Una funcién de correlacion conexa cualquiera puede siempre escribirse en términos
de diagramas nivel arbol en los que los propagadores son los propagadores completos
ﬁ y los vértices son funciones de correlacién 1-PI. Por ésta razon a las funciones
de correlacion 1-PI se les llama también vértices propios o sencillamente vértices.

Para el caso de una funcion de correlacion a tres puntos, tenemos enconces:

G® (p1, 2, p3) = —D(p1)D(p2) D(ps)T® (p1, p2, p3),

donde los D(p;) son los propagadores full de los campos correspondientes, y el signo
negativo es puesto por convencion.
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2.4. Regularizaciéon y Renormalizacion

Cuando uno desea utilizar los métodos descritos anteriormente para realizar
calculos mas alla del nivel arbol, rapidamente se encuentra con integrales diver-
gentes. Mds concretamente, al integrar sobre los momentos internos tipicamente nos
encontramos con integrales de la forma

_ dq 1
t= / @2m)* (¢ +p)? +2)((¢ + k)* +y))

donde p, k, x e y son en principio constantes arbitrarias, pero que en la practica
corresponden a los momentos entrantes al loop y a las masas de los propagadores
dentro del mismo respectivamente. Esta integral diverge logaritmicamente cuando
q — oo en cuatro dimensiones, y esa es la razon por la a que este tipo de divergencias
se las conoce como divergencias ultravioletas. Las divergencias ultravioletas plagan
las teorias cudnticas de campos, y fueron la causa de que inicialmente muchos fisicos
desacreditaran a este tipo de teorias.

El origen de estas divergencias puede encontrarse en el hecho de que estamos
integrando sobre todas las escalas de energia, y por lo tanto asumiendo que nuestra
teoria es véalida en todo ese rango. Sin embargo, sabemos que nuestra descripcion de
la fisica debe fallar a alguna escala de energia, cuando menos a la escala de Planck
en la que los efectos cuanticos de la gravedad se vuelven relevantes. Es necesario
entonces encontrar una forma de lidiar sistematicamente con estas divergencias.

El primer paso consiste en regularizar las integrales. Para esto existen varios
métodos, de los cuales el mas sencillo probablemente sea la inclusion de un cut-off
ultravioleta usualmente llamado A como limite superior de las integrales. Este cut-
off corresponde a la escala de energia a la que la teoria pierde validez y surge de
forma natural en el contexto de la formulacién de teoria de campos de la mecanica
estadistica, en la que la escala A es el inverso del paso de la red cristalina.

Utilizando el método del cut-off ultravioleta obtendriamos resultados dependien-

tes de A:

B d4q 1
T= o= /q<A (2m)* (g + p)* +2)((g + k) + 1))

y podemos recuperar el problema original tomando el limite A — oo.

El paso siguiente es redefinir los campos, las masas y la constante de acoplamien-
to para absorber la dependencia en A en un proceso llamado renormalizacion. La
constante de acoplamiento, los campos y las masas que aparecen en el lagrangiano
original se llaman cantidades bare o desnudas, y las cantidades redefinidas se cono-
cen como renormalizadas. La constante de proporcionalidad entre una cantidad bare
y su cantidad renormalizada correspondiente se denomina factor de renormalizacion
y se denota con una Z. Definimos entonces:

AL = NZaAS, o= Zpt, & =22,

9o = Zyg, mp = Zpem?®, MG = Zy2M?, (2.12)
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donde el subindice 70”7 identifica a las cantidades bare. Los factores de renormali-
zacion son utilizados para absorber la dependencia en A de las integrales, y por lo
tanto divergen al tomar el limite A — oo.

En este ejemplo utilizamos el método del cut-off porque es el mas claro a la hora
de comprender los conceptos de regularizacién y renormalizacion. Sin embargo este
método tiene serias desventajas, ya que la introduccién de la escala A rompe tanto la
invariancia gauge como la invariancia ante transformaciones de Lorentz de la teorfa.
Por ese motivo en este trabajo utilizamos el método de regularizacion dimensional
que no presenta estas dificultades.

El método consiste en calcular las integrales analiticamente para dimensién ar-
bitraria d, bajo la hipétesis de que el resultado de las mismas se comporta de forma
continua al variar la dimension del espacio-tiempo y basados en la observacion de
que las integrales con divergencias UV logaritmicas en cuatro dimensiones son re-
gulares en d < 4. Esto supone reemplazar la integral 4-dimensional en el espacio de
momentos por una integral en d dimensiones:

Las integrales son calculadas analiticamente como funcién de d y se realiza un desa-
rrollo en el pardmetro e definido por

d=4—2, €—0.

En este contexto las divergencias aparecen como términos proporcionales a %
en los resultados de las integrales, y los factores de renormalizacién se definen para
absorber estos términos. Suele separarse a los factores de renormalizacién en su parte
divergente y su parte finita:

Z v
Z = z + Zfim'to-

Independientemente del método de regularizacion utilizado, es necesario elegir
un esquema de renormalizacion para definir a los factores de renormalizaciéon. Esto
implica imponer el valor a determinada escala de momento g a un conjunto de
funciones de correlacién renormalizadas de forma de poder obtener los factores de
renormalizacion a través de las definiciones . La escala p introducida en este
proceso es conocida como escala de renormalizacion.

Es posible definir diferentes esquemas de renormalizacion que absorban la parte
divergente de las cantidades bare en los factores de renormalizacién, pero que dan
resultados diferentes para la parte finita de los mismos.

Veamos un ejemplo: El propagador bare del ghost es de la forma

a ab Jo (P
DOb(p) =9 ’ 0(2 )7

p
donde hemos definido la funcién de vestidura bare del ghost Jy(p). El propagador
bare se vincula con el propagador renormalizado a través de

D¢ (p) = Z.D™(p),
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lo que implica

En el esquema que utilizaremos y definiremos mas adelante, una de las condi-
ciones que impondremos sera que el propagador del ghost renormalizado tenga la
forma del propagador a nivel arbol a la escala de renormalizacién p. De esta forma
tenemos

D®(p) =6"— = Jp=p =1

Esta ecuacién nos permite encontrar el factor de renormalizacion Z. en términos
del propagador bare a escala yu:

Zc = JO(M)

Vimos explicitamente en este ejemplo que los factores de renormalizacion depen-
den tanto del esquema de renormalizacién elegido como de la escala de renormali-
zacion .

2.5. Grupo de Renormalizacion

Ahora que definimos las cantidades renormalizadas podemos hacer mas precisa
la observacién que hicimos en la introduccién cuando dijimos que la constante de
acoplamiento varia con la escala de energia. Las constantes bare del lagrangiano
son fijas, pero en el proceso de renormalizacién introdujimos la escala p al definir
los factores de renormalizacion, y por lo tanto las cantidades renormalizadas son
dependientes de la misma.

La dependencia de las cantidades bare respecto a la escala de renormalizacion
it puede expresarse en términos de las funciones B y las dimensiones andmalas ~y
definidas por:

By(g.m?, (M2}) = %

-~ Udplgomg
sl () = |
Suplame 2y = p |
dlgg gAmM (2.13)
valg,m? {M}}) = e I
dlog Z
Bolg i AMPY) = =g =2
Yelg, m? {M}?}) = Mdk;izc .

A priori la escala de renormalizacién p es una escala arbitraria que no tiene nece-
sariamente relacion con la escala de energia tipica de los procesos fisicos a estudiar.
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Sin embargo, al realizar calculos perturbativos con nuestra teoria renormalizada sur-
gen términos de la forma log(f—j), donde p es el momento de la funcién de correlacién
considerada. Si la escala de renormalizacién p estda muy lejos de p las contribuciones
de estos términos se vuelven muy grandes ain estando multiplicados por la constan-
te de acoplamiento, complicando el analisis perturbativo, y por lo tanto es necesario
elegir ;1 cercana a p. Sin embargo, usualmente deseamos estudiar un proceso en un
rango amplio de momentos, y la eleccién de una escala p fija imposibilita los calculos.

Este problema fue el que llevé a Gell-Mann y Low [53] a proponer utilizar una
escala de renormalizacion p variable de manera de que siempre sea cercana a la escala
de momento p en consideracién, controlando el problema de los grandes logaritmos.
Una introduccién pedagdgica al téma puede encontrarse en [54].

Para implementar esta idea obtuvieron una ecuacién conocida como la ecuacién
del grupo de renormalizacién de Gell-Mann-Low que vincula el valor de una funcion
de correlaciéon renormalizada a una escala fija pg con el de la misma funcién de
correlacion renormalizada a otra escala pu.

La derivacién de la misma consiste en notar que las funciones de correlacién bare
G no dependen de la escala de renormalizacion pu:

MdiGo(p» 9o, mo, {Mi}o) = 0.
1L

Sin embargo, la funcién de Green bare expresada en términos de la funcién
de Green renormalizada depende de p explicita e implicitamente a través de la
constante de acoplamiento, las masas y los campos renormalizados. Para una funcién
de correlacién involucrando n,4 gluones externos, n. ghosts externos y n, quarks
externos tenemos:

Golp, 9o, mo, {Mi}o) = 23 22" 22" G(p, pg(u), m(u), {My()}).  (2.14)

Sustituyendo en la derivada de Gg y utilizando las definiciones de las funciones
By v obtenemos la ecuacién del grupo de renormalizacion para G:

Ny

1
:ua,u + i(nAfVA + NeYe + 77,1/,) + ﬁgag + 6m2am2 + Z ﬁMfaMf G(p7 K, g,m, {Mz}) = O,

7
En la practica, en este trabajo trabajaremos con los vértices propios I'™. Para
los vértices propios la ecuacion del grupo de renormalizacion es
Ny

1
:uau - E(TLA’YA + NeYe + nw) + Bgag + 6m26m2 + Z ﬂMfaMf F(p7 M, g, m, {Mz}) = 0.

(2.15)
Puede demostrarse [I5] que las soluciones a la ecuacién ([2.15) cumplen con la
siguiente propiedad de scaling:

panene) ({pi}, g, g (), m(p), {Mi} (1)) = za(p)" 4 ze(p)" 2 ()2

x Tramems) (£pd g, g(po), m(o), {Mi} (o).
(2.16)
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donde el vértice propio del lado izquierdo estd renormalizado a escala p y el de la
derecha a escala pi, las funciones g(u), m(p) y {M }i() son obtenidas integrando
las funciones 3 y las funciones z4, z. y 2, estan definidas por

log 2 (s o) = [ %‘v (g(),mu), (M} ().
log zo(jts o) = / ' dﬂiv 9y i), {M} () (2.17)
log 20 (o) = [ %’f’w (9 ). m(u), {MY (1))

Hemos obtenido entonces una forma de vincular una funcién de correlacién o
vértice propio renormalizado a una escala arbitraria o con el mismo vértice re-
normalizado a escala p. Usaremos este resultado para renormalizar todas nuestras
cantidades a una escala pp = 1 GeV y evitar el problema de los grandes logaritmos
vinculando las funciones de correlacion renormalizadas a esa escala con las mismas
renormalizadas a escala p = p.

2.6. Resultados previos obtenidos con el modelo
de Curci-Ferrari

En esta tultima seccién del capitulo presentaremos algunos resultados obtenidos
anteriormente utilizando el modelo de Curci-Ferrari parar demostrar el éxito que ha
tenido a la hora de expolar el régimen infrarrojo de QCD.

En la figura se muestra el célculo hecho con el modelo de Curci-Ferrari
para el propagador del gluén, la funcién de vestidura del gluén y la funcion de
vestidura del ghost, y la comparacion de estas cantidades con resultados del lattice.
Dichas cantidades fueron calculadas a 1-loop en [55], donde también se calculé el
propagador del quark. Posteriormente el calculo para los propagadores del ghost y
gluén fue extendido a 2-loops en [50]. El esquema de renormalizacién utilizado fue el
esquema Infrared Safe que definiremos posteriormente y es el mismo que utilizamos
en esta tesis.

Es evidente que la concordancia entre los calculos hechos con el modelo de Curci-
Ferrari y las simulaciones del lattice es excelente. No sélo esto, si no que a pesar de
que los calculos a 1-loop ya muestran una alta concordancia con los resultados del
lattice, esta aumenta significativamente al extender el célculo a 2-loops. El hecho
de que la precisién de los calculos aumente al incluir las contribuciones a 2-loops
respalda la idea de que es posible estudiar el régimen infrarrojo de QCD perturba-
tivamente.

Ademas del célulo de los propagadores, el modelo de Curci-Ferrari ha sido utili-
zado para el cdlculo a 1-loop del vértice quark-antiquark-gluén [57] y de los vértices
ghost-antighost-gluén y tres gluones sin considerar la dindmica de los quarks [58].
También se ha explorado la posibilidad de definir constantes de acoplamiento renor-
malizadas diferentes para el vértice de tres gluones y el vértice ghost-antighost-gluon
y el efecto que esto tiene en el célculo de los propagadores [59].
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Figura 2.10: Comparacion con resultados del lattice de [60] para el propagador del
gluon (arriba), la funcién de vestidura del gluén (medio) y la funcién de vestidura
del ghost (abajo). Figuras extraidas de [56]
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Capitulo 3

El vértice de tres gluones

En el capitulo anterior introdujimos el modelo de Curci-Ferrari y mencionamos
sus propiedades més importantes. Recordamos que el lagrangiano de Curci-Ferrari
en el gauge de Landau esta dado por

Lop = 2Fe po 4 Z% —5u Dy + M); + b9, A% + 0,8 (D) + A“A“

4Wuv (T

con las derivadas covariantes D, y el tensor F),, definidos por

Fi, =0,A% — 0,A% + g f*"AbAS,
(Dyc)® = 0, + gf“bcAZcC,
Dy = 0up — ig ATy,

Discutimos los argumentos fenomenoldgicos para utilizar el modelo de Curci-
Ferrari, mencionamos algunos calculos realizados anteriormente con el mismo y mos-
tramos los resultados obtenidos para los propagadores a 1 y 2-loops y su comparacién
con el lattice.

En este capitulo presentaremos el objeto que es el tema central de esta tesis: El
vértice de tres gluones. El vértice de tres gluones es muy importante para la QCD,
ya que es el responsable fundamental de la naturaleza no abeliana de la teorfa [8],
91, (2], [64].

El vértice de tres gluones es un objeto mucho mas complicado de tratar que los
propagadores y una de las funciones de correlaciéon mas dificiles de calcular. Esto se
debe a que depende de dos momentos independientes, es decir de tres escalares,
mientras que el propagador sélo depende de uno. Posee ademés una estructura
tensorial compleja, y para estudiarlo es necesario calcular varias funciones escalares
asociadas a cada uno de los tensores que lo constituyen.

Las correcciones perturbativas al vértice de tres gluones son importantes para el
calculo de procesos ocurridos en los colisionadores de hadrones como la produccion de
multijets [65], y en el régimen ultravioleta ha sido estudiado perturbativamente con
la QCD estandar llegando hasta 2-loops en configuraciones de momento particulares,
para gluones on-shell o en el limite quiral [66], [67], [68].
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La region infrarroja estd menos explorada, y diferentes enfoques han sido utili-
zados para su estudio, principalmente a través del formalismo de las ecuaciones de
Schwinger-Dyson [23], [62], [63].

Fue también calculado por Peldez, Tissier y Wschebor utilizando el modelo de
Curci-Ferrari a 1-loop en [58], pero en ese trabajo se utilzé la aproximacién quenched,
es decir sin considerar la contribucion de los quarks al vértice, ya que en ese momento
no existian simulaciones numéricas unquenched con las cuales comparar.

Por otro lado, las simulaciones numéricas para el vértice de tres gluones en el
infrarrojo son muy ruidosas, y sélo recientemente se han realizado trabajos en el
lattice con barras de error relativamente pequenas en esa regién para el caso con
quarks dindamicos.

Por estas razones, en esta tesis agregaremos la contribucion dinamica de los
quarks al vértice de tres gluones extendiendo el célculo de [58], y compararemos con
datos del lattice unquenched mas precisos.

Dado que para calcular el vértice de tres gluones no es necesario ajustar ningin
nuevo parametro respecto a los que ya se tenian para el calculo de los propagadores,
los resultados obtenidos son una prediccién pura del modelo de Curci-Ferrari y por
lo tanto una buena forma de continuar validando el modelo.

En este capitulo presentaremos al vértice de tres gluones y los diagramas de Feyn-
man que contribuyen al mismo asi como su estructura tensorial. También introdu-
ciremos las integrales maestras, herramienta que utilizaremos para realizar nuestros
calculos.

3.1. Diagramas de Feynman del vértice de tres
gluones a 1-loop

En esta seccion presentamos los diagramas que contribuyen a la correcién a 1-
loop del vértice de tres gluones. Los cuatro diagramas diferentes que aparecen en el
calculo se muestran en la figura|3.1]

Figura 3.1: Diagramas que contribuyen a la correcion a 1-loop del
vértice de tres gluones

Los primeros tres diagramas fueron los calculados utilizando el modelo de Curci-
Ferrari en [58] ya que pertenecen al sector de Yang-Mills de la teorfa. El primero
corresponde a un loop de ghosts, y representa en realidad dos diagramas inequiva-
lentes: uno con el loop corriendo en sentido horario y otro en sentido antihorario.
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El segundo es un loop de gluones involucrando vértices de tres y cuatro gluones.
Representa tres diagramas diferentes correspondientes a cambiar el gluon externo
del vértice de tres gluones. El tercero contiene un loop de gluones involucrando
tres vértices de tres gluones, y es el diagrama mas dificil de calcular a causa de la
compleja estructura tensorial del vértice de tres gluones sumada a la presencia de
tres propagadores gludnicos. Las expresiones para estos diagramas en términos de
integrales de Feynman en el modelo de Curci-Ferrari puede obtenerse sencillamente
utilizando las reglas de Feynman presentadas en el capitulo anterior, y estdn pre-
sentadas en [43]. Vale la pena destacar que la presencia del término de masa para el
gluén regulariza las integrales que aparecen en el segundo y tercer diagrama elimi-
nando su divergencia infrarroja. El tinico diagrama divergente cuando el momento
interno va a cero es el correspondiente al loop de ghosts.

El cuarto diagrama representa la contribucién del sector de los quarks al célculo a
1-loop del vértice de tres gluones. Si bien en esta tesis se realizaron los calculos para
todos los diagramas involucrados en el vértice de tres gluones, es éste 1ltimo el que
representa una novedad frente a los trabajos anteriores y por lo tanto lo trataremos
en més detalle y lo denotaremos D4 444 para ser consistentes con la notacién de [43]

Al igual que para el diagrama con un loop de ghosts, la contribucion del loop
de quarks corresFonde a dos diagramas: uno con el loop en sentido antihorario que
denotaremos D4} a4 Y otro con el loop en sentido horario al que denotaremos D4[A}A A
En la figura se muestra la descripcién de ambas contribuciones en detalle.

q+r

v, b
I, a i, a

Figura 3.2: Descrl]]:)mén del diagrama con tres vértices quark-gluon.
Denotamos D4l aaa @l de la izquierda y D4E§]A 4 al de la derecha.

Utilizaremos las reglas de Feynman para obtener expresiones analiticas para
D4£]A Ay D4§]A 4 Considerando el factor —1 del loop de fermiones, el factor —1/3!
del desarrollo de la exponencial y el factor combinatorio proveniente del teorema de
Wick vemos que el factor global de simetria del diagrama es 1. Notando que en un
loop cerrado debemos tomar trazas tanto sobre las matrices de Dirac como sobre los
generadores en la representacion fundamental que intervienen en el loop, llegamos
a las siguientes expresiones para D4£]A Ay D4§L1 A
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dlq —ilg—p)+M —i(¢g+¢)+M —ig+M

DAL | = —igdTe(TTT®) T ( /

@) " (g—p)2+ M2 (g4 )2+ M2 V@2 ¥ M2

dlq —ig+M —i(¢g—¢)+M —i(d+p) +M

DA = —ig*Te(T*T ) T ( /

donde hemos usado la notacion habitual p = v,p,

Es interesante mencionar el hecho de que estos diagramas son, a menos de las
trazas sobre las T, idénticos a los diagramas que aparecen en QED al calcular la
funcién de correlacion de tres fotones a 1-loop. En QED existe un teorema conocido
como el Teorema de Furry [15] que afirma que la contribucién de este diagrama a la
funcion de correlacién de tres fotones es nula. Mas generalmente, cualquier diagrama
formado por un poligono cerrado de lineas fermionicas conectado a un niimero impar
de fotones no contribuye a las funciones de correlacion. Ignorando los términos de
color esto puede verse facilmente realizando el cambio de variable ¢ — —q en el
segundo diagrama, notando que para una matriz A cualquiera Tr(A) = Tr(A7) y
utilizando el operador conjugacién de carga C definido por

Cy.C! = —75.

De esta forma uno encuentra que las contribuciones de los diagramas correspon-
dientes a D4£]A Ay D4E]A 4 en QED se cancelan. Este hecho es consecuencia de que
la corriente electromagnética de QED cambia de signo ante la accién del operador
C, y dado que la teoria es invariante ante la conjugacién de carga todas las funciones
de correlacion con un numero impar de patas externas de fotones deben ser nulas.

Lo que salva la contribucién de este tipo de diagramas en QCD son las trazas
sobre los generadores 7. Utilizando la definiciéon de las constantes de estructura

fa% del grupo SU(N) es posible demostrar la siguiente identidad:
N
TH(T°TT%) = - f.
El diagrama D4[j]A 1 es proporcional a Tr(T*TT?) y D4[j]A 4 aTe(T*TTe), y por

lo tanto la identidad anterior aporta un signo negativo extra. De esta manera ambas
contribuciones se suman, y la contribucién total del loop de quarks estd dada por

dlq —ig+M —i(¢g—¢)+M —i(d+p) +M
@m) @+ M2 (g = )2+ ME (g p)E o+ M )
(3.1)
Hemos dejado expresado el diagrama en términos de las matrices v,, pero para
hacer calculos es necesario evaluar la traza sobre las matrices 7, de forma que su
estructura tensorial quede escrita en términos de los momentos p,, y la métrica d,,,.

Esto es posible utilizando la definiciéon de las matrices 7, en el espacio euclideo:

D4pas = Ng® f*Tr (/

{1} = 20,
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Si bien no hay mayores complicaciones a la hora de realizar este célculo, el
diagrama expresado de esta forma presenta muchos términos sin ser particularmente
iluminador, y por lo tanto no lo presentamos aqui.

El andlisis anterior demuestra que si bien la estructura del diagrama es igual a
la presente en QED, el hecho de que su contribucion sea no nula es un efecto de la
naturaleza no abeliana de la QCD.

Obtuvimos expresiones analogas a la ecuacion para los diferentes diagramas
que contribuyen al vértice. Estas expresiones son el input para nuestro algoritmo de
Mathematica que las calcula y expresa el resultado en términos de un conjunto de
integrales llamadas Integrales Maestras que introduciremos al final del capitulo. Sin
embargo, antes discutiremos la estructura tensorial del vértice.

3.2. Estructura tensorial del vértice de tres gluo-
nes

Como dijimos anteriormente, una de las caracteristicas del vértice de tres gluones
que lo vuelve complejo de calcular es su rica estructura tensorial. En esta seccion
estudiaremos los diferentes tensores que lo componen e introduciremos la descom-
posicién tensorial propuesta por J. S. Ball y T. W. Chiu [69] que permite explotar
las simetrias del vértice de forma més eficiente.

Antes de eso definiremos algunas convenciones respecto a la notacién. Recorde-
mos en primer lugar que el vértice de tres gluones es la funcion de correlacion 1-PI
de tres gluones, y podemos obtenerla derivando la funcional generatriz de funciones
1-PI:

Fabc k‘ 6(3)P
el ) = R AL A )

Se relaciona con la funcion de Green de tres gluones a través de

(A%(p) AL (k)AS(r)) = _Dgz’, (p) D%, (k) D, T4, (p, k, ),

pp’ = Wv'p

donde D% (q) es el propagador full del gluén

a a qudv a
Qﬁsz@wb@w—gg)=Mfwvﬁ@,

P/fu (q) es el proyector transversal y D(¢?) es la funcién de vestidura del gluén.

En el calculo que hicimos para la correcion al vértice dada por el loop de quarks,
vimos que la dependencia en el color se factorizaba en una constante de estructura
fob¢ multiplicando a la integral. Esto sucede de manera general, y Smolyakov de-
mostré que en el gauge de Landau la estructura de color del vértice de tres gluones
estd dada por la constante de estructura f*° a todo orden de la teorfa de perturba-
ciones [70]. Utilizaremos ademds la convencién usual de extraer un factor (—ig) de
la definicién del vértice, definiendo la la funcién I',,, de la siguiente manera:

Tt (p, k, 1) = —ig fTup(p, k. 7). (3.2)
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La funcién I',,, es la cantidad que utilizamos en nuestros calculos, y con frecuen-
cia nos referiremos a ella como el vértice de tres gluones a pesar de que formalmente
el vértice es 0% (p, k, 7).

Finalmente, los momentos de los gluones externos seran siempre considerados
entrantes al vértice, de manera que se cumple p+ k+r = 0.

Habiendo definido las convenciones a utilizar pasamos ahora a describir la estruc-
tura tensorial del vértice de tres gluones. La misma no es dificil de deducir: Dado que
los tres gluones son vectores ante transformaciones del grupo de Lorentz, el vértice
debe tener un indice de Lorentz por cada uno de ellos. Debe ademas depender tni-
camente de dos momentos entrantes a causa de la conservaciéon del momento en el
vértice.

Como consecuencia de este hecho s6lo podemos tener dos clases de estructuras
tensoriales presentes en el vértice: Términos formados por tres momentos (de la
forma p,p.p,, pup k,...) vy términos formados por un momento y la métrica euclidea
(de la forma p,d,,, k,0,,...). Podemos convencernos facilmente de que hay ocho
términos diferentes del primer tipo y seis términos diferentes del segundo, y por lo
tanto tenemos catorce posibles términos en la estructura tensorial del vértice.

Sin embargo, dado que los gluones son bosones el vértice debe ser simétrico ante
permutaciones de las patas externas. Esta simetria reduce el nimero de términos
independientes a seis, y vemos por lo tanto que la base de tensores descrita en
el parrafo anterior no es la mas conveniente. Quisieramos descomponer al vértice
utilizando una estructura tensorial que pusiera de manifiesto las simetrias del vértice.

Una descomposicion tensorial con estas caracteristicas fue propuesta por Ball y
Chiu [69], y consiste en parametrizar el vértice utilizando seis funciones escalares:

Coo(p ko) = AP K1) 80 (p — k), + B(0®, K2, 7%) 0, (p + k),
1
- C(p27 k2, TQ)(dqu-k - pvku)(p - k)p + §S<p27 kz: T2>(ppkurv +pvkpru)
+ F(p* k*,r*)(0,p-k — pok,) (pok.r — k,p.r)
1
+ H(p* k*, 1) | =8, (ppk.r — k,pr) + g(ppkrur,, — puk,r,) | + permutaciones ciclicas
(3.3)

Las funciones escalares A, B, C', F', H y S juegan el rol de los coeficientes de
la base de tensores propuesta por Ball y Chiu, y tienen las siguientes propieda-
des de simetria: Las funciones A, C'y F son simétricas bajo permutaciones de sus
dos primeros argumentos, la funcién B es antisimétrica bajo permutaciones de sus
dos primeros argumentos, la funcion H es totalmente simétrica y la funcién S es
totalmente antisimétrica ante el interambio de cualquier par de sus argumentos.

Es importante notar que las funciones F'y H son totalmente transversales, es
decir que dan cero al ser contraidas con cualquier momento externo. Por otro lado,
las simulaciones del lattice sélo tienen acceso al vértice de tres gluones a través
de la funcién de correlacién dada por el vértice contraido con los propagadores
de los gluones externos. Dado que en el gauge de Landau los propagadores son
transversales, la parte longitudinal del vértice se pierde en el proceso. En particular
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esto quiere decir que las funciones B y S no son accesibles a través de simulaciones
del lattice.

El método que utilizamos en nuestros calculos fue emplear un algoritmo de Mat-
hematica para proyectar cada diagrama sobre las diferentes componentes de la base
tensorial de Ball-Chiu de manera de extraer las contribuciones de todas las funciones
escalares por separado a cada diagrama. Esto nos permitié reducir significativamente
la dificultad numérica de los calculos, ya que de esta forma solo es necesario calcular
las seis funciones escalares definidas en la ecuacién en vez de las catorce que
hubieramos tenido que calcular de haber usado la base en apariencia mas natural
{PupvPp, PuDv ks - Dubups kuOpp, ... ;. Luego podemos reconstruir el vértice completo
utilizando las propiedades de simetria de las funciones escalares para obtener to-
dos los coeficientes de la estructura tensorial permutando los argumentos de las seis
funciones calculadas.

3.3. Integrales Maestras y el algoritmo de Lapor-
ta

En la seccién anterior mencionamos que el primer paso de nuestro algoritmo de
Mathematica para calcular los diagramas de Feynman que contribuyen a las co-
rrecciones a 1-loop del vértice de tres gluones es escribirlo en términos de la base
propuesta por Ball-Chiu. De esta forma podemos extraer las funciones A(p?, k2, r?),
B(p* k2, r?), C(p?, k*,r?), F(p*, k* r?), H(p* k?,7?) y S(p?, k*,1?) correspondientes
a cada diagrama. El siguiente paso del algoritmo es manipular las expresiones de
manera que las integrales sean exclusivamente sobre funciones escalares cuya depen-
dencia en el momento interno ¢ quede contenida en los denominadores de la forma q%
provenientes de los propagadores, es decir que de manera general queden expresadas

de la siguiente forma:

d’q 1 1 1
(2m)4 (¢* +mi)™ ((q + p)* +m3)" ((q — k) + m3)"s’

J(p*, k% r?) ZC(pz,kQ,TQ)/

donde J (p?, k%, r%) es una de las funciones escalares A, B, C, F', H o S, C(p?, k*,1?)
es un coeficiente que no depende de ¢, los exponentes n; son niimeros enteros y las
m; corresponden a las diferentes masas que pueden aparecer en los propagadores, es
decir
0
m; = m
M
Para lograr expresar los diagramas en términos de integrales de la forma de

J debemos explicitar la dependendencia tensorial del numerador. Para ver como
funciona, tomemos como ejemplo la siguiente integral:

Zw(p,m mz):/ &g o
AT (2m) (¢ +m?)((q +p)? +m3)
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La integral Z,,, depende de un sélo momento p y tiene dos indices de Lorentz.
Por lo tanto, su estructura tensorial debe ser de la forma

T (p, m1,ma) = Zy(p, mq, m2)0, + Lo(p, my, ma)pup..

Para determinar las integrales Z; e Z; contraemos Z,,, con d,, y p,p, obteniendo
el siguiente sistema de ecuaciones:

5;LVI;L1/ - dIl + p21-27
pupl/I/w = pQIl + p4I2-

Vemos que el analisis anterior es vélido para cualquier funciéon dependiente de un
solo impulso y con dos indices de Lorentz, y no solamente para esta eleccién particu-
lar de Z,,,. Siguiendo con este ejemplo, realizando la contraccién de Z,,,, obtenemos
las siguientes igualdades:

/ &g < = dT, + p*T.
@i (@ +m)((g+p)2+mi) P
ddq (p'Q)2 2 4

= p°1 Is.
/ el @t md)(qrpPrmd PP

El siguiente paso es relacionar los términos del numerador con los propagadores
en el denominador. Esto puede hacerse usando por ejemplo:

q2 = (q2 + m%) - m%a

1 2 2 2 1 2 2 2 2 2 2 2

B ((Q+p) —q —p ) =5 (((q—l—p) +m3) —my — (¢° +my) +mi —p )
Utilizando estas sustituciones obtenemos la siguiente expresién para la contrac-

cion 0y, Ly

ddq 1 ddq m% B ;
/ (@) (g +p)* +m3) / ) (@ ) (g + ) T

Contrayendo Z,,,, con p,p, obtenemos una ecuacion similar relacionando las integra-
les escalares Z; e Z, con integrales de la forma de [J, y resolviendo el sistema de
ecuaciones podemos expresar la integral Z,,, en términos de integrales escalares.

Este procedimiento es generalizable a integrales mas complejas. Sélo debemos
parametrizar su estructura tensorial teniendo en cuenta la cantidad de indices de
Lorentz y de momentos externos y luego contraer la expresion con cada uno de los
tipos de tensores que aparecen en la descomposicion de la integral original. De esta
manera obtenemos un sistema de ecuaciones analogo al mostrado en el ejemplo, y
resolviéndolo logramos expresar nuestra integral en la forma buscada.

El algoritmo de Mathematica implementa este procedimiento de forma automati-
ca llevando las integrales presentes en el vértice de tres gluones a la forma de 7. Sin
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embargo, en el mejor de los casos es muy dificil (y muchas veces imposible) calcular
analiticamente estas integrales de forma directa. Por esta razén nuestro enfoque con-
siste en relacionarlas con un nimero pequeno de integrales mas sencillas llamadas
Integrales Maestras. Estas son andlogas a las integrales de Passarino-Veltman [72]
pero en el espacio euclideo. Siguiendo las convenciones de normalizacién de [73], las
Integrales Maestras estan definidas de la siguiente manera:

Almy] = C’/ddqm, (3.4)
[ 1
Blpy,ma,ma] = C/d e +ma+p)2+md’ (8:5)

1
O[pl’p%mhm%mi’)] =C

d
/d @+ i+ pr)? + m3llg — po)? + 3]
El coeficiente C' estd dado por C' = 167‘(‘2(572;1, y la escala de reqularizacion pn se
relaciona con la escala de renormalizacién u a través de p? = 4we=7ji%, donde v es
la constante de Euler-Mascheroni.

Vale la pena aclarar la razén por la cual se introduce la escala de regularizacion
it. Al utilizar el método de regularizacién dimensional para el calculo de integrales
de Feynman los resultados suelen quedar expresados en términos de la funcién I' de
Riemmann. A modo de ejemplo veamos la siguiente integral:

/ diq 1 INa—d/2) 1
(

(3.6)

2m)% (q* +m?)*  (4m) 2L (ar) (m?)o-d/?
Si tomamos o = 2, en el limite en que d — 4 — 2¢ debemos desarrolar la funciéon I'
alrededor de 0. La serie de Laurent de la funcién I' alrededor de 0 esta dada por
, € 2
lg%f‘(? =--7+ O(e).

La escala de regularizacion se define de esa forma para absorber los términos
proporcionales a la constante v al realizar el desarrollo en € de las Integrales Maes-
tras.

Las Integrales Maestras A y B pueden ser resueltas analiticamente en términos
de las masas y los momentos externos en el limite d = 4 — 2¢, y sus expresiones
analiticas estan presentadas en [73]. Por otro lado, la Integral Maestra C debe ser
tratada numéricamente para cada configuracién de los momentos externos. También
es importante notar que mientras que las integrales A y B tienen una parte divergente
cuando d = 4 — 2¢, la integtral C es regular.

Para reducir nuestras integrales a Integrales Maestras utilizamos el algoritmo
FIRE5 desarrollado por A. V. Smirnov [74]. El mismo es una implementacion en
Mathematica del algoritmo de reduccién de Laporta [75].

La idea del algoritmo es utilizar relaciones obtenidas por medio de integracién
por partes [76] para reducir todas las integrales presentes en las funciones escalares
a Integrales Maestras. Mas concretamente, consideremos una familia de integrales
de Feynman dadas como funciones de n parametros enteros {ay, ..., a,}:
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ddQl dde
F(al, / / Eal Ean )

donde los denominadores E; son de la forma E; ~ ((¢; + k;)* +m
Asumiendo condiciones de borde nulas en el infinito para los campos vemos que
la integral de una derivada total es 0:

1
dq,...d° "5 — | = .
/ / qi-.-d°q ( i .E;‘;") 0, (3.7)

donde p; es uno de los momentos externos.
La ecuacion (3.7) puede expresarse como una ecuacién entre elementos de la
familia F:

D7

ZOKZ'JT"((Il + bi71, vy Ay bz,n) = 07

donde b;; € {—1,0,1} y las «; son funciones lineales de los exponentes a;. Estas
relaciones permiten expresar un elemento cualquiera de la familia de diagramas en
términos de los demas. El algoritmo consiste en generar las ecuaciones necesarias
para expresar la integral de Feynman deseada exclusivamente en términos de in-
tegrales de Feynman con exponentes iguales a 0 o 1. Para el caso correspondiente
al vértice de tres gluones en el que el nimero de términos F; es n = 3 y hay un
s6lo momento interno, ésto es equivalente a expresar al mismo en términos de las
Integrales Maestras definidas en las ecuaciones , , .

La salida del algoritmo de Mathematica es entonces cada una de las funciones
escalares para cada diagrama contribuyente al vértice de tres gluones expresada en
términos de las Integrales Maestras para una configuracién de momentos arbitraria.
Las expresiones obtenidas de esta forma son extensas y no muy esclarecedoras.
Sin embargo, ésto nos permite tanto reconstruir el vértice completo y evaluarlo en
configuraciones de momento particulares como estudiar el comportamiento de cada
una de sus componentes por separado.
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Capitulo 4

Resultados

En los capitulos anteriores presentamos el modelo de Curci-Ferrari como una
forma viable de tener acceso al régimen infrarrojo de QCD utilizando la teoria de
perturbaciones, y en el tltimo capitulo introdujimos finalmente el objeto de estudio
de esta tesis: el vértice de tres gluones. Presentamos su estructura tensorial y como es
posible parametrizarla de forma conveniente utilizando la base de Ball-Chiu, y des-
cribimos el método a través del cudl realizamos nuestros calculos: la descomposicion
en Integrales Maestras.

En este capitulo presentaremos los resultados que forman el cuerpo de esta tesis.
En primer lugar definiremos el esquema de renormalizacion utilizado en esta tesis,
el esquema Infrared Safe, y mostraremos las soluciones a la ecuacién del grupo de
renormalizacion en este esquema. Posteriormente explicaremos como se ajustan los
parametros del modelo para comparar nuestros resultados con el lattice y definiremos
las diferentes cantidades a comparar, ya que en el lattice no se trabaja directamente
con el vértice si no con funciones escalares obtenidas al contraer al mismo con
diferentes tensores. Finalmente mostraremos la comparaciéon de nuestros calculos
con simulaciones del lattice tanto en la aproximacién quenched como para la QCD
completa.

4.1. Esquema Infrared Safe

En el capitulo dos introdujimos el concepto de renormalizacién, proceso en el cual
redefinimos los campos, masas y constantes de acoplamiento de manera de absorber
las divergencias ultravioletas que aparecen en las integrales de Feynman. Menciona-
mos que para ésto es necesario imponer condiciones a las cantidades renormalizadas.
Estas condiciones fijan el esquema de renormalizacion utilizado. Si bien las cantida-
des fisicas no deberian depender del esquema de renormalizacion, dado que estamos
truncando el desarrollo perturbativo a 1-loop cierta dependencia es esperable. La
dependencia de los calculos a 1-loop respecto al esquema de renormalizacion en el
modelo de Curci-Ferrari fue estudiada por ejemplo en [5§].

En este trabajo no nos ocuparemos de eso, si no que trabajaremos exclusivamen-
te con el esquema Infrared Safe propuesto originalmente en [32]. Este estd definido
fijando la forma de los propagadores del gluén y del ghost en la escala de renormali-
zacion. Su caracteristica méas importante es el hecho de que para algunas condiciones
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iniciales no presenta un polo de Landau, si no que la constante de acoplamiento per-
manece finita en el infrarrojo. Por lo tanto podemos utilizar la ecuacién del grupo
de renormalizacion para elegir la escala p igual a p para todo rango de energia.

Antes de definir el esquema, recordemos la relacion entre las cantidades renor-
malizadas y bare relevantes. Para los campos, masas y constante de acoplamiento
tenemos:

ALt = \JZ AN =T, @=L,

9o = Zy9, mp = Zpem?. (4.1)
Al lector atento puede llamarle la atencién que no hemos incluido al campo del
quark ¥ ni a su masa M. Esto se debe a que como a nivel arbol las cantidades bare
y renormalizadas deben ser iguales, los factores de renormalizaciéon necesariamente
son de la forma Z ~ 1 + O(g?). Dado que los quarks aparecen en el vértice de tres
gluones y en los propagadores del ghost y gluén sélo dentro de loops, el efecto de
redefinir las cantidades asociadas al quark contribuiria recién a orden 2-loops, y es
por lo tanto irrelevante para nuestro calculo a 1-loop.
Para los propagadores del ghost y gluén y para el vértice de tres gluones tenemos
la siguiente relacién entre las cantidades bare y renormalizadas:

' @) = 2%, (),

Ag Ab Aa AL 0
2 2
I (p) = ZI'%, \(p),
3 3/21(3
FE‘\;%AI”,A,% (p,r) = ZA/ FEA&%A?,A;,O(p’ T). (4.2)

El esquema Infrared Safe estd definido de la siguiente manera:

Mp=p)=m*+u Jp=p =1,
72T =1, (4.3)

(2)
Ag AY
de vestidura del ghost. El esquema Infrared Safe impone entonces que la parte
longitudinal del propagador del gluén y el propagador del ghost tengan su forma
nivel arbol a la escala de renormalizacién .

La ecuacion Z,,2Z47, = 1 fue observada en primer lugar para las partes diver-
gentes en cdlculos perturbativos [77], [78], y es consecuencia de un teorema de no
renormalizacién para la masa del gluén demostrado en [79], [80], [32].

Para fijar la renormalizacién de la constante de acoplamiento utilizamos el es-
quema de Taylor [81], en el que la constante de acoplamiento es definida como el
vértice ghost-antighost-gluon cuando el momento del ghost entrante es 0. En esta
configuracion todas las contribuciones al vértice ghost-antighost-gluén de orden ma-
yor al nivel arbol se anulan. Esto se debe a que como se puede ver en la figura ,
todas las correcciones a 1-loop o mas del vértice necesariamente contienen un vértice
ghost-antighost-gluén interno conectado al ghost externo entrante al diagrama.

donde I'(p) es la parte transversal de T’ (p), y recordamos que J(p) es la funcién
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Figura 4.1: Forma genérica de los diagramas con loops del vértice
ghost-antighost-gluén. Imagen extraida de [20]

Este vértice aportard un factor multiplicativo proporcional al momento del an-
tighost saliente —igf®*s,, a cualquier diagrama de orden mayor al nivel drbol. Por
otrg lado, el propagador del gluén interno conectado a este vértice aportara un factor
%Pﬁ, (¢). Vemos entonces que en la configuracién en que el momento del ghost
externo entrante es r = 0 se cumple s = —¢q, y por lo tanto cualquier diagrama
de orden mayor al nivel arbol contribuyente al vértice ghost-antighost-gluén esta
multiplicado por un factor proporcional a unlﬁ,(q) = 0. Vemos entonces que en
esta configuracién la expresién para el vértice ghost-antighost-gluén a nivel arbol es

exacta:

(3) bea o abc
FCEA/L (0>p7 _p) - _Z.QOf Pu-
Escribiéndo la ecuacion anterior en términos de cantidades renormalizadas tene-
mos:

1 (3) bea

ZeZy
Exigir que las cantidades renormalizadas sean finitas implica que la parte di-

vergente del producto de los factores de renormalizacién presentes en la ecuacion
anterior debe anularse, es decir

(Oap7 _p) = _iZggfabCp/L‘

ZeN ZaZy =1+ g° x (finito).
Imponiendo esta relacién también a la parte finita de los factores de renormalizacion
obtenemos la ecuacién que utilizaremos para la renormalizacion de la constante de

acoplamiento:

ZeN/ZaZy = 1. (4.4)
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Las condiciones dadas por las ecuaciones (4.3) y (4.4) permiten definir todos
los factores de renormalizacion de manera consistente. La solucion del sistema de
ecuaciones a orden O(g?) es la siguiente:

1 00 m2 + /'1/2 00
L2 =1— <—22,14[Af(p = o) + —5— Ozlc%p(]? = o) |, (4.5a)
Ho Ho
1 00
Zo=1+ ?Elc%p(p = Ho), (4.5b)
0
1 00 m2 00
Zn= 1+ (S = o)+ TS = o)) (450
Ko Ho
1 1 00 m2 + 2/'1/2 00
Zy=1-75 (7221&7(? = o) + —— (0= po) ) (4.5d)
2 \ 15 Ho
(4.5¢)

donde hemos introducido las autoenergias del gluén y del ghost, definidas por
Ff;Ag (p) =p° +m* — Zaalp),

2)

(4.6)
Fcaéb (p) = p2 —Xca(p).

Para obtener los factores de renormalizacién a orden O(g?) calculamos los propa-
gadores del ghost y del gluon a 1-loop y sustituimos sus expresiones evaluadas en la
escala de renormalizacién p = g en las ecuaciones . Las expresiones completas
de los factores de renormalizacion son demasiado largas para ser mostradas aqui.
Los resultados para la parte divergente de los factores d = 4 — 2¢ son los siguientes:

3g°N
Zo=1+—"—,
+ 6472
2
g (13N — 8Nfo)
Zi=1
A + 9672 € ’
A gQ (35N — 16Nfo)
m 19272 € ’
2
g (11N — 4Nfo)
7 =1 . 4.7
g 9672 € (4.7)

Una ventaja importante del esquema IS es el hecho de que podemos relacionar
facilmente las funciones § con las dimensiones anémalas de los campos (ver las
definiciones dadas en la ecuacién (2.13)). Utilizando la ecuacién (4.4)) tenemos:

dg d 1 d
By = 1 m v Wz Go = 190 du( AZc)

KV JZ 1
Zugo( ZA—dC+Zc A>=g(%+—m),
1L dp 2

(4.8)

donde hemos utilizado ademas que la constante de acoplamiento bare no depende
de pu.
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Podemos hacer algo similar para la funcién £,,2 utilizando el teorema de no
renormalizacion para la masa del gluén ?7:

5= dm? _ gZ_lmQ _ mg dlogZ,,»
2 dlogZ4Z, 2 .
d/~L =m (fVA + ’Vc)

Las ecuaciones y forman un sistema de ecuaciones diferenciales que
es posible integrar para hallar la dependencia de la constante de acoplamiento y de
la masa del gluéon respecto a la escala . Dadas las condiciones iniciales para la m
y g a cierta escala pg es posible estudiar el flujo de ambos parametros al variar la

escala de energia. Este trabajo ha sido hecho para el modelo de Curci-Ferrari, y en
la figura se muestran resultados extraidos de [61].

30,
o5/ Landau pole
20/
~ 15 Infrared safe

10|

o 10 20 30 40

. . 2 . . .
Figura 4.2: Trayectorias de m y A = %—gﬂ para diferentes condiciones
iniciales del grupo de renormalizacion en el esquema Infrared Safe.

Las trayectorias azules no presentan un polo de Landau, mientras que

para las verdes la constante de acoplamiento diverge para pu finito.
Extraida de [61].

Vemos que como se menciond anteriormente, existen condiciones iniciales para
las cuales la teoria no presenta un polo de Landau infrarrojo.
Las ecuaciones (4.8) y (4.9) pueden ser utilizadas también para obtener expresio-

nes para las funciones z4 (4, to) v (14, to) que relacionan los vértices renormalizados
a escalas 1y po (ver ecuaciéon ) Estas se definian como

mdy! ) ,
log za(pt, po) = [ —va(g(p'), m()),

Ho H

mdy! ) p
log ze(p, o) = | —7 (g('), m(u')) .

o M
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Escribiendo v4 en términos de 8, y 3,2 tenemos:

14 d ! w d ’ 2 ’ )
log 24 (4, pto) = _M,VA = / #2 (/B . (/“L/> _ ﬁg(u/))
wo H w K\ mP() g(w)
L d m? ()

2/ i (a0~ ) =2 (108 ey o5 )

de donde obtenemos la siguiente expresion para z4:

m(11)g* (to)
zalp; o) = ———=——. (4.10)
m* (o) g* (1)
Un razonamiento andlogo permite obtener una ecuacién para z.(f, fo):
m? (o) g* (1)
Zells o) = . 4.11
(o) m?(p)g* (o) (a11)

Podemos aplicar la ecuacién del grupo de renormalizacion ([2.16]) al vértice de
tres gluones. Sustituyendo las expresiones halladas para z4 y z. tenemos:

4 6
g* (r)m" (o)
F 1% (p7r7/’l’0):—r 4 <p7r7l'[/)7 (412)
e g*(po)m®(p) "
donde I, (p, 7, 1t') es el vértice renormalizado a escala 4/, y hay un factor gg((“;)) extra

a rafz de que estamos utilizando la definicién (3.2]) para I',,,.

4.2. Ajuste de parametros

Para poder comparar nuestros resultados con las simulaciones del lattice es ne-
cesario realizar un ajuste de los parametros libres del modelo de Curci-Ferrari. En
esta seccién presentamos estos parametros y el método utilizado para ajustarlos.

Una de las ventajas del modelo de Curci-Ferrari es que cuenta con un nimero
pequeno de parametros libres. Aparte de una constante multiplicativa global que
vincula nuestro esquema de renormalizaciéon con la renormalizacion del lattice, solo
es necesario ajustar las condiciones iniciales del flujo de renormalizacion de las masa
del glu6n y del quark y de la constante de acoplamiento, es decir, los valores de m (),
M (110) v g(po) a una escala py arbitraria que nosotros fijamos a 1 GeV. Esto es valido
para comparar con simulaciones que utilicen quarks con masas degeneradas. En el
caso de que se consideraran quarks con masas diferentes seria necesario ajustar cada
una por separado o establecer una relacion a priori entre las masas de los diferentes
quarks.

Las condiciones iniciales de la constante de acoplamiento y las masas se obtienen
eligiendo el conjunto de parametros que mejor ajusten simultdneamente los pro-
pagadores del ghost y del gluén. Estos valores fueron obtenidos en [55], [58], pero
explicamos aqui el proceso por completitud.

Para cuantificar la coincidencia entre los propagadores calculados con el modelo
de Curci-Ferrari y las simulaciones del lattice definimos los errores cuadraticos de la
siguiente manera:
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2 1 L 2 L \2 L1 ?
= 2 S (o) ) ) () = Jn (90)°

donde los subindices It. y th. denotan los resultados del lattice y los cdlculos con el
modelo de Curci-Ferrari respectivamente, y N es el niimero de muestras considera-
das.

Para ajustar los parametros hay que calcular los propagadores en funcién del
momento para diferentes conjuntos de condiciones iniciales, y para cada condicion
inicial obtener un valor para x%, v x%. Este trabajo fue realizado tanto para la
aproximacién quenched [58] como para la teorfa unquenched con diferentes espectros
de quarks [55].

I 1 L
0.7
o D.E_‘
w
2 B s ;
E | = : "r.l
D..J_‘ @ Y -
\ |
L N 7
0.4} _ % ]
D.3'..|...'.|....|....| T
4 5 B 7
=4

Figura 4.3: Curvas de nivel en la aproximacién quenched para x% 4 y
2 en el esquema IS en d = 4 utilizando diferentes condiciones
iniciales gy y mg. La regién diagonal més extensa corresponde a x2% vy
la region eliptica mas pequena a x% 4. Los errores (de mds oscuro a
més claro) corresponden a 4%, 7% y 10 %. Extraida de [5§]

En la figura se muestran las curvas de nivel para x4, v x% utilizando la
aproximacién quenched y el esquema IS en d = 4. Al ver las curvas de nivel vemos
que no hay condiciones iniciales gy y mgy que produzcan el menor error posible en
ambos propagadores a la vez. Sin embargo, hay una region amplia de pardmetros
aceptables en las que ninguno de los errores supera el 10 %.

En la figura[d.4] se muestran las curvas de nivel para x4 4 v x% considerando dos
sabores de quarks con la misma masa en el esquema IS y d = 4 al variar el valor
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Figura 4.4: Curvas de nivel con Ny = 2 para x%, (izquierda) y x2%
(derecha) en el esquema IS en d = 4 utilizando diferentes condiciones
iniciales My y mg. Las curvas corresponden a errores de 8%, 10 % y

12% en el caso de x4, v 1.5%, 2% y 2.2% en el caso de xZ. Los

errores son casi insensibles al valor de M,. Extraida de [55].

inicial de las masas del quark y gluén. Es notable el hecho de que los errores son
practicamente insensibles a la condicién inicial de la masa del quark.

Los valores obtenidos para mg, My y go para el caso sin quarks y el caso con dos
sabores con masa degenerada se muestra en el cuadro 4.1

mo (GeV) | My (GeV) | go
Quenched 0.35 - 3.6
Unquenched (Ny = 2) | 0.42 0.13 4.5

Cuadro 4.1: Valores de las masas del quark y gluén (My y mg) y de la
constante de acoplamiento (gg) a la escala de renormalizacién g =1
GeV obtenidos al ajustar los propagadores con los resultados del
lattice para el caso quenched y Ny = 2.

Una vez fijados estos valores solo hace falta fijar una constante global multipli-
cativa para comparar cualquier funcién de correlacion con el lattice. Esto implica en
particular que nuestros resultados para el vértice de tres gluones son una predicciéon
pura del modelo, ya que no utilizamos ningin ajuste extra para compararlo con el
lattice.

La constante multiplicativa global que es necesario ajustar proviene del hecho de
que la normalizacion de nuestras funciones de correlacion renormalizadas no coincide
con la utilizada en el lattice. Para fijarla minimizamos el error cuadratico entre una
cantidad dada calculada con el modelo y los resultados correspondientes del lattice.

Supongamos que queremos comparar nuestros célculos para una cantidad y con
simulaciones numéricas, y llamemos C a la constante multiplicativa que deseamos
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ajustar. Ajustaremos el valor de C de manera que minimice la siguiente cantidad:

Z (Cyth.,i - ylt.,i)2
N )

donde nuevamente los subindices [t. y th. denotan los resultados del lattice y los
célculos con el modelo de Curci-Ferrari respectivamente, y N es el nimero de mues-
tras consideradas.

Derivando la expresion anterior respecto de C e igualando su derivada a cero
para hallar el minimo, obtenemos una expresion para el valor de C que minimiza la
diferencia entre el lattice y nuestros calculos:

i

0 - il (4.14)

Zi thhz
Dado que el valor de esta constante esta vinculado a diferencias entre nuestra nor-
malizacion y la normalizacion del lattice, ésta deberd ser hallado para cada juego de
simulaciones, ya que la normalizacion del lattice depende de parametros utilizandos
en la simulacion tales como el paso de la red o su volumen.

4.3. Comparacion con el lattice

Como mencionamos anteriormente, la salida de nuestro algoritmo de Mathema-
tica es una expresion para las funciones escalares que contribuyen al vértice para
una configuracion arbitraria de momentos. Sin embargo, para realizar simulaciones
en el lattice es necesario escoger alguna configuracion particular para los impulsos
de las particulas externas.

Por otro lado, en el lattice no se simula el vértice completo si no que se construyen
cantidades escalares a partir del mismo contrayéndolo con diferentes tensores. Esto
se debe simplemente al hecho de que las cantidades escalares son mas manejables
numéricamente que el tensor I',,, completo. Las funciones escalares utilizadas en el
lattice varian, y por lo general es necesario construir la funcién escalar correspon-
diente para cada simulacién a partir de nuestro resultado para vértice completo.

En esta seccién presentaremos las configuraciones de los impulsos externos utili-
zadas en las simulaciones con las que comparamos nuestros resultados y las diferentes
funciones escalares que en ellas se emplean.

En esta tesis comparamos nuestros resultados con datos del lattice provenientes
de [82] para la aproximacién quenched y de [83] para la teoria con quarks. Estas son
hasta donde sabemos los resultados del lattice para el vértice de tres gluones més
recientes.

Las configuraciones de los momentos externos utilizadas en [82] son denominadas
configuracion simétrica y configuracion asimétrica. En la configuracién simétrica
los tres gluones entrantes tienen momentos de igual médulo, y por lo tanto esta

caracterizada por
2_ .2 _ .2 __ 2
P =pP2=DP3=0P" y (4.15)
P1-P2=DP1"P3=P2°P3 = —5-
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En la configuracién asimétrica el impulso de uno de los gluones externos es nulo, y

esta dada por

=0,

b (4.16)
b2 = —p3s =P.

La configuracién de los impulsos externos utilizada en [83] es denominada con-
figuracion ortogonal, y se caracteriza por tener dos momentos externos ortogonales
entre si:

p1-p2 =0,
Pt =p3 =p*, (4.17)
i =2p*.

Las funciones escalares definidas en [82] para la configuracién simétrica se obtie-
nen parametrizando la funcién de correlacién de tres gluones en esta configuracion
de la siguiente manera:

<AZ(Z71)AI;(P2)A,C)(P3)> = fabc (Tsym(pQ))\Zf;(plapzapz) + Ssym(pZ))\iyp(p17p27p3)) )

donde los tensores A!J¢¢(p1, p2, p3) ¥ )\Ii,p(pl, P2, p3) se definen como

NI (py, p,ps) = D), (1, D2, 3) P, (1) Pt (p2) P (p3),

b1 — P2 (pZ_pg) P3 — D1y
Aiup(plap%p?)) - ( )p p2 M( ) :

y FL% p, (p1, 2, p3) es la estructura tensorial del vértice de tres gluones a nivel arbol:

F,(S)V/p/ (1, P2, P3) = 8 (P1 — P2)p + Oup(P2 — P3)u + Opu(P3 — P1)p-

Utilizando la definicién de la ecuacién (3.2) para I',,, v la relacion entre las
funciones de correlaciéon conexas y 1-PI tenemos:

Tsym(pQ) tree Ssym(pQ) S
9T o (P1, P2, 03) = WA’”” (1, p2,p3) + W&Vp(pl,pz,ps) (4.18)

= gr?m<p2))\ff;§<plap27p3) + grgym(pQ))\il/P(plap%pii)v (419)

donde D(p?) es la funcién de vestidura del gluén y hemos definido las funciones
escalares gI'7/" (p?) y gTd™ (p?).
Enfocandonos en el factor con la estructura tensorial del vértice a nivel arbol
tenemos
T (p*) = g™ (0°) D2 (p?).

La funcién 7™ (p?) puede ser proyectada a partir del vértice a través de

sym r vp\P1, P2, P3 w vpo\P1, P2, P3
Fy (p2): MP( ) up(l )

, 4.20
T Wuyp(plyp27p3)Wuup(plap27p3) ( )

68



con

ree 1
Wuup(plap%p?)) = /\fu/p (p17p27p3) + 5)‘iup(pl7p27p3)‘

En la configuracion asimétrica se definen cantidades analogas con la salvedad
de que el tensor )xiup(pl,pQ,pg) es completamente longitudinal al ser evaluado en
esta configuracion, y por lo tanto no contribuye a las funciones de correlacién al ser
contraido con los propagadores de los gluones externos. Las cantidades T%¥™(p?) y

g3 (p?) se definen por:

gr%sym(pz) _ I:ul/p(oapv _p)y\fuup«)apa _p) : (4'21)
W,uzxp(oapa _p)W,ul/p(O7p7 _p)
T (p?) = g™ (p*) D*(p*) D(0), (4.22)

con

Wip(0,, =p) = X5 (0,p, D).

Las simulaciones de [82] dan los resultados del lattice para las funciones 795%™ (p?),
T (p?), gL (%) y 9T (0).

La funcién escalar utilizada en las simulaciones de [83] es més sencilla, y consiste
en la contraccion de las patas externas del vértice con proyectores transversales y la
estructura tensorial del vértice a nivel arbol, normalizada por la misma expresion a
nivel arbol. Llaméndola G; para ser consistentes con la notacién de [83] tenemos:

[(r — k),0as + permutaciones ciclicas| Py, (p) Pa,, (k) Psy ()T o (p, k1)

Gl (p7 ka T) -
[(r = k)\0ap + P-C.]PL(p) Pay, () PL(r)[(r — k) o0 + poc]
(4.23)
Para cada una de las funciones escalares Gy (p?), TV (p?), T*V™(p?), U7 (p?)

y gI'7™(p?) podemos proceder como en la ecuacién (2.16|) y calcular los factores z

que relacionan a las funciones renormalizadas a diferentes escalas. De esta forma
podemos mejorar nuestro calculo a 1-loop teniendo en cuenta los efectos del grupo
de renormalizacion.

4.4. Resultados en la aproximacién quenched

En esta seccién presentamos los resultados obtenidos para las funciones 7Y™ (p?)
y gL (p?) en la configuracién asimétrica y TV (p?) y gI'™(p?) en la configura-
cion simétrica en la teoria sin quarks. Los calculos estan hechos teniendo en cuenta
el flujo de renormalizacion de la constante de acoplamiento y la masa del gluén y
los factores de escala que surgen de la ecuacion del grupo de renormalizacién, y las
condiciones iniciales del flujo se dan a la escala de renormalizacién pg = 1GeV. Sus
valores pueden verse en el cuadro . Los datos del lattie con los que comparamos
nuestros resultados para el vértice de tres gluones estdn publicados en [82].

En la figura 4.5 mostramos los resultados para las funciones gI';"*™ y T%%™ en la
configuracién asimétrica (con un impulso nulo, y en la figura los resultados para
g™ y T5Y™ en la configuracién simétrica (los tres impulsos de la misma magnitud).
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Figura 4.5: Funciones escalares ¢gI'7"™ (arriba) y 7%¥™ (abajo) en
funcién del momento en la configuracién asimétrica (un impulso nulo)
en la aproximacién quenched. Los puntos son datos del lattice de [82].

La linea roja corresponde a nuestro calculo a 1-loop.
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Figura 4.6: Funciones escalares gI'"™ (arriba) y T%™ (abajo) en
funcién del momento en la configuracién simétrica (todos los impulsos
iguales) en la aproximacién quenched. Los puntos son datos del
lattice de [82]. La linea roja corresponde a nuestro calculo a 1-loop.
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En todos los casos la concordancia entre el calculo tedrico y las simulaciones del
lattice es impactante, aiin mas si consideramos que los pardametros del modelo no
fueron ajustados para el vértice de tres gluones si no para los propagadores del ghost
y del gluén. El ajuste no es sélo cualitativo, si no que los resultados obtenidos con
el modelo de Curci-Ferrari se mantienen siempre dentro de las barras de error de
los datos del lattice. En la zona en la que las barras de error de los datos del lattice
es pequena la coincidencia es impecable, sélo desviandose un poco en el infrarrojo
profundo donde las barras de error del lattice son grandes, ya que ahi comienzan a
pesar los efectos provocados por el volumen finito de la red. Vale la pena mencionar
que los datos del lattice para las funciones T*¥" y T*¥"™ no cuentan con barras de
error, y por eso éstas no estan en las figuras.

Una caracteristica destacable de nuestros calculos es que en todos los casos las
funciones escalares se vuelven negativas en el infrarrojo. Esta es una caracteristica
del vértice de tres gluones que ha sido reportada en numerosas simulaciones del
lattice [82], [85] y en estudios realizados con las ecuaciones de Schwinger-Dyson
[62],[84]. Utilizando el modelo de Curci-Ferrari es muy sencillo interpretar el cambio
de signo del vértice de tres gluones: la adicién de una masa para los gluones implica
que para momentos menores a la masa del gluon las correcciones al vértice que
contengan gluones virtuales estaran suprimidas por potencias de # En este régimen
la contribuciéon dominante al vértice es la del loop de ghosts, ya que éstos no tienen
masa y por lo tanto su contribucién presenta una singularidad cuando el momento
va a 0. Dado que por cada loop de fermiones debemos agregar un factor (-1) al
diagrama, la contribucion del loop de ghosts es negativa, y al ser la dominante
explica el cambio de signo del vértice a impulsos bajos.

4.5. Resultados con quarks dinamicos

Ahora presentamos nuestros resultados para la funcién escalar G4 (p?) en la confi-
guracién ortogonal, (con dos impulsos ortogonales entre sf) incluyendo los efectos de
la dindmica de los quarks. Si bien nuestros calculos fueron hechos para un nimero
cualquiera de sabores de quarks con masas arbitrarias, utilizamos dos sabores de
quarks con igual masa para comparar con las simulaciénes del lattice publicadas en
[83].

Los resultados para la funcién G (p?) se muestran en la figura . Vemos que en
este caso la coincidencia entre los calculos realizados con el modelo de Curci-Ferrari
y las simulaciones del lattice sigue siendo muy buena en el infrarrojo, pero empeora
significativamente en el ultravioleta.

Este hecho es llamativo: el modelo de Curci-Ferrari deberia dar los mismos resul-
tados que la QCD estandar para impulsos mucho mayores que la masa del gluén, por
lo que no esperariamos sorpresas en el limite ultravioleta de la teoria. Sin embargo,
observamos que la escala a la que nuestros cdlculos comienzan a separarse del resul-
tado de las simulaciones es de aproximadamente 2.5 GeV. Esta escala es del orden
del inverso del paso de la red utilizado en la mayoria de las simulaciones numéricas,
y por lo tanto los resultados del lattice a partir de esta escala suelen padecer de
defectos generados por la naturaleza discreta de la red hipercibica. En particular, a
estas escalas los resultados son sensibles al hecho de que la red rompe la invariancia
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Figura 4.7: Funcién escalar GG; en funcién del momento para dos
impulsos externos ortogonales (configuraciéon ortogonal) y dos sabores
de quarks degenerados en masa (N; = 2). Los puntos corresponden a
datos del lattice de [83]. La linea roja corresponde a nuestro célculo a

1-loop.

de Lorentz de la teoria, y estos efectos son dificiles de mantener bajo control. Vale
la pena observar que en las figuras y los datos del lattice terminan a escalas
de energia mucho menores que 2.5 GeV.

Sospechando que esta era la razén por la que nuestros resulados no coincidian
con el lattice a altas energias nos comunicamos con los autores de [83], los cuales
confirmaron que los resultados eran preliminares y que si bien eran confiables en el
infrarrojo, existia la posibilidad de que sufrieran de errores de discretizacion en el
ultravioleta.

Para confirmar este hecho estudiamos el limite ultravioleta de la funcién Gy (p?).
Para esto notemos que utilizando la ecuacién del grupo de renormalizacion, la fun-
cién G renormalizada a una escala py se vincula con la funcién G; renormalizada
a escala u a través de

9(10)G1(p, 110) = g ()2 (s 110) G (p ).

Utilizando la solucién para z4 en el esquema IS y fijando 1 = p tenemos

g*(p)m® (o)
9*(1o)m®(p)

Dado que G se define normalizando el vértice I',,, con su expresiéon a nivel
arbol, ésta es de la forma

G1(p, o) = Gi(p,p). (4.24)

Gi(p,p) = 1+ O(g).

La constante de acoplamiento tiende a 0 en el ultravioleta, y por lo tanto en ese
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limite G (p, p) ~ 1y el comportamiento de G1(p, ) estd dominado por el factor

9() -3 _ g ()m°(po)

9(po) ™ g*(uo)mS(p)
Para estudiar su limite ultravioleta podemos integrar las funciones 3, y 3,2 en
ese limite y obtener expresiones analiticas para g(p) y m(p) cuando p > m. El limite

ultravioleta de las funciones § del modelo de Curci-Ferrari en presencia de quarks
es

(11N — AN;Ty) 4

fo = = 4872 7
35N — 16N /T
ﬁm2 — _( 967T2 f f)g2m2’ (425)

donde las hemos dejado expresadas en el caso més general de un ntimero arbitrario
de sabores Ny y el grupo SU(N).
Integrando la ecuacién para (3, entre po and p tenemos:

2
2 _ g (Mo)
) = 2 Cg o) log(Z) + 1
donde
O (11N — 4N/Ty)

4872
Si sustituimos este resultado en la ecuacién para 3,2 podemos integrarla para
obtener:

m2( ) _ mz(y’o) ’

(2Cg2(uo) log () + 1)1

con

35N — 16N,T)
9672 '
En el limite ultravioleta (i.e. 1 >> po), log(:f-) + 1 ~ log(£-), y tenemos:

P

4 4
9" (1) 9" (ko) 2 H 3K _9
~ (2Cg" (o) log(-—)) ¢
mS(u)  m®(po) o
Sustituyendo en la ecuacion (4.24]), usando las definiciones para K y C' fijando

1 = p obtenemos el resultado buscado:

17N716Nfo

p 44N—16Nfo
lim G1(p, po) o log (—) . (4.26)
p—oo Ho
En el caso que estamos estudiando tenemos N = 3, Ny = 2y Ty = % El

35
comportamiento ultravioleta de GG es entonces log (%) 116, el cual es compatible
con nuestros resultados.
En conclusion, el calculo a 1-loop para el vértice de tres gluones incluyendo
quarks dinamicos coincide con el lattice en su region de validez, y coincide con la
prediccion del grupo de renormalizacion a altas energias.

74



Capitulo 5

Conclusiones

En esta tesis hemos utilizado el modelo de Curci-Ferrari en el gauge de Landau
[31] para realizar el calculo a 1-loop del vértice de tres gluones. El modelo de Curci-
Ferrari en el gauge de Landau consiste en la adiciéon de un término de masa para el
gluon al lagrangiano fijado gauge de Faddeev-Popov.

A nivel fenomenolégico, el modelo estd motivado por el comportamiento de la
constante de acoplamiento y del propagador del gluén a bajas energias observado
en simulaciones hechas en el lattice. En las mismas se observa que a diferencia
de la prediccion que surge de hacer cdlculos perturbativos con el lagrangiano de
Faddeev-Popov, la constante de acoplamiento no diverge en el infrarrojo si no que
se mantiene en valores moderados [30]. Los resultados del lattice también muestran
que el propagador del gluén no diverge cuando el momento va a cero, como cabria
esperar de una particula sin masa. En cambio, el mismo satura en el infrarrojo en un
valor finito, mostrando el comportamiento tipico de una particula masiva [37-40].

Por otro lado, es sabido que el procedimiento de Faddeev-Popov no estd justifica-
do en el infrarrojo [26], 27]. Esto se debe a que un paso clave del mismo es asumir que
la condicién de gauge es satisfecha inicamente por una configuracion de los campos.
Sin embargo, en el infrarrojo esto no es cierto, y existen muchas configuraciones
llamadas copias de Gribov que satisfacen la condicién de gauge. Por este motivo no
existen garantias de que el lagrangiano de Faddeev-Popov sea el lagrangiano fijado
gauge correcto para describir el régimen infrarrojo de la Cromodindmica Cuéantica.

Estas razones llevaron a proponer al modelo de Curci-Ferrari [30] como alterna-
tiva para el estudio de la QCD a bajas energias, ya que el término de masa del gluén
permite reproducir los resultados del lattice para el propagador y ademas regulariza
la teoria en el infrarrojo, volviendo posible definir esquemas de renormalizacién en
los que la constante de acoplamiento permanece finita para todo rango de energia
[32]. Esto permite utilizar la teorfa de perturbaciones en el régimen infrarrojo, que
hasta el momento era considerado no perturbativo. Si bien atin no se puede explicar
desde primeros principios el origen del término de masa para el gluén, se ha pro-
puesto que el mismo es una forma de tomar en cuenta los efectos de las copias de
Gribov, y que de utilizarse un procedimiento de fijacion de gauge bien definido se
obtendria un término de estas caracteristicas en el lagrangiano [41], 42].

El modelo ha sido utilizado para el calculo de los propagadores del quark, gluén y
ghost a 1-loop en [55)]. Este resultado fue extendido a 2-loops para los propagadores
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del ghost y gluén en [56]. También se han calculado las correcciones a 1-loop el vértice
quark-antiquark-gluén [57] y de los vértices ghost-antighost-gluén y tres gluones sin
considerar la dindmica de los quarks [58]. En todos los casos la concordancia entre los
calculos realizados con el modelo y las simulaciones del lattice ha sido muy buena.

El objetivo de esta tesis fue continuar con la validaciéon del modelo extendiendo
el calculo realizado en [58] para el vértice de tres gluones en la teorfa de Yang-Mills
a la teorfa incluyendo quarks dinamicos. También estudiamos nuevamente la teoria
sin quarks ya que las simulaciones del lattice para el vértice de tres gluones han
mejorado mucho en los ultimos anos, y las barras de error de hoy en dia permiten
apreciar su comportamiento infrarrojo, mientras que ésto no era el caso al momento
de la publicacién de [5§]. Esta cantidad es de particular interés debido a que su
estructura tensorial es mas diversa que la de los propagadores y depende de dos
momentos independientes, pudiendo asi ser comparada en varias configuraciones
cinematicas.

Efectuamos nuestros célculos en dimensién d para el caso més general del grupo
SU(N) y un nimero cualquiera de sabores de quarks Ny para una configuracion arbi-
traria de impulsos. Parametrizamos el vértice utilizando la descomposicién tensorial
de Ball-Chiu [69] y obtuvimos expresiones analiticas para cada una de las funciones
escalares asociadas a las diferentes estructuras tensoriales del mismo. Realizamos el
célculo de las integrales de Feynman reduciéndolas a Integrales Maestras [72), [73]
por medio de la implementaciéon FIRES del algoritmo de reduccién de Laporta en
Mathematica [74], [75]. Renormalizamos el vértice por medio de factores de renorma-
lizacion para los campos, masas y constante de acoplamiento utilizando el esquema
de renormalizacién Infrared Safe propuesto en [32].

Los tnicos parametros libres que es necesario ajustar para comparar los calculos
realizados con el modelo de Curci-Ferrari con simulaciones del lattice son las con-
diciones iniciales del flujo de renormalizaciéon para la constante de acoplamiento, la
masa del gluon y la masa del quark. Los valores elegidos son aquellos que mejor
ajustan simultaneamente los cédlculos para los propagadores del ghost y del gluén
con los resultados del lattice para los mismos. Esto significa que (a menos de una
constante multiplicativa) no es necesario ajustar ningin parametro extra para el
vértice de tres gluones, y el calculo realizado es una prediccién pura del modelo de
Curci-Ferrari.

Comparamos nuestros resultados con datos del lattice para d = 4 y el grupo
SU(3) provenientes de [82] para la teorfa de Yang-Mills y de [83] para la teoria
unquenched con Ny = 2. Utilizamos tres configuraciones de impulsos particulares:
una con los tres impulsos externos de igual médulo, una con un impulso externo nulo
y una con dos impulsos ortogonales entre si. A la hora de realizar la comparacién
tuvimos en cuenta los efectos del Grupo de Renormalizacion sobre la constante de
acoplamiento, la masa del gluén y el vértice renormalizado.

En todos los casos obtuvimos una coincidencia muy buena entre nuestros resul-
tados a 1-loop y el lattice en el régimen infrarrojo, respaldando nuevamente a la idea
de que el modelo de Curci-Ferrari permite una descripcion perturbativa de la QCD
en este régimen. La tnica desviacion significativa encontrada entre nuestros calculos
y el lattice fue para los datos de [83] a energias mayores a 2,5 GeV. Utilizando la
ecuacion del Grupo de Renormalizacién argumentamos que el limite UV del vértice
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coincide con nuestros resultados, y la explicacién mas probable a esta diferencia con
el lattice se debe a errores de discretizacién en los resultados de [83].

Nuestros resultados también reproducen el cambio de signo en el vértice de tres
gluones en el infrarrojo profundo reportado en numerosos estudios del lattice [82],
[84], 85]. El modelo de Curci-Ferrari ofrece una explicacién sencilla a este fendmeno,
estando causado por la divergencia del diagrama con un loop de ghosts cuando ¢ — 0

Los resultados de esta tesis son una nueva contribucién a la validacién del modelo
de Curci-Ferrari como un método para acceder al régimen infrarrojo de la Cromo-
dindmica Cudantica de forma perturbativa y sin agregar campos extra ni modificar
las reglas de Feynman del lagrangiano de Faddeev-Popov a menos de la masa en
el propagador del gluén. Esto permite realizar de manera relativamente sencilla
calculos que resultan intratables por otros métodos. Concluimos que el modelo de
Curci-Ferrari tiene mucho potencial para estudiar la Cromodinamica Cuantica a ba-
jas energias, y confiamos que en el futuro serd utilizado para el cdlculo de cantidades
méas complejas. Por otro lado, explicar el origen de la masa del gluén desde primeros
principios y la definicién del espacio fisico correcto para el modelo contintian siendo
preguntas abiertas. Encontrar sus respuestas podria arrojar luz sobre la naturaleza
de la QCD en el régimen infrarrojo.
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