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RESUMEN

Dada una muestra (Xi,Y)), (X2, Ys), ..., (X,,Y,) iid. de (X,Y), cuando te-
nemos un test de hipétesis de la forma: Hy : X e Y son independientes estamos
ante los llamados test de independencia. En esta tesis se presenta una nueva
prueba de independencia entre dos elementos aleatorios X e Y que toman va-
lores en espacios métricos. La prueba se basa en porcentajes de recurrencias
obtenidos a partir de la distancia entre puntos de cada muestra. Se obtiene
la distribucién asintotica del estadistico bajo la hipoétesis nula y se demuestra
que la misma tiene un sesgo bajo alternativas contiguas. Se prueba también la
consistencia de la prueba para una amplia clase de alternativas, que incluyen el
caso particular en el que (X,Y’) siguen una distribucién normal multivariada.
La performance de la prueba, medida a través de la comparacién de la poten-
cia respecto de varias alternativas muestra muy buenos resultados, mostrando
una mejora con respecto a otras pruebas en muchos casos para diferentes di-
mensiones. Finalmente se aplica el test a datos reales de tipo metereolégico
y econémico. Como se verd, se detecta muy claramente la dependencia entre

todas las series consideradas.

Palabras claves:
Test de Independencia, Tasa de recurrencia, Series de tiempo, Graficos de

recurrencia.
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ABSTRACT

When we have a hypothesis test of the form: Hy : X and Y are indepen-
dent, we are faced with the so-called independence test. This thesis presents a
new test of independence between two random elements found in metric spa-
ces. The test is based on recurrence percentages obtained from the distance
between points of each sample. The asymptotic distribution of the statistic is
obtained and it is show that the distribution of the test statistic under conti-
guous alternatives has a bias. The consistency of the test is also tested for a
wide class of alternatives, including the particular case in which (X, Y") follows
a multivariate normal distribution. The performance of the test, measured th-
rough the comparison of the power with respect to several alternatives, shows
very good results, showing an improvement with respect to other tests in many
cases for different dimensions. Finally, the test is applied to real meteorological
and economic data. As seen, is detected the dependence between all the series

considered.

Keywords:

Independence tests, Recurrence rates, Time series, Recurrence Plot.
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Capitulo 1

Introduccion y motivaciones

1.1. Interés y participacion en la Tesis

Mi interés en la realizacion del presente trabajo de tesis para la maestria
de Ingenieria Matematica tiene como antecedentes mi investigacién en la tesis
de la maestria de Economia de la Facultad de Ciencias Econémicas y Adminis-
tracién bajo la direccién del Dr. Roberto Markarian y el Dr. Martin Puchet.

En dicha tesis de economia me interesé profundizar en las herramientas
de analisis de recurrencia para el estudio de la dinamica de indices de precios
bursatiles. Se traté de un trabajo de aplicacion de métodos numéricos compu-
tacionales donde no se desarrolla una teoria ni econémica ni matemaética, pero
se innovo en la aplicacion de dichas técnicas en la Facultad de Economia.

Para dicho trabajo conté con la orientacion del Dr. Markarian y el Dr.
Kalemkerian fue parte del tribunal de la tesis.

Mi interés en profundizar en la aplicacion de estas técnicas matematicas en
el andlisis econémico me llevé a realizar la maestria de Ingenieria Matematica
bajo la orientacién del Dr. Kalemkerian y del Dr. Markarian como cotutores.

Mi primer interés era desarrollar una prueba de hipdtesis que permita de-
terminar cuando un sistema dinamico “causa” o “conduce”. Si bien el estudio
de causalidad lo entendemos posible, en la tesis de Ingenieria matematica se
estudia el concepto de independencia.

Con la ayuda fundamental del Dr. Kalemkerian se ha logrado desarrollar
fundamentos tedricos matematicos a las técnicas numéricas del analisis de recu-
rrencia y ha sido posible desarrollar una prueba de Hipétesis de Independencia.

Junto al Dr. Kalemkerian se han realizado tres trabajos cuya sistematiza-



cion se plasman en esta tesis. En dichos trabajos y en la tesis mi participacion
ha sido primeramente en el planteo de la tematica y propuesta de analisis en
base al célculo de probabilidad condicionada de recurrencia para el estudio o
determinacién de si un sistema A es independiente o no de un sistema B.

La programacion en R y el desarrollo teérico matematico de las técnicas de
recurrencia son de autoria del Dr. Kalemkerian. Ademas de redactar conjun-
tamente los tres trabajos indicados, me puse al dia en el uso de estas técnicas
y en la obtencion de varios resultados por medio de calculos en el software R.
Mi aporte principal en esta parte del trabajo fue la de aplicacion mediante su
instrumentacion. En ese sentido trabajé en el terreno explorativo de la perfor-
mance del test, calculando algunos de los valores de las tablas que incluyen
potencias bajo ciertas alternativas, lo que redundé en que se hicieron muchos
otros calculos de potencias que no aparecen en las publicaciones ni en esta tesis
pero que fueron parte fundamental en el proceso de elaboracion de las tablas

finales.

1.2. Introducciéon

Detectar la dependencia entre datos es una tarea fundamental en el anélisis
cientifico de muchos sistemas complejos e irregulares cualquiera sea su indole:
econémico, fisico, etc. Dada una muestra (X;,Y7),(Xs,Y2), ..., (X, Y,) iid.
de (X,Y), donde X € Sy e Y € Sy, siendo Sx y Sy espacios métricos
cualesquiera. Cuando tenemos un test de hipotesis de la forma: Hy : X e
Y son independientes estamos ante los llamados test de independencia. Los
test de independencia han sido desarrollados en primer lugar para el caso
Sx = Sy = R en los pioneros trabajos de Galton primero [10] y luego Pearson
[24] (el famoso test de correlacién, muy utilizado hasta nuestros dias).

Existe una amplia coleccién de test no paramétricos [7]. Uno de los més
destacados fue desarrollado por Wald y Wolfowitz [29] y se basa en la ocu-
rrencia repetida del mismo valor o categoria de una variable como el signo.
Mas recientemente, Heller et al. [14] proponen un test que esta basado en las
distancias entre los elementos que componen la muestra de X y las de los
correspondientes elementos que componen la muestra de Y.

Estas ideas de distancias entre los elementos de una muestra se introducen
en la metodologia de analisis de recurrencia que es la base de esta tesis. El

analisis de recurrencia se puede realizar para las muestras X e Y de forma



separada (andlisis univariado) o para las dos muestras en conjunto (andlisis

bivariado).

1.3. Analisis de recurrencia univariado

1.3.1. Grafico de Recurrencia

Eckman et al. (1987) [8] incorporaron estas ideas en una herramienta cua-
litativa denominada gréfico de recurrencia RP. La intencién original fue pro-
porcionar una herramienta que permitiera brindar informacion sobre sistemas
dinamicos de alta dimensién, cuyas trayectorias en espacios de fase son muy
dificiles de visualizar. Un RP permite investigar la trayectoria de un espacio
de fase m-dimensional a través de una representacién de sus recurrencias en
dos dimensiones.

El RP representa los tiempos en que los estados x; en un espacio de fase
recurren. Se estudian las trayectorias en el espacio de fases o en una adecuada
reconstrucciéon de la dindmica subyacente a dichos espacios [22] proporcio-
nando pistas importantes sobre las caracteristicas de los sistemas en que se
desarrollan.

La reconstruccién del espacio de fase es el punto inicial para la construccion
del grafico de recurrencia.

La observacién de un proceso real por lo general no brinda todas las varia-
bles de estado posibles. A veces no se conocen todas las variables de estado o
no todas pueden ser medidas. Muy a menudo solo esta disponible una obser-
vaciéon u(t). Dado que las mediciones resultan en series de tiempo discretas,
las observaciones seran escritas u;, donde ¢ = ¢ At. Variables con subindices

seran medidas en tiempo discreto (Por ejemplo, x;, R;;, mientras que entre

i
paréntesis ¢t denota variables en tiempo continuo (Por ejemplo, z(t), R(t1,t2)).

La unién entre los elementos del sistema implica que cada componente
individual contiene informacion esencial sobre la dinamica de todo el sistema.
Por lo tanto una trayectoria del espacio de estado equivalente, que preserva
las estructuras topoldgicas del espacio de fases original puede ser reconstruida
utilizando solo una observacién o serie de tiempo, respectivamente. Un método
utilizado frecuentemente para la reconstruccién de tal trayectoria z(t) es el
método de los retardos: z; = (u;, Ujyr, .-, ui+(m_1)T)T, donde m es la dimension

de incrustacién y 7 es el retardo temporal. La preservacion de las estructuras



topoldgicas de la trayectoria original estan garantizadas si m > 2d + 1, donde

d es la dimension del atractor [22].
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Figura 1.1: (a) Segmento de trayectoria espacio de fases sistema Lorenz (b) Gréafico
de recurrencia de (a)

Por ejemplo podemos considerar un segmento de la trayectoria en el espacio
de fases del sistema dinamico de Lorenz cuya representacién grafica se presenta

en la Figura 1.1 y cuyas ecuaciones mostramos a continuacion:

t=—0(x—vy),
Yy=—xz+rz—1y,

Z=uxy — bz.

Tomando los valores de los pardmetros r = 28, 0 = 10 y b = 8/3 obtenemos
la representacion de la Figura 1.1 parte a). La parte b) de esta figura es el RP
correspondiente a este sistema calculado para un radio e = 5. Un punto de la
trayectoria en j que cae en la cercania (circulo gris en parte a) de un punto
dado i es considerado un punto recurrente (punto negro en la trayectoria de
la parte a). Esto se marca en la Figura con un punto negro en el RP en la
ubicacion (4, j). Un punto que no esté en la cercania (circulo pequetio en parte

a) produce un punto blanco en el RP.



1.3.2. Medidas de recurrencias

A comienzos de 1990s Zbilut y Webber introducen definiciones y procedi-
mientos para cuantificar estructuras en RP [32]. Ellos definen un conjunto de
variables de recurrencia que constituyen medidas de complejidad basadas en
estructuras de lineas diagonales en RP y acunaron el nombre de analisis de
cuantificacién de recurrencias (recurrence quantification analysis, RQA ).

En el libro [30] se hace un compendio de la teoria y aplicaciones del RQA.
El primer trabajo, Mathematical and Computational Foundations of Recurren-
ce Quantifications, escrito por los responsables de la recopilacion incluye una
puesta al dia de esas técnicas. En esta introduccion seguimos las lineas de esa

exposicion.

La recurrencia de un estado en el momento ¢ en un momento diferente j se
representa dentro de una matriz cuadrada bidimensional R con puntos, donde

ambos ejes son ejes de tiempo [22]:

RZ;@ =H <€i - ||‘T1 - ’7‘;]”) ) T; € Rm’ Za] = 177/7 (11)

donde n es el nimero de estados considerados z;; €; es un umbral de distancia,
|| - || una norma, y H (-) la funcién de Heaviside.

La funcién anterior define por lo tanto una matriz simétrica formada por
unos y ceros de acuerdo a si se supera o no el umbral de distancia definido.
Lo importante de esta matriz es que tiene su equivalente en el grafico donde
cada valor uno de la matriz le va a corresponder un punto en el RP como por
ejemplo observamos en la Figura 1.1 (b). Es a partir de los diferentes patrones
de puntos es que se logra caracterizar las trayectorias temporales.

Dadoque R;; =1 (i = 1...n) por definicién, el RP tiene una linea diagonal
principal negra, llamada la linea de identidad, con un angulo 7 /4. Debe notarse
que un punto de recurrencia aislado (i,7) no contiene ninguna informacién
sobre los estados actuales en momento ¢ y 7. Sin embargo, del total de puntos
recurrentes es posible reconstruir la trayectoria del espacio de fase (ver pagina
7, [30]).

En la practica no es 1til y casi es imposible encontrar recurrencias com-
pletas. Por lo tanto, una recurrencia es definida cuando un estado z; esta lo
suficientemente cercano a x;. Esto significa que aquellos estados z; que caen

en un entorno m-dimensional de tamano &; centrado en x; son recurrentes.



Estos z; se denominan puntos recurrentes. En la Ec. (1.1), esto es expresado
por medio de la funcién de Heaviside y su argumento ¢;.

En la definicién inicial de los RP, el entorno es una bola, es decir, se utiliza
la norma Ly y el radio es elegido de forma de contener un nimero fijo de estados
cercanos z; [22]. Con este entorno, el radio ¢; cambia para cada z; (i =1...n)
y puede ocurrir que R; ; # R;; porque el entorno de x; no tiene que ser similar
al del z;. Esta propiedad origina un RP asimétrico, pero todas las columnas
del RP tienen la misma densidad de recurrencias. Sin embargo, el entorno mas
utilizado es con un radio fijo €; = ¢, Vi. Un radio fijo asegura que R;; = R;;,
es decir, un RP simétrico.

El umbral de recurrencia € es un parametro crucial en el analisis del RP.
A pesar de que varios trabajos han contribuido a esta discusién (ver pagina
8, [30]), atin se necesita un estudio general y sistemdtico para la seleccion del
umbral de recurrencia.

La primer variable en RQA es definida en 1994 en el trabajo [31] y es

denominada porcentaje de recurrencia (REC) o tasa de recurrencia (RR)

n

1
RR(e,n) = > R (1.2)

n
i#)=1

RR calcula el porcentaje de puntos negros sobre el total de puntos en el RP
excluyendo la linea diagonal principal (LOI, line of identity). Es una medida
de la densidad relativa de los puntos recurrentes en una matriz esparsa y
estéd relacionada con la definicién de suma de correlacion [22]. En el limite de

series de tiempo largas

P = lim RR(e,n), (1.3)

n—o0

es la probabilidad de encontrar un punto recurrente dentro del RP.

1.4. Analisis de recurrencia bivariado

El andlisis de recurrencia bivariado permite el estudio de correlaciones y
sincronizaciones entre sistemas dinamicos.

Si nos preguntamos si dos sistemas tienen una estructura de recurrencia
similar, es decir, si sus estados se repiten de manera simultanea, utilizaremos

el andlisis de recurrencia conjunto (ver pagina 40, [30].) Consideramos las
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recurrencias de las trayectorias de los dos sistemas en sus respectivos espacios
de fases por separado y buscamos los casos en que ambos recurren de manera
simultanea, es decir, cuando ocurre una recurrencia conjunta. La matriz de

recurrencia conjunta para dos sistemas X y y es

SR (€%, e") = H (" = [lwi — ) H (e = Mlyi —wsll), 4,5 =1,..,n. (14)

En esta aproximacion, una recurrencia ocurre si un punto x; en la primer
trayectoria retorna al entorno de un punto anterior x;, y simultaneamente el
punto y; en la segunda trayectoria retorna a un entorno de un punto anterior
Yi-

El andlisis de recurrencia conjunto puede ser utilizado para estimar proba-
bilidades conjuntas y condicionales [22]. Supongamos que tengo dos sistemas.
Si dos vectores del espacio de fases del segundo sistema en ¢ y j son cercanos
(puntos negros) y si dos vectores del espacio de fase del primer sistema en los
mismos 7 y j son también cercanos (puntos negros), tenemos un punto negro
en el JRP en la ubicacion (i, 7).

La tasa de recurrencia del JRP se calcula con la siguiente ecuacién:

n 2
1 ek
RR(e',e") = — N | R (1.5)

1,7=1 k=1
1.5. Motivaciones

Dentro de la rica literatura del analisis de recurrencia hay varios autores
[34, 33] que analizan la relacién de dependencia entre variables pero no se aplica
una prueba de hipdtesis en ninguno de ellos. Recientemente en [18, 17, 19], se
propone un test de independencia basado en anélisis de recurrencia y se aplica
a datos reales.

En teoria de probabilidades, se dice que dos sucesos aleatorios son indepen-
dientes entre si cuando la probabilidad de cada uno de ellos no esta influida
porque el otro suceso ocurra o no, es decir, cuando ambos sucesos no estan
relacionados.

Los test de hipdtesis presentados en esta tesis fueron disenados en base al
calculo de probabilidades marginales y conjuntas donde los sucesos refieren a

la presencia de recurrencias asintéticas en las trayectorias de los sistemas. Los

7



calculos de las probabilidades marginales y conjuntas se basan en las ecuaciones
(1.2) y (1.5) respectivamente que son reescritas en el Capitulo 2 para una mejor
interpretaciéon en la elaboracion del test de hipotesis propuesto.

Siguiendo el estudio realizado en [18], el objetivo de esta tesis es la presen-
tacion de un test de independencia basado en porcentaje de recurrencias. Se
estudian sus propiedades matematicas y se muestra a través de simulaciones su
comportamiento mediante un estudio de potencias y se lo compara con otros
tests propuestos en la literatura. Por ultimo, siguiendo a [17, 19] se aplica el
test propuesto a datos reales.

Para cumplir el objetivo propuesto la tesis se organiza de la siguiente ma-
nera. En el Capitulo 2, se muestra la idea en la cual estd basado el test y se
enuncian las propiedades tedricas que tiene. También se muestra como puede
ser implementado el test. En el Capitulo 3, se muestra un estudio de simu-
lacion sobre el comportamiento del test para distintos escenarios posibles de
dependencia entre X e Y y para distintas dimensiones, cubriendo el caso en
el cual X e Y son variables aleatorias, vectores alestarios o series de tiempo,
tanto a tiempo discreto como continuo. En el Capitulo 4, se aplica el test a
datos reales de tipo econémico y meteorolégico. En el Capitulo 5, se plantean
las principales conclusiones. Finalmente en el Apéndice 1 se presenta la de-
mostracion de los resultados enunciados en el Capitulo 2 mientras que en el
Anexo 1 se brindan los cédigos en R utilizados para obtener los resultados a

datos reales.



Capitulo 2

Formulacién e implementacion

del Test de Independencia

Siguiendo el estudio realizado en [18], el objetivo de este capitulo es la
presentacion de un nuevo test para detectar dependencia entre dos elementos

aleatorios X e Y, basado en el andlisis de recurrencia [30].

Dada una muestra (Xi,Y7), (Xo,Y2),....(X,, Y,) 1id. de (X,Y), donde
X € Sy eY € Sy, siendo Sx y Sy espacios métricos cualesquiera. Nos plan-
teamos realizar el test Hy : X e Y son independientes versus H; : X e Y no
son independientes. En el test propuesto, X e Y pueden tomar valores en cual-
quier espacio métrico. Por lo tanto el test puede ser utilizado para analizar si
X e Y son independientes en el caso en el cual X e Y son variables aleatorias,

vectores aleatorios o series de tiempo.

2.1. Formulacion del test y propiedades tedri-

cas

Sea (X1,Y1), (X2, Y2), ..., (X,,Y,) i.i.d. una muestra de (X,Y’) donde X €
Sx,Y € Sy, Sx y Sy son espacios métricos, y dado r, s > 0. Para simplificar la
notacién y sin riesgo de confusion, se utilizara la misma letra d para la misma
funcién de distancia en ambos espacios métricos Sy y Sy.

Para una mejor interpretacion se reescribe la ecuacién (1.2) y se define la

tasa de recurrencia para las muestras de X e Y como
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1 v 1
— > lux,x)<ry.  RR)(s) = R > vy <ss
i#] i#]

RRX(r) :=

n2

respectivamente. Estas tasas de recurrencia como se presento en el Capitulo 1,
son una medida de la densidad relativa de puntos recurrentes sobre el total de
puntos de los RP formados a partir de las muestras de X e Y.

También se reescribe la ecuacién (1.5) definiendo la tasa de recurrencia
conjunta para (X,Y’) como

1

RR?;’Y(Tv 8) = 2 Z 1{d(Xi,Xj)<7“ , d(Y;,Y;)<s}-
i#]

Se define como px(r) := P (d(Xi,Xs2) <r) la probabilidad de que la
distancia entre dos elementos cualquiera de la muestra X sea menor que 7.

De forma similar, se define la probabiliad entre tres puntos como pg?)(r) =

P(d(Xy,Xs) <7, d(X1,X3) <r)y de forma andloga py y pgf).
Es necesario definir también
pxy(r,s) = P(d(X1,Xz2) <r, d(Y1,Y2) <s).
La ley fuerte de los grandes nimeros para estadisticas-U ([15]) permite

afirmar que para cualquier r, s > 0, la convergencia es casi segura (a.s.).

RRf (r) 3 px(r), RRZ(S) % py(s) and RRff’Y(r, 5) &% pxy(r,s). (2.1)

Queremos testear Hy : X e Y son independientes, contra H; : Hy no se
cumple.

Si Hy es cierta, entonces px y(r,s) = px(r)py(s) para todos r,s > 0, por
lo que se espera que si n es grande, RRXY (r,s) =2 RRX(r)RRY (s) para todos
r,s > 0. Entonces, se propone construir el test estadistico a partir del proceso-
U {E,(r,$)}rs>0 defindo como

E,(r,s) == v/n (RR," (r,s) — RR, (r)RR) (s)) . (2.2)
Por lo tanto, es natural rechazar H, cuando T? > ¢ siendo
+00 “+o0o 9
O / / (RRXY (r,s) — RRX(RRY (s))*dG(r.s),  (2.3)
0 0

10



donde ¢ es una constante y G es una funcion de distribucién fijada de
antemano.

Se utiliza la notacion ¢ y ¢ para la funcion de distribucién y densidad de
una variable aleatoria N (0, 1), respectivamente, y para cada m definimos los

conjuntos
IV =i, eyim) s 4 #F i j#Fk, i, €{1,...,n} je{l,...,m}}.

Una ventaja del test es que en lugar de escoger los valores apropiados r y s,
se utiliza la informacién generada por ambas muestras para todos los valores
posibles de r y s.

A continuacién se formulan los resultados asintoticos del test estadistico
cuyas demostraciones se presentan en el Apéndice 1. Primero, se formula un
resultado que garantiza la distribucién asintoética de TT(LQ) bajo Hy. También
se presenta un resultado que establece la consistencia del estadistico bajo una
amplia clase de alternativas. En segundo lugar, se analiza el sesgo asintotico

bajo alternativas contiguas.

2.1.1. Resultados asintéticos bajo Hj y consistencia

Se comienza con el siguiente lema, en el que se obtiene la férmula para la

funcién de autocovarianza asintética del proceso { E, (7, $)}rs>0 bajo Hy.

Lema 1. Dados r,r',s,8' >0, y (X1,Y1),(X2,Y2), ..., (Xp, Yy), i.i.d. en Sx X

Sy, donde X y'Y son independientes. Entonces

lim Cov (En(T, 5)7 E, (T/, S,)) =

n—-+o0o

=4 <pg§)(r Ar') — px(r)px(r’)> (pgf’)(s Ns')— py(S)py(S/>) . (2.4)

El siguiente lema serd ttil para reducir la convergencia asintética del pro-
ceso {E, (1, $)}rs>0 a la convergencia de un proceso-U que lo aproxima que se
llamara {E) (r,s)}rs>0 v se define como

VLD
E,(r, s)

Tl =D —2)n—3)

11



Z (Lgacx,,x;)<r, dviyy)<st — L{a(X0,X,)<r, d(Yi,Yi)<s}) - (2.5)
(i,5,k,h) €T}

Lema 2. Dados (X1,Y71),(X2,Ys),...,(X,,,Y,) i.i.d. en Sx x Sy, entonces

E,(r,s) = v/n (RRY (r,s) — RR) (r)RR) (s)) = E.(r,s) — H,(r, s),

donde

4
0< H,(r,s) < — para todos r,s > 0.

NLD
El préximo teorema prueba la convergencia del proceso {E, }.
Teorema 3. Dada la muestra (X1,Y1), (X2, Ya), ..., (X,,Yn) @.i.d. en Sx x

Sy. Si las funciones de distribucion de d(Xy, Xs) y d(Y1,Ys) son continuas,

entonces

{E.(r,s) — E(E,(1,9))}rs>0 = {B(r, ) }r.s>05 (2.6)

donde {E(r,$)}rs>0 €s un proceso Gausiano centrado.

Observacién 1. Se observa que el proceso {E,(r,s)}, =0 Se encuentra en
L*(dG) (porque G es una medida de probabilidad). Por lo tanto, el estadistico
TP es igual a |[{En(r,$)}rs0|| entonces dado que el funcional es continuo,

T2 convergerd a ||[{E(r, 8)}r.s>0ll-

Observacién 2. Dados r,s > 0 y (X1,Y1),(X2,Y3), ..., (X,,Y,) € R? mues-
tra i.4.d. de (X,Y) donde las marginales X,Y son N (0,1) independientes.
Entonces

Vn (RRHX’Y(T, s) — RRH(T‘)RRZ(S)) 5N (O, ag(’y(r, s)) ,
donde

o)

12



([ o -sw-9F e (26 (sv2) -1)’).
- 2.7)

El siguiente teorema prueba que si d(X;, X3) y d(Y1,Y2) son no indepen-

dientes, entonces el test es consistente.

Teorema 4. Dada la muestra (X1,Y1), (X2, Ya), ..., (Xpn,Yy) i.i.d. en Sx x
Sy. St dG(r,s) = g(r,s)drds, g(r,s) > 0 para todo r,s > 0, y d(X1, Xs),
d (Y1,Ys) son variables aleatorias continuas y no independientes, luego TTP) R

+00 cuando n — 400.
El siguiente corolario surge del Teorema 4.

Corolario 1. Si (X,Y) ~ N (0,%), donde X eY son no independientes, y
dG(r,s) = g(r,s)drds, g(r,s) > 0 para todos r,s > 0, entonces 7P L 1o

cuando n — +o00.

Observacion 3. i (X1,Y7), (Xz,Ya) en R? i.i.d. con densidad conjunta fxy
y distribucion conjunta F' tal ques | X1 — Xs| y |Y1 — Ya| son independientes,

entonces

a(r,s):=P(X1—Xo| <r, Y1 =Y <s)=

T1+7r y1+s
:// fX,Y(l’byl)deld%/ diUQ/ fX,Y(x2>y2)dy2
R2 T1—7T Yy1—s8

= // Py —r<Xi<azi+7r y1 —s <Yy <y +53) fxy(xr,yi)doidy
RQ

=E(F(X+nrY+s)—F(X+nrY—ys))
—E(F(X—-—nrY+s)+F(X—rY—s).
De forma similiar,

prs) =P (X1 = Xof <) P( [Y1-Ya| <)

13



Luego, a(r,s) = [ (r,s) para todos r,s > 0.

La condicion o (r,s) = [ (r,s) para todo r,s > 0 equivale a la independen-
cia entre las variables | X1 — Xa| e |Y7 — Ya| siendo X, X5 independientes con
distribucion como la de X e Y1,Ys independientes con distribucion como la de
Y lo que no asequra que X eY sean necesariamente independientes. Las va-
riables X e Y que verifiquen la condicion o (r,s) = B (r,s) para todos r,s >0
pero que no sean independientes no verificardn las hipdtesis del teorema por lo

que no se puede garantizar la consistencia del test en estos casos.

2.1.2. Alternativas contiguas

En esta subseccién se analiza el comportamiento del test bajo alternativas
contiguas. Mas explicitamente, dada la muestra (X1,Y)), (X2, Ys), ..., (X, Y2)

i.i.d. en R? x RY?, consideramos

Ho : fxy(z,y) = fx(2)fy(y) para todo(z,y)vs

Hn : fX,Y(xa y) = )(g%’(xa y) para todo (l',y)

donde f)(gg/(:r,y) = ¢, (9) fx(z)fy(y) (1 + %kn(:v,y)y, d >0, ¢, (0) es una
constante tal que f)(? %/(m, y) es una densidad, y las funciones k, verifican las
condiciones (i) y (ii) que se dan a continuacion:

Se define L2 = L? (dFy) para dFy(z,y) = fx(z)fy(y)dxdy, la funcién de
distribucién de (X,Y) bajo Hy, andlogamente se define Lj;

(i) Existe una funcién K € L} tal que k, < K para todo n;
(ii) Existe k € L2 tal que k, 5y 1| = 1.

Puede probarse que las condiciones (i) y (ii) implican contiguidad (Cabana
[6]). El coeficiente § se introduce para permitir la normalizacién ||k|| = 1. La
funcién 0k se llama apartamiento asintotico.

Se muestra en las siguientes lineas que bajo H,, el proceso {E,(r, s)}r,s>0
tiene el mismo limite asintotico que bajo Hy mas un sesgo deterministico.

14



Se utiliza la notacién E™ (T) y P™ ((X,Y) € A) para el valor esperado
de T, y la probabilidad del conjunto {(X,Y’) € A} bajo H,, respectivamente.
De forma anéloga se utiliza E© (T) y P ((X,Y) € A) bajo H,.

Proposicién 1. Bajo H,
E™ (B, (r,s)) — du(r,s) cuando n — 400 para todos r,s > 0,

donde

pu(r, s) = ////A (k(z1,91) + k(22,92)) fx (1) fy (91) [x (22) fy (y2) dar dzady dys,
(2.8)
Ars = {(z1,y1, T2, y2) € R¥PT21: d(xy,29) <71, d(y1,72) < s}.

Con un poco mas de trabajo, utilizando el tercer lema de Le Cam (Le Cam

y Yang [21] y Oosterhoff y Van Zwet [23]) es posible probar que bajo H,,

{En(r,9)}, 550 = {E(r5) + 00 (r,8)}, 00

donde {E(r,s)}, o es el limite del proceso bajo Hy y

wos = ][] )+ b)) F) () 02 )

Por lo tanto, bajo H,, tendremos que
+o00 +oco
Tf) = / / (E(r,s) + o (r, s))2 dG(r,s).
0 0

2.2. Implementacion del test

2.2.1. X e Y son variables aleatorias

En el caso donde X e Y son variables aleatorias continuas, se obser-
va que decir que X e Y son independientes es equivalente a decir que
X' =¢ 1 (Fx (X)) eY' = ¢ ' (Fy (Y)) son independientes, donde Fx y Fy
son las funciones de distribucién de X e Y, respectivamente. Si se aplica el pro-
cedimiento del test a X' e Y, luego se tiene la ventaja que ahora las variables
estan en la misma escala y cada una tiene una distribucion normal centrada

que se aproxima a las hipétesis de la Observacién 2. Otra ventaja adicional es
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que bajo Hy (X’ e Y’ son independientes y N (0,1)), para valores pequenos de
n, es posible calcular los valores criticos al 5% u otro nivel porque se conoce
la distribucién limite de 7. bajo Hy. Cuando X e Y son vectores aleatorios,

se puede aplicar la misma transformacion en cada coordenada.

0.02 0.03 0.04 0.05 0.06
| | | 1 |

0.01
1

0.00
|

Figura 2.1: 0%y (r,r) (varianza asintética del proceso {Ey(r,7)}r>0 ) en funcién
de r, en el caso X e Y son independientes y N(0,1).

Para dar una idea de la variabilidad del proceso { E,,(r, $)}, s>0, en la Figura 2.1
se muestran los valores de %, y.(r,7) para diferentes valores de . El méximo

es 0.064 y se alcanza cuando r = 1.35.

2.2.2. Caso general

En muchas aplicaciones estadisticas, se tiene un tamano de muestra pe-
queno. Entonces, puede tomarse una decisién errénea si el investigador utili-
za los p-valores (o los valores criticos) obtenidos a través de la distribucién
asintética para tomar la decisién en el test de hipdtesis. Por lo tanto, cuando
se tiene una muestra de tamano n, es preferible estimar el p-valor (o el valor
critico) estimando la distribucién de T para dicho valor de n. Ademas, la

distribucién asintdtica de TT§2)

es dificil de obtener porque se necesita realizar
muchas simulaciones de un proceso Gausiano continuo centrado indexado en

D = (0,+00) x (0,400) y luego, calcular la integral en D.
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Para calcular el p-valor o el valor critico del test para n fijo podemos
proceder como se explica a continuacién en las siguientes lineas. Dado n, si

)

) . 2
Hy es cierta, no se conoce la distribucion de TT(L , pero dado el valor obser-

vado a partir de la muestra que denominamos t.,, se puede generar, me-

) con la

diante un procedimiento de permutacion, una muestra grande de T, (2
cual es posible estimar P (T,(Lz) > t0b5>. Dado la muestra (Xi,Y7), ..., (X, Yy)
iid. de (X,Y). Se observa que la distribucién de 7, depende de la dis-
tribucién conjunta de (Xi,Y7),...,(X,,Y,). Si Hy es cierta, y si se consi-
dera cualquier o : {1,...n} — {1,...,n} funcién de permutacién, luego la
distribucién conjunta de (X1,Y),...,(X,,Y,) v la distribucién conjunta de
(Xg(l),Yl) I (Xg(n),Yn) son la misma. Consideremos S (n) = {o1,...,0m}
el conjunto de todas las permutaciones o : {1,..,n} — {1,...,n}. Supon-
gamos que la muestra (Xi,Y7),...,(X,,Y,) es fija y consideremos Z defini-
da por Z =T, ((Xgi(l), Yl) - (Xoi(n), Yn)) con probabilidad 1/n! para cada
i€ {l,...,nl}. Sisetoma Zi, ..., Zpy, i.i.d., muestra de Z, es posible estimar el
valor de p, = P (T, > tys) simplemente utilizando = L 2>t}
para m suficientemente grande. Se definen las variables aleatorias B; =
> 1{Zj:Tn((Xoi(l)ayl)7-~-7(Xoi(n)7yn))}. para i € {1,...,n!}. Se observa que B;
tiene distribucién Bin(m, 1/n!) para cada i € {1, ...,n!}. Luego

m n!
1 1
pm) — § — § .
P = 2 ) = - Bl o, (Xeuy 7)o (R ¥2)) 2t}
J= 1=

. 1 n!
converge cuando m — +oo hacia = > .1
g nl 2171 {Ty(LQ)((Xgi(l),Yl),.,.,(Xgi(n),Yn))Ztobs}
casi seguramente. Si ahora se considera que (Xi,Y7),...,(X,,Y,) son ele-
mentos aleatorios tales que exista su valor esperado, entonces se obtiene

E (ﬂ,ﬁ")) —J>r Pn, luego ﬁflm) es un estimador asintéticamente insesgado de
m——+0o0
Pn-

2.2.3. Un método simple para obtener la funcion de pe-
SOS

La performance del test depende de la eleccién de la funcion de pesos. La

funcién de pesos puede elegirse por el investigador en cada caso particular. De

acuerdo al Teorema 4, se puede utilizar cualquier funcién G tal que dG(r, s) =

g(r, s)drds donde g(r, s) > 0 para cualquier r, s > 0. Seria interesante estudiar
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algin tipo de optimalidad en la eleccién de la funcién G, bajo cierto tipo de
alternativas, pero se propone en esta subseccién un método simple para escoger
la funcion G. Como se analiza en la préxima seccion, esta eleccién simple de
G, tiene muy buena performance bajo las alternativas estudiadas en esta tesis.

Se define dG(r, s) = g1(r)ga(s)drds, donde g; y g2 son densidades Gausia-
nas. En el caso de g; se puede utilizar u; = F (d(X1, Xs)) y 0?2 =V (d(X1, X3)).
Los valores de 17 y 01 pueden ser facilmente estimados mediante la muestra
d(X;,X;) con (i,j) € I}. Se puede proceder de forma similar para po y os.
De esta forma, damos mas peso en las cercanias de la distancia promedio en-
tre dos observaciones independientes X; y X, para g;, y analogamente para
go. Observar que es posible evitar el problema de escoger G, si utilizamos
T, = B0 5)}eslle = vVisup, o |[RRXY (r.5) ~ RRX(r)RRY (5)| para
testear independencia porque todos los resultados teéricos obtenidos para TT(LQ)

son atn validos para T,.

2.2.4. Calculo del estadistico

En esta subseccién se ve como caleular el estadistico 7>. Se considera el
caso en que dG(r, s) = g1(r)g2(s)drds, donde g1 y g2 son funciones de densidad

con G y GGy como sus funciones de distribucion respectivamente.

/0 °°/0 ) (RR)Y (r,s) — RR) (r) RR), (s))291 () g () drds

B /O+°° /Om [RRXY (r,5)]" g1 (r) g2 (5) drds

+/0 h [RRnX (r)]zgl (r) dr/o h [RR}L/ (s)]292 (s)ds

-2 /+<>° /+<>° RRXY (r,5) RRY (1) RRY (5) g1 (1) g2 (s) drds == A,+B,—2C,,.
v (2.9)
Para simplificar la notacién y para el resto de esta subseccion, se denomi-

na N = n(n — 1). También se indexa d (X;, X;) con (i,j) € I} en la forma
Zy, Zy, ..., Zn. Andlogamente, se definen los 77, T, ..., Ty a los valores d (Y}, Y;)
utilizando la misma indexacién que la de los Z’s. Se denomina Z;, 73, ..., Z3

estadisticos de orden de Z’s, y andlogamente 17,75, ..., Tx.
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Se vera ahora como calcular A,,, B, y C,,.

400 1
/0 [RR) (7“)}291 (r)dr = e Z Z/O Lia(x,,x;)<r, d(xn.Xy)<r}91 (1) dr

N ioo
Z / L(z,<r, z;<ryg1 (1) dr
0

i=1 j=1
1 N
== ). (11— G (midx{Z;, Z;}))
i=1 j=1
1 N N
== ZZ (1 -Gy (maX{Z* Z*}))
i=1 j=1
1 N i—1
=1-—=> (226*1 (ZF) + G (Z*)>
i=1 j=1
1 & 1 &
—1- > Q- DGZ)+Gi(Z) =1- 5> 2i-)Gi(Z).
i=1 i=1
Anélogamente,

| RR 6 g5 =1 - > i- )G 1)
Luego,
+o00o +oo 9
A, = / / [RR"Y (r,s)]” g1 (r) g2 (s) drds
0 0
1 N N +00 +o0
=5 Z Z/ 1(z,<r, z,<ry91 (1) dT/ L(7,<s, Ty<s392 (8) ds
- - 0 0

=Nz ZZ (1 -Gy (max{Z;, Z;})) (1 — Gy (méx {T;,T;})), (2.10)
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Bn:<1 ZN:22—1 Gl(Z*><1— ZN:QZ—l G ( T*)),(Z.ll)

+oo +o0
Cn = / / RRXY (r,s) RRX (1) RRY (s) g1 (1) g2 (8) drds
0 0

+o0 +o0
= N3 Z Z Z/ / 1{d(X X;)<r, d(Y3,Y;)<s, d(Xp,Xk)<r, d(Y;,Ym)<s}d1 \T ( )92 ( )deS

1#£j k#h l#m

1

= 35 2o 2 > (1= G (mix {2, Z;})) (1 = Gz (méx (T, Ti)) - (2.12)

Entonces

T® = n(A, + B, — 2C,), (2.13)

donde A, B, y C, estan dados por las féormulas (2.10), (2.11) y (2.12) respec-

tivamente.

2.3. Otros posibles estadisticos para utilizar

en el test

Vimos que cuando se testea Hy : X e Y son independientes, contra H :

(2)

Hj no lo son, se propone rechazar Hy cuando 7,,” > ¢, donde

7O /O - /O T RRYY (r.5) = RRX()RRY ()2 dG(r ), (2.14)

donde ¢ es una constante y GG es una funcién de distribucién elegida de forma
adecuada. Se observa que T, ,&2) es un funcional del tipo L? Cramér-von Mises

aplicado al proceso {E,(r, s)}»s>0 donde
E,(r,s) :=+/n(RR," (r,s) — RR) (r)RR) (s)) . (2.15)

Los resultados tedricos planteados sobre el proceso definido en (2.15), son
validos para cualquier funcion de distancia dy y dy, y se mantienen validos si
se considera otros funcionales continuos tales como los del tipo L!-Cramér—von

Mises o del tipo Kolmogorov—Smirnov.
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Si(X1,Y1),(X9,Y2), ..., (X, Y,) son iid. en Sy x Sy, se compara el es-

tadistico T\? , con los estadisticos definidos como

=/n /0 /0 |RR" (r,s) — RR (r) RRY, (s)| dG(r,s)

T = v sup [RRYY (r,5) = RRY (1) RE) ().

r,s>0

Se observa que en el caso general en que X e Y yacen en espacios métricos
(Sx,dx)y (Sy,dy), los estadisticos Tn(l), T y T dependen de las funciones
de distancia dx y dy. En la seccién 3.2 se compara la potencia bajo varias

(%) bara diferentes funciones de

pruebas alternativas basado en T,gl),T( ) y Tn
distancia dx y dy.
En el caso en que X e Y son series de tiempo discretas, utilizare-

mos las distancias cldsicas I',1* y I, esto es, dx (z,2') = 3, oy lvn — 7],

2 / / .

/ —

dy (z,2") \/Zn>1 (zn — )" y dx (2,2") = sup,s |z, — ;| respectiva-
mente y analogamente para dy. De forma andloga, cuando X e Y son se-
ries de tiempo continuas, se utiliza las distancias clédsicas L1 L? L°°7 esto

s dx (v,2) = [Y3(a(t) = (1) db, dy (n,0) = /[ [72 (o(t) — /() dt y

dx (x,x') = sup,eg |x(t) — 2'(t)| respectivamente. Se utiliza la notacién T

donde 7,7 = 1,2, 00 para el estadistico TT(Li) donde las funciones de distancias
utilizadas son la distancia I/ (o L7).

En todos los casos se utiliza una funcién de pesos G tal como dG(r,s) =
91(1)ga(s)drds donde g; y go son g1 (2) = ¢ (Z—;XM> con ¢ siendo la fun-
cién de densidad de una variable aleatoria N (0,1) y pux = E(d(X;, X)),
0% = V(d(Xy, X3)) siendo Xi, X, variables aleatorias independientes con la
misma distribucién que X. Andlogamente, g5 (t) = ¢ (t “Y> . En la practica
ix v ox son desconocidos, pero pueden ser estimados naturalmente por fix =
¥ Ui (X0, X)) ¥ 5% = § Xiy, (d (X5, X;) — fix)® donde N = n(n—1), y
andlogamente con fly y 0%

2.4. Calculo de los Estadisticos Tél), T7§2) y Téoo)

Dados (X1,Y1), (X2, Ys), ..., (X,,Y,) iid. en Sx x Sy, y elegidas las fun-
ciones de pesos g1, g2 a ser utilizadas, los estadisticos TT(LU, T y T pueden

ser calculados en los pasos indicados en las siguientes tres proposiciones.
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Proposicién 2. Cdlculo de T.2.
Paso 1. Calcular d (X;,X;) y d(Y;,Y;) para todo i,j € {1,2,3,...,n} donde
i #j yponer N =n(n—1).

Paso 2. Reordenar {d (Xi,Xj)}i# como Zy, Ly, ..., Zn tal que Zy < Zy <

< Zn y{d(Y;, ])}i# como T\, Ty, ..., T manteniendo la misma indexacion
que las de los Z's (esto es, si d(X;, X;) = Z entonces d(Y;,Y;) =1T}).

Paso 3. Calcular los estadisticos de orden para T's, esto es, T} < Ty <
L < Ty

Paso 4. Calcular

A, 122 (1 -Gy (max{Z;, Z;})) (1 — Gy (méx {T;, T}}))

1 & 1 & .
(1 2; (20 — 1) G ( )) <1—m;(22_1)G2(7—;)>a
n:%ZZZ 1~ Gy (mdx{Z, Z;})) (1 - Gy (mix {T,. T,}))..

Paso 5. Calcular
T® = n(A, + B, — 2C,).

Proposicién 3. Cdlculo de TS.
Paso 1. Calcular d (X;,X;) vy d(Y;,Y;) para todo i,j € {1,2,3,...,n} donde
i #j yponer N =n(n—1).

Paso 2. Reordenar {d (XZ-,XJ»)}#J. como Zy, Ly, ..., Zn tal que Zy < Zy <

< Zn yA{d(Y;, ])} como T1, Ty, ..., Ty manteniendo la misma indexacion
que las de los Z's (esto es, st d(X;, X;) = Zy, entonces d(Y;,Y;) = Tp).

Paso 3. Calcular los estadisticos de orden para T's, esto es, T} < Ty <
W< Ty

Paso 4. Para cada h,57 € {1,2,3,..,N —1} calcular c(h,j) =
2?21 1{Ti<T; Re esto es, el numero de elementos del vector (11, Ts, ..., T)) que
son menos que T, para h,7 =1,2,3,.... N — 1.

Paso 5. Calcular

10 = YU S (G (Z) — G () (G2 (T7) - G (1))

h,j=1
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Proposicién 4. Cdlculo de T .
Paso 1. Calcular d (X;, X;) y d(Y;,Y;) para todo i,j € {1,2,3,...,n} donde
i #j yponer N =n(n—1).

Paso 2. Reordenar {d (Xi,Xj)}i# como Zy, Ly, ..., Zn tal que Zy < Zy <
. < Zn y{d(Y;, Y])}Z# como T\, Ty, ..., T manteniendo la misma indexacion
que las de los Z's (esto es, si d(X;, X;) = Z entonces d(Y;,Y;) =1T}).

Paso 3. Calcular los estadisticos de orden para T's, esto es, T} < Ty <

< Ty
Paso 4. Calcular la matriz (N —1) x (N — 1) C tal que

X ..
L)
Cij = Z 1{Zk§Ziy TkSTj*} a N '
k=1

Paso 5. Calcular

T = vn max Cj;.
2¥)
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Capitulo 3

Estudio de la perfomance del

test mediante simulaciones

Siguiendo el estudio realizado en [18, 19], en este capitulo se realiza un
estudio sobre la performance del test en diferentes aspectos por medio de si-
mulaciones.

En primer lugar, en la seccion 3.1 se analiza la performance del test frente
a otras alternativas. En segundo lugar, en la seccion 3.2 se analiza la perfor-
mance de los test estadisticos Tél),ngz) y Téoo) para diferentes funciones de
distancia. Finalmente, en la seccion 3.3 se muestra, utilizando una compara-
cién de potencias, que el test de independencia de tasas de recurrencias en
dimensién alta supera el rendimiento de otros test competidores en casi todos
los casos, y se estudia la incidencia de las funciones de distancia consideradas
(dx y dy) en la performance del test. Como es esperable, se muestra que el test
estadistico en alta dimension tiene alguna sensibilidad respecto a la eleccién
de la funcion de distancia, dx o dy. Ademas, se comparan la performance de
los test T3V, T2 y 71>,

3.1. Comparaciéon de la performance del test
T7§2) con respecto a otros test de indepen-

dencia

En esta seccién se compara la performance del test propuesto frente a

otros. En las Tablas 1 a 6 se muestra la comparaciéon de la potencia entre
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el test para diferentes elecciones de la funcion G y otros tests, para tamanos
de muestra de n = 30, n = 50 y n = 80. Todos los célculos de potencias
que se consideran fueron realizados a un nivel de significacién de 5%. Los
célculos fueron realizados utilizando (2.3) y tomando como funcién de pesos
dG(r,s) = g1(r)g2(s)drds donde g; = go = g es la funcién de densidad de una
variable aleatoria N (u,c?) para diferentes valores de p y 02, excepto para la
ultima columna, donde se toma las funciones g; y go sugeridas en la subseccion
2.2.3. Se compara la potencia del test respecto al test propuesto en Heller et
al. [14] (que se llamard HHG), el test de distancia de covarianza propuesto en
Székely et al. [28] (que se llamard DCOV) y el test propuesto en Gretton et
al. [12] (que se llamard HSIC).

3.1.1. X e Y son variables aleatorias

Se consideran los test de Heller et al.’s [14], que se denominan “Pardbola”,
“2 parabolas”, “Circulo”, “Diamante”, “Forma de W” y “4 nubes” definidos
en la Tabla 3.1. Se observa que en “4 nubes”, Hj es verdadera, y la potencia
en todos los casos deberia estar cerca de 0.05. En todos los casos, los valores
criticos del test fueron calculados a partir de 50000 replicaciones y la potencia
para cada alternativa a partir de 10000 replicaciones. Las columnas 2, 3 y 4 de
la Tabla 3.1 brindan la potencia de los tests HHG, DCOV y HSIC. La columna
5 brinda la méaxima potencia entre los tests clésicos de correlacion: Pearson,
Spearman y Kendall, que se denominan PSK. Las columnas 6, 7 y 8 brindan
la potencia del test para diferentes funciones g = g; = ¢g» consideradas como
funcion de pesos G. En la columna 9, se utiliza las funciones g; y go propuestas
en la subseccion 2.2.3, andlogamente en la Tabla 3.2 y Tabla 3.3. La Figura
3.1 nos brinda n = 1000 simulaciones de las alternativas consideradas en esta

subseccion.
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Figura 3.1: n = 1000 simulaciones de las alternativas consideradas en esta subsec-
cién: Parabola: X ~ U (—1,1),Y = (X2 + U (0, 1)) /2; 2 pardbolas: X ~ U (—1,1),
Y = (X2+4U(0,1) /2) con probabilidad 1/2 y Y = — (X2 + U (0,1) /2) con pro-
babilidad 1/2; Circulo: U ~ U (—1,1), X =sin(xU) + N (0,1) /8, Y = cos (nU) +
N (0,1) /8; Diamante: Uy, Uz ~ U (—1,1) independiente, X = sin (0) U; + cos (6) Us,
Y = —sin(0) Uy + cos (0) Uz para 8 = 7/4; Forma de W: U ~ U(—1,1), Uy,Uy ~
U(0,1) independiente. X = U +U;/3 y Y = 4(U2—1/2)2 + Uz/n; 4 nubes:
X = 1+ Z;/3 con probabilidad 1/2, X = —1 + Z3/3 con probabilidad 1/2 e
Y = 1+ Z3/3 con probabilidad 1/2, Y = —1 + Z;/3 con probabilidad 1/2, don-
de Zy, 25, Z3,Z4 ~ N(0,1) son independientes.
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Tabla 3.1: Comparacion de probabilidades de rechazo empiricas para los dife-
rentes tests para tamafnos de muestra n = 30. Pardbola: X ~ U(-1,1), Y =
(X24U(0,1)) /2; 2 pardbolas: X ~ U (—1,1), Y = (X?+ U (0,1) /2) con proba-
bilidad 1/2yY = — (X% + U (0,1) /2) con probabilidad 1/2; Circulo: U ~ U (-1, 1),
X =sin(nU)+N (0,1) /8,Y = cos (7U)+ N (0,1) /8; Diamante: Uy, Uz ~ U (—1,1)
independientes, X = sin(0)U; + cos () Uz, ¥ = —sin(0) Uy + cos (0) Uy para
0 = n/4; Formade W: U ~ U(-1,1),U;,Us ~ U(0,1) independientes. X = U+U;/3
e Y = 4(U2-1/2)* + Uy/n; 4 nubes: X = 1+ Z1/3 con probabilidad 1,2,
X = —1+ Z3/3 con probabilidad 1/2 e ¥ = 1+ Z3/3 con probabiliad 1/2,
Y = —1+ Z4/3 con probabilidad 1/2, donde 71, Zs, Z3,Zy ~ N(0,1) son inde-
pendientes.

Test HHG DCOV HSIC PSK N(1,1) N(0,1) N(1,4) g1,99

Pardbola  0.79 0.52 0.73 0.10 0.82 0.83 0.81 0.81

2 pardbolas  0.96 020 0.85 0.19 1.00 1.00 1.00 1.00
Circulo  0.65 0.06 049 0.10 0.92 0.72  0.95 0.82
Diamante  0.28 0.03 0.26 0.02 0.42 0.14 048 0.39
Forma de W 0.91 0.57 086 0.18 0.79 0.89 0.78 0.87
4 nubes  0.05 0.06 0.05 0.05 0.05 0.05 0.05 0.05

3.1.2. X e Y son vectores aleatorios

En el test, la distancia considerada para el cdlculo de las medidas de recu-
rrencias es la distancia euclideana. Teniendo en cuenta que la distancia eucli-
deana aumenta con la dimension, se agregan en la columna 7 y 8 las densidades
de N(0,4) y N(2,4) . En esta subseccion, se considera las dos ltimas alter-
nativas en Tabla 3, y en la Tabla 4 de Heller et al. [14], que se denominan
“Log”, “Epsilon” y “Cuadratico” y que estan definidas en la Tabla 3.4. Tam-
bién se agregan las alternativas consideradas en Boglioni [5] , que se denominan
“pares-2D” y son definidas en la Tabla 3.4. En todos los casos, los valores criti-
cos del test son calculados a partir de 50000 replicaciones y la potencia para
cada alternativa a partir 10000 replicaciones.

De forma de obtener una idea del tamano del test para vectores aleatorios,
se simulan X, Y € R® independientes con distribucién N (0, I). Las probabili-
dades de rechazo empiricas del test son 0.051, 0.048 y 0.052 para tamanos de

muestra de 30,50 y 80, respectivamente.
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Tabla 3.2: Comparacion de probabilidades de rechazo empiricas para los dife-
rentes tests para tamanos de muestra n = 50. Pardbola: X ~ U (-1,1), YV =
(X?2+U(0,1)) /2; 2 pardbolas: X ~ U (-1,1), Y = (X?4 U (0,1) /2) con proba-
bilidad 1/2y Y = — (X2 + U (0,1) /2) con probabilidad 1/2; Circulo: U ~ U (-1, 1),
X =sin(nU)+N (0,1) /8,Y = cos (7U)+ N (0,1) /8; Diamante: Uy, Uz ~ U (—1,1)
independientes, X = sin(0)U; + cos(0)Us, ¥ = —sin(0) Uy + cos (0) Uz para
0 = 7/4; Formade W: U ~ U(-1,1), U;,Us ~ U(0, 1) independientes. X = U+U; /3
vy Y = 4(U%=1/2)° + Us/n; 4 nubes: X = 1+ Z/3 con probabilidad 1/2,
X = —1+ Z3/3 con probabilidad 1/2 y Y = 1+ Z3/3 con probabilidad 1/2,
Y = —1+ Z4/3 con probabilidad 1/2, donde Z,Z2,Z3,Z4 ~ N(0,1) son inde-
pendientes.

Test HHG DCOV HSIC PSK N(1,1) N(0,1) N(L4) g1,

Parabola  0.98 085 096 0.11 0.98 0.98 1.00 0.98

2 pardbolas  1.00 035 099 0.20 1.00 1.00 1.00 1.00
Circulo  0.98 0.07 091 0.01 0.99 0.99 1.00 0.99
Diamante  0.66 0.06 054 0.01 0.84 0.63 0.88 0.76
Forma de W 1.00 093 099 0.078 0.99 1.00 0.99 0.98
4 nubes  0.05 0.05 0.05 0.05 0.05 0.05 0.05  0.05

3.1.3. X e Y son series de tiempo

En esta subseccion, se considera el caso en que X e Y son series de tiempo.
En todos los casos X e Y son series de tiempo de longitud 100 y la potencia
(debido al costo computacional) es calculada por el método de permutacién
propuesto en la subseccién 2.2.2 para m = 1.000 replicaciones (Tabla 3.7 y
Tabla 3.8) y m = 100 replicaciones (Tabla 3.9). Se utilizan ¢; y go propues-
tas en subseccién 2.2.3. La potencia de las diferentes alternativas y los ta-
manos muestrales en el caso discreto figuran en la Tabla 3.7. El AR(0.1) y
AR(0.9) significa que la serie de tiempo X es un AR(1) con pardmetros 0.1 y
0.9, respectivamente. El caso llamado ARMA(2,1), es un modelo ARMA(2,1)
con pardametros ¢ = (0.2,0.5) y ¢ = 0.2. En la columna 4 de la Tabla 3.7,
Z representa un ruido blanco donde o es la desviacién estandar de \/|_| .
En la Tabla 3.7 y Tabla 3.8, ¢ y ¢’ son ruidos blancos independientes con
o = 1. En la Tabla 3.8 se presenta la potencia para diferentes alternativas
y tamanos muestrales en el caso continuo. En esta tabla, Bm significa que
X es un movimiento browniano con o = 1 observado en [0, 1] (en momentos
0,1/100,2/100, ...,99/100) y fBm es un movimiento Browniano fraccional con
parametro de Hurst H = 0.7. Finalmente, la Tabla 3.9 muestra la potencia pa-
ra los casos en que la dependencia entre X y Y es mas dificil de detectar. En

estos casos, Y es un proceso de Ornstein-Uhlenbeck fraccional conducido por
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Tabla 3.3: Comparacion de probabilidades de rechazo empiricas para los dife-
rentes tests para tamanos de muestra n = 80. Pardbola: X ~ U (-1,1), YV =
(X?2+U(0,1)) /2; 2 pardbolas: X ~ U (-1,1), Y = (X?4 U (0,1) /2) con proba-
bilidad 1/2eY = — (X? 4+ U (0,1) /2) con probabilidad 1/2; Circulo: U ~ U (-1, 1),
X =sin(nU)+N (0,1)/8,Y = cos (7U)+ N (0,1) /8; Diamante: Uy, Uz ~ U (—1,1)
independientes, X = sin(0)U; + cos(0)Us, ¥ = —sin(0) Uy + cos (0) Uz para
0 = 7/4; Formade W: U ~ U(-1,1), U;,Us ~ U(0, 1) independientes. X = U+U;/3
eY = 4(U2—1/2)2 + Us/n; 4 nubes: X = 1+ Z;/3 con probabilidad 1/2,
X = —1+4 Z3/3 con probabilidad 1/2 e Y = 1+ Z3/3 con probabilidad 1/2,
Y =—-1+Z4/3 con 1/2, donde Z1, Zs, Z3, Z4 ~ N(0,1) son independientes.

Test HHG DCOV HSIC PSK N(1,1) N(0,1) N(L4) ¢1,9o

Parédbola 1.00 0.99 1.00 0.10 1.00 1.00 1.00 1.00

2 pardbolas  1.00 0.70  1.00 0.20 1.00 1.00 1.00 1.00
Circulo 1.00 0.20 1.00 0.01 1.00 1.00 1.00 1.00
Diamante  0.95 0.10  0.85 0.00 0.84 0.95 1.00 1.00
Forma de W 1.00 1.00 1.00 0.08 0.99 1.00 1.00 1.00
4 nubes  0.05 0.06  0.05 0.05 0.05 0.05 0.05 0.05

Tabla 3.4: Comparacion de la potencia para diferentes tests para tamanos de mues-
traden = 30. Log: X,Y € R® donde X; ~ N (0,1) son independientes, Y; = log (Xf)
para i € {1,2,3,4,5}; Epsilon: X,Y,e € R’ donde X;,&; ~ N (0,1) son indepen-
dientes, Y; = ;X; para i € {1,2,3,4,5}; Cuadratico: X,Y,e € R> donde X;,&; son
independientes, X; ~ N (0,1), &, ~ N (0,3),Y; = X; +4X? +¢;i € {1,2}, V; = ¢
para todo i € {3,4,5}; pares-2D: X, Zy, Y1 ~ N (0, 1) independientes, Y = (Y7, Y3)
donde Yy = | Zp| sign (XY7).

Test HHG DCOV HSIC N(I,1) N(1L4) N(0,4) N(24) 1,9

Log  0.56 0.15 0.61 0.71 0.76 0.32 0.88 0.81
Epsilon  0.78 023 048 0.47 0.58 0.19 0.75 0.86
Cuadratico  0.69 0.30  0.53 0.20 0.15 0.17 0.15 0.14
pares-2D  0.16 0.17 0.40 0.18 0.26 0.11 0.26 0.11

un fBm (X) para H = 0.5y H = 0.7, que se denominan OU y FOU, respec-
tivamente. Una combinacién lineal particular de FOU, que se llama FOU (2),
y cuya definicién y desarrollo tedrico se encuentra en [20], es un caso parti-
cular de los modelos propuestos en [2]. La Tabla 3.9 considera los pardmetros
o =1X=0.3 (columna 3) y 0 = 1,A\; = 0.3, A2 = 0.8 (columna 4). Mas

explicitamente, Y; = affoo e =94 X, en columna 3 (donde X = {X;} es un

A A
fBm), e Y; = ! affoo e MU= X, + 2 ijoo e~ *2(t=5)d X, en colu-
)\1 — )\2 /\2 - >\1

ma 4 (donde X = {X;} es un fBm). Para tener una idea sobre el tamano del

test, en la columna 5 Y es un Bm independiente de X.
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Tabla 3.5: Comparacion de la potencia para diferentes tests para tamanos de mues-
traden = 50. Log: X,Y € R% donde X; ~ NN (0, 1) son independientes, Y; = log (XZQ)
para i € {1,2,3,4,5}; Epsilon: X,Y,e € R® donde X;,&; ~ N (0,1) son indepen-
dientes, Y; = ;X; para i € {1,2,3,4,5}; Cuadratico: X,Y,e € R® donde X;,&; son
independientes, X; ~ N (0,1), &, ~ N (0,3),Y; = X; +4X? +¢;i € {1,2}, Vi=¢;
para todo i € {3,4,5}; pares-2D: X, Zy, Y1 ~ N (0,1) independientes, Y = (Y7, Y2)
donde Y, = |Zp| sign (XY1).

Test HHG DCOV HSIC N(1,1) N(1,4) N(0,4) N(2.4) ¢1,0
Log 094 039 096 1.00 1.00 1.00 1.00 0.99
Epsilon 097 030 069 089 097 097 1.00 0.98
Cuadratico 0.93 048 090 036 029 031 073 0.24
pares-2D 027 036 0.80 028 022 026 020 0.17

Tabla 3.6: Comparacién potencia para diferentes test para tamano muestra de n =
80. Log: X,Y € R® donde X; ~ N (0, 1) son independientes, Y; = log (X?) para i €
{1,2,3,4,5}; Epsilon: X,Y,e € R®> donde X;,e; ~ N (0,1) son independientes, Y; =
g;X; parai € {1,2,3,4,5}; Cuadrético: X,Y, e € R® donde X;, ; son independientes,
X; ~ N(0,1), e~ N(0,3),Y; = X; +4X? +¢; i € {1,2}, Vi = & para todo
i € {3,4,5}; pares-2D: X, Z),Y7 ~ N (0,1) independiente, ¥ = (Y7,Y2) donde

Yo = |Zo] sign (XY7) .

Test

HHG DCOV

HSIC

N(lvl) N(174) N(074) N<2a4) 91, 92

Log 1.00 0.79 1.00 1.00 1.00 1.00 1.00 1.00
Epsilon  1.00 0.38  0.90 099  1.00 1.00 1.00 1.00
Cuadratico  0.99 0.72 097 0.59 0.54 0.53 048 0.42
pares-2D  0.54 0.75 0.99 0.49 0.35 0.47 0.26 0.28

3.2. Analisis de la potencia en alta dimensién

Cuando X e Y se encuentran en espacios de dimensién alta, es interesante
analizar la performance de los test estadisticos T}f), Téz) y Téoo) para diferentes
funciones de distancia dy y dy. En esta seccion se compara la potencia de los
9 test estadisticos T,E”) para i,j = 1,2,00 en los casos en que X e Y son series
de tiempo discretas y continuas bajo varias alternativas. En todos los casos se
utiliza la misma funcién de distancia para X e Y, esto es, si X e Y son series
de tiempo discreta, entonces se utiliza I/ para ambas X e Y para j = 1,2, 0o,
y de forma analoga en el caso en que X e Y son series de tiempo continuas.
En todos los casos, X e Y son series de tiempo de longitud 100 y la potencia
(debido al costo computacional) son calculadas al nivel del 5% a partir de 500

replicaciones. Cada p-valor es calculado por el método de permutacién, que se
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Tabla 3.7: Probabilidades empiricas de rechazo para el caso de series de tiempo
discretas y diferentes tamanos de muestra. Los pardametros en el caso ARMA(2,1)
son ¢ = (0.2,0.5) y @ = 0.2. Z representa un ruido blanco donde o es la desviacién
estandar de \/W . € representa un ruido blanco con o = 1 independiente de X.

n X Y=X243 Y=\|X|+Z Y=eX Y=¢
30 AR(0,1) 0.35 0.21 0.77  0.05
50 AR(0,1) 0.59 0.40 0.96  0.05

100 AR(0,1) 1.00 0.70 1.00 0.05
30 AR(0,9) 1.00 0.90 1.00  0.03
50 AR(0,9) 1.00 1.00 1.00  0.05

100 AR(0,9) 1.00 1.00 1.00  0.04
30 ARMA(2,1) 0.82 0.32 0.92  0.06
50 ARMA(2,1) 0.99 0.57 100 0.05

100 ARMA(2,1) 1.00 0.92 1.00  0.05

Tabla 3.8: Probabilidades empiricas de rechazo para el caso de series de tiempo
continuas y diferentes tamanos de muestra. Bm y fBm representan un movimiento
Browniano y un movimiento Browniano fraccional con H = 0.7 respectivamente. &
y €’ son ruidos blancos independientes con o = 1.

n X Y=X?+3 YV=|X|+e Y=eX+3 Y=¢

30  Bm 0.770 0.519 0.402  0.060
50  Bm 0.924 0.752 0.656  0.052
80 Bm 0.994 0.923 0.839  0.040
30 fBm 0.732 0.550 0.366  0.039
50 fBm 0.883 0.805 0.586  0.040
80 fBm 0.987 0.930 0.804 0.051

sugiere en el Capitulo 2, para 100 replicaciones.

3.2.1. El caso discreto

Se analizan dos escenarios para X: uno de ellos es cuando X es AR(1) donde
¢ = 0.1, que se denomina simplemente AR(0.1) y el segundo caso, es cuando
X es ARMA(2,1) con pardmetros ¢ = (0.2,0.5) y § = 0.2. En ambos casos se
consideran tres posibles Y:Y; = X2 4+ 3¢, Y, = \/m + oe donde o2 significa
la varianza de \/m e Y3 = ¢X. En todos los casos, ¢ es un ruido blanco
Gaussiano (N(0,1)) independiente de X. En la Tabla 3.10 y Tabla 3.11 se
muestra la potencia paran = 30 y n = 50, respectivamente, en el caso en que X
es un proceso AR(0.1) para los 9 tests considerados. De forma similar la Tabla

3.12 y Tabla 3.13 muestran la potencia para el caso en que X es un proceso
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Tabla 3.9: Potencia donde la dependencia es entre un movimiento Browniano frac-
cional y sus FOU y FOU(2) asociados, para los casos H = 0.5 (Bm), H = 0.7 (fBm)
y probabilidades empiricas de rechazo donde X e Y son independientes.

n X Y =FOU Y =FOU(2) Y =Bm
30 Bm 0.775 0.183 0.053
50 Bm 0.906 0.541 0.046
80 Bm 0.986 0.880 0.056
30 fBm 0.380 0.106 0.045
50 fBm 0.516 0.282 0.039
80 fBm 0.707 0.542 0.042

ARMA(2,1). Las Tablas 3.10-3.13 no muestran diferencias importantes entre
la utilizacién de T7§2), 7 o T . En la Figura 3.2 se muestra la potencia como
una funcién del tamano muestral, donde los estadisticos considerados son TT§2),
esto es TT(LQ’I)7 7> y T, Rl comportamiento de e y T'? es similar. La
Figura 3.2 sugiere que la potencia crece al cambiar la funcion de distancia desde
ds (distancia [*°) hacia d; (distancia ['). También para la alternativa Y = Y5,
el estadistico basado en la distancia [*° tiene dificultades en la deteccion de las
dependencias entre X e Y (que crece muy lentamente al crecer n), mientras
que para n = 60 la potencia del test basado en las distancias ! o [? es préximo

a la unidad.

Tabla 3.10: Comparacién de potencias, al nivel de 5%, para los diferentes tests,
donde X es AR(0.1) y Y1 = X2 + 3¢, Yo = /|X| + 0¢, Y3 = €X para tamaiio
muestral de n = 30.

n=230 | TV gD ) [ pD p2y ) [peed) pee2)  p(ee)
Y=Y, | 039 0.40 029 039 0.40 0.24 0.32 0.28 0.16
Y=Y | 045 022 010 | 0.71 052 0.11 0.69 0.19 0.05
Y=Y;3| 091 079 0.28 087 0.77  0.34 0.92 0.77 0.27

Tabla 3.11: Comparacién de potencias, al nivel de 5%, para los diferentes tests,
donde X es AR(0.1) y Y7 = X% + 3¢, Yo = /|X| + 0, Y3 = X para tamaiio
muestral de n = 50.

n =50 TTgl,l) Ty(LLQ) Tél,oo) T7(l2,1) T£2,2) TT(LQ,OO) T7§OO71) Ty(LOO’Q) Ty(loo,oo)
Y=Y | 090 0.92 0.74 0.54 0.59 0.47 0.49 0.57 0.34
Y=Y,| 034 0.50 0.38 0.97 0.81 0.16 0.92 0.89 0.79
Y=Y;| 1.00 094 0.64 1.00 094 0.61 0.99 0.92 0.57
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Tabla 3.12: Comparacién de potencias, al nivel de 5%, para los diferentes test,
donde X es ARMA(2,1) e Y1 = X2 + 3¢, Yo = /| X| + 0¢, Y3 = ¢X para tamaiio
muestral de n = 30.

n =30 qul,l) T£1,2) TTEI’OO) T7§2,1) Tr(LQ,2) Tr(z2’OO) TT(Loo,l) TT(Loo,Q) TT(LOO’OO)
Y=Y | 0.85 0382 0.53 0.83 0.78 0.57 0.77 0.85 0.47
Y=Y, 056 027 0.08 0.84 0.78 0.34 0.49 0.34 0.08
Y=Y;| 1.00 1.00 0.93 0.99 0.93 0.50 0.96 0.88 0.23

Tabla 3.13: Comparacién de potencias, al nivel de 5%, para los diferentes test,
donde X es ARMA(2,1) y Y1 = X2 + 3¢, Yo = /|X| + 05, Y3 = £X para tamaiio
muestral de n = 50.

n =50 TTgl,l) Ty(LLQ) TT(LLOO) T7(L2,1) T7§2’2) TT(LQ,OO) Téoo,l) Ty(LOOQ) Ty(loo,oo)

Y=Y ] 098 0.98 0.82 0.96 0.97 0.82 0.96 0.96 0.82

Y=Y, 0.76 0.48 0.04 0.98 0.98 0.43 0.65 0.43 0.03

Y=Y;| 1.00 1.00 0.74 1.00 1.00 0.77 1.00 1.00 0.75
3.2.2. El caso continuo

En esta subseccion, se considera que X es un movimiento Browniano frac-
cional con ¢ = 1 observado en [0, 1] (en los instantes 0,1,/100, 2/100, ..., 99/100)
para H = 0.5 (movimiento Browniano estdndar) y H = 0.7. Se consideran 7
casos de dependencia entre X e Y. Los primeros tres son para el caso en que
X es un movimiento Browniano estdandar (Bm) y la dependencia es definida
por medio de YV, = X% + 3¢, Y, = \/|X_|—|—6, Y; = eX + 3¢’ donde € y &
son ruidos blancos Gaussianos con o = 1 tal que X, e y €’ son independientes.
En las ultimas 4 alternativas, se explora la potencia cuando Y es un funcional
lineal de X. Mas explicitamente, se considera el caso en que Y es un proceso
fraccional de Ornstein—Uhlenbeck conducido por un movimiento Browniano
(X) para H = 0.5 (Bm) y un movimiento Browniano fraccional para H = 0.7
(fBm), que se llaman los procesos OU y FOU, respectivamente. Una com-
binacién lineal de FOU, que se llama FOU(2), y cuya definicién, desarrollo
tedrico y simulaciones se encuentran en [20] y [16], es un caso particular de los
modelos propuestos en [2]. Mas explicitamente, el proceso FFOU es definido por

Y, = Ufjoo e =94 X, (donde X = {X;} es un fBm), y el proceso FOU(2)

)\1 t —\1(t—s) )\2 t _ _
VX, + ———— M8 g X
)\1—)\20]_006 +)\2—>\10f_ooe

(donde X = {X;} es un fBm). Cuando H = 0.5, se llamara simplemente el
proceso OU y OU(2), como se define en [2]. En las Tablas 3.14 y 3.15 se mues-

tra la potencia para n = 30 y n = 50, respectivamente, para las 7 alternativas.

es definido por Y; =
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Figura 3.2: Potencia al nivel de 5% bajo diferentes alternativas para el estadistico
T7E2) utilizando la distancia de Manhattan (T£2’1) en negro), la distancia Euclideana
(T,(f’z) en azul) y la distancia del maximo (T7(L2’OO) en rojo). Y1, Y5 y Y3 estan definidas
en las Tablas 1-4.

En estas tablas, Y, significa un proceso OU conducido por X con parame-
tros ¢ = 1,A = 0.3. Similarmente Y5 es un proceso FOU con pardmetros
oc=1,H=0.7,A=0.3, Ys ~ OU(2) con pardmetros 0 = 1,\; = 0.3, \y = 0.8
e Y7 ~ FOU(2) con pardmetros ¢ = 1, H = 0.7, \; = 0.3, Ao = 0.8. No se pre-
senta la performance del test para otras elecciones de parametros, porque el
comportamiento es similar. Como se espera, para valores de ¢ mayores que 1,
la dependencia entre X e Y es mas dificil de detectar, y es necesario incremen-
tar el tamano muestral. Lo mismo sucede si se toma A; préximo a Ay en OU(2)
y FOU(2). Las Tablas 3.14 y 3.15 muestran, como el caso discreto, que no hay

diferencias sustanciales entre la performance de los tres estadisticos (T,El) T

Y
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0 T}LOO)). Con respecto a qué distancia entre los elementos de X e Y es mas
apropiada, la Tabla 3.14 y la Tabla 3.15 muestran que la distancia L* tiene
una pobre performance bajo las alternativas Y7, Y5 y Y3, pero mejor bajo las
alternativas Yy, Ys, Ys v Yz, La performance de las distancias L' y L? es similar
en las 7 alternativas consideradas. La Figura 3.3 expande la informacién dada
en la Tabla 3.14 y Tabla 3.15 para los casos Y7,Ys vy Y3 porque muestra la
potencia de los estadisticos T, (6:9) para i,j = 1,2, 00 para tamanos muestrales
de n = 10 an = 50. La Figura 3.3 muestra de forma clara que la distancia L*>
tiene una performance més pobre que las distancias L' y L2 La Figura 3.4
muestra la potencia como una funcién del tamano muestral para el estadistico
T'? en los casos Y,, Y5, Ys e Y7, El comportamiento de los estadisticos e
y 1T, 752) es similar. Contrariamente a lo que sucede en los casos Y1,Ys y Y3, la
distancia L tiene una mejor performance que las distancias L' y L? . La
Figura 3.4 también muestra que la performance del estadistico 7, 12 aumenta
al cambiar de utilizar la distancia L' a utilizar la distancia L*. Por otro lado,
la Figura 3.4 muestra que la potencia en el caso de la alternativa OU es mayor
que para la alternativa OU(2) (y lo mismo para FOU versus FOU(2)), lo que
es razonable, porque la dependencia entre X e Y es mas simple en el caso OU
(FOU) que en el caso OU(2) (FOU(2)). Ademés, la potencia en el caso OU
(OU(2)) es mayor que en el caso FOU (FOU(2)), que es lo esperado porque
cuando H = 0.7, el movimiento Browniano fraccional es una serie de memoria
larga, y por lo tanto es razonable que la dependencia entre X e Y sea mas
dificil de detectar.

Para concluir esta seccion, se observa que el test de independencia basado en
las tasas de recurrencia tiene una potencia que aumenta al aumentar n pa-
ra los 9 estadisticos considerados, Téi’j ) para i,j = 1,2,00 (como se espera de
acuerdo a la teorfa desarrollada en el Capitulo 2) en todas las alternativas con-
sideradas para ambos casos discretos y continuos. En la mayoria de los casos,
el test tiene una potencia cercana a la unidad para tamanos de muestra mo-
deradamente pequenos. Tomando en cuenta lo que se observa en esta seccién,
se puede decir que no hay preferencia en utilizar el test basado en T,(Ll), 7? o
TT(LOO), pero en los tres casos, la performance es mejor en general al cambiar la
funcién de distancia desde la distancia L' (I') hacia la distancia L™ (I*°) en
algunos casos, y en la direccién opuesta en otros casos. Por lo tanto, se puede
sugerir que se utilice el test estadistico utilizando la distancia L' (I*) o L? (I?)

y la distancia L> (I*°) para cubrir ambas posibilidades.
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Tabla 3.14: Comparacién de potencias, al nivel de 5 %, de los diferentes tests, donde
X ~ Bm en alternativas Y7,Y2,Y3,Yy,Ys e X ~ fBm con H = 0.7 en alternativas
Vs, Y7 donde V1 = X2 +3¢, Vs = /| X|+e, V3 =X +3¢/, Yy = OU, Y5 = FOU, Y =
OU(2), e Y; = FOU(2) para tamano muestral de n = 30.

n =30 Tr(le) Trg172) T,El’oo) T7(L2,1) Trg272) T7g2,oo) Tr’goo,l) TTgoo,Q) Trgoo,oo)

Y=Y | 070 0.58 0.38 0.79  0.76 0.57 0.66 0.83 0.47

Y=Y, | 044 0.43 0.27 0.51  0.52 0.22 0.51 0.54 0.22

Y=Y;| 033 0.42 0.29 0.42 041 0.19 0.39 0.37 0.20

Y=Y, 069 079 0.92 | 058 0.67 0.96 0.43 0.56 0.54

Y=Y 030 037 0.53 0.30 0.46 0.81 0.54 0.56 0.25

Y=Ys| 016 0.21 0.15 0.31 0.38 0.74 0.17 0.16 0.18

Y=Y;| 007 0.15 0.95 0.18 0.21 0.43 0.07 0.11 0.02

Tabla 3.15: Comparacién de potencias, al nivel de 5 %, de los diferentes tests, donde
X ~ Bm en alternativas Y7,Y2,Y3,Ys,Ys e X ~ fBm con H = 0.7 en alternativas
Y5, Y7 donde Y] = X2+36, Y, = m—i—&, Ys; = €X—|—3€’, Y, =0U,Ys = FOU, Y =
OU(2), e Y; = FOU(2) para tamano muestral de n = 50.

n =50 TTgl,l) Tél,Q) TT(Ll,oo) T7§2,1) T7§2’2) T7g2,oo) Téoo,l) TéOO’Q) Tr(loo,oo)

Y=Y | 090 091 0.90 093 0.95 0.84 0.89 0.92 0.79

Y=Yy | 070 0.78 0.46 0.82 0.80 0.44 0.63 0.85 0.33

Y=Y3| 0.68 0.67 0.41 0.51  0.62 0.44 0.61 0.67 0.38

Y=Y,| 1.00 0.86 1.00 0.75  0.92 0.99 0.74 0.70 0.31

Y=Y5| 033 0.46 0.97 0.36 058 0.98 0.70 0.64 0.29

Y=Ys| 040 048 0.46 0.39 0.58 0.95 0.46 0.55 0.78

Y=Y;| 006 0.30 1.00 0.22 033 0.72 0.17 0.21 0.32

3.3. Comparaciéon con otros tests en alta di-
mension

En la seccién 3.1 se muestra la muy buena performance del test de tasas de
recurrencia para variables y vectores aleatorios. En esta seccion, se compara el
test cuando X e Y estan en espacios de alta dimension. De acuerdo a lo visto
en la seccién anterior, se ha considerado el test utilizando el estadistico Téw)
y T**) . Se consideran tres competidores: el bien conocido test de distancia
de covarianza propuesto en [28] y adaptado para tener una mejor performance
en dimensién alta en [27], el criterio de informacién de Hilbert—Schmidt pro-
puesto en [13], y el propuesto més recientemente en [9] basado en proyecciones
aleatorias. Basicamente, este ultimo test estd basado en la idea de escoger K
pares de direcciones aleatorias, y observar que si X e Y son independientes,

entonces las proyecciones de X e Y en cada uno de los K pares de direcciones
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Figura 3.3: Comparacién de potencias, al nivel del 5 %, donde X es un movimiento
Browniano estandar, bajo varias alternativas para los estadisticos Tél), TT(LQ) y T,(LOO)

utilizando la distancia de Manhattan (T,Ei’l) en negro), la distancia Euclideana (T,(Lm)

en azul) la distancia del maximo (TT(Li’OO) en rojo) para i = 1,2,00. Y7,Y5 e Y3 son

definidos como en las Tablas 3.14 y 3.15.

son independientes. Este test es universalmente consistente. Para aplicar este
test, es necesario escoger previamente el nimero de pares de proyecciones (K),
y luego se aplican K test de hipétesis de independencia. Si al menos uno de es-
tos test rechazan la hipotesis de independencia, entoces Hj es rechazada. Para
trabajar al nivel del 5 %, se propone en [9] utilizar una correccién de Bonferro-
ni, esto es, para calcular la proporcién de p-values menores que 0.05/K para

aplicar cada uno de los K tests unidimensionales. Se llamara el test de RPK.

En la Tabla 3.16 se reporta una comparacién de potencias al nivel del 5%,

cuando X es una realizacién de una serie de tiempo discreta de largo 100 en
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Figura 3.4: Potencia al nivel de 5%, bajo varias alternativas para el estadistico
T7E2) utilizando la distancia de Manhattan (T7g2’1) en negro), la distancia Euclideana

%)

(Té2’2) en azul) y la distancia del maximo (T7(L2’ en rojo).

tres escenarios posibles, donde hay tres alternativas para Y en cada escenario.

La performance de RPK es muy malo en estos casos, y la potencia utili-

zando la correccion de Bonferroni es 0.

Por esta razén se presenta en la Tabla 3.16 la potencia del test RPK uti-
lizando 0.05/4 en lugar de 0.05/K para K = 100 proyecciones aleatorias. La

) supera a las otros test

Tabla 3.16 muestra que el test propuesto basado T7§2’2
en los 9 casos considerados. La Tabla 3.17 muestra la comparacion al nivel del
5%, de la potencia en 12 escenarios en los cuales X e Y son realizaciones de
una serie de tiempo continua vista en 100 puntos equidistantes en [0, 1]. En es-
ta tabla, se considera el test RPK test para K = 5 proyecciones aleatorias y se

utiliza la correcciéon de Bonferroni. Se escogen K = 5 proyecciones porque este
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es el valor de K para el cual la potencia del test de RPK alcanza el maximo.
La Tabla 3.17 muestra que el test propuesto basado en T*? o > supera
a los otros competidores en 6 escenarios, el test HSIC, DCOV y RPK tienen

la mejor peformance en casos cada uno.

Tabla 3.16: Comparacién al nivel del 5% de las potencias de los 4 test de inde-
pendencia considerados en el caso de series de tiempo discretas y diferentes tamanos
muestrales. Los pardmetros en el caso ARMA(2,1) son ¢ = (0.2,0.5) y 6 = 0.2. El
pardametro o en Y = \/m + o¢ denota la desviacion estandard de \/m . € denota
un ruido blanco con ¢ = 1, independiente de X.

X ~ARMA(2,1) | n | RPK HSIC DCOV T2 7%
Y =XZ+3 | 30 | 0533 0.324 0282 0.785 0.566
50 | 0570 0.381  0.313 0.975 0.825
100 | 0.660 0.537 0.377 1.000 0.994
Y = /[X|+oc | 30 | 0549 0294 0240 0.779 0.341
50 | 0.592  0.364 0270 0.976 0.427
100 | 0.702 0572 0373 0.921 0.860
Y =exX 30 | 0.466 0.501 0467 0.925 0.498
50 | 0.468 0.583 0.535 0.996 0.778
100 | 0473 0.674 0567 1.000 0.984

X ~AR(0.1) | n | RPK HSIC DCOV T3> T
Y =X%+3 | 30 |0.484 0.134 0.114 0398 0.236
50 | 0.487 0.132  0.134 0.592 0.465
100 | 0.950 0.162 0.131 0.999 0.834
Y =/[X[+0c | 30 | 0518 0207 0.182 0.523 0.114
50 | 0508 0.222 0.184 0.810 0.157
100 | 0.509 0.273  0.217 0.698 0.504
Y =eX 30 | 0.474 0349 0331 0.772 0.345
50 | 0.486 0.380 0.354 0.945 0.613
100 | 0.507 0.404 0.372 1.000 0.938

X ~AR(09) | n | RPK HSIC DCOV T*? T,
Y =X%2+3 | 30 | 0886 0.997 0.949 1.000 0.992
50 | 0.978 1.000 0.993 1.000 1.000
100 | 1.000 1.000 1.000 1.000 1.000
Y =/|X[+0e | 30 | 0785 0.887 0.649 0.903 0.778
50 | 0.924 0992 0.838 0.998 0.978
100 | 1.000 1.000 0.993 1.000 1.000
Y =X 30 | 0560 0.933 0.870 1.000 0.948
50 | 0562 0.983 0.945 1.000 1.000
100 | 0.570 1.000 0.985 1.000 1.000
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Tabla 3.17: Comparacién al nivel del 5% de las potencias de los 4 test de inde-
pendencia considerados en el caso de series de tiempo continua y diferentes tamanos
muestrales. Bm y fBm denotan un movimiento Browniano y movimiento Browniano
fraccional con H = 0.7. € y & son ruidos blancos independientes con o = 1 (e
independentes de X).

X ~ Bm n | RPK HSIC DcCov T3%? 72
Y =X%213 |30] 0767 0.815 0596 0.757 0.570
50 | 0.951 0.977 0.829 0947 0.836
80 | 0.999 1.000 0.977 0994 0.968
Y =/X[+¢ 300954 0906 0550 0519 0.224
50 | 0.998 0.996 0.862 0.802 0.416
80 | 1.000 1.000 0.992 0923 0.834
Y =X +3¢ | 30| 0054 0.099 0.118 0.421 0.185
50 | 0.050 0.119 0.125 0.619 0.437
80 | 0.056 0.128 0.126 0.839 0.648

Y ~OU [30] 0.765 0.770 0826 0651 0.956
50 | 0.927 0.977 0988 0906 1.000
80| 0.992 1.000 1.000 0.986 1.000
Y ~O0U(2) | 30| 0574 0.965 0961 0374 0.744
50 | 0.790 1.000 1.000 0.584 0.947
80 | 0.938 1.000 1.000 0.830 0.998
X~fBm | n | RPK HSIC DCOV T3P 1)
Y = X213 [ 30|0.742 0728 0544 0732 0.546
50 | 0.962 0946 0.814 0.883 0.758
80| 0.997 0998 0970 0987 0.922
Y = /X[ +e|30]0.962 0925 0579 0580 0.266
50 | 1.000 0.999 0902 0.830 0.440
80 | 1.000 1.000 1.000 0.930 0.680
Y —cX +3¢ 30| 0.0564 0.109 0125 0.366 0.246
50 | 0.053 0.098 0.131 0.586 0.404
80| 0.062 0.119 0132 0.804 0.634
Y ~FOU |30 0585 0394 0509 0460 0.806
50 | 0.760 0.705 0.801 0.581 0.978
80| 0.913 0956 0984 0707 1.000
Y ~FOU(2) |30 | 0443 0.847 0.009 0206 0.426
50 | 0.665 0.987 0.996 0326 0.722
80| 0.820 1.000 1.000 0542 0.928

X ~O0U(N) [30] 0509 0445 0462 0.304 0.672
Y ~O0U(\) |50 0.717 0777 0.769 0.448 0.888
80| 0.889 0.978 0.965 0.582 0.980
X ~FOU(\) |30 0.305 0.180 0.175 0.106 0.332
Y ~FOU(X\) | 50 | 0.475 0.299 0.313 0.204 0.524
80| 0.644 0.596 0574 0.210 0.738
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Capitulo 4

Aplicacion del Test de

Independencia a datos reales

Siguiendo el estudio relalizado en [17, 19], en este Capitulo se realizan
aplicaciones del test de independencia a datos reales. En la primer seccion se

analizan datos meteorolégicos y en la segunda seccion datos econémicos.

4.1. Datos meteorolégicos

4.1.1. Temperatura, humedad, viento y evaporacion

En esta subseccién se consideran los datos meteoroldgicos presentados en
la Tabla 7.2 de [25]. Los datos son 46 observaciones agrupadas en 11 variables
definidas como: Y; =“temperatura maxima diaria del aire”, Y5 =“temperatura
minima diaria del aire”, Y3 =“drea integrada bajo la curva de temperatura del
aire diaria”, Y, =“temperatura maxima diaria del suelo”, Y5 =“temperatura
minima diaria del suelo”, Yg =%“area integrada bajo la curva de temperatura
diaria del suelo”, Y7 =“humedad relativa diaria maxima”, Yz =“humedad re-
lativa minima diaria”, Yy =“area integrada bajo curva de humedad diaria”,
Yip =“viento total (en millas por dia)” e Yj; =“evaporacién”. Se consideran
los vectores Z1 = (Y1,Ys,Y3), Zy = (Y4, Y5, Ys), Z3 = (Y7,Y5,Ys) v las varia-
bles Z, = Y19 y Z5 = Yi;. Teniendo en cuenta lo visto en el Capitulo 3, que
no hay diferencias importantes entre utilizar los test estadisticos T,(Ll)7 TT(LQ) 0
Téoo), se aplica el test de independencia entre parejas de Z’s utilizando el test
estadistico 73%%. En la Tabla 4.1 se muestran los p-valores del test en cada

caso. En la Figura 4.1 se muestra el dependograma de orden 2 del test de
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independencia mutua de las Z’s, esto es, los valores criticos al 5% y 10% y

el valor del estadistico. Las aproximaciones de los p-valores y valores criticos
fueron calculados a partir de m = 1000 replicaciones por medio del método de
permutacién planteado en el Capitulo 2. El test concluye que 7y, Z5, Z3 y Zs
son independientes de a pares, pero el viento (Z;) no muestra ninguna depen-

dencia con ninguna de las otras variables. Por otro lado, estas conclusiones son

equivalentes a las obtenidas en [3].

Tabla 4.1: p-valores para el test entre parejas de las Z’s.

0.020 —

0.015 —

0.010 —

0.005 —

0.000 —

Zy Zs Zy Zs
Z; | 0.000 0.000 0.109 0.000
Zy 0.000 0.394 0.000
s 0.373  0.000
Zy 0.403
I T I T T T T I I I

Figura 4.1: Valores criticos al 5% (azul), 10 % (rojo) y valores observados (negro)
para la prueba de independencia por pares entre las variables Z's.

Por otra lado, se observa que en los casos en los cuales el test no rechaza
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Hy, la diferencia entre lo observado y los valores criticos es muy grande. El

valor observado mas grande es 0.2887, alcanzado en el caso 27, Z5.

4.1.2. Temperatura, viento del oeste, viento del este

En esta subseccion se considera la base de datos formada por la temperatura
prevista (7"), el viento en direccién oeste (U) y el viento en direccién este (V)
a 850 hPa (alrededor de 1200m sobre el nivel del mar) de cada dia desde enero
de 2012 hasta diciembre de 2012. En total hay 341 prondsticos debido al hecho
de que faltan 25 datos. El dominio numérico se muestra en la Figura 4.2 y

consiste en un total de 117 x 75 = 8775 puntos geograficos.
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458 I
80w 60W 40w

Figura 4.2: 117 x 75 = 8775 puntos geograficos donde se realizan los prondsticos
diarios.

El horizonte temporal de los prondsticos es de 24 horas, y son para las
0:00 GMT hora de cada dia. Las simulaciones numéricas fueron obtenidas
utilizando el modelo regional WRF planteado en [26], y las condiciones de
frontera inicial y lateral fueron obtenidas del Sistema de Pronéstico Global
NCEP, como en [4]. Si se considera (Uy, Vi, T1), (Us, Vo, T3), ..., (Usa1, Va1, Ts41)
donde U;, Vi, T; € R¥™ para todo i = 1,2, 3, ...,341, los p-valores para el test
de independencia entre U y V son iguales a cero, y asi sucesivamente para

la prueba entre U y T, vy V y T. Esto se espera porque para cada punto i,
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las variables U;, V; y T; son dependientes de a pares. Ahora se considera (para
cada dia) cada vector U € R¥™ descompuesto como U = (Uy,Us, ..., Uss)
donde U; € RY7. De esta forma, cada U; representa el pronéstico de los 117
puntos geograficos en latitud ¢ y puede ser visto como una discretizacién de una
curva en latitud ¢, (U(i)). Es decir que, ¢ = 1 indica la latitud mas sureste dada
en la Figura 4.2 y ¢ = 117 la latitud mas noreste. Se consideran los primeros
30 pronodsticos, correspondientes a enero 2012. De esta forma, se obtiene una
muestra de 30 curvas para cada latitud 7, y se testeara la independencia mutua
entre U; y U; para i = 1,2,3,...,38 y j = 76 — ¢. Se descompone T"y V de
forma analoga. Es de esperar que, al menos para valores pequenos de i, las
variables U; y U; sean independientes, debido a la distancia geografica, y lo

mismo para las variables V' y T

Ui--Uj, Tn(2,1) Ui--Uj, Tn(2,inf)

z s |

o o

y | [ 8 |

=] oge oo o ® ol o . .-. oo . I[
B R I A PR | oo ..

8 Tvhunnhhnuu?TTTTvﬂh 8 | T?nnnrnh .nnanTTﬂ

o TTTTTTTTTI T T T T T I T I T I T I T I T I T I T I T TTITTTTT (=] TTTTTTTTTITTI T I T I T T I T I T I T I T I T I TTITTITTTTT
18357 9 12 15 18 21 24 27 30 33 36 1357 9 12 15 18 21 24 27 30 33 36

Vi-Vj, Tn(2,1) Vi-Vj, Tn(2,inf)

3 5 |

o o

'] '] ]

° .. l.. © °®
9. 00ee® - ...‘ o %00 ° o | eceoe
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o TTTTTTTTTTTT T T T T T T I I T T I I T T I T T ITI T TT o IIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIII
1357 9 12 15 18 21 24 27 30 33 36 1357 9 12 15 18 21 24 27 30 33 36

Ti-Tj, Tn(2,1) Ti-Tj, Tn(2,inf)

s | s |

o o

o o
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Figura 4.3: Comparacién entre dependogramas para 7, 52,1) v T, ,(LQ’OO) entre U,V y
T.
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En las Figuras 4.3, 4.4, 4.5 y 4.6 se muestran los dependogramas para la
prueba de independencia, utilizando los estadisticos T*Y y T1§27oo)7 entre U;
y Uz_; para cada ¢ = 1,2,...,38 y lo mismo para las variables V|, T y las
otras combinaciones entre U,V y T'. En la Figura 4.3, se muestran resultados
similares entre T3> v T . Sin embargo, en el caso de U; y U i T detecta
la dependencia en méas casos que TTELQ’I). Ambas pruebas muestran que cuando
iy j = 76 —1 estan cerca, entonces las variables U; y U; son dependientes. Lo
mismo sucede con V;, V; y T}, T;. Ademads, la regiéon geografica en la cual los
vectores son dependientes es més larga para 1" que para U y V.

La Figura 4.4 muestra que Tf’l) funciona mejor que Tf’oo) porque para
1 > 32 la prueba basada en T7(L2’1) detecta una dependencia para ambos casos:

il it
Gl s
Figura 4.4: Comparacién entre dependogramas para Ty>" y T3 entre U y V.

Las Figuras 4.5 y 4.6 muestran que las pruebas basadas en 7, {2 y T,
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se comportan de forma similar. Ademads, ain estando geograficamente cerca,
los vectores U; y T son independientes. Por otro lado, ambas pruebas detectan
una dependencia entre T; y U; para ¢ = 21 a ¢ = 27 (Figura 4.5). La Figura
4.6 muestra que en en la mayoria de los casos, T; y V; son independientes,
mientras que para V; y T} la prueba no detecta dependencia salvo en los casos

en los cuales ¢ y j estdn cercanos.

Ui--Tj, Tn(2,1) Ui--Tj, Tn(2,inf)
;- AR RHR
Ti--Uj, Tn(2,1) Ti--Uj, Tn(2,inf)
i i

Figura 4.5: Comparacién entre dependogramas para T7§2’1) y T7(L2’°°) entre U y T.
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Vi-Tj, Tn(2,1) Vi--Tj, Tn(2inf)

0.04
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0.04
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|
0.02
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0.00
0.00

Ti--Vj, Tn(2,1) Ti-Vj, Tn(2,inf)

0.04
|
0.04
|

0.02
|
0.02
|

k] i

0.00
0.00

Figura 4.6: Comparacion entre dependogramas para T,(LM) y TT(LQ’OO) entre V y T.

4.2. Datos Economicos

4.2.1. Tipo de cambio nominal y tasa Libor

En esta subseccién se consideran las variables X = “Tipo de cambio no-
minal del peso contra el délar”, calculada como la cotizacién interbancaria
promedio, e Y = “Tasa Libor a 6 meses”, calculada como la cotizacion al cie-
rre. Se utilizaron los datos diarios de ambas variables desde el 1 de setiembre
de 1994 hasta el 31 de julio de 2019, totalizando 6152 datos. En la Figura

4.7 se observan los mismos donde cada punto corresponde a una medicién del
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Figura 4.7: Tasa nominal peso contra ddlar (z) y tasa Libor (y)

tipo de cambio nominal (y) y la tasa Libor (z) del mismo dia. Del gréfico se
desprende de manera evidente la dependencia entre los valores de X e Y, por
ejemplo se ve que los valores de Y superiores a 30, se encuentran para valores
de X menores que 4.

Ahora si definimos X = (XM X® XG X® x6) ¢ vy =
(YD Y@ y®) vy y®) las series semanales de la tasa de Libor y de la tasa
de cambio nominal del peso contra el ddlar respectivamente, ;son indepen-
dientes? Intuitivamente parece claro que no. En este caso podriamos aplicar
el test de independencia para el caso en el cual X,Y € R5 Como el test
requiere que las muestras semanales sean independientes, aplicamos el test,
dejando algunas semanas sin contabilizar. Por ejemplo si dejamos un mes sin
observar entre dos observaciones consecutivas tanto de X como de Y el p-valor
del test da 0. Lo mismo ocurre (p-valor =0) si consideramos la dependencia o
no de las series mensuales, es decir testeamos si X = (XM, X®)  X@%) ¢
Y = (YW Y@ | Y®) son independientes, es decir si testeamos la indepen-

dencia para series mensuales.

4.2.2. Indicadores de bolsas de valores

En esta subseccion se toman en cuenta indicadores de bolsas de valores de

Europa (Espana y Alemania), Estados Unidos, Japén y Sudamérica (Brasil y
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IBEX

6000 10000 14000
1 1 1 1 1 1
DAX
4000 6000 8000
1 1 1 1 1

STANDAR & POOR'S

NIKKEI

0 500 1000 1500 2000 0 500 1000 1500 2000

800 1200 1600
L 1 1 L 1
BOVESPA
30000 50000 70000

0 500 1000 1500 2000 0 500 1000 1500 2000

18000

8000 12000

0 500 1000 1500 2000

Figura 4.8: Indices de las bolsas de los paises considerados

DOW JONES

MERVAL

12000

8000

4000

2500

1000

0 500 1000 1500 2000

0 500 1000 1500 2000

Tabla 4.2: p-valor para el test de independencia entre indices de dos paises.

IBEX 35 DAX 30 DJ SP  Bovespa Merval Nikkei 225

IBEX 35 0.000 0.000 0.000 0.001  0.003 0.000
DAX 30 0.000 0.000 0.000  0.000 0.028
DJ 0.000 0.000  0.012 0.042

SP 0.000  0.012 0.000
Bovespa 0.000 0.000
Merval 0.000

Argentina). Sus respectivos nombres son IBEX (Espana), DAX (Alemania),

Dow Jones y Standard & poor’s (Estados Unidos), Nikkei (Japén), Bovespa

(Brasil) y Merval (Argentina). Los valores considerados son diarios, desde el 2
de enero de 2005 hasta el 29 de mayo de 2013. En total son 2093 datos diarios.

En este rango de tiempo hubo informacion para todas las series estudiadas,

es decir dias en los cuales las bolsas de todos los paises considerados estaban

operando. Es bien conocido que todas estas series estan relacionadas entre si,

incluso se puede deducir del gréfico adjunto. Se aplicé el test de independencia

a los datos de las series mensuales tomadas de a 25 dias. Es decir que en la
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aplicacién del test consideramos como espacios Sy = Sy = R%.

Se aplico el test de independencia a las series de a dos. En la Tabla 4.2,
se muestra el p-valor en cada caso. El p-valor fue calculado mediante la si-
mulacién de m = 1000 permutaciones. Como se ve, el test que planteamos
en este trabajo, detecta muy claramente la dependencia entre todas las series

consideradas.
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Capitulo 5
Consideraciones finales

Detectar la dependencia entre datos es una tarea fundamental en el analisis

cientifico.

En este trabajo se presenté una nueva prueba de independencia entre dos

elementos aleatorios que se encuentran en espacios métricos cualesquiera.

La prueba se basa en porcentajes de recurrencias obtenidos a partir de la
distancia entre puntos de cada muestra. Se obtuvo la distribucion asintotica
del estadistico y se demostré que la distribucién del limite bajo alternativas
contiguas tiene un sesgo.

Se probé también la consistencia de la prueba para una amplia clase de
alternativas, que incluyen el caso particular en el que (X,Y") siguen una dis-
tribucion normal multivariada.

La performance de la prueba, medida a través de la comparacion de la po-
tencia respecto de varias alternativas mostré muy buenos resultados, mostran-
do una mejora con respecto a otras pruebas en muchos casos para diferentes
dimensiones.

Se mostro, utilizando una comparacién de potencias, que el test de inde-
pendencia de tasas de recurrencias en altas dimensiones supera el rendimiento
de otros test competidores en casi todos los casos, y se estudié la incidencia
de las funciones de distancia consideradas (dx y dy) en la performance del
test. Como era esperable, se mostro que el test estadistico en alta dimension
presenta sensibilidad respecto a la eleccion de la funcién de distancia, dx o dy.
Ademas, se propuso y se comparé el test frente a otros posibles funcionales
a ser tenidos en cuenta, tal como un funcional del tipo L!'-Cramér—von Mises

y un funcional del tipo Kolmogorov—Smirnov, y se mostré como calcular el
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estadistico en cada caso.

Finalmente se aplico el test a datos reales de tipo metereologico y econémi-
co. Como se ve, se detecté muy claramente la dependencia entre todas las
series consideradas.

Como trabajo futuro se propone estudiar la adaptacion del test para detec-
tar causalidad entre dos o mas sistemas dinamicos. Este es un tema que tiene

una gran importancia en economia y otras areas.
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Apéndice 1

Demostracion de los resultados

enunciados en el Capitulo 2

Prueba del Lema 1. Se observa que como (X1,Y7),(Xs,Y2), ..., (X, Ys)

son i.i.d, entonces
Pd(X;, X;) <r, d(Y;,Y;) <s)=pxy (1,9)

para todos 7, j tal que i # j. Por lo tanto,
E (RR?L(’Y(T, s))

1
- <n2 —n Z l{d(Xi,Xj)<r , d(m,yj)@}) =

i#]

1
_nzp<d(XuXJ> <r, d(Y;,Y}) < S) :vaY<T’ 8)'

n2

De forma andloga, E (RR. (r)) = px(r) y E (RRY(s)) = py(s). Dado que X

e Y son independientes, entonces
E (RRY (r,s) — RR, (r)RR) (s)) = 0.

Por lo tanto,
Cov (En(r, ), En(r',s") =

=nE [(RR,"Y (r,s) — RR (r)RR) (s)) (RR>Y (r',s') — RR; (r' )RR} (s))]

= n[B [(RRXY (r,5)) (RRXY (1", 8))] = E (RRXY (s, )RR () RRY (+)
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—E (RRY (1", s )RR (r)RR), (s))
+ E [RR)(r)RR, ()] E [RR) (s)RR) (s)]]. (1.1)

Ademas,
E (RE; ()RR (1))

1
=k (m Z Z Laex,x;)<r, d(X}uXk)<T/}> = (1.2)

i#] htk

1
- TP N PA(X X)) <, d(Xn, Xp) <71'). (1.3)
i#j h#k
Descomponiendo (1.3) en los términos en que 14, 7, k, h son diferentes por pares
{i,j} = {h,k} y {i,j, h,k} tiene tres elementos, y utilizando que las X; son

i.i.d, se obtiene que (1.3) es igual a

n(n—1)(n—2)(n—3)px (Npx (r')+2n(n—1)px (r)+4n(n—1)(n—2)pY (rAr’)

n?(n—1)2
= s (= I+ R 1] +o (%) ()
De forma anéloga,
v V(g = 2 / 3 , 1
E[(RR, (s)) RR, (s')] = nln = 1) ((n —3)py (8)py (') + 4p (s A s )>+?1<5E)) _

Similarmente, utilizando que los vectores aleatorios (X;, Y;) son i.i.d. y también

que X e Y son independientes,
E [RRY (r,s)RRY (1, §)]

(n—2)(n—3)px (r)px (" )py (8)py (s )+2px (r)py (s)+4(n—2)p' (rAr)pP) (sns)
n(n—1)

- nzln_—21) (n = 3)px (r)px (r")py (s)py (s') + 4p§?)(r A 7")p§§)(8 A s’)} +o0 (%)
(1.6)

Con la misma técnica que en (1.4) y (1.5), se obtiene
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E [RRYXY (r,s)RR (r')RRY ()]

1
" (m D3> i) <rdyy<s d(xh,xk><r’vd<y“ym)<8/})

i#j hk l£m

= meﬁj Zhyék Zl;émp(d (Xian) < 7"7d(Yian) <, d(Xh’Xk) < T/’d(YZ’Ym) <)

= m ZZ#J Zh?ék Zl;ﬁmp (d (X“X]) <, d(X}ka) < 71/) P (d (}/Z’ YVJ) < Svd(}/la Y;n) < S/)

= gy [ = 1) = 20 = 3 ) () () ()]

1 2 n.(3) /
+;@17FPMn—nm—2wn—@mﬁnwme@Asﬂ
oy lin(n = D = 22 = 3 (r A1y (5)py ()

+8n(n —1)(n — 2)px(7")p(y3)(5 NS

+ [gm(n — 1)(n —2)p) (r Ar")py(s) + 2n(n — 1)(n — 2)(n — 3)px(r)px(r’)py(s>}

1

s l2n(n = (= 2)(0 = 3 (1) (o ()

+16n(n — 1)(n — 220 (r Ar)pD (s A )]

1

+m4n(n = Dpx(r)py (s).

Por lo tanto,
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E [RRYXY (r,s)RR (r')RRY ()]

= i (1= 2200 = 3 (M) ()py (8)py () + 4(n — 220 = 3)px (r)px ()pi? (5)|

i = 20 = 3 A () +

+8(n — 2)px (r)py) (s A 8") + 8(n — 2)p¢ (r)py (s)]

e (200 — 2)(n — 3)px (N (M)py () + 2(n — 2)(n — 3)px ()py (5)py ()]
*m (1600 = 22 (r AT (s 7 8') + Apx 1)y (s)]

 (n=2P(n-3)
n?(n —1)2

[(n = 3)px (r)px (7")py (s)py (') +

/ / / 1
+4 (P2 Ay (s)py () + e (r AT (s) ) + o).
Sustituyendo (1.4), (1.5) y (1.6) en (1.1), se obtiene que (1.1) es igual a

nz(nl_ 1)2 [(n—2)(n —3)(4n — 6)px (r)px (r")py (s)py ()]

+m [4(71 —2)(n* +3n — 8)p§’) (r A r')pg)(s A s’)]
—4(n —2)*(n — 3) (3 ) X . 1
+ n2(n — 1)2 (px(r)px(r W (sAs)+pPr Ar )py(s)> +o (ﬁ) .
Luego

lim,— 100 Cov (E,(r, ), E,(r',8')) = 4 (pg‘;)(r AT — px(r)px(r’)) (pgf)(s Ns')— py(s)py(s’)) .

[]

Prueba del Lema 2. Sea (S,S, P) un espacio de probabilidad, y para todo
i €N, X;: S — S una sucesién i.i.d. con ley o distribucién de X;, £ (X;) = P.
Dado m, sea F una clase de funciones medibles en S™, el U-proceso basado

en P e indexado por F se define como

(n—m)!

UZL@ (f) = 0 Z f(Xil,Xizv'“inm)’
donde f € F.
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Dado € > 0, se considera el conjunto A (g, F, P™) de nimeros positivos
v que verifican que existe L = {ly,la, ..., 0}, U = {uy,us,...,u,} tal que
L,U C L? y para todo f € F,existel; € Lyus € Udondely < f <
up a.s.y E(up — 1) < €2

Teorema 5 (Arcones & Giné 1993). Si N[(Q]) (e, F,P™) =min A (e, F, P™) y

/ m (1og N (e, F, Pm))l/2 de < 400, (1.7)
0
luego

L (VUL —P") f) = L(mGyo P f) enl™®(F), (1.8)

donde Gp es el puente Browniano asociado con P.

Vi (RRXY (r,s) — RRX(r)RRY (s)) =
\/ﬁ

- n(n —1)

7 Lpaxx,)<n dviyy<s) — VIRRY ()RR (s)

(i.)€ly
- n(n—l)(ﬁm(n—:s) Z(i,j,h,k:)elz Lax x;)<r, dviyy)<sy — VRREY ()RR, (s) =

= E/(r,s) — H,(r,s),

donde

Hy(r,s) = v/n <RR§(7’)RRT¥(S) - m Z(i,j,k,h)efz Liacx,x;)<r, d(YhaYk)<s}) :

Luego, H,(r,s) es igual a

Z Leacx:, x)<r} Z Liav, vi)<s)

(1_7 YETY (h,k)ell

Vi >
B 1{d(X7;,Xj)<T7 d(Yp,Yy)<s}
n(n—1)(n —2)(n —3) (i.5,k,h)ETD

— \/ﬁ Z Z Lracx; x;)<r, d(va,Yi)<s}

2
n?(n —
( z])GI" (h.k)elp
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vn
- Liacx x)<r st 1.9
n(n—1)(n —2)(n — 3) (ij%an {d(Xi,X;)<r, d(Yn,Yi)<s} (1.9)
Sl 4

Ahora, descomponemos

Z Z 1{d(Xi7Xj)<7"v d(Yn,Yi)<s} — Z 1{d(Xi:Xj)<7": d(Yn,Yi)<s}
(4,9)eIy (h,k)elly (4,5,k,h) €T}

+4 Z ]-{d(Xi,Xj)<T, d(Y;,Yg)<s}
(i,5,k) €Ly

+2 Z Liacx x;)<r, d(viY;)<s}
(i,)€ly

y sustituyendo en (1.9) se obtiene que (1.9) es igual a

vn 1 B 1 Z 1
n(n—1) \\n(n—1  (n-2)(n-3)/ (X0, %) <r, d(¥h,Yio)<s}

i,9,k,h)ET}

Jn
+—n2(n_1)2 4 Z Lacx; xp)<r d(vivi)<st + 2 Z Liacx, x;)<r, d(vi,Y;)<s}

(i,5,k) Il (i.g)ely

NLD
= 1 ) 1 T S
nQ(n _ 1)2(71 — 2)(n — 3) (U%GI” {d(X4,X5)<r, d(Yn,Yr)<s}
VR 4

vn

+—n2(n—1)2 4 Z Leacxi, x)<r, d(vivi)<sy T2 Z Lracx,x;)<r, d(viv;)<s)

(i,5,k) €LY (i.5)ely
(1.10)
Se observa que (1.10) estd acotada entre 0 y \/iﬁ ya que
NG 1 4n—6 4
— 4 —1)(n—2)+2 —1))=— < —.
n2(n_1)2( n(n —1)(n = 2) +2n(n — 1)) Jin=1 - n
[

Prueba del Teorema 3. Toda funcion continua h : R — R con limite finito
cuando r — £o00 es uniformemente continua. Por lo tanto dado ¢ > 0, existe
§ > 0 tal que |F(z) — F(y)| <e*/8y |G(x) — G(y)| < /8 para todo (z,y) tal
que |z —y| < J, donde F'y G son las funciones de distribucién de d(X1, Xs) y
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d(Y1,Ys) respectivamente. Si Hy es cierta, se considera para cada r,s > 0 las

funciones f,;: (Sx x Sy)* — R definidas por

P
fr,s (.flf, Yy, T,Yy,r Yy ,xr Y ) = 1{d(;r,x’)<r7 d(y,y')<s} — 1{d(m”,x’”)<7‘, d(y”,y"")<s}»

donde x,2', 2", 2" € Sx v uy,v,y,y" € Sy y se considera la fa-
milia F = {f.s}rss0. Para simplificar la notacién, se denomina z =

(z,y, 2"y, 2", y", 2" ") alo largo de la demostracion.

Se observa que

vn
E;L(T,S) = n(n—l)(n—Q)(n—S) Z f’r‘S(XZa§/;n ja}/;7XhaYhan7Yk)
(3,5,k,h)el}

y luego el proceso {£},(r, s)}, .o es un U—proceso de orden 4.
Para obtener la convergencia débil del proceso {E,(r, s) — E(E,(r,5)) }r.s>0
a un proceso Gausiano centrado (con lo cual la distribucién asintética del

estadfstico T? definido en (2.3) queda determinada), se utilizara el Teorema
4.10 obtenido por Arcones & Giné [1]:

La convergencia es en el espacio [ (F), es en el sentido de Hoffmann-
Jorgensen, ver ([11]).

Para obtener la convergencia, segin Teorema de Arcones & Giné, es sufi-

ciente probar que
+o0 ) 1/2
/ (log N[ ] (6,]—", P4)> de < +o00.
0

Si e > 2, se tiene que —1 < f,(2) < 1 para todo z € (Sx x Sy)?
r,s > 0. Luego £ = {—1}, U = {1} satisface el Supuesto 1 definido en Teo-

rema de Arcones & Giné. En consecuencia, Nﬁ) (e, F, P*) = 1, por lo tanto
1/2
Jie <logN( (e, F, P4)) de = |7 (1ogN< (e, F, P4)) de.
Sie < 2, se toma T > 0 tales que max {1 — F(T),1 - G(T)} < £2/8,

luego se particiona [0, 400) en m + 1 subintervalos de la forma [%, G +1)T> tal

(m+ (m+1)T

que = < ¢, donde es interpretado como +o00. Se definen las siguientes

funciones

gii(2) = {d(z )<L, dyy)<iL} Para i,j€A{1,...,m},
’ 0 para Z = 0 0 j — 0
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1{d(z,x’)<%, d(y”,y’”)<%} para 7/,] & {1, ...7m},

hoi(2) = | 1{d(x7m,)<%} para i€ {l,..,m}, j=m+1,
,] -

1{d(y”,y'”)<£} para j € {1,...,m}’ Z:m_i_l’
\ 1 para i=j=m+1
Se observa. g para cada 1,3 > 0 existen 1,7 € {0,1,2,..,m} tol que ¢ & <
r<% <s< (J+1)T'
Luego

9ij(2) = hiz141(2) < frs(2) < giv1j41(2) — hij(2) para todo z € (Sx x Sy)?,

Por tanto E = {li,j} y Z/{ = {ui,j} donde l@j (Z) = gi,j (Z) _hi+1,j+1<z> y um-(z) =
Gi+1,41(2) — hij(2) parai,j € {1,...,m}. Ademés

E (uij(2) = 15(2))" < 2(E (gir1,41(Z) = 9:5(2))* + E (his151(2) — hig(2))?)
)

(1 11
Se definen los conjuntos A4, ; := [O, M) X [0, M) — [0, x [o, %),

m m

luego

E(gis15+1(2) - 9ij(2))* =F (14,,(2)) <P (% <d (X1, X,) < (LH)T) + P( <d(Y1,Y2) < (JH)T)

<F (M) _F (£> e (M) e (jT) <224, (1.12)

m m m m

De manera analoga,
B (hisr j1(2) = hif(2))* < /4. (1.13)
Sustituyendo (1.13) y (1.12) en (1.11) se obtiene que E (u;;(Z) — 1; ;(Z))* < 2.
Finalmente, se observa que el cardinal de £y U es (m + 1)2, luego
N(2 (g F, P4) < L’ por tanto /2 (logN (8 F, P4)>1/2 de < +o00.
0
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Prueba del Teorema /. Se define
p(r,s) = P(d(Xy,Xs) <r, d(Y1,Ys) < s)—P (d(Xy,Xs) <7r)P(d(Y1,Y3) < s)

Luego, existen 79,80 > 0, tales que p?(rg,s0) > 0, asi existe ¢ > 0y
AC [O,+oo)2 tal que (rg,s0) € Ay p?(r,s) > ¢ para todo (r,s) € A. Luego,

cuando n — +00,

+o0 +o0
n/ / p? (r,s) g(r, s)drds > ne // g(r, s)drds — +o0.
0 0 A

Ahora, utilizando que (a 4 b)* < 2 (a® + b%) se obtiene que

+o0 +o0
n/ / p? (r,8) g(r, s)drds <
0 0

+oc0 +o00
< 2n/0 /0 (RR)Y (r,s) — RR, (r)RR) (s) — pu(r, S))QQ(T, s)drds

+00 +o00
+2n / / (RRXY (r,s) — RRX (r)RRY ()" g(r, s)drds.
En consecuencia

T =n [ [ 7 (RRXY (r, 5) — RRX(r)RRY (5))” g(r, s)drds 5 oo cuando n — +00.

]

Prueba del Corolario 1. Utilizando que todas las normas en R? y R? son
equivalentes, alcanza con dar la prueba en el caso de la norma Euclideana. Se
utiliza que si (Z, T') tiene una distribucién normal bivariada centrada, entonces
Cov (22, T?) =2(Cov (Z,T))*.

Se denomina X = (X1y, X(2), .., X»)) ¥ Y = (Ya), Y2, ..., Y(g)) - Luego

P q
Cov (HXH2,HYH2) = Cov (ZX&,ZSQ%) = QZZ (Cov (X, Yy )) .
1=1 j=1 i=1 j=1

Si X e Y no son independientes, entonces existen i y j tales que

Cov (X, Y(p) # 0. luego Cou (IX|*.[V]?) > 0. luego |X|* y [V
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son independientes, por lo tanto || X|| y ||Y|| no son independientes, y en-
tonces existen numeros positivos 7 y s tales que P (|| X|| <7, [|[Y]| <s) #
P(|IX|| <r)P(||]Y|| < s).Sise aplica este argumento para X; — Xo y Y1 — Y5

en lugar de X e Y, entonces se obtiene que
P(IX: = Xl <7, d[Vi =Yl < s) # P (X1 = Xall <) P (Vi = Yll < 5).

Finalmente, el resultado se sigue del Lema 2. O]

Prueba de la Proposicion 1.

n n 1
E® (RE;™ (r9)) = B | = D Nuxx)<n avivy<sy | =

(7’7])612

= P (d(X;, X;) <7, d(Y;,Y;) < s). (1.14)

=]

Se define
Ao = {(21,y1,72,y2) € RPT21: d(zy,29) <7, d(y1,y2) < s}, luego (1.14) es

igual a

e (9) ///A f)(g%/@layl)f)(g%/(xmy2)d$1d$2dy1dy2 =
= 2 (§) / / / [ FeCo) et () et

2 2
X (1 + %ﬁkn(xl, y1)> (1 + %ﬁkn(xg, y2)> daydzodyydys = 2 (8) PP (r)p\? (s)
tep = [[[ ], (Rl 1) + ka2, y2)) fx (@) fy (1) fx (w2) fr (yo) drdaady dys + €, (1, 5)

donde |e, (1, 5)] < = para todo r,s > 0 y ¢ es una constante. Ademads,

B

n 1 n
E® (RR} ()RR, (5)) = 5 B S Lpxyen divi<sy | =
(ivj)el% (h,k‘)EIQ
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Por lo tanto

E™ (E,(r,s)) = vnE™ (RR)Y (r)RR) (s) — RR) (r)RR) (s)) =

= Vi () O p () (5) + 6 0)

X ffffA $17y1) + ki, (352; Z/z)) fX(xl)fY(yl)fX(ﬂfz)fY(yQ)dxldedyld% +én (7"> 5) .
Entonces, al tender n — +o00
EM (E (En(r,s)) — 5ffffA k(ry,y1) + k(za, 1)) fx (1) fy (1) fx (22) fy (y2)dz1dzady dys.

]

Prueba de la Proposicion 3.

Reordenamos d (X;, X;) con (7, j) € I3 enlaforma Z, Zs, ..., Z,. Asumimos
que 71 < Zy < ... < Zy, y usaremos 11,715, ..., T, para denotar los valores de
d (Y;,Y;) utilizando la misma indexacién. También escribiremos 17, T, ..., T)f
para los estadisticos de orden T"s.

/ OO/ h |RR" (r,s) — RR (r) RRY, (s)| g1 (r) g2 (s) drds =

1 +o0
N/o g2(s)dsx
—+00
/ Z Liacx, x;)<r, d(viY;)<s) — Z Liacxi x;)<r) Z Liaviviy<sy| 91 (1) dr =
0 j z;éj hk
Too 1o | N | XN N
N / ds/ Z 1{Zi<r, T;<s} — N Z 1{Zi<r} Z 1{Tj<5} (51 (7’) dr.
0 i=1 i=1 j=1
(1.15)

Se observa que

/+OO
0

g1 (r)dr =

N 1 N N
Z 1{Zi<r, T,<s} — N Z 1{Zi<7"} Z 1{Tj<s}
i=1 i=1 j=1
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N—1
g1 (r)dr =

Z 1{Ti<8} Z ]-{T <s}

/ a1 | M
h=1 " %n =1

h B
Z ir<sy — N Z Lir<s)
j=1

(G1(Zhs1) — G1(Zh)) -

h=1 | i=1
Luego, (1.15) es igual a
L N BN
3 (G (Znn) ~ G () / 3" Ly ga(s)ds =
h=1 j=1
L N2 - N
N 2 (G (Zhs1) — G (Z1)) Z/ Z (Ti<s}) — N;l{nq} g2(s)ds =
N-1 .
1 i+ 7h
N £ (Gl (Zh+1 G1 Zh Z/ - W 92<S)d8 =
1 = jh
7 2 (G1(Zhin) = Gi(20) (G2 (Ti) = Ga (T7)) el ) = 57 |
h,j=1
donde ¢(h,j) = ' 1 (m<rs,,} 8 el nimero de elementos del vector

(T, Ty, ..., Ty) menores que TJrl para h,j =1,2,3,..., N — 1. En consecuencia,

N-1

n . Jjh
= VN (G (Zi) — G (20) (G (T1) — G (T3)) [elh ) — 20|
h,j=1
O
Prueba de la Proposicion 4.
De acuerdo a los Pasos 1 y 2, ponemos N = n(n — 1) y reordenamos

{d(Xi,X')}#j como Zy,Zo, ..., 2y tales que Z, < Zy < .. < IZN Y
{d(Y;,Y))},,; como T1, T, ..., Ty manteniendo la misma indexacioén de las Z's

(esto es, si d (Xi, X;) = Zy, entonces d(Y;,Y;) =T},). Se observa que para cal-

(c0)

cular T, (r, s) para todo r, s > 0 alcanza con calcular T )(Z T?) para todo

(3 N
1,7 =1,2,..., N. En consecuencia, el resultado se sigue de forma inmediate de

los Pasos 4 y 5.
O
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Anexo 1

Cdédigo R utilizado para datos

reales

En este Anexo se presentan los codigos de los 9 estadisticos (T,Sz), T y
T y sus variantes) utilizados en el trabajo para el calculo de los pvalor

aplicados a datos reales.

1.1. Estadistico T7§2)

El estadistico de prueba es T, 1) (o sea integral del cuadrado pero usando
la distancia L'). Se parte de (X1,Y), (Xa,Y2), ..., (X, Y,) muestra bivariada
independiente (si las z; e y; son series de tiempo tener cuenta que deben ser

independientes las x; entre si y las y; entre si)

1- Ingresar kz y ky (dimensién donde viven los datos por ejemplo si cada
x; es una serie de tiempo, la misma debe ser de longitud igual a kx y
anolgamente con ky).

2- Ingresar n (tamano de la muestra bivariada)

3- Ingresar los datos en una matriz para x y para y de la siguiente forma
r = matriz(datosdex,n, kx) y = matriz(datosdey, n, ky) es decir que
en la fila ¢ de la matriz x debe ir x; y andlogo con y.

4- Ingresar m (el pvalor se calculard mediante un argumento de permu-
tacion, m sera la cantidad de permutaciones que consideraremos para
hallar el pvalor como el porcentaje de veces en que el test rechazaria H

bajo Hy cierto).
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n=30
m=100
kx=100
ky=100

N=n*(n-1)/2
An=rep (NA,N)
Bn=rep (NA,N)
Cn=rep (NA,N)

Z=array(dist(x,method="manhattan"))
Z=pnorm(Z,mean(Z) ,sd(Z))
Zord=sort (Z)

T=array(dist(y,method="manhattan"))

T=pnorm(T,mean(T),sd(T))
Tord=sort (T)

IRX2=1-(1/N"2) *sum ((2*seq(1,N)-1) *Zord)
IRY2=1-(1/N"2) *sum ((2*seq(1,N)-1) *Tord)

for(i in 1:N)

{
An[il=mean ((1-(1/2)*(abs(Z[i]l-Z)+Z[i]l+Z))*
*(1-(1/2)*(abs (T[i]-T)+T[i]+T)))
Bn[i]l=mean(1-(1/2)*(abs(T[i]-T)+T[i]+T))
Cnlil=mean(1-(1/2)*(abs(Z[i]-Z)+Z[i]+Z))

IRXY2=mean (An)

IRXYRXRY=mean (Bn*xCn)

tobs=n* (IRXY2+IRX2*IRY2-2*IRXYRXRY)

t=rep(0,m)
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for( j in 1:m)
{
x=x[sample (sequence (n))]

Z=array (dist (x,method="manhattan"))

Z=pnorm(Z,mean(Z),sd(Z))
Zord=sort (Z)

IRX2=1-(1/N"2) *sum ((2*seq(1,N)-1) *Zord)

for(i in 1:N)

{
An[il=mean ((1-(1/2)*(abs(Z[i]-Z)+Z[i]+Z))*
*(1-(1/2)*(abs (T[i]-T)+T[i]+T)))
Bn[il=mean (1-(1/2)*(abs (T[i]-T)+T[i]+T))
Cnlil=mean(1-(1/2)*(abs(Z[i]1-Z)+Z[i]+Z))

IRXY2=mean (An)
IRXYRXRY=mean (Bn*Cn)

t[jl=n*x(IRXY2+IRX2*IRY2-2*IRXYRXRY)
print (j)

}
pvalor=mean (t>tobs)

pvalor

Los codigos para T, (20 y 7% son el mismo cambiando en el c6digo en los

lugares donde dice 'manhattan’ por ’euclidean’ o 'maximum’ respectivamente.

1.2. Estadistico Tél)

LD (el planteado en el trabajo del JM-

El estadistico de prueba es TT(L
VA, o sea integral del cuadrado pero usando la distancia L!). Se parte de
(X1, Y1), (Xo,Y3), ..., (X, Y,) muestra bivariada independiente (si las x; e y;

son series de tiempo tener cuenta que deben ser independientes las x; entre
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si y las y; entre si)

1- Ingresar kz y ky (dimensién donde viven los datos por ejemplo si cada
x; es una serie de tiempo, la misma debe ser de longitud igual a kx y
andlgamente con ky).

2- Ingresar n (tamano de la muestra bivariada)

3- Ingresar los datos en una matriz para x y para y de la siguiente forma
r = matriz(datosdex,n, kx) y = matriz(datosdey, n, ky) es decir que
en la fila ¢ de la matriz x debe ir x; y andlogo con y.

4- Ingresar m (el pvalor se calculard mediante un argumento de permu-
tacion, m sera la cantidad de permutaciones que consideraremos para
hallar el pvalor como el porcentaje de veces en que el test rechazaria H

bajo Hy cierto).
n=50
m=100
kx=100
ky=100
N=n*(n-1)/2
t=rep(0,m)
jj=seq(1:(N-1))
Z=array(dist(x,method="manhattan"))
Z=pnorm(Z,mean(Z),sd(Z))
debe hacerse antes de ordenar los datos de Z de menor a mayor
T=array(dist (y,method="manhattan"))
T=pnorm(T,mean(T),sd(T))
Z=sort (Z)
dG1=Z[2:1length(Z)]-Z[1:1length(Z)-1]
T=T[o]
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Tord=sort (T)
dG2=Tord [2:length(Tord)]-Tord[1:1length(Tord) -1]

Tordcorrido=matrix (Tord[2:N],1,(N-1))

C=rep(NA, (N-1))
I=rep(NA,(N-1))

for ( h in 1:(N-1))

{
f=function(x){sum(T[1:h]<x)}
C=apply(Tordcorrido ,2, f)
I[h]l=sum(abs(C-jj*h/N)*dG2)

}

tobs=sqrt(n)*sum(dG1*I)/N

for (j in 1:m)

{

x=x [sample (sequence(n)),]

Z=array(dist (x,method="manhattan"))
Z=pnorm(Z,mean(Z),sd(Z))

o=order (Z

T=array(dist (y,method="manhattan"))
T=pnorm(T,mean(T),sd(T))

Z=sort (Z)
dG1=Z[2:1length(Z)]-Z[1:1length(Z)-1]

T=T[o]
Tord=sort (T)
dG2=Tord [2:1length(Tord)]-Tord[1:1length(Tord) -1]

Tordcorrido=matrix (Tord[2:N],1,(N-1))

C=rep(NA,(N-1))
I=rep(NA,(N-1))
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for ( h in 1:(N-1))

{
f=function(x){sum(T[1:h]<x)}

C=apply(Tordcorrido ,2, f)

I[h]=sum(abs (C-jj*h/N)*dG2)

}

t[jl=sqrt(n) *sum(dG1*I)/N
print (j)

}

pvalor=mean (t>tobs)

pvalor

Los codigos para T, (12 y T son el mismo cambiando en el c6digo en los

lugares donde dice 'manhattan’ por ’euclidean’ o 'maximum’ respectivamente.

1.3. Estadistico T\

El estadistico de prueba es Téoo’l).
Se parte de (X1, Y1), (X2, Ys), ..., (X, Y,) muestra bivariada independiente
(si las z; e y; son series de tiempo tener cuenta que deben ser independientes

las x; entre si y las y; entre si)

1- Ingresar kz y ky (dimensién donde viven los datos por ejemplo si cada
x; es una serie de tiempo, la misma debe ser de longitud igual a kx y
andlgamente con ky).

2- Ingresar n (tamano de la muestra bivariada)

3- Ingresar los datos en una matriz para x y para y de la siguiente forma
r = matriz(datosdex,n, kx) y = matriz(datosdey, n, ky) es decir que
en la fila ¢ de la matriz « debe ir x; y andlogo con .

4- Ingresar m (el pvalor se calculard mediante un argumento de permu-
tacion, m sera la cantidad de permutaciones que consideraremos para
hallar el pvalor como el porcentaje de veces en que el test rechazaria H

bajo Hy cierto).

76



n=50
m=100
kx=100
ky=100

N=n*(n-1)/2

Z=array(dist(x,method="manhattan"))
Zord=sort (Z)

T=array(dist(y,method="manhattan"))
Tord=sort (T)

IndZ=matrix (NA,N,N)
IndT=matrix (NA,N,N)

for (h in 1:N)

{

IndZ[h,]l=1*%(Z<=Zord [h])
IndT[h,]=1*(T<=Tord [h])

}

C=IndZ%*%t (IndT) /N
ij=seq(1,N) %*%t(seq(1,N))
C=abs(C-ij/(N"2))

tobs=sqrt (n)*max (C)
t=rep(0,m)

for (j in 1:m)

{

x=x[sample (sequence(n)),]

Z=array (dist(x,method="manhattan"))
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Zord=sort (Z)
for (h in 1:N)
{
IndZ[h,]l=1*%(Z<=Zord [h])
}
C=IndZ%*%t(IndT)/N
ij=seq(1,N) %*x%t(seq(1,N))
C=abs(C-ij/(N"2))

t[jl=sqrt(n)*max(C)
print (j)
}

pvalor=mean (t>tobs)

pvalor

)

Los codigos para T y 7% son el mismo cambiando en el c6digo en los

lugares donde dice 'manhattan’ por ’euclidean’ o 'maximum’ respectivamente.
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