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Introduccion

La teoria de representaciones de algebras asociativas tuvo un impulso
importante en los anos 40 del pasado siglo motivado por las conjeturas de
Brauer-Thrall. Desde entonces ha tenido un desarrollo vertiginoso y hoy es
una de las ramas del algebra con mayor actividad de investigaciéon. Este tra-
bajo se sitiia en la interseccion entre la teoria de representaciones y el algebra
homologica, la cual se remonta en su origen a los trabajos de D. Hilbert sobre
la dimensién global de &lgebras de polinomios. En particular en 1890 se da
a conocer el famoso teorema que nos dice que la dimensién global del alge-
bra K[z, ,x,] es precisamente igual a n. Mas adelante estas teorias se
enriquecen en su interacciéon con la teoria de categorias, que surge por el ano
1945 con los trabajos de S. Eilenberg y S. Mac Lane.

Es conocido que en general hay algebras que podemos considerar sencillas
en cuanto a sus representaciones, pero que tienen dimension global infinita.
Una medida homologica que intenta capturar este fenémeno es la llamada
dimensién finitista. Sea R un anillo cualquiera, definimos las dimensiones
finitistas (pequena y grande) de la siguiente manera

fin.dim(R) := sup{dp(M) : M € mod R,dp(M) < oo}

Fin.Dim(R) := sup{dp(M) : M € Mod R,dp(M) < oo}.

Auslander y Buchweitz probaron en [8] que para anillos conmutativos, noethe-
rianos y locales, se tiene que fin.dim(R) = depth(R), la cual es siempre finita
(ver [16]). Para R conmutativo y noetheriano, combinando resultados de [14]
y [28], se obtiene que Fin.Dim(R) =Kdim(R), que puede ser infinita.

Para el caso no conmutativo, ha resultado mucho maés dificil estudiar
estas dimensiones. En 1960 H. Bass propone dos conjeturas que involucran
estas dimensiones y que a la luz de los resultados que se han obtenido, se
enuncian generalmente en el contexto de algebras de Artin (o para algebras
de dimension finita sobre un cuerpo). Sea A un algebra de Artin:

VII
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Conjetura 0.0.1. fin.dim(A) = Fin.Dim(A).
Conjetura 0.0.2. fin.dim(A) < oco.

En [13] H. Bass logra dar una prueba parcial de la Conjetura [0.0.1, pero
para el caso general B. Zimmermann-Huisgen en [61] dio ejemplos de alge-
bras monomiales que no la satisfacen. Por otro lado, la Conjetura m (ala
cual se llama simplemente conjetura finitista) tiene una larga historia y solo
ha sido probada para ciertas familias de 4lgebras. Hasta el momento no se
ha encontrado una prueba general y tampoco un contraejemplo, por lo que
permanece como uno de los problemas abiertos mas antiguos en teoria de
representaciones.

Tomamos unas lineas para recordar algunos de los resultados més im-
portantes que han impulsado el estudio de la conjetura finitista. En [46] H.
Mochizuki demuestra que para un algebra de Artin A tal que el radical de
Jacobson cumple que rad®A = 0, la conjetura es cierta. Mas adelante, en [27]
E. L. Green y B. Zimmermann-Huisgen prueban la conjetura con la hip6-
tesis mas general dp(rad®A) < co. Otro resultado relevante viene dado por
Auslander y Reiten en [9] donde muestran que la conjetura es cierta si la
subcategoria de los médulos con dimension proyectiva finita es contravarian-
temente finita; sin embargo por un lado es dificil determinar si esta condicion
se satisface y por otro hay ejemplos donde no se cumple (ver [36]). Existen
ademaés las llamadas técnicas de reduccion (ver por ejemplo [25] y [26]) que
lo que buscan es justamente reducir el problema de determinar la dimension
finitista de 4lgebras en cierta familia a una subfamilia donde sea mas facil de
estudiar. Como puede verse para el analisis de la conjetura se han desarro-
llado disimiles herramientas que vinculan diferentes teméticas y no dejan de
surgir nuevos métodos como es el caso de la teoria que desarrolld J. Rickard
en [47], donde da una condicion suficiente para que se satisfaga la conjetura
finitista (grande) en términos de subcategorfas de localizacion en la categoria
derivada no acotada. Para més informacion sobre otras técnicas y resultados
remitimos al lector a [61].

Por la relevancia que tiene en esta tesis vamos a mencionar especialmente
una herramienta que ha sido muy utilizada para el estudio de la conjetura y
son las funciones de Igusa-Todorov (funciones IT). Dichas funciones se intro-
ducen en [37] y los autores prueban, entre otras cosas, que si rep.dim(A) < 3
entonces la conjetura se satisface. A partir de esto se han desarrollado un
gran ntimero de resultados que usan las funciones de Igusa-Todorov, dando
condiciones para que ciertas algebras satisfagan la conjetura. En 2009 J. Wei
da la definicion de algebra n-Igusa-Todorov (algebra IT) [54], Definition 2.2],
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demostrando que dichas algebras satisfacen la conjetura y dando numerosos
ejemplos y aplicaciones. En 2015 T. Conde, usando una familia de ejemplos
dados por R. Rouquier, muestra que existen algebras que no son de tipo
Igusa-Todorov.

En esta tesis profundizamos en el estudio de las funciones IT, logran-
do generalizarlas de una manera significativa, dando paso a implicaciones
muy interesantes para la conjetura finitista y también para la teoria de re-
presentaciones en general. Un aporte importante es la definicion de algebra
Lat-Igusa-Todorov (&lgebra LIT), la cual generaliza el concepto de algebra
de Igusa-Todorov e incluye los ejemplos de Conde-Rouquier, entre otros. La
teorfa de funciones I'T generalizadas nos permite probar que las algebras LIT
satisfacen la conjetura finitista. A lo largo del trabajo damos varios ejemplos
y aplicaciones de la teoria desarrollada. A continuacién detallamos los con-
tenidos de este trabajo.

La tesis se divide en cinco capitulos. En el Capitulo 1 exponemos los
conceptos y resultados previos sobre las algebras de Artin y sus categorias
de moédulos, que resultan necesarios para comprender el desarrollo posterior
de la tesis. El Capitulo 2 esta dedicado a las funciones de Igusa-Todorov y
sus propiedades, preparando el terreno para los proximos dos capitulos en los
que se desarrollan conceptos nuevos. En el Capitulo 3 se definen las funciones
de Tgusa-Todorov generalizadas y se estudian sus propiedades, asi como su
relacion con las funciones originales. En el Capitulo 4 definimos la nocion de
algebra LIT, la cual generaliza el concepto de algebra de Igusa-Todorov. En
dicho capitulo probamos que las algebras LIT satisfacen la conjetura finitista
y damos aplicaciones al caso de las algebras de matrices triangulares y los
productos tensoriales. El Capitulo 5 es una combinacién de conclusiones y
recomendaciones de lineas de investigacion a desarrollarse en esta area.
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Capitulo 1

Preliminares

RESUMEN: En este capitulo se hace un resumen de las principales pro-
piedades y herramientas que se usaran en el desarrollo de los capitulos
posteriores y que conciernen a las dlgebras de Artin y en particular
las algebras de caminos. En general se omiten las pruebas y se dan
las referencias, excepto si se trata de algin resultado que no se en-
cuentra facilmente en alguno de los libros o materiales de mas amplia
disponibilidad, como son [10], [3] o [49].

1.1. Categorias aditivas

En esta seccion damos una breve pero interesante mirada a la estructura
aditiva de una categoria con ciertas condiciones que la hacen parecerse a una
categoria de modulos en algiin sentido. Las ideas que discutimos estdn ya
presentes en la obra de M. Auslander [6, Chapter 2|. Mas adelante usaremos
estas observaciones para resaltar como encaja en un contexto categérico mas
general la definicion de las funciones de Igusa-Todorov, dadas originalmente
para moédulos finitamente generados sobre algebras de Artin.

Sea A una categoria aditiva. Denotamos por Rep(A) a la coleccion de
clases de isomorfismo de objetos en A. Para cada A € A denotamos su cla-
se de isomorfismo por [A]. Decimos que A es esqueléticamente pequena si
Rep(A) es un conjunto. En lo que sigue solo vamos a considerar categorias
esqueléticamente pequenas.

Podemos definir una operacion binaria + : Rep(A) x Rep(A) — Rep(.A)
dada por [A] + [A] = [A @ A'], donde A @ A’ representa la suma directa
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(recordamos que en una categoria aditiva el producto y coproducto de un
namero finito de objetos coinciden y suele llamarsele suma directa). Esta
operacion es conmutativa, asociativa y existe el elemento neutro [0]. Esto
significa que (Rep(A),+) es un monoide conmutativo. Si F : A — B es
un funtor aditivo, entonces podemos definir un mapa Rep(F') : Rep(A) —
Rep(B) dado por Rep(F)([A]) := [F(A)]. La siguiente proposiciéon se sigue
inmediatamente de las definiciones.

Proposicién 1.1.1. Sea F : A — B un funtor aditivo, entonces:
(i) Rep(F): Rep(A) — Rep(B) es un homomorfismo de monoides.
(it) Si F =14, entonces Rep(F) = 1pep(a).-

(ii) Sea G : B — C, se tiene Rep(GF) = Rep(G)Rep(F).

Decimos que [A] € Rep(A) es indescomponible si [A] = [B] + [C] implica
que o bien [B] = [0] o [C] = [0]. De esta manera A € A es indescomponible
si y solo si [A] es indescomponible. Una categorfa aditiva A se dice que es
Krull-Schmidt si cada objeto se escribe de manera tinica como suma directa
finita de objetos indescomponibles, salvo el orden de los sumandos. Es in-
teresante observar que A es Krull-Schmidt si y solo si Rep(.A) es un monoide
abeliano libre cuya base esta formada por las clases de isomorfismo de obje-
tos indescomponibles.

Consideremos una categoria Krull-Schmidt aditiva A y denotemos por
Repz(A) el grupo abeliano libre cuya base esta formada por las clases de iso-
morfismo de los objetos indescomponibles. Este grupo es el menor grupo abe-
liano libre que contiene a Rep(.A) como submonoide. Sea F' : A — B un funtor
aditivo, entonces por linealidad el mapa Rep(F) : Rep(A) — Rep(B) se ex-
tiende de manera tinica a un homomorfismo de grupos Repz(F') : Repz(A) —
Repz(B) tal que Repz(F)|gepcay = Rep(F). Un caso particular de gran inte-
rés es cuando F : A — Ay por tanto Rep(F) : Rep(A) — Rep(A) es un
endomorfismo.

Es preciso senalar que, mas generalmente, todo lo anterior puede hacerse
si F' en vez de ser un funtor es solamente un operador aditivo, o sea una
funcion entre las clases de objetos de ambas categorias que es compatible
con la suma directa. Mas atin, no todo endomorfismo L : Rep(A) — Rep(A)
necesariamente proviene de un funtor aditivo, pero si podemos afirmar que
proviene de un cierto operador entre las clases de objetos de A. Sea L :
Rep(A) — Rep(A) un endomorfismo de monoides. Definimos una funcion
Fp, : Ob(A) — Ob(A) de la siguiente manera: para cada A € Ob(A) conside-
ramos L([A]) € Rep(A). Como Rep(.A) es el monoide libre generado por las
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clases de los objetos indescomponibles tenemos que L([A]) = > n;[X;]. De
esta forma definimos Fp (A) := @&n;X;, el cual estd univocamente determina-
do pues estamos trabajando en una categoria Krull-Schmidt. Es claro que F},
respeta la estructura aditiva y que Rep(Fp) = L. El ejemplo mas importante
de esto es el operador sizigia, el cual veremos con detalle en la seccion [1.2.1]
Este ejemplo es de interés particularmente porque de él se deriva la defini-
cion de las funciones de Igusa-Todorov, las cuales se estudian extensamente
en este trabajo.

1.2. Algebras de Artin

Las algebras de Artin son objetos matematicos que proporcionan un con-
texto favorable y general en el cual se puede desarrollar el estudio de la teoria
de representaciones. Para nosotros todo anillo es un anillo con unidad. Sea R
un anillo conmutativo y artiniano, decimos que el anillo A es una R-algebra
de Artin si A tiene una estructura de R-modulo compatible con el producto
en A y ademas es finitamente generado. Esto es equivalente a que exista un
homomorfismo de anillos ¢ : R — A tal que Im ¢ C Z(A) y A es finitamente
generado como R-moédulo. El objetivo de la teoria de representaciones es el
estudio de las categorias Mod A y mod A. La primera formada por todos los
A-modulos y la segunda es la subcategoria plena formada por aquellos A-
modulos finitamente generados (f.g.). En este trabajo nos concentramos en
la categoria mod A.

Proposicion 1.2.1. Sea A una R-dlgebra de Artin, entonces mod A es una
R-categoria abeliana de tipo Krull-Schmaidt.

La prueba de que es una R-categoria abeliana es mé&s o menos directa
de las definiciones. Para ver que es Krull-Schmidt remitimos al lector a |10,
Theorem 2.2 p. 33]. De manera alternativa se puede probar que mod A posee
idempotentes que escinden y que el anillo de endomorfismos de cada objeto
es semi-perfecto [43, Corollary 4.4].

Sea M € mod A. Usamos la notacion X |M para significar que X es su-
mando directo de M. El hecho de que cada médulo se descompone de manera
Gnica como suma directa finita de indescomponibles, pone el foco en esta cla-
se de modulos y permite estudiar de manera mas sencilla algunos problemas
reduciéndolos al caso indescomponible.

Decimos que una subcategoria D C mod A es saturada a izquierda si
contiene a los proyectivos y es cerrada por extensiones, por nicleos de epi-
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morfismos y por sumandos directos.

Sea D C mod A una subcategoria cualquiera y X € mod A. La dimen-
sion de D-resoluciéon de X, denotada res.dimp(X), es el menor entero no
negativo n tal que existe una sucesion exacta 0 — D, — --- — D; —
Dy — X — 0, donde D; € D para todo i. Si un tal n no existe, definimos
res.dimp(X) 1= o0.

Sea A un algebra de Artin y M € mod A. Podemos definir la serie radical
de M como 0 C --- C rad?M C rad M C M. La longitud de la serie radical
es el menor entero positivo i tal que rad’M = 0. A esta longitud también se
le llama longitud de Loewy y se denota LL(M). En particular la longi-
tud de Loewy del algebra LL(A) no es méas que la longitud de su serie radical.

Dada un algebra de Artin A definimos su dimensién de representa-
cion, denotada por rep.dim(A), como sigue

rep.dim(A) = min{gl.dim (End A (M)) | M es generador-cogenerador}.

Un modulo M es generador-cogenerador si todos los proyectivos e inyectivos
indescomponibles son sumandos directos de M.

Denotamos por proj A la subcategoria plena de los A-mo6dulos proyectivos
finitamente generados y por inj A la de los inyectivos finitamente generados.
Un hecho conocido y de vital importancia es que mod A tiene cubiertas pro-
yectivas y envolventes inyectivas minimales, tinicas salvo isomorfismo. Sea
X € modA, llamamos sizigia de X y lo denotamos por 2X al nticleo de
Px — X, siendo Px la cubierta proyectiva minimal de X. Esto nos per-
mite dar la siguiente definicion de dimension proyectiva, equivalente a otras
definiciones més clasicas como son [3, A.4, Definition 4.3] y [39, p. 48|.

dp(X) = min{k € N| Q¥(X) € proj A}. (1.1)

Denotamos por P<>*(A) a la subcategoria plena de mod A formada por los
modulos con dimension proyectiva finita. Dada una subcategoria cualquiera
D C mod A, definimos

fin.dim(D) := sup{dp(M) | M € D, dp(M) < oo}. (1.2)

Existen relaciones interesantes entre la sizigia y las sucesiones exactas cor-
tas (s.e.c). La siguiente proposicion es una consecuencia de la demostracion
del conocido Lema de la Herradura [55, Horseshoe Lemma 2.2.8].
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Proposicion 1.2.2. Sea 0 - A - B — C — 0 una s.e.c en modA.
Entonces existe P € proj A tal que la siguiente es una s.e.c

0—=0QA—-QBe P — QC = 0.

Las siguientes transformaciones llamadas a veces “rotaciones” de una su-
cesion exacta corta son muy utiles en la practica.

Proposiciéon 1.2.3. Sea 0 - X — Y — Z — 0 una s.e.c en modA.
Entonces

(i) 3P € proj A tal que 0 — QY — QZ ® P — X — 0 es una s.e.c.
(ii) AP" € proj A tal que 0 — Q*Z — QX & P’ — QY — 0 es una s.e.c.
(iii) AP" € projA tal que 0 - QZ - X & P" — Y — 0 es una s.e.c.

Demostracion. (i) Consideremos el siguiente diagrama conmutativo y exacto:

0——0—P —P ——=0
I

0— XY ——>Z—>0
]
0 0

Notemos que Kere = QY y que existe P € proj A tal que Ker he = QZ & P.
Aplicando a continuacion el Lema de la Serpiente [55, Snake Lemma 1.3.2]
obtenemos la sucesion exacta corta

0—-QY - QZP - X —0.

(ii) Sale directamente de iterar la parte (i) dos veces.
(iii) Consideremos el siguiente diagrama:

Py
e
0 X Y Z 0
J h l
0

El mapa p que cierra el diagrama sale del hecho de que P, es proyectivo.
Sea y € Y, entonces por la sobreyectividad de € existe p € Py tal que h(y) =
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e(p) = hu(p), luego y — pu(p) € Kerh = Imj, por lo tanto y — u(p) = j(z),
para algun = € X, de aqui que y = j(x) + u(p).

Siendo asi, definamos g : X ® P, — Y dado por g(x + p) := j(z) + u(p).
Del parrafo anterior tenemos que g es un epimorfismo y si p € Kere = Q7
entonces existe un unico = € X tal que p(p) = j(x), luego x — p € Ker g, de
esta manera Ker g = 27 y tenemos la sucesion exacta:

00—V —XP;—Y —0.
[l

A continuacion veremos algunas propiedades que relacionan las sizigias,
las sucesiones exactas cortas y la dimension proyectiva.

Proposicion 1.2.4. Sea 0 - A — B — C — 0 una s.e.c en modA.
Entonces se cumple

dp(C) < dp(A® B) + 1.

Demostracion. Primero recordar que, debido a la aditividad de la cubierta
proyectiva, se tiene que dp(A @ B) = max{dp(A),dp(B)}. Sin pérdida de
generalidad podemos asumir que A y B ambos son de dimensiéon proyectiva
finita, pues de lo contrario el miembro derecho de la desigualdad seria infinito
y no habria nada que probar. Denotemos por k := dp(A@® B), usando la Pro-
posicion tenemos que Q*1C € proj A y por la ecuacion concluimos
que dp(C) <k + 1. O

La siguiente proposicion relaciona la dimensiéon proyectiva de un modulo
y su sizigia.

Proposicion 1.2.5. Sea X € mod A, entonces
dp(X) < dp(2X) + 1.

Demostracion. Basta aplicar la Proposicion [1.2.4] a la sucesion exacta corta
0 — QX — Py — X — 0 para obtener dp(X) < dp(2X & Px) +1 =
dp(2X) + 1. m

Es oportuno senalar que en general la desigualdad anterior es una igual-
dad, salvo si X es proyectivo.

Las propiedades que acabamos de estudiar, entre otras, se generalizan a
las funciones de Igusa-Todorov y a sus versiones generalizadas, que definire-
mos en los capitulos 2 y 3 respectivamente.
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1.2.1. El operador sizigia

Recordamos que dada un algebra de Artin, es posible definir la sizi-
gia de cada X € modA y la denotamos 2X. Tenemos asi un mapa Q) :
Ob(mod A) — Ob(mod A) y es natural investigar si este operador es un fun-
tor. Dado un morfismo f : X — Y, podemos obtener el siguiente diagrama
conmutativo:

El mapa g se obtiene del hecho de que Px es proyectivo y €y un epimorfismo.
Para obtener ¢ pasamos a los nucleos. Acad vemos que t depende de g y como
g no es en general Ginico, entonces no queda bhien definida la correspondencia
f +— t. Sin embargo, si ¢’ es otro mapa con la misma propiedad que g, es
decir fex = ey g/, se cumple que Im (g —¢’) C Ker ey y de aqui se obtiene que
t — t’ se factoriza por Px que es proyectivo. Esta es una de las motivaciones
para definir la categoria de modulos estable, dicha categoria que se denota
por mod A tiene los mismos objetos que mod A, pero el espacio Hom(X,Y)
se define como el cociente Homy (X,Y)/P(X,Y), donde P(X,Y) esta dado
por aquellos morfismos que se factorizan por un proyectivo. De esta manera
Q:modA — mod A es un funtor aditivo.

El hecho de poder convertir el operador sizigia en un funtor es muy 1til,
sin embargo para la construcciéon que hicimos en la Seccion basta con que
2 :mod A — mod A sea una funciéon entre las clases de objetos que preserva
la suma directa y en este caso lo es. Denotemos por K := Repz(mod A),
entonces tenemos que €2 : K — K es un endomorfismo de grupos como
consecuencia de la Proposicion Este endomorfismo es la base de la
definicion de las funciones I'T que introduciremos en el Capitulo 2.
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1.2.2. Modbdulos Gorenstein proyectivos

Los modulos Gorenstein proyectivos fueron introducidos por Enoch y Jen-

da en [22], inspirados por la nocién de modulo con G-dimension cero dada
por M. Auslander en [7]. Desde entonces se han estudiado intensamente ge-
nerando interesantes y profundas conexiones entre teoria de representaciones
y algebra homologica. En este trabajo solo necesitaremos nociones basicas
sobre esta clase de modulos.
La nocion de Gorenstein proyectivo se puede definir para modulos cualesquie-
ra sobre un anillo e incluso en otras categorias mas generales, sin embargo
acd solo nos ocuparemos del caso de moédulos finitamente generados sobre
un algebra de Artin A. Decimos que M € mod A es Gorenstein proyectivo si
existe una sucesion exacta de la forma

0

p-147, po_d_ pi

tal que M ~ Ker d°, todos los P son proyectivos finitamente generados y al
aplicar el funtor Hom(—, A) se obtiene que

L (d)* 0 (d=1)* -1
-+ —Hom, (P',A) —= Hom, (P”,A) — Homy (P~ ", A) — - --

es una sucesion exacta, donde (d')*(g) := g o d* para todo i € Z. Observa-
mos que, si M ~ Ker d° es Gorenstein proyectivo, entonces automaticamente
Ker d' es también Gorenstein proyectivo para todo i € Z.

Denotamos por Gproj A a la subcategoria plena de mod A formada por
los modulos Gorenstein proyectivos. Una propiedad muy importante de la
clase Gproj A es la siguiente.

Proposicion 1.2.6. La clase Gproj A es cerrada por ertensiones, sumas
directas, nicleos de epimorfismos y sumandos directos.

Demostracion. En |33, Theorem 2.5] se demuestra esta proposicion pero pa-
ra la clase GProj A de todos los A-mo6dulos Gorenstein proyectivos y se usan
técnicas que no se pueden reutilizar directamente para el caso de moédu-
los finitamente generados. Sin embargo, [60, Proposition 1.4] nos dice que
Gproj A = GProjA Nmod A y de esta manera se pueden combinar ambos
resultados para demostrar esta proposicion. O]

La siguiente proposicion serd de utilidad més adelante.

Proposicion 1.2.7. Sea A un dlgebra de Artin. Si Q(X) € Gproj A, existen
Y € GprojA y P € proj A tales que Q(X) ~ Q(Y) @ P.
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Demostracion. Si Q(X) € Gproj A, entonces existe una sucesion exacta

prilpo & p1 4, pe

tal que Q(X) ~ Kerd’. Consideremos entonces la sucesién exacta corta
0 — QX) - P - Kerd' — 0, donde por definicion Kerd' € Gproj A.
Denotemos por Y := Kerd', usando el Lema de Schanuel [40, Theorem 1 p.
167| y la minimalidad de la cubierta proyectiva tenemos que existe P € proj A
tal que Q(X) ~Q(Y) @ P. O

La siguiente propiedad resulta interesante y veremos, en el Capitulo 3
Corolario [3.2.9 una generalizacion de la misma a través de las funciones
de Igusa-Todorov. De manera alternativa, puede verse que este resultado se
desprende de [33] Proposition 2.27].

Proposiciéon 1.2.8. Sea M € mod A con dp(M) < oo tal que eziste una
s.e.c0— Gy — Gy — M — 0 con G1,Gy € Gproj A. Entonces dp(M) < 1.

Demostracion. De la definicion de Gorenstein proyectivo sabemos que existe
una s.e.c 0 > Gy - P — G — 0 con P € projA y G € Gproj A. Considere-
mos el siguiente diagrama conmutativo y exacto

0 P E M——=0
G=—0G
0 0

donde FE es el pushout de G; — Gy y G; — P. Como M y P tienen dimen-
sion proyectiva finita, entonces E también tiene dimension proyectiva finita.
Ademas E € Gproj A, pues esta clase es cerrada por extensiones. Luego, del
hecho de que proj A = Gproj A N P<>(A) [60, Facts 1.2 (vii)| se desprende
que FE es proyectivo y por tanto dp(M) < 1. ]
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1.3. Algebras de matrices triangulares

En esta seccién vamos a recordar la definicion y propiedades de las al-
gebras de matrices triangulares, las cuales constituyen una via interesante y
util para construir nuevas algebras a partir de otras y relacionar propiedades
del algebra obtenida con aquellas que la componen.

Sean T, U anillos y sea y M7y un U-T-bimédulo. Definimos el anillo A de

matrices triangulares como
T 0
v o)

donde la suma y el producto vienen dados por las operaciones usuales entre
matrices. La siguiente proposicion [10, Proposition 2.1, p. 72| nos da una
condicion necesaria y suficiente para que A sea un algebra de Artin.

Proposiciéon 1.3.1. A es una R-dlgebra de Artin si y solo si T,U son R-
dlgebras de Artin y ademds M es f.g. como R-mddulo, con R actuando cen-
tralmente en M.

Hay muchos ejemplos de algebras triangulares que motivan el estudio de
este tipo de construccion. Particularmente interesante para nosotros es el
caso del producto tensorial. Dadas dos K-algebras T', U sobre un cuerpo K el
espacio vectorial T ®k U puede dotarse de una estructura de anillo definiendo
(t@u)- (' @u) := (tt' @ uu') y extendiendo por linealidad. En ciertos casos
el producto tensorial puede verse como un algebra de matrices triangulares,

. K 0 T 0 . a 0
por ejemplo (K K) ®r T ~ (T T) mediante el mapa (5 7) Rt =

(gz St) Este ejemplo puede generalizarse de la siguiente manera.
Proposicion 1.3.2. Sea T una K-dlgebra y S C M, (K) una subdlgebra del
dlgebra de matrices de la forma S = (K;;), donde K;; = 0 o K;; = K.
Entonces el mapa

(si) @ t = (s35t)

es un isomorfismo de dlgebras de S @k T en la subdlgebra de M, (T) de la
forma (T};), donde T;; =0 K;; =0y T; =T < K;; =K.

Demostracion. Primero notemos que cada elemento en S®gT se escribe como
suma finita de tensores elementales, por tanto el mapa (s;;) ® t — (s;;t) se
extiende por linealidad a un mapa [ : S ®x T — M,(T). Veamos que es un
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morfismo de K-algebras. Es sencillo ver que es K-lineal por lo que solo resta
probar que preserva el producto:

[ l(sij) @t-(si;) @] = fl(ei) @ tt] = (cijtt’),

donde ¢;; = > 7, sikS),;- Por otro lado

Flsig) @] f [(si; @1)] = (sit) - (s3;t) = (diy),

donde d;; = >"7_, Sintsyt’ = oy siksy;tt'. Por tanto para cada i,j se tiene
dij = Cz'jtt/.

También podemos definir un mapa ¢ : M, (T) — S ®k T dado por g [(a;;)] =
> Bij ® aij, donde las Ej; son las matrices de la base canénica de M, (K)
como espacio vectorial. Mas ain, este mapa cumple que ¢gf = lgg,7, por
tanto f es un monomorfismo y en consecuencia S ®x T ~ Im f, pero es
sencillo ver que Im f coincide con la subalgebra de M, (T") de la forma (73;),
dOIlde,I;]:O@KU:OyE]:T@Kw:K O]

A continuacion recordamos algunas propiedades importantes de la cate-
goria de modulos finitamente generados sobre un algebra triangular. Para ver

los detalles de las pruebas remitimos al lector a [I0, Chapter III, Section 2].

Sea A = ]\E 8) una R-algebra triangular, lo primero que haremos es pre-
sentar una forma tutil y sencilla para expresar los médulos sobre A. Vamos
a definir una categoria que denotamos C, cuyos objetos estan formados por
trios de la forma (A, B, f), donde A € modT, B€modUy f: M@y A — B
es un homomorfismo de U-mo6dulos. Un morfismo entre dos objetos (A, B, f)
y (A, B, f") es un par (a,f), donde a« : A — A’ es un T-morfismo y

B : B — B’ es un U-morfismo, tal que el siguiente diagrama conmuta:

Mor A22% M op A
g K
3

B B’

Si (a1, 01) v (ag,B2) son morfismos en Cp, podemos definir su suma como
sigue (aq, f1) + (ag, B2) := (a1 + ag, B1 + [2). De esta manera puede verse
que Cy es una R-categoria.

Hay una relacion muy estrecha entre Cy y mod A, la cual viene dada a tra-
vés de un funtor F' : C, — mod A definido de la siguiente manera. Pa-
ra cada (A, B, f) definimos el grupo abeliano A @& B cuya estructura de

A-modulo viene dada por <;; 8) (a,b) = (ta, f(m @7 a) + ub), donde
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teT,me MuecUa€ Abe B. Si (a,f) es un morfismo entre (A, B, f)

y (A", B', f), definimos ( ) :A® B — A @ B, el cual puede verse que

a 0
0 B
es un homomorfismo de A-modulos. De esta forma queda bien definido un
funtor F' : C, — mod A que establece una conexién muy importante entre

estas categorias.

T 0
M U
Entonces el funtor F' : Cy — mod A definido anteriormente es una equiva-
lencia de categorias.

Proposicién 1.3.3. Sea A = un dlgebra de matrices triangulares.

La prueba de esta proposicion puede verse en [10, Proposition 2.2, p. 74].
De ahora en adelante podemos identificar mod A con Cy, lo cual resulta par-
ticularmente 1til para estudiar propiedades homologicas.

La siguiente es una caracterizacion muy sencilla y 1til de sucesion exacta

en la categoria Cy. Una sucesion (A, B, f) (@) (A", B, f") () (A", B", f")

es exacta en Cy siy solo si las sucesiones A - A" - A"y B — B’ — B” son
exactas en mod 7T y mod U respectivamente.
En el caso particular en que M es plano como T-modulo, si tenemos una suce-

sion exacta corta 0 —— (A, B, f) () (A", B f) (a—’@(A”, B f")——=0,
se obtiene el siguiente diagrama conmutativo con filas exactas:

OéM(X)TA&M@TA/&O/-M@TAHﬂO

X | |

0 B B 5 pr 0.

Un objeto (A’, B', f’) se dice que es un subobjeto de (A, B, f) si A’ C
AB" C By f' = flugpa- Decimos que (A, B, f) es simple si no tiene
subobjetos no triviales.

La siguiente proposicion puede verse en [10, Proposition 2.3, p. 75].

Proposiciéon 1.3.4. Sea A un dlgebra triangular de la forma (1\7; 2) Yy

sea F: Cn — modA la equivalencia de categorias descrita anteriormente.
Entonces

(i) X € Cp es proyectivo si y solo si F(X) es proyectivo en mod A.

(i1) X € Cp es inyectivo si y solo si F(X) es inyectivo en mod A.
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(iti)) 0 > X =Y — Z — 0 es una s.e.c. en Cy si y solo si 0 — F(X) —
F(Y)— F(Z) = 0 es una s.e.c. en mod A.

(iv) X € Cy es simple si y solo si F(X) es simple en mod A.

La siguiente proposicion [I0, Proposition 2.5, p. 76| es de vital importancia
pues nos da la estructura de los modulos simples, proyectivos e inyectivos
indescomponibles sobre un algebra triangular.

Proposicion 1.3.5. Sea A un dlgebra triangular de la forma (]\T4 2) En-

tonces se cumple

. rad7" 0
(i) radA-( v radU)'

(ii) Los mddulos simples en mod A se identifican o bien con trios de la
forma (S,0,0) con S un T-mddulo simple o de la forma (0,5’,0), donde

S’ es un U-mddulo simple.

(15i) Los mddulos proyectivos indescomponibles en mod A se identifican o
bien con trios de la forma (P, M @1 P,1yg.p) con P € modT proyec-
tivo indescomponible o de la forma (0,Q,0) con @ € mod U proyectivo
descomponzible.

(iv) Los mddulos inyectivos indescomponibles en mod A se identifican o bien
con trios de la forma (1,0,0) con I € mod T inyectivo indescomponible
o de la forma (Homy (M, J), J, p) con J € modU inyectivo indescom-
ponible y p: M @ Homy (M, J) — J dada por p(m ® f) := f(m), para
m e M y f € Homy (M, J).

Un caso de interés especial es cuando tenemos un algebra de matrices

T 0
M U
derecha y como U-moddulo a izquierda. El siguiente lema [15, Lemma 4.2]
nos brinda una férmula para hallar la sizigia de un A-moédulo f.g. cualquiera.
Haciendo un abuso de notacion escribimos (A, B, f) cuando rigurosamente
deberiamos escribir QF(A, B, f), donde F : Cy — mod A es la equivalencia
de categorias con la que venimos trabajando. Es preciso senalar para claridad
del lector que en la formula que sigue se usa el mismo simbolo €2 para referirse
a sizigias en tres categorias diferentes, a saber mod A, mod Ty mod U.

triangulares A = en la que M es proyectivo como T-modulo a
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Lema 1.3.6. Sea A = (]\Z 8) una R-dlgebra de Artin en la que M es

proyectivo como T-mddulo a derecha y como U-maodulo a izquierda. Entonces
para cada (A, B, f) € Cx y para cada n > 1 se tiene

QA B, f) = (Q"A,M @ P* | 1®i,) ® (0,Q"B,0),

donde P2 | es la cubierta proyectiva de Q" *A y el mapa i, : Q"A — P |
es la mclusion.

Observacion 1.3.7. Una consecuencia del lema anterior es que si (A, P, f)
es tal que P € projU, entonces Q"(A, P, f) = Q"(A,0,0),Vn > 1. Esto nos
permite, si el interés estd en la sizigia, trabajar con una terna mds sencilla.

1.4. Algebras de caminos

En esta seccion vamos recordar algunas propiedades de las algebras de
caminos o algebras de carcaj. Las nociones de carcaj y representaciones tienen
su origen en [24] y marcaron el inicio de la teorfa moderna de representaciones
de dlgebras asociativas. Un teorema que debemos a P. Gabriel y que establecio
la importancia de este tipo de algebras es el siguiente:

Teorema 1.4.1. Toda dlgebra de dimension finita sobre un cuerpo algebrai-
camente cerrado es Morita equivalente al cociente de un dlgebra de caminos
por cierto ideal admisible.

Los detalles de la prueba pueden verse en [3] I1.3|. A continuaciéon vamos
a recordar algunas definiciones y resultados bésicos.

Definiciéon 1.4.2. Un carcaj es una cuaterna (Qo, Q1,s,t), donde Qo, Q1
son conjuntos y s,t: Q1 — Qo son funciones.

Una manera util y natural de representar estos datos es mediante un grafo
orientado, en el que @) es el conjunto de vértices, () es el conjunto de flechas
y s,t nos dicen cudl es el comienzo y final de cada flecha. En lo que sigue
usaremos el término carcaj en vez de grafo, puesto que es la terminologia
propia del area y ademads evita confusiones con los disimiles tipos de grafos
que existen y su significado en otros contextos.

Un carcaj @ = (Qo, @1, s,t) se dice finito si los conjuntos @y y (1 son

finitos. El grafo subyacente () asociado a () se obtiene olvidando la orien-
tacion de las flechas. Un carcaj () se dice conexo si el grafo () es conexo.
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Sea Q@ = (Qo, @1, s,t) un carcaj. Un camino dirigido de longitud [ > 1
que comienza en a y termina en b es una secuencia de la forma

(alorag - -+ ayb),

donde o € @ para todo 1 < k < [y se cumple s(ay) = a,t(ay) =
s(ags1), 1 <k <lyt(ay) =b. Una tal secuencia se visualiza de la siguiente
manera:

aq a2 ay
a = ap ay . a; = b.

Ademas se asocia a cada vértice a € () un camino estacionario o trivial
de longitud [ = 0 que denotamos

€a = (al]a).

De esta forma los caminos de longitud [ = 0 y [ = 1 estan en biyeccién con
los elementos de @)y v @)1 respectivamente. Un camino de longitud [ > 1 se
llama ciclo si comienza y termina en el mismo vértice. Un ciclo de longitud
[ =1 se denomina lazo. Un carcaj se llama aciclico si no posee ciclos.

A continuacién veremos que hay una manera natural de definir una K-
algebra a partir de un carcaj y un cuerpo K.

Definicién 1.4.3. Sea K un cuerpo y QQ un carcaj. El dlgebra de caminos
KQ de Q es la K-dlgebra cuyo espacio vectorial subyacente tiene como base
el conjunto de los caminos dirigidos (a|ajas - - oq|b) de longitud I > 0 y el
producto de dos elementos de la base viene dado por

(alarag -~ oy|b) - (c|B1B2 - - - Bmld) = bpc(alarag - - 1 Ba - - - Bmld),

donde Oy es el delta de Kronecker. En otras palabras el producto estd dado por
la concatenacion de caminos. Este producto se puede extender por linealidad
a todo el espacio KQ ddndole estructura de K-dlgebra.

El siguiente lema [3, Lemma 1.4, p. 45] nos da méas detalles de la estructura
de un algebra de caminos.

Lema 1.4.4. Sea Q) un carcaj y KQ el dlgebra de caminos asociada.
(1) KQ tiene una identidad si y solo si Qg es finito.
(ii) KQ es de dimensidon finita si y solo si Q es finito y aciclico.

El siguiente corolario [3, Corollary 1.5, p. 46] nos brinda mas detalles
sobre las algebras de caminos con identidad.
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Corolario 1.4.5. Sea Q un carcaj finito. El elemento 1gg 1= Zaer €, €s la
identidad de KQ y el conjunto {e, : a € Qo} de todos los caminos triviales
es un conjunto completo de idempotentes ortogonales y primitivos.

A continuacion veremos un teorema [3, Theorem 1.8, p. 48| que nos sera
de utilidad a la hora de construir homomorfismos cuyo dominio es un algebra
de caminos.

Teorema 1.4.6. Sea Q) un carcaj finito y conexo y A una K-dlgebra asociativa
con unidad. Para cualquier par de mapas o : Qo — A y o1 : Q1 — A que
satisfacen:

(i) 1n =X aeq, #0(a), o(a)* = go(a), go(a) - ¢o(b) =0 para todo a # b,
(11) si a:a — b, entonces p1(a) = @ola) - p1(a) - @o(b),

existe un unico morfismo de K-dlgebras ¢ : KQ — A tal que p(e,) = po(a),
Va € Qo y p(a) = p1(a),Va € Q1.

La siguiente proposicion nos sera de utilidad en el Capitulo 4.

Proposiciéon 1.4.7. Sea Q) un carcaj finito, conexo y tal que Q es un drbol.
Entonces KQ ~ S C Mq,(K), donde S es la subdlgebra de Mg, (K) de la
forma (Kgu), donde Ky, = K si hay un camino dirigido de a a b y Ky, =0
en oiro caso.

Demostracion. Como el carcaj es finito podemos denotar Qo = {1,--- ,|Qol}-
Definimos las funciones ¢y : Qo — Mg, |(K) v ¢1 : Q1 = Mg,(K) dadas
por po(a) = Euq ¥y v1(a) = Ega)ia), donde E;; es la matriz cuyos coefi-
cientes son nulos excepto el de la posicion (7, j) que vale 1. Veamos que estas
funciones satisfacen las condiciones del Teorema [[.4.6l

Por un lado tenemos que >, o wo(a) = > .co, Faa = Iiqo|> que es la iden-
tidad del algebra de matrices. Ademés efectuando el producto de matrices
vemos que E, - Eyq = Eoqyquesia#0b, E,,- Eyp, =0.

Por otro lado, para cada flecha « : a — b se tiene que

©1 (O‘) = FEup = Foa Eaop - Epp = (PO(Q) T P1 (a> : @O(b)-

Del Teorematenemos que existe un unico morfismo ¢ : KQ — Mg, (K)
tal que p(e,) = wola), Ya € Qo y (o) = p1(a),Va € Q. Afirmamos que
este homomorfismo es inyectivo. Sea ¢ = > A,w € K@, donde los w son
caminos dirigidos, tal que ¢(c) = 0. Entonces

0=0(c) = 9> Aww) = > AuBaqu i) = (Mig),
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donde \;j = A\, si ¢ = s(w) y j = t(w) y es cero en otro caso, pues hay un
inico camino dirigido que empieza en s(w) y termina en t(w) (pues @Q es un
arbol). Esto implica que \,, = 0, para todo w en la descomposicion de ¢y
por tanto ¢ = 0. De esta forma tenemos que K@ ~ Imp y es sencillo ver
que dicha imagen coincide con la subélgebra de Mg, (K) de la forma (Kg),
donde K, = K si hay un camino dirigido de a a by K,, = 0 en otro caso. [J

1.4.1. Ideales admisibles y cocientes de algebras de ca-
minos

Sea () un carcaj finito y conexo, denotamos por Fy o simplemente F
al ideal generado por las flechas de ). Como espacio vectorial tenemos la
siguiente descomposicion

Fo=KQ:®KQ:®---®dKQ, & ---

en la que K@), es el subespacio vectorial generado por los caminos de longitud
[. En particular Fgy como K-espacio vectorial estd generado por los caminos
de longitud [ > 1. Esto implica que para todo [ > 1 se cumple

o= e,

m>1

y por tanto Fé como espacio vectorial estd generado por los caminos de
longitud mayor o igual que [.

Definicién 1.4.8. Sean () un carcaj finito y Fg el ideal de KQ) generado por
las flechas. Un ideal bildtero I de KQ se dice admasible si existe m > 2 tal
que
m 2
Fy CICE.

Si I es un ideal admisible, al par (Q, 1) se le llama carcaj acotado. El dlgebra
cociente @ se llama dlgebra del carcaj acotado.

Definiciéon 1.4.9. Sea Q un carcaj. Una relacion en () con coeficientes en
K es una combinacion K-lineal de caminos de longitud | > 2 que tienen todos
el mismo vértice inicial y el mismo final.

Una relacion por tanto no es otra cosa que un elemento p € K@ de la
forma p = > \w; donde, para todos 4,7, A; € Ky w; y w; son caminos
de longitud [ > 2 que empiezan ambos en el mismo vértice a y terminan en
el mismo vértice b. Si m = 1 la relacién se llama monomial y si es de la
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forma w; — ws recibe el nombre de relacién de conmutatividad.

Los siguientes resultados nos dan propiedades interesantes que relacionan
las algebras de carcaj y los ideales admisibles.

Proposicion 1.4.10. [3, Proposition 2.6, p. 56] Sea QQ un carcaj finito e I
un ideal admisible de KQ. Entonces el dlgebra del carcaj acotado % es de

i
dimension finita.

Corolario 1.4.11. [3, Corollary 2.9, p. 57] Sea Q un carcaj finito e I un
ideal admisible de KQ. Fziste un conjunto finito de relaciones {pi,...pm}

tal que I = (p1,...pm)-

1.4.2. Representaciones y médulos

Usando un carcaj acotado (@, 1) asociado a una K-algebra A, podemos
establecer una correspondencia entre los A-mo6dulos y las llamadas represen-
taciones K-lineales que definimos a continuaciéon de este parrafo. Esta manera
de representar los moédulos es sumamente ttil y ha probado ser una herra-
mienta muy poderosa en el estudio moderno de la teoria de representaciones.

Definicién 1.4.12. Sea Q) un carcaj finito. Una representacion K-lineal
o simplemente representacion M de () viene dada por los siguientes datos:

(1) A cada vértice a € Qg se le asocia un K-espacio vectorial M,.

(2) A cada flecha a2 a — b en @y se le asocia una transformacion lineal
Vo : My — M,

Una tal representacion se denota por M = (M,, p,). Se dice que M es
una representaciéon de dimensién finita si M, es de dimension finita,
para todo a € Q.

Dadas dos representaciones M = (M,, ) y M' = (M., ¢.), un morfismo de
representaciones f : M — M’ es una familia (f,).cq, de mapas K-lineales
fa : M, — M! tales que para toda flecha o : @ — b el siguiente diagrama
conmuta

M, "> M,

lfa lfb
Moy

Dados dos morfismos f: M — M'y g : M' — M" definimos la composicién
gf como (gf)a := gafa, para cada a € Qo.
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De esta manera queda definida una categoria Rep((Q)), compuesta por las
representaciones K-lineales. Denotamos por rep(Q) a la subcategoria plena
formada por las representaciones de dimension finita.

Definicion 1.4.13. Sea Q un carcaj finito y M = (M,, ps) una representa-
cion. Para cualquier camino no trivial w = oy ...« de a hasta b, definimos
la evaluacion de M en w como el mapa lineal ¢, : M, — M, definido por
la composicion

Ow "= Pay, - - - Pay -

Esta definiciéon se puede extender al caso en que tenemos una relacién,
0 sea una combinacion lineal de caminos que empiezan y terminan en los

mismos vértices. Sea
m
P = E )\iw,-
i=1

una relacion, entonces
m
Pp = E /\i(zpwi'
i=1

De esta forma podemos definir las representaciones de un carcaj acotado.

Definicién 1.4.14. Sea (Q,I) un carcaj acotado. Una representacion M se
dice que satisface las relaciones de I o que estd acotada por I si

v, =0 para toda relacion p € I.

Notemos que si I = {p1,..., pm), entonces M satisface las relaciones de [
siysolosip, =0,Vi=1,...,m.
Denotamos por Rep(Q,I) a la subcategoria plena de Rep(Q)) formada por
las representaciones acotadas por I. A su vez denotamos por rep(Q,I) a la
subcategoria plena de rep(Q)) formada por aquellas representaciones de di-
mension finita acotadas por I.

El siguiente teorema [3| Theorem 1.6, p. 72| establece la relacion entre la
categoria de representaciones de un carcaj acotado y la categoria de modulos
sobre el algebra del carcaj acotado.

Teorema 1.4.15. Sea A = @, donde Q) es un carcaj finito y conezxo e I es
un tdeal admisible. Entonces existe una equivalencia de categorias

F :Mod A — Rep(Q, 1)

que se restringe a una equivalencia F': mod A — rep(Q, I).
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Para finalizar esta seccion y con ella el capitulo vamos a recordar cémo
pueden describirse los médulos simples y los proyectivos e inyectivos indes-
componibles en términos de representaciones de un carcaj acotado. En lo que
sigue (@, I) denota un carcaj acotado finito y conexo con |Qg| = n vértices.

Sea a € @y, denotamos por S(a) la representacion (S(a)y, ¢o) definida
como sigue:

0 sia#b
S<“)b:{K siafb
@a:O,Vate.

Es sencillo ver que S(a) es una representacion acotada de (@, I) (indepen-

dientemente de I). Tenemos entonces el siguiente lema [3, Lemma 2.1, p.
76].

Lema 1.4.16. Sea A = g el dlgebra del carcaj acotado (Q,1).

(i) Para cada a € Qo, S(a) visto como A-mddulo es isomorfo al top del
proyectivo indescomponible ANe,, donde e, := €, + I.

(i) {S(a) | a € Qo} es un conjunto completo de representantes de las clases
de isomorfismo de A-mddulos simples.

En el proximo lema [3, Lemma 2.4, p. 79] se muestra como se pueden
visualizar los A-mddulos proyectivos indescomponibles a través de represen-
taciones del carcaj acotado.

Lema 1.4.17. Sea (Q, ) un carcaj acotado, A = @ y P(a) = Aeg, a € Q.

(i) Si P(a) = (P(a), vp), entonces P(a), es el K-espacio vectorial que
tiene como base {w + 1 | w:a — b}. Ademds para cada 5 :b — c el
mapa K-lineal pg : P(a), — P(a). viene dado por la multiplicacion a
derecha por 5+ 1.

(ii) Sirad P(a) = (P'(a)y, p}p), entonces P'(a), = P(a)y, sia # by P'(a),
es el K-espacio vectorial con base {w+1 | w:a — a, w # €,}. Ademds

¢ = @p para toda flecha B que comience en b # a y ¢, = Palpi(a),
para toda flecha o que comience en a.

Para ver el resultado para los inyectivos indescomponibles que es dual al
lema anterior, remitimos al lector a [3, Lemma 2.6, p. 81].



Capitulo 2

Funciones y algebras de
Igusa-Todorov

RESUMEN: En este capitulo estudiaremos la definicién de las funcio-
nes de Igusa-Todorov y sus propiedades fundamentales. Explicaremos
la utilidad de estas funciones, dando ejemplos variados de sus aplicacio-
nes, en particular exploramos el concepto de algebra de Igusa-Todorov.

2.1. Las funciones ® y ¥

Las funciones de Igusa-Todorov (funciones IT), denotadas por ® y W,
surgieron en el ano 2005 en el articulo [37] (aunque existia una prepublica-
cion desde mucho antes) y han sido ampliamente estudiadas, en principio
por su aplicacion directa al problema de la conjetura finitista. Sin embargo,
estas funciones constituyen una medida homologica interesante de por si y
tienen un alcance que va mas alla de la conjetura finitista. Por ejemplo se
han caracterizado ciertos tipos de algebras a través de las funciones I'T y se
han generalizado de disimiles maneras y en contextos variados, donde se han
podido aplicar, generando nuevo conocimiento (ver por ejemplo [34] y [45]).
También dieron paso a nuevas clases de algebras como las algebras de Igusa-
Todorov que introduciremos mas adelante y las algebras Lat-Igusa-Todorov
que definiremos en el capitulo siguiente y que constituyen una generalizacion
de las primeras. A lo largo del capitulo vamos a ir desarrollando estos aspec-
tos y veremos c6mo las funciones I'T se han hecho de un lugar propio dentro
de la teoria de representaciones de algebras y su desarrollo, que ha crecido
mucho en los taltimos anos, continta en la actualidad.

21
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Comenzamos con un resultado importante que permite definir las funcio-
nes IT y cuya prueba puede verse en [1, 11.6 y 11.7, p. 138|.

Lema 2.1.1. (Lema de Fitting) Sea R un anillo noetheriano. Considere-
mos un R-mddulo a izquierda M y f € Endgr(M). Entonces, para todo R-
submodulo f.q. X de M, existe un entero no negativo

np(X) = minfk € N 5 flpne) s () 5 F51(X), ¥ > k.
Mas ain, para cada R-submdédulo Y de X, se tiene que ns(Y) < ns(X).

Ambas funciones ® y ¥ son mapas de mod A en Z>(, que generalizan
la dimension proyectiva, con la ventaja de que el valor de las funciones IT
en cada moédulo es finito. A pesar de que dichas funciones originalmente se
definieron en la categoria de modulos f.g. sobre un algebra de Artin, es posible
dar una definicion mas general usando los llamados contextos I'T (ver [45]).
Sin embargo, en adelante trabajaremos solamente en categorias de modulos.

Denotemos C = mod A. Recordamos del Capitulo 1 que el operador 2 :
C — C es una funcion entre objetos que preserva la estructura aditiva, o
sea QX @Y) ~ Q(X) @ Q(Y). De esta manera Q : Repz(C) — Repz(C)
es un homomorfismo entre grupos abelianos libres. Sea X € C, denotamos
por (X) al grupo abeliano libre generado por las clases de isomorfismo de
los objetos indescomponibles que aparecen en la descomposicion de X segiin
el Teorema de Krull-Schmidt. Notemos que (X) es un subgrupo de Repy(C)
finitamente generado. Aplicando el Lema de Fitting obtenemos que existe un
entero 7g(X) que es minimo con la propiedad de que el mapa

—m-+1

Q:07(X)) = 2" (X))

es un isomorfismo para todo m > ng(X).

Definicion 2.1.2. Sea A una R-dlgebra de Artin. Definimos una funcion
® : Ob(mod A) — Zs( dada por

O(X) = ng(X).
Para definir la funciéon ¥ usamos la definicién anterior y la férmula

Definiciéon 2.1.3. Sea A una R-dlgebra de Artin. Definimos una funcion
U : Ob(mod A) — Z>o dada por

U(X) == &(X) + fin.dim (add Q**(X)) .
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Observacion 2.1.4. Dado X € mod A se cumple que ambos valores (X) y
U(X) son finitos. En el caso de ®(X) es claro por el Lema de Fitting. Para
ver que V(X)) es finito basta observar que fin.dim (add Q‘b(x)(X)) es finito, lo

cual es cierto porque Q*X) (X)) tiene un niimero finito de sumandos directos
indescomponibles con dimension proyectiva finita.

Como para cualquier dimensioén homologica se puede definir la ®-dimension
de una clase D C mod A cualquiera de la siguiente forma

O dim(D) :=sup{®(X): X € D}.

La U-dimension se define de manera anéloga.

A continuacién resumimos las propiedades mas basicas de las funciones
IT, que son de uso constante en lo que sigue. Ambas proposiciones (2.1.5y
se generalizan en el Capitulo 3 para el caso de las funciones I'T genera-
lizadas, por lo que para ver las pruebas remitimos al lector a las proposiciones

B2y B2.2

Proposicion 2.1.5. [37] Sea A un dlgebra de Artin. Para X,Y, M € mod A
se cumplen:

(a) Si M € projA, entonces ®(X & M) = ®(X). En particular, tomando
X =0 tenemos que ®(M) = 0.

(b) (X) < P(X BY).
(¢) ®dim(add X) = ¢(X).
(d) Si dp(X) < oo, entonces V(X) = &(X) = dp(X).

(e) Sea Z|QHX) tal que 0 <t < (X)) y dp(Z) < co. Entonces
dp(Z) +t < U(X).

(f) V(X)) <U(XBY).
(g) ¥dim(add X) = ¥(X).

La siguiente proposicion (ver [35]) incluye dos desigualdades que podemos
considerar entre las propiedades fundamentales de las funciones IT.

Proposicion 2.1.6. Sea A un dlgebra de Artin. Entonces, para todo X €
mod A, se cumple:

(a) P(X) <P (X)) +1;
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(b) W(X) < W (X)) +1.

El siguiente teorema [37, Theorem 4| constituye el resultado central de
dicho articulo. Més adelante (Teorema [3.2.4]) logramos obtener una genera-
lizacion de este resultado para las funciones I'T generalizadas.

Teorema 2.1.7. Supongamos que 0 - A — B — C — 0 es una una S.e.c.
de A-maodulos f.g. tal que C tiene dimension proyectiva finita. Entonces

dp(C) < ¥(A® B) + 1.

Este teorema tiene consecuencias muy interesantes. Por un lado, supon-
gamos que M tiene longitud de Loewy menor o igual a 2 y sea f : Pyy — M
la cubierta proyectiva. Como f(rad®Py;) = rad®M = 0, tenemos que existe
una s.e.c. 0 - A — rajf;;gM — M — 0, donde A es semisimple. Si ademés

M tiene dimension proyectiva finita, podemos aplicar el Teorema 2.1.7 y la
parte (c) de la Proposicion para obtener

Py A A

dp(M) < V(AP ——)+1< T
p(M) < W @radQPM>+ - (radA@radzA)

+1. (21)

Por otro lado, para un algebra A tal que rad®A = 0, la sizigia de cualquier
modulo tiene longitud de Loewy menor o igual a 2. Uniendo este hecho con
la desigualdad obtenemos el siguiente corolario [37, Corollary 7|.

Corolario 2.1.8. Sea A un dlgebra tal que rad®A = 0, entonces

A - A
rad A rad?A

fin.dim(A) < ¥( )+ 2.

Otro corolario de mucho interés es el que relaciona la rep.dim con la
fin.dim [37, Corollary 9|

Corolario 2.1.9. Sirep.dim(A) < 3, entonces fin.dim(A) < oco.

2.2. Las funciones IT y la conjetura finitista

En esta seccion discutimos algunos de los avances mas relevantes en el
estudio de las funciones I'T en su interaccion con la conjetura finitista.

Uno de los primeros resultados que se desprenden del articulo original de
Igusa y Todorov es el siguiente debido a Y. Wang.
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Teorema 2.2.1. [53, Theorem 3] Sea A un anillo artiniano a izquierda

tal que rad® ™A =0 y ﬁ es de tipo de representacion finito. Entonces
fin.dim(A) < oo.

La demostracion de este resultado usa el Teorema y las rotaciones
de sucesiones exactas cortas descritas en la Proposicion El teorema
anterior también puede obtenerse como un caso particular de resultados mas
generales, por ejemplo ver [29] Theorem 1.2, Corollary 4.3|; asi como el Co-

rolario 2.2.5]

Uno de los trabajos que marcé un hito en cuanto al estudio de la conjetura
finitista usando las funciones IT fue el articulo [54], en el cual J. Wei define las
algebras de Igusa-Todorov (algebras I'T) y prueba que satisfacen la conjetura
finitista. A su vez exhibe un amplio nimero de clases de algebras que resultan
ser I'T y generaliza varios resultados conocidos. También deja abiertas varias
preguntas, entre ellas si todas las algebras de Artin son IT. A continuacion
hacemos un resumen de los principales resultados y técnicas usadas en dicho
articulo y recordamos los primeros ejemplos que surgieron de algebras de
Artin que no son IT.

Definiciéon 2.2.2. Sea A un dlgebra de Artin. Decimos que A es n-Igusa-
Todorov para un entero no negativo n, si existe V€ mod A tal que para todo
M € mod A existe una s.e.c. de la forma

0—=Vi— V= QM) —0,

donde Vi, V1 € add V. Si necesitamos explicitar cudl es el enteron y el modulo
V', decimos que A es (n,V)-IT.

El primer resultado que queremos mostrar es el siguiente.
Proposicion 2.2.3. Toda dlgebra A con rep.dim(A) < 3 es 0-17.

La prueba sale del hecho de la existencia del llamado generador de Aus-
lander, el cual cumple la funcion del modulo V' en la definicion de algebra I'T.
El concepto de rep.dim, introducido por M. Auslander en [6], ha sido amplia-
mente estudiado y hay un sinnimero de algebras que tienen rep.dim < 3 (ver
[56], (23], [19], [2]), las cuales quedarian englobadas en la clase de &lgebras
IT.

El siguiente teorema [54, Theorem 3.4] nos da condiciones sobre ideales
y cocientes para que un algebra sea 1-IT.

Teorema 2.2.4. Sea A un dlgebra de Artin e I un ideal tal que I -rad A = 0.
Si AJI es 0-IT, entonces A es 1-IT.
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Este teorema tiene una consecuencia notable que enunciamos a continua-
cion y de la cual se desprende como caso particular el Teorema [2.2.1}

Corolario 2.2.5. [54, Corollary 3.5] Sea A un dlgebra de Artin. Sirad®* ™A =
Y radL,A es de tipo de representacion finito. Entonces A es 1-1T.
Vale la pena también mencionar otro resultado que permite obtener al-
gebras 2-IT a partir de otras que también sean 2-IT.

Teorema 2.2.6. [5], Theorem 3.10] Sea A un dlgebra de Artin, P € proj A
y E = Endy(P). Si A es 2-IT, entonces E también es 2-1T.

En particular todos los resultados obtenidos en [59] resultan ser casos
particulares de este teorema.

No podemos finalizar este resumen del articulo de J. Wei sin mencionar
que el autor deja abierta la pregunta de si toda algebra de Artin es de ti-
po n-IT para algin n, lo cual de ser cierto resolveria la conjetura finitista.
Resulta que en 2006 R. Rouquier en [48] estudio la dimension de represen-
tacion de las algebras exteriores, en particular concluyd que si A(V) es el
algebra exterior de un espacio vectorial V' de dimensién n > 3, entonces
rep.dim(A(V)) = n + 1, dando asi los primeros ejemplos de élgebras con
rep.dim tan grande como se quiera, aunque siempre finita como habia de-
mostrado O. Iyama en [38] y més recientemente T. Conde en [21], donde
elabora una demostraciéon alternativa usando la medida de Gabriel-Roiter.

Volviendo al articulo de Rouquier ([48]), damos a continuaciéon una familia
de algebras que constituyen ejemplos de algebras de Artin (de hecho son
algebras de dimension finita sobre un cuerpo) que no son de tipo Igusa-
Todorov.

Sea V' un espacio vectorial de dimensiéon n > 3 sobre un cuerpo no nume-
rable K (podemos pensar que K = R o C). Denotamos por A(V) al algebra
exterior de V. El siguiente corolario puede verse en [48, Corollary 4.4].

Corolario 2.2.7. Sea M € mod A(V'). Entonces eziste X € mod A(V) tal
que no existe una s.e.c. de la forma O — My — My — X — 0, con My, My €
add M.

Una primera observaciéon que se desprende directamente del corolario es
que rep.dim(A(V)) > 4. El lector interesado puede remitirse a [48] donde
Rouquier termina probando que rep.dim(A(V)) =n + 1.

En el momento en que el articulo de Rouquier vio la luz atin no existia la
nocion de algebra de Igusa-Todorov y no fue hasta el ano 2015 que T. Conde
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en su tesis de doctorado ([20]), observo que del Corolario[2.2.7y del hecho de
que las algebras exteriores son autoinyectivas, se desprende que A(V) no es
n-IT para ningan n, dando una respuesta negativa a la pregunta de si toda
algebra de Artin es de tipo Igusa-Todorov.

2.3. ®-dimension y V-dimensiéon

Las funciones de Igusa-Todorov pueden pensarse como una generalizacion
de la dimension proyectiva, pero a diferencia de esta tltima el valor de ® o
U en cualquier modulo es siempre una cantidad finita. Ademés se tiene la
siguiente cadena de desigualdades para un algebra de Artin A:

fin.dim(A) < @ dim(A) < ¥dim(A) < gl.dim(A).

Observemos que ¢ dim(A) < oo < ¥dim(A) < oco. Es clara la implicacion
U dim(A) < oo = & dim(A) < oo porque para cada X € mod A se tiene que
O(X) < U(X).

Veamos la otra implicacién. Supongamos que ®dim(A) < oo. Sea X €
mod A, tenemos por definicién que

U(X) = &(X) + fin.dim(add Q* X).

Por un lado ®(X) < ®dim(A) y por el otro existe Z|Q®X)X tal que se
cumple fin.dim(add Q*™) X) = dp(Z) = ®(Z). Luego, para cada X se tiene

T(X) = &(X) + 0(Z) < 20 dim(A)

y por tanto
U dim(A) < 20 dim(A) < oo.

Esto motiva de inmediato la pregunta de si siempre la ®-dimension (o
equivalentemente la W-dimension) es finita, puesto que si fuera el caso ese ni-
mero seria una cota para la fin.dim. Por otro lado, el interés en la $-dimension
también viene motivado por un resultado muy sorprendente demostrado por
M. Lanzilotta y F. Huard en [34], el cual permite caracterizar las algebras
autoinyectivas mediante la ®-dimension. Concretamente, un anillo artiniano
a izquierda R es autoinyectivo si y solo si ®dim(R) = 0. En particular el
resultado vale para algebras de Artin.

A lo largo de los tdltimos anos se desarrollaron técnicas y se obtuvieron
cotas para la ¢-dimension en ciertas familias de algebras, por ejemplo para las
algebras con radical cuadrado cero ([44]), més generalmente para las algebras
truncadas ([12]), asi como para las algebras de Nakayama ciclicas ([51]), por
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solo citar algunas. Sin embargo a fines de 2019, de manera independiente,
salieron a la luz en [11] y [30] los primeros ejemplos de K-algebras cuya ®-
dimension es infinita. Por el interés que representan incluimos ambos ejemplos
en esta tesis. A continuacion presentamos el ejemplo dado en [I1]], mientras
que el dado en [30] lo incluimos en el Capitulo 4 seccion [£.3.1]

En lo que sigue desarrollaremos el ejemplo dado por G. Mata y M. Barrios
en [11]. Como puede verse es un ejemplo complejo y en el articulo donde fue
publicado se hacen varias afirmaciones cuya prueba se deja al lector. La idea
de retomar el ejemplo no es solo para ilustrarlo, sino que vamos a incluir las
justificaciones y los calculos que se omiten en el articulo.

Ejemplo 2.3.1. [T1, Ezample 54] Consideremos el siguiente carcaj @ :

Sea I el ideal de KQ) generado por
{ovivigr — @@igr, BiBig1 — BzBHb Qi1 1, OGOl 1, ﬁiBHthﬂHl? F5}>

para i = 1,2,3,4 (mod 4). A conlinuacion mostraremos que el dlgebra A =
g tiene ®-dimension infinita. Para ello vamos a encontrar una familia de
pares de mddulos indescomponibles {(X,,Yn) tn>2 tales que (X, @ Y,) =
n— 1.

Definimos para cada n € N y para cada «;, 5; modulos que denotamos por
M y MP:. Damos a continuacion las representaciones de M2 y MPt, pues
las asociadas a las otras flechas se definen andlogamente.

12

3

K3n+1
—-_—
W

0{0f[{0]0O 0{0|(0]0
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Denotemos por {eq,...,ex}t y{f1,--., fans1} las bases candnicas de K" y
K3+ respectivamente. Para cada m = 1,2, 3,4 las transformaciones lineales
im : K* — K3+ vienen dadas por:

2:1(6]> = fj’ VJ S {17 .- 7n}

i2(€g> fn+]7 Vj € {1 }

7:3(6j> fn-‘r]-i-la v] € {1 }
(e;) =

?:4 €; f2n+3+1, VJ € {1, ceey }

Afirmacion 1: Todos los M y MP son indescomponibles.

Notemos que basta probarlo para M, con n € N. Para ello vamos
a calcular Endy (M) y probaremos que es un anillo local. Sea (A, B) €
Enda(MS), 0 sea A € M, (K) y B € Ms,11(K) son tales que B -is =is- A,
para todo s = 1,2,3,4. Aqui hemos abusado de la notacion escribiendo i, pa-
ra referirnos a la matriz asociada a esa transformacion en la base candnica
de K". Ezxaminemos con mds detalle las relaciones entre A y B:

BZS:lgA@(BZS)LJ:(’L;A)ZJ,VZ:]_,73n+1,Vj:1,,7'L

Por un lado tenemos que

bii =1
3n+1 b bl 9
2 : o i,n+79 S =
B Zs i, bzk Zs kg — b —3
intltj, S =

bi,2n+j+17 s=4
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Por otro lado

( Qi 5, izl,...,n s—1
0, otro caso -
. {aian,j» Z:nt+1,,2n 7 s—9
. o N , otro caso
(Zs A)m - Z(%)z,k Qf,j Qi1 i=n+2...,2n+1
k=1 ’ , =3
0, otro caso
Ai—2n—1,5, z:2n+2,,3n+1 s —4
L 0, otro caso ’
Igualando cada una de las expresiones anteriores para cada s = 1,2,3,4

obtenemos que la matriz B queda univocamente determinada por A y que
ademds A es una matriz triangular inferior de una forma bien particular.

Veamos esto.
A *
=4 1)

Para s =1 obtenemos que

Para s = 2 obtenemos que

B =

* % *
el i an)
* K K

Para s = 4 obtenemos que

x 0
o=(10)
Notemos que las entradas marcadas con x representan submatrices de B

del tamano adecuado. Esta representacion ayuda a visualizar la forma de B
pero es enganosa, pues para s = 3 tendriamos

0
B = A
0

* % ¥
* ¥ ¥

pero las entradas con x tienen tamanos distintos a las del caso s = 2. Vemos
que de hecho hay una superposicion de la matriz A dentro de B y esto nos
lleva a ciertas relaciones que nos servirdn para caracterizar estas matrices.
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Uniendo toda esta informacidn tenemos que, por un lado (paras =1,2,4)
la matriz B tiene la forma:

a1 v Gig 0 0 0 * 0 0
Upy + Gppy 0 0 - 0 % 0 0
0 . 0 a1 Q2 o Aug, ¥ 0 R 0
0 s 0 Q21 Q292 - A2, * 0 0
B =
0 Ce 0 n1 Ap2 **+ Gpp * 0 e 0
o - 0 0 0O - 0 x a1 - aip
0 0 0 0 0 ¥ Qpi 0 Opp

Las filas y columnas que hemos escrito explicitamente son 1,n,n + 1,n +
2,2n,2n 4+ 2,3n + 1.
Por otro lado (para s = 1,3,4) la matriz B tiene la forma

Qi v Ay ¥ 0 0 0 0 0

Qp.1 Un.n 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0
0 . 0 * ai . a1 -1 a1 n 0 R 0

B =

0 T 0 * Qp-11 " Ap-1n-1 Qn-1pn 0 e 0
0 e 0 * (n1 e (-1 (nn 0 ce 0
0 0 = 0 0 0 a1 a1
0 0 * 0 0 0 ni - Qg

Las filas y columnas que hemos escrito explicitamente son 1,n,n+2,2n, 2n+
1,2n +2,3n + 1.

Igualando estas dos matrices llegamos a la conclusion de que A es una
matriz triangular inferior de la forma

ay1 0 0 cee 0 0
a21 aia 0 te 0 0

A= asq  az1  aig -+ 0 0

ap,1 Ap—-11 -+ - Q21 04171



32 CAPITULO 2. Funciones y algebras de Igusa-Todorov

Luego, si (A, B) es idempotente, A es idempotente, pero las matrices de la
forma que tiene A solo pueden ser idempotentes st A=0 o0 A= 1, y si esto
ocurre entonces B = 0 0o B = I3,41. En conclusion, el dlgebra Endy (M)
no tiene idempotentes no triviales, por tanto M es indescomponible.

Afirmacion 2: M ~ Mfi, pero M 2 MPi para n > 2.

Aligual que en el caso anterior basta probarlo para oy y 1. El isomorfismo
entre M2 y MP" viene dado por la representacion (A, B) donde A : K — K
es la identidad y B : K* — K* es una permutacion de los elementos de la
base que viene dada por B(f1) = f3, B(f2) = f1, B(f3) = f1 y B(f1) = fo.

La razon por la que M % MPr para n > 2 es el solapamiento entre las
imdgenes de iy e i3. Cualquier morfismo (A, B) entre esas representaciones
tiene que cumplir que Boiy =i40 A y también Boiz = 110 A. Esto significa
que el vector B(f,12) tiene que ser combinacion lineal de los primeros n vec-
tores y de los ultimos n, lo cual solo puede pasar si B(f,12) = 0. Luego, para
n > 2 cualquier morfismo de representaciones es no inyectivo y por tanto no
podrd ser un tsomorfismo.

Afirmacion 3: QM) = MY @ S(i + 2)™2 y Q(MP) = M @
S(i+2)™*2 para todo n > 2. Paran = 1, se tiene que Q(M™) = QM) =
S(i + 2)0.

Una vez mds es suficiente calcular Q(M®), con n € N. Denotemos por
Pye1 la cubierta proyectiva, que viene dada por n copias de P(1) y cuya
representacion es la siguiente

a1

PR
Pyor = K'———=K"»
" ~_ 5 7

0=——K!

El mapa de representaciones que define la cobertura proyectiva viene dado
por (A, B), donde A : K® — K" es la identidad y B : K — K31 viene da-
do de la siguiente manera. Sea {gi, ..., gin} la base candnica de K", entonces

B(g14ar) = fatk+1, VE € {0,...,n —1}.
B(gg+4k) = fn+k+2,Vk: € {O, o, n = 1}
B(gs+ar) = fir1,Vk €{0,...,n —1}.
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B(g4+4k) = f2n+k+2,Vk c {0, e, — 1}

Acd podemos ver que Ker B = (g5 — 92,99 — 65 - - - s Jan—3 — Jan—6) == K" L.
Ademds restringir los mapas @s, s, B2, B a Ker B nos da mapas iguales a
19,13, 11, 14 respectivamente. Luego, tenemos que por definicion del nicleo de
un morfismo de representaciones se cumple

Q(Me1) =

n

Como los mapas is, 13,11, %4 vistos en su conjunto tienen una imagen de
dimension 2(n — 1) +n = 3n — 2, vemos que en realidad esta representacion
puede escribirse como suma directa de M, ® S(3)™"2. El mismo razona-
miento vale para los modulos asociados al resto de las flechas o y 5.

El caso m = 1 sale directo de que la cubierta proyectiva de M es P(1)
y por tanto el nicleo es necesariamente semisimple.

Afirmacion 4: ®dim(A) = co.

Consideremos para cada n > 2 el par (M1, MPt) compuesto por mddulos
indescomponibles. Ya sabemos que dichos maodulos no son isomorfos, por lo
que comenzamos con rango 2. Ademds sus sucesivas sizigias tampoco son
wsomorfas, hasta el pason—1 en el que si' lo son. Luego de este paso en el que
tenemos rango 1 no puede volver a caer el rango porque todos los simples en
esta dlgebra tienen dimension proyectiva infinita. Por tanto ®(M & MP) =
n— 1 y esto prueba que ® dim(A) = oo.






Capitulo 3

Funciones de Igusa-Todorov
generalizadas

RESUMEN: En este capitulo definimos las funciones de Igusa-Todorov
generalizadas y mostramos sus propiedades, as{ como la relacién exis-
tente entre éstas y las definidas originalmente por Igusa y Todorov en
[37].

3.1. Subcategorias de Igusa-Todorov

El objetivo de esta seccion es estudiar mas profundamente el papel que
juega la subcategoria plena proj A formada por lo médulos proyectivos f.g.
en la definicion original de las funciones IT. Esto nos permitird definir las
subcategorias de Tgusa-Todorov (IT), que luego seran usadas para definir las
funciones generalizadas.

Hay ciertas propiedades que cumple proj A de manera trivial, pero que en
ellas se basa enteramente la definicion de las funciones ® y W, a saber: proj A
es cerrada por sumas directas, sumandos directos y sizigias. Esto motiva la
siguiente definicion.

Definicién 3.1.1. Sea D C modA. Decimos que D es una subcategoria
de Igusa-Todorov (o simplemente una clase IT) si cumple las siguientes
dos condiciones:

(1)addD=D y (2)Q(D)CD.

35
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Dadas dos subcategorias cualesquiera X', ) C mod A definimos X ® ) =
{XeY|XeX Y e}

Observacion 3.1.2. (1) Si C y D son clases IT, la clase C & D es IT.
FEs claro que add (C ® D) = C & D. Ademds la sizigia conmuta con la suma
directa, por lo que también es cerrada por sizigias y por tanto es una clase IT.

(2) Aunque una clase IT en principio no tiene que contener a los proyec-
tivos, puede siempre ampliarse de manera minimal para que si los contenga.
St D es una clase IT, entonces D' = D & proj A es la menor clase IT que
contiene a D U proj A. En ocasiones es deseable trabajar con clases IT que
contengan a los proyectivos y de esta forma cualquier resultado que tenga
esta hipotesis puede adaptarse a una clase I'T cualquiera.

Los siguientes ejemplos muestran la versatilidad de la definicién anterior,
mostrando varias clases bien conocidas y de distinta indole que resultan ser de
tipo I'T. Recordamos que, dada un algebra de Artin A, definimos la clase de los
modulos ortogonales a izquierda como “A := {M € mod A | Ext}(M,A) =
0,Vi > 1}.

Ejemplo 3.1.3. Sea A un dlgebra de Artin.

(1) Los ejemplos mds evidentes de clases IT son proj A y mod A, los cuales
podriamos considerar como casos extremales.

(2) Otras dos clases IT que son de especial interés y que consideramos
prototipicas son GprojA y ~A formadas por los mdédulos Gorenstein
proyectivos y los modulos ortogonales a izquierda respectivamente. En
este caso [33, Proposition 2.3] implica que Gproj A C *A. La clase +A
es bien conocido que es saturada a izquierda, en particular resulta ser
una clase IT. Para ver que Gproj A es también saturada a izquierda
remitimos al lector a [33, Theorem 2.5] y [45, Remark 7.4 (a)].

(3) Sea M € modA tal que dp(M) = n < oo, entonces las siguientes son
clases IT

(3.1) Dy=add Ao MaQM)®--- Q" 1(M)).
(3.2) Dy =add (M e QM) &---@Q(M)).

(4) Sea T € mod A? un mddulo inclinante con dp(T) < 1 y sea T' :=
End(T). Definimos Y(T) := {Y € modT'? | Tor} " (Y,T) = 0}, la

cual es una clase libre de torsion y contiene a los proyectivos. Por ser
libre de torsion es cerrada por submdodulos y extensiones por lo que se
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satisface la condicion (1) de la Definicion|3.1.1 Como ademds contiene
a los proyectivos, contiene también a todas las sizigias, en particular
aquellas de mddulos en Y(T'), por tanto se cumple también la condicion
(2) y podemos concluir que Y(T) es una clase IT.

(5) Consideremos la subcategoria P<>°(A) formada por los mddulos que
tienen dimension proyectiva finita. Es claro que esta clase es cerrada
por sizigias y también por sumas y sumandos directos, luego es una clase
IT. Del mismo modo dado n € Zsq, la subcategoria P="(A) formada
por aquellos modulos con dimension proyectiva a lo mds n, es una clase
IT.

(6) Para un dlgebra de Artin cualquiera la clase D = Q(mod A) @ proj A es
una clase IT. Es bastante claro que es cerrada por sizigias y también
por sumas directas. Veamos que es cerrada por sumandos directos. Sea
X|Q(Y), con entonces tenemos una s.e.c.

PY
0—>X—>Pg/—>y°—>0,

donde Py es la cubierta proyectiva de Y. De aqui se obtiene que X =~

Q(I;%Y) @ Q, para algin Q € projA y esto implica directamente que
X € D =Q(modA) @ proj A.

La siguiente proposicion relaciona las clases I'T con la funcién & de Igusa-
Todorov.

Proposicion 3.1.4. Sea A un dlgebra de Artin y D una clase IT con la
siguiente propiedad: si X € mod A es tal que Q(X) € D, entonces existen
Y € D, P € proj A tales que Q(X) ~ Q(Y) @ P. Bajo estas hipdtesis se tiene
que si ®dim(D) =n > 0, entonces  dim(Q(D)) =n — 1.

Demostracion. Como D es una clase IT se cumple que ®dim(2(D)) <
¢ dim(D) = n. Supongamos que existe X € D tal que ¢((X)) = n. Si
descomponemos €2(X) en sumandos directos indescomponibles obtenemos
que Q(X) = @,_, T;. Del Ejemplo parte (6) y de las hipotesis podemos
concluir que para cada i, T; ~ Q(Y;) @ P;, donde Y; € ind(D) y P, € projA.
Como T; es indescomponible y no es proyectivo, existe al menos un ¢ tal que
Y; 20y T; ~ Q(Y;). Tomando Y = @,_,Y; y aplicando la definicion de
la funcion @, nos queda ®(Y) = n + 1 y esto es una contradiccion, pues
¢ dim(D) = n.

Hemos demostrado que ® dim(2(D)) < n — 1. Supongamos que es estricta-
mente menor, o sea que para todo X € D, (Q(X)) < n—2. Aplicando la des-
igualdad de Huard-Lanzilotta [34] tenemos que ®(X) < ®(Q(X))+1<n—1
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y como X € D es arbitrario, arribamos a una contradiccion con el hecho de
que ® dim(D) = n. O

Corolario 3.1.5. Sea A un dlgebra de Artin y D una clase IT tal que D =
Q(D) @ proj A. Entonces si ®dim(D) < oo se tiene ¢ dim(D) = 0.

Demostracion. Notemos primeramente que si D = Q(D) @ proj A, enton-
ces se satisface la hipdtesis sobre D en la proposicion anterior. Sea n :=
® dim(D) > 0, entonces por la Proposicion [3.1.4] tenemos que ® dim(Q(D)) =
n — 1 y esto es una contradiccion pues n = & dim(D) = P dim(Q(D) @
projA) = &dim(§2(D)) = n — 1, lo cual es imposible. Concluimos entonces
que ¢ dim(D) = 0. O

Observamos que la clase de los Gorenstein proyectivos satisface las hip6-
tesis del corolario anterior. Por tanto ® dim(GprojA) = 0 o co. Es conocido
que esta clase tiene ®-dimension cero, luego este es un ejemplo interesante
de aplicacion del corolario anterior y encaja en la teoria ya conocida.

A continuacion vamos a discutir las ideas y conceptos necesarios para
poder definir de manera exitosa las funciones I'T generalizadas.

Denotemos por K el grupo abeliano generado por el conjunto de clases
de isomorfismo [M], donde M € mod A, con la relacion [M] — [X]| — [Y] si
M ~ X &Y. Notemos que K no es mas que el grupo abeliano libre generado
por las clases de isomorfismo de los A-modulos indescomponibles. Este grupo
no es el mismo que el Ky definido por Igusa y Todorov en [37], ya que en
este caso las clases de los proyectivos no se anulan. Es méas, K resulta ser el
cociente de K por el subgrupo libre generado por los proyectivos indescom-
ponibles, el cual es un sumando directo de K, pues la clase proj A es cerrada
por sumas y sumandos en mod A.

Sea X C mod A una subcategoria tal que X = add X'. Denotamos por (X)
al subgrupo abeliano libre de K generado por las clases de isomorfismo de los
indescomponibles en X U projA. Si X € mod A, entonces (X) := (add X).
La primera condicion en la Definicion garantiza que (X’) es un sumando
directo de K y por tanto el cociente Ky := K/ (X) es un grupo abeliano
libre generado por las clases de isomorfismo de médulos indescomponibles no
proyectivos y que no estan en la clase X. En el caso X = proj A, el grupo
K poja coincide con el grupo K, definido por Igusa y Todorov. Es justa-
mente esta idea de sustraer las propiedades de proj A que hacen posible la
definicion de las funciones IT, la que ha motivado esta construccion. De esta
manera vemos con mas claridad la dependencia que existe entre las funciones
de Igusa-Todorov y la clase de los modulos proyectivos. En lo que resta del
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capitulo vamos a generalizar estas funciones al caso donde tenemos una clase
IT cualquiera y luego vamos a estudiar sus propiedades.

Tomemos ahora una clase X := D que sea I'T y consideremos el endo-
morfismo L : K — K definido por L([X]) = [2X]. Como D es una clase
IT, la condicion (2) implica que el endomorfismo L pasa al cociente como

L: Kp — Kp, [X] — [Q2X], donde [M] := [M]+ (D), para todo M € mod A.
Denotemos (X) := ((X) + (D))/(D) y notemos que (X) es el grupo abeliano
libre generado por las clases de isomorfismo de A-moédulos indescomponi-
bles no proyectivos de add X que no estan en la clase D. El grupo m es
un subgrupo finitamente generado de Kp, por tanto al aplicar el Lema de
Fitting obtenemos un entero no negativo 13 ((X)) minimal con la propiedad

AN —m+1

deque L: L™ ((X)) = L™ ({X)) es un isomorfismo para todo m > n-({X)).

El anéalisis que se acaba de exponer en los parrafos anteriores da paso a
la siguiente definicion, que es central en este trabajo.

Definicién 3.1.6. Sean A un dlgebra de Artin y D C mod A una subcategoria
IT. Para cada X € mod A, definimos

Pp)(X) = 1((X).

Es preciso sefialar que si tomamos D = proj A entonces ®p) es la funcion
® de Igusa-Todorov. Es en este sentido que esta definicion la generaliza. Pa-
ra cada D la funcion ®p) recibe el nombre de funcién ® de Igusa-Todorov
asociada a D o simplemente funcion ® generalizada si se sobreentiende cuéal
es la clase I'T o si es irrelevante.

De manera analoga a como se define la funcion ¥ de Igusa-Todorov, se
puede definir la funciéon ¥ generalizada.

Definicion 3.1.7. Sean A un dlgebra de Artin y D C mod A una subcategoria
IT. Para cada X € mod A, definimos

Up)(X) = Oppy(X) + fin.dim (add Q®P (X)),

La siguiente definicion es bien natural y nos dice qué se entiende por
®-dimension de una subcategoria cualquiera X C mod A

Definiciéon 3.1.8. Sea X C mod A una subcategoria cualquiera, definimos
la ®pj-dimension de X de la siguiente manera:

Prpy dim(&X) = sup{Pp)(X) : X € X}



40 CAPITULO 3. Funciones de Igusa-Todorov generalizadas

De manera andloga se define la ¥ (p-dimension de una subcategoria X'

Definiciéon 3.1.9. Sea X C mod A una subcategoria cualquiera, definimos
la Vip)-dimension de X de la siguiente manera:

Uip) dim(X) = sup{¥p)(X) : X € X'}
Veamos como se calculan los valores de estas funciones en un ejemplo
sencillo.

Ejemplo 3.1.10. Consideremos el dlgebra de caminos A = KQ/F?, donde
K es un cuerpo, Q es el carcaj que damos a continuacion y F' es el ideal de
KQ generado por las flechas.

()

Q- 1 y 2 y 3.

Vamos a trabajar con los modulos S1, S2, S3 = P, P1, Py e I5. Las resoluciones
proyectivas minimales de S1, Sy e Iy son las siguientes:

“)Pl@PQ@PE} )Pl@P2—>P1—>Sl—>O
S1 @ Sy @ S3 S1 @Sy

0 — P ——— P — 5 —0

~ S
Ss

-— P — P — I, — 0

NS
Sh

Sea D = add(A & Sy @ S1), la cual puede verse sin dificultad que es una
clase IT. De las resoluciones proyectivas minimales y de las Definiciones

[3.1.6] y[3.1.7 tenemos que
®(52) =1, p)(S2) =
O(I) =0, Pip)(L2) =
V(ly) = 0 ‘1’[91(12)
V(S @ S2) =2,¥p (51@52)_1

Una observacion importante que nos brinda este ejemplo es que en general
no hay una ninguna desigualdad del tipo ® > (<) ®pj o ¥ > (L) Yip). Sin
embargo hay cierta relacion entre estas funciones, la cual junto a otros temas
se trata en la siguiente seccion.
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3.2. Propiedades de las funciones IT generali-
zadas

En esta seccion vamos a estudiar las propiedades de las funciones IT gene-
ralizadas, asi como la relacion existente entre éstas y las funciones definidas
originalmente por Igusa y Todorov.

A continuacién damos una lista de propiedades que generalizan las de-
mostradas en [37].

Proposicion 3.2.1. Sea A un dlgebra de Artin y D una subcategoria IT.
Para cualesquiera X,Y, M € mod A se cumplen:

(a) Si M € D UprojA, entonces $pp)(X @ M) = Pp(X). En particular,
tomando X = 0 tenemos que ®pj(M) = 0.

(b) Pip)(X) < Pp(X @Y).
(¢) ®pdim(add X) = B (X).
(d) Sidp(X) < oo, entonces Vip)(X) = ¢(X) = ¥(X) = dp(X).

(d') Si dp(X) < oo y fin.dim(D) = 0, entonces p)(X) = &(X) =
Uip)(X) = ¥(X) = dp(X).

(e) Sea Z|QU(X) tal que 0 <t < ®p(X) y dp(Z) < oco. Entonces
Ap(Z) + < Wiy ().

(f) ¥ip)(X) < ¥p(X @Y).
(g) \D[D}dim(addX) = \D[@}(X).
(h) Sifin.dim (add X') > k, entonces Vip)(X) > k.

Demostracion. (a) Sale del hecho de que (X & M) = (X).
(b) Basta observar que (X) es un subgrupo f.g. de (X @Y, luego la des-
igualdad sale directamente del Lema de Fitting.

(c) Sea Z € add X, entonces existen Z' € modA y s € Zs( tales que
Z@® 7 = X°. Como (X*) = (X) tenemos que ®p)(X*) = Ppy(X). Apli-
cando la parte (b) obtenemos que ®p(Z) < @p(X) y al ser Z arbitrario,
tenemos que ®pdim(add X) = ®p(X).
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(d) Basta ver que Wp(X) = dp(X) porque las otras igualdades estan pro-
badas en [37]. Por definicion Wip)(X) = ®p)(X) + fin.dim (add Q*@1X) (X)),
Como dp(X) < oo, se cumple que [QPC)(X)] = 0, luego Pip)(X) < dp(X).
Bajo estas condiciones se tiene que fin.dim (add Q®™) (X)) = dp(X) —
®(p)(X), sustituyendo en la definicién de Wip) obtenemos la igualdad desea-
da.

(d') Notemos que la condicién fin.dim(D) = 0 es necesaria, pues en gene-

ral no es cierto que ®p(X) = dp(X) si dp(X) < oo, como puede verse en el
Ejemplo tomando X := S, (en este caso fin.dim(D) = 1).
Sea n := dp(X), aqui al igual que en la parte anterior basta probar que
®rp)(X) = n. La condicion fin.dim(D) = 0 implica que en la clase D no hay
modulos de dimension proyectiva finita que no sean proyectivos. Esto a su
vez implica que el grupo Zn_l(m) no es nulo, mientras que L"((X)) si lo
es, por tanto ®p)(X) = n.

(e) Observemos primero que al tener la sizigia la propiedad de conmutar
con la suma directa tenemos que Q®™)~*(Z) es un sumando directo de
Q21 (X). Ademas dp(Q¥m1X)~4(Z)) < oo porque dp(Z) < oco. Por tanto
tenemos la siguiente desigualdad

dp(Z) < dp(Q" () + By (X) — 1.

Por otro lado notemos que dp(Q®™)~t(7)) < fin.dim (add Q2™ (X)),
Luego, al combinar ambas desigualdades obtenemos

dp Z + t < fin.dim (add Q®P1X) (X)) + & (X) = ¥y (X).
(f) Sea Z|Q®PX)(X) con dp(Z) < oco. De la parte (b) sabemos que
Pip)(X) < P (X @Y). Luego podemos aplicar la parte (e) al moédulo X @Y,

tomando t := ®p(X) y dado que Z es también un sumando directo de
Q221X (X @ Y). De esta forma obtenemos que

dp(Z) + Ppp)(X) < Ypp(X B Y).

Finalmente, tomando supremo en el miembro izquierdo de la desigualdad
anterior, se obtiene la desigualdad deseada.

(g9) Sea Z € add X, entonces existen Z' € mod (A) y s € Zs( tales que
Z @ Z' = X*. Notemos que ®pj(X®) = ®p(X) como en la prueba de la
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parte (¢). Obtenemos asi las siguientes igualdades

) (X?) + fin.dim (add Q‘I’[Dl(XS)<Xs>)
01 (X) + fin.dim (add Q) X)(x*))
}(X) + fin.dim (add Q® (X)<X))
= ‘I’[m (X).

Vip (X*) =

Por tanto, aplicando (f), se sigue que ¥p)(Z) < Wip)(X*) = ¥ip(X).

(h) Como fin.dim (add X') > k, existe Z|X tal que dp(Z) > k, entonces
por (d) tenemos que Vp)(Z) > k y combinando esto con (f) obtenemos que
k< Wpp)(Z) < ¥ipy(X). O

La siguiente proposicion esta motivada por su anilogo en [35].

Proposicion 3.2.2. Sea A un dlgebra de Artin y D C mod A una clase IT.
Entonces, para todo X € mod A, se cumple:

(a) Pp(X) < Py (X)) + 1
(b) ¥p)(X) < Vppy (X)) + 1.

Demostracion. (a) El caso en que ®p)(X) = 0 es trivial, asf que asumimos
que ®(p)(X) > 0. Notemos que L({X)) es un subgrupo de (22(X)), y entonces
por el lema de Fitting se cumple que

Prp)(X) — 1 = np(L((X))) < n({QX))) = oy (X))

(b) Sea Z|Q®m1X)(X) con dp(Z) < oco. Tomemos un entero no negativo
t de manera que ®p)(X) +t = Pp(2(X)) + 1. Entonces se cumple que
QY 2) | QN (Q(X)) y dp Q' Z < co. Combinando todo lo anterior con el
hecho de que dp(Z) < dp(Q4(Z)) + t, obtenemos

dp(Z) < fin.dim (add Q2@ (Q(X))) + By (X)) + 1 — Dy (X).

Por definicién, el segundo término en la desigualdad anterior es igual a
Wi (X)) + 1 — By ().
Luego,

Up)(X) = fin.dim (add Q@) (X)) 4+ Dy (X) < Uy (X)) + 1.
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El siguiente lema sera de utilidad en lo que sigue.

Lema 3.2.3. Sean A un dlgebra de Artin, D una subcategoria IT y 0 —
A — B = C — 0 una s.e.c. en modA tal que dp(C) < oo. Llamemos
n = min{k € Zs( : [QFA] = [Q*B]}, entonces se cumple

(a) n < dp(C),
(b) n < Qp(A® B).

Demostracion. Primeramente es oportuno senalar que como dp(C) < oo,
existe k € Zso tal que QFA ~ QFB, luego [Q*A] = [Q*B] y por tanto n
queda bien definido como el minimo & con esa propiedad.

Para demostrar (a) notemos que QWP es proyectivo y por tanto al aplicar
el Lema de la Herradura para este nivel de sizigia obtenemos una sucesion
exacta corta escindida que tiene la forma

0 — QPO (A) - Q*®O(B)yo P — QP9 (C) — 0,
donde P € proj A. Al ser escindida tenemos que

de(C)(B) P~ de(C)(A) ® de(C)(C)7

luego [QIP(C)(A)] = [QIP(E)(B)] y como n es el minimo de los enteros no
negativos con esta propiedad tenemos que n < dp(C).

Para demostrar (b) podemos asumir que n > 0, pues el caso n = 0 es trivial.
Observemos primeramente que por la definicion de n se cumple que [Q"A] =
[QnB], pero [Q"~1(A)] # [Q7~1(B)]. Consideremos entonces el homomorfismo
de grupos

L. I"'((AeB) —» L"((Aa B)),

como en la Definicion [3.1.6f Como L no es inyectiva, entonces por el Lema
de Fitting tendra que ser ®ip)(A @ B) > n. O

El siguiente teorema es una generalizacion de [37, Theorem 0.4].

Teorema 3.2.4. Sea A un dlgebra de Artin y D C modA una clase IT.
Supongamos que tenemos una s.e.c. 0 > A — B — C — 0 tal que

(1) dp(C) < oc.

(2) Para n = min{k € Zsq : [Q*A] = [QFB]}, el mdodulo Q"(B) no tiene

sumandos directos en D con dimension proyectiva infinita.
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Entonces se cumple la siguiente desigualdad:
dp(C) < ¥p(A@ B) + 1.

Demostracion. Antes de comenzar la demostracion es preciso senalar que si
D = proj A, la condicion (2) desaparece y se recupera el Teorema 0.4. de [37]
como un caso particular.

Del Lema sabemos que n < dp(C') y n < @ip)(A @ B). Por otro lado,
si aplicamos el Lema de la Herradura para el nivel n de sizigia obtenemos la
siguiente s.e.c.

0—-0Q"A) - Q(B)aQ — Q" (C) =0,

con @ € projA. Como [Q2"A] = [Q"B] tienen que existir, por el Teorema
de Krull-Schmidt, A-médulos X, Dy, Dy tales que Q"A ~ X & D, y Q"B ~
X @ Dy, donde X es o bien nulo o no esta en la clase Dy Dy, Dy € D. Asi
la s.e.c. toma la siguiente forma

0>X®D - XdDydQ — Q" (C) —0.

Una consecuencia del Lema de Fitting es que la componente f : X — X en
la s.e.c. se descompone en un mapa diagonal de la forma f: Y& Z - Y G 7,

donde f = ({)1 ]9) , f1 es un isomorfismo y f5 es nilpotente. Como el mapa
2

f1 es un isomorfismo induce una s.e.c. de la forma
(%) 020D —-Z®DydQ — Q" (C) — 0,

donde la componente Z — Z es precisamente f;. Como Q*(C) y D, tienen
dimensién proyectiva finita, podemos afirmar que Z & D; también. Veamos
esto: sea k € Zs; tal que Exth ™ (Q™(C), S) = 0y Extk (Dy, S) = 0, para todo
S simple. Aplicando el funtor Exty(—,S) obtenemos una sucesién exacta
larga:

— Exth(Z,5) — Extk(Z,5) @ Exth (D, S) — Extht(Q"(C),S) =0 —

La componente Ext(fy,S) : Extk(Z,5) — Extk(Z,S) es nilpotente, por
tanto no puede ser sobreyectiva, lo que implica que el mapa completo tam-
poco puede ser sobreyectivo a no ser que Extk(Z,9) = 0 = Extk(Dy,9).
Como S es un simple cualquiera, podemos concluir que Z & D; tiene dimen-
sion proyectiva finita. Ademés, Z @ Dy @ Dy es un sumando de Q"(A@ B) y
n < @p)(A @ B), luego aplicando la Proposicion m parte (e) obtenemos
que
dp(Z @ D1 ® Dy) +n < Uiy (A® B).
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Por otro lado sabemos que dp(C) < dp(Q™(C)) + n y de la sucesion (x)
obtenemos que dp(Q"(C)) < dp(Z & D; & D,) + 1. Uniendo todas estas
desigualdades obtenemos que

dp(C) < dp(Q2"(C)) +n <dp(Z ® D1 ® Dy) + 1 +n < Vip(AD B) + 1.

]

3.2.1. Relacion entre las funciones IT y las generaliza-
das

En esta seccion nos dedicamos a estudiar la relacion existente entre las
funciones IT y las generalizadas. Comenzamos con el siguiente lema que es
una consecuencia del Lema de Fitting.

Lema 3.2.5. Sean G un grupo abeliano, D un subgrupo de G y L € Endz(G)
tal que L(D) C D y existe k entero no negativo tal que L : L¥(D) — D es
un monomorfismo. Entonces para cada subgrupo X C G f.g. tenemos que

np(X) < np(X) + F,

donde L : G/D — G/D, g+ D — L(g) + D, X := (X + D)/D y np,nt se
obtienen al aplicar el Lema de Fitting.

Demostracion. Sea X un subgrupo finitamente generado de G. Por el Lema
de Fitting existe un entero no negativo 7.(X), minimo con la propiedad de
que L : L"™(X) — L™ (X) es un isomorfismo para todo m > ny(X). Lo
mismo puede hacerse para el homomorfismo L y el subgrupo X: al entero

correspondiente lo denotamos 7(X).

Sea m > nz(X) + k. Afirmamos que L : L™(X) — L™ (X) es un
isomorfismo. Si suponemos lo contrario, deberia entonces existir un elemento
no nulo y € L™(X) tal que L(y) = 0. Este elemento puede escribirse como
y = L™(z) para algin z € X y como m > k también puede escribirse
y = L*(L™*(z)). Como L : L¥(D) — D es un monomorfismo concluimos
que L™ *(z) ¢ D, luego L™ *(z) + D = fm_k(x + D) es un elemento no
nulo y por tanto L(L" (z + D)) = Zkﬂ(fmfk(x + D)) tampoco puede ser
nulo porque m — k > n(X). Por otro lado sabemos que L(L" (z + D)) =
L(y+ D) = L(y) + D = 0 y aqui radica la contradiccion.

En conclusion, si m > nz(X) + k, entonces L : L™(X) — L™(X) es un
isomorfismo y como 7. (X) es el minimo entero con esta propiedad tenemos

la desigualdad deseada. O]
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El siguiente teorema es una consecuencia de la Definicion y el Lema
3.2.9
Teorema 3.2.6. Sea A un dlgebra de Artin y D C mod A una subcategoria
IT. Entonces, para cada X € mod A se cumple

CI)(X) < @[D](X) + (I)dim('D).

Demostracion. Podemos asumir que k := ® dim(D) < oo, pues de lo contra-
rio la desigualdad es trivial. Para aplicar el Lema tomamos G = K,
D:=(D)y L:K — K como en la Definicion [3.1.6] Para poder continuar
hay una condiciéon que tenemos que verificar y es que L : L¥(D) — D es
un monomorfismo. Si suponemos lo contrario, entonces tendran que existir
moédulos X, Y € D tal que [QF(X)] # [QF(Y)], pero [QF1(X)] = [Q1(Y)] vy
esto implica que $(X @Y) > k + 1, lo cual contradice que la & dim(D) = k.
En este punto estan dadas todas las hipotesis para aplicar el Lema y
obtener asi la desigualdad deseada. [

La relacion entre U y Wp es un poco mas complicada y para obtener un
resultado analogo al anterior es necesario imponer una condiciéon adicional a
la clase IT.

Proposicion 3.2.7. Sea A un dlgebra de Artin y D C mod A una clase IT
tal que ® dim(D) = 0. Entonces se cumple lo siguiente.

a) V(X)) < Up(X), para todo X € mod A.

(D]
(b) Vip)(X ® D) = Vip(X), para todo X € modA y D € D.
(¢c) ¥ipdim(D) = 0.

Demostracion. (a) Sea X € mod A. Tomemos Z|Q®X)(X) con dp Z < oo.
Como @ dim(D) = 0, se cumple, por el Teorema [3.2.6] que 0 < ®(X)
®p)(X). Luego, por la Proposicién m (e), se sigue que dp Z + (X))
WUip)(X). Por tanto W(X) < Wip(X).

(b) Sea X € modA y D € D. Usando la Proposicion (d), el hecho
de que ®dim(D) =0y Q(D) C D, tenemos que

fin.dim (add Q™) (X @ D)) = fin.dim (add Q¥™ &) (X)).

Por otro lado, la Proposicion [3.2.1] (a) implica que ®p)(X @ D) = ®p)(X).
Luego

<
<

Uip)(X @ D) = ®ppy (X @ D) + fin.dim (add Q*@ &S0 (X @ D))
= Oip)(X) + fin.dim (add Q*™ (X @ D))
= ‘D[p (X) + fin.dim (add Q®@/X) (X))
0 (X),
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lo cual demuestra (b).

(¢) Sea D € D. De la Proposicion 3.2.1] (a), tenemos que ®p(D) = 0.
Por otro lado, ® dim(D) = 0 implica que fin.dim (add D) = 0. Finalmente,
obtenemos

Uip)(D) = ®ppy(D) + fin.dim (add Q@ P) (D)) = fin.dim (add D) = 0.
O

Observacion 3.2.8. Es preciso senalar que, en contraste con el Teorema
la condicion adicional ® dim(D) = 0 es necesaria en el sentido de que
la desigualdad V(X) < Vip)(X) + ¥ dim(D) no se cumple en general, como
puede verse en el siguiente ejemplo. Consideremos el dlgebra de caminos
A :=KQ/F? dada por el siguiente carcaj Q

()

Q: 6 < 5 < 4 < 1 > 2

~
w

donde F' es el ideal de KQ) generado por las flechas de Q.

Sea D :=add(A & Ss) y X := 51 @& 5, € mod (A). Usando la definicion
obtenemos que W(X) = 3, mientras que Vip(X) = 1 y ¥dim(D) = 1.
Entonces, la desigualdad W(X) < Uip(X) + Udim(D) no se cumple. La
razon de esto se esconde en la dificultad de poder controlar la dimension
proyectiva de los sumandos directos de sizigias de A-modulos con dimension
proyectiva infinita.

El siguiente corolario es una consecuencia de la Proposicion |3.2.7|

Corolario 3.2.9. Sea A un dlgebra de Artin y D C mod A una clase IT tal
que ® dim(D) = 0. Supongamos que existe una s.e.c. 0 > A — B — C — 0,
donde A, B € D y dp(C) < oo. Entonces dp(C) < 1.

Demostracion. Usando [37, Theorem 0.4] tenemos que dp(C') < V(A®B)+1.
Aplicando la Proposicion [3.2.7] obtenemos que

dp(C) < \I/(A@B)—f-l < \I/[D](A@B)—l-l: 1.
]

Notemos que los A-mo6dulos A y B no solo no tienen por qué ser proyec-
tivos, sino que pudieran incluso tener dimension proyectiva infinita, pero el
hecho de estar en una clase I'T con ®-dimension cero les da el poder de contro-
lar la dimension proyectiva de C' como si fueran proyectivos. En este momento



3.2. Propiedades de las funciones IT generalizadas 49

cabe senalar que a pesar de que la condicién sobre la clase IT de tener ®-
dimensién cero es restrictiva, hay clases muy importantes que mencionamos
en el Ejemplo que son GprojA y +A, que satisfacen esta condicion.
Una prueba de que ® dim(*A) = 0 (y por tanto ® dim(Gproj A) = 0) puede
verse en [45].

En la siguiente Proposicion vemos que se puede decir algo méas sobre la
relacion entre Wy Wip sin necesidad de imponer condicién alguna sobre D.

Proposicion 3.2.10. Sea A un dlgebra de Artin, D C mod A una clase IT
y X € modA.

(a) Si X es indescomponible, entonces W(X) < Wip(X).
() B(X) < Bipy(X) si y solo si W(X) < Wiy (X).

Demostracion. (a) Si dp(X) = oo, entonces U(X) = 0 y la desigualdad es
trivial. Si por el contrario dp(X) < oo, entonces aplicando la Proposiciéon
v(X) =

parte (d) obtenemos que ) (X).

(b) Notemos que en general, si n < (<) m, entonces se cumple que
(¥) fin.dim (add 2"(X)) — fin.dim (add Q"(X)) < (<) m — n.

(=) Tomando n := ®(X) y m := ®p|(X), la desigualdad (*) implica direc-
tamente que V(X) < Up (X).

(<) Supongamos lo contrario, o sea que ®(X) > P (X). Si tomamos
n = @p)(X) y m:= ®(X) la desigualdad (*) implica que W(X) > W (X),
lo cual es una contradiccion. ]






Capitulo 4

Aplicaciones

RESUMEN: En este capitulo daremos aplicaciones de la teoria desarro-
llada en el capitulo anterior. Primeramente presentaremos la definicién
de édlgebra Lat-Igusa-Todorov (LIT), la cual generaliza el concepto de
algebra de Igusa-Todorov dado por J. Wei en [54]. Luego estudiaremos
esa clase de algebras y sus propiedades, en particular en relacién con la
conjetura finitista. Finalizamos el capitulo dando condiciones para que
un algebra triangular sea de tipo LIT. Como caso particular obtene-
mos que el producto tensorial de una K-algebra LIT con el dlgebra de
caminos dada por un carcaj de tipo Dynkin sin relaciones, es siempre
de tipo LIT.

4.1. Algebras Lat-Igusa-Todorov

La nocion de élgebra de Igusa-Todorov (IT) fue introducida por J. Wei
en [54] (ver Definicion y ha sido estudiada en buena medida por la
aplicacion que tiene al problema de la conjetura finitista. Esta definicion tiene
una fuerte relaciéon con la dimension de representacion, la cual fue definida
por M. Auslander en [6] (Ver Capitulo 1, Seccién [1.2)). Para un élgebra de
Artin A con dimensién de representacion menor o igual a 3, es bien conocido
que existe un modulo V' € modA (llamado generador de Auslander) tal
que para cada M € modA existe una sucesion exacta corta de la forma
0=V, —Vy— M — 0, donde Vy, V] € add V. En su articulo J. Wei da una
extensa lista de algebras que son de tipo IT, entre las cuales se encuentran

= Algebras con radical cuadrado cero.

o1
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Algebras monomiales,

Algebras especiales biseriales,

Algebras inclinadas,

Algebras con radical al cubo cero.

A su vez, demuestra una serie de propiedades de las algebras IT, las cuales
hemos resumido en el Capitulo 2. Entre ellas se destaca que las algebras I'T
satisfacen la conjetura finitista y en su articulo J. Wei deja abierta la pre-
gunta de si toda algebra de Artin es de tipo IT. No es hasta el ano 2015
que T. Conde en su Tesis de Doctorado [20], basandose en el trabajo de R.
Rouquier [48], exhibe una familia de 4lgebras que no son n-IT para ningin
n. Esta familia, que presentamos en la seccién estd compuesta por las
algebras exteriores de espacios vectoriales de dimensiéon mayor o igual a 3
y Rouquier ya las habia usado como ejemplos de algebras con dimension de
representacion (rep.dim) tan grande como se desee. El problema de determi-
nar la rep.dim de 4lgebras autoinyectivas ha sido muy estudiado, por ejemplo
se sabe que las siguientes familias de algebras autoinyectivas tienen rep.dim
menor o igual a 3: las monomiales especiales biseriales, demostrado por S.
Schroll en [50], las de tipo salvaje inclinadas y las de tipo euclideano, lo cual
fue probado por I. Assem et al. en [5] y [4] respectivamente.

Las algebras autoinyectivas, a pesar de presentar dificultad en cuanto al
tipo de representacion, desde el punto de vista de la dimension finitista son
triviales, o sea tienen fin.dim nula. Esto deja en evidencia que la definicion
de algebra IT no permite capturar la esencia de la dimension finitista, puesto
que casos tan sencillos como las algebras autoinyectivas terminan quedando
excluidos. En un intento por generalizar la definicion de algebra IT y salvar
estas contradicciones, presentamos el concepto de algebra Lat-Igusa-Todorov
(LIT), el cual veremos que no solo generaliza la definicion dada por J. Wei,
pues por ejemplo las &lgebras autoinyectivas son LIT, sino que ademés pro-
baremos que esta nueva clase de algebras satisface la conjetura finitista. Més
adelante, en el Ejemplo [£.2.5] daremos ejemplos nuevos de édlgebras LIT, pre-
sentando una familia de algebras de Artin que no son autoinyectivas, tampoco
son de tipo I'T, pero si son de tipo LIT.

Definiciéon 4.1.1. Sea A un dlgebra de Artin. Decimos que A es n-Lat-Igusa-
Todorov (n-LIT), donde n es un entero no negativo, si satisface las siguientes
dos condiciones:

(a) existe una clase D de tipo IT, tal que ® dim (D) = 0;
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(b) existe V€ mod A con la propiedad de que todo M € mod A admite una
s.e.c.
0— X1 —Xg— Q"M — 0,

tal que X1 =V, & Dy, Xog = Vo Dy, con V,Vy € addV y Dy, Dy € D.

En el caso en que queramos especificar cudl es la clase D y el A-mddulo V,
decimos que A es un dlgebra (n,V,D)-LIT.

La siguiente observacion sera usada en la prueba del Teorema 4.2.1

Observacion 4.1.2. Es posible obtener una clase D como en la parte (a)
st partimos de otra clase D' que sea cerrada por sumas directas y sizigias y
que ® dim (D') = 0. Si tomamos D := add(D’), esta clase satisface todas las
condiciones en (a):

» Es inmediato de la definicion que D = add(D).

» Sea X € D, entonces existe Y € D tal que X @Y € D', luego Q(X) &
Q) € D, por tanto Q(X) € add(D’) = D, y asi obtenemos Q(D) C
D.

s Finalmente, sean X, Y € D tales que X®Y € D'. De las propiedades de
la funcion @, tenemos que ®(X) < O(XBY) =0, luego & dim (D) = 0.

A continuacion damos algunos ejemplos de algebras LIT.

Ejemplo 4.1.3. (1) Si A es (n,V)-IT, entonces es (n,V,{0})-LIT. Este
ejemplo muestra que las dlgebras IT son todas de tipo LIT.

(2) Si A es autoinyectiva, entonces se desprende de [34, Theorem 6] que
® dim(mod A) = 0. De esta manera A es (0,0, mod A)-LIT. Como las
dlgebras exteriores son autoinyectivas, la familia de ejemplos de dlge-
bras que no son IT dada por T. Conde, si son de tipo LIT y esto
significa que la clase de las dlgebras LIT contiene estrictamente a las
dalgebras IT.

(3) Si ®dim(modA) = 1, entonces A es (0,0,Q(mod A) & projA)-LIT.
En el Ejemplo parte (6) vimos que D := Q(mod A) @ proj A es
una clase IT, por lo que solo nos queda mostrar que tiene ®-dimension
cero. Por un lado es es sencillo ver que ® dim(2(mod A) @ projA) =
¢ dim(Q(mod A)). Si aplicamos la Proposicion a la clase C =
mod A tenemos que ® dim(Q2(mod A)) = 0. Dado un mddulo cualquiera
M, tenemos la siguiente s.e.c. dada por su resolucion proyectiva mini-
mal: 0 — QM) — PM — M — 0, donde Q(M),PM € D, por tanto
quedan verificadas las condiciones de la Definicion[4.1.1]
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El siguiente teorema nos dice que las algebras LIT satisfacen la conjetura
finitista, lo cual consolida dicho concepto y eleva el interés por estudiar esta
clase de algebras.

Teorema 4.1.4. Sea A un dlgebra (n,V,D)-LIT. Entonces
fin.dim(A) < W (V) +n+ 1 < oo.

Demostracion. Sea M € mod A con dimension proyectiva finita, la idea sera
usar la Definicion para conseguir una cota uniforme para dp(M). De la
definicion de algebra LIT dada anteriormente tenemos que existe una s.e.c.

00— X1 —Xg— Q"M — 0,

tal que X1 = Vi @& Dy, Xg = Vo @ Dy, con V1, Vy € addV' y Dy, Dy € D.
Aplicando [37, Theorem 0.4] sabemos que

Del estudio que hicimos de las funciones IT generalizadas en el capitulo
pasado tenemos que, por la Proposicion [3.2.7) partes (a) y (b), se cumple

U(X: @ Xo) < Vi) (X1 @ Xo) = Vip (Vi @ V).
Més atn por la Proposicion parte (g) tenemos que
Uip (Vi@ Vo) < Yipy(V).
Uniendo estas tres desigualdades llegamos a que
dp(Q"M) < Uipy(V) + 1.

Por otro lado es bien conocido que dp(M) < dp(Q2"M) + n. Para concluir
basta combinar esta desigualdad con la que obtuvimos anteriormente:

dp(M) <dp(QQ"M) +n < Vip(V) + 1 +n.

Finalmente hemos conseguido una cota para dp(M) que es independiente de
M, pues solo depende de los pardmetros del algebra LIT. Por tanto

fin.dim(A) < W (V) +n + 1.



4.1. Algebras Lat-Igusa-Todorov 35

A continuacién tomamos unas lineas para caracterizar las algebras LIT
para las cuales o bien D = {0} o bien V = 0, ya que estos dos son los
casos mas sencillos. De la primera parte del ejemplo anterior se desprende
que un algebra de Artin A es (n,V,{0})-LIT si y solo si es n-Igusa-Todorov.
En otras palabras las dlgebras IT se obtienen de las LIT tomando la clase D
que contiene al modulo cero. Si por el contrario V = 0, tenemos la siguiente
proposiciéon y corolario.

Proposicion 4.1.5. Sea A un dlgebra de Artin. Las siguientes condiciones
son equivalentes:

(i) A es (n,0,D)-LIT.
(1) 3D clase IT con ®dim(D) = 0 tal que res.dimp(2"(mod A)) < 1.

Ademds, si alguna de las condiciones se satisface, fin.dim(A) < n + 1.

Demostracion. Primeramente, suponiendo que hayamos probado que las con-
diciones son equivalentes y alguna de ellas se satisface, entonces por el Teo-
rema tenemos que fin.dim(A) < n + 1. Demostremos ahora que (i) y
(ii) son equivalentes.

(1) = (i1) Basta probar que res.dimp(Q"(mod A)) < 1, pero de la definicion
de éalgebra LIT sabemos que para cada Q"X € Q"(mod A) existe una sucesion
exacta corta 0 — Dy — Dy — Q"X — 0, donde Dy, Dy € D. Luego,
se desprende directamente de la definicion de res.dim (ver Seccion [1.2]) que
res.dimp(Q"(mod A)) < 1.

(17) = (i) Sea M € modA. Como res.dimp(Q*(mod A)) < 1, existe una
sucesion exacta corta de la forma 0 — Dy — Dy — Q"M — 0, donde
Dy, Dy € D. Luego, al ser D una clase IT con ®dim(D) = 0, se desprende
de la definicion de élgebra LIT que A es (n,0,D)-LIT. ]

Esta caracterizacion es tutil, en particular debido al siguiente corolario.

Corolario 4.1.6. Sea A un dlgebra de Artin tal que Gpd(Q"(mod A)) < 1,
entonces A es (n,0,Gproj A)-LIT. Ademds, fin.dim(A) < n + 1.

Demostracion. Gproj A es una clase IT con ® dim(GprojA) = 0. Ademas,
por definicion res.dimgproja (2" (mod A)) = Gpd(Q2"(mod A)) < 1. Para con-
cluir basta observar que bajo estas hipotesis Gproj A satisface la condicion
(ii) de la proposicion anterior. O
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4.2. Algebras Triangulares

En esta seccion vamos a estudiar bajo qué condiciones un algebra trian-
gular es de tipo LIT. Concretamente, sean T, U algebras de Artin y M7 un
U-T-bimo6dulo, consideramos el algebra

T 0
cuya multiplicacion viene dada por el producto usual de matrices. Remitimos
al lector al Capitulo 1, Seccion donde hacemos un recuento de las propie-
dades sobre las algebras triangulares que usaremos a continuacion. Nuestro

objetivo es estudiar bajo qué condiciones sobre T, U y M el algebra A es de
tipo LIT. El siguiente teorema nos brinda una respuesta.

Teorema 4.2.1. Sean T y U dlgebras (n,Vy, Dy)-LIT y (n,Vy, Dy)-LIT
respectivamente. Sea M proyectivo a izquierda como U-mddulo y proyectivo
a derecha como T-modulo, tal que M Qp P es indescomponible para todo
P € proj T indescomponible. Entonces

T 0
(Y
es (n + 1,Vy,Dy)-LIT, donde Dy := add (Q2(Dr,0,0) & (0,Dy,0)) y
Vi i= Q(Vir, Vir, 0) & A.

(i) El dlgebra

(77) fin.dim(A) < oo.

Demostracion. Primeramente senalamos que no hay pérdida de generalidad
en asumir que tanto 7' como U son n-LIT pues en el caso en que sean k-LIT
y m-LIT, se pueden considerar como n := méax{k, m}-LIT. Adema4s, la parte
(ii) se sigue inmediatamente de (i) y del Teorema [£.1.4]

Para probar la parte (i), tenemos que mostrar que la clase D, satisface las
condiciones (a) y (b) de la Definicion [£.1.1] Primero verificaremos las condi-
ciones en (a) y posteriormente las de (b).

Parte (a): Comenzamos haciendo la siguiente observacion: la clase Dy
esta definida como add(D),), donde D), = Q(Dr,0,0) & (0, Dy, 0). Usando la
Observacion bastaria probar que D) es cerrada por sumas directas y
sizigias y que ® dim (D)) = 0.
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Es claro que D) es cerrada por sumas directas. Veamos que también
es cerrada por sizigias, sea (A,0,0) ® (0, B,0) € Q(Dr,0,0) ® (0, Dy, 0).
Usando el Lema y la Observaciéon tenemos que

Q(Q(A,0,0)® (0,B,0)) = QQA), M@ P 1®i) @ (0,QB),0)
= Q(Q(A),0,0) @ (0,2(B),0).

Este ultimo término pertenece a D, porque tanto Dy como Dy son cerradas
por sizigias.

Ahora probaremos que ® dim (D)) = 0, lo cual es un poco més compli-
cado.
Sea M = Q(A,0,0) & (0, B,0) un médulo cualquiera en D), lo que vamos a
hacer es calcular directamente el valor de ®(M). Primero necesitamos una
descomposicion para M en suma directa de moédulos indescomponibles y pa-
ra obtenerla vamos a descomponer cada uno de los dos sumandos de M. Es
facil ver que una tal descomposicion para (0, B,0) se obtiene directamen-
te de la descomposicion en indescomponibles de B en mod U, pues si dicha
descomposicion es B = @' B;, entonces

m

(0, B,0) = 5(0, B;,0),

J=1

donde para cada j = 1,---m, (0, B;,0) es indescomponible en mod A porque
Bj es indescomponible en mod U.

Por otra parte, 2(A,0,0) = (QA, M @7 P, 1®1,) y ademés si A = ®F_, A4y,
como suma de T-mo6dulos indescomponibles, se tiene que

n

(QAM @7 PA1®iy) = @(QAk, M ®r P 1®1).
k=1

Podemos de hecho probar que cada sumando de los que aparece en la des-
composicion anterior es indescomponible. Supongamos lo contrario, podre-
mos entonces encontrar un k € [1,n] tal que (QAz, M @7 Pi* 1 ®4,) =
(X,Q,j) ® (X',Q', 7). Puesto que M ®r P es indescomponible para todo
P € modT indescomponible y proyectivo, tenemos que Q@ y @’ son de la
forma M @7 P, y M & Py, donde Py & P, = Pj*.

Més atn, el mapa j : M®7 X — M ®7 P; tiene que ser la restriccion de 1®1q,
luego ] = 1®j1y J' = 1®7,, donde j; : X — Py jo : X' — P, son inclusio-
nes. De esta manera el mapa i, : QA — POA’“ puede descomponerse de forma

diagonal como (‘701 j0> : X ® X — P, ® P,. Por la unicidad del cokernel,
2
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tenemos que Ay = Coker j; ®Coker js y como Ay es indescomponible, uno de
los sumandos tiene que ser nulo. Sin pérdida de generalidad podemos asumir
que Coker j, = 0, luego X' = Py, pero esto contradice la minimalidad de la
cubierta proyectiva de Ay, salvo que X’ = P, = 0. Esto nos permite concluir
que en la descomposicion (QA,, M @ P 1®41) = (X,Q,5) @ (X', Q. 7),
uno de los sumandos tiene que ser nulo, por tanto (QA;, M ® POAk, 1®iy) es
indescomponible.

Tenemos asi una descomposiciéon para M en sumandos directos indes-
componibles:

M = <é(QAk,M ® P 1 ®i1)> ® (é(o,&,m) .

k=1 j=1

Ahora procedemos a calcular el rango del grupo (M), el cual es el grupo
abeliano libre que tiene por base el conjunto de clases de isomorfismo de
modulos indescomponibles, no proyectivos que son sumandos directos de M.
Para poder hallar dicho rango primero observamos que si un sumando indes-
componible de la forma (QA,, M @ P:*,1®1;) es isomorfo a uno de la forma
(0, B}, 0), esto significa que ambos son proyectivos en mod A, por lo tanto

n

rk (M) = rk <@(9Ak, M&PM* 1@ i1)> +rk(B).

k=1

Otra observacion relevante es que si QA, = A;, entonces se tiene que
(QAR, M@ P, 1®iy) = (QA;, M@ Py, 1®1,). Veamos por qué esto se cum-
ple. Como A € Dy, tenemos que si A4, = QA;, entonces A, = A;, porque
si no fuese asi tendriamos que ®(A; @ A;) > 1, lo cual es imposible. Luego,
por la unicidad de la cubierta proyectiva obtenemos el siguiente diagrama
conmutativo:

0 QA P Ap 0

F L d

0 QA Pt A 0

Aplicando el funtor M ®1 —, el cual es exacto pues M es proyectivo, llegamos
a este otro diagrama conmutativo:

jl@: Ll@: jl@:

0— M Q7 QA ——= M @p P ——= M @7 Ay — 0
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Del cuadrado de la izquierda obtenemos que (QA;, M ® POA’“,l ® i) =
(QA, M @ P 1®1iy).
En conclusion:

n

rk (M) =rk <@<9Ak’ M@ P 1 i1)> + rk (B)
k=1
=rk(QA,...,QA,) + 1k (B)
=rkL((A)) + rk (B)
=rk(A) +rk(B).
Es mas, por la forma que tienen las sizigias en mod A, inductivamente obte-
nemos las siguientes igualdades para cada n > 1.

rk L*((M)) = rk (Q"T Ay, ... Q" A,) + rk L™((B))
= rkL"((A)) + rkL™((B))
=rk(A)+rk(B).

Las igualdades anteriores implican que ®(M) = 0 y con esto concluye la
parte de la prueba dedicada a demostrar la parte (a) de la Definicion [£.1.1]

Parte (b):

La idea para esta parte de la prueba es obtener sucesiones exactas cortas
para cada sumando de Q"(A, B, f) de manera que, al combinarlas, podamos
obtener la secuencia deseada para que se cumpla (b).

Como Ty U son algebras n-LIT, existen sucesiones exactas cortas como
las que siguen:

0— Dy & Vi —2> Dy @ Vy 2 Q1 (A) —0,
donde Dy, Dy € Dy, V1, Vo € add(Vy).

0—= D} & V{ —"~ D} & Vj = (B) —=0.
donde D4, Dj € Dy, V|, Vi € add(Vy).

Puesto que My es plano (es de hecho proyectivo), induce el siguiente
diagrama conmutativo con filas exactas:

00— M7 (D1 @ V) 2% M @7 (Do ® Vo) 22 M @7 QY (A) ——=0

lO Ll@inoﬁ ll@in

0 0 0 MerPA —Y > M@y Pt ——0
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De este diagrama puede obtenerse la siguiente sucesiéon exacta corta en
mod A:

(01,0) . (ﬁv'Ld) .
(D1 ® V1,0,0) = (Do & Vo, M @1 Py, 1® 1y 0 f) — (2"(A), M @7 P;L 1, 1®1iy)

De una manera mas directa, se puede obtener otra sucesiéon para el se-

gundo sumando de Q" (A, B, f):

(0, D} @ v, 0)2"L (0, Dj & V7, 0) 22k (0,07(B), 0) .

Podemos combinar las dos secuencias obtenidas mediante sumas directas
y asi obtener la siguiente sucesion:

§: XY —=Q"A,B,f),

donde X = (D; @ Vi, Dy @ V/,0), Y = (Dy © Vo, M @7 P2 )1 ®ip03) @
(0, Dy & V4, 0).

Ahora tomemos esta secuencia 0 y apliquémosle el Lema de la Herradura:
QX)) QY) © Q —= Q"1 (A, B, f) (4.1)

donde Q(X) = Q(Dy, D1, 0)®Q(V1, V/,0), QYY) = Q(Dy, Df, 0)@Q(Vo, V{, 0)
vy @ € proj A.

Por definicion hemos probado que el algebra A es (n + 1, V), Dy)-LIT,
donde Dy = add ((Dr,0,0) ® (0, Dy,0)) v Va = Q(Vy, Vi, 0) @ A. O

Observacion 4.2.2. (1) Mds adelante usaremos la sucesion[4.1] en una pro-
posicion con hipotesis distintas a las del teorema que acabamos de probar. Es
preciso aclarar entonces que para obtener dicha sucesion solo se necesita que
T,U sean LIT y que Mt sea plano.

(2) El teorema que acabamos de probar tiene una version para dlgebras
T

0 U

triangulares superiores. Si A = ( ) es sencillo ver que esta dlgebra es

isomorfa a (]\(]4 ;) y podemos aplicarle el Teorema|4.2.1|

Ahora daremos algunos ejemplos que evidencian la importancia del teore-
ma anterior. Luego probaremos una proposicion semejante a dicho teorema,
pero debilitando un poco las hipotesis.
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Ejemplo 4.2.3. (Eztension por un punto)
Sea U una K-dlgebra LIT y M un U-mddulo indescomponible proyectivo.
Entonces la extension por un punto

v (5 )

es LIT. Las condiciones sobre M para poder aplicar el Teorema se
satisfacen en este caso, pues el unico K-modulo proyectivo indescomponible
es Ky M ®x K= M, el cual es indescomponible.

Ejemplo 4.2.4. Sea T un dlgebra LIT, entonces

- 2)

es LIT. Aqui consideramos M := T con la estructura natural de bimddulo.
Para cualquier T-mddulo P proyectivo indescomponible, tenemos M Q@7 P =
T ®@r P = P, por lo que podemos aplicar el Teorema [{.2.1. Es oportuno
senalar que M no necesita ser indescomponible para que satisfaga las hipdtesis
del teorema.

Ejemplo 4.2.5. Sea T un dlgebra LIT que no sea de tipo Igusa-Todorov (por
ejemplo si es el dlgebra exterior de un espacio vectorial de dimension > 3).

Entonces el dlgebra
T 0
A= (T T)

es LIT. Este es un caso particular del ejemplo anterior, sin embargo es impor-
tante destacarlo porque ofrece una familia de dlgebras que no son autoinyec-
tivas y tampoco son IT [15, Theorem 4.5/, pero si son de tipo LIT. Mds ain,
como consecuencia de [54), Proposition 3.1], tenemos que rep.dim(A) > 4.

La proposiciéon siguiente constituye una version del Teorema en la
que hemos eliminado la hipotesis que pedia que M ®¢ P fuese indescom-
ponible para todo P € projT indescomponible. Sin embargo, s6lo lo hemos
conseguido para el caso en que T es un algebra (n, Vr)-Igusa-Todorov y no
un algebra LIT cualquiera. No obstante, esta restriccion sobre T" atin incluye,
entre otros, el caso en que 71" es un cuerpo, el caso en que 1" tiene dimension
global finita, asi como el caso en que 1" es sizigia finita.

Proposicién 4.2.6. Sea T un dlgebra (n, Vr)-Igusa-Todorov y U un dlge-
bra (n,Vy,Dy)-LIT. Sea y My un U-mddulo proyectivo a izquierda y un T-
modulo proyectivo a derecha. Entonces
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(Y

es (n+ 1,Vx, Dp)-LIT, donde Dy = (0,Dy,0), Vi = Q(Vy, Vi, 0) @ A.

(i) El dlgebra

(it) fin.dim(A) < oc.

Demostracion. Primeramente senalamos que si T' es (n, Vr)-Igusa-Todorov,
entonces T es (n, {0}, V)-LIT. Al igual que en la prueba del Teorema [£.2.1]
no hay pérdida de generalidad en tomar el mismo entero n. Ademas, la parte
(ii) se sigue inmediatamente de (i) y del Teorema [£.1.4]

En lo que sigue verificaremos las condiciones en la Definicion La
parte (a) solamente involucra la clase Dy = (0, Dy, 0), la cual es claramente
una clase IT y ademas ®dim(D,) = ¢ dim(Dy) = 0. Justamente porque
no aparece nada en la primera componente de los modulos en Dy (pues
Dy = {0}) es que podemos prescindir de la condicion adicional sobre M
en este caso. Luego, lo que nos queda por probar es la parte (b) y para
eso vamos a usar la sucesion exacta corta [4.1] Esto es posible porque las
hipotesis necesarias para obtenerla atn se satisfacen (ver Observacion .
Dicha sucesion adquiere la forma

QX)) —QY) o Q—=Q""(4,B, ),

donde Q(X) = Q(0, D1,0) & Q(V1, V/,0), Q(Y) = Q(0, D, 0) & Q2(Vo, Vi, 0) v
Q € proj A.

Acé observamos que D}, D{ € Dy, Vi,V € addVy y V/,Vj € add Vi, por
tanto esta misma secuencia sirve para mostrar que la parte (b) se cumple. [

4.3. Aplicaciones del Teorema 4.2.1

Comenzamos esta seccion viendo un par de corolarios que nos permiten
construir nuevas algebras LIT a partir de algebras conocidas usando el Teo-

rema [4.2.11

Corolario 4.3.1. Sean T y U dlgebras LIT. Sea M' un T-mddulo proyec-
tivo a derecha y un U-mddulo proyectivo a izquierda tal que M' @7 P es
indescomponible para todo P € projT indescomponible. Entonces

7 010
(i) El dlgebra triangular Ay = | M' U | 0 | es LIT.
M U|U
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T 010
(i1) El dlgebra triangular Ao = | M' U |U | es LIT.
0 0|U

Demostracion. Primeramente afirmamos que I' := es LIT pues es

T 0
M U
un algebra triangular que satisface las hipotesis del Teorema [4.2.1] Otra ob-
servacion necesaria es que A; y Ay estan bien definidas porque M; = (M’ U)
es un I'-mo6dulo a derecha y un U-moédulo a izquierda y por su parte My =
(0 U)* es un I'-médulo a izquierda y un U-moédulo a derecha. Mas atn, de-
bido a como estan definidos, tanto M; como M, son proyectivos a derecha e
izquierda con sus respectivas estructuras de modulo.

Veamos la prueba de (7). Para poder aplicar el Teoremaa A1 necesitamos
solamente probar la condicion adicional sobre My, o sea que dado @) € proj I’
indescomponible, M; ®r ) es indescomponible como U-moédulo a izquierda.
Primero observamos que se tiene el siguiente isomorfismo M; ®r Q) ~ ey - Q)
como U-modulos a izquierda. Por otro lado () es proyectivo indescomponible
sobre I', la cual es un algebra triangular, luego () puede verse como un trio de
la forma (e; - @, e+ @, f). Ademas sabemos que los proyectivos indescompo-
nibles son de la forma (P, M' ®1 P;,1®1) o (0, P5,0), donde tanto P, como
P5 son proyectivos indescomponibles en mod 7" y mod U respectivamente. En
cualquiera de los dos casos el término del medio, que coincide con e; - @), es
indescomponible y con esto podemos aplicar el Teorema y concluimos
que A; es LIT.

Para probar (i7) vamos de igual manera a recurrir al Teorema Pa-
ra ello tenemos que demostrar que M, satisface las hipotesis. Sea entonces
L € proj U indescomponible, entonces My ®y L visto como moédulo sobre I'
no es mas que la terna (0, L, 0) la cual claramente corresponde a un modulo
indescomponible. De esta forma se cumplen todas las hipotesis necesarias y
podemos afirmar que Ay es LIT. ]

Corolario 4.3.2. Sean T y U dlgebras LIT. Sea M' un U-mddulo proyec-
tivo a derecha y un T-mddulo proyectivo a izquierda tal que M' @y P es
indescomponible para todo P € proj U indescomponible. Entonces

T M | M

(i) El dlgebra triangular Ay = | 0 U | U es LIT.
0 0]U
T M |0

(i1) El dlgebra triangular Ao = | 0 U | 0 | es LIT.
0 U |U
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M/
0 U
un algebra triangular que satisface las hipotesis del Teorema Otra ob-
servacion necesaria es que Ay y Ay estan bien definidas porque M, := (M’ U)!
es un I'-moédulo a izquierda y un U-mo6dulo a derecha, mientras que M, :=
(0 U) es un I'-moédulo a derecha y un U-mddulo a izquierda. Mas atn, por
construccion, son proyectivos de ambos lados con sus respectivas estructuras
de modulo.
Veamos la prueba de (7). Para poder aplicar el Teorema al algebra A;
necesitamos solamente probar la condicion adicional sobre M, o sea que
dado @) € projU indescomponible, M; ®y @ es indescomponible como I'-
moédulo a izquierda. Primero observamos que M; ®y () es un médulo sobre
I', la cual es un &lgebra triangular, luego ese médulo puede verse como un
trio de la forma (e; - M ®u Q, es - My ®p Q, f). Haciendo las cuentas vemos
que se tienen los siguientes isomorfismos en mod 7"y mod U respectivamente:
e MiQuQ ~ M'QuQy e Mi®@uQ ~ Q. Elmapa f : M'®yQ — M'®yQ es
la identidad y con esto queda probado que el trio que corresponde a M; ®y Q)
es indescomponible y podemos aplicar el Teorema [£.2.1] para concluir que A4
es LIT.
Para demostrar (ii) seguiremos la misma idea. Sea entonces L € projI' in-
descomponible. Usando que My = e5 - I', obtenemos que My ®p L ~ ey - L.
Como L es proyectivo indescomponible y M’ satisface que M’ @y P es in-
descomponible para todo P € proj U indescomponible, se tiene que e; - L es
indescomponible, pues aparece en la segunda componente de L vista como
una terna y cada una de dichas componentes es indescomponible. De esta
manera podemos aplicar el Teorema para concluir que Ay es LIT. [

Demostracion. Primeramente afirmamos que I' := es LIT pues es

En este momento vamos a usar los corolarios anteriores para generalizar
el Ejemplo [4.2.4] Sea T un algebra LIT, entonces podemos afirmar que, dado
n > 1, el algebra

T 0 --- 0

T T - 0
B, =

T T ... T

es de tipo LIT.

Notemos que para n = 1 es trivial y para n = 2 es el Ejemplo [4.2.4] Para
n > 2 basta aplicar consecutivamente el Corolario partiendo del 4lgebra
B,. Con esto obtenemos la siguiente proposicion.

Proposiciéon 4.3.3. Sea T un dlgebra LIT, entonces el dlgebra triangular
B, es LIT para todo n > 1.
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De manera similar si tenemos un algebra triangular superior de la forma

00 - T

usando el Corolario tenemos un resultado andlogo para estas algebras.

Proposicion 4.3.4. Sea T un dlgebra LIT, entonces el dlgebra triangular
B; es LIT para todo n > 1.

4.3.1. Productos Tensoriales

En esta subseccién nos vamos a dedicar a estudiar ciertos productos ten-
soriales entre algebras LIT. Esta idea viene motivada fundamentalmente por
el trabajo de E. Hanson y K. Tgusa en [30], donde encuentran un élgebra que
tiene ®-dimension infinita. El ejemplo es como sigue, sean los carcajes

AN TN
N/

y definamos las algebras T' := % y U = ra(ﬂfg%%.

Teorema 4.3.5. [30]/ A :=T @k U tiene ®-dimension infinita.

Sin embargo, un aspecto que resulta interesante es que ambas algebras
T y U son de tipo LIT y el producto tensorial de ellas también puede verse
que es LIT (es de hecho IT) porque cumple que rad’A = 0 [54, Corollary
3.5]. Esto implica que, a pesar de tener ®-dimension infinita, la dimension
finitista es finita.

En lo que sigue vamos a trabajar con K-algebras, donde K es un cuer-
po. Nuestro objetivo es estudiar el problema que consiste en determinar si
el producto de dos K-algebras de tipo LIT es también LIT. A continuacion
brindamos una serie de resultados que dan una respuesta positiva, pero solo
para el caso del producto tensorial de un 4lgebra LIT con un algebra de ca-
minos sin relaciones definida mediante un carcaj de tipo Dynkin.
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Comenzamos con la siguiente proposicion, pero antes observamos que si
T es una K-&lgebra y @) es un carcaj de Dynkin. El dlgebra T'®g K@ puede
verse como un algebra de matrices cuadradas de tamano |Qo| de la siguiente
forma: T®g KQ ~ (T; ), donde T; ; = T' si hay una flechade jeniy7;; =0
en otro caso.

Proposicion 4.3.6. Sean T una K-dlgebra LIT y A := T ®k KQ, donde

Q es un carcaj de la forma 1 2 n . Entonces se cumple lo
stquiente

. . . U 0 u M

(i) El dlgebra A es o bien de la forma ( vr)°lo 7T ), donde

U U, M y M son como en las hipdtesis del Teorema[4.2.1]
(ii)) A es LIT.

Demostracion. Vamos a hacer la prueba de (i), pues de aqui se deduce direc-
tamente la parte (i) usando el Teorema [4.2.1] La idea para la prueba es usar
induccién en el nimero de vértices n. Si n = 2 el resultado sale directamente
de las Proposiciones y 3.4 Supongamos que el resultado es cierto para
n — 1, tenemos entonces dos posibilidades:

Caso 1: El carcaj truncado en el vértice n — 1 es de la forma

1 2 n—1.

En este caso el dlgebra que se obtiene tensorizando 1" con el dlgebra de ca-
minos de este carcaj puede verse como un algebra de matrices de la forma

M T
gular es LIT pues satisface las hipotesis del Teorema Mas atdn por el
Corolario tenemos que las algebras:

( u-o ) Por la hipdtesis de inducciéon sabemos que esta algebra trian-

Qoo U 0]o0
M T|0 |y | M T|T
M T|T 0 0|T

son LIT. Para finalizar observamos que la primera de las algebras anteriores
es isomorfa al producto tensorial de T" con el dlgebra de caminos de un carcaj
de la forma

1 2 n—1——sn,

mientras que la segunda corresponde a un carcaj de la forma

1 2 n—1<=—mn.
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De esta manera hemos probado quesi @) : 1 2 e n—1——n,
entonces T' @k KQ es LIT.

Caso 2: Analogo al caso 1 pero aplicando esta vez el Corolario [
Continuemos con el siguiente lema.

Lema 4.3.7. Sean T una K-dlgebra LIT y A := T Rk KD, donde D es de la
forma

Entonces se cumple lo siguiente

: ) . U 0 u M
(i) El dlgebra A es o bien de la forma ( vor)°lo 7 ), donde

U UM y M son como en las hipdtesis del Teorema [4.2.1]
(ii) A es LIT.
Demostracion. Caso 1: El carcaj es de la forma

1

AN

2——4

/

3

y lo denotamos por D).
Caso 2: Fl carcaj es de la forma

1

AN

2<—1

/

3

y lo denotamos por DY
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Vamos a probar solo el caso 1, pues el segundo se prueba de manera
andloga. Primeramente observamos que el algebra 7' @x KD) puede verse
como un algebra triangular de la forma

T Ty T30
Ty T Tyl 0
Ty Ty T |0
T T Tos|T

Aca vamos a dividir nuevamente en dos casos: T3 = T 0 Ths = T, en
otras palabras o bien hay una flecha del vértice 2 al 3 o en caso contrario
habra una de 3 a 2. Vamos a demostrar solo el caso T3, = T, pues el otro se
prueba de manera similar.

Caso T3o = T: Lo que estamos diciendo es que hay una flecha del vértice
2 al 3, por tanto el 4lgebra toma la forma

T T12 0 0
Ty T 010
Ty T T|O
Ty T 0T

Denotemos por B al algebra triangular en la esquina superior izquierda
y por C' al algebra triangular en la esquina superior izquierda de B, o sea

(T Ty
oo r)

Entonces tenemos que M := (Ty; T 0) = exB, donde ey =

o O O
O = O
o O O

De esta manera vemos que M es proyectivo como B-moédulo a derecha. Como
T-moédulo a izquierda es libre por tanto también proyectivo. Sea () € proj B
indescomponible. Por un lado M ®p @) ~ e3@, por otro lado () se repre-
senta por una terna de la forma ((e; + e2)@, e3Q), f), que al ser proyectivo
indescomponible sabemos que se escribe o bien como (0, P,0) con P € projT
indescomponible o como (L, N ®¢ L, g), donde L € projC es indescompo-
nible. De aqui vemos que (e; + e3)@) es proyectivo indescomponible como
C-moédulo. Viendo C' como un algebra triangular concluimos mediante el
mismo razonamiento anterior que ex()) es indescomponible como T-moédulo.
Hemos obtenido asi las hipotesis necesarias para aplicar el Teorema y
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concluir que el algebra

T T 0]0
T T 00
Ty T T|0
Ty T 0T

es LIT.
O]

Proposicion 4.3.8. Sean T una K-dlgebra LIT y A := T ®g KD, donde D
es de la forma

Entonces se cumple lo siguiente

: ) . U 0 u M
(i) El dlgebra A es o bien de la forma ( vrlelo 7 ), donde

UU M y M son como en las hipdtesis del Teorema|/.2. 1]
(ii) A es LIT.

Demostracion. Al igual que en la Proposicion basta con probar (i),
pues la parte (i7) sale directamente usando el Teorema Vamos a hacer
la prueba por inducciéon en n. El caso base es n = 4, pues si n < 4 el carcaj
es de tipo A y ya lo estudiamos, luego usando el Lema tenemos que el
caso base se cumple. Supongamos que el resultado vale para n — 1 vértices y
demostremos para n.

Usando una idea analoga a la usada en la prueba de la Proposicion [4.3.6]
vamos a considerar el carcaj truncado en el vértice n — 1 y dividamos el ana-

lisis en dos casos:

Caso 1: El carcaj es de la forma Dy _, :
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Caso 2: El carcaj es de la forma D! :

También acé basta con probar uno de los dos casos y para variar vamos
a probar el caso 2. Como no hay flechas llegando al vértice n — 1, tenemos

que

T Tl,n—Q Tl n—1
T® K]D)il_ ~ . . .
R B A A

Por la hipotesis de inducciéon sabemos que las algebras y el modulo que
componen esta algebra triangular satisfacen las hipotesis del Teorema |4.2.1
por tanto T @xg KD! | es LIT. Mé4s atin, aplicando el Corolario mtenemos
que las 4lgebras siguientes son LIT:

T e Tl,n72 Tl,nfl 0
T2 T T 0 y
0 0 T 0
0 0 T | T
T Tl,n—2 Tl,n—l Tl n—1
Tpoog -+ T T T
0 e 0 T T
0 X 0 0 T

Para finalizar debemos notar que la primer algebra se corresponde con el
producto tensorial de T" con el algebra de caminos definida por el carcaj

N

2— e —1—>n,

/

3
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mientras que la segunda se corresponde con el carcaj

1

3

En conclusion hemos probado que al hacer el producto tensorial de 7' con
el algebra de caminos de un carcaj de la forma

1

3

se obtiene un algebra con las caracteristicas buscadas. De manera analoga se
prueba para el caso 1. O

Hasta aqui hemos logrado probar que si 7" es una K-algebra LIT y () un
carcaj de tipo A o D, entonces T'®g K() es LIT. A continuacién veremos que
para el resto de los diagramas de Dynkin es también valido el resultado.

Proposicion 4.3.9. Sean T una K-dlgebra LIT y A =T @k KQ, donde Q)
es un carcaj de tipo Eg, E7 0 Eg. Entonces se cumple lo siguiente

. ) . U 0 u M
(i) El dlgebra A es o bien de la forma ( vrlelo 7 ), donde

UU M y M son como en las hipdtesis del Teorema|/.2. 1]
(ii) A es LIT.

Demostracion. Seguimos nuevamente la misma idea que las pruebas anterio-
res, salvo que esta vez no se precisa usar induccion. Partimos del siguiente
carcaj:

4
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M T)° 0 T

donde U,U’, M y M" son como en las hipdtesis del Teorema Aplicando
sucesivamente los Corolarios y segtin corresponda obtendremos
algebras que satisfacen la parte (i) y que corresponden con tensorizar T' con
el algebra de caminos de un carcaj de tipo Eg, E; o Eg. O

!/ /
Por la Proposicion [4.3.8|esta algebra es de la forma ( v ) ( vt M >7

De todo lo anterior se desprende el siguiente teorema

Teorema 4.3.10. Sea T una K-dlgebra LIT y Q un carcaj de tipo Dynkin.
Entonces el dlgebra A =T @k KQ es LIT.



Capitulo 5

Comnsideraciones Finales

RESUMEN: En este capitulo damos un compendio de temas y lineas
de investigaciéon futuras que se derivan de los resultados obtenidos en
esta tesis.

5.1. Teoria relativa de Hochschild

A fines de los anos 1950 G. Hochschild en [31] y [32] cred una teoria de
homologia relativa muy interesante, pero que hasta el dia de hoy no ha te-
nido demasiada transcendencia. No obstante hay varios trabajos que hacen
referencia a esta teoria y existen resultados importantes al respecto (ver por
ejemplo [41], [I7], [18], [42], [52]). A continuacién expondremos las definicio-
nes fundamentales de la teoria relativa de Hochschild, asi como las conexiones
con el trabajo desarrollado en esta tesis, dando lugar al planteo de varias in-
terrogantes.

Sea ¢ : B — A un homomorfismo de algebras de Artin tal que p(1p) = 1.
Dicho mapa define un funtor covariante F' : mod A — mod B, pues si M es
un A-moédulo, podemos definir una estructura de B-modulo de la siguiente
forma bm := ¢(b) m. La definiciéon de F' en los morfismos viene dada por
el hecho de que si f : M — N es un A-morfismo, entonces al considerar la
estructura de B-modulo definida anteriormente en M y N, el mapa f es un
morfismo de B-médulos, pues f(bm) = f(p(b)m) = ¢(b)f(m) = bf(m). Es
sencillo ver que F asi definido es un funtor covariante y exacto. Una sucesion
exacta de A-modulos (¢; : M; — M,; 1) se dice (A, B)-exacta si para cada
i € Z se cumple Kert;| M; en mod B.

73
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Definicién 5.1.1. Decimos que un A-mddulo Q es (A, B)-proyectivo si para

cada sucesion (A, B)-ezacta 0 U—L-v—-21-w 0 y cualquier A-
homomorfismo h : Q — W, existe un A-homomorfismo h' : Q — V tal que
goh' = h.

Los moédulos (A, B)-proyectivos también se denominan proyectivos relati-
vos. La clase de todos los A-modulos proyectivos relativos se denota P(A, B).
En [31] pueden verse los siguientes resultados, debidos a G. Hochschild.

Proposicién 5.1.2. Para cada X € mod B, el A-mddulo A®@p X es (A, B)-
proyectivo.

Proposicion 5.1.3. Un A-mddulo Q es (A, B)-proyectivo si y solo si es
sumando directo de A ®@p QQ como A-mddulo.

Es conocido que para cada médulo M € mod A existe una sucesion exacta
corta
0= Ky —>A®pM — M — 0.

De aqui que resulte natural investigar bajo qué condiciones este tipo de su-
cesion nos puede servir para acotar la dimension finitista del algebra. Por
ejemplo en [29] se prueba que si B es de tipo de representacion finito y pa-
ra cada modulo M con dimension proyectiva finita se cumple que K, es
proyectivo relativo, entonces fin.dim(A) < oo.

Por otro lado es sencillo ver que la clase P(A, B) es cerrada por sumas
y sumandos directos; sin embargo no tiene por qué ser cerrada por sizigias.
Puede verse en [57], Lemma 2.17 que si P(A, B) es cerrada por extensiones,
entonces es cerrada por sizigias si y solo si es resolvente. Otra pregunta in-
teresante viene por el lado de definir funciones ®ps 5y vy ¥p(s,5), en el caso
en que P(A, B) es cerrada por sizigias y tratar de ver si pueden ser usadas
para obtener cotas para la fin.dim(A).

Otra interrogante que surge en este contexto es si dada una clase I'T en
mod A que denotamos por D, la clase F(D) C mod B es también IT. Esto
nos permitiria dar condiciones para que una subdlgebra de un algebra LIT
sea LIT.

5.1.1. Cubiertas proyectivas relativas

En [52] se estudia bajo qué condiciones, dada una familia de subalgebras
de un algebra A, se puede garantizar la existencia de una cubierta proyectiva
relativa para cada M € mod A. Primeramente definiremos qué es una cubier-
ta proyectiva relativa y en nuestro caso nos interesa especialmente el caso en
que la familia de subalgebras consta de un solo elemento.
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Definicién 5.1.4. Sea A un dlgebra de Artin, B C A una subdlgebra y
M € mod A. Decimos que (Q — M es una cubierta proyectiva relativa si
Q €PN\, B), Q— M — 0 es una sucesion (A, B)-ezxacta y el mapa Q@ — M
es minimal.

De [52], Prop. 1.6 tenemos el siguiente resultado.

Proposicién 5.1.5. Sea A un dlgebra de Artin y B C A una subdlgebra tal
que A es f.g. como B-mddulo. Entonces para cada M € mod A eziste una
cubierta proyectiva relativa. Mds ain, las cubiertas proyectivas relativas son
aditivas y unicas salvo isomorfismo.

Esto motiva la definicién de sizigia relativa de un modulo M, la cual
denotamos por 25 pM. Esta sizigia cumple que es aditiva y que se anula en
los proyectivos relativos. De esta forma podemos definir funciones de Igusa-
Todorov @5 gy ¥, p de manera andloga a como se definen las funciones ® y
V. Surge naturalmente la pregunta de qué propiedades tienen estas funciones
y cudl es su relacion con las funciones originales.

5.2. Productos tensoriales

En el Capitulo 4 Seccion [4.3.1] planteamos el problema de si dadas dos K-
algebras LIT, su producto tensorial es de nuevo LIT. En el Teorema se
da una respuesta parcial a dicha pregunta, demostrandose que si 1" es una K-
algebra LIT, entonces T'®x KQ es LIT donde @ es un carcaj de tipo Dynkin.
Para demostrar dicho teorema se usa que el algebra producto tensorial es un
algebra de matrices cuyas entradas son o bien 7" o bien 0. Resulta que no
solo los carcajes de tipo Dynkin satisfacen esta condicion, sino que si () es
un arbol, se tiene que T ®x K@ es de vuelta un algebra de matrices donde
las entradas son o bien 7" o bien 0. Esto motiva el estudio de estos carcajes
para obetener un teorema més general.

Més atn hay casos, como por ejemplo al hacer el producto tensorial de un
algebra LIT con el dlgebra de Kronecker, en los que se obtiene un algebra LIT.

Una pregunta méas general es si dado un carcaj () finito sin ciclos orientados
y T un algebra LIT, el algebra T ®x K@ es LIT.

5.3. Algebras LIT generalizadas

En el Capitulo 2 al estudiar las funciones de Igusa-Todorov, vimos que
para un algebra de Artin A son equivalentes que ®dim(A) < oo y que
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Udim(A) < oo. Esto en principio no ocurre con una subcategoria cual-
quiera, o sea dada una subcategoria arbitraria X C mod A no sabemos si
¢ dim(X) < oo implica que ¥dim(X) < oo. Por tanto explorar condicio-
nes para que una subcategoria cumpla esa relacion (por ejemplo si es IT la
cumple), puede llevar a flexibilizar las condiciones que impusimos en la De-
finicién en particular que ® dim(D) = 0. Usando esto podria llegarse a
un concepto nuevo que en principio generalice la definicion de algebra LIT.
Esto motiva el estudio de dichas condiciones y su alcance, en particular su
relacion con la conjetura finitista.

5.4. Subcategorias de localizaciéon

Hay una cantidad significativa de resultados que hacen uso de la categoria
derivada de un algebra para estudiar sus representaciones. En particular es
llamativo el resultado principal de [47], donde J. Rickard da una condicion
suficiente para que un algebra de dimension finita tenga dimension finitista
finita en términos de subcategorias de localizacion. Dada un &algebra A, la
subcategorfa de localizacién generada por una clase S, denotada por (S),,
es la menor subcategoria triangulada de D(A) que contiene a S y es cerrada
por coproductos. El resultado principal en [47] es el siguiente

Teorema 5.4.1. ([f7], Theorem 4.3) Sea A un dlgebra de dimension finita.
Si la subcategoria de localizacion (InjA), = D(A), entonces A satisface la
conjetura finitista grande (i.e. Fin.Dim(A) < o0).

El autor afirma que no conoce ejemplos de algebras tales que (InjA), #
D(A). También brinda en su trabajo varias condiciones bajo las cuales es po-
sible probar la igualdad y da una lista de &lgebras que la satisfacen. Notemos
que si todas las algebras cumplen esa condicion, la conjetura quedaria proba-
da para las algebras de dimension finita y si se encuentra un contraejemplo y
tenemos suerte podria ser también un contraejemplo para la conjetura fini-
tista y de no serlo puede esperarse que ayude a reducir la biisqueda a ciertas
familias de algebras.

{Pueden ayudar las funciones de Igusa-Todorov? Recordamos que
en |58 el autor defini6 funciones I'T para complejos en la categoria deriva-
da acotada a derecha D~ (A). Con esto en mente, podriamos intentar definir
funciones de Igusa-Todorov generalizadas para complejos, de manera simi-
lar a como hicimos para modulos. Dada una clase X C D~(A) con ciertas
propiedades de cerraduraﬂ podriamos definir funciones ®y vy ¥y y estudiar

1Seria el analogo a una clase IT, pero en la categoria derivada.
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sus propiedades. Mas ain, seria interesante interpretar los resultados que
tenemos para modulos en la categoria derivada y ver si tienen relaciéon con
la condicion dada por J. Rickard. Estas y muchas otras preguntas pueden
llevarnos a entender mejor la relacion que sabemos existe entre la conjetura
finitista y la categoria derivada del algebra.
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