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TENEBRES

I - Algebra de tensores

Designaremos com E a un espacio vectorial euclidiana de dimensidn. tres
b 5 ]
y con R al conjunto de los nimeros reales. ‘
(Los:resultados establecidos més acelante, pueden ser, en la mayoria de
los casos, Tacilmente generalizados a un espacio vactorial de dimensidgn
?
At

N

i wm s mmm e wee e

Definicidén.~ Se llama funcional lineal (o brevemente funcional) a una
funcidns

f$ E—a R tzl gque:
¥) tlear)
) e

() + F(v) (41, 0)
z2) floe o ‘

a?( ) - (MaéR, Yu)

1) vy 2) son equivalentes a 3)

3) f(étr(-;-’ bv) = af(w) + bf({v) r(\) a_,b,ﬁ,v)

Ejemplos:

m
SR R Vi O es una funcional (funcional nula)
R0 2 mreay A/ 25omia tEs AdKE PUNEEER S pUues no cumple 1)
Sl e, h ¢V ——s U x V gs - ura furciopal

Una funcional queda determinada de modo @nico por sus valores sn tres
vectores independientes W, ¥, W. En efecto, seani<fim) o T}y Flw) ai-
chos valores. Dado T existen g, b, ¢ tales que £t = ag + bv + cw.

5i f es lineal, entonces: (%) = flad + bv 4 W) = af(uw)+bf(v)+ct(w)d)
Luego f es dnica y 4) muestra que es lineal, i

Teorema: Dada una funcional lineal f existe un vector ¥ tal que

5) F(V) =T x W (¢ 7)

Demostracibn: Sea (eq, gy , ©3) una base ortonormal de E.-

Entonces v = (v x e1)e; "+ (v x ezley + (v x e3)e; luego
V) = 7((V x ey)e;  + (¥« epley + (V x e3les) =

(9 x &1) Flag) + 40 x ook (e oh o obD 5 o) #les) =
om(flegley ¥ f(eg)ez + f(BE)Eé) XV=0xV
(

i}

con u = flejley + F(ez)eg +f E3)ea



I - 2 Tensores

Definicién.~ Se llama tensor (tensor de rango dos) a una transforma-
cidn lineal de E en E, es decir‘una funcibn:

T s E—=»E tal ques
o) TUE -« N = TUEE « T (¥ T, ¥ 7).
7) T(aw) = a T(u) (¥ &, ¥ 1)

De modo andlogo a I-1l, las condiciones 6) y 7) sor equivalentes a 8).
8) T(a T + b V) =aT(W +b T(V)

Ejemplos:

ay (DoetVokuy o (tenscr nulo)

G SR, PR (tensor identidad)

cl=3 : v — v als :

) W-fijo, AQ t Va2 WAV (es un tensor siempre Gue consideremos

3l espacio B, grientedo, o Si conside~
: el ‘ . ranos qUe W es un seudovector)
e) la proyeccidn sobre ‘Una "recial (subespacio de dimensién 1), sobre
unplano® (subespacis de dimensidn 2), una simetrfa respectoc de un
"planc®, una "reotacidn® alrededor ds un VECEOE TPy D, Bht.

De modo idéntico a los funcionales, un tensor quada determinado de maw-
nera dnicg dando sus valores (vectc:iales) en tres vectorss indenpen—
dientes,

Dados dos tensores T y 5, y un ndmero 2,las transformaciones?

TS5 :v—> T(v) + S(v) (¥ v)
a5l 27 AP ey £o0 STATR) (¥ v)

T8 V—>T(500)) "HhY)

Son lineales.  Se denam nan respectivamente, suma de T y S,producto de
g ¥ T, y productoldes¥ v 5% x -

Con las dos primwas operaciones el conjunto de los tenscres verifica
las propiedades de un espacio vectorial. Podemos pues considerar los
tensores como vectorés de un nuevo sspacic (cuya cimensidn sealin ve-
remos més adelante =s nueve).

f

El producto es asociativo v distributive respecto 8 ls suma nero no
es commutative. EI neutro es 1.
Un tensor T se dice invertible, sii existe un tenseor S tal gue:

Taki= 3 T s e B T"l selliéma inversg el



flotasidn: TIF) = T-% ¥

Dada una base ortoncrmnal (e;) un tensor T gueda determinado segin vi-
B 5 -4 o

mos por los valorss Tx 84 9.4 = JLu g Bel b ieres

e "Siorep Lol g Mpt i) By, d R hhdyiiee

£l tensor T cueda (ECerlﬁddD bﬂ la base (ea) nar. los nueve nlmeros

tijly, § =1,2,3) un llamaremos oo componghtes de T en la base (Bj).

La matriz LT] = (tij)-ae llama matriz asociada a T en la base (e3).

Se tiene:

9) tij = Ei X (T X ei)
~Es sencillo comprobar gue la carleqpmndcnckm entre tensores y matri-
ces cuadradas (3 x 3) es biunivoca y lineal “(canserva la suma y /el
nroducto por un escalar). Conserva también el producto (al producto
de tensores corresponde el producto de matrices en el misma oxden).

Seart V .= Zj Vi oe; Yoiwa = L Vs 8wy e
Entoncesty W =25 v £ Toiet ej) =5 Vj & $1j e;) =i:1§jj ul]vj)el
Euegaiet: ; :
T : : = =5 7
lﬂ) Wi.—ﬁ j #1j Vj i = 1,493.
5i designaemos con[ V] y [ W] 1las matrices columnas de las componentes
de V y W, entonces 10) se ascribe: j ;

oW ) Bl [Txv] [T][ j

_Sea dos hHases arbmnormales (e-) wile's)y Fotonces | &l =8 kij 83,
~siendo K = (kij) una matriz ertogonal (KT=+= <T) 2. &
Entofces: v =%; vl el- =Eﬁ viey
! == ki 'Y ! fi= E . ! = .
Vi ViR SR j VJ(EJ s pll) EJ li v

Por tanto:
el —|<{v]

Veamos ahora como ramb1? la matrlz asocwada a un tenaor, al camaiar
1a%aces Bar 3ty 111 : '

[500¥] ' =T ¥ =KL Fagwba KCT}[v]:(K [T]‘K_“l)f'v]- ‘

Es décir:
{2y Erlees AR AR e

% dicha correspondencia depende de la base de E.



'Ejemplos;

a) Sea R el tensor determinsdo pos: Rxe;= 2; Rxos=~ o,
RXe3='e3 " (rotdcidn de 90° alrededar de 93)
i G w2
la matriz correspondientss es 1 0 a
L ; e S ¥

b) Sea P la proyeccién sobre el subespacio determinads por
el versor ej: (proyeccién ortogonal):

Px vV =(Vx e1)e;

a [} la proyveccién ortogonal sobre el subespacio deter-
mina do_por los versores cortogonales y,€5. Entonces:

ul

c) 2

Definicifn. Se llama dfada o producto tensorial de dos vectores &, B
a la transformacidn lineal wW@® 1t definida asi: ' - '

a®h : V= (B x 97 (B®b) x Vv = albxv) = (B x v)a
En particular: P=e1 & ey e ey (520} ey + ez'-® e,

y I=e;1@e +e3@ep +e;8 ey

Por otra parte es fAcil demostrar: ° : : B
R B
) ,] 1] El @ J

‘Ademds sé pusde ver sin dificultad que los nusve te HSUIE@(ui QQE

son independientes. Esto, unido a 13) muestra que congtituyen una ham
sg del espacio de tensores. La dimensién de est espacio es, bues, -
nueve.

1 -3 Adjuntg de un tensor. Tensores 51m€tllros A antlslmétri gs

) m— — s wem mese  maa = —

.o

Sean T y & un tensor y un vector TLJD sea
T 1 E~»R dada por /
e ] e e (Tt e T

f es lineal en V y.2s, por tanto, una funcional. pgr el teorema de
I -1, existe un veetor W ( a ) tzl que’:

14) T ) = Fex T ) =0 (5) <%

Es fécil ver ahora que la corregspandencias

i F Meaw {T)

es lineal y es entonces un tensor.

Defindcditn, TF st 03dns tensor adjunte (o traspussto) de T.




16)

‘1?)

18)

Jedtodees pon I5), 78 = T

‘Luégo (sT)™ = s

i =g, x (T% x o

Se tiene: w (3) = T x 3 58

15 ma (T x 9] = v.x FF
Si dos tensores T y 5 cumplen:
7 x (T xv) =v x (5§ x w) para ¥u, Vv '

*

Se 'pueden comprobar las siguientes propiedades:

p
e et LR
IR AT £ v O T e ) (S T) = T0s5%.
I A U T : £) LTV (1)

Demostremos por ejemplo (l6,e). Sgan. U. U dns vectores cuales-
guisras

v ((8TY % @) =% % ((ST) x'w) = w x (5 x(T x v)) = (T %) (5% u)

%

* e : » * o 4
= kST oy I i) oo s Tk VB i} T o g LTS B 1)
Mo

; v = i

Dada una base ortonormal(e.), la matriz correspondiente a T es l1a
traspuesta de dd correspondiente”a T: 'En efectos
" s i

Jj - < J = Ej-x (T X El) = tJi dige g = 1, 27 3

Y 2l reciproco ss inmedisto. En resument
5
S T gnud gl g 1P en una base. ortonormal
El adjunto de un tensor permite definir el producto a la izquierdas
de un tensor por un vector: w x T
TS *
Uetinicions "W ow.d = e x %

Con .esta definicidén se puede escribir sin confusifn: @™ x T x ¥« En
efecto s s
(e ) 2 V= odiE & Thoe 85 (T B & maddd w)

Definiciones. a) Un tensar T se dice siméirico (o autpadjunto} siis
¥
T : .
b)Y Un tensor T se dice antisimétrico (o antiautoadjun-
b gad s : SR ‘
*
Teai W

°i S os simétrico y A antisimétrico, se cumple:

R0 X =T RO XM,, HXAXYE MR KNI B wih

WAL= W RO, Yu, ¥ v,

Un tensor es simétrico o antisimétrico,sii su metriz asociada,
una base ortonoitmal dada, es respectivamente simétrice o antisi
teica.

30
o 3
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sl Todo tensor T puede escribirse de modo Gnico como suma de

e

un tensor simétrico y uno antisimétrico.

Demostracidn:

T=3(T+T) +4(T«TY)

en que S = % (T + T°) es simétricoy A =+ (T = T*) es antisimétrico.
Seg S' yiA' obrd garejasaluegor. 5.4 A = 5' % Al SiecSt=At -~ A .
915 8 =37 B8 simétrica'y_Ai = A' - A es aﬂtisiﬁétrico, luego:

QX U U S1 = ? X Ai = —Al¢x U o= Sl ] :::;}Slx (i = ¥ u
hlLuego Sl =)

Luggg 5 = & y A= A'
Es importante para lea representacidn de los tensores simétricos el
siguiente teorema cuya demostracibén no haremos aqui. s |

Teorena espectral: Dado um tensor simétrico S, existe al menos una
terna ortoneprmal (e:) A = 14927 I otal doei- o8 gy = aj B4

Los versores 'e; se llaman Versares propios, versorss principales o

cipales o autovalores de S. Una base formada de autoversores de S se
1¥ama base prepia oeprincaipaliide, S,

La metriz de S en la base principal (e;) es:

0 a O
%
0 0 a4

Dehido a la propiedad expresada por el teorasma espectral, es posible
interpretar los tensores simétricos como compesicidn de tres dilata-
cianes segln direciones ortonormales.

I - 4 Determinante -de un..tensor. Tensores oriogonales

e Mt bwe owem e e mew S wsem  mems  eas e G e e R e o S -

Si en (12) tomamos determinantes en ambos migmbros:
det [ TY = (det K)2 det [T]

puesto gue K 2s ortogonal, det K = Ry y entonces:
det [T]' = det [T]

Luego det [ T] no depende de la base ortonormal y lo llamaremos deter-
minante del tansor T.

Mataciome wdetk; dat (T



Propiedades:

a) det I = 1 c) det (T5) = (det T) (det S)
{19) L) det (77) R gl det (TT9) = kdet: Ti5

sfAF £ T Q0T340 % vt TV - Cagn)
Puesto ﬁue el producto mixto (ﬁ V W) express el volumen del paralele-
pipedo construfdo sobre laes aristas U, ¥V, W, (12 g) indica cue {det T)
da la relacidn entre el volumen del parslelepipedo transformade vy el
del originzl. : : 1
Los tensores T tales que det T = I 1, conserven los volGmenes (cam-
biando la oricntacidn del espacio en el caso det T = = 1) y se lla-

man tensores unimnodulares. Su conjunto constituye un grupo pasra la
operacifn de producto en virtud de (19 a, ¢, d). Se denomina grupe
unimodulsr, : ‘

g . o e

Definicidn. Un tensor T se dice ortogonal sii es una transformacién
isométrica des v CLﬁrgu, 2sto 81

o L436" u/ /Gl MU

Ejemplos: I, -I, una "rotscidn" alrededor de una "recta", una "sime-
tria" respecto de un "plano". '

De la definicifén se deduce gue el conjunto de los tensores ortogonales
constituye un grupo para la operacifén de producto. Se denomina grupg

ortmﬂoqgi.

: S K =
Aeorema: T es optogonal sii TW = T L

il

"Demostféciﬁn:si TﬁzT-l-entonCES'T* i
= % AT s mi e o RERE Y o)
Luego. /T x Tf = [uf

Iy /T x u/%= (T x UMT x )
- G N e m

i

51 T es ortogonal:
2 e il :
il (G W)/ = e = (047 wiT 2 V) = Auy & vl 40 0%
2 > 5 A
Adem&s /T s> (U0 4 3)/ SEaE R ol e v & O (ﬁ ¥ 3

V)=
LR T ;
=(T x T+ TxTKT xT 4T x V) = /T % u/ + /T x VA2 [TxT) < (TxV)
s 2 2
Puesto que /T X i =Ty AT s T = 5 1¢n:_
T s PR TRV P sy T ek conservar lu&

distancias cons erva los &ngulos entre los vectorcs.

Entonces: W x ¥ = (T x °) x (T x v) = w x (T 7). x ¥ y comd eétolée
cumpls para.todeo U y V, se %iene T° T = I lo que es suficiente para
que T = T"l

!I

duCBlJﬁdelatamuﬂtE que para un tensor ortogonal
(T71) = (det T)Zpdet T = £ 1

Ademé&s es sencillo comprobar que un tensor es oritogonal sii su matriz
asociada en una base ortonormal, es ortogonal.



= 5 Inveriantes ssgalares de un tensar

Sea f(T) una fupcifn de tensor a valBres escalares. Fijada una base
(ei) ortonormal;, a 1a funcién f queda asociada una funcién F' de la
matriz [T] (funcién gue depende en general de la base (ej)),tal que:

ba) iy = (TR 5 ey pavngl S UENE UG

Definicién: Una funcién f de tenscres a escalares se dice isdtropa

: i
0 invariante escalar sii su funcibn &sociada f' es independicnts de
la bas¢ ortonormal, es decizry givexiste af [T] ) tal que: :

F(T) = f‘( a2 By Ez'éjjy = g([ T}

det [T]

]

Ejéﬁplo: det T; puesto que det T
Considerembs ahora: dét (hI = T) _dﬁ% i T] =
sdot (hLIlow U7l ) =t tu 7] s
+ Iz[T] h - det [T]

il

{en que tr [T] = Pt I [T]_= iy Sop kB Bpn B b B ot
-t t £ : :

i

—-—

32 23 G

13

Puesta gue det (hl = T) no depende de la base, el palinomio tampoco
y esto solo se cumple sii:
tr [T] 5 12 [T] v idet [T] sgn independizntes de la basei Esto per-

mite definir Ios invariantes principales de un tensor:

Definicién:

a) Il(T) = tr T = tr [7] traza de T
bY I5(T} = IZET] ~ segunde invariante
o) I3(T) = det T = det [ T} detérminante de T

La importancia del los dnvariartss principales radica en en siguiente
teorema cuya demostracién no haremos (ver pgercheio - {14)).,

Teorema: Todo invariante eséalar de un tenspr simétrico es una fun-
cidn de los invariantes principales del tensar.




-—

(1)

2 52)

(3)

(4)

(6)

(8)

(10)

Sjercigdns

Moatwar que para todo tensor 1 se cumple:

(TXL; @L*P(TXE’)@IBE{-(T'XGB)@BIE‘
Demogtrar la formuls 13)}

Dgmostrar que los’ nueve te nsores ei(g e. son independientes.

J

Hallar la matriz de E{@”E gn una base ortonormal a partir de las
componentes de ¥ y b.

Demostra las igualdades 16)

Mostrar: (F@F)'=F®3; T x (FQF) = (T x B)F
tr (3

(F@B)(EET = FxEFeT @E) x B

Mostrar que el teénsor A ¢ w—s WAT (W fijo) es antisimétrico. Re-
ciproco: dado un tensor antisimétrico A, existe un Gnico vector W
tal que para todo @w, A x T = WA T. Hallar las componentes de A y W
en una base ortonormal. ! |

5i (es) es una base principal del tensor h1métr1r:c 5 y ai es el au-
tovalor correspondients a e4 entonces:

5=2aj ci® ei

Mostrar:
a) +o(T*) = tr T
b) tr (TD) = tz(DT) = +x(D™T™) = +c(T™D™)

e) Si 8 es sinétrico ¥ A antisiméitrices iz A =0 , tr{SA) = @

Definiciones:
BT % D £ (TD™) products escalar de ¥ ¢ B
LT Tl tr(TD) producto doble contractado de T y D

Mostrar: a) T‘x 35— Eﬂtlj 13

il

T ose M= o - Te - el s D= F boball)l = 50T o )
2

a
2>
T sgr Dl ey == 1 30 Do ' F T20 y T°=0sii T =0

T cof . T =4 Prog I 2 T 00 BT
(®b) x (tc@d) = (37 x ©)(b x d)

e
T e R T (aT) D=7 1: (aD) = a(l : D;
Tl s By T D + 7T : : R E e G
(E@E) : (t®d) = (a3 x d)(b x ¢)



(11)

(123

{13)

(14)

(15)

S L ;e . .
Demostrar las igualdades 19)

Sea f(T)_unaFFunﬁién de tunsgf:a'uélmreS‘ascalares; Mostrar que

f es un invariante sii f(QTQT) = f(T):paza todo Q ortogonal,

a) Mostrar que a =s un autovalor de un tensor T sii det(al ~ T)=0
b} Mostrar que Si,él ap a3 son los autovalores de un tensor T, en-

tonces: Il(T} = 8] + Ay * Ay, "IZ(T) = ajaj+ apaj+ asay

il
b
o
i}

_IB(T)

Sea f(S) una funcién de un tensor simétrico S a valores cscalares.
Demostrar que son equivalentes las siguientes afirmaciones:

a) f(5) es un invariante escalar

b) existc una funcién de tres variables reales g(x, y, z) sim&tri-
de S5

M s
i

¥

Coaenx, ¥, z tal que si a; ap a3 son loa autovalores

cumple: f(S) = glay, éz, a3) para todo §.

c) existe una funcién de tres variables reales F(X, Y, Z) tal que:
£(S) = F(I1,(5), 1,(5), 15(5)) para todn S.

Un tensor de la Forma al se 'diece esteéerico. Unttensor T se dice

desviador si trT = 0. Maostrar que todo tensor puede descomponer-

se de modo Gnico en suma de un tensor esférico, un tensor desvia-
dor simetricoy un tensor asntisimétrica.
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I1 - Anglisis

Designaremos con L un espacio afin euclideano de dimensién 3 cuyos cle-~
mentos llamaremos puntaos; con E al espacio vectorial asociado a L.

Una funcién de L a valores escalares, vectorizles o tensoriales se lla-
mard también campo escalar, vectorial o tensorial respectivamente.
: i 3 ,

0 ‘gescalar
e Ok ooestd i al

II - 1 Gradiente de_un camp
Sea un campo escalar: f : L—>» R
Sean P y P! dos puntas de 'L y sea U= P' = P

Befinicion: La Tunc
fTuneional lineal 'F
F'

1} FIRY) = R{P) =

Es decir. si:una fupcifn es difereneiable.en P .su ineremento{f(P') -
f(P))puede.aperimarsg en un entorno conveniente por una funcional
lineal de(P'-= PQ

De la definicidn surge que, si f es diferenciable, la funcignal F es
tinica. En efecto, si F' gs otra funcional, la -diferencis F".=.F = !
s una funcional tal que:

1im =
o= 0 T/

Sea X un verser fijo y U = ak con a positiva.
Entonces por ser F" lineal:

el

itw EV0) = itw 2 EURE . = FA(E) =5
T=0 u a-»0 Beshy
Pussto que ¥ es arbitrario, resulta F" =00 y F = F?,

-Del teorema ds I.= 1, resulta wue si f es diferenciable en P oxiste
un vector W(f) tal que:

2y -8 =W nT
Definicifn: W(f) se llama gradiente de f en P,
Notacidn: Vf, ‘grad. f

Lucgos 1) se escribe:

3) £{P') = £(P) = (Vf) x (P Loy R T T e



5

Ejemplo: Sea (0 ej e P3) un sistema ortonormal de coordenadas para

L, sean (xl X5 X3) las coordenadas de P y sea g(x l) una funcidn.deri-

Hf ble e Xj. 5-finamos yn: campo escalar f de modo que: T(P) = g(xl).
Entances f(P') - F(P) = g(xi -Hg(xl) =“g'(%l§;(xi - xi) +'a(xl = %y

Prs P -5 gt Mx] = x;) es lineal.

PUesfc.que LA
ofx ><) Okixg = ix. )
3] /a que 1im i WL
p “737“ o x LS i ® B

-

1 it 1
resulta f(P) diferenciahle. Ademés: . |

Fla) = g’(xl)(xi - xi) i g'(xl) ey x (P! =P) = g‘(xl) e

ahee B S gl
Luego: UVf = g'(x;) e

2 BT

Componentes del gradiente .

Dado un sistema aruonormal (0 ey e, e3) para L, a un campo escalar
f(P) queda asociada una funeidn *de” trek vuriablas reales, cue -desig-
nartmos igualnerte ‘por f,-tal *ghs FIF) s (ml oay X3)'

2

Sea’ f diferencgablc Y- .sean (fl,fz,fa) las compongntes del gradiente.

Sea U = hel

Por (3): f{x Rogs: o X P . h

* (x) ¢ hy x50 x5) Ya-Bos Xg 1
Dividiendo por h y tomando limite en h = o, resultas
£ af ~ i . ) L
g = > An&logamente se procede para las restantss componentes.

Xl (
8 F ’ af
En resumen: 4) F. = Vf = T b a2:
L ij- i axl -

) tiene derivades parciales continuas

Reciprocamente, si f(xl X5 X
1icil probar que ¥ es diferenciable alli,

en (xl %o x3), no es difi

Derivada direccional

Sea k un versor y P' = P « ak
Definicién: Dado un campo escalar f, se llama derivada direcciaonal
de ¥ en P segln K al siguiente limite (si existe):

BE . e (P + ak) - f(P)

s = {1

AR

|

Si f es diferenciable en P resulta inmediatamente de 3) que T tiene
derivada direccional para tode K y :

> I LA L S

8k
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I1 - 2 Gradiente de un gampg vegtorial

Definicién: Un campo vectorial ¥(P) se dice diferenciable en P sii.
existe una transformacién lineal T : E—=>E tal que:

6) W(P'} - V(P) =T x (P' = P} + B(P' ~P)

o 1B e e A, (T

U0 U/

= PE =)

De. moda anilogo a 1i-l, de 13 definicidn surge gue si- (P} zs dife~
rencilable, e Gteficor F s Unicos

Definicién: T se llama gradiente de V. en P.

Noteeauon: T = V@ T = grod ¥

El vector (V¥) x (P' = P) es pues la primera aproximacién del incre-
mento de la funcién diferenciable V(P).

Ejemplo: el campo de velocidades V(P), en un instante t; de un cuerpo
rigido cumple: :

TP} & W(P).= WA (P = P)
en gue la velocidad angular instantanea W oes independiente de P.

Luego V(P) es diferenciable puestu que para verificar 6) basta tomar
BB Vi By =01y siT s dadl Win

En este caso T x U aproxima "exactamente®” el incremento (V{(P')-V(P))

Compenentes del grediente

Sea V(x. x xa)"= ; v.(x x_ x )e. en un sistema ortonwrmal de coor-
iy

iz g S i T e
denadas (Oe. e 83) dge L.,

12

Eomemos =P S0P = hel' Por 6) _
V(xl + h,x2‘,x3) - ?(xl,xz,xa) = H{v) X B+ a(h)
Dividiendo por h y tomando limite para h = o resultas
(V) x By = %gT_
Un resultado anélogo se aobtiene para las otras direcciones.
Luggo: :

7) (‘C"V)xej=2\;j vvzjs_; :fjéijej .

Puesto que: axre » e

_ axj.— : -ij-_?i se tiene:

8) Vv = 2.0V
3 Py

eily ej



o T

; ; Bkt
Luego la matriz asociada a . . V¢ es (?ré%w) Y
3 .

Reciprocamente, si V(Xl‘XZ x3) tiene derivadas parciales contfnuas en

1 o
L

(% X5 X3), entonces es diferenciable en dicho punto.

Procediendo en forme anéloga a I1I-1, se define la derivadz direceicnal
de v(P) segdn un versor k:

G W(P) 2Py LR & ale) = TP}
0K a0 - -

Si V(P) es diferenciable, de 6) resulta inmediatamente:

LS RS

8 K

st e . YT AR

I1 - 3 Divergencia v rotacional

Sea W(P) un campo vectorial diferenciable en P.

Definicién: Se llama divergencia de ¥ en P a la traza de UV en el
punto P. ‘ : ‘

Notdcidn: VUV x ¥V , div ¥, tr (W)

’ , i Vs
En un sistgma de coordenadas: V x ¥ =23 ﬁg_fu
‘ i

Rotacional de un campo vectorial

Sea ahora A la parte antisimétrica del tensor VV. Entonces existe W
(ver ejercicio de I-5) tal que: A x T = WA T.

Definicibén: se llama rotacional de un campo de vectores V(P) a 2W.
Notasigng NYAY , 'rot ¥

Observacidén: es de notar que es cémodo considerar W y por tanto VAV
como un seudo vector (u&ctor dependiente de la orientacidn cdel espa-
cio) a menos que consideremos establecida de antemano dicha orienta-
cidn.

En un sistema de coordenadas:

i {___avz ¢ 2V3% "{?_V_? % —-_avlﬁéeg"i/ R i e
‘ X axZ} ICESY Xqi ﬁaxz 8 xj/
Divergencia y rotacional de un campo tensorial

Sea T(P) un cgmpo de tensores tal que para todo vector U fijo, el vece
tor T x T =T x T es diferenciable en P,



AR

Sea T la correspondencia: _ “
£ e B3R
£al oudof(Bho= DexelBexoT)een ek punte-P7O"fijo.
Es inmediato que f es lineal; por tanto es una funcional V existe un
“yéctor W(T) T"ta;L ‘que ; W : . £

£(7) = W(T) x @
Definicidn: W(T) se llama divergencia del .tensor T-en el punto P
Notheians™ 0 x T 3" “div T ‘
De lo};nfafior;fEEUlta:. i

Al ‘ sl Mot BRI Foe 4N % THEL) w45 4o ¥ fijo
Consideramas ahora la transformacidn:

F 4 E—>E can Bl = TN % T} oh B0 figs

De inmediato se comprueba que F es lineal; es, pues, un tensor.

i.__:

R " :
Definicién: F~ se llama rotacional de T enm P.
leanion: VAT o wet T
e tiene, por tanto!

TS WaAn s T =B AT w5 =T 2 1PATY
Observacién: en rezalidad VAT es un seudo tensor.

Formulas de Gauss v Stokss

Para un campo vectorial continuamente diferenciable se cumplen las
conocidas f6rmulas de Gauss y de Stokes.

a) JVYx®AdA = [ 9 x¥dv
12) S H
b} Sl = AT o HTA
C 2
En a) H &s un recinto cuya frontera es la superficic 5, En b} 5 es
una superficie cuya frontera es la curva C.

Sea ahora T(P) un campo tensorial tal que U x T es continuamente di-
ferenciable para todo U fijo. Luego V x T y VAT existen .y son
continuos. Se tiene entonces; con las mismas notaciones de 12):

al .7 % S LT e dv
13) S H
Bl 4 T % dP =" [ (9ATY x § dA

L 9



B

Demostrarsmos por ejemplo a); para ello alcanza con prchar la igua-
lidad de los productos escalares de ‘ambos miembros de a) por un vec-
tdr © azbiteario: ;
T J' 2w T =F O xTl s gl gt dvs

b H s ULHE = £ 5
D B anagh s 0 (T 2 W) dbo s LAk 50 ah
S - 5 i s S

1

La segunda igualdad se debe a 10) y la tercera a 12 a)



IT - 4 Ejercicios

At mam wmam e mew

g =) Viat ¢ bg) = a VFf + b¥g a, b constantas
b) U(fg) = fVg + gVf s

(

[aS}

) Vo = E‘ Ei & le

(3) a)lV(aﬁ £°pVY = g?ﬁ.+ bV Sty constan%eé
b) V(fU) = fVT « T & VF '
) YlGext) = U 2 U « ¥ x VO

(4) Demostrar las siguientes férmulss para el gradiente de una funcién
de Tuncidn {regla de 13 cadena)s
a) UVilg) = €'{g)¥g
B) VE(T) = (U,F) x VI

c) vv(d)

1l

(v, v)(va)
g} Voif) = Wr) & Vr
s o FLE T EER ) con P = P(t}

egntcnces:

=) gf _d_ 3oy, SIERE 1 foey Ab B
v FOPCE 1) = = L) o F
du d . 400 e
LY e gndl (220000 ) e v P
b) = = a(P(t), ) e (o) ox
{6a) a) ¥ x.(aﬁ § bV )osaal e e BY %Y i &a,b constantes
b)) VLR =R L B S OV F S =
c) VA (8T + EU) = aVA T + bVAT 7 G a,b constantcs
d) VA (f¥) = fVAV + VAT :
g Yok T & W% (7 % ei))e%
7 i
*
B) ¥ x T = 5o x84
A
(8) a) « (a5 &« bT) = 2V % 5 ¢ BV = T a,b constantes

£E) = 0 % T o& 1 x UF

) (V x )0 « (VU) x ¥

iy ) e e T = ) 2.7
T % § 60 x T') 2 W4T ¢ (VO

fl

(s

S I —a [ o = TR
b4

et AR S R s
cl
&
—  <f

X
£
il
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u
b) (W) x v = Vv

- 1B -~
(0V) + (VATV)AT
+r (VAVIAV

2y ey w5 =4

P X

2

(10) Sean f(P) y T(P) dos campos dos veces diferénciables en P.

Definiciones: a) AF = U x (WF) ; Labléciano'dé‘f -
By =f T Plx (VEN & W & {9de T
Mostrar que” ' 1) 4OF = % 32?
Bx%'
3
2) A =% hu.)e,
! i g8

(14)

3) WU x @ =V x (VO°) =AT + vA(vA T)

Mostrar que: VAT = % e; & A (T x es)

Demostrar la férmula 13 b)

Demostrar: a) .f?ﬁ dA =" "f U?Hdv

b) ST dA s = VUV
5 H

Mmstrar que .1 T(P) es dn .campo LBHQDT"El tal que T X T e= dife-
renciable en un IBClﬂtD H para tocg W fijo, entoncest

e Tj: 0 HPL H) o _3' existe S(P)'t 5 rué

e IR E =TT Tos TA S fMBLIHY)

Ly BA T =8 (¥P £ HL%L—+%§>&xiste M(PY £g) que- ¥ = T, (WP L H)



