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ERKEARES 

1 - Algebra de .tensores 

Designaremos con E a un esspacip veetorisal euclidianon de dimensiën tres, 
y con R al cenjunto de los nimeros Feales. 

Los: resultados establecidos mês alelante: Dueden ser, en la mavorfa de ” r % 

dos casos, Tacilmentea generalizados a un es acio vectorial de dimensiën 1 

s EE 

1 - 1 Funcionaleg lineslgs 
Definiciën.- Se llama funmcional lineal (o brevemente fupeional) a una 
funeiën: 

  

- FO) 4 FO) (VET, ve) 
af(e). - (VatR, Ver) j 

EE] y 2) son eduivalentes 373) 

3) FEE 4 BY) s af(M) & BE(Y) (UM a,bew) 
Ejemplos: 

ay EE EE es EO es una funtional '(funcionsal nula) 
BO Di: BAAN Va senn es ha PUSEIERS] FUuss ma Cumple 1) 

sy) U fije, hi Vs UV es. uia Turiëional 

Una Tuncional gueda determinada de mado @nico bor sus Valores an trees 
vectores independientes TM, V, W..Én efeeto, sea Em) Fi, TEN die Chos valores. Dada * existen a, b, ce tales aue i — au $ BY # CW. N 9i T es lineal, entoncess FT) s Flat * ET r cR) s af(u)see(v)reP(wA4) Luego f es tnica y 4) musstra due es lineal, 

Teoremas Dada una Tuneional iineal Y existe. un veetor O tal. gue 
EE 8) POET DE V Tan) 
Demostraciën: Sea (en, G2 , .e3) una base ortonormal de E,. 
Entonces EE Ee (7 X. 82)82 (TV x e3)e3 iuegno 

P(V) as P((V n eiler  k (E g e2)e2 H (V Xx e3)es) 2 

s (7x ei) Ples) * (vu ap) Bles) si os e3) F(es3) - 
om (Flegler t F(es)es t T(ej)es) *YaWxY 

con U s f(erlei1 Fles)es t F(esleg



1 2 Tenso ses 

Definiciën.- Se liama tensor (tensor de rango dos) a una transfaorma- 
eiën  lineal de ËE en E, BS decir. 'una funeiën: 

T 1 E—E tal gut 

6) TOG 4%) os TO 4 TE) (ay vy. 
1) Ta v) sa TR) (Ma, vo) 
De hoe tEiis ia a 1-1, bas eondicienes 6) y 'T) san Beuivalentess af 8), 

d) Tia d tbY sa TOE TE) EE os ES 
Ejempios: 

a) (OS ETES N (tensor nulo) 

EE EO ae (tensor identidad) 

GIF VET. 

d) w Pijey AA, VRA (es un tensor siempre use consideremos 
al espacio É, orientado, o si consider 
Fanps due W es un seudsvector) 

e) la proyeeeiën sobre 'uné “raetal (subespacie de dimensiën 1), 'sobre 
untplano" (subespacis de diuensiën 2), una simetria respecto de un 
“planot, Um Beta id HA paedoe ds upnvee er io, ate. 

    

De modno idEntieD a los funcionsles, un tensor ausda determi ̀ nado de ma- 
nera tinica dandao sus valores (vectcriales) en tres vectores indenpen- 
dientes 

Dados dos tensores T y 5, V un. nimero a,las transformacionest 

TB sie Es OES B (0) (ve) 

ad ES EG if (VV) 

TE NT (MG) 

SR. EE Se denom” nan respectivamente, suma de T y S, producto de 
a VI, vy produetaldeiT y Se 

Con las dos primras operaciones el conjunte de los tenspres verifica 
las propiedades de un espacio vectorial. Podemos pues copnsiderar 1os 
tensores comp veetorés de un nuevo sspacio (cuya uimensiën ssafin ve- 
remos mês adelante as nueve). 

El producto es asoeiativop v distribuiive respectp a la #uma tere na 
es ctommutativo. El neutro es I. 

Un tensor T se BiEP inverti ble, sii existe un” tensee os tal Gue: 

es 8 de j . BE &. 11 inversa de T



Notasiins TIGE) se Ts N 

Dada una base aortionaraal (e;) un tensor T gueda determinado seglin Vi- 

mos por.laos valores Tx 23 EET BID TEL NS ESE IDEES 

Tx E; — ey; Er dr vo “e T ty e3 j ee MA ES 

El tensor:T oueda. determinado end la base (e .)” par. dos nueve ntimeros 

tisty, j L,2 ed) dig llamaremos Cr componen BS5 de T en la base (ei) 

EF
 

is]
  matriz SE (ts) se llama matriz asociada a T en la base (ei). 

#B “ene! vo 

9) ti; Ed By R (T R e;) 

Es seneillo comprobar. aue la correspondencig entre tensores y matri- 

ces cuadradas (3 x 3) es biunivoca y'linaal “(canserva la suma y el 

producto por un escalar). Conserva tambiën el produrto (al produeto 

de tensores corresponde el producto de matrices en el miSma orden). 

Sean VEE; vi e; Via S Le Ve wa Es 

neess Wa: vs (Tu aid 2E Vals e ss Beit :svde Entoncess W eB vi (T nel By vi lBi tig ed “EIE g tijvideg 

Luegos 

RE id s 10) w; ki ev # 2 isaad, 

Si designamas con T G1yluwl] las matrices. coalumnas.de. las componentes 

de G y W, entonces 10) se escrihe: 

in PS B wl-L eed SE EEU 
Sea dos bases ortonormales (es) v.(e! ss Ete AE EE e ee 1. 2 Ts 

 siendo K s (kg) na mateiz ortogpnal (K7t- K1) je E 

EntoRrEEi visa yd El “2 Ek 

EE vete ket EN 

Per tantas die EER 

HE ekt sg dy 

Veamops ahora como REIS E matrig. asociada a un er al cambiar 

la base. Por 10! hy 11) Ee 

( ?Ied ' sa TT 2 ep Kl sr] - EET (K Lr. ar 

És MEDE 

FOR EN Id GE SE 

  

Rem 

x dicha correspondencia depende de la base de Ë.



Ëjemplos: 

a) Sea R et tensor detéë#minsdo DOP: Rx8js By Ruesss 85 
Rxejs e3 ` (rotdeiën ie 90% alrededar de 23) 

Oo sd G 
la matriz correspondientss es 1 0 O 

HT Fins da 

b) Sea P la proyeeciën sobre el subespacio determinado por 
el. verspr ei: (proyescciën ortogonal): 

P x Va(Vx erJegr 

a d la proyecciën ortogonal sobre el subeëspacin deter- 
minadn por los versores ortogonales B1,e2. Entonces: 

OU
) é) e 

i 

ada i 
L
k
 

ase 

Definiciën. Se llama diada a producto tensorial de dos vectores &, E 
a la transformaciën lineal ww @t definida asi: 

Sek: Bag T (3 69 b) % Ve a(bBxV) s (E NR va 

En. particular: P.s er Aar Es e, E ey # e, @ o; 

Por otra parte es fAril demostrar Ed, Eks 
EE 

13) T is ti; e, @ Es 

 Adem&s $ê puede ver sin dificultad Gue los nuave te ensoreas(e, @e.) 
son independientes. Esto, unido a . muestra de constituysn una E 
se del espacis de tensores. La dimensiën de est B&pacio es, DUBES, -— 
nNUBVe.. 

1 -3 Adjunte de un tensor. Iensores sanEtriees y antigimêtriros mr mm waa we ma  ELR  MlAA ORE Oe ws 

“e
 Sean T y 8 un tensor y un veetor fijos sea 

f 1 EpR dada par 

Pty ER (Em 

f es lineal en v V:28, por tanta,. una funcjional. Por el teorema de 

1 — 1, ewiste un veetor W(a Y|V ts gue: 

14) EEU) ss SN sk OKT 

Es f&cil ver ahora due la c€orrespondencia: 

TE as ME 1E) 

es lineal y es entonces un tensor.. 

Definiciën. TY se 11ama tensor adiunto (e traspuesto) de T.



16) 

ET 

16) 

Mettodees pDY P5).,'S st 

Euëgu (SIT Pe 

St tiene: w (Ys Teg VR 

LEV oa IT XV) ses Hy 

Si dos tensores T vy 8 cumplent: 

Xx (T xv) sv (5 Xx) para ME, Ve 

Se pueden `tomprobar las siguientes propiedades : 

SEE EIE EE 
ERA E TEE ER ASE Ri. EE 

&) da HO sa TT £) ATR) Ti 

Demostramos por ejempla (16,6). SEER E.. VY das verteres BURlESe 
Guiera 

se Ra 3 
OES E EE. HA HY ME DE HIED n OT EA] n ER AA PER mm) 

— (et. Er) ge OT sy er) TR OE x (SE sg vw) 2 VR ((TTSF)sx Lu) 
Re DER 

Dada una base ortonormalie.), la matriz correspondiente a TY es la 
traspuesta de la. CArrespon TEREE ar En bestu 

RE es in ike Fa] EE EE Ee 
ty; “ER OE EK 2) “ey R ('E ci e;) - “ Bur 2 AAR: 

Y 'el reciproco ss inmediato. En resumen: 

s€ 
S se T siel dld br en una base. ortonormal 

El adjunta de un tensor permite definir el producto a la izguierda 
de un tensar.por un vectprsi e xw T 

ELE 
Dot Ep Ene Ed ET N 

Con esta definieciën se pusde .escriBir sin tohfusiëns: mx Poe En 

efegetos 

(OT) 8 YET & TE DR (TE 

Definiciones. a) Un teansor T. se. dice. simêteiso (co .autpad junk) si is 

% 
is dT E 

b) Un tensor T se dice antisimftrico (op antiautoedjun- 

VREES) og de 

Bee 

9i $ as simÊtrico vy A antisimftrien, sa cumple: 

ES RV YL BEE, TR AR VS as RA BEER TE ME ED TE 

WE KEALS AM RE, Vu; MV; 

" Un tenspr es simêtrico n antisimÊêtriro,$ii sy matriz aspriada, e 
una base ortonatmal dada, es respectivemente simftrirca p antisi 
trica. 

3 
E



-G m 

“stet Toda tensor T puedea escribirse de modo nico comon sSuma de 
EP 

un tensor simÊtrico vy uno antisimêtrico. 

Demostraciën: 

Ed ED ER N ELDERS 
en aue S s $ (T # TY“) es simêtrico y As dt (T- T“) es antisimêtrieD. 

Sea S!' vy Al! stra parejia,luegor . SA As St As ses Abie R. 

5; s8 as! es simétriea Y Ai s A' - A es antisimêtrieo;sliueoDt 

SIR Ur UX 9) UR N KEER ee BR TE: BE EE VY u 

“Luega ay. Y 

Luego S s S! y As A' 

Es importante para la representaciën de los tensores simêtricos el 

siguiente teoreme cuya demostraci@n no haremos adgui. ie. 

Teorema espeetral: Dado un tensor simêtrico 9, existe al menes una 
terna ortonarmal (as) 4m AA d-ALa HAEL OER DE AA ER 

    

Los verseoes E. se Ilana veesnres Bo ID. VERsDrEs rie ike ss. 8 

cipales n autovalpres. de $. Una base formada de autoversores de $ se 
liama base Dropia o principal de S. 

La matriz de S en la base principal (es) est 

0 a 9 
2 

O 0 23 

Debido a la propiedad exwpresada por el teorama espectral, es posiblie 

interpretar las tensores simêtricos como composiciën de tres dilata- 

cianes seglin dirstiones ortonormaias. 

I - 4 Determinante'de.untensoez. Tensores ortogonales 

Si en (12) tomamos determinantes en ambos miembrost 

det [TY - (det K)? dek. ET] 

puesto aue K es ortogonal, det K s $ ar y entoncess 

det [T1' s det [T] 
Luego det LT] no depende de la base ortonormal y io llamaremos detear- 

minante dei tensor T. 

Matseiëns saak Es, det (EF) ! 

ed 

 



Propiedades: 
(ITS) s (det F). (et 8) ay) dert 1 ë 1 e) det ) 

(9) B) dat (7) es dek. sade t (Etes 1. 
BAAT sU Te OT N WE) (dei TA GN 

Puasto gue el produeta mixto (7 V.W) express el volumen del paralele- 

hipeda construido sobre las aristas TM, V, W, (19 ea) indira oue (det T) 
da la relaciën entre el volumen del paralalepfiredo transformado y el 

del original. EI ei ' p 

Los tensores T tales due det T as *# 1, conserven log volfimenes (Eam- 

biando 1a orientaeiën del espaciop en el case det T s s1). y se 11a- 

man #ensores unimodulares. Su conjunto constituye un grupo para la 

operacifn de producto en. virtud de (19 a, c, d). Se denomina arupe 

Unimodular. 

Definiciën. Un tensor T se dice portogonal sii es'una transformaciën 

isometriese de vootorss..ssto Be 

AT RU os Ee VO. 

Ejemploss I, -I, una Hrotaci6n" alrededér de una Mrecta", una “sime- 

tria" respecto de un "planoW. 

De la definicifn se deduce tue el conjunto de los tensorss ortagonales 
constituys un grupo para la operacifn de producto. Se denomina grupa 
ortogonal. 

4 Pie h 
EE EER se EE RU 1 

-T II 

% 
EER T 

    

TY AT ma EE n BMET oe m) 
VD Xx Us fu/s BEER” 1 

: IE 

ay ALS EE Ba BEP TY ss) 

Luego /T Xx U/ s /u 's 

Si T es Peens 

le Ee dt D/” is ss (Ms VRAE 4 VY) s AE T Fe 2 TT 

Adens /T (OE 4 VI ee (Ts (ED) ET GE 
sl] x Up TR Ee ER Ts) ET X EE 'N GAD LEO) KUTEY) 

Puesto Gue is / - jel” widT mee ae se tiene 

ET Red el EE ON HA NEE oE. las 
distancias conserya los &ngulos entre los vertores. 

Entonsesi My Vs lis nia T 
Cumple para. teda U y V,.se tiene T T 

% oi Gus f ss T 

Ef X (Er Teir y COM esto se 
s |I lo gue es suficiente para 

isduce, inmediatanen te Guë para un tensor ortagonal 

t (TT) s (det T)agdet Ts £ 1 

Ademés es sencillo comprobar aua un tensor es ortogonal sii su matriz 
asociada en una base ortonormal, es artooonal.



EP 

“ 9 dinwariantes ascalares He un #cnser 
Sea TUT) una funcdfn. de: tensar a' valêres esbalares, Fijada una base (ei) artonormal; a 1a fupeiën F gueda asociada una funciën P! de la matriz [7] (Funciën due depende `en génêral dé la base” (B3 Ji, tel gus: 
(20) An) — oo ( [T] : Bas 8283) E PER de B1:e Fe 

Definiciën: Una funciën T de tensores a escalares se dice isétropa 6 invariante escalar sii su funciën asociada f' es independicnte de la based ortonormal, es decir, si eywiste g(fT]) ta duE: 
OT) sm ETE y ei ea eg) es g(f TRY 

det ft M Ejemplo: det Ts puesto gus det T 

EED og 
-det (hÉ 1] -[T] ) sa hi. tr (7) he 
t Ts 7] h- det [T] 

# Considorembs ahoras ̀ det EE ar ES 

Eed RR EE LT] - HE ae ENE 
st t Ë vastag mites ndas: 

buBs te rus des (Eie TE ha depende de la base, el palinomie tampoco Y esto solo se rumple sii: 

te] ë 15 EE y det [T] son independientes de la base. Esto pers 
mite definir 'Iog invariantes principales de un tensor:s 

Definiciën: 

2) TR, st N se RE Es traza re T 

b) ts UT) s TT]  segunde invariante 
c) T3(T) s dat Ts det TI determinante de T 

'La importancia de los invariantés principales radira en en siguiente tenrema cuya demostraciën no haremos (ver ojéreseig (14)). 

Teoremas' Todo invariante escalar de un tensor simêtrico oes Una Tun- EE ETE EE é El ; Ee ree Ciën de los invariantes principales del tensor,



(1) 

Pia) 

(3) 

(ay 

(B) 

 Mostrar: (#@B)- BOS; Tx (E@PB)- (Ex OF 
tr(ë 

Éjereicios 

Mostrar aue para tode tersor | se Eumpis: 

Et R obees (Tx es) @ es t (TK es) @ es 

Demestrar la Tfêrmula 13): 

Damostrar aue los nueve ts nEDres o; 6 C; son independientes. 

Hallar la matriz de “ER. en una. bass ortfonbrmdi a partir de las 
componentes de B y B. 

Demostra las igualdades 16) 

(E@BEG@R) -(Ex:BEHT @B-EKE 

Mastrar gue al tënsor A * Be WAT (W Fijo) es antisimêtrico. Re- 

cCiproco: dadon un tensor antisimÊtrirp A, existe Un #nico vector W 

tal due para todo BT, A x T - wAT. Hallar las caomponentes de A y W 

en una base ortonormal. ' 

Si (es) es una Base principal. del-tenser sinétrieb S y a3'es el au- 
.. tavalor ctorrespondientea a ej:entoncest 

(10) 

S- Paai ei@ es 

Mostirans 

a) te(TNV se tr T 

b) tr (TB) s te(DT) s #e(BTN) sa te(THDR) 
&) Si $ es ainëtpien YA antistmEtries? te As, teiSA) —A 

Definicioness 

AE Te) n tr(TD”) producta escalar de T y D. 

ET He TE tr(TD) producto doble contractado de T y 9 

Mostrar:s a) T D tie ' 

T os Rus tap N Da T so tend se GER ie HY 
5 

Be ou es EE EG TED N TE. B Bi T sd 

EE TE DT RT 

(ae): (Eed) -(axBDIE xx) 

BYT $s D ts sd 
j Pa 

— 2 N (at) * Dae T s (an) sa 1 j D)



(14) 

(15) 

— 10 - 

Demostrar las igualdades 19) 

Sea F(T) una, Funei@n de tensgr a vêleres escalares. Mostrar due 

f es Lpiinvarispbie sif F (GTA) -'f(T):-parza todo d ortogonal, 

a) Mostrar dgue a ss un autovalor de un tensor T sii det(al - T)-O 

b) Mostrar guë si ax a3 a3 son los autovalores de un tensor T; en- 

tonces: 1) (T) - ay as * Aa) 153M) - ajas* a7a3* AAR) 

TOT) ) “as 1 es]
 

D) n) 

Sea T(S) una funciën de un tensor simftriro.S a valores escalares. 
Demostrar gus son aaguivalentes las siguientes afirmacioneas: 

a) tie) Ee Dit inversie saesiar 

b) eaxiste una Tunciën de res variables reales glx, y, zZ) sim 
ca en X, MV, 2 tal dus si aj as a3 son.laa autovalores de 

Eumplas T(S) se g(ar, 82, a3) para todo S. 

&) BwisteE Una PunEiën de tros variables reales EO Tol) tal wueë 

TE] s F(Iz(S), 15(S), 13(8)) para tede Si 

Un terisor de la forma al se dice esférieo. Un *tensor 'T se dice 

desviador sê trl s OD. Mostrar aus todo tensor puede descomponer- 

se de moda Unico en suma de un tensor esférico, un #ensor desvia- 
dar simétricay un tensor antisimftrieg.



st ES 

TA — Anglieis 
Designaremos con L un espacio afin euclideano de dimensië6n 3 ruyos ele- 

mentos Jiamaremos puntass con E al espacie vertorial asoriado a L. 

Una Tunciëén de L a valoros escalares, vectoriales o tensoriales se lla- 
marê& tampiën eampe escalar, Vectorial o tensorial respectivamente. 

i a 

  

IT - 1 Grade nte dé ui @amfio sSealar 

Sea un campo estalars Ts: L—s R 

Eg 1 Sean P vy. P! das puntas da'L.v ses T 

Defimieton: La Fine 
funeional lineal `F 

F i) BEP?) sm EIP) ss 

iese ditereneiabls en P si awistp;una 

      

y 1im .9(@). s0 
Ta0 FT 

  

Es decir.si:una fumeiën es diferenciable.en P su incremento(T(P') - 

P(P)) puede. aproximarse en un entorno e£onvenriente por una Tfuncional 

jineal de (P!-. Pd 

De la definiciën surge due, si ff es diferenciable, la Tfuncional F es 

tiniea. En sfecto, si FY ss Btira funeinnal; la difsreneia FW ef sn F? 

es una funciaonal tal duet: 

im 
BLEEM HG 

Sca k un verser fiijio y ak BO a BEEiELVE, U 

Entonces por ser FY“ lineal 

1im E"(y) sier BENE) n FY(k) —O 
Ts0 /T as0 ag - 

Puesto rus K es arbitrarin, resulta FW s0 y F s FT, 

Del teorema de 1. - 1, resulta uus si ff es diferenciable en P exwiste 

un veotor W(T) tal gus: 

2) EE) s WET RT 

Definici6n: WIT) se llama gradiente de F en P, 

Notaciën: Vr, grad 

Luega 1) se escribet 

AA ELRI n POP) sn (EL) vw (EE & BP) se (PT & P)



N 
Ejemplo: Sea (0 ë). Ba 83) un sistema ortonarmal, de. coordenadas para 
L, sean (xr os X3) las coordenadas de P y sea glx 3) “une funciën deri- 
Vveble en .X1-. Definamos. un cCampa SPR de modo. gue: PP). s glxyd. 

- S ” ee, 3 ide jam 
Entonces EP”) PIP s os EP ve, E Og ) * o(xf yy) 

Puesto gue Ee BAD RS he ai, MO EN Ka es linaal.- 
ofx! Xx) me N 

yd basis & 8 va aue lim beelde di 0 PAS P BY SI ad N — 

resulta Ff(P) diferenciable. Ademês HE 

FO) s ga - Rd sg) e 

N s " f Luegos WVF s g'(xj) e, 

EE Y va BYL sd 1 (P P) g (x) Ee 

Componentes del gradiën nte. 

Dada un sistema ortonormal (0 E1 82 e5) para L, a un Campo escalar 

F(P) dgueda asoriada una Tunciën EF tres YE eat reales, due desig- 
Paramos igualmente por T, tal gue F(P) - F(X Ra X3)e 

EE 

Sea f diferenciable y. sean (Ps as fa) las componantss del gradiente. 

Sea DO s hey 

X2s ERA 

Dividiendo por h y tomandao limite en h es O.,.Pesultias 

&. BT 
f - 

Poz (3): FO t hy, 

  

An&logamente se pracede para las restantes COPPOHENtes. 

a P 
En resumenst 4) P. s H Pe E of 

d ds 

8X1 

  

Hecfiprocamente, si AE 7X3 ) tiene derivadas parciales continuas 
en (xy X5 X3) na es ditPiri ef orobar due YT es diTferenciable allii. 

Derivada direccional 
  

  

Sea k un versor y P! as P - ak 

Definiciën: Dade un Campo escalar f, se llama derivada direecional 
de Y en P segin k al siguisnte limite (si existe) 

AT fi | HIPa Em Tip) 
EE P Ed im SE MET mi ë 

9i ff es diferenciable en P .resulta inmediatamente de 3) aue T tiene 
darivada dirececional para todo F y 

N aa Oe. 
ak



ad N 

11 - 2 Gradiente de. un samp9 veetariel 

Definiciëns ln campo vectorial WIP) se dice diferenciable en P sii. 
Buiste una. transformaciénilineadl. T 1 E—aE tal due 

6) BEP) . v(P) ss Xx (PI s BY se GOP sp) 

fi G(u) EE ME Ed | (GP! 2 p) 
 Oa0D fu/ 

De modo ané&logo a TII-1, de la definiciën surge aue si V(P) es dife- 

Teneiable, sl teanstr FT es HniEA; 

Definiciën: TT se liama gradiente de V.en P. 

Hipteiéns Ts Vie Ts mred N 

El vector. (VY) x (P'! - P) es pus la primara aproximaciën del incre- 
mento da la funciën diferenciable VIP), 

Ejempliao: el campo de velocidades VIP), en un instante t, de un cuerpa 

rigido cumple: 

PIN ED os WA PEN au p) 

en ague la velocidad angular instant&nsa W es independiente de P. 

Luego VIP) es diferenciable puesto nue para verificar 6) basta tomar 
El VY py sDIiys Tos aa F WA 

En este caso T x U aproxima Hexactamente! el incrementa (VOPT)-G(P)) 

Comoonentes del grediente 
  

  

Sea VO, X vs Ef Ge, X Xe;g en un sistema nrtonermal de CoOTr- 

das E deler denad (De, o, Ee) e 

Tomemos Us P! - P as he, Por 6) 

EN - hyXg s3) - VOG REK) s h(VG) XEF oh) 

Dividiendo por h y tomando limite para h - o reasulta: 

(VY) x B — BE 
d 8 

Un resultado anêlogo se obtiene para las ntras direcciones. 

Luëno: 
8 T Ad V 

T se VY Si . ' 7) (VY) x e; se Vs RE, 

J Ki J 

F t T $ | 
iN ME OM 2 Ai N e; se tiene: 

8 BE 

  

B) VY Bed eidg ej



ME 

Luego la matriz asoriada a VY es - ek ) E 
3 

Reciprocamente, si VRL 2 x3) tiene derivadas parciales contfinuas en 

(ey X7 X3) entonees es difarenciable en dichmo-punto. 

Procediendo en forma anéloga a II-1, se define la derivade direccional 
de v(P) segiin un versor k: 

8 is) AF vOP T ak) VIP) 

ak an ' a 

  

sa 

  

mae Ra 

Si V(P) es diferenciable, de 6) resulta inmediatamente: 

OR Es 
8 k 

aa. Me — mes RE ART KERE AR SEKER 

11 - 34 Diveraancia vy rotacional 

Sea WIP) un campo veetorial diferenciable en P. 

Definiciën: Se llama divergencia de V en P a la traza de WY en el 

Bri e. P. 

Notaciëns V xv, div 9. ss dertye) 

En un sistema de coordenadas: V xx Va B 8 Vi. 
F 3 8 OE 

Rotacional de un campo vertorial 

Sea ahora A la parte antisimêtrirca del tensor VV. Entonces axiste W 
(ver ejereicio de 1-5) tal guet A X Tas WA B. 

Definiciën: se llama rotacional de un cêampo de vectores VIP) a 2W. 

Notaoiëns VA TV. “rot 

Observaciëns es de notar Gue ss cfmodo ronsiderar W y por tanto VA V 
cCoMo un seudo vector (vector dependiente de la orientaciën del espa- 
cio) a menos nue Eonsideremps establercida de antemano dicha orienta- 

Ea6N. 

En un sistema de coordeanadas: 

    

VAT ET 

MA s3 

l
o
 se 

E
9
 e
m
 

Cy
 

Es Oo
 se 

E
E
 

O
T
 

Oo
 

AT 
s 

DY
) 

ji
s 

Oo
 

T
s
 

H.
 

HY
 

Divergencia vy rotacional de un campo tensorial 

or Sea TIP) un cempo de tensoras tal gue para tada vector OU fijo, el vec- 
ture TR l ST &EU  E8 KEEEPEREIABIEG EN P;



EET yy 

Sea YT la caorrespandenrcia: F 3 

TEE ers R 

tal gue f(u) s V x-(H.x T) en'el punte -P, BO fijo. 

Es inmediato gue ff es Lineal; por tanto es una funcional y existe un 
*yëetar wUT tat eiid : is ik s 

PT) s WIT) x T 

Definieiëns W(T) se 1lama divergencia del térsor Ten ed puntoP 

Notaciën: ao Ed 

De EA sr j 

Ao). os tos FEE se HY DEE. Ma fiije 

Consideramas ahora la transformaciën: 

F es EE Eon. EO) UUR 7) ah PA iS 

De inmediato se comprueba nue F es lineals es, pues, un tensor. 

EE sé . 
Definiciën: F' se llama votacional de T en P,. 

T 

E
T
 HNotar ER VAT ss. ma 

3e tieme, per tantes 

He MERK SUE AK DY KERR DEAD 

Observaci@nt: en realidad VAT es un Seudo tensor. 

Formulas de Gauss v Stokes 

Para un campo vectorial continuamente diferenciable se cumplen las 
conoeidas férmulas de Gauss y de Stokes, 

a) 9 xv dy 
H 

ko N DLAA 
5 

b) | vo dP se TOOAT) xRE dA 
C S 

II 

12) 

En a) H es un recinto cuya frontera es la super tieie #: tu BY Si 8 
Una superficie tuya Tfrontera es la rurva EF. 

Sea ahora TIP) un campo tensorial tal gue U x T es continuamente dis 
feranciable para todo U fijo. Luego V x T y VAT exwisten y son 
continuos. Se tiene entoncess con las mismas notacionses de 12); 

a) Rare de VY dy 
13) S H 

BY PT S AR ea TERA sd 

E 5



TE 

Demostraramos por ejemploa a); para ello. alcanza eon Babar dadigua- 

lidad de los progHdutetos estcalares de `ambos miembros de a) por un vee- 
tor U arbitrario! 

Ge $ Vure OM Es sd KOL AE 
H H de ie EE 

EE GRAS. BOK BEE RS 
S Pt S Bear, EE ig 

La segunda igualdad se debe a 10) y la tertcera a 12 a)



il - 4 Ejercicios 
Eva wa we MET 

(1) 

(2) MY
 

(4) 

(6) 

(7) 

a) Viaf # bg) s a VY * hVg a, b constantes 

b) V(fg) s £Vg $ gUF ie 

VG sa ë Es se) Ds 

a) Vat * by) s aVU - bVV a,b eongtantes 

b) V(FG) s YT s E6@ VF 
E) OER) s Bo VY YK VY 

Demostrar las sinuientes férmulas para el gradiente de una funeiën 

de funciën (regla da la cadena): 

a) VF(g) s Pg 
b) VER) as (WP) ve 1 

c) Ve) (vv) (va) 

d) Volf) s VEL TE YE 

aa DEE EP Oy P GE N con P as P(t) 

enteneest: 

ak ek 8 AN or . 5 
TE mg PEER EL BE ED 

oe os HE ie PG 5) BE UR (EE) EE AE EP 

ea He BV eN '. ab canstantes 

ce) VA (at p BY) - NAT # VAT is a,b constantus 

d) VA (PG) as PAY $ VEAT 

sy Ee of I si AE RE es)le; % 3 

By Vo sede oa 
Hd 8 Xx 

sy 7% te & BI) sed w ER BY wT a,k ceanstamtes 

BY se (ET) s Eye Toge d oe UP 

co) Vx (EV (VV (VO) xT 

At V etos aas (AE TY ee dr 2 T 

o) Vse (Ts OP RT RR AT: (TE)



(9) a) 

s VA 

Ee) via VR OE sOUA VIA U 

'b) (VS) XV es vy ADA ST 

(10) Sean f(P) y U(P) dos Eampos dos Vetëes diferenciables en P. 

Definiciones: a) Af sa Vx (PY: bblaeiEGLdERF IG 

BY A Te Vog Wag " de HT 

'Mostrat'aue ' 1) AF s 2 8 

8x 
di 

2) AD st Au.Je, 
ie od 

3) VV x med (VY) AE s VA(A T) 

(11) Mostrar guest VAT s 2 e; G DA (ET es) j 

(12) Demostrar la fêrmula 13 b) 

(13) Demostrars a) # FR dA sv] OF dv 
ie H 

b) FTE@T AA sv Ad 
9 H 

(14) Mostrar gue si TIP) es un ,campo tensoriel tal dus x Tes dife- 

renciable en un recinto H para têdo W fijo, êntancest 

da) YE 13 # (MP £ EIS EER existe S(P) tal Gue 

ee EE EE Da VA BHMES AU) 

By) VA Es (VP £ H)—EEs siste v(P) tal gue T s vo (MP H)


