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Resumen

En este trabajo se estudia la aplicabilidad de los métodos de Monte Carlo para el estudio de las redes
metabdlicas de microorganismos como la Escherichia coli. En particular, se busca estimar el volumen del espacio
de soluciones determinado por las posibles configuraciones de las redes mencionadas. Este problema surge en
la literatura del area, donde se utilizan modelos lineales a partir de la informacién genémica y de restricciones
adicionales, cuyos espacios de soluciones son politopos expresados como la intersecién de un conjunto finito
de semiespacios cerrados (H — Politopos). En un trabajo de maestria previo realizado en Udelar se abordd
este mismo problema, llegando a estimar volimenes con una cantidad limitada de dimensiones. Por lo tanto,
el desafio pendiente que se planteé para abordar en este trabajo fue el estudio de algoritmos que permitieran
aproximar el volumen utilizando este tipo de representaciéon para espacios con mayor dimension que la que fue
alcanzada en la tesis mencionada.

En el presente trabajo se realizé un relevamiento de estado del arte. A partir de ese estudio, se seleccionaron
e implementaron tres métodos basados en Monte Carlo, que fueron vistos en trabajos relacionados al estudio
especifico de redes metabdlicas. Por otra parte, se estudiaron y utilizaron los algoritmos, también basados en
Monte Carlo, implementados en la librerfa de c6digo abierto VolEsti. A su vez se estudiaron herramientas de
software que calculan el volumen exacto de politopos regulares, para poder verificar la precision de los resultados
obtenidos con los otros algoritmos. A partir del estudio de estas herramientas pudimos recopilar un conjunto
de politopos béasico, para el cual se conoce su volumen. Los algoritmos basados en Monte Carlo que estudiamos
fueron aplicados a este conjunto bésico de politopos, con el fin de evaluar su desempeno antes de pasar a la
etapa de aplicacién de los mismos en los modelos metabdlicos. El politopo de mayor dimensiéon que utilizamos
en estas pruebas fue el politopo de Birkhoff de dimensién 81. En esta etapa del trabajo, verificamos que los
resultados se aproximaban al volumen exacto con un error relativo porcentual aceptable en la mayoria de los
politopos (incluso en los de mayor dimensién), pero hubo un subconjunto para los cuales los resultados no fueron
buenos. Luego de estudiar las caracteristicas de este subconjunto, vimos que se trataba de politopos con una
forma alargada, es decir que tiene subespacios que se encuentran mucho mas acotados que otros en determinadas
direcciones. Obtener dichos resultados nos permitié verificar empiricamente lo que encontramos que decia la
literatura con respecto a que los métodos estudiados no funcionan bien con politopos de estas caracteristicas.

Finalmente, seleccionamos un subconjunto de los algoritmos estudiados para ser aplicados en dos modelos
que representan la red metabdlica del organismo unicelular Escherichia coli (modelo compacto E.coli y modelo
nicleo E.coli). En este punto, cabe destacar que la forma caracteristica de estos modelos es similar a la de los
modelos basicos para los cuales no se obtuvieron buenos resultados en la etapa anterior. Esto se debe a que
la manera de modelar condiciones ambientales o bioldgicas que representan caracteristicas del comportamiento
del metabolismo de los microorganismos es utilizar restricciones muy acotadas en relacion a las demés. Al igual
que en la etapa anterior del trabajo, en una primera instancia no obtuvimos buenos resultados, pero luego
de realizar un ajuste al modelo, pudimos seleccionar los dos algoritmos que devolvieron mejores resultados. A
partir de estos resultados aplicamos el método de Bland-Altman que es utilizado para determinar si 2 métodos
diferentes que miden la misma propiedad concuerdan lo suficiente para que se pueda decir que son intercam-
biables. A los efectos de este trabajo considerando como indicadores el error relativo calculado a partir de los
politopos para los cuales pudimos calcular el volumen exacto y el resultado del andlisis mediante el método
Bland-Altman concluimos que la aproximacién del volumen que obtuvimos para el modelo compacto E.coli fue
aceptable; mientras que para el caso del model nicleo E.Coli, de mayores dimensiones, no fue posible alcanzar
una aproximacion de buena calidad, mostrando que es necesario continuar el trabajo de desarrollo de nuevos
métodos para atender casos similares.
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Capitulo 1

Introducion

1.1. Motivaciones en el calculo del volumen de politopos

El presente proyecto surge a partir del trabajo realizado en [34]. En el mismo se explora la aplicacién de
métodos de Monte Carlo en el estudio de redes metabdlicas. Para esto, se plantea utilizar los modelos basados
en restricciones, que son una representacién matemaética de todas las reacciones metabdlicas que ocurren en un
organismo. Estos modelos se basan en la utilizaciéon de una matriz estequiométrica, que tiene como entradas
los coeficientes estequiométricos de los metabolitos que participan en una determinada reacciéon. En quimica, la
estequiometria es el calculo de las relaciones cuantitativas entre los reactivos y productos en el transcurso de
una reaccién quimica. Dichas reacciones son expresadas mediante ecuaciones quimicas, y los coeficientes este-
quiométricos son los coeficientes de estas ecuaciones. Estos coeficientes representan el niimero de moléculas de
un determinado tipo que participan en la reaccién. Cada fila de la matriz estequiométrica representa un tnico
metabolito, es decir una de las moléculas que participan en la reaccion, y cada columna representa una tnica
reaccién. Imponiendo un balance de masas en todos los metabolitos de la red, se genera un sistema de ecuaciones
que actiia como restricciones del modelo. El balance de masas se define en términos del flujo a través de cada
reaccion y los coeficientes estequiométricos de la reaccion, generando un sistema de ecuaciones diferenciales.
Asumiendo que la red llega a una condicién estable de estado estacionario, las ecuaciones diferenciales se pue-
den expresar en notaciéon matricial de modo que el conjunto de restricciones que la componen define un espacio
donde se encuentran todas las posibles distribuciones de flujos. Por otro lado, se plantea un limite superior y
un limite inferior para cada flujo, que pueden surgir de limitaciones termodindmicas o de otras limitaciones de
capacidad de flujo.

En la figura (EI) se resume la construccién de este tipos de modelos.

Red Metabélica Modelo basado en
restricciones

Estado estacionario

Ecuacién general

i _e.,

dt

Balance de masa

Restricciones

Modelado esteicométrico

s=[1 0 1 0 -10 g v 20

1L -1 0 0 (ir ibilidad,
0 l ! 1 flujos medidos)

Figura 1.1: Modelos basados en restricciones, tomado de [34]

En donde los v; representan a los flujos, los M; representan a los metabolitos y H representa a la matriz
estequiométrica.

Una parte importante del estudio de los modelos basados en restricciones, es el cdlculo del volumen del
espacio de soluciones. Determinar el tamano y la forma de este espacio puede dar informaciéon acerca de los
procesos metabdlicos que ocurren dentro de una célula. Las restricciones estequiométricas restringen el espacio
de posibles distribuciones de flujo a un hiperplano, subespacio de R™. Ademas, si se incluyen las restricciones
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10 CAPITULO 1. INTRODUCION

de capacidad méaxima de flujo, el espacio de soluciones en estado estacionario de una red metabdlica representa
un politopo convexo, representado en formato H-politopo [34].

En [34] se estudiaron tres modelos metabdlicos diferentes denominados, modelo ramificado simple, modelo ni-
cleo Escherichia coli (E. coli) y modelo compacto Escherichia coli.

El modelo ramificado simple estd incluido en R? y se estudié debido a su simplicidad que permite visuali-
zar y entender facilmente los conceptos aplicados. Este modelo se utilizé para ilustrar el concepto del espacio
de soluciones de un modelo metabdlico y la relaciéon de su dimensionalidad con la cantidad de reacciones y
metabolitos del sistema.

El modelo nicleo de E. coli [29] es un modelo basado en restricciones simplificado, aunque contiene suficiente
informacion del metabolismo de la bacteria como para llevar a cabo célculos significativos. A partir de este
modelo, en [34] se construye un modelo simplificado, que fue denominado modelo compacto E. coli, con menos
dimensiones que permitié aplicar los métodos implementados en dicho trabajo.

Debido a que los métodos estudiados en [34] no permitieron realizar el cdlculo del volumen del espacio de
soluciones del modelo compacto en su totalidad y del modelo niicleo, es que el objetivo de este proyecto es el
desarrollo e implementacién de métodos de calculo de voliimenes de politopos en altas dimensiones, tanto de
manera exacta (en la medida que la dimensién del problema lo permita) como por aproximaciones basadas en
algoritmos de Monte Carlo. Luego de estudiar dichos métodos, los aplicaremos a este caso practico repitiendo
algunos de los experimentos desarrollados en [34]. Como estos experimentos fueron realizados solo en el modelo
compacto y reduciendo las dimensiones del mismo, en este trabajo nos proponemos extenderlos al modelo com-
pacto en su totalidad, sin reduccién de dimensién y también intentaremos aplicar los mismos experimentos en
el modelo nicleo E. coli.

1.2. Organizacién del documento

Este documento se organiza de la siguiente manera: En el Capitulo 2 se presenta el marco tedrico y el estado
del arte en este campo. En el Capitulo 3, se presenta una breve descripcién del problema biolégico que motiva el
trabajo. En el Capitulo 4 se introducen los conceptos que permiten entender los algoritmos de aproximacién de
volumen implementados. En el Capitulo 5 se presentan detalles de la implementacién realizada y en el Capitulo
6 los resultados obtenidos al aplicar los algoritmos implementados y los del estado del arte. Por tdltimo, el
Capitulo 7 presenta las conclusiones. Finalmente en los anexos se puede encontrar una descripcién méas en
detalle de los algoritmos que se utilizaron en este trabajo, cuyas implementaciones se encuentran en bibliotecas
open source. También se incluye el pseudocédigo de los algoritmos que fueron implementados y una serie de
ejemplos que fueron estudiados a lo largo de este trabajo con el fin de entender los conceptos necesarios para
las implementaciones realizadas.



Capitulo 2

Marco Teoérico

Este capitulo presenta un marco teérico para el trabajo, en donde se intenta brindar un concepto general
sobre lo que es un politopo, qué métodos existen para calcular su volumen de manera exacta y que métodos
permiten aproximar el volumen cuando se trata de politopos que se encuentran en espacios de altas dimensiones.
En la primera seccion damos una breve descripciéon matematica de los politopos, para entender cémo es posible
representarlos e identificar qué tipo de representacion es la que se corresponde con las redes metabdlicas. En la
segunda y tercera seccion se presenta un estado del arte sobre las formas de calcular o aproximar el volumen
de un politopo respectivamente. Finalmente, en la cuarta seccién, presentamos los objetivos y alcances de este
proyecto.

2.1. ;Qué es un politopo?

Primero, vamos a introducir una serie de conceptos que nos permitiran entender la definicién de politopo y
sus diferentes representaciones. Estos conceptos fueron estudiados en [B1], [19] y [2]

Definicién 2.1.1. Un conjunto K € R"™ es convexo si para todo x,y € K la linea que conecta x,y queda
completamente contenida en K , esto quiere decir que : \e + (1 =Ny e K,Vz, y e K, 0 <A <1

Definicién 2.1.2. Sea K C R™ un conjunto cualquiera. Definimos la envoltura convexa de K, que se
representa por conv(K), como la interseccion de todos los subconjuntos convexos de R™ que contienen a K. Se
puede pensar en la envoltura convexa, como el menor conjunto convexo que contiene a K. Ademds, se puede
asequrar que un conjunto K C R™ serd convexo si, y solo si, la envoltura convexa de K es el propio K, esto es,
conv(K) = K.

Definicién 2.1.3. Se define la envoltura afin de K, y se representa por aff(K), como la interseccién de todos
los subespacios afines que contienen a K. Se puede ver a aff(K) como el menor subespacio afin que contiene a
K.

p p
i=1 i=1

Definicién 2.1.4. Si K es convero, la dimension de K es igual a la dimension del subespacio afin mds
pequetio que contiene K. Entonces dim(K ) = dim(aff(K))

Definicién 2.1.5. Un hiperplano H de R™ se puede expresar como H = x € R" : (x,u) = ¢, donde u es un
vector unitario que es normal a H y ¢ es una constante. De la misma manera, los dos semiespacios cerrados
que determina el hiperplano H, H y H~, se representan como: Ht ={z €R™ : (z,u) > c}y H" = {z €
R™: (x,u) < c}.

Definicién 2.1.6. Dado un conjunto convezo y cerrado K de R™ , se dice que un hiperplano H soporta al
conjunto K en un punto v € K siz € KN H y K estd contenido en HT o H™ .

Definicién 2.1.7. Sea K € R™ un conjunto convexo y cerrado. Diremos que H es un hiperplano soporte a
K si H soporta a K en algun punto x de dicho conjunto, el cual serd, necesariamente, un punto de la frontera.
Asi mismo, si H es un hiperplano soporte a K y K N H™, entonces diremos que H™ es un semiespacio soporte
a K (andlogamente para HY).

Definicién 2.1.8. V-politopo: Es la envoltura convexa de un nimero finito de puntos X = {x1,...,x4} en
R™.

d d
P = conv(X) := {Z Aixi | A >0, Z/\i =1}
i=1 i=1

11



12 CAPITULO 2. MARCO TEORICO

Definicién 2.1.9. H-politopo: Es la interseccion de un numero finito de semiespacios cerrados. Por lo que
podemos verlo como el espacio de soluciones de un sistema finito de desigualdades lineales.

P=P(Ab):={z€R" |al2<b;, 1 <i<m}
Donde A € R™*™ es una matriz con filas al’, y b € R™ es un vector con entradas b;.

Definicién 2.1.10. Un Politopo es un conjunto P € R" que puede ser representado como un V-politopo y
como un H-politopo. El teorema principal de la teoria de politopos establece que las definiciones de V-politopos
y de H-politopos son equivalentes. Es decir, cada V-politopo tiene una descripcion mediante un sistema acotado
de desigualdades, y cada H-politopo puede obtenerse como la envoltura convexa de un conjunto finito de puntos
(sus vértices).

Debido a que la representacion de los modelos metabdlicos definen un H-politopo, en este trabajo nos cen-
traremos en los algoritmos de calculo y aproximacion de volumen que hagan uso de esa representacion.

2.2. CAalculo de volumen con métodos exactos

Se sabe que el problema de calcular el volumen de los politopos (dados en términos de sus vértices, V-
politopos, o en términos de su restricciones, H-politopos) es #P-hard [9]. Existen varios algoritmos exactos [13],
que permiten calcular el volumen, sin embargo, dichos algoritmos, no pueden manejar politopos generales para
dimensiéon d > 15.

En este trabajo investigamos c6mo usar dos softwares diferentes (Vinci [3] y Latte[24]) que implementan dichos
algoritmos, y que utilizamos para poder validar los resultados de obtenidos con los métodos de aproximacion
de volumen en una serie de politopos que fueron utilizados para testear estos softwares.

En [13] explican que todos los métodos de célculo de volumen determinista descomponen un politopo dado
en politopos cuyos volimenes son mas faciles de calcular. El volumen de los politopos simplices hpolitopos de
dimensién d que tienen d 4 1 vértices) se puede obtener a partir del célculo de un determinante®, por lo que
estos algoritmos hacen la descomposicion del politopo original en simplices para poder calcular su volumen en
funcién de los voliimenes de la descomposiciéon. Dependiendo del tipo de descomposicién en simplices que se
haga, existen dos clases basicas de algoritmos, Triangulaciones y Descomposiciones con signo.

= Triangulaciones: Una triangulacién de un politopo P es una coleccién finita A; : ¢ =1, ..., s de simplices
tal que P = Ule A; y la interseccion de cualquier par de simplices es la cara que tienen en comun. Esta
es la definicién habitual de una triangulacién, pero para propositos de célculo de volumen seria suficiente
exigir que no haya dos simplices que compartan un punto interior. Entonces Vol(P) = Y7, Vol(A;)

= Descomposiciones con signo: La restriccién de que no hay dos simplices que puedan compartir un punto
interior no es necesaria. Si no se cumple, algunas partes del politopo estdn cubiertas mas de una vez,
lo que debe corregirse restando sus volimenes respectivos. Una descomposicién con signo de P es, una
coleccién finita {(A;,0;) : ¢ = 1,..., s} de simplices A; y signos o; € {£1} con la siguiente propiedad: Si
un punto de P no se encuentra en el limite de ningtin simplex, entonces el niimero de simplices positivos
que lo contienen excede el nimero de simplices negativos que lo contienen en 1. Un punto fuera de P estd
contenido en tantos simplices positivos como negativos. Resulta que: Vol(P) = >"7_; o;Vol(A;)

El software Vinci implementa las descomposiciones Delaunay triangulation, Boundary Triangulation, Trian-
gulation by Cohen and Hickey, Lawrence’s Signed Decomposition, Lasserre’s Signed Decomposition y Hybrid
orthonormalization technique, que estan basadas en las triangulaciones y las descomposiciones con signo.

El software LattE puede calcular integrales de polinomios y volimenes de politopos. En [§], describen bre-
vemente los conceptos matematicos que se utilizan para la implementacién de este software y plantean que para
calcular las integrales de polinomios es necesario contar con una descomposicién geométrica de los politopos
sobre los cuales se integra en esas piezas. Un caso especial de la integracion es el calculo del volumen de un
politopo que es equivalente a integrar el monomio 1 sobre el politopo. Esto se resuelve en la implementacién
utilizando las mismas técnicas que para la integracién (triangulaciones o descomposiciones con signo).

Las implementaciones de VinciE y LattEE estan hechas en C++4. El codigo estd disponible gratuitamente
bajo la licencia GNU.

Thttps://es.wikipedia.org/wiki/S%C3%ADmplex

2El manual de Vinci puede consultarse en https://www.math.u-bordeaux.fr/~aenge/software/vinci/manual .pdf

3El manual de Latte puede consultarse en https://www.math.ucdavis.edu/~latte/software/packages/latte_current/manual_
v1.7.2.pdf
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Es importante destacar que los métodos de cédlculo de volumen, implementados por ambos softwares, solo
funcionan con politopos de dimensiéon completa. Un politopo es de dimensiéon completa si es un objeto de
dimension n en R™.

2.3. Calculo de volumen con métodos aproximados

Esta seccion trata sobre diferentes métodos basados en Monte Carlo que permiten aproximar el volumen
de un Politopo. Primero, presentamos una descripciéon de la forma en la cual se aplica Monte Carlo directo
para estimar el volumen de un politopo y las dificultades que presenta aplicar este método en espacios de
altas dimensiones. Luego, en las secciones @ y , presentamos el marco teérico del método Monte Carlo
Multifase v su evolucién presentada en diferentes trabajos a lo largo de las tltimas décadas. En la seccién en la
seccion presentamos las implementaciones basadas en el enfoque MMC que encontramos implementadas
en librerfas open source. Luego, en la seccién P.3.5, comentamos los métodos que encontramos en la literatura
relacionada directamente con la aproximacion de volumen para modelos metabdlicos y que fueron implementados
en este trabajo. Finalmente, en la seccion R.3.6, presentamos una breve descripcion de un punto clave en el cual
estan basados todos los métodos estudiados que son las caminatas aleatorias.

2.3.1. Monte Carlo Directo

Para aproximar el volumen de un politopo P aplicando el método de Monte Carlo directo, lo que se hace
es encontrar un espacio de referencia en el que se pueda calcular su volumen y que contenga a P (lo mejor es
que sea lo més ajustado posible, pero podria ser R™). Dentro de este espacio de referencia se sortean puntos
aleatorios. Y luego, considerando la proporcién de puntos sorteados que pertenecen P, se puede aproximar el
volumen del politopo. Es decir que, siendo R el espacio de referencia, K el ntimero total de muestras (distribuidas
uniformemente en R) y M la cantidad de muestras sorteadas que pertenecen a P, el volumen se aproxima como:

vol(P) = vol(R)%

Aplicar el método de Monte Carlo directo en espacios de altas dimensiones para estimar el volumen de un po-
litopo es ineficiente, debido a que la diferencia entre el volumen del espacio de referencia y el volumen buscado
crece a medida que crece la dimensién. Esto hace que la probabilidad de sortear un punto que caiga dentro del
politopo se haga mas pequena.

En [32] se presenta un algoritmo capaz de aproximar el volumen de un politopo en tiempo polinomial (Monte
Carlo Multifase, [ (] por sus siglas en ingles, Multiphase Monte Carlo). Al principio la complejidad tedrica
de este algoritmo era de O(n?3), y a lo largo de las tltimas décadas se fue reduciendo esta complejidad hasta
llegar a O(n?3) [[7].

2.3.2. Monte Carlo Multifases

Como se explica en [32] el método de Monte Carlo Multifases aborda esta dificultad dividiendo el problema.
Para esto se expresa el volumen de P en funcién de la relacion entre los volimenes de una serie de cuerpos
K; €R" coni=0..m:=[4nlog n] y K;,—1 C K;. Estos cuerpos estdn uno incluido dentro del otro, lo que hace
que se pueda estimar la relaciéon entre el volumen de dos de ellos aplicando Monte Carlo. Entonces el volumen
de P queda expresado como un producto V = []v; donde cada v; puede ser aproximado por métodos de Monte
Carlo. La cantidad de v; no puede ser muy grande y ademas estos deben estar acotados.

Figura 2.1: Monte Carlo Multifase, tomado de [32]

Para obtener los valores v;, se considera un P € R™ que contiene a la hiper-esfera de centro cero y ra-
dio uno [B(0, I}, y que al mismo tiempo estd contenido en la hiper-esfera de centro cero y radio (n + 1)y/n,
B(0, (n + 1)y/n). En [B2] mencionan que se puede calcular el didmetro de esta hiper-esfera en orden O(n?)).
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Se denomina sandwiching al proceso de encontrar los elipsoides inscrito y circunscrito, que son necesarios para
determinar los K;.

Entonces a partir de la siguiente secuencia de intersecciones de P con las hiper-esferas de centro cero y ra-
dio 2¢/7:

K; = PN B(0,2"/™) coni=0..m := [4n log n]

Donde, Ky = B(0,1) y K,,, = P.
Sedeﬁnevi—%VZ—l m.

Dadoque K; 1 C K; y K; C (121/1)/” K;_1 =2Y"K,_{ se cumple que 1 < v; < 2

Por lo tanto, generando puntos distribuidos uniformemente en cada cuerpo convexo K; se puede aproximar
vol(K) como:

vol (K1) vol(K3) vol(Kp) " wol(K;)
vol(P) = vollKo) s Soly) otk gy — O Eo) 1;[1 vol(K;_1)
Donde vol(Ky) = vol(B(0,1)) = F(%:N)

Esto reduce el problema a estimar las relaciones vol(K;)/vol(K;_1), y este problema se resuelve generando
N puntos distribuidos uniformemente en K; y contando cudntos de ellos caen en K;_ ;.

hiper-esfera I

|nscr|pta

hiper-esfera

circunscripta

“Sandwiching” Por qué usamos “sandwiching” ?

Figura 2.2: Importancia del redondeo, tomado de [32]. Al proceso de encontrar una hiper-esferas que contenga
al politopo y otra que esté incluida en él, se le denomina “sandwiching”

Sin embargo, este tipo de algoritmos no funcionan bien para cuerpos con formas alargadas (figura @), es
decir, cuerpos que son demasiado largos en una direccién en comparacién con sus otras dimensiones. Porque si
bien el problema de las proporciones se veria atenuado, seguiria existiendo una diferencia considerable entre el
politopo y la hiper-esfera que lo contiene y también por la dificultad de sortear puntos aleatorios dentro de un
cuerpo alargado. Por lo que antes de aplicarlos es importante aplicar al politopo un proceso de redondeo. El
redondeo significa que se trata de encontrar una transformacién lineal A tal que la relacién de los radios de las
bolas circunscritas e inscritas al politopo AP, (que es el resultado de aplicar la transformacién lineal A a P) es
pequena. La relacién de redondeo influye mucho en la velocidad de estos algoritmos.

Para generar puntos uniformemente distribuidos en cada K; se utilizan recorridos aleatorios y se hace de forma
recursiva, aprovechando que en cada etapa del algoritmo se cuenta con un v; casi uniformemente distribuido en
K;_1, como K;_ 1 € K; se puede iniciar otro recorrido aleatorio en K; partir de este.

2.3.3. Evolucién Monte Carlo Multifases

Variando los métodos que se utilizan para el redondeo, para el sandwiching y la forma en que se generan
los puntos distribuidos uniformemente dentro de cada K;, en [15] y [L1] se implementan diferentes versiones de
este enfoque de Monte Carlo Multifase.

En [12], [6] ,[7], se mejoraron los resultados del enfoque MMC, teniendo en cuenta que el cdlculo del volumen es
un caso especial de integracién. Entonces en lugar de una secuencia de cuerpos, para expresar el volumen como
V =[] v; se construye una secuencia de funciones {fo < ... < frn_1} fi :R* — R que “conectan” una funcién f;
a la funcion caracteristica f,, de P.

1,Vx e P
Fm() = {O,Vaz ¢ P

La integral [ p fo(x) dz debe ser facil de calcular.
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vol(P) = [ 1dw — g de @ e fp fo(@)de fplde
l(P)—/Pld —/Pfo( ) d Fhaal e Thaws

Si las f; son funciones caracteristicas del K;, entonces este es solo el algoritmo estandar. La ganancia proviene
del hecho de que el ntimero de puntos de muestra necesarios en cada fase es menor si los f; son suaves (funciones
que admiten derivadas de cualquier orden continuas).

Este método, puede verse como una variacién del algoritmo de enfriamiento simulado @ [23] (por sus siglas
en inglés Simulated annealing). Es un método de bisqueda aleatoria de propdsito general para la optimiza-
cién. Este método realiza un muestreo aleatorio en el espacio de posibles soluciones, ajustando gradualmente
un parametro llamado “temperatura”. A alta temperatura, la caminata aleatoria converge rapidamente a la
distribucién uniforme en todo el espacio. A medida que desciende la temperatura, la distribucién estacionaria
se inclina cada vez mas hacia las soluciones éptimas.

Finalmente, en [4] se propone una nueva estimacién de volumen prictica para politopos convexos, mejoran-
do los métodos anteriores para H-politopos, al tiempo que proporciona el primer método capaz de escalar en el
caso de V-politopos. En este nuevo método, se utiliza una secuencia adaptativa de cuerpos convexos, enfriamien-
to simulado y propiedades estadisticas de las proporciones que definen el volumen para reducir el nimero de
fases en MM(, asi como el tamaio de muestra requerido para estimar estas proporciones. Se aprovecha el hecho
de que el muestreo de rechazo funciona de manera eficiente para proporciones acotadas. Para reducir el nimero
de fases, se emplean pruebas estadisticas para encontrar los ratios r; = vol(P; 4+ 1) /vol(P;) con probabilidades
elevadas. El nuevo programa de enfriamiento no necesita un cuerpo que contenga a P, basta con establecer
Py = P. Ademads, este método no requiere calcular una hiper-esfera inscrita, como hacen los métodos anteriores,
la hiper-esfera con el volumen minimo se calcula al mismo tiempo que se establece el programa de enfriamiento.
También se aprovecha el hecho de que cuando se muestrean N puntos uniformes de P;, el nimero de puntos en
P, 11 sigue la distribucién binomial. Por lo que se aprovecha el intervalo de confianza de la proporcién binomial
y se modifica utilizando la desviaciéon estandar de una ventana deslizante, para especificar un nuevo criterio de
convergencia empirico para la razén, con el fin de minimizar la cantidad de muestras N.

2.3.4. Implementaciones estado del arte

Segun [f] actualmente, en la préctica, el limite en la dimensién para la aproximacién del volumen es de
unos pocos cientos. El primer algoritmo practico que escalé a grandes dimensiones fue el de [12] (Sequence of
Balls o algoritmo ), su implementacion fue hecha en C++. Luego, en [f] se presenté la implementacién de
otro algoritmo asintéticamente més rapido (Cooling Gaussians o algoritmo @), implementado en MATLAB.
Ambos algoritmos pueden manejar solo politopos en su representacion H-politopo en dimensiones altas. En [4] se
presenta un algoritmo (Cooling Bodies o algoritmo ) que estd disefiado para escalar en grandes dimensiones
para otras representaciones de politopos.

SoB se basa en el enfoque MMC, utilizando la secuencia de cuerpos para generar los v;, CG se basa en la
construccién de una secuencia de funciones que conectan una funciéon gaussiana a la funcién caracteristica de P.
Por otra parte CB es la nueva propuesta que utiliza una secuencia adaptativa de cuerpos convexos, enfriamiento
simulado y propiedades estadisticas de las proporciones que definen el volumen reduciendo el niimero de fases
en MMC.

En el anexo @ se puede encontrar una descripcién més detallada de estos tres métodos.

La implementacion de estos tres algoritmos podemos encontrarla en la libreria implementada en C++ llama-
da VolEsti. El codigo fuente de esta libreria puede encontrarse en https://github.com/GeomScale/volume_|
approximation bajo la licencia GNU.

. H-Politopo ,
Algoritmo dimension < 200 dimension > 200 V-Politopo
SoB (2014)

CG (2016) v
CB (2019) v v

Tabla 2.1: Performance de los algoritmos implementados en VolEsti. Los algoritmos que son més apropiados
para los diferentes escenarios son los que estdn marcados en la tabla. Datos tomados de [5].

En la tabla EI se resume el desempeno de los tres métodos practicos implementados en VolEsti que propor-
cionan en [5]. Alli plantean que el algoritmo CB es la opcién més eficiente para H-politopos en menos de 200
dimensiones y para V-politopos en cualquier dimensién. Para el resto de los casos, se debe elegir el algoritmo CG.


https://github.com/GeomScale/volume_approximation
https://github.com/GeomScale/volume_approximation
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Las pruebas preliminares muestran que el algoritmo SoB tiene la mayor probabilidad de aproximar el volumen
(P) dentro de un error relativo objetivo, pero no esta claro si esta es la regla.

2.3.5. Meétodos implementados en este trabajo

Por otra parte, en [21] se presentan dos estimadores diferentes, el estimador Fok-Crevier (FC) [14] y un
estimador basado en Monte Carlo Markov Chains (MCM() aplicando la técnica de integracién termodindmica.
Segin [L1] este enfoque ofrece solo garantias de convergencia experimentales, a diferencia de los anteriores
cuyas garantias tedricas han sido ampliamente estudiadas. En [26] se aplican estos dos enfoques para estimar el
volumen del modelo Escherichia coli (E. coli) de tamafio mediano. Los resultados que obtienen demuestran que
el estimador MCMC converge en tiempo polinomial mientras que para el estimador FC el tiempo de calculo crece
exponencialmente con las dimensiones del problema, ambos estimadores convergen asintoticamente al volumen
real del politopo. En este trabajo realizamos una implementacién en python de estos algoritmos.

2.3.6. Caminatas aleatorias

Una parte importante de todos estos algoritmos, es la forma que que se generan N puntos uniformemente
distribuidos, dentro de P. Para esto, se utilizan diferentes tipos de caminatas aleatorias, que son una ruta
definida como una serie de pasos aleatorios.

1. Random-Directions Hit and Run ()

2. Coordinate-Directions Hit and Run ()
3. Ball Walk (BaW)

4. Billiard Walk (BiW])

Todas estas caminatas, excepto BiW, se pueden usar para muestrear aproximadamente de cualquier distri-
bucién de probabilidad truncada en P (se dice que una distribucién de probabilidad para una variable aleatoria
X se trunca cuando se excluye algtin conjunto de valores en el rango de X.), mientras que BiW solo se puede
usar para generar puntos aproximadamente distribuidos uniformemente en P.

En el anexo [B damos una descripcién breve que encontramos en [5] de las caminatas aleatorias que estdn
implementadas en VolEsti.

Figura 2.3: Imagen tomada de [§], ejemplos caminatas aleatorias. De izquierda a derecha: RDHR, CDHR, BaW,
BiW. p es el punto en el paso actual y ¢ es el nuevo punto sorteado

En general, al iniciar una caminata aleatoria desde un punto p € P, cuantos mas puntos se generan, menos
correlacionados estaran estos puntos. El nimero de pasos que hay que dar para obtener un punto independiente
de los anteriores, se llama tiempo de mezcla (mixing time). El costo por cada paso es el niimero de operaciones
realizadas para generar un punto y el costo total para generar un punto aleatorio es el tiempo de mezcla por el
costo de cada paso.

Random Walk  Tiempo de mezcla Costo por paso  Costo por paso

H-politopo V-politopo
RDHR O(d?) O(md) 2 PLs
CDHR ? O(nd) 2 PLs
BaW O(d*®) O(md) 1PL
BiwW ? O((d+ R)m) R PLs

Tabla 2.2: Resumen de las caminatas aleatorias implementadas en VolEsti. Donde PL refiere a un problema
de programacién lineal y R a el ntimero de rechazos por punto en BiW. d es la dimensién y m la cantidad de
restricciones que componen al politopo en formato H — politopo. Informacién tomada de [5]



2.4. ALCANCE DEL PROYECTO 17

En el cuadro @, tomado de [5], se puede ver un resumen de los valores conocidos para los tiempos de mezcla
y costo por paso de estas caminatas aleatorias. Para el tiempo de mezcla de RDHR se asume que P estd bien
redondeado. Para el tiempo de mezcla de BaW se asume que P esté en posicién isotropica. No se conocen limites
tedricos sobre el tiempo de mezcla para CDHR y BiW.

2.4. Alcance del proyecto

La motivacién de este trabajo es estudiar la aplicabilidad de métodos de Monte Carlo para estimar el

volumen del espacio de soluciones determinado por las posibles configuraciones de las redes metabdlicas de
diferentes microorganismos, como por ejemplo Escherichia coli. Esta motivacion surge a partir del trabajo
previo realizado en [34]. En dicho trabajo, se realizé un estudio sobre un modelo simplificado de E. coli llamado
modelo compacto. Las técnicas implementadas en dicho trabajo no permitieron calcular el volumen del modelo
compacto en su totalidad. En su lugar, realizaron experimentos apagando y prendiendo diferentes reacciones con
el fin de reducir la dimensién del modelo. De esta manera se pudo realizar el andlisis sobre el comportamiento
del microorganismo en las condiciones biologicas representadas por la ausencia de dichas reacciones. Es por este
motivo que el objetivo principal de este trabajo es estudiar la posibilidad de realizar la estimacién de volumen
aplicando métodos de Monte Carlo en los modelos compacto y niicleo de E. coli en su totalidad, con una
precisiéon razonable en tiempos de calculo limitados. Es decir considerando todas las reacciones que involucran
a cada modelo. Por otra parte, nos planteamos la necesidad de contar con por lo menos dos métodos que nos
permitan aproximar el volumen de dichos modelos. De esta manera podremos realizar una comparacién entre
ambos resultados con la cual podriamos llegar a descartar malos resultados.
Para esto, primero vamos a implementar la técnica que se basa en la utilizacién de muestreos utilizando Hit and
Run desarrollada en [34] y estudiar el comportamiento aplicando las caminatas aleatorias implementadas en la
libreria VolEsti, RDHR, CDHR, BaW, BiW. Luego vamos a estudiar e implementar los métodos FC y MCMC
que fueron utilizados en [26] para aproximar el volumen de E. coli. Para validar los métodos implementados,
y los que vienen incluidos en la libreria de VolEsti, vamos a realizar pruebas y estudiar el comportamiento de
los cuatro algoritmos aplicados a un conjunto de politopos bésicos, de los cuales conocemos su volumen exacto.
De esta manera contaremos con cinco estimadores (FC, MCMC y SoB, CG y CB implementados en VolEsti),
que nos permitan comparar resultados cuando las dimensiones crecen. Cuando sea posible, los resultados se
van a comparar contra el volumen exacto. Por dltimo, vamos a utilizar como casos de prueba algunos de los
experimentos relacionados al cdlculo del volumen que se realizaron en [34] y vamos a aplicar los nuevos métodos
para aproximar el volumen de los modelos E. coli niicleo y compacto.
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Capitulo 3

Redes metabodlicas

En este capitulo se intenta brindar una idea general de lo que es una red metabdlica. Se busca explicar que
es un modelo basado en restricciones, como es posible conseguirlo y la importancia que tiene para su analisis los
modelos estequiométricos y el estado estacionario en dichos modelos. Luego se presenta una breve descripcién de
los modelos estudiados en [34], en los cuales aplicaremos los métodos de aproximacién de volumen mencionados
en la seccién anterior.

3.1. Modelos metabodlicos

El conjunto de reacciones bioquimicas que se producen dentro de la célula representan el metabolismo [20].
Estas reacciones son catalizadas por enzimas y ocurren con el propdsito de completar procesos de transporte,
sintesis y degradacién de moléculas que permiten a la célula obtener energia quimica del entorno y almacenarla,
para luego usarla en diferentes funciones celulares. En su estructura interna, el metabolismo estd compuesto
por un conjunto de metabolitos interconectados a través de las reacciones bioquimicas, lo que da lugar a una
compleja red de transformaciones. Un ejemplo de un proceso metabdlico es la degradacién de la glucosa. Muchas
células obtienen energia de la glucosa (CsH1206) mediante un proceso llamado respiracién celular. Durante este
proceso, una molécula de glucosa se degrada gradualmente, en muchos pasos pequenos. Este proceso tienen la
siguiente reacciéon general:

CﬁHlQOﬁ + 602 — 6002 + GHQO

En los modelos metabdlicos que se utilizan en este trabajo cada fila de la matriz estequiométrica representa
una de las moléculas que participan en la reaccién, y cada columna representa una tnica reaccién.

Las redes metabdlicas son modelos matemdticos que describen el metabolismo de la célula. Segin [17] el desa-
rrollo de técnicas rapidas y eficientes de secuenciacién de ADN han permitido la obtencién de reconstrucciones
metabdlicas a nivel de genoma de una manera sistematica para gran cantidad de organismos.

A partir del genoma de una especie y de los genomas de otras especies conocidas, se identifican los genes que
codifican enzimas. Las enzimas son las que generan las reacciones que componen la red metabdlica, entonces
para cada enzima identificada se asume que cataliza las mismas reacciones que en otras especies.

Al finalizar este proceso se tiene un primer borrador del metabolismo de la especie. Pero, como este primer
borrador puede estar incompleto, es decir que faltan reacciones quimicas, es necesario aplicar métodos compu-
tacionales que permitan solucionar esta falta de informacién, y luego validar dichas reconstrucciones a través
de experimentos para asi obtener reconstrucciones metabdlicas.

Aunque este tipo de reconstrucciéon metabodlica no es perfecta, en general es lo suficientemente completa como
para obtener un andlisis valido, aplicando métodos como el andlisis de balance de flujos (, del inglés flux
balance analysis) que resuelve un problema de programacién lineal para encontrar el valor méximo de un flujo
(por ejemplo, el flujo que modela la produccién de biomasa) bajo ciertas condiciones.

Existen distintas bases de datos como EcoCycm y BioCch donde se pueden encontrar mapas completos del
metabolismo de diferentes especies que incluye diversas capas de informacién: genética, enzimatica, molecular,
etc. Por ejemplo, la cepa MG1655 de Escherichia coli (E. coli) K-12 tiene un genoma completamente secuen-
ciado. El plano genético revela una visién de todos los aspectos metabdlicos y catabdlicos de este organismo
modelo. También proporciona un paradigma para comprender otras bacterias [22]. Escherichia coli es un orga-
nismo modelo utilizado frecuentemente en el laboratorio por su velocidad de crecimiento, pocos requerimientos
nutricionales y su amplia bibliografia.

Thttps://ecocyc.org
2urlhttps://biocyc.org
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3.2. Modelos estequiométricos

Una vez que una reconstrucciéon metabdlica se convierte en un modelo computacional, se puede utilizar para
un gran numero de aplicaciones. Dichos modelos se han utilizado para abordar un amplio espectro de aplicacio-
nes béasicas y préacticas en categorias como estudios de procesos evolutivos y andalisis de propiedades de redes. En
el andlisis de balance de flujo (FBA), la reaccién de la biomasa se puede optimizar resolviendo un problema de
programacion lineal para simular el crecimiento. El resultado es una prediccion del flujo de estado estacionario
a través de cada reacciéon en el modelo, incluida una prediccién de la tasa de crecimiento equilibrada maxima
de la célula. El crecimiento se puede simular en muchas condiciones diferentes, como condiciones aerébicas o
anaerdbicas, o crecimiento en glucosa u otros sustratos. Se simulan diferentes condiciones cambiando las res-
tricciones en las reacciones de intercambio. Por ejemplo, las condiciones anaerdbicas se simulan cuando el limite
inferior de la reaccién de intercambio de O se limita a un flujo cero, lo que no permite que entre Oy en el
sistema metabdlico [29].

Para aplicar este tipo de andlisis se construyen modelos estequiométricos a partir de la informacién de los
modelos metabdlicos. Se asume que la concentracién de metabolitos intracelulares se encuentra en estado es-
tacionario es decir, en un estado en que las concentraciones de metabolitos son constantes en el tiempo. Esto
implica que la sumatoria de los flujos de las reacciones que producen un determinado metabolito debe ser igual
a la sumatoria de los flujos de reacciones que consumen este mismo metabolito, es decir, que los flujos de pro-
duccién y de consumo para todos los metabolitos estén balanceados.

Estos modelos se basan en la utilizaciéon de una matriz estequiométrica, que tiene como entradas los coeficientes
estequiométricos de los metabolitos que participan en una determinada reaccién. Estos coeficientes representan
el nimero de moléculas de un determinado tipo que participan en la reaccién. También se puede definir un
limite superior e inferior para cada flujo. Estos limites pueden ser usados para incorporar datos experimentales,
permitiendo restringir los flujos de consumo y produccién de metabolitos a los valores determinados experimen-
talmente.

El sistema de ecuaciones e inecuaciones en conjunto con los limites superiores e inferiores para los flujos sirve
para definir un espacio de soluciones, es decir, valores de flujo posibles. Para seleccionar las mejores soluciones
dentro de este espacio se suele definir un objetivo biolégicamente deseable en el sistema, por ejemplo la maxi-
mizaciéon de uno o mas flujos. El objetivo biolégico fijado dependera del sistema estudiado.

Como se mencioné anteriormente, cada fila de la matriz estequiométrica representa un unico metabolito, y
cada columna representa una tnica reaccién. Imponiendo un balance de masas en todos los metabolitos de la
red, se genera un sistema de ecuaciones que acttia como restricciones del modelo. El balance de masas se define
en términos del flujo a través de cada reaccién y los coeficientes estequiométricos de la reaccién, generando un

sistema de ecuaciones diferenciales: e

=~ _95.Vv

dt
donde C es el vector de concentraciones de metabolitos intracelulares, S es la matriz estequiométrica y V es el
vector de flujos metabdlicos. Asumiendo que la red estd en estado estacionario, las ecuaciones diferenciales se

pueden expresar en notaciéon matricial de la siguiente forma:

S-V=0

Esta ecuacion define un espacio donde se encuentran todas las posibles distribuciones de flujo V. Si S es de
rango completo, hay m ecuaciones independientes, una por cada concentraciéon de metabolito. Siendo el niimero
de flujos n tipicamente mayor que m, el sistema es indeterminado con n — m grados de libertad.

Por otro lado, se plantea un limite superior y un limite inferior para cada flujo, que pueden surgir de limi-
taciones termodindmicas o de otras limitaciones de capacidad de flujo. Esto genera una ecuacién para cada flujo
de la forma:
LB _ UB
v; <wv; < v;

donde ijB y ’UJUB representan el limite inferior (@) y superior (@) de v respectivamente.

Determinar el tamafio y la forma de este espacio puede dar informacién acerca de los procesos metabdlicos
que ocurren dentro de una célula. Este volumen estd relacionado con la capacidad de adaptacién que tenga
el organismo a cambios en las condiciones externas. Las restricciones estequiométricas restringen el espacio de
posibles distribuciones de flujo a un hiperplano, subespacio de R,, . Ademas, si se incluyen las restricciones de
capacidad maxima de flujo, el espacio de soluciones en estado estacionario de una red metabdlica representa un
politopo convexo, representado en formato H — politopo [34].
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3.3. Modelos estequiométricos estudiados

En esta seccién se presentan los tres modelos que fueron estudiados en [34]. Dichos modelos serdn utilizados
més adelante para aplicar los algoritmos de aproximacion de volumen estudiados.

3.3.1. Modelo ramificado simple

Este modelo es estudiado en [34] con el fin de facilitar la comprensiéon de los conceptos aplicados. Es un
modelo para el cual se puede calcular facilmente el volumen exacto de su espacio de soluciones. Ademaés al
tratarse de un modelo de dos dimensiones nos permite visualizar claramente los resultados obtenidos.

Figura 3.1: Modelo ramificado simple, tomado de [34]

El modelo tiene un flujo de entrada V3 y dos flujos de salida V; y V3, involucrando a un solo metabolito A.
En la tabla (B.1]) se puede ver la matriz estequiométrica del modelo.
Las cotas superiores e inferiores para los tres flujos se pueden ver en la tabla @

i Vo W3
AT ]T ]

Tabla 3.1: Matriz estequiométrica del modelo ramificado simple. Tomado de [B4]

LB UB
Vilo 6
Vol 0 8
V510 10

Tabla 3.2: Cotas inferiores (LB) y cotas superiores (UB) del modelo ramificado simple. Tomado de [34]

(a) Modelo ramificado simple (b) Tridngulo para calcular el drea

Figura 3.2: Modelo ramificado simple

Como en este caso, el espacio de soluciones es un plano (figura )7 podemos calcular su “volumen” (es
decir el drea) utilizando la siguiente férmula:

Area de un tridgngulo de lados a, by ¢: /s(s — a)(s — b)(s — ¢) con s = (a +b+c)/2
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Para esto calculamos el drea del tridngulo que contiene al espacio de soluciones (figura ) y luego le restamos
el area de los dos tridngulos que se forman al tener en cuenta las restricciones sobre el mismo.

Vol(P) = V7500/192V/12 = 69,28

3.3.2. Modelo ntcleo de E. coli

El modelo nicleo de E. coli [29] es un modelo basado en restricciones simplificado, aunque contiene suficiente
informacion del metabolismo de la bacteria como para llevar a cabo célculos significativos. La representacion
matricial de este modelo consiste en una matriz estequiométrica de 72 filas (que corresponden a 72 metabolitos)
por 95 columnas (que corresponden a 95 reacciones). Este modelo es un subconjunto de_la reconstruccién
metabdlica a escala genémica iAF12608 que contiene 1668 metabolitos y 2382 reaccionesf. Este modelo se
utiliza con fines educativos, ya que los resultados de la mayoria de los calculos basados en restricciones son
mas faciles de interpretar en esta escala mas pequena. También es ttil para probar nuevos métodos de andlisis
basados en restricciones.

3.3.3. Modelo compacto E. coli

En [34] se toma el modelo nticleo como base para generar un modelo més simplificado para poder aplicar los
métodos de Monte Carlo estudiados. El modelo creado fue denominado como “nicleo compacto de E. coli”
El sistema tiene un total de 17 metabolitos y 25 flujos. En la tabla @ se puede ver la matriz estequiométrica
del modelo y en la tabla tenemos las restricciones de flujo. Antes de hacer cualquier anélisis sobre estos
datos es necesario eliminar las filas linealmente independientes de la matriz estequiométrica. Los metabolitos
que corresponden a estas filas son: ATP, NADH, NADP y ¢8h2. Eliminando estos metabolitos se pasa a trabajar
con una matriz de rango completo, que tiene un total de 25 flujos y 13 metabolitos, con una dimensiéon de su
espacio de soluciones de 12.

3https://systemsbiology.ucsd.edu/Downloads/EcoliCore
4En https://ecocyc.org/overviewsWeb/cel0v.shtml?orgid=ECOLI se puede encontrar el mapa del genoma completo
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Figura 3.3: Imagen tomada de [@] Modelo ntcleo E. coli. La matriz estequiométrica del modelo y las restriccio-

nes de LB y UB se pueden descargar de la siguiente direccién: http ://systemsbiology.ucsd.edu/ Downloads/l
-
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26 - BM formation
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Figura 3.4: Modelo compacto E. coli. Tomado de [@]
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V1|V2|V3|V4|V5|V6|VT|V8|VIV10|V11|V12|V13|V14|V15|V16|V17|V18|V19|V20(V22|V23 |V24|V25|VBM

ACoA |0 |O |1 |-1 /|0 |O |O |O |-1|1 2 O (O |0 |0 |0 |0 |0 |0 |0 [0 |O 0 |0 |-3.748
ADP -1{-1/0 (0 (O |1 {0 |0 (O |1 (O 0 |0 |-1 |O (0O (O |0 (1 (O |-1 |-1.25/0 |0 [59.81
aKG oI Wwoj gmmiy41i0 4|10 |01J0 O |1 |0 |- |0 |O |O O (0O |0 |0 |O 0 |0 [4.1182
ATP 14110 (0 (0 |-1j0 |0 O jr (0O (O jO | (O O (O (O |-1 |0 |1 |125]0 |0 |-59.81
FUM o0 |0 ©ojo o0 W©|W0 | OIO O [0 0 0 |1 |- |0 |0 (0 |0 |0 |O -1 |0 |0
GLN oI W01 oijojtr {10 0jJj0 |0 (0 |0 |0 |0 |O |O O (0O |0 |0 |O 0 |0 |-0.256
GLU o0 W0} oij 142 0 0O O (O |-1 |0 |0 |0 |O |0 (0 |0 |0 |O 0 |0 [-4.941
NAD -210 -1 (0 O |0 {0 1 2 |0 (0 0 (0O |-1 |jO -1 (0O |0 |0 |-1 |O |1 0 |1 |-3.547
NADH |2 |0 |1 |0 |0 O |O |-1|-20 (O |0 |0 |1 |0 (1 jo (0 (O |1 0O |-1 |0 [|-1 |3.547
NADP |0 |0 (O |-1 |1 |0 |1 |O |O |O (O (O (O |0 |0 |0 |O |0 |0 |1 (O |O 0 |0 ]13.028
NADPH|O |0 (O |1 |-1 {0 |-1 |0 |O |O (O O (O |0 |0 |0 |O |O |O |-1 |0 |O 0 |0 |-13.03
OAA o©|W0{{-1rj0 0 OO IOCJO 0O (O 0O |0 |0 |1 |0 |1 (0O |0 (O |O 0 |0 |-1.787
PEP 1 {1{0 (0 (0 |0 |O|O OO (O (O |jO 0O (O |0 |0 |-1 |O |0 [0 |O 0 |0 |-0.519
PYR 11 {110 (0 |0 |O |10 O |-1 (O |jO 0O (O [0 (0O |O |jO |0 (0O |O 0 |0 |-2.833
q8 o0 |0 ojoijoi W W] oIl |0 |0 |0 |0 |- j0 |0 |0 (0 |0 |2 |0 1 |-1 |0
q8h2 o0l ojoijo0 1 W0 IWO]MOCIJO O |0 0 0 |1 j0O |0 |0 (0 |0 |-2 |0 -1 |1 |0
succ (o (0o (0 (O |O |0 |0 |00 |0 |O (O (O (1 |-1 (0 |-1 |0 |0 |0 [0 |O 1 |0 |0

Tabla 3.3: Modelo compacto E. coli. Matriz estequiométrica

LB UB

V1l |0 10

V2 |0 1000
V3 |0 1000
V4 |0 1000
V5 | -1000 | 1000
V6 |0 1000
V7 10 1000
V8 |0 1000
V9 |0 1000
V10 | 0 1000
V11 |0 1000
V12 |0 1000
V13 |0 1000
V14 |0 1000
V15 |0 1000
V16 | -1000 | 1000
V17 |0 1000
V18 |0 1000
V19 | 8.39 | 1000
V20 | -1000 | 1000
V22 |0 1000
V2310 1000
V24 |0 1000
V25 |0 1000

Tabla 3.4: Modelo compacto E. coli. Restricciones
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Capitulo 4

Algoritmos implementados

En esta seccién se presenta una introduccién de los algoritmos de los tres métodos de aproximacién de
volumen que fueron implementados en este trabajo.

En la Seccién 1 se explica el método desarrollado en [34], que se basa en el concepto de Monte Carlo Mul-
ti Face. Se intenta explicar qué tiene este método en comin con Monte Carlo directo, como se puede encontrar
el espacio de referencia que se necesita y como a partir de este espacio y un conjunto de puntos sorteados dentro
del mismo es que se llega a la aproximacion del volumen de P.

En la Seccién 2 se presenta el método propuesto por Fok y Crevier ( @) en [[14].

La Seccién 3, presenta los conceptos que permiten entender el estimador basado en MCMC presentado en
[21]. Se explica cémo utilizando la técnica de integracién termodindmica, que se utiliza en fisica y quimica, se
puede llegar a la estimacién del volumen de un politopo P. Para entender esta técnica también es necesario
explicar el algoritmo Metropolis Hasting (MH) que permite sortear muestrag a partir de una funcién de pro-
babilidad desconocida. Y luego, se explica la técnica de parallel tempering (PT]) que mejora el uso de MH en
espacios de altas dimensiones.

Finalmente, como todos los algoritmos estudiados en este trabajo tienen en comin que necesitan de un punto
inicial perteneciente al politopo, en la Seccién 4 se describe como encontrar dicho punto. También todos estos
algoritmos funcionan con politopos de dimensién completa, por lo que, en la Seccién 5, describimos un método
que permite transformar politopos que no cumplen esta condicién, a través de una transformacién lineal en un
politopo de dimensién completa, obteniendo una relacién entre los voliimenes de ambos.

4.1. Calculo de Volumen sorteando muestras dentro del politopo

Para poder estimar el volumen de un politopo P aplicando Monte Carlo directo, primero es necesario
relacionar el volumen de P, con el volumen de un espacio de referencia R. Dentro de R, se toman K muestras
aleatorias y luego considerando la cantidad de muestras M que caen dentro de P, cuando K tiende a infinito,
se obtiene un estimador del volumen:

M
vol(P) ~ vol(R)—
(P) ~ wol(R) 7
El espacio de referencia debe cumplir con dos caracteristicas:
1. Contener completamente al politopo
2. Contar con una forma accesible de calcular su volumen.
Para obtener dicho espacio, en [34] se propone encontrar el hiper-rectdngulo que més se ajusta al espacio de
soluciones mediante la resolucién de un conjunto de problemas de optimizacién. Con esto se busca hacer los
muestreos de Monte Carlo lo més eficiente posible, reduciendo al maximo el espacio de referencia y al mismo

tiempo haciendo que calcular su volumen sea muy simple. Como se trata de un hiper-rectangulo el volumen del
espacio de referencia es el producto de los lados.

Primero es necesario encontrar una base ortonormal del espacio nulo (Nul(A) = z € R" : Ax = 0) de la

27
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matriz estequiométrica, que se utiliza para proporcionar una base ortonormal del subespacio donde esta in-
cluido el espacio de referencia buscado. Para encontrar una base del espacio nulo de una matriz A, el primer
paso es obtener la descomposicién QR de A, que consiste en la descomposicién de una matriz en dos matrices:
una matriz ortogonal ) y una matriz triangular superior R. A partir de las iltimas columnas de la matriz
@, se obtiene una base ortonormal del espacio nulo de A. La cantidad de columnas de la matriz (Q que se
deben tomar corresponde a la dimensién del espacio nulo de la matriz. Las tltimas columnas de la matriz @,
entonces, conforman la matriz [, cuyas columnas corresponden a la base ortonormal del espacio nulo de A.
Multiplicando los vectores de esta base por escalares aleatorios, se obtienen puntos que pertenecen al espacio
de soluciones, y puede posteriormente controlarse si estos puntos cuplen o no con las restricciones que lo definen.

Finalmente, para encontrar la regién de referencia, es necesario resolver dos problemas de programaciéon lineal
por cada variable en W (uno de minimizacién y otro de maximizacién), en los que las restricciones implican
que se cumplan las restricciones que definen a P.

Parametros: W € R™*™ b€ R"
Variables: x; Vi = 1..n
Funcién objetivo: Maximizar/Minimizar x;

- Jj=1 .
Restricciones: ). 'n Wx; <b;Vi=1.n

Una vez que se obtienen las cotas inferior y superior (2™, ™* respectivamente ) a partir de la resolucién
de estos problemas de programacion lineal se puede construir la regién de referencia como el conjunto de puntos
que satisfacen: I < ™ y [ > ™" en donde I es la matriz identidad y x™* ™" son las cotas superior e
inferior obtenidas.

El problema de aplicar Monte Carlo directo para aproximar el volumen de P, por més que se tenga este
espacio de referencia mas ajustado al politopo, es que el método es ineficiente para aproximar el volumen en
espacios de altas dimensiones. A medida que aumenta la dimensién, también aumenta la diferencia de volumen
entre el espacio de referencia y el espacio de soluciones, por consiguiente se hace dificil sortear muestras que
caigan dentro de este espacio. Por eso es que en [34] se desarrolla una metodologia para aproximar el volumen,
que utiliza caminatas aleatorias para sortear muestras dentro del politopo. Este algoritmo calcula el volumen
expresado como un producto de estimaciones de relaciones de volimenes igual que en el enfoque Monte Carlo
Multifase. Primero, se determina el espacio de referencia como se describié anteriormente. Una vez que se tiene
el espacio de referencia, las restricciones que definen el politopo se van agregando una a una, y se van generando
muestreos dentro de estas cajas en cada iteracién. Teniendo esta serie de muestreos, y conociendo el volumen
del espacio de referencia del que se parte se puede calcular el estimador del volumen del espacio de soluciones.
Esto se hace contabilizando en cada iteraciéon, qué fraccién de los puntos muestreados cumple con la siguiente
restriccién, y al final multiplicar todas estas fracciones por el volumen de la caja de la que se parte.

En_el anexo E se encuentra un ejemplo aplicando este algoritmo al modelo metabdlico simple presentado
en 5.3.1

4.2. Algoritmo Fok-Crevier

Como mencionamos anteriormente en [26], se hace un estudio de la aplicacién del método desarrollado por
Fok y Crevier al caso real del modelo Ntcleo E. coli. A continuaciéon daremos una descripciéon mas detallada de
dicho método.

Fok y Crevier [[14] propusieron un método directo de Monte Carlo para la estimacién del volumen en espa-
cios de alta dimensién, suponiendo que es posible encontrar para cada direccion e, el punto en el que una linea
recta que comienza desde un punto interior del dominio con direccién e golpea el limite. Este método se puede
aplicar al cdlculo del volumen V' para cualquier regiéon R, pero en esta tesis nos limitamos a su uso en regiones
convexas como los politopos.

El estimador FC utiliza la hiperesfera de radio rs y centro C, como la regién de referencia Rs que contie-
ne a P. Lo que se logra utilizando esta regién de referencia es que si A(e) es la distancia entre C'y el borde P,
entonces la probabilidad de que un punto aleatorio  dentro de Ry, en direccién e, se encuentre dentro de P es:

Probz € Ple] = [A(e)/rs]? (4.1)

donde d es la dimensién de P.
Esto quiere decir que para todos los puntos en direccién e, la fraccién esperada de puntos que pertenecen a P
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es igual al resultado de esta ecuacién. Al mismo tiempo tenemos que la proporcién del volumen V de P sobre
el volumen V; de Ry, es la fraccion esperada de puntos dentro de P cuando estos puntos estan uniformemente
distribuidos. Entonces, la probabilidad de que un punto z, pertenezca a P es igual a P(x € Ple) por la proba-
bilidad de seleccionar la direccién e a partir de la distribucién uniforme.

Por lo tanto se cumple que:

Problx € P =V/V, = / M) /rs)fole) (4.2)

Ve

Donde:

fo(e) = 1/Vh es la funcién de densidad de probabilidad de las direcciones e distribuidas uniformemente. V;
es la superficie de la hiper-esfera d-dimensional de radio uno.
Vs v V estan dadas por:

4 _ 7™ /m! cuando d = 2m
Vs = Ky con K= {(Wm)(m!)(Zd)/d! cuando d = 2m + 1

Vo =dK
Sustituyendo Vg en @, tenemos que:

V= K [, [M(€)]*fo(e)dz
V = E[KA(Z)%
V =K}, (A0

donde Z es una variable aleatoria distribuida uniformemente como fy(2), A® = A(2()), 2() es la i-ésima direc-
ci6n muestreada desde fo(z)

El punto inicial zo puede ser cualquier punto que pertenezca a P, pero dado que la eleccién de este punto afecta
la funcién de distancia A(z), dicha eleccién afecta también la varianza del estimador. Una buena eleccién de x
puede hacer que los valores de A(z) sean lo més similares posibles, con lo cual se obtendria un varianza pequefia.

Se puede implementar otra variante de este algoritmo, si en lugar de utilizar siempre el mismo punto inicial
para calcular las distancias, en cada iteracién sorteamos una direccion, calculamos las distancias y calculamos
un nuevo punto perteneciente a P para utilizar como punto inicial en la siguiente iteracién.

Como g puede ser cualquier punto dentro de P, su eleccién puede seguir cualquier distribucién, si se utiliza
hit-and-run para hacer esta seleccién se obtiene una distribucién asintéticamente uniformemente distribuida.

En el anexo @ se encuentra el pseudocddigo del algoritmo para sus dos variantes.

Como ya se dijo en secciones anteriores, el problema que tiene aplicar Monte Carlo directo al célculo del
volumen en espacios de altas dimensiones es que cuando aumenta la dimensionalidad, el volumen del espacio
aumenta exponencialmente haciendo que sea muy dificil sortear un punto, dentro del espacio de referencia que
caiga dentro de P. Este método no tiene ese problema, porque siempre se estan sorteando puntos dentro de P,
pero con el aumento de dimension, igual que en MC, se pierde calidad del estimador debido a la variacién en la
distribucién de las distancias entre un punto interior y el borde del politopo en una direcciéon e.

4.3. Metodo basado en MCMC

Como mencionamos anteriormente en [26], se hace un estudio de la aplicacién de un método basado en
Markov Chain Monte Carlo (MCMC) al caso real del modelo Niicleo E. coli. Los métodos de MCMC construyen
una cadena Markov con un muestreo de variables dependientes que tienen una distribucién estacionaria p(x), lo
que hace que podamos extraer muestras de una distribucién, incluso si no podemos calcularla. Primero damos
una breve descripcién del método Metropolis-Hastings, que es un algoritmo que permite simular una cadena de
Markov con distribucién estacionaria p(x). A continuacién se explica el método desarrollado en [26].

4.3.1. Metropolis-Hastings

Los siguientes conceptos fueron estudiados en [2§8]. Esta técnica requiere una distribucién simple llamada
distribucién de proporcién o modelo de transicion, g(z’ < z) para ayudar a extraer muestras de una distribucién
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posterior que no conocemos p(z). El algoritmo usa ¢ para caminar aleatoriamente en el espacio de distribucion,
aceptando o rechazando saltos a nuevas posiciones segtin la probabilidad de la muestra.

Algorithm 1: Metropolis-Hastings

Entradas: estado inicial x, nimero de iteraciones S;
for s =1... Sdo

1. Propuesta z’ ~ q(z’ + z);

— pa)g(zea’),
2. Calcular a = FONCT=E
3. Setear x = 2’ con probabilidad min(1,a).

a Sortear r ~ UJ[0, 1];

b if r < a then z <« 2’;

end

La configuracién de z al final de cada iteracién se considera como una muestra de la distribucién de proba-
bilidad objetivo p(x). Las muestras adyacentes son idénticas cuando el estado no se actualiza en el paso 3b),
pero cada iteracion debe registrarse como parte de la cadena de Markov.

El algoritmo es valido para cualquier distribucién de propuesta g. Muchas veces, esta es una distribucion si-
métrica (por ejemplo una distribucién normal), es decir, q(z + z’) = q(2’ + ), que hace que la relacién de
aceptacion en el paso 2. se simplifique a una relacién bajo la distribucién de interés, a = p(a’) /p(z).

El paso 3 de aceptar/rechazar en el algoritmo corrige la falta de coincidencia entre las distribuciones propuestas
y de destino. Esto significa que si un x es més probable que el actual x, siempre aceptamos x. Si es menos
probable que el x actual, entonces podriamos aceptarlo o rechazarlo al azar con una probabilidad decreciente,
cuanto menos probable sea.

En el anexo [f| se puede encontrar un ejemplo en una dimensién para ilustrar MH (tomado de [10]).

Gracias a los métodos de MCMC, se puede simular a partir de un modelo de probabilidad complejo p(z)
sin conocer su constante de normalizacién. Es decir, uno puede evaluar f(z), una funcién de densidad no nor-
malizada, pero no puede calcular directamente z = [ f(z)p(x)dz, la constante de normalizacion.

Las distribuciones para las cuales f(z) puede calcularse fdcilmente pero z es intratable surgen en muchos
modelos estadisticos, como modelos espaciales o modelos jerarquicos bayesianos. También en muchos casos, se
expresa una cantidad de interés como una constante normalizadora de una densidad a partir de la cual se
pueden realizar sorteos con el fin de tener un problema de este estilo y mediante su resolucién poder obtener el
valor de esta cantidad. Més adelante veremos que este es el enfoque que tiene el método de calculo de volumen
que vamos a describir a continuacién.

4.3.2. Estimacion del volumen utilizando integracién termodinamica

La técnica de integracién termodindmica (tambien conocida como Path Sampling) [25] permite realizar
una evaluacién numérica de la relacién logaritmica entre dos constantes de normalizacion Zy, Z1, mediante la
siguiente ecuacion:

1
In(21/20) = tn(23) - n(z0) = [ P55 as (43)

Para esto se consideran ¢;(z) con i = 0,1 como dos funciones de densidades no normalizadas definidas en el
mismo espacio de pardmetros .
Las densidades de probabilidad verdaderas correspondientes se describen por

en donde los Z; son las constantes de normalizacion.
Z; = / gi(z) dri=0,1 (4.5)
e

Para hacer esto, se define una ruta continua y diferenciable (gg)o<g<1 en el espacio de densidades no
normalizadas, uniendo qg y q1.
Por extensién, para cualquier 8, 0 < 8 <1, pg y Zs se definen como:

pp(x) = qp(x)/Zp (4.6)
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Zo= [ asla) o (4.7)

La idea clave de la integraciéon termodinamica es que, para cualquier valor de 3 entre 0 y 1, se puede ejecutar
una cadena de Markov en la que gg se utiliza como la densidad no normalizada en la relacién Metropolis-Hastings.
Por definicién, esto produce una muestra de valores de parametros extraidos de la distribucién de probabilidad
ps. Finalmente, este célculo se puede realizar para una serie de valores de § regularmente espaciados entre 0 y
1, lo que implica ejecutar una cadena de Markov para cada valor de 8. Luego se utilizan los valores estimados
para aproximar la integral sobre [0,1] en (K.3) utilizando algiin método de aproximacién numérico.

En el método basado en MCMC de [26] se expresa el volumen de un politopo como una constante norma-
lizadora de una densidad. Como la funcién de distancia A(z) introducida en el método de FC es positiva por
construccién, se propone interpretar al integrando en (f.3) como una densidad de probabilidad normalizada por
el volumen V.

1 M (z)
En donde A(z) es la distancia entre un punto interior a P y el borde del mismo en la direccién z y d es la
dimensién de P.

(4.8)

Luego se utiliza la técnica de integracién termodindmica (path sampling) para estimar el ratio entre dos cons-
tantes de normalizacion.

Se define: 4
A (x
fla) = 20 (4.9
gi(z) = f°(x) (4.10)
Entonces aplicando el método de integracién termodindmica tenemos que:
= 2w) = Seap(B In(f(x)))
p’B_Zg x —Zﬁegcp n(f(x
Zo= [ eap(p in(rla(e))s
BBd
27Td2
%= A = Tapa)
4=V (4.11)
Zy, (' oIn(Zs)op
In(=—) = / 5

Zy 0
- / In(f(2()))pp(2(w))0wd
0 OBy

/0 B, [In(/)0p

Para 8 = 0, las direcciones resultantes se distribuyen uniformemente en la esfera unitaria By, lo que significa
que la probabilidad para cada direccién es la misma.

En el caso de g = 1, las muestras se ubican preferiblemente cerca de los vértices del politopo P, dando a la
direccién e una mayor probabilidad de estar en la direccién de un vértice.

Z es la superficie de la unidad N-dimensional de la hiperesfera.

La idea del método para estimar el volumen es, aplicar MH para obtener muestras z;, de las densidades pg y
asi obtener un estimador MCMC de E,, que depende de beta y el ntimero de muestras K.

lim_ Bx(5) = Jm 3 FIn(7(w) = By, lin()] (4.12)
k

K—+oo K—+oo

Aplicando el método del trapecioﬂ, obtenemos el estimador correspondiente para el volumen del politopo P.

n—1

. Eo+E .
V= Zoewp(Aﬂ(% + Z Ejap))
=1

Lhttps://es.wikipedia.org/wiki/Regla_ del_trapecio
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con subintervalos de igual tamafio A = 1/b para un determinado nimero b.

Luego se mejora la precision del método aplicando la técnica de parallel tempering (@) [B0], aprovechan-
do que esta técnica se basa en simular M réplicas del sistema de interés original.

Para funciones de densidad de probabilidad con picos bruscos pg, las cadenas de Markov tienden a quedarse
trancadas en los estados con probabilidades mas altas. Para evitarlo el algoritmo de calculo de volumen incluye
la implementacion de la técnica parallel tempering, intercambiando estados entre las cadenas que se utilizan
para estimar cada pg.

La idea béasica de PT es ejecutar mas de una cadena a diferentes “temperaturas inversas” 0 = (1 < 2 <
... < Bn = 1. Esta técnica no estd necesariamente relacionada con la integraciéon termodinamica, pero en este
caso las “temperaturas inversas” 3 son las mismas que las definidas para este método anteriormente.

Una secuencia con un valor bajo de S explora todo el espacio de pardmetros, mientras que una cadena que corre
con un valor alto de 3 tiende a ubicarse cerca de los picos. Entonces en cada paso que se genere un nuevo estado

Funcién de densidad

~ po
--- =05
p=1

Probabilidad

Angulo (rad)

Figura 4.1: Tmagen tomada de [26]. Densidades de probabilidad pg para diferentes temperaturas inversas § mostradas en funcién
del dngulo de direccién de bisqueda. A valores bajos de S, las muestras se distribuyen uniformemente en la esfera de la unidad,
mientras que a altas temperaturas las distribuciones 8 alcanzan un pico méaximo. Esto muestra que es poco probable que se extraigan

muestras en todas las regiones con picos sin aplicar PT.

(4)

en la cadena de Markov, se introduce una regla de intercambio que permite un intercambio de los estados x;,

entre diferentes temperaturas 8. Los dos estados :c,(:) y x,(cj ) se intercambiarén con la probabilidad:

min{1, exp((8; — B;)(g(=\") — g(x{"))}

Esta regla permite una exploracién mas rapida de todos los picos a valores [ altos, haciendo que la Cadena de
Markov salte de pico a otro .

Por lo general cuando se utiliza PT, la funcién de densidad de interés es cuando § = 1, en este caso se
utilizan todas las temperaturas para la integraciéon numérica del estimador de volumen, por lo que, se aprovecha
el conjunto completo de muestras calculadas.

4.4. Punto inicial

Los tres métodos que se van a implementar necesitan como punto inicial un punto interior del politopo. Este
punto se puede obtener facilmente, en espacios de bajas dimensiones sorteando puntos aleatorios y verificando
si el punto cumple con todas las restricciones que definen al politopo. Pero a medida que la dimensién crece, la
probabilidad de que un punto sorteado aleatoriamente caiga dentro del politopo se hace cada vez méas pequena.
Por este motivo, para encontrar el punto interior planteamos el siguiente problema de optimizacion:
Pardmetros: A € R™*™ b€ R"

Variables:

w Vi=1..m
n p,Vi=1.n

= £
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Funcién objetivo: Maximizar &
Restricciones:

=1
L] Z JTL Ai]a?j +€ = blVZ =1.n
n (< gVi=1.n
LI > 0vi=1..n

De esta manera lo que se busca es encontrar un punto que cumpla con todas las restricciones, por lo que va a
ser un punto interior, y que la distancia de ese punto a cada hyper plano que define al politopo sea la maxima
posible. Con esto se busca que el punto seleccionado esté lo més lejos posible de los bordes de P.

Otra opcién para obtener un punto interior dentro de P es utilizar el centro de la bola de Chebychev B es decir,
la bola inscrita més grande en P. Para esto, se resuelve el siguiente problema de programacién lineal:

mazximizar R
s.t.
Alx—i-RHAl||2 <b,i=1,---,m
R>0

donde S; es la i-ésima fila de A, y los valores 6ptimos de R y « € R? producen, respectivamente, el radio r y el
centro ¢ de la bola de Chebychev.

4.5. Restricciones con igualdades

Cuando en la definicion de P existe alguna restriccion de igualdad, tenemos que la dimensién es menor que
la cantidad de variables que componen el conjunto de restricciones. Como los métodos aleatorios se basan en
el muestreo en un politopo de dimensién completa (porque la probabilidad de muestreo dentro de espacios de
solucién degenerados es 0), en estos casos es necesario hacer un pre-procesamiento de P, antes de poder realizar
la estimacién del volumen.

Para esto, seguimos la metodologia presentada en [35]. En este trabajo se define la forma compacta de un
conjunto de restricciones de la forma Ax < b y luego se plantea y demuestra un teorema que permite obtener
el volumen del espacio de soluciones a partir de esta.

Definicién 4.5.1. Forma compactas:

xp = Apzs + b, proyeccion
Asxs < bs soporte

donde x =z, Nz, y la parte de soporte Aszs < b, es de dimensién completa.

Dado Ax < b, se puede encontrar su forma compacta, mediante los siguientes pasos:
Se define una ecuacion aiTJc < b; como implicita con respecto a Ax < b si y sblo si considerando todas las
ecuaciones pertenecientes al sistema implica que al'z = b; . Por ejemplo si Az < b contuviera las ecuaciones
x <yyy <z, ambas serian ecuaciones implicitas ya que esto implica que x = y. Para identificar este tipo de
ecuaciones se puede introducir una variable de holgura por cada ecuacién que conforma el sistema y resolver un
problema de optimizacién por cada una de ellas que las maximice. En un problema de optimizacién, una variable
de holgura es una variable que se suma a una restriccién de desigualdad para transformarla en una igualdad.
La introducciéon de una variable de holgura reemplaza una restriccién de desigualdad con una restriccién de

igualdad y una restriccion de no negatividad en la variable de holgura.

1. Agregar variables de holgura a todas las ecuaciones. Resolver los problemas de optimizacion para maxi-
mizarlas. Si hay un variable de holgura, cuyo méximo es igual a cero, quiere decir que la restricciéon que
la involucra es una ecuacién implicita.

2. Reescribir todas las ecuaciones implicitas como ecuacién.

3. Como dim(z,) < dim(xs) se puede aplicar la eliminacién Gaussiana en el conjunto de ecuaciones y remover
ecuaciones triviales, para luego tener el conjunto de ecuaciones en forma escalonada reducida.

4. Determinar las variables libres del sistema de ecuaciones y escribir todas las demas en funcién de estas.
Las ecuaciones quedan con la forma x, = A,z + b,. Las variables libres son las componentes de z, y las
demés componen ).

2https://en.wikipedia.org/wiki/Chebyshev_center
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Si Az < b ya es full-dimensional, la forma compacta es igual y la parte de proyeccion es vacia.
El volumen de la parte de soporte, puede ser aproximado aplicando los métodos aleatorios. La relaciéon entre el
volumen de Az < by la parte de soporte estd dada por la siguiente ecuacion:

Teorema 4.5.1 (Volumen). Sea Az < b un conjunto de ecuaciones lineales y (z, = Apzs +bp) A (Aszy < bs)
su forma compacta, entonces:

Vol(Az < b) = /det(I + AT A,)Vol(Aszs < by)
La demostracion de este teorema se encuentra en [35]. En el anexo @ se encuentra un ejemplo aplicando esta
metodologia al modelo simple.
4.6. Detalles de la implementacion

El desarrollo y las pruebas en este trabajo se realizaron en un computador personal con las siguientes
caracteristicas:

= System Version: macOS Catalina version 10.15.6

MacBook Pro (13-inch, 2017, Two Thunderbolt 3 ports)

Processor: 2.5 GHz Dual-Core Intel Core i7

Memory: 16 GB 2133 MHz LPDDR3

Graphics: Intel Iris Plus Graphics 640 1536 MB

Para la implementacion se utiliz6 el lenguaje de programaciéon Python version 3.7.3

Para la resolucién de problemas de programacién lineal se utilizé la libreria PuLPE, versién 2.2. PulLP es
un modelador para problemas de programacion lineal escrito en Python que puede generar archivos LP y llamar
a diferentes paquetes de resolucién de problemas lineales, entre ellos , que es el que se utiliza en esta
implementacién.

Para la simplificacién de sistemas de ecuaciones lineales se utiliz6 la libreria SympyE version 1.5.1. Sympy
permite hacer operaciones analiticas o con simbolos en lugar de con valores numeéricos.

En el caso de la implementacion del algoritmo para aproximar el volumen, utilizando puntos sorteados dentro
del politopo, seccién , se utilizaron las caminatas aleatorias RDHR, CDHR, BaW y BiW proporcionadas
por la libreria VolEsti. Para la integracién con estos metodos, se utilizé la interfaz que viene incluida en dicha
libreria. Esta interfaz esta implementada con Cython, que es un compilador estatico de optimizacién para el
lenguaje de programaciéon Python. Utilizando esta herramienta se puede escribir extensiones C para Python.

En la implementacion del algoritmo basado en MCMC, seccién @ se utilizaron las librerias de Python, Theano
versiéon 1.0.4 y PyMC3 version 3.9.2.

PyMC3 es un framework open source de programacién probabilistica escrito en Python que ofrece una imple-
mentaciéon flexible y extensible que se utilizé para facilitar la implementacion de MCMC. Este framework usa
Theano ¥ para compilar programas probabilisticos sobre la marcha en C para aumentar la velocidad. Theano
es una biblioteca de Python que le permite definir, optimizar y evaluar expresiones matematicas que involucran
matrices multidimensionales de manera eficiente.

El c6digo fuente de PyMC3 estd alojado en GitHub en https://github.com/pymc-devs/pymc3 y se distribuye
bajo la liberal ApacheLicense2.0. La documentaciéon completa estd disponible en http://pymc-devs.github.
io/pymc3/,.

Debido a que PyMC permite la creacién de distribuciones de probabilidad definidas por el usuario, se definié un
modelo, en el cual las variables aleatorias siguen las distribuciones pg. En este modelo, definimos una variable
aleatoria por cada valor de 8 e implementamos la funcién de distribucién que depende de la distancia del punto
inicial a los bordes del politopo, en Theano. Cabe destacar que por un tema de estabilidad numérica, PyMC

Shttps://github.com/coin-or/pulp
4https://www.gnu.org/software/glpk/
Shttps://www.sympy.org/en/index . html
Shttps://cython.org
"http://deeplearning.net/software/theano/
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espera que lo que devuelva la implementacién de la funcién de probabilidad sea el logaritmo de probabilidad
In(pg). Esto con el objetivo de evitar las divisiones en el paso de Metropolis Hastings.

Algorithm 2: Modelo PyMC3

with pm.Model() as model:

for iin range(b + 1): do
| x; = CustomDensityDist(polytope=P, center=1, beta=i / b, name="x;’)

end

trace = pm.sample(draws=n, init=x¢, step=CustomMetropolis(proposal=CustomProposal),
callback=swapping(model))

Una vez que se tiene el modelo definido, el siguiente paso es extraer muestras de las variables aleatorias a
partir de la distribucién posterior utilizando métodos de muestreo MCMC. Esto se hace mediante el método
sample proporcionado por PyMC3. Para realizar este muestreo, se especifica un método implementado en theano
que corresponde a una Unica iteracién de un algoritmo de MCMC particular, como Metrépolis. En este caso,
implementamos el método CustomMetropolis, que extiende al método Metrépolis proporcionado por PyMC3,
y que incorpora la funcién de proporcién definida para este algoritmo, CustomProposal. Dicha funcién sortea
de manera uniforme un vector unitario en la esfera de radio uno. La funcién sample ejecuta el método que se le
pasa en el pardametro step para el nimero de iteraciones dado y devuelve un objeto trace que contiene las mues-
tras recolectadas, en el orden en que fueron recolectadas. Mediante el parametro init se le pasa el punto inicial
zo € P que se utilizan como punto de partida para el muestreo y la optimizaciéon de forma predeterminada.
Finalmente en el pardmetro callback, pasamos una funcién implementada en Theano que es ejecutada al fina-
lizar cada paso de Metropolis que es ejecutado. Dicha funcién se encarga de realizar el intercambio entre las
variables aleatorias definidas, que representa el intercambio entre cadenas realizado en el método de Parallel
tempering.

Por otra parte, cabe destacar que uno de los objetivos del disefio de Theano es especificar cdlculos a un ni-
vel abstracto, de modo que el compilador de funciones internas tenga mucha flexibilidad. Una de las formas en
que se puede aprovechar la flexibilidad es realizando calculos en una tarjeta grafica. Por lo que Theano permite
mediante una simple configuracién, el uso de la GPU (Unidad de Procesamiento de Graficos) para realizar
los calculos. Una GPU es un procesador que se encarga de procesar todos los graficos que utiliza el sistema
de computo. Debido a que estos procesadores tienen bajo precio en relacién a su potencia de célculo, y una
gran capacidad de paralelismo, se consideran atractivas para su uso en aplicaciones fuera de los graficos por
computadora, especialmente en el ambito cientifico y de simulacion.

Existen herramientas para facilitar el desarrollo de aplicaciones GPGPU H (del inglés general-purpose computing
on graphics processing units), al abstraer muchos de los detalles relacionados con los gréficos, y presentar una
interfaz de més alto nivel. La opcién més extendida en la actualidad es CUDA, de NVidia, una extensién de C
que permite la codificacién de algoritmos en GPU de NVidia. Por otra parte, estd OpenCL, una combinacién
de interfaz y lenguaje de programacion para el desarrollo de aplicaciones paralelas que puedan ser ejecutadas,
de forma transparente, en diversas unidades de procesamiento.

Theano esta disenado para trabajar con CUDA y se supone que también lo estd para trabajar con OpenCL, sin
embargo, el soporte actual estd incompleto.

En este trabajo logramos configurar Theano para que haga uso de la GPU, utilizando OpenCL, por no contar
con una GPU NVidia que nos permite configurarlo para utilizarlo con CUDA. Sin embargo no fue posible
hacer que la implementacién de nuestro modelo funcione utilizando esta configuracién, por lo que no pudimos
comprobar si el uso de GPU mejora el rendimiento del algoritmo.

8https://en.wikipedia.org/wiki/General-purpose_computing_on_graphics_processing_units
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Capitulo 5

Experimentacién numérica

En este capitulo, la idea principal es evaluar el comportamiento de los diferentes métodos estudiados (tanto
los que implementamos en este trabajo como los que estan implementados en la libreria de cédigo abierto Vo-
1Esti) y determinar si es posible utilizarlos para estimar el volumen de los modelos metabdlicos presentados en
la seccién B.3. Para esto, en una primera etapa se realizaron pruebas aplicando los algoritmos a un conjunto de
politopos de los cuales se conoce su volumen exacto (en el anexo [ se puede consultarse una breve descripcién
de dichos modelos). Luego, a partir de los resultados obtenidos con estos modelos y teniendo en cuenta las ca-
racteristicas especiales de los modelos metabdlicos estudiados, seleccionamos los algoritmos que vamos a aplicar
en dichos modelos.

Para evaluar los algoritmos, cada experimento lo repetimos 20 veces. El tiempo informado para cada expe-
rimento es la media de los 20 tiempos obtenidos en cada repeticién. Los valores informados en la columna
Volumen corresponden con el volumen exacto del politopo (calculado con Volesti en todos los casos excepto
en los politopos birkhoff cuyo volumen exacto fue tomado de [l]) Para el volumen estimado, se presentan los
valores minimos y méximos calculados a partir de las 20 repeticiones, la media u (estimacién del volumen) y
la desviacion estandar o. En la columna min < u < maz se indica si el valor de la la media p se encuen-
tra comprendido dentro de los valores minimos y maximos. También incluimos en los resultados el porcentaje
de error de aproximacién medio (vol(P) — u)/vol(P) x 100. Por otra parte, como la media es la estimacién
del volumen, y este es un valor positivo, se puede usar el coeficiente de variacién para evaluar los diferentes
resultados obtenidos dentro de las 20 repeticiones de cada experimento. El coeficiente de variacién se calcula
como la desviacién estdndar sobre la media (£) y es una medida estadistica que brinda informacién acerca
de la dispersion relativa de un conjunto de datos. Esta medida toma valores entre 0 y 1. Si el coeficiente es
préximo al 0, significa que existe poca variabilidad en los datos de la muestra. En cambio, si tienden a 1 es una
muestra muy dispersa, es decir que los resultados de cada uno de los 20 experimentos fueron considerablemente
diferentes entre si, y la media pierde confiabilidad. Para facilitar el analisis se puede expresar el coeficiente
como un porcentaje, multiplicando por cien. Cuando el coeficiente de variacién supera el 25 % concluimos que
la media es poco representativa, por lo que, en estos casos, la estimacién no es buena.

Finalmente, para evaluar las estimaciones obtenidas aplicando los diferentes algoritmos, definimos que una
aproximacioén es aceptable si los resultados presentan un error relativo porcentual menor al 10 % y un coeficiente
de variacién menor a 25 %.

5.1. Resultados VolEsti

A continuacién, en las tablas EL @ y @, se muestran los resultados obtenidos al aplicar los algoritmos SoB,
CG y CB implementados en la libreria VolEsti. Los valores de N y € utilizados, son los que fueron determinados
experimentalmente en [L1]. Las filas que se presentan en color verde son las filas de las estimaciones que
cumplieron el criterio de aceptacion que definimos (Error relativo porcentual menor al 10 % y un coeficiente de
variacién menor a 25 %).
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P m d w € Tiempo (s) Volumen H o olu % min max min < y < max| % Error
birkhoff | 9 4 4 0.05 | 2.14e+00 1.12e+00 1.13e+00 3.21e-03 0.28 1.12e+00 1.13e+00 SI 0.16
birkhoff | 16 | 9 10 0.05 | 4.03e+01 6.21e-02 6.21e-02 2.21e-04 0.36 6.17e-02 6.25e-02 SI 0.03
birkhoff | 25 |16 | 18 0.05 | 3.12e+02 1.41e-04 1.42e-04 1.90e-06 1.34 1.40e-04 1.49e-04 SI 0.54
birkhoff | 36 | 25 |28 0.05 | 1.76e+03 7.35e-09 7.54€-09 1.05e-10 1.39 7.39e-09 7.63e-09 SI 2.50
birkhoff | 49 |36 |40 0.05 | 7.11e+03 5.64e-15 6.25e-15 6.15e-16 9.85 5.63e-15 6.86e-15 SI 10.73
cc 810 [70 |8 1000 0.70 | 2.25e+01 1.57e+05 2.44e+06 1.10e+05 4.50 2.29e+06 2.67e+06 SI 1456.92
cc810 [70 |8 10000 0.70 | 6.13e+02 1.57e+05 2.44e+06 8.86e+04 3.64 2.28e+06 2.69e+06 SI 1454.20
cc810 [70 |8 9 0.05 | 7.96e+01 1.57e+05 2.42e+06 3.09e+04 1.27 2.37e+06 2.46e+06 Sl 1444.56
cc811 [88 |8 1000 0.70 | 3.93e+01 1.39e+06 1.25e+08 1.06e+07 8.46 1.08e+08 1.43e+08 Sl 8866.74
cc811 [88 |8 10000 0.70 | 4.71e+02 1.39e+06 1.26e+08 5.84e+06 4.64 1.15e+08 1.38e+08 SI 8935.00
cc811 [88 |8 9 0.05 | 1.73e+02 1.39e+06 1.23e+08 7.63e+06 6.20 1.04e+08 1.39e+08 SI 8743.69
cc 85 10 |8 1000 0.70 | 3.85e+01 1.74e-03 1.75e-03 7.91e-05 4.53 1.59e-03 1.92e-03 sl 0.60
cc85 10 [8 10000 0.70 | 1.69e+02 1.74e-03 1.72e-03 6.91e-05 4.02 1.56e-03 1.81e-03 SI 1.10
cc85 10 |8 9 0.05 | 4.93e+01 1.74e-03 1.74e-03 1.75e-05 1.01 1.70e-03 1.76e-03 SI 0.01
cc 86 18 |8 1000 0.70 | 1.14e+01 4.44e-01 4.36e-01 2.35e-02 5.39 3.89e-01 4.96e-01 Sl 1.85
cc 86 18 (8 10000 0.70 | 3.05e+02 4.44e-01 4.43e-01 1.16e-02 2.62 4.14e-01 4.60e-01 SI 0.29
cc 86 18 (8 9 0.05 | 6.25e+01 4.44e-01 4.46e-01 7.31e-03 1.64 4.31e-01 4.61e-01 SI 0.33
cc 88 40 |8 1000 0.70 | 1.46e+01 7.84e+02 3.10e+03 7.89e+01 2.54 2.88e+03 3.24e+03 sl 295.92
cc 838 40 |8 10000 0.70 | 1.71e+02 7.84e+02 3.09e+03 9.40e+01 3.04 2.92e+03 3.27e+03 SI 293.94
cc 838 40 |8 9 0.05 | 7.70e+01 7.84e+02 3.07e+03 3.27e+01 1.07 3.04e+03 3.14e+03 Sl 291.48
cc 89 54 |8 1000 0.70 | 1.61e+01 1.33e+04 1.96e+05 5.16e+03 2.63 1.89e+05 2.10e+05 sl 1368.86
cc 89 54 |8 10000 0.70 | 1.57e+02 1.33e+04 1.97e+05 7.68e+03 3.90 1.86e+05 2.20e+05 SI 1376.73
cc 89 54 |8 9 0.05 | 9.90e+01 1.33e+04 1.98e+05 1.38e+03 0.70 1.96e+05 2.00e+05 SI 1380.60
ccp 56 |10 |11 0.05 | 3.78e+01 2.31e+00 2.31e+00 3.00e-03 0.13 2.31e+00 2.32e+00 sl 0.03
cross 4 2 2 0.05 | 1.18e-01 2.00e+00 2.00e+00 3.46e-03 0.17 1.99e+00 2.00e+00 SI 0.00
= m d w € Tiempo (s) Volumen H ol olu % min max min < yu < max| % Error
cross 16 |4 4 0.05 | 9.85e-01 6.67e-01 6.67e-01 8.51e-04 0.13 6.65e-01 6.69e-01 S 0.02
cross 32 |5 6 0.05 | 2.10e+00 2.67e-01 2.67e-01 3.26e-04 0.12 2.66e-01 2.67e-01 SI 0.01
cross 64 |6 7 0.05 | 5.10e+00 8.89e-02 8.89e-02 9.57e-05 0.11 8.88e-02 8.91e-02 sl 0.04
cross 256 | 8 9 0.05 4.04e+01 6.35e-03 6.35e-03 7.51e-06 0.12 6.34e-03 6.36e-03 SI 0.00
cross 1,024/ 10 | 11 0.05 | 2.54e+02 2.82e-04 2.82e-04 3.57e-07 0.13 2.82e-04 2.83e-04 SI 0.01
cube 4 2 2 0.05 | 1.18e-01 4.00e+00 4.00e+00 3.92e-03 0.10 3.99e+00 4.01e+00 sI 0.00
cube 6 3 3 0.05 | 4.16e-01 8.00e+00 8.00e+00 1.25e-02 0.16 7.97e+00 8.02e+00 sl 0.01
cube 8 4 4 0.05 | 9.70e-01 1.60e+01 1.60e+01 2.25e-02 0.14 1.60e+01 1.61e+01 SI 0.06
cube 10 |5 6 0.05 | 2.20e+00 3.20e+01 3.20e+01 4.81e-02 0.15 3.19e+01 3.21e+01 SI 0.01
cube 12 |6 7 0.05 | 3.95e+00 6.40e+01 6.40e+01 9.99e-02 0.16 6.38e+01 6.42e+01 SI 0.01
cube 14 (7 8 0.05 | 7.00e+00 1.28e+02 1.28e+02 2.10e-01 0.16 1.28e+02 1.29e+02 SI 0.02
cube 16 |8 9 0.05 | 1.08e+01 2.64e+02 2.56e+02 3.27e-01 0.13 2.55e+02 2.57e+02 SI 3.03
cube 18 |9 10 0.05 | 1.68e+01 5.12e+02 5.12e+02 7.31e-01 0.14 5.11e+02 5.13e+02 SI 0.02
cube 20 |10 |11 0.05 | 2.38e+01 1.02e+03 1.02e+03 1.98e+00 0.19 1.02e+03 1.03e+03 SI 0.00
cube 22 |11 |12 0.05 | 3.35e+01 2.05e+03 2.05e+03 3.28e+00 0.16 2.04e+03 2.05e+03 SI 0.01
cube 24 |12 |13 0.05 | 4.51e+01 4.10e+03 4.09e+03 8.18e+00 0.20 4.08e+03 4.11e+03 SI 0.07
cube 26 |13 |14 0.05 | 6.50e+01 8.19e+03 8.38e+03 8.09e+02 9.66 1.19e+04 8.23e+03 NO 2.27
cube 28 |14 |15 0.05 | 8.19e+01 1.64e+04 1.64e+04 2.58e+01 0.16 1.63e+04 1.64e+04 sI 0.02
rh 10 20 |20 |10 |11 0.05 | 5.22e+01 1.39e+04 1.39e+04 4.33e+01 0.31 1.38e+04 1.39e+04 SI 0.06
rh 10 25 |25 |10 |11 0.05 | 4.86e+01 5.73e+03 5.73e+03 9.95e+00 0.17 5.71e+03 5.75e+03 SI 0.03
rh 10 30 |30 |10 |11 0.05 | 4.56e+01 2.02e+03 2.02e+03 5.00e+00 0.25 2.01e+03 2.02e+03 Sl 0.03
rh 820 |20 |8 9 0.05 | 3.95e+01 3.76e+04 3.77e+04 3.97e+02 1.05 3.69e+04 3.85e+04 SI 0.28
rh 825 |25 |8 9 0.05 | 2.40e+01 7.86e+02 7.86e+02 1.66e+00 0.21 7.83e+02 7.89%e+02 SI 0.06
rh 830 |30 |8 9 0.05 | 1.73e+01 2.47e+02 2.47e+02 3.53e-01 0.14 2.47e+02 2.48e+02 sI 0.01

Tabla 5.1: Resultados SoB




5.1. RESULTADOS VOLESTI 39
P m d w € Tiempo (s) Volumen H o olu % min max min < y < max| % Error
birkhoff 9 4 4 0.05 2.75e-02 1.12e+00 1.12e+00 9.46e-02 8.43 1.00e+00 1.43e+00 SI 0.28
birkhoff 16 9 10 0.05 1.58e-01 6.21e-02 6.23e-02 3.91e-03 6.28 5.42e-02 7.38e-02 ST} 0.30
birkhoff 25 16 18 0.05 6.64e-01 1.41e-04 1.3%e-04 6.09e-06 4.37 1.31e-04 1.53e-04 St 1.05
birkhoff 36 25 28 0.05 2.41e+00 7.35e-09 7.40e-09 3.12e-10 4.22 6.81e-09 8.07e-09 SI 0.70
birkhoff 49 36 40 0.05 8.01e+00 5.64e-15 5.56e-15 2.75e-16 4.95 5.06e-15 6.01e-15 ST 1.49
birkhoff | 64 |49 |54 0.05 | 2.91e+01 4.42e-23 4.42e-23 2.13e-24 4.83 4.10e-23 4.92e-23 st 0.04
birkhoff 81 64 70 0.05 6.75e+01 2.60e-33 2.57e-33 1.30e-34 5.05 2.28e-33 2.79e-33 SI 1.24
birkhoff 100 | 81 89 0.05 1.55e+02 8.78e-46 8.81e-46 3.85e-47 4.37 8.30e-46 9.65e-46 S 0.33
cc_8_10 70 8 1000 0.70 7.26e+00 1.57e+05 2.62e+06 3.07e+05 11.74 2.17e+06 3.24e+06 SI 1570.11
cc_8_10 70 8 10000 0.70 1.70e+02 1.57e+05 2.67e+06 3.42e+05 12.78 2.10e+06 3.29e+06 SI 1605.50
cc_8_10 70 8 9 0.05 4.09e-01 1.57e+05 1.95e+06 6.95e+05 35.60 1.05e+06 9.90e+05 NO 1144.06
cc 8 11 88 8 1000 0.70 1.20e+01 1.3%9e+06 1.11e+08 2.30e+07 20.85 1.03e+08 9.11e+07 NO 7840.38
cc 8 11 88 8 10000 0.70 1.25e+02 1.39e+06 1.22e+08 2.29e+07 18.79 1.00e+08 9.74e+07 NO 8667.00
cc 8 11 88 8 9 0.05 5.73e-01 1.39e+06 3.35e+07 3.16e+07 94.42 1.60e+07 4.70e+07 S 2308.23
cc 8 5 10 8 9 0.05 2.40e-01 1.74e-03 1.63e-03 3.91e-04 24.01 1.04e-03 2.92e-03 SI 6.17
cc_ 8 5 10 8 1000 0.70 3.37e+00 1.74e-03 1.66e-03 1.42e-04 8.58 1.43e-03 1.95e-03 SI 4.47
cc 8 5 10 8 10000 0.70 3.37e+01 1.74e-03 1.77e-03 1.85e-04 10.43 1.28e-03 2.04e-03 ST} 2.01
cc_ 8 6 18 8 10000 0.70 4.11e+01 4.44e-01 4.41e-01 5.39e-02 12.22 3.52e-01 5.60e-01 ST 0.67
cc 8 6 18 8 9 0.05 2.69e-01 4.44e-01 3.57e-01 8.04e-02 2251 2.45e-01 6.06e-01 SI 19.66
cc 8 6 18 8 1000 0.70 3.82e+00 4.44e-01 4.23e-01 5.32e-02 12.58 3.44e-01 5.30e-01 ST 4.90
cc_ 8 8 40 8 9 0.05 2.93e-01 7.84e+02 2.52e+03 7.32e+02 29.05 1.53e+03 4.84e+03 SI 221.22
cc 8 8 40 8 10000 0.70 4.71e+01 7.84e+02 3.22e+03 3.94e+02 12.25 2.66e+03 4.02e+03 SI 310.08
cc 8 8 40 8 1000 0.70 4.79e+00 7.84e+02 3.26e+03 4.94e+02 15.14 2.50e+03 4.31e+03 ST 315.69
cc 8.9 54 8 10000 0.70 4.92e+01 1.33e+04 1.98e+05 1.96e+04 9.90 1.61e+05 2.50e+05 SI 1383.11
cc 8 9 54 8 9 0.05 2.76e-01 1.33e+04 1.76e+05 2.96e+04 16.89 1.26e+05 2.49e+05 SI 1215.70
cc 89 54 8 1000 0.70 4.78e+00 1.33e+04 2.15e+05 1.35e+04 6.27 1.88e+05 2.38e+05 ST} 1511.66
ccp 56 10 11 0.05 1.38e-01 2.31e+00 2.34e+00 1.20e-01 Sl 2.13e+00 2.62e+00 ST 1.19
ccp 56 10 1000 0.05 9.49e+00 2.31e+00 2.33e+00 7.92e-02 3.40 2.13e+00 2.45e+00 SI 0.66
Cross 4 2 2 0.05 6.13e-03 2.00e+00 2.02e+00 6.34e-02 3.14 1.91e+00 2.12e+00 S 1.04
Cross 8 3 S 0.05 9.69e-03 1.33e+00 1.34e+00 5.46e-02 4.09 1.24e+00 1.47e+00 S 0.26
cross 16 4 4 0.05 1.73e-02 6.67e-01 6.63e-01 3.21e-02 4.84 5.92e-01 7.14e-01 SI 0.53
Cross 32 5 6 0.05 3.35e-02 2.67e-01 2.62e-01 7.06e-03 2.70 2.49e-01 2.74e-01 ST} 1.93
Cross 64 6 7 0.05 6.48e-02 8.89e-02 8.86e-02 2.83e-03 3.19 8.52e-02 9.56e-02 ST 0.28
cross 128 |7 8 0.05 1.40e-01 2.54e-02 2.52e-02 1.01e-03 4.02 2.24e-02 2.66e-02 SI 0.82
Ccross 256 | 8 9 0.05 2.92e-01 6.35e-03 6.38e-03 2.37e-04 3.71 5.82e-03 6.96e-03 S 0.48
Cross 512 |9 10 0.05 6.37e-01 1.41e-03 1.39e-03 6.69e-05 4.81 1.26e-03 1.51e-03 ST sy
Ccross 1,024{ 10 11 0.05 1.54e+00 2.82e-04 2.87e-04 1.04e-05 3.64 2.66e-04 3.08e-04 SI 1.54
Ccross 2,048 11 12 0.05 3.37e+00 5.13e-05 5.09e-05 1.69e-06 3.32 4.78e-05 5.52e-05 ST 0.84
Cross 4,09;| 12 13 0.05 8.26e+00 8.55e-06 8.46e-06 2.83e-07 3.34 7.92e-06 9.21e-06 ST 1.02
cube 4 | 2 1000 0.05 9.27e-01 4.00e+00 4.01e+00 1.23e-01 3.08 3.73e+00 4.22e+00 SI 0.19
e m d w € Tiempo (s) Volumen H ol olu % min max min < yu < max| % Error
cube 6 3 3 0.05 1.02e-02 8.00e+00 8.11e+00 3.31e-01 4.08 7.28e+00 8.66e+00 ST 1.34
cube 6 3 1000 0.05 1.39e+00 8.00e+00 7.90e+00 1.78e-01 2.25 7.55e+00 8.18e+00 SI 1.22
cube 8 4 4 0.05 1.37e-02 1.60e+01 1.61e+01 4.24e-01 2.63 1.52e+01 1.72e+01 SI 0.86
cube 8 4 1000 0.05 | 1.53e+00 1.60e+01 1.59e+01 5.12e-01 3.23 1.49e+01 1.68e+01 SI 0.84
cube 10 5 1000 0.05 1.93e+00 3.20e+01 3.25e+01 1.30e+00 4.01 3.01e+01 3.59e+01 SI 1.66
cube 10 5 6 0.05 1.97e-02 3.20e+01 3.20e+01 9.18e-01 2.86 3.05e+01 3.40e+01 SI 0.08
cube 12 |6 7 0.05 | 2.77e-02 6.40e+01 6.39e+01 2.71e+00 4.25 5.80e+01 6.84e+01 SI 0.22
cube 12 6 1000 0.05 2.18e+00 6.40e+01 6.41e+01 2.33e+00 3.63 5.80e+01 6.91e+01 SI 0.10
cube 14 7 8 0.05 4.13e-02 1.28e+02 1.28e+02 5.24e+00 4.10 1.15e+02 1.38e+02 SI 0.16
cube 14 (7 1000 0.05 | 2.66e+00 1.28e+02 1.29e+02 4.05e+00 3.15 1.20e+02 1.35e+02 st 0.55
cube 16 8 9 0.05 4.19e-02 2.64e+02 2.55e+02 9.76e+00 3.83 2.36e+02 2.75e+02 SI 3.59
cube 16 8 1000 0.05 2.96e+00 2.64e+02 2.57e+02 7.44e+00 2.90 2.44e+02 2.69e+02 SI 2.75
cube 18 |9 1000 0.05 | 3.19e+00 5.12e+02 5.10e+02 1.77e+01 3.47 4.82e+02 5.49e+02 SI 0.44
cube 18 9 10 0.05 5.07e-02 5.12e+02 5.11e+02 1.72e+01 3.37 4.87e+02 5.68e+02 SI 0.26
cube 20 10 11 0.05 5.85e-02 1.02e+03 1.03e+03 5.09e+01 4.92 1.01e+03 9.99e+02 NO 1.01
cube 20 |10 [ 1000 0.05 | 3.47e+00 1.02e+03 1.01e+03 3.30e+01 3.25 1.00e+03 9.98e+02 NO 0.89
cube 22 11 1000 0.05 3.79e+00 2.05e+03 2.07e+03 6.18e+01 2.99 1.95e+03 2.19e+03 SI 0.90
cube 22 11 12 0.05 6.81e-02 2.05e+03 2.03e+03 9.56e+01 4.71 1.90e+03 2.20e+03 SI 1.01
cube 24 |12 | 1000 0.05 | 4.29e+00 4.10e+03 4.10e+03 1.26e+02 3.07 3.87e+03 4.37e+03 SI 0.22
cube 24 12 13 0.05 8.64e-02 4.10e+03 4.10e+03 1.42e+02 3.45 3.82e+03 4.36e+03 SI 0.15
cube 26 13 14 0.05 9.56e-02 8.19e+03 8.04e+03 2.81e+02 3.50 7.50e+03 8.58e+03 SI 1.89
cube 26 13 1000 0.05 5.03e+00 8.19e+03 8.16e+03 2.55e+02 SN 7.77e+03 8.70e+03 SI 0.39
cube 28 14 15 0.05 1.19e-01 1.64e+04 1.66e+04 7.19e+02 4.32 1.55e+04 1.77e+04 SI 1.55
cube 28 14 1000 0.05 5.56e+00 1.64e+04 1.67e+04 5.56e+02 3.32 1.60e+04 1.82e+04 SI 2.05
metric 6 6 7 0.05 | 8.72e-02 8.77e+01 8.59e+01 7.24e+00 8.44 1.08e+02 9.66e+01 NO 2.12
metric 25 10 11 0.05 1.55e-01 7.11e+03 7.06e+03 3.03e+02 4.29 6.51e+03 7.55e+03 SI 0.68
rh_10_20 | 20 10 11 0.05 1.45e-01 1.3%e+04 1.35e+04 9.43e+02 6.97 1.19e+04 1.60e+04 SI 2.52
rh 1020 | 20 |10 [ 1000 0.05 | 9.20e+00 1.39e+04 1.39e+04 6.16e+02 4.44 1.28e+04 1.51e+04 SI 0.02
rh_10_25 | 25 10 1000 0.05 9.50e+00 5.73e+03 5.72e+03 2.18e+02 3.82 5.31e+03 6.10e+03 SI 0.20
rh_10_25 | 25 10 11 0.05 1.41e-01 5.73e+03 5.77e+03 3.28e+02 5.68 5.30e+03 6.71e+03 SI 0.79
rh 1030 |30 |10 [ 1000 0.05 | 8.82e+00 2.02e+03 2.02e+03 4.78e+01 2.37 1.94e+03 2.13e+03 SI 0.17
rh_10_30 | 30 10 11 0.05 1.29e-01 2.02e+03 2.03e+03 7.78e+01 3.84 1.87e+03 2.15e+03 SI 0.60
rh_8_ 20 20 8 1000 0.05 1.67e+01 3.76e+04 3.67e+04 2.62e+03 7.15 3.26e+04 4.09e+04 SI 2.43
rh_8_20 20 8 9 0.05 2.17e-01 3.76e+04 2.78e+04 7.09e+03 25.47 1.47e+04 4.30e+04 SI 25.89
rh_8_25 25 8 9 0.05 1.00e-01 7.86e+02 7.66e+02 4.89e+01 6.38 6.91e+02 9.18e+02 SI 2.51
rh_8_ 25 25] 8 1000 0.05 8.54e+00 7.86e+02 7.92e+02 2.86e+01 3.61 7.45e+02 8.67e+02 ST 0.77
rh_8 30 30 8 9 0.05 7.91e-02 2.47e+02 2.49e+02 6.68e+00 2.68 2.38e+02 2.61e+02 SI 0.81
rh_8_30 30 8 1000 0.05 6.44e+00 2.47e+02 2.46e+02 9.77e+00 3.97 2.30e+02 2.67e+02 SI 0.52

Tabla 5.2: Resultados CG




40 CAPITULO 5. EXPERIMENTACION NUMERICA
P m d w € Tiempo (s) Volumen H o olu % min max min < y < max| % Error
birkhoff | 9 4 4 0.05 | 7.65e-03 1.12e+00 1.14e+00 6.47e-02 5.67 1.03e+00 1.32e+00 SI 1.42
birkhoff | 9 4 10000 0.70 | 2.96e+00 1.12e+00 1.18e+00 1.11e-01 9.41 1.05e+00 9.92e-01 NO 5.28
birkhoff | 16 |9 10 0.05 | 4.04e-02 6.21e-02 6.04e-02 7.07e-03 11.70 4.67e-02 7.38e-02 SI 2.74
birkhoff | 16 [ 9 10000 0.70 | 9.30e+00 6.21e-02 6.13e-02 4.76e-03 7.77 5.32e-02 7.73e-02 SI 1.22
birkhoff |25 |16 |18 0.05 | 4.52e-01 1.41e-04 1.26e-04 1.82e-05 14.45 1.06e-04 9.65e-05 NO 10.50
birkhoff | 25 | 16 | 10000 0.70 | 4.52e+01 1.41e-04 1.49e-04 1.87e-05 12.56 1.16e-04 1.95e-04 SI 5.76
birkhoff | 36 |25 |28 0.05 | 3.18e+00 7.35e-09 4.36e-09 9.75e-10 22.37 2.91e-09 6.04e-09 SI 40.73
birkhoff | 36 | 25 | 10000 0.70 | 1.41e+02 7.35e-09 7.49e-09 1.69e-09 22.52 1.00e-08 8.43e-09 NO 1.94
birkhoff | 49 |36 |40 0.05 | 1.69e+01 5.64e-15 1.27e-15 6.32e-16 49.70 1.10e-15 8.68e-16 NO 77.47
birkhoff | 49 | 36 | 10000 0.70 | 4.48e+02 5.64e-15 5.54e-15 1.73e-15 31.23 1.03e-14 8.48e-15 NO 1.80
birkhoff | 64 |49 |54 0.05 | 5.66e+01 4.42e-23 1.05e-25 2.28e-25 217.35 1.24e-25 9.32e-27 NO 99.76
birkhoff | 64 | 49 | 10000 0.70 | 2.34e+03 4.42e-23 4.62e-23 1.68e-23 36.37 2.22e-23 8.48e-23 SI 4.65
birkhoff | 81 | 64 | 10000 0.70 | 2.52e+03 2.60e-33 1.89e-33 7.59e-34 40.13 1.13e-33 7.32e-34 NO 27.22
birkhoff | 100 | 81 | 10000 0.70 | 9.69e+03 8.78e-46 4.16e-46 1.90e-46 45.81 1.41e-46 9.24e-47 NO 52.67
cc 810 |70 |8 9 0.05 | 1.17e-01 1.57e+05 1.87e+06 6.46e+05 34.50 1.22e+06 9.77e+05 NO 1094.11
cc810 [70 |8 1000 0.70 | 2.32e+00 1.57e+05 2.39e+06 3.73e+05 15.59 1.69e+06 3.32e+06 sI 1425.67
cc 810 |70 |8 10000 0.70 | 5.09e+01 1.57e+05 2.40e+06 3.08e+05 12.85 1.93e+06 3.22e+06 SI 1429.82
cc811 |8 |8 9 0.05 | 1.77e-01 1.39e+06 7.55e+07 6.36e+07 84.21 1.09e+07 8.48e+07 SI 5323.09
cc811 [88 |8 1000 0.70 | 3.84e+00 1.39e+06 1.32e+08 4.52e+07 34.20 1.05e+08 9.88e+07 NO 9403.81
cc811 |8 |8 10000 0.70 | 3.35e+01 1.39e+06 1.25e+08 1.61e+07 12.81 1.00e+08 9.38e+07 NO 8912.72
cc 85 10 |8 9 0.05 | 8.82e-02 1.74e-03 1.54e-03 7.62e-04 49.53 3.81e-04 3.27e-03 SI 11.44
cc 85 10 |8 1000 0.70 | 1.78e+00 1.74e-03 1.69e-03 2.91e-04 17.18 1.27e-03 2.40e-03 SI 2.48
c«c 85 10 |8 10000 0.70 | 1.67e+01 1.74e-03 1.71e-03 2.42¢-04 14.12 1.38e-03 2.14e-03 SI 1.22
cc 86 18 |8 1000 0.70 | 1.56e+00 4.44e-01 4.42e-01 5.86e-02 13.24 3.57e-01 6.14e-01 SI 0.45
cc 86 18 |8 10000 0.70 | 1.52e+01 4.44e-01 4.43e-01 5.69e-02 12.84 3.21e-01 5.46e-01 SI 0.37
cc 86 18 |8 9 0.05 | 7.99e-02 4.44e-01 3.88e-01 1.47e-01 37.87 2.08e-01 8.56e-01 SI 12.80
cc 88 40 |8 1000 0.70 | 1.71e+00 7.84e+02 3.08e+03 5.89e+02 19.11 2.21e+03 4.36e+03 SI 292.92
cc 838 40 |8 10000 0.70 | 1.67e+01 7.84e+02 3.09e+03 4.43e+02 14.33 2.21e+03 4.17e+03 SI 293.88
cc 88 40 |8 9 0.05 | 6.88e-02 7.84e+02 2.69e+03 8.41e+02 31.22 1.26e+03 3.96e+03 SI 243.60
cc 89 54 |8 9 0.05 | 4.99e-02 1.33e+04 1.97e+05 4.39e+04 22.27 1.25e+05 3.05e+05 SI 1379.08
cc 89 54 |8 1000 0.70 | 1.31e+00 1.33e+04 1.91e+05 2.32e+04 12.13 1.41e+05 2.35e+05 SI 1331.38
cc 89 54 |8 10000 0.70 | 1.29e+01 1.33e+04 2.03e+05 1.57e+04 7.74 1.76e+05 2.47e+05 SI 1420.96
ccp 56 [10 |11 0.05 | 1.76e-02 2.31e+00 2.34e+00 1.57e-01 6.71 2.05e+00 2.66e+00 SI 1.37
ccp 56 |10 | 1000 0.05 | 6.83e-01 2.31e+00 2.27e+00 1.10e-01 4.86 2.12e+00 2.50e+00 SI 1.82
cross 4 2 2 0.05 | 5.60e-03 2.00e+00 2.03e+00 1.01e-01 4.98 1.81e+00 2.17e+00 SI 1.37
cross 8 3 3 0.05 | 6.14e-03 1.33e+00 1.33e+00 6.71e-02 5.03 1.25e+00 1.50e+00 SI 0.01
cross 16 |4 4 0.05 | 6.75e-03 6.67e-01 6.67e-01 3.53e-02 5.29 6.11e-01 7.66e-01 SI 0.10
cross 32 |5 6 0.05 | 8.48e-03 2.67e-01 2.65e-01 1.17e-02 4.42 2.45e-01 2.82e-01 SI 0.72
cross 64 |6 7 0.05 | 1.23e-02 8.89e-02 8.78e-02 2.73e-03 3.12 8.33e-02 9.39e-02 SI 1.23
cross 128 |7 8 0.05 | 1.53e-02 2.54e-02 2.52e-02 1.02e-03 4.07 2.30e-02 2.69e-02 SI 0.89
cross 256 |8 9 0.05 | 2.20e-02 6.35e-03 6.37e-03 2.80e-04 4.40 5.89e-03 7.02e-03 SI 0.39
cross 512 |9 10 0.05 | 3.40e-02 1.41e-03 1.40e-03 8.01e-05 5.73 1.25e-03 1.54e-03 SI 0.89
P m d w € Tiempo (s) Volumen H ° olu % min max min < u < max| % Error
cross 2,048/ 11 |12 0.05 | 1.86e-01 5.13e-05 5.07e-05 1.29e-06 2.55 4.85e-05 5.29e-05 SI 1.26
cross 4,096 12 | 13 0.05 | 3.18e-01 8.55e-06 8.48e-06 4.47e-07 5.27 7.69e-06 9.25e-06 SI 0.81
cube 4 2 1000 0.05 | 2.18e-01 4.00e+00 4.06e+00 2.40e-01 5.91 3.70e+00 4.52e+00 Sl 1.43
cube 4 2 2 0.05 | 5.64e-03 4.00e+00 4.00e+00 1.75e-01 4.39 3.63e+00 4.36e+00 SI 0.10
cube 6 3 1000 0.05 | 2.46e-01 8.00e+00 7.99e+00 2.52e-01 3.15 7.49e+00 8.68e+00 SI 0.09
cube 6 3 3 0.05 | 6.27e-03 8.00e+00 7.92e+00 3.37e-01 4.25 7.47e+00 8.86e+00 SI 0.96
cube 8 4 1000 0.05 | 2.59e-01 1.60e+01 1.59e+01 8.47e-01 5.33 1.44e+01 1.72e+01 SI 0.59
cube 8 4 4 0.05 | 6.83e-03 1.60e+01 1.62e+01 6.96e-01 4.31 1.47e+01 1.71e+01 SI 0.95
cube 10 |5 6 0.05 | 7.88e-03 3.20e+01 3.28e+01 1.19e+00 3.64 3.08e+01 3.58e+01 Sl 2.49
cube 10 |5 1000 0.05 | 2.91e-01 3.20e+01 3.23e+01 1.07e+00 3.30 3.01e+01 3.39e+01 SI 0.92
cube 12 |6 1000 0.05 | 3.28e-01 6.40e+01 6.38e+01 3.09e+00 4.85 5.78e+01 7.23e+01 SI 0.35
cube 12 |6 7 0.05 | 9.87e-03 6.40e+01 6.49e+01 3.87e+00 5.97 5.80e+01 7.40e+01 SI 1.36
cube 14 |7 1000 0.05 | 4.11e-01 1.28e+02 1.27e+02 4.09e+00 3.23 1.17e+02 1.36e+02 SI 1.05
cube 14 |7 8 0.05 | 1.18e-02 1.28e+02 1.27e+02 4.72e+00 3.72 1.18e+02 1.37e+02 SI 1.05
cube 16 |8 1000 0.05 | 4.37e-01 2.64e+02 2.52e+02 1.06e+01 4.20 2.25e+02 2.71e+02 SI 4.66
cube 16 |8 9 0.05 | 1.03e-02 2.64e+02 2.56e+02 1.21e+01 4.74 2.33e+02 2.82e+02 SI 3.20
cube 18 |9 1000 0.05 | 4.73e-01 5.12e+02 5.20e+02 2.39e+01 4.60 4.82e+02 5.78e+02 SI 1.60
cube 18 |9 10 0.05 | 1.39e-02 5.12e+02 5.12e+02 2.64e+01 5.16 4.72e+02 5.69e+02 SI 0.07
cube 20 |10 | 1000 0.05 | 5.12e-01 1.02e+03 1.03e+03 3.35e+01 3.24 1.01e+03 9.96e+02 NO 0.78
cube 20 [10 |11 0.05 | 1.62e-02 1.02e+03 1.01e+03 4.07e+01 4.02 1.01e+03 1.00e+03 NO 1.19
cube 22 |11 |12 0.05 | 1.62e-02 2.05e+03 2.01e+03 8.51e+01 4.24 1.88e+03 2.15e+03 Sl 2.09
cube 22 |11 | 1000 0.05 | 5.56e-01 2.05e+03 2.05e+03 7.46e+01 3.64 1.90e+03 2.22e+03 SI 0.05
cube 24 |12 | 1000 0.05 | 5.94e-01 4.10e+03 4.00e+03 1.21e+02 3.02 3.80e+03 4.30e+03 SI 2.42
cube 24 |12 |13 0.05 | 2.19e-02 4.10e+03 4.14e+03 2.18e+02 5.27 3.74e+03 4.67e+03 S 1.20
cube 26 |13 |14 0.05 | 4.53e-02 8.19e+03 8.29e+03 4.41e+02 5.33 7.50e+03 9.12e+03 sI 1.16
cube 26 |13 | 1000 0.05 | 6.45e-01 8.19e+03 8.19e+03 3.38e+02 4.13 7.53e+03 8.87e+03 SI 0.08
cube 28 |14 | 1000 0.05 | 7.10e-01 1.64e+04 1.64e+04 6.85e+02 4.19 1.47e+04 1.76e+04 Sl 0.12
cube 28 |14 |15 0.05 | 2.25e-02 1.64e+04 1.63e+04 7.62e+02 4.66 1.51e+04 1.79e+04 SI 0.35
metric 6 6 7 0.05 | 1.29e-02 8.77e+01 8.75e+01 1.24e+01 14.11 1.08e+02 9.84e+01 NO 0.23
metric 25 |10 |11 0.05 | 1.87e-02 7.11e+03 7.04e+03 7.15e+02 10.15 5.79e+03 8.87e+03 SI 0.91
rh_10_ 20 | 20 | 10 | 1000 0.05 | 5.36e-01 1.39e+04 1.37e+04 6.24e+02 4.54 1.27e+04 1.50e+04 SI 1.14
rh 10 20 |20 |10 |11 0.05 | 1.78e-02 1.39e+04 1.35e+04 1.11e+03 8.27 1.18e+04 1.62e+04 SI 2.89
rh_10 25 |25 | 10 | 1000 0.05 | 5.38e-01 5.73e+03 5.86e+03 2.95e+02 5.04 5.36e+03 6.28e+03 SI 2.22
rh 10 25 |25 |10 |11 0.05 | 1.71e-02 5.73e+03 5.53e+03 3.77e+02 6.82 4.76e+03 6.20e+03 SI 3.51
rh 10 30 |30 |10 |11 0.05 | 1.63e-02 2.02e+03 2.01e+03 1.22e+02 6.08 1.80e+03 2.25e+03 SI 0.14
rh_10 30 |30 | 10 | 1000 0.05 | 5.40e-01 2.02e+03 2.00e+03 8.46e+01 4.24 1.88e+03 2.17e+03 SI 1.02
rh 820 |20 |8 9 0.05 | 5.07e-02 3.76e+04 3.83e+04 1.57e+04 40.99 2.33e+04 8.94e+04 sl 1.84
th 820 |20 |8 1000 0.05 | 1.32e+00 3.76e+04 3.88e+04 4.24e+03 10.94 3.14e+04 4.89e+04 SI 3.23
th825 |25 |8 1000 0.05 | 4.63e-01 7.86e+02 7.73e+02 3.28e+01 4.24 7.18e+02 8.38e+02 SI 1.69
rh 825 |25 |8 9 0.05 | 1.36e-02 7.86e+02 7.95e+02 5.82e+01 7.32 6.66e+02 9.06e+02 sl 1.19
rh 830 |30 |8 1000 0.05 | 5.12e-01 2.47e+02 2.48e+02 9.84e+00 3.97 2.28e+02 2.66e+02 SI 0.29
th 830 |30 |8 9 0.05 | 1.33e-02 2.47e+02 2.45e+02 1.17e+01 4.79 2.26e+02 2.65e+02 SI 1.06
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5.1.1. Analisis de resultados

En las figuras y se puede ver la evoluciéon del error de estimacion y el tiempo de ejecuciéon en
funcién de la dimensién del politopo respectivamente.
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Figura 5.1: Error y tiempo de ejecucién en funcién de la dimensién. Los datos se presentan en escala logaritmica.

Con respecto al tiempo de ejecucion, vemos como el algoritmo Sob comienza a crecer de manera exponencial
en dimensiones relativamente bajas, por este motivo es que no se aplicé el algoritmo al conjunto completo de
casos de prueba. Por el contrario, para los algoritmos CG y CB, se puede apreciar como el tiempo de ejecucion
crece de forma polinomial.
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Entrando mas en detalle en el error, vemos que los politopos que tuvieron mayor error relativo, son los
cc_m_n. El algoritmo SoB fue el que arrojé menor error relativo porcentual en la mayoria de los politopos
(aunque cabe destacar que no fue posible aplicarlo en todos los politopos), seguido por el algoritmo CG.

Finalmente, como los algoritmos CG y CB fueron los que se pudieron aplicar a politopos de mayor dimen-
sién, se decidibé que estos algoritmos seran los que se van a aplicar al estudio de los modelos metabdlicos.

5.2. Resultados sorteando muestras dentro del politopo

En este caso se realizaron las pruebas utilizando las cuatro caminatas aleatorias implementadas en la libreria
VolEsti (Random Walk, Billiard, CDHR, RDHR). En las tablas Q, @, @ v b.7 se pueden ver dichos resultados.
Las filas que se presentan en color verde son las filas de las estimaciones que cumplieron el criterio de aceptacién
que definimos (Error relativo porcentual menor al 10 % y un coeficiente de variacién menor a 25 %).

» m | dq N Tiempo (s) Volumen H o olu % min max min < pj < max % Error
birkhoff 9 4 1.00e+05 | 3.22e+00 1.12e+00 1.12e+00 6.21e-03 OE55 1.11e+00 1.13e+00 SI 0.05
birkhoff 16 |9 1.00e+05 | 6.78e+00 6.21e-02 6.21e-02 8.07e-04 1.30 6.05e-02 6.38e-02 SI 0.01
birkhoff 25 | 16 | 1.00e+05 1.39e+01 1.41e-04 1.44e-04 1.12e-05 7.78 1.33e-04 1.90e-04 SI 2.19
birkhoff 36 | 25 | 1.00e+05 | 2.36e+01 7.35e-09 7.29e-09 5.67e-10 7.79 6.56e-09 8.41e-09 SI 0.90
birkhoff 49 |36 | 1.00e+05 | 4.26e+01 5.64e-15 5.51e-15 1.52e-15 27.66 3.18e-15 8.88e-15 SI 2.29
cc_8 10 70 | 8 1.00e+05 | 4.46e+01 1.57e+05 2.45e+06 4.54e+04 1.86 2.34e+06 2.52e+06 SI 1460.39
cc 8 11 88 |8 1.00e+05 | 6.55e+01 1.39e+06 1.35e+08 1.44e+07 10.72 1.07e+08 1.56e+08 il 9576.43
cc 85 10 | 8 1.00e+05 | 4.03e+00 1.74e-03 1.75e-03 6.35e-05 3.62 1.59e-03 1.88e-03 SI 0.98
cc_8 6 18 | 8 1.00e+05 | 7.54e+00 4.44e-01 4.44e-01 1.06e-02 2.39 4.29e-01 4.63e-01 SI 0.00
cc 8 8 40 | 8 1.00e+05 | 2.01e+01 7.84e+02 3.06e+03 8.26e+01 2.70 2.86e+03 3.21e+03 S 290.13
cc 8 9 54 |8 1.00e+05 | 3.37e+01 1.33e+04 1.97e+05 3.09e+03 1.56 1.92e+05 2.03e+05 SI 1380.38
cross 4 2 1.00e+05 1.19e+00 2.00e+00 2.00e+00 4.87e-03 0.24 1.99e+00 2.01e+00 SI 0.03
Cross 8 S| 1.00e+05 | 2.77e+00 1.33e+00 1.33e+00 6.69e-03 0.50 1.32e+00 1.34e+00 SI 0.13
cross 16 | 4 1.00e+05 | 6.53e+00 6.67e-01 6.67e-01 2.87e-03 0.43 6.62e-01 6.74e-01 SI 0.10
cross 32 |5 1.00e+05 1.79e+01 2.67e-01 2.65e-01 9.54e-03 3.60 2.24e-01 2.70e-01 SI 0.73
Cross 64 | 6 1.00e+05 | 5.29e+01 8.89e-02 8.88e-02 8.03e-04 0.90 8.74e-02 9.04e-02 SI 0.07
cross 128| 7 1.00e+05 1.74e+02 2.54e-02 2.50e-02 1.57e-03 6.27 1.83e-02 2.61e-02 SI 1.59
metric 6 6 1.00e+05 | 2.95e+00 8.77e+01 8.67e+01 1.12e+00 1.29 8.48e+01 8.93e+01 SI 1.12
metric 25 | 10 | 1.00e+05 1.32e+01 7.11e+03 7.12e+03 2.14e+02 3.01 6.67e+03 7.51e+03 SI 0.10
rh_10_20 | 20 | 10 | 1.00e+05 1.03e+01 1.39e+04 1.39e+04 4.05e+02 2.92 1.32e+04 1.51e+04 SI 0.02
rh_10_25 25 | 10 | 1.00e+05 1.38e+01 5.73e+03 5.75e+03 1.16e+02 2.02 5.56e+03 6.00e+03 SI 0.34
rh_10_30 30 | 10 | 1.00e+05 1.77e+01 2.02e+03 2.02e+03 2.32e+01 LIS 1.97e+03 2.08e+03 SI 0.07
rh_8 20 20 | 8 1.00e+05 1.39e+01 3.76e+04 3.77e+04 1.31e+03 3.47 3.42e+04 3.98e+04 SI 0.42
rh_8 25 25 |8 1.00e+05 1.33e+01 7.86e+02 7.85e+02 1.06e+01 1.36 7.61e+02 8.07e+02 SI 0.10
rh_8 30 30 |8 1.00e+05 1.69e+01 2.47e+02 2.50e+02 1.13e+01 4.51 2.44e+02 2.98e+02 SI 1.00

Tabla 5.4: Resultados Ball Walk
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P m | d N Tiempo (s) Volumen H o olu % min max min < p < max % Error
birkhoff 9 4 1.00e+05 | 3.21e+00 1.12e+00 1.12e+00 7.17e-03 0.64 1.11e+00 1.14e+00 ST 0.14
birkhoff 16 |9 1.00e+05 | 6.86e+00 6.21e-02 6.23e-02 1.08e-03 ilo7/8) 5.96e-02 6.42e-02 St 0.32
birkhoff 25 | 16 | 1.00e+05 1.30e+01 1.41e-04 1.41e-04 4.20e-06 2.97 1.34e-04 1.50e-04 SI 0.36
birkhoff 36 | 25 | 1.00e+05 | 2.36e+01 7.35e-09 7.19e-09 3.75e-10 5.22 6.49e-09 7.85e-09 ST 2.16
birkhoff 49 | 36 | 1.00e+05 | 4.28e+01 5.64e-15 5.70e-15 1.34e-15 23857 3.39e-15 8.56e-15 St 1.02
cc_8 10 70 | 8 1.00e+05 | 4.52e+01 1.57e+05 2.45e+06 5.13e+04 2.09 2.33e+06 2.54e+06 SI 1461.36
cc 8 11 88 |8 1.00e+05 | 6.36e+01 1.39e+06 1.26e+08 1.40e+07 11.10 1.06e+08 1.64e+08 ST 8969.24
cc 8 5 10 | 8 1.00e+05 | 3.96e+00 1.74e-03 1.73e-03 5.14e-05 2.96 1.62e-03 1.81e-03 SI 0.07
cc_ 8 6 18 | 8 1.00e+05 | 7.53e+00 4.44e-01 4.25e-01 8.03e-02 18.88 7.77e-02 4.61e-01 SI 4.32
cc 8 8 40 | 8 1.00e+05 | 2.01e+01 7.84e+02 3.12e+03 9.14e+01 2.93 2.93e+03 3.30e+03 ST 298.20
cc_ 8 9 54 |8 1.00e+05 | 3.30e+01 1.33e+04 1.96e+05 3.72e+03 1.90 1.90e+05 2.04e+05 Sl 1370.06
cross 4 2 1.00e+05 1.19e+00 2.00e+00 2.00e+00 5.53e-03 0.28 1.99e+00 2.01e+00 SI 0.04
Cross 8 3 1.00e+05 | 2.77e+00 1.33e+00 1.33e+00 4.66e-03 0.35 1.32e+00 1.34e+00 ST 0.03
Cross 16 | 4 1.00e+05 | 6.50e+00 6.67e-01 6.66e-01 3.56e-03 0E58 6.59e-01 6.74e-01 SI 0.05
cross 32 |5 1.00e+05 1.82e+01 2.67e-01 2.59e-01 3.54e-02 13.67 1.05e-01 2.69e-01 SI 3.00
Cross 64 | 6 1.00e+05 5.48e+01 8.89e-02 8.87e-02 8.39e-04 0.95 8.59e-02 8.99e-02 ST 0.19
cross 1287 | 1.00e+05 | 1.72e+02 2.54e-02 2.55e-02 2.58e-04 1.01 2.52e-02 2.63e-02 SI 0.41
metric 6 6 1.00e+05 | 3.02e+00 8.77e+01 8.62e+01 1.57e+00 1.82 8.39e+01 8.90e+01 SI 1.77
metric 25 | 10 | 1.00e+05 1.30e+01 7.11e+03 7.06e+03 2.34e+02 3.32 6.59e+03 7.52e+03 ST 0.72
rh_10 20 |20 | 10 | 1.00e+05 | 1.04e+01 1.39e+04 1.38e+04 2.68e+02 1.94 1.31e+04 1.43e+04 sl 0.36
rh_10_25 25 | 10 | 1.00e+05 1.38e+01 5.73e+03 5.72e+03 9.80e+01 1.71 5.53e+03 5.87e+03 SI 0.11
rh_10_30 30 | 10 | 1.00e+05 1.77e+01 2.02e+03 2.02e+03 3.15e+01 1.56 1.96e+03 2.08e+03 SI 0.15
rh_8 20 20 |8 1.00e+05 | 9.80e+00 3.76e+04 3.73e+04 1.73e+03 4.63 3.25e+04 4.01e+04 SI 0.65
rh_8_25 25 | 8 1.00e+05 1.32e+01 7.86e+02 7.86e+02 6.03e+00 0.77 7.78e+02 8.00e+02 SI 0.05
rh_8 30 30 |8 1.00e+05 1.67e+01 2.47e+02 2.48e+02 3.27e+00 1.32 2.43e+02 2.54e+02 SI 0.06
Tabla 5.5: Resultados Billiard
P m | dq N Tiempo (s) Volumen H o olu % min max min < p < max % Error
birkhoff 9 4 1.00e+05 | 3.20e+00 1.12e+00 1.13e+00 4.22e-03 0.37 1.12e+00 1.13e+00 SI 0.07
birkhoff 16 |9 1.00e+05 | 6.87e+00 6.21e-02 6.19e-02 9.72e-04 1.57 6.01e-02 6.39e-02 SI 0.22
birkhoff 25 | 16 | 1.00e+05 | 1.29e+01 1.41e-04 1.39e-04 5.28e-06 3.80 1.29e-04 1.47e-04 Sl 1.27
birkhoff 36 | 25 | 1.00e+05 | 2.36e+01 7.35e-09 7.42e-09 6.07e-10 8.18 5.99e-09 8.58e-09 SI 0.94
birkhoff 49 | 36 | 1.00e+05 | 4.25e+01 5.64e-15 5.52e-15 1.19e-15 21.59 3.48e-15 9.23e-15 ST} 2.17
birkhoff 64 | 49 | 1.00e+05 | 7.18e+01 4.42e-23 5.00e-23 2.82e-23 56.42 1.12e-22 8.67e-23 NO 13.15
cc_8 10 70 | 8 1.00e+05 | 4.90e+01 1.57e+05 2.45e+06 5.42e+04 2.21 2.37e+06 2.54e+06 SI 1463.62
cc 8 11 88 |8 1.00e+05 | 6.57e+01 1.39e+06 1.25e+08 1.25e+07 10.03 1.11e+08 9.74e+07 NO 8869.94
cc 85 10 | 8 1.00e+05 | 3.96e+00 1.74e-03 1.73e-03 5.08e-05 2.94 1.63e-03 1.82e-03 SI 0.29
cc 8 6 18 | 8 1.00e+05 | 7.53e+00 4.44e-01 4.45e-01 1.50e-02 3.36 4.26e-01 4.78e-01 SI 0.19
cc 8 8 40 | 8 1.00e+05 | 2.01e+01 7.84e+02 3.11e+03 9.28e+01 2.98 2.90e+03 3.33e+03 ST 296.54
cc 8 9 54 |8 1.00e+05 | 3.38e+01 1.33e+04 1.98e+05 3.88e+03 1.96 1.93e+05 2.07e+05 il 1385.59
cross 4 2 1.00e+05 1.08e+00 2.00e+00 2.00e+00 0.00e+00 0.00 2.00e+00 2.00e+00 NO 0.21
Cross 8 3 1.00e+05 | 2.79e+00 1.33e+00 1.33e+00 5.49e-03 0.41 1.32e+00 1.34e+00 SI 0.04
Cross 16 | 4 1.00e+05 | 6.45e+00 6.67e-01 6.67e-01 4.68e-03 0.70 6.58e-01 6.74e-01 SI 0.12
cross 32 |5 1.00e+05 1.77e+01 2.67e-01 2.67e-01 2.07e-03 0.78 2.64e-01 2.72e-01 SI 0.14
Cross 64 | 6 1.00e+05 5.24e+01 8.89e-02 8.93e-02 7.29e-04 0.82 8.77e-02 9.11e-02 SI 0.47
Cross 128| 7 1.00e+05 1.97e+02 2.54e-02 2.56e-02 8.24e-04 53.722) 2.48e-02 2.93e-02 SI 0.83
cross 256| 8 1.00e+05 | 6.17e+02 6.35e-03 6.35e-03 7.86e-05 1.24 6.19e-03 6.52e-03 SI 0.06
metric 6 6 1.00e+05 | 3.13e+00 8.77e+01 8.63e+01 1.51e+00 1.75 8.27e+01 8.88e+01 SI 1.66
metric 25 | 10 | 1.00e+05 1.33e+01 7.11e+03 7.09e+03 2.36e+02 SIS 6.72e+03 7.66e+03 SI 0.27
rh_10_20 20 | 10 | 1.00e+05 1.03e+01 1.39e+04 1.41e+04 3.98e+02 2.83 1.30e+04 1.49e+04 SI 1.21
rh_10_25 25 | 10 | 1.00e+05 1.38e+01 5.73e+03 5.71e+03 1.22e+02 2.13 5.50e+03 5.96e+03 SI 0.27
rh_10_30 30 | 10 | 1.00e+05 1.76e+01 2.02e+03 2.01e+03 2.75e+01 sy 1.95e+03 2.05e+03 SI 0.25
rh_8_20 20 |8 1.00e+05 1.01e+01 3.76e+04 3.81e+04 1.53e+03 4.02 3.58e+04 4.14e+04 SI 1.35
rh_8 25 25 |8 1.00e+05 1.32e+01 7.86e+02 7.89e+02 1.19e+01 1.51 7.57e+02 8.10e+02 SI 0.41
rh 830 |30 |8 |1.00e+05 | 1.68e+01 2.47e+02 2.47e+02 3.31e+00 1.34 2.41e+02 2.53e+02 SI 0.02

Tabla 5.6: Resultados CDHR
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P m | d N Tiempo (s) Volumen H = olu % min L min < p < max % Error
birkhoff 9 1.00e+05 3.25e+00 1.12e+00 1.13e+00 6.35e-03 0.56 1.11e+00 1.14e+00 SI 0.20
birkhoff 16 1.00e+05 6.84e+00 6.21e-02 6.21e-02 7.12e-04 1.15 6.03e-02 6.31e-02 SI 0.03
birkhoff 25 | 16 | 1.00e+05 1.28e+01 1.41e-04 1.35e-04 1.97e-05 14.55 5.07e-05 1.44e-04 SI 4.10
birkhoff 36 |25 | 1.00e+05 2.36e+01 7.35e-09 7.48e-09 5.42e-10 Va2 6.44e-09 8.75e-09 SI 1.72
birkhoff 49 | 36 | 1.00e+05 | 4.26e+01 5.64e-15 5.00e-15 8.58e-16 17.16 3.83e-15 6.98e-15 SI 11.35
cc_8_ 10 70 | 8 1.00e+05 | 4.54e+01 1.57e+05 2.43e+06 7.51e+04 3.08 2.31e+06 2.58e+06 ST 1452.36
cc_8 11 88 |8 1.00e+05 6.77e+01 1.39e+06 1.26e+08 1.41e+07 11.24 1.05e+08 1.56e+08 SI 8928.16
cc_ 8 5 10 | 8 1.00e+05 3.98e+00 1.74e-03 1.76e-03 5.21e-05 2.97 1.68e-03 1.88e-03 SI 1.21
cc 8 6 18 | 8 1.00e+05 7.51e+00 4.44e-01 4.28e-01 9.06e-02 21.17 3.50e-02 4.63e-01 SI 3.68
cc_ 8 8 40 | 8 1.00e+05 2.00e+01 7.84e+02 3.10e+03 8.39e+01 2.70 2.97e+03 3.31e+03 SI 295.63
cc_ 8 9 54 |8 1.00e+05 3.31e+01 1.33e+04 1.97e+05 4.38e+03 2.22 1.91e+05 2.09e+05 SI 1379.96
Cross 4 2 1.00e+05 5.85e+01 2.00e+00 1.99e+00 4.28e-03 0.21 1.98e+00 2.00e+00 ST} 0.31
cross 8 3 1.00e+05 2.79e+00 1.33e+00 1.33e+00 5.52e-03 0.41 1.32e+00 1.34e+00 SI 0.07
cross 16 | 4 1.00e+05 6.55e+00 6.67e-01 6.66e-01 4.10e-03 0.62 6.58e-01 6.76e-01 SI 0.11
Cross 32 |5 1.00e+05 1.76e+01 2.67e-01 2.67e-01 1.95e-03 0.73 2.63e-01 2.70e-01 ST 0.06
Cross 64 |6 1.00e+05 5.54e+01 8.89e-02 8.87e-02 7.98e-04 0.90 8.75e-02 9.07e-02 SI 0.24
cross 128| 7 1.00e+05 1.91e+02 2.54e-02 2.52e-02 7.79e-04 3.09 2.21e-02 2.60e-02 SI 0.58
metric 6 6 1.00e+05 2.89e+00 8.77e+01 8.63e+01 1.05e+00 1.21 8.47e+01 8.80e+01 ST 1.60
metric 25 [ 10 | 1.00e+05 1.32e+01 7.11e+03 7.10e+03 1.69e+02 2.38 6.82e+03 7.45e+03 SI 0.18
rh_10_20 20 | 10 | 1.00e+05 1.04e+01 1.39e+04 1.39e+04 3.87e+02 2.78 1.33e+04 1.46e+04 SI 0.26
rh_10_25 25 | 10 | 1.00e+05 1.39e+01 5.73e+03 5.74e+03 1.30e+02 2.27 5.58e+03 6.01e+03 ST 0.27
rh_10_30 30 10 1.00e+05 1.76e+01 2.02e+03 1.97e+03 1.77e+02 8.94 1.22e+03 2.07e+03 SI 2.02
rh_8 20 20 1.00e+05 9.81e+00 3.76e+04 3.79e+04 1.99e+03 525 3.42e+04 4.25e+04 SI 0.98
rh_8_25 723 1.00e+05 1.33e+01 7.86e+02 7.87e+02 8.06e+00 1.02 7.71e+02 8.01e+02 SI 0.09
rh_8 30 30 |8 1.00e+05 1.69e+01 2.47e+02 2.48e+02 2.88e+00 1.16 2.41e+02 2.54e+02 SI 0.24
Tabla 5.7: Resultados RDHR
5.2.1. Andlisis de resultados

En las figuras @ y se puede ver la evolucién del error de estimacién y el tiempo de ejecucién en funcién

de la dimensién respectivamente. Los datos se presentan discriminados por caminata aleatoria.

Caminata aleatoria

Baw
le+3 — BiW
5 — CDHR
— RDHR
2
100
S
§ 10
,\§ 5
=
|
g 2
= 1
2
0.1
5
2
0.01
5 10 15 20 25 30 35 40 45
Dimension
Tabla 5.8: Error en funcién de la dimension. Los datos se presentan en escala logaritmica.
Con respecto al error, vemos que en general hay un promedio de error relativo bajo. Pero en el caso de los
politopos_que hacen que se presente el pico que se ve en la grafica p.8, se puede observar en la tabla y en
la figura que son politopos que tienen un volumen muy pequenio, en relacion al espacio de referencia y al

mismo tiempo, este espacio es de volumen muy grande. Esto era de esperarse debido a la importancia que tiene
para el método de Monte Carlo Directo la selecciéon de un espacio de referencia que se ajuste lo mas posible al

politopo.



5.2. RESULTADOS SORTEANDO MUESTRAS DENTRO DEL POLITOPO 45

P Volumen | Volumen ER Volumen ER % Error
cross d= 6 1.3%e-03 6.40e+01 0.01
cross d= 4 4.17e-02 1.60e+01 0.02
birkhoff d= 4 1.00e+00 1.12e+00 0.02
birkhoff d= 9 6.21e-02 1.00e+00 0.03
cross d= 3 1.67e-01 8.00e+00 0.05
rh_10_25d= 10 1.47e-05 3.89e+08 0.06
cross d= 8 2.48e-05 2.56e+02 0.06
rh_8 25d=8 2.35e-04 3.34e+06 0.09
birkhoff d= 25 7.35e-09 1.00e+00 0.10
cross d= 2 5.00e-01 4.00e+00 ©l5)
ccp d= 10 2.26e-03 1.02e+03 0.13
cross d= 7 1.98e-04 1.28e+02 0.19
metric d= 10 1.18e-04 6.05e+07 0.27
rh_10_20 d= 10 3.84e-06 3.61e+09 0.28
rh_8_30 d= 8 8.03e-04 3.08e+05 0.32
cc_ 8 5d=38 3.01e-06 5.76e+02 0.46
rh_10_30 d= 10 2.71e-05 7.45e+07 0.51
rh_8_20 d= 8 2.24e-07 1.68e+11 0858
birkhoff d= 16 1.41e-04 1.00e+00 0.71
cross d= 5 8.33e-03 3.20e+01 0.91
metric d= 6 1.88e-03 4.67e+04 1.54
cc_ 8 6d=8 3.16e-06 1.41e+05 %S5
birkhoff d= 36 5.64e-15 1.00e+00 3.70
birkhoff d= 49 4.42e-23 1.00e+00 ilgkils
cc_8 8d=38 2.09e-06 3.76e+08 295.12
cc_8.9d=38 6.10e-06 2.1%e+09 1,379.00
cc_8.10d=8 9.25e-07 1.70e+11 1,459.43
cc_8.11d=8 1.69e-10 8.25e+15 9,085.94

Tabla 5.9: Proporcién del volumen de P dentro del espacio de referencia.

Algoritmo
le+4 B Baw
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M CDHR
RDHR
le+3 =
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=
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Figura 5.3: Error relativo porcentual calculado para cada politopo. Los datos se presentan en escala logaritmica.

Fl tiempo de ejecucién del algoritmo depende de la dimensién del politopo, como puede verse en la figura
4 a medida que aumenta la dimensién aumenta el tiempo de ejecucién. Sin embargo, se ve también que
la cantidad de restricciones que tiene P, afecta drasticamente el tiempo de ejecucién (el pico de la gréfica
corresponde al politopo cross 7 que tiene 128 restricciones). Esto es razonable porque por cada restriccién que
tiene P se agrega una iteracion del algoritmo, en la cual se sortean n muestras dentro del espacio de referencia
y se verifican cuantos puntos cumplen con todas las restricciones incluidas hasta el momento. En la figura b
se presenta la grafica de tiempo en funcién de la cantidad de restricciones, en dicha gréifica se puede ver mas
facilmente este comportamiento.
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Figura 5.4: Tiempo de ejecucion

Finalmente, teniendo en cuenta los promedios de error y tiempo de ejecuciéon de todos los resultados obte-
nidos, vemos que la caminata aleatoria con mayor tiempo de ejecucion fue RDHR, entre CDHR, BaW y BiW
no hubo grandes diferencia, siendo BiW la que mostré un mejor desempeno. Con respecto al error, las cuatro
caminatas tuvieron magnitudes similares en el promedio del error, con el siguiente orden descendente: BaW,



5.3. RESULTADOS FC 47

BiW, RDHR y CDHR. Se podria decir que a nivel prictico la caminata que mejor rindié fue CDHR, ya que
obtuvo el menor promedio de error, en un tiempo de ejecucién razonable con respecto a las otras tres. Debido
a esto, es que se decidié que la variante de este algoritmo que vamos a utilizar para realizar la experimentacién
numérica con los modelos metabdlicos es la que utiliza la caminata aleatoria CDH R.

5.3. Resultados FC

A continuacion, en las tablas y , se muestran los resultados obtenidos al aplicar el algoritmo FC
en sus dos variantes. Las filas que se presentan en color verde son las filas de las estimaciones que cumplieron
el criterio de aceptacién que definimos (Error relativo porcentual menor al 10 % y un coeficiente de variacién
menor a 25 %).

Resultados FC Centro Fijo

P m d N Tiempo (s) Volumen H c olu % min max min < pu < max % Error
birkhoff 9 4 1.00e+05 4.95e+00 1.12e+00 1.13e+00 6.06e-03 0.54 1.11e+00 1.14e+00 SI 0.04
birkhoff 16 9 1.00e+05 5.18e+00 6.21e-02 6.07e-02 5.27e-03 8.69 4.82e-02 7.50e-02 SI 2.27
birkhoff 25 16 | 1.00e+05 5.28e+00 1.41e-04 8.26e-05 2.82e-04 341.94 1.34e-06 1.34e-03 SI 41.41
birkhoff 36 25 | 1.00e+05 5.68e+00 7.35e-09 i) 3.49e-09 119.82 3.14e-15 1.42e-08 S 60.43
birkhoff 49 36 | 1.00e+05 5.99e+00 5.64e-15 5.60e-15 2.92e-14 520.57 1.02e-15 9.80e-16 NO 0.63
cc_8_10 70 8 1.00e+05 6.20e+00 1.57e+05 1.30e+06 9.21e+05 70.61 1.04e+06 8.64e+05 NO 731.76
cc_8 11 88 8 1.00e+05 6.71e+00 1.39e+06 1.45e+07 6.54e+06 45.11 1.03e+07 9.86e+06 NO 942.12
cc 85 10 8 1.00e+05 4.99e+00 1.74e-03 1.59e-03 7.04e-04 44.20 6.53e-04 4.26e-03 SI 8.29
cc 8 6 18 8 1.00e+05 5.21e+00 4.44e-01 BIbbes0ill 3.08e-01 86.90 1.65e-01 2.17e+00 SI 20.21
cc 8 8 40 8 1.00e+05 6.05e+00 7.84e+02 3.39e+03 4.05e+03 119.37 1.15e+03 9.80e+02 NO 332.58
cc 8 9 54 8 1.00e+05 6.48e+00 1.33e+04 2.25e+05 2.06e+05 91.81 1.23e+05 4.12e+05 SI 1585.51
ccp 56 10 1.00e+05 5.97e+00 2.31e+00 2.31e+00 2.57e-02 1.11 2.27e+00 2.40e+00 SI 0.01
cross 4 2 1.00e+05 4.99e+00 2.00e+00 2.00e+00 1.53e-03 0.08 2.00e+00 2.00e+00 SI 0.00
cross 8 3 1.00e+05 5.05e+00 1.33e+00 1.33e+00 1.54e-03 0.12 1.33e+00 1.34e+00 SI 0.00
cross 16 4 1.00e+05 5.19e+00 6.67e-01 6.66e-01 1.04e-03 0.16 6.64e-01 6.69e-01 SI 0.03
cross 32 5 1.00e+05 5.53e+00 2.67e-01 2.67e-01 5.26e-04 0.20 2.66e-01 2.68e-01 SI 0.05
cross 64 6 1.00e+05 6.37e+00 8.89e-02 8.89e-02 2.28e-04 0.26 8.84e-02 8.94e-02 SI 0.03
cross 128 7 1.00e+05 7.80e+00 2.54e-02 2.54e-02 8.20e-05 0.32 2.52e-02 2.56e-02 SI 0.01
cross 256 8 1.00e+05 1.47e+01 6.35e-03 6.35e-03 2.38e-05 0.38 6.28e-03 6.40e-03 SI 0.00
cross 512 9 1.00e+05 1.62e+01 1.41e-03 1.41e-03 6.55e-06 0.46 1.40e-03 1.42e-03 SI 0.01
cross 1,024 | 10 | 1.00e+05 2.93e+01 2.82e-04 2.82e-04 1.58e-06 0.56 2.79e-04 2.85e-04 SI 0.02
cross 2,048 | 11 | 1.00e+05 5.56e+01 5.13e-05 5.13e-05 2.72e-07 (0l 1555} 5.07e-05 5.l SI 0.11
cross 4,096 | 12 | 1.00e+05 1.06e+02 8.55e-06 8.55e-06 5.94e-08 0.69 8.40e-06 8.66e-06 SI 0.03
cube 4 2 1.00e+05 4.64e+00 4.00e+00 4.00e+00 3.01e-03 0.08 3.99e+00 4.01e+00 SI 0.01
cube 6 3 1.00e+05 4.77e+00 8.00e+00 8.00e+00 1.09e-02 0.14 7.98e+00 8.02e+00 SI 0.01
cube 8 4 1.00e+05 4.86e+00 1.60e+01 1.60e+01 2.52e-02 0.16 1.60e+01 1.61e+01 SI 0.01
cube 10 3 1.00e+05 5.00e+00 3.20e+01 3.20e+01 6.76e-02 0.21 3.19e+01 3.21e+01 SI 0.10
cube 12 6 1.00e+05 5.02e+00 6.40e+01 6.40e+01 1.83e-01 0.29 6.36e+01 6.43e+01 SI 0.06
cube 14 7 1.00e+05 5.01e+00 1.28e+02 1.28e+02 4.31e-01 0.34 1.27e+02 1.28e+02 SI 0.06
cube 16 8 1.00e+05 5.10e+00 2.64e+02 2.56e+02 8.98e-01 OESE) 2.54e+02 2.57e+02 SI 3.06
cube 18 9 1.00e+05 5.15e+00 5.12e+02 5.11e+02 2.30e+00 0.45 5.08e+02 5.17e+02 SI 0.28
cube 20 10 | 1.00e+05 5.16e+00 1.02e+03 1.02e+03 5.21e+00 0.51 1.01e+03 1.03e+03 SI 0.06
cube 22 11 | 1.00e+05 5.07e+00 2.05e+03 2.05e+03 1.15e+01 0.56 2.02e+03 2.06e+03 SI 0.09
cube 24 12 | 1.00e+05 5.57e+00 4.10e+03 4.08e+03 2.18e+01 (0l 155) 4.03e+03 4.13e+03 SI 0.28
cube 26 13 | 1.00e+05 5.69e+00 8.19e+03 8.19e+03 5.76e+01 0.70 8.08e+03 8.27e+03 SI 0.01
cube 28 14 1.00e+05 5.72e+00 1.64e+04 1.63e+04 1.07e+02 0.66 1.61e+04 1.65e+04 SI 0.34
metric 6 6 1.00e+05 4.92e+00 8.77e+01 8.59e+01 2.13e+00 2.48 8.08e+01 8.91e+01 SI 2.06
metric 25 10 | 1.00e+05 5.24e+00 7.11e+03 7.21e+03 1.07e+03 14.91 1.14e+04 8.39e+03 NO 1.43
rh_10_20 20 10 | 1.00e+05 5.20e+00 1.39e+04 1.39e+04 7.36e+02 5829) 1.27e+04 1.55e+04 SI 0.29
rh_10_25 25 10 | 1.00e+05 5.28e+00 5.73e+03 5.74e+03 1.74e+02 3.04 5.49e+03 6.10e+03 SI 0.11
rh_10_30 30 10 | 1.00e+05 5.42e+00 2.02e+03 2.02e+03 2.79e+01 1.38 1.98e+03 2.11e+03 SI 0.15
rh_8 20 20 8 1.00e+05 5.27e+00 3.76e+04 2.47e+04 1.67e+04 67.78 1.01e+04 7.55e+04 SI 34.31
rh_8 25 25 8 1.00e+05 5.28e+00 7.86e+02 7.86e+02 1.19e+01 1L 7.60e+02 8.06e+02 SI 0.03
rh_8 30 30 8 1.00e+05 5.47e+00 2.47e+02 2.48e+02 1.27e+00 0.51 2.45e+02 2.50e+02 SI 0.11

Tabla 5.10: Resultados FC con centro fijo

Resultados FC Centro Variable
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P m | N Tiempo (s) Volumen H o olu % min max min < p < max % Error
birkhoff 9 4 1.00e+05 6.74e+00 1.12e+00 1.13e+00 9.02e-03 0.80 1.11e+00 1.15e+00 SI 0.09
birkhoff 16 9 1.00e+05 7.07e+00 6.21e-02 6.22e-02 6.19e-03 9.96 4.92e-02 7.70e-02 SI 0.11
birkhoff 25 16 | 1.00e+05 7.07e+00 1.41e-04 9.98e-05 6.99e-05 70.06 2.22e-05 3.07e-04 SI 29.18
birkhoff 36 25 | 1.00e+05 7.48e+00 7.35e-09 3.84e-08 2.34e-07 609.82 6.75e-12 1.50e-06 SI 421.72
birkhoff 49 36 | 1.00e+05 8.04e+00 5.64e-15 ilysisteily/ 7.04e-17 459.01 1.02e-19 9.35e-21 NO &) 7/E)
cc 8 10 70 8 1.00e+05 7.91e+00 1.57e+05 1.92e+06 2.68e+06 139.42 1.01e+06 9.69e+05 NO 1123.72
cc 8 11 88 8 1.00e+05 6.61e+00 1.39e+06 2.35e+07 7.03e+06 29.90 1.99e+07 9.77e+06 NO 1589.41
cc 85 10 8 1.00e+05 6.79e+00 1.74e-03 1.74e-03 1.59e-03 91.31 3.80e-04 9.22e-03 SI 0.41
cc 8 6 18 8 1.00e+05 7.31e+00 4.44e-01 4.25e-01 3.33e-01 78.39 7.77e-02 1.65e+00 SI 4.48
cc 8 8 40 8 1.00e+05 7.66e+00 7.84e+02 4.36e+03 9.73e+03 223.22 1.06e+03 9.96e+02 NO 456.04
cc 89 54 8 1.00e+05 7.60e+00 1.33e+04 1.83e+05 4.35e+04 2L 7) 1.14e+05 3.52e+05 SI 1270.60
ccp 56 10 1.00e+05 7.80e+00 2.31e+00 2.33e+00 1.03e-01 4.40 2.08e+00 2.51e+00 SI 0.86
cross 4 2 1.00e+05 7.13e+00 2.00e+00 2.00e+00 3.01e-03 0.15 1.99e+00 2.01e+00 SI 0.01
cross 8 3 1.00e+05 7.68e+00 1.33e+00 1.33e+00 3.07e-03 0.23 1.33e+00 1.34e+00 SI 0.01
cross 16 4 1.00e+05 7.68e+00 6.67e-01 6.67e-01 2.40e-03 0.36 6.62e-01 6.72e-01 SI 0.03
cross 32 5 1.00e+05 7.77e+00 2.67e-01 2.66e-01 1.60e-03 0.60 2.64e-01 2.71e-01 SI 0.09
cross 64 6 1.00e+05 8.26e+00 8.89e-02 8.88e-02 6.36e-04 0.72 8.74e-02 9.02e-02 SI 0.12
cross 128 7 1.00e+05 9.28e+00 2.54e-02 2.54e-02 2.80e-04 1.10 2.48e-02 2.62e-02 SI 0.08
cross 256 8 1.00e+05 1.21e+01 6.35e-03 6.35e-03 8.70e-05 1.37 6.14e-03 6.55e-03 SI 0.05
cross 512 9 1.00e+05 1.82e+01 1.41e-03 1.41e-03 2.58e-05 1.84 1.36e-03 1.46e-03 SI 0.42
cross 1,024 | 10 | 1.00e+05 3.17e+01 2.82e-04 2.82e-04 6.55e-06 2.32 2.69e-04 2.93e-04 SI 0.11
cross 2,048 | 11 | 1.00e+05 5.64e+01 5.13e-05 5.17e-05 2.34e-06 4.52 4.75e-05 5.61e-05 SI 0.67
cross 4,096 | 12 | 1.00e+05 9.82e+01 8.55e-06 8.67e-06 4.82e-07 5515 7.90e-06 9.58e-06 SI i)
cube 4 2 1.00e+05 6.72e+00 4.00e+00 4.00e+00 4.38e-03 0.11 3.99e+00 4.01e+00 SI 0.01
cube 6 3 1.00e+05 6.65e+00 8.00e+00 8.00e+00 2.18e-02 0.27 7.95e+00 8.04e+00 SI 0.00
cube 8 4 1.00e+05 6.50e+00 1.60e+01 1.60e+01 5.77e-02 0.36 1.59e+01 1.61e+01 SI 0.04
cube 10 5 1.00e+05 6.53e+00 3.20e+01 3.20e+01 1.81e-01 0.56 3.15e+01 3.23e+01 SI 0.06
cube 12 6 1.00e+05 6.73e+00 6.40e+01 6.39e+01 5.75e-01 0.90 6.27e+01 6.55e+01 SI 0.12
cube 14 7 1.00e+05 6.72e+00 1.28e+02 1.28e+02 1.73e+00 1.35 1.24e+02 1.31e+02 SI 0.10
cube 16 8 1.00e+05 6.62e+00 2.64e+02 2.56e+02 4.63e+00 1.81 2.49e+02 2.64e+02 SI S81'5)
cube 18 9 1.00e+05 6.76e+00 5.12e+02 5.07e+02 1.12e+01 2.21 4.85e+02 5.32e+02 SI 0.91
cube 20 10 | 1.00e+05 6.90e+00 1.02e+03 1.02e+03 2.36e+01 PASHE 1.00e+03 9.96e+02 NO 0.18
cube 22 11 | 1.00e+05 6.85e+00 2.05e+03 2.03e+03 1.04e+02 5.10 1.84e+03 2.26e+03 SI 0.69
cube 24 12 | 1.00e+05 7.00e+00 4.10e+03 4.05e+03 2.08e+02 5.14 3.69e+03 4.51e+03 SI 1.18
cube 26 13 | 1.00e+05 7.11e+00 8.19e+03 8.02e+03 5.47e+02 6.82 7.06e+03 9.18e+03 SI 2.05
cube 28 14 1.00e+05 6.93e+00 1.64e+04 1.67e+04 1.96e+03 11.77 1.40e+04 2.08e+04 SI 1.70
metric 6 6 1.00e+05 6.58e+00 8.77e+01 8.60e+01 3.82e+00 4.44 8.03e+01 9.61e+01 SI 1.92
metric 25 10 1.00e+05 7.34e+00 7.11e+03 7.21e+03 9.90e+02 13.72 5.37e+03 9.63e+03 SI 1.43
rh_10_20 20 10 | 1.00e+05 6.99e+00 1.39e+04 1.32e+04 2.23e+03 16.87 1.01e+04 1.74e+04 SI 4.63
rh_10_25 25 10 | 1.00e+05 7.06e+00 5.73e+03 5.67e+03 9.17e+02 16.17 4.33e+03 8.92e+03 SI 1.06
rh_10_30 30 10 | 1.00e+05 7.21e+00 2.02e+03 2.00e+03 1.38e+02 6.89 1.77e+03 2.30e+03 SI 0.84
rh_8 20 20 8 1.00e+05 6.86e+00 3.76e+04 3.10e+04 1.96e+04 63.27 1.55e+04 9.18e+04 SI i3/
rh_8 25 25| 8 1.00e+05 6.91e+00 7.86e+02 7.78e+02 5.22e+01 6.70 7.16e+02 9.40e+02 SI 1.00
rh_8 30 30 8 1.00e+05 7.46e+00 2.47e+02 2.48e+02 7.14e+00 2.88 2.32e+02 2.61e+02 SI 0.35

5.3.1. Analisis de resultados

Tabla 5.11: Resultados FC con

centro variable

En las figuras @ y @ se puede ver la evolucién del error de estimacion y el tiempo de ejecucion en funcién
de la dimensién del politopo respectivamente. Los datos se presentan discriminados, segun si la distancia del
punto interior a los bordes del politopo, se calcula a partir de un punto fijo o de puntos variables, calculados en

cada iteracion del algoritmo.

Cuando el punto interior es variable, se puede ver en la figura @, que se pierde calidad del estimador. Esto
puede estar ocurriendo debido a la variacién en la distribuciéon de las distancias entre un punto interior y el
borde del politopo.
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Figura 5.5: Error en funcién de la dimensién. Los datos se presentan en escala logaritmica.

En la figura @, se muestra el promedio de error relativo para cada uno de los politopos. Aqui se puede

ver que en la mayoria de los politopos, el error relativo porcentual fue menor cuando utilizamos la variante del
algoritmo con centro fijo.
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Figura 5.6: Promedio de error relativo por cada politopo. Los datos se presentan en escala logaritmica.

Con respecto al tiempo de ejecucién, en la figura @ se ve que en estos casos, depende mas de la cantidad
de restricciones que definen a P, que de la dimension del mismo. Esto es porque la cantidad de restricciones
impacta en el tiempo que lleva hacer el calculo para encontrar los bordes de P a partir de un punto interior.
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Figura 5.7: Tiempo de ejecucion y error FC. Los datos se presentan en escala logaritmica.

En general el tiempo de ejecuciéon y el promedio de_error para ambas variantes del algoritmo resultaron
bastante similares. Pero como pudimos ver en la figura p.6, en la myoria de los politopos obtuvimos un error
relativo porcentual menor utilizando la variante del algoritmo de centro fijo, por esto es que se decidi6 utilizar
dicha variante para el estudio de los modelos metabdlicos.

5.4. Resultados MCMC

A continuacion, en las tablas y 7 se muestran los resultados obtenidos al aplicar el algoritmo basado
en MCMC. La cantidad de cadenas b y de muestreos N que son necesarios como parametros del algoritmo fueron
determinados experimentalmente. Las filas que se presentan en color verde son las filas de las estimaciones que
cumplieron el criterio de aceptacion que definimos (Error relativo porcentual menor al 10 % y un coeficiente de
variacién menor a 25 %).
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P m d b Tiempo (s) Volumen H c olu % min max min < u < ma % Error
birkhoff | 9 4 1000 4 7.90e+00 1.12e+00 1.23e+00 1.06e-01 8.63 1.03e+00 1.47e+00 st 9.53
birkhoff 6 |9 1000 10 | 2.66e+01 6.21e-02 2.60e-02 6.05e-03 23.24 1.89e-02 4.51e-02 sI 58.08
birkhoff | 25 | 16 | 1000 18 | 6.93e+01 1.41e-04 4.47e-06 2.28e-06 50.89 1.75e-06 1.29e-05 sI 96.82
birkhoff | 36 | 25 | 1000 28 | 2.07e+02 7.35e-09 4.13e-10 9.12e-11 22.07 2.95e-10 6.64e-10 sI 94.38
birkhoff | 49 |36 | 1000 40 | 4.24e+02 5.64e-15 1.81e-17 6.54e-18 36.21 1.06e-17 9.36e-18 NO 99.68
birkhoff | 64 | 49 | 1000 54 | 9.27e+02 4.42¢-23 1.96e-27 1.06e-27 54.19 1.08e-27 8.67e-28 NO 100.00
birkhoff | 81 | 64 | 1000 70 | 1.55e+03 2.60e-33 2.49¢-40 1.47e-40 58.94 1.00e-40 9.37e-41 NO 100.00
birkhoff 100 |81 | 1000 90 | 3.24e+03 8.78e-46 1.67e-56 8.94e-57 53.36 1.03e-56 9.13e-57 NO 100.00
cc810 |70 |8 1000 10 | 3.14e+01 1.57e+05 8.58e+05 3.92e+05 45.68 1.01e+06 9.78e+05 NO 447.25
cc811 |8 |8 1000 10 | 3.81e+01 1.39e+06 1.08e+07 1.98e+07 182.61 1.93e+06 9.11e+07 sI 678.15
cc 85 10 |8 1000 10 | 2.94e+01 1.74e-03 7.98e-04 4.89e-04 61.27 3.59e-04 4.52e-03 SI 54.04
cc 86 18 |8 1000 10 | 2.75e+01 4.44e-01 2.76e-01 4.97e-01 179.81 1.05e-01 4.33e+00 st 37.80
cc 88 40 |8 1000 10 | 2.73e+01 7.84e+02 2.67e+03 1.23e+03 46.24 1.35e+03 5.66e+03 sI 239.98
cc 89 54 |8 1000 10 | 2.68e+01 1.33e+04 8.29e+04 3.22e+04 38.83 1.00e+05 9.66e+04 NO 521.41
ccp 56 |10 | 1000 16 | 5.80e+01 2.31e+00 1.83e+00 8.11e-02 4.43 1.69e+00 2.09e+00 sI 20.80
ccp 56 | 10 | 1000 12 | 5.02e+01 2.31e+00 1.84e+00 1.09e-01 5.94 1.72e+00 2.12e+00 SI 20.49
ccp 56 |10 | 1000 10 | 3.10e+01 2.31e+00 1.96e+00 1.63e-01 8.34 1.83e+00 2.24e+00 SI 15.36
ccp 56 |10 | 1000 30 | 1.90e+02 2.31e+00 1.87e+00 0.00e+00 0.00 1.87e+00 1.87e+00 SI 19.19
cross 4 2 1000 6 1.42e+01 2.00e+00 2.00e+00 7.55e-03 0.38 1.99e+00 2.03e+00 st 0.16
cross 4 2 1000 2 7.51e+00 2.00e+00 2.01e+00 1.08e-02 0.54 2.00e+00 2.02e+00 st 0.55
cross 8 3 1000 4 9.54e+00 1.33e+00 1.35e+00 1.21e-02 0.90 1.32e+00 1.38e+00 st 1.13
cross 6 |4 1000 4 8.86e+00 6.67e-01 6.81e-01 9.10e-03 1.34 6.63e-01 7.09e-01 st 2.08
cross 32 |5 1000 6 1.43e+01 2.67e-01 2.69e-01 3.91e-03 1.45 2.61e-01 2.79e-01 st 1.03
cross 64 |6 1000 8 2.24e+01 8.89¢-02 8.92¢-02 1.43e-03 1.61 8.60e-02 9.22¢-02 st 0.36
cross 128 |7 1000 8 2.14e+01 2.54e-02 2.56e-02 4.74e-04 1.85 2.48e-02 2.73e-02 st 0.85
cross 256 | 8 1000 10 | 2.92e+01 6.35e-03 6.40e-03 1.14e-04 1.79 6.15e-03 6.63e-03 st 0.83
Tabla 5.12: Resultados MCMC
P 2 d b Tiempo (s) Volumen K o olu % min g min < u < ma % Error
cross 1,024| 10 | 1000 12 | 3.86e+01 2.82e-04 2.80e-04 6.05e-06 2.16 2.67e-04 2.92e-04 st 0.72
cross 2,048| 11 | 1000 12 | 4.11e+01 5.13e-05 5.11e-05 1.22e-06 2.38 4.86e-05 5.36e-05 st 0.38
cross 4,006 12 | 1000 14 | 8.09e+01 8.55¢-06 8.48¢-06 2.31e-07 2.73 8.00e-06 9.00e-06 st 0.89
cube 4 2 1000 2 4.56e+00 4.00e+00 4.05e+00 2.99e-02 0.74 4.00e+00 4.11e+00 st 1.24
cube 6 3 1000 4 8.09e+00 8.00e+00 8.13e+00 6.96e-02 0.86 7.97e+00 8.25e+00 st 1.68
cube 8 4 1000 4 7.84e+00 1.60e+01 1.65e+01 2.66e-01 1.61 1.61e+01 1.72e+01 st 3.13
cube 10 |5 1000 6 1.29e+01 3.20e+01 3.26e+01 5.86e-01 1.80 3.16e+01 3.40e+01 st 1.93
cube 12 |6 1000 8 1.89e+01 6.40e+01 6.52e+01 1.03e+00 1.59 6.32e+01 6.68e+01 st 1.86
cube 14 |7 1000 8 1.92e+01 1.28e+02 1.31e+02 2.19e+00 1.67 1.28e+02 1.35e+02 st 2.29
cube 6 |8 1000 10 | 2.71e+01 2.64e+02 2.60e+02 6.54e+00 2.52 2.48e+02 2.73e+02 st 1.61
cube 18 |9 1000 10 | 2.67e+01 5.12e+02 5.20e+02 1.34e+01 2.58 4.95e+02 5.45e+02 st 1.60
cube 20 |10 | 1000 12 | 3.49e+01 1.02e+03 1.02e+03 2.97e+01 2.91 1.00e+03 9.99e+02 NO 0.29
cube 22 |11 | 1000 12 | 3.51e+01 2.05e+03 2.08e+03 4.82e+01 2.32 2.00e+03 2.19e+03 st 1.63
cube 24 |12 | 1000 14 | 4.44e+01 4.10e+03 4.11e+03 1.59e+02 3.89 3.72e+03 4.38e+03 st 0.23
cube 26 |13 | 1000 14 | 4.51e+01 8.19e+03 8.23e+03 2.40e+02 2.92 7.70e+03 8.61e+03 st 0.49
cube 28 |14 | 1000 16 | 5.58e+01 1.64e+04 1.64e+04 5.31e+02 3.24 1.52e+04 1.73e+04 st 0.15
metric 6 6 1000 8 2.21e+01 8.77e+01 5.14e+01 6.83e+00 13.29 3.94e+01 6.52e+01 SI 41.44
metric 25 |10 | 1000 12 | 3.81e+01 7.11e+03 3.58e+03 2.43e+02 6.79 2.94e+03 4.00e+03 SI 49.68
rh 10 20 |20 |10 | 1000 12 | 3.79e+01 1.39e+04 1.00e+04 1.33e+03 13.19 1.01e+04 9.84e+03 NO 27.64
th 10 25 |25 |10 | 1000 12 | 3.51e+01 5.73e+03 4.35e+03 3.05e+02 7.03 3.95e+03 5.28e+03 sI 24.14
rh 10 30 |30 |10 | 1000 12 | 3.51e+01 2.02e+03 1.70e+03 1.09e+02 6.39 1.54e+03 1.89e+03 sI 15.51
th820 |20 |8 1000 10 | 3.00e+01 3.76e+04 1.37e+04 8.58e+03 62.42 1.10e+04 9.40e+03 NO 63.41
th825 |25 |8 1000 10 | 2.82e+01 7.86e+02 6.27e+02 5.91e+01 9.41 5.30e+02 7.77e+02 sI 20.18
th830 |30 |8 1000 10 | 2.82e+01 2.47e+02 2.32e+02 9.57e+00 4.12 2.15e+02 2.48e+02 st 6.11

5.4.1.

Tabla 5.13: Resultados MCMC

Andlisis de resultados

En las graficas de la figura @ se puede ver la evolucion del error de estimacién y el tiempo de ejecucién en

funcién de la dimensién del politopo respectivamente.
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Figura 5.8: Error y tiempo de ejecucion en funcion de la dimension. Los datos se presentan en escala logaritmica.



5.4. RESULTADOS MCMC 53

En relacién al tiempo de ejecucion, se puede ver en la grafica de la figura que a medida que aumenta
la dimensién de P hay un notorio aumento en el tiempo de ejecucién del algoritmo.

Con respecto al error, vemos que en las dimensiones mas bajas, los politopos que tuvieron mayor error fue-
ron los llamados cc_n_ m, igual que en los metodos anteriores. En la grafica de la figura @ podemos ver el
error relativo por cada politopo. Por otra parte, a diferencia de los algoritmos anteriores, en este se pudo realizar
las pruebas con politopos de dimensién més grande. Alcanzando dimension 81 con el politopo de Birkhoff (@]
son politopos que cumplen que la suma de los valores de sus filas y columnas es igual a uno). Aunque fue posible
aplicar el algoritmo en estas dimensiones, vemos que los resultados obtenidos no pueden ser tomados en cuenta,
ya que arrojaron un error relativo porcentual de 100 %.
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Figura 5.9: Error relativo, por cada politopo. Los datos se presentan en escala logaritmica.
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5.4.2. Analisis de los resultados obtenidos

Luego de aplicar los algoritmos estudiados vemos que en todos los casos los politopos que tuvieron mayor
error relativo son los cc_m_ n. Para entender mejor la forma de los politopos que estamos estudiando, y entender
si la forma de los mismos es la que estd afectando los resultados, nos basamos en la idea desarrollada en [H]
Esta idea es la que se aplica para redondear los politopos antes de_aplicar el algoritmo CB para aproximar
el volumen (se puede consultar una descripcién més detallada en @) En el articulo, se describe céomo se
calcula una transformacién lineal que “redondea” a P para evitar los problemas causados por formas alargadas.
Para calcular esta transformacién, se sortean muestras utilizando alguna caminata aleatoria dentro del politopo
y se hace la descomposicion en valores singulares de estos puntos. Es decir, para la matriz de puntos M, se
encuentran matrices tales que M = USV’ con M € R™ ™ tal que S es una matriz diagonal que contiene
los n valores singulares s;, U € R™*" y V € R™*" cuyas columnas forman una base ortonormal de R™ y R"
respectivamente. La idea que explican los autores de este algoritmo, y que nos interesa para intentar entender la
forma de los politopos con los que estamos trabajando, es que los valores singulares s; de esta matriz de puntos,
representan la coordenada de P en la direccién u;vl. Por lo que comparando estos valores singulares, podemos
ver si P tiene alguna direccion que sea considerablemente méas “larga” que las demas.
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Figura 5.10: Por cada politopo se sortearon 10° puntos utilizando RDHR y luego calculamos los valores singulares
para el conjunto de puntos sorteados. En la grafica, se puede ver la desviacién estandar de los valores singulares
calculados por politopo. Los datos se presentan en escala logaritmica.

Entonces, en el grafico de la figura , mostramos la desviacion estandar de los valores singulares calculados
por cada politopo. Se puede ver que los politopos que tienen mayor desviacién estandar, son los que tuvieron
mayor error relativo.

Cabe destacar que en los tres algoritmos implementados por la libreria VolEsti, antes de hacer el calculo
de volumen, se aplica un proceso de redondeo al politopo para mejorar el rendimiento. Puede estar pasando,
que este redondeo si sea eficiente en el caso de los politopos rh_m_n (que en nuestro caso, incluimos los
resultados de las estimaciones obtenidas con estos algoritmos dentro de las estimaciones aceptables), pero no

en los politopos cc._m_ n, porque estos tienen direcciones en las cuales el politopo es mucho méas “largo” que
en otras.

5.5. Resultados Modelo compacto E. coli

En esta seccién utilizaremos uno de los casos de prueba desarrollados en [@], con el fin de evaluar los resul-
tados obtenidos al aplicar los algoritmos en los modelos metabdlicos presentados en B.3. En particular el Modelo
compacto E. coli. Dicho modelo cuenta con 25 flujos, 13 metabolitos y dimensién del espacio de soluciones igual
a 12. Por otra parte, este modelo también cuenta con siete reacciones de fermentacién ( LAC, ETOH, AC, FOR,

aKG, GLU, SUCC) que se corresponden con las columnas V08, V09, V10, V11, V12, V13, V17 en la matriz
estequiométrica

En la seccién 5.4.1. Apagando fermentaciones de [@] se procede a hacer el cédlculo del volumen del espacio
de soluciones en las siguientes situaciones:

= 7 casos prendiendo una de las fermentaciones cada vez
= 21 casos prendiendo dos fermentaciones a la vez.

Cuando se habla de "prender o apagar” una fermentacién se refiere a incluir o no en el modelo la columna que
la representa.

Debido a los nuevos métodos de calculo de volumen estudiado, vamos a extender el calculo realizado en di-
cho trabajo, incrementando la cantidad de fermentaciones prendidas a la vez hasta que todas estén prendidas.

= 35 casos prendiendo tres fermentaciones a la vez.
= 35 casos prendiendo cuatro fermentaciones a la vez.
= 21 casos prendiendo cinco fermentaciones a la vez.

= 7 casos prendiendo seis fermentaciones a la vez.
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= 1 caso prendiendo todas las fermentaciones.

La idea es aplicar los algoritmos a estos 126 modelos para poder realizar una comparacién entre los resultados
de estos métodos y verificar si se podria llegar a aceptar al promedio de dichos resultados como una buena
aproximacién al volumen.

5.5.1. Comparando volumen exacto con aproximaciones

Antes de aplicar los algoritmos al conjunto de 126 modelos que definimos anteriormente, utilizamos el soft-
ware Vinci presentado en la seccién R.2, para calcular el volumen exacto de los modelos de menor dimensién
(un caso sin ninguna fermentacién prendida y 7 casos con una fermentacién prendida a la vez). De esta manera,
se logré hacer una primera evaluacién del porcentaje de error de estimacién en cada aproximacién obtenida
aplicando los algoritmos estudiados.

En la tabla se presentan los resultados obtenidos para cada algoritmo junto al porcentaje de error re-
lativo porcentual.

Volumen

CDHR u

CDHR %Error

FC pu

FC %Error

MCMC u

MCMC %Error|

CB u

CB %Error

CG u

CG %Error

Todas
apagadag

1.88e+08

1.87e+08

0.56

1.98e+08

5.66

9.58e+07

48.91

2.02e+08

7.70

1.59e+08

15.23

Vo8

1.52e+11

1.44e+09

99.06

1.05e+09

99.31

5.58e+08

99.63

1.52e+09

99.00

1.40e+09

99.08

Vo9

1.87e+11

1.68e+09

99.10

1.47e+09

99.21

8.39e+08

99.55

1.91e+09

98.98

1.82e+09

99.03

Vio

3.23e+11

3.66e+09

98.87

3.58e+09

98.89

2.50e+09

99.23

3.60e+09

98.89

3.68e+09

98.86

Vi1l

4.43e+11

2.65e+09

99.40

2.11e+09

99.52

1.18e+09

99.73

2.78e+09

99.37

2.40e+09

99.46

Vi2

1.70e+11

1.75e+09

98.97

1.62e+09

99.04

1.01e+09

99.41

1.99e+09

98.83

1.71e+09

98.99

Vi3

1.53e+11

1.50e+09

99.02

1.75e+09

98.86

6.52e+08

99.57

1.40e+09

99.08

1.48e+09

99.03

Vi7

1.99e+11

2.17e+09

98.91

2.30e+09

98.85

1.35e+09

99.32

2.34e+09

98.82

6.89e+11

246.03

Tabla 5.14: Resultados modelo compacto E.coli con una fermentaciéon prendida. Restricciones originales.

Se puede ver, que incluso con estos modelos de bajas dimensiones las aproximaciones obtenidas con los cinco
algoritmos aplicados resultaron con un error cercano al 100 %. Estos resultados fueron obtenidos utilizando
N = 10° en cada algoritmo. En este punto del trabajo, intentamos mejorar los resultados obtenidos utilizando
mayores valores de N, en el caso de los algoritmos que fueron implementados en este trabajo y jugando con los
parametros € y N en los algoritmos de la libreria VolEsti, pero en ninguno de los dos casos pudimos obtener
resultados con un error menor al 97 %.

Entendemos que estos malos resultados se deben a la forma de los modelos metabdlicos que estamos utili-
zando (igual que pasé con los modelos cc_m_ n en la seccién p.4.9 ). Estos espacios de soluciones tienen forma
alargada para las reacciones que no estan muy restringidas, y angosta para los flujos més restringidos, lo que
provoca que una gran parte del espacio de soluciones se encuentre cercana al borde del mismo. Esto hace que
las técnicas de muestreo aleatorio utilizadas en todos los algoritmos estudiados no funcionen bien porque la
distancia que se puede recorrer a partir de los puntos muestreados en la mayoria de las direcciones tiende a ser
muy pequena. Esto provoca que todos los puntos estén muy cercanos entre si, haciendo que no se tenga una
buena generacién de un muestreo uniformemente distribuido.

De todas maneras, cabe destacar que en el caso de los algoritmos CG y CB implementados en VolEsti, existe un
paso previo a la aproximacién del volumen, que realiza una transformacién lineal sobre el modelo. Dicha trans-
ormacién resulta en un espacio de soluciones mas “redondeado” a partir del cual es posible estimar el volumen
f It de sol “redondeado” tir del 1 ble est 1 vol

el espacio de soluciones original. Esta etapa de “redondeo” se realiza justamente para evitar los problemas
del de sol 1. Esta et de “redondeo” 1 t t tar 1 bl
de muestreo aleatorio ocasionados por la forma alargada de los modelos. De todas maneras, en estos ejemplos
vemos que incluso con esta técnica de redondeo no fue posible obtener buenos resultados.

Por otra parte, existen métodos de muestreo de flujos metabdlicos que abordan esta problemdtica. En [@]
se utilizaron los métodos de muestreo de flujos metabdlicos Artificial Centering Hit-and-Run (ACHR) y optGp-
Samoler, proporcionados por COBRApy B, que es un paquete que contiene herramientas de anélisis de modelos
metabdlicos y procesos biolégicos. Ambos métodos se basan en el algoritmo HR, pero estan adaptados al caso
particular de muestreos dentro de espacios de soluciones en estado estacionario de redes metabdlicas (espa-
cios de soluciones muy alargados en algunas direcciones con respecto a otras). Para evitar este problema estos
algoritmos intentan hacer los muestreos en las direcciones mas largas. Tal vez, combinando estas técnicas de
muestreo con los algoritmos especificamente desarrolladas para este tipo de modelos con los algoritmos CG y
CB, se logre mejorar los resultados obtenidos para este tipo de modelos.

I Constraints-Based Reconstruction and Analysis for Python. https://cobrapy.readthedocs.io/en/latest/
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Ajuste del modelo metabdlico.

A continuacién recordaremos brevemente como estd definido el modelo metabdlico compacto. El mismo se
compone de la matriz estequiométrica en donde cada columna representa una reacciéon y cada fila representa
un metabolito. Por otra parte, las reacciones se encuentran restringidas por los limites superior e inferior, como
puede verse en .

Tabla 5.15: Modelo compacto E. coli. Matriz estequiométrica y Restricciones

V1|V2|V3|V4|V5|V6|VT|V8|IVI|V10|V11|V12|V13|V14|V15|V16|V17|V18|V19|V20|V22|V23 |V24|V25|VBM
ACoA |0 |O |1 |-1/0 |O |O |O |-1|1 2 O O |0 |0 |0 |O |0 |0 |0 [0 |O 0 |0 |-3.748
ADP -1{-1/0 (0 (0O |1 0 0 (O 1 (0 0 (0 |-1 |jO (0O (0O |0 (1 (O |-1 |-1.25/0 |0 [59.81
aKG o1 Wwowj gmmiy41i0 |10 01J0 O |1 |0 |- |0 |O |O O (0O |0 |0 |O 0 |0 [4.1182
ATP 1141 {0 (0 (0 |-1j0 |0 O jr |0 (O jO | (O |0 (O (O |-1 |0 |1 |125]0 |0 |-59.81
roM (0 O (O O |O O O OO O (O 0O (0 |O |1 -1 (0O |0 |0 |0 |O |0 |-1 (0 |O
GLN o0 |0 ©jojr {10 0j0 O (0 |0 (0 (0 |0 |0 (O (0O |0 |0 |0 JO |0 [-0.256
GLU o0 W0} oij 142 0 00 O (O -1 |0 |0 |0 |O (O (0 |0 |0 |O 0 |0 |-4.941
NAD -210 |10 OO |0 1 2|0 (O 0O |0 |-1 |O |-1 (0 |0 |O |-1 |O |1 0 |1 |-3.547
NADH |2 (O |1 |O |0 |0 |O |-1 |20 O |O |0 |1 |0 (1 jO |0 (O |1 O |-1 |0 [|-1 |3.547
NADP (0 (0 |O |-1 |1 {0 |1 |O |O |O (O (O O |0 |0 |0 |O |0 (O (1 |0 |0 |0 |0 |13.028
NADPH|O (O [0 |1 |-1 |0 |-1 |0 |O O |O (O (O |O |0 |O |0 [0 |0 |-1 (0 |O 0 |0 |-13.03
OAA o0 |0 (1rj0 0O OIOCJO O (O 0O (0O (O |j2 |0 v 0 |0 (0 |O O |0 |[|-1.787
PEP 1 {10 (0 (0 |O |O O 0O (O (O |jO 0O (O 0O |0 |-1 |O (0O (0O |0 |0 |0 |-0.519
PYR 111 {110 (0 |O|O |10 O |-1 |O |O (O (O [0 |0 |O |O |0 (0 |O 0 |0 |-2.833
q8 o0 01jo o1y} W0] MOI0O O |0 |0 |0 |1 j0 |0 O (0 0 |2 |jOo |1 |-1 |O
q8h2 o0 01jo o0 |W0 ] I OIJO O |0 0 0 {r j0 |0 |0 (0 0 |2 (0 |-1 |1 |0
succ (o (o O O |O OO OO0 (O (O |O 1T (|1 0 |-1 |0 (O |0 |0 |0 |1 |0 |O
LB UB
V1l |0 10
V2 |0 1000
V3 |0 1000
V4 |0 1000
V5 |-1000 | 1000
V6 |0 1000
V7 |10 1000
V8 |0 1000
V9 |0 1000
V10| 0 1000
V11| o0 1000
V12 |0 1000
V13 |0 1000
V14 |0 1000
V15 |0 1000
V16 | -1000 | 1000
V170 1000
V18 |0 1000
V19 |8.39 | 1000
V20 | -1000 | 1000
V2210 1000
V23 1|0 1000
V24 |0 1000
V250 1000

En este modelo, las restricciones con valor -1000 o 1000 corresponden a reacciones biolégicas que en realidad

no tienen restriccién. Tener estas restricciones con estos valores es lo que hace que los algoritmos no funcionen
bien por todos los motivos explicados anteriormente. Como este valor es un valor arbitrario, y el modelo es una
representacion simplificada de la realidad, decidimos ajustar el modelo y cambiar las restricciones que estdn en
1000 a 500 para ver si con esto podemos mejorar los resultados de aproximacién obtenidos por los algoritmos
estudiados. El nuevo conjunto de restricciones pasa a ser el de la tabla m



5.5. RESULTADOS MODELO COMPACTO E. COLI o7

LB |UB
V1l |0 10
V2 |0 500

V3 |0 500
V4 |0 500

V5 |-500 | 500
V6 |0 500
V7 |0 500
V8 |0 500
V9 |0 500
V10 |0 500
Vi1]|0 500
V12 |0 500
V13 |0 500
V1410 500
V150 500
V16 | -500 | 500
V17|10 500

V18 |0 500
V19 | 8.39 | 500

V20 | -500 | 500
V2210 500
V2310 500
V2410 500
V250 500

Tabla 5.16: Modelo compacto E. coli. Restricciones modificadas

Cabe destacar, que a pesar de que no contamos con los conocimientos como para entender a nivel biologico
el impacto que puede llegar a tener este cambio en las restricciones de los modelos, sabemos que la red de E.
coli que es utilizada en [26] para validar la utilidad del método basado en MCMC, es presentada como ejemplo
de los andlisis a nivel biolégico que se pueden llegar a hacer al poder calcular el volumen del espacio de solucién
de estos modelos. Dicha red metabdlica, consta de 92 reacciones y 76 metabolitos. El politopo correspondiente
tiene una dimensién de d = 24 y los flujos estan restringidos por vy, = 10 < v < 10 = vpq,. Por este motivo,
es que entendemos que aun después de hacer el cambio en el valor de las restricciones (de 1000 a 500) seguiria
siendo posible realizar un analisis desde el punto de vista bioldgico del comportamiento del microorganismo a
partir del modelo ajustado.

Finalmente, luego de modificar las restricciones del modelo volvimos a calcular el volumen exacto y a aplicar
los algoritmos para aproximar dicho volumen. En la tabla se pueden ver los resultados obtenidos en este
caso.
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P Volumen CDHR u |CDHR %Error FC pu FC %Error MCMC y \MCMC %Erroi CB u CB %Error CG u CG %Error
Todas | 1.88e+08 1.90e+08 1.16 1.93e+08 2.75 1.08e+08 42.51 1.85e+08 1.31 1.91e+08 1.95
apagadag
Vo8 1.38e+09 1.32e+09 4.74 1.43e+09 3.59 1.28e+10 829.13 1.44e+09 4.00 1.45e+09 4.97
V09 1.70e+09 1.78e+09 4.69 1.68e+09 1.52 4.96e+10 2817.18 1.71e+09 0.47 1.69e+09 0.64
V10 3.54e+09 3.46e+09 2.22 2.98e+09 15.82 3.35e+10 847.61 3.52e+09 0.56 3.76e+09 6.19
Vi1 2.59e+09 2.49e+09 3.70 2.21e+09 14.70 8.93e+10 3351.60 2.49e+09 3.63 2.61e+09 0.97
V12 1.75e+09 1.72e+09 1.40 1.59e+09 8.98 1.99e+10 1040.78 1.74e+09 0.26 1.74e+09 0.26
Vi3 1.51e+09 1.47e+09 2.92 1.66e+09 9.37 8.40e+09 455.24 1.57e+09 3.80 1.41e+09 6.55
V17 2.18e+09 2.11e+09 2.95 1.83e+09 15.95 1.65e+10 659.49 2.22e+09 2.23 2.05e+09 5.74
V08V09 | 8.59e+09 8.49e+09 1.10 1.15e+10 33.92 1.85e+10 115.10 8.64e+09 0.55 9.60e+09 11.79
V08V10 | 1.95e+10 1.71e+10 12.77 1.82e+10 6.82 4.15e+10 112.21 1.70e+10 12.92 1.81e+10 7.41
V08V11 | 1.59e+10 1.65e+10 3.61 1.00e+10 37.00 6.73e+10 323.55 1.56e+10 1.95 1.50e+10 5.72
V0o8V12 | 8.96e+09 8.83e+09 1.46 7.23e+09 19.25 3.44e+10 283.61 9.21e+09 2.82 1.30e+10 45.64
V08V13 | 7.81e+09 8.09e+09 3.59 6.80e+09 12.86 1.79e+10 129.58 8.07e+09 3.37 8.43e+09 7.94
V08V17 | 1.15e+10 1.03e+10 10.40 2.07e+10 80.39 3.69e+10 221.71 1.16e+10 1.29 1.15e+10 0.61
VO9V10 | 1.79e+10 1.91e+10 6.55 1.77e+10 1.28 6.37e+10 256.12 1.91e+10 6.64 1.94e+10 8.19
VO9V11 | 2.28e+10 2.22e+10 2.33 1.87e+10 17.81 2.06e+11 806.53 2.40e+10 5.33 2.31e+10 1.62
VO9V12 | 1.15e+10 1.06e+10 8.01 8.69e+09 24.50 7.84e+10 581.33 1.09e+10 4.97 1.18e+10 2.90
VO9V13 | 1.00e+10 1.01le+10 0.23 2.23e+10 122.29 2.52e+10 150.90 9.65e+09 3.97 9.54e+09 5.03
VO9V17 | 1.43e+10 1.46e+10 2.02 1.12e+10 21.52 1.10e+11 667.83 1.45e+10 1.62 1.46e+10 2.32
V10Vi1 | 4.92e+10 5.04e+10 2.50 4.80e+10 2.29 2.63e+11 434.19 5.19e+10 5.47 5.19e+10 5.63
V10V12 | 1.96e+10 1.94e+10 0.93 1.83e+10 6.36 9.62e+10 391.21 1.93e+10 1.31 1.97e+10 0.79
V10V13 | 1.71e+10 1.72e+10 0.78 1.38e+10 19.05 6.61e+10 286.73 1.72e+10 0.38 1.79e+10 4.41
V10V17 | 2.67e+10 2.64e+10 0.91 3.50e+10 30.99 1.15e+11 330.56 2.86e+10 7.00 2.84e+10 6.42
V11V12 | 2.14e+10 2.11e+10 1.66 2.55e+10 18.89 1.45e+11 575.94 2.29e+10 6.57 2.17e+10 1.13
V11V13 | 1.90e+10 1.87e+10 1.54 1.72e+10 9.52 1.36e+11 616.94 1.92e+10 1.09 1.78e+10 6.24
V11V17 | 2.68e+10 2.75e+10 2.60 2.27e+10 15.46 3.89e+11 1350.28 2.71e+10 1.05 2.73e+10 1.76
V12v13 | 1.11e+10 7.16e+09 35.46 6.77e+09 38.93 1.82e+10 64.40 7.47e+09 32.65 7.33e+09 33.90
V12V17 | 9.64e+09 9.37e+09 2.73 8.44e+09 12.46 1.75e+10 81.62 9.99e+09 3.65 9.49e+09 1.54
V13V17 | 9.09e+09 8.99e+09 1.12 1.11e+10 21.76 3.48e+10 283.36 9.07e+09 0.19 8.82e+09 2.95

Tabla 5.17: Resultados para el modelo compacto E.coli con una y dos fermentaciones prendidas.

A partir de estos resultados, decidimos seleccionar los algoritmos CG y CB (porque fueron los que fun-
cionaron mejor con un menor porcentaje de error y en general tuvieron un menor tiempo de ejecucién) para
ser aplicados al conjunto completo de 126 modelos que definimos anteriormente. Luego de obtener los 126 re-
sultados aplicamos el método Bland-Altman [@] para determinar si podemos considerar que ambos métodos
(CG y CB) estan convergiendo a valores similares. Si podemos confirmar este comportamiento mediante este
analisis estadistico, podriamos considerarlo como un indicador de que nos estamos acercando al volumen real
del politopo, de lo contrario, el anélisis nos puede ayudar a descartar resultados invalidos.

El método Bland-Altman (también conocido como Gréafico de diferencia de medias de Tukey) es utilizado
para determinar si 2 métodos diferentes que miden la misma propiedad concuerdan lo suficiente para que se
pueda decir que son intercambiables. Aunque el método en si mismo no responde esta pregunta, lo que hace es
cuantificar el sesgo y un rango de concordancia, dentro del cual se incluyen el 95 % de las diferencias entre una
medicién y la otra. Corresponde al problema puntual de mediciéon determinar si estas diferencias son suficien-
temente pequenas como para considerar que los dos métodos son intercambiables o no. En nuestro caso, como
no conocemos el valor verdadero y ninguno de los dos métodos que tenemos es una referencia de dicho valor,
vamos a usar este método para determinar si con este tipo de modelos, podemos decir que ambos algoritmos
convergen a valores similares.

Los principales aspectos que considera este método son:
= Como concuerdan los métodos en promedio
= Como concuerdan los métodos para cada caso particular.

Para esto se calcula, para cada medicién, la diferencia entre las medidas obtenidas con los dos métodos
(en nuestro caso, d = CG — CB). La media de esta diferencia pg representa el error sistemdtico, mientras que
la varianza 03 de estas diferencias mide la dispersiéon del error aleatorio. A partir de estas dos medidas si la
distribucién de las diferencias es la normal (si las diferencias no se distribuyen normalmente, se puede inten-
tar una transformacién logaritmica de los datos originales), se calculan los limites de concordancia del 95 %
comopy £+ 1,96 - 4. Estos limites indican entre qué diferencias oscilan la mayor parte de las medidas tomadas
con los 2 métodos.

Finalmente, se grafica la diferencia entre los resultados de cada aproximacién (d = CG - CB) en funcién
de la media entre ambos resultados ((CG + CB)/2). Graficar la diferencia contra la media también permite
investigar cualquier posible relacién entre el error de medicién y la media de ambas mediciones (por ejemplo
que a medida que aumenta la media también aumenta el error).
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Por otra parte, es importante evaluar las diferencias en diferentes magnitudes de la variable medida, por eso
es que realizamos este andlisis sobre los 126 politopos construidos a partir de las diferentes combinaciones de
fermentaciones prendidas en el modelo metabdlico.

En el anexo se encuentran las tabla con todos los resultados obtenidos.

5.5.3. Analisis de resultados

En esta seccion la idea principal es analizar si a partir de los resultados obtenidos por ambos métodos
podemos decir con un determinado nivel de probabilidad que ambos algoritmos estan convergiendo a valores
similares (en el caso ideal, el volumen exacto del politopo). Para esto, como se comenté en la seccién anterior,
vamos a aplicar el método de Bland-Altman para determinar los limites dentro de los cuales se espera que se
encuentren el 95 % de las diferencias entre los resultados de ambos métodos.

Antes de comenzar con el andlisis mencionado, vamos a graficar los valores obtenidos por cada método, uno en
funcién del otro. De esta manera, se puede tener una primera impresion sobre la relacién entre los resultados.
Si ambos métodos nos permitieran obtener el volumen exacto de los politopos, esta grafica deberia coincidir
exactamente con la grafica de la funciéon z = y.

o x=CB, y=CG

1.2e+13 x=y

le+13

0.8e+13

CG

0.6e+13

0.4e+13

0.2e+13

0 0.2e+13 0.4e+13 0.6e+13 0.8e+13 le+13 1.2e+13
cB

Figura 5.11: Gréfica del volumen aproximado del modelo compacto E.coli , calculado con el algoritmo CB en
funcién del volumen calculado con CG.

A simple vista podemos decir que los valores obtenidos se acercan bastante a la igualdad, aunque a medida
que aumenta el volumen vemos que los puntos se alejan mas de la grafica x = y de referencia.

A continuacién, para saber si podemos aplicar el método Bland-Altman, verificamos si el conjunto de dife-
rencias obtenido siguen la distribucién normal. Para esto, primero aplicaremos un conjunto de test de hipotesis,
disponibles en la libreria SciPy de Python, que permiten afirmar que es muy probable que los datos obtenidos
sigan la distribuciéon normal dada la evidencia disponible.

Cada prueba calcula una estadistica especifica. Esta estadistica puede ayudar en la interpretacion del resultado,
aunque esto requiere un conocimiento mas profundo de la prueba estadistica especifica. En cambio, el valor p
se puede utilizar para interpretar la estadistica de forma réapida y precisa en aplicaciones practicas.

La hipétesis nula de las pruebas Hy es suponer que la muestra se extrajo de una distribucién gaussiana. Se elige
el nivel de significancia de la prueba «, tipicamente 5% (o 0.05), que se usa para interpretar el valor p.

El valor de p se interpreta de la siguiente manera:

= p < a: rechazar Hy, no es normal.
= p > «: falla al rechazar Hy, normal.

Un resultado superior al 5% no significa que la hipétesis nula sea cierta. Significa que es muy probable que
sea cierta dada la evidencia disponible.
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Las tres pruebas cuya implementacién se encuentra disponible en SciPy que utilizamos son: prueba de Shapiro-
Wilk, prueba de Anderson-Darling, Prueba de K2 de D’Agostino. Las pruebas Shapiro-Wilk y K2 de D’Agostino
devuelven la estadistica y el valor p mientras que la prueba de Anderson-Darling devuelve una lista de valores
criticos en lugar de un solo valor p.

En las tablas y se muestran los resultados de los test realizados. Como se puede ver, el conjunto
de las diferencias no paso las pruebas de normalidad, por lo que no vamos a poder aplicar el analisis al conjunto
d=CG - CB.

Test Cantidad de muestras | « Estadistico | p-value Resultado
Shapiro-Wilk 126 0.05 | 0.583612 2.584454e-17 | Se rechaza Hy
K? D’Agostino | 126 0.05 | 112.343118 | 4.027187e-25 | Se rechaza H,

Tabla 5.18: Resultados pruebas Shapiro-Wilk y K2 de D’Agostino para verificar normalidad en el conjunto de
diferencias.

Cantidad de muestras | « Estadistico | Valor critico | Resultado

126 0.15 17.999 0.559 Se rechaza H
126 0.10 17.999 0.637 Se rechaza H)
126 0.05 17.999 0.764 Se rechaza H
126 0.025 | 17.999 0.891 Se rechaza Hy
126 0.01 17.999 1.06 Se rechaza H

Tabla 5.19: Resultados pruebas Anderson-Darling para verificar normalidad en el conjunto de diferencias.

Procedemos entonces a realizar los mismos test pero sobre el conjunto d = in(C'G) — In(CB). Si se cumple
que dicha transformacién del conjunto de diferencias registradas entre ambos métodos sigue la distribucion
normal, estaremos en condiciones de decir que con un alto grado de probabilidad la relacién £& se encuentra

CB
acotada por los siguientes valores:

Ib < In(CG) —In(CB) < ub — €'t < IMC=I(CB)) o pub _, olb o S D % <e' (5.1)

En donde Ib= g — 1,96 - 04 vy ub = g + 1,96 - 04 .

Y efectivamente, segin los resultados mostrados en las tablas y , se puede decir que es muy probable
que d = In(CG) — In(CB) siga la distribucién normal.

Test Cantidad de muestras | « Estadistico | p-value Resultado
Shapiro-Wilk 126 0.05 | 0.983070 0.117223 | No se puede rechazar Hy
K? D’Agostino | 126 0.05 | 2.457571 0.292647 | No se puede rechazar Hy

Tabla 5.20: Resultados pruebas Shapiro-Wilk y K2 de D’Agostino para verificar normalidad en el conjunto de
diferencias.

Cantidad de muestras | « Estadistico | Valor critico | Resultado

126 0.15 0.5979 0.559 No se puede rechazar Hy
126 0.10 0.5979 0.637 No se puede rechazar H
126 0.05 0.5979 0.764 No se puede rechazar Hy
126 0.025 | 0.5979 0.891 No se puede rechazar Hy,
126 0.01 0.5979 1.06 No se puede rechazar Hy

Tabla 5.21: Resultados pruebas Anderson-Darling para verificar normalidad en el conjunto de diferencias.

Por tltimo, realizamos el grafico de d = In(CG) — In(CB) en funcién de d = (In(CG) + In(CB))/2, y
calculamos los limites de concordancia b = g — 1,96 - 04 y ub = pg + 1,96 - 04.



5.6. RESULTADOS MODELO NUCLEO E. COLI 61

0.2
0.15

0.1 —

0.05

10g(CG) — log(CB)
b o
o
.

-0.05 o o ~ o '+

-0.15

-0.2
22 24 26 28 30

(log(CG) + log(CB))/2

Figura 5.12: Grafico de d = In(CG) — In(CB) en funcién de d = (In(CG) + In(CB))/2, la linea constante
representa el valor medio del conjunto de diferencias d y las lineas punteadas son limites de concordancia
Ib=pg—196 04y ub= pug+ 1,96 - gq.

ftg = 0,008979, o4 = 0,066417, 1b = —0,121198, ub = 0,139156 (5.2)

Finalmente, considerando @ y @ podemos decir que con un 95% de probabilidad, cuando utilizamos los
algoritmos CG y CB para aproximar el volumen de los modelos metabdlicos que tienen similares caracteristicas
a los generados a partir del modelo compacto E.coli, se cumple que:

cG
0,885858 < 2= < 1,149303
’ ScB <"

Lo que indica que en general, ambos algoritmos estan retornando estimaciones similares.

En resumen, a lo largo de esta seccién generamos 126 casos de prueba a partir del modelo metabdlico
de E. coli. Dentro de esos 126 casos, hubo un subconjunto para el cual pudimos calcular el volumen exacto
utilizando el software Vinci. Luego de tener este volumen calculado pudimos evaluar el porcentaje de error
que tuvo cada método de aproximacion de volumen estudiado en la seccion anterior. A partir de esta primera
evaluacion, seleccionamos los dos métodos que tuvieron menor porcentaje de error (CG y CB). Una vez que
definimos qué métodos se iban a utilizar para los siguientes pasos, aplicamos los mismos al conjunto entero de
126 modelos. Esto nos permitié generar una muestra de resultados con magnitudes de volimenes heterogéneas
y de un tamano considerable. A partir de esta muestra pudimos aplicar el método de Bland-Altman que es
utilizado para determinar si 2 métodos diferentes que miden la misma propiedad concuerdan lo suficiente para
que se pueda decir que son intercambiables. Con este método estadistico, pudimos obtener una cota a la relacién
entre los resultados de ambos algoritmos. Dicha cota nos indica que en los casos que estamos estudiando los
dos métodos de aproximacién de volumen estan convergiendo a valores similares. Es claro que la precision de la
estimacién del volumen que se quiere llegar a tener dependera del problema biolégico que se busque analizar a
través del cdlculo del volumen de estos modelos, pero a los efectos de este trabajo, si consideramos los porcentajes
de error calculado para los modelos de dimensiones més bajas y el hecho de que ambos algoritmos convergen
a valores similares, podemos considerar que los resultados obtenidos aplicando los algoritmos CG y CB en el
modelo compacto E.coli son aceptables. Aunque es importante recordar que para tener estos resultados tuvimos
que hacer ajustes al modelo, es decir que no pudimos obtener los resultados deseados con el modelo original
planteado en [34]

5.6. Resultados Modelo ntcleo E. coli

En esta seccién intentamos repetir el mismo procedimiento que en la seccion anterior utilizando como base
para generar los 126 modelos al modelo niicleo de E.coli. Como el modelo compacto, fue construido en [34] a
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partir del modelo nicleo, tenemos que cada columna que representa una fermentacion en el modelo compacto,
se corresponde con una o mas columnas en el modelo nticleo. Teniendo las siguientes relaciones:

= VO08: columnas 60 y 16 en modelo ntcleo.
= V09: columnas 0, 9 y 18 en modelo nticleo.
= V10: columnas 81, 2 y 5 en modelo niicleo.
= V11: columnas 72 y 42 en modelo ntcleo.
= V12: columna 8 en modelo niicleo

= V13: columna 55 en modelo nicleo.

= V17: columna 87 en modelo ntcleo.

En este caso, se repiten los mismos experimentos que en el modelo compacto, con la diferencia de que cuando
se habla de prender o apagar una fermentacién, se habla de incluir o eliminar el conjunto de columnas que la
representan en el modelo. Igual que en el caso anterior, ajustamos las restricciones del modelo pasando de -1000
a -500 y 1000 a 500 los valores minimos y méaximos respectivamente.

En el anexo se pueden ver los resultados obtenidos.

5.6.1. Analisis de resultados

Graficando los valores obtenidos por cada método (CG en funcién de CB) podemos ver que, a diferencia del
modelo compacto, en este caso para los politopos con volumen maés grande la diferencia entre los resultados de
ambos métodos es incluso mas grande que el orden de magnitud de los resultados. A simple vista, parece que
los resultados obtenidos no pueden ser considerados como validos.

® x=CB, y=CG
x=y

4e+73

3e+73

CG

2e+73

le+73

0 0.2e+73 0.4e+73 0.6e+73 0.8e+73 1le+73 1.2e+73 1.4e+73 1.6e+73
cB

Figura 5.13: Grafica del volumen aproximado del modelo niicleo E.coli , calculado con el algoritmo CB en funciéon
del volumen calculado con CG.

De todas maneras procedimos a realizar las pruebas de normalidad al conjunto d = In(CG) —In(CB). Como
se puede ver en las tablas p.22 y E la conclusion de las pruebas es que este conjunto de datos no sigue la
distribucién normal.

Test Cantidad de muestras | « Estadistico | p-value Resultado
Shapiro-Wilk 126 0.05 | 0.555044 7.201473e-18 | Se rechaza Hy
K? D’Agostino | 126 0.05 | 141.786896 | 1.626922e-31 | Se rechaza Hy

Tabla 5.22: Resultados pruebas Shapiro-Wilk y K2 de D’Agostino para verificar normalidad en el conjunto de
diferencias.
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Cantidad de muestras | « Estadistico | Valor critico | Resultado

126 0.15 14.6928 0.559 Se rechaza Hg,
126 0.10 14.6928 0.637 Se rechaza H
126 0.05 14.6928 0.764 Se rechaza Hg,
126 0.025 | 14.6928 0.891 Se rechaza Hy
126 0.01 14.6928 1.06 Se rechaza Hg,

Tabla 5.23: Resultados pruebas Anderson-Darling para verificar normalidad en el conjunto de diferencias.

Debido a estos resultados no es posible establecer los limites de concordancia definidos por el método Bland-

Altman.

1og(CG) — log(CB)

110 120

140 150 160 170

(log(CG) + log(CB))/2

Figura 5.14: Gréfico de d = In(CG) — In(CB) en funcién de d = (In(CG) + In(CB))/2, la linea constante

representa el valor medio del conjunto de diferencias d.

Debido a estos resultados no es posible establecer los limites de concordancia definidos por el método Bland-
Altman. Igualmente si graficamos los datos aplicando dicho método (aunque no contemos con los limites de
concordancia) vemos como el promedio de de los valores del conjunto d es un valor cercano a dos, si los resultados
fueran mejores este promedio deberia estar cercano a cero (como en el caso del modelo compacto).
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Capitulo 6

Conclusiones

En el presente trabajo nos centramos en el estudio de algoritmos basados en Monte Carlo que pudieran

utilizarse para aproximar el volumen de politopos expresados como un conjunto de inecuaciones lineales con el
objetivo de aplicar estos algoritmos en los modelos metabdlicos compacto y nicleo de E.coli. A partir del estu-
dio realizado, encontramos un grupo de algoritmos de Monte Carlo que probamos en un conjunto de politopos
recopilado de diferentes trabajos. Los resultados sobre este conjunto fueron buenos en la mayoria de los casos,
incluso en los de dimensién 81, que fue la més grande que probamos. Pero al mismo tiempo fueron muy malos
para un subconjunto de estos politopos. Después de analizar este subconjunto vimos que eran politopos que
tienen forma alargada. Entendemos que los malos resultados obtenidos al aplicar los algoritmos se dan por la
dificultad de generar puntos uniformemente distribuidos en las direcciones alargadas usando los métodos de ca-
minatas aleatorias en las que se basan todos estos algoritmos. Esta forma alargada caracteristica es un problema
general en los modelos metabdlicos, porque la forma de representar la realidad bioldgica es restringiendo mucho
determinadas direcciones cuando los procesos cuentan con alguna limitacién fisica y biolégica y configurando
las demés restricciones con valores considerablemente mas grandes.
Para abordar este problema para otras metodologias de analisis sobre los modelos metabdlicos, existen métodos
de muestreo de flujos metabdlicos que se adaptan a dichas caracteristicas. En [37] se utilizaron los métodos de
muestreo de flujos metabdlicos Artificial Centering Hit-and-Run (ACHR) y optGp- Samoler, proporcionados por
COBRApy. Ambos métodos se basan en el algoritmo HR, pero estan adaptados al caso particular de muestreos
dentro de espacios de soluciones en estado estacionario de redes metabdlicas. Para evitar este problema estos
algoritmos intentan hacer los muestreos en direcciones mas largas. Otra posibilidad para mejorar los resultados
que no fue explorada en este trabajo, es el hecho de que todos los algoritmos estudiados permiten algtin tipo
de paralelizacién. Por ejemplo, en el método basado en MCMC es posible realizar la ejecucién de las diferentes
cadenas de Marcov de forma paralela. Incluso en el caso de los métodos implementados en la libreria VolEsti
se cuenta la opcién de ingresar la cantidad de hilos con la cual se quiere trabajar para realizar los calculos de
forma paralela.

De todos modos, a pesar de estas dificultades, intentamos aplicar los algoritmos a los modelos compacto y
nicleo E.coli y en un principio, no pudimos conseguir resultados aceptables. Empezamos haciendo las pruebas
con el modelo compacto, pero luego de realizar ajustes para atenuar el problema de la forma alargada, pudimos
aplicar el algoritmo. Una vez que verificamos cuales eran los algoritmos que funcionan mejor con esta nueva
versiéon del modelo compacto, generamos un conjunto de modelos basados en un caso de prueba de interés
biolégico que nos permitio realizar un andlisis estadistico de los resultados obtenidos. A partir de este analisis
concluimos que para el modelo compacto si pudimos obtener una estimacion aceptable a los efectos de este
trabajo. Finalmente, cuando pasamos a realizar el mismo andlisis al modelo nicleo que tiene dimensién mas
grande que el anterior, no pudimos llegar a la misma conclusion. Con estos resultados reafirmamos la nocién
previa que teniamos de que lo que puede afectar el desempeno de los algoritmos estudiados es una combinacién
entre las caracteristicas que aportan las restricciones al modelo y la dimensiéon del mismo.

En resumen, se pudo comprobar que, como dice la literatura consultada, los métodos estudiados en ciertas
condiciones permiten obtener una buena aproximaciéon del volumen de H-politopos de dimensiones cercanas a
100. Aunque en el caso de los modelos metabdlicos se presentaron dificultades para aproximar el volumen me-
diante dichos métodos debido a las caracteristicas particulares de este tipo de modelos. Por otra parte, sabemos
que existen adaptaciones de los métodos estudiados para generar puntos uniformemente distribuidos dentro de
un espacio de soluciones que abordan la problemética sobre la forma caracteristica de los modelos metabdlicos.
Se podria intentar combinar estas adaptaciones de caminatas aleatorias con los métodos estudiados y ver si esto
permite obtener mejores resultados en modelos sencillos que permiten estudiar las redes metabdlicas como los
vistos en este trabajo.
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Apéndice A
Algoritmos estado del arte

A continuacion se incluyen descripciones de los algoritmos utilizados. Dichas descripciones no sustituyen a
los articulos originales y fueron hechas en base a los mismos a modo de resumen con la tinica finalidad de ayudar
en el proceso de estudio para comprender el funcionamiento de dichos algoritmos.

A.1. Sequence of Balls (SoB)

La descripcién de este algoritmo fue tomada de [L1]

Como se mencion6 anteriormente, este tipo de algoritmos presenta tres etapas. Primero una etapa de redondeo
que se ocupa de transformar el politopo para asegurar la convergencia. Luego viene la etapa de "sandwiching”que
consiste en encontrar una esfera que contiene al politopo y otra que esta incluida en el, con las cuales se van a
construir los ratios a ser estimados. Finalmente se concluye aplicando el enfoque MMC.

Rounding: Aplicar una transformacién lineal a P para alcanzar una posicion casi isotrépica. Para el redondeo,

se muestra un conjunto S de O(n) puntos aleatorios en P. Luego, se aproxima el elipsoide de volumen minimo

€ que cubre S, y satisface las inclusiones ﬁe C conv(S) Ce

e={z ERdKI - CE)TE(I —c) <1}
={x €eRYLT(z —c.) < 1}

Donde E C R¥*? es una matriz semidefinida positiva y LT L es la descomposicién de Cholesky. Sustituyendo
x = (LT)"'y +c. se mapea el elipsoide a la bola {y € R?|yTy < 1}. Aplicando esta transformacién a P, se tiene
P' = {y € RYA(LT)"! <b— Ac.} que es el politopo redondeado y se cumple que vol(P) = det(LT)~Lvol(P").
Se repite el procedimiento hasta que la relacion de los ejes minimos y maximos del elipsoide alcanza algin
umbral definido por el usuario (g).

Sandwiching: Calcular la bola B y el escalar tal que B C P C pB. Primero se calcula la bola de Cheby-

chev B(e,r) de P, es decir, la bola inscrita més grande en P. Para esto, se resuelve el siguiente problema de
programacion lineal:
mazimizar R
s.t.
Azx+RHAZ||2 S bi, 1= 1, ,m
R>0

donde S; es la i-ésima fila de A, y los valores éptimos de R y = € R? producen, respectivamente, el radio r y
el centro ¢ de la bola de Chebychev. Luego, se calcula un punto aleatorio uniforme en B(c,r) y se usa como
un comienzo para realizar una caminata aleatoria en P, generando N puntos aleatorios. Calculando la maxima
distancia entre cada uno de los N puntos y ¢, se define aproximadamente una bola que contiene a P.

MMC: Finalmente, para aplicar MMC, se define la secuencia de bolas B(ec, 21/4) i = a,a + 1,..., 4 donde
P, = B(c,2%/%) C B(c,r) y Ps contiene (aproximadamente) a P. Para la generacién de puntos aleatorios,

utilizan RDHR y CDHR. W = [10 + d/10] se define como el largo de las caminatas.

69
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En esta implementacion, a diferencia de los enfoques tipicos, que generan puntos en P; para i = o, + 1, ..., 3,
se procede a la inversa. Se comienza generando N puntos aleatorios dentro de P3 y luego se cuentan cudntos
de ellos caen en Pg_; para estimar vol(Pg)/vol(Pg_1). De esta manera es posible aprovechar los puntos que se
encuentran en Pg_q, en la siguiente estimacién vol(Pg—_1)/vol(Ps—2). Se repite el mismo procedimiento hasta
calcular la ultima relacién vol(P,)/vol(Py—1).

Algorithm 3: Volumen(P, ¢, t,)

N = 400e2d log(d);

W =10+ d/10;

B(e,r) = Chebychev ball;

p p es un punto aleatorio en B(c,r);

repeat

S =0

for ¢ = 1...N do
p < Walk(p, P,W);
add p en S;
Calcular el elipsoide de volumen minimo que cubre S con E
Setear emin y emax como los ejes minimo y maximo de €
Calcular la descomposicion de Cholesky de E = LTL
Transformar Py p

end

until emax/emin < t,;
p = distancia mazxima desde ¢ hasta cualquier punto de S,

//MMC
a = log(r);
B =log(p);

pi=PNB(2")Vi=a,a+1,---,5;
vol(Pp) = 21%/2(21°9()4 /dT (d/2));
i=p;
while i > a do
Barge = Pi;
1=1—1;
Ps’mall = sz
count,rev = size(S);
remover de S los puntos que no esten en Ps,,q1;
count = size(S);
for j =1,...,N — count,rev do

p= Walk(p’ Plargea W)a

if p € B(c,2/?) then

count = count + 1;

add pin S,
end
end
vol = vol - (N/count)
end

Preturn vol /det(L™)

A.2. Cooling Gaussians (CG)

La descripcion de este algorimo fue tomada de [6].

Como se mencioné anteriormente, el cdlculo del volumen es un caso particular de integracién. Es decir, el
volumen de P se puede expresar como

vol(P) = / 1dx
P
Si se reescribe vol(P), para cualquier funcién f : R™ — R:

VO _M xr = €T ‘%M
l(P)*fPf(x) dx/Pld 7/Pf( ) d T &
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Se reduce la tarea del célculo del volumen a resolver dos problemas: calcular la razén de dos integrales e integrar
la funcién f sobre P. Esta representacion se puede extender a cualquier secuencia de funciones {fo, ..., fm—1}
donde cada f; : R™ — R.

Jphi@) dz [p fol@)de  [plda
fpfo(l") dxfpfl(l“) dz fpfmfl(:v) dz

vol(P) = /Pfg(x) dx

Eligiendo las funciones f; de modo que cada término de la ecuacién anterior se pueda calcular de manera eficien-
te, es que se llega al algoritmo CG implementado en la libreria VolEsti. Se define f; como un gaussiano de baja
varianza centrado dentro de P, esto hace que el peso del gaussiano quede concentrado alrededor de un solo punto
dentro de P. Entonces, si el gaussiano es lo suficientemente "nitido”, se cumple que | p fo(z)dr = fRn fo(z)dz.
Como la integracién de un gaussiano sobre R™ es sencilla, lo que se logra es poder aproximar el termino || p fo(z)dzx
de manera directa.

En la estimacién de cada relacién integral [, T Li@de o qonde entra en juego el muestreo. Si se puede
P

fi—1(z)dz
obtener una muestra aleatoria de una distribucién proporcional a f;_; restringida a P, se denota la medida
de esta muestra aleatoria como p;_1. Entonces, para una muestra aleatoria X extraida de p;_1, se define una
fi(X)
fi—1(X)?

variable aleatoria Y = el valor esperado de esta variable aleatoria, es igual a la cantidad deseada que

se quiere estimar:

By) = [ LY g, @) -

_ filz) fiulx) Jp fi(z)da
p fi—1(x)

b fia@) Jp o @) T fi(@)da

Y esta estimacién se consigue a partir de las k muestras {X1, -, Xx}. Entonces, se puede estimar la razén
integral como

1~ filX)
k;fi—l(xj)

Para que la estimacién sea eficiente, lo importante es que el nimero de muestras k que se necesitan no sea
demasiado grande. Si se pasa inmediatamente de fy a la distribucién uniforme, se requeriria un niimero expo-
nencial de muestras k. Por esto es que se introduce la idea de “Annealing schedule” que consiste en encontrar
una configuraciéon adecuada de funciones f; que permitan ir “enfriando” a fy hasta llegar a la distribuciéon uni-
forme, mientras se controla la varianza de Y, lo que da como resultado un pequeno ntimero de fases (es decir,
relaciones integrales) y no demasiadas muestras por fase. En esta implementacion eso se logra seleccionando a
cada fi como un gaussiano, y aumentando lentamente la varianza hasta que el gaussiano sea esencialmente la
distribucién uniforme (es decir, el volumen).

Al igual que en el caso del algoritmo , se tienen tres etapas. Primero la etapa de redondeo. Luego lo
que vendria a ser la etapa de “sandwiching”que en este caso es la etapa del “Programa de enfriamiento” (An-
nealing Schedule) y finalmente la etapa donde se aplica la idea detrds de MMC.

Rounding: Para obtener las muestras aleatorias X extraida de p;_1, se utiliza Hit-and-Run. Se sabe que

si se cumple que 7B, C P C RB, entonces se requieren O * (n?R?/r?) pasos de hit-and-run para que el al-
goritmo converja a la distribucién objetivo. Por este motivo es que la relacién R/r afecta la performance del
algoritmo, si R/r es muy grande se necesitan muchos pasos de Hit-and-Run para llegar a la distribucién objetivo.
Intuitivamente, esto se debe a que lleva mucho tiempo moverse de un extremo al otro dentro de un politopo
alargado, mientras que es comparativamente mas facil moverse en un politopo redondeado. Por lo tanto, al
igual que en SoB es necesario aplicar un paso de redondeo al politopo antes de comenzar con la estimacion del
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volumen. El algoritmo para el redondeo es el siguiente:
Algorithm 4: Round(P, t)

Entradas: P cuerpo convexo, t cantidad pasos (Nota: se asume que B,, C P C RB,,) 2o = 0;
T =1TI; tries = 0;
repeat
tries = tires + 1,
for i=1,..,t do
‘ x; = Hit AndRun(TP, f = 1,2,-1);
end
(U,S,VT) = SVD(x1,...,¢);
T =SV~IT;
until maz(S) < 2 or tries > log(R);
if maxz(S) < 2 then
‘ return T';
else
| return Round(P, 2t);
end

El objetivo es igual que en , llevar al politopo a una posicién casi isotrépica, pero en este caso se maneja
la definicién de funcién de densidad isotropica y lo que se hace es llevar un conjunto de puntos, muestreados a
partir de esta distribucion a una posicion casi isotropica. Se define que una funcién de densidad es isotrépica si
su centroide es 0 y su matriz de covarianza es la identidad. Es decir, para una variable aleatoria X extraida de
f, se cumple que F(X) =0y E(XXT) = I. Lo que es equivalente a decir que para todo vector unitario v € R"
se cumple que [, (v7x)?f(z)dz = 1. A partir de esta definicién, se considera la nocién de aproximadamente

isotrépico, y se dice que f es C-isétropica si & < [n, (vI@)? f(z)dz < C.

Lo que se hace es redondear el cuerpo con respecto a la distribucién uniforme. El objetivo es encontrar una
transformacién lineal T tal que TP esté en posicion 2-isotrépica. Esto se hace obteniendo una secuencia de
puntos {X7, Xo, -+, X, } mediante la aplicacién de hit-and-run (con la distribucién uniforme como distribu-
cién objetivo) sobre P. Luego se calcula la transformacién que pone este conjunto de puntos en una posicién
aproximadamente isotrépica. Si se realiza la cantidad suficiente de pasos hit-and-run, entonces al aplicar la
transformacién lineal encontrada a el politopo P’ = T'P lo deja en una posicién aproximadamente isotrépica.
Para n < 100 los autores plantean que en sus experimentos observaron que con 8n® muestras de hit-and-run es
suficiente llevar a P a una posicién 2-isotrépica. Pero en el caso de que llegado este punto, se note que el cuerpo
no esta lo suficientemente redondeado, se vuelve a repetir el proceso con el doble de muestras hasta llegar a una
convergencia.

Para calcular la transformacién lineal que pone a los puntos {X7, Xs, -, X,.} muestreados en posicién iso-
trépica, primero se hace la descomposicion en valores singulares de estos puntos. Es decir, para la matriz de
puntos M, se encuentran matrices tales que M = USV’ con M € R™*" tal que S es una matriz diagonal que
contiene los n valores singulares s;, U € R™*" y V € R"*" cuyas columnas forman una base ortonormal de R™
y R™ respectivamente. Los valores singulares de una matriz son las longitudes de los semiejes de la hiper-elipse
en que se convierte la esfera de unidad si le aplicamos dicha matriz como una transformacién lineal. Intuitiva-
mente podemos observar que cuanto menos se transforme la esfera en una elipse, méds redondeado va a estar el
politopo. Por otro lado, la parte de la descomposicién USVT que produce la deformacién en una hiper-elipse
cuando se aplica a la esfera de unidad es SV7 entonces si denotamos a la esfera de unidad como B se puede
decir que lo que se busca es que:

SVIBx~B=S"'SVTB~ S 'B=V'Ba S 'B=VVI'B~ VS 'B=B~VS'B

Los valores singulares s; da la coordenada de P en la direccién u;v} . Entonces en otras palabras, lo que se esta
haciendo es escalar al politopo a lo largo de las direcciones determinadas por u;v} . (Los valores singulares méas
pequenios se ignoran por estabilidad numérica) Otro punto importante a destacar es que los autores suponen que
P esta contenido en una bola de radio R, porque los autores observaron que si se toman suficientes puntos de
muestra, cada redondeo deberia reducir el valor singular maximo en un factor constante. Si no hay convergencia
dentro de log R iteraciones, se entiende que el niimero de pasos t no fue suficiente para estimar con precision
los valores singulares, por lo que se reinicia el procedimiento con 2t pasos.

Programa de enfriamiento Como mencionamos mas arriba, en esta implementacion para establecer la se-

cuencia apropiada de funciones { fy, f1, ..., fm} (Annealing schedule), se selecciona a cada fi como un gaussiano,
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y se va aumentando lentamente la varianza hasta que el gaussiano sea la distribuciéon uniforme. Para esto,

primero se determina f para que | p Jodw sea ficil de calcular. Y a partir de fj se utiliza enfoque recursivo que
. . _ .12

calcula f; a partir de f;_;. Entonces si se toma fy = e~ ®*!I" se puede encontrar un ay que cumpla que, dado

un cuerpo convexo K y un parametro de error € > 0:

/ e—oollzll® g > (1 _E)/ e—aollzl? g,
K R‘IL

Se asume que K = PN E, P es el politopo para el cual se quiere calcular el volumen y E es un elipsoide.

Para encontrar el valor ag que permita que se cumpla esta desigualdad, lo que se hace es limitar la proba-
bilidad en funcién de a denotada por p(a), de que X ¢ K usando los lemas y y la descripcion del
cuerpo K.

Lemma A.2.1. Supongamos que X se extrae de un gaussiano esférico en R" con media p y varianza o2 en

cualquier direccién. Entonces, para cualquier ¢ > 1,

P(|X = pul| — 0®n > to>y/n) < e /8

Lemma A.2.2. Supongamos que X se extrae de un Gaussiano unidimensional con varianza o? = 1/(2a).

Entonces, se cumple que,

Primero se calcula la distancia minima desde 0 € K a cada hiperplano que describe a P y al limite de E.
Luego se aplica el lema uno al elipsoide y el lema dos al politopo y la unién ligada a estas probabilidades para
obtener un limite inferior para la fraccién del gaussiano que se encuentra dentro del cuerpo convexo K. Es decir,
si d(0, H) es la distancia minima desde 0 a la superficie del elipsoide,

Plea¢ K)<Plx¢ P)+Px ¢ E) <} P nocumeZe con H) + P(||z|| > d)
< Yu P(lzull| > d(0, H)) +e /%

—a-d(0,H)? 2
<Y sqomvas T ¢ P18 = p(a)

donde g es la proyeccién de x sobre la normal de H. Finalmente, mediante una buisqueda binaria se obtiene
el valor ag que cumple que p(ag) = ¢
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A continuacién presentamos el pseudocodigo de este algoritmo:

Algorithm 5: FirstGaussian. Devuelve ag

Entradas: Py ¢;

dists = d(0, H);

lower = 0;

upper = 0;

mid = 0;

fin = false;

tol = 0,001;

se busca el limite superior para p(a) = P(x ¢ K);
while not fin do

e—'u,ppcr-d2

SUM = 3 Jindists 2d./m-upper’
if sum > ¢ then
‘ upper = upper - 10;
else
‘ fin = true;
end

end
Busqueda binaria de ag;
while upper — lower > tol do
mid = (upper + lower) /2;
—mid-d?

sum = Zdindists m’
if sum < ¢ then

‘ upper = mid;
else

‘ lower = mid;
end

end
return ag = (upper + lower) /2;

El siguiente paso es construir la secuencia de funciones f; que convergen a la distribucién uniforme sobre K
de manera que sea posible estimar los ratios:

 fxfiwydr [eemallel g
B fK fi—i(x)dz N fK e—ai-1llzl? dyp

R;

. . _ 2 .
Esto se hace a partir de la funcién fy = e~ ®/1#II" y teniendo en cuenta los resultados presentados en el
siguiente lema:

Lemma A.2.3. Sea X un punto aleatorio en K con densidad proporcional a e"“HIHQ7 ai+1 = a;(1-1/n), n >4,

y
Y — e(a1+1—ui)|‘X||2
entonces: v) 9
Var(Y a; 1
< 1 n+1 = (1 P ¥ 42 1 1
E(Y)* — ai+1(2ai*az‘+1)) ( +”2*2n) e
—a;||T 2
yo SiX) el e
fima(X) el

o fK fl_l(fﬂ)dl’

La idea es seleccionar los {f;} que hagan que la convergencia a la distribucién uniforme sea lo més rdpida
posible, manteniendo la varianza de Y controlada (con el fin de mantener el cociente entre integrales, para
conseguir llegar al volumen en pocas fases). Esto se hace tratando de maximizar k, donde a;1 = a;(1 — 1/n)*.

Por el lema , se comienza con k = 1 y a partir de un nimero pequeilo muestreado utilizando HR (con
distribucién objetivo proporcional a f;_1 N K) y observando su varianza se busca el k maximo que cumpla que
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Var(Y) < 1. En la préctica, los autores de la implementacién de este algoritmo observa que aproximadamente

E(Y)?
O(n?) pasos de HR son suficientes para estimar ‘g’&;p

A continuacién presentamos el pseudocodigo de este algoritmo:

Algorithm 6: NexGaussian. Devuelve a;41 = a;(1 — 1/n)*

Entradas: zg € P ;
v a; valor anterior;
N cantidad de muestras para HR;

k=1,
X = HitAndRun(xo, P) Muestrear N puntos usando HR;
fin = false;

while not fin do
ai+1 = az(l — l/n)k,
TR
V= B = i = el
calcular Var(Y) y E(Y);
if Var(Y)/E(Y)? > 1 then
if £ # 1,0 then

| k=k/2
end
fin = true;
else
‘ k = 2k;
end
end

Una vez que se verifica que f; esta lo suficientemente cerca de la distribuciéon uniforme, se detiene la btisqueda
de los a;.

Algorithm 7: GetAnnealingSchedule. Devuelve {ag, - ,am}

ag = FirstGaussian(P,¢);

fin = false;

a;—1 = Qo;

while not fin do

a; = NextGaussian(P,a;—1) Verificar convergencia a la distribucion normal;
samples = muestras tomadas de la distribucion f;;

CUT?“itS = Zp in samples L

b
- —aillpll?.
currn = Zp in samples e ’
if a; > 0 and curryn/curr;ts > 1 then

‘ Aj—1 = Q43
else
‘ fin = true;
end
end
return {ag, - ,am}

Finalmente, tenemos todo como para mostrar el pseudocédigo del algoritmo del célculo de volumen. Inclu-
yendo la etapa de MMC, en donde se estiman los ratios R; de las integrales.
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Algorithm 8: Volumen(P,¢)

T = Round(P,8n?);

P =T.P:

{ag,"++ ,am} = GetAnnealingSchedule(P,¢);
x es un punto aleatorio de fo N P’ e’ =¢/\/m;
for i=1,...,m do

k=0;

o = I

W = 4n? + 500;

fin = false;

while not fin do

k=k+1;

xp = HitAndRun(P’, distribucion objetivo : f;_1,2x_1);

_ 1k filzg) .
Tk =% Zj:l fi—l(;j)’

Winax = mal‘{rk—W-&-l, te ark};
Wmin = min{rk—W—&-la e 7Tk};
if (Wmax - szn S 5//2 : Wmam then
‘ fin = true;
end
end
R; = ry;
T = Tk,

end
return volumen = |T| - (7r/ao)”/2 “Ry-- R,

A.3. Cooling Bodies (CB)

La descripcion de este algoritmo fue tomada de [4].

El algoritmo se basa en MMC y utiliza Hit and run para generar muestras con la distribucién uniforme como
objetivo. Se reescribe el volumen de un politopo P mediante la siguiente ecuacion:

vol(Py,)
_ vol(Chp) _ P — ().
vol(P) = 2ol(PL) 5ol(5) ol (P vol(Cyp) con Pp=P, P—i=C;NP (A1)
vol(Po) vol(P1) ~ vol(Pm_1)
A cada ratio de esta ecuacién se los denomina r;:

’UOZ(PH_l) . UOZ(Pm)

ri=——>,1=0,--- m—1yry, =———=

! vol(P;) Y rm vol(Cy)
Primero se construye una secuencia de cuerpos convexos C; 2O --- D (), que se intersectan con el politopo

P usando “enfriamiento simulado”. Luego, se estima cada relacién en el producto telescopico de la Ecuacién

usando HR y un criterio empirico de convergencia. En estimaciones practicas C,, tiene que ser un cuerpo
convexo cuyo volumen se obtiene mucho mas rapido que vol(P) y ficil de muestrear. Una opcién tipica para los
C; es una secuencia de bolas concéntricas, pero se pueden usar otros cuerpos convexos.

Programa de enfriamiento Dado un politopo convexo P, un parametro de error € y r, §, « tales que

0 <r+4d <1, el programa de enfriamiento genera la secuencia de cuerpos convexos Cy 2D --- 2 (), que definen
los Pi=CiNnP, i=1,--- ,my Py = P. El objetivo principal es restringir cada cociente r; en el intervalo
[r, 7 + &] con alta probabilidad. Para esto, se construyen dos pruebas de hipdtesis que permiten afirmar con alta
probabilidad que estas restricciones sobre r; se cumplen.

Una prueba de hipétesis es una regla que especifica si se puede aceptar o rechazar una afirmacion acerca
de una poblaciéon dependiendo de la evidencia proporcionada por una muestra de datos. En este tipo de pruebas
se examinan dos hipétesis opuestas sobre una poblacion: la hipotesis nula Hy y la hipétesis alternativa Hy . La
hipétesis nula es la afirmacién que se estd comprobando. La hipétesis alternativa es la afirmacién que se desea
ser capaz de concluir que es verdadera basdndose en la evidencia proporcionada por los datos de la muestra. A
partir de una muestra aleatoria se construye un estadistico, y segtin el valor que tome este estadistico de prueba



A.3. COOLING BODIES (CB) 77

se aceptard o se rechazard la hipotesis. El estadistico es el valor que se quiere extrapolar a la poblacién de la
muestra.

Como se estd tomando una decisién en base a el valor de un estadistico se puede cometer dos tipos de errores:
rechazar Hy cuando ésta es verdadera, o aceptar Hy cuando ésta es falsa. El primero se conoce como error de
tipo I, y el segundo como error de tipo II. A o« = P(rechazar Hy | Hy = true) se lo conoce como nivel de
significancia del test. A menor valor de a;, menor probabilidad de rechazar la hipétesis nula. Si el estadistico es
menor que el valor de a seleccionado, existen evidencias suficientes para rechazar Hy en favor de H;. La proba-
bilidad de cometer un error del tipo dos es igual a 8 (figura ). En Particular, las pruebas que son utilizadas

H  Verdadera H  Falsa
Rechazamos H P (ef:;':;?;g(;;: o Decisiéon Correcta
No Rechazamos H Decision Correcta Error Tipo II

P(error Tipo II) =g

Figura A.1: Probabilidades de error en pruebas de hipdtesis.

en el desarrollo de este algoritmo, se aplican si Xi, ..., X,, son variables aleatorias independientes distribuidas

(Xi4---+X,)
v

normalmente, con media p, varianza o y media muestral X = y utilizan el estadistico

con

1 n
$2w) = 1 D (i — 2
=1

que sigue la distribucién t - StudentE con v — 1 grados de libertad. La distribuciéon T-student es una distribucién
de probabilidad que surge del problema de estimar la media de una poblacién normalmente distribuida cuando
el tamano de la muestra es pequenio. Esta distribucién es muy similar a la distribucién normal. Tiene como
pardmetros la media, la varianza y ademés incorpora a través de los grados de libertad una modificacién que
permite flexibilizar las colas en funcién del tamafnio que tenga la muestra. A medida que se reduce el tamaifio
muestral, la probabilidad acumulada en las colas aumenta, siendo asi menos estricta de lo que cabria esperar
en una distribucién normal. Una distribucion T-student con 30 o més grados de libertad es practicamente igual
a una distribucién normal.

Entonces, dadas v observaciones de una variable aleatoria X ~ N(u,0?) con varianza desconocida o2, las

pruebas t-test (de una cola) verifican la hipétesis nula de que la media de una poblacién supera un valor especi-

fico o usando el estadistico t = f?&g ~ t,_1, donde Z es la media muestral, s la desviacién estandar muestral

y t,_1 es la distribucién t-student con v — 1 grados de libertad.
Dado el valor de significancia « > 0 se prueba la hipdtesis nula para el valor medio de la poblacién, Hy : pu < pg
contra Hy : 1 > pg. Sise cumple que t > t,_1 4 = & > o +ty—1,05/+/V, entonces se rechaza HO. Lo que implica

que a = P(rechazar Hy | Hy = true).

El algoritmo para encontrar el cronograma de enfriamiento utiliza las siguientes dos pruebas estadisticas:

testL(Py, Py, r,0,a,v, N) testR(Py, Pa,r,0,a,v, N)
Hy : vol(Py) /vol(P1) > 1+ 46 Hy : vol(Py) /vol(Py) <
Hy :vol(Py) /vol(P1) <7 +46 H;y :vol(Py) /vol(Py) > 1
if Hy is rejected return true if Hy is rejected return true

Thttps://es.wikipedia.org/wiki/Distribucién_t_de_Student
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Entonces, si se rechazan las hipétesis nulas en ambas pruebas se cumple con el objetivo de restringir cada
razén r; en el intervalo [r,r + §] con alta probabilidad.

Finalmente, si se muestrean IN puntos uniformes en un cuerpo P;, entonces la variable aleatoria X, que cuenta
los puntos que caen en P;1, sigue una distribucién binomial ; X ~ b(N,r;) y Y = X/N ~ N(r;,ri(1 —r;)/N)
es un gaussiano. (Esto pasa solo si NV es lo suficientemente grande, entonces en el algoritmo se adopta la regla
Nr;(1 —r;) > 10 para garantizar que esto pase). Entonces, cada proporcién muestral que cuenta los éxitos en
P;+1 sobre N es un estimador insesgado para la media de Y, que es r;. Si se muestrean ¥/N puntos de P; y
se divide la muestra en v sublistas de longitud IV, las relaciones v correspondientes son valores experimentales
que siguen la distribucién N(r;,r;(1 —r;)/N) y se pueden usar para verificar ambas hipé6tesis nulas en testL y
testR.

Algorithm 9: Aplicar pruebas testL y testR

Entradas:

Py, P, cuerpos convexos;

r, § parametros de enfriamiento;
« > 0 nivel de significancia;

v, N > 0;

1. Tomar v N muestras uniformemente distribuidas de P; utilizando H R;
2. Dividir las N en v listas S, -+, 5, de largo N;

3. Calcular 7, = |[{¢g€ Po:q€ S;}|/N,i=1,--- ,v

4. Calcular la media fi y la desviacion estandar s de los v ratios.

5. if p>r+ ty_lﬂﬁ then
| pasa testR

else
falla testR

end
6. if p<r+d-— tu_La% then
| pasa testL
else

| falla testL

end

Cada cuerpo convexo C; € {C; 2 -+- 2 C,,} es un cuerpo convexo C' multiplicado por un escalar. En el
caso de los H — politopos, C es la esfera unitaria, pero podria ser cualquier otro cuerpo convexo.

Para encontrar la secuencia el algoritmo recibe un cuerpo convexo C' (la esfera unitaria en el caso que estamos es-
tudiando) y un intervalo [Gmin, @maz]- Este intervalo cumple que la probabilidad de que el test R(¢minC, gminC N
P) falle es igual a uno (esto pasa cuando ¢,,,;, C C P), y la probabilidad de que el test L(¢mazC), GmazC N P) falle
esta arbitrariamente cercana a uno. Cuando C' es la esfera unitaria, para obtener el intervalo incial, se establece
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Gmin = 0y se muestrean v N puntos para establecer ¢, de modo que todos los puntos pertenezcan a ¢q.C-

Algorithm 10: AnnealingSchedule (P, C, 7,8, a,n, N, ¢min, Gmaz)

Entradas:
Q1 = Gmins 92 = Gmazs 4= (@1 +q2)/2;
stop = false;
while not stop do
C" = qC;

if testR(C',C' N P) and testL(C',C' N P) then
| stop = true

end

if testR(C’',C’ N P) and not testL(C',C" N P) then
| a=¢ 9= (0 +q)/2

end

if not testR(C’,C’' N P) and testL(C’,C" N P) then
| ©2=¢ 9= (0 +q)/2

end

if not testR(C’',C' N P) and not testL(C',C" N P) then
| Muestrear vN puntos con HR en C’

end

end

Po =P, i =0, gmin = ¢

stop = false;

while not stop do

Q1 = Gmin, 92 = Gmaz, ¢= (@1 +¢2)/2;

if testR(C’,C’' N P) then
| m=1i+1; P, =C'NP; stop = true;

end

stop2 = false

while not stop2 do

Pr=gqCnNnP

if testR(P;,C' N P) and testL(C',C' N P) then
| Py1=P;i=1i+1; stop2 =true

end

if testR(P;, P') and not testL(P;, P') then
| @2=4q, ¢= (a1 +q)/2

end

if not testR(P;, P') and testL(P;, P') then
| a=¢ q= (a1 +q)/2

end

if not testR(C’,C’ N P) and not testL(C',C' N P) then
| Muestrear vN puntos con HR en P’

end

end

dmaz = 4

end

return {Py, -+, Py, C'}

Mediante una buisqueda binaria y utilizando los testR y testL el algoritmo encuentra el cuerpo C' = C,,
tal que tiene una alta probabilidad de que r,, = vol(Cy, N P)/vol(Cy,) € [r,7 + ¢]. Una vez que se tiene de-
finido C" = C,,, se establece Py = P y mediante otra buisqueda binaria se va encontrando la secuencia completa.

En el paso i, el algoritmo determina P;;; encontrando el nimero ¢ que hace que la relacién de volumen se
encuentre acotada con alta probabilidad, r; € [r,r + d]. Se toman v N muestras en P; y se realizan biisquedas
binarias para encontrar ¢ en un intervalo actualizado [gmin, @maz] de modo que tanto testL(P;,qC N P) como
testR(P;,qC N P) tengan éxito. Luego, se establece P11 = ¢C N P. Para actualizar el intervalo, el algoritmo
usa el valor ¢ de C calculado en el paso de inicializacién como @, v €l valor ¢ de P; calculado en el paso
anterior como ¢mq.. El intervalo actualizado implica que vol(P; 1) tiene que estar entre vol(P;) y vol(C N P).
La btsqueda de cuerpos P; se detiene cuando vol(C' N P)/vol(P;) es lo suficientemente grande de acuerdo con
el testR. El cuerpo C' N P es el que tiene volumen minimo en la secuencia.

Cabe destacar que en las pruebas testR y testL del algoritmo se pueden tener errores de tipo I o II y, esto
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provocaria que se hagan busquedas binarias en intervalos que no contienen valores correspondientes en [r, 4+ d].
Por lo tanto, existe la probabilidad de que el algoritmo no termine. Sin embargo, los autores del algoritmo
proporcionan una prueba de que esta probabilidad esta limitada por una constante cuando el algoritmo realiza
al menos tantos pasos como el nimero minimo requerido para que termine. Dicha constante depende de las
probabilidades de cometer los errores del tipo I y II en los tests.

Finalmente si se cumplen las siguientes tres condiciones: el politopo P es tal que se cumple que rB,, C P C RB,,,
se toman muestras de puntos uniformes en cada paso del algoritmo y este termina con éxito, se demuestra que la
cantidad de fases m que determina el algoritmo esta limitada. En particular si se usan esferas en MMC entonces
m = O(lg(vol(P)/vol(rBy,)))

Después de tener la secuencia de P; viene la parte de estimar cada ratio para poder estimar el volumen. En este
algoritmo se establece un criterio de convergencia empirico y se aproxima este ratio utilizando una cantidad de
puntos variable que depende de dicho criterio.

Primero, se acota el error en la estimaciéon de cada ratio para usarlo en la definiciéon del criterio de deten-
cién. Para cada r;, el error esta limitado por ¢; de modo que:

2 _ 2
€ =c

m
=0
Si se asume un muestreo uniforme, entonces el niimero de puntos en P11 sigue la distribucién binomial b(n, r;),
donde n es el nimero de puntos que se generaron en P;. Entonces, un intervalo de confianza de r; viene dado
por

. (1 —7

7+ 2472 ( )
Dénde 7 es la proporcién de la cantidad de puntos en Py sobre ny 2,2 es el cuantil 1 — /2 de la distribucién
Gaussiana. Mientras n aumenta, el intervalo se vuelve més estrecho alrededor de 7, de modo que una buena

opcién es detenerse cuando zq /2 M/(72 — Za/21/ W) < ¢; y muestrear O(1/e7) puntos de P;. Con este
criterio de convergencia, la ecuacion @ estimara el volumen de P con un error acotado por € con probabilidad
(1 _ a)m+1

Sin embargo, en la practica no es posible utilizar este criterio porque se generan muestras aproximadamen-
te uniformes y para caminatas aleatorias cortas el niimero de puntos que caen en P;;; no sigue la distribucién
binomial y el criterio suele resultar en falsos positivos. Debido a esto, los autores del algoritmo desarrollaron
un criterio empirico que utiliza la desviacion estdndar de una cantidad k de estimadores consecutivos de 7;. Se
almacenan los dltimos k r; en una cola llamada ventana deslizante denotada por W. Se actualiza W cada vez
que se genera un nuevo punto de muestra insertando el nuevo valor de r; y sacando el valor mas antiguo. A partir
de la desviacién estdndar de estos valores y del valor del estimador 7 se establece el criterio de convergencia. El
tamano k de la ventana deslizante se determina experimentalmente

Algorithm 11: EstimateRatio(Py, P, e, m, k)

p=1— "%/3/4, convergence = false, j = 0, count_in = 0, W ventana de largo k
while not convergence do
j=J+1
Obtener un punto uniforme g; de P;
if ¢; € P> then
| count in = count in—+1

end
7: — coun?iin

J
if W esta completo then
| remover Wy
end
if 7 > k then
s=std(W), a =7 — 2,28, b="7+ 2,/25
if (b—1)/a > e/2 then
| convergence = true
end

end
end
return 7
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A continuacién se muestra el algoritmo para el célculo del volumen:
Algorithm 12: Volume(P, €, 7, 6, o, v, N, k)
Construir el cuerpo convexo C'C R"™ s.t. C N P # () y definir el intervalo [gmin, Gmaz]
{Po,", P, Cn} = AnnealingSchedule(P,C,r, 5, a, v, N, @min, Gmaz)
Setear €;, i =0,-+- ,m s.t. Y o€ =€
fori=0,---,m do
if i < m then
| r; = EstimateRatio(P;, Piy1, €, m, k)
else
| r; = EstimateRatio(Ch,, P, €m, m, k)
end

end
return vol(Cy,)/To/  +* /Tm—1Tm

El comportamiento de este algoritmo estd parametrizado por el error de aproximaciéon e, pardmetros de
enfriamiento 0 < r+ 9 < 1, 7, 6 > 0, que se utilizan para generar la secuencia de cuerpos convexos, nivel de
significacién « > 0 de las pruebas estadisticas , los grados de libertad para el t-student usados en las t-tests v,
y el parametro N que controla el niimero de puntos ¥ N generados en P;. Se generan muestras uniformes en P;
usando HR.

En la implementacién proporcionada en la libreria VolEsti, para los pardmetros de enfriamiento, se estable-
cieron 7 = 0,1 y 6 = 0,05 para definir el siguiente cuerpo convexo en MMC con aproximadamente el 10 % del
volumen del cuerpo anterior, y se establecié que el nivel de significancia sea o = 0,10. Por otro lado, se establecié
el ntimero de puntos que se generan a partir de P; en cada paso en N = 1200 + 2n? y v = 10. El valor de vN
se determiné experimentalmente. Para obtener el punto interior que se necesita para HR, si P es H-politopo el
centro de Chebychev.
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Apéndice B

Caminatas Aleatorias

B.1. Random-Directions Hit-and-Run:

RDHR 6 simplemente Hit-and-Run (@)7 es un algoritmo que permite muestrear puntos uniformemente
distribuidos dentro de un politopo P [33]. Partiendo de un punto inicial zq € P se selecciona de manera uni-
forme una direccién e sobre la hiper-esfera d-dimensional, y se buscan los limites de P en esta direcciéon. Luego
seleccionamos un nimero aleatorio A, que estd uniformemente distribuido entre los limites encontrados.

El nuevo punto muestreado es xy+1 = x + Ae

Esta forma de generar los puntos muestreados da como resultado una cadena de Markov que converge ha-
cia la distribucién uniforme al aumentar el tamano de la muestra K. El algoritmo HR converge en tiempo
polinémico a una distribucién uniforme [27].

Una cadena de Markov es una secuencia correlacionada de estados que cumple que la probabilidad de transiciéon
de un estado a otro, solo depende del estado actual. Para garantizar que la distribucién sobre un estado de la
cadena tiende a p(z) independientemente del estado inicial la cadena debe ser ergdédica. Una cadena se dice
ergédica si es irreductible y aperiédica. Irreductible significa que se tiene la capacidad de alcanzar cualquier
2 donde p(z) > 0 en un ntmero finito de pasos, y aperiodicidad que no se puede acceder a ningtin estado en
ciertos momentos regularmente espaciados.

En general, si f : R® — R" es una funcién integrable no negativa, entonces define una medida 7 en cual-
quier subconjunto medible A de R?,

 Ja fo)de
”Tf(A) = f; f(x)dx

Si [ es una linea en R¢ y m,¢ es la restriccién de 7 a [,

fp+tueP f(p+tu)dt
fl f(x)dx

m,(P) =

Donde p es un punto en [ y u es un vector unitario paralelo a [. El siguiente pseudocoédigo describe un paso de
HR.

Algorithm 13: Hit and Run(P, p, f)
P CR™;
peP;
f:R™ - Ry;

1. seleccionar una linea que pase por p

2. return un punto aleatorio en el segmento [ U P elegido de la distribucién m; ¢.

m¢ es la distribucién estacionaria de HR.

Para encontrar los limites del politopo en la direccién e, buscamos el valor t, que cumple que g1 = zp+te,t > 0
y t es el minimo valor por encima del cual se viola una de las restricciones.
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Si aj es el j-ésimo vector fila de A, y b; el componente j-ésimo de b, este valor puede calcularse a partir de

+0) — (bj—a;zo)

j=1.r
(B.1)
t = min(tW, ..t Nt0 |t > 0)

B.2. Coordinate-Directions Hit and Run:

Es una variante del método anterior, pero en lugar de seleccionar una direccién de entre todas las posibles,
se selecciona la direccion e, del conjunto acotado de n direcciones fijas e; = (1,0, ...,0),e5 = (0,1,0...), ..., e, =
(0,0..,0,1), encontrando la interseccién con los bordes de K; [u,v] en esta direccién y seleccionando el nuevo
punto de manera uniforme dentro del segmento [u,v].

B.3. Ball Walk:

El siguiente pseudocddigo describe un paso de BallWalk:
Algorithm 14: BallWalk(P, p, 9, f)
P CR™;
pep;
0 radio;
f:R" =Ry,
1. seleccionar de manera uniforme un punto x en la esferea de radio 9 y centro p

2. retornar z con probabilidad min{1, %} de lo contrario retornar p

Donde f es la distribucién que van a seguir los puntos muestreados. Si f es la funcién indicadora de P, entonces
la distribucién objetivo es la distribucién uniforme.

B.4. Billiard Walk:

Billiard Walk es una caminata aleatoria para muestreo de la distribucién uniforme. El siguiente pseudocodigo
implementa un paso de Billiard Walk, donde (-,-) es el producto interno entre dos vectores y|-| es la longitud
de un segmento.

Algorithm 15: BilliardWalk(P, p, 7, R)

P CR™;

pep;

T €R+ 3

R eN;

1. Setear el largo de la trayectoria L < —7inn, n ~ U(0,1)

Setear el numero de rebotes n < 0y pg < p
Seleccionar de manera uniforme una direccion v en la esfera de radio uno.

2. actualizar n <~ n + 1; if n > R then retornar pq
3. setear | + {p+tv, 0<t< L}
4. if 9PN = () then retornar p + Lv

5. Actualizar p <— 9P N1; Si s es el vector normal interno del plano tangente en p, ||s|| = 1; Actualizar
L+ L—|PNl|, v v—2(v,s)s; volver a 2




Apéndice C
Modelos basicos

En este trabajo vamos a utilizar dos conjuntos de modelos. Primero vamos a utilizar la coleccién de politopos
con las cuales fueron probados los software Vinci y Latte, para validar las implementaciones de los métodos de
aproximacién en base a los volimenes calculados con estos software. Esta coleccion consta de varios modelos de
diferentes dimensiones agrupados de la siguiente manera:

cube: hipercubos con -1 y 1 como coordenadas de vértice, en las dimensiones 2 a 14.

= cross: politopos cruzados, los duales de los cubos de arriba, también en las dimensiones 2 a 14. Si P ¢ R?
es un politopo de dimensién d tal que 0 € int(P). El politopo dual P* a P se define como P* = {x €
R'z-y<1Vye P}

» rh: politopos construidos al azar eligiendo hiperplanos tangentes a una esfera (en los nombres de los
archivos son de la forma rh_d_m, donde d representa la dimensién y m el niumero de hiperplanos).

mcc:cc_8 5,cc 8 6,cc 8 8 cc_8 9, cc_ 8 10y cc_8 11, el producto de dos politopos ciclicos con
vértices de 5, 6, 8,9, 10 y 11 cada uno en la dimensién cuatro. La dimensién final es, por lo tanto, ocho.

= ccp: politopos de cinco a siete vértices., escalados por 2 y luego traducidos por 1 para contener el origen
en su interor. Entonces sus vértices tienen coordenadas +1 y -1 ahora.

= metric: politopos métricos de 4 y 6 facetas.

= Birkhoff [1] son politopos que cumplen que la suma de los valores de sus filas y columnas es igual a uno.
i1 0 Tin

Tnl - Tpn

cuyos volumenes exactos estan calculados hasta B0
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Apéndice D
Ejemplo HR aplicado al modelo simple:

A continuacién mostramos un ejemplo de este algoritmo aplicado al modelo simple presentado en la seccion
‘, utilizando como caminata aleatoria el método RDHR.
Modelo inicial:

—x—y+z=0
0<x<6
0<y<38
0<2<10

Luego de procesar el modelo (descomposicién QR para obtener la matriz W) pasamos a un modelo en dos
dimensiones:

0 < —0,5774x + 0,5774y < 6
0< —0,7887z + 0,2113y < 8
0 < —0,21132 + 0,7887y < 10

Primero, determinamos el espacio de referencia (figura )y el punto inicial x( resolviendo los problemas de
programacion lineal.

. —21957<z<8

. 0<y< 12,1957

w ol = (zMeT — gMin)(ymaeT — yminy — 124 3538
= 20 = (2,9019,8,0980)

Tteracion 1 (figura ): Muestreo en el espacio de referencia. Se verifica cuantos puntos cumplen con la
restriccién zg (puntos amarillos en la imagen) n = 10%,p; = 0,9313

Tteracién 2 (figura [D.1d): Muestreo en el espacio de referencia con restricciones: x < 6. Se verifica cuantos puntos
cumplen con las restricciones: x > 0. n = 105, p; = 0,9807

Iteracién 3 (figura ): Muestreo en el espacio de referencia con restricciones: z < 6, z > 0. Se verifica cuantos
puntos cumplen con las restricciones: y < 8. n = 10%, 5; = 0,9681

Tteracién 4 (figura ): Muestreo en el espacio de referencia con restricciones: © < 6, x > 0, y < 8. Se verifica
cuantos puntos cumplen con las restricciones: y > 0. n = 10°, p; = 0,7047

Tteracién 5 (figura ): Muestreo en el espacio de referencia con restricciones: z < 6, 2z >0,y <8 y > 0. Se
verifica cuantos puntos cumplen con las restricciones: x +y < 10. n = 10%, p; = 0,8894

Volumen estimado: 68.91385
Volumen exacto: 69.28203
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b) Iteracién 1

(

Espacio de referencia

)

(a

d) Iteracién 3

(

(c) Iteracion 2

(f) Iteracién 5

Iteracién 4

)

e

(

Figura D.1: Calculo del volumen con HR.



Apéndice E
Ejemplo restricciones con igualdades

Podemos aplicar estas ideas en el caso del modelo simple debido a que este se encuentra definido en R3 y el
espacio de soluciones del mismo es en R?.
—r—y+z=0

0<z<6
0<y<8
0<2z<10

Forma compacta:

zs = (z,y)"
bs = (6,8,10,0,0)
Ap = (11)
zp=z=11)(z,y)" =z +y

Como en este caso, el espacio de soluciones es un plano, podemos calcular su “volumen” (es decir el drea)
utilizando la siguiente férmula:

Area de un triagngulo de lados a, b y ¢: /s(s — a)(s — b)(s — ¢) con s = (a +b+c)/2
Para calcular el drea de la parte de soporte la dividimos en tres triangulos.

Area tridngulo uno: V64

Area tridngulo dos: 1/400
Area tridngulo tres: /144
Area total: 40.0

\/det(l +ATA,) = \/det(l +(1)T(11) = V3
Vol(P) = 40 x V3 = 69,2820323
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0 1 2 3 4 5 6
(a) En verde se muestra Aszs < bs, en naranja
se muestra el problema original Az < b (b) Aszs < bs en R?

Figura E.1: Ejemplo restricciones de igualdad

Es importante mencionar, que en este caso, como las ecuaciones son igualdades a cero, para encontrar el volumen
basta con encontrar una base del espacio nulo (Nul(A) = x € R™ : Ax = 0) y calcular el volumen aplicando
las restricciones a dicha base. Cabe destacar que la matriz W especificada en la metodologia que se desarrolla
en [@] para obtener el espacio de referencia, vendria a ser_la matriz M, asociada a la transformacién lineal
T : K — K’ que se utiliza en la demostracién del teorema .



Apéndice F
Ejemplo Metropolis-Hastings

Supongamos que se quiere sortear muestras a partir de la distribucién p(x) representada por la curva azul
de la figura .

Como definimos anteriormente, a medida que vamos construyendo la cadena de Markov vamos calculando

— mi p(@) q(z'<x)
a = min(l, Soygtee

tomamos como funcién de proposicion: g(x « z') = N(x,1) Con esta funcién de proposicién se cumple que

) para determinar si el nuevo estado propuesto es aceptado o no. En este ejemplo

q(z + 2') = q(2’ + z) por lo tanto a = min(1, ’;((Z)) )
= Paso 1: Supongamos que el punto amarillo en la figura es el estado inicial, y obtenemos el punto rojo
como estado propuesto. Calculamos a = min(1,0,27/0,07) = min(1,3,87) Como el nuevo estado es més
probable que el anterior lo aceptamos. Y la cadena pasa a estar como se muestra en la figura [F.1d.

= Paso 2: El punto rojo de la figura es el estado nuevo propuesto por q. a = min(1,0,28/0,27) =
min(1,1,01). Igual que en el caso anterior el nuevo estado es mds probable que el anterior por lo que se
acepta. Y la cadena pasa a estar como se muestra en la figura .

= Paso 3: El punto rojo de la figura es el estado nuevo propuesto por ¢. a = min(1,0,04/0,28) =
min(1,0,13). Como el nuevo estado es menos probable que el anterior, lo aceptamos con probabilidad
0.13. Supongamos entonces que la propuesta es rechazada, por lo tanto el nuevo estado es igual al estado
anterior. Y la cadena pasa a estar como se muestra en la figura |F.1q.

= Paso 4: El punto rojo de la figura es el estado nuevo propuesto por ¢. a = min(1,0,20/0,28) =
min(1,0,73). Como el nuevo paso es menos probable que el anterior, lo aceptamos con probabilidad 0.73.
Supongamos entonces que la propuesta es rechazada, entonces el nuevo estado es igual al estado anterior.
Y la cadena pasa a estar como se muestra en la figura .

Finalmente luego de 50 iteraciones se obtendra una cadena como la de la figura
Si se traza un histograma sobre los puntos obtenidos (figura ), se puede ver que el histograma no es
exactamente como la funcién, pero esta cerca, por lo que es una forma razonable de tomar muestras de la curva
azul en este caso particular.
Utilizando este mismo ejemplo podemos ver que variando el tamano de los pasos de la distribucion de propuesta,
se puede afectar el desempenio del algoritmo.
Si disminuimos la varianza en la distribucién de propuesta ¢ (figura ), estariamos proponiendo movernos
siempre con pasos pequenos alrededor del punto anterior. En cierto modo funciona, pero en la cadena demora
en moverse fuera de la region de baja densidad donde comenzé. Lo que significa que la cadena va a demorar
mas en converger a la distribucién deseada.
Si incrementamos la varianza en la distribucién de propuesta ¢ ((figura )), vamos a estar dando pasos
grandes, esto es mejor en términos de convergencia y de muestras independientes, con respecto a los pasos
pequenos. Pero de todas maneras la cadena va a pasar mas tiempo en los estados con myor probabilidad y esto
significa que se desperdician recursos y capacidad de cémputo.
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q(x—a')=N(z,1)

(a) Estado inicial (b) Paso 1

q(z = 2')=N(z,1) - g(z— ') =N(z,1)

Figura F.1: Ejemplo MH
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Figura F.2: Ejemplo MH
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Apéndice G

Algoritmos implementados

G.1. HR

Algorithm 16: Volumen P basado en HR
Entradas:
K = cantidad de muestras HR ;
rest;, i = 1..m //Restricciones que definen a P
™" x™meT — resultados problema de optimizacion espacio referencia;
volumen espacio de referencia = (9% — g¥in) ... (pmar — gmin)
A= [I'ITL’L’H, < I < Imax];

V = volumen espacio de referencia;

for i =2... mdo
xg € P;
muestras = sortear K muestras dentro de A;
muestras positivas = x € muestras Nx € AUrest;;

V =V x (#muestras positivas/K);

A= AU]rest;
end
return V;

G.2. FC

G.2.1. Centro Fijo

Algorithm 17: Volumen FC. Centro fijo

Entradas: zg € P;
S =0;
fori=1.. Kdo

1. Sortear la direccién e, con distribucién uniforme

2. Encontrar todos los puntos donde e se intersecta con P. (En este caso como estamos trabajando con
politopos regulares, tenemos una interseccién en cada sentido de e, estas dos intersecciones podemos
calcular las juntas y hacer dos pasos en uno.)

3. Calculamos la distancia de xg a las dos intersecciones y las acumulamos en S.

Estimamos el volumen mediante la ecuacién: V = E[KA(Z)"]
end
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G.2.2. Centro Variable

Algorithm 18: Volumen FC. Centro variable

Entradas: zg € P;
S =0;
fori=1..Kdo

1. generar una direccién aleatoria con centro x;_; siguiendo una distribucién uniforme.

2. Encontrar la intersecciéon de la nueva direccién en ambos sentidos, calcular la distancia de x;_1 a estas
dos intersecciones y acumularlas en S.

3. Sortear un nimero aleatorio A, que esta uniformemente distribuido entre los limites encontrados.

4. =221+ de

Estimamos el volumen mediante la ecuacién: V = E[K\(Z)"]
end

G.3. MCMC

ps = 2-eap(B In(f ()

En la implementacion de MH se utiliza como propuesta un paso aleatorio dentro de la esfera de la unidad.

Para el estimador de volumen, se utiliza g = In(f(x)).
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Algorithm 19: Volumen P basado en MCMC

Entradas:
x0 € P;

K = cantidad de iteraciones MH ;

b = cantidad de cadenas (una por cada pg);

(81, B2y s Bo—1,Pp) = (0,1/b,2/b,....b — 1/b,1) valor de § para cada cadena;

x = x0;
forn =1 ... K do
forj=1. bdo
Paso MH:

else

end

end

end
end

end
end

Calcular a = In(
if a <in(U(0,1)) then = = 2/;

p(z’)
p(z)

I T=2

for k =1 ..bdo
Paso PL:
x; < U(L,b); z; # x;
a =min{1,exp((B; — Bi)(g(z:)
if a <U(0,1) then
Ti < Ty
Tj < Ty

for k=1 ..bdo
| Sk = Sk + B In(f(wr))

)=In

(

exp(B; In(f(2")))
exp(B; In(f(2)))

?k(ﬂk) = Si/K VB € (B, B2, ~-~a?b71a5b)
V = Zoeap(AB(EEEL + 37171 Ejnp))

—9(x;)))}

Sortear un vector e, uniformemente distribuido en la esfera de radio uno.
e = (ex—1 + d&e) donde 0 < § < 1 es una constante, y £ € U(0,1)
' = el (con esta distribucion de propuesta se cumple que ¢(z + z') = g¢(a’ < x) = 1)

) = B; In(f(2")) = Bj In(f(x))

G.4. Resultados computacionales

En las secciones @ y @ se aplicé el método Bland-Altman para analizar los resultados obtenidos al utilizar
los algoritmos CG y CB para aproximar el volumen de los modelos nucleo y compacto de E. coli. A continuacién

presentamos los resultados tabulados que permitieron realizar dicho anélisis.

G.4.1. Resultados Modelo compacto E. coli CG y CB

CBpu

CG u

log(CG) — log(CB)

(l0g(CG) + log(CB))/2

Vo8

10000

1.44e+09

1.45e+09

0.01

2.11e+01

Vo9

10000

1.71e+09

1.69e+09

-0.01

2.13e+01

V1o

10000

3.52e+09

3.76e+09

0.07

2.20e+01

Vi1

10000

2.49e+09

2.61e+09

0.05

2.17e+01

V12

10000

1.74e+09

1.74e+09

0.00

2.13e+01

Vi3

10000

1.57e+09

1.41e+09

-0.10

2.11e+01

V17

o |0 |o |0 |0 |o |

10000

2.22e+09

2.05e+09

-0.08

2.15e+01

Tabla G.1: Resultados modelo compacto E.coli con una fermentaciéon prendida.
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d CBu CG p 1og(CG) — log(CB) (log(CG) + log(CB))/2
V08Vv09 7 10000 8.64e+09 9.60e+09 0.11 2.29e+01
V08Vv1i0 7 10000 1.70e+10 1.81e+10 0.06 2.36e+01
Vo8vii 7 10000 1.56e+10 1.50e+10 -0.04 2.34e+01
Vo8vi2 7 10000 9.11e+09 8.78e+09 -0.04 2.29e+01
V08Vv13 7 10000 8.07e+09 8.43e+09 0.04 2.28e+01
VOo8Vv1i7 7 10000 1.16e+10 1.15e+10 -0.01 2.32e+01
VO9V10 7 10000 1.91e+10 1.94e+10 0.01 2.37e+01
VOo9vi1 7 10000 2.40e+10 2.31e+10 -0.04 2.39e+01
V0o9vi2 7 10000 1.09e+10 1.18e+10 0.08 2.32e+01
V09V13 7 10000 9.65e+09 9.54e+09 -0.01 2.30e+01
VOov1i7 7 10000 1.45e+10 1.46e+10 0.01 2.34e+01
Viovii 7 10000 5.19e+10 5.19e+10 0.00 2.47e+01
Viovi2 7 10000 1.93e+10 1.97e+10 0.02 2.37e+01
V10v13 7 10000 1.72e+10 1.79e+10 0.04 2.36e+01
V10vi7 7 10000 2.86e+10 2.84e+10 -0.01 2.41e+01
V11vi2 7 10000 2.29e+10 2.17e+10 -0.05 2.38e+01
V11vi3 7 10000 1.92e+10 1.78e+10 -0.08 2.36e+01
V11vi7 7 10000 2.71e+10 2.73e+10 0.01 2.40e+01
V12vi3 7 10000 7.47e+09 7.33e+09 -0.02 2.27e+01
V12vi7 7 10000 9.99e+09 9.49e+09 -0.05 2.30e+01
V13Vi7 7 10000 9.07e+09 8.82e+09 -0.03 2.29e+01
Tabla G.2: Resultados modelo compacto E.coli con dos fermentaciones prendidas.
d CBpu CG u 10g(CG) — log(CB) (log(CG) + log(CB))/2
V08V09V10 8 10000 7.75e+10 7.52e+10 -0.03 2.51e+01
V08V09Vi1ii1 8 10000 1.07e+11 1.09e+11 0.02 2.54e+01
V08V09V12 8 10000 4.11e+10 4.66e+10 0.13 2.45e+01
V08V09V13 8 10000 3.74e+10 3.93e+10 0.05 2.44e+01
V08V09V17 8 10000 6.21e+10 5.66e+10 -0.09 2.48e+01
V08V10V1il 8 10000 2.01e+11 2.07e+11 0.03 2.60e+01
V08v1i0vi2 8 10000 8.42e+10 7.98e+10 -0.05 2.51e+01
V08v10vi3 8 10000 6.90e+10 7.08e+10 0.03 2.50e+01
Vo8vi0vi7 8 10000 1.17e+11 1.09e+11 -0.07 2.55e+01
V0o8Vv11vi2 8 10000 8.73e+10 9.61e+10 0.10 2.52e+01
V08V11Vvi3 8 10000 8.28e+10 8.37e+10 0.01 2.51e+01
V08Vv11v1i7 8 10000 1.16e+11 1.14e+11 -0.01 2.55e+01
V08Vv12vi3 8 10000 2.86e+10 3.11e+10 0.08 2.41e+01
V08v12vi7 8 10000 4.35e+10 4.46e+10 0.02 2.45e+01
V08V13Vi7 8 10000 4.32e+10 4.08e+10 -0.06 2.45e+01
VO9Viovii 8 10000 2.45e+11 2.59e+11 0.06 2.63e+01
VO9V1iovi2 8 10000 9.04e+10 9.00e+10 -0.00 2.52e+01
VO9V10Vi3 8 10000 8.13e+10 8.11e+10 -0.00 2.51e+01
VOoviovi7 8 10000 1.23e+11 1.21e+11 -0.02 2.55e+01
VO9V11vi2 8 10000 1.33e+11 1.33e+11 -0.00 2.56e+01
VO9V11vi3 8 10000 1.13e+11 1.15e+11 0.01 2.55e+01
VO9V11Vi7 8 10000 1.64e+11 1.67e+11 0.02 2.58e+01
VO9V12Vi13 8 10000 3.64e+10 3.55e+10 -0.03 2.43e+01
VO9V12vi7 8 10000 5.52e+10 5.18e+10 -0.06 2.47e+01
VO9V13Vi7 8 10000 4.43e+10 4.94e+10 0.11 2.46e+01
V10v11vi2 8 10000 2.52e+11 2.47e+11 -0.02 2.62e+01
V10Vv11vi3 8 10000 2.11e+11 2.29e+11 0.08 2.61e+01
V10V11vi7 8 10000 3.26e+11 3.22e+11 -0.01 2.65e+01
V10V12Vi3 8 10000 5.79e+10 6.34e+10 0.09 2.48e+01
V1i0vi2vi7z 8 10000 8.50e+10 9.41e+10 0.10 2.52e+01
V10V13Vv1i7 8 10000 8.14e+10 8.45e+10 0.04 2.51e+01
V11V12vi3 8 10000 8.30e+10 8.0le+10 -0.04 2.51e+01
V11Vi2vi7 8 10000 1.13e+11 1.13e+11 0.00 2.55e+01
V11V1i3Vi7 8 10000 1.08e+11 1.05e+11 -0.02 2.54e+01
V12V13Vi7 8 10000 2.93e+10 3.01e+10 0.03 2.41e+01

Tabla G.3: Resultados modelo compacto E.coli con tres fermentaciones prendidas.
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P d CBpu CG u log(CG) — log(CB) (log(CG) + log(CB))/2
V08V09V10V1i1 9 10000 8.77e+11 9.05e+11 0.03 2.75e+01
V08V09V10V12 9 10000 2.81e+11 2.82e+11 0.00 2.64e+01
V08V09V10V1i3 9 10000 2.72e+11 3.20e+11 0.16 2.64e+01
V08V09V10V1i7 9 10000 4.0le+11 4.10e+11 0.02 2.67e+01
V08V09V11Vvi2 9 10000 4.44e+11 4.45e+11 0.00 2.68e+01
V08V09V11V13 9 10000 3.8%e+11 4.28e+11 0.10 2.67e+01
V08V09V11V1i7 9 10000 5.65e+11 5.26e+11 -0.07 2.70e+01
V08V09V12V13 9 10000 1.29e+11 1.26e+11 -0.03 2.56e+01
VO8V09V12V1i7 9 10000 1.78e+11 1.68e+11 -0.06 2.59e+01
V08V09V13V17 9 10000 1.75e+11 1.65e+11 -0.06 2.59e+01
VO8V10V1iivi2 9 10000 8.90e+11 8.97e+11 0.01 2.75e+01
V08V10V11V13 9 10000 7.14e+11 7.77e+11 0.08 2.73e+01
V08V10V11V17 9 10000 1.14e+12 1.12e+12 -0.01 2.78e+01
V08V10V12V13 9 10000 1.91e+11 2.12e+11 0.11 2.60e+01
V08V10V12V1i7 9 10000 3.04e+11 3.0le+11 -0.01 2.64e+01
V0O8V10V13V1i7 9 10000 3.09e+11 2.88e+11 -0.07 2.64e+01
V0O8V11Vi2vi3 9 10000 3.46e+11 2.90e+11 -0.18 2.65e+01
V08V11V12V17 9 10000 4.14e+11 4.29e+11 0.03 2.68e+01
V08V11V13V1i7 9 10000 3.95e+11 4.09e+11 0.03 2.67e+01
V08V12V13Vi7 9 10000 1.10e+11 1.0le+11 -0.08 2.54e+01
VO9V10V11Vi2 9 10000 1.09e+12 1.09e+12 0.00 2.77e+01
VO9V10V11Vvi3 9 10000 1.04e+12 1.05e+12 0.01 2.77e+01
VO9V10V11Vvi7 9 10000 1.19e+12 1.43e+12 0.18 2.79e+01
VO9V10V12V13 9 10000 2.43e+11 2.19e+11 -0.10 2.62e+01
VO9V10V12V1i7 9 10000 3.6le+11 3.50e+11 -0.03 2.66e+01
VO9V10V13V1i7 9 10000 3.32e+11 3.22e+11 -0.03 2.65e+01
VO9V11V12Vi3 9 10000 4.28e+11 3.97e+11 -0.07 2.67e+01
VO9V11V12vi7 9 10000 5.3%e+11 6.18e+11 0.14 2.71e+01
VO9V11V1i3V17 9 10000 5.63e+11 5.35e+11 -0.05 2.70e+01
VO9V12V1i3V1i7 9 10000 1.53e+11 1.48e+11 -0.03 2.57e+01
V10V11V12V13 9 10000 6.67e+11 7.44e+11 0.11 2.73e+01
V10V11V12Vi7 9 10000 1.08e+12 1.11e+12 0.03 2.77e+01
V10V11V13Vi7 9 10000 1.19e+12 1.10e+12 -0.08 2.78e+01
V10V12V13V17 9 10000 1.99e+11 2.37e+11 0.17 2.61e+01
V11V12V1i3V17 9 10000 3.56e+11 3.27e+11 -0.09 2.66e+01

Tabla G.4: Resultados modelo compacto E.coli con cuatro fermentaciones prendidas.

P d CBu CG 10g(CG) — log(CB) (log(CG) + log(CB))/2
VO8V09V10V11Vvi2 10 10000 3.20e+12 3.12e+12 -0.03 2.88e+01
V08V09V10V11Vi3 10 10000 2.69e+12 2.72e+12 0.01 2.86e+01
V08V09V10V11Vi7 10 10000 3.81e+12 4.25e+12 0.11 2.90e+01
VO8V09V10V12V13 10 10000 6.11e+11 6.74e+11 0.10 2.72e+01
V08V09V10V12V17 10 10000 1.03e+12 1.12e+12 0.09 2.77e+01
VO8V09V10V13V17 10 10000 1.08e+12 1.30e+12 0.18 2.78e+01
V08V09V11V12Vi13 10 10000 1.29e+12 1.19e+12 -0.08 2.78e+01
V08V09V11V12Vi7 10 10000 1.71e+12 1.78e+12 0.04 2.82e+01
V08V09V11V13V1i7 10 10000 1.64e+12 1.52e+12 -0.08 2.81e+01
V08V09V12V13V17 10 10000 4.06e+11 4.25e+11 0.05 2.68e+01
V08V10V11V12V13 10 10000 2.14e+12 2.35e+12 0.10 2.84e+01
VO8V10V11V12V17 10 10000 3.15e+12 3.03e+12 -0.04 2.88e+01
V08V10V11V13V1i7 10 10000 2.78e+12 2.95e+12 0.06 2.87e+01
V08V10V12V13V1i7 10 10000 6.46e+11 6.60e+11 0.02 2.72e+01
V08V11V12V13V17 10 10000 1.06e+12 1.07e+12 0.01 2.77e+01
VO9V10V11V12V13 10 10000 2.6%9e+12 2.51e+12 -0.07 2.86e+01
VO9V10V11V12V17 10 10000 3.74e+12 3.90e+12 0.04 2.90e+01
VO9V10V11V1i3V17 10 10000 4.10e+12 3.83e+12 -0.07 2.90e+01
VO9V10V12V13V1i7 10 10000 7.0le+11 7.85e+11 0.11 2.73e+01
VO9V11V12V13V1i7 10 10000 1.48e+12 1.41e+12 -0.05 2.80e+01
V10V11V12V1i3V17 10 10000 2.35e+12 2.46e+12 0.05 2.85e+01

Tabla G.5: Resultados modelo compacto E.coli con cinco fermentaciones prendidas.

P d CBu CG u 10g(CG) — log(CB) (log(CG) + log(CB))/2
V08V09V10V11V12V13 11 10000 6.54e+12 6.88e+12 0.05 2.95e+01
VO8V09V10V11V12V17 11 10000 1.21e+13 1.12e+13 -0.08 3.01e+01
V08V09V10V11V1i3Vi7 11 10000 9.34e+12 9.27e+12 -0.01 2.99e+01
V08V09V10V12V1i3V1i7 11 10000 2.00e+12 2.05e+12 0.03 2.83e+01
V08V09V11V12V1i3Vi7 11 10000 3.96e+12 3.64e+12 -0.08 2.90e+01
V08V10V11V12V13V17 11 10000 6.00e+12 6.37e+12 0.06 2.95e+01
VO9V10V11V12V13Vi7 11 10000 8.19e+12 8.31e+12 0.01 2.97e+01

Tabla G.6: Resultados modelo compacto E.coli con seis fermentaciones prendidas.
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P d CBu CG u 10g(CG) — log(CB) (log(CG) + log(CB))2

V0O8V09V10V11V12V13V1i7 12 1.00e+04 4.42e+14 5.20e+14 0.16 3.38e+01
Tabla G.7: Resultados modelo compacto E.coli con todas las fermentaciones prendidas.
G.4.2. Resultados Modelo ntcleo E. coli CG y CB

P N CBu CG u log(CG) — log(CB) (log(CG) + log(CB))/2
Vo8 21 10000 2.92e+49 2.54e+49 -0.14 1.14e+02
V09 22 10000 4.95e+51 2.70e+55 8.60 1.23e+02
V10 21 10000 1.59e+48 1.81e+48 0.13 1.11e+02
Vi1 22 10000 1.44e+50 1.30e+50 -0.10 1.15e+02
V12 21 10000 1.11e+48 1.44e+48 0.26 1.11e+02
V13 21 10000 6.15e+48 8.00e+48 0.26 1.12e+02
V17 21 10000 4.87e+51 4.14e+51 -0.16 1.19e+02

Tabla G.8: Resultados modelo nicleo E.coli con una fermentaciéon prendida.

P N CBu CG u 10g(CG) — log(CB) (log(CG) + log(CB))/2
V08Vv09 23 10000 5.56e+54 1.63e+55 1.08 1.27e+02
Vo8vio 22 10000 7.74e+51 9.29e+51 0.18 1.20e+02
Vo8vii 23 10000 1.55e+53 5.80e+53 1.32 1.23e+02
Vo8Vv12 22 10000 1.37e+52 6.37e+52 1.54 1.21e+02
Vo8Vv13 22 10000 3.01le+52 6.63e+52 0.79 1.21e+02
V0o8Vv17 22 10000 3.45e+55 4.41e+55 0.25 1.28e+02
Vo9vio 23 10000 4.80e+54 5.72e+54 0.17 1.26e+02
Voovii 24 10000 2.70e+57 2.74e+57 0.01 1.32e+02
VO9V12 23 10000 7.54e+54 5.80e+54 -0.26 1.26e+02
V0O9V13 23 10000 1.82e+55 2.41e+55 0.28 1.27e+02
VO9Vv17 23 10000 4.77e+58 4.63e+58 -0.03 1.35e+02
Viovii 23 10000 5.56e+53 7.36e+53 0.28 1.24e+02
Viovi2 22 10000 3.01e+50 6.65e+50 0.79 1.17e+02
Vi0vi3 22 10000 3.32e+51 2.73e+51 -0.20 1.19e+02
V10V1i7 22 10000 2.29e+54 1.40e+55 1.81 1.26e+02
V11ivi2 23 10000 4.77e+52 1.17e+53 0.90 1.22e+02
V11V13 23 10000 3.96e+53 9.07e+53 0.83 1.24e+02
V11vV1i7 23 10000 2.01e+56 4.47e+56 0.80 1.30e+02
V12vi3 22 10000 3.51e+52 1.92e+52 -0.60 1.21e+02
V12Vi7 22 10000 2.30e+54 2.40e+54 0.04 1.25e+02
V13V1i7 22 10000 2.44e+54 2.76e+54 0.12 1.25e+02

Tabla G.9: Resultados modelo nicleo E.coli con dos fermentaciones prendidas.
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CBpu CG u log(CG) — log(CB) (log(CG) + log(CB))/2
V08V09V10 24 10000 8.76e+57 1.48e+58 0.52 1.34e+02
V08V09V1ii1 25 10000 2.33e+60 3.07e+60 0.28 1.39e+02
V08V09V12 24 10000 1.15e+58 1.79e+58 0.44 1.34e+02
V08V09V1i3 24 10000 3.03e+58 4.65e+58 0.43 1.35e+02
V08V09V17 24 10000 4.68e+61 9.63e+61 0.72 1.42e+02
V08V10vi1 24 10000 1.69e+57 2.51e+57 0.40 1.32e+02
V08Vv10vi2 23 10000 3.81e+54 1.35e+58 8.17 1.30e+02
V08Vv10vi3 23 10000 1.86e+55 2.69e+55 0.37 1.27e+02
V08Vv1i0vi7 23 10000 3.88e+58 3.32e+58 -0.16 1.35e+02
VOo8Vv11vi2 24 10000 8.06e+56 1.62e+57 0.70 1.31e+02
V0O8V11Vvi3 24 10000 7.8%e+57 8.05e+57 0.02 1.33e+02
V08V11V1i7 24 10000 6.32e+60 7.02e+60 0.10 1.40e+02
V08V12Vvi3 23 10000 2.42e+55 7.08e+55 1.07 1.28e+02
Vo8Vv12vi7 23 10000 2.00e+58 2.57e+58 0.25 1.34e+02
V08V13Vi7 23 10000 1.49e+58 3.84e+58 0.95 1.34e+02
VO9Viovii 25 10000 8.63e+59 4.22e+60 1.59 1.39e+02
VO9V1i0Vvi2 24 10000 3.61e+57 1.34e+59 3.61 1.34e+02
VO9V10Vv1i3 24 10000 1.29e+58 2.07e+58 0.47 1.34e+02
V0o9Vv1i0vi7 24 10000 1.79e+61 5.38e+61 1.10 1.42e+02
VO9V11vi2 25 10000 1.20e+60 3.87e+60 1.17 1.39e+02
VO9V11Vi3 25 10000 8.09e+60 1.02e+61 0.23 1.40e+02
VO9V11Vi7 25 10000 1.86e+64 1.25e+64 -0.40 1.48e+02
VO9V12Vi3 24 10000 6.57e+57 2.53e+58 1.35 1.34e+02
VO9V12vi7 24 10000 1.23e+61 2.16e+61 0.56 1.41e+02
VO9V13Vi7 24 10000 2.74e+61 2.69e+61 -0.02 1.41e+02
V10V11vi2 24 10000 1.13e+56 3.24e+59 7.96 1.33e+02
V10V11vi3 24 10000 1.58e+57 1.99e+57 0.23 1.32e+02
V10V11vi7 24 10000 4.27e+59 6.34e+59 0.40 1.38e+02
V10V1i2Vvi3 23 10000 7.45e+54 1.19e+55 0.47 1.27e+02
V1i0Vvi2vi7z 23 10000 1.09e+57 1.09e+57 0.00 1.31e+02
V10V13vi7 23 10000 1.16e+57 1.25e+57 0.07 1.31e+02
V11V12Vvi3 24 10000 8.44e+56 2.64e+57 1.14 1.32e+02
V11V1i2vi7 24 10000 3.75e+59 2.82e+59 -0.28 1.37e+02
V11V1i3Vi7 24 10000 2.55e+59 2.53e+59 -0.01 1.37e+02
V12V13Vi7 23 10000 3.00e+58 2.36e+58 -0.24 1.35e+02
Tabla G.10: Resultados modelo ntcleo E.coli con tres fermentaciones prendidas.
CBpu CG 10g(CG) — log(CB) (log(CG) + log(CB))/2
V08V0o9Viovii 26 10000 3.25e+63 6.37e+63 0.67 1.47e+02
V08V09V10V12 25 10000 1.12e+61 1.60e+61 0.36 1.41e+02
V08V09V10V13 25 10000 1.66e+61 5.08e+61 1.12 1.42e+02
V08V09V10V17 25 10000 3.52e+64 7.42e+64 0.75 1.49e+02
VO8V09V11Vi2 26 10000 4.55e+63 6.24e+63 0.32 1.47e+02
V08V09V11V13 26 10000 1.37e+64 1.77e+64 0.26 1.48e+02
V0O8V09V11V1i7 26 10000 1.56e+67 2.01e+67 0.25 1.55e+02
V08V09V12V13 25 10000 2.19e+61 5.70e+61 0.96 1.42e+02
V08V09V12V1i7 25 10000 1.68e+64 4.01e+64 0.87 1.48e+02
V08V09V13V1i7 25 10000 3.30e+64 5.37e+64 0.49 1.49e+02
VO8V10V11Vi2 25 10000 1.68e+60 3.03e+60 0.59 1.39e+02
VO8V10V11vi3 25 10000 3.95e+60 1.07e+61 1.00 1.40e+02
V0O8V10V11vi7 25 10000 8.78e+63 7.85e+63 -0.11 1.47e+02
V08V10V12V13 24 10000 1.52e+58 3.60e+58 0.86 1.34e+02
V08V10V12V17 24 10000 6.35e+60 2.0le+61 1.15 1.41e+02
V08V10V13V1i7 24 10000 1.78e+61 1.96e+61 0.10 1.41e+02
V08V11V12V13 25 10000 5.68e+60 9.37e+60 0.50 1.40e+02
V0o8V11Vi2vi7 25 10000 2.37e+63 3.40e+63 0.36 1.46e+02
V0O8V11V1i3V1i7 25 10000 2.34e+63 3.48e+63 0.40 1.46e+02
V08V12V13V17 24 10000 2.98e+61 7.49e+62 3.22 1.43e+02
VO9V10V11V1i2 26 10000 2.34e+63 4.58e+63 0.67 1.46e+02
VO9V10V11Vi3 26 10000 6.91e+63 1.69e+64 0.89 1.47e+02
VO9V10V11Vi7 26 10000 1.51e+67 1.58e+67 0.05 1.55e+02
VO9V10V12V13 25 10000 1.09e+61 2.98e+61 1.01 1.41e+02
VO9V10V1i2Vv1i7 25 10000 2.91e+64 2.16e+64 -0.30 1.48e+02
VO9V10V13V1i7 25 10000 2.54e+64 2.72e+64 0.07 1.48e+02
VO9V11V12V13 26 10000 2.54e+63 9.86e+63 1.36 1.47e+02
VO9V11V12V1i7 26 10000 4.06e+66 7.24e+66 0.58 1.54e+02
VO9V11V13Vi7 26 10000 5.65e+66 9.28e+66 0.50 1.54e+02
VO9V12V13V17 25 10000 3.96e+64 4.79e+63 -2.11 1.48e+02
V10V11Vi2vi3 25 10000 2.35e+60 6.75e+60 1.06 1.40e+02
V10V11Vi2vi7z 25 10000 2.73e+62 3.09e+62 0.12 1.44e+02
V10V11V13V1i7 25 10000 4.52e+62 3.55e+62 -0.24 1.44e+02
V10V12V13V17 24 10000 1.29e+61 1.31e+61 0.02 1.41e+02
V11V12V13Vi7 25 10000 2.17e+63 3.44e+63 0.46 1.46e+02

Tabla G.11: Resultados modelo ntcleo E.coli con cuatro fermentaciones prendidas.
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P N CBpu CG u 10g(CG) — log(CB) (log(CG) + log(CB))/2
V08V09V10V11V12 27 10000 3.04e+66 8.14e+66 0.98 1.54e+02
V08V09V10V11V13 27 10000 1.12e+67 2.12e+67 0.64 1.55e+02
V08V09V10V11V1i7 27 10000 6.35e+69 2.44e+70 1.35 1.61e+02
VO8V09V10V12Vi3 26 10000 2.61e+64 6.17e+64 0.86 1.49e+02
V08V09V10V1i2vi7 26 10000 3.89e+67 4.99e+67 0.25 1.56e+02
V08V09V10V13Vi7 26 10000 4.45e+67 5.98e+67 0.30 1.56e+02
V08V09V11V12V13 27 10000 1.06e+67 1.69e+67 0.47 1.55e+02
V08V09V11V12V1i7 27 10000 5.42e+69 1.16e+70 0.76 1.61e+02
V08V09V11V13Vi7 27 10000 6.21e+69 1.47e+70 0.86 1.61e+02
VO8V09V12V13Vi7 26 10000 6.93e+67 8.07e+67 0.15 1.56e+02
V0O8V10V11V1i2vi3 26 10000 1.62e+63 7.98e+63 1.59 1.46e+02
VO8V10V11V1i2vi7 26 10000 2.68e+66 4.12e+66 0.43 1.53e+02
V08V10V11V13V17 26 10000 5.70e+66 3.84e+66 -0.40 1.54e+02
V08V10V12V13V17 25 10000 4.11e+64 4.97e+64 0.19 1.49e+02
V08V11V12V13V1i7 26 10000 3.72e+66 8.19e+66 0.79 1.54e+02
VO9V10V11V1i2Vi3 27 10000 3.47e+66 3.67e+67 2.36 1.54e+02
VO9V10V11V1i2Vvi7 27 10000 5.59e+69 7.68e+69 0.32 1.61e+02
VO9V10V11V1i3Vi7 27 10000 1.51e+70 9.90e+69 -0.42 1.61e+02
VO9V10V12V13V1i7 26 10000 5.87e+67 4.74e+67 -0.21 1.56e+02
VO9V11V12V13Vi7 27 10000 8.42e+69 1.19e+70 0.35 1.61e+02
V10V11V12V13Vi7 26 10000 5.72e+66 4.14e+66 -0.32 1.54e+02

Tabla G.12: Resultados modelo nicleo E.coli con cinco fermentaciones prendidas.

P N CBu CG u 1og(CG) — log(CB) (10g(CG) + log(CB))2
V08V09V10V11V1i2Vvi3 28 10000 1.52e+70 2.44e+70 0.47 1.62e+02
V0O8V09V10V11V1i2Vvi7 28 10000 1.63e+73 4.46e+73 1.01 1.69e+02
V08V09V10V11V13V17 28 10000 1.20e+73 1.39e+73 0.15 1.68e+02
V08V09V10V12V13V17 27 10000 8.85e+70 9.19e+70 0.04 1.63e+02
V08V09V11V12V13V17 28 10000 1.05e+73 1.46e+73 0.33 1.68e+02
V0O8V10V11V12V13V17 27 10000 8.26e+69 8.17e+69 -0.01 1.61e+02
VO9V10V11V12V1i3Vi7 28 10000 1.05e+73 1.50e+73 0.36 1.68e+02

Tabla G.13: Resultados modelo nicleo E.coli con seis fermentaciones prendidas.
P d CBpu CG u log(CG) — log(CB) (log(CG) + log(CB))/2
V08V09V10V11V12V1i3Vi7 29 1.00e+04 1.24e+76 1.94e+76 0.45 1.75e+02

Tabla G.14: Resultados modelo nicleo E.coli con todas las fermentaciones prendidas.
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