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RESUMEN

El objetivo de este trabajo es entender coémo se puede estudiar la geometria
de un espacio simétrico de tipo no compacto mediante su grupo de isometrias.
Damos cuenta de algunos resultados de grupos y algebras de Lie semisimples
que nos permiten obtener conclusiones de estos espacios.

Presentamos un lema de Morse demostrado por Kapovich-Leeb-Porti en
[17] siguiendo la demostracién de Bochi-Potrie-Sambarino presentada en [5],
que generaliza un resultado clasico de la geometria hiperbdlica. Por medio del
estudio de este resultado buscamos entender cémo el borde de Furstenberg nos

ayuda a estudiar la geometria de estos espacios.
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Introduccion

Contexto

La geometria Riemanniana surge como una extension al desarrollo de la
geometria diferencial en superficies de R3. Dada una tal superficie tenemos
una forma natural de medir largos de curvas diferenciables, considerar el largo
minimo entre todas las curvas que unen dos puntos y asi metrizar dicha va-
riedad. Asi surge el concepto de geodésicas: curvas que localmente realizan la

distancia entre dos puntos. Esto se puede generalizar a cualquier dimension.

Alrededor de 1820, Gauss comenzd a interesarse en el estudio intrinseco de
la geometria de superficies. La idea de la geometria Riemanniana es formalizar
esto, pudiendo definir conceptos que no dependen del encaje en un espacio
ambiente. Bajo este concepto, en una de sus primeras charlas piblicas en 1854,
Riemann introduce una generalizacién de la ya conocida curvatura Gaussiana:
la curvatura seccional. Un resumen de la historia de este concepto se puede
ver en [10].

En 1921 se prueba el teorema de Killing-Hopf que clasifica los espacios
completos simplemente conexos de curvatura constante en tres modelos: a me-
nos de reescalar la métrica, los espacios de curvatura constante negativa son
isométricos a H", los de curvatura 0 son isométricos a R" y los de curvatura
constante positiva son isométricos a S™ (ver capitulo 6 de [28]).

En estos ejemplos de variedades el grupo de isometrias es abundante: actia
transitivamente en el espacio (es decir que el espacio es homogéneo) y ademés
el estabilizador de un punto actta transitivamente en los marcos ortonormales
del plano tangente.

Un siguiente paso en el estudio de variedades con mucha simetria fue el
estudio de espacios simétricos. Estos espacios no tienen una condicién tan

rigida para la accién en el tangente. Los espacios simétricos son variedades



para las cuales las simetrias centrales respecto a cada punto son isometrias.
Esta condicién ya implica que los espacios son homogéneos. El estudio de estas
variedades fue originado por Elie Cartan en 1926, con una serie de articulos
donde describe estos espacios (ver [8]).

En la actualidad esta teoria esta estrechamente ligada a la de grupos de Lie
semisimples, y como estos estan clasificados, los espacios simétricos también.
Podemos dividir estos espacios en tres categorias segun la algebra de Lie de
su grupo de isometrias: por un lado estan los Euclideos, cuya algebra de Lie
es abeliana, por otro lado estan los de tipo no compacto, con algebra de Lie
semisimple y curvatura no positiva y por otro los de tipo compacto, con algebra
de Lie semisimple y curvatura no negativa. En este trabajo nos centramos en
los de tipo no compacto, que generalizan al espacio hiperbélico H".

Tradicionalmente una técnica de vital importancia para el estudio de va-
riedades de curvatura negativa, que ademas se generaliza a espacios métricos
en general con definiciones adecuadas (espacios d-hiperbdlicos y CAT(—1)) es
el estudio del borde visual: clases de equivalencia de rayos geodésicos modulo
distancia acotada (ver [12] y [6]). El concepto de cuasi isometria (mapas que
preservan distancia a menos de una constante multiplicativa y una aditiva) y
cuasigeodésicas permiten el estudio de la geometria de estos espacios a “gran
escala”. Esta forma de estudiar geometria aparece estudiando la érbita de gru-
pos finitamente generados en espacios hiperbdlicos. El lema de Morse es un
resultado de suma importancia que permite extender la acciéon de cuasi isome-
trias al borde visual. En el caso de los espacios simétricos de tipo no compacto,
la posible presencia de subvariedades totalmente geodésicas isométricas a R”
hace que no se puedan aplicar las técnicas clasicas para el estudio de espacios
de curvatura negativa.

En 2004, en [19], Labourie define el concepto de representaciones de Anosov
en grupos de Lie semisimples para estudiar una generalizacion del Teichmiiller
(representaciones fieles y discretas del m; de superficies en PSL4(R)). Estas
representaciones inducen una acciéon por isometrias de un grupo hiperbélico en
un espacio simétrico. Hoy en dia son ampliamente estudiadas y se las considera
como la buena generalizacién del concepto de cuasi-isometria para espacios de
curvatura no positiva con subvariedades totalmente geodésicas de dimension
mayor a 1. Bochi Potrie y Sambarino relacionan este concepto en [5] con las
descomposiciones dominadas, usando algunas de las técnicas explicadas en este

trabajo.



Sobre este trabajo

El objetivo de este trabajo es entender como estudiar la geometria de un
espacio simétrico de tipo no compacto mediante su grupo de isometrias. Damos
cuenta de algunos resultados de grupos y algebras de Lie semisimples y los
relacionamos con la teoria de espacios simétricos.

Cada grupo de Lie semisimple tiene un espacio simétrico asociado, como
se puede ver en [14] y en [25]. En este trabajo construimos un ejemplo ex-
plicito de esta correspondencia, describiendo el espacio simétrico asociado a
SL4(R), y estudiamos algunas caracteristicas que describen la complejidad de
su geometria.

En [17], Kapovich-Leeb-Porti prueban una generalizacién del lema de Mor-
se para espacios simétricos de tipo no comapcto. Se explicara la prueba dada
por Bochi-Potrie-Sambarino, publicada en [5], que se basa en descomposicio-
nes dominadas para cociclos de matrices. En esta generalizacién del lema de
Morse los planos maximales (subvariedades maximales totalmente geodésicas
e isométricas a un espacio Euclideo) juegan el rol de las geodésicas para el
teorema en curvatura estrictamente negativa. Sin embargo, se necesita agre-
gar una hipdtesis extra a las cuasi geodésicas, necesitamos una condicién que
limite cuanto pueden, en cierto sentido, “cambiar de direccion”.

En el trabajo probamos el lema de Morse para el espacio simétrico de
SL4(R) y después utilizamos el resultado para probarlo en espacios simétricos
de tipo no compacto, usando teoria de representaciones. Se espera asi expli-
car técnicas para generalizar resultados que también podria funcionar en otros
contextos. En esta versién del lema de Morse se usa una nociéon de borde cono-
cida como borde de Furstenberg, donde se asocian puntos limites a los planos
maximales (en vez de a geodésicas como en el caso de curvatura estrictamente
negativa). Uno de los objetivos del trabajo es ver cémo este borde nos ayuda
a entender la geometria del espacio, al igual que el borde visual lo hace para

espacios de curvatura negativa.

Organizacion del trabajo

En el capitulo 1 exponemos los preliminares necesarios para entender el
resto del trabajo. Alli definimos conceptos generales y enunciamos resultados
basicos de geometria Riemanniana y teoria de grupos de Lie, sin detenermos

en demostraciones.



En el capitulo 2 establecemos la definicién de espacio simétrico, y enuncia-
mos algunas propiedades bésicas de estos espacios.

En el capitulo 3 estudiamos la accién del grupo GL4(R) en el espacio pro-
yectivo. Relacionamos la multiplicacién de una sucesién de matrices con el
concepto de descomposicion dominada: una definicién dindmica que generali-
za la hiperbolicidad (para més detalles de descomposicion dominada se puede
consultar [26]). En el resto del trabajo utilizamos estas herramientas para el
estudio del espacio simétrico Xy, cuyo grupo de isometrias es de matrices. Con-
cluimos enunciando el Teoremad.3.5: la herramienta fundamental con la que
vamos a probar la generalizacién del lema de Morse para el caso de Xj.

En el capitulo 4 construimos un ejemplo de un espacio globalmente simé-
trico cuyo grupo de isometrias es SLg(R). En el Teorema4.2.7 probamos que
efectivamente es un espacio simétrico. Luego realizamos un analisis de la geo-
metria de este espacio, centrandonos en las subvariedades planas y totalmente
geodésicas que contiene, que se resume en el Teorema4.3.5. Usando estas sub-
variedades definimos el borde de Furstenberg en 4.5 y lo usamos para probar
el Teorema 4.6.13, la generalizacion del lema de Morse para el espacio Xj.

En el capitulo 5 probamos propiedades de espacios simétricos en general,
como la forma de las geodésicas en la Proposicion 5.2.1 y la formula del tensor
de curvatura en el Teoremab.2.3. Hacemos construcciones analogas a las del
capitulo 4 y , asumiendo un teorema de representaciones probado por Tits
cuya prueba se puede encontrar en [16], probamos la generalizacion del Lema

de Morse para espacios simétricos de tipo no compacto en el Teoremab.6.7.



Capitulo 1
Preliminares

En este capitulo vamos a ver los preliminares necesarios para entender el
resto del trabajo. Si bien no vamos a realizar pruebas, exponemos los resultados

que vamos a utilizar y damos referencias sobre donde encontrar mas detalles.

1.1. Geometria en curvatura negativa

Vamos a ver algunos conceptos de geometria Riemanniana que nos seran
de utilidad en el trabajo, sobre todo en el capitulo 5. Las demostraciones y
explicaciones més detalladas de este tema se pueden encontrar en [7].

Dada una variedad diferenciable M, denotamos el conjunto de campos di-
ferenciables por X(M). La siguiente definicion tiene sentido para variedades

diferenciables, no se precisa una métrica.

Definicién 1.1.1. Sean X,Y € X(M). Definimos el corchete entre X e Y
como

(X, Y] = X(Y(f)) - Y(X([))
si pensamos a X e Y como derivaciones.

También podemos definir el corchete en funcién de los flujos asociados a

campos.

Proposicion 1.1.2. Sean X,Y € X(M), p € M y ¢, el flujo asociado a X.

Entonces se cumple que

d
[X7 Y] (p> = % d¢t(7’)¢—ty¢t(?)'
t=0
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Intuitivamente esta proposicién nos dice que el [ X, Y] nos dice cémo varia
el campo Y por el flujo del campo X. Este corchete da una estructura de
algebra de Lie al espacio vectorial de campos (ver seccion 1.2.2).

Lo siguiente que nos gustaria definir son las longitudes de curvas diferen-
ciables, pero para eso necesitamos una forma de medir vectores en el espacio

tangente.

Definicién 1.1.3. Una variedad Riemanniana es un par (M, {(,),}) donde M
es una variedad diferenciable y (,) : T,M x T,M — R es un producto interno.
Ademaés pedimos que los productos internos varien diferenciablemente cuando

movemos el punto.

Definicién 1.1.4. Dada una curva v : [a,b] — M definimos el largo de v como

)=

Observar que esta definicion tiene sentido porque en cada plano tangente

dy(t)

dt ‘v(t)dt'

tenemos definida una norma. A partir de esto podemos definir la distancia
entre dos puntos de M como el minimo de las longitudes de las curvas que los
unen. Definimos entonces el concepto de geodésica: una curva que realiza la
distancia entre pares de puntos cercanos en su recorrido.

Si bien esta definicién es intuitiva, no es claro que este tipo de curvas
existan. Utilizando el concepto de conexion, podemos dar una definiciéon méas
facil de trabajar. Dada una variedad Riemanniana (M(,)) v X,Y € X(M),
tenemos un mapa V : X(M) x X(M) — X(M) que intuitivamente representa
la derivada de Y a lo largo de X, vista desde la variedad. Este mapa, que toma
dos campos y devuelve otro se llama conexiéon de Levi-Civita y lo denotamos

VxY. Usando este concepto podemos formalizar el concepto de geodésica.

Definicién 1.1.5. Una geodésica es una curva diferenciable v : [a,b] — M tal
que
Vi =0.

Con esta definicion se puede probar que localmente minimizan distancias, y
ademés su existencia (y unicidad local) se deduce de un teorema de ecuaciones
diferenciales, viendo qué significa esta expresién en coordenadas locales. Intui-
tivamente podemos pensar las geodésicas como curvas de velocidad constante.
También podemos pensar las geodésicas como curvas que se mueven “con la

menor fuerza posible”.



Se puede probar que en cada punto p € M existe un entorno U, C T,M de
0 tal que si v € U, entonces existe una tnica geodésica v, tal que 7,(0) =py

7:(0) = v. Ademaés se puede tomar de tal forma que sea simétrico y convexo.

Definicion 1.1.6. Definimos el mapa exponencial exp, : U, — M como

exp,(v) = 7w (1).
En este contexto decimos que exp U, es un entorno normal de p.

Definicién 1.1.7. Decimos que una variedad M es completa si las geodésicas

estan definidas para todo tiempo.

El teorema de Hopf-Rinow dice que en este contexto, dados dos puntos
p,q € M se cumple que existe una geodésica que conecta p y ¢ y ademas

minimiza distancias.

Definicién 1.1.8. Sea M una variedad Riemanniana, decimos que una sub-
variedad N es totalmente geodésica si toda geodésica de N con la métrica

heredada también es una geodésica de M.

Con la conexion de Levi-Civita también definimos el concepto de tensor de

curvatura, que es una generalizacién de la curvatura gaussiana de superficies.

Definicién 1.1.9. Sea (M, (,)) una variedad Riemanniana , definimos el ten-
sor de curvatura como un mapa R : X(M) x X(M) x X(M) — X(M) dado
por

R(X,Y)Z = VyVxZ — VxVyZ + Vixn 2

Definicién 1.1.10. Dada una variedad Riemanniana y un subespacio 2-
dimensional de T,M generado por los vectores v, w, definimos la curvatura

seccional como

(R(v, w)v, w),

(U, w)P<w7 w)p - (U7 w);%

K,(Rv & Rw) =

Se puede probar que esto no depende de los vectores, sino del subespacio
que generan. Ademés, un resultado cldsico de geometria Riemanniana (ver [7])
nos dice que la curvatura seccional en todo subespacio 2-dimensional determina

el tensor de curvatura.



El tensor de curvatura (y por lo tanto las curvaturas seccionales) tienen
gran importancia en el estudio de las variedades Riemannianas. Y para super-

ficies encajadas en R? es la curvatura Gaussiana clésica.

Definicién 1.1.11. Decimos que un espacio tiene curvatura constante c si
para todo p € M y para todo o subespacio 2-dimensional de T),M se cumple
que K(o) =c.

Si para todo p € M y para todo o subespacio 2-dimensional de T,M se
cumple que K(o) < 0 decimos que el espacio tiene curvatura no positiva,
si existe ¢ < 0 tal que K(o) < ¢ decimos que el espacio tiene curvatura

estrictamente negativa.

Tenemos entonces el siguiente resultado que se conoce como teorema de
uniformizacion (o teorema de Killing-Hopf) y su demostracién también se

puede ver en [7].

Teorema 1.1.12 (Teorema de uniformizacion). Sea M una variedad Rieman-
niana geodésicamente completa, simplemente conexa, de curvatura constante y

dimension n. Entonces se cumple que
1. 81 K =1 entonces M es isométrica a S™
2. Si K =0 entonces M es isométrica a R™
3. 851 K = —1 entonces M es isométrica a H"™

A menos de reescalar la métrica, este teorema clasifica todos los espacios

simplemente conexos de curvatura constante.

1.1.1. Variedades de curvatura no positiva

Ahora nos centramos en definiciones y resultados que aplican solo a varieda-
des de curvatura no positiva. Si ademas pedimos que sean simplemente conexas
las llamamos variedades de Hadamard, esto se debe al siguiente teorema cuya

prucba también se encuentra en [7].

Teorema 1.1.13 (Hadamard). Sea M una variedad simplemente conexa, com-
pleta, de dimension n y de curvatura no positiva. Entonces, dado p € M, el
mapa exponencial exp, se extiende a todo T,M y ademds es un difeomorfismo.

En particular se tiene que bajo estas condiciones M es difeomorfa a R™.



Usando este teorema, podemos compactificar una variedad de curvatura
no positiva agregandole un borde homeomorfo a S™™!, y parametrizar esta
compactificacién con los vectores de norma 1 en 7,,M para un punto arbitrario
p en M. El problema es que esta compactificacion depende de la eleccion de

un punto arbitrario.

Definicién 1.1.14. Dados dos rayos geodésicos 71,72 con ; : [0,00) — M.
Decimos que dos rayos son equivalentes si la funcién ¢ +— d(y1(t),72(t)) estd

acotada.

Es facil ver que es una relacién de equivalencia. Podemos definir el borde
como el conjunto de clases de equivalencia de rayos geodésicos. Dado un rayo
geodésico, denotamos por y(+00) al elemento del borde que representa. La

siguiente propiedad muestra que ambas formas de definir el borde coinciden.

Proposicién 1.1.15. Dado p € M y un punton € 0,.M se cumple que existe
un Unico rayo geodésico 7y tal que ¥(0) = p y y(+00) = 1.

Esta proposicién establece una correspondencia entre 7y 4(0) en T, (M),
y por lo tanto asi podemos levantar la dependencia del punto arbitrario.

Si bien tiene sentido definir este borde en curvatura no positiva en general,
es aun mas importante en el contexto de una variedad de curvatura estric-
tamente negativa. Esto lo vemos, por ejemplo, en el siguiente resultado cuya

prueba se puede encontrar en [12].

Teorema 1.1.16. Sea M un espacio de curvatura estrictamente negativa. Da-

dos dos puntos n # ¢ € 0,cM existe una unica geodésica completa v tal que

Y(—=00) =1 y y(+00) = (.

Ejemplo 1.1.17. Vamos a ver que el teorema 1.1.16 no se cample en R?, donde
las geodésicas son rectas. Dados dos puntos p y ¢ en R?, dos rectas ~, ¥ que
pasan por p y ¢ respectivamente se mantienen a distancia acotada solo si son
paralelas, y en este caso también se mantienen a distancia acotada a pasado.
Es decir que si y(—o0) = 5y v(+00) = £ entonces toda recta 7' que cumpla
que 7' (+00) = £ necesariamente debe cumplir que y(—oc) = . Los tnicos
puntos del borde que estan conectados son los de direcciones diametralmente

opuestas.



Uj

Figura 1.1: En esta imagen se puede ver el borde visual de H? y el de R?. En H? se
ven tres geodésicas que terminan en (. todas tienen principios distintos. Ademas. la
geodésica que pasa por o y termina en ¢ no tiene como principio a 7. Sin embargo.
ambos puntos estidn conectados por la geodésica 7. Esto no puede pasar en R?,

1.1.2. Lema de Morse para variedades de curvatura es-

trictamente negativa.

Vamos a enunciar el teorema que vamos a generalizar en este trabajo y dar

un contraejemplo en el caso del plano.

Definiciéon 1.1.18. Dadas constantes p. ¢ > 0. y un intervalo I decimos que
una funcion a @ I — R es una (p. ¢) cuasi gecdésica si para todos t.s € I se
cumple que

plt—s —c<dat).afs)) Spt—s +c

Una geodésica v parametrizada por longitud de arco en una variedad de
curvatura no positiva cumple que d(y(t).v(s)) = t — s . por lo que las cuasi-
geodésicas son curvas que estiman distancias a menos de una constante aditiva
y una multiplicativa.

Este concepto es muy 1til en el estudio. por ejemplo. de acciones de grupos
de isometrias en el espacio hiperbédlico. La idea de estudiar “geometria grue-
sa” aparece estudiando la 6rbita de grupos finitamente generados en espacios
hiperbdlicos.

Ahora enunciamos el lema de Morse para espacios de curvatura estricta-
mente negativa. Su prueba se puede encontrar en el capitulo 2 del libro |12],
junto con una prueba de que una variedad de curvatura estrictamente negativa

es 0-hiperbdlica.

Teorema 1.1.19 (Lema de Morse). Sea M una variedad de curvatura estric-
tamente negativa Entences para tedes p. ¢ > 0 se cumple que existe C > 0 tal

que tcda (p. ¢)—cuasi gecdésica estda en un C-enterne de una tinica gecdésica

10
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Figura 1.2: Si bien la distancia entre p y ¢ es menor que el largo del arco que los
une en la espiral, el radio crece exponencialmente mas rapido que la variacién del
angulo. si bien la curva hace un arco para llegar a puntos diametralmente opuestos.
la distancia entre puntos diametralmente opuestos crece rapido.

Ejemplo 1.1.20. Vamos a ver un ejemplo en C (y por lo tanto R?) con la
métrica euclidea de una cuasigeodésica que no esta cerca de ninguna geodésica.
Consideremos entonces la curva v : |1. +oc) — C dada por (t) = te'™°9(®)
Un esquema y una explicacion intuitiva se puede ver en la figura 1.2. Observar
que el radio crece exponencialmente mas rapido que el angulo. Esto nos dice
que cuando estamos lejos del origen (en tiempos grandes) la curva se parece
mucho a una recta (el dngulo varia poco en funcién de lo que crece la espiral).
Con las constantes de cuasi isometria se puede despreciar lo que ocurre cerca

del origen. y asi probar que es una cuasigeodésica.

Este teorema tiene importantes consecuencias y nos permite estudiar mapas

entre espacios de curvatura estrictamente negativa viendo su accion en el borde.

1.2. Grupos y algebras de Lie

Para esta seccion nos basamos fundamentalmente en

22|. aunque también

vamos a usar 18] y |2].

1.2.1. Grupos de Lie

Comenzamos entonces con la definicion de grupo de Lie. El teorema 1.2.7

muestra por qué nos interesa este concepto.
Definiciéon 1.2.1. Un grupc de Lie G es una variedad diferenciable con es-
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tructura de grupo tal que las operaciones

GxG—=d
(g,h) — gh
G—=d

-1
gr—=yg
son suaves.

Ejemplo 1.2.2. R" con la suma y la estructura usual de variedad es un grupo
de Lie.

Ejemplo 1.2.3. El espacio de matrices invertibles d x d denotado por G L4(R)
es un grupo de Lie. Podemos darle una estructura de variedad diferenciable
considerando este espacio como una subvariedad de R*. No es dificil ver que el
producto y la inversa son suaves, ya que podemos expresar ambas operaciones
en funcién del determinante y sumas y productos de las entradas. Observar es
un abierto de R* y por lo tanto tiene dimensién d2.

Mas en general, dado un espacio vectorial V' de dimension finita, definimos
GL(V') como el espacio de automorfismos de V', es decir el grupo de transfor-
maciones lineales biyectivas del espacio en si mismo. Podemos darle estructura
diferenciable eligiendo una base B e identificando cada transformacién con la

matriz asociada en esa base.

Ejemplo 1.2.4. El espacio de matrices con determinante 1, es decir SLg(R),
es un grupo de Lie. Podemos darle estructura de variedad diferenciable consi-

derdndola encajada en GLg(R). Tiene dimensién d* — 1.

Ejemplo 1.2.5. El proyectivizado de SLy(R), es decir PSLy(R) = SLy(R)/+
Id, es un grupo de Lie, podemos darle estructura de variedad como el tangente
unitario del plano hiperbdlico T H?.

En general PSL4(R), el proyectivizado de SL4(R), hereda estructura de
variedad de SL4(R).

Ejemplo 1.2.6. Otro ejemplo es SO(d), el espacio de matrices de SL4(R)
cuyas columnas forman una base ortonormal de R"™. Este es el espacio como
las matrices A € SL4(R) tales que A’A = Id. Esta es una condicién cerrada
en SLy(R) y por eso heredan la estructura de grupos de Lie.

Utilizando un razonamiento inductivo y el teorema de Gram-Schmidt se

puede probar que este espacio tiene dimensién n(n — 1)/2.
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Si bien los grupos de Lie son objetos con mucha estructura, aparecen en
diversas areas de la matematica. En el contexto de la geometria Riemanniana

tenemos el siguiente teorema (ver [21]).

Teorema 1.2.7 (Myers-Steenrod). El grupo de isometrias de una variedad

Riemanniana es un grupo de Lie.

Este teorema es de vital importancia e ilumina el enfoque de este traba-
jo. Este grupo podria tener dimensién cero. A modo de ejemplo el bitoro con
la, métrica hiperbdlica tiene una cantidad finita de isometrias (ver [1], teore-
ma 3.3.3). Sin embargo, la gran cantidad de isometrias que tiene un espacio
simétrico es lo que nos permite usar la teoria de grupos de Lie para estudiar-
lo, pudiendo sacar conclusiones acerca de espacios que no tienen curvatura

estrictamente negativa.

1.2.2. Algebras de Lie

Como los grupos de Lie son variedades con una estructura extra, el plano

tangente también posee una estructura extra: es un algebra de Lie.

Definicién 1.2.8. Un édlgebra de Lie real g es un espacio vectorial que ademas
cuenta con una operacion [,] : g x g — g (llamada corchete de Lie) que cumple

las siguientes propiedades para todos X,Y,Z € gy o, € R:

1. (Linealidad) [aX + Y, Z] = o[ X, Y] + S[Y, Z]

2. (Antisimetria) [X,Y] = —[Y, X]

3. (Identidad de Jacobi) [X,[Y, Z]] + [Y,[Z, X]] + [Z,[X,Y]] =0

Observar que la linealidad y la antisimetria implican en realidad que la
transformacion es bilineal, ademas se cumple que para todo X € g

X, X] = 0.

En general denotamos los grupos de Lie con letras maytuscula (G, H, K) y
algebras de Lie con la siguiente tipografia (g, b, €). Si dos elementos X,Y € g
cumplen que [X,Y] = 0 decimos que conmutan.

Lo que vamos a hacer ahora es darle una estructura natural de algebra de
Lie a T.G. Para ver esto, dado un grupo de Lie G identificamos el espacio

tangente T.G como el espacios de campos invariantes a izquierda:
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Definicién 1.2.9. Decimos que un campo X : G — TG es invariante a
izquierda si dados dos puntos g,h € G se cumple que dLy,(X(h)) = X(gh),
donde L, : G — G es el mapa dado por Ly(h) = gh.

Si v € T,G podemos definir un campo invariante a izquierda empujandolo
por el diferencial de L, por toda la variedad. También se puede probar que
si X,Y son campos invariantes a izquierda entonces [X, Y| definido en 1.1.1

también lo es. Esto dota a T.G de una estructura de algebra de Lie.

Ejemplo 1.2.10. El espacio vectorial de matrices reales d x d denotado por

gls(R) es un élgebra de Lie con el corchete definido por
X,Y]= XY - YX.

No es dificil ver que este espacio es el dlgebra de Lie de GL4(R).
Mas en general, gl(V), el grupo de endomorfismos (transformaciones linea-
les del espacio en si mismo) de un espacio vectorial V' es un élgebra de Lie con

el corchete definido por
[T, Ul =ToU—-UoT
es el dlgebra de Lie de GL(V).

Un resultado clasico de teoria de Lie nos dice que si un grupo de Lie es de
matrices (es decir un subgrupo cerrado de GL4(R)) entonces la exponencial
Riemanniana coincide con la exponencial de matrices. Durante el texto se usara
indistintamente la notacién exp X y eX para la exponencial. En general en un

grupo de Lie la exponencial esta definida en todo T.G (ver [18]).
Definicién 1.2.11. Decimos que una subalgebra a es abeliana si para todos

A, B € a se cumple que [4, B] = 0.

1.2.3. La representacion adjunta

Vamos a definir morfismos de grupos y algebras de Lie, y presentar uno

que vamos a usar repetidas veces en este trabajo: la representacién adjunta.

Definicion 1.2.12. Sean G y H dos grupos de Lie. Un morfismo de grupos

de Lie es un morfismo de grupos que ademas es suave.
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Definicién 1.2.13. Sean g y b dos algebras de Lie, decimos que una trans-
formacion lineal ¢ : g — b es un morfismo de dlgebras de Lie si para todos
X, Yeg

o([X,Y]g) = [¢(X), o(Y)]s-

Cuando el codominio es GL(V') para grupos y gl(V') para algebras, decimos
que el morfismo es una representacion. No es dificil ver que la derivada de un
morfismo entre grupos es un morfismo entre dlgebras. En ciertos contextos

también podemos “integrar” un morfismo de algebras a uno de grupos.

Definicién 1.2.14. Dado un grupo de Lie G, definimos la conjugacion por g

como
pg(h) = ghg™".

Observamos que es un automorfismo, es suave y ademas fija la identidad.

Luego podemos definir su diferencial como

d

Ady(X) = dt
t=0

gethfl.

Observar que Ad, : g — g. Ademas se cumple que Aal;1 = Ady-1.

Definicion 1.2.15. Definimos la representacion adjunta como el mapa
Ad: G — GL(g)

g — Ad,.

Si derivamos el mapa una vez més entonces podemos desligarnos comple-
tamente del grupo G y trabajar solo con el dlgebra. Es decir que, para cada

X € g se define el mapa

d
Cde(Y) = % AdetX (Y)
t=0

Definicion 1.2.16. Se define la representacion adjunta a nivel de dalgebra como

el mapa

ad : g — gl(g)

XHCLdX
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Si bien este mapa es complicado de definir, en realidad el siguiente teorema

nos da una expresion mas simple.

Teorema 1.2.17. Sean X, Y elementos de un dlgebra de Lie g. Se cumple que

adx (Y) = [X,Y].

1.2.4. Algebras de Lie semisimples

Las pruebas de esta seccién se pueden ver en [2]. Vamos a definir el tipo
de algebras con las que vamos a trabajar: las algebras semisimples. Una razén

por la que estas algebras son importantes es por la forma de Killing.

Definicién 1.2.18. Sea g un algebra de Lie. Definimos la forma de Killing

como la forma bilineal x : g X g — R dada por
k(X,Y) = tr(adx o ady).

Para ver que es bilineal basta hacer una cuenta con la identidad de Jacobi.

Ahora procedemos a definir las algebras semisimples y su vinculo con la forma

de Killing.

Definicién 1.2.19. Sea g un algebra de Lie y i una subdlgebra. Decimos que

i es un ideal si [g,i] C i.

Observar que si i es un ideal entonces g actia en i mediante la accién
adjunta. También es claro que {0} y g son ideales, a estos los denominamos

triviales.

Definicién 1.2.20. Decimos que un algebra de Lie es simple si tiene dimension
mayor a 1 y no tiene ideales no triviales. Decimos que es semisimple si es suma

directa de algebras simples.

Ejemplo 1.2.21. Se puede probar que sly(R) es simple. Dados dy,ds > 0 se

tiene que sly, (R) @ sly, (R) es semisimple pero no simple.
Teorema 1.2.22. Las siguientes afirmaciones son equivalentes:
1. g es semisimple.

2. Todo ideal abeliano de g es nulo.
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3. La forma de Killing es no degenerada.

Otra propiedad importante de la forma de Killing es la asociatividad res-

pecto al corchete, o adg-asociatividad.

Proposiciéon 1.2.23. Sea g un dlgebra de Lie. Se cumple que
KX, 1Y, Z)) = K((X, Y], 2).

Vamos a usar la forma de Killing para definir métricas en espacios simétri-

cos, por eso es importante que el dlgebra de Lie sea semisimple.

Definicién 1.2.24. Decimos que un grupo de Lie es semisimple si su algebra

lo es.
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Capitulo 2

Generalidades de espacios

simétricos

En este capitulo damos algunas definiciones, ejemplos y resultados generales

sobre espacios simétricos.

Definicién 2.0.1. Dada una variedad Riemanniana S, un punto o y un en-

torno normal U de o, definimos la simetria centrada en o como el mapa
So: U —U

tal que, si p = expv con v € T,M entonces s,(p) = exp(—v).

Estas simetrias son difeomorfismos locales y ademas su diferencial en o es
—id. Sin embargo podrian no ser isometrias, y podrian no extenderse a toda

la variedad.

Definicién 2.0.2. Decimos que una variedad Rimenniana S es un espacio
(globalmente) simétrico si las simetrias centrales se extienden a isometrias glo-

bales.

Esta condicion es fuerte, en particular implica que S es geodésicamente
completo y ademéas que el espacio es homogéneo (la acciéon del grupo de iso-

metrias es transitiva), como vamos a demostrar.

Proposicién 2.0.3. Sea S un espacio simétrico. Entonces es geodésicamente

completo.

Demostracion. Sea o € M y « una geodésica con y(0) = 0. Supongamos por

absurdo que v no estd definida para todo tiempo y consideremos un intervalo
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maximal (a,b) para el cual estd definida. Tomemos to = b — e con € > 0.
Como S es globalmente simétrico, la simetria central s, se extiende a una
isometria global. Ademéas esta isometria debe preservar la geodésica . Como
to estd cerca de b, esto implica que la geodésica debe extenderse mas alla de b,

lo que es absurdo pues habfamos asumido que (a, b) era maximal. O

Proposicién 2.0.4. Sea S un espacio simétrico conexo. Entonces su grupo de

isometrias es transitivo.

Demostracion. Sean p,q € S. Si~y es una geodésica tal que v(0) = py v(ty) =

q
entonces s.(;,/2) €s una isometria que lleva p en q. O

Ejemplo 2.0.5. R" es un espacio simétrico. Observar que la simetria centrada
en 0 se extiende a una rotacion de angulo 7, que es una isometria. El resto de

las simetrias son conjugadas a ella por una traslacion.

Ejemplo 2.0.6. S™ también es un espacio simétrico. En cada punto p la
simetria respecto a ese punto se extiende a una rotacién de angulo 7 dejando

fijo el eje que pasa por p y su punto antipodal, que también es una isometria

Ejemplo 2.0.7. H" también es un espacio simétrico. Para ejemplificar en H?,
en el modelo de disco las rotaciones de angulo 7 centradas en 0 son simetrias.
Como la accién de PSLy(R) es transitiva podemos trasladar la simetria a

cualquier punto conjugando.

Estos tres ejemplos cumplen una condicién mas fuerte: son isotropicos. Esto
quiere decir que el estabilizador de un punto o € S actua transitivamente en

T,S por el diferencial.

Ejemplo 2.0.8. El toro plano T? es un espacio simétrico. La simetria central
respecto a 0 es una isometria del plano que preserva el latice Z?2, y por lo tanto
baja al cociente. El resto de las simetrias se obtienen del hecho de que el toro

es homogéneo.

En el capitulo 4 vamos a ver un ejemplo de espacio simétrico simplemente

conexo que no es isotropico.

Ejemplo 2.0.9. Un toro con la métrica heredada de R?® no es un espacio
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simétrico. Si el toro estda dado por las coordenadas

x = (2 + cos(v))cos(u)
4 Y= 2 + cos {'))-5”1(“)

z = sin(v)

entonces el punto p = (2. 0. 1) tiene puntos a la izquierda con curvatura positiva

y a la derecha con curvatura negativa. y por lo tanto no puede ser simétrico.

Figura 2.1: En ¢l toro encajado en R?. los puntos a la izquierda de p (como ¢;)
tienen curvatura negativa y los puntos a la derecha de p (como ¢2) tienen curvatura
positiva. Una isometria debe preservar la curvatura y por lo tanto las simetrias no
son isometrias locales.

Vamos a restringir nuestro estudio a espacios de curvatura no positiva. Nos
sera de utilidad también excluir los factores euclideos que puedan tener. Esto

O (’ LN l‘ L‘ T l.‘ - -|‘ 7l ‘,E. L‘ 2 ‘C. " i AL o, i '. .L‘.
hara que sus grupos de isometrias tengan propiedades tutiles

Definicién 2.0.10. Decimos que una variedad Riemanniana M fiene faclcres
cuclidecs si existe n > 0 tal que su cubrimiento universal M se descompone

como un producto Riemanniano
M=N xR"

Definicion 2.0.11. Decimos que un espacio simétrico es de tipc nc cempacle

si es de curvatura no positiva y ademas no tiene factores euclideos.

Solo vamos a estudiar este tipo de espacios. Si bien esta restriccion puede
parecer arbitraria. y podria limitar sustancialmente los ejemplos que podemos

analizar, el teorema 2.0 12 nos dice que este no es el caso.
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Teorema 2.0.12. Sea S un espacio globalmente simétrico. Entonces S se

descompone como un producto Riemanniano
S=5yx8. x5,

donde Sy tiene curvatura 0, Sy tiene curvatura no negativa y S_ tiene curva-
tura no positiva. Ademds podemos tomar Sy y S_ de tal forma que no tengan

factores euclideos.

Observar que esto implica que S_ es de tipo no compacto. Una prueba de
este teorema se puede encontrar en el capitulo 5 de [14]. También se puede
probar (ver [20]) que los espacios simétricos de tipo no compacto son simple-
mente conexos y por el teorema 1.1.13 estos son difeomorfos a R? para algin
d> 0.

A pesar de que vamos a estudiar espacios que no tienen factores euclideos,
esto no quiere decir que no tengan subvariedades totalmente geodésicas iso-
métricas a R?. Simplemente significa que no podemos descomponer la métrica
Riemanniana como un producto donde uno de los factores es plano. De hecho
una herramienta fundamental en nuestro analisis de espacios simétricos de tipo

no compacto es estudiar los planos maximales que puedan contener.

Definicién 2.0.13. Sea S una variedad Riemanniana. Decimos que una sub-
variedad A es un plano maximal si es plana (es decir localmente isométrica a

R%), totalmente geodésica, y maximal respecto a estas propiedades.

En el caso de los espacios simétricos de tipo no compacto, los planos ma-

ximales son efectivamente copias de R? en la variedad.

21



Capitulo 3
Dinamica de matrices

La idea de este capitulo es encontrar comportamientos asintoticos en pro-
ductos de matrices. Esto mas adelante nos va a permitir deducir consecuencias
geométricas sobre espacios simétricos, al estudiar la acciéon de su grupo de

isometrias.

3.1. Definiciones basicas y un primer ejemplo

Vamos a estudiar como actiian matrices invertibles en espacios vectoriales.
Como vamos a trabajar fundamentalmente con espacios proyectivos muchas
veces necesitaremos excluir al 0 del espacio vectorial. Para fijar notacion si V'

es un espacio vectorial denotamos V* =V \ {0}.

Definicién 3.1.1. Sea V' un espacio vectorial real. El espacio proyectivo de
V' se define como el cociente P(V) = V*/ ~ donde x ~ y si existe A € R tal
que z = Ay. Si V es un espacio vectorial topologico entonces consideramos en

P(V) la topologia cociente.

Otra forma de pensar el proyectivo es como el espacio de rectas en V' (o
subespacios 1-dimensionales). Si lo pensamos asi entonces podemos dotar a
P(V) con una métrica que ademds es compatible con la topologia cociente.

Entonces, dadas dos rectas v,w € P(V') definimos la distancia en el proyectivo
d(v,w) = sin Z(v, w)
tomando el angulo mas chico entre los que definen las rectas.
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Una matriz A € GLg(R) define un sistema dindmico en PR?. Este sistema

lineal esta dado por la ecuacion de evolucion
vy, = Avy_q.

Observar que esto estd bien definido en el proyectivo. Otra forma de pensar

esto es pensando en la accién Z ~ PR? donde para todo n € Z se tiene
n-v=A".

Vamos a ver un ejemplo de cémo los valores propios nos permiten clasificar la

dindmica de esta accién.

Proposicién 3.1.2. Sea A una matriz diagonalizable, y sean

)\1:)\2:---:)\p>)\p+12---2>\d
sus valores propios. Sean {uy, ..., uqs} sus vectores propios tales que Au; = \ju;.
Si Sy, es el subespacio propio de A\ generado por los vectores {us, ..., u,}

entonces
Z(AM, Sy,) 250

si y solo si v no estd en el hiperplano upi1 @ ... O uy

Demostracion. Escribimos, a menos de sustituir v por un miltiplo v = u +

d
> auy, con |jull =1y Au = Aju. Entonces tenemos que
i=p+1

d
(u, A™v) A+ i:%;i-l Ave(u, i)

Al

cos(Z(u, A™)) y

1=p+

d
N1+ > (38) e lu, us))
— =ptl nooo 4

d
Ml + 3 (e

donde la convergencia se da porque \;/A; < 1y por lo tanto los coeficientes
adentro de la sumatoria tienden a cero. Esto implica que el angulo tiende a

cero lo que concluye la prueba. O

Observar que en el contexto de la proposicién anterior toda direccion que
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esté contenida en el hiperplano u; @ ... ®u, sera invariante: podemos pensar a
los vectores propios como puntos fijos de esta transormacion en el proyectivo.

En caso de que p > 1, tenemos infinitas direcciones invariantes.

Definicién 3.1.3. Decimos que una matriz A es proximal si existe un punto
p € PR? y un entorno U de p tal que Ap = p y A" converge uniformemente a

p en todo compacto contenido en U.

En realidad la proposicién 3.1.2 se generaliza al caso no diagonalizable: si
A € GL4(R) entonces todo vector proyectivo con coordenadas en el subespacio
real asociado a los bloques de Jordan de los valores propios de médulo mas
grande se acercara a él por la accion de A. También notamos que si el valor
propio de médulo més grande es complejo entonces la accién no tiene pun-
tos fijos en dicho subespacio. Formalizamos esta idea enunciando el siguiente

teorema.

Teorema 3.1.4. Una matriz A es proximal si y solo si el valor propio de

modulo mas grande es real y su subespacio propio tiene dimension 1.

Un estudio detallado de este tema se puede ver en [9)].

3.2. Valores singulares

. Qué pasa si queremos ver la accién de mas de una matriz en el proyectivo?
En la seccion 3.3 nos va a interesar actuar en el proyectivo multiplicando
palabras largas de matrices que podrian ser diferentes (con algunas condiciones
sobre las matrices y sus normas). Vamos a definir los valores singulares y probar

una serie de lemas que justifican su importancia en este contexto.

Definicién 3.2.1. Sea A € GLy(R). Los valores singulares de A son las raices

cuadradas de los valores propios de A*A. En general los denotamos por

La importancia de estas definiciones la da el siguiente teorema.

Teorema 3.2.2 (Descomposicion en valores singulares). Sea A € GL4(R).

Entonces ezisten U,V € SO(d) matrices unitarias tales que

A=UXV
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cen ¥ = diag(o1(A). o2(A). . ...04(A))

Esta descomposicion es tinica si todos los valores singulares son distintos.

Una esquema de ella se puede ver en la figura 3.1.

Figura 3.1: Aci se puede ver un esquema de como se ve la transformacion de la
esfera unidad (en este caso circulo) por medio de la descomposicion SVD.

La descomposicion también nos permite calcular los valores singulares de
A—l.
A-l — Vi‘.z—lUt

y por lo tanto X! = diag(o1(A)~'.02(A)"".. . .04(A)"!). Como los valo-
res singulares los ordenamos de mayor a menor. tenemos que o,(A™!) =
Od-pr1(A)~1.

La siguiente proposicion. corolario del Teorema 3.2 2. nos da una forma

geométrica de entender los valores singulares.

Proposicion 3.2.3. Lcs valcres singulares scn les larges de los ejes del elip-

scide € ={Av: v e R |v| =1/2}

Esta proposicion tiene implicancias profundas: se cumple que o,(A) = | A|

(con la norma de operador). Es decir que

Av
o1(A) = sup | 4y . (3.1)

veRIND | v
Observar que los ejes del elipsoide {Av : |v] = 1} estan dados por las
columnas de U. En un abuso de notaciéon. dados vectores {w;.... . w;} lineal-
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mente independientes, denotamos por w; & . .. Hw; al subespacio generado por

combinaciones lineales de dichos vectores.

Denotemos por {vy,...,vs} a la base ortonormal dada por las columnas
de V. Si definimos V,, = v; @ v2 ... ® v, como V es ortogonal se cumple que

V- =V \ V,. Luego tenemos la siguiente generalizacién de la ecuacién (3.1):

op(A) = sup | Av] =

veVL ||U|| B

[ ]l-

Una consecuencia directa de esto es que si definimos la conorma de una
matriz A como
= min Il Av] (3.2)
ve@®)x ||v||
entonces o4(A) = m(A). Esta caracterizacién de los valores singulares nos serd

de utilidad mas adelante.

Definicién 3.2.4. Decimos que una matriz A € GLg(R) tiene un salto de
indice p si
0,(4) > 0 (A).

En este caso denotamos por U,(A) al subespacio generado por los p ejes mas
grandes del elipsoide & = {Av : ||v|| = 1}. Este es el subespacio generado
por los p primeros vectores de la matriz U de la descomposiciéon en valores
singulares. Estas propiedades se pueden apreciar viendo la figura 3.1.

Si A tiene un salto de indice p entonces A~! tiene un salto de indice d — p.
Por lo tanto podemos definir S;_,(A) = Uy—,(A™1). Observar que S;_,(A) son

los tltimos d — p vectores de V.

Intuitivamente podemos decir que pensamos a los espacios U,(A) en el
codominio de A, ya que estamos viendo imagenes de valores, y S;—,(A) en su
dominio (que es el codominio de A™1). Una cuenta répida usando el parrafo
anterior muestra que A(S;_,(A4)) = U,(A)*.

Ejemplo 3.2.5. Vamos a ver un ejemplo de por qué es de interés estudiar los

valores singulares. Consideremos la matriz

14
A:<1 10)
0 1
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y un perturbado
1 10

A =
€ 1

con £10' grande. Si bien la matriz A, tiene valores propios 1 + ve10 | la
matriz A tiene valores propios 1. Ambas matrices tienen valores singulares
del orden de 10*. Conocer los valores propios en el caso de la matriz A nos
da poca informacion sobre hacia qué direcciones crecen mas los vectores. Las

proposiciones en las siguientes secciones van a ahondar mas en este tema.

Ahora vamos a ver algunas estimativas de crecimiento de valores singulares.
Esto nos permitira ver comportamientos asintoticos de secuencias de matrices
(puede verse como una generalizacién de lo visto en en la seccién 3.1). Para eso
vamos a considerar la estructura del espacio de subespacios k-dimensionales

de un espacio vectorial.

3.2.1. Valores singulares y el Grassmaniano

Definicién 3.2.6. Definimos el Grassmaniano de dimension k de R% como el

conjunto de subespacios de dimensién k& de RY. A este espacio lo denotamos
por ¥%,(R9).

Observar que este espacio es una generalizacion del proyectivo, en el sentido
de que PRY = ¢, (R%). Al igual que con el proyectivo podemos dotarlo de una

métrica definiendo una distancia:

d(P,Q) = méx{iIelg)xc uI}Igl})I}( sin Z (v, w)’qr,leljé}x( gléglx sin Z(v,w)}. (3.3)

Si vemos a los elementos de %,(R%) como subconjuntos de PR entonces la
distancia definida no es mas que la distancia de Hausdorff. Por el teorema 3
del articulo [30] se tiene que dados dos elementos P,Q € % (RY), existe una
isometria de R? que los intercambia. Esto nos dice que los dos valores dentro
del maximo de la ecuacién (3.3) son iguales y, junto con una comparacién usual
del seno y el coseno, nos da la siguiente proposiciéon que nos permite calcular

la distancia entre P y ) usando el ortogonal de P.

Proposicién 3.2.7. Ambos maximos en la definicion de la distancia coinci-
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den, ademads se cumple que

( .|V —w ( [
d(P,Q) = méx min o = el = max max cosZ(u,w)
weR* vEPX ||w|| weRX ue(PL)x
Recordando las ecuaciénes (3.1) y (3.2), podemos caracterizar los valores
singulares en términos de normas y conormas de la matriz restringida a ele-

mentos de grassmanianos.

Proposicién 3.2.8. Si A € GL4(R?) entonces se cumple que

op(A) = pldx m(Alp)

0p11(A) =  min A
p+1(A4) Al

QEYy_p(R)
Demostracion. Vamos a demostrar la primera igualdad, la segunda usa ideas
similares. Sea A € GLy4(R) de valores singulares oy, ..., 04. Supongamos que
v, es el vector unitario tal que ||Av,|| = 0,, y V, = v1 & ... & v,. Recordar que
v; no es mas que el la i-ésima columna de la matriz V' en la descomposiciéon en
valores singulares de A. Entonces se tiene que

op =m(Aly,) < méx m(Alp).

Pe9,(R%)

Por otro lado tenemos que si P € ¥,(R?) entonces o, = ||A|Vp£ |I. Como Vi

tiene dimension d — p + 1 tenemos que existe un vector v no nulo en Vp{ 1NP.
[ Av]]

T m(A|p), y como P era genérico, concluimos que

Esto implica que o, >

> mi A
Op = ng;%éd)m( P)

lo que termina de probar la primera igualdad. O

Una consecuencia de este resultado es que nos permite estimar los valores

singulares de un producto de matrices.

Corolario 3.2.9. Si A, B € GLy4(R) entonces
méx{m(A)oy(B), o,(A)m(B)} < 0,(AB) < min{||Allo,(B), o, (A)[| Bl }-

Demostracion. Probamos solo una de las cuatro desigualdades, el resto son
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analogas. Tenemos que
op(AB) = P;%d)mmmp) > Pelgiﬁéd)m(Ale))m(Blp) >

m(4) mix m(Blp) =m(A)oy(B).

O
La caracterizacion de los valores singulares dada por el corolario 3.2.11 nos

permitird probar una serie de estimativas que usaremos para ver el comporta-

miento asintético de una sucesion de matrices.

Lema 3.2.10. Sea A € GL4(R) con un salto de indice p. Entonces dado un

vector v de norma uno se tiene que
| 40|l > 0,(A) sin Z(v, Sa_p(A)). (3.4)
Ademds, si Q € 9;_,(RY) entonces

[Alell = 0,(A)d(Q, Sa—p(A)). (3.5)

Intuitivamente este lema dice que si un vector estd lejos de la direccién
menos expandida (es decir S4_,(A)) entonces podemos acotar el crecimiento

del vector por el p-ésimo valor singular.

Demostracién. Dado un vector v € R? de norma 1, lo descomponemos como
v=s+u,cons €Sy ,(A)yu€cS; (A" Tenemos que
lo— s

sin Z(v, Sg—p(A)) =sin £(v, s) = Tl = ||ul|.

Por otro lado, como As y Au también son ortogonales y A(Sq—,(A)) = U,(A)*

tenemos que
| Av]] = [|Aul] = ,(A)]|ul|

lo que prueba la primera ecuacién.
Para la segunda ecuacién consideramos @ € 4,;_,(R?) y aplicamos el ftem

1 para un v € ) genérico de norma 1. Como
A(Q 5a-(4)) = mixcsin £ (v, 5a-,(4))
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la segunda ecuacion se deduce como concecuencia directa de la primera. [

Como por definicién tenemos que S,(A™') = U,(A) el siguiente corolario
se deduce del lema aplicado a A™! (que tiene un salto de indice d — p) y de

que oo (A) 1 = 0a (A7)
Corolario 3.2.11. Sea A € GL4(R) con un salto de indice p. Entonces dado

un vector v de norma uno se tiene que

JA"0] 2 0,01(A) " sin Z(v, U (4)) (3.6)

Ademds P € 9,(RY) entonces
1A P = 0pea(A)Hd(P,Uy(A)). (3.7)

Aqui ya empezamos a ver la utilidad de los valores singulares: nos permiten
relacionar el crecimiento de un vector al multiplicarlo por una matriz con el
angulo que forma respecto a ciertos subespacios. Llevamos esta idea un poco
mas lejos estimando cémo cambia U,(A) al multiplicar a derecha o a izquierda

por una matriz.

Lema 3.2.12. Sean A, B € GL4(R) dos matrices tales que A y AB tienen

saltos de indice p. Entonces

d(U,(A), Uy(AB)) < ”B““B_l”%'

Demostracion. La proposicion se deduce de la siguiente cadena de desigualda-
des:

d(Up(AB), Up(A)) < 0pi(A) A v, am) || < 0pa (A IBIIIBTA™ v, (a5)
= 0pr1(A)[|Blloy(AB) " < opa (A) || BIIB oy (A)

donde en la primera desigualdad usamos el corolario 3.2.11 y en la iltima

desigualdad el corolario 3.2.9. (I

Una cuenta analoga nos permite probar un resultado similar cuando mul-

tiplicamos a A por una matriz por izquierda.

Lema 3.2.13. Sean A, B € GL4(R). St A y BA tienen saltos de indice P

entonces

d(B(Uy(A)),U,(BA)) < || B HBl”ng(;j(éf)l)
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Si bien la demostracién de los dos lemas anteriores es similar. hay una
diferencia cualitativa. El lema 3.2.12 nos dice que si | B| *! son pequefias com-
parado con el tamano del salto de indice p de A entonces multiplicar a derecha
por B no cambia demasiado a U,(A). El caso extremo es que. cuando B orto-
gonal. entonces U,(A) = U,(AB) (ya que la matriz U en la descomposicién en
valores singulares no cambia).

Esa idea no es cierta cuando multiplicamos a izquierda ya que por ejemplo.
si B es una rotacién. la direcciéon U,(BA) sera el rotado por B de U,(A). El

lema 3.2 13 formaliza esto. Para una idea grafica se puede ver la figura 3.2.

BU,(A) = U,(BA)

Figura 3.2: Ejemplo del lema 3.2.13 cuando B es una rotacion. En este caso la
direccién Uj(A) rota como B.

3.2.2. El encaje de Pliicker

Ahora vamos a explicar una técnica que nos permite pensar el Grassma-
niano p-dimensional como un espacio proyectivo. agrandando el espacio vec-
torial sobre el cual consideramos dicho espacio. Esto nos permitira pensar los
p-valores singulares como 1-valores singulares y tendra aplicaciones importan-
tes en el capitulo 5.

Definicion 3.2.14. Sea V' un espacio vectorial El preducte extericr p-esime
de V es el espacio vectorial de p-formas multilineales y alternadas de V' y lo

denotamos AP(V).

Si{uy.. . .. uy} es una base de V' entonces una base de AP(V) es
’{'U-,j] Ao il Uiy, - tJ < 'ij+1}.

Observar que tiene dimension (ﬁ) y ademds podemos dotarlo de una norma:

vy A Ayl se define como el volumen p-dimensional del paralelepipedo
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con ejes vy, ..., v,. Bs facil chequear también que esta norma proviene de un

producto interno:
<’U1 VAP Up, W1 VANA U)p> = det ((<Ui7 wj>),-7j:1,_,_7p) .

Toda transformacién lineal A : V — V se extiende a una transformacién
APA : APV — APV mediante la férmula:

NPA(y Ao A vg) = A(v) Ao A A(og)

Observar entonces que si A € G Ly(R) entonces

|(APA) (o1 Ao Ayl
lor Ao Ay

= det(A|p),

donde P = span(vy, ..., v,). Esta estructura nos permite definir un encaje del

grassmaniano de dimensiéon p en el proyectivo.

Definicién 3.2.15. El encaje de Plicker es el mapa ¢ : 4,(R?) — P(APRY)
tal que, si P € %,(R?) estd generado por los vectores vy, ...v, € R? entonces
U(P)=v1A... v,

Un argumento simple muestra la siguiente proposicion:
Proposiciéon 3.2.16. El encaje de Pliicker es inyectivo.

El siguiente lema es otra estimativa como la de 3.2.13. La diferencia es que
esta estimativa no depende de la norma de B. Su demostracion utiliza el encaje

de Pliicker y se puede ver en el Lema A.9 de [5].

Lema 3.2.17. Sean A, B € GL4(R) tales que A, B y AB tienen un salto de
indice p. Supongamos también que los espacio Sy_p,(A) y U,(B) son transver-

sales. Entonces

op1(A)

d(Up(AB), Up(A)) < “ou(A)

(sin Z(U(B), Su_plAy)) """

3.3. Cociclos lineales

Ahora que desarrollamos la teoria general de valores singulares vamos a
usarla para estudiar la accién por multiplicacién de varias matrices. Para for-

malizar esta idea vamos a definir el concepto de cociclo lineal y ver cémo

32



esto nos puede ayudar para entender la accién de un grupo alli. Considere-
mos entonces un espacio métrico compacto M y el fibrado vectorial trivial de
dimensién d definido como F = M x R

Definicion 3.3.1. Una métrica en E es una elecciéon de un producto interno

en cada fibra {z} x R? que varfa continuamente con el punto.

Definicién 3.3.2. Dado un mapa A : M — GLy4(R) y un homeomorfismo
¢ : M — M definimos un cociclo lineal como el mapa ¢ : E — E dado por

U(z,v) = (¢(x), Alx)v)

Esta definicién se puede extender a fibrados vectoriales no triviales pidiendo
que sea un automorfismo del fibrado vectorial (es decir que preserve las fibras

y sea lineal en cada una).

Ejemplo 3.3.3. Una transformacion lineal invertible se puede pensar como

un cociclo lineal cuando M es un punto.

Dado z € M y v € E,, en un abuso de notacién denotamos por 1" (v) como

el elemento de Eyn(y) que corresponde a la segunda cordenada de 9" (x,v).

Definicién 3.3.4. Supongamos que E se descompone como E“ @ E, donde
ambos son subfibrados de dimensién constante y continuos. Decimos que esta

descomposicion es invariante por el cociclo lineal si se cumple que
V(BT = Eglay V(") = B,

Si ademads existen constantes C; A > 0 tales que para todo z € M y v, w

vectores de norma 1 con v € ES*, w € ES® se cumple que

[ ()l

= AP Ce—)\n

[ (w)

decimos que la descomposicion es dominada.

3.3.1. El teorema de Bochi-Gourmelon

En un cociclo trivial M x R? dado por (z,v) = (¢(x), A(x)v) podemos

pensar ¢"(x,v) como un producto de n matrices
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P (x,v) = A(¢"(2))A(¢" H(2)) ... A(z)v.

Denotamos por A"(z) : R? — R? a la transformacién lineal tal que A™(x)v =
" (z,v). El siguiente teorema nos da una relacién entre cociclos lineales y
valores singulares. Su prueba usa las estimativas de matrices de la seccion 3.2

y se puede ver en [4].

Teorema 3.3.5 (Bochi-Gourmelon). Sea 1) : E — E un cociclo lineal sobre un
espacio métrico compacto M. Entonces 1 tiene una descomposicion dominada
E & B de dimensiones p y d — p respectivamente si y solo si existen ¢ >

0, X\ > 0 tales que para todo x € M yn > 0 se cumple que

Op+1 (An(x)) ce—n
o (A ()

Ademds se cumple que

EC = lim U,(A™"(x))

n—o0

B2 = lim Sup(A"(@))

3.4. Dominacion en secuencias de matrices

Vamos a ver una aplicacion del teorema 3.3.5 para productos de matrices.
Para poder aplicar el teorema queremos expresar productos de matrices co-
1(4)

mo la acciéon de un cociclo lineal. A partir de ahora denotamos a sz(—A) por
p

Ug—:l(A) Dado K > 1 definimos el conjunto compacto
D(K) ={A € GL4(R), | All < K, A7Y|| < K}

Si I es un intervalo de Z (que puede estar o no acotado) entonces D! es

compacto con la topologia producto, que es metrizable mediante la distancia

d((An), (Bn)) = 327 (| Ay = Ball + 4, = B

nel

Dados p € {1,...,d—1}, p > 0y ¢ > 0 definimos el espacio D(K, p, i, ¢, I)

como el conjunto de sucesiones de matrices (A4,) € D! tales que para todo
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m,n € I, m > n se cumple que

o

p+1 —p(m—n+1

LA, A A < ceH ), (3.8)
Op

Cuando una sucesién de matrices pertenece a uno de estos conjuntos decimos

que esta p-dominada. Como la condicién es cerrada y las sucesiones estan

dentro de un compacto este conjunto es compacto.

Ejemplo 3.4.1. Dada una matriz autoadjunta A € GLy4(R) con un salto de
indice p. Sea K = max{||A||, []A~!||}. Como las matrices autoadjunta se dia-
gonalizan en una base ortonormal tenemos que los valores singulares coinciden

con los valores propios y 0;(A") = g;(A)". Esto implica que
(A)pez € D(K,p,logopi1(A) —logo,(A),1,7Z).

Usando el lema 3.2.17 podemos probar que lo mismo se cumple para cualquier

matriz A.

Observar que la condicién 3.8 es muy similar a la condicion de dominacion
del teorema 3.3.5. Sin embargo, nos falta encontrar el espacio compacto M y

el cociclo para poder aplicarlo.

Definicién 3.4.2. Definimos el shift como el mapa ¢ : D(K,p,u,Z) —
D(K, p, u, Z) dado por
((An)) = (Ant1)

y el mapa A : D(K,p, u, Z) — GL4(R) dado por
A((An)) = Ao.

Observamos que los mapas (9, A) forman un cociclo lineal sobre el fibrado
D(K,p, i1, Z) x R? y la ecuacién 3.8 es exactamente una de las equivalencias

del Teorema 3.3.5. Esto lo resumimos en la siguiente proposicion.

Proposicion 3.4.3. Dadas constantes K > 1,p € {1,...,d—1}, u > 0,¢> 0,

entonces, para cada sucesion v = (A,) € D(K,p, u, Z), los limites

E(z) = lim Uy (A A_y... A_,)

n—o0

ECS<£L’> = nli_)rglo Sd*p(AnflAnf2 Ce Ao)
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existen. Ademdas, E°* ® E forman una descomposicion dominada para el co-
ciclo (9, A).

Este resultado se deberia comparar con lo analizado en la seccién 3.1 donde
utilizamos los valores propios para encontrar un “comportamiento asintotico”
al considerar potencias grandes de matrices. Esto de alguna forma nos dice que
las secuencias de matrices en D(K, p, i1, Z) tienen un comportamiento asinté-
tico, pero vamos a ver que esto también nos da informacién de secuencias

suficientemente largas pero no infinitas.

Lema 3.4.4. Dados K > 1, p4 > 0 yc > 0, existe un {; € N yund > 0
que cumplen lo siguiente. Supongamos que I C Z es un intervalo y (A;)ier €
D(K,p,p,c,I). Sin < k < m pertenecen a I y tanto k —n como m — k son

mayores a {1 entonces
A(Up(Ak_l - An+1An), Sd—p(Am—l - Ak+1Ak)) >0 (39)

Demostracion. Supongamos por absurdo que esto no se cumple. Esto implica
que existen K, p,c y sucesiones ¢; — oo, 0; — 0 tales que para cada j hay
un intervalo [; C Z y un elemento (Az(j)),;e[j € D(K,p,p,c, ;) y enteros n; <
kj < m; con min{k; — n;,m; — k;} > ¢; que no cumplen la desigualdad (3.9).
A menos de un cambio de indice podemos asumir que k; = 0. Esto implica que

mj; — +00, nj; — —00 y que
L(UNAY) LAY L AD), Sy, (AS) AP AD)) < 4.

Tomando subsucesiones podemos asumir que cada Ag‘j) converge a un A; cuan-
do j — +00. Como pertenecer a D(K, p, i, ¢, Z) es una condicién cerrada para
la topologia producto definida, podemos asumir que = = (A4;);cz estd en el

conjunto, y la proposicién 3.4.3 nos dice que

Ecu(l’) = nH—>Holo Up(A_lA_Q R A_n)
ECS(SL’) = lim Sd—p(An—lAn—2 ce Ao)

n——oo

cumple las condiciones para ser una descomposiciéon dominada, pero esto es

absurdo pues Z(E(x), E(z)) = 0y por lo tanto no puede serlo. O

De la proposiciéon 3.4.3 sabemos que hay subespacios asintdticos en sucesio-

nes de matrices dominadas. El lema siguiente nos habla de que en sucesiones
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largas las matrices que se aplican primero cambian poco la direcciéon corres-

pondiente a los valores singulares mas grandes (U,).

Lema 3.4.5. Dado K > 1, pu,c > 0, existe { € N y ¢ > ¢ tal que si I C Z
es un intervalo y (A;)icr € D(K,p, u,c,I) entonces se cumplen las siguientes

propiedades:

1. Sin' <n <k, todos los indices estin en I y k —n > { entonces

AUy(Ar-1 . An1 A0), Up(Ap_1 .. A1 Ap)) < Ge Hb=m)

2. Sik <m < m, todos los indices estin en I ym — k > { entonces

d(Sd—p(Am—l . Ak+1Ak), Sd—p(Am’—l . Ak+1Ak)) < 5€—u(m—k)‘

Demostracion. Vamos a probar el primer item, el segundo es andlogo. Tome-
mos ¢ € N tal que ce #* < 1. Tomemos una sucesion (A, )ner en D(K, p, i, ¢, I)
y un indice k € I. Si tenemos un n tal que n — k > ¢ entonces el espacio
P, =Uy(Aj-1...Ay114,) esta bien definido, ya que la eleccion de ¢ y la con-
dicién de dominacién nos asegura que el producto de estas matrices tiene un
salto de indice p. Luego estamos en condiciones de aplicar el lema 3.2.13 para
A=A,... A1y B= Ay Esto nos dice que

d(Py 1, P) < [ Aell[[ Akl 2L (A) < K2ce ),
Ip

Aplicando la desigualdad triangular, si n’ € I tenemos que

d(Pna Pn’) S d(Pna Pn—l) + d(Pn—b Pn—2) +...+ d(Pn/—i—la Pn’)
< K2ceMb=n) 4 2oe—plbmn=l) 4 2eemmkont) —
K2

- ue—u(k—n)‘
— ei

K?ce ™™k —n) Y e ™ <
=0

O

En el capitulo siguiente vamos a definir un espacio para el cual SL4(R)
actiie por isometrias, y usar los resultados sobre secuencias dominadas para

poder sacar conclusiones de dicho espacio.
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Capitulo 4

SLy(R)

Vamos a construir un ejemplo explicito de variedad Riemanniana cuyo gru-
po de isometrias es un grupo de Lie de matrices: SLy(R). El trabajar con
matrices nos permitira utilizar las herramientas desarrolladas en el capitulo
anterior. A diferencia de GL4(R), el grupo SLg(R) es semisimple y por eso
empezamos con este ejemplo. Vamos a ver que este espacio, a pesar de ser
simplemente conexo y altamente regular, tiene una geometria mas complicada
que los espacios de curvatura constante.

Si bien muchas de las construcciones que hacemos son especificas de
SL4(R), como veremos en el capitulo 5, se generalizan para espacios simétricos

de tipo no compacto.

4.1. El espacio simétrico de SL4(R)

Para encontrar un espacio simétrico asociado a SL4(R) podemos buscar
un espacio invariante por SO(d). Es natural entonces pensar en los productos
internos de R¢, pero tenemos que proyectivizar para hacer que el grupo que
actie sea SLy(R) y no GL4(R).

Definicién 4.1.1. Si denotamos por I; el espacio de productos internos en

R, definimos el espacio simétrico asociado a SLy(R) como
Xg=14/ ~

donde B ~ C' siy sblo si existe A # 0 tal que B(v,w) = AC(v,w) para todo
v,w € R
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En general nos referimos con letras mayusculas (B, I) a productos internos
y con letras mintsculas (0, p) a elementos de X, aunque més tarde haremos

un abuso de notacién y no distinguiremos entre ambos.
Proposicién 4.1.2. X, es contractible.

Demostracion. Los productos internos son formas bilineales definidas positi-
vas no degeneradas. Este espacio es un subconjunto convexo e invariante por
homotecias positivas en el espacio vectorial de formas bilineales. Luego, su

proyectivizado es contractible. (I

A veces abusamos la notaciéon y nos referimos a los elementos de Xy sim-
plemente como productos internos. Vamos a identificar este espacio como el
cociente de SL4(R) por un grupo compacto. Para esto definimos una accién
de SL4(R) en X, dada por
1

(g-0)(v,w) =o(g~'v,g" w)

Proposicién 4.1.3. La accion es transitiva. Ademds el estabilizador de o, (el

proyectivizado producto interno usual en R?) es SO(d): un subgrupo compacto

mazimal de SLq(R).

Demostracion. Por definicion O(d) es el grupo de matrices que preserva dis-
tancias euclideas. A su vez, SO(d) es el subgrupo en O(d) de matrices que
preserva orientacién, por lo que son exactamente las matrices que preservan
el producto interno usual. Ademas, es sabido que todos los productos internos
en R? son de la forma B(v,w) = vigw con g € GL4(R) definida positiva y
simétrica. El hecho de que la accion es transitiva se deduce entonces de que,
por la descomposicion de Cholesky, toda matriz no degenerada y definida po-
sitiva se puede escribir como g = h'h (ver [29], capitulo 6) donde h tiene las
entradas de la diagonal positivas. Como estamos trabajando con proyectiviza-
dos de productos internos, cambiando g por un multiplo podemos asumir que
det(g) = 1. Esto implica que h estd en SLy(R) y luego B =h~" - o,. O

Este resultado nos permite identificar X, como el cociente SL4(R)/SO(n).
Esto a su vez, por el teorema de la variedad cociente, nos dice que Xy tiene
estructura de variedad diferenciable.

Observar que podiamos hacer una construcciéon similar cocientando

PSL4(R)/PSO(d), sin embargo este es el mismo cociente que SL4(R)/SO(d).
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Si consideramos sly(R) el algebra de Lie de SLy(R) y fijamos un producto
interno o € X, tenemos definida una operacion adjunta T +— T . Como
esto depende del producto interno elegido algunas veces lo escribimos como
subindice para remarcar a qué elemento de Xy nos referimos. Vamos a ver que
esta adjunta estd bien definida en sl;(R) (es decir que lleva elementos de traza
cero en elementos de traza cero). Esto es un corolario de un lema que nos serd

de utilidad més adelante.

Lema 4.1.4. Sean o € X4, T € slg(R) y g € SLy(R). Entonces (§Tg~1)*se =
gT*g~t. En otras palabras, Ad, o x, = %4, 0 Ad,. Ademds se cumple que

tr(T*) = tr(T)

Demostracion. La demostracién de la primera afirmacion se deduce de la si-

guiente cadena de igualdades

g-0(gTg " v,w) =o(Tg v,g7'w) = o(g” v, T* g 'w) = g - o(v, gT* g 'w).

Para la segunda afirmacién, si o, es el producto interno usual, entonces
T*ee = T por lo que la afirmacién es trivial. Si o es cualquier otro producto
interno entonces existe g € SLy(R) tal que 0 = g - 0.. Por la primera parte de

esta afirmacién tenemos que

T* = (99 'Tgg~ ") =g(g7'Tg)'g"

y como la traza se preserva por trasponer y por conjugacién tenemos lo bus-
cado. O

Corolario 4.1.5. Si T € sl4(R) entonces T* € sly(R).

Definicién 4.1.6. Dado un producto interno o en R? definimos la involu-
cion de Cartan como o : sly(R) — sly(R) dada por o(T) = —T*, donde la

operacion x, es la operacion adjunta respecto a ese producto interno.

Esta transformacién induce una descomposicion de sly(R) en los subespa-
clos
o ={Tecsly(R):0(T)=T}
p° ={T € sly(R) : o(T) = =T}.
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Observar que p° son exactamente las matrices autoadjuntas para o, mien-
tras que £° son las antisimétricas vistas en una base o-ortogonal. A veces,

cuando se asume el punto o, omitimos el superindice.

Proposiciéon 4.1.7. Sea o la involucion de Cartan para el producto interno

o. Entonces

1. o es un morfismo involutivo de dlgebras de Lie.

2. 5[d(R> = S5, po

3. [&,p°] Cp°

4 poipol e

5. [e° ] C e
Demostracion.

1. Es claro que es involutivo, vamos a ver que es un morfismo. Si 7, S €

slg(R) entonces

o(T),0(5)] =0o(T)o(S)—0c(S)e(T) =1T"S* — S*T*
= (ST) = (TS) = (ST -TS) =0o([T,9))

2. Podemos descomponer cualquier matriz T' € sly(R) como

_T+o(T)  T-o(T)

T
2 * 2

3. Demostramos el item 3, los restantes son analogos. Si X € €. Y € p°

o([X,Y]) = [o(X),0(Y)] = [-X, Y] = - [X, Y]

O

A la descomposicién inducida por estos subespacios se la llama descompo-
sicion de Cartan. Podemos pensar el item 3 de esta proposicién como que €°
actia en p° a través de la accién adjunta. Ademads, en particular nos dice que
£° es una subdlgebra de sly(R). Vamos a ver que su grupo de Lie corresponde

a los elementos de SLy(R) que fijan el producto interno o.
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Proposicion 4.1.8. € es el dlgebra de Lie de K° = {g € SLq(R) : g-0 = 0}.

Demostracion. Si o, es el producto interno usual entonces K% = SO(d), el
grupo de matrices o-ortogonales. Su algebra de Lie es el conjunto de matrices
antisimétricas so(d), que por definiciéon coincide con €%.
Si o = g-o, entonces K° = gK°g~! y su &lgebra de Lie es entonces
Ady(so(d)), que esto coincide con £ por el lema 4.1.4.
O

4.2. X, como un espacio simétrico

La idea de esta seccién es encontrar una métrica en X, para la cual SL4(R)
actle por isometrias. A su vez, vamos a probar que la simetria central respecto
a todo punto o € X, se puede extender a isometrias globales, lo que finalmente
probara que Xy es globalmente simétrico.

Recordamos que la simetria central en o es el mapa que localmente invierte
las geodésicas centradas en o (ver definicién 2.0.1).

También daremos coordenadas que nos permitiran identificar 7,X con el

subespacio p° de sly(R).
Definicion 4.2.1. Sea o € X,

1. Definimos la accion en o como el mapa 7w, : SLy(R) — X, dado por

Tolg) =g -0

2. Definimos la traslacion por g como el mapa ¢, : Xy — X; dado por

yp)=9g-p

3. Definimos la conjugacién por g como el mapa ¢, : SLy(R) — SLg(R)
dado por ¢,4(h) = ghg™

A simple vista estas notaciones podrian parecer innecesarias, pero seran de

utilidad a la hora de derivar los mapas. Observamos que

Tgo © bg(h) = Tg.o(ghg™") = gh - 0 = @4 0 mo(h).
Esta relacion la resumimos en el siguiente diagrama conmuta.
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SLa(R) —2 SLy(R)

m,l lw (4.1)

Xy —2— Xy

Vamos a estudiar el diferencial del mapa m,, esto nos permitird identificar

el tangente en o con el subconjunto p° del dlgebra de Lie sl4(R).

Proposicion 4.2.2. El mapa 7° = dym, : sly(R) — T,X,; es sobreyectivo,

ademds, ker m° = £° y por lo tanto ©°|  es un isomorfismo.
p

Demostracion. Tomando diferenciales en el diagrama (4.1) y usando la regla

la cadena tenemos el siguiente diagrama que conmuta

sly(R) 2% 51,(R)

ﬁol lﬂ (4.2)

T,X, 2 T, X,

Como los mapas Ad, y d,p, para g € G son isomorfismos, tenemos que los
mapas 77 tienen rango constante y por el teorema de Saard (ver por ejemplo
[15]) son todos sobreyectivos. La segunda parte de la proposicién viene del

hecho de que £ es el espacio tangente en o del estabilizador del punto. (I

Definicién 4.2.3. A la inversa de la restriccién de 7w° a p° la denotamos por

0°: T,X; — sly(R) y la lamamos forma de Maurer-Cartan.

Ahora vamos a usar la forma de Maurer-Cartan para definir una métrica

en X, a partir de la forma de Killing de sl;(R).

Definicion 4.2.4. Definimos la forma de Killing de sly(R) como la forma

bilineal simétrica

K slg(R) x sl3(R) - R
(S,T) — 2dtr(ST)

Una cuenta (complicada) muestra que esta es la expresién explicita de
la forma definida en general en 1.2.18. Esta forma bilineal simétrica tiene

propiedades interesantes que listamos en la siguiente proposicion.
Proposicion 4.2.5. Sea k la forma de Killing de sl4(R). Entonces
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1. Kk es definida positiva en p° y definida negativa en €°
2. Kk(p°,€) =0
3. Kk es no degenerada.

Demostracion.

1. Sea X € p°. Esto quiere decir que X es *,-autoadjunta y por lo tanto
simétrica vista en una base ortogonal del producto interno o. En parti-
cular tenemos que existe P tal que X = PY P! con Y simétrica. Esto
implica que (X, X) = tr(X?) = tr(Y?). Ahora calculamos la traza de
Y2 escribiendo Y = (y;5).

d d i d
tr(Y?) =" wrivie =Y Yz =0
k=11=1

k=11=1

Un argumento similar muestra que la forma de Killing es definida nega-

tiva en £°.

2. Sean X € p°, Y € £°. Por el lema 4.1.4 se tiene que
tr(XY) = tr((XY)") = tr(-Y X) = —tr(XY),

luego tr(XY) =0

3. Sea T € sl4(R) una matriz no nula. Consideramos ' = X +Y con X € p°
e Y € £°. Supongamos, sin pérdida de generalidad por el punto 1, que
X # 0. Por los puntos anteriores se tiene que (7T, X) = (X, X) # 0.

O

Notar que /i’po al ser definida positiva es un producto interno. Con él po-
demos definir una métrica Riemanniana en X;. Dado o € X, definimos el

producto interno en T, X,; mediante la formula

(v,w), = Kk(0°(v),0°(w)).

Aqui es importante notar que el diagrama (4.1) junto a la definicién de la
forma de Maurer-Cartan nos asegura que el producto interno varia diferencia-

blemente con el punto base o.
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Proposicién 4.2.6. La accion @4 : Xq — X4 es una isometria.

Demostracion. El objetivo es probar que (v, w), = (dop,(v), dopg(w))4.0. Para
eso recordamos el diagrama (4.2) que, reemplazanto 7° por su inversa, nos

queda

sly(R) 2% 514(R)
QOT Teg.o (4.3)

T,Xy %% T, X,

lo que implica la siguiente cadena de igualdades

(v, w)o = K(0°(v), 0°(w)) = K(Ady(0°(v)), Ady(6°(w)))
= K(eghodOWg(v)a Hg.odO‘Pg(w)) = <d0¢g(v>a dO‘PQ(w»Q-O

Donde la segunda igualdad se cumple porque la accién adjunta preserva
la traza de las matrices y la tercera igualdad es por la conmutatividad del

diagrama. O

Teorema 4.2.7. X, equipado con la métrica Riemanniana definida anterior-

mente es un espacio globalmente simétrico.

Demostracion. Nuestro objetivo es encontrar, para cada o € Xy, una isometria
global s, con s,0 = 0y d,s, = —id. Recordamos que la accién de SL4(R) es
transitiva y podemos identificar Xy ~ SLy(R)/K°, donde K° = {g € SLy4(R) :
g -0 = o}. La idea entonces es encontrar una involucién en SLg(R) que nos
permita definir una simetria en Xj.

Dado o € Xy, definimos el mapa 7, : SLy(R) — SLy(R) tal que 7,(g9) =
(g*)~1. Observar que

To(gh) = (gh)** " = (B**g™) ™ = g B = 7,(g)o(h)

por lo que es un morfismo de grupos. A su vez observamos que Fiz(7,) =
K° vy que digro(T) = —T"*°. Ahora definimos la simetria basada en o como el
mapa s, : Xq — Xy definido de la siguiente manera: sea p € Xy y h € SLy(R)
tal que p = h - 0. Entonces s,(p) = s,(h - 0) = 7,(h) - 0. Observamos que s, y

T, hacen que el siguiente diagrama conmute
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SLa(R) —— SLy(R)

m,l lwo (4.4)

Xd;)Xd

Afirmacion 1: s, estd bien definido.

Efectivamente, si p = h-o0 = h'- o0 entonces h~'h’' € K,. Luego

7o(h) -0 =To(h)h 'R -0 =T1,(hh'h) -0 =1,(K) -0

Afirmacién 2: s, es una simetria centrada en o

Sea v € T,X. Por la forma de Maurer-Cartan podemos identificar v =
m(X) con X € p°. Luego computamos el diferencial de s, en la direccién de

v

d d
dpSo(V) = dyso(m°(X)) = prilE To(eX) = p Tole™X) = (= X) = —v
t=0 t=0

donde en la segunda igualdad usamos la regla de la cadena y en la tercera

usamos el diagrama (4.4), que 7° conmuta con la exponencial y que X* = —X.
Esto implica que d,s, = —id lo que a su vez implica que s, es una simetria
global. O

Afirmacién 3: s, es una isometria.

Primero observamos que si g € SLq(R) entonces s,p, = ©r,(g)50- Efectiva-

mente, si p = h - o tenemos que

SOSOg(p) = 50(‘pg(h ) 0)) = SO(Qh : 0) = To(g)TO(h) t0 = To(g)sg(p) = ‘:O‘ro(g)SO(p)-

Consideremos entonces v € T,X,;. Vamos a usar que el diferencial de s, en o

es —id para probar que s, es una isometria. Para eso computamos

Aoy (0)50(dotpg (V) = do8o0g(V) = dotpro(g)5o(V) = —dopro(g) (V)

Sean entonces p =g -0y v, v € T,X,. Podemos escribir v’ = d,(pq4(u)), v =
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do(pg(v)). Luego calculamos

<dp30(u,)v dpSO(U/»so(p) = <dcpg(0)30d0(90g<u))v d<ﬂg(0)d0(@g(v))>so(p)
= (—dopro(g)do(pg (1)), —dopro()do(0g(V)))s.(p)
= (dopy(u), dotpg(v))p = (U, V'),

donde en la pentltima igualdad usamos que @ro(y) es una isometria.

4.3. Planos geodésicos maximales en X,

Vamos a describir planos maximales en X, recordar que estas son subva-
riedades planas totalmente geodésicas y maximales. Una definicion detallada

de este concepto se puede ver en 2.0.13.

Proposicion 4.3.1. La geodésica por o € X4 de velocidadv € T, X4 es la curva
aft) = (e ™). Ademds, si X € sly(R) entonces la curva v(t) = m,(e™ X))

es geodésica si y solo si X € p°.

La proposiciéon 4.3.1 nos permite entender las geodésicas de X,. Sin embar-
go, la probaremos recién en 5.2.1. Consideramos X € p°. Esta es una matriz
o-autoadjunta y por lo tanto se diagonaliza en una base o-ortonormal que
llamaremos €. Como X se diagonaliza en ¢ entonces e!* también.

Si denotamos por Ax(u) al valor propio de X en u € €, tenemos que, para

todos v,w € ¢
To(e!X) (v, w) = o(e™ v, e ¥ w)) = e OHAx W) (4 1),

Esto nos da intuicién de qué son las geodésicas por o € Xy: son productos
internos para los cuales € es ortogonal pero la norma de cada elemento de e

cambia con una velocidad distinta.

Ejemplo 4.3.2. Consideremos el proyectivizado del producto interno usual
en R?® denotado por o, € Xj;. Consideremos también la base canénica de

{e1, €2, €3} v la matriz

30 0
X=10 -2 0
0 0 -1



Para o, los tres elementos de la base canénica miden lo mismo (como estamos
proyectivizando solo podemos hablar de como se comparan las normas. no de
cuanto miden en sf). Sin embargo cuando avanzamos en la geodésica 7, (e'~).
el vector e; se hace comparativamente mas grande que los otros dos. mientras
que ez se hace comparativamente mas grande que e,. Para esto se puede ver

la figura 4.1

Figura 4.1: Esquema de cémo se ve la esfera unitaria en tres tiempos positivos
para la geodésica por 7, (e!X) en X3 del ejemplo 4.3.2.

Observamos que X, es un espacio no compacto y ademds su grupo de
isometrias es SLy(R) que es simple. De esto concluimos que es un espacio

simétrico de tipo no compacto.

4.3.1. Caracterizacion de los planos maximales

La dimension de los planos maximales puede variar dependiendo de la
variedad Riemanniana en la que estamos trabajando. Sin embargo. en espacios
simétricos esto no es asi. Esto solo lo podremos ver cuando probemos la formula
de curvatura en el teorema 5.2.3.

En esta seccion vamos a ver que los planos maximales de X, se corresponden
con subalgebras maximales abelianas de p°. Esta relacién podremos explicarla
en detalles cuando estudiemos los espacios simétricos en general en el capitulo
siguiente. Sin embargo. esta correspondencia justifica la relevancia del estudio
de estas subdlgebras.

Observar que las matrices de p° son todas o-autoadjuntas. y por lo tanto se
diagonalizan en bases o-ortogonales. No tiene sentido hablar de ortonormalidad

porque estamos trabajando con productos internos a menos de homotecia.

Definicién 4.3.3. Sea 0o € X,; y £ un conjunto o-ortogonal de d rectas en R?
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A ¢ lo llamamos base ortogonal proyectivizada y definimos
a. = {X € p°: X es diagonalizable en ¢}

Proposiciéon 4.3.4. En el contexto de la definicion anterior se cumple que

mo(exp(a:)) = {p € X4 : € es p-ortogonal}

Demostracion. Primero observamos que las dimensiones de ambos espacios
coinciden. a. tiene dimension d — 1, ya que podemos elegir los valores propios
de d — 1 vectores de € y el ultimo queda condicionado por el hecho de que
todos los elementos de sl4(R) tienen traza 0.

Por otro lado si € = {uy,...,uq} los productos internos que dejan € orto-
gonal son de la forma p = aydu? + ... + agdu?. Como estamos proyectivizando
tenemos d — 1 elecciones posibles.

Como ambos conjuntos tienen la misma dimensién, con probar una inclu-
sién es suficiente. Sea p € m,(exp(a).). Entonces p(v,w) = o(eXv,eXw) con
X € a.. Como X es diagonalizable en ¢ entonces e también lo es, luego si
v # w € € se cumple que

o(e*v, eXw) = po(v,w) = 0.

O

Ahora estamos en condiciones de probar el teorema que describe los pla-
nos maximales, aunque la maximalidad la probaremos recién en el capitulo

siguiente.

Teorema 4.3.5. La subvariedad m,(e%) es totalmente geodésica e isométrica

a (ag,/{’ag).

Demostracion. Sea f : a. — X, el mapa dado por f(X) = 7,(e¥). Vamos a

mostrar que esto es una isometria entre (a, /i‘ ) v su imagen y que su imagen
ae

es totalmente geodésica.

Tomemos X,Y € a., y denotamos p = eX - 0. Luego,
d d d
vy— & Xy =& X+4tyy _ @ Xty
1ef0) = g = B me ) = )
d
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donde en la tercera igualdad usamos que a. es abeliana (y por lo tanto po-
demos separar la exponencial). Esto implica que la subvariedad es totalmente
geodésica. ya que

X-H‘.Y)

v
Wr)(e :"‘Tp(e" )

y por lo tanto la geodésica por p con velocidad Y (abusando de la forma de
Maurer-Cartan) estd en m,(e%) (ver figura 4.2)

Por hipdtesis tenemos que Y es diagonalizable en £ y por la proposicion
anterior sabemos que £ es p ortogonal. esto implica que Y es simétrica respecto
a po. lo que es lomismo. que Y € p”. En particular tenemos que 6"x"’{ﬁ”(Y)) =
Y. Ahora estamos en condiciones de calcular el pullback de la métrica y ver

que f es una isometria.

(dx(f(Y)). dx(f(2)))p = (7"(Y).7"(Z)),
= K(07(x?(Y)). 6°(7"(Z))) = k(X.Y)

como queriamos probar. O

Figura 4.2: Esquema de la idea de la demostracion del teorema 4.3.5.

Cuando veamos la férmula de la curvatura en 5.2 3 vamos a ver que el par
(a.. K E) .y por lo tanto m,(e% ). son isométricos a R%! En realidad se cumple
un resultado mas fuerte: es cierto que m,(e% ) ademas de ser plana y totalmente
geodésica. es un plano maximal Ademads. todo plano maximal que pasa por o
se realiza como un m,(e%) para alguna base ortogonal de d rectas . Esto lo

resumimos en la siguiente proposicion.

Proposicion 4.3.6. Tcdc planc mazximal per o es de la ferma m,(a.) para

alguna lase o-cricgenal e

Corolario 4.3.7. Tcdc planc mazimal de X4 tiene dimension d — 1

=
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Vamos a ver que en espacios simétricos en general todos los planos maxi-

males tienen la misma dimensién.

Corolario 4.3.8. Dados dos planos mazimales A = m,(e%) y B = m,(e"")

existe un elemento g € SLq(R) tal que g tal que g- A= B.

Demostracion. Como K° actia transitivamente en las bases o-ortogonales te-
nemos que existe un elemento k € K° tal que ke = ¢’. Si A € a. entonces
kAk™' € ¢, pues kAk™! es diagonalizable en ¢'. Esto implica que ke?k~! € 2,
y este mapa es invertible. Como k € K°, k~'-0 = oy por lo tanto ke? -0 € B.

Como el mapa es invertible, tenemos que kA = B. O

Como consecuencia de esto tenemos que SL4(R) actiia transitivo en el
espacio de planos maximales. En lo que sigue hacemos un estudio de lo que

ocurre para las geodésicas.

4.3.2. Raices

Sabemos que en cualquier variedad geodésicamente completa y simplemen-
te conexa de curvatura no positiva, dados dos puntos o y p existe una tnica
geodésica completa que los contiene. En nuestro contexto es de interés pregun-
tarse lo mismo pero para planos maximales: jserd que existe un tnico plano
maximal que contiene a oy a p? Como los planos maximales son por definicién
totalmente geodésicos, esta pregunta es equivalente a preguntarse si existe un
unico plano maximal que contiene a la geodésica que pasa por o y p.

Reformulamos entonces esta pregunta: dado un punto y un vector tan-
gente, jexiste un Unico plano maximal que contiene a la geodésica con esa
velocidad? Lo desarrollado en la seccion 4.3 nos da una forma de responder a
esta pregunta.

A partir de esta seccién en un abuso de notacién muchas veces nos referimos
a los elementos de p° como vectores de T, Xy, omitiendo la forma de Maurer-

Cartan.

Proposicién 4.3.9. Si todos los valores propios de X € p° son distintos en-

tonces hay un tnico plano mazimal que contiene a la geodésica t — m,(eX).

Demostracion. De la seccién anterior tenemos que si A C X, es un plano
maximal entonces T,.A se corresponde con elegir una base o-ortogonal proyec-

tivizada e y considerar todos las matrices que se diagonalizan en esa base.
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Como X es o-autoadjunta se diagonaliza en una base o-ortogonal Z. Ademas,
como todos los subespacios propios tienen dimension 1, se cumple que esta ba-
se es Unica a menos de cambiar vectores por miltiplos. Luego la base ortogonal
proyectivizada determinada por £ es unica y, si la llamamos ¢, el inico plano

maximal que pasa por o con direccion X es e®. O

Esta demostracion es importante porque nos da la intuiciéon de qué pasa
en el caso de que los valores propios no sean todos distintos. Ilustramos esto

con un ejemplo.

Ejemplo 4.3.10. Sea o el proyectivizado del producto interno usual en R3.

Consideremos

0
0

<

Il
o o W
o v o

—4

Claramente X € p° y si € es la descomposicién candnica de R? en rectas,
entonces X € a..

Sin embargo € no es la tnica base ortogonal que diagonaliza a X. Si e; =
(1:0:0)ye =(0:1:0)son las direcciones en € que corresponden
al subespacio propio del 2, entonces cualquier rotacion de e; y ey nos va a
dar otra base ortogonal y por lo tanto otro plano maximal que contiene a la
geodésica que tiene a X como vector tangente en o. Luego, podemos pensar
que en X3 tenemos un circulo de planos maximales que contienen a la geodésica
t — mo(et).

Ahora vamos a fijar un plano maximal por un punto o y usarlo para es-
tudiar la geometria de X,. Esto es equivalente a elegir una base o-ortogonal
proyectivizada € y su algebra abeliana maximal a. (a partir de ahora la lla-
maremos a). Vamos a ver qué elementos de a estan unicamente en esa algebra
abeliana maximal y cudles no.

Consideramos, para cada ¢ € ¢ la transformacién lineal A\, : @ — R que le
asigna a cada matriz X € a el valor propio de X asociado al subespacio ¢. Esto

estd bien definido porque las matrices son simultaneamente diagonalizables.

Definiciéon 4.3.11. Sean ¢ # u € ¢ y oy, = A — Ay € a*. Al conjunto de

transformaciones lineales

Y ={apy:liu€ce}
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lo llamamos sistema de raices de sly(R).

Lo primero a observar es que este es un conjunto finito de funcionales
lineales. Ademas, los nicleos de elementos de ¥ son un conjunto finito de

hiperplanos de a.

Definicién 4.3.12. A las clausuras de las componentes conexas de a —

Uaes ker a las llamamos cdmaras de Weyl.

La mayoria de los resultados con los que vamos a trabajar dependen de
elegir una camara de Weyl. No hay una forma candnica de hacer esto. Cuando

elegimos una cdmara de Weyl nos referimos a ella como a™.

Proposiciéon 4.3.13. Elegir una cimara de Weyl es equivalente a elegir un

orden total de €.

Demostracion. Sea a™ una cdmara de Weyl, entonces todo o € ¥ cumple que
o bien &l >0o0bien ol <O0.
at at
Dados dos elementos ¢,u € ¢, decimos que £ > u si oy, . =0 Como
a

Q. = —0u, ¢ todos los elementos estan relacionados. Ademas, si ¢, u, v cumplen
que ¢ > w > v entonces ap, = g, + u, €S positivo en at, por lo que
efectivamente esta relacién es un orden total.

Supongamos que {uq,...,us} determina un orden en . Vamos a ver qué
condiciones se necesitan para que A pertenezca a una camara con ese orden.

Para eso necesitamos que o, ., (A) = Ay, (A) — Ay, (A) > 0 para todo i > j.
Esto es equivalente a que los valores propios de la matriz A estén ordenados
de mayor a menor (es decir que el valor propio mas grande corresponda a uy,

el siguiente a us, etc). O

4.3.3. Raices simples

A partir de ahora vamos a fijar un elemento o € X4, un plano maximal por
o con algebra a y una cdmara de Weyl at. Estas elecciones son equivalentes
a elegir una descomposicién ordenada de R en d rectas o-ortogonales que

denotamos € = {uy, ..., uq}.

Definicién 4.3.14. Dadas las elecciones explicadas anteriormente, decimos
que una raiz a es positiva si oz‘ . =0 Al conjunto de raices positivas lo
a

denotamos por X
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Es decir

si es diferencia de valores propios de elementos consecutivos. Al conjunto de

Decimos que una raiz positiva es simple si es de la forma o, 4, , -

raices simples lo denotamos por II.

Es claro que hay d — 1 raices simples. A la raiz o, la denotamos sim-

Uj41
plemente ;. En realidad podemos caracterizar las raices simples de una forma
mas intrinseca, sin depender del caso de sl;(R). Lo ilustramos con la siguiente

propiedad.

Proposicién 4.3.15. El conjunto de raices simples es el unico conjunto mds
chico de raices positivas tales que, para toda o € X7 se cumple que ker N a™

se puede escribir como interseccion de nicleos de raices positivas.

Demostracion. Si a € X1 entonces & = @y, 4, cOn n < m. Si A € at N
ker o entonces A, (A) = A, (A), recordando que estos son los valores propios
asociados a los subespacios u, vy u,,. Sin embargo, el hecho de que A € a™
implica que

lo que implica que todos estos valores propios son iguales, pero esto implica

que A € Niggn,....m—1} ker a;. O

Ahora vamos a estudiar un poco mas el espacio a. Como consisten en
matrices diagonalizables en una base ¢ podemos definir un mapa f : a — R?
dado f(A) = (ay,...,aq) donde se cumple que A, (A) = a;. Es claro que
este mapa es inyectivo. Como todas las matrices de sl4(R) tienen traza 0, es
un isomorfismo entre a y el hiperplano a; + ... + a; = 0. En este contexto

podemos escribir las raices simples como

OzZ(A) = a; — Qj41-

Ejemplo 4.3.16. Consideremos el proyectivizado del producto interno usual
en X3, que denotamos por o.. También consideramos la base canodnica
{e1,eq,e3} y la subdlgebra abeliana maximal a compuesta por las matrices

diagonales de sl3(R). Mediante el mapa f identificamos esta subalgebra con el
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Figura 4.3: El sistema de raices de sl3(R)

plano de R? dado por la ecuacién a; + as + az = 0. La matriz

(10 0)

X= 02 0

\o 0 -3)

esta en el interior de la camara de Weyl correspondiente al orden es > e, > e3.
Observar que esta camara es una de las dos que tiene como bordes las rectas
a) = az y a; = ay. que son los micleos de las raices o, ¢, y ¢, o, Estas son las
raices simples para la eleccion de esta camara de Weyl Un esquema de esto se

puede ver en la figura 4 3.

4.4. Banderas y subgrupos parabdlicos

Se puede ver que X, es isométrico al plano hiperbdlico. observando que
podemos identificar H? con PSLy(R)/PSO(2). La proposicién 4.3 9 nos da un
indicio de por qué X, (para d > 3) y el plano hiperbdlico tienen una geometria
distinta. En X, no todas las geodésicas se ven iguales. hay algunas por las que
pasa un tinico plano maximal y algunas por los que pasan muchos. En H? no
tenemos ese problema porque. al tener curvatura estrictamente negativa. los
planos maximales tienen dimension 1 y por lo tanto son las geodésicas.

Si fuéramos a estudiar el borde visual encontrariamos que la acciéon del
grupo de isometrias alli no es transitiva. En esta seccién vamos a estudiar otro
tipo de borde. y vamos a definir una familia de subgrupos de SL,(R) llamados

“subgrupos parabélicos”.

o
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Nuevamente fijamos una subdlgebra abeliana de p° que llamamos a y
una camara de Weyl a'. correspondientes a una base proyectivizada £ =

Py v tig):

4.4.1. Banderas

Figura 4.4: Ejemplo de una bandera en R? vista en coordenadas afines.

Definicién 4.4.1. Una landera cempleta de RY es una coleccién de d — 1

subespacios

E={E.EB.....Es1}

tales que dim(E;) = i y E; C E;;; Al espacio de banderas completas lo

denotamos por .%.

Como SLy(R) actiia transitivamente por multiplicacion a izquierda en el
espacio de bases proyectivas. es claro que actia transitivamente en el conjunto
de banderas. Vamos a estudiar entonces el estabilizador de una bandera para

poder darle una estructura de cociente .# ~ G/ P.

Definicion 4.4.2. El sulgrupc de Berel (también llamado parabdlico mini-
mal) es el subgrupo de P de SL4(R) compuesto por las matrices triangulares

superiores visto en la base ordenada &.

Sie = {uy.. . .uq} entonces P es el estabilizador de la bandera F =
{(u; & . @u;)?}} Esto implica que podemos identificar la bandera gF con

el elemento gP de G/P.



También observamos que, mediante el proceso de ortonormalizacion de
Gram-Schmidt, las banderas completas estan en correspondencia con bases

o-ortogonales proyectivizadas ordenadas.

4.4.2. Banderas y raices

Vamos a dar una interpretacion intrinseca del subgrupo P, que nos servira
a la hora de generalizar la teoria. Antes de eso vamos a dar una caracterizacion

alternativa de las raices.

Proposicién 4.4.3. Un funcional o € a* \ {0} es una raiz si y solo si
5la(R)y ={T € sly(R) : [A, T] = a(A)T para todo A en a}

es no trivial.

Demostracion. Como a es abeliana y las matrices simétricas que conmutan se
diagonalizan en una misma base, sin pérdida de generalidad asumimos que a
estd formado por matrices diagonales (siempre se puede trabajar en una base
donde las matrices de a se diagonalizan). Supongamos que [A,T] = a(A)T.
Vamos a computar AT y T'A para A = diag(ai,...,aq) y T = (t;;). Se tiene

que

AT = (alt”)
TA = (ajtiy)

Luego tenemos que AT — T A = ((a; — a;)t;;). Esto implica que si [4,T] =
a(A)T entonces « tiene que ser una raiz de la forma ay, , para algin valor de
my n.

Reciprocamente, sean m,n dos naturales entre 1 y d y consideremos T =

(Omn(7,7))ij- Si A = diag(ay, ... ,aq) € a tenemos que
AT —TA = ((am — an)0mn(7,7))ij = (@ — )T = 04y n(A)T,

por lo que slg(R),,, . es no trivial. O

De esta prueba tenemos que sly(R) es un subespacio de dimension 1

am,n

generado por la matriz (0,,(7,7))i;, que es la matriz que vale cero en toda

entrada salvo en la entrada (m,n).
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Si denotamos por sly(R)y = {1" € sl4(R) : [A,T] = 0} tenemos la siguiente

descomposicién de sly(R)

sly(R) = sl4(R)o & € slu(R)a.

aceX

Observar que, como a era maximal en p°, tenemos que sly(R)g N p° = a.

Ejemplo 4.4.4. Supongamos que a son las matrices diagonales de sl3(R). Si

A = diag(ay, ay, a3) entonces la matriz

~

Il
o O O
o O =
o O O

cumple que

0 a; — as 0
[A,T]=10 0 0f=(x—a)T
0 0 0

Definicién 4.4.5. Definimos el radical unipotente como

nt = @ sla(R)a,.

aext

Este es el subespacio de sly(R) de matrices triangulares superiores con ceros
en la diagonal respecto a €. También denotamos por M C K¢ al centralizador

de expa en K°.

Proposiciéon 4.4.6. M es el conjunto de matrices diagonalizables en la base

e con valores propios 1 y —1.

Demostracion. A menos de un cambio de base asumimos que las matrices de
expa se diagonalizan en la base candnica. Dado ¢ € M tenemos que para

todo a € exp(a) se cumple que gag~!

= a. Esto implica que g debe preservar
los subespacios propios de las matrices diagonales y por lo tanto g tiene que
ser diagonal. Pero g tiene que pertenecer a K° y por lo tanto, como estamos
asumiendo que trabajamos en la base canénica, g € SO(d). La proposicion se
deduce de que las matrices diagonales de SO(d) son las de valores propios 1y

—1. |
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Con todo lo visto en esta seccién deducimos la siguiente proposicion.

Proposicion 4.4.7. El grupo P (estabilizador de una bandera) se puede escri-

bir como P = M exp(a)N donde M es el centralizador de exp(a) y N = expn™.

Demostracion. Una vez mas asumimos que estamos trabajando con la base ca-
nonica. Entonces exp a son matrices diagonales con entradas positivas, /N son
las matrices triangulares superiores con unos en la diagonal y M matrices dia-
gonales con entradas 1 y —1. Una cuenta directa nos dice que podemos escribir

cualquier matriz triangular superior como producto de estas tres matrices. [J

4.5. El borde de Furstenberg

Ahora vamos a definir el borde que vamos a utilizar. Para poder dar una
descripcion explicita de este borde necesitamos primero estimar la distancia
entre dos puntos oy g-o0 € X,. Para eso vamos a usar una version del teorema,
de descomposicién de valores singulares (en el capitulo 5 vamos a ver una
versién méas general). Para ser coherentes con la bibligorafia de algebras de Lie
a partir de ahora nos referimos a esta descomposicion como “descomposiciéon
de Cartan”.

Esta secciéon es fundamental ya que da claridad sobre cémo podemos aplicar

lo visto en el capitulo 3 para el analisis de la geometria de X4 .

4.5.1. Valores singulares

Recordamos del capitulo 3 que, dada una matriz g € SLy4(R), los valores
singulares son las semilongitudes de los ejes del elipsoide que es imagen de
la esfera {x € R? : ||z|| = 1}. Siempre y cuando tengamos una norma esta

definicién tendré sentido.

Definicién 4.5.1. Sea o € X; y g € SL4(R), definimos el i-ésimo valor sin-

gular respecto a 0 como

- gzl
o;(g) = dimU=i zeU\{0} |||,

Siguiendo la misma prueba que el teorema clasico se puede probar la si-
guiente generalizacién de la descomposicién en valores singulares (ver por ejem-

plo [29]).
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Teorema 4.5.2 (Descomposiciéon de Cartan). Ewxiste una funcion a
SL4(R) — a™ tal que para todo g € PSL4(R) existen kg, 1, € K° tales que

g = kyexp(a(g))l,
con a(g) = diag(log(a7(g)), log(a3(g)), ..., 1log(cg(g)))-
Este resultado nos permite calcular distancias en Xj.

Proposicion 4.5.3. Para todo g € PSLy(R) se cumple que

dx,(0,9-0) \lZlog

Demostracion. Por el teorema anterior podemos escribir g = k, exp(a(g))l,.

Luego tenemos la siguiente cadena de igualdades:
dx,(0,9-0) =dx, (o, kyexp(a(g))l, - 0) = dx, (kg - 0, kgexp(a(g))l,)
= dx,(0,exp(a(g))ly - 0) = dx, (0, exp(a(g)) - 0).

donde usamos que &, y I, fijan o y que la métrica es invariante. Por el teorema
4.3.5 sabemos que exp(a) es isométrico a a con la métrica de la forma de Killing

k. Luego

dx, (0, exp(a(g))) = \/r(alg), alg)) = J;log{a

como queriamos demostrar. O

El siguiente lema, si bien es técnico, nos va a permitir encontrar estimativas

para distancias entre puntos.

Lema 4.5.4. Sea ¢ € a* tal que gp‘ {0} > 0. Entonces existe ¢ > 1 tal que
a
para todo g € SLy(R) se cumple que

" p(al9)) < dx, (0,9 0) < eplalg))

Demostracion. Observar que a® es cerrado y ker o Na™ = {0} por hipdtesis.

Luego, el mapa
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lallo
p(a)’

al ser invariante por multiplicacion por escalares, esta acotado por arriba y por

a —

abajo en a® \ {0}. Esto implica que existe ¢ > 1 tal que

“o(0) < Jlall, < epla)

como queriamos demostrar. O

4.5.2. Planos maximales parametrizados

Ahora vamos a definir planos maximales parametrizados. Estas definicio-
nes deben compararse a las del borde visual para espacios hiperbdlicos: en vez
de considerar los rayos a menos de estar a distancia acotada consideramos los
planos a menos de una relacién de equivalencia adecuada. Toda esta construc-
cion depende de la eleccién de a, una subdlgebra abeliana maximal de p° y
una camara de Weyl de a denotada por at, lo que se corresponde con elegir
una base proyectivizada ordenada ¢ = {uq,...,uq}. En el plano hiperbdlico
esto corresponde con la eleccién de una geodésica por o y un tiempo pasado o
futuro.

Una consecuencia del corolario 4.3.8 es que para todo plano maximal B
existe g € SLq(R) tal que B = gexp(a).

Definiciéon 4.5.5. Un plano mazimal parametrizado es un mapa de la forma

fiCl-)Xd
A gexpA-o.

También denotamos por fy al plano maximal parametrizado
A expA-o.
Observar que todo plano maximal se puede parametrizar.

Definicién 4.5.6. Dos planos maximales parametrizados f, g son equivalentes

si la funcién

A dx,(f(A),9(A))
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es acotada en a™. Definimos entonces el borde de Furstenberg como el espacio de
planos maximales parametrizados cocientado por esta relacién de equivalencia.

Al borde de Furstenberg lo denotamos por F.

Observar que SLg(R) actiia en el borde de Furstenberg mediante el mapa
[f] = [gf]- Nuestro objetivo ahora es probar el siguiente teorema, que nos

permitird darle una topologia al borde mediante esta identificacion.

Teorema 4.5.7. El borde de Furstenberg se identifica equivariantemente con

el cociente G/ P.

Demostracion. Vamos a ver que fy es equivalente a gfy si y solo si g € P. Esto
implicard que podemos identificar cada clase de equivalencia con un elemento
de G/P mediante la identificacién

gP — g fo.

Para eso consideremos g € SLy(R) y veamos qué condiciones se tienen que

cumplir para que la distancia
dx,(gexpA-o,expA-0) =dx,(exp(—A)gexp A - 0,0) (4.5)

esté acotada para A € at. Dado A € a™ podemos suponer, a menos de un
cambio de base, que A = diag(ay,...,aq) con a; > a;y1. Ademés para todo

t > 0 se cumple que tA € a™. Luego, si g = (g;;) entonces
exp(—tA)gexp(tA) = (e g e) = (e!%=%)g,.).

Si alguno de los coeficientes de exp(—tA)gexp(tA) se va a infinito con ¢ en-
tonces la distancia (4.5) no estara acotada. Esto implica que g;; = 0 para todo
7 > 1, es decir que g debera ser triangular superior en la base correspondiente

a at, es decir que g € P. O

Este teorema nos permite identificar el borde de Furstenberg con las ban-
deras completas, ya que ambos espacios se identifican con G/P. Vamos a decir
explicitamente quién es esta biyeccion: identificamos al plano fy con la bandera
Fo={u®...®u;}’Z}. Luego identificamos el plano g- fy con la bandera gFy.

Observar que existe un elemento uy € SL4(R) que preserva la subdlge-

bra a pero intercambia a® con —a™: si a® se identifica con la base ordenada
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proyectivizada {uy,...,uq} este es el elemento que transforma esta base en

{Ud, Ce ,ul}.

Definicion 4.5.8. Definimos el plano mazimal opuesto a f(A) = gexpA-o

como el plano fo(A) = gugexp A - o.

Definicién 4.5.9. Dado un plano maximal parametrizado f denotamos por
Z(f) € F a la bandera completa que representa a su punto en el borde y
por Z (f) a la bandera completa del plano maximal opuesto a él, es decir que
si f(A) = gexp(A) - o entonces Z(f) es la clase de equivalencia del plano
parametrizado

A — gugexp(A4) - o.

A estos puntos en el borde los llamamos punto limite de f y punto limite

opuesto de f respectivamente.

Proposiciéon 4.5.10. Dado un punto p € Xy y una bandera completa F', hay
un Unico plano mazximal que admite una parametrizacion f tal que f(0) =p y

Z(f) = F.

Demostracion. Sea F' = {F;}. Un plano maximal parametrizado f por p es un

mapa de la forma

f(A) = gexp(4)

con g - o = p. Para que se cumpla Z(f) = F, para cada i € {1,...,d — 1} se
debe cumpir que g(uy @ ... ®u;) = F;.

Por el teorema de Gram-Schmidt existe una tnica base ordenada p-
ortogonal {vy,...,v4} tal que F; = (v @ ... ® v;). Como por la proposicién
4.3.6 sabemos que un plano maximal por p se corresponde con la eleccion de
una base p-ortogonal, tenemos que el correspondiente a {vy, ..., v} es el tnico

que cumple con lo requerido. O

Definicién 4.5.11. Decimos que dos banderas E = {E;} y F' = {F;} estan en
posicion general si para todo i entre 1 y d — 1 se cumple que E; N F;_; = {0}.
Denotamos por . al conjunto de pares ordenados de banderas en posicién

general.

Como ser transversal es una propiedad abierta y densa que se preserva por
la accién de SLy4(R), el conjunto de pares de banderas en posicién general es
la tinica 6rbita abierta de este grupo en . x .#. Un ejemplo de banderas en

posicién general se puede ver en la figura 4.5
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E,

Figura 4.5: Dibujamos pares de banderas de R? en coordenadas afines. Las banderas
E y F estan en posicién general. mientras que Gy H no porque Hz contiene a Gy.

Proposicion 4.5.12. Dadas dcs landeras E y F en pesicion general, existe
un inicc planc mazimal que admite una paramelrizacion f lal que Z(f) = FE
yZ(f)=F

Demestracion Como E;NFy_1 = {0} tenemos que B F9~7 tiene dimensién
1. Definamos entonces. para i > 1. v; = E; N Fy_i_1.yvy = E. Sii > j
entonces v; C E; y v; € Fy_j—1. y como E; N Fy_;_y = {0} entonces v; N v; =
{0}. Esto implica que {v,.....v,4} es una base proyectivizada. Observar que
(@ ... &v)=E. (vq& ... ®vgi) = Fi41 y que esta es la tinica base que
cumple esto.

Consideremos entonces un elemento g de SLy(R) tal que gu; = v;. Tenemos
entonces que el plano maximal parametrizado f = gfy cumple que Z(f) = E
y Z(f)=F.

O

4.5.3. Banderas parciales y conjuntos paralelos

En la seccién anterior vimos. de manera analoga al plano hiperbdlico. un
borde al infinito. Ahora vamos a ver una forma de agrupar ciertos planos ma-
ximales que tienen “banderas parecidas™ Este fenomeno no se puede apreciar
en espacios como el del plano hiperbdlico. y serd de vital importancia a la hora

de generalizar el lema de Morse para SLy(R). d > 2.

Definicion 4.5.13. Definimos la invclucion de cpesicion como el mapa i

at — a* dado por tal que
(ay... .. H-d) = (—(Ld. i & —(Il).

Observar que i = —ug Ademas si a, es una raiz simple entonces

P
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apay,...,aq) =a; —ajp1 y
apoi(ay,...,aq) = ap(—ag,...,—a1) = Qg_p — Qg—pi1 = Og—p.
Luego, si 8 C Il es un conjunto de raices simples definimos
i ={aoi:«acb},
que es otro conjunto de raices simples.

Definicién 4.5.14. Una bandera parcial de R? es una coleccién de subespacios
{F;:iel},

donde I C {1,...,d—1} y se cumple que dim(F;) =iy que F; C F} para todo
1< J.

Se llaman banderas parciales porque esta vez no requerimos que haya un
subespacio de cada dimension. Nos va a ser de utilidad indexar las dimensiones
de espacios que consideramos en términos de las raices simples, lo que motiva

las siguientes definiciones.

Definiciéon 4.5.15. Sea 6 C II un subconjunto de raices simples. Definimos el
conjunto de banderas parciales indexadas en € como el conjunto de banderas

parciales de la forma
{Ez Loy € 9}

y lo denotamos .%.
También definimos al conjunto de banderas parciales opuestas a € como el

conjunto de banderas parciales de la forma
{Ed—i 0 € 9}

y lo denotamos Z;.

Con estas definiciones tenemos naturalmente definido un mapa
proyy . F — Fy
que consiste en agarrar una bandera completa y olvidar los subespacios
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no indexados en #. Ademas podemos definir los mapas Zy = proygo Z y

Zg = Proy;p © Z

Definicién 4.5.16. Definimos el conjunto de banderas parciales en posicion
general como la imagen del mapa (proyg, proys) : F@ — Fy x F v lo

denotamos 559(2) :

Observar que si tenemos una bandera indexada en € y una indexada en 6,

entonces tiene sentido hablar de transversalidad entre ellas.
Definicién 4.5.17. Sea 6 C II un subconjunto de raices simples.

» Dado F € %y vy p € X, definimos el cono de Weyl
Vip, E) = f(a")
f

donde la unién se toma entre todos los planos maximales parametrizados

con f(0)=py Zy(f)=FE

» Dados (E,F) € fiéz) definimos el conjunto paralelo
P(F.E) = f(a)
f

donde la unién se toma sobre todos los planos maximales parametrizados
con Zo(f) = E'y Zs(f) = F.

El cono de Weyl es una generalizacion del concepto de rayo geodésico, mien-
tras que el conjunto paralelo es una generalizaciéon de una geodésica completa.

E y F serian los fines de la geodésica.

4.6. El lema de Morse para SL;(R)

La idea ahora es ver céomo el borde de Furstenberg ayuda a estudiar la
geometria de X;. Queremos ver qué nos dice todo lo estudiado a nivel de
algebras de Lie (y plano tangente) sobre el espacio en cuestiéon. Comenzamos
entonces con el analisis de los planos maximales. Aqui nos sera de utilidad
recordar la terminologia del capitulo 3. Nuevamente fijamos una subalgebra
abeliana de p° que denotamos a, una camara de Weyl a™ y una base ortogonal

proyectivizada € = {uy, ..., uq}.
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4.6.1. Definiciones previas

Consideramos g € PSL4(R). Ya vimos que un plano maximal por oy g-o
es equivalente a elegir una base que sea simultaneamente o y ¢g-o ortogonal. La
geometria del espacio nos dice que esto se puede hacer porque que el espacio
es geodésicamente completo (ver 2.0.3) y toda geodésica estd contenida en un
plano maximal. Sin embargo vamos a dar una descripcion explicita de estos

planos maximales.

Proposicién 4.6.1. Dado g € PSL4(R) y g = k,expa(g)l, su descomposicion
de Cartan (que depende de a™ ). Entonces

l{?gf = {k‘gul, ey kgud}
es una base ortogonal proyectivizada de o y g - o.

Demostracion. Es claro que la base es o-ortogonal ya que k, € K° preserva el

producto interno. Para ver que es g - o-ortogonal consideramos u; # u,;:

<kgu17 kgu2>g-o = <lg_1 eXp(—a(g))ui, lg_l exp(—a(g))uj>o
= <eXP(—a(g))UiaGXP(—G(Q))UJ'>O =0

donde en la segunda igualdad usamos que [, € K° y en la tercera igualdad

usamos que exp a(g) tiene a w; y a u; de subespacios propios. Il

Esto nos da un indicio de cémo describir todos los planos maximales por
0y g-o. Recordamos que, si vemos a expa(g) en la base £ tenemos que
expa(g) = diag(e®,e™ ... e%) con a; > ... > aq. Luego, la eleccién de k, es
unica a menos de reelegir la base ortogonal en subespacios propios de dimension

mayor a 1. Mas formalmente, definamos

0 ={a,€ll:a,> a1}

y consideremos K°(0) el subgrupo de K° que preserva los subespacios pro-
pios de expa(g), entonces el conjunto de planos maximales por oy g - o es la
K°(#) ortbita del plano kg exp(a)-o. Alternativamente podemos pensar a estos
planos maximales como la imagen de todos los planos maximales parametri-
zados f tales que f(0) =0y g-o € f(a™). Observar que son todos los planos

maximales parametrizados tales que
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Zo(f) ={(u1 ®...®uy,) : ap € 0}.

Esto nos da la pauta de que la “cantidad” de planos maximales que contienen
a la geodésica depende de la posicion de su velocidad en la camara de Weyl.

Esto implica el siguiente corolario.
Corolario 4.6.2. X; con d > 3 no es un espacio isotropico.

Demostracion. En T,X,; hay geodésicas que estan en un tinico plano maximal
y geodésicas que estan en varios. Como esta propiedad es un invariante iso-
métrico, el estabilizador de 0o no puede actuar transitivamente en el tangente

unitario. O

La definiciéon que vamos a dar ahora la motiva la proposicion 4.5.3. Esta
proposicién nos dice cudl es la distancia entre nuestro punto favorito o y un
punto genérico g - 0. Si queremos la distancia entre dos puntos cualesquiera
g-o0y h-ouna buena idea es trasladarlos para que uno de ellos coincida con

o (por ejemplo g - 0). Vamos a formalizar eso.

Definicién 4.6.3. Definimos el mapa a : Xy x Xy — a’ como
a(g-o,h-0)=a(g™"h)

Proposicién 4.6.4. El mapa a estd bien definido. Ademds es invariante por la

accion diagonal de PSLq(R) y se cumple que, para todos p,q € Xq, dx,(p,q) =
la(p, q)llo-

Demostracion. Supongamos que g-o = ¢ -0,y que h-o=h'-o. Esto implica
que ¢ tg=k, € K,y " 'h =k, € K,, o lo que es lo mismo que g = ¢g'k, y
h = h'ky,. Luego

a(g-0,h-0) = a(g'kg-0,h'ky-0) = a(k; ()" Wkn) = a((¢)"'H') = a(g’-0,h-0)

donde la tercera igualdad se cumple porque k:g_l y kj, estan en K,. La segunda
propiedad es trivial y el calculo de la distancia se deduce de la proposicion
4.5.3. O

Proposicion 4.6.5. Sean p,q € X,. Entonces se cumple que a(q,p) = ia(p, q).

68



Demostracion. Sean g, h € SLq(R) tales que que p = g-0y g = h-o. Entonces

a(p,q) = a(g~'h). Si oy, ...,04 son los valores singulares de g~'h entonces los
valores singulares de =g son o7, ..., 05" (ver 3.2.2). Luego tenemos que
Q<Q7p) = a(h’_lg) = (_ IOg Ody---y— lOg Jl) = Zba’(g_lh’) = ZQ(pa Q)
O

Si (p,q) = (g - 0,h - 0) consideramos el conjunto

0(p,q) = {a € I1: a(a(p, q)) # 0}.

De la proposicién 4.6.5 deducimos que 6(q,p) = i0(p,q). Si recordamos
la terminologia del capitulo 3 y en particular la definicion 3.2.4, la condicion
de que a(a(p,q)) # 0 implica que la matriz g~ h tiene saltos en sus valores
singulares indexados en las raices simples (recordar que estas son diferencias
entre valores propios consecutivos). Luego, si @ = o, tenemos que el subespacio
U2(g~'h) = Ug(g7'h) estd bien definido (observar la dependencia del punto
base, ya que los valores singulares dependen de él). Remarcamos el cambio de
notacion, poniendo o como subindice en vez del niimero. Por todo esto tiene

sentido considerar la bandera parcial

Up,q) = gU’(p,q) = {9U2(g™ " h) }Yaco(p.0)- (4.6)

También definimos

S(p,q) = hS°(p,q) = {hS(97" 1) Yacog) = {PUM (M ) Yacowy),  (47)

donde ia = avo 7. A veces vamos a querer referirnos a una sub bandera de

estas banderas parciales, si § C (p, q) entonces

Up, )’ = {gU2(97' 1) }aeo- (4.8)

y lo andlogo se define para S(p, q).

Proposicién 4.6.6. Si [ es un plano maximal parametrizado tal que f(0) = p
y q € f(a*) entonces Z(f)" =U(p,q)’.

Demostracion. Sean ¢ = h-oy p = g-o. Un plano maximal parametrizado con

f(0) = p debe ser de la forma f(A) = gkexp(A) - o, con k € K°. Si ¢ = f(A,)
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entonces
h-o=gkexp(A,) - o,

lo que a su vez implica que h = gkexp(A4,)l, con | € K° o lo que es lo mismo
g 'h = kexp(Ag)l. Si a; € 0(p,q), tenemos que U (97'h) es el subespacio
generado por los primeros i columnas de k. Si recordamos que {uy,...,us} es
la base o-ortogonal elegida al principio tenemos que {kuy, ..., kug} es una base
g~ 'h-ortogonal.

Luego {gkuy,...,gkuq} es una base p y g-ortogonal y la proposicion se

concluye como consecuencia de la discusion después de 4.6.1. O

Definicién 4.6.7. Dado 6 C 0(p, q) definimos el cono de Weyl de tipo 0 desde

p hasta ¢ como

Vo(p,q) = f(a®)
f

donde la unién se toma sobre todos los flats tales que f(0) = py Zo(f) =
U(p.q)’.

Definicién 4.6.8. Al diamante de tipo 6 entre p e q lo definimos como

Qo(p,a) = Vo(p.q) N Vio(g, p)
Proposicién 4.6.9. El conjunto Qg(p, q) estd contenido en el conjunto paralelo
P(U(p,q)",S(p,9)").

Esta proposicién se deduce de 4.6.6.

4.6.2. Distancias a los conjuntos paralelos

Dado un punto o y dos banderas parciales en posicion general F'y F', vamos
a comparar la distancia de o al conjunto paralelo P(E, F) con el angulo que

forman los subespacios de las banderas.

Definicién 4.6.10. Dado o € X, denotamos por || - ||, la norma inducida en

R?. Definimos el 4ngulo entre P, @, dos subespacios de RR¢ respecto a o como

o(v,w)
/,(P.Q) = min min Z = min min ———-.
(P, Q) = miy min Zo(v,w) = min min -

Observar que el angulo no depende de la clase de homotecia de o, y por lo

tanto estd bien definido. El teorema que sigue nos dice que la distancia entre
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un punto y un conjunto paralelo es comparable con el logaritmo de los senos

angulos que formas las banderas parciales que determinan dicho conjunto.

Teorema 4.6.11. Dado 6 C II existen ¢ > 1 y ¢ > 0 tales que, para todo
(E,F) € ff@@) se cumple que

-1
— logsin miré Lo(Ey, Fyp) <dx,(0,P(E,F)) < —clogsinmin Z(E,, Fy_,)
c

ap€ ap€l

Demostracién. Consideramos una base o-ortogonal € = {uy, ..., uq} tal que
Fd_p:ud_p@...@ud

para todo «, € 0. Esto lo podemos hacer aplicando Gram-Schmidt y comple-
tando la base eligiendo vectores ortogonales. Luego definimos por G.(F, F') al

conjunto de elementos g € SLy(R) tales que para todo «a, € 6 se tiene que

E,=g(u1 ®...5u)
Fd—p:ng—p

observar que este conjunto siempre es no vacio porque SLg(R) actia transiti-
vamente en el conjunto de pares de banderas en posicién general (ver 4.5.12).

Esto nos permite definir al conjunto paralelo como la “6rbita” de un punto:
P(FvE) = {g-o:g € GE(E7F)}

Ahora que tenemos planteado el conjunto paralelo como la érbita de un sub-
conjunto de SL4(R) vamos a relacionar los dngulos entre E, y F,;_, con los
valores singulares. Para eso observamos que siv € E,, w € Fy;_, y ¥ es la pro-
yeccion de v en la direccion de w. Para no sobrecargar la notacién omitimos
la 0 en las normas y los dangulos. Entonces (asumiendo que todos los dngulos

y normas se toman en funcién de o),

_ N o —1 _ 1A o
sin Z(v,w) = W=l 5 od@lllg—v = g0l Ui(g)
o{(g)

oll = ot(g)llg~oll
! w son ortogonales

1

donde la segunda desigualdad se cumple porque g~ vy g~

(por como definimos E, y Fy_,) v © es colineal a w. Inviertiendo y tomando
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logaritmo obtenemos que

—logsin Z(v, w) <log(o{(g)) — log(cog(g))

y por el lema 4.5.4 (para ¢(a) = a1 — aq) y tomando el minimo entre los

posibles v y w concluimos la primera desigualdad.

Para la segunda desigualdad basta con encontrar un g € G.(E, F') que nos
permita estimar bien. Entonces numeramos el conjunto {0,d} U {p : o, € 6}

como 0 =py < p1...<pr =dy definimos los siguientes conjuntos
HZQ = Up;_ 141D ... DUy,

H; = Epi N Fd_pi—l

Observamos que para todo i € {1,...,k} se tiene que
dim H = dim H;.

En este contexto se tiene que si g € PSLy(R) cumple que g(HY) = H; entonces
g€ GA(EF).

Tomamos entonces como ¢ el tnico elemento de PSLy(R) tal que la res-
triccién de g~ en H; coincide con la proyeccion ortogonal en HY. Observar que
(H))* = uo®. . . up, ,—1®Up, 41 - . .Dug. Porunlado B, Nuy,, 41 - . .Buq = {0}
porque 'y F'estdn en posicion general. Por otro lado Fy—p, ,Nuo®. .. up, 1 =
{0} por como definimos los u;. Esto implica que la proyeccién esta bien defi-

nida.

Ahora, dado un vector v € R? escribimos v = vy + ... 4+ v}, con v; € Hio.
Observar que gv; es el vector en H; tal que cuando lo proyectamos ortogonal-
mente en HY nos da v;, luego tenemos que |[v;|l, = [|gvi|losin Z(gv;, (H?)*)
y usando esto tenemos las siguientes desigualdades (omitiendo nuevamente el

subindice o)
k

[gv]l < 2 lguill = Z Siné@(”qzi)l} (H))L)

i=1

Como la descomposicién era ortogonal se tiene que ||v;||, < ||v]/o, por lo que

nos queda acotar el angulo por arriba para terminar de concluir.
Z(g(v), (H)Y) 2 Z(Hi @ ... @ Hy, HYyy © ... @ Hy) = Z(Ep,, Fyp,)
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Ulo,p,)

Figura 4.6: Un esquema de cémo se ven en H? los conceptos necesarios para enun-
ciar y demostrar el lema de Morse para SLy(R). La distancia entre oy P(E. F) es
comparable al angulo que forman esas bandera. Cuanto mas chico es el angulo. mas
cerca estan los puntos del borde y la geodésica queda mas lejos de o.

Combinando ambas cosas y tomando el méas chico de los angulos tenemos

que
d

sinmin Z(E,. Fy_p)

ap€l

lglo < (4.9)
Observar que por el lema 4.5 4 tenemos que log o¢(g) = log | g| , es comparable
con dy,(o0.g - o0). y. por lo tanto. tomando logaritmo en la desigualdad 4.9

concluimos la prueba del teorema. O

La idea entonces es utilizar estas estimativas para localizar cuasi-geodésicas.

Esta vez vamos a trabajar con cuasigeodésicas discretas.

Definiciéon 4.6.12. Sean p. ¢ > 0 e [ un intervalo (posiblemente infinito) de Z.
Una (p. ¢) - cuasigeodésica es una sucesion {p, }ner tal que para todo n.m € I

se tiene que

1
—n—m <dx,(Pn.Pm) <pn—-m +c
I

Si % C at es un cono cerrado. decimos que la cuasigeodésica es €-regular si

para todo n < m en [ se tiene que a(p,. pn) € €.

Como R y Z son cuasi isométricos no perdemos generalidad al considerar
sucesiones en vez de curvas.
Intuitivamente la condicién de que sea €-regular busca restringir. en cierto

sentido. el cambio de direccién de la geodésica.
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Teorema 4.6.13 (Lema de Morse de Kapovich-Leeb-Porti para SLy(R)).

Sean p,c >0y € C at un cono cerrado. Definimos
g ={acll:keran@ = {0}}.

Entonces existe un C' > 0 (solo dependiendo del cono y de las constantes) tal

que i {pntner €s una (u,c)- cuasigeodésica € -reqular, entonces

» Si I es finito entonces {p,} estd contenido en un C-entorno del diamante
<>9<g (pml'n Iy Pméx I)

» Si I = N entonces existe F' € Fy, tal que {p,} estd contenido en un
C-entorno del cono de Weyl V (puin1, F)

» Si I = 7 entonces ezisten (E,F) € L@g(;) tal que {p,} estd en un C-
entorno de P(E,F).

Demostracion. Para exponer las ideas vamos a probar solo el caso en que
I = Z. El resto se puede ver en [5]. En primer lugar asumimos sin pérdida de
generalidad que py = 0. Esto se puede hacer porque el espacio es homogéneo.
Tomamos entonces una sucesion {h, }ncz tal que h, - 0 = p,. Gracias a que

{pn} es una cuasigeodésica tenemos que

la(hy1hn)llo = lla(hn - 0, hnir - 0)lo = dix, (Pn, Pas1) < i+, (4.10)

y lo mismo se cumple para ||a(h;, h,i1)|lo- Si definimos g, = h,11h, esto
implica que la sucesién {g,} estd en un subconjunto compacto de SL4(R).

Ademés, si m > n entonces

&<gm s gn) = a<hr_n{|_1hn) = Q(pm—i-lapn)-

Por un lado se cumple que, como a(pp,pms+1) € %, tenemos que
a(pm+1,pn) € i%. Por otro lado, si @ € Oy, como la sucesién es €-regular
tenemos que kera N % = {0}, pero esto implica que keriae Ni% = {0} (ver
proposicién 4.6.5). Como el cono es cerrado, existe § > 0 tal que si a € i€y
« € B4 entonces

ia(a) > ollallo-

74



La idea entonces es plantear estas relaciones en términos de lo analizado en
el capitulo 3, en particular la seccién 3.4. Es decir que queremos expresar la
condicién de %-regularidad como una condicién de dominacién de matrices.

Para eso planteamos la siguiente cadena de desigualdades:

ic(a(gm - - - gn)) = ia(a(pmi1,pn)) > Sllalpmr, pa)llo > (8/p)In —m| — de,
(4.11)

donde en la dltima desigualdad usamos la definicién de cuasigeodésica. Si
g € PSLy(R) y a(g) = (ai,...,aq) entonces i(a(g)) = (—ag, ..., —ay). Luego,

si o = «y, entonces

Za(g) = Qo Z(g) = Olp((—ad, ) _a'l)) = —Qd—p+1 + Qd—p

y la ecuacién (4.11) la podemos escribir como

log(ad—p(gm . gn)) - log(gd—p+1(gm - gn)) > (5/,&)|7’L - m| — dc.
Tomando exponencial e invirtiendo tenemos que

Ud—p+1(gm s gn) < 67(5/,u)|nfm|€6c
Gd—P(gm e gn)

Esta relacién y la ecuacion (4.10), que implica que ||g,|| < u + ¢, nos dice que

{gn}tnez € D(p+c,d —p,6/p, e, Z),

(recordar la definicién de este conjunto al comienzo de la seccién 3.4). Recordar
de la proposicién 4.6.6 que si f es un plano maximal parametrizado con f(0) =
0y pm41 en la imagen de a® entonces Zp(f) = U(0, pms1)?©@Pm). Ademss, la
condicién de @-regularidad nos dice que € C 0(0, pym+1), por lo que la bandera
U(0, Zmy1)%¢ esté bien definida. Ahora podemos decir explicitamente quién es

esta bandera:

U(0,pm+1)"® = {Ug(hm+1)Yaese = {U(95" - - ') Yaeoe = {S7alGm - - 90) }aese-
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y para m < 0
U(Oapm)w% = {Ui(hin) Yoo, = {Uin(90 - - - Gm) taeo -

Tomemos ¢; suficientemente grande para que valga el lema 3.4.4 en cada
espacio D(p+¢,6/p, e, d —p,7Z) con o, € 0. Este lema nos dice que existe

un Jg tal que, si m, —n € Z y m,n > {; entonces
Zo(U(0,pm)"¢, U(0,p-n)"¢) > &
Definimos entonces
F = E*({g:}) = Jim U(o.p_)"

E = E%({g}}) = lim Ulo,pn)'".

Por la continuidad de los d4ngulos en los subespacios (y por lo tanto en las

banderas, ya que se define como el minimo en cada subespacio), tenemos que
Lo(E, F) > d.
Esto por el teorema 4.6.11 implica que
d(o,P(E,F)) < dy — cylogsin Z,(E, F) < ¢, — ¢p log sin dy. (4.12)

Esta cota solo depende de las constantes pu,c, el cono € y el punto o.
Nuestro objetivo es encontrar entonces una cota como la de la ecuacion (4.12)

para todos los puntos de la sucesién.

Por la proposicion 3.4.3, se cumple que E“* & E es una descomposicion
dominada para el cociclo asociado al shift, y en particular es invariante (ver

definicién 3.3.4)., Esto quiere decir que si k > 0 entonces

hi'F = gi... g0E“({gi}icz) = E“({gi—k }icz)

he'E =gk ... 90E“({gi}icz) = B ({gi-k }iez)-
Esto implica, por el lema 3.4.4, que el angulo Z,(h;,'F, hi;*E) > § y por lo
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tanto tenemos que
d(pr, P(E, F)) = d(hy - 0, P(E, F)) = d(o, P(hi'F, h;; ' E)) < C,

donde en la segunda igualdad usamos nuevamente el teorema 4.6.11. Esto im-
plica que la cuasigeodésica esté en un C-entorno del conjunto paralelo P(E, F').
O
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Capitulo 5

Espacios simétricos de tipo no

compacto

La idea de este capitulo es generalizar los conceptos vistos en Xy a espacios
simétricos de tipo no compacto. También vamos a demostrar el lema de Morse
para estos espacios. En la mayoria de definiciones y propiedades el caso de
SLy4(R) se comporta como un ejemplo, por eso se realizard una comparacion

constante con el capitulo anterior.

5.1. Grupo de isometrias de un espacio simé-

trico

Vamos a usar la gran cantidad de isometrias que tiene un espacio simétri-
co para poder abstraernos de la geometria Riemanniana y asi estudiar estos
espacios usando técnicas de grupos y algebras de Lie, para eso vamos a tra-
bajar para relacionar conceptos pertenecientes a ambas areas. Consideramos
un espacio simétrico S. En cada punto o € S tenemos una simetria central
So 1 S — Sy sabemos por el teorema 1.2.7 que Isomg(S) es un grupo de Lie.
A partir de ahora nos referimos a este grupo solo por G. Esto nos permite

definir para cada punto un morfismo involutivo de G dado por

7,:G— G

g > S09So
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La idea de esta seccién es entender como este morifsmo involutivo nos puede

ayudar a describir la geometria del espacio S.

Proposicién 5.1.1. Los conjuntos Stab,(G) = {g € G : g-0 = o} y Fiz(1,) =

{9 € G : 5,95, = g} tienen la misma componente conexa de la identidad.

Demostracion. Vamos a probar las dos inclusiones.

1: Stab,(G) C Fix(1,) Sik € Stab,(G) entonces k-0 = s,kS,-0 = 0. Ademas
ambas funciones tienen el mismo diferencial en o (ya que el diferencial de la
simetria es —id). Por lo tanto coinciden en un abierto y cerrado de S y por lo

tanto coinciden en S.

2: Si k estd en la componente conexa de la identidad de Fix(7,)
entonces k € Stab,(G)

Como s,ks, = k entonces se cumple que s,k -0 = ks, -0 = k - 0. Luego,
k - o es fijo por s,. Sin embargo, cerca de o, el punto es el tnico fijo de s, (por
definicién de la simetria).

Consideremos entonces k; un camino de isometrias tales que kg = id, ky = k
y Soki -0 = 0. Por lo mencionado en el parrafo anterior, el conjunto de tiempos
para los cuales k; - 0 = o0 es abierto y cerrado en [0, 1], lo que concluye la

afirmacion.

O

Consideremos ahora ¢° = d;47,. Observar que es un morfismo involutivo
del algebra de Lie de G (que a partir de ahora denotaremos g) y por lo tanto

descompone g en los dos subespacios propios:
t={reg:0%x)=2a}
p’={z€g:0%(x) = —a}.

Realizando los mismo razonamientos que en el caso de SLy(R) (ver propo-

sicién 4.1.7) obtenemos las siguientes relaciones:

1. [€°,p°] Cp°
2. [po,pe]C e
3. [ee,ee] Cee
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Se tiene que €° es una subalgebra y, por la proposicion 5.1.1, su grupo de
Lie es la componente conexa de la identidad de Stab,(G) que a partir de ahora

denotaremos K°.

Al igual que en el caso de SLg(R) podemos considerar el mapa m,(g) (la

accion por g) y su diferencial en la identidad 7°, y obtener coordenadas de 7,5

Definicion 5.1.2. Como ker 7% = £° sabemos que 7°| ~es un isomorfismo. A
p
su inversa

0°:T,S —p°

la llamamos forma de Maurer-Cartan.

Acd es importante remarcar el paralelismo entre el capitulo 4 y este: ob-
tuvimos herramientas similares a las de SL4(R) para trabajar, la diferencia
es que en SLg(R) partimos de la involucién para obtener la simetria y acd
partimos de la simetria para obtener la involucién. Al igual que en el caso de

SL4(R) tenemos el siguiente diagrama que conmuta:

G- a
ml yg.o (5.1)
s —f, 5

y derivando tenemos también

Ad,
g—— 89

Wol l,r (5.2)

7,8 2% T,,8

Definicién 5.1.3. Si 0 € End(g) es una involucién tal que r7(X,Y) =
—k(X,0(Y)) es definida positiva entonces decimos que es una involucion de

Cartan.

Se puede probar (ver [14]) que toda dlgebra de Lie semisimple tiene una
involucion de Cartan, y esto permite construir ejemplos de espacios simétricos

como cocientes de grupos de Lie semisimples.
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5.2. Relacién entre la geometria de un espacio

simétrico y su grupo de isometrias

En esta seccién expresamos las geodésicas y el tensor de curvatura de la
variedad S en términos del lenguaje de algebras de Lie. Esto nos permitird ex-
presar muchos conceptos geométricos en términos de subgrupos y subalgebras
de G y g. Los resultados demostrados aqui ya fueron usados ampliamente en
la seccion 4.3, en particular para la proposiciéon 4.3.1. Para la realizacién de

esta seccién nos basamos fundamentalmente en [25].

5.2.1. Geodésicas de S

Vamos a ver que las geddesicas del espacio se pueden describir como la

accion de un subgrupo a un parametro.

Proposicién 5.2.1. Toda geodésica por o es de la forma t — m(e!*) con

X € p°. Ademds, si X € g entonces la curva y(t) = m,(e™ X))

y solo si X € p°.

es geodésica st

Demostracion. Sea t — «(t) una geodésica por o, denotamos s; = Sq(). Ob-
servarmos que, dados dos tiempos v, u, se cumple que s,(a(u+v)) = a(u—v).

Si definimos la funcién g, = s/, entonces vamos a ver que verifica

1. at) =g -0

2. Es un subgrupo a un pardametro de G

La primera afirmaciéon es clara, para ver la segunda tenemos que probar
que gufv = Gu+v = S(utv)/250- Para eso basta probar que s,/2505,/2 = S(uto)/2-
Observar que ambas isometrias fijan el punto a((u + v)/2), por lo que basta
ver que tienen el mismo diferencial en o((u + v)/2). Por simplicidad omitimos

el denominador 2 de la cuenta.

doz(u—i—v)susosv = dsosv(a(u—i-v))Sudsv(oz(u—i—v))soda(u—i-v)sv =

do(u—)Sulla(v—u)Sola(ute)So = —id

Donde la tltima igualdad se cumple porque las simetrias preservan las geodé-

sicas revirtiendo orientacién y revertimos orientacion tres veces.
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Como ¢; es un subgrupo a un pardmetro existe X € g tal que ¢, = e'*.

Ademas se cumple que

T°(9t) = 50Gt50 = 505t/25050 = SoSt)2 = S_t/250 = J—t = e X,
Derivando obtenemos que ¢°(X) = —X y por lo tanto X € p°. Como

ademds se cumple que a(t) = €' - 0 tenemos lo buscado. O

El siguiente lema sera de utilidad en la secciéon siguiente. Nos da una rela-

cion entre el corchete y la métrica Riemanniana.

Lema 5.2.2 (adg-asociatividad de la métrica.). Sean X € € e Y, Z € p°.
Entonces (m°([Y, X],7(2))) = (m°(V),7([X, 2])) .
Demostracién. Como la curva de isometrias ¥ fija el punto o tenemos la

siguiente cadena de igualdades.

= (7°([X, Y]), 7(2))o + (7°(Y), 7°([X, Z]))o

como queriamos demostrar. (I

5.2.2. El tensor de curvatura

El objetivo de esta seccién es probar el siguiente teorema (para revisar los

conceptos de curvatura y conexién ver 1.1):

Teorema 5.2.3 (Férmula de curvatura para un espacio simétrico). Sea S un

espacio globalmente simétrico, o € S y X,Y,Z € p°, entonces
R(m*(X),7°(Y))n*(Z) = —==°([[X, Y], Z]).

Esta formula entre otras cosas nos permitira estudiar los planos maximales,

y abstraernos de los conceptos de geometria Riemanniana.
Lema 5.2.4. R (m°X,n°Y)n°Z = —7n° ([[X, Y], Z]) es un tensor.
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Demostracion. Usando el hecho de que [p°,p°] C ¢, el lema 5.2.2
y las propiedades que definen al corchete se puede verificar que
(Ro(mo X, m°Y )m°Z, n°T), = (X,Y,Z,T) cumple las condiciones algebraicas

de un tensor (ver [7], proposicién 2.5). O

Definicién 5.2.5. Si G es un grupo de Lie, M es una variedad diferenciable
y G actiia en M de forma diferenciable, entonces cada elemento 77(X) € g

induce un campo X en M definido por X (p) = n?(X) = 4 t_oetX - p.

Proposiciéon 5.2.6. El mapa ©P es un antimorfismo de dlgebras de Lie, es
decir que
[7"(X), 7 (V)] = =*([X, Y])

Demostracion. Si ¢, es el flujo inducido por X y 1 es el flujo inducido por Y

entonces por la definiciéon de corchete de Lie (ver 1.1.1) se cumple que

! L o W),

(X YN0) = —|,_ oo Vawn) = =, =

s=0

Observamos que el flujo inducido por X es et¥ - p y el flujo inducido por Y

es e’¥ - p. Luego

d d
p p — e —tX sY tX |
(), 7 (V)] = || e e e p
d
= il A p = =P (X Y))

O

Para lo siguiente nos conviene recordar las propiedades que definen la co-

nexién de Levi-Civita. Sean X,Y, Z campos diferenciables. Entonces
1. X(}_/, Z) = (V)‘(?, Z) + (Y,VXZ)
2. VgV —VyX = [X,Y]

Definicién 5.2.7. Sea M una variedad Riemanniana y X un campo en M.

Decimos que X es de Killing si su flujo asociado es por isometrias.

Proposicién 5.2.8. Sea X un campo de Killing de M, entonces para cualquier

par de campos Y, Z en M se tiene
1 X(Y,2)=(X,Y],Z) +(Y,VxZ)
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2. (V¢ X,2)+ (Y, V;zX)=0.

En particular, si X es de Killing entonces para todo campo Y se tiene que

(Vg X,Y)=0.

Demostracion. Primero probamos la primera ecuacién. Consideramos el flujo
¢y de X, que por definicién es de isometrias de M. Tenemos entonces, para

campos arbitrario }7, Z que

_ d _ _
(X020 =g (Vo) Zlow),,
d ¥, —~ . ’
= 2| (DY (@) dowp-(Z(pp))) (i es una isometrfa)
t=0
= (i deo—(Y (210)), Z(p))
dt —o e ’ p
o d . .
—l—(Y(p), 7 d¢tp90_t(Z(g0tp))>p) (Regla de Leibnitz)
t

donde la dltima igualdad es por la definicion de corchete de Lie de campos. El

segundo ftem se demuestra en la siguiente cadena de igualdades:

(Ve X, 2Z)+ (Y, V;X)

- (v)_(?7 Z) - ([Xv}_/])
+(Y,V2) - (Y,[X, Z)]) (Prop. 1 de Levi-Civita)
=X(Y,2)—([X,Y],2)+ (Y,[X, 2] (Prop. 2 de Levi -Civita)

y la ultima linea se anula por el primer item de esta proposicion.

Demostracion de la formula del tensor de curvatura. Por el lema 5.2.4, nos
basta probar que las curvaturas seccionales de ambos tensores coinciden. Ob-

servar que los campos X(p) = 7(X), Y(p) v Z(p) definidos igual son de

84



Killing. E1 campo VY se anula en o:

2A0VY,Z)=(ViY,Z) - (X,V;Y) (Y es de Killing)
=X(Y,Z2)-(Y,VgZ)—(X,VzY) (Prop. 2 de la conexién)

=X(Y,2)+ (VyZ,X) - (X,VzY) (Z es de Killing)

=X(Y,Z)+ (X,[V, 2] (Prop. 1 de la conexién)

= ([X,Y],2)+ (Y,[X,Z]) + (X,[Y, Z2)). (X de Killing)

Observar que, como [X,Y] C £ se tiene que 7°[X,Y] = —[7°(X),m°(Y)] =0,

lo mismo se cumple para los otros corchetes, por lo que los tres términos
valen 0. Como Z era arbitrario, concluimos lo deseado. Por el lema 5.2.4 y la

caracterizacién del tensor de curvatura de [7] nos basta probar que

Por definicién
(R(X7 ?)Xu }7) = (VXV?Xa }7)0 - (V?VXX7 }7)0 - (V[ 7,}7])27 }7)0

y computamos cada término. Observar que, como [X,Y] C #° se tiene que
[ X,Y] = —[7°(X),7°(Y)] = 0, por lo que el tercer término se anula. Ahora

vamos a calcular los dos primeros términos. Calculo del primer término:

(ViVyX,Y), = X(VyX,Y)— (VyX, VYY)  (Prop.1 de Levi-Civita)
= X(VyX.Y) (VxY(0) =0)
=0 (Cuenta hecha al principio de la demostracién)
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Calculo del segundo término:

—(VyVX,Y) =Y (VX,Y) + (Vi X,VyY), (Prop.1 de Levi-Civita)
- V(VeXT) (Vy¥(0) = 0)
= -Y(X(X,Y)) (Prop. de Levi-Civita y Y de Killing)
— —Y(()_(, [ X, _])) (X de Killing)
= —([Y, XL, [X,Y]) — (X, [V, [X,Y]])y (Y de Killing)
= —(X,[v,[X,Y]]), (X, Y] et)
= —(X, [y, X]},Y),

([X,Y] €ty (,) es adep — asociativa)
= —(m([[X, Y], X]), n*(Y))

Lo que termina de probar la proposicion. O

A partir de ahora asumimos que S es de tipo no compacto. También fijamos

o € S y a una subalgebra abeliana de p°

Teorema 5.2.9. Sea a C p° una subdlgebra abeliana. Entonces f : a — S
definida por f(A) = m,(e?) es una subvariedad plana totalmente geodésica.
Ademds, si a es maximal en p° entonces f(a) es mazimal como subvariedad

plana totalmente geodésica.

Demostracion. El hecho de que es totalmente geodésica y que el mapa es una
isometria sigue los pasos de la demostracion del teorema 4.3.5.

Si X,Y € p° entonces por el teorema 5.2.3 se cumple que
KR X,R7°Y) = 0 si y solo si (7°([[X, Y], X]),7°Y)) = 0. Se puede demos-
trar (ver [20]) que (7°([[X, Y], X]),7°Y)) = Ax([X, Y], [X,Y]), con A # 0. Co-
mo la forma de Killing es no degenerada entonces esto solo ocurre si [X, Y] = 0.

O

Proposicion 5.2.10. 57 S es de tipo no compacto entonces el mapa o : g — ¢
determinado por
es una involucion de Cartan.

La prueba de esta proposicién se puede ver en [25].
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5.3. Sistema de raices

Sea g, como siempre, el dlgebra de Lie de G = Isomy(S) y & su forma
de Killing. A partir de ahora vamos a asumir siempre que S es de tipo no
compacto. La idea es generalizar el sistema de raices estudiado en el capitulo 4
para g. Recordamos de la definicién 4.3.11 que en el caso de SLy(R) podiamos
identificar las raices como diferencias de valores propios de matrices simétricas.
Sin embargo en la proposicion 4.4.3 vimos que las podiamos pensar como
funcionales que calculan valores propios de la representaciéon adjunta. Es con
esta idea en mente con la que vamos a trabajar.

Como en esta secciéon trabajaremos fundamentalmente en el algebra, deno-

tamos p° simplemente como p.

Proposicién 5.3.1. Si X € p entonces adx es auto adjunta respecto al pro-

ducto interno k°.

Demostracion. Si'Y,Z € p° entonces

k7 (adxY,Z) = —kr(adxY,0(Z)) = —r([X,Y],0(Z))
=rk(Y,[X,0(2)]) = —s(Y,0([X, Z]))) = k% (Y,adx Z).

donde usamos que & es adg asociativa (ver 1.2.23) y que o(X) = —X. 0

Fijemos entonces una subédlgebra abeliana maximal a C p. Como [4, B] =0
para todos A, B € a se tiene que ad4 como operador conmuta con adg y por
lo tanto todos los adjuntos son simultaneamente diagonalizables. Si v es un

vector propio de ad, entonces
a — valor propio de v para ad,

es un funcional lineal de a. A los funcionales no nulos que tienen esta forma
los llamamos raices y al conjunto de raices lo denotamos por .

Si definimos, para cada raiz « € X2,
0o ={X €9:[A X]=0a(4)X para todo A en a}

tenemos la siguiente proposicion.
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Proposicién 5.3.2. Se tiene que

g=2009 P g

acx
Ademds se cumple que go NP = a.
Demostracion. Esta proposicion se deduce del hecho de que, dado A € a, el
operador ad, es diagonalizable. Ademas, si X es un vector no nulo en g, N gg
entonces para todo A € a se cumple que [A, X] = a(A)X = B(A)X. Como
X # 0 esto implica que a(A) = G(A) por lo que la suma es directa.
Para la segunda parte de la proposiciéon consideremos X € gy N p. Por

definicion de go si A estd en a entonces [A, X] = 0. Por la maximalidad de a

esto implica que X € a. O
Proposicién 5.3.3. Se cumple que

1. ¥ es finito y genera a*

2. [ga7gﬁ] g Ga+
3. 0(ga) = 0-a
Demostracion. Demostramos cada parte por separado.

1. La finitud es consecuencia de la proposicién anterior. Vamos a demostrar
que para todo A € a existe a € X tal que a(A) # 0. Supongamos por
absurdo que existe un A € a tal que a(A) = 0 para todo a € X. Sea

X € g, por la proposiciéon anterior tenemos que

X=X+ Y X,

aeX

con X; € g;. Esto implica que

(A, X]=[A, Xo] + >[4, X,]=0

aed

por lo que A conmuta con todos los elementos de g y se contradice
la hipétesis de que g es semisimple (ver la caracterizacién de algebras

semisimples enunciada en 1.2.22).
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2. Sea X, € go y Xp € gg. Por la identidad de Jacobi tenemos que

[Av [XOM Xﬁ“ = [[Aa Xa]v Xﬁ] - [[A> Xﬂ]? XOé] = (a(A) + B(A))[Xa’ Xﬁ]
donde en la segunda igualdad usamos la identidad de Jacobi y en la

tercera la bilinearidad del corchete.

3. Sea X, € go v A € a. Como A € p Tenemos que
[4,0(Xa)] = —0([4, Xa]) = —a(A)o(Xa).
La igualdad viene de que ¢ es una involucién.

O

En [2] se puede encontrar una prueba del siguiente lema, que es una mejora

del item 2 de la proposicion 5.3.3
Lema 5.3.4. Sean «, 5 € ¥ tales que o+ € ¥. Entonces [ga, 85 = Gats-

Lema 5.3.5. Sean o, € ¥ raices tales que o + B # 0. Entonces g, es

ortogonal a gg respecto a la forma de Killing.

Demostracion. Tenemos que probar que si X, € go y Xg € gg entonces
K (X4, X3) =0. Como a+ 8 # 0 existe un A € a tal que a(A) + S(A) # 0.

Entonces tenemos la siguiente cadena de igualdades
a(A)k(Xa, X5) = Kk([A4, Xa), Xp) = —k([A4, Xp], Xo) = —B(A)k(Xa, X5),

donde en la segunda igualdad usamos que la forma de Killing es ad-asociativa.
Esto implica que (a(A) + B(A))k(Xa, X5) = 0, lo que a su vez implica que
k(Xa, X5) = 0. O

Corolario 5.3.6. Sea o € ¥. Entonces £ N g, = {0}.

Demostracion. Supongamos que X estd en £Ng,. Como X € £ se cumple que
X = o(X), pero esto a su vez implica que X € g_,, por lo que tenemos que
X =0. O

Al igual que en el caso de SL4(R) tenemos la siguiente definicion.
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Definicién 5.3.7. Las camaras de Weyl de a se definen como las clausuras de

las componentes conexas de

a— U ker o.

aeX

5.3.1. Geometria en las raices

La idea es relacionar las raices con la geometria del espacio simétrico. Re-
cordamos que si a es una subdalgebra maximal de p, entonces la accion del
grupo e® preserva al plano geodésico m,(e®). Al igual que en el capitulo 4,
vamos a estudiar qué planos maximales contienen al punto o y a otro punto
g - 0. Primero utilizamos lo visto en la seccién anterior para encontrar planos
maximales por e -0 con X € p.

En un abuso de notacién, muchas veces omitimos la forma de Maurer-

Cartan y nos referimos al plano tangente T,S directamente como p.

Lema 5.3.8. Si A € a estd en el interior de una cdmara de Weyl y X € g
cumple que [A, X] =0 entonces X € go

Demostracion. Como X cumple que [A, X] = 0 entonces se cumple que X es
un vector propio de ads con valor propio 0. Pero como para todo o € ¥ se
cumple que a(A) # 0 entonces X no puede pertenecer a ningin g,, por lo que

debe pertenecer a gg. O

Corolario 5.3.9. Sean X € p y A en el interior de una camara de Weyl tales
que [A, X] = 0. Entonces el tinico plano mazimal que contiene a o y eX - o es

a

€ 0.

Demostracion. Si tenemos que X € p cumple que [X, A] = 0 entonces X €

pNgo = a, luego a es la tnica algebra abeliana maximal que contiene a A. [

La idea ahora es estudiar qué pasa con las direcciones que no estan en
el interior de una camara. ;Serd que pueden pertenecer a una unica algebra
abeliana maximal? La intuicién de SL4(R) nos dice que esto no es asi, pero

para demostrarlo debemos introducir algunos objetos.
Definicién 5.3.10. Definimos el normalizador de a como el subgrupo
Nk(a) ={k € K : Adi(a) = a}
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y el centralizador de a como
Zi(a) ={k € K : para todo a € a Ady(a) = a}

Proposicién 5.3.11. Se cumplen las siguientes propiedades
1. Zk(a) < Nk(a)
2. Ambos son subgrupos de Lie y sus dlgebras coinciden.
3. Ni(a) preserva el sistema de raices de a.

Demostracion. Vamos a probar los items 2 y 3. El primero es estandar en

teoria de grupos.

2. Tenemos que Lie(Ng(a)) = {U € ¢ : [a,U] C a}. Vamos a ver que si U
cumple esta condicién en realidad se cumple que [A, U] = 0 para todo
A€

Descomponemos U = Uy + > 5 U, como en la proposicion 5.3.2. Ob-

servar que, dado A € a, se cumple que

(A, U] = a(A)U.,.

aceX

Por otro lado, por como definimos U tenemos que [A, U] € go. Como la

suma de la proposicion 5.3.2 es directa tenemos que [A, U] = 0.

3. Sia € X, X € g,y k € Nig(a) entonces para todo A en a se cumple que

[A, Adi(X)] = Ady([Ady-1(A), X]) = Adk(a(Ady-(A))X)
= a(Ady-1 (A)) Ady(X)

Esto implica que o o Adj-1 es una raiz.

Definicién 5.3.12. Definimos el grupo de Weyl como el cociente
W = NK(CI)/ZK(G).

Como ambos son subgrupos compactos con la misma algebra de Lie, en-

tonces este grupo es finito. Ahora vamos a usar las raices para estudiar qué
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planos maximales por o contienen a una direccion A € a. Un analisis del grupo
de Weyl se puede encontrar en [18].

Se puede probar que W esta generado por las reflexiones respecto a los
subespacios {kera : o € 3}. Respecto a este generador, existe un tnico ele-
mento mas largo en W, que denotamos por ug : @ — a. Se puede probar ademas

que ug(a™) = —a™.

Definicién 5.3.13. Definimos la involucion de oposicion como el mapa i@ :

a — a como el mapa i = —ug. Observar que esta involucién fija a™.

En el caso de SLy(R) se cumple que i es el mapa que consiste en revertir

el orden de los valores singulares y tomar su opuesto.

Teorema 5.3.14. Sea A € a tal que existe a € ¥ con A € ker a. Entonces
existe una familia indexada a un parametro de planos maximales que contienen

a la geodésica de direccion A.

Demostracion. Recordamos de la proposicion 5.3.3 que si X € g, entonces
0(X) € g_q- De nuevo por la misma proposicién tenemos que X + o(X) con-
muta con A y también pertenece a € (pues es simétrico respecto a o). Esto

HX+o(X)) fija a A por la accién ad-

implica que el grupo a un parametro ¢ — e

junta. Vamos a ver que este subgrupo de un parametro intersecta trivialmente

a Ng(a), para lo cual estudiamos el algebra de Lie de dicho subgrupo.
Tomemos entonces un B € a tal que B ¢ ker « (que siempre existe pues «

es una raiz). Entonces tenemos que
[B,X +0(X)] =a(B)X —a(B)o(X) =a(B)(X —a(X)) #0

donde la ultima desigualdad se cumple porque del corolario 5.3.6 se tiene que
tNg, = {0}. Esto implica que X + ¢(X) no conmuta con By por lo tanto los
t que cumplen que

Adet(X+a(X))B ca

forman un conjunto discreto.

Finalmente, Ad,:(x+o(x)a forman un subgrupo a un parametro de algebras
abelianas maximales de p que contienen a A, y cada una de ellas determina
un plano maximal que contiene a la geodésica de direccién A.

O
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Ahora vamos a ver algunos resultados generales de raices que nos permitiran
extender algunas definiciones vistas en el caso de SLg(R). Para eso fijamos una

camara de Weyl a™ en el dlgebra a.

Definicién 5.3.15. Definimos el conjunto de raices positivas como ¥ = {a €
Y 2 0}.

Teorema 5.3.16. Existe un conjunto II1 C X7 tal que

1. 1I genera a a*.

2. Todo elemento de X es combinacion lineal no negativa de elementos de
IT.

A estas las llamamos raices simples.

5.4. Subgrupos parabdlicos y el borde de Furs-
tenberg

Vamos a construir el borde de Furstenberg en el contexto abstracto. Para
eso vamos a definir el subgrupo parabdlico minimal que cumplira el rol del
subgrupo de matrices triangulares superiores en SL4(R). Dado un punto o € S
fijamos entonces una subdlgebra abeliana maximal a de p° y una cadmara de
Weyl at. Como estas elecciones estaran fijas, nos referimos a p° simplemente
como p. En esta seccion vamos a hacer un cambio de notacién: denotamos por

M al centralizador de expaen K y N = expn™ con n™ = @ g¢,. También
aext
denotamos por m al algebra de Lie de M.

Proposicién 5.4.1. Se cumple que go = a @ m.

Demostracion. Claramente la suma es directa porque a € p y m € £. Observar
que si X € m entonces para todo A € a se cumple que Ad.x(A) = A, lo
que implica que [A, X] = 0 por lo que X € go. Andlogamente, si X € gy N ¢
entonces se cumple [A, X] = 0, y por lo tanto Ad.xA = A lo que a su vez

implica que X € m. O

5.4.1. Subgrupos parabdlicos

Definicién 5.4.2. Al grupo Py = M exp(a)N lo llamamos subgrupo parabélico

minimal.

93



Su dlgebra de Lie es p = go ®nt = m @ a® n'. En la literatura muchas

veces se lo denota por b.

Definicién 5.4.3. Dado 6 C II un subconjunto de raices simples, el subgrupo

parabolico estandar asociado a 0 es el subgrupo de G' que tiene como algebra

Po=005 P g.® P 9.

aeXt ae(Il-0)

donde (IT— 6) es el conjunto de raices positivas generada por los elementos
de IT — 6. A este subgrupo lo denotamos por Py. Decimos que un subgrupo es

parabdlico si es conjugado a algin Fj.

Definicién 5.4.4. Dado # C II definimos el subgrupo parabdlico estindar

opuesto asociado a 6 como el subgrupo de G que tiene como algebra

Po=00® P 9-a® P o

aext ae(I1-6)

y lo denotamos por b,

El 4lgebra pg N py es

g0® P (9. ®9-a

ae(I1-06)

Observar que esta es una subalgebra que ademas es invariante por la involucién
de Cartan.

Decimos que dos subgrupos parabdlicos P, P’ son opuestos si existen g € G
y 0 C 11 tales que (gPg~ ', gP'g) = (P, Bp).

Proposicion 5.4.5. Se cumple que By es conjugado a Piy donde i0 = {avoi :
a € 0}.

Demostracion. Consideremos el mapa g con el cual definimos la involuciéon de
oposicién. Como es el tinico elemento més largo entonces ug = uy*. Si A € a
entonces ug(A) = —i(A). Observar que si X, € go con @ € ¥7 y A € a

entonces
(A, Adyy (X)) = Adyy ([Adyy (A), Xo]) = —Ady, ([1(A), Xa]) = —a(1(A)) Ady, (

Esto implica que Ad,,(X,) € g_ao, 10 que concluye la prueba. O
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5.4.2. Caracterizacion de los subgrupos parabdlicos

Consideramos 0,5 el borde visual del espacio simétrico S. Recordamos
que las isometrias de S actiian como homeomorfismos de 0,5 ya que mandan
geodésicas en geodésicas, preservan distancias y son invertibles. A diferencia de
los espacios hiperbodlicos la accién de G no es transitiva en el borde visual, sin
embargo, tiene sentido preguntarse qué elementos de G estabilizan un punto

en infinito.

Teorema 5.4.6. Un subgrupo P es parabdlico si y solo si existe un punto

nE DS tal que P=G,={g€G:g-n=n}

Para probar este teorema vamos a ver algunas propiedades sobre el grupo
G, para un 7 dado. Para eso consideramos el rayo geodésico basado en o € S
(sobre el cual hicimos la descomposicion g = €@ p) con direccién 7 y el vector

X € p tangente a esa geodésica.

Lema 5.4.7. En las condiciones del pdrrafo anterior, se tiene que

_ e ot X X
G,={9€G: lim e ge'™ existe }.
Demostracion. Supongamos primero que el limite existe y sea yx la geodésica

con direccion X. Se tiene que
d(yx (1), gyx (1)) = d(e™ - 0,ge™ - 0) = d(0,e”¥ ge™ - 0)

que permanece acotado porque el limite existe. Luego, gvx y 7x representan
el mismo punto en infinito.

X.0,0)

Reciprocamente supongamos que g € G,,. Esto implica que d(e~*X ge*
estd acotada por arriba. Por la convexidad de la funcién distancia un resultado
en [14] nos dice que esto implica que existe una sucesién s, — oo tal que
e~ X gesnX — gy € G.

Vamos a usar este limite para probar que el flggo Ad(etXge=X) € GL(g)
existe, al ser Ad inyectiva (pues G es semisimple) y al tener una subsucesién
convergente esto implicard que el limite buscado existe.

Para eso observamos que Ad,-snx gesnx = e~#n9dx gesnadx  Recordamos ade-
mas de la proposicion 5.3.1 que adx es autoadjunta para el producto interno

k% y por lo tanto se diagonaliza en una base ortonormal {uy, ..., us}. Sea \;
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el valor propio de adx asociado a u;, tenemos que

(G_s"adxg65"adx)ij _ (esn()\i—)\j))ij
y como el limite existe para s,, — 400 tenemos que \; > A; cuando (Ad,);; # 0.
Sin embargo, esto implica que el limite existe cambiando s, por cualquier otra

sucesion t,, lo que termina de demostrar la proposicion. O

Claramente G, es un subgrupo cerrado de G'y por lo tanto es un subgrupo
de Lie. La idea para probar el teorema 5.4.6 es probar que g,, su dlgebra de
Lie, coincide con Ad,(prr) para algin g € G. Para estudiar quién es g, tenemos

un resultado analogo al anterior a nivel de algebra.

Proposicién 5.4.8. Sea X € p y n la geodésica por o con direccion X. En-

tonces Y € g, si y solo si el limite tlim Ad,-xY existe.

Demostracion. En primer lugar observamos que el mapa g — tlim e X getX
—00

es
un homomorfismo continuo y por lo tanto es suave, el resultado entonces se

deduce de derivar el resultado anterior. O
Ahora si estamos en condiciones de demostrar el teorema.

Demostracion del teorema 5.4.6. La idea de la prueba es la siguiente: vamos a
expresar el algebra de Lie de G}, en funcion del sistema de raices y ver que es
de la misma forma que la expuesta en la definiciéon 5.4.3. Tomemos entonces un
X € p tal que la geodésica por o que apunta a 1 es y(t) = e!* - 0. Sabemos que
X esta dentro de un algebra abeliana maximal b. Tomemos la descomposicion

en raices de g asociada a b, es decir que

0=0D P ga

aEXy

Sabemos que si Y € g, entonces Ad.-«xY permanece acotado para todo t >
0. Si descomponemos Y = Y} Y, con Y, € g, tenemos, por propiedades de

algebras de Lie (ver [18]), que
Ad,-ixY, = exp(—t[X, Y,]) = exp(—ta(X)Y,)

y el limite existe solo si —a(X) < 0. Definimos entonces 0, = {a € II, tal que

a(X) = 0}. Esto implica que el grupo que tiene de algebra g, es el subgrupo
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parabdlico de tipo 6, segun el sistema de raices para el algebra maximal b.
Como la accién adjunta es transitiva en las subélgebras abelianas de p (ver [2],
donde se habla de élgebras de Cartan), y la acciéon adjunta lleva el sistema de

raices de un algebra a la otra, tenemos lo buscado. O
De la demostraciéon del teorema deducimos lo siguiente.

Corolario 5.4.9. Sea A € at y sea 0 = {a € II : a(A) = 0}. Sea n la

geodésica por o con direccion A. Entonces G, = Fy.

5.4.3. El borde de Furstenberg y conjuntos paralelos

Definicién 5.4.10. Un plano mazimal parametrizado es un mapa f :a — S

de la forma f(A) = gexp(A) - o para algin g € G.

Usando que todas las subalgebras abelianas maximales de p son conjugadas
(ver [18], cuando se hace la teoria de subélgebras de Cartan) se puede ver que

todo plano maximal admite una parametrizacion.

Definicién 5.4.11. Dos planos maximales parametrizados son equivalentes si

la funcién

A ds(f(A),9(A))

estd acotada en at.

Aligual que en el capitulo anterior definimos el borde de Furstenberg como el
cociente de los planos maximales parametrizados por la relacion de equivalencia

y lo denotamos por ..

Proposicién 5.4.12. Tenemos una identificacion equivariante entre F 1y
G/Py.

Demostracion. Sea fo(A) = exp(A) - oy sea [fo] su clase de equivalencia en

% . El mapa esta dado por
l9.fo] = gPu.

Para probar la proposicién basta ver que el mapa estd bien definido, o lo que
es lo mismo que [fy] = [gfo] si y solo si g € Py. Observar que, dado A € a™,

se debe cumplir que
ds(gexp(tA) - 0,exp(tA) - o) = ds(exp(—tA)gexp(tA) - o,0).
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Observar que g estabiliza el punto de 0,5 de la geodésica por A, y por el
teorema 5.4.6 tenemos que es parabolico. El hecho de que sea un elemento de
P es porque tiene que estabilizar todas las geodésicas de todas las direcciones

de la cdmara de Weyl a™ y del corolario 5.4.9. O

En un abuso de notacién en general nos referimos a elementos del borde de

Furstenberg como coclases de G/Py. Dado un plano maximal parametrizado
f, definimos Z(f) = [f] y denotamos por Z(f) = Z(f o).

Definicién 5.4.13. Definimos el conjunto de banderas en posicion general

como la imagen del mapa

F=(2(f),Z(f))

y lo denotamos por .Z®.

Esta es la G-6rbita del punto (P, Py). En [27] se prueba que esta es la
unica 6rbita abierta. En [13] tenemos una prueba de la siguiente proposicién,
cuya version andloga en SL4(R) fue demostrada en las proposiciones 4.5.10 y
4.5.12.

Proposicién 5.4.14.

1. Elpar (p,x) € S X F determina un unico plano mazimal parametrizado

con f(0)=pyZ(f) ==z

2. Un punto (z,y) € F?) determina un unico plano mazimal que admite

una parametrizacion fy, con Z(fxy) =2 Y Z(foy) =Y.

Si @ C II es un subconjunto de raices simples definimos al cociente G/ Py
como el conjunto de banderas parciales indexadas en 6. Podemos definir una

proyeccion

proyy - F — Fy
9P '—>9P9'

Y también definimos

proyiy . F — Fig
9P gPp.
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Observar que proy;s = proygoi. A veces nos referimos a estas proyecciones como
x — 2% y y — 3" respectivamente. Definimos el conjunto de banderas parciales
en posicion general inderadas en 6 como la imagen del mapa (proyg, proyig) :
F2) 5 FZy x Fiy v lo denotamos ﬁém.

Definicién 5.4.15. Dado un subconjunto de raices simples § C Il y un par
de banderas en posicién general (z,y) € 359(2) definimos el conjunto paralelo

P(z,y) de x a y como

U f(a)
i

donde la unién se toma sobre todos los planos maximales parametrizados f
con Z(f)) =z y Z(f)’ =y.

Proposicién 5.4.16. Sean (z,y) € ﬁém yp € P(z,y). Entonces si denotamos
por L(z,vy) al estabilizador en G de (z,y) € F @ entonces P(x,y) = L(z,y)-p.

Demostracion. Como por definicién la érbita de G es transitiva en ﬁf) po-

demos asumir que (z,y) = (Py, By). Bajo esta suposicién la imagen de f; esté
contenida en P(z,y), y por lo tanto o € P(x,y). Sea ¢ € P(x,y), y sea f un
plano maximal parametrizado que contiene a q tal que Z(f)? =z y Z (f)? =1y.
Sea g € G tal que gfy = f. Claramente g € Py y ademés ¢ € Py, ya que tanto
Z(f)? = Z(fo)? = Py y lo mismo se cumple para Z(f)?. Esto implica que
g € L(x,y). Ahora consideremos ¢y como el elemento de f; tal que g - gy = g,
y sea a € expa tal que a -0 = gy. Como expa estd tanto en Py como en B,

concluimos la prueba. O

5.5. Representaciones de grupos de Lie

Con la idea en mente de usar la versiéon menos general del lema de Morse
vamos a encontrar una forma de encajar un espacio simétrico S de tipo no
compacto con grupo de isometrias G' en un espacio X, para algin d. Observar
que la construccién que hicimos en el capitulo 4 en ningiin momento dependi6
de estar en R?, por eso tiene sentido trabajar con espacios vectoriales abstrac-
tos. Si V' es un espacio vectorial denotamos por Xy al espacio simétrico de
SL(V), observar que es isométrico a Xqimv -

Nuevamente fijamos un algebra abeliana maximal a de p° y una cama-
ra de Weyl a®. Comenzamos enunciando otra generalizacién del teorema de

descomposicién en valores singulares. Su demostracion se puede ver en [18].
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Teorema 5.5.1 (Descomposicién de Cartan). Eziste un mapa a : G — a*t tal

que todo elemento de g se escribe como
g =ky,expa(g)l,

con kg, l, € K°.

Realizando una cuenta analoga a la de la proposiciéon 4.5.3 tenemos lo

siguiente:

Proposicién 5.5.2. Se cumple que

ds (0,9 - 0) = [[a(g)llo,
donde ||||, es la norma respecto a la forma de Killing restricta a p° X p°.

Definicién 5.5.3. Decimos que un mapa A : G — SL(V') es una represen-
tacion si es un morfismo de grupos que ademas es suave. Decimos que es
irreducible si los tinicos subespacios A(G)-invariantes de V' son los triviales (V/

y {0}).

Como las representaciones son suaves tiene sentido derivarlas y considerar

la representaciéon de dlgebras ¢, : g — sl(V') definida por

oa(X) = % A(e™ ).
t=0

Una cuenta muestra que este un morfismo de algebras de Lie y por lo tanto lleva
subalgebras abelianas en subalgebras abelianas. Sabemos que las subélgebras
abelianas de sl;(R) son matrices simultdneamente diagonalizables, por lo que

tiene sentido considerar los subespacios propios en V.

Definicién 5.5.4. Sea A : G — SL(V) una representacién. Decimos que

X € a* es un peso restricto de A si el subespacio
Vi ={v eV :pp(A)v = x(A)v para todo A € a}

es no nulo.

Este concepto es similar al de las raices. De hecho es una generalizacion si

pensamos a las raices como los pesos de la representacion adjunta. Vamos a
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ver otra forma en la que estos dos conceptos se relacionan. Podemos definir un

orden parcial en los pesos:

Definicién 5.5.5. Sean y, 1 pesos restrictos. Decimos que x > ¢ si x — ¢ es
positivo en at. Decimos que un peso es dominante si es maximal respecto a

este orden.

Un teorema de Tits (ver por ejemplo [11]) nos dice que existe un tinico peso

dominante para una representacion irreducible A. A este peso lo llamamos 4.

Proposicién 5.5.6. Sea x un peso restricto y v € V,. Entonces para todo
X € g, con a € ¥ se cumple que, o bien ¢pA(X)v es un vector propio de ¢, (a)

con valor propio x + a, o bien es nulo.

Demostracion. Sea A € a. Por un lado tenemos que ¢5([4, X])v =

a(A)pa(X)v. Por otro lado tenemos que

PA([A, X])v = da(A)Pa(X)v — A (X)Pa(A)v = da(A)pa(X)v — X (A)Ppa(X)v,

Combinando las dos igualdades tenemos que

PA(A)Pa(X)v = (a(A) + x(A))Pa(X)v

como queriamos demostrar. O

Corolario 5.5.7. Sea f € ¥7 y v € V,,. Entonces para todo X € gz se
cumple que ¢ (X)v = 0.

Demostracion. Esto se deduce de que xp + 8 no puede ser un peso porque de

lo contrario seria mas grande que x,. O

Proposicion 5.5.8. Todo peso distinto del dominante es de la forma

XA — Z kaa7

acll
con ko > 0. Ademds los k., son enteros y no se anulan simultdineamente en 0.

Demostracion. Del lema 5.5.6 sabemos que, dado « € 11, si X € g, entonces
oa (X) Vi C Viia. Observar que el subespacio generado por elementos de la
forma

(H ¢A(X—a)’“‘”> Vi (5.3)

a€cll
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es invariante.

Efectivamente, como el sistema de raices descompone el espacio nos basta
ver que el espacio generado por estos vectores es invariante por Y, € g,. Como
toda raiz es suma de multiplos de raices simples asumimos que existen § y
v € Il tales que o = S+7. Por el lema 5.3.4 tenemos que existen Yz, Y, tales que
Y, = [Y3,Y,]. Observar entonces que ¢a(Yy) = da(Ya)oa(Ys) — oa(Y,)oa(Ys)
y esta transformacion deja invariante al espacio generado por elementos que
tienen la forma de la ecuacién (5.3).

Como la representacion es irreducible este espacio tiene que ser V. Observar
que por la proposicién 5.5.6 los subespacios con la forma de la ecuacién 5.3

son subespacios propios de valor propio xa — > e ko O

Inspirados en esto definimos €, C II como el conjunto de raices simples tales

que xp — « es un peso de A. Vamos a ver por qué ese conjunto es importante.

Proposicién 5.5.9. Sea 05 el subconjunto de raices definido arriba. Entonces

po, es la subdlgebra mds grande que deja a V), invariante.

Demostracion. Por definiciéon tenemos que

Po, =000 P 8. D 9o
aexst ae(I1-06,)
El resultado entonces se deduce del corolario 5.5.8. Una subéalgebra mas grande
que py, deberd contener un elemento de g_, con o € ), y si X € g, entonces

éa(X)Va, no pertenecerd a Vi . O

Corolario 5.5.10. El subgrupo parabdlico mds grande que estabiliza V., es
Py

A

5.5.1. Encaje de S en el espacio simétrico X,
Un teorema demostrado en la seccién 6.8 de [3] nos dice lo siguiente:

Teorema 5.5.11. Sea 0 € S y ¢ : g — sl(V) una representacion inyectiva.
Entonces existe un producto interno Ao € Xy tal que ¢p(p°) C p™ y ¢(€°) C £ho

Si la representacién viene de una representaciéon A : G — SL(V) esto
implica que Ao es un producto interno invariante por AK° y ademas A exp a es
Ao autoadjunto. Podemos relacionar la norma respecto a ese producto interno

con el peso mas grande.
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Corolario 5.5.12. Si existe una representacion inyectiva A : G — SL(V)

entonces existe un encaje totalmente geodésico entre S y Xy .

Demostracion. Definimos el mapa como g - o — Ag - (Ao). Observar que es-
te mapa estd bien definido pues Ao es AK inveriante. La inyectividad de la
representacion nos dice que es un encaje. Observar que Th,AS se identifica
con @ppe 1 p° — p°. Como la imagen de un morfismo es una subalgebra, un
resultado de [14] (ver sistema de tripletas) nos dice que es totalmente geodé-

sico. 0

Proposiciéon 5.5.13. Sea A una representacion inyectiva. Si |||| es la norma

respecto al producto interno Ao entonces

log [[Agll = xa(a(g))-

Demostracion. Si kgexp(a(g))l, es la descomposicién de Cartan de g enton-
ces, como el producto interno es invariante por AK° tenemos que log |[|[Ag|| =
log ||Aexp(a(g))||. Ademés, como A exp(a(g)) es o-autoadjunto entonces su nor-
ma es el valor propio mas grande.

Por otro lado tenemos que A(expa(g)) = exp(¢a(a(g))), por lo que ||Ag|| es
la exponencial del valor propio més grande de ¢,(a(g)). Como a(g) € a* por

la, proposicién 5.5.8 tenemos que el valor propio més grande es xa(a(g)). O

Proposicién 5.5.14. Si denotamos por { = dimV,, entonces para cada g € G

se tiene que existe 5 € 0y tal que
ag(a(Ag)) = ac(Ag) — a1 (Ag) = Bla(g)).

Demostracion. Observar que, por un argumento andlogo a la prueba de la

proposicién 5.5.13, y por el hecho de que dim Vj, = £ se tiene que

a1(Ag) = ... = ar(Ag) = xa(alg)).

ap+1(Ag) es uno de los pesos siguientes méas bajos en el orden parcial, y observar
que los siguientes son de la forma x — f con [ raiz. (ver proposicién 5.5.8).

Observar que 8 debe estar en 6, porque x — 3 es un peso. Luego tenemos que

ag(Ag) — ar1(Ag) = Blalg)).
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5.5.2. Representaciones de Tits y de Pliicker

Vamos a definir dos tipos de representaciones que seran centrales a la hora
de generalizar el lema de Morse. La representaciéon de Tits nos permite re-
lacionar los elementos de G con los angulos de los conjuntos paralelos, y la
representacion de Pliicker nos va a dar un encaje de S en Xy con buenas

propiedades de borde.

Proposicion 5.5.15. Sea 0 C II. Eziste una representacion irreducible e in-
yectiva A : G — PSL(V) y una recta uw € V' tales que

Py={g€G:Ag(u) =u}.

Demostracion. Sea Ad : G — SL(g). Vamos a ver que Ad(Fp) es el estabiliza-
dor de py. Para eso trabajamos a nivel de algebra, es decir que tenemos que
encontrar la subdlgebra més grande b tal que [h,ps] C py. Observar que se
cumple que [pg, pg] C pg. Vamos a probar que no hay mas elementos en b.

Supongamos que X € g_,Nh con a ¢ (Il — 7). Tenemos que, dado A € a,
(X, A] = —a(A)X € g_,, lo que es absurdo.

Si uq,...,u, es una base de py y consideramos la representaciéon AFAd :
G — SL(A*V) dada por

Aeglog Ao Aog) = Adgoy N ..\ Adgoy

entonces Py = Stab(uy A ... A ug).

El hecho de que es inyectiva se deduce de que la representacion adjunta
lo es, y también lo es el encaje de Plicker (ver 3.2.16). Si la representacién
resultante no resulta irreducible, consideramos la restricciéon de AF a la G érbita
de ug A ... Auy. O

Definicién 5.5.16. Sea # C II. A la representacion definida en la proposiciéon

5.5.15 la llamamos representacion de Plicker asociada a 6.

Proposiciéon 5.5.17. Sea A : G — SL(V) una representacion inyectiva e

irreducible. Sea ¢ = dim'V, . Existe un mapa continuo, equivariante e inyectivo
. 2 2
(€A7£A) : yﬂ(/\) — LO%-\{(oz)e}

104



Demostracion. Vamos a definir la imagen de (x,y) = (P, Py), v el resto las
definimos para que se cumpla la relacién de equivariancia. Decir quién es
(éax, Epy) es simplemente dar un par de subespacios E, F € SL(V) tales que
dmFE =/, dimF =dimV — £, que ENF = () y ademé&s que los subespacios
sean invariantes por la acciéon de parabolicos conjugados.

Observar que V,, es I, invariante, y ademds el producto interno Ao en
V es AK? invariante y los elementos de A exp a son autoadjuntos. Definimos
W, como el complemento ortogonal respecto a Ao. Una cuenta analoga a la
hecha en 5.5.9 muestra que este espacio es P, invariante. En general definimos

el mapa
(€a(go), Ex(g90)) = (AgViy,, AgWy,)

que es inyectivo por 5.5.9. Il

El corolario 5.5.20 nos permitira usar este mapa para estimar la distancia

en S al conjunto paralelo, como hicimos en el caso de Xj.

Lema 5.5.18. Si A : G — SL(V) es una representacion irreducible, inyectiva
con 'V de dimension finita y (v,y) € ﬁf) entonces AP(x,y) C P(&xx,&1Y).

Demostracion. Si f = gexpa - o es un plano maximal parametrizado con
Z(f) = z, Z(f) = y entonces, por definicién, Af = Agexp(pa(a)) - Ao es-
t4 en un plano maximal f’ que cumple que Z(f') = &x(z), Z(f') = €5(y). Esto

se cumple por la equivarianza de los mapas £y, &}. O

Proposicién 5.5.19. Sea A : G — SL(V) una representacion irreducible, con

V' de dimension finita. Entonces existen constantes § > 0 tal que si (x,y) €

,g%(f) yp € P(z,y) entonces

2 (D AT, P, ) ), Tap P(Ent, E4y)) > 6,
con Z el angulo en ThpXy .

Corolario 5.5.20. Si A : G — PSL(V) es una representacion de dimension
finita e irreducible entonces existe ¢ > 0 tal que si 0o € S y (z,y) € fe(i)7

entonces

1 . x
EdXV (A07 P(SAZE, gAy)) < ds(O, P(:U, y)) < CdXv (AO7 P(fo, SAy))'
Antes de demostrar la proposicién vamos a probar el corolario.
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AN

Figura 5.1: Un esquema del encaje de S en Xy . Cuando encajamos el borde puede
que el conjunto paralelo quede mucho mas grande. vy el punto mas cercano a Ao de

m CF, wati ) A Trer o 1 S =t . - 2] 4 - Qe
P({pax. §Ly) esté mucho mas cerca que Ap Sin embargo. la cota del angulo basado
en Ap nos dice que esto no es asi.

Demestracién Como estamos trabajando con espacios simétricos de tipo no
compacto sabemos que S tiene curvatura negativa. Luego. como la funciéon
distancia es convexa y el conjunto paralelo es totalmente geodésico. entonces
la distancia entre o y P(x.y) se alcanza en un tnico punto p € P(z.y). A su
vez. el segmento geodésico o I — X que une p con o es ortogonal a P(x.y).
es decir que o(0) € T,P(x.y)*. La distancia entre Aoy P(&xz. £1y) también se
alcanza en un punto ¢ que cumple que la geodésica de ¢ a Ao es perpendicular
a P(&A'Tt giy)

Como AS es totalmente geodésico en Xy podemos estimar el angulo del
vértice Ap en el tridngulo {Ao. Ap. ¢}. Por la proposicién anterior sabemos que
este angulo esta acotado por una distancia > 0. independiente de o y de
(z.y). Por un teorema cuya prueba se puede encontrar en el capitulo 1 del
apéndice de |6] sabemos que S es CAT(0). Sea {o. p. ¢} un triangulo euclideo
de comparacion. es decir. un triangulo euclideo tal que cada lado mide lo mismo
que el del tridngulo de vértices Ao. Ap. q. Por el teorema 1.7 de |6] sabemos
que el angulo basado en p es mayor a §. y sabemos que el angulo basado en ¢

es mayor a 7/2. Por un argumento de geometria euclidea podemos comparar

con una cota uniforme la diferencia entre los lados |o. p| v |o. ¢. lo que termina
de probar el corolario. Para un esquema de lo que esta pasando ver 5.1 O

Ahora vamos a probar la proposicion.
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Demostracion de la proposicion 5.5.19. Sea p € P(x,y). Recordamos que
P(z,y) = L(z,y) - p, donde L(z,y) es el estabilizador en G de (z,y) € 99(?.
Denotamos por [ al dlgebra de Lie de L(x,y). Denotamos por L(&y,&4) al
estabilizador de (§a2,&3y) v U su dlgebra de Lie.

Consideremos [+ al complemento ortogonal de [ respecto a la forma de

Killing. Vamos a probar que
oa(I) N1 = {0} (5.4)

lo que implicara la proposicién ya que, si p € P(x,y), entonces T,P(x,y) es
naturalmente isomorfo (mediante la forma de Maurer Cartan) a p? N[y su
ortogonal en T,S es p? N I+, Como ¢, (p°) C p? y el dngulo se toma como el

minimo de los posibles angulos entre subespacios tenemos que
Z(ga(p? NI, p™NT) = L™ N oa (), N T)).

Observar que la imagen del diferencial del encaje en D,A se identifica mediante
la forma de Maurer Cartan con ¢, (p?) y por lo tanto el angulo de la izquierda

es el que queremos acotar. Por otro lado, tenemos que

2P N oa(t),p™7 N1)) > Z(a(1)). 1)

nuevamente porque estamos considerando el minimo sobre un conjunto méas
chico. La ecuacion 5.4 nos dice que este angulo no es cero. Ademas esta cota

no depende de p, sélo del algebra I y del ortogonal de I.

Observar que L(z,y) es conjugado a L(P,, B, ). Como la accién adjunta
preserva la forma de Killing no perdemos generalidad en asumir que el estabi-
lizador de (z,y) = (Ps,, Ps,). El conjunto paralelo P(x,y) es la érbita Ly, - o
para Lg, = Fp, N ]59/\-

Vamos a ver que vale la ecuacién (5.4). Dadas dos raices a y § € X, tal
que o # £f, los espacios g, y gz son ortogonales respecto a la forma de
Killing (ver lema 5.3.5). Si denotamos g{a,—a} = ga ® g_o entonces tenemos

una descomposicién
g=00D @ {a,—a}-

aext
ortogonal respecto a la forma de Killing. Ademés, por la proposiciéon 5.3.3 esta

descomposicion es invariante respecto a la involucion de Cartan.

107



Observar que, dado a € ¥, si X € g, entonces o(X) € g_,. Luego X —
0(X) € 9a,—a} ¥ ademés o(X — 0(X)) = 0(X) — X, por lo que X —o(X) €
P° N Pfa,—a} ¥ Por lo tanto este espacio es no nulo. Omitiendo la forma de

Maurer-Cartan esto induce una descomposicion del espacio tangente

T,5=p"=0ad® @ p°N Ia,—als
aext
que es k ortogonal y ademéds los sumandos no son nulos. Ademas, como Lg, =
Py, N Py, , el dlgebra de Lie de Ly, es

[9/\ =00 D @ Ia,—a}

aE(H—GA)

y por lo tanto
g= [9A S @ Ha,—a}-

aEX+—(I1—6,)

Esto nos da una expresion explicita para [jA, ya que

[6'lA = @ Ia,—a}-

Xt —(I1-6,)

Si denotamos por ¢ = dim V,, notar que [' es el algebra de Lie del estabili-
zador de (V,,,W,,) € & {(i)z} (recordar la definicion del mapa equivariante en
5.5.17). Tomemos entonces a. una subdlgebra abeliana de p*° en sl[(V) y una
camara de Weyl af de tal forma que pyq,,} sea el dlgebra de Lie del subgrupo
parabdlico que estabiliza V,, y Pia,} sea el dlgebra de Lie del subgrupo para-
bélico que estabiliza W, , . Luego el teorema se concluye con el siguiente lema,

cuya prueba se puede encontrar en [5].

Lema 5.5.21. El subespacio ¢ ( tiene interseccion trivial

S g_a>
a62+—<H—QA>
con p{al}

Demostracion. Recordar que

Pay =@ P slV)se D (V)
Bexy Be(ly —{as})

para la eleccién de una subdlgebra abeliana a. y una cimara de Weyl at, donde

Y. v Iy son las raices positivas y simples para esta cdmara respectivamente.
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Consideremos o € X7 —(II—0,) y X € g_,. Siv € V,, entonces ¢, (X)v #
0 (por proposicién 5.5.9). Esto implica que

OA(X) & Py

ya que, por como se tomé a, ¢(X)v estd en el estabilizador de otro peso y
Piay €s el estabilizador de V. Sean {y;}¥ C T — (Il — 0,) y sea X, € g_,
elementos no nulos. Observamos que ¢, (X,,)v son vectores propios de a de

valores propios xy — ;. Esto implica que
¢A(X“/1 Tt X’Yk)v = ¢A(X’Vl)v to Tt ¢A(X'Yk)v #0

y ademds no estd en V,,, lo que termina de probar el lema y por lo tanto

la proposicién. O

O

5.5.3. Producto de Gromov

A partir de la forma dual a la de Killing en a* podemos definir para ¢,y € a*

el mapa

2(¢, ¢)
(W)

Este mapa tiene un rol importante en el estudio de algebras (y por lo tanto

(9, 9) =

grupos) de Lie semisimples. Sin embargo, un andlisis exhaustivo escapa del
enfoque de este trabajo.

Dada una raiz simple «, se puede probar (ver capitulo 5 de [18]) existe un
unico elemento w, € a* tal que para todo 8 € II se cumple que (Wq, 5) = dap-
Observar que, como las raices simples generan a a*, para todo y € a* se cumple

que

X = Z(X,a>wa.

a€cll
Al funcional w, lo llamamos peso fundamental de asociado a «.

En [16] se encuentra una prueba el siguiente teorema.

Teorema 5.5.22 (Tits). Para cada o € I existe una representacion irredu-
cible y de dimension finita A, : G — SL(V,) tal que x, es un miltiplo del

peso fundamental w, y tal que dimV,, = 1.
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Si bien esta representacion no es tnica, podemos fijar una para cada a € II.

Dado 6 C II denotamos por

ay = ﬂ ker o.
acll—0

Recordemos que Ly = Py N 159 tiene como algebra de Lie

lp = go D @ S a,—a}-

ae(I1-0)
Observar que si X € g, con « € I[I—6 (para g_, es andlogo) y A € ay entonces
[A, X] = a(A)X = 0 y lo mismo se cumple para X € go. Luego A conmuta
con todos los elementos de [y, en términos de algebras de Lie esto significa que

ag estd en el centro del grupo ly.

Por un argumento de dimensionalidad, los elementos {wa|a,}aco forman

una base de aj.

Definicién 5.5.23. Dado o € S definimos el producto de Gromov basado en
o como el mapa
() : T4 — ag

donde (z]y), € ay es el tnico vector que cumple

o (v)]

wa((z|y)o) = —logsin £y o(én, 2, &4 y) = —log Tollaollolns

donde ¢ es un funcional que cumple que kerp = £ y y v es cualquier

vector para el que ¢ no se anula. Observar que
méx wa((z]y)o) = —logmiisin £5,0(Ea. 2, €3, Y)-

El producto de Gromov lleva la cuenta de los angulos que forman los puntos
de las banderas parciales al enviarlos por cada representaciéon fundamental. En
cierto sentido generaliza al producto de Gromov en espacios hiperbélicos, que

mide el angulo “visto desde un punto” que forman dos elementos del borde.

Proposiciéon 5.5.24. Sea A : G — PSL(V) una representacion irreducible

9‘(2)

de dimension finita con dimV,, = 1. Si (z,y) € F,’ entonces identificando
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a{a,} con R tenemos

(Eazlery)ao = xal(@ly)o) = 3 (xa: @)wal(zly)o).

a€cl

Para la representacién de Pliicker (§42|€5y) a0 s el dngulo entre las bande-
ras visto desde Ao. Para probar dicha proposicién se puede utilizar el cociclo

definido en la seccién 4 de [24], junto con los lemas 6.1 y 6.2 de [23].

Proposicién 5.5.25. Dado 6 C II existen ¢ > 1 y ¢ > 0 (solo dependiendo
del grupo G) tales que para todo (x,y) € .7-"9(2) se tiene que

%Il(fvly)llo < ds(0, P(z,y)) < c[[(z[y)ollo + ¢

Demostracion. Vamos a probar la segunda desigualdad. La primera sale de
forma analoga usando los mismos resultados. Sea A : G — PSL(V) la re-
presentacion de Pliicker de G asociada al conjunto 6. Como es inyectiva el

corolario 5.5.20 nos dice que

dS(07 P([B, y)) < COdXV (on P(SAZL', Sj\y))

Observar que por definicién de la representacion de Pliicker se tiene que
Ear € P(V) y que iy € 9—1(V). Luego el teorema 4.6.11 dice que

dXV (A07 P(fov Szy)) S - lOg sin AAO(SAxv fj*\y) + C/‘

Finalmente, tenemos que

(€az[ExY)no = Z<XA7 a)wa((2]y)o)-
ach
Observar que esta cantidad es comparable con ||(z]y),|| lo que termina de

probar el resultado. O

Proposiciéon 5.5.26. Sea C' > 0. Entonces el conjunto {(z,y) € ﬁe(m .
I(x|y)o|| < C} es compacto.

Demostracion. Supongamos que existe una sucesiéon de banderas (x,,y,) sin
subsucesion convergente. Podemos asumir que (x,,y,) — (z,y) € Fy X Fip.
Observar que, como (£4,&3) son homeomorfismos trasversos sobre su imagen,

a menos de tomar subsucesiéon se tiene que ({52, {iyn) tienden a un par de

111



banderas que no estan en posicién general. Esto implica que la recta {yx, se
cerca al hiperplano €y,, pero como (Eaaal€hyn)ro = — logsin Z(€aa, Exyn)
tenemos que ||(EaZn|ExYn)ro|| = +00. Como esta cantidad es comparable con

|(2|Yn)o|| tenemos que lim || (z,|yn )ol| = +oo. O

5.6. Generalizacion del Lema de Morse

Vamos a definir los conceptos andlogos a los de la seccion 4.6 y asi con-
cluiremos la generalizacién del lema de Morse. Nuevamente trabajamos con la
eleccién de a, una subédlgebra abeliana maximal de p°, y a™ una cdmara de

Weyl. Si A es la representacién de Pliicker (recordar que es inyectiva).

Definiciéon 5.6.1. Definimos el mapa a : S — a’ dado por
a(g-o,h-0)=a(g'h).

La demostracién de que esta bien definido es andloga al caso de SL4(R).

Si consideramos

0(p,q) = {a € I1: a(alp, q)) # 0}.

Podemos definir U(p, ¢) = Z(f)?®%, donde f es un plano maximal tal que
f(0)=pyqe f(ah). Observar que esto no depende del plano que se elija.

Proposicion 5.6.2. Sea 0 C 0(p, q), y sea A la representacion de Plicker para
0. Se cumple que Ex(U(p, q)°) = U(Ap, Ag)ter},

Demostracion. Sean g, h € G tales que p=g-0y ¢ = h-o. Observar que por
la proposicién 5.5.14 se cumple que aq(a(Ap, Aq)) = B(a((g'h))) para algiin
B € 0(p,q) y este valor es positivo porque a(g~'h) € a™.

La proposicién 5.5.13 nos dice que U(Aexpa(g~'h)){*1} debe contener a
Vi, v el hecho de que ag(Aa(g'h)) es estrictamente positivo nos dice que
en realidad U(Aexpa(g~th))i®} =V, . Luego, si g7*h = kexpa(g~th)l con

k,l € K° entonces a partir de la ecuaciéon (4.6) tenemos que
U(Ap, Aq)™) = AgUa, (Ag™"h) = Agh)Usy (A expa(g™"h)) = A(gh)Vy,-

Por otro lado observamos que el plano maximal f(A) = gkexp A-o cumple
que f(0) = py flalg~'h)) = ¢, lo que implica que U(p, )’ = Z(f)* = gkFPy.
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Por definicién tenemos que &4 (Z(f)?) = AgAkV,,, lo que termina de probar
la proposicién.
O

Intuitivamente, la accién de A en S manda la geodésica que conecta p con

q en la que conecta Ap con Ag, y esta geodésica termina en la bandera parcial
E(U(p.q)).

Definicién 5.6.3. Dados p,q € Sy 6 C 0(p,q) definimos el cono de Weyl
Vo(p, q) como

U /(@)

f
donde la unién esta indexada en todos los planos parametrizados f con f(0) =
py Z(f) =Ulp.q)’

Definiciéon 5.6.4. Dados p € S'y x € Fy definimos el cono de Weyl V (p, x)

como
U /@)
f
donde la unién se toma entre todos los planos maximales parametrizados f
con f(0)=py Z(f)’ ==

Definiciéon 5.6.5. Dados p,q € Sy 6 C 6(p, q) definimos el #-diamante entre

Py q como el conjunto

Qa(p,q) = Va(p, 9) N Vie(q, p).

Al igual que en el caso de SL4(R), dado un cono cerrado ¢ C a't definimos

el conjunto
Oy = {oz c€ll:keran® = {O}}

Definicién 5.6.6. Decimos que una cuasi geodésica {p, }ner C S es @-regular

si para todo n < m € I se tiene que

a(pn, pm) € €.

Teorema 5.6.7 (Lema de Morse de Kapovich-Leeb-Porti). Sean p,c > 0 y
€ C at un cono cerrado. Entonces existe un C > 0 (solo dependiendo del cono
y de las constantes) tal que si {p,}tner €s una (p,c)- cuasigeodésica € regular,

entonces
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» Si [ es finito entonces {p,} estd contenido en un C-entorno del diamante
<>9<g (pml’n Iy Pméx I)

» Si I = N entonces existe v € Py, tal que {p,} estd contenido en un

C-entorno del cono de Weyl V (pmin1, )

» Si I =7 entonces existen (x,y) € f?e(;) tal que {pn} estd contenido en
un C-entorno de P(z,y).

Demostracion. Nuevamente probamos solo el caso en que I = Z. Consideramos
una representacién de Plicker asociada a 64 denotada por A : G — SL(V)
y consideramos el mapa asociado al espacio simétrico, que con un abuso de
notacién denotamos con el mismo simbolo A : S — Xy . Recordar que este
encaje es totalmente geodésico, y por lo tanto se tiene que la sucesion {Ap,, }nez
es una (u/,C")-cuasi geodésica. Como la representacién estd fijada para un
grupo G, las constantes p/ y C’ dependen sélo de dicho grupo, las constantes
wy cy el cono €. Observar también que ¢, (%) no intersecta a keray (ver
demostracion de 5.6.2), por lo que la sucesion {Ap, }nez es {aq }-regular.

Aplicando el lema de Morse para SL4(R) obtenemos que existe C' > 0
(solo dependiendo de G, el cono y las constantes) tal que {Ap,} estd en un
C-entorno de un conjunto paralelo P(E, F'). Si mostramos que E'y F estdn en
la imagen de (&4, &%) el corolario 5.5.20 va a mostrar lo requerido. Para cada
n > 0, llamemos z,, = U(0,p,)?%, y, = U(o,p_,)%%.

Observamos que, por la proposiciéon 5.6.2 &x(x,) = U(Ao, Ap,){*t v 1o
analogo se cumple para y,. Esto implica, teniendo en cuenta la prueba del
teorema 4.6.13, que {px,, — E v que ry, — F cuando n tiende a infinito.

Por la proposicién 5.5.25 tenemos que |[(x,|y—n)|lo es comparable con
ds(o, P(xy,yn)), que a su vez es comparable con dx,, (Ao, P(Exx,, Exyn)), que
estd uniformemente acotado como se puede apreciar en la prueba del lema de
Morse para el caso de SLy(R) (ver 4.6.13).

La discusién anterior junto con la proposiciéon 5.5.26 nos dice que (z,, yn)
estd en un subconjunto compacto de ﬁéQ), lo que nos dice que efectivamente
(E, F) esté en la imagen de (&4, &38).

O
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