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Resumen

A pesar de los enormes avances ocurridos en las últimas décadas, algunos aspectos de la ter-
modinámica en el régimen cuántico continúan sin una solución universalmente aceptada por la
comunidad cient́ıfica. Entre los múltiples problemas en abierto, se destaca la ausencia de un
acuerdo sobre cuáles son las variables canónicas más adecuadas para realizar una descripción
termodinámica de los procesos que ocurren en ese régimen. Esto se vuelve particularmente
problemático al considerar aquellas cantidades que son dependientes de la trayectoria, como el
calor o el trabajo, aspecto al que está dedicada esta tesis. Este problema es abordado efectuan-
do la comparación entre el marco teórico más extendido en lo que refiere a estas cantidades,
inspirado en la interpretación estad́ıstica del calor y el trabajo, y que denominamos paradigma
estándar, y una propuesta reciente, más próxima a la formulación original de Clausius, que
denominamos paradigma alternativo. Para ello, comenzamos explorando la termodinámica de
los sistemas de dos niveles, tanto en abstracto como en modelos concretos, incluyendo el es-
tudio de otros conceptos como el de temperatura, calor espećıfico y entroṕıa generada, dentro
del contexto de cada paradigma. Los resultados del análisis muestran que las nociones de calor
y trabajo alternativas resuelven algunas inconsistencias de la formulación estándar. En parti-
cular, mostramos que la formulación alternativa incluye una contribución relevante de trabajo
no considerada como tal en la formulación estándar, vinculada a la coherencia del sistema. A
continuación, abordamos el estudio de los sistemas de dimensión arbitraria desde el punto de
vista del paradigma alternativo. Mostramos que la potencia mecánica puede interpretarse como
un observable cuántico, y que su valor esperado representa la cota inferior de una relación de
incertidumbre entre el Hamiltoniano real del sistema, y el Hamiltoniano efectivo que genera
la rotación de los autovectores del operador densidad. Finalmente, mostramos que la adopción
del paradigma alternativo permite abordar el problema de la temperatura de un modo similar
al tratamiento clásico. Ello nos permite identificar un conjunto de estados para los cuales la
temperatura, como factor integrante del calor, se encuentra bien definida. Sorprendentemente,
este conjunto incluye no sólo a los estados de equilibrio térmico clásicos, sino también otros que
poseen coherencia en la base de enerǵıas, por lo que pueden ser considerados estados cuánticos
por naturaleza.

Palabras clave:: Termodinámica cuántica, calor, trabajo, temperatura, información
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Abstract

Despite the great advances occurred in the last decades, some aspects of thermodynamics in
the quantum regime continue without a universally accepted solution. Among the many open
problems, the absence of an agreement regarding which are the most suitable canonical variables
to carry out a thermodynamic description of the processes that occur in that regime stands out.
This becomes particularly problematic when considering quantities that are path-dependent,
such as heat or work, an aspect to which this thesis is dedicated. This problem is addressed
by comparing the most extended theoretical framework regarding these quantities, which is
inspired by the statistical interpretation of heat and work, and which we call the standard
paradigm, and a recent proposal, closer to Clausius’s original formulation, which we refer to as
the alternative paradigm. With this aim, we begin by exploring the thermodynamics of two-level
systems, both in abstract and in concrete models, including the study of other concepts such
as temperature, specific heat and entropy production, within the context of each of the two
paradigms. The results of the analysis show that the alternative notions of heat and work resolve
some inconsistencies of the standard formulation. In particular, we show that the alternative
formulation includes a relevant contribution of work, linked to the coherence of the system,
which is not considered as such in the standard formulation. Next, we focus on the study of
arbitrary-dimensional systems from the point of view of the alternative paradigm. We show
that the mechanical power can be interpreted as a quantum observable, and that its expected
value represents the lower bound of an uncertainty relation between the real Hamiltonian of
the system, and the effective Hamiltonian that generates the rotation of the density operator’s
eigenvectors. We also show that the adoption of the alternative paradigm allows us to analyze
the temperature concept in a way similar to the classical treatment. This allows us to identify
a set of states for which the temperature, as the integrating factor of heat, is well defined.
Surprisingly, this set includes not only the classic thermal equilibrium states, but also other
states which present coherence in the energy eigenbasis, so they can be considered quantum
states by nature.

Keywords: quantum thermodynamics, heat, work, temperature, information
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1.3. La termodinámica cuántica como una teoŕıa de recursos . . . . . . . . . . . . . . 7

1.4. Sobre este trabajo . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 8
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Cummings . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 49
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Caṕıtulo 7

Conclusiones 85

IX





Índice de figuras
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4.6. Entroṕıa generada (a) intŕınseca, (b) en la frontera, (c) total, para un átomo en
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Caṕıtulo 1

Introducción

El enorme éxito alcanzado por la termodinámica clásica radica en su capacidad para
describir correctamente el interjuego entre calor y trabajo, en procesos sufridos por sistemas
complejos debido a su gran número de componentes, por medio de una formulación simple.
Los pilares de esta formulación son, por un lado, la sencillez en la descripción del estado de los
sistemas, empleando para ello un grupo reducido de propiedades observables, y, por otro lado,
la potencia de sus leyes, un conjunto de enunciados intuitivos, basados en la experiencia, que
desempeñan el papel de axiomas de la teoŕıa. Si a ello agregamos la certeza de sus predicciones,
su inagotable campo de aplicaciones, y el rol protagónico que desempeñó en la consolidación de
la Revolución Industrial, ciertamente podemos afirmar que la termodinámica goza de un lugar
de privilegio dentro del conjunto de las teoŕıas f́ısicas. En relación a esta última afirmación,
vale la pena recordar que Einstein se refirió a la termodinámica como “la única teoŕıa f́ısica de
contenido universal sobre la que estoy convencido de que, en el marco de la aplicabilidad de sus
conceptos básicos, nunca será derrocada”[1].

Sin embargo, la fortaleza asociada a su capacidad de describir los sistemas mediante unos
pocos observables macroscópicos se convierte en una debilidad al considerar sistemas aleja-
dos del ĺımite termodinámico, ya que los valores promedio de aquellas cantidades presentarán
fluctuaciones no despreciables de oŕıgen térmico. La situación empeora si las dimensiones del
sistema se reducen aún más, ya que las fluctuaciones cuánticas (aśı como otros efectos t́ıpicos de
este régimen) también comenzarán a jugar un papel importante. Por ser una teoŕıa clásica, la
termodinámica no puede dar cuenta de estos efectos de un modo natural. Considerando la de-
manda proveniente desde las aŕeas tecnológicas de caracterizar correctamente las conversiones
de calor en trabajo en este régimen, resulta imperioso cuestionarse si las leyes de la termo-
dinámica conservan su validez a escalas pequeñas, o si, en su defecto, deben ser modificadas, o
completamente reformuladas.

En este contexto, suelen agruparse bajo la denominación de termodinámica cuántica a
los estudios enfocados en la comprensión de los aspectos termodinámicos de sistemas que:

poseen una cantidad de componentes relativamente pequeña, alejada del ĺımite termo-
dinámico,

t́ıpicamente se encuentran fuera del equilibrio,

debido a sus dimensiones, deben necesariamente ser descritos empleando la mecánica
cuántica (MC).

De este modo, la termodinámica cuántica intenta completar el vaćıo existente entre los dominios
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de la MC y de la termodinámica macroscópica.

La vinculación entre estas dos teoŕıas puede rastrearse hasta los mismı́simos albores de
la MC. El propio Planck, en su célebre trabajo sobre la radiación del cuerpo negro, introdujo
los cuantos de enerǵıa con el objetivo de garantizar que la entroṕıa de la radiación resultara
ser una función creciente, respetando de este modo la segunda ley de la termodinámica [2].
Siguiendo esta ĺınea de pensamiento, Einstein observó que la radiación monocromática de baja
densidad se comporta como si estuviera conformada por paquetes cuya enerǵıa es proporcional
a la frecuencia de dicha radiación, apreciación que le permitió explicar el hasta el momento
desconcertante efecto fotoeléctrico en el año 1905 [3]. A partir de ese momento la MC cobró
vida propia, estableciéndose a principios de los años 30 como la teoŕıa dominante del mundo
microscópico.

Si bien a lo largo del siglo XX ocurrieron avances esporádicos, desde hace un par de
décadas asistimos a un verdadero renacer del interés en estas cuestiones, fomentado en buena
parte por el espectacular incremento de nuestra capacidad tecnológica, que ha permitido la
realización de experiencias imposibles de ser realizadas unas décadas atras. Rećıprocamente, un
rápido avance teórico es necesario para hacer frente a problemas tales como la miniaturización
de los componentes electrónicos [4, 5, 6], o la implementación de la computación cuántica [7],
cerrando de este modo un ćırculo virtuoso entre teoŕıa y práctica. A continuación presentamos
una lista (no exhaustiva) de algunos de los principales problemas que aborda la disciplina:

la emergencia del comportamiento termodinámico, y en particular la explicación del com-
portamiento irreversible a partir de una dinámica microscópica reversible

el rango de validez de las leyes de la termodinámica y las alternativas a su no universalidad
fuera del ĺımite termodinámico, en sistemas de dimensiones no macroscópicas, o incluso
en sistemas cuánticos individuales

la determinación de las variables canónicas más adecuadas para realizar una descripción
termodinámica en el régimen descrito, y, en particular, cómo definir consistentemente
aquellas cantidades que dependen de la trayectoria, como el calor o el trabajo

la utilización de recursos propios del régimen cuántico (como el entrelazamiento o la co-
herencia) para mejorar el rendimiento de diversos procesos, y, en particular, la posibilidad
de emplearlos para superar las eficiencias clásicas en la producción de trabajo útil.

La termodinámica cuántica aborda estos y otros problemas desde múltiples perspectivas,
empleando herramientas provenientes de la propia mecánica cuántica de sistemas abiertos [8],
aśı como de otras áreas, particularmente la teoŕıa de la información y las teoŕıas de recursos.
Algunos de los problemas señalados y de los abordajes utilizados serán brevemente reseñados
en las próximas subsecciones.

1.1. Emergencia del comportamiento termodinámico en

sistemas macroscópicos.

Por estar basada puramente en la observación de procesos que ocurren a nivel macroscópi-
co, la termodinámica clásica no contiene información sobre la dinámica que rige las componentes
microscópicas del sistema. Realiza, en cambio, una descripción de tipo fenomenológico, que sólo
es posible debido a una caracteŕıstica distintiva que presenta la Naturaleza a grandes escalas:
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la tendencia universal de los sistemas en interaccción a evolucionar de forma irreversible hacia
situaciones de equilibrio, y, en particular, la ubicuidad del equilibrio térmico. Esta irreversi-
bilidad de los procesos viene de la mano de un incremento permanente de la entroṕıa total
del universo, siendo el estado de equilibrio aquel que maximiza dicha cantidad, respetando las
restricciones a las que está sometido el sistema. La observación de que los procesos ocurren es-
pontáneamente en un sentido privilegiado (el que incrementa la entroṕıa), y jamás en el sentido
opuesto, suele denominarse flecha del tiempo (término acuñado por Eddington [9]), y es una de
las manifestaciones más evidentes de la segunda ley de la termodinámica.

Sin embargo, desde una perspectiva mecanicista, el comportamiento irreversible debeŕıa
poder ser explicado en última instancia a partir de la dinámica microscópica. El problema surge
al observar que, tanto al considerar la mecánica clásica como la mecánica cuántica como teoŕıa
subyacente, la dinámica microscópica resulta ser reversible, en el sentido de que las ecuaciones de
movimiento permanecen invariantes ante la operación de inversión temporal. Esta contradicción
entre una dinámica microscópica reversible y la evolución macroscópica irreversible observada
en la práctica fue planteada originalmente por Loschmidt, en el contexto de su cŕıtica al célebre
Teorema H de Boltzmann (décadas antes del surgimiento de la MC), por lo que recibe el
nombre de paradoja de Loschmidt [10]. En el teorema, Boltzmann emplea la teoŕıa cinética
para demostrar que la entroṕıa de un gas de part́ıculas cuya interacción consiste en choques
elásticos siempre crece, proporcionando de modo tentativo una demostración mecánica de la
segunda ley [11].

La cŕıtica de Loschmidt está basada en la observación de que a partir de una evolución
particular del sistema (con un incremento de entroṕıa asociado), la inversión de todas las
velocidades en un instante dado conduciŕıa a una evolución igualmente válida, debido a la
simetŕıa temporal de las ecuaciones, pero en la cual la entroṕıa del universo debeŕıa decrecer.
De este modo, la conclusión del teorema no pod́ıa desprenderse exclusivamente de la adopción de
una dinámica microscópica reversible particular, sino que necesariamente deb́ıa estar sostenida
por alguna hipótesis adicional.

Este tema fue objeto de un intenso intercambio entre los años 1894 y 1895 en la revista
Nature, durante le cual se puso el foco en la aparentemente inofensiva hipótesis de caos molecu-
lar adoptada por Bolzmann, que presupone que las velocidades y las posiciones de las part́ıculas
que impactan se encuentran siempre descorrelacionadas durante la evolución [12]. Si bien esto
puede ser una hipótesis de partida razonable, en los hechos los choques van produciendo co-
rrelaciones que, si bien están codificadas de un modo extremadamente complejo, no por ello
son despreciables. De un modo sutil, la adopción de esta hipótesis introduce una ruptura de
la simetŕıa temporal, que resulta fundamental para el cumplimiento del teorema. La cŕıtica de
Loschmidt produjo una profunda impresión sobre Boltzmann; tal es aśı que sus esfuerzos por
arrojar luz sobre el asunto derivaron en el descubrimiento de la célebre relación de proporcio-
nalidad entre la entroṕıa S y el logaritmo del número de microconfiguraciones compatibles Ω,
y la consecuente interpretación estad́ıstica de la segunda ley:

S ∝ log(Ω). (1.1.1)

En las últimas décadas se han producido avances notables en lo referido a la resolución
de esta antigua paradoja, particularmente en el contexto de la denominada termodinámica
estocástica, enfoque basado en la hipótesis de que sobre los constituyentes fundamentales del
sistema actúan fuerzas de naturaleza aleatoria que producen una dinámica estocástica [13].

En primer lugar, destacamos el descubrimiento de una familia de teoremas denominados
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teoremas de fluctuación [15, 16, 17, 18, 19, 20], que adoptan la forma general [20]:

Prob(Sgen = A)

Prob(Sgen = −A)
= eAt (1.1.2)

mostrando entonces que el cociente entre las probabilidades de observar una producción de
entroṕıa positiva, A, y su opuesta −A, al monitorear el sistema durante un tiempo t, es una
exponencial positiva de argumento At. Debido al carácter extensivo de la entroṕıa generada,
este resultado, válido para sistemas arbitrariamente fuera del equilibrio, pone en evidencia las
razones del cumplimiento de la segunda ley cuando el sistema posee dimensiones macroscópi-
cas, y muestra que, en efecto, violaciones al enunciado clásico de la segunda ley son posibles
en sistemas con pocas componentes y durante intervalos de tiempo muy pequeños. De este
modo, los teoremas de fluctuación formalizan la idea de que la segunda ley es un enunciado
de tipo estad́ıstico, y permiten identificar bajo qué condiciones un sistema puede presentar un
comportamiento alejado de lo que establecen los enunciados clásicos de dicha ley. De hecho, si-
mulaciones computacionales y experimentos cuidadosamente diseñados han permitido detectar
las fluctuaciones que predice el teorema [21].

Una de las ventajas de la formulación estocástica de la termodinámica radica en su ca-
pacidad de lidiar con procesos fuera del equilibrio. En este sentido, ocupa un papel central la
célebre ecuación de Jarzynski [22, 23]:

e
− ∆F
kBT = 〈e−

W
kBT 〉, (1.1.3)

la cual permite obtener una propiedad de equilibrio (la variación de enerǵıa libre ∆F entre el
estado inicial a temperatura T , y el estado asociado al valor final del parámetro de control),
en términos de un promedio que vincula los valores estocásticos del trabajo W requerido para
implementar muchas realizaciones del proceso, que pueden estar arbitrariamente alejadas de la
hipótesis cuasiestática que suele emplear la termodinámica clásica. Dado que para procesos fuera
del equilibrio esta última sólo permite afirmar queW > ∆F , la obtención de una igualdad válida
en dicho régimen es un hecho destacable, que ha sido verificado experimentalmente en diversos
sistemas [24]. También resulta notable que estos resultados obtenidos por la termodinámica
estocástica son válidos, prácticamente sin modificación, para el caso de sistemas cuánticos
aislados, y se generalizan fácilmente si la dinámica del sistema es abierta (ver la ref. [25] y los
trabajos citados en ella).

El problema de la termalización también ha sido abordado desde una perspectiva pura-
mente cuántica. El teorema de recurrencia cuántico, demostrado en el año 1958 bajo condiciones
muy generales, establece que los sistemas cuánticos regresan infinitas veces a estados arbitra-
riamente próximos a su estado inicial [26]. De este resultado se desprende que en este régimen
no sólo no son posibles las evoluciones que presenten un crecimiento monótono de la entroṕıa,
sino que ni siquiera es posible alcanzar estados de equilibrio. Lo cierto es que, contrariamen-
te a lo sugerido por el teorema, sistemas regidos exclusivamente por la MC pueden presentar
un comportamiento de tipo termodinámico, aunque bajo nociones más débiles de equilibra-
ción y termalización: en promedio (vinculada a la permanencia del estado en la cercańıa de su
promedio temporal), o por intervalos [27].

El propio Schrödinger ya abordó este problema con relativo éxito, y algunos de los resulta-
dos modernos sobre la equilibración de sistemas cuánticos son refinamientos de los argumentos
presentados por él [14]. Es sabido, que, tanto nivel clásico como cuántico, si un sistema inter-
actúa con un baño térmico y la estad́ıstica del sistema global es microcanónica, definida en
el rango de enerǵıas (E,E + dE), el sistema de interés quedará descrito por una distribución
canónica. Sorprendentemente, en el régimen cuántico es posible mostrar un resultado mucho
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más fuerte: para casi todo estado puro del sistema global seleccionado al azar con enerǵıa
en dicho rango, el operador densidad reducida del subsistema, promediado en el tiempo, será
canónico [28, 29]. Este resultado muestra que, a nivel cuántico, la distribución de Gibbs es
incluso más inevitable que a nivel clásico, estableciendo la ubicuidad del equilibrio térmico
también en este régimen.

Estudios posteriores mostraron que bajo condiciones bastante generales, la equilibración
en promedio del subsistema queda garantizada si la dimensión efectiva del ambiente (parámetro
que cuantifica la cantidad de autoestados de enerǵıa del ambiente ocupados inicialmente) es
suficientemente alta [30]. Dado que para ambientes macroscópicos el número de autoestados de
enerǵıa con amplitud no nula es enorme, la equilibración en promedio de sistemas en contacto
con ambientes macroscópicos resulta ser la regla y no una excepción. Una revisión abarcativa
de los resultados modernos más relevantes en lo referido a la equilibración y termalización de
sistemas cuánticos puede encontrarse en la referencia [27].

1.2. Termodinámica e información

Poco después de formulada definitivamente la segunda ley de la termodinámica, Maxwell,
por medio de un experimento mental, mostró cómo la información pod́ıa ser empleada para
reducir la entroṕıa de un sistema aislado, contraviniendo de este modo la mencionada ley [31].
El experimento considera un gas en equilibrio térmico que ocupa dos compartimentos separados
por una pared adiabática que presenta una pequeña abertura, y asume la existencia de una
entidad (el célebre Demonio de Maxwell [32]) que es capaz de clasificar las moléculas del gas en
función de su velocidad. Empleando esa información, el demonio controla el pasaje de moléculas
a través de la abertura, permitiendo que aquellas que poseen una enerǵıa mayor que la enerǵıa
media se acumulen en uno de los recintos, mientras que aquellas con enerǵıa menor que la
media ocupan el recinto opuesto. Si la ventana carece de masa y está exenta de fricción, el
protocolo descrito puede implementarse sin gasto de trabajo, por lo que el demonio es capaz
de producir un gradiente de temperatura en un sistema en equilibrio, sin consumo de calor ni
trabajo, lo que implica una reducción de la entroṕıa total. El incumplimiento de la segunda ley
en el experimento mental descrito ha sido objeto de debate hasta nuestros d́ıas, aunque existe
un consenso en la opinión de que algún aumento de entroṕıa (cuya magnitud es mayor que la
disminución de entroṕıa del gas) no ha sido considerado en el balance, como consecuencia de
la no inclusión del demonio como parte del sistema.

El rol de la información en esta paradoja fue explicitado por primera vez por Leo Szilard
[33], décadas antes de la formulación de la teoŕıa de la información por parte de Shannon [34].
Szilard efectuó un análisis simplificado del problema, considerando un gas compuesto por una
única molécula ocupando un recinto en equilibrio térmico con una reserva a temperatura T (ver
Fig. (1.1)). Si dividimos el compartimento en dos recintos de igual volumen por medio de un
tabique vertical móvil libre de fricción, como la part́ıcula ocupará sólo una de las regiones, la
expansión del gas se producirá contra el vaćıo, por lo que no se realizará trabajo. En cambio,
nótese que si posteriormente a la introducción del tabique, el cual mantenemos fijo por medio
de un tope (paso I)), efectuamos una medición para determinar de qué lado quedó ubicada la
part́ıcula (paso II)), podemos emplear esa información para asociar una carga al pistón, de forma
tal que, al retirar el tope (paso III)), el movimiento del conjunto pistón-carga sea cuasiestático
(esto puede lograrse de forma simple colgando la carga del mismo lado que fue detectada la
part́ıcula). Nótese que la condición de equilibrio térmico entre la molécula y la reserva implica
que debe existir alguna interacción entre aquella y las paredes del recinto, de modo que la
molécula adquiera cada vez la velocidad más probable de la distribución de Maxwell-Boltzmann
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por contacto con dichas paredes, luego de transferirle enerǵıa y momento al tabique móvil. El
análisis termodinámico de este ciclo es muy simple, y muestra que al finalizar el proceso y
retirar el pistón (paso IV)), el gas habrá realizado un proceso ćıclico extrayendo Q = kBT ln(2)
unidades de calor de la reserva, que habrán sido convertidas ı́ntegramente en trabajo mecánico
empleado en elevar la carga, hecho que contraviene el enunciado de Kelvin-Plank de la segunda
ley. Desde otro punto de vista, es fácil notar que la entroṕıa del universo disminuye, puesto que
su variación coincide con la reducción de entroṕıa de la reserva, ∆Suniv = −Q/T = −kB ln(2),
debido a que el gas realiza un proceso ćıclico.

Figura 1.1: Representación esquemática del ciclo ocurrido en el experimento mental de Szilard.

Dado el papel fundamental que desempeña la medición de la ubicación de la part́ıcula
para la realización del ciclo, Szilard, von Neumann [35], Brillioun [36, 37] y otros intentaron
“exorcizar”al demonio atribuyendole el incremento de entroṕıa faltante al proceso de adquisi-
ción de información, argumentando que dicho proceso deb́ıa implicar un aumento de entroṕıa
de, al menos, ∆Sinf = kB ln(2), y que, en general, cualquier proceso que permita discernir entre
n posibilidades igualmente probables tiene un costo en entroṕıa de al menos kB ln(n), salva-
guardando de este modo la segunda ley. Particularmente influyente fue el trabajo de Brillouin
[36], en el cual muestra que para el experimento clásico propuesto por Szilard, la detección
de la molécula empleando fotones muy energéticos (por encima de la radiación térmica) en
efecto implica una disipación de calor durante la detección, que compensa toda disminución
de la entroṕıa que pueda producirse por la acción del demonio. Esto dio lugar a una serie de
trabajos en los se mostraba que distintas propuestas realistas de detección pońıan en evidencia
costos entrópicos no contemplados en primera instancia, por lo que la visión de que la entroṕıa
faltante se produćıa durante la adquisición de información fue la visión preponderante durante
varias décadas.

Sin embargo, en los años 80, y a la luz de desarrollos vinculados a la termodinámica
de la computación, ocurrió un cambio radical en la estrategia empleada en las tentativas de
“exorcismo”, trasladándose la atención desde el proceso de adquisición de información (que se
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mostró que puede ser implementado reversiblemente), al proceso de borrado. El punto clave fue
la observación por parte de Landauer en el año 1961 de que los procesos lógicos empleados en la
computación deben ser implementados en dispositivos f́ısicos, y que, dado que ciertos procesos
lógicos son irreversibles (en el sentido de que las salidas no permiten determinar uńıvocamente
las entradas), su correspondiente realización f́ısica será también un proceso irreversible, pero
ahora desde el punto de vista termodinámico. En particular, el proceso de borrado de un bit
de información desconocida es un proceso lógicamente irreversible, ya que implica la transición
desde un estado de entroṕıa S = kB ln(2), a otro estado fijo definido por convención (por
ejemplo el estado 0), cuya entroṕıa es cero. El protocolo de borrado debe ser tal que, al final de
su aplicación, garantice que el bit finaliza en el estado definido por convención con independencia
del estado inicial, es decir, sin requerir su lectura previa. Un simple balance de entroṕıa muestra
que esto puede lograrse respetando la segunda ley si se disipa una cantidad de calor mayor o
igual a

Q = kBT ln(2), (1.2.1)

siendo T la temperatura en los alrededores de la memoria, resultado conocido como cota de
Landauer [38]. La vinculación entre este resultado y el viejo enigma propuesto por Maxwell
surge de la observación de que, al realizar su tarea, el demonio debe registrar en su memoria
la información acerca de la velocidad (o, en el caso de la máquina de Szilard, la ubicación
de la part́ıcula). Considerando por simplicidad este último caso, Bennett observó que para
que el proceso global sea en efecto ćıclico, la memoria del demonio debe ser borrada, y que el
correspondiente calor disipado implica un incremento de entroṕıa en el ambiente de la memoria
que salvaguarda la segunda ley [39, 40].

Es importante aclarar que, a pesar del argumento expuesto por Landauer, el proceso
de borrado no es inherentemente irreversible desde el punto de vista termodinámico, sino que
puede, al menos en principio, ser implementado reversiblemente. Lo verdaderamente inevitable
es la transferencia de calor desde la memoria hacia el ambiente, y si la misma ocurre en el monto
dado por la Ec. (1.2.1), el incremento de la entroṕıa termodinámica del ambiente compensará
exactamente la reducción de entroṕıa de la memoria, siendo en ese caso reversible el proceso
global. Es interesante notar también que el proceso puede ocurrir a la inversa: una memoria
en un estado bien definido puede randomizar la información que contiene como consecuencia
de la absorción de calor desde el ambiente. La afirmación de que el principio de Landauer
representa la solución definitiva a la paradoja de Maxwell no está exenta de controversia; sin
embargo, su validez ha sido corroborada experimentalmente [41], y también ha sido generalizado
al régimen cuántico [42], por lo que actualmente es considerado un principio bien establecido.
Del mismo modo, implementaciones basadas en el esṕıritu de la máquina de Szilard han sido
realizadas exitosamente [43], mostrando que la conversión de información en trabajo útil es, en
efecto, posible. Descripciones más detalladas sobre el rol de la información en termodinámica,
particularmente en el régimen cuántico, pueden encontrarse en las referencias [44, 45]

1.3. La termodinámica cuántica como una teoŕıa de re-

cursos

En los últimos años ha cobrado particular relevancia la interpretación de la termodinámica
en el régimen cuántico como una teoŕıa de recursos. Entendemos por recurso a cierta propiedad
cuantificable, dependiente del estado del sistema, cuyo consumo posibilita la realización de
alguna tarea de interés. Las teoŕıas de recursos establecen una clasificación de los estados
posibles del sistema en free states (los que no poseen el recurso) y resource states (aquellos
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que śı lo poseen). En paralelo a esta clasificación, se define un conjunto de operaciones (free
operations) que surgen de las restricciones naturales impuestas sobre el sistema, y que actúan de
forma tal que el conjunto de free states se mantiene invariante ante estas operaciones (al actuar
sobre dichos estados, no se crea el recurso). Luego, el objetivo de estas teoŕıas es investigar cómo
el recurso puede ser empleado, por medio de las operaciones permitidas, para realizar ciertas
tareas de la forma más eficiente posible en términos del consumo del recurso. Ejemplos t́ıpicos
de este enfoque son las teoŕıas del entrelazamiento [46], la coherencia [47], y más recientemente
del steering [48] o la imaginariedad [49]. Desde este punto de vista, la termodinámica cuántica
puede entenderse como la teoŕıa de la atermicidad como recurso para obtener trabajo útil. Si
definimos el estado de un sistema por medio de la pareja (ρ,H), donde ρ es su operador densidad,
y H su Hamiltoniano, entonces, en presencia de un ambiente a temperatura T , los estados libres
del recurso serán aquellos de equilibrio térmico con el ambiente, es decir, los estados de Gibbs
del Hamiltoniano H a temperatura T . De modo similar, las operaciones permitidas son aquellas
que, en situaciones de intercambio energético con el ambiente, preservan el valor esperado de
la enerǵıa total, y se denominan operaciones térmicas [50, 51].

Este enfoque de la termodinámica cuántica ha permitido desarrollar un paradigma unifi-
cado en el que la ley cero emerge como una relación de equivalencia entre los estados térmicos, la
primera ley define el tipo de operaciones que se puede realizar sobre el sistema, y la segunda ley
se manifiesta mediante una serie de desigualdades que deben satisfacer un conjunto de enerǵıas
libres generalizadas, y que permite especificar las transiciones posibles que el sistema puede
efectuar [52]. Para sistemas clásicos, este conjunto de desigualdades se reduce a la disminución
de la enerǵıa libre estándar F = E − TS, reobteniéndose de este modo a la segunda ley clásica
[52]. Otro de los éxitos de esta formulación ha sido la obtención de la primera demostración
teórica de la tercera ley de la termodinámica, que establece la incapacidad de alcanzar el cero
absoluto en una cantidad finita de etapas, empleando un tiempo finito [53].

Un panorama general del estado del arte en lo referido a las principales teoŕıas cuánticas
de recursos puede encontrarse en la referencia [54].

1.4. Sobre este trabajo

Como ya hemos comentado, uno de los principales problemas abiertos en el área de la
termodinámica cuántica es la identificación de las cantidades más adecuadas para efectuar una
descripción termodinámica de los procesos que siguen los sistemas en ese régimen. Nuestra
experiencia con el mundo macroscópico nos induce a pensar en términos de conceptos tales
como calor, trabajo, temperatura, o entroṕıa, que se encuentran bien definidos en el régimen
clásico. Sin embargo, la conexión entre los mundos clásico y cuántico suele ser contraintuitiva,
y a pesar del enorme progreso realizado en los últimos años, la mayor parte de las cantidades
termodinámicas permanecen sin una definición en el régimen cuántico que sea universalmente
aceptada por la comunidad cient́ıfica. Al estudio de este problema fundamental está dedicada
esta tesis, cuya estructura es la siguiente:

En el Cap. 2, presentamos las ideas básicas de la teoŕıa cuántica, haciendo particular
énfasis en las herramientas requeridas para el estudio de los sistemas abiertos, y en la
descripción de los sistemas de dos niveles.

Siguiendo la filosof́ıa del caṕıtulo anterior, el Cap. 3 está dedicado al estudio de la termo-
dinámica. En primer lugar el abordaje se realiza desde el punto de vista clásico, que luego
es complementado con algunas ideas provenientes de la mecánica estad́ıstica, y finalmente
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con algunos resultados en el régimen cuántico, que servirán como punto de partida pa-
ra los caṕıtulos siguientes, en los cuales presentaremos los resultados obtenidos durante
nuestra investigación.

El Cap. 4 está dedicado a estudiar algunas implicancias de las definiciones estándar de
calor y trabajo en MC [55] que no han sido exploradas anteriormente, restringiéndonos al
caso particular de los sistemas de dos niveles . Nuestra atención se centra en los conceptos
de temperatura, calor espećıfico y entroṕıa generada que emergen de la aceptación de dicho
paradigma, poniendo el foco en la interpretación de esta última en términos de la teoŕıa de
la información. Finalizamos el caṕıtulo implementando el análisis termodinámico de dos
sistemas concretos: un átomo de dos niveles en un baño térmico, y la caminata cuántica
en la ĺınea en tiempo discreto.

En el Cap. 5 exploramos un paradigma alternativo en lo referido a las nociones de calor y
trabajo [56, 57], efectuando la comparación expĺıcita de los nuevos resultados con aque-
llos obtenidos bajo el paradigma anterior, tanto en abstracto como en sistemas concretos,
siempre en el caso de sistemas de dos niveles. Los resultados sugieren que la adopción de
la propuesta alternativa resolveŕıa algunas inconsistencias, aśı como aspectos contraintui-
tivos de la formulación estándar.

En el Cap. 6 abordamos el estudio de los sistemas de dimensión arbitraria, desde el punto
de vista del paradigma alternativo. En la primera sección nos centramos en el concepto de
potencia mecánica, mostrando que la misma puede ser interpretada como el valor esperado
de un observable que adopta la forma de un conmutador entre dos operadores relevantes
para la dinámica del sistema. En la segunda sección mostramos cómo el nuevo paradigma
permite abordar el problema de la existencia de la temperatura para un sistema cuántico,
de forma análoga a lo que ocurre con los sistemas clásicos. Los estados de temperatura
bien definida son caracterizados y algunas de sus propiedades son estudiadas. Finalmente,
las conclusiones y perspectivas son presentadas en el Cap. 7.
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Caṕıtulo 2

Elementos de Mecánica Cuántica

Más que una teoŕıa f́ısica, la mecánica cuántica es una meta-teoŕıa: es un marco con-
ceptual a partir del cual, siguiendo sus prescripciones, podemos construir teoŕıas para modelar
distintos aspectos de la realidad f́ısica [58]. Estas prescripciones toman la forma de enunciados
del tipo la evolución debe ser unitaria, o los observables deben ser Hermı́ticos, cuyo cumpli-
miento es condición necesaria pero no suficiente para el éxito de las teoŕıas. La adecuación de
sus predicciones a la realidad que se pretende modelar dependerá de nuestra capacidad para
completar con contenido ese esqueleto que la mecánica cuántica proporciona, modelando los
aspectos relevantes de los sistemas, sus interacciones y sus ecuaciones de evolución.

En este caṕıtulo realizaremos una introducción a la mecánica cuántica, centrándonos en
aquellos aspectos cuyo conocimiento resulta fundamental para la comprensión del resto de la
tesis. La exposición no será completa ni rigurosa, pero esperamos que śı suficiente como para
asegurar que el trabajo sea autocontenido, y para proporcionar una inmediata referencia en caso
que el lector la necesite. Para profundizar sobre los tópicos aqúı expuestos se puede consultar
cualquiera de las excelentes referencias disponibles, por ejemplo los libros clásicos [59, 60, 61].

2.1. Postulados de la mecánica cuántica

2.1.1. Espacio de estados

El primer postulado establece que toda la información disponible sobre un sistema aislado
S se encuentra codificada en un vector unitario denominado vector de estado, que denotamos
|ψ(t)〉, y que pertenece a cierto espacio de Hilbert complejo HS, denominado espacio de estados
del sistema. Una de las consecuencias que presenta la estructura de espacio vectorial de los
espacios de Hilbert es que las superposiciones normalizadas de vectores de estado |ψ(t)〉 =∑

i αi|ϕi(t)〉, con
∑

i |αi|2 = 1, también son estados posibles del sistema. En particular, cada
estado puede ser expresado de infinitas formas como combinación lineal de los elementos de las
infinitas bases de HS. Los efectos de interferencia, como el observado en el célebre experimento
de la doble rendija [62], son consecuencia de este principio.

En la mayoŕıa de los casos el sistema de interés no se encontrará aislado, sino que inter-
actuará con su ambiente. En esas situaciones, el análisis suele efectuarse comprendiendo todas
las porciones relevantes del universo hasta obtener un sistema aislado, el cual, en virtud de la
prescripción ya comentada, estará descrito por un vector de estado en el espacio de Hilbert
global. Si un sistema multipartito está conformado por N > 1 subsistemas con espacios de
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Hilbert asociados Hi, i = 1, ..., N , la MC postula que el espacio de Hilbert del sistema total
corresponde al producto tensorial de los respectivos espacios:

HS = ⊗i=Ni=1 Hi. (2.1.1)

Por lo tanto, si disponemos de bases ortonormales de cada uno de ellos

{|ϕji〉}, ji = 1, ..., ni = dim(Hi),

podemos construir una base ortonormal del sistema total efectuando los productos tensoriales
de los elementos de dichas bases. Luego, cualquier estado del sistema total podrá escribirse en
la forma

|ψ〉 =

n1∑
j1=1

n2∑
j2=1

....

nN∑
jN=1

αj1j2...jN |ϕj1〉 ⊗ |ϕj2〉 ⊗ ...⊗ |ϕjN 〉, (2.1.2)

donde los coeficientes deben satisfacer la condición de normalización
∑

j1...jN
|αj1...jN |2 = 1. Si

bien esta es una elección natural, en muchos casos el empleo de otras bases distintas a la base
producto simplifica la descripción.

Cada uno de los vectores normalizados del espacio de estados de un sistema dado se
denomina estado puro. Más adelante veremos que los sistemas pueden encontrarse en estados
más generales que los estados puros, y que estos, más que la regla, suelen ser una excepción.

2.1.2. Evolución

Los postulados de la MC establecen que la evolución de todo sistema cuántico aislado
es unitaria. Esto significa que si el estado inicial es |ψ(t0)〉, entonces el estado al tiempo t se
obtiene mediante la acción de cierto operador U (t, t0) unitario (U †U = UU † = I, siendo I el
operador identidad), sobre el estado inicial:

|ψ (t)〉 = U (t, t0) |ψ (t0)〉. (2.1.3)

La necesidad de este postulado será evidente más adelante, a la luz de la interpretación proba-
biĺısitca de la teoŕıa. Dado que las transformaciones unitarias preservan el producto interno, el
estado permanecerá normalizado durante la evolución, lo que garantizará la preservación de la
probabilidad total.

Si la dinámica ocurre en tiempo continuo, la MC postula que el estado de un sistema
aislado al tiempo t verifica la célebre ecuación de Schrödinger [63]:

i~
d|ψ〉
dt

= H|ψ〉, (2.1.4)

donde H es un operador Hermı́tico (H = H†) t́ıpicamente asociado a la enerǵıa del sistema y
denominado Hamiltoniano. Es sencillo mostrar que si H es independiente del tiempo, satisface
la siguiente relación con el operador de evolución:

U(t, t0) = e−
iH(t−t0)

~ . (2.1.5)

2.1.3. Observables y Medidas

El postulado de la medida establece que a cada magnitud f́ısica medible A debe asociarse
un operador lineal Hermı́tico A, denominado observable, que actúa sobre el espacio de estados
del sistema HS. Dicho operador juega un rol fundamental en tres aspectos del proceso de
medida:
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Sus autovalores son los resultados posibles de la medida.

La probabilidad de obtener el autovalor aj como resultado de la medición es el módulo
cuadrado de la proyección del estado sobre el correspondiente subespacio propio.

El estado del sistema inmediatamente después de la medida corresponde a la proyección
normalizada del estado previo, sobre el subespacio propio asociado al resultado.

Usualmente se argumenta que el carácter Hermı́tico de los observables es necesario para asegu-
rar que los resultados de las medidas sean números reales. Sin embargo, dado que en el proceso
de medición t́ıpicamente se obtienen los autoestados y no los autovalores como resultado, re-
cientemente se ha argumentado que la verdadera razón detrás del uso de operadores Hermı́ticos
es su propiedad de poseer una base ortonormal de autoestados, y que la MC podŕıa formular-
se en términos de operadores normales, los cuales también satisfacen esa condición e incluyen
como caso particular a los operadores Hermı́ticos [64].

La segunda parte del postulado se traduce en que si escribimos la descomposición espectral
de A

A =
∑
j,k

aj|Aj,k〉〈Aj,k|,

donde la suma en k denota la posible degeneración de cada autovalor, entonces la probabilidad
de obtener an al medir el observable A, cuando el sistema se encuentra en el estado |ψ〉, está
dada por la expresión

p(an) =
∑
k

〈ψ|An,k〉〈An,k|ψ〉 =
∑
k

|〈ψ|An,k〉|2, (2.1.6)

resultado conocido como regla de Born [65]. Este carácter probabiĺıstico de los resultados de las
medidas es uno de las aspectos más contraintuitivos de la teoŕıa. A lo largo de este trabajo no nos
detendremos en el estudio de eventos espećıficos, sino que nos centraremos en el análisis de los
resultados que involucran un gran número de experimentos realizados en idénticas condiciones.
Por lo tanto, más que las probabilidades, será de particular interés para nosotros el valor
esperado de los distintos observables:

〈A〉 =
∑
n

anp(an) =
∑
n

an
∑
k

〈ψ|An,k〉〈An,k|ψ〉 = 〈ψ|
∑
n,k

an|An,k〉〈An,k|ψ〉 = 〈ψ|A|ψ〉 (2.1.7)

Finalmente, el punto tres implica que el proceso de medida viene acompañado de una
ruptura de la unitariedad de la evolución, produciéndose un colapso del estado sobre un subes-
pacio particular del espacio de estados. Espećıficamente, si el resultado de la medida es an, el
estado inmediatamente posterior será

|ψ′〉 =

∑
k |An,k〉〈An,k|ψ〉√

p(an)
. (2.1.8)

El hecho de que la proyección deba ocurrir sobre un autoestado (en el caso no degenerado) es
un requerimiento intuitivo vinculado a la continuidad de la evolución posterior a la medida, ya
que asegura la repetibilidad del resultado ante una segunda medida inmediata. Sin embargo, la
imposibilidad de prever sobre qué subespacio se producirá el colapso a partir de una evolución
previa completamente determińıstica es un aspecto que ha generado controversia desde los
propios albores de la MC, dando lugar a las diversas interpretaciones existentes de la teoŕıa
[66, 67].
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2.2. Entrelazamiento

Consideremos un sistema bipartito SE definido en el espacio de Hilbert H = HS ⊗HE,
que se encuentra en un estado puro |ψ〉. Si tenemos interés en estudiar aspectos locales de
alguno de los subsistemas, tiene sentido intentar determinar sus correspondientes vectores de
estado a través de la siguiente descomposición:

|ψ〉 = |ψ〉S ⊗ |ψ〉E (2.2.1)

con |ψ〉S ∈ HS y |ψ〉E ∈ HE.

Obsérvese, por ejemplo, que el estado de un sistema de dos espines |ψ〉 = 1√
2
[|00〉+ |01〉]

admite la descomposición:

1√
2

[|00〉+ |01〉] = |0〉 ⊗ 1√
2

[|0〉+ |1〉].

Por lo tanto, puede considerarse que cada uno de los espines se encuentra respectivamente en
los estados locales dados por los factores del producto tensorial

|ψ〉S = |0〉, |ψ〉E =
1√
2

[|0〉+ |1〉],

y diremos que el sistema se encuentra en un estado producto. En cambio, consideremos ahora
el siguiente estado, perteneciente al conjunto de los denominados estados de Bell :

|ψ〉 =
1√
2

[|00〉+ |11〉] .

Es sencillo mostrar que al intentar escribirlo como un producto

|ψ〉 = [a|0〉+ b|1〉]⊗ [c|0〉+ d|1〉],

se obtiene el conjunto incompatible de condiciones ac = bd = 1/
√

2, ad = bc = 0, lo que muestra
que es imposible expresar el estado global como producto tensorial de vectores de estado de
los respectivos sistemas. En este caso, diremos que el estado global se encuentra enredado o
entrelazado, y no es posible asignar un estado puro a cada subsistema [68]. El entrelazamiento
es un fenómeno cuántico, sin contrapartida clásica: objetos entrelazados sólo son plausibles de
ser descritos en términos de un estado global. No obstante, veremos que es posible introducir
un nuevo objeto que permitirá calcular las probabilidades de los distintos observables locales
asociados a cada uno de los subsistemas.

Los estados entrelazados se producen necesariamente por interacción entre los sistemas,
y su caracteŕıstica esencial es que incluyen correlaciones entre dichos sistemas que son imposi-
bles de conseguir en el contexto de la f́ısica clásica. En particular, para estados máximamente
entrelazados de sistemas bipartitos, el resultado de la medición de ciertos obervables efectuada
sobre uno de los subsistemas puede permitir predecir con certeza el resultado de una conse-
cuente medición en la otra componente. Esta predicción desempeña un papel fundamental en
el célebre trabajo de Einstein, Podolsky y Rosen en publicado en 1935 en el que se presenta
la denominada paradoja EPR, sobre la cual han corrido ŕıos de tinta por lo contraintuitivo de
sus consecuencias [69]. Particularmente, el hecho de que mediciones realizadas en una región
del espacio produzcan modificaciones instantáneas en otra región posiblemente muy distante,
implicaŕıa que la mecánica cuántica no satisface la tesis de ser una teoŕıa realista local, requisito
considerado básico para cualquier teoŕıa f́ısica en esa época.
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Este debate sólo pod́ıa ser resuelto a través de la observación de la realidad. El famoso
teorema de Bell y sus consecuencias prepararon el panorama, indicando qué se deb́ıa medir
y cómo interpretar los resultados [70]. Finalmente, una sucesión de experimentos efectuados
a partir de la década de los 80 han venido confirmando, con niveles de error progresivamente
menores, las predicciones de la mecánica cuántica [71].

Actualmente el entrelazamiento cuántico sigue siendo un fértil campo de estudio debido
a la potencialidad de sus aplicaciones, en particular en lo referido a algoritmos cuánticos [72],
teleportación [73, 74, 75], o como recurso para desempeñar diversas tareas [54].

2.3. Mezclas estad́ısticas: el operador densidad

En la f́ısica clásica es común que nuestro conocimiento sobre un sistema sea descrito
por medio de una distribución de probabilidad sobre los estados posibles que el sistema puede
ocupar. Esto también ocurre en mecánica cuántica. Consideremos, a modo de ejemplo, un
sistema en el estado puro definido por la superposición

|ψ〉 =
N∑
j=1

√
pj|ψj〉, 0 ≤ pj ≤ 1,

N∑
j=1

pj = 1,

donde {|ψj〉} es cierto conjunto de estados, que por simplicidad asumiremos ortogonales. Si
se efectúa una medida del observable A =

∑
j aj|ψj〉〈ψj| pero no se registra el resultado, el

postulado de la medida garantiza que el sistema se encontrará necesariamente en alguno de
los estados {|ψj〉}, con probabilidad pj. En estos casos diremos que el estado es una mezcla
estad́ıstica de dichos estados, o simplemente que se encuentra mezclado. Estos estados son los
más generales en los que se puede encontrar un sistema cuántico.

Dada una mezcla estad́ıstica de estados puros {|ψj〉, pj} no necesariamente ortogonales,
es conveniente introducir el operdor densidad mediante la relación [59]:

ρ =
N∑
j=1

pj|ψj〉〈ψj|. (2.3.1)

Nótese que si el sistema se encuentra en un estado puro |ψ〉, la definición anterior implica que
el operador densidad se reduce al proyector ρ = |ψ〉〈ψ|. Es sencillo demostrar que el operador
densidad satisface las siguientes propiedades:

Es semidefinido positivo
Es Hermı́tico
tr(ρ) = 1, donde tr denota la operación traza

Predicciones

El operador densidad generaliza la idea de vector de estado, en el sentido de que permite
obtener toda la información disponible sobre el sistema, cuando éste se encuentra en un estado
mezclado. En particular, si queremos calcular valores esperados de observables de un sistema
cuyo estado es una mezcla estad́ıstica, debemos tener en cuenta que existen dos tipos de proba-
bilidad en juego. Por un lado, tenemos la incertidumbre asociada al colapso en la medición, que
está presente incluso cuando el estado es puro. A esto debemos agregar la incertidumbre clásica
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debido a que estamos frente a un ensemble de estados, caracterizado por cierta distribución de
probabilidad. Entonces, para el valor esperado de un observable A se obtiene:

〈A〉 =
N∑
j=1

pj〈ψj|A|ψj〉 =
N∑
j=1

pjtr(|ψj〉〈ψj|A) = tr

(
N∑
j=1

pj|ψj〉〈ψj|A

)
= tr(ρA). (2.3.2)

Evolución

La evolución del operador densidad se deduce directamente de la evolución unitaria de
cada estado del ensemble:

ρ(t) =
N∑
j=1

pj|ψj(t)〉〈ψj(t)| = U(t, t0)(
N∑
j=1

pj|ψj(t0)〉〈ψj(t0)|)U †(t, t0) = U(t, t0)ρ(t0)U †(t, t0),

(2.3.3)

Equivalentemente, en tiempo continuo empleando la ecuación de Schrödinger es sencillo
mostrar que ρ satisface la ecuación de Liouville - von Neumann [59]:

∂ρ

∂t
= − i

~
[H, ρ] (2.3.4)

donde [A,B] = AB−BA denota el conmutador de dos operadores. Nótese que en caso de existir
estados de equilibrio, estos deben conmutar con el Hamiltoniano. Para que ello ocurra, debe
cumplirse que ambos operadores sean simultaneamente diagonalizables, es decir, que exista una
base en la cual la expresión de ambos operadores es diagonal. En particular, esto será cierto
siempre que ρ sea una función anaĺıtica de H.

Pureza de una mezcla

A partir del operador densidad es posible establecer el grado de pureza de la mezcla.
Por un lado, sabemos que si el estado es puro, ρ se reduce al proyector ρ = |ψ〉〈ψ|. De ese
resultado se desprende que ρ2 = |ψ〉〈ψ|ψ〉〈ψ| = ρ, por lo que estados puros son descritos por
operadores densidad idempotentes, que, en particular, satisfacen la condición tr(ρ2) = 1. En
cambio, si el estado se encuentra mezclado, es fácil mostrar que en su base diagonal se obtiene
que ρ2 =

∑N
j=1 λ

2
j |ψj〉〈ψj|, donde |ψj〉 es el autovector de ρ con autovalor asociado λj. Luego,

tenemos que tr(ρ2) =
∑N

j=1 λ
2
j < 1. En particular, tr(ρ2) alcanza su valor mı́nimo 1/dim(H) si

los elementos del ensemble tienen la misma probabilidad, estado que se denomina máximamente
mezclado. A partir de estas observaciones resulta claro que cuanto más se aproxime el valor
de tr(ρ2) a la unidad, más puro será el estado, por lo que dicha cantidad recibe el nombre de
pureza [68].

Poblaciones y coherencias

Es un hecho conocido que distintos ensembles pueden conducir a la misma matriz den-
sidad, por lo que la interpretación de las entradas de esta última sólo es posible si conocemos
los elementos del ensemble que la misma representa [68]. En ese caso, nótese que los elementos
diagonales en la base del ensemble satisfacen:
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ρkk = 〈ψ
k
|ρ|ψ

k
〉 =

N∑
j=1

p
j
〈ψk|ψj〉〈ψj|ψk〉 =

∑
j

p
j
p(k|j) = p(|ψk〉) (2.3.5)

donde p(k|j) = |〈ψk|ψj〉|2 denota la probabilidad condicional de medir |ψk〉, si el sistema se
encuentra en el estado |ψj〉. Concluimos entonces que los elementos diagonales representan las
probabilidades medir cada vector del ensemble. Dichos elementos se denominan poblaciones.

Con respecto a los elementos fuera de la diagonal, estos se denominan coherencias y son
promedios de los términos de interferencia asociados a cada pareja de estados de la base elegida
para representar el operador. Su presencia es una consecuencia directa de que la superposición
coherente de estados (es decir, con una diferencia de fase definida) también sea un estado posible
del sistema. Naturalmente, la presencia o no de coherencias en la representación matricial de
ρ dependerá de la base elegida, por lo que la coherencia de un estado es un concepto base-
dependiente. Es más: el carácter Hermı́tico de ρ asegura la existencia de una base ortonormal en
la que la expresión de dicho operador es diagonal, con la consecuente nulidad de las coherencias.
Por otro lado, es común que debido a la interacción con el ambiente los sistemas se aproximen
a la clasicalidad y adopten una expresión diagonal en la base de autoestados del Hamiltoniano,
por lo que la coherencia inicial en esa base parece tener particular importancia [76].

Existen diversos cuantificadores de la coherencia de un estado. En este trabajo emplea-
remos la coherencia medida en la norma l1, que se define como [77]:

Cl1 ≡
∑
i 6=j

|ρij|. (2.3.6)

2.4. Paréntesis: el principio de incertidumbre

Además de figurar en la ecuación de evolución (2.3.4), el conmutador de dos operadores
juega un papel destacado en otros aspectos de la teoŕıa. Consideremos dos observables A y
B tales que su conmutador se anula: [A,B] = 0. Puede mostrarse que la base en la que sus
expresiones son diagonales está compuesta por autoestados comunes a ambos operadores (por
simplicidad, en lo que sigue asumimos que los autovalores son no degenerados). Si medimos el
observable A y obtenemos el valor aj, en virtud del postulado de la medida, el estado posterior
será su autovector asociado |ψj〉. Pero como la base de autoestados es compartida, |ψj〉 será
también autoestado de B, por lo que al medir dicho observable obtendremos su autovalor aso-
ciado bj, mientras que el estado permanecerá invariante. En consecuencia, una segunda medida
del observable A proporcionará necesariamente el mismo resultado que la primera. Naturalmen-
te, este proceso de mediciones alternadas inmediatas puede continuarse obteniendo siempre los
mismos resultados. Esto significa que ambos observables tiene valores perfectamente definidos
simultaneamente, por lo que diremos que estamos en presencia de observables compatibles [68].

Sin embargo, si los observables no conmutan, la medición de B hará colapsar el estado
|ψj〉 sobre uno de sus autoestados, que ya no necesariamente será autoestado de A. Por lo tanto,
una segunda medida de A proporcionará, en general, un resultado distinto al obtenido en la
primera medida. Como la medición de un observable modifica el valor del otro, éstos no poseen
valores definidos simultaneamente, razón por la cual se denominan observables incompatibles.
En este caso, es posible demostrar que el producto de las desviaciones estándar σA y σB al
medir dichos observables se encuentra acotado inferiormente. En particular, debe satisfacer la
desigualdad

σAσB ≥
1

2
|〈[A,B]〉|, (2.4.1)
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relación que representa la forma más general (depediente del estado) del célebre principio de
incertidumbre [78]. El conmutador, por lo tanto, puede ser considerado una medida del grado
de incompatibilidad de dos observables.

2.5. Sistemas abiertos

2.5.1. Operador densidad reducida

En el ejemplo discutido al introducir el operador densidad vimos cómo se produćıa un
estado mezclado a partir del desconocimiento sobre el resultado de la medición (ya realizada)
de un observable. Por lo tanto, un experimentador cauto que hubiese registrado el resultado
debeŕıa asignar, como estado post-medida, el correspondiente autovector asociado al autovalor
medido. Desde su punto de vista, el estado final seŕıa ciertamente puro. Pero además de la
existencia de incertidumbres durante la preparación, existe otro mecanismo mucho más común
de producción de estados mezclados: la interacción del sistema con su ambiente.

Dado que nuestro objetivo central es estudiar los aspectos termodinámicos de los sistemas
cuánticos, los sistemas de interés intercambiarán enerǵıa en forma de calor y trabajo con el
entorno, por lo que rara vez se encontrarán aislados. Esta interacción tiene dos consecuencias
principales. En primer lugar, producirá la pérdida del carácter unitario de la evolución. Si bien
la evolución global al incluir todos los sistemas relevantes será ciertamente unitaria, esto no
ocurrirá con los distintos subsistemas. Por otro lado, como la interacción t́ıpicamente entrelazará
los subsistemas, ya no será posible describir los aspectos locales mediante un vectores de estado,
ya que los subsistemas no se encontrarán en estados puros. La opción evidente para subsanar
este problema consiste en emplear la densidad del sistema total, extendiendo los operadores
locales al espacio de Hilbert global multiplicándolos tensorialmente por la identidad del otro
espacio.

Sin embargo, del mismo modo que a partir de una densidad de probabilidad conjunta es
posible obtener las densidades marginales para describir el comportamiento de cada variable
aleatoria en el caso clásico, en el formalismo de los operadores densidad es posible asignar
una densidad reducida a cada subsistema. Para sistemas bipartitos SE, si centramos nuestra
atención en el sistema S, este nuevo operador, que denotaremos ρS, deberá verificar que para
todo observable X : HS → HS se cumpla la condición:

trSE[ρSE(X ⊗ IE)] = trS[ρSX] (2.5.1)

de modo de proporcionar la estad́ıstica correcta de los observables locales sin necesidad de
trabajar en el espacio global. Es fácil verificar que el único operador que satisface la Ec. (2.5.1)
es

ρS = trE[ρSE] =
N∑
j=1

〈ψEj |ρSE|ψEj〉 (2.5.2)

siendo ρSE el operador densidad del sistema global, y
{
|ψEj〉

}
una base ortonormal arbitraria de

E. La operación trE se denomina traza parcial, y puede mostrarse que preserva las propiedades
de semipositividad, Hermiticidad y normalización, por lo que el resultado de su aplicación sobre
la densidad global es otro operador densidad que actúa exclusivamente sobre el espacio HS.
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Para ver que ρS efectivamente proporciona la estad́ıstica correcta, notemos que

〈X〉 = trSE(ρSE(X ⊗ IE))

=
∑
j,k

〈ψSj |〈ψEk |ρSE(X ⊗ IE)|ψSj〉|ψEk〉

=
∑
j

〈ψSj |[
∑
k

〈ψEk |ρSE|ψEk〉]|ψSj〉

=
∑
j

〈ψSj |trEρSX|ψSj〉

=
∑
j

〈ψSj |ρSX|ψSj〉

= trS(ρSX)

Los operadores de densidad reducida son fundamentales en el estudio de los sistemas
abiertos, por lo que serán ampliamente empleados este trabajo.

2.5.2. Evolución

Hasta el momento hemos visto dos tipos de evolución. Por un lado, la unitaria, que go-
bierna el comportamiento de los sistemas aislados; por otro lado, el colapso, proceso irreversible
producto de las mediciones efectuadas sobre el sistema. Sin embargo, existen evoluciones más
generales. La evolución de un sistema abierto puede describirse en términos de cierta operación
que actúa sobre la densidad reducida del sistema. En términos generales estos mapas suelen
denominarse operaciones cuánticas, y deben preservar las propiedades de la matriz densidad,
por lo que deben ser completamente positivas y deben mantener la traza constante a efectos de
conservar la probabilidad total [68].

Una forma t́ıpica de describir este tipo de evoluciónes es mediante la descomposición de
Kraus, también llamada representación en suma de operadores [79]. La evolución del estado de
un sistema aislado bipartito SE está dada por la Ec. (2.3.3)

ρSE (t) = U (t, t0) ρSE (t0)U † (t, t0) , (2.5.3)

donde U (t, t0) es el operador evolución. Si inicialmente los sistemas se encuentran descorre-
lacionados, y E parte de un estado puro |ψE0〉, el estado inicial será descrito por el operador
ρ (t0) = ρS(t0)⊗ |ψE0〉〈ψE0|. Reemplazando este resultado en la Ec. (2.5.3), y tomando la traza
parcial en los grados de libertad de E en una base ortonormal arbitraria {|ϕEj〉}, obtenemos

ρS (t) =
∑
j

〈ϕEj |U (t, t0) ρS (t0 ⊗ |ψE0〉〈ψE0|)U † (t, t0) |ϕEj〉 =
∑
j

M (j)ρS(t0)M (j)† (2.5.4)

donde los operadores M (j) = 〈ϕEj |U (t, t0) |ψE0〉 actúan exclusivamente sobre HS y se deno-
minan operadores de Kraus. Nótese que la representación no es única, ya que los operadores
dependerán de la base {|ϕEj〉} seleccionada para efectuar la traza parcial. Adicionalmente, es

sencillo mostrar que el conjunto de todos ellos satisface la condición
∑

jM
(j)†M (j) = IS. Si

excepcionalmente la descomposición consta de solamente un operador de Kraus no nulo, se
recupera el carácter unitario de la evolución.

Un enfoque alternativo es aquel a través del cual la densidad reducida satisface una
ecuación maestra. En el régimen cuántico y en tiempo continuo, las ecuaciones maestras son
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un conjunto de ecuaciones diferenciales que involucran a las probabilidades de medir ciertos
elementos de una base (de forma similar al caso clásico), aśı como también las coherencias entre
dichos elementos. Si bien existen ecuaciones maestras exactas, la mayoŕıa se obtienen bajo una
serie de aproximaciónes válidas en el ĺımite de acoplamiento débil con el ambiente, situación que
t́ıpicamente se denomina régimen Markoviano (aunque no existe una definición universalmente
aceptada de qué significa Markoviano en el caso cuántico). La forma más general de estas
ecuaciones es la Ecuación de Gorini–Kossakowski–Sudarshan–Lindblad, generalmente referida
como Ecuación de Lindblad [80]:

∂ρS
∂t

= − i
~

[H, ρS] +D(ρS). (2.5.5)

donde H es un operador Hermı́tico que rige la parte unitaria de la evolución (aunque no
necesariamente coincide con el Hamiltoniano del sistema), y D(ρS) es el disipador, que modela
la interacción con el ambiente y que adopta la forma

D(ρS) =
N2−1∑
i=1

γi[LiρL
†
i −

1

2
{LiL†i , ρS}]. (2.5.6)

En la ecuación anterior los operadores {Li} se denominan operadores de salto, los coeficientes
{γi} son los parámetros de decoherencia, y {A,B} = AB + BA es el anticonmutador de los
operadores A y B.

Esta ecuación se emplea para modelar la evolución de sistemas cuánticos abiertos en
prácticamente todas las áreas en las que estos aparecen, por ejemplo en óptica cuántica, f́ısica
de la materia condensada, f́ısica atómica, información y termodinámica cuánticas, entre otras
(ver la Ref. [81] y los trabajos citados en ella).

2.6. Qubits

Muchos resultados de este trabajo están enmarcados en el estudio de los sistemas cuánticos
más simples, que son aquellos que poseen un espacio de estados de dimensión 2 y que, por
analoǵıa con el bit clásico, suelen ser denominados qubits (abreviatura de quantum bits). Estos
sistemas representan la mı́nima unidad de información en el régimen cuántico, por lo que son
insumos fundamentales para la implementación de la computación cuántica. A pesar de su
simplicidad, los qubits presentan varias de las caracteŕısticas propias de la mecánica cuántica
que son imposibles en sistemas clásicos, como la posibilidad de encontrarse en una superposición
coherente de estados, o de entrelazarse con el ambiente.

En términos de una base ortogonal arbitraria {|0〉, |1〉} de su espacio de estados, un estado
puro del qubit se escribe en la forma:

|ψ〉 = a|0〉+ b|1〉, |a|2 + |b|2 = 1. (2.6.1)

Nótese que cada una de las amplitudes complejas a y b introduce 2 parámetros reales en la
descripción del estado. Sin embargo, considerando la condición de normalización y el hecho de
que fases globales no modifican las predicciones f́ısicas, basta con dos parámetros para definir
completamente el estado. Una elección usual es la siguiente

|ψ〉 = cos (γ/2) |0〉+ sen(γ/2)eiϕ|1〉, (2.6.2)
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donde γ y ϕ satisfacen las condiciones 0 ≤ γ ≤ π, 0 ≤ ϕ < 2π. Esta elección permite establecer
una correspondencia entre los estados puros de un qubit y los puntos de la superficie de una
esfera de radio 1, denominada Esfera de Bloch, que se muestra en la Fig. (2.1).

Figura 2.1: Esfera de Bloch. Cada estado puro de un qubit está asociado a un punto sobre la superficie
de la esfera, definido por los ángulos γ y ϕ de la figura. Nótese que estados ortogonales en el espacio
de Hilbert (como |0〉 y |1〉) son diametralmente opuestos en la esfera.

La utilidad de la esfera de Bloch no se reduce a la representación de estados puros. Como
los operadores densidad son Hermı́ticos y poseen traza uno, podemos representarlos en términos
de tres números reales Bx, By y Bz por medio de la matriz:

ρS =
1

2

(
1 +Bz Bx − iBy

Bx + iBy 1−Bz

)
. (2.6.3)

La positividad del operador queda asegurada si sus autovalores λ± = 1
2
[1 ±

√
B2
x +B2

y +B2
z ]

son no negativos, condición que se satisface si

B2
x +B2

y +B2
z ≤ 1. (2.6.4)

A partir de estas observaciones, cualquier estado de un qubit puede escribirse en la forma

ρS =
1

2
[I + ~B.~σ], (2.6.5)

donde
~B = (Bx, By, Bz) (2.6.6)
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es el denominado vector de Bloch y ~σ = (σx, σy, σz) es un vector formal cuyas componentes son
las matrices de Pauli, que a menos de un factor ~/2, coinciden con los operadores asociados a
las componentes del esṕın [68]:

σx =

(
0 1
1 0

)
, σy =

(
0 −i
i 0

)
, σz =

(
1 0
0 −1

)
. (2.6.7)

Luego, en virtud de la condición (2.6.4), observamos que el módulo B =
√
B2
x +B2

y +B2
z del

vector de Bloch satisface la relación B ≤ 1, por lo que cada estado posible (puro o mezclado)
de un sistema de dos niveles puede representarse mediante un punto perteneciente a la esfera
de Bloch. Nótese que los autovalores de ρS quedan expresados como

λ± =
1

2
[1±B], (2.6.8)

mientras que la pureza adopta la forma

tr(ρ2
S) =

1

2

[
1 +B2

]
(2.6.9)

de donde resulta evidente que, en efecto, los estados puros (B = 1) se ubican sobre la superficie,
mientras que los mezclados (0 ≤ B < 1) ocupan la región interior a la esfera. En particular, su
centro (B = 0) representa el estado máximamente mezclado:

ρS =

(
1/2 0
0 1/2

)
. (2.6.10)

A partir de las Ecs. (2.3.2), (2.6.5) y (2.6.7), podemos obtener los valores esperados de
los operadores de Pauli en un estado arbitrario:

〈σx〉 = tr(ρSσx) = Bx

〈σy〉 = tr(ρSσy) = By

〈σz〉 = tr(ρSσz) = Bz.

(2.6.11)

Éste resultado muestra que en el espacio real, el vector de Bloch es proporcional al valor medio
del esṕın del sistema. La representación del estado mediante dicho vector no es entonces sóla-
mente un artilugio matemáticamente conveniente, sino que también posee una clara motivación
f́ısica.

Para finalizar, analizaremos la evolución de un qubit aislado gobernado por un Hamilto-
niano constante arbitrario H. El carácter Hermı́tico de H implica que, al igual que la matriz
densidad, también puede ser expresado como combinación lineal de las matrices de Pauli y la
identidad:

H = αI− ~v.~σ (2.6.12)

Como la identidad conmuta con cualquier operador, el término αI no juega ningún rol impor-
tante en la evolución, que está dada por la Ec. (2.3.3). Obsérvese que independientemente del
sistema de dos niveles que estemos considerando, su dinámica es equivalente a la de un esṕın
en un campo magnético externo, por lo que denominaremos al vector ~v campo efectivo (notar
también que su módulo ya posee unidades de enerǵıa). Reemplazando las Ecs. (2.6.5), (2.6.12),
y con ayuda de la identidad

(~a.~σ)(~b.~σ) = (~a.~b)I + i~σ.(~a×~b), (2.6.13)
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se obtiene que la evolución del vector de Bloch está dada por:

d ~B

dt
= −2~−1~v × ~B, (2.6.14)

Esta ecuación muestra que ~Ω = −2~−1~v desempeña el rol de una velocidad angular, por lo que
si el sistema se encuentra aislado, el vector de Bloch ~B rotará alrededor de la dirección v̂ con
rapidez angular Ω = 2|~v|/~.
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Caṕıtulo 3

Elementos de Termodinámica

La termodinámica es la rama de la f́ısica que estudia la relación entre el calor y otras
formas de enerǵıa. Originalmente concebida con el objetivo de incrementar la eficiencia de las
máquinas térmicas, su enorme potencia, producto de la sencillez de sus postulados y de su enor-
me campo de aplicaciones, la convirtieron en una de las discipinas cient́ıficas más firmemente
establecidas.

En ĺınea con el enfoque adoptado en el caṕıtulo anterior, aqúı presentaremos las ideas
básicas de la teoŕıa, buscando que el trabajo resulte lo más autocontenido posible. Debido a
este mismo objetivo, incluiremos también resultados provenientes de la mecánica estad́ıstica
y discutiremos brevemente algunos aspectos de la termodinámica en el régimen cuántico, que
servirán de base para la presentación de nuestros propios resultados en los caṕıtulos posteriores.

3.1. Sistemas, estados, procesos y postulado de estado

Una vez delimitada la frontera de nuestro sistema de interés, el mismo quedará caracteri-
zado a través de su estado termodinámico, que en este caso se define mediante un conjunto de
magnitudes medibles u obtenibles indirectamente a partir de mediciones, denominadas propie-
dades termodinámicas. Dentro del conjunto de los estados posibles en los que puede encontrarse
el sistema, existe un subconjunto destacado formado por aquellos estados que, debido a su sim-
plicidad, quedan definidos mediante un conjunto muy reducido de propiedades. A esos estados
se los denomina estados de equilibrio, y su simplicidad es consecuencia de la ausencia de in-
homogeneidades internas en el sistema. Cuando el estado vaŕıa en el tiempo, denominaremos
proceso al conjunto de los sucesivos estados que recorre el sistema.

Si bien la termodinámica clásica permite trabajar con procesos que incluyan estados
fuera del equilibrio, suele restringirse a situaciones en las cuales los estados inicial y final son de
equilibrio. Los procesos que transitan exclusivamente un conjunto de estados de equilibrio se
denominan cuasiestáticos. El concepto de proceso cuasiestático es una idealización: todo proceso
ocurrido en tiempo finito transita, necesariamente, estados que no son de equilibrio. Dentro del
conjunto de procesos cuasiestáticos existe a su vez un subconjunto de particular importancia,
conformado por los procesos denominados reversibles. Un proceso es reversible si tanto el sistema
como el ambiente pueden ser devueltos a su estado original. Por supuesto que esto también es
una idealización: la presencia de cualquier gradiente no infinitesimal de temperatura o presión
en el sistema, aśı como la existencia de fricción o de cierto tipo de reacciones qúımicas, entre
otros factores, aseguran inmediatamente la irreversibilidad del proceso.
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En base a la experiencia se observa que para el caso de sustancias puras simples y com-
presibles, los estados de equilibrio quedan completamente determinados conociendo el valor
de tan sólo dos propiedades intensivas independientes. Esto significa que el conocimiento de
dos propiedades independientes define el valor de cualquier otra propiedad del sistema. Este
resultado es independiente de las leyes de la termodinámica y se denomina postulado de estado
[82, 83]. En sistemas en los cuales otros tipos de trabajo son relevantes además del trabajo de
frontera, puede ser necesario especificar los valores de más propiedades para definir el estado.

Cada estado de equilibrio de una sustancia puede representarse mediante un punto en
un cierto espacio definido convenientemente, denominado espacio de configuraciones. Para el
caso de sustancias simples compresibles, suele emplearse como espacio de configuraciones el
espacio Eucĺıdeo tridimensional, en cuyos ejes se colocan la presión, el volumen espećıfico y
la temperatura. Luego, como consecuencia del postulado de estado, el conjunto de estados de
equilibrio definirá una superficie en dicho espacio, llamada superficie de estados de equilibrio.
En particular, los procesos cuasiestáticos se representan mediante curvas sobre dicha superficie.

3.2. Equilibrio térmico, ley cero y la temperatura como

propiedad termodinámica

Dado un sistema aislado compuesto por dos subsistemas en sendos estados de equilibrio
(ausencia de inhomogeneidades internas), diremos que los mismos se encuentran en equilibrio
térmico si al ser puestos en contacto a través de una frontera diaterma (es decir, que permita el
pasaje de enerǵıa térmica), no se observa ningún cambio apreciable en el estado macroscópico de
ninguno de los sistemas. Esta situación suele alcanzarse inevitablemente luego del intercambio
energético.

La ley cero de la termodinámica establece que la relación de equilibrio térmico entre
sistemas termodinámicos definida anteriormente es una relación de equivalencia. En particular,
esto implica que satisface la propiedad transitiva: si dos sistemas se encuentran en equilibrio
térmico con un tercero, entonces también están en equilibrio térmico entre si. Siempre que un
conjunto permite definir una relación de equivalencia, es posible establecer una partición del
mismo en clases de equivalencia, donde cada una de ellas está conformada por los elementos
del conjunto que comparten cierta propiedad, que en este caso no es otra cosa que la noción
emṕırica de temperatura. En otras palabras, la ley cero establece la existencia de la propiedad
termodinámica que denominamos temperatura, como aquella propiedad que se iguala para
sistemas en equilibrio térmico, y establece las bases para su medición [82, 83].

Desde un enfoque exclusivamente macroscópico, poco más podemos decir del concepto de
temperatura. Recién con el advenimiento de la teoŕıa cinética de los gases fue posible interpretar
dicho concepto como una medida de la enerǵıa cinética media de las componentes microscópicas
del sistema [86]. Una vez introducido el concepto de entroṕıa, seremos capaces de establecer
una definición mecánica de temperatura, pero que sólo será plausible de ser interpretada en
toda su profundidad luego de establecidas las bases de la mecánica estad́ıstica por parte de
Boltzmann [86].
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3.3. Calor, trabajo, enerǵıa interna y primera ley

Una vez introducido el concepto de temperatura, podemos definir el calor como la enerǵıa
que se transfieren los sistemas en contacto térmico exclusivamente en virtud de su diferencia
de temperatura.

A partir de esta definición y teniendo en cuenta la interpretación microscópica de la tem-
peratura, podemos comprender el flujo de calor como la manifestación observable de ciertos
procesos que ocurren a nivel microscópico (como choques moleculares en la frontera de am-
bos sistemas), a través de los cuales dos sistemas con distinta enerǵıa media por componente
redistribuyen esa enerǵıa. Esta visión permite comprender el sentido t́ıpico del flujo de calor,
orientado desde la región de mayor hacia la de menor temperatura. Sin embargo, si tuvieramos
acceso a las variables microscópicas que definen el estado de cada part́ıcula, apreciaŕıamos que
éstas presentan movimientos en todas las direcciones y con diversas velocidades. Por esta razón,
suele decirse que el calor es una forma de enerǵıa desordenada o degradada [82, 83].

A diferencia del calor, suelen considerarse como trabajo a aquellos intercambios energéti-
cos que pueden evaluarse mediante la variación de una coordenada perteneciente a la escala del
experimentador, por ejemplo, la altura de un pistón. Esto implica que el trabajo está asociado a
un desplazamiento colectivo uniforme de muchos grados de libertad microscópicos del sistema.
Rećıprocamente, el experimentador podrá realizar trabajo sobre el sistema de interés modifi-
cando dicha coordenada (que para mantener la discusión lo más general posible, denotaremos
X) mediante la aplicación de una fuerza generalizada Y , de modo que por caso general cada
trabajo involucrado adoptará una expresión de la forma

δW = Y dX. (3.3.1)

Algunos casos t́ıpicos son el trabajo ejercido por la presión en la frontera móvil de un sistema
compresible (δW = PdV ); o el trabajo de magnetización δW = BdM , donde B es el campo
magnético aplicado y dM el cambio en la magnetización del sistema. Consecuentemente, suele
considerarse al trabajo como una forma de transferencia de enerǵıa ordenada, a diferencia de
la reconfiguración microscópica incontrolable asociada al flujo de calor.

Con respecto a la convención de signos empleada en este trabajo, consideraremos que el
calor es positivo cuando ingresa al sistema y que el trabajo es positivo cuando es efectuado
sobre el sistema.

A pesar de sus diferencias, el calor y el trabajo también presentan similitudes que, en
algunos casos, pueden dificultar su identificación. La principal de ellas que ambas son funciones
de trayectoria, es decir, que su valor depende no sólamente de los estados inicial y final, sino
también del proceso seguido por el sistema. Esto equivale a que sus diferenciales δQ y δW son
inexactos. Nótese el empleo del śımbolo δ en este caso, para diferenciarlos de los diferenciales
exactos, que están asociados a funciones de estado X que corresponderán a las propiedades
termodinámicas, y cuyos diferenciales serán denotados de la forma estándar dX.

El descubrimiento de la vinculación entre el calor y el trabajo es uno de los resultados más
importantes de la f́ısica clásica. El primer paso en este sentido fue la publicación del trabajo
The Mechanical Equivalent of Heat por parte de Joule en el año 1845, en el cual establece la
proporcionalidad entre el calor y el trabajo total intercambiados en un proceso ćıclico. Con una
elección de unidades adecuada y en terminoloǵıa actual, el resultado se escribe [82, 83]:∮

δQ = −
∮
δW (3.3.2)
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y representa el enunciado básico de la primera ley de la termodinámica. A partir de este resul-
tado es directo demostrar que a pesar de constituir diferenciales inexactos, la adición del calor
y el trabajo es una función de estado, que denotamos E y que corresponde a la enerǵıa total
del sistema [82, 83]:

dE = δQ+ δW (3.3.3)

La interpretación de la ecuación anterior es clara: el cambio de enerǵıa de un sistema
cerrado se debe exclusivamente a los flujos de enerǵıa a través de su frontera en las formas
de calor y trabajo, y por lo tanto la enerǵıa total (la del sistema más la del ambiente con el
que intercambia calor y trabajo) será una constante. En lo que refiere a esta tesis, las enerǵıas
cinéticas y potenciales no juegan ningún papel, por lo que el śımbolo E referirá exclusivamente a
la enerǵıa interna almacenada en el sistema. Una curiosidad interesante es que, contrariamente
al orden en que son presentadas en los textos y cursos de termodinámica, la formulación de
este principio es posterior a la formulación de Carnot de la segunda ley [82, 83].

3.4. Segunda ley

La posibilidad de diseñar teóricamente procesos que satisfacen la conservación de la
enerǵıa pero que son imposibles de observar en la práctica pone en evidencia la necesidad
de enunciar una ley adicional que diferencie los procesos reales, de aquellos prohibidos por la
naturaleza. Dentro de estos procesos inobservables que, sin embargo, satisfacen la primera ley,
probablemente el caso más paradigmático es la existencia de un flujo de calor espontáneo hacia
una región de mayor temperatura [82, 83].

El desarrollo histórico de la termodinámica estuvo invariablemente ligado a sus aplica-
ciones tecnológicas. En particular, la necesidad de convertir enerǵıa térmica en trabajo útil de
manera continua condujo a la construcción de máquinas térmicas cuya sustancia de trabajo
opera en ciclos termodinámicos. Por esta razón, los primeros enunciados de las leyes de la ter-
modinámica (y particularmente de la segunda ley) hacen referencia a imposibilidades reales en
procesos ćıclicos. Dentro de este tipo de enunciados, se destacan las formulaciones de Clausius
y de Kelvin-Planck:

Enunciado de Clausius

Es imposible construir una máquina térmica operando entre dos focos térmicos en un ciclo
termodinámico, y que tenga por único efecto transferir cierta cantidad de calor desde el foco
frio hacia el foco caliente [87].

Enunciado de Kelvin-Planck

Es imposible construir una máquina térmica operando en un ciclo termodinámico, y que
tenga por único efecto realizar trabajo extrayendo calor de un único foco térmico [88].

La demostración de la equivalencia de ambos enunciados puede encontrarse en cualquier
libro de termodinámica [82, 83]. El enunciado de Clausius resulta muy intuitivo, ya que versa
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sobre el sentido natural de los flujos de calor. La trasferencia de calor desde el foco frio al caliente
en un proceso ćıclico del sistema es ciertamente posible, pero requiere de trabajo externo, lo que
implica una modificación en el estado del ambiente. Por lo tanto, semejante transferencia de
calor está siempre acompañada de algún efecto adicional. La formulación de Kelvin-Plank, por
su parte, aplicada en conjunto con la primera ley, pone de manifiesto otro aspecto fundamental
de la naturaleza que no resulta evidente a partir de la formulación de Clausius: la imposibilidad
de convertir todo el calor extraido de un foco térmico en trabajo, en un proceso ćıclico. A efectos
de completar el ciclo, debe existir alguna instancia en la que el sistema libere calor hacia otro
foco de temperatura menor (en los ciclos t́ıpicos de potencia como el ciclo de Rankine, esta
etapa de liberación de calor ocurre en el condensador). A menos que se disponga de otro foco
a una temperatura incluso menor, ese calor desechado ya no podrá emplearse para realizar
trabajo, por lo que su minimización en la implementación práctica de los distintos ciclos de
potencia (con el consecuente aumento de su eficiencia) ha sido objeto permanente de estudio
hasta nuestros dias [89].

3.5. Entroṕıa: enfoque clásico

En su célebre trabajo publicado en el año 1862 y titulado On the Application of the
Theorem of the Equivalence of Transformations to Interior Work, Clausius presenta su famosa
desigualdad, que versa: ∮

δQ

T
≤ 0 (3.5.1)

donde T la temperatura de la región de la frontera del sistema en donde se produce el inter-
cambio de calor. En particular, la igualdad se produce para un conjunto particular de procesos
denominados internamente reversibles (esto es, sin factores de irreversibilidad dentro de la fron-
tera del sistema). En ese caso, δQ/T se vuelve un diferencial exacto, cuya función de estado S
se denomina entroṕıa:

dS =

(
δQ

T

)
int rev

(3.5.2)

A partir de las Ecs. (3.5.1) y (3.5.2), es fácil demostrar que todo proceso infinitesimal satisface la
desigualdad dS ≥ δQ/T . Por conveniencia, este resultado suele escribirse en forma de igualdad:

dS =
δQ

T
+ δSgen, δSgen ≥ 0 (3.5.3)

donde δSgen recibe el nombre de entroṕıa generada. Este nuevo diferencial inexacto es siempre
no negativo, es nulo para procesos reversibles, y puede demostrarse que su magnitud es tanto
mayor cuanto mayor sea el trabajo requerido para revertir el proceso. Por lo tanto, la entroṕıa
generada puede interpretarse como una medida de la irreversibilidad inherente al proceso. Por
supuesto que distintas elecciones de la frontera del sistema incluirán distintas irreversibilidades
en su interior y, por lo tanto, proporcionarán distintos valores de entroṕıa generada.

A modo de ejemplo, consideremos un sistema aislado compuesto por dos subsistemas A
y B que se encuentran a sendas temperaturas uniformes TA > TB e intercambian una cantidad
de calor δQA = −δQB = δQ. Dado que la entroṕıa es aditiva, y en virtud de la Ec. (3.5.3), el
cambio de entroṕıa del sistema total será:

dStot = dSA + dSB = δSgen(A) + δSgen(B) + δQ

(
1

TA
− 1

TB

)
(3.5.4)
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Cada uno de los términos no negativos δSgen(A), δSgen(B) representa la entroṕıa generada debido
a las irreversibilidades interiores a cada sistema, por lo que corresponden a los diferenciales de
entroṕıa generada interna o intŕınseca. Obsérvese que el último término también es no negativo
debido a que si TA > TB, el calor fluirá de A hacia B, por lo que tanto δQ como el factor
entre paréntesis serán negativos, y su producto tendrá signo positivo. Dicho término puede
interpretarse fácilmente como la entroṕıa producida en la frontera común de los sistemas debido
a la transferencia de calor: será cero si no existe intercambio de calor, o si las temperaturas
de los sistemas son iguales o difieren infinitesimalmente, en cuyo caso la transferencia de calor
será reversible. Concluimos entonces que la variación total de entroṕıa es igual a la suma de las
entroṕıas generadas internamente en cada uno de los sistemas, más la entroṕıa generada en la
frontera por la tranferencia de calor, y es siempre una cantidad no negativa:

dStot =
∑

δSgen ≥ 0 (3.5.5)

Nótese que si bien la segunda ley de la termodinámica es independiente del concepto de entroṕıa,
el empleo de esta propiedad permite expresar dicha ley de una forma muy simple: la entroṕıa
de un sistema aislado nunca decrece.

Vale la pena detenerse en el caso particular en que el sistema B es una reserva térmica.
Las reservas térmicas son sistemas internamente reversibles (Sgen(B) = 0) que, debido a su
extensión, logran mantener su temperatura constante durante los procesos, con independencia
del calor que se extraiga o se deposite en ellos. Bajo estas hipótesis, si extendemos la frontera
de A hasta los ĺımites de la reserva, la entroṕıa generada intŕınseca que se obtiene a partir de la
Ec. (3.5.3) aplicada al sistema A coincidirá con el cambio de entroṕıa del sistema total, pues la
irreversibilidad por trasferencia de calor está siendo considerada dentro de A, y paralelamente
no se crea entroṕıa en B debido a la hipótesis de reversibilidad interna. Por lo tanto:

dSAB = δSgen(A) = dSA −
δQ

TB
(3.5.6)

Nótese que a partir de las expresiones (3.3.3) y (3.5.3) de la primera y la segunda ley,
podemos escribir:

TdS = dE − δW + TδSgen (3.5.7)

de donde se deduce que el trabajo realizado por el sistema adopta la forma

δW sist = −δW = −(dE − TdS)− TδSgen. (3.5.8)

A partir de este resultado notamos que para sistemas en contacto con una reserva térmica a
temperatura T > 0 que sufren un cambio de estado dado (dE, dS fijos), el máximo trabajo
ocurrirá cuando no hay generación de entroṕıa en el proceso (δSgen = 0), en cuyo caso:

δW sist
max = −(dE − TdS) = −dF (3.5.9)

donde
F = E − TS (3.5.10)

es la enerǵıa libre de Helmholtz.

Nótese también que en el caso reversible con trabajo arbitrario de un único tipo, podemos
escribir:

dS =
1

T
dE − Y

T
dX (3.5.11)
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Considerando como variables independientes E y X, el diferencial de entroṕıa se escribe

dS =
∂S

∂E

∣∣∣∣
X

dE − ∂S

∂X

∣∣∣∣
E

dX, (3.5.12)

por lo que comparando las expresiones anteriores, podemos obtener la temperatura del sistema
como la derivada parcial de la entroṕıa respecto a la enerǵıa, en un proceso sin trabajo:

1

T
=
∂S

∂E

∣∣∣∣
X

(3.5.13)

Esta definición será la base de nuestra exploración del concepto de temperatura en el régi-
men cuántico. Del mismo modo, evaluaremos la respuesta del sistema en lo que refiere a las
variaciones de temperatura producidas exclusivamente por el flujo de calor a través del calor
espećıfico:

CX =
∂T

∂E

∣∣∣∣
X

(3.5.14)

3.6. Interpretación estad́ıstica de la termodinámica

A pesar de los beneficios que presenta la introducción del concepto de entroṕıa desde el
punto de vista práctico, es dif́ıcil adquirir una comprensión f́ısica profunda de dicho concepto
manteniéndonos exclusivamente dentro del marco de la termodinámica clásica. Esta observación
vale también para otras propiedades cuya interpretación es más intuitiva, como la temperatura.
Y del mismo modo que la teoŕıa cinética de los gases resultó fundamental para interpretar la
temperatura desde el punto de vista microscópico, la mecánica estad́ıstica, y en particular, los
trabajo de Boltzmann, hicieron lo propio con el concepto de entroṕıa [11].

Ya comentamos que el estado termodinámico de un sistema macroscópico en equilibrio
queda completamente definido conociendo los valores de un conjunto reducido de propiedades.
Diremos entonces que dicho conjunto define un macroestado del sistema. Pero es intuitivamente
claro que a nivel microscópico existe un conjunto potencialmente grande de configuraciones de
las componentes del sistema (microestados) que son percibidos desde la escala del observador
como un mismo macroestado. Asumiendo que todos los microestados son equiprobables, es
razonable suponer que el macroestado de equilibrio será aquel que maximiza el número de
microestados compatibles con las restricciones a las que está sometido el sistema.

Consideremos entonces un sistema aislado compuesto por dos subsistemas A y B que
intercambian enerǵıa en forma de calor. Si la enerǵıa total es EA + EB = E, a partir de las
observaciones del párrafo anterior y denotando por Ω al número de microestados, es sencillo
mostrar que, en ausencia de correlaciones iniciales, el estado de equilibrio verifica:

∂lnΩA

∂EA
=
∂lnΩB

∂EB
(3.6.1)

Dado que la magnitud que se iguala para ambos sistemas al alcanzarse el equilibrio térmico es
la temperatura, es claro que cada término de la ecuación anterior debe ser cierta función de
dicha propiedad, que denotamos f(T ). Comparando este resultado con la Ec. (3.5.13) deducida
en el marco de la termodinámica clásica, resulta evidente que la elección adecuada para f es
f(T ) = 1/T , y que el logaritmo de Ω debe interpretarse, a menos de una constante, como la
entroṕıa del sistema:

S = kB ln Ω (3.6.2)
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El valor de kB para el cual la ecuación anterior proporciona valores idénticos a la entroṕıa
termodinámica es

k = kB = 1,380649× 10−23J/K

y se denomina constante de Boltzmann. Curiosamente, esta constante no fue introducida por
Boltzmann sino por Planck, en su famoso trabajo sobre la radiación del cuerpo negro (y en el
que, dicho sea de paso, también vio la luz la constante que lleva su nombre). La Ec. (3.6.2)
establece una clara relación entre la entroṕıa y el mundo microscópico: es una medida de la can-
tidad de microconconfiguraciones posibles que podŕıan estar dando lugar al estado macroscópico
observado.

A modo de ejemplo, consideremos N objetos f́ısicos idénticos con un espectro de enerǵıas
discreto E1, ..., Ek, valores que pueden ser ocupados con la misma probabilidad. Es claro que
para una distribución particular en la que nj part́ıculas poseen enerǵıa Ej, j = 1, ..., k, la
cantidad de microconfiguraciones del sistema es:

Ω =
N !

n1!n2!...nk!
(3.6.3)

donde
∑k

j=1 nj = N . En el ĺımite termodinámico, la Ec. (3.6.2) en combinación con la aproxi-
mación de Stirling: n! ' n lnn− n, conducen, después de alguna manipulación algebraica, a la
siguiente expresión para la entroṕıa:

S ' −kB
k∑
j=1

pj ln pj, (3.6.4)

donde pj = nj/N es la fracción relativa de part́ıculas con enerǵıa Ej. La expresión anterior se
denomina Entroṕıa de Gibbs. En sistemas fuera del equilibrio, las fracciones relativas pueden
tomar cualquier valor siempre que satisfagan la condición de normalización. Pero si el sistema
alcanza un estado de equilibrio, entonces la distribución de part́ıculas entre los diferentes niveles
adopta una forma muy particular, que veremos a continuación.

Supongamos que el sistema posee enerǵıa total E. En virtud de las observaciones realiza-
das anteriormente, el estado de equilibrio es aquel que maximiza la cantidad de microestados
compatibles, y que por lo tanto, maximiza la entroṕıa sujeta a las restricciones del problema,
en este caso, la conservación de la enerǵıa total E y la condición de normalización. Luego, la
obtención de la distribución de equilibrio se reduce a la resolución del siguiente problema de
optimización:


max

[
−kB

∑N
j=1 pj ln pj

]
∑k

j=1 pjEj = E∑k
j=1 pj = 1

(3.6.5)

cuya solución se obtiene de forma directa mediante el método de los multiplicadores de Lagran-
ge, dando lugar a la denominada distribución canónica o de Gibbs :

pj =
e−βEj

Z
(3.6.6)

donde Z =
∑k

j=1 e
−βEj es la función de partición, y β es el multiplicador de Lagrange asociado

a la restricción de que la enerǵıa total es constante. Para dar interpretación f́ısica a dicho
multiplicador, primero observamos que a partir de las Ecs. (3.6.4) y (3.6.6), la entroṕıa en el
equilibrio termodinámico vale:

S = kBβE + kB lnZ (3.6.7)
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Es fácil verificar que esta ecuación es consistente con el caso clásico (ver la segunda igualdad
en la Ec.(3.5.9)), si se cumple que

β =
1

kBT
, F = −kBT lnZ. (3.6.8)

Finalmente, veremos que la interpretación estad́ıstica también permite arrojar luz sobre
la intepretación microscópica de los conceptos de calor y trabajo. A partir de las Ecs. (3.5.9),
(3.6.8) y la expresión de la función de partición, se obtiene:

δW =
N∑
j=1

pjdEj. (3.6.9)

Por otro lado, el cambio infinitesimal de enerǵıa del sistema es

dE =
N∑
j=1

dpjEj +
N∑
j=1

pjdEj. (3.6.10)

En virtud de la Ec. (3.6.9), es claro que el segundo término en el lado derecho de la ecuación
anterior coincide con el trabajo efectuado sobre el sistema. En consecuencia:

δQ =
N∑
j=1

dpjEj. (3.6.11)

Concluimos entonces que desde el punto de vista microscópico, el trabajo está asociado a la
modificación de los niveles energéticos del sistema, mientras que el calor tiene por efecto producir
una reconfiguración de las poblaciones de dichos niveles.

3.7. Algunos resultados en el régimen cuántico

3.7.1. Calor, trabajo y enerǵıa interna

Uno de los aspectos más contraintuitivos de la mecánica cuántica es el carácter proba-
biĺıstico del resultado de las mediciones efectuadas sobre los sistemas. El hecho de que sistemas
en exactamente el mismo estado cuántico proporcionen distintos resultados al medir un ob-
servable dado, sugiere que los intentos de extender la termodinámica a dichos sistemas deben
adoptar un enfoque necesariamente estad́ıstico. Siguiendo esta consigna, es razonable definir la
enerǵıa interna del sistema cuando se encuentra en el estado ρ como el valor esperado de las
medidas de enerǵıa sobre un ensemble de sistemas idénticos a S, en el estado dado:

E = 〈H〉 = tr[ρH] (3.7.1)

donde ρ es la densidad reducida del sistema, y H es su Hamiltoniano local. A partir de la
ecuación anterior, podemos escribir el cambio infinitesimal de enerǵıa interna como

dE = tr[dρH] + tr[ρdH] (3.7.2)

Expresando los operadores en la base de autoestados de H, el primer término en el lado derecho
de la ecuación anterior adopta la forma:

tr[dρH] =
N∑
j=1

dpjEj (3.7.3)
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donde {Ej} son las autoenerǵıas del sistema, y {pj} sus correspondientes probabilidades, que
coinciden con los elementos diagonales de ρ. Por otro lado, el segundo término es

tr[ρdH] =
N∑
j=1

pjdEj. (3.7.4)

La comparación de estos resultados con las Ecs. (3.6.9) y (3.6.11) sugiere adoptar las siguientes
definiciones de calor y trabajo en el régimen cuántico:

δQ = tr[dρSH], (3.7.5)

y
δW = tr[ρSdH] (3.7.6)

Estas definiciones fueron propuestas hace más de 40 años en la referencia [55], y desde entonces
este ha sido el abordaje estándar en lo que refiere a estas cantidades, por lo que nos referiremos
a las Ecs. (3.7.5 ) y (3.7.6) como el paradigma estándar. Sin embargo, otras nociones de calor
y trabajo también han sido empleadas en la literatura [90, 91, 92, 93], por lo que la correcta
identificación de estas cantidades puede considerarse un problema abierto. Como veremos más
adelante, el análisis cŕıtico de este paradigma es uno de los principales objetivos de este trabajo.

3.7.2. Entroṕıa de von Neumann

La entroṕıa de von Neumann es una de las extensiones del concepto de entroṕıa más
empleadas en el régimen cuántico. Originalmente concebida por von Neumann por medio de un
experimento mental en el año 1927 [94], la entroṕıa de von Neumann de un operador densidad
ρ se define como:

SvN(ρ) = −kBtr (ρ ln ρ) , (3.7.7)

donde, por conveniencia, hemos incluido la constante de Boltzmann en la definición. Es sencillo
ver que si el espectro de dicho operador está constituido por los autovalores {λ

j
}, j = 1, ...N

entonces la entroṕıa se reduce a la expresión:

SvN = −kB
N∑
j=1

λ
j
lnλ

j
, (3.7.8)

donde la fórmula se extiende de manera continua a la situación en que existan autovalores nulos
utilizando que ĺımλ→0 λ lnλ = 0.

Comparando la ecuación anterior con la Ec. (3.6.4), observamos que la entroṕıa de von
Neumann no es otra cosa que la entroṕıa de Gibbs de la distribución de probabilidad que rige
los autoestados de ρ. Al igual que aquella, sólo coincidirá con la entroṕıa termodinámica para
un conjunto particular de estados del sistema.

Para determinar dichos estados, conviene recordar que en el marco de la teoŕıa de la
información, la expresión −

∑N
j=1 pj ln p

j
recibe el nombre de entroṕıa de Shannon, y representa

una medida de la incerteza asociada a una variable aleatoria que puede tomar N valores con
distribución {pj}. Según la prescripción de Jaynes [95], si sólo conocemos el valor medio de la
enerǵıa del sistema, debemos asignarle el estado que maximiza la entroṕıa de Shannon sujeta
al v́ınculo E = 〈H〉 = cte, de donde fácilmente se obtiene:

ρ =
e−βH

tr (e−βH)
. (3.7.9)
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Los operadores densidad del tipo (3.7.9) son la extensión natural de la distribuciónes de Gibbs
en el régimen cuántico, por lo que son denominados Estados de Gibbs, o estados térmicos. Como
en este caso el Hamiltoniano y el operador densidad conmutan, los autovalores de ρ satisfacen
que

λj = pj =
e−βEj

Z
. (3.7.10)

Sustituyendo este resultado en la Ec. (3.7.8), obtenemos que, para estos estados, SvN coincide
con la entroṕıa clásica dada por la Ec. (3.6.6), pero para otros estados del sistema es claro que
esto deja de ser cierto. En particular, debe notarse que como SvN depende exclusivamente del
operador densidad, se encuentra definida para estados arbitrarios del sistema, a diferencia de
la entroṕıa termodinámica que sólo existe si el sistema se encuentra en un estado de equilibrio.

Una de las utilidades principales de esta entroṕıa es que, para sistemas cuánticos bipartitos
en estados puros, la entroṕıa de von Neumann de los subsistemas representa una medida de
su nivel de entrelazamiento [96]. A continuación citamos, sin demostración, otras propiedades
adicionales de SvN. Las demostraciones pueden encontrarse, por ejemplo, en [68].

SvN es constante en evoluciones unitarias.

0 ≤ SvN(ρ) ≤ ln[dimHS ]. Los extremos se obtienen cuando el estado es puro (SvN = 0) y
cuando está máximamente mezclado (SvN = ln[dimHS ]).

Si el sistema AB se encuentra en un estado puro, entonces SvN(ρ
A

) = SvN(ρ
B

). La de-
mostración es una consecuencia directa de la descomposición de Schmidt [68].

SvN es no decreciente ante medidas proyectivas. Sin embargo, puede disminuir ante me-
didas generalizadas.

Si ρ1 y ρ2 son estados arbitrarios, entonces SvN(ρ1 ⊗ ρ2) = SvN(ρ1) + SvN(ρ2).

SvN es una función cóncava: Si {pj} es una distribución de probabilidad asociada a un
conjunto de estados {ρ

j
}, entonces SvN(

∑
j pjρj) ≥

∑
j pjSvN(ρj).

Si bien hemos mostrado que en el equilibrio se reduce al valor clásico, la utilización de
SvN en los análisis termodinámicos sigue siendo objeto de debate [97]. A lo largo de este trabajo
asumiremos que la entroṕıa de von Neumann es, en efecto, la extensión “correcta”de la entroṕıa
termodinámica, y exploraremos las consecuencias de esta hipótesis.

3.7.3. Entroṕıa generada

Hemos visto que SvN sólo es aditiva para estados producto de sistemas bipartitos, a
diferencia de la entroṕıa tradicional. Sin embargo, el aspecto más conflictivo que presenta el
empleo de SvN está vinculado a su evolución en sistemas aislados. Dado que las transformaciones
unitarias preservan los autovalores del operador densidad, la entroṕıa de von Neumann de un
sistema aislado permanece constante. Sin embargo, la entroṕıa termodinámica en procesos reales
siempre crece (o a la sumo se mantiene constante) debido a la presencia de irreversibilidades.
La imposibilidad por parte de SvN de dar cuenta de la entroṕıa generada ha representado
un enorme desaf́ıo para los intentos de conciliar la termodinámica y la mecánica cuántica, y
diversas propuestas han sido utilizadas para intentar describir la irreversibilidad en este régimen
[98, 99, 100].
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Una de las visiones más extendidas en la literatura sostiene que, a diferencia de lo que
ocurre en el caso clásico, en el que la variación de entroṕıa y la generación de entroṕıa de
un sistema aislado siempre coinciden, estas cantidades deben considerarse como magnitudes
independientes en el caso cuántico. En lo que sigue, analizaremos una propuesta que sigue esa
filosof́ıa [99].

Consideremos un sistema S en contacto con una reserva R de tamaño arbitrario, inicial-
mente en un estado de Gibbs ρR(0) = e−βHR/tr(e−βHR), donde HR es el Hamiltoniano de la
reserva (que asumimos constante) y β es el inverso de su temperatura inicial. Asumiendo un
estado inicial descorrelacionado, y en virtud de que la evolución global es unitaria, se tiene que:

SSRvN (t) = SSRvN (0) = SSvN(0) + SRvN(0) (3.7.11)

Sumando SSvN(t) a ambos lados, se obtiene:

SSvN(t)− SSvN(0) = −SSRvN (t) + SSvN(t) + SRvN(0) (3.7.12)

Usando la definición de entroṕıa (para simplificar la notación empleamos kB = 1) y que SSvN(t) =
−trS[ρS(t) ln ρS(t)] = −trSR[ρ(t) ln(ρS(t)⊗ IR)], la variación de entroṕıa de S puede escribirse
como

∆SSvN(t) = trSR[ρ(t) ln ρ(t)]− trSR[ρ(t) ln(ρS(t)⊗ IR)]− trR[ρR(0) ln ρR(0)]. (3.7.13)

Restando y sumando trR[ρR(t) ln ρR(0)], y reemplazando el término negativo por su expresión
equivalente −trSR[ρ(t) ln(IS ⊗ ρR(0))], obtenemos:

∆SSvN(t) =trSR[ρ(t) ln ρ(t)]− trSR[ρ(t) ln(ρS(t)⊗ IR)]− trSR[ρ(t) ln(IS ⊗ ρR(0)]

+ trR[(ρR(t)− ρR(0))ρR(0)],
(3.7.14)

o, equivalentemente:

∆SSvN(t) = trSR[ρ(t) ln ρ(t)]− trSR[ρ(t) ln(ρS(t)⊗ ρR(0))] + trR[(ρR(t)− ρR(0))ρR(0)]. (3.7.15)

En este punto es conveniente introducir divergencia de Kullback-Leibler, también denominada
entroṕıa relativa de dos estados ρ y σ:

D(ρ ‖ σ) = tr[ρ ln ρ]− tr[ρ lnσ]. (3.7.16)

Esta cantidad es siempre no negativa, y generaliza la entroṕıa relativa clásica entre dos dis-
tribuciones de probabilidad, por lo que representa una medida (no simétrica) de la distancia
entre dos operadores densidad [68]. Empleando esta definición, junto a la expresión del estado
de Gibbs de la reserva y la Ec. (3.7.5) que define el calor intercambiado, obtenemos:

∆SSvN(t) = D(ρ(t) ‖ ρS(t)⊗ ρR(0)) + βQ (3.7.17)

Comparando esta ecuación con la expresión clásica de la primera ley, Ec. (3.5.3), es claro que
podemos identificar la entroṕıa generada mediante el término (incluyendo nuevamente kB):

Sgen(t) = kBD(ρ(t) ‖ ρS(t)⊗ ρR(0)). (3.7.18)

La no negatividad de la entroṕıa generada es en este contexto una consecuencia directa
de que la entroṕıa relativa goza de dicha propiedad. Sin embargo, a diferencia del caso clási-
co, no necesariamente es una función monótona creciente, ya que el sistema puede presentar
recurrencias. Es esperable que el comportamiento monótono ocurra en el ĺımite de reservorios
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grandes, de forma de reducir la posibilidad de que el sistema retorne a estados cercanos al
estado descorrelacionado inicial. Es interesante notar que la entroṕıa generada queda expresa-
da en términos de la distancia a un estado descorrelacionado, por lo que puede interpretarse
como una medida de las correlaciones creadas entre el sistema y la reserva. Sin embargo, debe
observarse que el estado descorrelacionado que figura en la Ec. (3.7.18) no es el producto de las
densidades marginales en el instante actual, ya que el estado de la reserva aparece evaluado en
el instante inicial. Del mismo modo, sólo puede asegurarse que β está asociado a la temperatura
de la reserva durante todo el proceso en el ĺımite de reservorios muy grandes.

Es posible mostrar que en el ĺımite de acoplamiento débil, si el sistema alcanza un estado
de equilibrio ρeqS , la expresión (3.7.18) adopta la forma [100]:

Sgen(t) = kB [D(ρS(0) ‖ ρeqS )−D(ρS(t) ‖ ρeqS )] , (3.7.19)

Esta relación, aunque aproximada, posee la ventaja de expresar la entroṕıa generada en términos
de la densidad reducida del sistema, a diferencia de la Ec. (3.7.18) que requiere del conocimiento
de la densidad global.
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Caṕıtulo 4

Termodinámica del qubit

En este caṕıtulo nos enfocaremos en el estudio de los sistemas cuánticos de dos niveles
(qubits) desde el punto de vista termodinámico. A pesar de su simplicidad, la comprensión de
estos sistemas es de fundamental importancia debido a su papel estructural en el desarrollo
de nuevas tecnoloǵıas, particularmente en lo referido a la implementación de la computación
cuántica. A partir de la aceptación del paradigma visto en el caṕıtulo anterior concerniente a
las nociones de calor y trabajo, desarrollaremos la correspondiente termodinámica del qubit
y aplicaremos los resultados en varios modelos concretos. Todos los resultados presentados en
este caṕıtulo son originales y han sido publicados en las referencias [101, 102, 103].

4.1. Preliminares

4.1.1. Propiedades termodinámicas

Hemos visto que la interpretación estad́ıstica resulta fundamental para arrojar luz sobre
la naturaleza última de ciertas propiedades termodinámicas, como la entroṕıa o la temperatura.
Al abordar el estudio de sistemas cuánticos, nos encontramos con que el carácter inherentemente
probabiĺıstico de los resultados de las medidas efectuadas sobre estos sistemas, en conjunto con
el hecho de que t́ıpicamente se encuentran en estados mezclados, imponen el enfoque estad́ıstico
ya no sólo como el más conveniente, sino como el único posible.

Esta caracteŕıstica de los sistemas cuánticos sugiere que una forma natural de entender las
propiedades termodinámicas es interpretarlas como los valores esperados de ciertos operadores,
o en el caso más general, como funciones construidas a partir de esos valores esperados. La
adopción de este enfoque implica resignar la posibilidad de aplicar los resultados a procesos
individuales, ya que el valor de una propiedad termodinámica sólo representará el promedio de
las mediciones realizadas en idénticas condiciones sobre una gran cantidad de copias del sistema.
A modo de ejemplo, la entroṕıa de von Neumann SvN = −tr[ρ log ρ] puede interpretarse como
el valor esperado del operador sorpresa − log(ρ), por lo que desde el punto de vista descrito, es
una propiedad termodinámica.

4.1.2. Postulado de estado

En el caṕıtulo anterior comentamos que además de los cuatro principios de la termo-
dinámica, la teoŕıa clásica emplea un axioma adicional denominado postulado de estado, el cual
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establece qué cantidad de propiedades independientes deben especificarse para determinar el
estado termodinámico de un sistema.

Siguiendo esta filosof́ıa, en el régimen cuántico también resultaŕıa útil disponer de un
conjunto de propiedades que permitan expresar cualquier otra propiedad. Recordando que el
estado de un sistema cuántico abierto queda determinado conociendo su operador densidad
reducida, y que para el caso de un sistema de dos niveles dicho operador puede ponerse en
correspondencia biuńıvoca con un punto en la esfera de Bloch a través de la relación

ρ
S

=
1

2
[I + ~B.~σ], ~σ = (σx, σy, σz), (4.1.1)

resulta claro que son necesarios tres parámetros para describir completamente el estado del sis-
tema. A la luz de lo anterior, una posibilidad natural es, precisamente, elegir como propiedades
fundamentales a las componentes del vector de Bloch:

~B = (Bx, By, Bz). (4.1.2)

Dichas componentes no solo definen el estado, sino que además satisfacen nuestra definición de
propiedad termodinámica, pues corresponden (a menos de un factor ~/2) a los valores esperados
de los operadores de esṕın, tal como fue mostrado en el Cap. 2. A modo de ejemplo, la entroṕıa
de von Neumann puede ser expresada en términos de estas propiedades a través del módulo B
del vector de Bloch, en la forma:

SvN
kB

= −
(

1 +B

2

)
ln

(
1 +B

2

)
−
(

1−B
2

)
ln

(
1−B

2

)
. (4.1.3)

Es claro que otras elecciones son igualmente válidas. Por ejemplo, las componentes del vector
de Bloch a lo largo de tres direcciones ortogonales arbitrarias x̂′, ŷ′ y ẑ′

Bx′ = ~S.x̂′, By′ = ~S.ŷ′, Bz′ = ~S.ẑ′, (4.1.4)

también representan un conjunto válido de propiedades independientes, y, consecuentemente,
determinan el estado del sistema.

4.2. Enerǵıa interna, calor, trabajo y primera ley

Consideraremos situaciones en las que el qubit de interés y el ambiente E con el que
interactúa constituyen un sistema aislado, cuya evolución unitaria estrá gobernada por un
Hamiltoniano que puede escribirse como la suma de los respectivos Hamiltonianos locales H y
HE, más un término de interacción Hint:

Htot = H +HE +Hint (4.2.1)

En el ĺımite de acoplamiento débil la enerǵıa de interacción es despreciable en comparación con
las enerǵıas de los subsistemas, por lo que tiene sentido definir la enerǵıa interna como el valor
esperado del Hamiltoniano local H. Debido a su carácter Hermı́tico, la expresión matricial de
H siempre puede ser escrita como una combinación lineal de las matrices de Pauli, a menos
de un término adicional que sea múltiplo escalar de la identidad. La omisión de este término
en el análisis no produce consecuencias f́ısicas, ya que su presencia sólo se manifiesta en una
traslación de los autovalores de enerǵıa del sistema. En consecuencia, el Hamiltoniano local
adoptará la forma

H = −~v.~σ. (4.2.2)
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Nótese que independientemente del sistema de dos niveles que estemos considerando, la Ec.
(4.2.2) muestra que su dinámica es equivalente a la de un esṕın en un campo magnético externo
que apunta en la dirección v̂, razón por la cual ~v será denominado campo efectivo. Debe notarse,
sin embargo, que su módulo ya posee unidades de enerǵıa. En particular, es fácil verificar que
los autovalores de (4.2.2) (las autoenerǵıas del sistema) son ±ε = ±|~v|. Luego, empleando las
Ecs. (2.6.13), (3.7.1), (4.1.1) y (4.2.2), se obtiene

E = 〈HS〉 = tr[ρSH] = − ~B.~v, (4.2.3)

por lo que la enerǵıa interna del sistema es el producto escalar entre el vector de Bloch y el
campo efectivo.

Recordemos que en el contexto del paradigma 1, el calor se define como la variación
de enerǵıa interna vinculada a la dependencia temporal del operador densidad (en este caso,

codificada en ~B), mientras que el trabajo representa la variación de enerǵıa producida por los
cambios en el Hamiltoniano del sistema (definido por el vector ~v). Luego, diferenciando la Ec.
(4.2.3)

dE = −d ~B.~v − ~B.d~v (4.2.4)

y en virtud de las observaciones anteriores, identificamos al calor y al trabajo con las expresiones:

δQ ≡ −d ~B.~v, (4.2.5)

δW ≡ − ~B.d~v. (4.2.6)

Con estas definiciones, la primera ley mantiene su forma clásica

dE = δQ+ δW. (4.2.7)

4.3. Temperatura

Para introducir la noción de temperatura, partiremos de la hipótesis de que la entroṕıa de
von Neumann, Ec.(4.1.3), es una extensión válida de la entroṕıa termodinámica en el régimen
cuántico. A diferencia de aquella, SvN es una función del operador densidad reducida, por lo
que se encuentra bien definida para cualquier estado, sea o no de equilibrio.

Por otro lado, la enerǵıa interna, Ec. (4.2.3), también está definida para estados arbitra-
rios. Esto implica que podemos interpretar la definición usual de temperatura como la restricción
a los estados de equilibrio, de la siguiente definición más general:

1

T
≡ ∂SvN

∂E
(4.3.1)

donde la derivada parcial debe calcularse en un proceso sin trabajo, lo que queda garantizado
manteniendo ~v constante. Para implementar el cálculo, primero notamos que si bien la entroṕıa
depende de las tres componentes del vector de Bloch a través de su módulo B, la enerǵıa interna
sólo depende de la componente paralela al campo efectivo B‖ = ~B.v̂, en la forma:

E = − ~B.~v = −εB‖, (4.3.2)

donde hemos usado que |~v| = ε, y por lo tanto:

1

T
= −1

ε

∂SvN
∂B‖

(4.3.3)
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Es sencillo verificar que se satisfacen las relaciones

dSvN
dB

= −kB tanh−1(B),
∂B

∂B‖
= v̂.B̂ =

B‖
B

por lo que la aplicación de la regla de la cadena conduce a las siguientes expresiones finales para
temperatura del qubit, como función de su estado reducido y de su Hamiltoniano instántaneo:

T =
ε

kB(v̂.B̂) tanh−1(B)
=

εB

kBB‖ tanh−1(B)
. (4.3.4)

Figura 4.1: Temperatura adimensional kBT/ε, como función del módulo B del vector de Bloch, y de
su componente paralela al campo efectivo, B‖.

En la Fig. 4.1 se representa la temperatura del qubit en función de B y B‖, para un campo
efectivo fijo. Se aprecian dos ramas, una de las cuales está asociada a estados de temperatura
positiva (B‖ > 0), y la otra a estados de temperatura negativa (B‖ < 0), mientras que para el
caso particular en que la componente paralela es cero, la temperatura no está definida (diverge a
±∞ a medida que B‖ tiende a 0±). Este comportamiento es t́ıpico de los sistemas magnéticos,
incluso si el esṕın es considerado como una variable clásica, como en el modelo de Ising en
una dimensión. En dicho modelo se observa que para temperaturas positivas la mayoŕıa de
los espines apuntan en la dirección del campo aplicado, produciendo una manetización neta
en esa dirección. Por otro lado, estados transitorios de temperatura negativa son posibles si
la mayoŕıa de los espines apuntan en sentido contrario al campo. Para temperatura infinita,
positiva o negativa, el sistema se encuentra totalmente desordenado y el valor esperado de la
magnetización (que resulta equivalente a B‖ en nuestro modelo) es cero [104].

El hecho de que la temperaura no esté definida para los estados ubicados en el plano
ecuatorial B‖ = 0 es consecuencia de una convención histórica. En tiempos de Kelvin, no exist́ıa
evidencia sobre la posibilidad de que un sistema pudiera encontrarse en estados de temperatura
negativa. Sin embargo, actualmente es un hecho bastante aceptado que temperaturas negativas
pueden ser alcanzadas en sistemas con un espectro discreto y finito (en átomos de dos niveles,
esto está asociado al fenómeno conocido como inversión de poblaciones [105, 106, 107, 108, 109,
110, 111]. Dado que los estados con temperatura negativa son más energéticos que aquellos de
temperatura positiva, la escala Kelvin extendida a temperaturas negativas no es una escala
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ordenada, en el sentido de que la enerǵıa puede fluir espontaneamente desde regiones de menor
temperatura (positiva) a otras de mayor temperatura (negativa). Si Kelvin hubiera elegido
T ′ = −1/T en lugar de T en la construcción de su escala, la temperatura variaŕıa de forma
continua (como la enerǵıa) adoptando el valor T ′ = 0 a medida que el vector de Bloch atraviesa
el plano ecuatorial [112].

Nótese que excepto por aquellos estados de temperatura indefinida, todos los estados puros
(B = 1) se encuentran a temperatura cero. Cabe aclarar que los estados puros son estados fuera
del equilibrio; en caso de hallarse en equilibrio térmico con un ambiente a temperatura cero, el
qubit sólo puede encontrarse en el estado fundamental.

Sabemos que los estados de equilibrio térmico análogos a la distribución canónica clásica
están descritos por operadores de la forma

ρS =
e−βEH

tr(e−βEH)
, (4.3.5)

donde βE = (kBTE)−1 y TE es la temperatura del ambiente. En ese caso, la Ec. (4.1.1) se reduce
a:

ρS =
1

2
[I + ~Beq.~σ], (4.3.6)

donde ~Beq es el vector de Bloch del estado de equilibrio, que resulta paralelo al campo efectivo
~v. Su módulo puede hallarse considerando el cociente de los autovalores de ρS

λ1

λ2

= e2βε =
1 +Beq

1−Beq

(4.3.7)

de donde se obtiene:

Beq = tanh

(
ε

kBTE

)
. (4.3.8)

Luego, la temperatura del ambiente queda expresada en términos de Beq como

TE =
ε

kB tanh−1(Beq)
, (4.3.9)

y dado que en el equilibrio se tiene que B = B‖ = Beq, observamos que la temperatura
del qubit, Ec. (4.3.4), coincide con la temperatura del ambiente, Ec. (4.3.9). En ese caso, las
poblaciones naturales λ+/− = 1/2±B/2 serán las poblaciones de equilibrio de los estados base
y excitado respectivamente, por lo que reobtenemos la relación clásica entre la temperatura y
dichas poblaciones:

TE = T =
2ε

kB ln
(
Pg
Pe

) . (4.3.10)

La segunda igualdad involucrada en la Ec.(4.3.10) y otras relaciones similares han sido usual-
mente empleadas fuera del equilibrio, cuando la introducción de una temperatura efectiva re-
sulta útil para caracterizar la evolución del sistema [113, 114].
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Figura 4.2: Superficies de temperatura constante en la esfera de Bloch, correspondientes a los valores
de temperatura adimensionada kBT1/ε=1.5 (rojo, hemisferio norte) and kBT2/ε =-2 (azul, hemisferio
sur). También se muestran dos planos de enerǵıa constante. Uno de ellos es tangente a la superficie
kBT1/ε=1.5, por lo que posee la enerǵıa de equilibrio a esa temperatutra, sea Eeq. El otro plano repre-
sentado incluye estados de menor enerǵıa, que son incompatibles con la temperatura de la superficie
representada.

4.4. Calor espećıfico

Todos los estados del qubit ubicados sobre una superficie de temperatura constante igual
a la temperatura ambiente son estados fuera del equilibrio con excepción del estado térmico,
cuyo vector de Bloch asociado apunta en la dirección del campo efectivo. Por otro lado, según la
Ec. (4.2.3), las superficies de enerǵıa constante en la esfera de Bloch son planos ortogonales a ~v,
tales que la enerǵıa decrece a medida que se incrementa la coordenada paralela B‖. Observando
la Fig. 4.2 se aprecia que de todos los estados que poseen una temperatura dada, el de equilibrio
es el de menor enerǵıa. Para formalizar esta observación, obtendremos una expresión para el
calor espećıfico del sistema como función del estado.

Para una dirección fija del campo efectivo ~v, la condición de trabajo nulo implica consi-
derar procesos en los cuales la autoenerǵıa ε es constante, por lo que tiene sentido definir el
calor espećıfico del sistema como:

Cε ≡
(
∂E

∂T

)
ε

. (4.4.1)

Dado que la enerǵıa depende solamente de la componente B‖, aplicando la regla de la cadena
y el teorema de la función inversa, se obtiene:

Cε = −ε
(
∂T

∂B‖

)−1

. (4.4.2)

La derivada parcial puede calcularse a partir de la Ec. (4.3.4), y conduce a la siguiente expresión
general para el calor espećıfico:

Cε =
kBB(1−B2)[tanh−1(B)]2B2

‖

tanh−1(B)(B2 −B2
‖)(1−B2) +BB2

‖
. (4.4.3)
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Siempre es interesante verificar el comportamiento de nuevos resultados generales en casos
particulares conocidos. Para los estados de equilibrio del sistema a temperatura positiva tenemos
que B = B‖; en ese caso:

Cε = kB(1−B2)[tanh−1(B)]2. (4.4.4)

Adicionalmente, el módulo del vector de Bloch en el equilibrio está definido por la temperatura
del ambiente, que coincide en este caso con la temperatura del qubit y está dado por la Ec.
(4.3.8). Reemplazando ese resultado en la Ec. (4.4.4), obtenemos que

Cε = kB

[
ε/kBT

cosh (ε/kBT )

]2

, (4.4.5)

que es la expresión bien conocida para el calor espećıfico de un sistema clásico de dos niveles
en equilibrio térmico [115].

Figura 4.3: Calor espećıfico adimensional Cε/kB, como función del estado definido a través del
módulo y la componente z del vector de Bloch.

Es directo verificar que la no negatividad del calor espećıfico es consecuencia de que
|B‖| ≤ B ≤ 1 (ver Fig. (4.3)). También notamos que los estados puros y aquellos localizados en
el plano B‖ = 0, poseen calor espećıfico nulo. Esto implica que para dichos estados, pequeñas
variaciones de enerǵıa pueden producir grandes cambios de temperatura.

Es particularmente interesante el hecho de que para cualquier proceso que comience en un
estado de temperatura cero (B = 1) y durante el cual la temperatura aumente monótonamente
hasta algún estado de temperatura infinita (B‖ = 0), el calor espećıfico se incrementa desde
cero hasta alcanzar un valor máximo, para luego decrecer y tender asintóticamente a cero.
Este efecto, conocido como anomaĺıa de Schottky, es un resultado bien conocido en la mecánica
estad́ıstica clásica, y t́ıpicamente ocurre en sistemas con un número finito de niveles de enerǵıa
[116]. El análisis de la Fig. (4.3) muestra que dicho efecto también ocurre fuera del equilibrio.
En particular, Cε presenta dos máximos globales en las regiones B = B‖ y B = −B‖, de valor:

Cmax
ε ' 0,4392kB, (4.4.6)

que concuerdan exactamente con el resultado clásico para un sistema de dos niveles en equilibrio
térmico [115].
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4.5. Generación de entroṕıa

4.5.1. Entroṕıa generada intŕınseca

Consideremos la variación infinitesimal de entroṕıa ante un cambio diferencial del estado:

dSvN = −kB tanh−1(B)dB. (4.5.1)

Empleando la identidad dB = B̂.d ~B y expresando B̂ en términos de sus proyecciones sobre v̂
y su complemento ortogonal

B̂ = (v̂.B̂)v̂ + [B̂ − (v̂.B̂)v̂], (4.5.2)

obtenemos que

dSvN = −kB tanh−1(B)(v̂.B̂)v̂.d ~B − kB tanh−1(B)[B̂ − (v̂.B̂)v̂].d ~B. (4.5.3)

A partir de las Ecs. (4.2.5) y (4.3.4) es sencillo verificar que el primer término del lado derecho
de la ecuación anterior equivale al cociente entre el calor intercambiado y la temperatura del
qubit:

−kB tanh−1(B)(v̂.B̂)v̂.d ~B =
δQ

T
, (4.5.4)

por lo que de las Ecs. (4.5.3) y (4.5.4) se deduce que

−kB tanh−1(B)[B̂ − (v̂.B̂)v̂].d ~B = dSvN −
δQ

T
, (4.5.5)

Comparando este resultado con la expresión clásica de la segunda ley, Ec. (3.5.3), resulta claro
que podemos identificar el primer término en la Ec. (4.5.5) con un diferencial de entroṕıa
generada:

δSintgen ≡ −kB tanh−1(B)
[
B̂ − (v̂.B̂)v̂

]
.d ~B. (4.5.6)

Es importante notar que como la temperatura que figura en la Ec. (4.5.5) es la temperatura
del qubit y no la del ambiente, la posible irreversibilidad por transferencia de calor no está
contemplada en la ecuación anterior. Por lo tanto, la correspondiente producción de entroṕıa
debe considerarse exclusivamente como el resultado de eventuales irreversibilidades internas al
sistema, por lo que la denominaremos entroṕıa generada interna o intŕınseca.

Para profundizar sobre este aspecto, conviene recordar que la entroṕıa generada total
pod́ıa aproximarse por la ecuación (3.7.19), que por comodidad del lector reiteramos aqúı

Stotgen(t) = kB [D(ρS(0) ‖ ρeqS )−D(ρS(t) ‖ ρeqS )] , (4.5.7)

donde D(ρ ‖ ρ′) representa la entroṕıa relativa de los estados, y ρeqS es el estado de equilibrio
del sistema. Asumiendo que dicho estado es un estado de Gibbs a temperatura TE, se puede
demostrar que

δStotgen = δShtgen + δSintgen (4.5.8)

donde hemos definido la cantidad

δShtgen = δQ

(
1

T
− 1

TE

)
. (4.5.9)

En virtud de las discusiones del caṕıtulo anterior, es claro que δShtgen puede interpretarse como
la entroṕıa producida en la frontera del sistema debido al intercambio de calor con el ambiente
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a temperatura TE, ya que dicha contribución se anula cuando las temperaturas del sistema y
del ambiente coinciden, o cuando el calor intercambiado es nulo. Esto confirma que el segundo
término en la Ec. (4.5.5) debe estar asociado exclusivamente a irreversibilidades internas. La
existencia de una entroṕıa generada intŕınseca incluso en el sistema cuántico más simple (en el
contexto de este pradigma) es un hecho remarcable, ya que t́ıpicamente la irreversibilidad es
entendida como una consecuencia de la descripción estad́ıstica de sistemas con un gran número
de componentes.

4.5.2. Entroṕıa generada y correlaciones en un sistema de dos qubits

Nótese que la Eq. (4.5.8) no incluye la producción de entroṕıa interna del reservorio. Es
una aproximación válida en el ĺımite en el cual la reserva es muy grande, por lo que es razonable
asumir que permanece en el estado térmico inicial a temperatura TE durante todo el proceso
(esto es consistente con la hipótesis clásica usual de que las reservas térmicas son internamente
reversibles). Sin embargo, si el ambiente posee una dimensión comparable con la del sistema de
interés, es razonable esperar una contribución adicional de entroṕıa generada en ese sistema.
Esto puede ser ilustrado considerando el caso ĺımite: un sistema compuesto por dos qubits.

Partamos de la siguiente propiedad de la entroṕıa de von Neumann de un sistema bipartito
AB:

SAvN + SBvN − SABvN = I(A : B) ≥ 0, (4.5.10)

donde I(A : B) es la denominada información mutua cuántica, que puede expresarse en térmi-
nos de la entroṕıa relativa como

I(A : B) = D(ρAB ‖ ρA ⊗ ρB), (4.5.11)

y representa una medida de las correlaciones totales existentes (incluyendo las clásicas) entre
A y B [68]. Cada sistema satisface la relación:

dSvN =
δQ

T
+ δSintgen, (4.5.12)

de modo que integrando en el tiempo y reemplazando en la Ec. (4.5.10), obtenemos:∫ t

0

δQA

TA
+Sintgen(A)(t)+

∫ t

0

δQB

TB
+Sintgen(B)(t) = I(A : B)(t)− [SAvN(0)+SBvN(0)−SABvN (t)]. (4.5.13)

Pero como la entroṕıa es preservada por la evolución unitaria del sistema global, tenemos que
SABvN (t) = SABvN (0). Por lo tanto, podemos identificar el término entre paréntesis del lado derecho
de la Ec. (4.5.13) como la información mutua inicial: I(A : B)(0) = SA(0) + SB(0) − SAB(0).
Luego, usando que δQA = −δQB = δQ, concluimos que

Sintgen(A)(t) +

∫ t

0

δQ

(
1

TA
− 1

TB

)
+ Sintgen(B)(t) = I(A : B)(t)− I(A : B)(0). (4.5.14)

Nuevamente podemos interpretar el segundo término del lado izquierdo como la entroṕıa ge-
nerada debido al intercambio irreversible de calor, Shtgen. Concluimos entonces que la entroṕıa
generada total puede obtenerse sumando las contribuciones producidas en cada sistema más la
generada en la frontera, y que coincide con la variación de información mutua:

Stotgen = Sintgen(A) + Sintgen(B) + Shtgen = ∆I(A : B). (4.5.15)
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La Ec.(4.5.15) establece, en el caso de un sistema de dos qubits, la equivalencia entre la pro-
ducción de entroṕıa y la creación de correlaciones entre ambos sistemas. Obsérvese la similitud
entre este resultado y la Ec. (3.7.18), obtenida en la Ref. [99].

En particular, si inicialmente los sistemas se encontraban descorrelacionados se tiene que
I(A : B)(0) = 0, por lo que la no negatividad de la información mutua implica que:

Stotgen = Sintgen(A) + Sintgen(B) + Shtgen ≥ 0 (4.5.16)

lo cual asegura la no negatividad de la entroṕıa generada total. La observación de que las
correlaciones previas (anteriores a la interacción térmica) deben ser despreciables para asegurar
el cumplimiento de la segunda ley en su forma estándar puede ser rastreado hasta los propios
trabajos de Boltzmann [117].

Sin embargo, en presencia de correlaciones iniciales la información mutua puede decrecer,
y en ese caso es esperable que ocurran violaciones de los enunciados clásicos de la segunda ley.
En particular, la existencia de un flujo anómalo de calor (contrario al gradiente de temperatu-
ra) ha sido predicha [118, 119], y recientemente demostrada experimentalmente en un sistema
de dos qubits, preparado en un estado inicialmente correlacionado tal que los estados locales
son estados de Gibbs [120]. Dicho flujo anómalo no implica necesariamente una inversión de la
flecha del tiempo, dado que el sistema puede ser pensado como un refrigerador que funciona
consumiendo el trabajo potencial almacenado en las correlaciones iniciales [92]. De hecho, ha
sido demostrado que correlaciones internas a los sistemas (asociadas la coherencia) son insu-
mo suficiente para revertir el flujo de calor, incluso en ausencia de correlaciones entre ambos
sistemas [121].

La relación entre la producción de entroṕıa, las correlaciones y la extracción de trabajo
útil es un activo campo de investigación, con enormes implicancias en nuestro entendimiento
acerca del mundo f́ısico [122, 123, 124, 125].

4.5.3. Entroṕıa generada intŕınseca como pérdida de coherencia

Con el objetivo de interpretar f́ısicamente la producción intŕınseca de entroṕıa, es conve-
niente expresar la Ec. (4.5.6) en coordenadas esféricas. Eligiendo el eje z en la dirección de v̂

(considerado fijo) y escribiendo d ~B = dBB̂ +Bdθêθ +B sin θdϕêϕ, obtenemos:

δSintgen = −kB tanh−1(B) sin θ[dB sin θ +B cos θdθ]. (4.5.17)

Debe notarse que dB sin θ+B cos θdθ = d(B sin θ), y que a su vez B sin θ es la distancia eucĺıdea
desde el estado al eje z, magnitud que coincide con la coherencia del estado medida en norma
l1 [77]:

Cl1 ≡
∑
i 6=j

|ρij| = B sin θ. (4.5.18)

Por lo tanto, finalmente podemos escribir:

δSintgen = −kB tanh−1(B) sin θdCl1 (4.5.19)

En primer lugar, obsérvese que si el sistema evoluciona transitando estados incoherentes
en la base de enerǵıas ( ~B ‖ ~v) se tiene que sin θ = 0, por lo que no hay generación intŕınseca de
entroṕıa (śı puede existir generación en la frontera, en caso de que tenga lugar una transferencia
de calor irreversible). Un segundo caso de interés es la situación en que el sistema se encuentra
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aislado del ambiente. Dado que en evoluciones unitarias el vector de Bloch rota alrededor de v̂
manteniendo su ángulo polar fijo, la coherencia del sistema permanecerá constante, por lo que
tampoco existirá generación de entroṕıa.

El análisis de los casos anteriores sugiere que la reversibilidad interna (es decir, la inexis-
tencia de generación intŕınseca de entroṕıa) es equivalente a la preservación de la coherencia
del sistema. Por otro lado, en virtud de la Ec. (4.5.19) es claro que siempre que exista pérdida
de coherencia (dCl1 < 0), habrá generación intŕınseca de entroṕıa (δSintgen > 0). En particular,
este será el caso en las transiciones hacia estados de equilibrio térmico (termalización), que son
procesos t́ıpicamente irreversibles. El peso relativo de las dos contribuciones (intŕınseca y de
frontera) a la entroṕıa generada total será estudiado en el próximo ejemplo.

4.6. Ejemplos

4.6.1. Átomo de dos niveles en un reservorio térmico: modelo de
the Jaynes-Cummings

La interacción de un átomo de dos niveles con un modo del campo electromagnético está
descrita por el célebre Hamiltoniano de Jaynes-Cummings [126]:

H =
~
2
ω0σz + ~

[
ωb†b+ λσ+b+ λ∗σ−b

†] (4.6.1)

donde b y b† son los operadores de creación y aniquilación de fotones, ω es la frecuencia del
modo, λ es la constante de acoplamiento, y w0 es la frecuencia de la transición atómica.

Para estados del campo en equilibrio térmico a temperatura TE, se puede obtener expĺıci-
tamente la matriz densidad reducida del átomo en el ĺımite de acoplamiento débil y baja
temperatura [127]. A partir de ese resultado, es posible demostrar que independientemente del
estado inicial, el átomo alcanza un estado de equilibrio con el campo a la temperatura

Teq =
~ω0

kB tanh−1(1− 2 exp (− ~ω0

kBTE
))
. (4.6.2)

En la Fig. 4.4 mostramos la temperatura del átomo, su enerǵıa interna y la generación intŕınseca
de entroṕıa para dos condiciones iniciales. Notamos que en ambos casos la evolución de su
temperatura es consistente con la evolución de su enerǵıa interna, que se incrementa o disminuye
exclusivamente por la entrada o salida del calor. Observamos también que la entroṕıa generada
intŕınseca es una función monótona creciente. Dado que la temperatura del campo vaŕıa durante
la evolución, no es posible obtener la entroṕıa total generada durante el proceso.

Se pueden extraer conclusiones más interesantes analizando el sistema bajo la aproxima-
ción Markoviana, válida en el ĺımite de altas temperaturas. En la referencia [100] se muestra
que la ecuación maestra que gobierna el sistema en ese régimen es

∂ρ
S

∂t
= γ0(N + 1)

(
σ−ρσ+ −

1

2
σ+σ−ρ−

1

2
ρσ+σ−

)
+ γ0N

(
σ+ρσ− −

1

2
σ−σ+ρ−

1

2
ρσ−σ+

)
,

(4.6.3)

donde γ0 is la tasa espontánea de emisión, y N is la distribución de Planck a la frecuencia ω0:

N =
1

eβE~ω0 − 1
(4.6.4)
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Figura 4.4: Temperatura, enerǵıa interna y entroṕıa generada interna para un átomo de dos niveles
interactuando con un campo térmico. (a) Temperatura adimensional kBT

ε , en función de γ0t. (b)
Enerǵıa interna adimensional Eε . (c) Entroṕıa generada interna, en unidades de kB. Las temperaturas
de los estados iniciales considerados son 0.5Teq (ĺınea roja continua) and 1,5Teq (ĺınea azul a trazos).
La temperatura inicial del ambiente es kBTe/ε = 0,15.

Esta ecuación puede ser resuelta expĺıcitamente con ayuda del álgebra de Pauli, y las expresiones
para las componentes del vector de Bloch en función del tiempo pueden encontrarse en la
referencia [100]. En la Fig. 4.5 se muestran la temperatura y la enerǵıa interna del átomo,
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Figura 4.5: Evolución de la temperatura y de la enerǵıa interna del átomo bajo la aproximación
Markoviana. (a) Temperatura adimensional kBTε , y (b) Enerǵıa interna adimensional Eε , como función
de γ0t. La temperatura adimensional del ambiente es 10, y los estados iniciales considerados fueron
elegidos de forma tal que las temperaturas adimensionales del átomo son 5 (ĺınea roja continua) y 15
(ĺınea azul a trazos).

para dos estados iniciales diferentes. Nuevamente observamos que si la temperatura inicial es
mayor que la del ambiente, existe un flujo de calor hacia el ambiente y la enerǵıa interna y
la temperatura decrecen en el tiempo. Rećıprocamente, si la temperatura inicial del átomo es
menor que TE, la enerǵıa interna se incrementa, por lo que el sistema recibe calor del ambiente,
en paralelo al correspondiente aumento de temperatura. Tal como se esperaba, al alcanzarse el
estado asintótico, en ambos casos la temperatura del átomo coincide con la del ambiente. Estas
observaciones sugieren que la expresión de la Ec.(4.3.4) puede representar un indicador de cuan
“caliente”se encuentra el átomo en relación al campo, al menos en el caso de estados iniciales
descorrelacionados.

Dado que bajo esta aproximación la presencia del átomo no modifica la temperatura
del ambiente durante el proceso, podemos clasificar la entroṕıa generada total (Fig. 4.6(c)) en
sus contribuciones intŕınseca (Fig. 4.6(a)), y de frontera (Fig. 4.6(b)), apreciándose el carácter
monónotono de las tres cantidades. Notamos también que la contribución debido al flujo de
calor tiene mucho menos peso que la contribución intŕınseca asociada a la pérdida de coheren-
cia interna. En particular, si el sistema parte de un estado fuera del equilibrio que posee una
temperatura igual a la del ambiente, para todos los estados iniciales estudiados que satisfacen
esa condición se observó que la evolución es esencialemente isotérmica (ver Fig. 4.7). En con-
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Figura 4.6: (a) Entroṕıa generada intŕınseca. (b) Entroṕıa generada debido al flujo de calor irre-
versible. (c) Entroṕıa generada total, en unidades de kB. Los estados iniciales considerados y las
carácteŕısticas de las ĺıneas son las mismas que las de la Fig. 4.5

secuencia, la transferencia de calor resulta reversible y la entroṕıa generada en la frontera es
despreciable. El crecimiento de la entroṕıa (y de las correlaciones entre el átomo y el baño)
puede entenderse entonces de una forma puramente geométrica, ya que es consecuencia de la
tendencia que presenta el vector de Bloch a alinearse con el campo, reduciendo la distancia
Eucĺıdea entre el punto que representa el estado y el diámetro paralelo a v̂.

Figura 4.7: Para estados iniciales del átomo con la misma temperatura del ambiente, las trayectorias
permanecen muy próximas a la superficie de temperatura constante, mostrada en color gris (la figura
corresponde al caso kBTE/ε = kBT/ε = 1). En el régimen asintótico el átomo alcanza en todos los
casos el estado de Gibbs a esa temperatura, ubicado sobre el eje z de la figura.

4.6.2. Entroṕıa generada en la caminata cuántica

El modelo

La caminata cuántica en tiempo discreto sobre una ĺınea [128] es una versión cuántica de
la célebre caminata aleatoria, proceso clásico en el cual el caminante realiza pasos en un sentido
u otro en función del resultado de algún proceso aleatorio, como puede ser el lanzamiento de
una moneda.
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La formulación del problema bajo las reglas de juego de la mecánica cuántica requiere
realizar varias modificaciones. En primer lugar, el estado del sistema debe ser descrito mediante
un vector perteneciente a cierto espacio de Hilbert. Dado que el sistema es bipartito, dicho
espacio total será el producto tensorial de los espacios correspondientes a cada una de las
partes (moneda y caminante):

H = HE ⊗HS

donde HE es el espacio de posiciones, generado por una base {|n〉} cuyos vectores están asocia-
dos a las posiciones enteras en la ĺınea, y HS será el espacio de quiralidad, descrito mediante
la base {|+〉, |−〉}, asociada a los dos estados posibles de la moneda.

La segunda prescripción que imponen los axiomas de la MC es que la evolución del sistema
global debe ser unitaria. Esto puede conseguirse definiendo la dinámica a través de las sucesivas
aplicaciones del operador:

U = T (IE ⊗ Uθ), (4.6.5)

donde Uθ es un operador unitario en dimensión 2 que describe el proceso que corresponde al de
lanzar la moneda, y que se encuentra parametrizado en términos del sesgo θ,

Uθ =

(
cos θ sin θ
sin θ − cos θ

)
, (4.6.6)

T is el operador de traslación condicional, o shift operator

T =
∑
n

(|n+ 1〉〈n|)⊗ (|+〉〈+|) + (|n− 1〉〈n|)⊗ (|−〉〈−|) , (4.6.7)

e IE es el operador identidad en HE.

Cualquier estado puro puede expresarse en la forma

|ψ(0)〉 =
∑
n

|n〉 ⊗ [an(0)|+〉+ bn(0)|−〉], (4.6.8)

donde an(0) y bn(0) son amplitudes que satisfacen la condición de normalización
∑

n |an(0)|2 +
|bn(0)|2 = 1. Luego de t aplicaciones del operador U , el estado será

|ψ(t)〉 = U t|ψ(0)〉 =
∑
n

|n〉 ⊗ [an(t)|+〉+ bn(t)|−〉]. (4.6.9)

Dado que en general la evolución produce entrelazamiento entre los subsistemas, la moneda se
encontrará en un estado mezclado descrito por la densidad reducida

ρS(t) = trE |ψ(t)〉〈ψ(t)| (4.6.10)

cuya expresión matricial en la base {|+〉, |−〉} es

ρS(t) =

( ∑
n |an(t)|2

∑
n an(t)b∗n(t)∑

n a
∗
n(t)bn(t)

∑
n |bn(t)|2

)
. (4.6.11)

Es un hecho conocido que para una linea infinita, en el ĺımite t� 1, la expresión (4.6.11)
alcanza un estado estacionario, que en general es dependiente del estado inicial [129, 130, 131,
132, 133, 134, 135, 136]. Nuestro análisis se centrará en el estudio termodinámico de la evolución
de la moneda hacia dicho estado de equilibrio, considerándola como un sistema de dos niveles
embebido en un ambiente de dimensión mucho mayor, compuesto por los infinitos grados de
libertad del espacio de posiciones, y que alcanza el equilibrio debido a esa interacción.
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Para recalcar la interpretación de los grados de libertad de posición como un baño térmico,
consideraremos situaciones iniciales en las cuales muchos estados de posición se encuentran
inicialmente ocupados. En particular, consideraremos estados iniciales del tipo

an(0) =
e
−n2

4σ2

4
√

2πσ2
cos(γ/2), bn(0) =

e
−n2

4σ2

4
√

2πσ2
sin(γ/2)eiϕ, (4.6.12)

correspondientes a un caminante Gaussiano, distribuido alrededor del origen con un ancho σ y
quiralidad arbitraria, determinada por los ángulos γ y ϕ. Transformando el problema al espacio
de Fourier, nuestro cálculo, en el ĺımite σ � 1, conduce a la siguiente expresión para la matriz
densidad reducida de la moneda en el régimen asintótico [101, 137]:

ρ∞S =
1

2

(
1 + cosα cos θ cosα sin θ

cosα sin θ 1− cosα cos θ

)
=

1

2
[I + cosα (~v.~σ)], (4.6.13)

donde
cosα = cos θ cos γ + sin θ sin γ cosϕ (4.6.14)

es el coseno del ángulo entre el vector de Bloch inicial

~B = (sin γ cosϕ, sin γ sinϕ, cos γ), (4.6.15)

y el vector
~v = (sin θ, 0, cos θ). (4.6.16)

La moneda como sistema abierto

Para completar la descripción de la moneda como un sistema abierto debemos determinar
cuál es el operador que desempeña el papel de Hamiltoniano local para el qubit (cuyo valor
esperado será la enerǵıa interna), y cuál es la temperatura percibida por el qubit debido a la
presencia del ambiente. La determinación de la parte disipativa de la evolución no será necesaria
para nuestro análisis, por lo que no nos detendremos en ese punto.

Estos objetivos pueden ser alcanzados analizando la estructura general de los estados
térmicos de un qubit. Ya vimos que a menos de un múltiplo de la identidad, todo Hamiltoniano
en dimensión 2 puede ser expresado como

H = −εû.~σ (4.6.17)

donde ε > 0 es una constante con dimensiones de enerǵıa, y û es un vector unitario que apunta
en la dirección del campo efectivo. Dado que H2 = ε2I, un simple argumento inductivo permite
mostrar que ∀n ∈ N :

H2n = ε2nI, H2n+1 = ε2nH.

Luego, para todo β ∈ R se tiene que:

e−βH =

(
∞∑
n=0

(βε)2n

2n!

)
I− H

ε

(
∞∑
n=0

(βε)2n+1

2n+ 1!

)
= cosh (βε) I− sinh (βε)

ε
H (4.6.18)

Observando que tr(e−βH) = 2 cosh(βε) y empleando la Ec. (4.6.17), podemos expresar los
estados térmicos en la forma

e−βH

tr(e−βH)
=

1

2
[I + tanh(βε)(û.~σ)] (4.6.19)
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Figura 4.8: Evolución del vector de Bloch que describe el estado de la moneda. Todos los estados
iniciales ubicados en el mismo plano ortogonal al campo efectivo convergen, en el largo plazo, al estado
térmico ubicado en la intersección de dicho plano con el diámetro definido por el campo efectivo.
Los estados iniciales considerados son Gaussianos con σ = 10 y quiralidad inicial |+〉 (verde) and

1√
2
(|+〉+ |−〉) (rojo), respectivamente.

Finalmente, comparando las Ecs. (4.6.13) y (4.6.19), concluimos que el estado de equilibrio
adopta la forma de un estado de Gibbs

ρ∞S =
e−βH

tr(e−βH)
(4.6.20)

donde el Hamiltoniano está dado por la expresión

H = −ε~v.~σ, (4.6.21)

con ~v dado por la Ec. (4.6.16), y la temperatura satisface la ecuación

tanh βε = cosα (4.6.22)

de donde se obtiene
T =

ε

kB tanh−1(cosα)
(4.6.23)

En virtud de la Ec. (4.3.9), el vector de Bloch tendrá módulo Beq = cosα y será paralelo al
vector ~v, que desempeña el papel de un campo efectivo.

Los resultados anteriores pueden entenderse desde una perspectiva alternativa analizando
la evolución del estado en la esfera de Bloch, Fig. (4.8), correspondiente a una caminata de
Hadamard (θ = π/4). Es directo notar que el vector de Bloch al tiempo t+ 1 es muy próximo
al que se hubiera obtenido rotando el vector correspondiente al instante t un ángulo η = π con
respecto a la dirección ê = 1√

2
(1, 0, 1), por lo que la parte unitaria de la evolución de la moneda

coincide con esa rotación. En la esfera de Bloch, los operadores de rotación poseen la forma
[68]:

Rη,ê = eiγe−i
η
2
ê.~σ, (4.6.24)
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Figura 4.9: (a) Entroṕıa de von Neumann entropy, (b) Flujo de entroṕıa debido al intercambio
de calor, (c) Entroṕıa generada, todas en unidades de kB. Las figuras corresponden a un caminante
Gaussiano centrado en el origen con σ = 30 (negro), 20 (verde), 10 (azul), y 5 (rojo). La quiralidad
inicial es |+〉.

por lo que eligiendo ê = 1√
2
(1, 0, 1), η = −π y γ = 0 (recordemos que γ es arbitrario), se

obtiene:
U ′ = Rπ, 1√

2
(1,0,1) = ei

π
2
H′ , (4.6.25)

donde el generador de la rotación es el operador de Hadamard

H ′ =
1√
2

(
1 1
1 −1

)
. (4.6.26)

que claramente es proporcional a nuestro Hamiltoniano H en el caso θ = π/4 .

Análisis de segunda ley

En primer lugar, observamos que como el campo efectivo ~v es constante, la definición
(4.2.6) implica que no hay trabajo involucrado en el proceso. A su vez, el análisis de la Fig.

(4.8) sugiere que la proyección de ~B sobre v̂ es constante, hecho que en virtud de la relación

E = − ~B.~v, debeŕıa interpretarse como la conservación de la enerǵıa interna. Sin embargo, al
poner la lupa sobre la Fig. 4.8 observamos que en realidad los puntos que representan el estado,
si bien son muy próximos a dicho plano, en general no pertenecen a él. Eso significa que en
cada paso existirá una pequeña variación de enerǵıa que, en ausencia de trabajo, sólo puede
interpretarse como un flujo de calor entre los grados de libertad de quiralidad y de posición. A
continuación veremos que ese pequeño intercambio energético juega un papel fundamental en
el balance de entroṕıa.

En la Fig. 4.9(a) presentamos la evolución de la entroṕıa de von Neumann en función del
número de pasos, para un caminante Gaussiano centrado en el origen y varios valores de σ,
con la moneda inicialmente en el estado |+〉. Notamos que a pesar de la tendencia creciente, la
entroṕıa presenta oscilaciones en su evolución hacia el valor de equilibrio. Luego de considerar
el término de flujo mostrado en la Fig. 4.9(b):

∆Sflujo =

∫ t

0

δQ

T
=
Q0→t

T
(4.6.27)

donde δQ es la variación de enerǵıa entre estado consecutivos, y T es la temperatura del
ambiente dada por la Ec. (4.6.23), notamos que la entroṕıa generada

Sgen(t) = SvN(t)− Q0→t

T
, (4.6.28)
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mostrada en la Fig. 4.9(c) crece monótonamente, en concordancia con la segunda ley.

Nótese si bien la entroṕıa generada total no depende de σ (siempre que σ � 1), la
evolución hacia el equilibrio es más rápida para valores menores de dicho parámetro. Esto
puede entenderse observando la distribución de probabilidad en el espacio de posiciones. En la
referencia [138] se demuestra que a medida que el sistema evoluciona, la distribución Gaussiana
original se separa en dos picos también Gaussianos que se mueven en direcciones opuestas.
Hemos verificado que cuando la intersección entre ambos picos se vuelve despreciable, la moneda
alcanza su estado asintótico. Como el tiempo de separación de los picos es proporcional al ancho
de la distribución original, cuanto menor sea ese ancho, antes la moneda alcanzará su estado
de equilibrio.

Los resultados numéricos muestran un comportamiento análogo para otros estados no
locales con alta ocupación inicial por parte del caminante. A modo de ejemplo, en la Fig. 4.10
se muestran los resultados para el caso en que el estado inicial del caminante es una distribución
uniforme de 101 kets centrada en el origen. El estado asintótico coincide en buena medida con
el obtenido bajo la distribución Gaussiana, lo que sustenta el empleo del mismo Hamiltoniano
y la misma temperatura que en ese caso. Nuevamente notamos que el flujo de entroṕıa corrige
las oscilaciones, dando lugar a una generación monónota de entroṕıa durante la evolución.
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Figura 4.10: (a) Entroṕıa, (b) flujo de entroṕıa y (c) entroṕıa generada, todas en unidades de kB.
Inicialmente el caminante se encuentra en una superposición uniforme de 101 autoestados de posición
centrados en el origen. La quiralidad inicial es |+〉.

El valor asintótico de la entroṕıa generada puede calcularse mediante la Ec. (4.5.7), que
para el proceso total se reduce a:

S∞gen = kBD(ρ
S
(0) ‖ ρeq

S
). (4.6.29)

Empleando la definición de entroṕıa relativa y el estado de equilibrio (4.6.13), se obtiene

S∞gen = kB ln

[
2 [tan (α/2)]cosα

sinα

]
. (4.6.30)

Para una caminata de Hadamard (θ = π/4) partiendo del estado |+〉 (γ = 0) y distribución
Gaussiana en el espacio de posiciones, a partir de la Ec. (4.6.14) se obtiene que α = π/4.
Sustituyendo ese valor en la Ec. (4.6.30), finalmente la entroṕıa generada vale:

S∞gen
kB

= ln

[
2
√

2
(√

2− 1
) 1√

2

]
' 0,4165, (4.6.31)

que claramente coincide con el valor asintótico de las Figs. 4.9(c) y 4.10(c).
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Caṕıtulo 5

Un paradigma alternativo

El paradigma estándar basado en las definiciones de calor y trabajo (3.7.5) y (3.7.6)
adolece de ciertos problemas, por ejemplo:

la imposibilidad de distinguir el calor del trabajo en algunos escenarios,

la ausencia de trabajo realizado sobre las componentes de un sistema bipartito si los
Hamiltonianos locales permanecen constantes, incluso si se realiza trabajo sobre el sistema
total a través de un término de interacción dependiente del tiempo.

En este caṕıtulo exploraremos un marco teórico alternativo propuesto recientemente que afirma
resolver estas inconsistencias [56, 57]. Para ello, reformularemos la termodinámica del qubit a
partir del nuevo formalismo a efectos de realizar comparaciones que permitan establecer sus
ventajas y desventajas respecto al paradigma estándar.

Excepto por lo expuesto en la Sección 1, todo el material presentado es original y ha sido
publicado en la Ref. [139].

5.1. Partición de la enerǵıa intercambiada en calor y tra-

bajo: un criterio basado en la entroṕıa

Antes de introducir la nueva propuesta, es interesante comentar otra debilidad que poseen
las nociones estándar de calor y trabajo. Recordemos que sus definiciones, Ecs. (3.7.5) y (3.7.6),
pueden escribirse como:

δQ =
∑
j

dρjjEj, (5.1.1)

y

δW =
∑
j

ρjjdEj (5.1.2)

donde {Ej} son las enerǵıas del sistema, y {ρjj} = pj sus correspondientes probabilidades. Estas
expresiones son idénticas a aquellas que corresponden a las nociones clásicas de calor y trabajo
para sistemas con espectro discreto, Ecs. (3.6.11) y (3.6.9). Esta coincidencia, que originalmente
justificó la adopción de dichas definiciones también en el régimen cuántico, puede, sin embargo,
ser vista como una debilidad. Una de las diferencias fundamentales entre la mecánica estad́ıstica
cuántica y la clásica es el hecho de que los sistemas cuánticos pueden presentar coherencia entre
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los distintos estados. Operacionalmente, esto se manifiesta en el hecho de que su estad́ısitica
ya no está descrita por una distribución de probabilidad, sino a través de una matriz densidad
(desde el punto de vista opuesto, puede pensarse que los estados de sistemas clásicos tienen
asociadas matrices densidad diagonales). La evidencia sugiere que es esperable que la presencia
de coherencia juegue un rol importante a nivel energético [76, 140]. Sin embargo, este aspecto
no está contemplado por las ecuaciones (5.1.1) y (5.1.2), ya que éstas proporcionan resultados
para el calor y el trabajo que sólo dependen de los elementos diagonales del operador densidad
en la base de enerǵıas.

Para analizar el problema desde otra perspectiva, comenzamos escribiendo la descompo-
sición espectral de ρ:

ρ =
∑
j

λj|ψj〉〈ψj|, (5.1.3)

donde {|ψj〉} son sus autovectores, y {λj} sus correspondientes autovalores. Esta relación, junto
con la Ec. (3.7.1), permiten escribir la enerǵıa interna como

E =
∑
j

λj〈ψj|H|ψj〉, (5.1.4)

de modo que su variación infinitesimal es

dE =
∑
j

dλj〈ψj|H|ψj〉+
∑
j

λjd〈ψj|H|ψj〉. (5.1.5)

Asumiendo nuevamente que la entroṕıa de von Neumann es una extensión válida de la entroṕıa
termodinámica en el régimen cuántico, y recordando que dicha propiedad depende del estado
exclusivamente a través de los autovalores del operador densidad:

SvN = −kB
N∑
j=1

λjlnλj, (5.1.6)

resulta claro que de las dos contribuciones al cambio de enerǵıa interna presentes en la Ec.
(5.1.5), sólo el primer término está asociado a la variación de entroṕıa del sistema. En este
punto conviene recordar que en el caso clásico, el calor corresponde al flujo de enerǵıa que
produce un cambio de entroṕıa, mientras que el trabajo está asociado al movimiento colectivo
ordenado de los grados de libertad microscópicos, por lo que, a priori, no involucra cambios
de entroṕıa. Estas observaciones sugieren considerar las siguientes definiciones alternativas de
calor y trabajo:

δQ ≡
∑
j

dλj〈ψj|H|ψj〉, (5.1.7)

δW ≡
∑
j

λjd〈ψj|H|ψj〉. (5.1.8)

Nótese que según esta propuesta, el trabajo ya no está vinculado sólamente a los cambios
en el Hamiltoniano, sino también a la variación de los autovectores del operador densidad.
Esto resuelve de forma natural una de los aspectos contraintuitivos que presenta el paradigma
estándar y que fue mencionado al comienzo de este caṕıtulo: sistemas cuyo Hamiltoniano local
es constante pueden, sin embargo, realizar trabajo.
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Para estados de equilibrio térmico, o en general para cualquier estado incoherente en la
base de enerǵıas, el Hamiltoniano y el operador densidad conmutan. Esto implica que pueden
ser diagonalizados en la misma base, y por lo tanto

λj = ρjj, 〈ψj|H|ψj〉 = Ej,

mostrando que ambas propuestas son equivalentes en ese ĺımite.

En la siguiente sección retomaremos el análisis de los sistemas de dos niveles desde esta
perspectiva, enfocándonos en la comparación de los resultados obtenidos bajo ambos paradig-
mas a efectos de establecer las ventajas y desventajas de este nuevo marco teórico.

5.2. Termodinámica del qubit revisitada

5.2.1. Calor y trabajo

Al igual que en el caṕıtulo anterior, representaremos el estado del qubit mediante su
vector de Bloch

~B = (Bx, By, Bz), (5.2.1)

y expresaremos su Hamiltoniano local en términos del campo efectivo ~v:

H = −~v.~σ. (5.2.2)

Recordemos que despreciando la enerǵıa de interacción, la enerǵıa interna corresponde al valor
esperado de dicho Hamiltoniano y adopta la expresión:

E = − ~B.~v. (5.2.3)

cuya variación infinitesimal es:
dE = −d ~B.~v − ~B.d~v. (5.2.4)

Recordemos también que según el paradigma estándar, el trabajo está vinculado exclusivamente
a los cambios en el Hamiltoniano local, mientras que el calor lo está a las variaciones del estado
del sistema. Este punto de vista condućıa a las definiciones (4.2.5) y (4.2.6), que por comodidad
reiteramos aqúı:

δW = − ~B.d~v, (5.2.5)

δQ = −d ~B.~v, (5.2.6)

Desde el punto de vista del paradigma estándar, el trabajo es nulo cuando el campo externo es
constante o cuando su variación es ortogonal a ~B. Del mismo modo, el calor cero si el estado es
invariante o si el cambio infinitesimal del vector de Bloch es ortogonal al campo efectivo, caso
que incluye, por ejemplo, la evolución unitaria.

Para analizar la situación desde la nueva perspectiva, primero recordamos que la entroṕıa
de von Neumann puede expresarse, para el caso de un sistema de dos niveles, como

SvN
kB

= −
(

1 +B

2

)
ln

(
1 +B

2

)
−
(

1−B
2

)
ln

(
1−B

2

)
, (5.2.7)

donde B = | ~B|. Luego, dado que la entroṕıa depende sólo de B, su variación está irremediable-
mente asociada a los cambios en dicha variable. Pero desde la nueva perspectiva, consideraremos
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como calor sólamente a las variaciones de enerǵıa que conducen a un cambio de entroṕıa del
sistema, por lo que el calor también estará ligado a las variaciones de B. Este razonamiento
sugiere expresar la enerǵıa interna, Eq. (5.2.3), en la forma

E = −BB̂.~v, (5.2.8)

donde B̂ es el vector unitario en la dirección de ~B, para luego particionar el cambio infinitesimal
de enerǵıa del siguiente modo alternativo:

dE = −dB
(
B̂.~v
)
−Bd

(
B̂.~v
)
. (5.2.9)

Como resultado de las consideraciones previas, y dado que sólo el primer término de la ecuación
anterior produce un cambio de entroṕıa, proponemos las siguientes definiciones alternativas de
calor y trabajo:

δQ ≡ −dB
(
B̂.~v
)
, (5.2.10)

y

δW ≡ −Bd
(
B̂.~v
)
. (5.2.11)

Es interesante considerar estas expresiones en cierto detalle A partir de la Ec. (5.2.11),
notamos que el trabajo realizado por el sistema es el producto de B por la variación de la
proyección del campo efectivo en la dirección B̂,

δW = −Bd (|~v| cos θ) , (5.2.12)

donde θ es el ángulo entre v̂ y B̂. Por lo tanto, en este marco teórico, el sistema puede realizar
trabajo incluso si su Hamiltoniano local es constante (es decir, si ~v es fijo), siempre que B̂ vaŕıe
de forma tal que el ángulo entre ambos vectores no sea constante en el tiempo. En particular,
el sistema realiza trabajo sobre el ambiente (δW ≤ 0) si B̂.~v aumenta, es decir, si ~B tiende a
alinearse con el campo efectivo ~v.

Por otro lado, notamos que existen dos tipos de procesos adiabáticos (desde el punto de
vista clásico, es decir, sin intercambio de calor): 1) procesos isentrópicos, en los cuales B es
constante, y 2) procesos durante los cuales B̂ ⊥ ~v. Este segundo caso corresponde a procesos
que transitan mezclas estad́ısticas de cat states del Hamiltoniano instantáneo, ubicados en el
plano B‖ = 0. Dado que los estados pertenecientes a dicho plano poseen enerǵıa nula, tampoco
habrá trabajo involucrado en esos procesos.

Con respecto al sentido del flujo de calor, es claro que si el ángulo θ entre B̂ y ~v satisface
la condición θ < π/2, el suministro de calor al sistema implica un incremento de su entroṕıa.
Rećıprocamente, si θ > π/2, la entroṕıa del sistema decrece al recibir calor. Estos resultados
sugieren que los estados pertenecientes al hemisferio superior poseen temperatura positiva,
mientras que aquellos ubicados en el hemisferio inferior tiene asociados valores negativos de
temperatura. Este aspecto será desarrollado más adelante.

Discusión

La relación entre las nociones de calor y trabajo en el paradigma estándar, Q y W , y en
el alternativo, Q y W , puede establecerse fácilmente a partir de la Ec. (5.2.11):

δW = −Bd
(
B̂.~v
)

= −BdB̂.~v −BB̂.d~v = −BdB̂.~v − ~B.d~v = −BdB̂.~v + δW (5.2.13)
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donde en la última igualdad se utilizó la definición (5.2.5). Por lo tanto, la relación entre los
trabajos realizados por el sistema es

δW = δW −BdB̂.~v (5.2.14)

y, de modo similar, se obtiene la siguiente relación entre los calores intercambiados por el
sistema desde el punto de vista de cada paradigma

δQ = δQ+BdB̂.~v. (5.2.15)

Escribiremos la Ec. (5.2.14) en la forma

δW = δW + δW ′, (5.2.16)

donde se definió la cantidad
δW ′ = −BdB̂.~v. (5.2.17)

Concluimos entonces que el trabajo involucrado en un proceso infinitesimal en el paradigma
alternativo está compuesto por la contribución estándar δW , asociada a la variación temporal
del Hamiltoniano, más el término δW ′, vinculado a la variación de los autovectores de la matriz
densidad en la Ec. (5.1.8). Llegados a este punto, es necesario detenernos en comprender esta
contribución adicional desde el punto de vista f́ısico, ya que ello permitirá arrojar luz sobre la
pertinencia de la nueva propuesta.

Supongamos que debido a la interacción con el ambiente, el vector de Bloch unitario B̂,
se encuentra rotando con velocidad angular instantánea ~Ω, que en general será distinta de la
correspondiente a su evolución natural unitaria. Entonces, el cambio infinitesimal de B̂ será:

dB̂ = ~Ω× B̂dt (5.2.18)

A partir de las Ecs. (5.2.17) y (5.2.18) se obtiene:

δW ′ = −BdB̂.~v = −B~v.(~Ω× B̂)dt = −~v.(~Ω× ~B)dt = −~Ω.( ~B × ~v)dt, (5.2.19)

donde la última igualdad es consecuencia de la propiedad ćıclica del producto triple. En este
punto es conveniente recordar que el vector de Bloch, además de ser una construcción matemáti-
ca conveniente para describir sistemas de dos niveles, también posee una clara interpretación
f́ısica, ya que corresponde (a menos de una constante) al valor esperado del esṕın del sistema.

Eso significa que podemos interpretar ~B como un momento magnético microscópico. Recordan-
do a su vez que el vector v̂ que define el Hamiltoniano local puede pensarse como un campo
magnético efectivo, resulta claro que el producto vectorial que figura en la Ec. (5.2.19) es la

versión microscópica del torque ejercido por un campo ~v sobre un dipolo magnético ~B:

~τ = ~B × ~v (5.2.20)

Finalmente, a partir de las Ecs. (5.2.19) y (5.2.20), concluimos que

Ẇ ′ = −~Ω.~τ . (5.2.21)

El cálculo anterior muestra que el nuevo término en la expresión del trabajo, obtenido al
adoptar la formulación alternativa, no es otra cosa que el trabajo rotacional que debe ejercerse
desde el ambiente, contra la presencia del campo ~v, para que el vector de Bloch abandone su
órbita natural y siga su trayectoria actual. En el caso particular en que el sistema evoluciona
unitariamente, se cumple que ~Ω ‖ ~v, por lo que el torque y la velocidad angular son ortogonales y
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esta contribución se anula. En ese caso, la única posibilidad de efectuar trabajo está ligada a las
variaciones del Hamiltoniano. Sin embargo, si el sistema interactúa con el ambiente, en general
el vector ~B abandonará la rotación natural alrededor de ~v, y ello conlleva un costo/ganancia
energética para el ambiente. Es importante notar que la diferencia de enerǵıa de un dipolo al
rotar respecto a un campo externo es considerada universalmente como trabajo efectuado sobre
el dipolo en el caso macroscópico. Por esta razón, a nuestro criterio resulta sorprendente que
esta contribución no haya sido considerada previamente como trabajo en el caso cuántico.

Eligiendo el eje z en la dirección de ~v, y expresando dB̂ en coordenadas esféricas

dB̂ = dθêθ + sin θdϕêϕ, (5.2.22)

se obtiene
δW ′ = B sin θεdθ, (5.2.23)

donde utilizamos que ε = |~v| es la autoenerǵıa positiva del sistema. Aqúı notamos que B sin θ es
la coherencia del estado empleando la norma l1, Ec. (4.5.18), por lo que finalmente obtenemos

δW ′ = Cl1εdθ, (5.2.24)

de donde concluimos que, en el caso en que el Hamiltoniano local sea constante, el sistema
sólamente podrá realizar trabajo si el estado presenta coherencia en la base de enerǵıas. De
hecho, a partir de la Ec. (5.2.24) es posible ver que el brazo del torque es proporcional a Cl1 , lo
que revela, en el contexto del nuevo paradigma, el rol de la coherencia cuántica como insumo
para realizar trabajo [141, 142, 143]. Rećıprocamente, ha sido demostrado que la creación de
coherencia va en detrimento de la eficiencia termodinámica obtenida en diferentes tipos de
procesos [144].

5.2.2. Temperatura

Como de costumbre, definimos el inverso de la temperatura como la derivada parcial de
la entroṕıa respecto a la enerǵıa en un proceso sin trabajo. Desde el punto de vista del nuevo
paradigma, los procesos en los cuales no hay trabajo satisfacen que el producto B̂.~v es constante,
por lo que adoptamos la siguiente definición:

1

T
=
∂SvN
∂E

∣∣∣∣
B̂.~v

, (5.2.25)

o, de forma equivalente:
1

T
=
dSvN
dB

∂B

∂E

∣∣∣∣
B̂.~v

(5.2.26)

Es conveniente escribir la Ec. (5.2.3) en la forma:

B = − E

B̂.~v
, (5.2.27)

de modo tal que el segundo factor en la Ec. (5.2.26) es

∂B

∂E

∣∣∣∣
B̂.~v

= − 1

B̂.~v
, (5.2.28)

y, por lo tanto

T =
εB̂.v̂

kB tanh−1(B)
. (5.2.29)
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(a) (b)

Figura 5.1: Superficies isotérmicas en la esfera de Bloch para ambos paradigmas. Los valores de
temperatura son kBT1 = ε (rojo, hemisferio superior) y kBT2 = −2ε (azul, hemisferio inferior) en el
paradigma estándar (panel izquierdo) y en el paradigma alternativo (panel derecho).

Observamos que dos familias de estados de temperatura cero aparecen en este paradigma:
aquellos ubicados sobre la superficie de la esfera B = 1 (estados puros), y aquellos tales que
B̂.~v = 0 (mezclas estad́ısticas de cat states). En el otro extremo, el único estado de temperatura
infinita es el máximamente mezclado.

Discusion

Recordando la expresión obtenida para la temperatura dentro del paradigma original, Ec.
(4.3.4):

T =
ε

kB(B̂.v̂) tanh−1(B)
. (5.2.30)

notamos la posición diferente del factor B̂.v̂ con respecto a la expresión en el nuevo paradigma.
Ello implica que la relación entre ambas temperaturas es:

T = T (B̂.v̂)2 = T cos2 θ, (5.2.31)

de donde se deduce que poseen siempre el mismo signo, y que para todo estado, T ≤ T .
En particular, para estados incoherentes en la base de enerǵıas (θ = 0) ambas temperaturas
coinciden:

T = T =
ε

kB tanh−1(B)
(5.2.32)

y, al igual que T , en equilibrio térmico T se reduce a la expresión clásica dada por la Ec.
(4.3.10).

Previamente comentamos que el plano de estados de enerǵıa nula divide a la esfera de
Bloch en hemisferios con valores de temperatura se signo opuesto. Esto puede verse expĺıcita-
mente obteniendo la relación entre la enerǵıa y la temperatura a partir de las ecuaciones (5.2.3)
y (5.2.29):

T = − E

kBB tanh−1(B)
. (5.2.33)

Finalmente, notamos que en la nueva propuesta ya no se satisface que los estados a temperatura
cero poseen siempre cero entroṕıa, pues los cat states se encuentran a T = 0, pero su entroṕıa
puede adoptar cualquier valor entre cero y kB ln(2).

Algunas superficies isotérmicas de acuerdo a cada pardigma se muestran en la Fig. (5.1).
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5.2.3. Calor espećıfico

Como es usual, definimos el calor espećıfico como la derivada parcial de la enerǵıa respecto
a la temperatura en un proceso sin trabajo, es decir:

CB̂.~v =
∂E

∂T

∣∣∣∣
B̂.~v

. (5.2.34)

La evaluación de la ecuación anterior requiere que expresemos la enerǵıa exclusivamente en
términos de T (respecto a la cual derivaremos), y de B̂.~v (que se mantendrá constante).Esto
se consigue de manera muy natural despejando B de la Ec. (5.2.29)

B = tanh

(
B̂.~v

kBT

)
, (5.2.35)

y reemplazándolo en la Ec. (5.2.8)

E(T , B̂.~v) = −(B̂.~v) tanh

(
B̂.~v

kBT

)
. (5.2.36)

Luego, aplicando la definición (5.2.34) se obtiene

CB̂.~v = kB

[
x

cosh(x)

]2

, (5.2.37)

donde

x =
B̂.~v

kBT
, (5.2.38)

y T está dada por la Ec. (5.2.29).

Discusión

En primer lugar, notamos que en comparación con la expresión obtenida para el calor
espećıfico en el paradigma estándar, Ec. (4.4.3):

Cε =
kBB(1−B2)[tanh−1(B)]2( ~B.v̂)2

tanh−1(B)(B2 − ( ~B.v̂)2)(1−B2) +B( ~B.v̂)
, (5.2.39)

la Ec. (5.2.37) obtenida en el contexto del nuevo paradigma resulta una extensión mucho más
natural del resultado clásico a la situación fuera del equilibrio. Dado que, en equilibrio térmico,
el vector de Bloch es paralelo al campo efectivo ~v, se tiene que

B̂.~v = |~v| = ε, (5.2.40)

y como en el equilibrio las temperaturas del sistema y del ambiente coinciden, la Ec. (5.2.37)
se reduce a la expresión clásica bien conocida [116]:

CB̂.~v = kB

[
ε/kBT

cosh (ε/kBT )

]2

. (5.2.41)

Debe notarse también que fuera del equilibrio, la expresión (5.2.29) para la temperatura del
sistema implica que

x =
B̂.~v

kBT
= tanh−1(B), (5.2.42)
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por lo que, en el nuevo paradigma, el calor espećıfico es una función que depende exclusivamente
de B:

CB̂.~v = kB

[
x

cosh(x)

]2

= kB(1−B2)[tanh−1(B)]2, (5.2.43)

hecho que puede apreciarse en la Fig. (5.2). Esto implica que los estados fuera del equilibrio
poseen el mismo calor espećıfico que el estado de equilibrio con la misma entroṕıa.

En la formulación alternativa el calor espećıfico sólo vale cero para los estados puros,
que poseen temperatura cero, y para el máximamente mezclado, que es el único estado de
temperatura infinita. Luego, a la luz de las observaciones anteriores, cualquier proceso que
evolucione desde algún estado de temperatura cero hacia el de temperatura infinita (es decir,
desde el borde hacia el centro de la esfera) alcanzará el valor máximo en el calor espećıfico al
atravesar la superficie de radio B ' 0,8336. A diferencia de lo que ocurŕıa en el paradigma
anterior, en este caso el valor del máximo es universal (y, por supuesto, coincide con el valor
máximo en la situación de equilibrio, Cmax ' 0,4392kB).

Figura 5.2: Calor espećıfico adimensional CB̂.~v/kB, como función del estado. Nótese que dicha mag-
nitud depende exclusivamente del módulo B del vector de Bloch. Resulta ilustrativo comparar esta
figura con la Fig. (4.3) obtenida en el contexto del paradigma anterior.

5.2.4. Entroṕıa generada

A partir de las Ecs. (4.5.1), (5.2.10), y (5.2.29), es claro que

dSvN =
δQ
T
, (5.2.44)

y que, por lo tanto, no hay generación intŕınseca de entroṕıa:

δS intgen = 0. (5.2.45)

Discusión

Este resultado era esperable, ya que en este contexto el calor es definido como la parte de
la variación de enerǵıa que es responsable por el cambio de entroṕıa, por lo que toda variación
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de entroṕıa está vinculada a algún flujo de calor (la excepción a esta afirmación ocurre si el
sistema recorre estados ubicados en el plano B‖ = 0, en cuyo caso la entroṕıa puede variar sin
que exista calor intercambiado).

Este resultado difiere radicalmente del que fuera obtenido bajo el paradigma original en
el caṕıtulo anterior. En aquel caso, la pérdida de coherencia por parte del sistema deb́ıa ser
interpretada como un proceso irreversible en el cual se genera entroṕıa (recordar la Ec. (4.5.6)
y la discusión posterior).

Cabe aclarar que este resultado sólamente es válido para sistemas de dos niveles. Como
veremos más adelante, en dimensiones mayores el concepto de temperatura sólo puede definirse
consistentemente para un conjunto limitado de estados del sistema [147].

También es necesario aclarar que la no existencia de entroṕıa generada internamente no
implica que la generación total de entroṕıa sea nula, ya que pueden existir términos de frontera
asociados a transferencias de calor irreversibles, de forma análoga a lo que ocurre en el caso
clásico. De hecho, en este paradigma el cambio de información mutua para un sistema aislado
de dos qubits coincide, precisamente, con la diferencia entre el flujo de entroṕıa que emerge
de un sistema y el que ingresa al otro, cantidad que, por analoǵıa con la Ec. (4.5.9), puede
interpretarse como una entroṕıa generada en la frontera de ambos sistemas (nótese que δQA y
δQB ya no son necesariamente opuestos):

dI(A,B) = dSA + dSB =
δQA

TA
+
δQB

TB
= Shtgen. (5.2.46)

5.3. Ejemplos

5.3.1. Pure dephasing

Como primer ejemplo examinemos el caso de un qubit cuyo Hamiltoniano es constante,
sometido a un proceso de pure dephasing. Este canal, también denominado phase damping, es
comunmente empleado como caricatura de los procesos de decoherencia, y asume que la pérdida
de coherencia de una superposición inicial se debe a la interacción con un ambiente compuesto
por pequeños subsistemas (por ejemplo, los fotones que conforman la radiación de fondo) que
son dispersados por el sistema a una cierta tasa Γ. Si se asume que la escala temporal en la
que la transferencia de momento y enerǵıa entre el sistema y los fotones se vuelve significativa
es mucho mayor que Γ−1, el proceso se caracterizará por la preservación de las poblaciones
del qubit, en paralelo a un decaimiento exponencial de las coherencias de su matriz densidad,
cuando esta es expresada en la base de enerǵıas [148].

Si el Hamiltoniano adopta la forma estándar H = −εσz, correspondiente a un campo
efectivo ~v = εẑ, y el sistema parte del estado definido por el vector de Bloch ~B(0) = (Bx, 0, Bz),
entonces su evolución posterior estará dada por:

~B(t) = (Bx cos(Ωt)e−Γt, Bx sen(Ωt)e−Γt, Bz), (5.3.1)

donde Ω =
√

2ε/~.

Como la componente paralela al campo efectivo es constante, en virtud de la Ec. (5.2.3)
resulta claro que la enerǵıa del qubit es constante durante el proceso. Por otro lado, dado que
H es constante, desde el punto de vista del paradigma original el proceso no involucra trabajo,
y la conservación de enerǵıa implica que tampoco existe intercambio de calor entre el sistema
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y el ambiente. En consecuencia, el análisis del proceso de pure dephasing según el paradigma
estándar indica que se trata de un proceso no disipativo, en el cual la información contenida en
la coherencia es extráıda del sistema sin intermediación de calor ni trabajo.

Sin embargo, la información posee un valor energético [33, 43, 145], por lo que seŕıa
esperable que, a pesar de mantener su enerǵıa constante, la capacidad del qubit de realizar
trabajo disminuya durante el proceso. Desde otro punto de vista, el incremento de entroṕıa
asociado al tránsito desde un estado puro hacia una mezcla estad́ıstica clásica podŕıa entenderse
como el proceso inverso al descrito por el principio de Landauer, por lo que seŕıa esperable que
exista una absorción de calor durante el proceso. Estas observaciones pueden explicarse de
forma natural analizando el problema desde la perspectiva alternativa del paradigma 2.

En efecto, para estados de temperatura positiva (Bz > 0), el incremento de entroṕıa
implica que, en el paradigma alternativo, calor es transferido hacia el sistema. El calor total
absorbido puede calcularse integrando la Ec. (5.2.10) a lo largo de la trayectoria (5.3.1):

δQ = −dB(B̂.~v) = −dBεBz

B
=⇒ Q = −εBz

∫ B=Bz

B=B0

dB

B
= εBz log

(
B0

Bz

)
, (5.3.2)

donde B0 es el módulo del vector de Bloch inicial. Nótese que el calor es cero en los casos
esperados Bz = 0 (cat states), y Bz = B0 (el estado inicial ya era incoherente). Luego, la
conservación de la enerǵıa durante el proceso implica que el sistema debe realizar una cantidad
de trabajo equivalente sobre el ambiente para producir el scattering de los fotones incidentes.
Concluimos entonces que la disminución en la capacidad de realizar trabajo se explica como el
resultado de entregar cierta cantidad de enerǵıa de alta calidad (trabajo), a cambio de recibir
la misma cantidad de enerǵıa, pero de baja calidad (calor), con un incremento de entroṕıa
asociado. El qubit está operando como un motor de información, randomizando su estado para
convertir calor, que extrae del ambiente, en trabajo.

5.3.2. Átomo de dos niveles en un baño térmico revisitado

Retomemos el estudio de un átomo de dos niveles en interacción con un campo electro-
magético en un estado térmico, cuya evolución en el ĺımite Markoviano está dada por la Ec.
(4.6.3), que por comodidad reiteramos aqúı:

∂ρ
S

∂t
= γ0(N + 1)

(
σ−ρσ+ −

1

2
σ+σ−ρ−

1

2
ρσ+σ−

)
+ γ0N

(
σ+ρσ− −

1

2
σ−σ+ρ−

1

2
ρσ−σ+

)
.

(5.3.3)

Recordemos que en el régimen asintótico, el átomo está descrito por el estado térmico

ρeq =
e−βEH

tr (e−βEH)
, (5.3.4)

por lo que el vector de Bloch apunta en la dirección del campo efectivo, y su módulo es

Beq = tanh(βEε), (5.3.5)

donde ε = ~ω0/2 es la autoenerǵıa positiva del sistema

Desde el punto de vista estándar, la variación de enerǵıa debe interpretarse exclusivamente
como calor fluyendo entre ambos sistemas (∆E = Q), representado por la ĺınea roja continua en
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Figura 5.3: Evolución comparada de las cantidades termodinámicas en ambos paradigmas, para un
sistema de dos niveles interactuando con un campo electromagnético térmico a temperatura kBTe/ε =
10. En el panel (a) mostramos el calor y el trabajo intercambiados, y en el panel (b) la evolución de
la temperatura del átomo. En ambos casos el estado inicial es un estado producto, con estado inicial
del átomo definido por el vector de Bloch ~B = (0,2, 0,5, 0,4).

la Fig. 5.3(a). Desde la nueva perspectiva, el proceso de termalización consta de dos fenómenos
diferentes. Por un lado, dado que la entroṕıa inicial del átomo es, en general, diferente de la
entroṕıa de su estado de equilibrio (fijada por la temperatura del ambiente), el intercambio
de calor es estrictamente necesario para producir esa variación de entroṕıa. Sin embargo, eso
ya no basta para garantizar el equilibrio térmico. Dado que en el equilibrio el vector de Bloch
debe ser paralelo al campo efectivo, de acuerdo a la Ec. (5.2.17) deberá efectuarse trabajo para
producir esa rotación. Ambas cantidades se muestran en la Fig. 5.3(a).

El carácter transitoriamente positivo del trabajo en el análisis alternativo puede enten-
derse observando la trayectoria hacia el equilibrio en la esfera de Bloch, mostrada en la Fig. 5.4.
Nótese que al comenzar la evolución, a pesar de que tanto B como la distancia al eje z, B sin θ,
decrecen, al ángulo polar θ aumenta, por lo que el ambiente realiza trabajo sobre el sistema
(W > 0). Esto ocurre hasta que el punto que representa el estado alcanza el punto rojo, que
es la intersección de la trayectoria con la tangente trazada desde el origen, representada por la
ĺınea a trazos en la figura. A partir de ese punto, θ disminuye y el sistema comienza a realizar
trabajo sobre el ambiente, resultando en un trabajo neto negativo al final del proceso. Por esta
razón, la termalización requiere una mayor absorción de calor desde el ambiente, parte del cual
es convertido en trabajo.

El primer tramo del proceso muestra que a pesar de que la existencia de coherencia puede
ser un recurso útil, su consumo no implica necesariamente realización de trabajo. A modo de
ejemplo, podŕıa diseñarse un proceso que converja al estado máximamente mezclado de forma
tangencial al plano z = 0. En ese caso, la desaparición de la coherencia ocurre en paralelo a un
consumo permanente de trabajo externo.

En la Fig. 5.3(b) mostramos la evolución de las temperaturas definidas en ambos paradig-
mas. En ambos casos se observa que la absorción de calor implica un aumento de temperatura,
aśı como también la convergencia de dicha magnitud hacia la temperatura ambiente al final del
proceso, de acuerdo con lo esperado.

5.3.3. Sistema de dos átomos intercambiando fotones

Como último ejemplo, consideremos un sistema compuesto por dos átomos de dos niveles
en un ambiente común a temperatura cero. Si su separación espacial es R y sólo la emisión
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Figura 5.4: Trayectoria del estado del átomo en la esfera de Bloch. El sistema evoluciona desde el
vector (0.2,0.5,0.4) (punto azul) hacia el estado térmico (negro) ubicado sobre el diámetro vertical.

espontánea es tenida en cuenta, la evolución del sistema queda descrita por la siguiente ecuación
maestra [146]:

∂ρ

∂t
=

1

2

∑
k,l=A,B

γkl
(
2σk−ρσ

l
+ − σk+σl−ρ− ρσk+σl−

)
, (5.3.6)

donde
σA± = σ± ⊗ I2, σ

B
± = I2 ⊗ σ±, (5.3.7)

γAA = γBB = γ0 es la tasa de emisión espontánea de cada átomo, γAB = γBA = γ = g(R)γ0 ≤ γ0

es la constante de relajación del intercambio de fotones, y g(R) es una función que se aproxima
al valor 1 a medida que R→ 0.

Si γ < γ0, cada átomo no es capaz de absorber la totalidad de la enerǵıa emitida por
el otro, por lo que en el largo plazo el sistema se relajará hacia el estado base |0〉A ⊗ |0〉B,
independientemente del estado inicial considerado.

Analicemos el caso en que el sistema parte de un estado inicialmente descorrelacionado,
con el átomo (A) en el estado parcialmente excitado definido por el vector de Bloch ~BA =

(0, 0,5, 0,8), mientras que (B) parte del estado base, ~BB = (0, 0, 1).

En la Fig. 5.5 se muestran las trayectorias seguidas por los estados de ambos átomos en
la esfera de Bloch. Notamos que a medida que (A) libera enerǵıa, su estado evoluciona desde
el punto 1A hacia el estado base 2A. Por otro lado, como B parte del estado base, inicialmente
sólo pude absorber enerǵıa, abandonando el mismo hasta alcanzar el estado 2B. A partir de
ese instante la emisión excede a la absorción y el átomo se desexita, finalizando también en el
estado base 3B=2A. A continuación interpretaremos estos hechos desde la perspectiva de cada
paradigma.

Dado que los Hamiltonianos locales son constantes, analizando la situación desde el para-
digma original encontramos que no hay trabajo involucrado, por lo que el proceso debe inter-
pretarse exclusivamente como un intercambio de calor con pérdidas hacia el ambiente. El calor
intercambiado por cada átomo es representado mediante las ĺıneas rojas en las figuras 5.6(a)
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Figura 5.5: Trayectorias en la esfera de Bloch. El estado inicial es un estado producto de densidades
locales definidas por los vectores ~Ba = (0, 0,5, 0,8) and ~Bb = (0, 0, 1), con g(R) = γ/γ0 = 0,8. El
ambiente se encuentra a temperatura cero.

y 5.6(b). Notamos que en el balance neto, el átomo A siempre libera calor pero a una tasa
decreciente a medida que se aproxima al estado base, mientras que B sigue el proceso descrito
en el párrafo anterior, interpretando su variación energética también como calor absorbido y
liberado.

Desde la perspectiva del paradigma alternativo, la variación de enerǵıa de A incluye
trabajo efectuado por el sistema, mostrado en la Fig. 5.6(a). Esto se debe a que el ángulo
formado por el vector de Bloch y la vertical decrece monónotamente a medida que dicho átomo
se aproxima al estado fundamental. En consecuencia, el calor emitido por el átomo es menor
que en el paradigma original.

Con respecto al átomo B, notamos que en la primera parte de la evolución la absorción
de fotones produce dos efectos. Por un lado, un incremento de entroṕıa como consecuencia del
calor absorbido, que viene de la mano de un incremento de temperatura, como puede apreciarse
en la Fig. 5.6(c). Adicionalmente, el vector de Bloch es empujado fuera de la dirección vertical,
lo que requiere cierto trabajo rotacional contra el campo efectivo. Notamos también que los
signos del calor y el trabajo se encuentran en fase.

A medida que el átomo evoluciona desde el estado 2B hacia el 3B, la emisión de fotones
que gobierna el proceso se interpreta como calor liberado y trabajo efectuado, con un descenso
de temperatura. Es interesante notar que el estado 2B occurre aproximadamente cuando las
temperaturas de los átomos se igualan, momento a partir del cual se enfrian juntos liberando
enerǵıa al ambiente, como se puede apreciar en la Fig. 5.6.

70



0 10 20 30 40 50 60
-0.2

-0.15

-0.1

-0.05

(a)

0 10 20 30 40 50 60
0

0.01

0.02

0.03

(b)

0 10 20 30 40 50 60

0.2

0.4

0.6
(c)

Figura 5.6: Evolución comparativa de las cantidades termodinámicas para la evolución de los dos
átomos considerada en la Fig. (5.5), en los dos paradigmas. En el panel (a) se muestran el calor y el
trabajo intercambiados por el átomo A, en el panel (b) se representan las mismas cantidades para B,
y sus correspondientes temperaturas se muestran en el panel (c).
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Caṕıtulo 6

Algunos resultados en sistemas de
dimensión arbitraria

La posibilidad de representar los estados de un qubit mediante vectores contenidos en
la esfera unitaria en R3 simplifica enormemente la visualización de los procesos sufridos por
el sistema. Ello nos permitió explorar su termodinámica desde una perspectiva esencialmente
geométrica.

Sin embargo, la representación del estado por medio del vector de Bloch no suele ser
un buen punto de partida en el marco de los intentos de extender los resultados obtenidos, a
sistemas de dimensión mayor. Si bien es posible definir generalizaciones de la esfera de Bloch,
la entroṕıa ya no será más una función exclusiva del módulo del vector de Bloch asociado al
estado. Peor aún: es posible mostrar que no todos los puntos interiores a estas hiperesferas
representan estados válidos del sistema [149].

En función de estas observaciones, en este caṕıtulo nos abocaremos al estudio de sistemas
de dimensión arbitraria, pero desde un enfoque más algebraico. Nuestro punto de partida será
la aceptación del paradigma alternativo presentado en el caṕıtulo anterior. En ese contexto,
exploraremos algunos aspectos espećıficos de la termodinámica, enfocándonos particularmente
en la interpretación de la potencia mecánica, y en la posibilidad de extender el concepto de
temperatura a sistemas de dimensión arbitraria. Algunos de los resultados presentados en este
caṕıtulo han sido remitidos para su publicación, y una versión preliminar puede encontrarse en
[147].

6.1. La potencia mecánica como un observable cuántico

6.1.1. Operador Potencia

Consideremos un sistema cuántico de dimensión arbitraria sometido a una dinámica abier-
ta debido a la interacción con el ambiente. En el contexto del paradigma alternativo, el trabajo
diferencial realizado por el sistema está dado por la Eq. (5.1.8):

δW =
∑
j

λjd〈ψj|H|ψj〉, (6.1.1)

donde |ψj〉 es el autovector de su densidad reducida ρ con autovalor asociado λj, y H es
el Hamiltoniano local del sistema. Aplicando la regla del producto, la ecuación anterior es
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equivalente a

δW =
∑
j

[λjd(〈ψj|)H|ψj〉+ 〈ψj|dH|ψj〉+ 〈ψj|Hd(|ψj〉)]. (6.1.2)

Dado que ρ es Hermı́tico, su conjunto de autovectores constituye una base ortonormal del
espacio de Hilbert en todo instante. En consecuencia, existe un operador unitario T tal que,
para cada autovector |ψj〉 de ρ, satisface:

|ψj(t+ dt)〉 = T (t, t+ dt)|ψj(t)〉. (6.1.3)

Cabe aclarar que T rige solamente la evolución de los autovectores del operador densidad,
no teniendo relación alguna con la evolución de sus autovalores (los cuales t́ıpicamente serán
funciones del tiempo, ya que, en general, la dinámica de un sistema abierto es no unitaria).
Dado que T es un operador unitario próximo a la identidad, puede ser estimado como [150]:

T (t, t+ dt) ' I− iΩ(t)dt, (6.1.4)

donde Ω es el generador Hermı́tico de la transformación. A partir de las Ecs. (6.1.3) y (6.1.4),
se obtiene que

d|ψj〉 = |ψj(t+ dt)〉 − |ψj(t)〉 = −iΩ|ψj(t)〉dt, (6.1.5)

y sustituyendo este resultado y su conjugado Hermı́tico en la Ec. (6.1.2), llegamos a la siguiente
expresión para el trabajo infinitesimal:

δW =
∑
j

λj[〈ψj|dH|ψj〉+ i〈ψj|ΩH −HΩ|ψj〉dt] (6.1.6)

Luego, la potencia mecánica (trabajo realizado por el sistema por unidad de tiempo) estará
dada por la expresión:

Ẇ =
∑
j

λj〈ψj|
(
Ḣ + i[Ω, H]

)
|ψj〉. (6.1.7)

que puede ser escrita en la forma

Ẇ = tr
[
ρ
(
Ḣ + i[Ω, H]

)]
= tr

[
ρẆ
]
, (6.1.8)

donde hemos definido el operador potencia, que denotamos Ẇ, como

Ẇ ≡ Ḣ + i[Ω, H]. (6.1.9)

6.1.2. Discusion

Es trivial verificar que el carácter Hermı́tico de H y Ω en todo instante implica que los
dos términos en el lado derecho de la Ec. (6.1.9) son también Hermı́ticos, por lo que el opera-
dor potencia es, en efecto, Hermı́tico. Luego, la Ec. (6.1.8) muestra que la potencia mecánica
realizada por el sistema corresponde al valor esperado de un operador Hermı́tico, por lo que
puede ser interpretada como un observable cuántico: es una variable estocástica cuya medición
en un instante dado sólo puede resultar en alguno de los autovalores del operador Ẇ.

Observamos que la primera contribución a la potencia total en la Ec. (6.1.8),

Ẇ = tr[ρḢ], (6.1.10)
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corresponde a la potencia desarrollada desde el punto de vista del paradigma estándar, según
el cual el sistema sólo puede realizar trabajo si el Hamiltoniano vaŕıa en el tiempo. En adición
a dicho término, en el paradigma alternativo la potencia incluye una segunda contribución,

Ẇ ′ = itr(ρ[Ω, H]), (6.1.11)

vinculada a la rotación de los autovectores de ρ, y que, en el caso de un sistema de dos niveles,
fue interpretada como el trabajo requerido para rotar el vector de Bloch en presencia del campo
efectivo externo.

La expresión (6.1.11) permite profundizar en la interpretación de esta nueva contribución.
En primer lugar, notemos que si el sistema interactúa con el ambiente de modo tal que la
evolución de la autobase de ρ coincide con la evolución que dicha base tendŕıa si el sistema se
encontrara aislado, el propio H juega el papel de Ω. En ese caso, el conmutador es cero y no
existe trabajo adicional involucrado. Sin embargo, en general la evolución de la autobase de ρ
será distinta en ambas situaciones. Y dado que el Hamiltoniano local determina la dinámica
natural del sistema, las desviaciones respecto a ese comportamiento provocadas por la presencia
del ambiente tendrán repercusiones sobre éste a nivel energético, ya sea como costo o como
ganancia. El valor esperado del conmutador, que t́ıpicamente representa una medida de la
incompatibilidad de dos observables, codifica el nivel de desviación entre la evolución real,
gobernada por Ω (en lo que a los autoestados se refiere), y la natural, determinada por H, en el
instante actual. Cuanto mayor sea esa desviación, mayor será el valor esperado del conmutador
de los respectivos generadores, y, por lo tanto, mayor la potencia requerida para producirla.
En particular, al efectuar medidas simultáneas de H y Ω en un instante dado, el principio de
incertidumbre, Eq. (2.4.1), implica que el producto de las incertidumbres de ambas medidas
satisface

σΩσH ≥
1

2
|〈[Ω, H]〉| = 1

2
|itr(ρ[Ω, H])| = 1

2
|Ẇ ′| (6.1.12)

por lo que podemos interpretar la potencia adicional Ẇ ′ como la cota inferior (a menos de un
factor 1/2) en la relación de incertidumbre de dichos generadores.

Para finalizar esta sección, verificaremos la consistencia de estos resultados con los ob-
tenidos en el caṕıtulo anterior. Dado que en aquel caso H y Ω son operadores Hermı́ticos
en dimension dos, existen vectores ~v y ~w pertenecientes a R3, posiblemente dependientes del
tiempo, tales que

H = −~v.~σ, Ω = −~w.~σ, (6.1.13)

donde hemos omitido en cada caso el término múltiplo de la identidad debido a que, al conmutar
con cualquier operador, su contribución se cancela al evaluar el conmutador:

[Ω, H] = 2i(~w × ~v).~σ. (6.1.14)

Expresando el operador densidad en términos del vector de Bloch

ρ =
1

2
[I + ~B.~σ], (6.1.15)

y empleando las Ecs. (2.6.13), (6.1.14) y (6.1.15), obtenemos:

ρ[Ω, H] = i(~w × ~v).~σ + i ~B.(~w × ~v)I− ( ~B × (~w × ~v)).~σ (6.1.16)

Como las matrices de Pauli poseen traza nula, sólo el segundo término del lado derecho sobrevive
al evaluar el valor esperado

Ẇ ′ = itr(ρ[Ω, H]) = −2 ~B.(~w × ~v). (6.1.17)
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Es conveniente aplicar la propiedad ćıclica del produto triple para expresar el resultado como

Ẇ ′ = 2~w.( ~B × ~v). (6.1.18)

y, finalmente, definiendo ~w′ = ~w, el resultado anterior puede escribirse como

Ẇ ′ = 2~−1 ~w′.( ~B × ~v). (6.1.19)

En virtud de la discusión realizada en torno a la Ec. (2.6.14), resulta claro que ~Ω = −2~−1 ~w′

representa la velocidad angular del vector de Bloch en el espacio real. Por otro lado, sabemos
que ~B × ~v es el torque ejercido por el campo efectivo, por lo que la Ec. (6.1.19) finalmente
adopta la forma t́ıpica (5.2.21) del trabajo rotacional contra el campo externo

W ′ = −~Ω.~τ . (6.1.20)

6.2. Temperatura

A lo largo de este trabajo hemos visto que el concepto de temperatura puede extenderse de
manera natural al régimen cuántico en el caso de sistemas de dos niveles, independientemente de
la noción de calor adoptada. A partir de esos resultados, resulta natural preguntarse qué ocurre
con la temperatura en sistemas de dimensión mayor. Confirmando nuestra intuición, veremos
que en el contexto del nuevo paradigma y bajo hipótesis razonables, no es posible asignar
una temperatura a sistemas cuánticos que se encuentren en estados arbitrarios. Sin embargo, es
posible identificar un conjunto de estados para los cuales la temperatura como factor integrante
del diferencial de calor efectivamente existe. Sorprendentemente, dicho conjunto incluye no sólo
los estados de equilibrio térmico clásicos, sino también otros estados que presentan coherencia
en la base de enerǵıas, por lo que son estados verdaderamente cuánticos.

Nuestro abordaje estará basado en un aspecto particular de la temperatura: el rol de 1/T
como factor integrante del diferencial de calor δQ, en un proceso internamente reversible [151]:

dS =
δQ

T
, (6.2.1)

donde dS denota el cambio de entroṕıa. En las presentaciones t́ıpicas de la termodinámica,
la temperatura es un concepto anterior a la entroṕıa, por lo que la Ec. (6.2.1) es usualmente
empleada como definición del cambio de entroṕıa. Sin embargo, en mecánica cuántica ocurre
a la inversa: si bien el argumento original planteado por von Neumann y que conduce a su
definición de entroṕıa considera un proceso isotérmico, la temperatura no juega ningún papel
en el cálculo de la entroṕıa, ya que ésta depende exclusivamente del estado a través del operador
densidad.

A continuación veremos que la adopción de la entroṕıa de von Neumann, sumada a la
hipótesis de que la temperatura es una función de estado, implican, en el nuevo paradigma, la
existencia de un conjunto de estados para los cuales la temperatura puede definirse consisten-
temente a través de la Ec. (6.2.1).

En el resto de esta sección caracterizaremos dichos estados, que denominamos estados de
temperatura bien definida, y analizaremos algunas de sus propiedades.
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6.2.1. Temperatura de un sistema de dos niveles revisitada

En primer lugar analizaremos nuevamente el caso simple correspondiente al sistema de
dos niveles pero desde una perspectiva más directa y amena a posibles generalizaciones. Como
de costumbre, asumimos que SvN es una extensión válida de la entroṕıa termodinámica en
sistemas cuánticos. En función de los autovalores del operador densidad, para un sistema de
dos niveles tenemos

SvN
kB

= −λ1lnλ1 − λ2lnλ2. (6.2.2)

Esta ecuación, junto con la condición de normalización tr(ρ) = λ1 + λ2 = 1, conducen a:

dSvN = −kB ln(λ1/λ2)dλ1. (6.2.3)

Por otro lado, a partir de la definición alternativa de calor, Eq. (5.1.7), y la condición de
normalización, obtenemos:

δQ = (〈ψ1|H|ψ1〉 − 〈ψ2|H|ψ2〉)dλ1, (6.2.4)

donde {|ψ1〉, |ψ2〉} es la base natural del operador densidad. Luego, a partir de las Ecs. (6.2.1),
(6.2.3) y (6.2.4) podemos escribir

1

T
=
dSvN
δQ

=
−kB ln(λ1/λ2)dλ1

(〈ψ1|H|ψ1〉 − 〈ψ2|H|ψ2〉)dλ1

(6.2.5)

de donde finalmente obtenemos

T =
〈ψ2|H|ψ2〉 − 〈ψ1|H|ψ1〉

kBln(λ1/λ2)
. (6.2.6)

Obsérvese que en equilibrio térmico el Hamiltoniano y la matriz densidad conmutan, por
lo que admiten una expresión diagonal en la misma base. Eso implica que los elementos de
matriz que figuran en el numerador de la Ec. (6.2.6) serán las autoenerǵıas del sistema (que
denotamos Eg y Ee), al mismo tiempo que los autovalores coincidirán con las correspondientes
probabilidades Pg Pe de los estados autoestados de enerǵıa. Consecuentemente, la Ec. (6.2.6)
se reduce a la relación bien conocida

T ′ =
Ee − Eg

kBln(Pg/Pe)
. (6.2.7)

por lo que resulta una extensión natural la temperatura estándar.

Es posible mostrar la equivalencia de la expresión (6.2.6) con la obtenida en el caṕıtulo
anterior, Ec. (5.2.29). Para simplificar el análisis, consideremos el Hamiltoniano

H = ε|e〉〈e| − ε|g〉〈g|, (6.2.8)

a partir del cual los términos en el numerador de la Ec. (6.2.6) son

〈ψi|H|ψi〉 = ε[|〈ψi|e〉|2 − |〈ψi|g〉|2], i = 1, 2. (6.2.9)

Expandiendo el operador densidad en la base de enerǵıas

ρ =
1

2
[(1 + w)|g〉〈g|+ (u− iv)|g〉〈e|+ (1− w)|e〉〈e|+ (u+ iv)|e〉〈g|], (6.2.10)
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y recordando la relación entre los autovalores de ρ y el módulo B del vector de Bloch

λ1,2 =
1

2
(1±B), (6.2.11)

se obtiene |〈ψ1|g〉|2 − |〈ψ2|g〉|2 =
w

B
|〈ψ1|e〉|2 − |〈ψ2|e〉|2 = −w

B
.

(6.2.12)

Finalmente, a partir de las Ecs. (6.2.6), (6.2.9) y (6.2.12) encontramos la expresión

T =
εw

B tanh−1(B)
. (6.2.13)

que resulta equivalente a la Ec. (5.2.29).

6.2.2. Existencia de estados de temperatura bien definida en siste-
mas de dimensión arbitraria

En esta subsección mostraremos que para sistemas de dimensión N > 2 existe un con-
junto de estados, que incluye los estados de equilibrio térmico, para los cuales el concepto de
temperatura surge naturalmente. A partir de la Ec. (5.1.6), es sencillo verificar que

dSvN = −kB
N∑
j=1

ln(λj)dλj, (6.2.14)

mientras que el diferencial de calor, entendido desde el paradigma alternativo presentado en el
caṕıtulo anterior, está dado por la Ec. (5.1.7), que reiteramos para comodidad del lector:

δQ =
N∑
j=1

〈ψj|H|ψj〉dλj, (6.2.15)

donde {|ψj〉} es la base natural del operador densidad, y H es el Hamiltoniano local. Luego, es
fácil verificar que la Ec. (6.2.1) se satisface si existe T ∈ R tal que

N∑
j=1

[〈ψj|H|ψj〉+ kBT ln(λj)] dλj = 0. (6.2.16)

El requisito clave que impondremos es que la temperatura debe ser, como en el caso clásico,
una función de estado. Eso significa que la ecuación (6.2.16) debe satisfacerse para cualquier
conjunto de variaciones independientes de los autovalores. De lo contrario, sistemas que pasan
por un estado particular pero sufriendo distintos procesos, tendŕıan asociados valores diferentes
de temperatura. La condición

∑N
j=1 λj = 1 impone un v́ınculo sobre dichas variaciones, de

donde obtenemos que, para algún k arbitrario:

dλk = −
∑
j 6=k

dλj, (6.2.17)

por lo que finalmente, la condición (6.2.16) queda expresada como

N∑
j 6=k

[〈ψj|H|ψj〉 − 〈ψk|H|ψk〉+ kBT ln(λj/λk)] dλj = 0. (6.2.18)

78



Dado que ahora śı se cumple que las N−1 variaciones infinitesimales dλj son independientes, los
coeficientes que figuran en la Eq. (6.2.18) deben anularse. Concluimos entonces que los estados
de temperatura bien definida existirán si, ∀j, k, j′, k′ tales que j 6= k, j′ 6= k′, se satisface la
condición

〈ψj|H|ψj〉 − 〈ψk|H|ψk〉
kB[ln (λk)− ln(λj)]

=
〈ψj′ |H|ψj′〉 − 〈ψk′ |H|ψk′〉
kB[ln (λk′)− ln(λj′)]

, (6.2.19)

o si, equivalentemente, los N − 1 puntos definidos por las coordenadas

(ln(λj), 〈ψj|H|ψj〉) , (6.2.20)

están alineados. En ese caso, cualquier pareja de autovectores del operador densidad con sus
correspondientes autovalores, junto con el Hamiltoniano instantáneo, permiten calcular el valor
de la temperatura del sistema:

T =
〈ψj|H|ψj〉 − 〈ψk|H|ψk〉

kBln(λk/λj)
. (6.2.21)

La Ec. (6.2.21) es idéntica a la expresión correspondiente al sistema de dos niveles, Ec.
(6.2.6). En ese caso, la temperatura se encuentra siempre bien definida debido a la baja dimen-
sionalidad del sistema, ya que dos puntos siempre están alineados. Sin embargo, si dim(H) ≥ 3,
la temperatura (en el sentido descrito) sólo existe para un conjunto reducido de estados del
sistema. A partir de la Ec. (6.2.21) combinada con la condición de normalización, obtenemos

λj = Z−1e−β〈ψj |H|ψj〉, (6.2.22)

donde Z desempeña el papel de una función de partición para los autoestados de ρ:

Z =
N∑
k=1

e−β〈ψk|H|ψk〉, (6.2.23)

y β = (kBT )−1. Finalmente, los únicos estados de temperatura bien definida para el Hamilto-
niano H adoptan la forma

ρH,β = Z−1
∑
j

e−β〈ψj |H|ψj〉|ψj〉〈ψj|. (6.2.24)

Naturalmente, en el equilibrio térmico se tiene que

ρH,β = Z−1
∑
j

e−βEj |Ej〉〈Ej|, (6.2.25)

donde Z es la función de partición clásica, por lo que los estados de Gibbs son un caso particular
de aquellos representados por la Ec. (6.2.24). Nótese también que, a partir de la Ec. (6.2.24),
podemos interpretar los estados de temperatura bien definida como los estados térmicos aso-
ciados con un Hamiltoniano virtual H ′ que corresponde a la parte diagonal de H cuando es
expresado en la base natural de ρ, es decir:

ρH,β =
e−βH

′

tr[e−βH′ ]
, (6.2.26)

donde H ′ es el resultado de aplicar el mapa de desfasaje D(•) =
∑

j |ψj〉〈ψj| • |ψj〉〈ψj| al
Hamiltoniano real:

H ′ = D(H) =
∑
j

〈ψj|H|ψj〉|ψj〉〈ψj|. (6.2.27)
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6.2.3. Otras cantidades termodinámicas

Calor espećıfico

A continuación emplearemos la observación anterior para determinar el calor espećıfico de
un sistema que evoluciona transitando estados de temperatura bien definida. Como de costum-
bre, definimos el calor espećıfico como la derivada de la enerǵıa con respecto a la temperatura,
en un proceso sin trabajo efectuado, condición que en virtud de la Ec. (5.1.8), queda asegurada
si los elementos de matriz 〈ψj|H|ψj〉 son constantes. Por lo tanto, definimos:

C〈ψj |H|ψj〉 ≡
∂E

∂T

∣∣∣∣
〈ψj |H|ψj〉

, (6.2.28)

expresión que en virtud de la Ec. (5.1.4), es equivalente a

C〈ψj |H|ψj〉 =
∑
j

∂λj
∂T

∣∣∣∣
〈ψj |H|ψj〉

〈ψj|H|ψj〉. (6.2.29)

Las derivadas parciales pueden obtenerse a partir de (6.2.22)

∂λj
∂T

∣∣∣∣
〈ψj |H|ψj〉

=
1

kBT 2
(〈ψj|H|ψj〉 − E)λj, (6.2.30)

por lo que a partir de las dos últimas ecuaciones obtenemos

C〈ψj |H|ψj〉 =

∑
j〈ψj|H|ψj〉2λj − E2

kBT 2
. (6.2.31)

Nótese que el primer término en el numerador de la ecuación anterior es el valor esperado del
operador H ′2, y usando que los valores esperados de H y H ′ son iguales, finalmente obtenemos

C〈ψj |H|ψj〉 =
〈H ′2〉 − 〈H ′〉2

kBT 2
=

(∆H ′)2

kBT 2
, (6.2.32)

Tal como se esparaba, el calor espećıfico del sistema original en un estado de temperatura bien
definida es igual al del sistema gobernado por H ′ en un estado de equilibrio térmico, y resulta
proporcional a la varianza de H ′, (∆H ′)2.

Enerǵıa libre generalizada y trabajo en procesos isotérmicos

A partir de la discusión posterior a la Ec. (6.2.19) concluimos que los procesos isotérmi-
cos verifican dos condiciones desde el punto de vista geométrico. En primer lugar, los puntos
definidos en la Ec. (6.2.20) deben permanecer alineados para asegurar la existencia de la tempe-
ratura. Adicionalmente, la pendiente de dicha recta debe ser constante a medida que el estado
evoluciona en el tiempo. Usando la Ec. (6.2.22), es fácil verificar que la ecuación de la recta que
pasa por los puntos (ln(λj), 〈ψj|H|ψj〉) es:

y = −kBT x− kBT ln(Z), (6.2.33)

donde −kBT es la pendiente (en este caso una constante), y

F = −kBT ln(Z) (6.2.34)
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es la ordenada en el origen, que denotamos F debido a su similaridad con la enerǵıa libre. En
efecto, asumiendo un proceso infinitesimal a temperatura constante, el cambio de F está dado
por:

dF = −kBT d ln(Z) =
N∑
j=1

λjd〈ψj|H|ψj〉 = δW , (6.2.35)

coincidiendo, por lo tanto, con el trabajo efectuado por el sistema. Nótese que si el sistema
evoluciona de forma tal que la recta permanece fija, F será constante y el sistema no realizará
trabajo. En otro caso, debe notarse que el trabajo puede evaluarse conociendo la evolución de
un autoestado en particular de la matriz desnidad, con su correspondiente autovalor:

δW = d〈ψk|H|ψk〉+ kBT d ln(λk). (6.2.36)

6.2.4. Formulación alternativa de la temperatura espectral

Finalmente, compararemos nuestra noción de temperatura con un concepto relacionado, la
denominada temperatura espectral [152], el cual ha sido empleado para asignar una temperatura
a sistemas fuera del equilibrio [153, 154, 155, 156, 157, 158, 159].

Para un sistema de N niveles no degenerado, la temperatura espectral Ts se define como

1

kBTs
=

(
1− P1 + PN

2

)−1 N−1∑
j=1

[
Pj+1 + Pj

2

]
ln(Pj/Pj+1)

Ej+1 − Ej
, (6.2.37)

donde Ej son las autoenerǵıas, y Pj sus correspondientes probabilidades.

Puede mostrarse de forma sencilla que en equilibrio térmico esta expresión se reduce a la
temperatura ordinaria, al igual que la temperatura obtenida en este trabajo. Adicionalmente,
la temperatura espectral está definida para estados arbitrarios. Esto claramente no ocurre con
aquella la temperatura dada por la Ec. (6.2.21), la cual existe sólamente para un conjunto
especial de estados del sistema.

Sin embargo, el concepto de temperatura espectral adolece de un problema que puede
evidenciarse ya en el caso más simple de un sistema de dos niveles, en el que la Ec. (6.2.37) se
reduce a

Ts =
E2 − E1

kB ln(P1/P2)
(6.2.38)

que coincide la Ec. (6.2.7), como era esperable. Sin embargo, en general dicha ecuación no
vincula el cambio de entroṕıa con el calor intercambiado, caracteŕıstica que śı posee la Ec.
(6.2.1). Ya hemos visto que para un sistema de dos niveles la temperatura fuera del equilibrio
está siempre definida y coincide con la Ec. (6.2.6). Por lo tanto es esperable que cualquier
generalización del concepto de temperatura se reduzca a la Ec. (6.2.6) al considerar sistemas de
dos niveles. Este argumento sugiere que al considerar sistemas en estados que no son estados
térmicos de H ′, si de todas formas inisistimos en caracterizar la evolución del sistema mediante
una temperatura efectiva, debeŕıa considerarse la siguiente reformulación de la temperatura
espectral:

1

kBτ
=

(
1− λ1 + λN

2

)−1 N−1∑
j=1

[
λj+1 + λj

2

]
ln(λj/λj+1)

Hj+1j+1 −Hjj

, (6.2.39)

donde Hnn = 〈ψn|H|ψn〉. Esta ecuación también proporciona resultados consistentes con la
situación de equilibrio en cualquier dimensión, y adicionalmente se reduce a la temperatura
obtenida en este trabajo al considerar sistemas de dos niveles.
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6.2.5. Ejemplo

Consideremos el caso de una caminata cuántica en la ĺınea, en tiempo discreto y con tres
estados de quiralidad [160]. La temperatura de este sistema ha sido estudiada recientemente en
la Ref. [161].

En este caso el sistema evoluciona en el espacio de Hilbert compuesto HE⊗HS
, donde Hn

es el espacio de posiciones, generado por la base {|n〉}, y H
S

es el espacio de quiralidad (que en
este caso posee dimensión 3), generado por los kets |R〉, |L〉, y |N〉, asociados respectivamente
con pasos hacia la derecha, izquierda, o permanecer en el lugar.

Consideraremos la dinámica producida por las sucesivas aplicaciones del operador

U = S(I⊗G), (6.2.40)

donde G es la moneda de Grover,

G =
1

3

−1 2 2
2 −1 2
2 2 −1

 , (6.2.41)

S es el shift operator :

S =
∑
n

|n+ 1〉〈n| ⊗ |R〉〈R|+ |n− 1〉〈n| ⊗ |L〉〈L|+ |n〉〈n| ⊗ |N〉〈N |, (6.2.42)

e I es el operador identidad en HE. Entonces, el estado global al tiempo t está dado por

|ψ(t)〉 = U t|ψ(0)〉, (6.2.43)

donde |ψ(0)〉 puede ser escrito como

|ψ(0)〉 =
∑
n

|n〉 ⊗ [an(0)|R〉+ bn(0)|N〉+ cn(0)|L〉], (6.2.44)

con an(0), bn(0) y cn(0) satisfaciendo la condición de normalización:∑
n

(
|an(0)|2 + |bn(0)|2 + |cn(0)|2

)
= 1.

Como de costumbre, nos enfocaremos en los grados de libertad de quiralidad, considerando
la moneda como un sistema de 3 niveles en interacción con un ambiente grande, representado
por el espacio de posiciones HE. Con el objetivo de asegurar que el ambiente es efectivamente
grande, nos restringiremos a distribuciones Gaussianas en el espacio de posiciones con valores
grandes de σ: an(0) = cn(0) = e

−n2

4σ2

4√
2πσ2

a0

bn(0) = e
−n2

4σ2

4√
2πσ2

b0

(6.2.45)

donde, por conveniencia, hemos colocado iguales amplitudes iniciales a los estados |R〉 y |L〉.
De modo similar a lo que ocurrió en la caminata cuántica con dos estados de esṕın previamente
estudiada, la evolución de la moneda consta de una parte unitaria descrita por un Hamiltoniano
efectivo que puede elegirse proporcional a G, sumada a una contribución disipativa debido a
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Figura 6.1: T12 (azul), T13 (rojo, ĺınea fina), y τ (temperatura espectral) (negro, ĺınea gruesa). El
estado inicial es un estado producto en el que el caminante posee distribución Gaussiana alrededor del
origen con σ = 15, y la moneda se encuentra en el estado 1√

3
(1,−1, 1).

la interacción con el ambiente. En particular, en el régimen asintótico la moneda alcanza un
estado de equilibro caracterizado por la siguiente matrix densidad:

ρ∞S =


1/3 x x

x 1/3 x

x x 1/3

 , (6.2.46)

donde x depende del estado inicial y satisface la condición −1/6 < x < 1/3. Por otro lado, un
cálculo simple similar al efectuado en la Sección (4.6.2) muestra que los estados de Gibbs asocia-
dos al Hamiltoniano G a temperatura inversa β (es decir, las densidades del tipo e−βG/tr[e−βG],
poseen exactamente la forma de la Ec. (6.2.46), con

x = − 2 sinh β

3[3 cosh β + sinh β]
. (6.2.47)

Por lo tanto, podemos considerar al estado de equilibrio como un estado de Gibbs a temperatura
Teq tal que

1

kBTeq
= −ln

(√
1 + 6x

1− 3x

)
. (6.2.48)

Con respecto a la situación fuera del equilibrio, es claro que si consideramos las cantida-
des:

T12 =
〈ψ2|H|ψ2〉 − 〈ψ1|H|ψ1〉

kBln(λ1/λ2)
; T13 =

〈ψ3|H|ψ3〉 − 〈ψ1|H|ψ1〉
kBln(λ1/λ3)

, (6.2.49)

la temperatura del sistema se encontrará bien definida cuando T12 = T13. En la Fig. (6.1) pode-
mos apreciar que ambas cantidades se igualan y comienzan a oscilar juntas aproximadamente
en el instante t ≈ 110, antes de alcanzarse el equilibrio. Esto sugiere la posibilidad de que la
termalización interna, es decir, el cumplimiento de la condición dada por la Ec. (6.2.19), podŕıa
ser un paso previo al equilibrio. La veracidad de esta conjetura debeŕıa ser objeto de estudios
posteriores.

En la Fig. (6.1) también representamos nuestra propuesta para la temperatura espectral
τ . El valor asintótico de la temperatura puede obtenerse directamente a partir de la Ec. (6.2.48)
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(para el estado inicial considerado se tiene que x =' −0,1112, de donde se obtiene que kBTeq =
1,4418.)

84



Caṕıtulo 7

Conclusiones

El objetivo principal de este trabajo ha sido analizar la evolución de los sistemas cuánti-
cos desde una perspectiva termodinámica, enfocándonos particularmente en el problema de la
correcta identificación de las cantidades más adecuadas para realizar ese tipo de descripción.
Por razones de simplicidad, y debido su relevancia para el desarrollo de nuevas tecnoloǵıas,
comenzamos restringiendo nuestra atención a los sistemas de dos niveles, aprovechando que los
procesos que sufren estos sistemas pueden ser visualizados geométricamente de forma sencilla
por medio de la representación en la esfera de Bloch.

Siguiendo esta filosof́ıa, en el Cap. IV profundizamos en el análisis de las implicancias
de las definiciones usuales de calor y trabajo en mecánica cuántica, marco teórico que denomi-
namos paradigma estándar. En particular, mostramos que la aplicación de la definición usual
de temperatura en el contexto de dicho paradigma conduce a una expresión para la tempera-
tura de un qubit que, para el caso de los modelos analizados, y en ausencia de correlaciones
iniciales, se comporta de forma análoga a la temperatura clásica: aumenta cuando el sistema
recibe calor del ambiente, disminuye al ceder calor, y se mantiene esencialmente constante si el
sistema parte de un estado fuera del equilibrio que posee una temperatura igual a la del am-
biente. Adicionalmente, esta noción de temperatura permitió clasificar la entroṕıa generada en
sus contribuciones intŕınseca (vinculada a irreversibilidades internas), y de frontera (asociada
al flujo irreversible de calor), de forma análoga a lo que ocurre con los sistemas clásicos. Desde
el punto de vista de la teoŕıa de la información, la entroṕıa generada total durante un proceso
en un sistema de dos qubits fue identificada como la variación de la información mutua entre
las componentes del sistema, representando entonces una medida de las correlaciones totales
creadas durante el proceso. Por otro lado, también mostramos que la generación intŕınseca de
entroṕıa es proporcional a la pérdida de coherencia del qubit en la base de enerǵıas. De es-
te modo, los procesos de decoherencia pueden entenderse como procesos irreversibles desde el
punto de vista termodinámico, ya que implican una generación de entroṕıa.

A modo de ejemplo, realizamos el estudio de una caminata cuántica en la ĺınea con dos
estados de esṕın. La idea básica fue considerar los grados de libertad de quiralidad como un
qubit que alcanza el equilibrio debido a la interacción con el ambiente, compuesto por los
grados de libertad de posición. Para enfatizar el rol de las posiciones como un baño térmico,
sólo consideramos situaciones en las que el espacio de posiciones posee una alta ocupación en el
instante inicial. Luego de identificar el Hamiltoniano local, observamos que ocurren pequeñas
variaciones en su valor esperado, hecho que, en virtud del carácter independiente del tiempo de
dicho operador, sólo puede ser interpretado como calor intercambiado con la malla. Esto podŕıa
implicar que, por ejemplo, en las implementaciones ópticas de la caminata, exista un intercambio
energético entre el fotón y los dispositivos ópticos. A su vez, mostramos que la consideración
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de este flujo de calor resulta ser, en última instancia, fundamental para el cumplimiento de la
segunda ley.

A pesar del interés que pueden presentar los resultados anteriores, el paradigma estándar
posee algunos puntos débiles. Particularmente, observamos que el trabajo realizado, al ser
calculado dentro de dicho paradigma, resulta independiente de la evolución de la coherencia del
sistema durante el proceso. Este aspecto resulta contraintuitivo, ya que la coherencia entre los
autoestados de enerǵıa ha demostrado ser un insumo útil para mejorar la eficiencia obtenida en
diversas tareas. Ésta y otras flaquezas de dicha formulación han conducido al surgimiento de
algunas propuestas alternativas. Al estudio de una de estas propuestas está dedicado el resto
del trabajo.

Espećıficamente, la observación de que la entroṕıa de un sistema de dos niveles depende
exclusivamente del módulo del vector de Bloch permite realizar una partición alternativa del
cambio energético en calor y trabajo, idea que fue explorada en el Cap. 5. Esta propuesta
alternativa logra reproducir todos los resultados clásicos cuando los estados considerados son
incoherentes, y, adicionalmente, presenta algunas ventajas respecto al paradigma estándar (con
cuyas predicciones coincide en aquel ĺımite).

En primer lugar, el concepto alternativo de calor se encuentra más próximo a la visión
clásica, ya que corresponde al cambio energético que produce una variación de entroṕıa en
el sistema. Este es exactamente el punto de vista adoptado por Clausius al definir entroṕıa,
pero aplicado en sentido inverso: en este caso la entroṕıa precede lógicamente al calor en la
formulación de la teoŕıa.

Con respecto al trabajo, en la formulación alternativa dicho concepto consta de dos con-
tribuciones: la usual, asociada a las variaciones en el Hamiltoniano, y un término adicional vin-
culado a la evolución de los autovectores del operador densidad. La existencia de esta segunda
contribución permite la realización de trabajo incluso en situaciones en las que el Hamiltoniano
local es constante, resolviendo de este modo uno de los aspectos contraintuitivos de la formula-
ción estándar. Adicionalmente, mostramos que este nuevo término en la expresión del trabajo
corresponde al trabajo rotacional que debe efectuar el ambiente para rotar el vector de Bloch
(el cual desempeña el rol de un momento magnético microscópico), en presencia de un campo
externo. Dado que desde el punto de vista clásico la variación de enerǵıa potencial de un dipolo
al modificar su orientación respecto al campo externo es interpretada como trabajo, considera-
mos que este resultado representa un fuerte argumento a favor de la adopción del paradigma
alternativo.

Debe notarse también que, a diferencia de lo que ocurŕıa en la formulación estándar,
la nueva expresión para el trabajo subraya la importancia de la coherencia como un recurso
útil desde el punto de vista energético, ya que la contribución adicional al trabajo total sólo
está presente si existe coherencia en el estado inicial. En el paradigma original, la pérdida de
coherencia hab́ıa sido vinculada con la producción de entroṕıa, que representa una medida del
trabajo perdido debido a la existencia de irreversibilidades. Sin embargo, en el nuevo paradigma
la producción intŕınseca de entroṕıa es cero, por lo que la posibilidad de extraer trabajo a partir
de la coherencia se puede considerar como una consecuencia de este hecho. En particular, el
análisis de un proceso de pure dephasing desde el paradigma alternativo permite entender de
un modo novedoso por qué la capacidad de realizar trabajo decrece a medida que el sistema
evoluciona hacia un estado de equilibrio.

Una predicción destacable vinculada al aspecto anterior es el hecho de que, desde el punto
de vista del paradigma alternativo, los procesos de termalización ya no pueden ser entendidos
exclusivamente como procesos de intercambio de calor. Como en la situación de equilibrio el
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vector de Bloch es paralelo al campo efectivo, por regla general ~B deberá rotar para alcanzar
dicho estado, lo que implica cierta cantidad de trabajo involucrado. Esto puede entenderse
recordando que, clásicamente, la noción de calor surge de la imposibilidad de acceder a los
grados de libertad microscópicos del sistema. Es razonable entonces pensar que, en ausencia de
esa limitación, muchos procesos de intercambio de enerǵıa podŕıan ser descritos exclusivamente
en términos del concepto de trabajo. El calor, tal como fue definido en el paradigma alternativo,
tiene que ver con una inaccesibilidad más fundamental: el hecho de que los sistemas abiertos
t́ıpicamente se encuentran en estados mezclados, y que, por lo tanto, poseen entroṕıa no nula.

Un aspecto contrario a la intuición del paradigma estándar que no es resuelto por la nueva
propuesta tiene que ver con el hecho de que, dado que se definen utilizando variables locales,
el calor y el trabajo no pueden considerarse flujos de enerǵıa en sentido estricto. T́ıpicamente,
el calor liberado por una componente de un sistema bipartito puede ser diferente del calor
absorbido por la otra componente. Quizás estos conceptos se puedan definir de forma ineqúıvoca
y respetando todos los requisitos intuitivos sólo en situaciones particulares en las que el sistema
de interés interactúa con sistemas que, por construcción, solo pueden intercambiar, o bien calor,
o bien trabajo.

Finalmente, en el Cap. 6 presentamos algunos resultados preliminares sobre la termo-
dinámica en sistemas de dimensión arbitraria, tomando como punto de partida la aceptación
del paradigma alternativo. En primer lugar, analizamos el concepto de trabajo y su derivada
temporal, la potencia mecánica, mostrando que la misma puede expresarse como el valor espe-
rado de un operador Hermı́tico, por lo que es plausible de ser interpretada como un observable
cuántico. A su vez, mostramos que dicho observable resulta ser el conmutador entre el Hamil-
toniano local del sistema, y el Hamiltoniano virtual que genera la rotación de los autovectores
del operador densidad en la dinámica real (abierta). De este modo, la potencia efectuada de-
penderá del grado de desv́ıo que presenta la evolución de los autovectores de la matriz densidad
en relación a su evolución unitaria, desv́ıo cuantificado por el valor esperado del conmutador
de ambos operadores en cada instante (el cual, por cierto, es proporcional al producto mı́nimo
de las incertidumbres en la medición simultánea de ambos operadores). Para el caso particu-
lar de un sistema de dos niveles, este resultado se reduce al producto escalar entre el torque
efectivo y la velocidad angular del vector de Bloch, resultado consistente con el obtenido en
el Cap. 5. Actualmente nos encontramos explorando la posibilidad de interpretar la potencia
mecánica como un trabajo rotacional en el espacio de Hilbert, analizando el problema desde la
perspectiva de las álgebras de Clifford.

Por último, hemos explorado uno de los posibles caminos hacia la formulación del concepto
de temperatura en sistemas de dimensión arbitraria. Los supuestos básicos adoptados fueron:
1) que la entroṕıa de von Neumann es una extensión válida del concepto clásico de entroṕıa
para sistemas cuánticos, 2) que el calor es la parte del cambio de enerǵıa que produce un
cambio de entroṕıa, y 3) que la temperatura es una función del estado, o sea, de la densidad
reducida del sistema. Hemos mostrado que estas hipótesis son consistentes sólamente para un
conjunto especial de estados cuánticos, que pueden ser interpretados como los estados térmicos
de la parte diagonal del Hamiltoniano local, cuando este es expresado en la base propia del
operador densidad. Este resultado confirma nuestra intuición acerca de la imposibilidad de
caracterizar sistemas en estados arbitrarios mediante una temperatura, y permite identificar
aquellos estados para los cuales la temperatura se encuentra bien definida. Sorprendentemente,
el conjunto de dichos estados incluye no sólo los estados clásicos de equilibrio térmico (estados
de Gibbs), sino también otros estados que presentan coherencia en la base de enerǵıas, por lo
que son verdaderamente de naturaleza cuántica. La estructura matemática de los estados de
temperatura bien definida permite obtener expresiones familiares para cantidades tales como
la capacidad caloŕıfica, la enerǵıa libre, y la relación de esta última con el trabajo realizado en
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un proceso isotérmico.

Para situaciones en las que la temperatura no se encuentra definida, proponemos una
definición alternativa de temperatura espectral para caracterizar el estado de no equilibrio. En
su formulación original, el término espectral se refiere a las posibles energias del sistema, y
la temperatura queda expresada en términos de dicho espectro y sus probabilidades, es decir,
de los elementos diagonales de la matriz de densidad (expresada en la base de enerǵıas). Sin
embargo, nuestra expresión para la temperatura de un sistema de dos niveles sugiere que es
conveniente, en lugar de emplear dicha base, trabajar en la base propia del operador densidad.
En consecuencia, en lugar de los parámetros que figuran en la formulación original, proponemos
utilizar el espectro de la matriz de densidad y los elementos diagonales del Hamiltoniano en la
base propia del operador densidad en la definición de temperatura espectral.

Finalmente, en el ejemplo particular estudiado, notamos que la temperatura del sistema
pasa a encontrarse bien definida antes de que el equilibrio térmico sea alcanzado. La ubicuidad
de tal comportamiento, aśı como la posible vinculación entre esta temperatura y las leyes de la
termodinámica, son aspectos que deben ser objeto de estudios posteriores.
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