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Resumen

En esta tesis presentaré los resultados de la investigacion realizada en el marco
de mi doctorado en fisica del PEDECIBA.

Matthew Choptuik fue el primer cientifico en obtener importantes y sorprendentes
resultados sobre el umbral para la formaciéon de un agujero negro a partir de un
conjunto de datos iniciales para Relatividad General. Bajo el término de "fenémenos
criticos" para el colapso, Choptuik encontré una ley de potencias para la masa del
agujero negro, demostré su universalidad y comprobo la existencia de ’ecos de escala’.
Estos fendmenos son explicados a partir de la existencia de soluciones exactas, que
son tipicamente autosimilares. Los fenémenos criticos brindan una ruta que parte de
datos iniciales suaves y nos lleva hasta curvaturas arbitrariamente grandes, que son
visibles desde el infinito y, por esto, probablemente sean relevantes para la Gravedad
Cuéntica, la astrofisica y la comprensiéon general de la dindmica de la Relatividad

General.

En este trabajo realizamos un estudio detallado del colapso de un campo escalar
sin masa con simetria esférica, minimamente acoplado a la gravedad, utilizando las
ecuaciones semiclasicas de la Gravedad Cuéantica de Lazos. Encontramos un com-
portamiento critico de la masa en funcién de los pardmetros iniciales, similar al
encontrado por Choptuik en la Relatividad General clasica, para un gran conjunto
de datos iniciales y distintos valores del pardmetro de polimerizacion. Contrariamen-
te a las amplias expectativas de la Gravedad Cuéntica, nuestras ecuaciones de campo
semiclésicas tienen una invariancia de escala exacta, al igual que las ecuaciones de
campo clasicas. Como era de esperar, comprobamos numéricamente que la transicion

de fase es de segundo orden, nuevamente como en el caso clasico.

El hecho que no exista una brecha en la escala de masa indica la posibilidad
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de la existencia de una solucién critica autosimilar como en Relatividad General.
Aqui proporcionamos evidencia de su existencia en la teoria semicléasica. Utilizando
un c6digo con refinamiento de malla adaptativa (AMR, por sus siglas en inglés),
demostramos que los "ecos" (repeticiones en los campos) surgen como resultado
de la autosimilitud discreta del espaciotiempo. También mostramos la existencia
de "wiggles" (oscilaciones) en la relacion de escala de masa, tal como en la teoria
clasica. Los resultados de la teoria semiclasica concuerdan con los de la Relatividad
General clasica a menos que se tomen valores irrealmente grandes para el parametro
de polimerizacion (que es del orden de la longitud de Planck).

Por tltimo, proponemos un nuevo esquema de polimerizacién para campos esca-
lares acoplados a la gravedad que tiene la ventaja de ser una transformacion canénica
no biyectiva de los campos y, por tanto, asegura la covarianza de la teoria. Reali-
zamos un estudio detallado en situaciones con simetria esférica y comparamos con
otros enfoques, verificando que los anélisis realizados en la tesis con la forma de
polimerizacion candnica difieren muy poco de los covariantes.

Los articulos publicados en base a este trabajo corresponden a las referencias [1, 2].



Abstract

In 1993 Matthew Choptuik studied numerically the collapse of a massless scalar
field in spherically symmetric general relativity. Such a system has two possible final
states: either the field disperses to infinity or forms a black hole. He concentrated
on one-parameter families of initial data. Starting from values of the parameter for
which no black hole forms, if one varies the parameter one eventually passes a "critical
value" for which it does. Three novel observations were made. On the one hand, no
minimal black hole mass appears to exist. In other words, one can create black holes
as small as desired by fine tuning the initial parameter. Although this was somewhat
expected since the problem does not have any characteristic mass scale, there was
some debate about the existence of a gap before Choptuik’s results. The second
observation is that the mass of the resulting black hole depends on the distance in
parameter-space from the critical value as a power law. The exponent of the power
law is universal: it takes the same value for all families of initial data. In addition,
Choptuik used sophisticated adaptive mesh refinement (AMR) techniques to study
the features of the solutions for values of the parameter very close to criticality. This
study led to the third surprising behavior: as one approaches criticality the solution

exhibited a discrete self-similarity in space-time.

In this thesis, we study the collapse in spherical symmetry of a massless scalar
field minimally coupled to gravity using the semiclassical equations that are expected
from loop quantum gravity. We find critical behavior of the mass as a function of the
parameters of the initial data similar to that found by Choptuik in classical general
relativity for a large set of initial data and values of the polymerization parameter.
Contrary to wide expectations for quantum gravity, our semiclassical field equations

have an exact scale invariance, as do the classical field equations. As one would then
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expect, we numerically find that the phase transition is second order, again as in the
classical case.

The lack of a mass gap indicated the possible existence of a self-similar critical
solution as in general relativity. Here we provide further evidence for its existence.
Using an adaptive mesh refinement code, we show that "echoes" arise as a result
of the discrete self-similarity in space-time. We also show the existence of "wiggles"
in the mass scaling relation, as in the classical theory. The results from the semi-
classical theory agree well with those of classical general relativity unless one takes
unrealistically large values for the polymerization parameter.

Finally, we propose a new polymerization scheme for scalar fields coupled to
gravity. It has the advantage of being a (non-bijective) canonical transformation of
the fields and therefore ensures the covariance of the theory. We study it in detail in

spherically symmetric situations and compare to other approaches.
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En esta primera parte introduciremos los conceptos basicos de la Teoria de Cam-
pos Cléasica y los Sistemas vinculados. Ademas, estudiaremos la Teoria de la Relati-
vidad General y la desarrollaremos en términos de las variables de Ashtekar.

Finalmente, combinaremos los conocimientos adquiridos sobre Relatividad Ge-
neral con los de Mecanica Cuantica, dos teorias aparentemente incompatibles, para
dar lugar a la Gravedad Cuéntica de Lazos, un marco imprescindible para motivar

y entender el trabajo realizado en esta tesis.



22



Capitulo 1

Teoria clasica de campos y sistemas

vinculados

Una teoria gauge es aquella en que las variables dinamicas son especificadas con
respecto a un marco referencial cuya eleccion es arbitraria en cada instante de tiempo.
Las variables fisicas son aquellas independientes del marco de referencia local. Una
transformaciéon de las variables inducida por un cambio en el marco referencial es
denominada transformacion gauge. Las variables fisicas u observables son invariantes
bajo transformaciones gauge.

En este tipo de teorias, dadas las condiciones iniciales, las ecuaciones de movi-
miento no determinan las variables dindmicas para todo tiempo, ya que el referencial
puede cambiar en cualquier momento. Por esto, la solucion general de las ecuaciones
de movimiento contienen funciones del tiempo arbitrarias. Un tratamiento adecuado
de sistemas gauge es la formulaciéon hamiltoniana, que desarrollaremos en detalle
méas adelante.

La presencia de funciones del tiempo arbitrarias en la solucion general de las
ecuaciones de movimiento implica que las variables canénicas no son todas indepen-
dientes. Las relaciones entre ellas son llamadas vinculos. Un sistema gauge siempre
es un sistema hamiltoniano vinculado, no siendo asf a la inversa, ya que no todos los
vinculos de un sistema hamiltoniano surgen de la invariancia gauge.

A continuacion, describiremos los distintos tipos de vinculos que podemos en-

contrar en este tipo de sistemas. La informacion presente en este capitulo puede

23



24CAPITULO 1. TEORIA CLASICA DE CAMPOS Y SISTEMAS VINCULADOS

encontrarse y ampliarse en el libro "Quantization of Gauge Systems" de Henneaux
y Teitelboim [45].

1.1. Vinculos primarios

El punto de partida para discutir los sistemas vinculados es el principio de minima
accion en la formulacion lagrangiana.

Las trayectorias clasicas de un sistema son aquellas que dejan la accion

to
Sp= | Ligd)dt, (L1.1)

t1
estacionaria bajo variaciones d¢™ (t) de las variables lagrangianas ¢" (n = 1,..., N),
y hacen que se anule en los extremos 1, t;. La condicion anterior esta dada por las

ecuaciones de Euler-Lagrange

d /0L oL
— (= ]——=—=0 1.1.2
dt (8(}”) oqn ’ ( )
en mas detalle
, O0°L oL . 0?L
" = —q" 1.1.3
q aqn’aqn aqn q 8qn’aq‘n’ ( )

donde el punto sobre las variables denota su derivada respecto al tiempo.

Las aceleraciones ¢" en un tiempo dado estan determinadas tinicamente por las
%L
g™ dgn

posiciones y velocidades en ese instante si, y solo si, la matriz es invertible;

%L
Agnagn’
aceleraciones no estaran determinadas tinicamente por las posiciones y velocidades,

es decir, si el determinante det < > es distinto de cero. Si el mismo es cero, las

entonces las soluciones de las ecuaciones de movimiento podrian contener funciones

. . . . 2L
del tiempo arbitrarias. Por lo tanto, nos interesa el caso que en el cual 3i7ag 1O es

invertible.
Para pasar al formalismo hamiltoniano debemos definir los momentos candnicos

de las variables:

oL

= —. 1.1.4
o (11.4)

Pn
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Aqui vemos que la condicion para que se anule el determinante anterior es justamen-
te la no invertibilidad de las velocidades como funciones de las coordenadas y los
momentos. Es decir, los momentos (1.1.4) no son todos independientes en ese caso,

sino que hay ciertas relaciones que surgen de su definiciéon. A estas las denotamos

Cuando los momentos p en (1.1.5) son reemplazados por su definicion (1.1.4)
en términos de ¢ y ¢, la ecuacion (1.1.5) se reduce a la identidad. Las condiciones
(1.1.5) se denominan wvinculos primarios, haciendo énfasis en que las ecuaciones de
movimiento no son necesarias para obtener estas relaciones (ya que no implican

ninguna restriccion en las coordenadas y las velocidades).
%L
espacio formado por (gq,q) y que los vinculos primarios definen una subvariedad

Asumiremos que el rango de la matriz es una constante a lo largo del

suave embebida en el espacio de fases. Esta subvariedad se denomina superficie de

vinculos primarios.
2L
dientes dadas por (1.1.5) y la superficie de vinculos primarios es una subvariedad del

Obsérvese que, si el rango de es N — M’, existen M’ ecuaciones indepen-

espacio de fases con dimension 2N — M.

1.1.1. Teoremas importantes

Veamos dos teoremas importantes sobre los sistemas vinculados:

1. Si una funcion suave, G, del espacio de fases, se anula sobre la superficie de

vinculos ¢, = 0, entonces G = g™ ¢,, para algunas funciones g™.

2. Si \,0q¢" 4+ p"op, = 0 para variaciones arbitrarias dq™, dp, tangentes a la su-

perficie de vinculos, entonces

Obm
=u™" 1.1.
A =u o (1.1.6)
0P,
"=y == 1.1.7
e o, (L.1.7)

para algunos u". Estas igualdades se cumplen sobre la superficie de vinculos.
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1.2. Vinculos secundarios

Introduzcamos, ahora, el hamiltoniano candnico, definido por

H={"p, - L. (1.2.1)

Evaluando el cambio 0 H inducido por variaciones arbitrarias independientes de las

posiciones y las velocidades, tal que,
OH 0L OH
— 4+ — 0"+ | =— —¢" ) op, =0, 1.2.2
(aqn aqn> q (apn q) P (1.2.2)
podemos concluir que el hamiltoniano canénico esti bien definido tinicamente en la

subvariedad de vinculos primarios y puede ser extendido arbitrariamente fuera de la

misma. El formalismo debe permanecer invariante bajo el cambio

H— H+ " (q,p) om. (1.2.3)

De la ecuacion (1.2.2), y usando el teorema (2), tenemos

. 0OH 0P,
"= m 1.24
T o, T Bpy (1.2.4)
oL OH Obpm,
- — = — um—. 1.2.5
aqn i oqn » aqn ( )

Estas expresiones nos permiten reescribir las ecuaciones del sistema en la forma

hamiltoniana equivalente,

oOH Obm,

= 1.2.
T o, " o (1.26)
. o0H m OPm

ém (q,p) = 0. (1.2.8)

Las mismas pueden ser derivadas del principio variacional,

5[ (§"pn — H — u™ ) = 0, (1.2.9)
t1
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para variaciones arbitrarias d¢", dp,, du,,, con la restriccion dq" (t1) = dq" (to) = 0.
Las nuevas variables, u™, introducidas para hacer la transformada de Legendre in-
vertible, aparecen ahora como multiplicadores de Lagrange, reforzando los vinculos

primarios.

Las ecuaciones de movimiento que derivan de (1.2.9) se escriben:

F = [F, H| +u™[F, ¢, (1.2.10)
donde F' (g, p) es una funcion arbitraria de las variables canonicas, y los corchetes de

Poisson [, ] se definen de la manera usual:

OF 0G  OF 0G
F = 4 — -, 1.2.11
£ dq' Op;  Op; Oq' ( )

Examinemos las consecuencias de las ecuaciones de movimiento. Es un reque-
rimiento que los vinculos primarios se preserven en el tiempo, esto es, ¢,, = 0.
Entonces, si tomamos ¢,, cumpliendo el rol de F' en la ecuacion (1.2.10), da lugar a

la condicién:

Si la relacion entre los p y los g es independiente de los vinculos primarios, entonces es
llamada vinculo secundario. Los vinculos secundarios se diferencian de los primarios
en que estos dltimos son mera consecuencia de la ecuacion (1.1.4) que define las
variables momentos, mientras que para los secundarios hay que hacer uso de las

ecuaciones de movimiento.

Si existe un vinculo secundario, X (¢, p) = 0, debemos imponer la siguiente con-

dicién para su conservacion,

X, H] + u™ [H, ¢)] = 0. (1.2.13)

Luego, se debe verificar si la expresion (1.2.13) implica nuevos vinculos secundarios o
s6lo restringe las u, y asf sucesivamente. Terminado el proceso, tendremos un nimero

k de vinculos secundarios,
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Oop=0, k=M+1,...M+ K. (1.2.14)

Esta notacién nos permite escribir todos los vinculos, primarios y secundarios, como

$;=0,j=1,..M+K=. (1.2.15)

Es 1til introducir la definicion de igualdad débil, con el simbolo =, para las ecua-

ciones de los vinculos. Por tanto, la ecuacion (1.2.15) puede escribirse como:

b; ~ 0, (1.2.16)

haciendo énfasis en que dicha cantidad esta restricta a ser cero, pero no es idéntica-
mente nula en todo el espacio de fases. Esto significa que sus corchetes de Poisson
con las variables canoénicas son distintos de cero.

En general, dos funciones, F, G, que coinciden en la subvariedad definida por los
vinculos, ¢; ~ 0, son débilmente iguales, y se escriben F' = G. De hecho, una ecuaciéon
que se sostiene en todo el espacio de fases y no sélo en la subvariedad ¢; ~ 0, se

denomina igualdad fuerte.



Capitulo 2

Relatividad General

La Relatividad General es una de las teorias fisicas mas bellas. Describe la gravi-
tacion en términos de una elegante estructura matematica, la geometria diferencial
del espaciotiempo curvo, que conduce a predicciones inequivocas que han recibido
una espectacular confirmaciéon experimental.

En las ultimas décadas, la Relatividad General se ha convertido en una parte
integral e indispensable de la fisica moderna. Ademés de ser un area de investigacion
activa por derecho propio, la Relatividad General es una parte importante de los
estudios en astrofisica, cosmologia, teoria de cuerdas e incluso fisica de particulas.
Esto no menosprecia los usos mas pragmaticos de la Relatividad General, incluido

el funcionamiento de la red satelital del Sistema de Posicionamiento Global (GPS).

La Ley de la Gravitaciéon Universal de Newton fue aceptada como la descripcion
correcta de la fuerza gravitatoria hasta 1905, ano en que surgio la Relatividad Es-
pecial. La accién instantanea a distancia entre dos masas descrita por la gravitacion
newtoniana era incompatible con los principios relativistas en los que la velocidad
de la luz es la maxima velocidad a la que puede transmitirse informacion.

En 1915, Albert Einstein publicé la Teoria de la Relatividad General, una nue-
va descripcion del campo gravitatorio en la que la gravedad se manifiesta como la
curvatura del espaciotiempo. La teoria de la Relatividad General se basa en dos prin-
cipios fundamentales: en primer lugar, el principio de equivalencia, que estipula que
todas las masas experimentan la misma aceleraciéon bajo la atraccion gravitatoria,

por lo cual, localmente, es indistinguible un sistema de referencia acelerado de uno

29
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en reposo bajo la accién de un campo gravitatorio; en segundo lugar, el principio
de covarianza general, que establece que las leyes de la fisica deben tomar la misma
forma en todos los sistemas de referencia.

En anos posteriores a su publicacion, se pudieron confirmar experimentalmente
ciertas predicciones de la Relatividad (General, convirtiéndola en la mejor alternativa
para describir la interaccion gravitatoria. Una de las primeras pruebas experimen-
tales que sirvié de respaldo a la teoria fue la correcta descripcion de la precesion
del perihelio de Mercurio, un fenémeno que la Mecanica Newtoniana no lograba ex-
plicar. Ademaés, la prediccion de que la luz no sigue una trayectoria recta sino que
recorre curvas geodésicas del espacio curvo, fue confirmado en primera instancia por
Eddington durante un eclipse en 1919.

Una llamativa reciente verificacion de la teoria se produjo en el afio 2016, cuando
el Observatorio LIGO (The Laser Interferometer Gravitational-Wave Observatory),
confirmoé la primera deteccion directa de ondas gravitacionales, perturbaciones del
espaciotiempo producidas por masas aceleradas que también predice la Relatividad

General.

2.1. Gravedad y geometria diferencial

En el contexto de la Relatividad General, la gravedad es particular debido a que
el campo dindamico que da lugar a la gravitacion es el tensor métrico, que describe la
curvatura del espaciotiempo mismo, en lugar de un campo adicional que se propaga a
través del espaciotiempo de fondo. El principio fisico que llevé a Einstein a esta idea
fue la universalidad de la interaccién gravitacional, tal como lo formaliza el Principio
de Equivalencia. Este principio fisico lleva a la estrategia mateméatica de describir la
gravedad como la geometria de una variedad curva.

El Principio de Equivalencia se presenta en varias formas, la primera de las cuales
es el Principio de Equivalencia Débil, o WEP por sus siglas en inglés. E1 WEP esta-
blece que la masa inercial y la masa gravitacional de cualquier objeto son iguales. Una
consecuencia inmediata de esto es que el comportamiento de una particula que cae
libremente es universal, independiente de su masa o de cualquier otra caracteristica

que pueda tener.
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Experimentalmente, la independencia de la aceleracion debida a la gravedad res-
pecto de la composicion del objeto que cae ha sido verificada con una precision ex-
tremadamente alta (experimento de E6tvos y sus sucesores modernos). Esto sugiere
una formulaciéon equivalente del WEP: existe una clase de trayectorias preferenciales
a través del espaciotiempo, conocidas como trayectorias inerciales o "caida libre",
en las que las particulas viajan no aceleradamente, donde "no acelerada" significa
"sujeta solamente a la gravedad". Claramente, esto no es cierto para otras teorias,
como el electromagnetismo. En presencia de un campo eléctrico, las particulas con

cargas opuestas se moveran en trayectorias bastante diferentes.

La universalidad de la gravitacion, puede expresarse de una manera mas intui-
tiva. Consideremos a una persona en una caja herméticamente cerrada, incapaz de
observar el mundo exterior, que estd haciendo experimentos que involucran el mo-
vimiento de particulas de prueba, por ejemplo, para medir el campo gravitacional
local [33|. Por supuesto, la persona obtendria respuestas diferentes si la caja estu-
viese posicionada en la luna, en Jupiter o en la Tierra. Pero las respuestas también
serfan diferentes si la caja estuviera acelerando a una tasa constante. Esto cambiaria
la aceleracion de las particulas que caen libremente con respecto a la caja. E1 WEP
implica que no hay forma de separar los efectos de un campo gravitacional de los
de estar en un marco de aceleracion uniforme, simplemente observando el comporta-
miento de las particulas que caen libremente. Esto se desprende de la universalidad
de la gravitacion; en electrodinamica, en contraste, seria posible distinguir entre la
aceleracion uniforme y un campo electromagnético, observando el comportamiento

de particulas con diferentes cargas.

Debemos limitar nuestras afirmaciones sobre la imposibilidad de distinguir la
gravedad de la aceleracion uniforme al restringir nuestra atenciéon a "regiones sufi-
cientemente pequenas del espaciotiempo". Si la caja sellada fuera lo suficientemente
grande, el campo gravitacional cambiaria de un lugar a otro de manera observable,
mientras que el efecto de la aceleracion siempre estaria en la misma direccién. Por
lo tanto, el WEP puede expresarse de la siguiente manera: "el movimiento de las
particulas que caen libremente es el mismo en un campo gravitacional y un marco
acelerado uniformemente, en regiones suficientemente pequenas del espaciotiempo.

En regiones méas grandes del espaciotiempo habrd inhomogeneidades en el campo
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gravitacional, lo que conducira a las fuerzas de marea, que pueden detectarse".

Pero para Einstein, no deberia haber ninguna forma para que la persona en la caja
distinga entre aceleracion uniforme y un campo gravitacional externo, sin importar
los experimentos que realice. Esta extrapolacién razonable se convirtié en lo que
ahora se conoce como el Principio de Equivalencia de Einstein, o EEP (por sus siglas
en inglés): "en regiones suficientemente pequenas del espaciotiempo, las leyes de la
fisica se reducen a las de la relatividad especial. Es imposible detectar la existencia

de un campo gravitacional mediante experimentos locales."

El EEP implica que la gravedad es inevitable, es decir no existe un "objeto gra-
vitacionalmente neutro" con respecto al cual podamos medir la aceleracién debida
a la gravedad. Se deduce que la misma no es algo que pueda definirse de manera
confiable y, por lo tanto, es de poca utilidad. En cambio, tiene méas sentido definir el
concepto de "no acelerado" como el "caer libremente". A partir de esta idea es que
consideramos que la gravedad no es una "fuerza". Una fuerza es algo que conduce
a la aceleracion, y nuestra definicion de aceleracion cero es "moverse libremente en
presencia de cualquier campo gravitacional que esté alrededor". Este paso aparente-

mente inocuo tiene profundas implicaciones para la naturaleza del espaciotiempo.

Seguir las implicaciones de la universalidad de la gravitaciéon nos ha llevado a
renunciar a la idea de expresar la gravedad como una fuerza que se propaga a tra-
vés del espaciotiempo y, de hecho, a renunciar a la idea de marcos de referencia
globales que se extienden a lo largo del mismo. Por lo tanto, necesitamos invocar
un marco matemaéatico en el que las teorias fisicas puedan ser consistentes con estas
conclusiones. La solucién serfa imaginar que el espaciotiempo tiene una geometria
curva, y que la gravitacion es una manifestacion de esta curvatura. La estructura
matematica apropiada utilizada para describir la curvatura es la de una variedad di-
ferenciable, esencialmente, un conjunto que se ve localmente como un espacio plano,
pero que puede tener una geometria global muy diferente. No podemos demostrar
que la gravedad deba considerarse como la curvatura del espaciotiempo, pero si po-
demos proponer la idea, derivar sus consecuencias y ver si el resultado se ajusta

razonablemente a nuestra experiencia del mundo.



2.1. GRAVEDAD Y GEOMETRIA DIFERENCIAL 33

2.1.1. Variedades

Una variedad, o variedad diferenciable, es uno de los conceptos fundamentales
de la fisica y la matematica. Corresponde a un espacio posiblemente curvo y con
una topologia complicada, el cual 'coincide’ localmente con R”, es decir, su métrica
no es la misma, pero funciones y coordenadas funcionan de manera muy similar.
La variedad completa se construye uniendo 'parches’ de dichas regiones locales. La
dimension de estos espacios euclideos utilizados debe ser la misma en cada regiéon de

la variedad, por tanto, tenemos una variedad de dimensién n.

Veamos los ejemplos mas comunes de variedades:
» R” por si misma, incluyendo la recta (R), el plano (R?), etc.

» La n-esfera, S™, lugar geométrico de todos los puntos a una distancia fija del

origen en R"*!. El circulo S! y la 2-esfera S?, son los ejemplos mas ttiles.

= El n-toro, T", resulta de tomar un cubo n-dimensional e identificar los lados

opuestos (ver figura (2.1.1)).

» Una superficie Riemanniana de género g es esencialmente un 2-toro con g hoyos

en lugar de uno (figura (2.1.2)).

= En un aspecto mas abstracto, un conjunto de transformaciones en R" forma
una variedad. Los grupos de Lie son variedades que también tienen estructura
de grupo. Por ejemplo, SO(2), el conjunto de rotaciones en dos dimensiones,

es la misma variedad que S'.

= El producto de dos variedades es una variedad. Dadas dos variedades M y
M, de dimensiones n y n’ respectivamente, podemos construir una variedad
M x M’ de dimension n + n/, que consiste en pares ordenados (p,p’) con
peEMyp e M.
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Figura 2.1.2: Superficies Riemannianas de género 0, 1y 2.

2.1.2. Meétrica

La métrica del espacio curvo, g,,, es un tensor simétrico (0, 2). Por su importan-
cia, lo diferenciamos de 7,,, que refiere especificamente a la métrica de Minkowski.
Por lo general, se considera no degenerado, lo que significa que su determinante

g = |g,w| no se anula. Esto permite definir la métrica inversa g"”, tal que,

9" Guo = Grog™ = 8. (2.1.1)

La simetria del tensor g,, implica que g"” también es simétrico. Al igual que en la
Relatividad Especial, la métrica y su inversa pueden utilizarse para subir y bajar
indices en otros tensores. La métrica que usamos en la Relatividad General no se

puede utilizar para definir una topologia, pero tiene diversos usos:
= proporciona una nocién de "pasado" y "futuro";

= permite el calculo de la longitud de una trayectoria y el tiempo propio;
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= determina la "distancia mas corta" entre dos puntos y, por lo tanto, el movi-

miento de las particulas de prueba;
= reemplaza al campo gravitacional newtoniano;

= proporciona una nocién de marcos localmente inerciales y, por lo tanto, un

sentido de "no rotacion";

» determina la causalidad, definiendo la velocidad de la luz como maés rapida de

lo que ninguna senal puede viajar;
= reemplaza el producto escalar tridimensional de la Mecénica Newtoniana.

El tensor métrico g, contiene toda la informacion necesaria para describir la curva-
tura de la variedad. A su vez, define la distancia infinitesimal entre dos puntos del

espaciotiempo de la siguiente manera:
ds® = g, dxtdx”. (2.1.2)

Escribiendo g, en su forma canoénica, se obtiene una caracterizacion tutil de la mé-

trica. De esta forma, los componentes métricos son:

g = diag (—1,—1, ..., —1,+1,+1,...,4+1,0,0,...,0) (2.1.3)

donde "diag" significa una matriz diagonal con los elementos dados. La signatura de
la métrica es el nimero de valores propios positivos y negativos; por ejemplo, para el
espacio Minkowski, hablamos de una métrica con signatura "menos-méas-méas-mas".
Si alguno de los valores propios es cero, la métrica es degenerada y su inversa no
existira. Si la métrica es continua y no degenerada, su signatura sera la misma en
todos los puntos.

Siempre trataremos con métricas continuas y no degeneradas. Si todos los signos
son positivos, la métrica se llama Fuclidiana o Riemanniana, mientras que si hay
un solo signo de menos la métrica se llama Lorentziana o Pseudo-Riemanniana.
Vale aclarar que la palabra ’euclidiana’ a veces significa que el espacio es plano, y a
veces no, pero siempre significa que la forma canénica es estrictamente positiva. Los

espaciotiempos de interés en Relatividad General tienen métricas Lorentzianas.
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2.1.3. Tensores

Un tensor T" de rango (k,!) es un mapa multilineal de una coleccién de vectores

y vectores duales en R,

T:Tyx.xTyxT,x..xT, =R, (2.1.4)

p

con T, el espacio tangente en un punto p, multiplicado k veces (bajo producto
cartesiano), y T, el espacio dual, multiplicado [ veces.

El espacio de todos los tensores de rango (k,l) forma un espacio vectorial. Para
construir una base de este espacio necesitamos definir la operaciéon ’producto tenso-
rial’, representada por el simbolo '®’. Si T' es un tensor de rango (k,l) y S uno de

rango (m,n), definimos el tensor T'® S de rango (k + m, [+ n) como

T®S (Wb, . w® ok vy yO v =

2.1.5
T (WO, . w® VO VO) 5 g (kD) thm) )y )y (2.13)

donde w® y V@ son vectores y vectores duales distintos. Néotese que, en general,
el producto tensorial no es conmutativo. Un tensor de rango (k,l) tiene k indices
superiores y [ inferiores, donde el orden es un factor importante.

Los tensores pueden ser representados en términos de sus componentes, esto re-
sulta de gran utilidad a la hora de realizar operaciones. Las componentes de un tensor
quedan definidas con respecto a una base dada, que no es otra cosa que un conjunto
de tensores de referencia que son linealmente independientes. Esto es equivalente a

elegir un conjunto de vectores w y los duales V})(

i), todos ellos linealmente indepen-
dientes, con a y b tomando valores desde 1 hasta la dimensién del espacio tangente
T]ﬁ, o del dual T,Si)*, que corresponda. Por ejemplo, definimos las componentes de un
tensor 1" arbitrario como

Te-d =T <w(1), D VO vj”) . (2.1.6)

a C

De ahora en adelante nos referiremos a cualquier tensor en términos de sus com-
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ponentes. Un ejemplo que nos resulta familiar es el tensor métrico, g, de rango

0.2). Se trata de un tensor simétrico que no tiene que ser necesariamente definido
)

positivo. Este permite definir un producto interno a través de su acciéon sobre dos

vectores, de la siguiente manera:

g (V7 W) = gabvaWb =V -W. (217)

En esta expresion usamos el convenio de suma de Einstein, que indica que cuando dos
indices aparecen repetidos, debemos sumarlos en su rango de definicion. El término
métrica se debe a que este tipo de tensores permiten definir distancias entre elementos
del espacio tangente donde estan definidos. La métrica también se usa para relacionar

elementos de T), y del dual T , por ejemplo,

Vo = gaV". (2.1.8)

2.1.4. Densidades tensoriales

Ademas de los tensores, es ttil definir ciertos objetos no tensoriales. En cualquier

sistema de coordenadas, definimos el simbolo de Levi-Civita como

+1, sipig pi2...es una permutacioén par de 012...(n — 1)
€propn = & —1, 8144 pto...€8 una permutacién impar de 012...(n — 1) (2.1.9)

0, de otra forma.

Lo llamamos "simbolo" porque no es un tensor, esta definido para ser invariante
bajo cambios de coordenadas. S6lo podemos tratarlo como un tensor en coordenadas
inerciales en el espaciotiempo plano, ya que las transformaciones de Lorentz dejarian
las componentes invariantes de todos modos. Su comportamiento puede relacionarse
con el de un tensor ordinario notando primero que, dada cualquier matriz n X n ,

M* ,, su determinante, ||, obedece
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€ty | M| = €y M MO, (2.1.10)

Esta es s6lo una expresion simplificada para el determinante de cualquier matriz,
completamente equivalente a la férmula habitual en términos de matrices de cofac-

. 0
tores. Estableciendo M*,, = %, tenemos

!
. oxt oxtr  Qxtn 9111
€pyptyy, = Dt 6#1---M7LW'”8$—M{”7 (2.1.11)
o1 H/ . H .
donde hemos utilizado que %";M es el inverso de %, y que el determinante del

inverso de una matriz es el inverso del determinante. Los objetos que transforman de
esta manera se conocen como densidades tensoriales. Otro ejemplo esta dado por el
determinante de la métrica, g = |g,,|. Es facil verificar que bajo una transformacion

de coordenadas se obtiene:

-2

g(zh). (2.1.12)

g (xﬂ’) = ‘8:;“/

Por lo tanto, g tampoco es un tensor. Transforma de manera similar al simbolo de

Levi-Civita, excepto que el Jacobiano se eleva a la potencia —2. La potencia a la cual
se eleva el Jacobiano se conoce como el peso de la densidad. El simbolo Levi-Civita

es una densidad de peso 1, mientras que g es una densidad (escalar) de peso —2.

Sin embargo, por su simplicidad preferimos los tensores a las densidades tenso-

riales. Una forma sencilla de convertir una densidad en un tensor es multiplicar por
w/2
9]

métricas de Lorentz). El resultado se transformara segin la ley de transformacion

, donde w es el peso de la densidad (el valor absoluto aparece porque g < 0 para

de tensores. Por ejemplo, podemos definir el tensor Levi-Civita como

€propin = VN9|€u1. - (2.1.13)

Como este es un tensor real, podemos subir indices, y obtener la relacion

1
eul...un — gﬂl---ﬂn' (2114)

9]
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2.1.5. Curvatura

La curvatura depende de alguna manera de la métrica que define la geometria
de la variedad, pero no estd del todo claro como atribuir curvatura a una métrica
determinada. Es necesario formalizar este concepto a través de una estructura mate-
méatica util. Un elemento necesario para construir la curvatura requiere definiciones
precisas sobre como se puede derivar un tensor.

La derivada de Lie es una derivacion en el &lgebra de funciones diferenciables
sobre una variedad diferenciable M, cuya definiciéon puede extenderse al algebra
tensorial de la variedad. Obtenemos entonces lo que en topologia diferencial se deno-
mina derivacion tensorial: una aplicaciéon R-lineal sobre el conjunto de tensores de
tipo (k,[) , que preserva el tipo tensorial, satisface la regla del producto de Leibniz
y que conmuta con las contracciones. Alcanza con definir explicitamente su accion
sobre funciones y campos vectoriales. Si X es un campo vectorial diferenciable, la

derivada de Lie de una funcion diferenciable, f, es

Lxf=X(f). (2.1.15)

Por otro lado, la derivada de Lie de un campo vectorial diferenciable, Y, es
LxY =[X,Y]. (2.1.16)

Aqui, [, ] es el Corchete de Lie, definido por: [X,Y](f) = X (Y (f)) = Y (X (f)).
La curvatura se manifiesta a través de la llamada conexion. Existe una tnica
conexion simétrica que podemos construir a partir de la condiciéon V,g,, = 0, y que

estd encapsulada en los objetos llamados simbolos de Christoffel, dados por

1 loa
Iy = 59" (0ugpo + 09ov — Do Gup) - (2.1.17)

No deben identificarse estos objetos con tensores, por eso les llamamos “simbolos”.
Por conveniencia, de ahora en adelante asumiremos que la métrica g, es Lorentziana,
concretamente con signatura — 4 ++, sobre una variedad de dimensién cuatro. Por

lo tanto, los indices u, v, etc. van desde 0 hasta 3. La notacion 0, significa derivada
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parcial respecto a la coordenada x*.

La derivada covariante V, es una generalizacion de la derivada parcial que tiene en

cuenta la curvatura. La derivada covariante de un campo vectorial V¥ esta dada por

V.V =,V I VP (2.1.18)

La conexion también aparece en la definicion de geodésica (generalizacion del con-

cepto de linea recta). Una curva parametrizada z# (\) es una geodésica si obedece

A2z i da? da?

e Tl ay T

(2.1.19)

Toda la informacion acerca de la curvatura de una variedad estd contenida en un
tensor de rango (1, 3), conocido como tensor de Riemann,
P — P _ P P PA P A
Rlop = 0,10, — 0,1, + I\ Iy, — I\, (2.1.20)
Este tiene todas sus componentes nulas si y so6lo si la métrica es perfectamente
plana. Es un tensor antisimétrico en los dos dltimos indices y, ademas, satisface las
identidades de Bianchi:

VpRY, =0, (2.1.21)

o
polv
donde los corchetes en los indices indican su antisimetrizaciéon. El tensor de Riemann

puede contraerse en forma del tensor de Ricci,

Ry, = R, (2.1.22)

que es un tensor simétrico. Si tomamos su traza,
R =g¢""R,,, (2.1.23)

obtenemos el llamado escalar de Ricci o curvalura escalar.
El tensor de Riemann aporta todo lo que necesitamos saber sobre la curvatura
de una variedad. La ecuacién de Einstein de la Relatividad General relaciona ciertas

componentes del tensor de Riemann con las del tensor de energia-momento.
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A continuacion, veremos en detalle las propiedades mencionadas, asociadas a la

curvatura.

2.1.5.1. Derivadas covariantes

La curvatura depende de una conexion, y las conexiones pueden o no depender de
la métrica. No obstante, demostraremos c6mo la existencia de una métrica implica
una determinada conexioén flinica, y cuya curvatura puede pensarse como la de la
métrica misma. Esta es la conexion utilizada en Relatividad General, por lo que es
legitimo pensar en la curvatura como una caracteristica de la métrica, sin introducir
estructuras adicionales.

La conexién se vuelve necesaria cuando intentamos abordar el problema de que
la derivada parcial no es un buen operador tensorial. Es necesario un operador que se
reduzca a la derivada parcial en el espacio plano con coordenadas inerciales, pero que
transforme como un tensor en una variedad arbitraria. Este es la derivada covariante.

En el espacio plano en coordenadas inerciales, el operador de derivada parcial,
J,, es un mapa de los campos tensoriales (k,[) en los campos tensoriales (k,l+ 1),
que actia linealmente sobre sus argumentos y obedece la regla de Leibniz sobre
los productos tensoriales. El mapa proporcionado por la derivada parcial depende
del sistema de coordenadas utilizado, por lo tanto, debemos definir un operador
derivada covariante, V, para ejecutar funciones de la derivada parcial pero de una
manera independiente de las coordenadas.

Requerimos que V sea un mapa de los campos tensoriales (k,l) en los campos

tensoriales (k,l + 1) y cumpla las siguientes propiedades:

1. Linealidad: V(T'+ S) = VT + VS,

2. Regla de Leibniz del producto: V(T ® S) = (VT) @ S+ T ® (VS).

Para cada direccién p, la derivada V, estard dada por la derivada parcial 0, més una
correccion especificada por un conjunto de n matrices, (I',)?, (una matriz n xn, don-
de n es la dimensionalidad de la variedad, para cada ), llamadas coeficientes de co-
nezion. Podemos deshacernos de los paréntesis y simplemente denotar (I',,)?, = |

entonces tenemos que la derivada covariante de un vector V" es
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vV, VY =0,VY + TV (2.1.24)

m

La ley de transformacion de esta expresion debe ser

’ 81’“ 8x”l
VY= —— Y. 2.1.25
ViV ozt Oxv ViV ( )

de manera que el lado izquierdo transforme como un tensor (1, 1). Como consecuencia
: oxt 9z Ox”' oxt 02> 0*x”
oy =50 — A" . (2.1.26)
/ Ozt Qx" Ozv H* Oxt Oz OxHOx?

Notese que los coeficientes de conexion se construyen de manera que (2.1.24) trans-

forme como un tensor, pero estos no son realmente las componentes de un tensor,
por eso no debemos preocuparnos demasiado acerca de la posicion de los indices.
Con un razonamiento similar al utilizado para vectores, la derivada covariante de
una 1-forma también se puede expresar como una derivada parcial mas una transfor-
macion lineal; pero atin no hay ninguna razén para que las matrices que representan
dicha transformacion deban estar relacionadas con los coeficientes I'7,. En general,

podriamos escribir algo como

V,wy, = 0w, + fl’\ww,\, (2.1.27)

donde Fﬁy es un nuevo conjunto de matrices para cada p. Las propiedades de trans-
formacion de I" deben ser las mismas que para I', de modo que V ,w, transforme como
un tensor. Para ello, es necesario introducir dos propiedades adicionales a nuestra

definicién de derivada covariante:
3. Conmuta con las contracciones: V, (T)‘,\p) = (VT)u A)\p,

4. En escalares, se reduce a la derivada parcial: V,¢ = 0,¢.

La propiedad (3) equivale a decir que la delta de Kronecker (el mapa identidad) es
covariantemente constante, es decir, V62 = 0.

Aplicando la derivada covariante al escalar definido por w, V", se deduce que
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Las dos condiciones extra impuestas nos permiten expresar la derivada covariante de
una 1-forma utilizando los mismos coeficientes de conexién que para el caso de un
vector, esto es,

V,w, = 0w, — I wy. (2.1.29)

j2%

Los coeficientes de conexién codifican toda la informacién necesaria para tomar
la derivada covariante de un tensor de rango arbitrario. La expresion general de la

derivada covariante es la siguiente:

. KU1 ... 2 A
VGTul 'ukl/1...l/l - 8OTP41 'LLkI/1...l/l + Fo—)\T He Mklll...l/l + FU)\TPLl Hkl/l...lll +

\ . (2.1.30)
_Fole'uzm'uk)\uz...l/z - FaygTulmykul)\...yl -

Evidentemente, podriamos definir un gran ntimero de conexiones en cualquier
variedad, y cada una de ellas implica una nocién distinta de diferenciacion covariante.
En la Relatividad General, esta libertad no es una gran preocupacion, porque resulta
que cada métrica define una conexién tunica, que es la que se utiliza en la teoria.

Dada una conexién con coeficientes F;\W podemos formar otra conexién, simple-
mente permutando los indices inferiores. Es decir, el conjunto de coeficientes Ff,‘u
también transformara segin (2.1.26), por lo que determinan una conexion distinta.
Por lo tanto, existe un tensor que podemos asociar con cualquier conexiéon dada,

llamado tensor de torsion, y definido por
A A A A
T uv - Fuu - FMV = 2F[[uj] (2131)

El tensor de torsion es antisimétrico en sus indices inferiores, y si una conexion es
simétrica en dichos indices es denominada ’conexion libre de torsion’.

Ahora podemos definir una conexion tnica para una variedad con una métrica
9w, introduciendo dos propiedades adicionales:
5. Coeficientes libres de torsion: Iy, =T,

6. Compatibilidad con la métrica: V,g,, = 0.

Una conexién es compatible con la métrica si la derivada covariante de la métrica
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con respecto a esa conexién es cero en todas partes. Esto implica dos cosas. Primero,
que tanto el tensor Levi-Civita como la métrica inversa también tienen derivada

covariante cero,

V)\E;u/pa =0, (2132)
V,g" = 0. (2.1.33)

Segundo, una derivada covariante compatible con la métrica conmuta con subir y

bajar indices, esto es,

9V V=V, (guV?) = V, V. (2.1.34)

Hay exactamente una conexion libre de torsion para cierta variedad que es compa-
tible con alguna métrica dada en esa variedad. No queremos que estos dos requisitos
formen parte de la definicion de derivada covariante, simplemente destacan una de
las tantas posibilidades. Es posible demostrar tanto la existencia como la unicidad
de la conexion, compatible con la métrica y libre de torsion, derivando una expresion

lnica para los coeficientes de conexion en términos de la métrica:

1
Dl =597 (DuGup + OuGop — OpGu) - (2.1.35)

Esta conexion es en la que se basa la Relatividad General. Se le conoce por diferentes
nombres: conexion de Christoffel, conexion de Levi-Civita o conexion Riemanniana.
Los coeficientes de conexién asociados la misma se denominan simbolos de Christoffel.

El estudio de las variedades con métricas y sus conexiones asociadas se llama
Geometria Riemanniana, o a veces pseudo-Riemanniana cuando la métrica tiene
signatura de Lorentz.

Notese que en el espacio plano hay una conexién implicita que usamos todo
el tiempo: la conexion de Christoffel construida a partir de la métrica plana. Los
coeficientes de la conexion de Christoffel en el espacio plano se anulan en coordenadas
cartesianas, pero no en sistemas de coordenadas curvilineas.

Por otro lado, la expresion para la divergencia de un vector (con respecto a la

conexion de Christoffel) se simplifica. La divergencia covariante de un vector V* esta
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dada por

vV, VH =09,V + T VA (2.1.36)

I

Es facil ver que la conexiéon de Christoffel satisface

I = \/%au (Vigl) - (2.1.37)

Si V# es un campo vectorial sobre una region > con borde 0%, el teorema de Stokes

es

/V,LV“\/|g|d"x :/ n, V*\/|h|d"  z, (2.1.38)
s ox

donde n,, es la normal respecto a 90X y h;; es la métrica inducida en 0X. Si la conexion
no fuese compatible con la métrica y libre de torsion, la ecuaciéon tendria términos

adicionales.

2.1.5.2. Transporte paralelo y geodésicas

Una funciéon define un nimero en cada punto del espaciotiempo, y es sencillo
comparar dos nimeros diferentes, por lo cual es de esperar que la derivada parcial
de funciones siga siendo valida en variedades arbitrarias. Pero un tensor es un mapa
de vectores, y vectores duales, en niimeros reales, y no esta claro como comparar
dichos mapas en diferentes puntos del espaciotiempo. Cabe preguntarse, entonces,
.podemos pensar la derivada covariante como una medida de la tasa de cambio de
los tensores? Si, la derivada covariante cuantifica la tasa instantanea de cambio de
un campo tensorial en comparacion con lo que seria el tensor si fuera ’'transporta-
do paralelamente’. En otras palabras, una conexién define una forma especifica de
mantener constante un tensor a lo largo de algtin camino.

El concepto de mover un vector a lo largo de una trayectoria, manteniéndolo
constante todo el tiempo, se conoce como transporte paralelo. El transporte paralelo
requiere una conexién para estar bien definido. La diferencia crucial entre espacios
planos y curvos es que, en un espacio curvo, el resultado del transporte paralelo de un

vector dependera de la trayectoria que se tome entre los puntos inicial y final. Veamos
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un ejemplo de transporte paralelo sobre la 2-esfera. Comenzamos con un vector en el
ecuador, apuntando a lo largo de una linea de longitud constante. Paralelamente, lo
transportamos hasta el polo norte a lo largo de una linea de longitud de la manera
obvia. Luego tomamos el vector original, transportamos en paralelo a lo largo del
ecuador en un angulo 6 y luego lo movemos hacia el polo norte como antes. Como
se muestra en la figura (2.1.3), el vector, transportado en paralelo a lo largo de dos

caminos, llega al mismo destino con dos valores diferentes (rotados por un angulo 6).

Figura 2.1.3: Transporte paralelo en la 2-esfera.

No existe una forma tnica de mover un vector de un espacio tangente a otro;
siempre podemos transportarlo en paralelo, pero el resultado depende del camino.
Dos vectores solo pueden compararse de forma natural si son elementos del mismo
espaclo tangente.

El transporte paralelo es la generalizacion al espacio curvo del concepto de "man-
tener un vector constante" a medida que lo movemos a lo largo de una trayectoria;
la idea es similar para un tensor de rango arbitrario. Dada una curva x#(\), el re-
querimiento de que un tensor T+ #+, , sea constante a lo largo de la misma en el
espacio plano es, simplemente, que sus componentes sean constantes:

iTﬂl...uk — dzxt iTul..

d\ YT AN dat

Para hacer esta expresion propiamente tensorial reemplacemos la derivada parcial

ey =0, (2.1.39)

por una covariante. Definamos la derivada direccional covariante como:
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D dx*
el

Este es un mapa (definido sélo a lo largo de la trayectoria) de tensores (k, () a tensores

(2.1.40)

(k,1). Definimos el transporte paralelo del tensor T' a lo largo de la trayectoria x#(\),
como el requerimiento de que la derivada covariante de T a lo largo de la curva se

anule:

H1---HE o
(%T) oy = %VUT“L"MVIM — 0. (2.1.41)

Esta es una ecuaciéon tensorial bien definida, conocida como ecuacidon de transporte
paralelo. Para un vector toma la forma
%V“ + ng%vp =0. (2.1.42)

Podemos considerar la ecuacion de transporte paralelo como una ecuacion dife-
rencial de primer orden que define un problema de condiciones iniciales: dado un
tensor en un punto a lo largo de una trayectoria, habra una continuacién tnica del
tensor a otros puntos a lo largo de la trayectoria de manera que la misma resuelve
(2.1.41). Decimos que tal tensor se transporta paralelamente. El concepto de trans-
porte paralelo obviamente depende de la conexién, por tanto, diferentes conexiones
conducen a diferentes respuestas. Si la conexiéon es compatible con la métrica, la
misma siempre se transporta paralelamente con respecto a ella, es decir,

%g,w = %Vgg,w = 0. (2.1.43)

El producto interno de dos vectores transportados paralelamente se preserva.
Esto significa que el transporte paralelo con respecto a una conexién compatible con
la métrica preserva la norma de los vectores, la ortogonalidad, etc.

El siguiente concepto a discutir es el de geodésica. La geodésica es la generali-
zacion al espacio curvo del concepto de linea recta en el espacio euclideo, esto es,
la trayectoria de menor distancia entre dos puntos. De igual forma: una linea recta
es una trayectoria que transporta en paralelo su propio vector tangente. Estos dos
conceptos coinciden si, y solo si, la conexiéon es la conexion de Christoffel. El vector

tangente a una trayectoria z#(\) es d¢*/ax. La condicién de que sea transportado
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paralelamente es, por lo tanto,

D dx*
—— = 2.1.44
dX d\ ’ ( )
o, alternativamente, la llamada ecuacion geodésica.
d?zH dx? dx’
Ho— =0. 2.1.4
o2 e =0 (2.1.45)

Obsérvese que reproduce el concepto conocido de linea recta si los coeficientes de
conexion son los simbolos de Christoffel en el espacio euclideo (4°2"/ax?). Varias sutile-
zas estan involucradas en la definicion de distancia en un espaciotiempo lorentziano;
para trayectos nulos, la distancia es cero, para trayectorias de tipo tiempo es mas
conveniente utilizar el tiempo propio. Entonces, encontremos la ecuacién resultante
para una trayectoria de tipo tiempo, que resultara ser valida para cualquier camino,

por lo que no estamos perdiendo generalidad. Por lo tanto, consideremos el tiempo

dat dav\ '/

donde la integral es sobre la trayectoria. Luego de algunos célculos, se tiene que

propio funcional,

la ecuaciéon geodésica para una trayectoria de tipo tiempo en términos del tiempo
propio T es:
dzr 1 dxt dx¥
Zg°° _ o
2 T 39 (Ougvo + Ovgop — Ov ) T 0. (2.1.47)
Esta es precisamente la ecuacion (2.1.42) pero con la eleccion especifica de la conexion
de Christoffel.

La principal utilidad de las geodésicas en Relatividad General es que son las tra-

yectorias seguidas por particulas de prueba 'no aceleradas’. Una particula de prueba
es un cuerpo que no influye por si mismo en la geometria a través de la cual se
transporta (esto no es exacto, pero es una excelente aproximacion). Este concepto
permite explorar, por ejemplo, las propiedades del campo gravitacional alrededor del

Sol, sin preocuparse por el campo gravitatorio del planeta cuyo movimiento estamos
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considerando. La ecuacién geodésica se puede pensar como la generalizacion de la ley
de Newton f = ma, para el caso f = 0 en el espaciotiempo curvo. También es posible
introducir fuerzas agregando términos del lado derecho de (2.1.45), por ejemplo,

Pat | A ds g, e

dr? + PP dr dr om~ Vdr

(2.1.48)

2.1.5.3. Tensor de Riemann

Una vez claros los conceptos de derivada covariante y transporte paralelo, lo que
sigue es comenzar a discutir el concepto de curvatura. La curvatura se cuantifica
mediante el tensor de Riemann, que deriva de la conexién. La idea detras de medir
la curvatura es que sabemos qué significa "planitud" de una conexion. Por ejemplo,
la conexion de Christoffel, asociada con la métrica Euclidiana o Minkowskiana, tiene
una serie de propiedades que pueden considerarse como manifestaciones de planitud.
Estas incluyen el hecho de que el transporte paralelo alrededor de un bucle cerrado
deja un vector invariante, que las derivadas covariantes de los tensores conmutan y
que las geodésicas inicialmente paralelas permanecen paralelas. El tensor de Riemann
surge cuando estudiamos como se altera cualquiera de estas propiedades en contextos
méas generales.

Una forma convencional de introducir el tensor de Riemann, es considerar el
transporte paralelo alrededor de un bucle infinitesimal. Dado que el espaciotiempo
parece plano en regiones suficientemente pequenas, dicho bucle estara especificado
por dos vectores infinitesimales A* y BY. Imaginemos el transporte paralelo de un
vector V# moviéndolo primero en la direccion de A*, luego a lo largo de BY, lue-
go hacia atras a lo largo de A* y BY para regresar al punto de partida, como se
muestra en la figura (2.1.4). La accion del transporte paralelo es independiente de
las coordenadas, por lo que deberia haber algin tensor que nos diga como cambia
el vector cuando vuelve a su punto de partida; dicho tensor serd una transformacion
lineal sobre un vector y, por lo tanto, involucrard un indice superior y uno inferior.
También dependera de los vectores que definen el bucle, por lo tanto, deberia haber
dos indices inferiores adicionales para contraer con A* y BY. Otra caracteristica del
tensor es que debe ser antisimétrico en estos dos indices, ya que intercambiar los vec-

tores corresponde a recorrer el bucle en la direccion opuesta. Esto es consistente con
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Figura 2.1.4: Bucle infinitesimal definido por dos vectores A* y B.

el hecho de que la transformacion deberfa anularse si A y B son el mismo vector. Por
todo lo anterior, esperamos que la expresion para la variacion, 0V, experimentada

por este vector cuando se transporta en paralelo alrededor del bucle sea de la forma

§V? = RP,,, V" A*BY (2.1.49)

donde R’,,, es un tensor (1,3) conocido como tensor de Riemann (o tensor de
curvatura). Como ya mencionamos, este tensor es antisimétrico en los ultimos dos

indices, esto es,

Rpo’p,l/ = _Rpo'zxu- (2150)

La relacion entre el conmutador de derivadas covariantes y el transporte paralelo
alrededor de un bucle es evidente; la derivada covariante de un tensor en una cierta
direccion mide cuanto cambia el tensor en relacién a lo que habria sido si se hubiese
transportado paralelamente, ya que la derivada covariante de un tensor en cierta
direccion a lo largo de la cual se transporta paralelamente es cero. El conmutador de
dos derivadas covariantes, entonces, mide la diferencia entre el transporte paralelo
del tensor primero en una direccién y luego en la otra, versus el orden opuesto.
Considerando esta propiedad de la derivada covariante, se obtiene la expresion de la

curvatura en funcion de los coeficientes de conexion:

Ry = 0,10, — 0,10, + 10,7, —T0,T,. (2.1.51)
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Notese que el tensor de Riemann estd constituido en términos de la conexién, sin
hacer mencién a la métrica, esto significa que la expresion anterior vale para cualquier

conexion, sin importar si es compatible con la métrica o libre de torsion.

Tanto el tensor de torsion como el tensor de Riemann, pensados como mapas
multilineales, tienen expresiones elegantes en términos del conmutador de campo

vectorial.

Pensando en la torsiéon como un mapa de dos campos vectoriales a un tercer campo

vectorial, tenemos

T(X,Y)=VxY —VyX — [X,Y], (2.1.52)

y pensando en el tensor de Riemann como un mapa de tres campos vectoriales a un

cuarto campo vectorial, tenemos

R(X,Y)=VxVyZ - VyVxZ — Vixn 7. (2.1.53)

La notacion Vx refiere a la derivada covariante a lo largo del campo vectorial X
(Vx = X"V ,). Por ejemplo, (2.1.53) es equivalente a

Ry XPYYZ7 = XV (Y'V,2°P) — YAV, (X"V, Z°)

R | (2.1.54)
— (XYY" =Y 0 X") V,, Z°.

Habiendo definido el tensor de curvatura como un objeto que caracteriza la cone-
xion, consideremos ahora la conexiéon de Christoffel, que es la que mas nos interesa
en Relatividad General. En este caso, la conexiéon se deriva de la métrica y la cur-
vatura asociada puede considerarse como la curvatura de la métrica misma. Esta
identificacién nos permite finalmente dar sentido a nuestra idea informal de que los
espacios para los que la métrica parece Euclidiana o Minkowskiana son planos. De
hecho, funciona en ambos sentidos: si existe un sistema de coordenadas en el que las
componentes de la métrica son constantes, entonces el tensor de Riemann se anulara.
Por otro lado, si el tensor de Riemann es nulo, siempre podemos construir un sistema

de coordenadas en el que las componentes de la métrica sean constantes.

El tensor de Riemann, con cuatro indices, tiene n* componentes independientes

en un espacio n-dimensional. De hecho, la propiedad de antisimetria significa que s6lo
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hay n(n — 1)/2 valores independientes que estos dos tltimos indices pueden asumir,
dejéndonos n(n — 1)/2 componentes independientes.

Cuando consideramos la conexion de Christoffel, una serie de simetrias reducen atin
més las componentes independientes. La forma mas sencilla de derivar estas simetrias

adicionales es examinar el tensor de Riemann con todos los indices inferiores:

Rpo,uy = gpAR/\opw (2155)

Observemos que R,,,, tiene las siguientes propiedades:

1. es antisimétrico en los dos primeros indices: R, = —Ropu,

2. es antisimétrico en los dos tltimos indices: R, = —Rpouu;

3. es invariante bajo el intercambio del primer par de indices con el segundo:

Rpa,uzz = R;wpaa

4. la suma de las permutaciones ciclicas de los dltimos tres indices se anula:

Rpouw + Ropwo + Rpvey = 0 (equivalentemente, R, = 0).

No todas estas propiedades son independientes. Debemos preguntarnos entonces, da-
das estas relaciones entre las diferentes componentes del tensor de Riemann, jcudntas
cantidades independientes quedan?. Comencemos con el hecho de que R,,,, es an-
tisimétrico en los dos primeros indices, antisimétrico en los dos tltimos indices y
simétrico en el intercambio de estos dos pares. Esto significa que podemos pensarlo
como una matriz simétrica Ry, donde los pares po y uv se consideran indices
individuales. Una matriz simétrica m x m tiene m(m + 1)/2 componentes indepen-
dientes, mientras que una matriz antisimétrica n x n tiene n(n — 1)/2 componentes

independientes. Por lo tanto tenemos

% Bn(n _ 1)] Bn(n )+ 1] - % (n* — 2n° + 3n? — 2n) (2.1.56)

componentes independientes. Todavia tenemos que lidiar con la simetria adicional
(4), cuya consecuencia inmediata es que la parte totalmente antisimétrica del tensor

de Riemann se anula,
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R[po,uu] = 0. (2157)

Imponer (2.1.57), es equivalente a imponer (4).
Una vez que se han tenido en cuenta las demés simetrias, ;Cuantas restriccio-
nes independientes sobreviven? Para determinarlo, descompongamos el tensor de la

siguiente manera:

Rpo‘ul/ = Xpo'/,u/ + R[po’,uy]~ (2158)

Es facil ver que cualquier tensor de cuatro indices totalmente antisimétrico es auto-
maéaticamente antisimétrico en su primer y tltimo indice, y simétrico en el intercambio
de los dos pares. Por lo tanto, estas propiedades son restricciones independientes de
X pouvs 1O relacionadas con la restriccion (2.1.57). Ademas, un tensor de cuatro indi-
ces totalmente antisimétrico tiene n(n —1)(n —2)(n — 3)/4! términos y, por lo tanto,
(2.1.57) reduce el nimero de componentes independientes en esta cantidad. Vemos

que sobreviven, entonces,

(n* —2n° + 3n® — 2n) — 2i4n(n —1)(n—-2)(n-3) = 1—12n2(n2 —-1)  (2.1.59)

0| —

componentes independientes del tensor de Riemann. En cuatro dimensiones el tensor
tiene 20 componentes independientes; en una dimensién, no tiene ninguna.

La antisimetria en los dos primeros indices nos permite escribir la expresion

VP\R/}O’]HV - 07 (2160)

conocida como identidad de Bianchi.

Es 1til considerar una contraccion del tensor de Riemann que da lugar al tensor
de Ricci:

Ry, = R (2.1.61)

Como consecuencia de las simetrias del tensor de Riemann, el tensor de Ricci asociado
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con la conexiéon de Christoffel es simétrico:
R/Ll/ = RV/L‘ (2162)

Ademas, la traza del tensor de Ricci es el escalar de Ricei (o curvatura escalar)

R=R", = ¢"R,,. (2.1.63)

Por ultimo, definimos el tensor de Einstein, dado por:

1
Guu = R,uu - §Rg;u/- (2164)

Se puede ver que la identidad de Bianchi doblemente contraida es equivalente a:

V4G, = 0. (2.1.65)

El tensor de Einstein, que es simétrico a causa de la simetria del tensor de Ricci,
serd de gran importancia en Relatividad General.

Debemos contrastar el formalismo que hemos desarrollado con nuestra idea in-
tuitiva de curvatura. Lamentablemente, nuestra intuiciéon esti contaminada por el
hecho de que estamos acostumbrados a pensar en espacios unidimensionales y bidi-
mensionales embebidos en el espacio (casi) Euclidiano en el que vivimos. Pensamos,
por ejemplo, que una linea recta no tiene curvatura, mientras que un circulo (S) es
curvo. Sin embargo, segin (2.1.59), en una, dos, tres y cuatro dimensiones hay 0, 1,
6 v 20 componentes independientes del tensor de Riemann, respectivamente. Por lo
tanto, es imposible que un espacio unidimensional como el circulo tenga cualquier
curvatura tal como la hemos definido. La aparente contradiccion surge del hecho de
que nuestra idea intuitiva de curvatura depende de la geometria extrinseca de la

variedad, propiedad que caracteriza la forma en que un espacio esta embebido en un
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espacio mayor, mientras que la curvatura de Riemann es una propiedad de la geome-
tria intrinseca de un espacio, que podria ser medida por observadores confinados en
la variedad. Observadores confinados en un circulo no tienen acceso al espacio mayor
en el que el mismo esta embebido, por lo que pensarian que viven en una geometria
plana.

Podemos ilustrar la diferencia entre curvatura intrinseca y curvatura extrinseca
con un ejemplo en dos dimensiones, donde la curvatura tiene una componente in-
dependiente. De hecho, toda la informacion sobre la curvatura esta contenida en la
tnica componente del escalar de Ricci. Consideremos, por ejemplo un toroide, repre-
sentado en la figura (2.1.5), que se puede considerar como una region cuadrada del
plano con lados opuestos identificados (topologicamente, S' x S'). Aunque un toro
incrustado en tres dimensiones parece curvo desde nuestro punto de vista, deberia
quedar claro que podemos poner una métrica en el toro cuyas componentes son cons-
tantes en un sistema de coordenadas apropiado; simplemente hay que ’desenrollarlo’

y usar la métrica del plano, ds? = dz? + dy?. En esta métrica, el toro es plano.

.

Figura 2.1.5: Toroide pensado como un cuadrado en el espacio plano con lados opuestos identifi-

cados.

2.1.5.4. Simetrias y vectores de Killing

Es practicamente imposible encontrar una métrica que describa con precision
nuestro Universo hoy en dia, sin embargo, podemos modelar el espaciotiempo con-
siderando ciertas aproximaciones. Por ejemplo, podemos considerar la geometria al-

rededor de una estrella como esféricamente simétrica (a cierto orden de precision) y
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luego, de ser necesario, adicionar perturbaciones que representen pequenas desviacio-
nes de la simetria. Dada la naturaleza no lineal de la Relatividad General, tenemos

un interés especial en soluciones con cierta simetria.

Decimos que una variedad M posee una simetria si la geometria es invariante bajo
cierta transformacion que mapea M en si misma; es decir, si la métrica es la misma,
en algtn sentido, de un punto a otro. De hecho, diferentes campos tensoriales pueden
poseer diferentes simetrias; las simetrias de la métrica se denominan isometrias. A
veces, la existencia de isometrias es obvia. Consideremos, por ejemplo, el espacio de

Minkowski en cuatro dimensiones, donde un elemento de linea esta dado por:
ds® = ndrtds” = —dt* + da* + dy* + d=*. (2.1.66)

Conocemos varias isometrias de este espacio; las traslaciones, z#* — x* + a*, con
a* fijo; y las transformaciones de Lorentz, z#* — A*,z”, con A*, una matriz de
transformacion de Lorentz. El hecho de que la métrica sea invariante bajo traslaciones
se hace evidente de inmediato por el simple hecho de que los coeficientes, 7,,, son
independientes de las funciones de coordenadas individuales, z*. De hecho, siempre
que 0,, 9, = 0, para algin o, fijo (pero para todo p y v), habra una simetria bajo

traslaciones a lo largo de z7*, es decir,
05,9 =0 = 27° = 2°* + a”" es una simetria. (2.1.67)

Las isometrias de la forma (2.1.67) tienen consecuencias inmediatas en el movimiento
de las particulas de prueba, como se describe en la ecuacion geodésica. La ecuacion

geodésica se puede escribir en términos del cuadrimomento p* = mU*" como:
p*Vaph = 0. (2.1.68)
Escribiendo V) en funciéon de la métrica (a partir de los coeficientes de conexion),

tenemos que la ecuacion geodésica tiene la forma:

dp 1
md—: =3 (8Hgl,,\)p)‘p“. (2.1.69)

Por lo tanto, si todos los coeficientes de la métrica son independientes de la coorde-
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nada z7*, tenemos que esta isometria implica que la componente del momento p,,

es una cantidad conservada del movimiento, esto es:

dps,
dr

Aunque la independencia de las componentes de la métrica en una o mas coorde-

O, G =0 = = 0. (2.1.70)

nadas implica la existencia de isometrias, lo contrario no es necesariamente valido.
La simetria bajo las transformaciones de Lorentz, por ejemplo, no se manifiesta como
una independencia de 7, respecto a las coordenadas; de hecho, en cuatro dimen-
siones, hay cuatro tipos de traslaciones y seis tipos de transformaciones de Lorentz,
para un total de diez, que es mayor que el niimero de dimensiones del que la métrica
podria ser independiente. Es mas, seria bastante sencillo transformarlo en un compli-
cado sistema de coordenadas en el que ni siquiera las simetrias de traslaciéon fueran
obvias. Tal transformacion de coordenadas cambiaria los componentes métricos, pe-
ro no la geometria subyacente, que es lo que realmente caracteriza la simetria. Es
evidente que se requiere un procedimiento mas sistematico. Podemos desarrollar un
procedimiento de este tipo reformulando la ecuacion de la derecha de (2.1.70), que
expresa que una de los componentes del momento es constante, en una expresion mas
manifiestamente covariante. Si 27+ es la coordenada de la cual g,, es independiente,

vamos considerar el vector d,,, que etiquetamos como K:
Kt = (0, )" =8 . (2.1.71)

Decimos que el vector K* genera la isometria; esto significa que la transformacion
bajo la cual la geometria es invariante se expresa infinitesimalmente como un movi-
miento en la direccion K*. En términos de este vector, la cantidad aparentemente

no covariante, p,,, es simplemente,
Po. = K"py = K,p"”. (2.1.72)

El hecho de que esta cantidad (escalar) sea constante a lo largo del camino es equi-
valente a la afirmacion de que su derivada direccional a lo largo de la geodésica sea
nula:

— =0 & p'V,(K,p") =0. (2.1.73)
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Expandiendo la expresion de la derecha, utilizando la ecuaciéon geodésica (p“Vup” =0)

y el hecho de que p*p” es simétrico, obtenemos
PV (E) = PPV Ko, (2.1.74)
Por lo tanto, concluimos que, cualquier vector K, que satisfaga
VK, =0, (2.1.75)

implica que K,p” se conserva a lo largo de una trayectoria geodésica:

PV, (K,p”) = 0. (2.1.76)

La ecuacion (2.1.75) se conoce como ecuacidn de Killing, y los campos vectoriales
que la satisfacen se conocen como campos vectoriales de Killing o, simplemente, vec-
tores de Killing. Si la métrica es independiente de alguna coordenada, x7+, entonces
el vector 0,, satisface (2.1.75). De hecho, si un vector K, satisface la ecuacion de Ki-
lling, siempre serd posible encontrar un sistema de coordenadas en el que K,, = 0,.;
pero en general no podemos encontrar coordenadas en las que todos los vectores de
Killing sean simultaneamente de esta forma, ni esta forma es necesaria para que el

vector satisfaga la ecuacion de Killing.

Los vectores de Killing en una variedad estan en correspondencia uno a uno
con simetrias continuas de la métrica. Cada vector de Killing implica la existencia
de cantidades conservadas asociadas con el movimiento geodésico. Por definicion,
la métrica no cambia a lo largo de la direcciéon del vector Killing, por lo tanto, en
términos generales, una particula libre no sentird ninguna fuerza en esta direccion vy,

en consecuencia, se conservard la componente de su momento en la misma.

Usando la misma légica con la que mostramos que K, p” se conserva a lo largo
de una geodésica si V(,K,) = 0, un tensor de Killing, K,, ,,, es un tensor simé-
trico de [ indices que satisface la generalizacion obvia de la ecuacion de Killing v,
en consecuencia, conduce a cantidades conservadas al contraerse con [ copias del

momento:
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VK vy =0 = p"V, (K, ,p"p") =0. (2.1.77)

Ejemplos simples de tensores Killing son la métrica en si misma y el producto
tensorial simétrico de vectores Killing. Los tensores de Killing no estan relacionados
de manera sencilla con las simetrias del espaciotiempo, pero simplifican el anélisis,
por ejemplo, de agujeros negros en rotacion y universos en expansion.

Las derivadas de los vectores de Killing se pueden relacionar con el tensor de

Riemann mediante:

V,Vo K’ =R, K" (2.1.78)

Contrayendo esta expresion, tenemos

V.V, K" = Ry K", (2.1.79)

Estas relaciones, junto con la identidad de Bianchi y la ecuacion de Killing, son
suficientes para demostrar que la derivada direccional del escalar de Ricci a lo largo

de un campo vectorial de Killing es nula:

K VR = 0. (2.1.80)

Esta es otra muestra de que la geometria no cambia a lo largo de un vector de Killing.

Ademés de conducir a cantidades conservadas, la existencia de un vector Killing
de tipo tiempo nos permite definir una energia conservada para todo el espaciotiem-
po. Dado un vector de Killing, K, y un tensor energfa-momento conservado, 7},

podemos construir una corriente

Jt = K, T (2.1.81)

que es autométicamente conservada, ya que,

V. J5 = (V.K,)T" + K, (V,T") = 0. (2.1.82)

El primer término se anula por la ecuacion de Killing, y el segundo por conservacion
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de T},,. Si K, es de tipo tiempo, podemos integrar sobre una hipersuperficie espacial

> para definir la energia total,

Er = / Jhnu/qd’z, (2.1.83)
P

donde q es el determinante de la métrica inducida en X y n, es el vector normal a
Y. La energia, Ep, es la misma cuando se integra sobre cualquier hipersuperficie de
tipo espacio, por lo tanto, es conservada.

Cuando hay un vector de Killing de tipo tiempo, podemos escribir la métrica
de forma que sea independiente de la coordenada temporal, entonces, el teorema
de Noether implica una energia conservada. De manera similar, los vectores Killing
de tipo espacio pueden ser usados para construir impulsos conservados o momentos

angulares.

2.2. Formulacion Lagrangiana y ecuaciones de Eins-
tein

La gravedad es muy particular entre las interacciones fundamentales, ya que surge
como consecuencia de la curvatura del propio espaciotiempo. La Relatividad General
describe el espaciotiempo como una variedad lorentziana de cuatro dimensiones en
la que los cuerpos se mueven siguiendo curvas geodésicas.

Una camino para derivar las ecuaciones de campo de la Relatividad General es a
través del principio de minima accion. Nuestra variable dindmica es la métrica, g,
entonces debemos encontrar escalares obtenidos a partir de la misma para construir
el lagrangiano. Sabemos que la métrica se puede llevar a su forma canénica y que
sus derivadas primeras se hacen cero en cualquier punto, entonces cualquier escalar
no trivial debe involucrar al menos una derivada segunda de la métrica.

El tensor de Riemann estd compuesto por derivadas segundas de la métrica, y
el inico escalar independiente que podemos construir a partir de dicho tensor es el
escalar de Ricci, R. Ademas, cualquier tensor no trivial construido por productos
de la métrica y sus derivadas (primeras y segundas), se puede expresar en términos

de la métrica y del tensor de Riemann. Por lo tanto, el tinico escalar independiente
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construido a partir de la métrica, que no es de orden superior a dos en sus derivadas,
es el escalar Ricci. Por las razones anteriores, Hilbert propuso la opcién méas simple

posible para un lagrangiano, y definié la accion de Hilbert-Einstein como

Sur (9) = /\/—_ng"x. (2.2.1)

Considerando el comportamiento de (2.2.1) bajo pequetias variaciones de la métrica

(méas precisamente, de la inversa de la métrica) tenemos:

1 6Sup
V=g g™

De esta manera se obtienen las ecuaciones de Einstein en el vacio:

1
= Ry — 5 Rgu = 0. (2.2.2)

1
G;Ll/ = R,uu - §Rg,uu =0. (223)

Esta ecuacion refiere al caso vacio porque solo utilizamos el lagrangiano gravitacional
en la accién, sin incluir términos adicionales para campos de materia. En caso de

existir contenido material, debemos considerar una acciéon de la forma'

1

donde S, es la accidon para el contenido material. Bajo el mismo procedimiento,

planteamos

I | R—lR +1(55m
V—=gdgw 167G\ " 2 Inw v/ —gogH

y definimos un tensor (0, 2), simétrico, llamado Tensor de Energia-Momento como

—0 (2.2.5)

1 oS,
T,, = —2— "
g V=g g™

obteniendo asi la ecuacién de Einstein completa:

(2.2.6)

'Més detalles en apéndice (D).
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&G

1
G/u/ = Rp,u - §Rg,uy - 7Z¢y~ (227)

De ahora en mas, utilizaremos unidades en las que G = ¢ = 1. El conjunto de ecua-
ciones (2.2.7) determinan qué geometrias pueden ocurrir en la naturaleza. Cualita-
tivamente, puede interpretarse que la materia le indica al espacio como curvarse y
esa curvatura le indica a la materia coémo moverse. El lado izquierdo de la expresion
(2.2.7) esté relacionado con la geometria del espaciotiempo mientras que el lado de-
recho da cuenta del contenido material y la energia del mismo. La ecuacién de campo
de Einstein (2.2.7) tiene una expresion elegante, pero a pesar de su aparentemente
sencillez, se trata de diez ecuaciones en derivadas parciales, acopladas y no lineales.
Esto ultimo significa que dos soluciones conocidas no se pueden superponer para

encontrar una tercera.

Las ecuaciones contienen el tensor de Riemann y el escalar de Ricci, compuestos por
la conexién y sus derivadas primeras. A su vez, la conexion contiene derivadas de la
métrica y el tensor energia-momento, por lo general, también involucra la métrica.
Esto significa que la teoria tiene una complejidad matematica que sera un obstéculo

importante a la hora de cuantizarla.

El hecho de que haya diez ecuaciones independientes parece ser correcto para
las diez funciones desconocidas de las componentes de la métrica. Sin embargo, la
identidad de Bianchi, V*G,, = 0, representa cuatro vinculos en las funciones R,,, (),
por lo que realmente solo hay seis ecuaciones independientes en (2.2.7). Esto tiene
sentido, ya que si una métrica es solucién a la ecuacion de Einstein en un sistema
de coordenadas z*, también deberia serlo en cualquier otro sistema de coordenadas
2. Esto significa que hay cuatro grados de libertad no fisicos en 9w, representados
por las cuatro funciones z* (x*), y deberiamos esperar que la ecuacion de Einstein

solo involucre los seis grados de libertad independientes de las coordenadas.

Tal como venimos describiendo, es muy dificil resolver la ecuacién de Einstein
(incluso en el vacio) y, por lo general, es necesario hacer algunas simplificaciones. Lo
més comin es hacer la suposiciéon de que la métrica tiene un importante grado de

simetria (las isometrias facilitan mucho el problema).
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2.3. Formulacion hamiltoniana

2.3.1. Descomposiciéon 3 + 1

Mientras que la formulacion lagrangiana es manifiestamente covariante, la for-
mulaciéon hamiltoniana describe la evolucién temporal de las variables espaciales, lo
que choca con el principio de covarianza de la Relatividad General, que trata todas
las variables espaciotemporales por igual. Por esta razén, es necesario reescribir la
Relatividad General como un problema de Cauchy. Para expresar la teoria como un
problema de valores iniciales, se emplea la descomposiciéon 3+ 1, en la que se divide la
variedad cuadridimensional en dos partes: se escoge una direcciéon temporal’ y una
hipersuperficie tridimensional ’espacial’. Esto es siempre posible en un espaciotiempo
globalmente hiperbélico, en el que se escogen una funcién temporal ¢ y un campo
vectorial t*. Consideraremos el caso de una variedad lorentziana M difeomorfa a
R x S, donde S representa el espacio y t € R representa el tiempo. De esta manera
estamos eligiendo una forma particular de dividir el espaciotiempo en ’instantes de

tiempo’. Hay muchas maneras de elegir un difeomorfismo

¥:M—RxS, (2.3.1)

y cada una de esas formas define una coordenada tiempo distinta. Esta coordenada
esta dada por el pull-back de la coordenada tiempo en R x S.

Decimos que una subvariedad ¥; € M es un instante de M si corresponde a
una superficie de tiempo constante para la coordenada temporal elegida. En la for-
mulaciéon hamiltoniana las variables dindmicas son las componentes de la métrica
restringida a las hipersuperficies espaciales . y sus momentos conjugados. Denomi-
naremos ¢ a esta métrica inducida en X.

Por otro lado, el campo vectorial t* debe ser tal que las hipersuperficies ¥; de
tiempo constante sean de tipo espacio y se satisfaga la condicion t*V,t = 1. De
esta manera, se puede interpretar el vector t* como el flujo temporal y relaciona las
hipersuperficies >; con la hipersuperficie inicial, 3. El parametro ¢ identificara las
distintas hipersuperficies espaciales de la foliacion de la variedad.

A partir de un campo vectorial, n®, ortogonal a la superficie de Cauchy X, se

puede definir (respetando la signatura (—, +, +,+)) una métrica espacial,
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¢ = ¢® + nn’, (2.3.2)

definida positiva sobre ¥ , que cumpla las condiciones
g™ = 05y ¢**Vat = 0. (2.3.3)

Esta definicion permite descomponer el vector t* en dos componentes, una normal y
otra tangencial a la hipersuperficie . Por un lado, definimos la funcién lapso, N, tal

que,

N = —gut®n® = —t%n, (2.3.4)

y, por otro, el vector shift, N® como:

N = —q%t?, (2.3.5)

cuya expresion covariante es

Na = gach - gacqcbtb = Qabtb- (236)

v . .
El campo vectorial t*, separado en sus componentes normal y tangencial a X, es

t* = Nn® + N°, (2.3.7)

como puede apreciarse en la figura (2.3.1).

Figura 2.3.1: Esquema espaciotemporal que muestra el significado geométrico de la funcién lapse
(N) y el vector shift (N*) en la descomposicion 3+1.



2.3. FORMULACION HAMILTONIANA 65

Podemos interpretar el lapso (N) como una funcion que mide el flujo de tiempo
propio (7) respecto a la coordenada temporal (¢) al desplazarse en la direccion normal
a la hipersuperficie 3, mientras que el shift (N®) mide la cantidad de desplazamiento
tangencial respecto a la misma que contiene el flujo temporal t°.

Podemos obtener otra expresion para la funcién lapso, multiplicando la ecuaciéon

(2.3.7) por el gradiente del tiempo

1 =19V, t = NnV,t + N°V,t = N = (nV,t) "', (2.3.8)

ya que, debido a la condicion (2.3.3), tenemos N*V,t = 0.
Ademas, el campo vectorial, n*, normal a la hipersuperficie de Cauchy, puede

expresarse en funcién del lapso y el shift de la siguiente manera:

1
= —(t*— N* 2.3.9
y a partir de esta expresion, podemos escribir la inversa de la métrica espaciotemporal
CoImo:
a al a al 1 a a
gb:qb—nnb:qb—m(t—N)(tb—Nb). (2.3.10)
Invirtiendo (2.3.10), se obtiene la métrica espaciotemporal:
—~N? + NN, —N,
GJap = , (2.3.11)
_Na —{ab

expresion que manifiesta que la informacion contenida en (g., Ny N,) es la misma

que contiene g,;. El determinante de la métrica espaciotemporal estd dado por:

V=9=Nyq. (2.3.12)

Para terminar de comprender la descomposiciéon 3 + 1 es necesario analizar como
cambian los tensores y operadores de la Relatividad General y reintroducir el con-
cepto de curvatura extrinseca (mencionado en la subseccion (2.1.5.3)) relacionéandola

con la métrica inducida.

Definimos la derivada de Lie de un campo tensorial 7 a lo largo de un campo
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vectorial X* como:

LxTy) =XV I+ T8V X4 . =Ty VX — . (2.3.13)

Apliquemos la definiciéon a la métrica inducida y relacionémosla con su derivada

temporal de la siguiente manera:

qab = LtQtLb - Nﬁn‘]ab + LNQab- (2314)

El primer término de la expresion (2.3.14) estéa relacionado con la curvatura ex-
trinseca. Como ya mencionamos, se denomina curvatura extrinseca a la curvatura
percibida por observadores en un espacio de dimensiones mas grandes a la curvatura
intrinseca. La curvatura extrinseca define de buena manera la derivada temporal de
la métrica espacial para una hipersuperficie embebida en el espaciotiempo cuadridi-
mensional. Definimos como la curvatura extrinseca de la hipersuperficie ¥, (percibida

desde el espaciotiempo cuadridimensional) al tensor simétrico

1
Kab = q;vcnb = §£nqab — Kbaa (2315)

y sustituyendo (2.3.14) se obtiene:

r .
Kap (dab — LNGap)- (2.3.16)

TN
Aplicando la derivada de Lie (2.3.13), asi como la definiciéon de derivada covarian-
te sobre la hipersuperficie X, y considerando que la misma aniquila la métrica, la

expresion (2.3.16) se reduce a:

b~ W [qab - (NCVCQab + QvaaNc + qacvch>]
(2.3.17)

: L.
= o [Qab - (DaNb + DbNa)] = ﬁ (Qab - 2D(aNb)) ’

donde D, es la derivada covariante sobre el espacio tangente a la hipersuperficie X..

Su proyeccion sobre el espacio tangente a la superficie de Cauchy X es:

Qg a a d ..Ck
DT = (- attahy a5t ) aEVTiE (23.15)
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que es compatible con la métrica ¢,p, por lo cual se cumple

Dave = 445,94 Va (ges + neny) =0, (2.3.19)
ya que ggn’ = 0.

Una vez obtenida la expresion de la curvatura extrinseca de X y su derivada
temporal, debemos definir la curvatura intrinseca, que en el espaciotiempo cuadridi-
mensional se mide mediante el tensor de Riemann. En el formalismo de la descom-
posicion 3 + 1, utilizamos proyecciones del tensor, que dan lugar a las ecuaciones de

Gauss-Codacci.

Anéalogamente a como se hace con el tensor de Riemann en la variedad cuadridi-

mensional, se puede obtener el tensor de curvatura intrinseca a partir de la definicién:

® Rupe?® Xy = 2D, Dy P X, (2.3.20)

siendo el superindice @ a la izquierda referido a los elementos definidos solamente
en tres dimensiones. Buscamos una relacion entre ) R,;.% v Rapl. Partiendo de la
expresion (2.3.20), aplicando la definicion de la derivada covariante y teniendo en

cuenta que ¢*¢?Vyq5 = 2 ¢V (g5 + ngn®) = Kq.n®, obtenemos:

DoDy® X, = Do(qfatVaP X.) = ¢/ q)afV 1 (qlq VP X,)

C

(2.3.21)
= ¢/ ¢tV VO X, + ¢l Keen VO X, + ¢ Kan?V, O X,

El dltimo término en (2.3.21) se anula al antisimetrizar (pues Ky, = Kj,). Si, ademas,

consideramos que

qgnevd(g)Xe = qgvd(ne(3)Xe) — q,‘f(g)XeVdne = — 5(3)X€, (2.3.22)

sustituimos en (2.3.20) y antisimetrizamos, tenemos:
O Rt O Xy = ¢l glq?2V VP X, — (Ko K{ K KO P X, (2.3.23)

El primer término de (2.3.23) es el tensor de Riemann y, como esta igualdad se
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cumple para cualquier campo vectorial tridimensional, X,, se tiene:
O Rase’ = 4] al3Ress” — KacK + Kie K. (2:3:24)
De un manera similar se puede demostrar que
Renqf = DoK' — Dy K°. (2.3.25)

Las expresiones (2.3.24) y (2.3.25) son las ecuaciones de Gauss-Codacci [34].

2.3.2. Formalismo ADM

El formalismo ADM (Arnowitt-Deser-Misner), es una formulaciéon hamiltoniana
de la Relatividad General [35], publicada en 1962, en la cual las variables de confi-
guracion son la métrica ¢, (inducida sobre ), la funcion lapso (N) y el vector shift
en forma covariante (IV,).

Para obtener una descripciéon hamiltoniana se debe reescribir la densidad lagran-
giana en funcion de las variables de configuracion ADM y sus derivadas temporales,
y realizar una transformada de Legendre. Cabe aclarar que obviaremos los térmi-
nos de frontera, ya que se anulan al integrar para obtener el hamiltoniano total. La

expresion del hamiltoniano total a partir de la densidad hamiltoniana es:

Hy = I%d%. (2.3.26)
P

Para hallar la densidad lagrangiana en funcion de las variables de configuracion qgy,

N y N,, partimos de la expresion

Lo = /—gR, (2.3.27)

empleamos (2.3.12) y las relaciones de Gauss-Codacci, (2.3.24) y (2.3.25). Contra-
yendo la expresion del tensor de Riemann tridimensional (2.3.24) se obtiene el escalar

de Ricei en tres dimensiones:

®R=K?— K4,K® +R. (2.3.28)
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Despejando R de (2.3.28) y sustituyéndolo en (2.3.27) se obtiene:

Lo =aN (PR+ KuK® — (K2)?), (2.3.29)
siendo
ab 1 1 .

Observemos que .Z; no contiene ningin término en derivadas temporales de N
y N,, por lo cual sus momentos conjugados, 7" y 7™¥*, son nulos. Eso significa que
N y N, no son variables dinamicas del sistema sino multiplicadores de Lagrange y

que las ecuaciones

N 0L

T =——=0 2.3.31
N (2:3.31)
0.%
Ne G
= = 2.3.32
s e =0 (2.3.32)

son vinculos primarios del sistema. El momento canénico conjugado, 7%, de la va-

riable de configuracion, q,, es

5Qab

= Vq (K™ — Kq"). (2.3.33)

Por otro lado, el corchete de Poisson entre la métrica espacial y su momento conju-

gado cumple la relacion
{qop(2); (")} = (5(0&55)5(3) (x —a'). (2.3.34)
La densidad hamiltoniana esta dada por:

A =1, — Lo
N 1 2.3.35)
= —/gN®R + NG (w“”wab - 57#) + 27 Dy Ny, (
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donde m = 7%, A partir de (2.3.35) podemos escribir:

ﬂ_abﬂ_ab 7T2 )

= AN (R T T

()]0 (25)

El @ltimo término de (2.3.36) es una derivada total, por lo que no contribuye al

(2.3.36)

hamiltoniano total. La densidad hamiltoniana resultante es, entonces,

ab 2 ab
= JaN [—®p 4 T Tab _ 1) _ 9N lDa (W—ﬂ . 9.3.37
o= vav ( ) o | (2 (2357

Segin la expresion anterior, el lapso, N, y el shift, N,, son multiplicadores de La-

grange de los siguientes vinculos secundarios:

ab
C* = {a™", A} = —2D, (”— =0, (2.3.38)
Va
ab 2
C={x" ) = /g (—<3>R +Z qﬁab - ;T_q) —0. (2.3.39)

La ecuacion (2.3.38) se denomina vinculo de difeomorfismos, y la (2.3.39) es el vinculo
hamiltoniano. Introduciendo ambas expresiones en la densidad hamiltoniana (2.3.37)
obtenemos:

My = NC + N,C% = 0. (2.3.40)

Esto significa que el hamiltoniano de Relatividad General es un vinculo, lo que no
implica que la teoria carezca de dindmica, como se muestra en la referencia [36]. En
efecto, esto concuerda con el hecho de que en la Teoria de la Relatividad General no
existe un observador privilegiado respecto al cual se pueda definir una evoluciéon tem-
poral; el hamiltoniano de Relatividad General da cuenta de la ’evoluciéon temporal’
en funcién de un parametro arbitrario sin significado fisico; la dindmica del sistema

se encuentra codificada en la relacion entre las variables fisicas que lo constituyen.

Las ecuaciones dinamicas de la Relatividad General vienen dadas por las ecua-
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ciones de Hamilton:

o2 (

) 1
Gab = W = \/a Tab — _Qabﬂ-) + 2-D(a*]\fb)7 (2341)

2

07

1 N
_ — _N (3)Rab__(3)R ab
dqab ﬂ( p M)

it (

2N 1
+7 (w“%rfj - iﬂwab) + 4 (D*D°N — ¢’ D°D.N) (2.3.42)
q

1
7Tcd7TCd o 5’71'2)

c.ab

i (5

) —oxlep NP,

Los vinculos (2.3.38) y (2.3.39), junto con las ecuaciones de Hamilton (2.3.41) y
(2.3.42), equivalen a las ecuaciones de vacio de Einstein (2.2.3).

Por otro lado, podemos hallar la accién de los vinculos sobre las variables dinami-
cas mediante el calculo de los corchetes de Poisson con las mismas. Conviene utilizar

la version suavizada de los vinculos:

C(N) = /E d*x\/qNC, (2.3.43)

es el vinculo hamiltoniano suavizado, y

C <N) - /E &\ /qN°C,, (2.3.44)

es el vinculo de difeomorfismos suavizado. Entonces, la accién de los vinculos sobre

la métrica inducida y sobre su momento conjugado es:

{Qab (z).C (J\7'>} = 2L 5qas (7) (2.3.45)

{w“” (x),C (N)} = 2L e (z) (2.3.46)

para el vinculo de difeomorfismos, y

{¢av (x) ,C(N)} = Lvigas (x), (2.3.47)
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{7 (z),C(N)} = Lyar™ (z), (2.3.48)

para el vinculo hamiltoniano, que es una derivada de Lie en la direccién normal a X2,
es decir, la accion de C' (V) es una evolucion temporal.
Por tltimo, vamos a verificar el dlgebra de vinculos. Se puede demostrar que los

corchetes de Poisson entre vinculos cumplen:

{c(V),c(at)}=c(][N.]). (2.3.49)
{c (]\7> ,C(N)} —C (z\? (N)) , (2.3.50)

{C(N),C(M)}=C ((NO'M — MI'N) 9,) . (2.3.51)

Esto significa que los corchetes entre vinculos dan como resultado otro vinculo, por
lo tanto, estamos tratando con vinculos de primera clase. El dlgebra que forman no
es un algebra de Lie.

Recapitulando, partiendo de la densidad lagrangiana de la Relatividad General,
hemos obtenido una descripcién hamiltoniana en la cual la variable de configuracion
es la métrica espacial inducida sobre las superficies de Cauchy, y su momento cano-

nicamente conjugado estéd relacionado con la curvatura extrinseca segtin la ecuacion

(2.3.33).

2.4. Solucion de Schwarzschild

2.4.1. Meétrica de Schwarzschild

La aplicaciéon mas obvia de la teoria de la gravedad es el caso de un campo
gravitacional con simetria esférica. Esta es una situacién importante a describir, ya
que se aproxima de muy buena manera a casos conocidos como sistemas solares. El
primer interés estd en las soluciones exteriores (espacio vacio que rodea un cuerpo
gravitante), ya que comprender el movimiento de particulas de prueba que orbitan un

objeto es mas facil y util que considerar el interior, que es relativamente inaccesible.
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Ademaés de su utilidad préctica, la respuesta a este problema de Relatividad General
nos conducird a soluciones que describen nuevos fenémenos de gran interés para
fisicos y astronomos: los agujeros negros. En Relatividad General, la tinica solucion de
vacio esféricamente simétrica es la métrica de Schwarzschild la cual, en coordenadas

estéricas {t,r, 0, ¢}, estd dada por

2GM 2GM\
ds2:_(1_ G )dt2+<1— G > dr? + r2dQO?, (2.4.1)

T r

donde d? es la métrica de una esfera unitaria

dQ? = db* + sin® Odp*. (2.4.2)

La constante M puede ser interpretada como la masa del objeto gravitante (aun-
que se requiere cierto cuidado al realizar esta identificacion). A continuacion, deriva-
remos la métrica de Schwarzschild y, dado que nos interesa en particular la solucién
fuera de un cuerpo esférico, utilizaremos la ecuaciéon de Einstein en el vacio, (2.2.3),

que implica

Ry, = 0. (2.4.3)

Supondremos una fuente estatica y esféricamente simétrica, por lo que buscare-
mos soluciones que mantengan estas propiedades pero, ;coémo se interpreta cada una
de ellas? El hecho de ser una fuente estatica implica dos condiciones: que todas las
componentes de la métrica son independientes del tiempo, y que no hay términos
cruzados espacio-tiempo (dtdx’ + dz'dt) en la métrica. Dado que buscamos una so-
lucion independiente del tiempo, la segunda condicion tiene sentido al realizar una
inversion temporal t — —¢; el término dt? permanece invariante (asf como cualquier
término del tipo dx'dz’) mientras que los términos cruzados no, por ello los des-
cartamos. Para imponer la simetria esférica, comenzamos escribiendo la métrica del

espacio de Minkowski en coordenadas polares z# = (¢,7,0, p):

A3 finkowski = —dt* + dr® +r2dQ?. (2.4.4)
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Un requisito para preservar la simetria esférica es mantener la forma de dQ?, es
decir, si queremos que nuestras esferas sean perfectamente redondas, el coeficiente
del término dy? deberia ser sin? veces el del término df?. Por otro lado, somos
libres de multiplicar todos los términos por coeficientes separados, siempre que sean

funciones solamente de la coordenada radial r:

ds? = =2 qt? 4 280 g2 4 2202 (2.4.5)

Hemos expresado nuestras funciones como exponenciales para que la signatura de la
métrica no cambie. Podemos hacer una ligera simplificacién a la métrica estatica y
simétrica esférica (2.4.5), incluso antes de imponer la ecuacion de Einstein ya que,
a diferencia de otras teorias fisicas, en la Relatividad General definimos simultanea-
mente las coordenadas y la métrica en funciéon de las mismas. Esto significa que no
sabemos de antemano cual es realmente, por ejemplo, la coordenada radial r, sola-
mente podemos interpretarlo una vez tengamos la solucion. Por lo tanto, definamos

una nueva coordenada 7 de la forma

7= e, (2.4.6)
tal que,
i dy
di =eVdr +e'rdy= 1+ e eVdr. (2.4.7)
T
En términos de esta nueva variable, la métrica (2.4.5) se escribe
2 20(r) 742 dry - 28(r)—y(r) 72 | =202
ds® = —e*\"dt* + 1+rd— e T dr® 4 redQ)”, (2.4.8)
r

donde cada funciéon de r es también funcién de 7. Ahora, renombremos algunas

cantidades de la siguiente manera:

P, (2.4.9)

d —2
(1 . d_W) (20)A) (B, (2.4.10)
.
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por lo que (2.4.5) seré:
ds? = =20 dt? + P ar? 4 r2d02. (2.4.11)

Hemos elegido nuestra coordenada radial de modo que el factor €2’ no exista, por
tanto, (2.4.11) es tan general como (2.4.5). Utilizaremos esta métrica y la ecuacion
de Einstein para resolver las funciones a «(r) y [(r). Para ello, debemos evaluar
los simbolos de Christoffel, el tensor de Riemann y, finalmente, el tensor de Ricci,

identificando las etiquetas (0,1, 2,3) como (t,7,0,¢):

Ry = 2 1920 + (8,a)” — 9,00, + %m : (2.4.12)
R,y = —0%a — (0,0)° + 0,00, + %&a, (2.4.13)
Rog = e [r (0,8 — 0,a) — 1] + 1, (2.4.14)

Ry = sin® O Ryg. (2.4.15)

Ahora, debemos imponer la anulacion del tensor de Ricci. Dado que Ry v R, se

anulan independientemente, podemos escribir

2
0=e""R, + R, = ~ (0 +0,5), (2.4.16)

que implica o« = —f+c¢, donde c es una constante. Es posible establecer esta constante

a cero reescalando la coordenada temporal, de modo que t — e~ “t, con lo cual

a=—f (2.4.17)

Ademas, es facil ver que Rgg = 0 equivale a

O, (re’*) =1, (2.4.18)

e inmediatamente,
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R
2 =1-— 5 (2.4.19)
r
donde Rg es una constante indeterminada. Con (2.4.17) y (2.4.19), nuestra métrica

se convierte en

R R\ !
ds? = — (1 - TS) dt? + (1 — 7S> dr? + r2dO2. (2.4.20)

Ahora no nos queda libertad excepto para la constante Rg, por lo que es conveniente
que esta resuelva las ecuaciones restantes Ry = 0 y R, = 0; es sencillo comprobar
que lo hace para cualquier valor de Rg.

Solo debemos interpretar la constante Rg, llamada radio de Schwarzschild, en tér-
minos de algin parametro fisico. En el limite de campo débil, la componente ¢t de

la métrica alrededor de una masa puntual satisface

g = — (1 - 2GM) . (2.4.21)

r

La métrica de Schwarzschild debe reducirse al caso de un campo débil cuando
r > 2GM, pero para la componente tt la forma es exactamente la misma; so6lo

debemos identificar

Rs = 2GM. (2.4.22)

Esta se puede considerar como la definicion del parametro M. El resultado final es
la métrica de Schwarzschild, (2.4.1). Hemos demostrado que esta es una solucion
de vacio estética y esféricamente simétrica de la ecuacién de Einstein; M funciona
como un pardmetro, que sabemos que se puede interpretar como la masa newtoniana
convencional, que mediriamos al estudiar 6rbitas a grandes distancias de la fuente
gravitante. No serd simplemente la suma de las masas constituyentes del cuerpo que
esté curvando el espaciotiempo, ya que habra una contribucién de lo que podriamos
considerar como la energia de enlace gravitacional. Sin embargo, en el limite de
campo débil, las cantidades coinciden.

Obsérvese que a medida que M — 0 recuperamos el espacio de Minkowski. Tén-

gase en cuenta también que la métrica se vuelve progresivamente Minkowskiana a
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medida que r — o00; esta propiedad se conoce como asintolicidad plana.

2.4.2. Singularidades

A partir de la forma (2.4.1), los coeficientes métricos se vuelven infinitos en r = 0
y r = 2G M, una senal aparente de que algo va mal. Dichos coeficientes son canti-
dades dependientes de las coordenadas y, como tales, no deberiamos dar demasiada
importancia a sus valores. ;Qué tipo de senal independiente de las coordenadas debe-
riamos tomar como advertencia de que algo sobre la geometria esta fuera de control?
Esta resulta ser una pregunta muy dificil de responder, por lo cual, recurriremos a
un criterio simple para cuando algo sale mal: cuando la curvatura se vuelve infinita.
La curvatura se mide mediante el tensor de Riemann y es dificil decir cuando un
tensor se vuelve infinito, ya que sus componentes dependen de las coordenadas. Pero
a partir de la curvatura podemos construir varias cantidades escalares, y dado que los
escalares son independientes de las coordenadas, es significativo decir que se vuelven
infinitos. El escalar mas simple de este tipo es el escalar de Ricci R = ¢""R,,,, pero
también podemos construir escalares de orden superior como R*R,,,, R** R, s
RWWRWATRMW, etc. Si alguno de estos escalares (no necesariamente todos) se va
a infinito cuando nos acercamos a algtin punto, consideramos ese punto como una
singularidad de la curvatura. También deberiamos comprobar que dicho punto no es
infinitamente lejano; es decir, que se puede alcanzar viajando una distancia finita a

lo largo de una curva.

Ahora tenemos una condicion suficiente para que un punto sea considerado una
singularidad. Sin embargo, no es una condicién necesaria y generalmente es més
dificil demostrar que un punto dado no es singular. En el caso de la métrica de

Schwarzschild (2.4.1), el célculo directo revela que

48G*M*

uvpo _
R Rype = G

(2.4.23)

Esto es suficiente para convencernos de que r = 0 representa una singularidad. El
otro punto probleméatico es r = 2G M, el radio de Schwarzschild. Se puede comprobar
que ninguno de los invariantes de curvatura explota alli. Por lo tanto, comenzamos

a creer que efectivamente no es singular, y simplemente hemos elegido un sistema de
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coordenadas incorrecto. Lo ideal, de ser posible, es transformar a coordenadas mas
apropiadas. De hecho, en este caso es posible, y la superficie r = 2GM se comporta
muy bien en la métrica de Schwarzschild: delimita el horizonte de eventos de un
agujero negro.

Debemos senalar que el comportamiento de la métrica de Schwarzschild dentro
del radio de Schwarzschild tiene pocas consecuencias en el dia a dia. La solucion
obtenida es valida s6lo en el vacio y esperamos se mantenga fuera de un cuerpo
esférico como, por ejemplo, una estrella. Sin embargo, en el caso del Sol se trata de

un cuerpo que se extiende hasta un radio de

Ro = 10°GMp, (2.4.24)

por lo tanto, r = 2G' M) estd muy por dentro del interior solar, donde no esperamos
que se aplique la métrica de Schwarzschild. De hecho, las soluciones para interiores
estelares consisten en hacer coincidir la métrica de Schwarzschild exterior con una
métrica interior que es perfectamente suave en el origen. Hay objetos para los que se

requiere la métrica completa de Schwarzschild, los agujeros negros.

2.4.3. Agujeros negros de Schwarzschild

Los agujeros negros son objetos descritos por la soluciéon de Schwarzschild hasta
radios inferiores a r = 2G M. Una forma de comprender la geometria de un espacio-
tiempo es explorar su estructura causal, definida por los conos de luz. Consideramos

curvas radiales nulas, aquellas para las que 6 y ¢ son constantes y ds? = 0:

2GM 2GM\ !
ds® = — (1 _ ) dt* + (1 _ ) dr* =0, (2.4.25)
T T
por lo cual,
dt 2GM\
- - 1— . 2.4.26
dr ( r ) ( )

Esto mide la pendiente de los conos de luz en un diagrama de espaciotiempo del
plano t — r. Para r grande, la pendiente es +1, como lo serfa en un espacio plano,

mientras que cuando nos acercamos a r = 2G'M obtenemos dt/dr — 400, y los conos



2.4. SOLUCION DE SCHWARZSCHILD 79

At

~NY

2GM

Figura 2.4.1: En las coordenadas de Schwarzschild los conos de luz parecen cerrarse cuando nos
aproximamos a r = 2GM.

de luz ’se cierran’, como se muestra en la figura (2.4.1). Por lo tanto, un rayo de luz
que se acerca a r = 2G'M nunca parece llegar alli en este sistema de coordenadas;

parece una asintota a este radio.

La aparente imposibilidad de llegar a r = 2G'M es una ilusion; el rayo de luz (o
una particula masiva) en realidad no tiene problemas para alcanzar este radio, pero
un observador lejano nunca podria percibirlo. Si estuviésemos fuera del agujero negro
mientras una persona se encuentra en el interior del mismo, enviando senales todo el
tiempo, simplemente veriamos que las senales nos llegan cada vez mas lentamente,
como se puede apreciar en la figura (2.4.2). A medida que un observador en caida
se acerca a r = 2G' M, cualquier intervalo fijo A7 de su tiempo propio corresponde
a un intervalo A1y cada vez mas largo desde nuestro punto de vista. Esto continia
para siempre, nunca veremos al observador cruzar el limite r = 2GM, simplemente
lo veriamos moverse cada vez més lentamente.

El hecho de que la trayectoria del observador en caida nunca llegue a r = 2GM,
en el plano ¢t — r, depende en gran medida de nuestro sistema de coordenadas. Seria
mejor hacernos una pregunta que fuese mas independiente de las coordenadas, como
por ejemplo, ’; El observador alcanza este radio en una cantidad finita de su tiempo
propio?’. Una manera de hacer esto es realizar un cambio de coordenadas a un
sistema que se comporte mejor en r = 2GM. No existe una forma de derivar una
transformacion de coordenadas, por supuesto, simplemente decimos cuales son las

nuevas coordenadas y las hacemos aparecer en las ecuaciones. Motivaremos la eleccion
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en varios pasos.

At

Figura 2.4.2: Un foco de luz que cae libremente en un agujero negro emite sefiales a intervalos de
tiempo propio constante A7;. Un observador en un 7 fijo recibe las sefiales en intervalos de tiempo

sucesivamente mas largos Ay -

El problema con las coordenadas actuales es que dt/dr — oo a lo largo de geo-
désicas radiales nulas que se aproximan a r = 2GM, por lo que el progreso en la
direccion r se vuelve cada vez mas lento con respecto a la coordenada tiempo t. Po-
demos intentar solucionar este problema reemplazando ¢ con una coordenada que se
mueva mas lentamente a lo largo de geodésicas nulas. Notese que podemos resolver
explicitamente la condicion (2.4.26) que caracteriza las curvas radiales nulas, para

obtener

t = £r" + constante, (2.4.27)

donde r* es llamada coordenada tortuga y esta definida por

P =1 +2GMIn ( - 1) : (2.4.28)

r
2GM
(r* solo esta sensiblemente relacionada con r cuando r > 2GM, pero en ese ran-
go nuestras coordenadas no son muy buenas de todos modos). En términos de la

coordenada tortuga, la métrica de Schwarzschild pasa a ser
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2GM
ds* = — (1 _ ) (—dt® + dr*?) + r?dQ?, (2.4.29)

r

donde r es funcién de r*.

Figura 2.4.3: Conos de luz de Schwarzschild en coordenadas tortuga. Estos permanecen no dege-
nerados, pero la superficie r = 2GM ha sido empujada al infinito.

Parece haber cierto progreso, ya que, como se aprecia en la figura (2.4.3), los
conos de luz ahora no parecen cerrarse; ademas, ninguno de los coeficientes métricos
se vuelve infinito en r = 2GM (aunque tanto g; como g, se vuelven cero). El
precio que pagamos por este cambio de variables es que la superficie de interés en
r = 2G'M es empujada al infinito. Nuestro siguiente paso es definir coordenadas que

se adapten naturalmente a las geodésicas. Si

v==t+1r", (2.4.30)
u=t—r", (2.4.31)

entonces las geodésicas radiales nulas entrantes se caracterizan por tener v= cons-
tante, mientras que las salientes satisfacen u =constante. Ahora consideremos volver
a la coordenada radial original 7, pero reemplazando la coordenada temporal ¢ con la
nueva coordenada v. Estas se conocen como coordenadas de Eddington-Finkelstein.

En términos de las mismas, la métrica es
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2GM
ds* = — (1 _ ) dv? + (dvdr + drdv) + r?d9?. (2.4.32)

r

Aqui vemos el primer signo de progreso concreto. Aunque el coeficiente métrico g,
se anula en r = 2GM, no hay una degeneracion real. El determinante de la métrica

€S

g = —r*sin?0, (2.4.33)

que es perfectamente regular en » = 2G M. Por lo tanto, la métrica es invertible, y
vemos que r = 2GM es simplemente una singularidad de coordenadas en nuestro
sistema original (¢, 7,0, ¢). En las coordenadas de Eddington-Finkelstein, la condicion

para las curvas radiales nulas se resuelve mediante

(2.4.34)

dv 0, (entrante)
dr ] 2(1

— 26M) - (saliente).

Pero, ;qué es lo que sucedi6?. En este sistema de coordenadas, los conos de luz
se mantienen bien comportados en r = 2GM, y dicha superficie tiene un valor de
coordenadas finito. No hay ningtn problema en rastrear las trayectorias de particulas
nulas o de tipo tiempo mas alla de la superficie. Por otro lado, es interesante ver que,
aunque los conos de luz no se cierran, si se inclinan, de modo que para r < 2GM
todas las trayectorias dirigidas al futuro estan en la direccion de r decreciente, como

se muestra en la figura (2.4.4).

La superficie r = 2G M, aunque localmente es perfectamente regular, funciona
globalmente como un punto de no retorno; una vez que una particula de prueba
se sumerge por debajo de ella, nunca podra retroceder. Definimos el horizonte de
eventos como una superficie del pasado de la cual las particulas nunca pueden escapar
al infinito. En el caso de Schwarzschild, el horizonte de eventos se ubica en r = 2GM.
A pesar de estar ubicado en una coordenada radial fija, el horizonte de eventos es
una superficie nula, en lugar de una de tipo tiempo, por lo que es realmente la
estructura causal del espaciotiempo mismo lo que hace que sea imposible cruzar el
horizonte en una direccion hacia afuera. Dado que nada puede escapar del horizonte

de sucesos, es imposible para nosotros ver el interior, de alli, el nombre de agujero
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Av

y = constant

r=20 r=2GM

Figura 2.4.4: Conos de luz de Schwarzschild en las coordenadas (v,r) de Eddington-Finkelstein.
En estas coordenadas podemos seguir trayectorias temporales dirigidas hacia el futuro mas alla de
r=2GM.

negro. Un agujero negro es simplemente una regiéon del espaciotiempo separada del
infinito por un horizonte de eventos. El concepto de horizonte de eventos es global;
la localizaciéon del horizonte se determina sobre el espaciotiempo como un todo, no
algo que se pueda determinar con solo conocer la geometria en dicha localizacion.
Hay algunas confusiones comunes que conviene evitar. Primero, la geometria
externa de un agujero negro es la misma soluciéon de Schwarzschild que tendriamos
fuera de una estrella o planeta. En particular, un agujero negro no succiona todo lo
que lo rodea como tampoco lo hace el Sol; una particula muy fuera de r = 2GM
se comporta exactamente de la misma manera si la fuente gravitante es un agujero
negro o no. En segundo lugar, existe una analogia newtoniana enganosa para los
agujeros negros. La velocidad de escape newtoniana de una particula a una distancia

r de un cuerpo gravitante de masa M es

2GM
—

(2.4.35)

Vescape =

Si nos preguntamos donde la velocidad de escape newtoniana es igual a la velocidad
de la luz, encontramos que es exactamente en r = 2GM. A pesar del hecho de
que la velocidad de la luz no juega un papel fundamental en la teoria newtoniana,

podria parecer provocador que la luz, considerada como particulas inerciales que
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se mueven a velocidad ¢, aparentemente no pueda escapar de un cuerpo con masa
M y radio menor que 2G M. Pero hay una profunda diferencia entre este caso y
lo que vemos en Relatividad General. La velocidad de escape es la velocidad que
una particula necesitaria tener inicialmente para escapar de una fuente gravitante en
una trayectoria libre, pero nada nos impide considerar trayectorias aceleradas; por
ejemplo, podriamos imaginar una aceleraciéon elegida de modo que la particula se
alejara constantemente del cuerpo masivo a una velocidad constante. Por lo tanto,
un supuesto agujero negro newtoniano no tendria la propiedad crucial de que nada
puede escapar; mientras que en Relatividad General, las trayectorias temporales
arbitrarias deben permanecer dentro de sus conos de luz y, por lo tanto, nunca

escapar del horizonte de eventos.

2.5. Formalismo de Ashtekar-Barbero

La formulacién hamiltoniana ADM es una descripcion satisfactoria de la Rela-
tividad General. No obstante, a la hora de llevar a cabo una cuantizaciéon, dicha
formulacién no arroja buenos resultados, ya que no admite regularizaciones inde-
pendientes del fondo, ni tratamientos invariantes bajo difeomorfismos consistentes.
En 1987, Abhay Ashtekar introdujo un nuevo formalismo [37] en el cual reescribe
las variables métricas en términos de un campo, una conexion de gauge SU(2) lla-
mada conezion de Ashtekar-Barbero, y de sus momentos canénicamente conjugados
llamados triadas. En términos de estas nuevas variables, denominadas variables de
Ashtekar, los vinculos se simplifican notablemente. A esta nueva representacion se
le llama representacion de conexion de la Relatividad General candnica y presenta
como ventaja el hecho de permitir expresar la Relatividad General en un lenguaje de
teorias de gauge, lo que provee nuevas formas de abordar problemas tanto clasicos

como cuanticos.

2.5.1. Tétradas

Sea M la variedad de dimension 4 caracterizada por una métrica Lorentziana, g,
del espaciotiempo, sobre la cual existe un mapa inyectivo e : M x R* — T,M. El

mapa e envia campos tensoriales en M a campos tensoriales en su espacio tangente
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T,M (espacio interno) para todo punto p € M. A las componentes del mapa se las
denomina tétradas y las escribimos ef. Equivalentemente, a las componentes, e, del
mapa inverso, e ' : T,M — M x R* se las denomina co-tétradas.

Las tétradas son un conjunto de campos vectoriales que relacionan el espacio-

tiempo curvo con el de Minkowski en cada punto de la siguiente manera:

G = nabeZe’;, Nab = Juvehey, (2.5.1)

a MK __ Sa a v __ SV
ene, = 0y, enen =07, (2.5.2)

donde 74, son las componentes de la métrica de Minkowski. De aqui en maés, nos
referiremos al espacio interno con indices latinos, mientras que las letras griegas

refieren a indices espaciotemporales.

Las tétradas contienen toda la informacion de la métrica, pero el reciproco no es
valido. La métrica g,, tiene 10 grados de libertad mientras que e, tiene 16. Estos 6
grados de libertad extra en las tétradas corresponden al niimero de grados de libertad
del grupo SO(3,1), el nimero de parametros independientes de una transformacion

de Lorentz en el espacio interno.

Queremos imponer la compatibilidad de la derivada covariante con la tétrada. Pa-
ra ello, debemos observar que e/ tiene un indice interno y un indice espaciotemporal,
por lo cual debemos definir una derivada covariante que acttie en ambos indices.
Primero, aplicamos el operador V, asociado a la conexion de Levi-Civita, I, ,, que

acttia sobre los campos tensoriales en el indice espaciotemporal:

Vel = duet + T e (2.5.3)

wp*ar

Luego, de manera analoga a (2.3.18), definimos la derivada covariante D que acttia
sobre un tensor 7', tanto en su indice indice espaciotemporal, como en su indice

interno mediante una conexion espinorial w, cuyas componentes son wZu, de modo

que.

Vi..Un __ V1...Un V1 p...Vn b Vi...Un __
D#Tal...am - aLLTal...am + F,upTal...am + o wmpr...am (2 5 4)

_ v Tyl...z/n o wb Tvl...un .
=~ Vu

ai...am aitp= b...am
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Ahora estamos en condiciones de imponer la compatibilidad de la derivada covariante

con la tétrada,

v

D, e}, = 0,¢€; + w,‘fueb =0, (2.5.5)

para asi determinar la relaciéon entre las componentes de la conexiéon espinorial y las
tétradas y co-tétradas:
Wt =ebV e (2.5.6)

ap

Las tétradas seran unas de las variables fundamentales en la formulaciéon Hamilto-

niana de la Relatividad General.

De la manera analoga a la seccién (2.3.1), vamos a suponer el espaciotiempo
como una variedad globalmente hiperboélica y vamos a dividirlo en espacio y tiempo,
mediante un difeomorfismo de la forma (2.3.1). Llamamos ¢,, a las componentes de

la métrica inducida por g, en ¥, las cuales estan dadas por

Guv = Guv + NNy (257)

Recordemos también que las componentes de la curvatura extrinseca siguen la ex-
presion:

1
Kp,l/ - §£nqu1/- (258)

Sustituyendo (2.5.1) en (2.5.7), tenemos
Qu = nabeZeﬁ +n,n, = —egeg + 5@‘616{, + nun,, (2.5.9)

donde los indices 7, j son espaciales, por lo tanto ¢, 7 = 1,2, 3. Esta forma de la métrica

sugiere una fijacion de gauge simple para eliminar algunos grados de libertad. En

0
I

componente del boost del grupo de Lorentz. El grupo de simetrias de gauge queda

el gauge temporal, la componente e coincide con el vector normal, eliminando la

reducido al grupo de las rotaciones espaciales,

Gop = Oij€4 €5 (2.5.10)

donde «, 5 = 1,2,3 y los indices i,j estan relacionados con la simetria SO(3) (o,
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equivalentemente, SU(2)).

2.5.2. Triadas densitizadas y vinculo rotacional

A continuacion, relacionaremos las tétradas con la triada densitizada, una de las
variables introducidas por Ashtekar [37] para construir la nueva representacion de la
Relatividad General.

En la ecuacion (2.5.10) se puede observar que la métrica espacial es invariante
bajo transformaciones gauge en el espacio interno, es decir, rotaciones SO(3). La
tétrada proyectada en X tiene tres grados de libertad mas que la métrica espacial,
por lo tanto, deben existir tres ecuaciones mas que en la formulacion ADM, que seran
un vinculo de primera clase relacionado con la simetria de las transformaciones gauge
del grupo SO(3). Queremos hallar dicho vinculo pero antes es util definir algunos

conceptos. En primer lugar, vamos a definir la 1-forma K’ en X

K} = X Xtw. (2.5.11)

X* son las componentes del proyector de M en ¥ y X! son las componentes del

mapa inverso al que va desde el espacio interno cuadridimensional al tridimensional.
Utilizando (2.5.6) y (2.5.11) se obtiene:

K. = X\ X[el (V,n"). (2.5.12)

Asi como las tétradas estan relacionadas con la métrica espacial segin (2.5.1), la

1-forma K! esta relacionada con la curvatura extrinseca.

En segundo lugar vamos a definir una 2-forma, IC, en la hipersuperficie 3, dada

por la contraccion de indices internos de K y e con la métrica euclidea:
Kap = 5in;eJB. (2.5.13)

Desarrollando la expresion de la curvatura extrinseca en funcién de la derivada de

Lie de la métrica, se puede verificar que K es la parte simétrica de K:
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Kas = Kup)- (2.5.14)

Reemplazando el par de variables ADM (qu, Ky) por la 1-forma K', y las tétradas
e se obtiene una dindmica equivalente. Vamos a exigir ahora que Iy, sea igual a la
curvatura extrinseca, la cual es simétrica, de manera que la parte antisimétrica de

KC debe satisfacer el siguiente vinculo:

Kiag = 0. (2.5.15)
El mismo consiste en tres ecuaciones, ya que Ko5) es antisimétrica. Aqui se absorben
los tres grados de libertad extra introducidos al elegir las tétradas como variables.

A las tétradas proyectadas en X les llamamos triadas. Estas deben multiplicarse
por el determinante de la métrica espacial para poder integrarlas. Llamamos {riadas

densitizadas a
EY = eef, (2.5.16)

donde e = det [eg] = (det [e;"])*l. Las triadas se relacionan con las variables ADM

de la siguiente manera:

(op = 0ije* ELFY = 6, EELFY, (2.5.17)

siendo E = det [E?] = det [ee?] = e3 det [el] = e2. Podemos escribir el momento con-

jugado de la métrica como

78 = V4 (K"‘B — anﬁ) =4 (Ki(o‘ef) — qaﬂKiweiﬂY)
| (k@B - K7 E)
vVE 2

(komp—omr)
= — 09ECE KT Ey,
2 P

= 20 BV I ED K,

1 ... )
=VE — 0B} EJVEK" E,

(2.5.18)
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donde el determinante ¢ cumple: ¢ = det[E]* det[E"]? = det[E?] = E. Ademas, ex-

presaremos el vinculo (2.5.15) en términos de las nuevas variables

Rij = eef‘e?/C[aﬁ] = ee?efK[’Zeg]k

1
= el = (nggk - ngak)

(A 2
1 . 1 5\ 1 & X (2.5.19)
1
_ a B k k
= 5% Ej (EﬁKak — EaKﬁk)
esto es,
1 o N
Rij=5 (Ez-'Kaj - EfK@k) = K. Ej; =0 (2.5.20)

y haremos lo propio con el resto de los vinculos. El vinculo de difeomorfismos sera

Co = —2Dgn? = —2D, (KQEE - 5§K;Eg) , (2.5.21)

donde se us6 que 0f = dele] = 6/ELE) = ELE] y la igualdad débil K eg; ~ 0

iy

=K!E’ ~ KPE!. Por tltimo, el vinculo hamiltoniano es

1
VE

Nos encontramos con un nuevo espacio de fases cuya algebra cumple:

C =vVEE!E] (KIK}, — KLK}) — CR(E)). (2.5.22)

{Eg (t,2), K2 (t, y)} = 51885 (x — ) | (2.5.23)

{EL(t,2), B} (t,y)} = {Kﬁ (t,x), K? (t,y)} ~0. (2.5.24)

Analogamente al tratamiento que dimos a los vinculos hamiltoniano y de difeomorfis-
mos, consideraremos la version suavizada del vinculo (2.5.20), denominado también

vinculo rotacional, integrandolo contra una funciéon suave, o'/,

R (a) = /ainaiEfd%. (2.5.25)
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El algebra generada por el mismo,

{R(a),R(a)} =R (o, &']), (2.5.26)

es el algebra de las rotaciones espaciales SO(3), y su corchete de Poisson con las
variables ADM es cero pues estas son manifiestamente invariantes bajo rotaciones.

Como la métrica espacial es funcién tinicamente de las triadas satisface

{ap (t,2) ;445 (t,y)} = 0, (2.5.27)

y su momento canénicamente conjugado cumple

{ﬂa,ﬁ (t, :L‘) ,7T76 (t, y)} _ _\/?a (ch'RL% + qaéRBv + qﬂvRo«S + qBWRcw) 5 (:E _ y)
(2.5.28)
Obsérvese que los corchetes (2.5.28) se anulan cuando se satisface el vinculo rotacio-

nal. Ademas,

{W“B (t, ), g (t, y)} = 5(”'75?)5 (x —vy). (2.5.29)

Finalmente, podemos asegurar que, cuando se satisface el vinculo rotacional, las

variables E, y K¢ son equivalentes a las variables ADM.

2.5.3. Variables de Ashtekar

Como ya mencionamos, Ashtekar introdujo un nuevo formalismo [37, 38| en el
cual reescribi6 las variables métricas en términos una conexion compleja de gauge
SU(2), y de sus momentos canonicamente conjugados llamados triadas. Estas nuevas
variables extienden el espacio de fases y simplifican las ecuaciones de vinculos.

Dado que la conexiéon es compleja, a la hora de cuantizar se deben imponer
condiciones para asegurar que el limite clasico sea Relatividad General. Barbero
propuso el uso de una conexion real (conexion de Ashtekar-Barbero) introduciendo
el pardmetro de Barbero-Immirzi, 7.

Observemos que la estructura del espacio de fases (2.5.23) y (2.5.24) no se altera

al realizar una transformaciéon canénica del tipo B — —-, K! — v K. El vinculo
V1
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rotacional también es invariante bajo esta transformacion.
Vamos a introducir una conexiéon con componentes, ['V, asociada a la simetria

o

SO(3), para definir la derivada covariante de un tensor con indices internos y espa-

ciotemporales:

7 'Ln _ 7 zn z in i 11 Ay ki in
DaTg75, = OaTf) Zraﬁg 1By 1pBian ﬁm+ZFéa b
(2.5.30)

Tn Ilé, +§ :F 11 Zl 1kll+1 zn

Esta derivada covariante debe ser compatible con las tétradas, es decir, debe cumplir

Dyely =0, lo que implica,

Iy = e Vgel. (2.5.31)
Definiendo T, = —%gékFg’“, podemos verificar que,

[ « k [}

v e (2.5.32)

Se puede verificar que I, tampoco varia bajo la transformacion npe = % Po-
demos modificar el vinculo rotacional, adicionando la igualdad fuerte (2.5.32), obte-

niendo asi, el vinculo de Gauss:

Gi = 0 (VEE) + UL (VER) + e (V) (VER). (2539)
esto es,
G =0, (7, Ea) (’YI)AJ) (w Ea) ~ 0. (2.5.34)

Aqui, " AJ =TJ + v, K7 es la conexion de Ashtekar-Barbero y forma un par cano-

nicamente conjugado con (1 )Ef‘, ya que sus corchetes de Poisson cumplen

{O0E; (t,2), A7 (t,9) b = 61605 (2 — ), (2.5.35)
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(ODEL (t,2), DE] (t,y)} = { WA (t,z), 00 A (t,y)} —0. (2.5.36)
En funcién de estas nuevas variables podemos calcular el vinculo de difeomorfismos,
C, = Fi,E - WKLG,, (2.5.37)

y el vinculo hamiltoniano,

o=t (BB el Fh =2 (0 + 1) K, I

(1) po i
3 -+ E: DaG> s (2538)

donde Fc’jﬁ = 28[0[(71 )Ag] + 5%”1 )AL(W )A%, y puede escribirse como

Folfﬁ Rkﬁ + 2D[ (W)Kk] + ¢t (’YI)Ki}(’YI)Ké]j

siendo RY; = 8[QF§] + awl“glﬁ

Las conexiones son las nuevas variables de configuracion. Estas variables se com-
portan como una conexion de Yang-Mills SU(2) (ver anexo (C)), por lo que se pueden
utilizar ciertas técnicas de dichas teorias para analizar la Relatividad General. Las
teorias de Yang-Mills se basan en una invariancia gauge local, que en el caso del
electromagnetismo viene descrita por el grupo U(1). La Relatividad General escrita
en términos de las variables de Ashtekar responde a un gauge SU(2) y los vinculos se
simplifican notablemente. Los vinculos (2.5.34), (2.5.37), (2.5.38) son completamente

equivalentes a

Co=E/Fs =0, (2.5.40)
| )
C= =B E S =2 (0 + 1) KK ~0, (2.5.41)

respectivamente. Para determinar la accion de los vinculos sobre la triada y la cone-
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xion es necesario calcular los corchetes de Poisson entre los primeros (en su version
version suavizada) y las variables de Ashtekar. El vinculo de Gauss, que en su version

suavizada es

Co(A) = / pen (2.5.42)
b

donde A es un campo suave en Y. Su acciéon sobre la triada y la conexion esta

determinada por
{A45,Cq (M)} = —Dal', {EF,Cq (M)} = e, N B (2.5.43)

Este genera rotaciones en el espacio interno, es decir, rotaciones correspondientes
al grupo SO(3) (o equivalentemente SU(2)). La version suavizada del vinculo de

difeomorfismos es

Cpig (N) = / & (N“EfF;B — (N°AL) G> (2.5.44)
b
y su accion sobre las variables de Ashtekar es
{4, Coip (N) } = £34L, {B2.Coiy (W)} = £3E2, (2.5.45)

es decir, genera difeomorfismos espaciales en la direccion del vector N (tangenciales

a la hipersuperficie ). Por ultimo, el vinculo hamiltoniano en su version suavizada:

1 g o
— 3 a B | i 1k 2 ]
C(N) = /Ed oN - ELE, U FE =2 (1 + 1) K (2.5.46)

y sus corchetes de Poisson con las variables de Ashtekar dan como resultado:
{AL,C(N)} = Ly AL, {EY,C(N)} ~ LynEY, (2.5.47)

que corresponde a la evolucion temporal, un difeomorfismo en la direcciéon perpendi-
cular a la hipersuperficie ¥. Aqui se utilizan simbolos de igualdad debil (=) debido

a que existen otros términos que se anulan en la superficie de vinculos.



94 CAPITULO 2. RELATIVIDAD GENERAL

Finalmente se puede verificar que el algebra de vinculos cumple:

{Ca (M), Cq (N)} = Cq (A, A]), (2.5.48)
{Co(8),Coip (N) } = ~Ca (Lgh)., (2.5.49)
{Cmf(ﬁ>,cmf(ﬁ’}::cbﬁ<{ﬁrﬁﬂ), (2.5.50)
{Cc (M), C(N)} =0, (2.5.51)

{Coug (W) .c )} =~ (£x M), (2.5.52)

[C(N),C (M)} = =4 (Cpis (S) + Ca (5°41))

1 [EL0°N, E,0°N] (2.5.53)
F(1e L) o (1E2NEN
I

Pt

Aqui se defini6: S* = (NOgM — MOgN)

Para concluir este capitulo podemos decir que la Teoria de la Relatividad General
se puede reescribir como una teoria dinamica de conexiones con grupos de estructura
compactos, pero con la desventaja de tener mas grados de libertad, un vinculo extra

y una estructura de corchetes de Poisson méas compleja.



Capitulo 3
Gravedad cuantica de Lazos

Tanto la teoria de la Relatividad General como la teoria de la Mecénica Cuantica
han revolucionado nuestro entendimiento de la fisica. La Relatividad General, que
describe fendbmenos macroscopicos, ha cambiado por completo nuestra perspectiva
del espacio y el tiempo. Esta nos conduce al estudio de la astrofisica, la cosmologia
y hasta la tecnologia GPS. Por otra parte, la Mecanica Cuantica, rompi6é con el
determinismo de la dindmica e introdujo una vision discreta del mundo a pequenas
escalas, que estaria gobernado por leyes probabilisticas. Nos conduce al estudio de

la fisica atomica, nuclear y de particulas, asi como la materia condensada, etc.

Pero estas dos teorias tan importantes han destruido la coherencia del mundo
de la fisica clésica pre-relativista, ya que han sido formuladas bajo supuestos com-
pletamente contradictorios entre si. La Mecanica Cudantica fue formulada utilizando
una variable de tiempo externo o un espaciotiempo de fondo fijo, no dindmico. Esta
variable de tiempo y este fondo fijo son incompatibles con la Relatividad General. La
Relatividad General fue formulada en términos de la geometria Riemanniana, asu-
miendo que la métrica es un campo dindmico suave y determinista. Por otro lado,
la teoria cuantica nos dice que cualquier entidad dindmica esta formada por cuantos
discretos y se encuentra en una superposicion de estados probabilisticos. Por todo
esto, se puede concluir que, a pequena escala, deben existir cuantos de espacio y
cuantos de tiempo, y una superposicion cuantica de estados. Esto tltimo significa
una sélo cosa: vivimos en un espaciotiempo cuéntico, pero, ;cé6mo podemos descri-

birlo? Para hacerlo debemos combinar lo aprendido acerca de las dos teorias y este

95
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es probablemente el mayor desafio en la fisica fundamental actual.

No obstante, cabe preguntarse, si la gravedad es tan dificil de cuantizar y, a la
vez, los efectos cudnticos son pequenos en los dominios dénde esta es importante,
ipor qué realizar tanto esfuerzo por cuantizarla?.

Por més que no conocemos situaciones experimentales accesibles donde sea ne-
cesario cuantizar la gravedad para su descripcion, si existen muchos procesos fisicos
que requieren una teoria cuantica de la gravedad para explicarlos. Por ejemplo, la
colision de dos particulas con energia suficientemente alta para que la gravedad sea
relevante. O el proceso que sufre un agujero negro al evaporarse por radiacion de
Hawking hasta que su masa se vuelve comparable a la masa de Planck!. Otro ejem-
plo lo posible resulta de preguntarse qué sucede con el universo cerca del Big Bang.
Por dltimo, y un paso mas alla, esta el asunto de la unificaciéon en fisica que sugiere
que cuantizar tres de las cuatro interacciones fundamentales? dejando a la gravedad
como una teoria clasica, es insatisfactorio. El punto de vista de unificacion de teorias
0, mas precisamente, la unificacion de paradigmas subyacentes a teorfas, no es un
simple antojo, sino que ha sido muy exitoso historicamente. Por ejemplo, el poner a
la mecanica de Newton en pie de igualdad con la electrodindmica de Maxwell condujo
a la relatividad especial; incorporar la gravedad en este paradigma fue lo que motivo
la Relatividad General; incorporar la relatividad especial en la Mecanica Cuéntica
llevo a la teoria cuantica de campos. Similarmente, unificar el electromagnetismo y
las interacciones débiles condujo a la primer teoria satisfactoria de estas interaccio-
nes. En todos los casos poner las teorias en pie de igualdad ha llevado la produccion
de una nueva fisica con implicaciones importantisimas. El hecho de no contar con
una teoria completa de la gravedad cuantica hace dificil discutir la existencia, o no,
de consecuencias experimentales de dicha teoria.

Ademas de todo lo mencionado, tanto la propia teoria de la relatividad como las
teorias cuanticas de campos tienen problemas en si mismas. En Relatividad General
estd demostrado que bajo condiciones genéricas los espaciotiempos desarrollan sin-
gularidades; por ejemplo, el Big Bang (que creemos estd presente en el origen del
universo) o las singularidades que aparecen en el interior de los agujeros negros. En

general, una singularidad esta asociada con una divergencia de cantidades que indi-

1”nPlanck =2X 10_59
2Las cuatro interacciones fundamentales: débil, fuerte, electromagnética, y gravitatoria.
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can que la teorfa ha sido llevada méas all4 de su dominio de aplicabilidad. Cerca de
las singularidades se suelen encontrar densidades de energia que no son compatibles
con un tratamiento puramente clasico. Aqui radica la expectativa de que una teoria
que unifique la Teorfa Cuéntica de Campos y la Relatividad General pueda entregar

una nueva perspectiva y, posiblemente, eliminar las singularidades completamente.

De forma similar, la Teoria Cuéantica de Campos tiene el problema de que mu-
chos operadores no son funciones sino distribuciones (como, por ejemplo, la delta de
Dirac). Al estudiar interacciones se deben considerar productos de dichos operadores
y tales productos no estan bien definidos. Algunas de las divergencias en esta teoria
pueden ser eliminadas redefiniendo las constantes de acoplamiento a través de un
procedimiento llamado renormalizacion. A pesar de ello, desde el punto de vista de
la formalidad matemaética, las teorias cuanticas de campos no estan definidas 6p-
timamente y deben ser tratadas usando series perturbativas que no son realmente
convergentes (series asintoticas). Las singularidades aparecen debido a la naturaleza
distribucional de los campos y operadores. Si se cambia la naturaleza del espacio-
tiempo el caracter distribucional de los campos también puede cambiar y se abre la

posibilidad de eliminar las singularidades de la teoria cuantica de campos.

A la hora de cuantizar el campo gravitatorio se puede proceder de dos formas
distintas [48]: partiendo de una vision perturbativa o a partir de un planteamiento no
perturbativo. En la década de los '80 nacieron la Teoria de Cuerdas (perturbativa)
y la Gravedad Cudntica de Lazos (no perturbativa [20]). Luego de una década de
intenso trabajo, ambas comenzaron a proporcionar predicciones fisicas como, por
ejemplo, relaciones entre la superficie de los agujeros negros y la entropia [46]. En
particular, la Gravedad Cuéantica de Lazos intenta respetar en todo momento la
independencia del fondo, un aspecto clave de la Relatividad General. Este es un

elemento fundamental a la hora de obtener una teoria cuantica de la gravedad [48, 22].

En este capitulo describiremos las bases de la cuantizaciéon canénica y las aplica-
remos a las formulaciones hamiltonianas vistas en el capitulo previo. El formalismo
ADM se orientara hacia la ecuacién de Wheeler-deWitt, en tanto, la cuantizacion de
la Relatividad General escrita en funcién de las variables de Ashtekar derivaré en la

formulacion de la Gravedad Cuantica de Lazos.
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3.1. Cuantizacion canodnica

La cuantizacién canoénica es un procedimiento en el cual a una magnitud fisica
(expresada en términos de las coordenadas canonicas del sistema clasico) se asigna
un operador hermitico, de forma que la descripcion cuantica conserve la estructura
dada por los corchetes de Poisson de la teoria clasica [42]. El corchete de Poisson de

dos funciones en el espacio de fases en el caso unidimensional se define como:

0A0B 0AOB
{A;B} = —— — ——, (3.1.1)
0q Op  Op Oq
donde ¢ es la variable de configuracion y p su momento canénicamente conjugado.
El formalismo hamiltoniano permite describir la evoluciéon temporal de las variables

del sistema. Si A es una funcién, su evolucion en el tiempo esta dada por:

dA 0A
— ={AH — 1.2
(A H) (312)

donde H es el hamiltoniano del sistema.

Como se ha mencionado, la cuantizacién candnica promueve las variables dinami-
cas clasicas a operadores lineales que actian sobre funciones de onda pertenecientes
a un espacio de Hilbert. El conmutador entre dos operadores se define de la siguiente
manera:

[21, E] — AB — BA, (3.1.3)
y esta relacionado con el corchete de Poisson de la formulacion clésica, tal que,

(A, B - [A,f}] — ih{A.B}. (3.1.4)

La evolucion temporal queda definida, de forma aniloga a la ecuacion (3.1.2), por la

ecuacion de Heisenberg:

dA 11+~ 0A
A, H] ki 3.1.5
A+ (3.15)

Los vinculos también deben ser cuantizados y para ello se promueven a operadores

que aniquilan las funciones de onda del espacio de Hilbert:
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C(q,p) =0 — C(¢,p)¢ = 0. (3.1.6)

Estas funciones de onda son los estados fisicos del sistema pues, de no satisfacer la

condicién anterior, no representan una situacion fisica real.

3.1.1. Ecuacion de Wheeler-DeWitt

Hemos visto que la Teoria de la Relatividad General puede ser formulada como

un sistema dindmico definido por las ecuaciones de Hamilton-Jacobi:

;gﬂf‘”% =0, (3.1.7)
0A,  §A]

donde F = e/ Fl y Fl = 0,4} — 9,Al + €, A7 A¥. Ademés, la funcional S [A] est4

definida en el espacio G de las conexiones SU(2), A%, y es invariante bajo transfor-

maciones internas de gauge y bajo difeomorfismos espaciales. Equivalentemente, la

teorfa estad definida por el hamiltoniano H [A, E] = F;{)ESEJI’

Cabe aclarar que, para simplificar el desarrollo, vamos a construir el espacio de
estados a partir de una conexion real, en lugar de una compleja. La ecuacion (3.1.7)
vale solamente para el caso euclideo. La teoria lorentziana puede ser formulada a

partir de este operador, considerando el término adicional de la ecuacion (2.5.41).

Una cuantizacion de la teoria puede ser obtenida en términos de funcionales de
onda W[A]. La dindmica cuéntica es inferida por la dindmica clasica interpretan-
do S [A] como h veces la fase de W[A], es decir, interpretando la teorfa clasica de
Hamilton-Jacobi como una aproximacion de la ecuacion de onda cuéntica. Esto pue-
de realizarse definiendo la dindmica cuantica mediante el reemplazo de las derivadas
de la funcional de Hamilton-Jacobi, S [A], por operadores derivadas. En primer lu-
gar, debemos pedir que W[A] sea invariante bajo transformaciones SU(2) y bajo

difeomorfismos, a través de las ecuaciones

o

Dy——
AL

v[4] =o0. (3.1.8)
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Ademas, la ecuacion (3.1.7) da lugar a

ij 0 0
abéAzéAZ

U [A] = 0. (3.1.9)

La expresion (3.1.9) se conoce como la ecuacion de Wheeler-DeWitt [43], o ecuacidn
de Einstein-Schridinger, una ecuacion diferencial funcional que gobierna la dindmica
cuantica del espacio tiempo.

Necesitamos un espacio de Hilbert adecuado para las funcionales W[A]. Debemos

identificar su estructura que, como veremos, sera tnica.

3.2. Espacio de estados cinematico K

En esta secciéon construiremos la estructura del espacio de estados cinematico®.
Para lo que resta del capitulo, puede ser de 1til leer los apéndices (A) y (B) o las
referencias [113] y [20].

Sea G el espacio de las conexiones, A, definidas en todos los puntos de una su-
perficie tridimensional, ¥ (posiblemente, con excepcion de algunos puntos aislados).
Sea S el espacio definido por funcionales en G.

Haremos uso de la interpretacién geométrica del campo A como una conexiéon. El
algebra de Lie 50(3) es la misma que el algebra de Lie su(2). Es conveniente ver a A
como una conexion su(2), por lo cual, escogiendo una base fija 7; en su(2), definida

i

como 7; = —%0; (donde o’ son las matrices de Pauli), podemos escribir la conexion

como
A(F) = AL(F) T dx". (3.2.1)
Holonomias de la conexién

Un camino orientado, ¢, en ¥ y una conexiéon A determinan un elemento del

grupo, U ((, A) = Pexp fA , siendo P es el producto ordenado en el camino,

¢
llamado holonomia de la conexiéon a lo largo del camino. Aqui, P es el producto

3La lectura de esta seccién y las siguientes puede encontrarse en el libro "Quantum gravity"de
C. Rovelli [20].
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ordenado en el camino. Para un camino dado, ¢, la holonomia, U (¢, A), es una fun-
cional en G. Consideremos una coleccién ordenada, I', de caminos suaves orientados,
¢, con Il = 1,...,L, y una funcién suave f (Uy,...,Ur) de L elementos del grupo. El
par (I', f) define una funcional de A:

Ur s [Al = f(U(A,G), U (A Q). (3.2.2)

Se define S como el espacio lineal de todas las funcionales Wrp ¢ [A] para todo I'
y f. A estas funcionales las llamamos funciones cilindricas. Decimos que I' es un
grafo orientado, ordenado, embebido en Y. En cuanto a las funciones cilindricas,
cambiar el orden o la orientacién de un grafo, es equivalente a cambiar el orden de

los argumentos de f, o reemplazarlos por su inverso.

Producto escalar

A continuacion, definiremos un producto escalar en el espacio S. Si dos funciona-

les, Ur s [A] y ¥, [A], estan definidas con el mismo grafo, I, definimos el producto
(Ur g [A]| Wrg [A]) = [ dUL, ., dULF (O3, Un)g (Us, o, U (3.2.3)

donde dU es la medida de Haar* en SU(2).

La definiciéon del producto escalar de funcionales definidas en un mismo grafo
puede extenderse a funcionales definidas en diferentes grafos, es decir, (3.2.3) se

vuelve una definicion valida para dos funcionales cualesquiera en S:
<\IIF’,f/ [AH qu”,g” [AD = <\IJF,f [AH \Ill"’g [A]> s (324)

donde T es la union de I y T,

4La medida de Haar es una forma de asignar un ’volumen invariante’ a los subconjuntos de
grupos topolédgicos localmente compactos y de definir una integral para las funciones sobre esos
grupos.
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3.2.1. Estructuras en el espacio de Hilbert cinematico K

El espacio de Hilbert cinematico IC de la gravedad cuéntica es la completacion en
la norma definida por el producto escalar (3.2.3). Dicho producto escalar es invariante
bajo difeomorfismos y transformaciones locales de gauge, y es tal que los observables
clasicos se promueven a operadores autoadjuntos. Esta es una de las condiciones que
el producto escalar debe satisfacer de modo que la teoria sea consistente con el limite
clasico.

Las funciones cilindricas con soporte en un grafo dado, I', forman un subespacio
Kr de K. Por definicion, Kr = Lo [SU(Q)L}, donde L es el nimero de caminos en
I. El espacio Kr es el espacio de Hilbert de una teoria de gauge en redes con lattice
(red) espacial T.

Podemos utilizar el teorema de Peter-Weyl para encontrar una base en K. El
mismo establece que una base en el espacio de Hilbert de funciones Ly en SU(2) esta
dada por los elementos de matriz de las representaciones irreducibles del grupo. Las
representaciones irreducibles de SU(2) estan etiquetadas por un espin semientero j.
Llamamos H; al espacio de Hilbert en el que est4 definida la representacion j y llama-
mos v, a sus vectores. Podemos escribir los elementos de matriz de la representacion

J como

R (U) = (U] j,e, B) (3.2.5)

Entonces una base de Kr esta dada por

’F7j17a17ﬁl> = ‘Fajlv ---,jL,CYl, "-7aL7ﬁ17 '-'75L> . (326)

Sin embargo, esta no es una base de K. Una base de I estd dada por los estados

T, ji, aq, 1), en los cuales los espines j; (= 1/2,1,3/2,2,...) nunca toman el valor cero.

3.2.2. Invariancia del producto escalar

Bajo una transformacion local gauge, suave, \ : ¥ — SU(2), la conexion A trans-

forma de manera inhomogénea, como un potencial gauge:

A— Ay = AN+ adN L (3.2.7)
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Esta transformacion de A induce una representacion natural de las transformaciones
gauge locales, W (A) — W (A,-1) en K. A pesar de esta transformacion inhomogénea

de A, la holonomia de la conexién transforma de manera homogénea:

U[A,¢] = U[Ax,¢] = AMa§)U [A, A (a5), (3.2.8)

)

donde z¢ y xgc son los puntos iniciales y finales del camino (. Para un par (T, f)

dado, definimos
AU, U) = f (A(x?)lel(xgl), A(ng)ULA—l(ng)) . (3.2.9)
Es facil ver que la transformacion de los estados cuanticos es la siguiente:
Ur,s (A) = (Ux¥ry) (A) = Vr s (Ay-1) = Vg, (A). (3.2.10)

Dado que la medida de Haar es invariante bajo transformaciones izquierdas y dere-
chas del grupo, surge que (3.2.3) es invariante. Se puede ver que, bajo una transfor-

macion Uy, la base de estados, |T, ji, oy, ), transforma como

Ux T, i o0, Bi) = RUD™ o (AN p,)) RIPg (A(x,) ..
R(jL)ocLalL (/\—1(fo)) R(jL)ﬁ}JﬁL (AMzi,)) (3.2.11)
|Fajla 0427 /Bl/> )

donde 7; y f; son los puntos iniciales y finales de [.

3.2.3. Estados invariantes de gauge e invariantes bajo difeo-

morfismos

Sea 1 : ¥ — ¥ un mapa continuo, invertible y, tal que, tanto ¢l como su inverso
son suaves en todos los puntos excepto, posiblemente, en un ntimero finito de puntos
aislados. Llamaremos al mapa 9 difeomorfismo, y Dif* al grupo formado por dichos
mapas.

Bajo la accion de un difeomorfismo, la transformacion de la conexiéon esta bien

definida. A, que pertenece a G (el grupo de las conexiones en ¥) y esta definida en
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todo 3 (a menos de algunos posibles puntos aislados) transforma como una 1-forma
A— A (3.2.12)

Por lo tanto, S lleva la representacion Uy de Dif* definida por UyW (A) = ¥ ((19*)_1 A).

La holonomia transforma como

UA (= UWA=U[Av(]. (3.2.13)

El espacio de estados cinematico I es un espacio de funcionales de onda de
la conexion W [A], pero recordemos que necesitamos un espacio de estados donde
las funcionales de onda sean invariantes bajo transformaciones gauge locales y bajo
difeomorfismos. Mas precisamente, las ecuaciones clasicas correspondientes a un sis-
tema de Hamilton-Jacobi deben implementarse en la teoria cuantica de la siguiente

manera

d

DQW\P [A] =0, (3.2.14)
F(jb(F)(%\p [A] = 0. (3.2.15)

Estrictamente, para imponer la invariancia bajo difeomorfismos se debe realizar

la integracion en el grupo de transformaciones Dif* dando lugar a (3.2.15).

Llamaremos Ky al espacio de estados invariantes bajo transformaciones locales
SU(2). Por otro lado, llamaremos K p;f al espacio de estados invariantes bajo SU(2) y
bajo Dif*. Sillamamos H al espacio de soluciones de la ecuacion de Wheeler-DeWitt
(estados invariantes bajo la accién del hamiltoniano), tenemos entonces la secuencia
de espacios de Hilbert

K28 Ko 25 Ky 5 A, (3.2.16)
donde los tres pasos corresponden a la implementacién de las tres ecuaciones que la
funcional de onda debe satisfacer (3.2.14), (3.2.15) y (3.1.9), respectivamente.
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3.3. El espacio K (invariancia de gauge)

Como ya mencionamos K es el espacio de estados invariante bajo transforma-
ciones de gauge locales SU(2). Llamaremos Sy al subespacio invariante gauge de S,

y 8, a su dual. No es dificil ver que Ky es un subespacio propio de K.

Introduciremos estados de una red de espin en K que pueden ser vistos como
combinaciones lineales finitas de estados de multilazos que forman una base ortonor-
mal genuina. Los estados de multilazos son suficientes para generar Ky, sin embargo,

la base es sobrecompleta y esto complica el formalismo.

3.3.1. Red de espin

Las redes de espin constituyen una base para las funciones invariantes gauge que
minimiza el grado de sobrecompletitud de la base de lazos. Basicamente, se pueden
utilizar matrices de cualquier representacion para construir una conexion y, a partir
de esta, operadores de transporte paralelo a lo largo de curvas. En las intersecciones
entre las curvas se contraen los indices de las matrices mediante entrelazadores, o
intertwiners, y sus aristas estan etiquetadas por un numero, el espin, asociado a la
dimensionalidad de las matrices que describen la representacion del grupo SU(2)

correspondiente. Describamos su estructura mas detalladamente.

Llamaremos nodos a los puntos finales de las curvas orientadas en el grafo T'.
Sin pérdida de generalidad asumiremos que I' estd formado por curvas que, en caso
de solaparse, lo hacen solamente en los nodos. Visto de esta manera I' es un grafo
inmerso en una variedad, es decir, una coleccién de nodos n, que son puntos de 3,

unidos por aristas, [, que son curvas en X.

La multiplicidad o valencia, m, de un nodo, es el nimero de aristas que comien-
zan en el nodo (Mggientes) Sumado al niamero de aristas que terminan en el nodo
(Mentrantes)- Dado un grafo al que se ha adjudicado cierto orden y cierta orientacion,
asignamos a cada arista [ una representacion irreducible, j;, del grupo. A cada nodo,
n, asignamos un intertwiner, i,, entre las representaciones asociadas a las aristas
adyacentes a n. Al triplete S = (T, j;,4,) le llamamos 'red de espin embebida en ¥’.

A la eleccion de j; y de i, se le llama color de las aristas y los nodos.
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Estados de la red de espin

Consideremos una red de espin S = (T, j;,4,) con L aristas y N nodos. El es-
tado |T', j;, aq, ;) definido anteriormente tiene L indices oy y L indices [;. Los N
intertwiners, 7, , tienen un conjunto de indices duales a estos. La contraccion de

ambos:

S> = Z Uill 1a1...o¢n1 U, a 2an1+1.,,an2
. (3.3.1)

Bn +1~~5L
(N—-1) ;
Uin Qn(n_qyt1eOL |F7jlaal7/81>7

define el estado de la red de espin |S). El patron de contraccion de los indices esta
definido por la topologia del grafo: el indice o; de la arista [ es contraido con el
correspondiente indice del intertwiner v; del nodo n, donde comienza la arista (el
razonamiento anélogo se hace para 3;, donde termina la arista). La invariancia gauge
de estos estados surge inmediatamente de las propiedades de transformacion de la
base de estados y de la invariancia de los intertwiners. Como funcional de la conexion,

este estado es:

Ug[A] = (A]S) = (@Rm ])>-(®¢n). (3.3.2)

El punto indica la contracciéon entre espacios duales: a la izquierda, el producto
tensorial de matrices vive en el espacio ), ('H;l & Hjl), a la derecha, el producto

tensorial de todos los intertwiners vive en el espacio dual del anterior.

El conjunto de todos los estados |S) de la red de espin forma una base ortonormal
en Ky. La base esta etiquetada por la red de espin, es decir, por los grafos I' y los
colores (ji,1,). Notese que en la base, |S) = |I, ji, i), la etiqueta I' recorre todos
los grafos no orientados y no ordenados. Sin embargo, para la definicién de color se

debe escoger una orientaciéon y un orden para cada I.

Sy es el espacio de las combinaciones lineales finitas de los estados de la red de

espin, que es denso en Ky, y del cual §; es su dual.
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3.4. El espacio K4 (invariancia bajo difeomorfis-

mos)

Pasemos ahora a la segunda invariancia: la invariancia bajo difeomorfismos espa-
ciales. Los estados de la red de espin |S) no son invariantes bajo difeomorfismos; un
difeomorfismo mueve el grafo alrededor de la variedad, por lo tanto, el estado cambia.
Notese que un difeomorfismo puede cambiar mas que el grafo de una red de espin,
es decir, la ecuacion Uy [T, ji, i,) = |91, ji, i) no siempre es correcta. En particular,
un difeomorfismo que deja el grafo I' invariante atin puede afectar el estado de la red
de espin |I', j;,0p,).

Los estados invariantes bajo difeomorfismos no estan en Ky, sino en S|, cuyos
elementos son funcionales lineales, ®, sobre las funcionales, ¥ € §y. El requerimiento
de invariancia bajo difeomorfismos tiene sentido en S| porque la accion del grupo

estd bien definida en el mismo:
(Ug®) (V) = D (Uy-17). (3.4.1)

Por tanto, un elemento invariante bajo difeomorfismos es una funcional lineal, tal
que,
O (Uy¥) = (V). (3.4.2)

El espacio Kp;y es el espacio de los elementos invariantes bajo difeomorfismos de S;

sus elementos pueden ser vistos como estados cuanticos del espacio fisico.

Definamos ahora un mapa Pp;r : So — S v demostremos que la imagen de este

mapa es precisamente KCp;r. Sea Pp;;¥ un elemento de S; definido por

(Ppig®) (¥) = > (¥, 0). (3.4.3)
U"=UyW¥

La suma es sobre todos los estados U” en Sy para los cuales existe ¥ € Dif* tal que
V" = UyW. Un detalle importante es que la suma es siempre finita y, por lo tanto,
esta bien definida. Para observar notemos lo siguiente; dado que ¥ y W’ estan en S,
estos pueden ser expandidos en una combinacién lineal finita de estados de la red

de espin. Si un difeomorfismo cambia el grafo de un estado de la red de espin Vg,
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entonces lo lleva a un estado ortogonal al mismo. Si no cambia el grafo entonces, o
bien lo deja invariante de modo que ninguna multiplicidad aparece en (3.4.3), o bien
cambia el orden o la orientacion de las aristas; pero estas son operaciones discretas
que dan lugar, a lo sumo, a multiplicidades discretas en la suma (3.4.3). Por lo tanto,
la misma siempre esta bien definida.

Claramente, Pp;;V, es invariante bajo difeomorfismos ya que satisface (3.4.2).
Ademas, no es dificil ver que las funcionales de la forma (3.4.3) abarcan el espacio
de los estados invariantes bajo difeomorfismos. Entonces, la imagen de Pp;f es Kp;s.
Los estados relacionados por un difeomorfismo son proyectados por Pp,s al mismo
elemento de Kp;y:

PpifVs = Ppir (Uy¥s). (3.4.4)

Finalmente, el producto escalar en Kp;s estd definido por
<PDif\I/5, PDif\IjS/>ICD,;f = (PDif‘I}S) (\I’S/) . (345)

Esto determina por completo Kp;; que, equivalentemente, esta definido por la forma

bilineal
(U, 0, = (V| Ppy| ¥) = > (W, W) (3.4.6)

U =9¥

en Sy.

Nudos y estados de espin-nudos

Para entender la estructura de Kp;y, consideremos la accién de Pp;s en la base de
estados de la red de espin. Obsérvese que un difeomorfismo envia un estado |S) a un
estado ortogonal, o a un estado obtenido por un cambio en el orden o la orientacion
de las aristas, a los cuales denotaremos gy |S). Los mapas g; forman un grupo discreto

finito, Gr, por lo cual, el rango del indice discreto k es finito. Es facil ver que

0 siT # oI

3.4.7
> (Slgk| S sil =T (3.4.7)

(S |Ppis| §) = {

Llamamos nudo a una clase de equivalencia K bajo difeomorfismos de grafos, I,

no orientados. Segun (3.4.7) podemos decir que dos redes de espin S y S’ definen
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estados ortogonales en Kp;; a menos que estén "anudadas" de la misma forma, es
decir, a menos que estén definidas en grafos I' y IV que pertenezcan a la misma clase
de equivalencia K. Esto significa que una base de estados en Kp;y, esta etiquetada
por nudos K. Llamaremos K al subespacio de Kp;; generado por la base de estados

etiquetada por el nudo K:
]CK = PDifICF, VI e K. (348)

Los estados en Kg son distinguibles tnicamente por el color de las aristas y los
nodos, y no son necesariamente ortonormales, dada la acciéon no trivial del grupo
de simetria Gp. Para encontrar una base ortonormal en Ky se debe diagonalizar la
forma cuadratica definida por la segunda linea de (3.4.7). Denotamos |s) = | K, c) a
los estados resultantes, llamados espin-nudos o s-nudos, donde c es el color del nudo
K.

Los nudos forman un conjunto discreto, por lo que el espacio K es discreto.
Resulta que Kp;; admite una base ortornormal |s) = |K, ¢); por tanto, Kp;r es un
espacio de Hilbert separable. El tamano excesivo’ del espacio de Hilbert cineméatico
IC no era més que gauge.

Con esto concluimos la construccion del espacio de estados cinemético de Grave-

dad Cuantica de Lazos. Es momento de definir los operadores.

3.5. Operadores

Existen dos variables béasicas en la teoria canonica a partir de las cuales se pue-
den construir cantidades medibles: La conexion, A’ (7), y su momento, E%(7). Los
estados cuénticos seran funcionales W [A] de la conexion. El momento conjugado de
la conexion A es (1/87G)E. Vamos a incluir aqui el pardmetro de Immirzi, ya que
veniamos utilizando una conexiéon més general en lugar de la real. Podemos definir

dos operadores que actian sobre los estados funcionales de A de la siguiente forma:

Al (1)U [A] = Al(7)T [4], (3.5.1)

! HMWW:ﬂii%,

(3.5.2)
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donde h es la constante de Planck reducida. La conexion es un operador multiplicativo
y la triada una derivada funcional. Ambos operadores envian W [A] fuera del espacio
de estados que hemos construido. En particular, no estan bien definidos en K, algo

que puede solucionarse tomando, en lugar de A y E, una funcién de los mismos.

La conexiéon A

La holonomia U (A, {) esta bien definida en S (espacio de las funcionales de la cone-
xion). Sean Uj (A, ¢) los elementos de matriz de los elementos del grupo, U (4, (),

entonces

(UA (4,0 W) [A] = U (A,Q) [A] w[A]. (3.5.3)

El lado derecho esta bien definido en §. De hecho, cualquier funcion cilindrica de la
conexion esté bien definida como un operador multiplicativo en K.

Por ejemplo, consideremos un lazo cerrado o y un operador T, [A] = tr (U(A4, )).
La accion de este operador sobre un estado |\S) con un grafo que no intersecta con «

€s
T,1S) = |SUa), (3.5.4)

donde S U « es la red de espin formada por S maés el lazo a en la representacion
j=1/2.

Notese la diferencia respecto a la Teoria Cuantica de Campos en un espaciotiempo
de fondo, donde los operadores campo son distribuciones y, por lo tanto, estan bien
definidas cuando se extienden en tres dimensiones. En (3.5.3), un operador bien defi-
nido (o su exponencial ordenada en el camino) es obtenido simplemente expandiendo
en una sola dimension: a lo largo del lazo ¢ . Esta es una caracteristica distintiva de

las teorias de campo invariantes bajo difeomorfismos.

El momento conjugado E

Para entender la acciéon de E debemos computar la derivada funcional de la holono-

mia, el bloque fundamental de las funciones cilindricas. Se puede demostrar que

J

WU(AC) = fﬁa(8)53 (C(s), 2) [U (A, G) U (A, G2)] ds. (3.5.5)
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Aqui, s es una parametrizacion arbitraria de la curva, (. Denotamos (%(s) a las
coordenadas de la curva, éa(s) = dé“(s)/ds a la tangente a la curva en el punto sy,

finalmente, (1, ( son dos segmentos en los cuales ¢ esta separada por el punto s.

Observemos que el lado derecho de (3.5.5) es una distribucion, pero solamente
en dos dimensiones (una de las tres deltas en §° serd integrada en ds). Esto nos
lleva a buscar un operador bien definido en I expandiendo F en dos dimensiones.
Para ello, consideraremos una superficie bidimensional . embebida en una variedad

tridimensional.

Sea g = (p', p?) coordenadas en la superficie . definida por

S (ph,p?) = 2 (p', p°)- (3.5.6)
Definamos la cantidad E;(¥’) como el flujo de la triada a través de la superficie .7

B(7) = | dotd?na()E, (35.7)

0x"(p) 0x°(p)

Ey -y es la 1-forma normal a la misma y €. es el tensor
P P

donde n,(p) = €upe
de Levi-Civita.

Vamos a promover (3.5.7) a un operador de la siguiente manera:

E/(7) = —i8nGlry j dp'dp®n, (3.5.8)
S

)
0AL(2(p))
Evaluemos la accion de este operador sobre la holonomia U (A, ). Asumamaos, por el
momento, que los puntos finales de ( no caen sobre la superficie. También asumiremos
que ¢ cruza S, como mucho, una sola vez, y llamaremos P al punto de interseccion,

si es que existe (ver figura (3.5.1)).

Teniendo en cuenta que ¢ = (; U (3, y utilizando (3.5.5) y (3.5.8), tenemos

0z 0x° Ox°
Ei()U (A, Q) z8ﬂGh7[f£dp dpdséape 15 . 6 (Z(p), Z(s))

(3.5.9)
xU (A, C1> TZ'U (A, CQ) .
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P,/

5,

Figura 3.5.1: La curva ¢ intersecta S en P.

Obsérvese que la integral se anula a menos que la curva intersecte a la superficie.
Consideremos un cambio de coordenadas dado por el mapa (p', p*, s) — (2!, 2%, 2°),

definido por:
x® (p', %, 8) = 2 (p*, p?) + 27 (s). (3.5.10)

El Jacobiano correspondiente es

o (!, a? x%) ) da® 9z" Oz
D(p,p%s) — "OptOp? Ds

J= (3.5.11)
que aparece en la integral (3.5.9). Esto significa que podemos aplicar el cambio de
variables (p', p?,s) — (z',2%,2%) en dicha expresion y, asi, deshacernos de la funcion

delta. Obtenemos, entonces:

0x(p) 0x°(p) () 5 ) o -
152 3 _
!Cfdp dp”dséqpe o 07 0s 0% (Z(p), Z(s)) = 1. (3.5.12)

Esta integral es una expresion analitica independiente de las coordenadas y, por lo

tanto, se puede verificar que (3.5.9) da como resultado

Ei()U (A, Q) = +i87GhU (A, G) T (A.G) | (3.5.13)
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donde el signo estd determinado por la orientacion relativa entre la superficie y la
curva. Entonces, la accion del operador E;(.#) sobre las holonomias consiste en inser-
tar la matriz +i87Ghy;T; en el punto de intersecciéon. La generalizacion a miltiples

intersecciones es inmediata:

E(A)U(A Q)= Y +i8aGhyU (AU (A.Q), (3.5.14)
Pe(SN¢)

donde el indice P enumera las distintas intersecciones.

E;(.%) es, entonces, un operador bien definido en K . El mismo es una integral
de superficie de E¢(7), que no es un campo vectorial sino una densidad vectorial.
La cantidad geométrica asociada es la 2-forma E; = ey, E*da® A daf. Una 2-forma
puede ser integrada sobre una superficie dando un objeto bien comportado bajo

difeomorfismos. El operador definido anteriormente corresponde a la cantidad clasica

E(S) = [ B (3.5.15)

Lo mismo vale para la teoria cuantica. La derivada funcional es una densidad vec-
torial y, por lo tanto, una 2-forma, la cual puede ser integrada naturalmente en una
superficie.

Los operadores T, y FE;(.#) definidos en el espacio de Hilbert I forman una
representacion del algebra de Poisson (clasica) correspondiente. Un resultado impor-
tante del riguroso enfoque matemaético de Gravedad Cuantica de Lazos es la prueba
del teorema de unicidad de dicha representacion. Este es el analogo al teorema de
Stone-vonNeuman en Mecanica Cuéntica no relativista, que demuestra la unicidad
de la representacion de Schrédinger. La representacion de lazos es la tnica forma

posible de cuantizar una teoria invariante bajo difeomorfismos.

3.6. Operadores en K

Para estar bien definido en Iy, un operador debe ser invariante bajo transforma-
ciones de gauge internas. En cuanto a la conexion, es algo facil de obtener, ya que,

como vimos anteriormente, cualquier funcion cilindrica da un operador bien definido.
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La funcion cilindrica s6lo necesita ser invariante gauge para estar bien definida en

Ko. Por ejemplo, el operador Ty, definido en (3.5.4), esta bien definido en /.

3.6.1. Operador A(.¥): El cuanto de area

El caso de la triada E se vuelve mas complicado. El operador E;(.¥) no es inva-
riante gauge, ya que el indice ¢ transforma bajo transformaciones de gauge internas.
Por otro lado, no podemos obtener una cantidad invariante gauge contrayendo los
indices 7 , tal que,

E(S) =) E(S)E(S), (3.6.1)

ya que la propiedad de transformacion de F;(.¥) es complicada por la integral sobre
<. De todas maneras, sera 1til evaluar la accion de F?(.”) sobre un estado |S) de la
red de espin. Asumamos una tnica interseccion P entre la superficie . y la red de es-
pin (el grafo I'). Sea j el espin de la arista correspondiente a la interseccion. Conside-
rando que la accién del operador inserta una matriz 7; en la interseccién, al tener dos
operadores E;(.#), la accién resultante es la insercion de —W7,Wr = j(j 4 1) x I,

que es el operador de Casimir® de SU(2). Por lo tanto,
E*(#)[8) = (87Ghr)* j(j + 1) 1S) . (3.6.2)

Obsérvese que este resultado no se sostiene si I' intersecta & méas de una vez, ya
que matrices 7; en diferentes puntos se contraen y no se obtiene un estado invariante
gauge.

Para sortear esta dificultad, definamos un operador invariante gauge A (%) aso-
ciado a la superficie .. No se debe confundir el operador invariante gauge A(.%)
con la conexion A; utilizamos la letra A(.) pues existe una relacion con el érea,
que veremos méas adelante. Para cualquier particion de . en N trozos de superficie,

“n, que se vuelven cada vez mas pequenos a medida que N — 0o y que cumplen

SPara cualquier algebra de Lie, el operador de Casimir conmuta con todo el grupo de generadores.
En SU(2) las representaciones son caracterizadas por el espin total, ya que, j2 es constante en
cualquier representacion.



3.6. OPERADORES EN Ky 115

U,, Zn = &, definimos:

= lim Z VE(S, (3.6.3)

N%oo

A7) = jdpldpQ\ /n.Ein, B, (3.6.4)
s

es una cantidad invariante gauge, bien definida. En el caso cuantico la accion del

En el caso clasico

operador (3.6.3) es facil de computar. Evaluemosla sobre un estado |S) de la red
asumiendo que ningin nodo de la misma cae en .%. Para un N lo suficientemente

grande ningin ., contendra més de una interseccion con I' (figura (3.6.1)). Por lo

v
ST T T
IR IAT
RN
LTI 77T s,

Figura 3.6.1: Particion de S.

anterior, la suma en n se reduce a la suma sobre los puntos de intersecciéon P y es

independiente de N (ver figura (3.6.2)). Utilizando la expresion (3.6.2) tenemos

A(S)|S) =8xGhyr Y ir(ir +1)19), (3.6.5)

Pe(Sur)

donde jp es el color de la arista que cruza . en P. En primer lugar el operador
A (.7) esté bien definido en K (corresponde a la cantidad clasica (3.6.4)). En segundo

lugar, los estados de la red de espin son funciones propias de este operador.
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I
e ))?»//

Figura 3.6.2: Red de espin intersectando la superficie S.

En resumen, hemos obtenido para cada superficie . un operador A (%) inva-
riante gauge, autoadjunto y bien definido, que es diagonal en la red de espin que no
contiene un nodo en .. El espectro correspondiente (con las restricciones menciona-
das) esta etiquetado por el multiplete 7= 01, erjn) (1 =1,...,n y n arbitrario) de

semienteros positivos j;. Este es llamado la secuencia principal del espectro y esta

A =8Ghy > GG +1). (3.6.6)

dado por

Como el operador es diagonal en los estados de la red de espin y todos sus

autovalores son reales, entonces, también es autoadjunto.

En principio, los operadores T,, y A(.¥) son suficientes para definir una teoria

cuantica. En la practica, serd conveniente definir otros operadores.

Una vez construido y diagonalizado el operador autoadjunto e invariante gauge
A (), el siguiente paso es preguntarnos sobre su interpretacion fisica. En una com-
paracion con el desarrollo clasico se puede demostrar que este es precisamente el area
fisica de las superficie .. Esta interpretacion es un resultado muy importante; el

observable dado por el area de una superficie fija bidimensional esta representado en
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la teoria cuantica por un operador autoadjunto con espectro discreto. Una medida
de area so6lo puede dar un resultado contenido en el espectro de A(.¥).

Si recuperamos las unidades fisicas (ya que habiamos fijado ¢ = 1), (3.6.6) es
87TG
Ar=—"lys Z Vi + 1), (3.6.7)

donde podemos reconocer £p = /Gh/c3 ~ 1,6 x 10~%m como la longitud de Planck.

Notese que la cuantizacion del area surge en unidades de la longitud de Planck
al cuadrado, lo que implica que los ’cuantos’ de area son extremadamente pequenos,
como era de esperar. Cabe destacar la presencia del pardmetro de Barbero-Immirzi,
v1, en los autovalores de area. Recordemos que dicho parametro surgi6 en el proceso
de expresar una conexion de Lorentz con el grupo no compacto SO(3,1) en términos
de una conexién compleja con valores en un grupo compacto de rotaciones, ya sea
SO(3) o su doble cobertura SU(2). En Gravedad Cuéntica de Lazos, el rol del para-
metro de Barbero-Immirzi toma relevancia al calcular el espectro del operador area.
Resulta que el espectro de area es proporcional al parametro, lo que implica que
distintos valores de y; no conducen a la misma descripcién fisica. La determinaciéon
del mismo es imprescindible para ofrecer predicciones fisicas en Gravedad Cuéntica
de Lazos.

También se debe resaltar la independencia del fondo de esta construccion: el
operador de area solamente depende del hecho de que la arista intersecte la superficie,
sin precisar una estructura de fondo.

Tomando el valor del parametro de Immirzi igual a 1, el autovalor mas pequeno

n (3.6.7) es

hG
Ay = 4\f7T— ~ 10~ % cm?, (3.6.8)

Este es un cuanto elemental de area, del orden del area de Planck. Es el cuanto de
area de una arista en la representacion fundamental j = 1/2. El hecho de que exista
un minimo de area indica que hay un tamano minimo del espacio fisico en la escala
de Planck.

Una discretizacion intrinseca del espacio fisico en la escala de Planck ha sido una
espectativa en Gravedad Cuantica. Notese que en el contexto de la Gravedad Guéan-

tica de Lazos esta discrecion no se impone ni se postula, sino que es una consecuencia
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directa una cuantizacion directa de la Relatividad General. La geometria espacial se

cuantiza de igual manera que la energia de un oscilador armonico.

3.6.2. Operador volumen Vg

Existe un segundo operador que juega un papel importante en la interpretacion
fisica de los estados cuanticos del campo gravitacional, y es un operador geométrico
V1 asociado con el volumen de una determinada region R. La expresion explicita es
més complicada que la del operador A(.¥), ya que depende del tipo de entrelazador
y de las valencias entrantes.

Dada una region R tridimensional, su volumen estd dado clasicamente por la

expresion:

, /1 )
Vz [E] = f dJa:\/ a3 |€abe€ R E¢EYES|. (3.6.9)
J !

Supondremos, sin perder generalidad, que R se puede cubrir con un sistema de
coordenadas {z®}. Consideremos también una region de ¥ que contiene a R y que
puede ser cubierta por una familia de celdas cubicas % cuyas caras son paralelas a los
planos de coordenadas. Dentro de cada celda 4 consideraremos una terna ordenada
de 2-superficies orientadas ., con a = 1, 2, 3, definidas por x® = cte. Realizaremos
una particion de R a partir de las celdas ctubicas. Para cada cubo C € % definimos

la cantidad clasica

1 .
qc [E] = yeabce”kEi (S0 Ej () B (F2) . (3.6.10)

Cuando la arista l¢ de los cubos tiende a cero, el flujo E; (.#,) tiende a Z%Ef y la
cantidad g¢ [E] tiende a Ig det (E?). Por lo tanto, podemos expresar el volumen de

R mediante la expresion aproximada:

VZ [E1=>_ Vg Ell. (3.6.11)

Ce¥

Sile < e para € > 0, tenemos

Ve [E] = lim V¢ [E]. (3.6.12)

e—0
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Dado que gc¢ [F] s6lo depende del flujo de la triada densitizada, se puede promover

esta cantidad a un operador cuédntico en el espacio de estados:

o [B] = e My () By () By (22). (3.6.13)

Entonces, podemos construir el operador asociado al volumen de la region R de la

2IEI =D Vlac[E]l- (3.6.14)

Ce¥

siguiente manera

Recuperando las unidades fisicas, tenemos

V4 E] = (8nl3v,)° Z\/|qc (3.6.15)

Ce®

Notese que los autovalores de volumen dependen de la longitud de Planck al cubo.
La acciéon del operador es no trivial en los vértices y, genéricamente, los estados de
la base de la red de espin no son estados propios del operador volumen.

Las tres integrales de superficie (en los flujos que definen q¢) en el cubo y la
integral de linea a lo largo de los lazos, se combinan para dar tres nimeros que
seleccionan tres puntos de interseccion entre la red de espin y los bordes del cubo.

Para un ¢ lo suficientemente pequeno, los tnicos cubos cuyas superficies tienen
al menos tres intersecciones con la red de espin son cubos que contienen un nodo
de la misma. Por lo tanto, la suma sobre los cubos se reduce a una suma sobre los
nodos n (€ {SNR}) de la red de espin, contenidos en R. Denotemos C! al cubo

que contiene el nodo n y, por lo tanto,

Ve[S)=lim > *V/]ac[E][S). (3.6.16)

ne{SNR}

Cabe destacar que en el limite ¢ — 0 el operador no cambia el grafo del estado
de la red de espin, ni el color de las aristas. La tinica accidén posible del operador es
sobre los intertwiners.

Se puede demostrar que el anterior es un operador no negativo, autoadjunto,
bien definido y con espectro discreto. Para cada grafo escogeremos una base ,, de

intertwiners que diagonaliza el operador volumen. Denotaremos V;, a los autovalores
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correspondientes.

3.7. Geometria cuantica

Interpretacién fisica de los estados de la red de espin

La propiedad esencial del operador volumen es que so6lo tiene contribucién de los
nodos de un estado de la red de espin |S), esto significa que el volumen de una
region R es una suma de términos, uno para cada nodo de S dentro de R. Asi,
cada nodo de una red de espin representa un cuanto de volumen. Por todo esto,
podemos interpretar una red de espin con N nodos como un ensemble de N cuantos
de volumen, o N ’ladrillos elementales’, localizados en la variedad ’alrededor’ del
nodo, cada uno con un volumen cuantizado V;,,.

Los ladrillos elementales de volumen cuantizado estan separados unos de otros
por superficies. El area de estas superficies esta gobernada por el operador area. Este
operador tiene contribucion de cada arista de la red S que cruza la superficie S. Dos
ladrillos elementales son contiguos si los nodos correspondientes estan conectados
por una arista [. En este caso, existe una superficie elemental que los separa y el area

de la misma esta determinada por el color j; de la arista [:

Ay =81l (i +1). (3.7.1)

Por lo tanto, los intertwiners asociados con los nodos son los ntimeros cuanticos del
volumen y los espines asociados con las aristas son los ntimeros cuanticos del area. El
volumen esta en los nodos y el area estd en las aristas que los separan. El grafo I' de
la red de espin determina la adyacencia entre los ladrillos elementales. Por tltimo,

un estado |S) de la red de espin determina una métrica tridimensional discreta.

Interpretacion fisica de los estados de s-nudos

Consideremos un estado de s-nudos al que llamamos |s). Supongamos el caso gené-
rico en el que la simetria de grupo es simple, a modo de evitar tecnicismos debido
a los difeomorfismos que cambian la orientacion y el orden. Podemos ver a |s) como

la proyeccion bajo Pp;s de un estado de la red de espin. Al pasar del estado |S) al
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s-nudo |s) preservamos la informacion completa en |.S) excepto por su localizacion en
la variedad tridimensional. Esto es precisamente la implementacién de la invariancia
bajo difeomorfismos en la teoria clasica, donde la geometria fisica es una clase de
equivalencia de las métricas bajo difeomorfismos. En el caso cuantico |s) retiene la
informacion acerca del volumen y la adyacencia de los ladrillos elementales, y tam-
bién acerca del area de las superficies que separan dichos volimenes; pero cualquier
informacion acerca de la localizacion de los ladrillos en la variedad tridimensional se

pierde bajo Pp;y.

Figura 3.7.1: El grafo y el ensemble de ladrillos elementales o cuéntos de volumen. Los ladrillos
elementales son adyacentes cuando los nodos correspondientes estan conectados por una arista.

Cada Arista corta una superficie elemental que separa los ladrillos.

El estado resultante |s) se puede interpretar como la geometria cuantica discreta.
Esta formada por ladrillos espaciales abstractos que no viven en la variedad tridimen-
sional, solamente estan localizados con respecto a otro ladrillo. Su relaciéon espacial
solo esta determinada por la adyacencia definida por las aristas (figura (3.7.1)). Es-
tas no son excitaciones cuanticas en el espacio, sino que son excitaciones cuinticas
del espacio mismo. Los ladrillos elementales y las superficies de area estan dadas
por los colores del s-nudo. Los espines j; son los niimeros cuanticos del drea y los

intertwiners ¢, son los ntimeros cuanticos del volumen. Estos son estados cuanticos
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definidos de una manera completamente invariante bajo difeomorfismos espaciales y

con una interpretacion fisica simple. Son estados cuénticos del espacio.

3.8. El operador hamiltoniano

El siguiente paso es promover el vinculo hamiltoniano a un operador cuantico.
Partiendo de su expresion en la version clasica (2.5.41) se puede demostrar que es

posible escribirlo como:

H(N) = fd%Ntr (FA{V,A}). (3.8.1)

Esta es la forma més conveniente de expresar el hamiltoniano, dado que ya tenemos
definido un operador cuantico V y, por otro lado, los operadores F'y A pueden ser
definidos como ’operadores holonomia’ en caminos pequenos. Ademas, el corchete de
Poisson clasico puede promoverse a un conmutador cuantico.

Fijemos un punto x y un vector tangente u en x. Consideremos un camino (;
de longitud € que comienza en x y es tangente a u. La holonomia puede expandirse

como

U(A Gou) =1+cu4, (z) + 0 (7). (3.8.2)

De manera similar, fijemos un punto z, dos vectores tangentes, u y v, en z, y consi-
deremos un lazo triangular pequeno, o, ,,, con un vértice en = y dos lados tangentes

a los vectores u y v en x, cada uno de longitud . Entonces,
1
U(A p) =1+ 552u“UbFab () + O (63) . (3.8.3)

A partir de estas dos expresiones y escribiendo h¢ = U (A, () podemos regularizar la

expresion del hamiltoniano (mediante un regulador ¢), de la siguiente manera:

1 y
— Vi Jk 3
H = lim = | Nt (h%k R, {Vohe,, }) &z (3.8.4)
Aqui (uy,ug,us) son tres vectores tangentes en x cuyo triple producto es igual a
la unidad. Siguiendo la misma estrategia que utilizamos para los operadores area

y volumen, tomaremos una particion del espacio de coordenadas tridimensional en
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pequefias regiones R,,, de volumen 3. Podemos escribir la integral como una suma

Riemanniana, tal que,

1
H=1m—
e—0 53

SN, EE (h ot B AV (R e, }) , (3.8.5)

donde x es ahora un punto arbitrario en R, vy N, = N (z,,,). El teorema de Riemann

nos asegura que el limite sea independiente de la eleccién de dicho punto.

Ya que V (R,,) y h¢ son operadores bien definidos en K podemos considerar el

operador cuantico correspondiente al hamiltoniano como:
Y ijk
H = _ﬁ };IL%Z ]\/vmE tr <h§5731,uk hozwm,uiuj [V (Rm) ) h/c;cm,uk}) ’ (386)
m

Para completar la definicion del operador debemos llevar a cabo la eleccion del punto
T, de los tres vectores (up,us,us) y de los caminos (., y Qg €N cada region
R... Esto debe ser realizado de forma que el operador cuantico resultante esté bien
definido, sea covariante bajo difeomorfismos, invariante bajo transformaciones gauge

internas y no trivial.

Por la presencia del volumen, cuando este operador actia sobre un estado de la
red de espin, lo hace tinicamente sobre los nodos. Esto no cambia por la presencia
del término en h¢, , en el conmutador debido a que el operador volumen se anula
en nodos trivalentes. El operador h¢, , puede, a lo sumo, incrementar la valencia del
nodo en uno, por lo cual, debe haber en el estado al menos un nodo trivalente para

que H no se anule.

Ahora, en la suma (3.8.6) solamente las regiones R, en las cuales existe un nodo
n dardn una contribuciéon no nula. Llamemos R,, a estas regiones en las cuales esta

localizado un nodo n de la red de espin S. Entonces,

H|S) = lim H.S) (3.8.7)
donde
H|S) = =2 3" Nt (hgnl% Rem, [V (Ra), hc}) K (3.8.8)

nes
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La suma es, por tanto, en los nodos; la tinica posibilidad de obtener un conmutador no
trivial es si el camino h¢, ., toca el nodo. Esto es lo que demandaremos, requiriendo
que x, sea precisamente la localizacién del nodo. La localizaciéon precisa de z,, es
irrelevante en la teoria clésica, debido al teorema de Riemann, pero no lo es en la
teoria cuantica. Esto fija x,,.

Finalmente, existe una eleccion natural de los tres vectores (ug,us,u3) y de los
caminos (g, ¥ Oz uu;; tOMaremos (u1, us, ug) tangentes a las tres aristas [, ', I” que
emergen del nodo n (se puede ajustar el largo para que el triple producto de como
resultado la unidad).

Tomemos (;,, como un camino (,; de longitud € a lo largo de la arista [. Ademas,
tomemos v y,,; COMO un triangulo ag y formado por dos lados de longitud ¢ a lo
largo de dos aristas y un tercer lado que es una linea recta que conecta los dos
puntos finales. Esta linea recta es denominada arco. La suma sobre 7,7,k es una

suma sobre todas las permutaciones de las tres aristas (ver figura (3.8.1)). Si el nodo

s

{

Figura 3.8.1: El camino ¢, y el lazo a, -y~ en un nodo trivalente en el punto z.

tiene valencia mayor a 3, es decir, si existen més de 3 aristas en el nodo n, se preserva
la covarianza sumando sobre todos los tripletes ordenados de distintas aristas. Por

lo tanto,

H.|S) = —% SN Y et (hgi’lh%n,l,,l,, [V (R.) . hcw}) 1S),  (3.8.9)

nes L



3.8. EL OPERADOR HAMILTONIANO 125

donde €pp» es la paridad de la permutacion, determinada por el signo del triple
producto. Esto completa la definicién del vinculo hamiltoniano.

Quedan abiertas dos preguntas. En primer lugar, cabe preguntarse si el limite es
finito y, en segundo lugar, si es bien comportado bajo difeomorfismos y transforma-
ciones gauge. En particular, nos preguntamos si es independiente de la eleccion de
coordenadas.

En general, el limite (3.8.7) no existe. Esto no sorprende ya que los productos
de operadores, generalmente, estdn mal definidos en Teoria Cuantica de Campos;
estos pueden estar definidos en forma regularizada, pero luego se desarrolla una
divergencia, al remover el regulador .

Sorprendentemente, el limite si existe en una subclase de estados: los estados
invariantes bajo difeomorfismos. Al ser estados fisicos, es precisamente lo que estamos
necesitando, y es suficiente para definir la teoria. Aqui, estamos en el ntcleo de la

Teoria Cuantica de Campos invariante bajo difeomorfismos.

Para computar H sobre estados invariantes bajo difeomorfismos, debemos re-
cordar que estos estan definidos en el espacio dual &’. Hasta ahora, sélo hemos
considerado H sobre estados de la red de espin o, por linealidad, sobre S. La acciéon
de H sobre S’ esta definida por

(H®) (V) = () (HT) (3.8.10)

(rigurosamente, deberiamos llamar H' al operador del lado izquierdo de la ecuacion,
pero por simplicidad no lo haremos). Equivalentemente, para cada estado de la red
de espin

(H®) (|S)) = (@) (H|S)). (3.8.11)

El punto clave es que queremos considerar el operador regularizado en &’ y tomar
el limite alli. Por lo tanto, en lugar de simplemente insertar (3.8.7) en la ultima
ecuacion y escribir

(H®)(|S)) = ® (gg% . |s>) , (3.8.12)

definiremos el operador hamiltoniano en S’ como

(H®)(|5)) = 1im @ (H. |S)) . (3.8.13)
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Notese que el limite pasa a ser un limite de una secuencia de niimeros, no un limite de
una secuencia de vectores del espacio de Hilbert. Se demuestra que el limite existe (es
decir, es finito) si ® € Kp;y, o sea, si ® es un estado invariante bajo difeomorfismos.

Esto puede verse de la siguiente manera. Dada una red de espin S, el operador
entre paréntesis en (3.8.13) modifica el estado en dos formas: tanto cambiando el
grafo asi como los colores. El operador volumen no cambia el grafo. El grafo es

modificado por los dos operadores he,, y hq El primero superpone un camino

o
de longitud € con la arista [ de I'. El segundo superpone un tridngulo con dos lados
de longitud proporcional a e sobre las aristas I’ y {” de I', y un tercer lado, que
no esta en I'; como muestra la figura (3.8.1). La observacion fundamental es que,
para ¢ suficientemente pequeno, variarlo en el operador cambia el estado resultante
pero no su clase de equivalencia de difeomorfismos. Esto es bastante obvio: colocar un
triangulo pequeno es lo mismo que colocar un triangulo mas grande y luego reducirlo
aplicando un difeomorfismo. Por lo tanto, para ¢ < g,,, el término entre paréntesis
se mantiene en la misma clase de equivalencia a medida que € se reduce. Pero ® es
invariante bajo difeomorfismos por lo cual la dependencia en ¢ del argumento del
limite se vuelve constante para € < g,,.

El valor del limite (3.8.13) es, entonces,
(H®)(]5)) = lim @ (H. |5)) =  (H [S)), (3.8.14)
e—
donde

H1S) = —% DN ewtr (h(l]h%nyl,,l,, [V (R.), hCWD 1Sy,  (3.8.15)

nes LI o

y el tamano de € en los caminos de regularizacién es tomado lo suficientemente pe-
queno de modo que el arco del triAngulo no corra sobre otros nodos sobre o entrelace
otras aristas de S. La finitud del limite es, entonces, inmediata.

Este es un resultado muy importante y merece una breve discusion. El primer
punto clave es que el sistema de coordenadas espaciales ' no tiene un significado
fisico. La localizacion fisica de los elementos es solamente una localizacion relati-
va respecto a otros, no una localizacion respecto a las coordenadas Z. El nivel de

invariancia bajo difeomorfismos de la teoria implementa este requisito relativista
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(general) esencial. Esto se refleja en la discretitud a corta escala o en la estructura
discreta de los estados. Este es el resultado de las propiedades cuanticas del campo
gravitacional. Cuando estas dos caracteristicas se combinan no hay lugar para limites
divergentes a cortas distancias. El limite ¢ — 0 es un limite de distancias pequenas,
es decir, se vuelve finito simplemente porque el hecho de reducir el regulador, no
puede cambiar nada por debajo de la escala de Planck.

Una vez que el lazo de regularizacién o,y ;7 se vuelve méas pequeno que el tamatio
necesario para unir o cruzar otras partes de la red de espin, cualquier disminucién
adicional de su tamano es gauge, no fisica. Asi es como la invariancia bajo difeomor-

fismos enmienda las patologias ultravioletas de la teoria cuantica de campos.

3.9. Inclusion de materia

Tener un vinculo hamiltoniano bien definido es un resultado muy importante;
constituye una teoria bien definida, sin infinitos. Esta es una de las mayores respues-
tas de la Gravedad Cuantica de Lazos a los problemas que aparecen en la Teoria
Cuantica de Campos perturbativa. Aqui tenemos un tratamiento no perturbativo,
que es finito y sin divergencias. Thiemann también ha demostrado que cuando se
acopla materia la gravedad, usando técnicas similares, los vinculos hamiltonianos
resultantes también son finitos. No obstante, la introducciéon de campos escalares
acoplados gravitacionalmente ha presentado dificultades insalvables para su cuanti-
zacién, alin para cuantizaciones con simetrias congeladas en el midisuperespacio.

Cuando se cuantizan teorias con vinculos, como la Relatividad General, es ne-
cesario lidiar con los mismos. Los vinculos de segunda clase generalmente se tratan
con corchetes de Dirac o eliminacién de variables. Los vinculos de primera clase se
promueven a operadores cuanticos o, a través de la fijacion gauge, se transforman
en vinculos de segunda clase. De no fijar el gauge, debemos asegurarnos de que el
algebra de vinculos bajo conmutadores cuanticos reproduzca el algebra clésica, que
es cerrada bajo corchetes de Poisson. A veces, el proceso de cuantizacion estropea
esta propiedad del dlgebra de vinculos; esto sucede en algunas circunstancias en la
Gravedad Cuéantica de Lazos. En modelos reducidos por simetria esférica con ma-

teria, la parte material del vinculo contiene derivadas espaciales que el proceso de
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cuantizacion convierte en diferencias finitas. Estos tltimos no satisfacen la regla de

Leibnitz, que se utiliza para probar que el algebra es cerrada [89].

En la formulacién de Ashtekar-Barbero es sabido que, una vez que se introducen
las correcciones de holonomia, el campo escalar del sistema acoplado a la gravedad
con simetria esférica posee un &algebra de vinculos (cuantica) no cerrada, lo que

prohibe la cuantizacién de lazos del modelo.

En la ultima década, los modelos con simetria reducida han desempenado un
papel fundamental cada vez mayor en Gravedad Cuantica de Lazos, aunque atin no
se puede acceder a la teoria completa. Los sectores mas interesantes para aplicar la
cuantizacion de lazos son los que admiten singularidades clasicas, por ejemplo, la
cosmologia del universo temprano y la geometria de los agujeros negros. De hecho,
se espera que teniendo en cuenta la naturaleza cuantica de la geometria, se generen,
a través de la cuantizacion de lazos, geometrias cudnticas regulares en las que las
singularidades se resuelvan de forma natural. Las geometrias cuanticas dinamicas
regulares de agujeros negros serian la plataforma ideal para probar ideas sobre el
escenario del colapso gravitacional, la radiacion de Hawking y el tinel de agujeros

negros a agujeros blancos [90]-[95].

Para obtener la teoria efectiva, una vez que se obtiene el espacio de fases reducido
por simetria, se polimerizan las componentes de la variable de conexion (el proceso de
polimerizacion se explicara en detalle en la seccion (6.3)). Como vimos en la seccion
anterior, fisicamente, esto se justifica por el hecho de que, a nivel cuantico, el campo
gravitacional no esta bien descrito por la conexion, pero si lo estd por su holonomia,
que es un objeto unidimensional extendido. Se obtiene, asi, un nuevo espacio de fases
donde los vinculos reducidos por simetria son modificados por las correcciones de
holonomia. Estas correcciones cuanticas codifican el efecto de la naturaleza cuintica
de la geometria a escala Planck. Usando esta estrategia y técnicas de lazos, se cuantiza
este espacio de fases efectivo que se cree es el adecuado para describir los efectos

cuanticos de la gravedad.

Sin embargo, las correcciones de holonomia introducidas en los vinculos clési-
cos tienen importantes consecuencias sobre las simetrias del sistema descrito por
los generadores de gauge modificados. Los vinculos de primera clase de Relatividad

General, forma un algebra cerrada. Es natural preguntarse si el algebra de vincu-
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los permanece cerrada después de implementar las correcciones de holonomia. Tal
pregunta refiere a la covarianza del espacio de fases efectivo. De hecho, si el dlgebra
de vinculos modificados no cierra, entonces es imposible cuantizar canénicamente el
sistema siguiendo el procedimiento de Dirac, ya que se estaria violando la simetria
gauge que, en el caso de la gravedad, es la covarianza general. Finalmente, habria un
numero menor de vinculos de primera clase para generar transformaciones gauge vy,
por ende, tendriamos grados de libertad espurios en el sistema modificado.

Un sistema admite una cuantizacién covariante si se satisfacen los siguientes requi-
sitos [96]:

= Los vinculos de primera clase siguen siendo de primera clase atin luego de
implementar las correcciones de holonomia. Corresponden por tanto a gene-
radores infinitesimales de algunas simetrias para las variables del espacio de

fases, y forman un algebra cerrada.

= Los vinculos de primera clase modificados admiten el limite clasico correcto y

conducen al dlgebra cerrada habitual de Relatividad General en ese limite.

Repasemos lo que se ha estudiado hasta ahora sobre la cuantizacion de lazos del
modelo reducido por simetria esférica. En el caso vacio, la covarianza se mantiene
después de implementar las correcciones de holonomia, por lo cual, se puede comple-
tar la cuantizacion de manera segura. La cuantizaciéon por polimerizacion del interior
del espaciotiempo de Schwarzschild fue elaborada por primera vez por Ashtekar y
Bojowald [97]. Su cuantizacion se basa en el hecho de que el interior del espaciotiem-
po de Schwarzschild puede describirse como una cosmologia contractiva homogénea
(el espaciotiempo homogéneo de Kantowski-Sachs). Siguiendo la dindmica mejorada
introducida en Gravedad Cuéantica de Lazos, Bohmer y Vandersloot introdujeron un
nuevo esquema [98, 99|, solucionando algunos inconvenientes de los trabajos anterio-
res, tal como la dependencia de algunas estructuras auxiliares no fisicas. Mas tarde,
el problema del interior fue revisado por Campiglia, Gambini y Pullin [100], quienes
también completaron el estudio del espaciotiempo exterior no homogéneo [102]|. En
el articulo [103|, Gambini y Pullin ampliaron el estudio a todo el espaciotiempo. En
estos trabajos, el vinculo de difeomorfismo se elimind mediante una fijacion gauge

adecuada. Gambini y Pullin introdujeron un nuevo procedimiento de cuantizacion
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basado en la abelianizacion de los vinculos, evitando la fijacion de gauge previa del
vinculo de difeomorfismos [18|. Mas recientemente, el problema interior fue revisado
por Corichi y Singh [101], mejorando el limite clasico de estudios precedentes. Como
era de esperar, un resultado comtn de estos trabajos es que la singularidad central se
elimina mediante el procedimiento de polimerizacién, lo que conduce a una geometria
cudntica regular para el agujero negro en el vacio.

Desafortunadamente, como ya mencionamos, la cuantizacion de lazos del sistema
dindmico completo acoplado a la materia, de momento, sigue siendo esquiva debido
a la dificultad de obtener un algebra modificada cerrada (una excepcion a esta afir-
macion es el caso de electrovacio tratado en [104]). La primera cuantizacion de un
campo escalar acoplado a la gravedad con simetria esférica se inicié en los trabajos
[105, 106] utilizando una estrategia llamada técnica de discretizacion uniforme [107].
Luego, en [108, 109], se propuso una estrategia basada en una nueva fijacion gauge
que conduce a una simplificacion de los vinculos modificados.

En los articulos [110, 111], Gambini y Pullin introdujeron el primer estudio de la
radiacién de Hawking en este marco, y la cuantizacion de un cascarén de prueba se
presentd en [112]. Si bien los resultados de estos trabajos son muy interesantes, cabe
senalar que se basan en el estudio de un campo escalar de prueba sobre una geometria
de vacio cuantica, esféricamente simétrica y, por lo tanto, no estamos hablando de
la cuantizacion completa de un campo escalar acoplado a la gravedad con simetria
esférica. Dichos modelos suelen tener una version no coincidente entre la covarianza
de la materia y los sectores de gravedad [96].

Aunque los resultados obtenidos hasta ahora sobre la geometria del agujero negro
en el vacio son muy prometedores, y conducen a conocimientos importantes, todo
indica que debemos intentar ir més alla del caso vacio y obtener un modelo cuantiza-
ble para el campo escalar del sistema completo acoplado a la gravedad esféricamente

simétrica.



Parte 11

Relatividad numérica y colapso
gravitacional de un campo escalar

(caso clasico)
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Los métodos numéricos proveen la tinica herramienta para derivar informacion
detallada sobre la naturaleza de la interaccién gravitacional en muchos problemas
de interés teorico y astrofisico. Como en otras ramas de la fisica computacional, la
utilidad esencial de la relatividad numérica tiene sus raices en la capacidad que ofrece
la computaciéon para simular el comportamiento de un sistema complejo. La compu-
tadora pasa a ser un "laboratorio teérico" donde son estudiadas las consecuencias
fisicas de la teoria. Tales estudios proveen respuestas a preguntas sobre el compor-
tamiento de un sistema fisico en particular, pero también existe la posibilidad de
que aporten mas conocimiento sobre la naturaleza de la teoria, lo que sugiere nuevos
enfoques analiticos.

Muchos de los modelos méas interesantes en Relatividad General involucran la ge-
neracion y propagacion de radiacion gravitacional (mucho més, luego de su deteccion
directa en el ano 2015 a través del interferometro LIGO). Los eventos astrofisicos que
se espera sean las fuentes de ondas gravitacionales mas importantes, como las explo-
siones de supernovas, el colapso estelar o la fusién de agujeros negros, son candidatos
ideales para ser estudiados numéricamente.

En particular, la simetria esférica reduce las ecuaciones de campo a un sistema
de ecuaciones diferenciales que dependen solamente de una variable espacial y del
tiempo. Las soluciones de las ecuaciones de Einstein con simetria esférica no pueden
contener radiacién, por eso un campo escalar puede ser utilizado como fuente de
energia, proporcionando al sistema los grados de libertad radiativos.

En mi tesis utilicé las técnicas numéricas desarrolladas por Choptuik, para es-
tudiar el colapso de un campo escalar sin masa acoplado al campo gravitatorio,
en un espaciotiempo esféricamente simétrico, incorporando efectos cuanticos. En los
siguientes capitulos presentaré una descripcion de las dichas técnicas numéricas apli-
cadas al caso de un campo escalar acoplado minimamente a la gravedad. La infor-
macién que aparece en esta parte de la tesis puede encontrarse en la tesis doctoral
de M. Choptuik [4].
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Capitulo 4

Descripcion del modelo

4.1. Ecuaciones en el formalismo 3-+1

Como ya vimos en la seccion (2) la Relatividad General es conocida como la teo-
ria del espaciotiempo. El continuo espaciotemporal es representado por una variedad
diferenciable 4-dimensional, M, dotada con una métrica () guv que provee, en ca-
da evento del espaciotiempo, medios para determinar distancias a eventos cercanos.
También se pueden introducir en la variedad campos adicionales representando fuen-
tes de energia y materia. El contenido de energia no gravitacional del espaciotiempo
se describe mediante el tensor energia-momento, 7},,. El concepto fundamental de
que la materia le dice al espaciotiempo como curvarse, y la curvatura del espacio-
tiempo le dice a la materia como moverse, encuentra su expresién matematica en las

ecuaciones de Einstein,

G = kT, (4.1.1)

un conjunto de 10 ecuaciones diferenciales parciales, no lineales, para las 10 compo-
nentes del tensor métrico.

Con el fin de encontrar soluciones numéricas para las ecuaciones de Einstein, es
util reestructurar el sistema descomponiendo la variedad espaciotemporal en espacio
y tiempo por separado, como vimos en la seccion (2.3). De esta manera, la naturaleza
dindmica de las ecuaciones del campo gravitatorio se manifiesta y la construcciéon del

espaciotiempo puede formularse como un problema de valores iniciales o de Cauchy.
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Recordemos que en el enfoque 3+ 1, la variedad M debe representarse como una
foliacion infinita de hipersuperficies tridimensionales, ¥;, de tipo espacio, con una
estructura geométrica intrinseca inducida por el espaciotiempo. Se deben identifi-
car cantidades adecuadas que caractericen una hipersuperficie en particular, luego,
las ecuaciones de campo de Einstein determinan los valores correspondientes a las
hipersuperficies pasadas y futuras.

Las cuatro cantidades cinematicas comtinmente se agrupan como una funcion
escalar, N, funcion Lapso, y un 3-vector, N*, wector desplazamiento’ o ’Shift’. Un
observador que se mueve en direccion normal a la hipersuperficie (desde el evento &2
al evento " de la figura (4.1.1)) medira un tiempo propio Ndt. El mismo observador,
al llegar a la hipersuperficie cercana, encontrara que debe desplazar su posiciéon por
N para llegar a un evento que tenga las mismas coordenadas espaciales que el evento

del que partio.

S (t+dt)

N'dt G

(\ \
X

N dt
(1)

Figura 4.1.1: Desplazamiento espaciotemporal en 3+1.

La arbitrariedad en la eleccion de N y N¢, asi como la eleccion de la hipersuperficie
inicial y sus coordenadas internas es la realizacion 3-+1 de la libertad de coordenadas
en Relatividad General.

En la seccion (2) analizamos en detalle las ecuaciones de Einstein en el vacio. Para
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describir nuestro modelo debemos incorporar el contenido material en el lado derecho
de la ecuacion (4.1.1). En el enfoque 3+1 no es conveniente trabajar directamente con
las componentes del tensor energia-momento, 7", De hecho, es mas 1til introducir

un escalar, p, un 3-vector, j%, y un 3-tensor, S;;, definidos de la siguiente manera:

7

p = nun, T, (4.1.2)
Sy = Ty, (4.1.4)

Estas cantidades son denominadas densidad de energia, densidad de 3-momento
y tensor espacial energia-momento, respectivamente. Recordar que n, es el vector
normal a la hipersuperficie, ;. Dado que en Relatividad General no hay una tnica
manera de definir la energia y el momento, debe notarse que estos términos refieren
al hecho de que observadores "momentianeamente en reposo" en la hipersuperficie

determinan, por ejemplo, que la energia local es p.

La derivacion de las ecuaciones de Einstein en 3 + 1, partiendo de la forma
covariante (4.1.1), no sera desarrollada aqui, ya que el calculo esta bien documentado
en [79, 86].

Cuatro de las ecuaciones de Einstein no contienen derivadas segundas de la mé-
trica respecto al tiempo y, por lo tanto, representan ecuaciones de vinculos que deben
ser satisfechos por las variables geométricas y materiales en cada una de las hiper-

superficies. Estas son el vinculo hamiltoniano,

R— K';K’; + K* = 167p, (4.1.5)

y los vinculos de momento,

Aqui, R, es el escalar de Ricci 3-dimensional (2.1.23) y K es la traza de la curvatura
extrinseca (2.3.15),
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i
La notacion "|" en los indices indica diferenciacion covariante en la variedad tridi-
mensional, mientras que utilizaremos la "," para indicar la derivacién parcial. Una

expresion explicita para las componentes R;; es

donde T}, son los simbolos de Christoffel (2.1.35).

Ademaés de los vinculos, hay seis ecuaciones de evolucion para las componentes

de la meétrica:

di; = 2N g K*; + N*0gij + 9ix0;N* + gi;0:NF, (4.1.9)

y seis ecuaciones de evolucién para el tensor curvatura extrinseca, que derivan de

aquellas ecuaciones de Einstein que contienen derivadas segundas respecto al tiempo

K] = N*o,K! + K|o,N* — KFo, N7 — N/

i

+ N (R + KK} +4n(S — p)5] — 8n57).
(4.1.10)

Ahora, los dos escenarios basicos en la construccion 3+1 del espaciotiempo pue-
den ser resumidos. En primer lugar, se deben definir los datos iniciales. Esto invo-
lucra decidir qué topologia tendra la hipersuperficie inicial, la introducciéon de un
sistema de coordenadas espacial, y la especificaciéon de un conjunto inicial de datos
{gij, K;,p,ji}, que satisface (4.1.5) y (4.1.6). Debido a que los vinculos deben ser
resueltos, esta parte del procedimiento estd, en general, lejos de ser trivial. Solo 8
de las 12 cantidades geométricas pueden ser fijadas libremente, y no es obvio cuéles
8 deben ser |71, 86, 87|. El segundo escenario en la construccion 3 + 1 del espacio
tiempo es la evolucion de los datos iniciales. Esto requiere la imposicién de condicio-
nes sobre las coordenadas, lo que determinar4 los valores del lapso, N, y el shift, N,
en todo punto. No es necesario que esta especificacion sea explicita. Las condiciones
sobre las coordenadas pueden ser tales que, N o N, o ambas, satisfagan ecuaciones

diferenciales en cada hipersuperficie. En cualquier caso, una vez que las elecciones
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sobre las coordenadas estan hechas, en lapso y el shift seran consideradas funciones
dadas. El lado derecho de las ecuaciones (4.1.9) y (4.1.10) pueden ser evaluados en la
hipersuperficie inicial proporcionando los medios para determinar las cantidades geo-
métricas sobre hipersuperficies pasadas o futuras. Asumiendo que existen ecuaciones
de evolucion adicionales para el campo material, los valores de las variables mate-
riales pueden ser evolucionados de la misma manera. En general, tal procedimiento
puede ser continuado indefinidamente, a menos que aparezca una singularidad en la
solucion, algo muy probable en Relatividad General, particularmente en casos donde

existe un campo fuerte.

En virtud de las identidades de Bianchi (2.1.65), cualquier conjunto de datos
iniciales que satisfaga las ecuaciones de vinculo, al ser evolucionado a una hipersu-
perficie futura o pasada, autométicamente satisfacera las ecuaciones de vinculo en
dicha hipersuperficie. Equivalentemente, podemos imaginarnos la generacion del es-
paciotiempo en términos de la ’libre evoluciéon’ de un ntmero minimo de cantidades
(dependiendo de las condiciones sobre las coordenadas) con las variables geométri-
cas restantes ajustdndose automaticamente para mantener los vinculos satisfechos.
El punto a notar es que, cuando el procedimiento de construccion del espaciotiempo
es implementado numéricamente, deben ser tomadas ciertas decisiones sobre como
cada cantidad es actualizada al pasar de un nivel de tiempo al siguiente. Por ejemplo,
se puede elegir utilizar una o més de las ecuaciones de vinculos para computar el
avance de las variables geométricas en lugar de actualizarlas usando las ecuaciones
de evolucion. Segtn la experiencia de investigadoras e investigadores en relatividad
numérica, los diferentes tipos de esquemas que pueden ser ideados algunas veces,
dan como resultado diferencias significativas en el comportamiento numérico. Esto
ha llevado a una cantidad considerable de especulaciones con respecto a la relacion

entre los vinculos y las ecuaciones de evolucion en las soluciones numeéricas.

4.2. Ecuaciones de movimiento

El estudio de técnicas que sirvan para tratar problemas radiativos en relatividad
numérica implica que el modelo sea lo suficientemente décil para permitir la experi-

mentacion con diferentes sistemas de coordenadas y niveles de discretizacion. Tales
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demandas esencialmente impiden sistemas con dependencia en mas de una dimensién
espacial. Con algunos de los codigos actuales es posible trabajar en dos dimensiones

espaciales, pero dichos c6digos no son lo ideal para realizar experimentos numéricos.

El nimero de dimensiones espaciales con el que debemos tratar un sistema fisico
puede ser reducido imponiendo condiciones de simetria. Dado que queremos estudiar
espaciotiempos que dependen tanto del tiempo como de solamente una dimensién
espacial, existen esencialmente tres opciones: las variedades pueden tener simetria
esférica, plana o cilindrica. Intuitivamente, un espaciotiempo esféricamente simétri-
co en cualquier instante de tiempo es invariante bajo rotaciones. Similarmente, la
simetria plana implica invariancia bajo traslaciones en dos direcciones espaciales in-
dependientes, y los sistemas con simetria cilindrica son invariantes bajo rotaciones y
traslaciones a lo largo de un eje espacial de preferencia. Estos tres tipos de espacio-
tiempo ya han sido estudiados numéricamente. Los sistemas con simetria cilindrica y
plana tienen la ventaja de que pueden contener radiacion gravitacional. Sin embargo,
los espaciotiempos esféricamente simétricos no pueden contenerla en virtud del teo-
rema de Birkhoff, que establece que la tinica solucién de las ecuaciones de Einstein
en el vacio, con simetria esférica es la solucion estatica de Schwarzschild'. Al mismo
tiempo, de los tres sistemas mencionados anteriormente, los sistemas esféricamen-
te simétricos son la mejor aproximacion a la mayoria de los escenarios astrofisicos
interesantes; particularmente aquellos que involucran un tnico objeto aislado.

Los estudios numéricos de espaciotiempos esféricamente simétricos previos al ela-
borado por Choptuik [65, 66, 69, 72, 77, 78, 85] empleaban un fluido perfecto como
fuente de energia-momento. Esto involucra la soluciéon de las ecuaciones de hidrodi-
namica relativista junto con las ecuaciones de Einstein. Esas investigaciones han sido
utilizadas para examinar variadas caracteristicas del colapso estelar y formacion de
agujeros negros, asi como el desarrollo y el testeo de técnicas numéricas. En estos
sistemas hidrodinamicos no hay grados de libertad radiativos, sin embargo, no esta
claro (y probablemente no es cierto) que los métodos numéricos desarrollados para
lidiar con un fluido sean apropiados para lidiar con la radiacién de cualquier tipo en

un sistema de RG.

'Las ecuaciones de Maxwell para el electromagnetismo tampoco admiten soluciones radiativas
con simetria esférica; ambos resultados pueden ser entendidos como una consecuencia de la natu-
raleza transversal de la radiacién electromagnética y gravitacional
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La manera mas simple de introducir un comportamiento radiativo en un espacio-
tiempo esféricamente simétrico es utilizar un campo escalar sin masa, ¢, como fuente

de energia-momento. En un espacio tiempo plano el campo satisface la ecuacion de
Klein-Gordon,

99,6 = 0, (4.2.1)

que es derivable de la densidad lagrangiana

£¢ == FLQg == —/ﬁ’F@“ngE)ltng. (422)

Lg es el lagrangiano, I' = \/—®g con Wg el determinante de la 4-métrica, y '
es una constante positiva. La manera mas facil de imponer que el campo escalar
interactie gravitacionalmente es simplemente adicionando la densidad (4.2.2) a la

densidad lagrangiana gravitacional

L=Ls+Ly=T (YR~ K0"¢0,0) (4.2.3)

donde MR es el escalar de Ricci 4-dimensional. Exigiendo que la accion,

S = [ diac, (4.2.4)

sea estacionaria con respecto a variaciones en ¢, obtenemos la ecuacién de movimien-

to para el campo escalar:

"0 — %au (r'“g™9,¢) =0 (4.2.5)

De manera similar variando la acciéon con respecto a las componentes de la
4-métrica obtenemos las ecuaciones de Einstein. En particular, el tensor energia-

momento puede ser calculado por la siguiente expresion

T, =20k

(4) v

que tiene como resultado:
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T, =2+ ((%qb@,,qzﬁ - %<4>gwaaaa¢) : (4.2.7)

La restriccion a la simetria esférica es una simplificacion enorme de las ecuacio-
nes de Einstein. Escogiendo coordenadas esféricas polares (r, 0, p) adaptadas a la

simetria, es bien sabido que la 3-métrica mas general puede ser expresada como

gij = diag (a*(r, t), r*b*(r,t), r*b*(r,t)sin*6) . (4.2.8)

A su vez, esto implica que la curvatura extrinseca también es diagonal, con solamente

dos componentes independientes (ya que, K% = K*%,), es decir,

K'; = diag (K",.(r,t), K%(r,t), K%(r,1)). (4.2.9)

Finalmente, el vector shift tiene una tinica componente no nula:

N' = diag (N"(r,t), 0, 0) = (8, 0, 0), (4.2.10)

ya que las otras dos componentes se anulan por la elecciéon de coordenadas. Entonces,

el elemento de linea espaciotemporal en su forma més general es

Wds? = (—N? + a*B%) dt* + 2a°Bdt dr + a’dr® + r*b*dQ2?, (4.2.11)

donde
dQ* = db” + sin® 0dp®. (4.2.12)

Notese que s6lo debemos lidiar con 6 de las 16 posibles variables geométricas vy,
ademas, las expresiones de cantidades como R son mucho més simples que en el caso
general.

Los coeficientes de la conexion I";; pueden ser calculados directamente a partir

de (2.1.35). Los coeficientes no nulos son:

a’ r2?) ,
I, = P I"gg = % I, = sin2 01" gy
232 /
., = (r’t) FQW =sinfcosf

2r2h?
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[%.,=1%, ', =cotf (4.2.13)

donde " = 9/0r. El célculo de las componentes del tensor de Ricci puede realizarse

a través de (4.1.8). Por ejemplo,

R: = grrRrr = grr <_ (FGTO + Fgorgo)/ + (Fere + Fsorgo) Frrr - F9T92 - F¢T¢2> .
(4.2.14)
Utilizando la expresiéon anterior y relacionandola con los elementos de la métrica,

tenemos:

a

R§ = R? = ﬁ <a - (%b (rb)'),> : (4.2.16)

El término oqi‘j, que también aparece en la ecuacion de evolucién para las com-

i (Oﬁ—b),) . (4.2.15)

Anéalogamente,

ponentes de la curvatura extrinseca, se evaltia utilizando

Nl = g7" (N — T N.,,) (4.2.17)

resultando

1 /N
N I" == (—) : (4.2.18)
a

a

’

N’ (rb)
a?rb

Pasando al célculo de las cantidades del tensor energia-momento, es conveniente

Ny = N,l» = (4.2.19)

introducir las funciones auxiliares:

d=¢, (4.2.20)
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IT

% (Q; — 5¢/) , (4.2.21)

De (4.2.11), las componentes no nulas de la 4-métrica estan dadas por

(4)gtt =—-N?+ CL252 (4)gtr = (4)grt = a26 (4)gw = a?

(4.2.22)
Dgge = r20? Dy, =r?b?sin®,
y las componentes covariantes correspondientes (tal que 4g, g =§,")
(4)gtt _ _N—2 (4)gtr _ (4)grt _ ﬁN_2(4) grr _ CL_2 . BQN_Z 1993
(4)999 =7r 2% (4)gW =7r2b?gin"24. (4.2.23)
Luego,
IT
8% = (4)gtt(9tgz§ + wg”&qb = —m, (4224)
y similarmente,
H2 — 112
' p0s = % (4.2.25)
a

Notando que las componentes de la 1-forma n, son simplemente (—N,0,0,0) y to-

mando ' = 1/2, la densidad de energia es computada a partir de (4.1.2) y (4.2.7):

(P2 + I1%)
2a?
Similarmente, la Ginica componente no nula de la densidad de momento j, es, a partir

de (4.1.3)

p= NT" = : (4.2.26)

jp=NT"', — —. (4.2.27)
a

Las componentes del tensor de estrés

Si = g™ S, (4.2.28)
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donde S;; esta definido por (4.1.4), son

. P 4+ 117
Sp=p= @ +11) 502 ) (4.2.29)

! 2 — 2
S§ =8¢ = % (4.2.30)

Utilizando los resultados anteriores, el vinculo hamiltoniano (4.1.5) es

- % (((rj),)/ +% ((%b (rb)') - a)) +AKTK) +2(K) % = sw—(qﬂ;m).

(4.2.31)
Para escribir el vinculo de momento, primero debe notarse que
Kly= K+ Iy K — T K
) (4.2.32)
= (K]) +2I"%, (K] — KJ),
y
K, = (KT +2K5), (4.2.33)
y usando (4.1.6) y (4.2.27) tenemos
: b)’ PI1
(K§) + (rb) (K§ — K) = dn—. (4.2.34)
r a

Las ecuaciones de evolucion para las funciones de la métrica a y b pueden ser calcu-

ladas facilmente a partir de (4.1.9), resultando

a=—NaK" + (af)’ (4.2.35)
y
b= —NbK{ + g (rb) . (4.2.36)

La ecuacion de evolucién para la componente K", de la curvatura extrinseca es
calculada a partir de (4.1.10):

Kl =B8(K!) + K!8 —N"\, + N (Rl + KK + 47 (S — p) — 87S"),  (4.2.37)
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lo cual, utilizando resultados anteriores, se convierte en

Kl = B(K]) — é (%) +N (i (@) + KK — 8%%) . (4.2.38)

arb a

De forma similar,

K§=p8(K§) + —

(rb)>  a(rb)’

N 1 Nrb
a

(rb)’) '+ NKK'. (4.2.39)

Las expresiones anteriores contienen el conjunto completo de las ecuaciones de Eins-
tein 341 para este modelo. Las tinicas ecuaciones que resta definir son las ecuaciones
de evolucion para el campo escalar. Resolviendo para el campo escalar, ¢, a partir de
la definicion de IT dada por (4.2.21) y luego diferenciando respecto a r, obtenemos

la ecuaciéon de evolucion para &:

. N\’
b = (6@ + —H) . (4.2.40)
a
Luego, multiplicando (4.2.5) por I' y utilizando las expresiones (4.2.23), tenemos
0=0, (Fgw/au(ﬁ) =0 (Fguta;mb) + 0, (Fgurau¢)
=0, (Nar2b2 (—N—zgz} + 6N‘2¢’>> (4.2.41)
+0, (Nar2b2 ((a‘Q — BN7?) ¢ + BN_2¢3>> :
Utilizando la definicion de II,

O (r*v’Il) = 0, (r2b2 <5H + %@)) . (4.2.42)

Resolviendo para II y utilizando (4.2.36), obtenemos el resultado final

/

I = 7;? (ﬁb? (511 + %@)) +2 (NKg - ﬁ(:? ) IL. (4.2.43)

Notese que es necesario reescribir las ecuaciones del campo escalar como un par de
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ecuaciones acopladas de primer orden para evitar la aparicién de términos tales como

N o 83, que son dificiles de tratar en el formalismo 3 + 1.

4.3. Andlisis caracteristico del campo escalar

Las ecuaciones (4.2.40) y (4.2.43) forman un sistema cuasilineal de primer orden
para el campo material. Se puede tener una idea de la naturaleza de este sistema
escribiéndolo de la forma

u; + Au, = B, (4.3.1)

donde u es el vector de dos componentes (P, H)T vy A y B son coeficientes de matrices

que dependen de u, las variables geométricas, r y t. Especificamente,

A= ( Nﬁ/a Nﬁ/“ ) (4.3.2)

y las direcciones caracteristicas del sistema, 7, estdn dadas por

|A — 71| =0, (4.3.3)
y un simple calculo lleva a
N
T=—-0F+—. (4.3.4)
a

Siempre que N/a # 0, el sistema tiene dos direcciones caracteristicas reales y distin-
tas y, por lo tanto, es hiperbolico. Si N es 0 en algin lugar de alguna hipersuperficie,
entonces la foliacién no es buena desde el punto de vista del formalismo 3 + 1. Tal
caso indica que la foliacién no es estrictamente de tipo espacio o que las hipersuper-
ficies estan degeneradas, lo cual es un tipo de patologia de coordenadas. De aqui en
méas asumiremos que N/a # 0, y cualquier violacién de esta desigualdad detendra
necesariamente la evolucion del espaciotiempo.

Las cantidades dadas por (4.3.4) determinan las direcciones locales de propaga-
cion de pequenas perturbaciones en el campo escalar, a partir de las cuales se pueden

construir los dominios locales de influencia y dependencia. Esta informacion es ttil
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para comprender la condicion de estabilidad de algunos de los esquemas diferenciales
disenados para resolver el modelo. El anilisis caracteristico anterior puede parecer
incompleto en el sentido que no se han tratado las ecuaciones de evolucién para las
variables geométricas. En realidad, este no es el caso ya que, como se senald anterior-
mente, un espaciotiempo esféricamente simétrico puede poseer dinamica sélo donde
hay materia presente. La propagacion de perturbaciones en las variables geométricas
tendra que estar ligada a perturbaciones en el campo escalar. Desde un punto de
vista mas fundamental, en cada evento la métrica contiene toda la informacion nece-
saria para determinar la estructura causal local del espaciotiempo. En concreto, los
conos de luz pasado y futuro delimitan los dominios de dependencia e influencia del
evento. La propagacion de cualquier informaciéon hacia o desde el evento debe ocurrir
dentro o sobre los conos de luz. Por tanto, otra forma de determinar las direcciones

caracteristicas dadas por (4.3.4) es buscar direcciones nulas dr : dt definidas por

Wds* = —N2dt* + a® (dr + Bdt)* = 0. (4.3.5)

4.4. Condiciones de borde en el origen (r = 0)

El problema de Cauchy para el campo escalar autogravitante debe resolverse
en el semiplano ¢t > 0, » > 0. Debido a que este campo escalar puede ser tanto
entrante como saliente, se debe proporcionar una condicién de borde para r =0y
t > 0 de modo que el problema esté bien planteado. Esta condicién puede derivarse
simplemente exigiendo que ¢ sea diferenciable en » = 0. En una base de coordenadas

esféricas polares (1,0, ), y con ¢ esféricamente simétrico:

Vo = ¢'F, (4.4.1)

que no estd definido en » = 0 a menos que

¢/ (07 t) = 0. (4.4.2)

Se pueden derivar condiciones de borde internas similares para las cantidades
geométricas usando un procedimiento descrito en detalle por Bardeen y Piran en [51].

Basicamente, la idea es exigir que todas las componentes tensoriales sean regulares
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en r = 0. El objetivo es asumir inicialmente la regularidad y preocuparse por el
comportamiento irregular solo si realmente se desarrolla durante la evolucion. No hay
ningtn obstéculo practico para construir datos iniciales regulares, se espera que tales
conjuntos de datos iniciales generen todo o casi todo el espaciotiempo fisicamente
relevante. Este enfoque parece ser adecuado ya que nunca hubo ninguna evidencia

de ruptura de la regularidad inducida dindAmicamente en r = 0.

Lo tinico que debemos pedir es que las cantidades a, b, K" y KJ tengan expansio-
nes en potencias pares de r cerca del origen. Esto implica las siguientes condiciones
de borde:

a' (0,t) = (0,8) = (K1) (0,8) = (K3)' (0,t) = 0. (4.4.3)

Estas relaciones seran consistentes con las ecuaciones de movimiento (4.1.9) y (4.1.10)

sblo si las variables cineméaticas satisfacen

N'(0,t) = p(0,t) = 0. (4.4.4)

Una condiciéon de borde adicional sobre las componentes de la métrica en r = 0
surge de exigir que el espaciotiempo sea localmente plano en ese punto. La condicién
se obtiene considerando el transporte paralelo de un vector arbitrario alrededor de
un lazo que encierra el origen en el plano ecuatorial de cualquier hipersuperficie y
demandando que no exista rotaciéon neta en el limite en que el lazo se reduce a un

punto. El resultado es bien conocido [64] y es simplemente

(rb)* (rb) =0, (4.4.5)

Hlr=0

el cual, luego de manipularlo e introduciendo las condiciones de borde (4.4.3) y
(4.4.4), da lugar a
a(0,t) =b(0,t) = 0. (4.4.6)

De (4.2.35) y (4.2.36) es facil ver que estas condiciones de borde y las anteriores,

son simplemente
KT (0,t) = Kj (0,t) = 0. (4.4.7)
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4.5. Horizontes aparentes y formacion de agujeros

negros

La topologia de las hipersuperficies de tipo espacio debe ser incluida como parte
de la especificacion del problema de Cauchy para la generacion de cualquier espacio-
tiempo. Todas las soluciones construidas en este trabajo tienen la topologia espacial
R3 y son asintéticamente planas. Por lo tanto, la 3-métrica en cualquier hipersuper-
ficie tiende a la métrica euclidea usual en R? a grandes distancias. Entre otras cosas,
esto permite definir la masa total conservada, M (masa ADM o energia ADM), de
cualquiera de los espaciotiempos estudiados. M puede expresarse de varias formas.

Por ejemplo, si el elemento de linea esféricamente simétrico se escribe como

ds* = ¢* (dr® +r°dQ%) =0 (4.5.1)

mediante una eleccion adecuada de las coordenadas radiales, la masa esta dada por
|54, 86]
M = ig&p'id?sy = lfm 2r%0,%) (4.5.2)
21 r—00

siendo la integral tomada sobre la 2-esfera en el infinito. Fisicamente, esta masa
puede ser deducida por observadores a grandes distancias a partir del movimiento

orbital de particulas de prueba.

Las configuraciones del campo escalar que vamos a evolucionar se componen
tipicamente de dos paquetes de ondas, uno entrante y otro saliente, que se propagan
de forma eficaz e independiente entre si. Debido a la simetria esférica, es posible
hablar de la masa (o energia) asociada con cada pulso. Usando una coordenada
radial, r, tal que el area de una 2-esfera de r = constante es 4772, dos escalas de
longitud pueden ser asociadas al pulso entrante. Una es la extension espacial, [,
del pulso. La otra, es el radio de Schwarzschild, Rs = 2M_,trante, asociado con su
contenido energético. Para un pulso débil, [ > Rg, y el pulso se autoreflejard en r = 0
y luego se propagara hacia afuera. Sin embargo, si [ = Rg 0 menor, entonces existe
la posibilidad de que el campo gravitacional se vuelva lo suficientemente fuerte para
formar un agujero negro, como lo ha demostrado Christodolou en 1971 [58]. El borde

de un agujero negro, conocido como horizonte de eventos, es una caracteristica global
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del espaciotiempo. Su posicion no puede ser determinada por mediciones locales. Sin
embargo, la existencia de un agujero negro en una soluciéon dada esta inferida por
la apariciéon de horizontes aparentes, definidos como una superficie en la cual la
divergencia de los rayos de luz salientes se anula, y puede demostrarse [63] que los
horizontes aparentes siempre se encuentran sobre o dentro del horizonte de eventos.
Como plantean Hawking y Ellis [63], la ventaja de trabajar con horizontes aparentes,
en lugar de hacerlo con horizontes de eventos, es que los primeros dependen solamente
de la geometria de la hipersuperficie en la cual estdn embebidos. La ecuacion para

una superficie atrapada es [60]
s'i— K +s's'K;; = 0, (4.5.3)

donde s* es la normal saliente a la superficie. Para el caso de simetria esférica con
el elemento de linea (4.2.11),

s'=(a"",0,0), (4.5.4)
entonces ( )/
» 1 : 1 979 rb
b= — )= —= (rb*) =2—~. 4.5.5
§ ‘ \/g (\/§S ),z ar2b2 (T )77‘ arb ( )
Usando
K = K + 2K} (4.5.6)
la ecuacion (4.5.3) se vuelve
(rb) — arbK§ =0 (4.5.7)

El lado izquierdo de la dltima ecuacién puede calcularse facilmente para cada hiper-
superficie y, cuando se anula, es una senal de formacion de un horizonte aparente

que, a su vez, implica que el espaciotiempo contiene un agujero negro.
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Capitulo 5

Algoritmo AMR

Dado un sistema de ecuaciones diferenciales en derivadas parciales a ser resuelto
numéricamente, se debe decidir primero cémo pasar del sistema diferencial continuo
a un sistema algebraico tal que la soluciéon de este ultimo sea una aproximacion
aceptable del primero.

Los tres criterios a tener en cuenta para definir si un esquema es aceptable son:
que represente correctamente la fisica del modelo, que numéricamente aporte in-
formacion detallada sobre el comportamiento y que no consuma excesivos recursos
computacionales. Ademaés, debe garantizar la estabilidad y convergencia de la solu-
cion.

En esta seccion describiremos las caracteristicas principales del codigo de re-
finamiento de malla adaptativa (AMR, por sus siglas en inglés -Adaptive Mesh
Refinement-) desarrollado por Choptuik [4] y que utilizaremos para resolver numé-

ricamente el colapso gravitacional del campo escalar polimerizado.

5.1. Descripcion del algoritmo numérico

El programa construido por Choptuik para resolver las ecuaciones diferenciales
que gobiernan la dindmica del campo escalar acoplado a la gravedad esta basado
en un algoritmo general para ecuaciones hiperbdlicas descrito en Berger & Oliger
(1984). La caracteristica clave de este algoritmo es que es adaptativo; la escala local

de discretizacion h puede variar de region en regiéon del dominio computacional,
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de modo que el error local de truncamiento se mantenga por debajo de un limite

especificado por el usuario.

El algoritmo de Berger & Oliger [53] logra la adaptatividad utilizando un me-
canismo de refinamiento uniforme y local. Esta es una técnica que durante mucho
tiempo ha sido defendida por Brandt (1977) [88] como la base de una estrategia
general para desarrollar soluciones de ecuaciones diferenciales en derivadas parciales
con una eficiencia casi 6ptima. En este enfoque, el dominio computacional (conjunto
de todos los puntos de la grilla en los cuales estdn definidas las versiones diferen-
ciales finitas de las ecuaciones) consiste en un conjunto de grillas jerarquicas, cada
una de las cuales tiene un espaciado de malla constante, tanto en la direccion de la
coordenada temporal, como en la espacial. Para dominios rectangulares simplemente
conectados como el que consideraremos aqui, la jerarquia esta arraigada en una grilla
base, tinica, denotada por G. Luego, en cualquier tiempo de integracion, el dominio
computacional es un conjunto {G:}. El subindice [ etiqueta el nivel de refinamiento,
l=1,..., L, siendo L el nivel de refinamiento méximo, definido a priori, y el superin-
dice 7 etiqueta una grilla particular en un nivel dado. Cada nivel de refinamiento se
caracteriza por una tnica escala de discretizacion, h;, donde los diversos h; satisfacen,
tipicamente |,

h; = phiy1, 1 =0...L — 1, (5.1.1)

para alguna tasa de refinamiento, p, de valor entero y fijo en general. Cabe destacar
que el refinamiento local se realiza tanto en el espacio como en el tiempo. El tamano
de malla espacial Ar; de cualquier grilla siempre se puede identificar con h;, mientras

que el espaciado temporal es siempre una fraccion fija A (< 1) de Ar.

Para las ecuaciones hiperbolicas que son diferenciadas finitamente en el mismo
orden en espacio y tiempo, esta es una forma natural de proceder, ya que las va-
riaciones espaciales y temporales suelen ser de magnitud comparable. Ademas de la
relacion (5.1.1) entre las diferentes escalas de discretizacion, cada grilla G} debe estar
contenida adecuadamente dentro del dominio de alguna grilla parental G}_, (propie-
dad de anidamiento) y colocarse de modo que sus limites exteriores se encuentren a

lo largo de las lineas de la grilla parental (propiedad de alineacion).

La Figura (5.1.1) muestra un ejemplo simple del tipo de estructura de grilla ad-

mitida por el algoritmo de Berger & Oliger con p =2 y L = 2. Como puede verse la
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Figura 5.1.1: Ejemplo de la estructura de la grilla admitida por el algoritmo de refinamiento de
Berger & Oliger.

distribucion espacial de los puntos de la grilla no es estatica en general y por supuesto
el proceso dindamico de regrillado del dominio resulta en la adaptatividad del algorit-
mo. Berger & Oliger investigaron diferentes estrategias de regrillado y eventualmente
encontraron una técnica que, como mencionamos anteriormente, mantiene el error

de truncamiento local de la solucién por debajo de un limite especificado a priori.

Choptuik adopté este enfoque que estd basado en principios basicamente idén-
ticos a los que atin se emplean hoy en dia. La idea, que se remonta a los primeros
trabajos de Richardson en 1910 [76] sobre métodos de diferencias finitas, es facil-
mente comprensible si se considera una ecuacion de evolucion simple (por ejemplo,
u; = u,) para una incognita escalar u que, asumiremos, ha sido diferenciada a orden
O(h?), utilizando un esquema de diferencias explicitas de dos niveles. Por tanto, la

incognita 4 (discreta) satisface

~

a"tt = Q(h)a", (5.1.2)

donde Q(h) es el ’operador de actualizacion’ de un paso en la escala de malla h. El

error de truncamiento local, 7", asociado con Q(h) esté definido por

=" — Q(h)u”, (5.1.3)
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y, dado que el esquema diferencial es de segundo orden, tendra la forma
" = h*ty + O(h), (5.1.4)

donde t5 es una funcién suave independiente de h y dependiente tanto del esque-
ma diferencial como de wu. Siguiendo el enfoque de Richardson, si asumimos que

localmente la solucién diferencial admite una expansion asintotica de la forma
i =u+ hey + ..., (5.1.5)

donde e, es otra funcion suave e independiente de h, no es dificil mostrar que podemos
estimar 7" comparando la solucion diferencial luego de dos pasos en h con otra
solucion diferente, obtenida evolucionando las incognitas discretas un paso en una
malla gruesa (de espaciado 2h) pero usando las mismas ecuaciones en diferenciales.

Especificamente
7" & constante (Q(h)@(h) — Q(Zh)) . (5.1.6)

El procedimiento de regrillado se lleva a cabo de la siguiente manera. Periédicamente,

y en cada grilla, se generan estimaciones del error de truncamiento local utilizando

el método anterior y se marcan todos los puntos de la grilla donde la estimacion

del error excede el umbral predeterminado. A partir de estos puntos marcados, se

identifican las regiones que requieren refinamiento y luego se cubren con nuevas grillas
i1 (ver [53] por detalles sobre estrategias para la generacion de grillas).

En la figura (5.1.2) se muestra una descripcion de un pseudocodigo! del algoritmo
de Berger & Oliger. La tarea basica de la 'pseudorutina’ llamada time_step[1]’ es
hacer avanzar un so6lo paso de tiempo las ecuaciones de diferenciales del nivel [. La
rutina primero verifica si ha sido llamada en un tiempo de regrillado. Si lo ha hecho, se
invoca la 'rutina de regrillado’ para realizar la estimacion del error de truncamiento
y el procedimiento de regrillado, no sblo en el nivel [, sino también en los niveles
existentes més finos. De hecho, el proceso de regrillado comienza en el nivel mas fino
y trabaja "hacia arriba", lo que asegura que todas las grillas estén correctamente

anidadas en todo tiempo. Esta parte del cdédigo también implica la inicializacién

1Un pseudocéddigo es una forma de escribir los pasos que realizard, un programa de la forma maés
cercana al lenguaje de programacién que se utilizara.
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ROUTINE time_step!]
IF regridding time AND /< L THEN -
regrid on all levels I’ > 1
END IF
FOR ¢ = ... (all grids on level {) :
o advance solution on Gj. (basic difference equations)
o if necessary. compute boundary values from interpoiation
in some G~
END FOR
IF G*' # 0 THEN
"FORk=1-.:p
- time.step{l + 1]
END FOR
END IF

IF ! > 0 AND time-aligned with /=1 THEN
inject level [ values into parental [ -1 grids
"ENDIF ' :
END ROUTINE

Figura 5.1.2: Pseudocédigo del algoritmo de Berger & Oliger.

de las incognitas discretas en las grillas recién creadas. En general, esto implica
una combinacion de transferencia de los valores antiguos del nivel [ (en aquellas
partes del dominio que anteriormente estaban cubiertas por una grilla de nivel 1)
y la interpolacion de las cantidades del nivel [ — 1 (en las regiones recientemente
refinadas). De hecho, la operacién de regrillado en el nivel [ siempre implica una
reconstruccion completa de la jerarquia general de la grilla en el nivel [ y en los mas
finos pero, en la practica, los gastos generales incurridos son un pequenio porcentaje
del costo computacional total.

Después de cualquier regrillado, la rutina 'time_step[1]’ aplica las ecuaciones
de evolucién bésicas en todas las grillas en el nivel [. Si [ no es el nivel més fino,
la rutina se autoinvoca recursivamente para efectuar p pasos de tiempo en el nivel
[ 4+ 1. Obsérvese que la estructura 'time_step[1l]’ garantiza que las ecuaciones di-
ferenciales de un nivel "grueso" avancen antes que las de nivel fino. Esto permite
que los valores limite para las grillas de nivel [ que tienen uno o mas limites en el
interior del dominio numeérico se determinen a partir de la interpolacion de valores
adecuados de la grilla principal. Una vez que la rutina "time_step[1]’ ha culminado

los p pasos de tiempo finos (el final del loop 'FOR’), el nivel [ + 1 ha avanzado hasta
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el mismo tiempo que la grilla del nivel [. En este punto, otra rutina, 'inject’, es
llamada para sobrescribir los valores de la grilla principal con los valores correspon-
dientes de los refinamientos contenidos. Esto asegura que en todo tiempo cada grilla
contenga la mejor aproximacion disponible de las incognitas continuas. Si esto no se
hiciera, grandes errores en las incognitas de la grilla gruesa en regiones refinadas se
propagarian a regiones que no requieren refinamiento, corrompiendo toda la solucion.

Choptuik sigui6 de cerca la implementacion del algoritmo de Berger & Oliger, sin
embargo, hizo algunas modificaciones necesarias para la descripcion de este modelo.
Por ejemplo, el algoritmo original fue disenado estrictamente para sistemas hiper-
bolicos pero la necesidad de resolver ecuaciones espacialmente no locales como, por
ejemplo, el vinculo hamiltoniano y las condiciones sobre las coordenadas, introdu-
cen complicaciones tanto conceptualmente como en la practica. Una vez insertadas
las ecuaciones no hiperbolicas en el codigo AMR, es necesario realizar un estudio

minucioso de la precision, estabilidad y convergencia de las soluciones.

5.2. Condiciones sobre las coordenadas

La elecciéon de coordenadas siempre ha sido un tema central en relatividad nu-
mérica. La literatura contiene varias discusiones sobre el tema, particularmente para
el caso de espacio tiempo axisimétricos |51, 74, 80].

La especificacion de la funciéon lapso es crucial a la hora de elegir un sistema de
coordenadas para la construccién de un espaciotiempo, en particular cuando trata-
mos con un campo gravitacional fuerte. Trabajos de Penrose, Hawking y Geroch [63]
en los anos 60 establecen claramente el hecho de que las singularidades son una ca-
racteristica general de las soluciones de las ecuaciones de Einstein; especificamente,
cualquier espaciotiempo que contenga uno o mas agujeros negros contendra singu-
laridades, las cuales pueden desarrollarse a partir de datos iniciales regulares como,
por ejemplo, datos que representan una estrella suficientemente masiva previo a su
colapso. El problema es que, una vez que una hipersuperficie de tiempo intersecta
una singularidad, la evolucion debe cesar inmediatamente. Esto deja algunas porcio-
nes fisicamente relevantes del espaciotiempo sin explorar (parte del exterior de un

agujero negro, por ejemplo). Con el fin de evitar este escenario se ha puesto un gran
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esfuerzo en el estudio de las condiciones sobre las hipersuperficies (eleccion sobre la
funcion lapso que evita singularidades). Una singularidad se evita haciendo que la
funcion lapso tienda rapidamente a cero en la vecindad de la singularidad, lo cual

tiene el efecto de congelar la evolucion.

La condicién mas conocida sobre las hipersuperficies es la condicion ‘mdzxima’,
en la que demandamos que la traza de la curvatura extrinseca se anule en todas las

hipersuperficies de la foliacion,
K = g;K7 =0. (5.2.1)

Esta condicién da lugar a una ecuacion eliptica que determina el lapso en cada
hipersuperficie. También tiene la ventaja de simplificar las ecuaciones 3+1 y puede ser

utilizada para eliminar una de las componentes diagonales de la curvatura extrinseca.

Otra condicion sobre las hipersuperficies que también tiene la propiedad de evitar
singularidades fue implementada por Stark y Piran [74, 75, 82, 83| en el contexto
del colapso estelar axisimétrico; es la condicién ‘polar’. Nuevamente la foliacién esta

definida bajo una condicién sobre la curvatura extrinseca:
K=K,. (5.2.2)

Esta relacion da lugar a una ecuaciéon parabolica que el lapso debe satisfacer en
cada hipersuperficie. Al igual que la condicion méxima, la condicion polar puede ser
utilizada para eliminar una de las K} y, combinada con una eleccion apropiada de
las coordenadas espaciales, puede dar lugar a una simplificacion considerable de las

ecuaciones 3 + 1.

Aunque existen varios estudios que sugieren que la eleccién sobre las coordena-
das espaciales tiene algtn significado geométrico (y posiblemente fisico) especial, los
grados de libertad espaciales son generalmente utilizados para simplificar el sistema
de ecuaciones. La posibilidad mas evidente es utilizar un vector shift nulo, lo que
resulta en trayectorias espaciales normales a las hipersuperficies. Estas coordenadas
eliminan términos de las derivadas convectivas y simplifican la tarea reproducir es-
quemas diferenciables estables. Esta condicién ha sido empleada satisfactoriamente
en muchos codigos de relatividad numeérica |55, 56, 57, 59, 61, 67, 68, 69, 70, 73, 81].
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Otro enfoque general sobre la eleccion de coordenadas espaciales [85] involucra
imponer relaciones algebraicas sobre algunas de las componentes de la 3-métrica.
Generalmente esto da lugar a ecuaciones parabolicas o elipticas que el vector shift
deberé satisfacer en cada hipersuperficie. Se debe tener cuidado a la hora de asegurar
que las condiciones sean compatibles con la eleccion sobre la foliacion y con otras
consideraciones como la regularidad en » = 0 en coordenadas esféricas. Dos de las

condiciones sobre las coordenadas (referidas a la expresion (4.2.11)) son

a=b (5.2.3)

b=1. (5.2.4)

La primera se conoce como condicion isotérmica y es ttil en calculos para colapsos
esféricamente simétricos [85, 77, 78|. La segunda es la condicion radial, introducida
por Bardeen y Piran [51]|. En este caso, las 2-esferas de radio r tienen una superficie
propia igual a 4712, de modo que la coordenada radial tiene un significado geométrico
directo. Ambas condiciones reducen la complejidad de las ecuaciones diferenciales y
eliminan al menos una variable del conjunto {a, b, KT, K§, B}. En nuestro trabajo,

utilizamos la condicion Polar/Radial.

Sistema de coordenadas polar radial

La eleccion del sistema de coordenadas polar radial resulta en un sistema de
ecuaciones de Einstein particularmente simple. En una region vacia del espaciotiempo
las coordenadas son simplemente aquellas del elemento de linea de Schwarzschild. Es

conveniente reescribir el elemento de linea como

2m (r,t)
r

-1
ds* = —N?%(r,t) dt* + a* (1 — ) dr? + r2dQ* = 0, (5.2.5)
siendo m (r,t) = 37 (1 — a™?), la funcidn aspecto de masa, definida en analogfa con
el elemento de linea (2.4.1), y que puede ser interpretada en cualquier region del
espaciotiempo como la cantidad de masa o energia contenida en la 2-esfera de su-

perficie propia 4772 en un tiempo t. Se puede demostrar que el vinculo hamiltoniano
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(4.1.5) es equivalente a la ecuacion:

d
d—T = 47r?p, (5.2.6)

que puede ser escrita como una ecuacion diferencial de primer orden para a:

a a*?-1

- o 4rra*p = 0. (5.2.7)

El vinculo de momento (4.1.6) implica, en este sistema de coordenadas:
K" = drrj,. (5.2.8)

Recordemos que para el caso con simetria esférica la traza de la curvatura extrinseca
es K = K" + 2K}, entonces, la condiciéon polar, K = K, implica que K = 0 en

todo punto. Por lo tanto, la condicion
KS=0, Vt>0 (5.2.9)

debe ser impuesta para generar la foliacion polar. Utilizando (4.1.10) e imponiendo
K§ = (Kj) =0y la condicion radial b = 1, tenemos
N d 1-ad?

N a T

una ecuaciéon diferencial de primer orden para el lapso. Las cantidades p, j. y S;,

+ 4rra® (p — SI) = 0, (5.2.10)

asociadas al contenido material, pueden ser calculadas a partir de (4.2.26), (4.2.27)
y (4.2.29), respectivamente.

Dado que la condiciéon sobre las coordenadas espaciales es b = 1 y la condicion
polar implica K = 0, la ecuaciéon de evolucion para b (4.2.36) implica que 3 = 0, por
lo tanto, estas coordenadas también son espacialmente normales a las hipersuperficies

de tiempo. Teniendo en cuenta esto, las ecuaciones (5.2.7) y (5.2.10) dan lugar a

a a’>—-1

a 2r

—2mr (®* +11%) =0, (5.2.11)

N’ a’+1—a2
N a T

— 0. (5.2.12)
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La componente de la curvatura extrinseca K, es computada a partir del vinculo de
momento (5.2.8) que, en funcion de la expresion del campo escalar y su momento,
toma la forma: e
K" = —dmr—. (5.2.13)
a
Ademaés, las ecuaciones de movimiento, (4.2.40) y (4.2.43), para las variables asocia-

das al campo escalar y su momento candnico pasar a ser

d = (ﬂn)/, (5.2.14)

a

Il = % ((%@)) (5.2.15)

El sistema (5.2.11)-(5.2.15) es el sistema de ecuaciones a resolver bajo la eleccion
polar/radial. La simplificacion de las ecuaciones 3 + 1 que resulta del uso de este
sistema de coordenadas en un espacio tiempo con simetria esférica es notable. Esta
deja un conjunto de variables {a, N, K, ® T} con las cuales debemos lidiar numé-
ricamente. Ha sido demostrado en estudios analiticos del modelo que este sistema
de coordenadas es muy ttil (ver, por ejemplo, Berger et al [52] y Unruh [84]). El
esquema completo tiene error de truncamiento de segundo orden tanto en espacio

como en tiempo.

La manera mas sencilla de generar datos iniciales que satisfagan el vinculo de
momentos es requerir que la superficie de datos iniciales represente un instante de
simetria temporal; esto es, que el espaciotiempo posea una simetria t — —t, de
modo que la evolucion hacia atras en el tiempo, desde la superficie inicial (¢ = 0),
sea idéntica a la evolucion hacia adelante. Una hipersuperficie de tiempo simétrica
posee un tensor curvatura extrinseca idénticamente nulo. Por otro lado, las derivadas
temporales de las variables materiales también deben ser cero. La configuracion inicial

del campo escalar puede ser elegida libremente y sera de la forma

¢ (r,0) = g exp (— <T _ATO)2> , (5.2.16)

donde ¢q, 19 y A son parametros.
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La experiencia numérica en |74, 75, 82, 83] muestra que la funcién lapso colapsa
mas rapidamente en la foliacién polar que en la foliacién méxima, pero la primera
tiene la ventaja de cubrir todo el espacio tiempo fuera del horizonte de eventos.
Ademas, el colapso del lapso es una clara indicacién de que el espaciotiempo contiene
un agujero negro. Dado que la coordenada radial mide el area de la superficie propia,
el borde exterior de la grilla no es ’arrastrado hacia adentro’ como en el caso de la
foliaciébn méxima y, por lo tanto, esperando el tiempo suficiente, la radiacion que

llegue eventualmente al infinito se escaparéd de la grilla.
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Capitulo 6

Colapso gravitacional del campo

escalar polimerizado

6.1. Motivacidon

En 1993 M.Choptuik [3] publicé el estudio numérico del colapso de un campo
escalar sin masa, minimamente acoplado a la Relatividad General y esféricamente
simétrico. Para una familia de datos iniciales de un parametro, senal6 que existe
un valor critico del parametro, tal que, para valores subcriticos, el campo escalar se
dispersa hasta el infinito y, para valores supercriticos, se forma un agujero negro a
través de una transicion de fase de segundo orden. La relacion entre la masa final
del agujero negro, mpy, vy el pardmetro p de los datos iniciales es universal y tiene
la forma,

mpg ~ C(p—p*)". (6.1.1)

Aqui, p* es el valor critico del parametro y v ~ 0,37 es un exponente universal
independiente de la eleccion de p y de los datos iniciales, siempre que p* no sea nulo.
Este comportamiento critico y la escala universal se han observado en otros sistemas
(ver [5]). Si bien parecia probable que la transicion fuese de segundo orden ya que
no existe una escala de longitud natural en el problema, antes de estos estudios
numeéricos, el orden de la transicion de fase no estaba resuelto [8].

Posteriormente, Hod y Piran [23] notaron que existe una pequefnia correccion a la

ley anterior (6.1.1),

167
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In (mpn) = yInlp—p*|+cy + ¥ (In|p — p*) (6.1.2)

donde ¥ (In [p — p*|) toma la forma de una oscilacion o "wiggle" de caracter universal.

El resultado de la autosimilitud discreta del sistema implica que si se considera
una variable Z(r;t) del problema (que puede representar, por ejemplo, el campo es-
calar o las componentes métricas gy 0 g,-) y se la escribe en términos de coordenadas
logarftmicas,

p =1In(r), (6.1.3)
7 =1In(T§ — Tp), (6.1.4)

donde T es el tiempo propio central en el cual la evoluciéon critica se detiene, se
tiene que
Zp— A7 —A)~Z(p,T). (6.1.5)

La cantidad A = 3,4 es una constante universal independiente de los datos iniciales.
La autosimilitud que se manifiesta en las coordenadas logaritmicas, se hace notoria
a través lo que llamamos "ecos", un comportamiento dificil de observar si se usa un
codigo con malla fija, ya que requeriria un espaciado de grilla muy pequeno a lo largo
de la misma. Esto se aborda de mejor manera utilizando un cédigo con refinamiento
de malla adaptativa (AMR, por sus siglas en inglés).

Resulta curioso preguntarse qué cambiaria en un tratamiento cuéntico del colapso
gravitacional. La gravedad cuantica tiene una escala de longitud natural, la longitud
de Planck. De hecho, estudios previos de la dindmica polimerizada de la Relatividad
General parecian sugerir que la transicion pasa a ser de primer orden [6, 7]. Incluso
al dia de hoy, un tratamiento cuantico completo del problema no esta disponible.

Nos propusimos estudiar el colapso critico de campos escalares sin masa, minima-
mente acoplados a las ecuaciones semiclasicas que derivan de la gravedad cuéntica
de lazos con simetria esférica [9]. El objetivo principal es estudiar si ciertos compor-
tamientos criticos que muestra la Relatividad General cuando colapsa materia para
formar agujeros negros siguen estando presentes cuando se incluyen efectos cuéan-
ticos. Para ello se estudia una teoria efectiva de campos polimerizados que incluye
dichos efectos y que puede representar bien lo que ocurre en el exterior de un agujero

negro.
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6.2. FEcuaciones clasicas en el sistema Polar-Radial

El lagrangiano de un campo escalar, ¢ , sin masa, sin auto-interaccion, y acoplado

minimamente al campo gravitacional es:

LTotal = LEinstein + 167TL¢ x R — 871-8“(;58#(;5' (621)

Asumiremos las unidades geomeétricas, tal que, G = ¢ = 1. Nos restringiremos al caso
con simetria esférica, adoptando un sistema de coordenadas (t, z, 0, p) que conside-
raremos una generalizacion de las coordenadas de Schwarzchild para el caso de un
espaciotiempo dependiente del tiempo. Las variables clasicas de la gravedad estan
dadas por las componentes esféricas de las triadas en las direcciones radial y transver-
sal, £ y £, y sus momentos canonicamente conjugados, K, y K, respectivamente

[39]. La métrica del espaciotiempo se puede escribir como,

ds* = —N?dt* + A*dx® + R*d(2*, (6.2.2)

donde N es la funcién lapso, A es la funcion métrica radial, y d©2? es la métrica usual

de la 2-esfera. La relacion de las componentes con las triadas de gravedad cuéntica

de lazos es I
A=—,
z (6.2.3)
R2 _ |Ea:| 7
y con las curvaturas extrinsecas
K, (E#)*

K., = —sig(E;)

VIET (6.2.4)

siendo 77 el parametro Immirzi. El hamiltoniano total en variables de Ashtekar con

simetria esférica es [12]:
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Hr = [ do {N* (%) K, - B (K,) ~ 8nP0)

LN <‘ B K, - (B7))"  VE (B (B¢)

2VE" o0/ET  SVETE? 2 (E%)? (6.2.5)

+\/El’ (E:v)”+ 21 P? +27r\/E$E9” (¢)?
2E¢ VETE E¥ ’

donde la notaciéon ’'prima’ refiere a la derivada respecto a la coordenada radial, x.

Para tratar de permanecer lo mas cerca posible del tratamiento de Choptuik,
realizamos una eleccion de gauge tal que E* = 22. Esto corresponde a la coordenada
radial habitual de Schwarzschild y elimina K, a través del vinculo de difeomorfismos.
La condicién polar (K,, = tr(K)) corresponde en estas variables a K, = 0, lo que
implica que la métrica sea diagonal. Esto tendra consecuencias importantes para la

cuantizaciéon que veremos mas adelante.

Una vez fijado el gauge, el hamiltoniano total (6.2.5) pasa a ser

Hy = / de {N* (2VE"K, — 877y )

E¥  \E* E*(E¥)
+N <_2\/ﬁ+ 9Fe (E%")z (6.2.6)
VE*  21P}  2nVE*E"(¢)?
Tt e T Vo :

Teniendo en cuenta que el algebra cumple

{Kz (y) , B (ZE)} =0 (y - 1:) ) (627)
{Ky(y),E¥ (2)} =6 (y — ), (6.2.8)

imponemos la conservacién de la primera condicion gauge, E* — 22 = 0, mediante la

cancelacion de su corchete de Poisson con el hamiltoniano total; es decir,

{E*— 2% Hr} =0. (6.2.9)
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Como consecuencia de la ecuacion (6.2.9),

(N* + NK,) 2VE* =0, (6.2.10)

y como ademés K, = 0, tenemos
N* =0. (6.2.11)

Analogamente, la conservaciéon para la segunda condicién, K, = 0, implica

{K,; Hr} = 0. (6.2.12)

Considerando que, luego de fijar el gauge, la expresion (6.2.6) del hamiltoniano

total toma la forma

3¢ EY  22(E¥)  2r (P} 2
Hp =N |- — — — (242 (¢ 6.2.13
T <2E<P 2w (BeY? | B ( : Pe@r ) (6.2.13)

la condicién (6.2.12) es

{Kg@; N {2% - % - sz(f;)/ + % (%% +a® (qﬁ’)z)] } —0. (6.2.14)

Teniendo en cuenta que los nicos corchetes no nulos son los de K, con funciones
/
de E¥ o (E¥)’, obtenemos

(Nac2 ) 2Na2?(E?)  3aN N 27N (Pj
(E¥)” (B¥)*  2(E¥)” 2r (B¥)

Finalmente,

— o (_j .y (¢’)2) =0 (6.2.16)
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A partir del vinculo hamiltoniano tenemos la expresion

ALt (B AnP3 drat(¢)? 0 6917
2 —|— P) 3 + 2 2 - Y ( e )
(E%) (E%) (E%) (E%) (E%)
por lo tanto,
(B?) 3 (B¢? 21P} "
I i v i e 2z (¢')” = 0. (6.2.18)

Por otro lado, partiendo del lagrangiano (6.2.1), la ecuacion de Euler-Lagrange para
el campo escalar es

9,0"¢ = 0¢ = 0. (6.2.19)

Seré 1til introducir las siguientes variables auxiliares (en correspondencia a (4.2.20)
v (4.2.21)),

o= (6.2.20)
Ee .
T

La ecuacion de movimiento para ® surge directamente de derivar (6.2.20) y sustituir

(6.2.21):
P = (%H) : (6.2.22)

Definiendo

I = (—det ()" = tNE¥ (6.2.23)

podemos escribir la ecuacién de movimiento del campo como
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O¢ =179, (Tg"d,6) =0 (6.2.24)

0, equivalentemente,

3N

%

O (tNE?g"0,) + 0, (tNE?¢"0,¢) = 0, (—"ijﬂgis) + 0, ( (/5’) =0. (6.2.25)

Finalmente, tenemos

zE? ..  a3N 3N’ +3x2N, 3N (E%)

A o 57 ¢ =0, (6.2.26)

N
y, utilizando (6.2.21),

6.2.27
E¥ + E¥ (E%)? ( )

. aN _, (zN' 3N aN(E¥)
s (e

El sistema de ecuaciones clasicas estd conformado por las expresiones (6.2.16),

(6.2.18), (6.2.22) y (6.2.27).

6.3. Polimerizacion

Seria un objetivo muy ambicioso intentar construir una version cuantica del mo-
delo estudiado por Choptuik. Lamentablemente, nadie sabe atin cémo realizarla, y
varios intentos de cuantizacién completa, incluso en sistemas mas sencillos que el
propuesto aqui, han fracasado. En efecto, el problema de la inclusion de materia
autogravitante en sistemas con infinitos grados de libertad no ha sido resuelto en
gravedad cuantica de lazos, tal como discutimos en la seccion (3.9).

En este trabajo nos inclinamos por un primer paso mas modesto: realizar un ana-
lisis semiclasico del colapso gravitacional del campo escalar. En realidad, determinar
las verdaderas ecuaciones semiclasicas es un problema muy dificil que requiere iden-
tificar estados semiclasicos en la teoria completa. Nuestra comprension actual de la
gravedad cuéntica de lazos atin no se encuentra en ese lugar, incluso para modelos

simplificados. En vista de ello, utilizamos un enfoque comtn para generar candidatos
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a las ecuaciones semiclasicas, un procedimiento llamado polimerizacion, que ha sido

utilizado ampliamente en el contexto de la cosmologia cudntica de lazos [15].

En este enfoque, algunas de las variables de la teoria que estarian representadas
por holonomias en la Gravedad Cuantica de Lazos seran reemplazadas por una ver-
sion ‘polimerizada’ de ellas mismas. Para una variable genérica ¢ esto corresponde
a una transformacion ¢ — sin(ky)/k, donde k es llamado pardmetro de polimeriza-
citon. Pero, ;Cudl es la justificacion para dicho procedimiento?. La motivacién para
considerar representaciones poliméricas para campos escalares en gravedad cuéntica
de lazos fueron sefialadas por primera vez por Thiemann [11] como una necesidad
de lidiar con la invariancia de difeomorfismos y tener una medida bien definida en
el espacio de Hilbert de los campos materiales. Para hacer compatible la materia
con los espacios de Hilbert de interés, generalmente se consideran productos internos
en los que ciertas variables (como la conexion) no estan bien definidas [27], pero su
holonomia si lo esta. En el capitulo (3), en el cual introdujimos la representacion
de lazos, vimos que una holonomia corresponde a una exponencial, por lo tanto, el
proceso de polimerizacion implica reemplazar las variables por sus versiones expo-
nenciadas y tomar la funcion seno, ya que el interés fisico esté en la parte real de la
variable exponenciada.

En el caso en que la variable a polimerizar sea una conexiéon (como se da en las
variables gravitacionales), el parametro de polimerizacion corresponde a la longitud
del lazo a lo largo del cual se calcula la holonomia. En el limite donde ese lazo
se reduce a un punto, la variable exponenciada devuelve la variable original y se

recupera la teoria clasica:

sin(kp) ~ ke = ¢ —sin(kp)/k e (6.3.1)

k0 ©~0

En gravedad cuantica de lazos se espera que exista un cuanto de area y, por ende,
debe haber un valor propio minimo de la misma, lo que implica que la longitud de
un lazo no puede reducirse a cero. El valor minimo de dicha longitud sera el valor del
parametro de polimerizacion. El valor propio minimo de las areas esta relacionado
con la longitud de Planck y, por lo tanto, los pardmetros de polimerizacion seran del
orden de la escala de Planck.

Este tipo de construccion también se entiende como una representacion no estan-
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dar de las relaciones de conmutacion candnicas y se puede aplicar en sistemas ordi-
narios de Mecéanica Cuantica [28]. En el caso en que la variable no sea una conexion,
la cantidad exponenciada se conoce como holonomia puntual. El uso de holonomias
puntuales también se ha recomendado en la teoria completa para representar campos
escalares. Estas se pueden promover a operadores definidos como densidades en un
espacio de Hilbert que implementa las relaciones de adjunciéon apropiadas. En el tra-
bajo de Thiemann [11] se demuestra que si una medida cinematica esta en conflicto
con la invariancia bajo difeomorfismos cuando se implementan las relaciones de con-
mutacion canodnicas y las relaciones de adjuncién, cualquier intento por resolver los
problemas que se presenten, conduce naturalmente a la consideracion de holonomias

puntuales.

No se garantiza que la polimerizacién produzca la teoria semiclasica correcta,
sin embargo, en todos los ejemplos estudiados hasta ahora ha cosechado buenos re-
sultados. Idealmente, se podria derivar una teoria semiclasica a partir de una teoria
cuantica completa de la gravedad, pero desafortunadamente no se conoce tal descrip-
cion. Nos conformamos con la teoria polimerizada como el mejor candidato disponible

para una teoria semiclasica.

6.4. Ecuaciones semiclasicas

Comencemos observando que la fijacion de gauge elegida, ademés de estar en
concordancia con el tratamiento de Choptuik, casualmente, hace que la parte gravi-
tacional de las ecuaciones semiclasicas se reduzca a la forma clasica. Tanto K, como
K, se eliminan de las ecuaciones, siendo estas las variables que se deberian polime-
rizar en la teoria semiclasica. Esto significa que el tinico efecto de la cuantizacion de

lazos esti en la polimerizaciéon de las variables escalares.

Para construir las ecuaciones semiclasicas polimerizamos el campo escalar me-
diante la transformacion )
sin (k)

¢ — L )

(6.4.1)

y su momento candnico,
P, — P,, (6.4.2)
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donde k es el parametro de polimerizacion. Como ya mencionamos anteriormente, la
discretizacién fundamental que aparece a nivel cuantico establece un limite inferior
para estos parametros, del orden de la escala de Planck (en nuestro caso el parame-
tro tiene dimensiones de longitud por lo que la escala natural seria la longitud de
Planck). Notese que en este contexto lo més natural es polimerizar las variables de
configuracion, que en el caso gravitacional son conexiones. En el caso de las teorias
métricas polimerizadas, no estd claro cual es la eleccion més natural, si polimerizar
la variable de configuracion o el momento |6, 7.

Para calcular las ecuaciones semiclésicas primero debemos aplicar la polimeriza-

cion (6.4.1)-(6.4.2) en el hamiltoniano (6.2.13), que toma la forma

3v  E¥ 2*(E¥) 2r (P} 3.1 2
HT—N{@—%— B +ﬁ (?—Fx (¢ cos (kg)) )} (6.4.3)

Las nuevas ecuaciones de movimiento vienen dadas por los corchetes de Poisson

de las variables escalares con el hamiltoniano total, de manera que

P, ={P,(y), Hr (z)}. (6.4.5)

Recordemos que para dos funciones F' [p(x), P,(x)] v G [¢(y), P,(y)] los corchetes de

Poisson estan definidos de la siguiente manera:

_ OF [p(x), Pp(x)] 0G [p(y), Pp(y)]
o= [ dz( 90 (2) oP, (2)
OF

[p(z), Pp()] OG [p(y), Pw(y)])
OF, (2) dp (2) ’

(6.4.6)

Los corchetes en (6.4.4) se resuelven sencillamente teniendo en cuenta que el dlgebra

satisface: {¢ (y), P,

te distinto de cero es (27N/pea) { ¢ (y) ,Pj (z)}, la ecuacion de movimiento para el

(r)} =6 (y — x). Observando que el @nico término con corche-

campo escalar polimerizado tiene la forma:
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47N

¢ =2 Po (6.4.7)
Por otra parte, en (6.4.5) solo sobrevive el término:
. f T . ;72
2= {Pot) L3 [mpo )]} (6.48)

donde f (z) = 223 La definicién (6.4.6) nos permite calcular el lado derecho de la

expresion (6.4.8):

P@ = /dsz(f)

P, (y) 0 (sin (kv <w>>>’)2]
OP,

e (2) 0 (2)
= d% [—5 (y==) agoau) (8Sin (akf Wﬂ (049
_ _/dsz(;v)2 (38111(;;0 (l’))) &pé’(z) ((%ingfj(x))) |

Invirtiendo el orden de las derivadas en x y ¢ (z), tenemos

P, =2 dz% (k¢ cos (ke (2))) % (kcos (kp (2))d (x — 2))

=2f (x) k (¢')" cos (ke () sin (ke () + 2 [f () ¢ cos® (ke ()],

(6.4.10)

y, finalmente, la ecuacion para el momento conjugado del campo escalar es:

. 4na® [(3NEY —xN (E®) + N'E*z\ ,
Po=—, K v ¢’ cos” (k)

+N¢" cos® (k) — eNk (¢)° cos (k) sin (k:cp)] :

(6.4.11)

Al introducir la transformacion (6.4.1)-(6.4.2) en la ecuacion (6.2.16), se obtiene

(Etp)/ B i n (E‘P)Q P ((P@)2 N (90/)2 cos (k’g&)) —0, (6.4.12)

Ee 2x 2q3 4

mientras que al hacerlo en la ecuacion (6.2.18), la misma se mantiene invariante:
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/ Y ©)2

%—(2—2—1—;—(2—3):0. (6.4.13)
El sistema formado por las expresiones (6.4.12), (6.4.13), (6.4.7) y (6.4.11) son las
ecuaciones semiclasicas que describen el colapso gravitacional del campo escalar po-
limerizado. Notese que cuando k£ — 0 se recupera el limite clasico, ya que ¢ se reduce
a ¢y P,a 2?Il en ese limite. Para facilitar la comparacion con la notacion de Chop-
tuik, debe tenerse en cuenta que E¥ = za en términos de las variables utilizadas en
[3]. Cabe senalar que las ecuaciones polimerizadas retienen la invariancia de escala
de las ecuaciones clasicas: © — cx, t — ct con c¢ constante. Esta es una diferencia
clave con otros tratamientos polimerizados basados en variables métricas |6, 7| que
introducen una correccién dependiente de la escala de longitud cerca del origen de
la coordenada radial, y que encontraron una brecha en la funcién de la masa del
agujero negro. Garfinkle senald en [16] que esta simetria es una condicion necesaria
para la existencia de una solucion critica autosimilar y, por lo tanto, una brecha de

masa Cero.

6.5. Simulaciones numéricas con cédigo AMR

Procedimos a integrar las ecuaciones adaptando una version del codigo original de
Choptuik (disponible publicamente en [17]), utilizando técnicas de diferencias finitas,
un método que ha sido de gran utilidad en el estudio de fenémenos similares que se
describen en este trabajo, ya que pueden desplegarse en escalas espaciotemporales
arbitrariamente pequenas. Elegimos como familia de datos iniciales un conjunto de

gaussianas parametrizadas, de la forma

p (r) = poexp (— [(z — x0) /9]7) . (6.5.1)

Mantendremos xg = 25, 0 = 1,5 y ¢ = 2 fijos y variaremos ¢g, que asumira el
papel del pardmetro p. La amplitud inicial p = ¢, caracteriza la fuerza de la au-

tointeraccion gravitacional del campo escalar'. Existe un valor, paei, tal que en el

! También hemos realizado pruebas eligiendo xy, § 0 ¢ como pardametro variable, p, obteniendo
los mismos resultados.
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limite p — paepir, la evolucion del campo escalar esté descrita por una solucion (bien
aproximada por una solucién lineal de la ecuaciéon de onda usual con simetria esfé-
rica) donde el paquete de onda implosiona a través de z = 0 y luego se dispersa al
infinito. En el otro extremo existe un valor del pardmetro, psyerte, tal que, cuando
P — Dfuerte, €l estado final de la evolucion (no lineal) es un agujero negro formado
por el colapso del paquete de onda, con una pequena fraccién del campo escalar que
se escapa hasta el infinito. Genéricamente, entre estos dos extremos existe un valor
critico de parametro p, que llamamos p*, donde ocurre la formaciéon de un aguje-
ro negro. El valor de p* puede hallarse utilizando una busqueda binaria basada en
identificar si se ha formado o no un agujero negro durante un célculo. Asumiendo
que Pacvit < P* < Dfuerte (cOmMo es en el caso en que p = ¢g) nos referiremos a las
soluciones S[p < p*| y S[p > p*], como subcritica y supercritica, respectivamente.
En la figura (6.5.1) vemos un ejemplo de la evolucion del campo escalar. Se
trata de una solucién supercritica para un valor del pardmetro de polimerizacion
k = 1. Se puede distinguir claramente como el pulso colapsa al llegar al origen de

coordenadas y una pequena fraccion del mismo se dispersa hacia el infinito. Las

1.5

campo escalar

tiempo

3.5

30

Figura 6.5.1: Evolucion del campo escalar polimerizado para k = 1.

simulaciones muestran que existe el valor critico mencionado, p*, del parametro por

debajo del cual no se forma ningtn agujero negro y por encima de él se ve el colapso
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Figura 6.5.2: El lapso se desvia de uno en la regién que el pulso viaja hacia z = 0. A medida
que este se aproxima al origen de coordenadas, el lapso cae rapidamente a cero, lo que indica la
formacién de un agujero negro. Se ve una onda saliente de campo escalar que no es capturada por
la formacion del agujero negro. Para esta evolucion, el parametro de polimerizacion k es igual 1, un
valor muy grande (dado que se espera que el parametro sea de la escala de Planck) y, sin embargo

la dindmica es muy similar al caso cléasico (k = 0).

de la funcion lapso (ver figura (6.5.2)), comportamiento tipico ante la formacion de
un agujero negro. El sistema de coordenadas (polar/radial) que hemos utilizado no
puede penetrar el horizonte, sin embargo, existen claros indicios de la formacion de
un agujero negro en los regimenes apropiados. Por ejemplo, la cantidad 2m (z,t) /x
tiende rapidamente a 1 en un radio Rpy, el radio de Schwarzschild, y esto sucede
justamente cuando el lapso se anula (figura (6.5.3)). De aqui podemos obtener una

aproximacion de la masa del agujero negro.

Para encontrar el valor critico p* utilizamos un método de btisqueda binaria en
el que uno aumenta mono6tonamente el valor del parametro hasta que se forma un
agujero negro, luego retrocede, determinando un rango (cada vez mas pequeno) en

el cual se encuentra el valor critico.
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x

Figura 6.5.3: Comportamiento de la funciéon aspecto de masa, m(z,t), definida a partir de
1— 2m(x,t

a su valor final después de la formacién del agujero negro.

Escala de masa

6.5.1.

La figura (6.5.4) muestra el comportamiento de la masa final del agujero negro

en funcion del parametro p, para varios valores del pardmetro de polimerizacion, k.
incluso con el mismo exponente universal y una dependencia muy leve del parametro

Se observa el mismo comportamiento que Choptuik encontré en la teoria clasica,

de polimerizacion.

La masa del agujero negro se relaciona con el parametro p de manera que:

(6.5.2)

~

p

p_

(

datos iniciales y del parametro k. No detecta-

=C

mpH

C depende de los

donde la constante

del valor de v ~ 0,37 observado en el caso clésico, a

mos desviaciones significativas

menos que forcemos valores exageradamente grandes del parametro de polimeriza-

desde k = 0 hasta k ~ 0,5 el exponente

)

)

numéricos

6.5.4

(
permanece igual (dentro de los errores

Como se puede ver en la figura

cion.

é en que,

2

). Debemos hacer hincapi

lcasode k =1y

.

~

mas aun e

fisicamente, k ~ 0,5 es un valor irrealmente grande,
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Ln(magy),

Datos numéricos, k=0:  +

al Datos numéricos, k=1:

Datos numéricos, k=3:
Ajuste lineal, k=0: ——
Ajuste lineal, k=1: ——
Ajuste lineal, k=3: ——

-13 -12 -11 -8 -7

L -10_ crit
N (@, = 9y™)

Figura 6.5.4: Grafica de la masa final del agujero negro en funcién del pardmetro de datos iniciales,
para diferentes valores del pardametro de polimerizaciéon k. Los signos + corresponden a los datos
numeéricos de k = 0 (el caso estudiado por Choptuik), x corresponde a k = 1, y los * a k = 3. Las

lineas rectas son ajustes por minimos cuadrados de los datos numéricos correspondientes.

k = 3 (debe recordarse que se supone que k es del orden de la escala de Planck).

6.5.2. Autosimilitud discreta y "wiggles"

Una vez comprobada la ley de potencia para la masa del agujero negro, nos
volcamos a explorar la correccion en escala de masa (6.1.2) y la autosimilitud discreta
(6.1.5), haciendo uso de un codigo con AMR. Se observo que en la teorfa semiclasica
también aparecen ondulaciones ("wiggles") y ecos (repeticiones en los campos), y
que sus caracteristicas difieren sutilmente de las de la Relatividad General clasica, a
menos que se tomen valores irrealmente grandes del parametro de polimerizacion.

La figura (6.5.5) muestra la ley de potencia de la masa del agujero negro en fun-
cion de la desviacion del pardmetro p de los datos iniciales respecto del valor critico
p*. Los datos iniciales consisten en un perfil gaussiano del campo escalar parame-
trizado por su amplitud y el parametro utilizado es k = 0, que se corresponde con
el caso de Relatividad General clasica. La escala de masa en el panel superior es

lineal modulada por un movimiento perioédico, y es consistente con la observada por
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Figura 6.5.5: La escala de masa (panel superior) y los "wiggles" en las desviaciones del ajuste
lineal (panel superior) en escala log-log, para la teoria polimerizada con k = 0. Las cruces indican los
resultados de las evoluciones numéricas y la linea roja se obtiene mediante un ajuste por minimos
cuadrados para dichos datos. Aqui el ajuste tiene una pendiente v = 0, 37, consistente con el valor
obtenido por Choptuik. El rango de los parametros p se eligio de modo de maximizar la visibilidad
de los "wiggles" y no necesariamente da el mejor ajuste para el exponente, es por eso que tenemos

menos precisién para el valor v que en [1].

Choptuik. El panel inferior muestra las desviaciones del ajuste lineal por minimos
cuadrados (en el diagrama log-log), mostrando los "wiggles" que Piran y Hod nota-
ron por primera vez, consistentes (dentro de nuestra precision) con la periodicidad
presentada en [23], w = 4, 6.

La figura (6.5.6) muestra los mismos resultados, pero ahora para la teoria poli-
merizada con k = 1, un valor irrealmente grande para hacer los posibles efectos de
la polimerizacion mas distinguibles. Se observa una dependencia muy leve del paréa-
metro de polimerizacion para el exponente de escala de masa (y; ~ 0,38 para k = 1
frente a vy ~ 0,37 para k = 0). El efecto en la frecuencia de los "wiggles" también
es muy pequeno. Dentro de los errores numéricos no se aprecia una distincion muy

marcada entre los casos k = 1 y la Relatividad General (k = 0).

Por otro lado, Choptuik not6 que sus evoluciones numéricas muy cercanas a la
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Figura 6.5.6: La escala de masa para k = 1, similar a la figura (6.5.5). Recordemos que el valor
k = 1 es bastante grande, ya que se supone que k es del orden de la longitud de Planck, y seria
muy pequeno en comparacién con las otras escalas de longitud de la problema, tal como el radio
del ’cascarén’ de datos iniciales que colapsa, o la masa final del agujero negro.

criticalidad mostraban una periodicidad acompanada de un cambio de escala. Para
demostrar este comportamiento, consideramos un campo representativo en el régimen
critico periodico en la escala logaritmica de tiempo. La figura (6.5.7) muestra la
funcion 2m()/z (donde m(x) es la funciéon de aspecto de masa) versus In(z) para el caso
polimerizado k£ = 1. Desplazando esta curva en la coordenada radial logaritmica hacia
afuera una cantidad 3,4 se obtiene un perfil que coincide con este mismo campo 3, 2
unidades de tiempo antes (también en escala logaritmica). La concordancia de estas
dos curvas sugiere que la solucién se repite en una escala mas pequena consistente con
una autosimilitud discreta. Debido a que estos periodos observados (para el tiempo
logaritmico y el radio logaritmico por separado) para k = 1 son consistentes con
los valores de Choptuik, no detectamos un cambio apreciable en la solucién critica

debido a la polimerizacion.

Hemos realizado pruebas con otras familias de datos iniciales que confirman su

universalidad. Un punto interesante a discutir es que la teoria polimerizada tiene una



6.5. SIMULACIONES NUMERICAS CON CODIGO AMR 185

[3,7:0,56]

t=2,6263

2m(/x | /\
N/ \/ \

i

e g
[-11,0:0,0] .~ - -

5
m(x)/x ;/\ / \ ;f\
H ; i'\ i
H A t=2,6650

[3,7:0,56]

~

] o o

[-11,0:0,0

Figura 6.5.7: La curva mostrada es 2M(z)/ vs. In(z) para el caso polimerizado k = 1. Para
distinguir el eco, se muestra el campo correspondiente al tiempo t = 2,6741. Las dos curvas en
negrita a la derecha son la curva anterior desplazada una cantidad 1,7 y 3,4. La curva gris es el
mismo campo en dos tiempos anteriores ¢t = 2, 6650 (arriba) y ¢ = 2,6263 (abajo). La coincidencia
casi exacta en la forma de estas curvas sugiere una evolucién hacia la auto-similaridad discreta. De
las curvas podemos determinar que el periodo en la direccién radial es 1,7 y en el tiempo es 1,6,
en amplio acuerdo con los observados por Choptuik de 3,4 (ya que elegimos la funcion 2M(z)/z, que

ignora el signo del campo escalar, el periodo es la mitad del observado por Choptuik).

desviacion maxima de la teoria clasica cuando ky = 7/2. Al observar simulaciones
cercanas a la criticalidad, pero atin subcriticas, observamos que k¢ es siempre consi-
derablemente menor que 7/2 para un p dado en el dominio cubierto (que en el caso
de la formacion de un agujero negro es solo el exterior del mismo). Esto se mantiene
incluso para k = 1, que como ya hemos argumentado, ya es un valor irrealmente
grande. Las regiones con k¢ ~ /2 pueden ocurrir cerca del origen, donde se espera
que se desarrollen grandes curvaturas. Esto esta en linea con la expectativa de que la
teoria polimerizada se apartara de la Relatividad General solo cerca de donde se su-
pone que existe una singularidad. Las soluciones de la teoria cuantica para agujeros

negros en |18] refuerzan esta creencia.

Cabe senalar que las ecuaciones para el campo escalar polimerizado permiten la
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formacion de 'shocks’ ya que las velocidades de propagacion dependen del cos (k).
Tales fenémenos requieren condiciones adicionales para elegir una solucion tnica y
no existe una teoria bien desarrollada para manejarlos en este caso. Ciertas elecciones
iniciales de k¢ pueden conducir a un comportamiento bastante complejo, en escalas
de tiempo mas cortas que la formacion de un agujero negro (el pulso "se detiene"
en la region exterior), donde se desarrollan caracteristicas dificiles de seguir, incluso
con el algoritmo AMR. Dentro del conjunto de familias con grandes kg iniciales se
pueden encontrar ’islas’ donde el comportamiento es similar al que observamos para
k pequenos y es analogo al comportamiento clasico de Choptuik, pero estan rodeadas
de datos iniciales que no pueden siquiera formar agujeros negros. Se necesitan més
estudios para comprender el espacio de fases completo de los datos iniciales cuando se
permiten valores de ky grandes. También se debe tener cierta precaucion para sacar
conclusiones sobre el interior y hay que considerar que, aunque es potencialmente
interesante desde un punto de vista mateméatico, las soluciones con k¢ grande estan
realmente més alla del &mbito de la aplicabilidad fisica de la teoria semiclasica.

Es bien sabido que el fenémeno de Choptuik cercano a la criticalidad genera
grandes curvaturas cerca del horizonte, y es esperable que las grandes regiones de
curvatura requirieran gravedad cuéntica completa para su descripciéon. Aunque se ha
observado, en el contexto de la cosmologia cuantica de lazos, que la teoria semiclésica
funciona bien incluso en el régimen cuéntico profundo [19], no tenemos ninguna razén
para esperar algo similar en nuestro caso. No obstante, el hecho de que las velocidades
de propagacion dependan del valor de ¢ cuando k # 0 podria tener consecuencias
potencialmente observables incluso en un régimen donde un enfoque semiclasico fuese
aplicable.

Otro punto a tener en cuenta es que hemos considerado una polimerizaciéon con
pardmetro constante. En cosmologia cuéntica de lazos al menos, se ha demostrado
que es mas correcto fisicamente utilizar parametros de polimerizaciéon que dependen
de las variables dinamicas [15]. Este tema no se ha explorado significativamente fuera
del contexto de la cosmologia y es posible que desee considerarlo en un analisis futuro

de la situacion estudiada aqui [10].



Capitulo 7
Polimerizacién covariante

El procedimiento de polimerizacién ha sido muy utilizado en modelos de cosmo-
logia cuantica de lazos, sin embargo, ha sido criticado por la falta de covarianza.
Dado que normalmente se trabaja en un contexto canénico, la polimerizaciéon altera
las variables espaciales. La construccion es genéricamente dependiente de la foliacion
[29]. Si bien puede ser esperable que la cuantizacion presente desvios de la covarianza
observables para curvaturas de orden Planck o sistemas de referencia que violen los
limites establecidos por la escala Planck, existen modelos en que las desviaciones

ocurren a escalas mayores.

En esta seccion vamos a proponer un nuevo procedimiento de polimerizacion para
variables escalares y aplicarlo al caso de un campo escalar acoplado a la gravedad en
simetria esférica. La particularidad es que el nuevo procedimiento de polimerizacién
es una transformacion canoénica no biyectiva sobre las variables de la Relatividad
General clasica acopladas a un campo escalar, que no interfiere con la covarianza de
la teoria. En principio, esto puede parecer extrano, ya que, si se trata de una trans-
formacion canodnica, se trata esencialmente de la misma teorfa. ;Cémo podria esto
capturar correcciones cuanticas no triviales? La respuesta es que la transformacion
canoénica utilizada no es invertible y, por lo tanto, la teoria resultante no es unita-
riamente equivalente a la no holonomizada [30, 31, 32|. La transformacion canoénica
conduce a una teoria que puede verse como la teoria semiclasica que surge de una

representacion no estandar del algebra de Weyl.

A continuacion, veremos que los resultados del anélisis del modelo de la seccion

187



188 CAPITULO 7. POLIMERIZACION COVARIANTE

(6) no cambian significativamente con la polimerizacion covariante.

7.1. Relatividad General con simetria esférica

Recordemos que partiendo de la métrica con simetria esférica,

ds* = —N?dt* + A*dz* + R*d() (7.1.1)

el hamiltoniano total tiene la forma (6.2.5)

Hr = /dff (N (BE®) K, — E¥ (K,) — 87P;¢')
Kepe | ((B7))"  VE" (B) (B9)
2WE*  8/E*E® 9 (E'go)2 (7.1.2)

+\/Er (Eﬂff)”+ 21 P2 +27r\/ExE$ (¢)?
2E% VE*EY Ev '

ESO
+N [ - —WEK, K, —
( 2/ E= v

El vinculo hamiltoniano y el de difeomorfismos satisfacen el algebra habitual con
funciones de estructura. Esto dificulta la cuantizacion. Sin embargo, redefiniendo el

shift y el lapso segin

. 2NK Vv E*
N*=N*4 2| 7.1.3
_ @
N = E N,, (7.1.4)
(E7)
tenemos que el hamiltoniano total es
Hp = / dz {N* ((E*) K, — E? (K,) — 81 Ps¢')
2 /
i [ vz (&) : 2K, VE" /Py
TN || VE <4(E¢)2 —1-K, )| - R (7.1.5)

2 (BB 2nVETE (B (¢)’
VE= (E¥%)? (B¢)? ’
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donde
D= N*[(E") K, — E¥ (K,) — 87Ps¢'] (7.1.6)

es el vinculo de difeomorfismos vy,

(0]

H=N
4(E¢)2 ®

(7.1.7)

2K VE"¢'P, . 21 (E*)' P2 . omVETE® (E*) (¢/)?
B VB (B (57 |

es el vinculo hamiltoniano abelianizado. En el caso del vacio, esto allané el camino
hacia la cuantizacion completa del modelo |9]. Con el campo escalar presente, el tér-
mino que involucra a la derivada dificulta la abelianizacién involucrada en promover
el algebra a una versién cuantica consistente. Esto nos llevé anteriormente (en la
seccion (6) y el articulo correspondiente [1]) a considerar la version polimerizada de
la teoria considerando la misma eleccion de gauge hecha por Choptuik, E* = 22 y
K, =0, lo que conduce a una teoria reducida en la que solo es necesario polimerizar
el campo escalar. Al seguir este procedimiento de cuantizaciéon cabe preguntarse si
las diferentes elecciones de gauge y polimerizaciones conduciran a una teoria cuantica
equivalente; ese deberia ser el caso, al menos en la region exterior al agujero negro,

donde las desviaciones cuanticas son muy pequenas.

7.2. Nueva polimerizacion covariante

En el nuevo enfoque, aplicaremos las siguientes transformaciones canénicas para
el campo escalar, ¢, la curvatura extrinseca, Ky, y sus momentos canonicos, Py y la

triada E%, respectivamente:

e R
K. — sin(pK,) EY EY (721)
Mt cos(pK )

Aqui, k£ y p son los pardmetros de polimerizacién para el campo escalar y la curvatura
extrinseca, respectivamente. Cabe destacar que la transformacién candnica no es

biyectiva en todo el espacio de fases, por lo tanto, es propiamente una transformacion
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canonica siempre que pK, sea menor que /2. Esto permite el surgimiento de una

nueva fisica si se consideran rangos en los que la transformacion no es invertible.

Aplicando la transformacion candnica (7.2.1) tenemos que el hamiltoniano pasa a ser

_\_ NVE= (B (E*)" cos? (pK,) N ((E") ) cos? (pK,)
1= (577 R
NVE* ((E*))" (B#) cos® (pK,)  NVE* ((E)) p (K
2 (E¥)? 2 (E¥)
_]\_f (B~ sin® (pK,) B 2NV E?sin (pK,) cos (pK,) (KSD)/
2VE" (H p? ) p
_ 2N'sin (pK,,) cos (0K ,) VE=P,y  2rN (E”) cos® (pK,) P2

pE? VE?® (E#)? cos? (ko)
QWN\/ﬁEI (E*) (¢')? cos? (ky) cos? (pK.,)
(B#)?

(7.2.2)

El vinculo de difeomorfismo permanece invariante, por lo tanto, tampoco varia
su algebra con si mismo, ni con el hamiltoniano. Ademas, se puede comprobar que

el hamiltoniano sigue siendo abeliano, ya que conmuta consigo mismo,

[H (N(z)),H (M(y))] =~ 0. (7.2.3)

La teoria resultante, por lo tanto, mantiene su algebra de vinculos.

7.3. Relacién con otros enfoques de polimerizacion

Para hacer una comparacion confiable del nuevo enfoque con la polimerizacion
estudiada en la seccion (6), utilizaremos las mismas coordenadas (de Schwarzschild),
las habituales para el exterior del agujero negro (E® = z?), mas la condicién adicional
en la curvatura extrinseca (K, = 0). Una vez fijado el gauge, el hamiltoniano (7.2.2)

toma la forma
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2
3v  E¥  2?(E¥) 27r< P’

27 ox () | E¢ +a (s@’cos(kso))z)}. (7.3.1)

x cos? (k)

Analogamente a lo realizado en la seccion (6) podemos calcular las ecuaciones

para el campo escalar y su momento candnico conjugado.

b= o) H@} = prreeiis (732

Fo= B (). H@} =) R W), 225900032](3290($))+2g‘]jx3(<Sm§€k@)))

_ AnNPZksin(kp) = 4ra® [(3NEY —aN (E¥) + N'E¥x
-~ Eex cos? (ko) E¥ E¥

+N¢" cos® (k) — xNk (¢')° cos (kp) sin (/{:gp)}

) o

(7.3.3)

Entonces, el sistema de ecuaciones semiclasicas del modelo de Choptuik con la nueva

polimerizaciéon (7.2.1), toman la forma:

N’ (E‘P)/ 2 (E¢)2
S S 20 S Ay 7.34
N kv x x3 ’ ( )

ATNP,

=" "¢ 7.3.6
E¥xcos? (ke)’ ( )

@
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ATNP? ksin (k) 4ma? 2
py=——_¢ |~ Nk ()? cos (k) sin (k
o Fez cos (hp) | B L ° ()" cos (ki) sin (k) o
NE? — N (E¥) + N'E? o
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Figura 7.3.1: La escala de masa del agujero negro observado por primera vez por Choptuik
[3] para el colapso gravitacional de un campo escalar sin masa esféricamente simétrico. Aqui lo
representamos para la teoria clasica (k = 0), en color rojo, y para la polimerizacién covariante, en
azul, con un valor exageradamente grande del pardmetro de polimerizacién, k = 1, para hacer mas
visibles las posibles discrepancias con la teoria clésica. Los circulos representan los datos numéricos

y las lineas continuas representan un ajuste por minimos cuadrados.

Comparando con la polimerizacion mas tradicional, considerada en (6), las ulti-
mas tres ecuaciones estin modificadas. El primer término en (7.3.7) es nuevo y los
cosenos en el denominador de (7.3.5) y (7.3.6) estaban ausentes. Estos términos pue-

den hacer una diferencia potencialmente significativa en algunas regiones del espacio
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de fases. Para intentar probar esto, realizamos simulaciones numeéricas como las de
la seccion anterior para determinar la ley de escala de la masa del agujero negro en
funcion de un pardmetro en los datos iniciales. La figura (7.3.1) muestra la compa-
racion de la polimerizacion covariante para el valor £ = 1 (anormalmente grande
del parametro de polimerizacion) respecto de la teoria clasica. Como puede verse, la
ley de escala de masa la para polimerizacion covariante coincide con la Relatividad
General (k = 0). Por supuesto, dado que el fenémeno Choptuik estd determinado
por la geometria exterior del agujero negro donde los campos son débiles, quizas no
sea sorprendente que la polimerizaciéon produzca el mismo resultado. Por otro lado,
proporciona evidencia de que los resultados encontrados en el enfoque anterior no
tienen una dependencia significativa de la foliacién, ya que difieren poco de la nueva
polimerizacion que no depende de la misma. Cabe senalar que, para agujeros negros
pequenos, los fenémenos estudiados por Choptuik involucran regiones de gran curva-
tura inmediatamente fuera del horizonte y, por lo tanto, los resultados pueden variar
con la polimerizacion. En efecto es esperable que en regiones altamente cuanticas,
con ko ~ 7/2 (que no son alcanzadas en los casos aqui analizados) se produzcan

desvios importantes de la teoria covariante clasica.
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Capitulo 8
Discusion y Conclusiones

Hemos estudiado la criticalidad en el colapso de un campo escalar sin masa,
minimamente acoplado a la gravedad, en una versiéon semiclasica de la gravedad
cuantica de lazos y en el caso esféricamente simétrico. Encontramos que los resultados
para la escala de masa del agujero negro concuerdan con los de la Relatividad General
clasica, con una dependencia muy leve respecto al parametro de polimerizacion y sin

la existencia de un valor minimo de dicha masa.

Hemos mostrado que en el exponente de la ley de potencia también estan presen-

"wiggles" observados por Hod y Piran. El tnico efecto de la polimerizaciéon

tes los
es alterar ligeramente los valores de la escala exponencial de la masa. No detecta-
mos, dentro de la precisiéon numeérica, la dependencia del periodo de la autosimilitud
discreta respecto al parametro de polimerizaciéon. Esto proporciona evidencia sélida
de la existencia de una solucién critica en el régimen semiclasico y que la solucion
aparenta tener la misma periodicidad que para el caso de la Relatividad General

clasica.

Finalmente, introducimos una nueva polimerizacién para campos escalares aco-
plada a la gravedad. Esto puede verse como una representaciéon no estandar del
algebra de Weyl diferente a la que suele considerarse en Gravedad Cuantica de Lazos
acoplada a campos escalares. Tiene la ventaja de que es una transformaciéon cano-
nica de las variables originales, lo cual significa que conserva el adlgebra de vinculos
y la covarianza de la teoria, algo que las elecciones previas no hacian. Dado que la

transformacion no es invertible en todo el espacio de fases, esta permite tener los
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fendbmenos novedosos habituales que introducen las cuantizaciones de lazos en regio-
nes donde se espera que la Relatividad General no sea valida; por ejemplo, cerca de
singularidades. En particular, admite una representaciéon en un espacio de Hilbert
definido en términos de la medida de Ashtekar-Lewandowski [27].

Aunque solamente hemos explorado las implicaciones de la polimerizacion cova-
riante en el contexto de campos escalares esféricamente simétricos, es posible que se
pueda encontrar un analogo para la teoria completa. FEsto requerirda mas investiga-
ciones. Es normal cuestionarse sobre la resolucién de la singularidad con la polimeri-
zacion propuesta. Parece que los mismos ingredientes que han llevado a la resolucion
de la singularidad en la gravedad cuantica de lazos con simetria esférica en poli-
merizaciones anteriores (las cuantizaciones pg |9] y i [10]) estdn presentes en este
enfoque. Es decir, que el observable de Dirac parametrizado correspondiente a la
métrica se vuelve complejo para radios menores que un radio dado. Esto requiere
eliminar puntos de la red de espin en la region donde solia estar la singularidad clé-
sica para garantizar que la métrica sea autoadjunta. En el espacio de fases, se tiene
esencialmente un "rebote" en la superficie en la que K, es maximo y la singularidad
no puede ser alcanzada. Nos planteamos como trabajo a futuro realizar un anélisis
exhaustivo de este punto. A partir de todo esto, surge la necesidad de estudiar el
régimen subcritico cercano a la criticalidad, lo que permite un acercamiento maximo
a lo que seria una singularidad desnuda y, por consiguiente, donde es esperable que
los efectos de la polimerizacion se manifiesten en las regiones exteriores del agujero

negro.



Apéndice A
Teoria de grupos

La teoria de grupos tiene muchas aplicaciones en el campo de la fisica, y es
potencialmente aplicable en situaciones caracterizadas por la simetria. La utilizacion
de la teoria de grupos en la Mecanica Cuantica fue propuesta en la década de los

anos 30, casi simultdneamente, por Wigner y Weyl.

A.1. Definicién y clases de grupos

Se llama grupo (G, o) a cualquier conjunto G de transformaciones de simetria que

tiene definida una operacion binaria interna 'o’ que cumple las siguientes propiedades:

1. Asociativa:

Va,b,c € G:ao(boc)=(aob)oc. (A.1.1)
2. Existe un elemento neutro, e € G, tal que:

eoca=aoe=a. (A.1.2)

3. Todo elemento a posee un simétrico, a~!, tal que:

aloa=aoal=e. (A.1.3)

Cuando un subconjunto, H, de GG conserva las propiedades de grupo con la misma
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operacion se denomina subgrupo de G. En todo grupo hay dos subgrupos, llamados

impropios, que son ¢l mismo y la identidad.

Se dice que un grupo es abeliano o conmutativo cuando verifica, ademas, la pro-

piedad conmutativa:

aob=boa, Va,beG. (A.1.4)

Se puede medir el grado de conmutatividad de un grupo mediante la operacién de
conjugacion: ¢’ es el conjugado de g si, y solo si, 3h € G tal que ¢’ = hgh™!, es decir,
g'h = hg.

Claramente, si el grupo es conmutativo todos sus elementos coinciden con sus
conjugados y solo existird una clase de equivalencia de conjugacion.

Un subgrupo, H, de G se denomina normal, invariante o autoconjugado si sus
conjugados con cualquier elemento de G permanecen en H (todo subgrupo de un
grupo abeliano es normal). Si un grupo so6lo tiene los subgrupos normales impropios
se denomina simple. Por tanto, un grupo sera simple si no posee subgrupos norma-
les propios. Diremos que un grupo es semisimple si no posee subgrupos normales
abelianos propios.

El grupo se llamaré finito si tiene un nimero finito de elementos. A este niimero
se le llama orden del grupo y se denota como |G|. En caso contrario hablaremos de
un grupo infinito.

El grupo infinito mas comin es el conjunto de matrices invertibles de orden n
sobre un cuerpo K, que normalmente es el grupo de los reales o los complejos,
tomando como operacién interna la multiplicacién entre matrices. Hay que tener en
cuenta que el orden aqui no es el orden del grupo sino el de las matrices que lo

representan. Este grupo se conoce con el nombre de grupo general lineal de orden n:

Un grupo H es homeomorfo a otro grupo G si existe una correspondencia entre
ambos que conserve la operacion de grupo. Con esta condicion, dos elementos del
grupo inicial pueden ir al mismo final pero la identidad se transformaré en identidad

en el otro grupo. Si este mapeo es biyectivo se denominara isomorfismo de grupos.
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Si el isomorfismo se realiza sobre el mismo grupo se llamara automorfismo.

Generadores Para los grupos finitos se puede definir un subconjunto, S, denomi-
nado sistema de generadores, consistente en un conjunto de elementos del grupo tales
que sus productos (o los productos de sus inversos) generan el grupo. El conjunto

generado se denota de la siguiente forma:

(S) = {9192---gr /g €S6g7t € S}. (A.1.6)

A.2. Grupos de Lie

Para los grupos infinitos, podemos utilizar la estrategia de etiquetar sus elementos
Ja, O bien, g(a), entendiendo a como un conjunto de parametros que viven en un
espacio topolégico. De esta forma, podremos hacer una correspondencia entre ese
espacio y los elementos del grupo, y muchas veces identificar ambos. Se dice que estos
pardmetros son esenciales, es decir, caracterizan completamente a cada elemento del
grupo.

Dentro de los grupos infinitos encontramos los grupos continuos, que aseguran
que si g(a)g(b) = g(c),entonces ¢ debe ser una funcién continua en los parametros a
y b.

A su vez, dentro de los grupos continuos hay un conjunto de grupos denominados
grupos de Lie, en los cuales la funcion de los parametros es analitica.

Un grupo continuo con un niimero de parametros finito a veces se denomina grupo
continuo finito y el nimero de parametros esenciales es el orden del grupo.

No hay que confundir el orden del grupo de Lie con la dimension del espacio
donde viven sus parametros. Por ejemplo, el grupo GL (n,R) actia sobre un espacio
de dimension n pero su orden es n? (el ntimero de elementos de sus matrices), por
tanto, se puede decir que vive en el espacio R™. En el caso de que el cuerpo fuera
C, el orden del grupo seria 2n?. Este orden se puede restringir en el caso de los

subgrupos. Por ejemplo, en el subgrupo de matrices unitarias,

U(n)={UeGL(n,C)/U' =U"}, (A.2.1)
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se tienen las n? condiciones

U= (U"), (A.2.2)

lo que reduce el ntimero de parametros esenciales de nuevo a n? .Ademas, si el grupo

es especial, es decir, las matrices tienen determinante igual a la unidad,
SU(n)={U €U (n)/det(U) =1}, (A.2.3)

por la condicién anadida el orden del grupo se reduce a n? — 1.

El grupo ademas serd compacto si el dominio de variaciéon de sus parametros es
cerrado y acotado. En ese sentido, por ejemplo, el grupo de rotaciones es un grupo
compacto (sus parametros varian en el conjunto [0,27]) mientras que el grupo de
traslaciones no lo es.

El grupo de matrices ortogonales, normalmente definido sobre el cuerpo real como
O(n)={ReGL(n,R)/R" =R}, (A.2.4)

y cuyo orden es n(n — 1)/2, nos da las siguientes condiciones cuando se impone
R'R=1:

(utilizando el convenio de suma de Einstein sobre indices repetidos). Esto representa

un conjunto de n? ecuaciones algebraicas, lo que implica que el dominio de los para-
. ; 2 _

metros es cerrado. Ademas, es claro que [R;;| <1 (de hecho, ). R}, = n), entonces

el conjunto es acotado. Por tanto, los grupos ortogonales son compactos.

A.3. Representaciones

Dados dos grupos G'y H, decimos que una funcion p : G — H es un homeomor-

fismo si
p(9192) = p(91) p(92) Yg1,92 € G. (A.3.1)

Esto implica que
p(1) =1, (A.3.2)
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p(g)=plg)". (A.3.3)

Un homeomorfismo inyectivo y sobreyectivo se denomina isomorfismo [113].
Decimos que un grupo G actiia sobre un espacio vectorial V' si existe un mapa p

de G en las transformaciones lineales de V', tal que,

p(g192)v=p(g1) p(g2)v Vv € V. (A.3.4)

Decimos también que p es una representacion de G en V.

Subespacio invariante Un subespacio V'’ de un espacio vectorial V' es invariante
si Vo' € V' entonces p (g)v' € V', Vg € G.

Representacion irreducible Una representacion es irreducible si tiene como es-

pacios invariantes tnicamente al vector nulo y al espacio vectorial.

Representaciones equivalentes Para clasificar las representaciones de grupos
necesitamos definir el concepto de representaciones equivalentes. Si tenemos dos re-

presentaciones

p:G—GL(V), p:G— GL(V'"), (A.3.5)

decimos que son representaciones equivalentes si existe un mapa lineal inyectivo y

sobreyectivo, T : V — V' con

p(g)T=Tp(g). (A.3.6)

Suma directa de representaciones Si p y p’ son dos representaciones de un
grupo G, tal que, p: G — GL(V), p' : G — GL(V’), definimos la suma, p&® p/, como

la representacion de G en el espacio V & V’, dada por:

(p@ ) (9) (v,0) = (p(g)v,p (9) V), (A.3.7)

Yo € Vo' € V. La suma directa V @ V' es el espacio de los pares (v,v’) con
veVdu eV,
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Producto tensorial de representaciones Otra manera de formar nuevas repre-
sentaciones es tomar el producto tensorial. Sean p y p’ representaciones en V' y V'
respectivamente. Definimos el producto tensorial p ® p' de dichas representaciones

como la representacion de G en el espacio V ® V' dada por:

(p@p)(9) (vav)=p(gvep(gv. (A.3.8)

A.4. Algebra de Lie

Sophus Lie mostré que las principales caracteristicas de un grupo se pueden
deducir de aquellos elementos que difieren infinitesimalmente de la identidad. De
este modo a cada grupo de Lie podemos asociarle un dlgebra de Lie, que captura
totalmente la estructura local del grupo.

Siempre es posible reparametrizar el grupo de forma que sus parametros sean
normales, es decir, que el origen de la variedad coincida con la identidad del grupo,
g(a = 0) = e. Es posible incluso hacer la identificacién ya mencionada de los elemen-
tos del grupo, g(a), con la propia variedad, a. De esta manera se puede pensar un

grupo de Lie de orden r como el conjunto de transformaciones:
ri = fi(xy,..,xp,a1,..,a,), i =1,2,...n (A.4.1)

donde n representa la dimensién del espacio sobre el que acttia. Podemos reescribir

(A.4.1) por simplicidad como
= f(x,a). (A.4.2)

Estas transformaciones, logicamente, deben cumplir las reglas de los grupos conti-
nuos. Como ya mencionamos, si utilizamos pardmetros normales se debe cumplir

f(z,0)=zx. (A.4.3)

Si hacemos una transformacion infinitesimal de coordenadas inducida por un
cambio de pardmetros del grupo, obtenemos:
of (z,0)

de = Tda = u () da, (A.4.4)
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o de forma més general

_ Ofi (x,a)

dr;
o Oa,

da, = uy, (z) da,, (A.4.5)

a=0

donde i = 1,...,n, vy el indice griego v recorre la variacion a lo largo de todos los paréa-

metros del grupo hasta r. Si aplicamos esto a cualquier funciéon F' de las coordenadas

_OF dfi (x,0) 0
dF = o dz; = da, { 90, 9z, } F. (A.4.6)

En los grupos de Lie, al término entre llaves solemos llamarlo 'generadores del grupo’,

obtenemos

y habra uno por cada parametro esencial, es decir, se trata de un operador vectorial

r-dimensional:

0
X, = uy—,

donde la suma recorre las dimensiones de la variedad hasta n. El hecho de llamarlos

v=12..r (A.4.7)

generadores queda claro en la expresion:
g=-e+da,X, (A.4.8)

que representarad el comportamiento del grupo en torno a la identidad en el llamado
espacio tangente a la variedad diferenciable, que definen sus transformaciones. Este
espacio tangente es llamado dlgebra de Lie del grupo y se trata de un espacio vectorial
cuya dimension es el orden del grupo por definicion. Los generadores dependeran de
la eleccion de los pardmetros del grupo.

Los elementos conjugados ¢’ respecto de un elemento dado ¢ tendréan la forma:

1

999" =e+da,gX,g97", (A.4.9)

que corresponderian a un subgrupo que tendré como generadores:

i

X, =9gX, 97"~ (e+da,X,) X, (e —da,X,)

(A.4.10)
= X, + da, (X, X, — X, X,) .

El primer miembro, al ser inducido por una transformacién lineal de los parametros,

serd una combinacion lineal de generadores, y por independencia lineal también se
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puede afirmar que lo es el conmutador:
[X,u,a Xl/] - C/LV)\X)w (A411)

donde c,,» son nimeros complejos llamados constantes de estructura. Debido a la
independencia lineal se puede afirmar que las constantes de estructura cumplen una

ley de anticonmutatividad:
(X, X = — (X0, X)) = cun = —Cun, (A.4.12)
y, asimismo, se cumplira la identidad de Jacobi:
(X, Xo], Xo] + [Xo, XL, Xo] + [X0, Xo] . X)) =0, (A.4.13)

equivalente a

CuvsCsro + CapdCovo + CursCopo = 0. (A414)

De esta forma, vemos como el espacio tangente definido por los generadores del
grupo es un algebra de Lie, pero esta definicion se puede ampliar para cualquier

espacio vectorial L que verifique las siguientes propiedades:

1. Existe una ley de composicion llamada conmutador tal que
[Ll, LQ] = — [LQ, Lﬂ S g, (A415)

lineal en ambos argumentos.

2. Se cumple la identidad de Jacobi:

(L1, Lo, Ls] + [[Ls, L1] , Lo] + [[La, Ls] , L1] = 0. (A.4.16)

Si los conmutadores se anulan, entonces el algebra es abeliana. Si un subespacio,
H, lineal de L es también un algebra de Lie, diremos que es invariante si para
todo h € Hy l € L, se cample que [h,l]] € H. Diremos que H es simple si no
tiene subalgebras invariantes propias y semisimple si no tiene subalgebras invariantes

propias no abelianas.



Apéndice B

Fibrados y conexiones

B.1. Fibrados

Un fibrado es una estructura que implica un mapa sobreyectivo m, denominado
proyeccion, que va desde una variedad F, llamada espacio total, a una variedad M,
que denominamos espacio base. Para cada punto p € M, llamamos fibra de ¢ sobre

p al espacio

E,={qe E:n(q) =p}. (B.1.1)

El espacio total es la union de todas las fibras. Esto se puede aplicar al espacio
tangente, T'M, de una variedad M:

™™ = | J T,M. (B.1.2)

peEM

La proyeccion 7 : T'M — M mapea cada vector tangente v € T,M al punto p € M,

entonces, la fibra sobre el punto p € M es el espacio tangente T, M.

T'M debe tener la estructura de una variedad, de modo que 7 sea un mapa suave.
Tanto M como T,,M son variedades de dimensién n, entonces, localmente se asemejan
a R"™. Especificar un punto en T'M equivale a especificar un punto p € M con un
vector v € T,M. Por tanto, T'M es una variedad de dimensién 2n y, localmente, se

asemeja a R" x R"™.
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Fibrados triviales. Dadas dos variedades M y F', definimos un fibrado trivial
sobre M con fibra estandar F' al producto cartesiano ¥ = M x F con mapa de
proyeccion dado por

™ (p, f) = p, (B.1.3)

V(p, f) € M x F. En el fibrado trivial E = M x F, la fibra sobre un punto p es
E, = {p} x F. (B.1.4)

No solo todas las fibras son difeomérficas de la fibra estandar, sino que hay un
difeomorfismo 'canénico’ obvio entre cada fibra y F, que envia (p, f) € E, a f € F.

Esta propiedad es especial para fibrados triviales.

Morfismos entre fibrados Supongamos dos fibrados, 7: B — My« : E' — M'.
Un morfismo entre ambos fibrados es un mapa ¢ : £ — E’ junto con otro mapa
¢ M — M’ tal que ¢ mapea cada fibra E, en la fibra E(;(p). Decimos que este

morfismo es un isomorfismo si tanto ¢ como v son difeomorfismos.

Restricciéon de un fibrado. Dado un fibrado 7 : £ — M y una subvariedad

S C M, definimos la restriccion de 7 a S:
El¢={qe E:m(q) € S}. (B.1.5)

Fibrados localmente triviales Un fibrado 7 : F — M es localmente trivial con

fibra estandar F si para cada punto p € M existe un entorno U de p y un isomorfismo
¢: Bl >UxF (B.1.6)
que envia cada fibra E, a {p} x F. Decimos que ¢ es una trivializacion local.

Fibrados vectoriales Un fibrado vectorial real de dimension n es un fibrado local-
mente trivial: 7 : £ — M, tal que, cada fibra E), es un espacio vectorial de dimensién

n. Ademas, para cada punto p € M hay un entorno U de p y una trivializacién local,

¢: E|, — U xR", (B.1.7)
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que mapea linealmente cada fibra E, a {p} x R™

Secciéon de un fibrado Decimos que s es una seccién de un fibrado 7 : £ — M

si es una funcion s : M — E tal que, para cada punto p € M, s(p) € E,,.

G-fibrados Sea M una variedad de dimension n y {U,} un conjunto de abiertos
que cubren M. Sea V un espacio vectorial y p una representacion de un grupo G en
V. A partir de la union de los fibrados triviales U, x V podemos formar un fibrado
vectorial 7 : £ — M utilizando funciones de transicion g,z : U, N Ug — G. Para

obtener £ comenzamos con la union disjunta

Uuv. xV,

e identificamos dos puntos (p,v) € U, x V' 'y (p,0') € Uz x V si
U= gagV'. (B.1.8)

Las funciones de transicion deben cumplir las siguientes condiciones para que este

procedimiento sea consistente: goo = 1 en Uy ¥ gaggsygya = 1 en U, N Uz N U,,.

Utilizaremos la notacion®, [p, v],, para nombrar al punto de E correspondiente a

(p,v) € U, x V. Definimos la proyeccion 7 : E — V' como

7 [p,v], =D (B.1.9)

La fibra E,, es, por lo tanto, el conjunto de todos los puntos en £ de la forma [p, v],.

Si las condiciones de consistencia sobre las funciones de transicion se mantienen,
entonces m: F — V es efectivamente un fibrado vectorial. Llamamos a este tipo de
fibrado vectorial un G-fibrado. El grupo G es llamado Grupo de Gauge del fibrado y

V es la fibra estandar.

!No confundir los paréntesis rectos con los corchetes de Lie.
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B.2. Transformaciones gauge

Habiendo introducido los fibrados, es momento de introducir los grupos de sime-
trias naturales de los fibrados vectoriales. El grupo bésico de este tipo de simetrias
es llamado Transformaciones Gauge.

Sea 7 : E — M un fibrado vectorial. Una transformacion gauge es esencialmente
una transformacion lineal, inyectiva y sobreyectiva, de la fibra E,, que varia suave-
mente con el punto p € M. En caso que F sea un G-fibrado, demandaremos que la

transformacion lineal viva en G.

Endomorfismo Dado un espacio vectorial V', las transformaciones lineales de V' en
si mismo son llamadas endomorfismos. Denotamos End (V') al conjunto de todos los
endomorfismos de V. Se puede verificar que End (V') es un espacio vectorial, donde

definimos:
(aT) (v) = aT (v) (B.2.1)

(S+T)(v)=S @) +T ), (B.2.2)

para un escalar « y S, T € End (V). Notese que End (V') también es un algebra, con

producto definido por
(ST) (v) =S (T (v)). (B.2.3)

Por ejemplo, End (R") es el algebra de las matrices reales n x n.
Se puede verificar que End (V') es isomorfo a V @ V*, siendo V* el espacio dual

de V. Tomemos el elemento v ® f € V ® V* y asignemosle la funcion
x— f(x)v, Ve € V. (B.2.4)
En términos de bases, este isomorfismo esta dado por:
e ®e; — e?. (B.2.5)

Entonces, dado un fibrado E sobre una variedad M podemos definir el fibrado de

endomorfismos como el fibrado correspondiente a End (E) y lo denotamos E @ E*.
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Una seccion T' de End (E) actiia sobre cualquier seccion s de F, dando como resultado

una seccion T's de E de la siguiente manera:

(T's)(p) =T (p) +s(p)- (B.2.6)

Por lo tanto, T determina una funcion 7' : I' (E) — I' (E) ,donde I" (E) es el conjunto
de todas las secciones de E y es C™ (M)-lineal:

T(fs) = fT(s). (B.2.7)

En una Teoria de Campos Gauge, los campos son descritos por secciones de G-
fibrados, y las leyes fisicas son ecuaciones diferenciales, tales que, si la secciéon s es

solucion de la misma, también lo es gs para cualquier g € G.

B.3. Conexiones

Dado un fibrado E sobre una variedad M, una conexiéon D asigna a cada cam-

po vectorial v en M una funcién D, : ['(E) — I'(E) que satisface las siguientes

propiedades:
D, (as) = aD,s, (B.3.1)
D, (s+t) = Dys+ Dyt, (B.3.2)
D, (fs)=v(f)s+ fDys (B.3.3)
Dyis = Dys+ D,s (B.3.4)
Dy¢,s = fDys, (B.3.5)

Vo,w € Vect (M) ,s,t € T'(E),f € C® (M) y «a escalar. D,s es la derivada cova-

riante de s en la direccion de v.

Dada una base {d,} de Vect (M) y una base de secciones {e;}, expresamos D,e;

como una combinacioén lineal de secciones:
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Denominamos a las funciones Afm componentes del vector potencial. Podemos definir
la derivada covariante de una seccién s de un fibrado E sobre una variedad U en la

direccion de un campo vectorial v, como:

Dys = Dyug,s = v"Dys = v"D, (Szei)

4 o (B.3.7)
=t (a#sl + ALJ-SJ) €.

Podemos pensar el vector potencial como una 1-forma en U que toma valores en

End (E) , es decir, una seccion del fibrado

End (E|,) ® T*U. (B.3.8)

En términos de las coordenadas expresamos el vector potencial como
A=A e ®e ®dt. (B.3.9)

Ademas, si D = v (s7) e; es una conexion en E|,;, llamada conezion estindar plana,

cualquier conexién se puede escribir como
D= D"+ A, (B.3.10)
entonces,
Dys =v" (98" + Al ') e; = (v (s') + Al ;0"s") e, = Dys+ A(v)s.  (B.3.11)

Decimos que D es una G-conexion si, en coordenadas locales, las componentes
A,€ End (E) viven en el algebra de Lie g del grupo G del G-fibrado.
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Teorias de Yang-Mills

Las teorias de Yang-Mills son una generalizacion de la teoria electromagnética
de Maxwell y describen con gran éxito las interacciones débil y fuerte del Modelo
Estandar de particulas. Estas teorias se basan en una invariancia de gauge local, en
el caso del electromagnetismo descrita por el grupo U(1), y en la Relatividad General
descrita en términos de las variables de Ashtekar, que responde a un gauge SU(2).
Un elemento, A, del 4lgebra (analogo al potencial vector en electromagnetismo)

puede escribirse como una combinacién lineal de los elementos de la base:

3
A, =) Al (C.0.1)
=1

siendo AL las componentes en la base y o' las matrices de Pauli’ generadoras del
algebra su(2) (tomando la exponencial de las matrices se obtiene el grupo SU(2)).
A partir del potencial vector, se define la derivada covariante? asociada a la teoria

de Yang-Mills, como

D, =0, —igo'Al, (C.0.2)

donde g es la constante de acoplamiento. Las matrices que forman la base del algebra,

satisfacen las siguientes relaciones de conmutacion:

0 1 0 —i\ 1 0
1.1 __ 2 __ 3
e (1a) (0 )e(0 5 )

2En este caso, el hecho de ser covariante refiere a las transformaciones internas del grupo.
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(0%, 07] = 2ieF o™, (C.0.3)
Al calcular el conmutador entre derivadas covariantes de Yang-Mills, se obtiene
[Da, Dy) = —igFl0", (C.0.4)
donde el tensor F, esta dado por la expresion
Fip = 0,AL — 0 Al + gt AT AY (C.0.5)

similar al tensor de campo de la teoria de Maxwell.
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Relatividad General acoplada a la

materia

Consideremos la Teoria de la Relatividad General acoplada a la materia, en par-
ticular, a un campo escalar ¢. En espaciotiempo plano, el lagrangiano de un campo

escalar es
L=~ [ &z (@000"0 + V(). (D.0.1)

En el espaciotiempo curvo es necesario hacer explicita la dependencia de la métrica
y su determinante en el elemento de volumen, por lo tanto, la expresion de la accion

pasa a ser
§ = [ d'z (=g 0,000 — V(¢)) v/~ deilg). (D.02)

Definiendo el momento candénicamente conjugado del campo escalar de la manera

usual, T = g—é, el lagrangiano puede reescribirse de la siguiente manera

2

L= Id?’xN — L+ /det(q) (™00 + V()] | + N7up,  (D.0.3)
det(q)

donde N y N® son la funcion lapso y el vector shift, respectivamente. Finalmente

el lagrangiano en términos de las variables de Ashtekar, del campo escalar y de su
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momento conjugado es
N )
L= jd?’:z:— (7° + EfE" 0,00y + det(q)V () + N*m0,. (D.0.4)
V/det(q)

A partir de la expresion (D.0.4) podemos apreciar la contribucion del campo escalar

a los vinculos hamiltoniano y de difeomorfismos:

H, (N) = fdgx\/%@ (7 + E{E" 0,005 + det(q)V (¢)) | (D.0.5)
C, (]\7> = fd?’:L‘N“W@agp. (D.0.6)

Estos términos deben ser adicionados a los respectivos vinculos asociados al campo

gravitatorio. De esta manera se acopla un campo escalar a la gravedad.
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