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Resumen

En esta tesis presentaré los resultados de la investigación realizada en el marco

de mi doctorado en física del PEDECIBA.

Matthew Choptuik fue el primer cientí�co en obtener importantes y sorprendentes

resultados sobre el umbral para la formación de un agujero negro a partir de un

conjunto de datos iniciales para Relatividad General. Bajo el término de "fenómenos

críticos" para el colapso, Choptuik encontró una ley de potencias para la masa del

agujero negro, demostró su universalidad y comprobó la existencia de 'ecos de escala'.

Estos fenómenos son explicados a partir de la existencia de soluciones exactas, que

son típicamente autosimilares. Los fenómenos críticos brindan una ruta que parte de

datos iniciales suaves y nos lleva hasta curvaturas arbitrariamente grandes, que son

visibles desde el in�nito y, por esto, probablemente sean relevantes para la Gravedad

Cuántica, la astrofísica y la comprensión general de la dinámica de la Relatividad

General.

En este trabajo realizamos un estudio detallado del colapso de un campo escalar

sin masa con simetría esférica, mínimamente acoplado a la gravedad, utilizando las

ecuaciones semiclásicas de la Gravedad Cuántica de Lazos. Encontramos un com-

portamiento crítico de la masa en función de los parámetros iniciales, similar al

encontrado por Choptuik en la Relatividad General clásica, para un gran conjunto

de datos iniciales y distintos valores del parámetro de polimerización. Contrariamen-

te a las amplias expectativas de la Gravedad Cuántica, nuestras ecuaciones de campo

semiclásicas tienen una invariancia de escala exacta, al igual que las ecuaciones de

campo clásicas. Como era de esperar, comprobamos numéricamente que la transición

de fase es de segundo orden, nuevamente como en el caso clásico.

El hecho que no exista una brecha en la escala de masa indica la posibilidad
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de la existencia de una solución crítica autosimilar como en Relatividad General.

Aquí proporcionamos evidencia de su existencia en la teoría semiclásica. Utilizando

un código con re�namiento de malla adaptativa (AMR, por sus siglas en inglés),

demostramos que los "ecos" (repeticiones en los campos) surgen como resultado

de la autosimilitud discreta del espaciotiempo. También mostramos la existencia

de "wiggles" (oscilaciones) en la relación de escala de masa, tal como en la teoría

clásica. Los resultados de la teoría semiclásica concuerdan con los de la Relatividad

General clásica a menos que se tomen valores irrealmente grandes para el parámetro

de polimerización (que es del orden de la longitud de Planck).

Por último, proponemos un nuevo esquema de polimerización para campos esca-

lares acoplados a la gravedad que tiene la ventaja de ser una transformación canónica

no biyectiva de los campos y, por tanto, asegura la covarianza de la teoría. Reali-

zamos un estudio detallado en situaciones con simetría esférica y comparamos con

otros enfoques, veri�cando que los análisis realizados en la tesis con la forma de

polimerización canónica di�eren muy poco de los covariantes.

Los artículos publicados en base a este trabajo corresponden a las referencias [1, 2].



Abstract

In 1993 Matthew Choptuik studied numerically the collapse of a massless scalar

�eld in spherically symmetric general relativity. Such a system has two possible �nal

states: either the �eld disperses to in�nity or forms a black hole. He concentrated

on one-parameter families of initial data. Starting from values of the parameter for

which no black hole forms, if one varies the parameter one eventually passes a "critical

value" for which it does. Three novel observations were made. On the one hand, no

minimal black hole mass appears to exist. In other words, one can create black holes

as small as desired by �ne tuning the initial parameter. Although this was somewhat

expected since the problem does not have any characteristic mass scale, there was

some debate about the existence of a gap before Choptuik's results. The second

observation is that the mass of the resulting black hole depends on the distance in

parameter-space from the critical value as a power law. The exponent of the power

law is universal: it takes the same value for all families of initial data. In addition,

Choptuik used sophisticated adaptive mesh re�nement (AMR) techniques to study

the features of the solutions for values of the parameter very close to criticality. This

study led to the third surprising behavior: as one approaches criticality the solution

exhibited a discrete self-similarity in space-time.

In this thesis, we study the collapse in spherical symmetry of a massless scalar

�eld minimally coupled to gravity using the semiclassical equations that are expected

from loop quantum gravity. We �nd critical behavior of the mass as a function of the

parameters of the initial data similar to that found by Choptuik in classical general

relativity for a large set of initial data and values of the polymerization parameter.

Contrary to wide expectations for quantum gravity, our semiclassical �eld equations

have an exact scale invariance, as do the classical �eld equations. As one would then
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expect, we numerically �nd that the phase transition is second order, again as in the

classical case.

The lack of a mass gap indicated the possible existence of a self-similar critical

solution as in general relativity. Here we provide further evidence for its existence.

Using an adaptive mesh re�nement code, we show that "echoes" arise as a result

of the discrete self-similarity in space-time. We also show the existence of "wiggles"

in the mass scaling relation, as in the classical theory. The results from the semi-

classical theory agree well with those of classical general relativity unless one takes

unrealistically large values for the polymerization parameter.

Finally, we propose a new polymerization scheme for scalar �elds coupled to

gravity. It has the advantage of being a (non-bijective) canonical transformation of

the �elds and therefore ensures the covariance of the theory. We study it in detail in

spherically symmetric situations and compare to other approaches.
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En esta primera parte introduciremos los conceptos básicos de la Teoría de Cam-

pos Clásica y los Sistemas vinculados. Además, estudiaremos la Teoría de la Relati-

vidad General y la desarrollaremos en términos de las variables de Ashtekar.

Finalmente, combinaremos los conocimientos adquiridos sobre Relatividad Ge-

neral con los de Mecánica Cuántica, dos teorías aparentemente incompatibles, para

dar lugar a la Gravedad Cuántica de Lazos, un marco imprescindible para motivar

y entender el trabajo realizado en esta tesis.
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Capítulo 1

Teoría clásica de campos y sistemas

vinculados

Una teoría gauge es aquella en que las variables dinámicas son especi�cadas con

respecto a un marco referencial cuya elección es arbitraria en cada instante de tiempo.

Las variables físicas son aquellas independientes del marco de referencia local. Una

transformación de las variables inducida por un cambio en el marco referencial es

denominada transformación gauge. Las variables físicas u observables son invariantes

bajo transformaciones gauge.

En este tipo de teorías, dadas las condiciones iniciales, las ecuaciones de movi-

miento no determinan las variables dinámicas para todo tiempo, ya que el referencial

puede cambiar en cualquier momento. Por esto, la solución general de las ecuaciones

de movimiento contienen funciones del tiempo arbitrarias. Un tratamiento adecuado

de sistemas gauge es la formulación hamiltoniana, que desarrollaremos en detalle

más adelante.

La presencia de funciones del tiempo arbitrarias en la solución general de las

ecuaciones de movimiento implica que las variables canónicas no son todas indepen-

dientes. Las relaciones entre ellas son llamadas vínculos. Un sistema gauge siempre

es un sistema hamiltoniano vinculado, no siendo así a la inversa, ya que no todos los

vínculos de un sistema hamiltoniano surgen de la invariancia gauge.

A continuación, describiremos los distintos tipos de vínculos que podemos en-

contrar en este tipo de sistemas. La información presente en este capítulo puede
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encontrarse y ampliarse en el libro "Quantization of Gauge Systems" de Henneaux

y Teitelboim [45].

1.1. Vínculos primarios

El punto de partida para discutir los sistemas vinculados es el principio de mínima

acción en la formulación lagrangiana.

Las trayectorias clásicas de un sistema son aquellas que dejan la acción

SL =

t2w
t1

L (q, q̇) dt, (1.1.1)

estacionaria bajo variaciones δqn (t) de las variables lagrangianas qn (n = 1, ..., N),

y hacen que se anule en los extremos t1, t2. La condición anterior está dada por las

ecuaciones de Euler-Lagrange

d

dt

(
∂L

∂q̇n

)
− ∂L

∂qn
= 0, (1.1.2)

en más detalle

q̈n
′ ∂2L

∂q̇n′∂q̇n
=

∂L

∂qn
− q̇n′ ∂2L

∂qn′∂q̇n
, (1.1.3)

donde el punto sobre las variables denota su derivada respecto al tiempo.

Las aceleraciones q̈n en un tiempo dado están determinadas únicamente por las

posiciones y velocidades en ese instante si, y sólo si, la matriz ∂2L
∂q̇n′∂q̇n

es invertible;

es decir, si el determinante det
(

∂2L
∂q̇n∂q̇n′

)
es distinto de cero. Si el mismo es cero, las

aceleraciones no estarán determinadas únicamente por las posiciones y velocidades,

entonces las soluciones de las ecuaciones de movimiento podrán contener funciones

del tiempo arbitrarias. Por lo tanto, nos interesa el caso que en el cual ∂2L
∂q̇n′∂q̇n

no es

invertible.

Para pasar al formalismo hamiltoniano debemos de�nir los momentos canónicos

de las variables:

pn =
∂L

∂q̇n
. (1.1.4)
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Aquí vemos que la condición para que se anule el determinante anterior es justamen-

te la no invertibilidad de las velocidades como funciones de las coordenadas y los

momentos. Es decir, los momentos (1.1.4) no son todos independientes en ese caso,

sino que hay ciertas relaciones que surgen de su de�nición. A estas las denotamos

φm (q, p) = 0, m = 1, ...,M. (1.1.5)

Cuando los momentos p en (1.1.5) son reemplazados por su de�nición (1.1.4)

en términos de q y q̇, la ecuación (1.1.5) se reduce a la identidad. Las condiciones

(1.1.5) se denominan vínculos primarios, haciendo énfasis en que las ecuaciones de

movimiento no son necesarias para obtener estas relaciones (ya que no implican

ninguna restricción en las coordenadas y las velocidades).

Asumiremos que el rango de la matriz ∂2L
∂q̇n′∂q̇n

es una constante a lo largo del

espacio formado por (q, q̇) y que los vínculos primarios de�nen una subvariedad

suave embebida en el espacio de fases. Esta subvariedad se denomina super�cie de

vínculos primarios.

Obsérvese que, si el rango de ∂2L
∂q̇n′∂q̇n

es N −M ′, existen M ′ ecuaciones indepen-

dientes dadas por (1.1.5) y la super�cie de vínculos primarios es una subvariedad del

espacio de fases con dimensión 2N −M ′.

1.1.1. Teoremas importantes

Veamos dos teoremas importantes sobre los sistemas vinculados:

1. Si una función suave, G, del espacio de fases, se anula sobre la super�cie de

vínculos φm = 0, entonces G = gmφm para algunas funciones gm.

2. Si λnδqn + µnδpn = 0 para variaciones arbitrarias δqn, δpn tangentes a la su-

per�cie de vínculos, entonces

λn = um
∂φm
∂qn

, (1.1.6)

µn = um
∂φm
∂pn

, (1.1.7)

para algunos um. Estas igualdades se cumplen sobre la super�cie de vínculos.
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1.2. Vínculos secundarios

Introduzcamos, ahora, el hamiltoniano canónico, de�nido por

H = q̇npn − L. (1.2.1)

Evaluando el cambio δH inducido por variaciones arbitrarias independientes de las

posiciones y las velocidades, tal que,(
∂H

∂qn
+
∂L

∂qn

)
δqn +

(
∂H

∂pn
− q̇n

)
δpn = 0, (1.2.2)

podemos concluir que el hamiltoniano canónico está bien de�nido únicamente en la

subvariedad de vínculos primarios y puede ser extendido arbitrariamente fuera de la

misma. El formalismo debe permanecer invariante bajo el cambio

H → H + cm (q, p)φm. (1.2.3)

De la ecuación (1.2.2), y usando el teorema (2), tenemos

q̇n =
∂H

∂pn
+ um

∂φm
∂pn

, (1.2.4)

− ∂L

∂qn

∣∣∣∣
q̇

=
∂H

∂qn

∣∣∣∣
p

+ um
∂φm
∂qn

. (1.2.5)

Estas expresiones nos permiten reescribir las ecuaciones del sistema en la forma

hamiltoniana equivalente,

q̇n =
∂H

∂pn
+ um

∂φm
∂pn

, (1.2.6)

ṗn = −∂H
∂qn
− um∂φm

∂qn
, (1.2.7)

φm (q, p) = 0. (1.2.8)

Las mismas pueden ser derivadas del principio variacional,

δ

t2w
t1

(q̇npn −H − umφm) = 0, (1.2.9)
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para variaciones arbitrarias δqn, δpn, δum, con la restricción δqn (t1) = δqn (t2) = 0.

Las nuevas variables, um, introducidas para hacer la transformada de Legendre in-

vertible, aparecen ahora como multiplicadores de Lagrange, reforzando los vínculos

primarios.

Las ecuaciones de movimiento que derivan de (1.2.9) se escriben:

Ḟ = [F,H] + um [F, φm] , (1.2.10)

donde F (q, p) es una función arbitraria de las variables canónicas, y los corchetes de

Poisson [, ] se de�nen de la manera usual:

[F,G] =
∂F

∂qi
∂G

∂pi
− ∂F

∂pi

∂G

∂qi
. (1.2.11)

Examinemos las consecuencias de las ecuaciones de movimiento. Es un reque-

rimiento que los vínculos primarios se preserven en el tiempo, esto es, φ̇m = 0.

Entonces, si tomamos φm cumpliendo el rol de F en la ecuación (1.2.10), da lugar a

la condición:

[φm, H] + um
′
[φm, φm′ ] = 0. (1.2.12)

Si la relación entre los p y los q es independiente de los vínculos primarios, entonces es

llamada vínculo secundario. Los vínculos secundarios se diferencian de los primarios

en que estos últimos son mera consecuencia de la ecuación (1.1.4) que de�ne las

variables momentos, mientras que para los secundarios hay que hacer uso de las

ecuaciones de movimiento.

Si existe un vínculo secundario, X (q, p) = 0, debemos imponer la siguiente con-

dición para su conservación,

[X,H] + um [H,φm] = 0. (1.2.13)

Luego, se debe veri�car si la expresión (1.2.13) implica nuevos vínculos secundarios o

sólo restringe las u, y así sucesivamente. Terminado el proceso, tendremos un número

k de vínculos secundarios,
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φk = 0, k = M + 1, ...,M +K. (1.2.14)

Esta notación nos permite escribir todos los vínculos, primarios y secundarios, como

φj = 0, j = 1, ...,M +K = J. (1.2.15)

Es útil introducir la de�nición de igualdad débil, con el símbolo ≈, para las ecua-
ciones de los vínculos. Por tanto, la ecuación (1.2.15) puede escribirse como:

φj ≈ 0, (1.2.16)

haciendo énfasis en que dicha cantidad está restricta a ser cero, pero no es idéntica-

mente nula en todo el espacio de fases. Esto signi�ca que sus corchetes de Poisson

con las variables canónicas son distintos de cero.

En general, dos funciones, F,G, que coinciden en la subvariedad de�nida por los

vínculos, φj ≈ 0, son débilmente iguales, y se escriben F ≈ G. De hecho, una ecuación

que se sostiene en todo el espacio de fases y no sólo en la subvariedad φj ≈ 0, se

denomina igualdad fuerte.



Capítulo 2

Relatividad General

La Relatividad General es una de las teorías físicas más bellas. Describe la gravi-

tación en términos de una elegante estructura matemática, la geometría diferencial

del espaciotiempo curvo, que conduce a predicciones inequívocas que han recibido

una espectacular con�rmación experimental.

En las últimas décadas, la Relatividad General se ha convertido en una parte

integral e indispensable de la física moderna. Además de ser un área de investigación

activa por derecho propio, la Relatividad General es una parte importante de los

estudios en astrofísica, cosmología, teoría de cuerdas e incluso física de partículas.

Esto no menosprecia los usos más pragmáticos de la Relatividad General, incluido

el funcionamiento de la red satelital del Sistema de Posicionamiento Global (GPS).

La Ley de la Gravitación Universal de Newton fue aceptada como la descripción

correcta de la fuerza gravitatoria hasta 1905, año en que surgió la Relatividad Es-

pecial. La acción instantánea a distancia entre dos masas descrita por la gravitación

newtoniana era incompatible con los principios relativistas en los que la velocidad

de la luz es la máxima velocidad a la que puede transmitirse información.

En 1915, Albert Einstein publicó la Teoría de la Relatividad General, una nue-

va descripción del campo gravitatorio en la que la gravedad se mani�esta como la

curvatura del espaciotiempo. La teoría de la Relatividad General se basa en dos prin-

cipios fundamentales: en primer lugar, el principio de equivalencia, que estipula que

todas las masas experimentan la misma aceleración bajo la atracción gravitatoria,

por lo cual, localmente, es indistinguible un sistema de referencia acelerado de uno

29
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en reposo bajo la acción de un campo gravitatorio; en segundo lugar, el principio

de covarianza general, que establece que las leyes de la física deben tomar la misma

forma en todos los sistemas de referencia.

En años posteriores a su publicación, se pudieron con�rmar experimentalmente

ciertas predicciones de la Relatividad General, convirtiéndola en la mejor alternativa

para describir la interacción gravitatoria. Una de las primeras pruebas experimen-

tales que sirvió de respaldo a la teoría fue la correcta descripción de la precesión

del perihelio de Mercurio, un fenómeno que la Mecánica Newtoniana no lograba ex-

plicar. Además, la predicción de que la luz no sigue una trayectoria recta sino que

recorre curvas geodésicas del espacio curvo, fue con�rmado en primera instancia por

Eddington durante un eclipse en 1919.

Una llamativa reciente veri�cación de la teoría se produjo en el año 2016, cuando

el Observatorio LIGO (The Laser Interferometer Gravitational-Wave Observatory),

con�rmó la primera detección directa de ondas gravitacionales, perturbaciones del

espaciotiempo producidas por masas aceleradas que también predice la Relatividad

General.

2.1. Gravedad y geometría diferencial

En el contexto de la Relatividad General, la gravedad es particular debido a que

el campo dinámico que da lugar a la gravitación es el tensor métrico, que describe la

curvatura del espaciotiempo mismo, en lugar de un campo adicional que se propaga a

través del espaciotiempo de fondo. El principio físico que llevó a Einstein a esta idea

fue la universalidad de la interacción gravitacional, tal como lo formaliza el Principio

de Equivalencia. Este principio físico lleva a la estrategia matemática de describir la

gravedad como la geometría de una variedad curva.

El Principio de Equivalencia se presenta en varias formas, la primera de las cuales

es el Principio de Equivalencia Débil, o WEP por sus siglas en inglés. El WEP esta-

blece que la masa inercial y la masa gravitacional de cualquier objeto son iguales. Una

consecuencia inmediata de esto es que el comportamiento de una partícula que cae

libremente es universal, independiente de su masa o de cualquier otra característica

que pueda tener.
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Experimentalmente, la independencia de la aceleración debida a la gravedad res-

pecto de la composición del objeto que cae ha sido veri�cada con una precisión ex-

tremadamente alta (experimento de Eötvös y sus sucesores modernos). Esto sugiere

una formulación equivalente del WEP: existe una clase de trayectorias preferenciales

a través del espaciotiempo, conocidas como trayectorias inerciales o "caída libre",

en las que las partículas viajan no aceleradamente, donde "no acelerada" signi�ca

"sujeta solamente a la gravedad". Claramente, esto no es cierto para otras teorías,

como el electromagnetismo. En presencia de un campo eléctrico, las partículas con

cargas opuestas se moverán en trayectorias bastante diferentes.

La universalidad de la gravitación, puede expresarse de una manera más intui-

tiva. Consideremos a una persona en una caja herméticamente cerrada, incapaz de

observar el mundo exterior, que está haciendo experimentos que involucran el mo-

vimiento de partículas de prueba, por ejemplo, para medir el campo gravitacional

local [33]. Por supuesto, la persona obtendría respuestas diferentes si la caja estu-

viese posicionada en la luna, en Júpiter o en la Tierra. Pero las respuestas también

serían diferentes si la caja estuviera acelerando a una tasa constante. Esto cambiaría

la aceleración de las partículas que caen libremente con respecto a la caja. El WEP

implica que no hay forma de separar los efectos de un campo gravitacional de los

de estar en un marco de aceleración uniforme, simplemente observando el comporta-

miento de las partículas que caen libremente. Esto se desprende de la universalidad

de la gravitación; en electrodinámica, en contraste, sería posible distinguir entre la

aceleración uniforme y un campo electromagnético, observando el comportamiento

de partículas con diferentes cargas.

Debemos limitar nuestras a�rmaciones sobre la imposibilidad de distinguir la

gravedad de la aceleración uniforme al restringir nuestra atención a "regiones su�-

cientemente pequeñas del espaciotiempo". Si la caja sellada fuera lo su�cientemente

grande, el campo gravitacional cambiaría de un lugar a otro de manera observable,

mientras que el efecto de la aceleración siempre estaría en la misma dirección. Por

lo tanto, el WEP puede expresarse de la siguiente manera: "el movimiento de las

partículas que caen libremente es el mismo en un campo gravitacional y un marco

acelerado uniformemente, en regiones su�cientemente pequeñas del espaciotiempo.

En regiones más grandes del espaciotiempo habrá inhomogeneidades en el campo
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gravitacional, lo que conducirá a las fuerzas de marea, que pueden detectarse".

Pero para Einstein, no debería haber ninguna forma para que la persona en la caja

distinga entre aceleración uniforme y un campo gravitacional externo, sin importar

los experimentos que realice. Esta extrapolación razonable se convirtió en lo que

ahora se conoce como el Principio de Equivalencia de Einstein, o EEP (por sus siglas

en inglés): "en regiones su�cientemente pequeñas del espaciotiempo, las leyes de la

física se reducen a las de la relatividad especial. Es imposible detectar la existencia

de un campo gravitacional mediante experimentos locales."

El EEP implica que la gravedad es inevitable, es decir no existe un "objeto gra-

vitacionalmente neutro" con respecto al cual podamos medir la aceleración debida

a la gravedad. Se deduce que la misma no es algo que pueda de�nirse de manera

con�able y, por lo tanto, es de poca utilidad. En cambio, tiene más sentido de�nir el

concepto de "no acelerado" como el "caer libremente". A partir de esta idea es que

consideramos que la gravedad no es una "fuerza". Una fuerza es algo que conduce

a la aceleración, y nuestra de�nición de aceleración cero es "moverse libremente en

presencia de cualquier campo gravitacional que esté alrededor". Este paso aparente-

mente inocuo tiene profundas implicaciones para la naturaleza del espaciotiempo.

Seguir las implicaciones de la universalidad de la gravitación nos ha llevado a

renunciar a la idea de expresar la gravedad como una fuerza que se propaga a tra-

vés del espaciotiempo y, de hecho, a renunciar a la idea de marcos de referencia

globales que se extienden a lo largo del mismo. Por lo tanto, necesitamos invocar

un marco matemático en el que las teorías físicas puedan ser consistentes con estas

conclusiones. La solución sería imaginar que el espaciotiempo tiene una geometría

curva, y que la gravitación es una manifestación de esta curvatura. La estructura

matemática apropiada utilizada para describir la curvatura es la de una variedad di-

ferenciable, esencialmente, un conjunto que se ve localmente como un espacio plano,

pero que puede tener una geometría global muy diferente. No podemos demostrar

que la gravedad deba considerarse como la curvatura del espaciotiempo, pero sí po-

demos proponer la idea, derivar sus consecuencias y ver si el resultado se ajusta

razonablemente a nuestra experiencia del mundo.
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2.1.1. Variedades

Una variedad, o variedad diferenciable, es uno de los conceptos fundamentales

de la física y la matemática. Corresponde a un espacio posiblemente curvo y con

una topología complicada, el cual 'coincide' localmente con Rn, es decir, su métrica

no es la misma, pero funciones y coordenadas funcionan de manera muy similar.

La variedad completa se construye uniendo 'parches' de dichas regiones locales. La

dimensión de estos espacios euclídeos utilizados debe ser la misma en cada región de

la variedad, por tanto, tenemos una variedad de dimensión n.

Veamos los ejemplos más comunes de variedades:

Rn por sí misma, incluyendo la recta (R), el plano (R2), etc.

La n-esfera, Sn, lugar geométrico de todos los puntos a una distancia �ja del

origen en Rn+1. El círculo S1 y la 2-esfera S2, son los ejemplos más útiles.

El n-toro, T n, resulta de tomar un cubo n-dimensional e identi�car los lados

opuestos (ver �gura (2.1.1)).

Una super�cie Riemanniana de género g es esencialmente un 2-toro con g hoyos

en lugar de uno (�gura (2.1.2)).

En un aspecto más abstracto, un conjunto de transformaciones en Rn forma

una variedad. Los grupos de Lie son variedades que también tienen estructura

de grupo. Por ejemplo, SO(2), el conjunto de rotaciones en dos dimensiones,

es la misma variedad que S1.

El producto de dos variedades es una variedad. Dadas dos variedades M y

M′, de dimensiones n y n′ respectivamente, podemos construir una variedad

M ×M′, de dimensión n + n′, que consiste en pares ordenados (p, p′) con

p ∈M y p′ ∈M′.
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Figura 2.1.1: El 2-toro.

Figura 2.1.2: Super�cies Riemannianas de género 0, 1 y 2.

2.1.2. Métrica

La métrica del espacio curvo, gµν , es un tensor simétrico (0, 2). Por su importan-

cia, lo diferenciamos de ηµν , que re�ere especí�camente a la métrica de Minkowski.

Por lo general, se considera no degenerado, lo que signi�ca que su determinante

g = |gµν | no se anula. Esto permite de�nir la métrica inversa gµν , tal que,

gµνgνσ = gλσg
λµ = δµσ . (2.1.1)

La simetría del tensor gµν implica que gµν también es simétrico. Al igual que en la

Relatividad Especial, la métrica y su inversa pueden utilizarse para subir y bajar

índices en otros tensores. La métrica que usamos en la Relatividad General no se

puede utilizar para de�nir una topología, pero tiene diversos usos:

proporciona una noción de "pasado" y "futuro";

permite el cálculo de la longitud de una trayectoria y el tiempo propio;
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determina la "distancia más corta" entre dos puntos y, por lo tanto, el movi-

miento de las partículas de prueba;

reemplaza al campo gravitacional newtoniano;

proporciona una noción de marcos localmente inerciales y, por lo tanto, un

sentido de "no rotación";

determina la causalidad, de�niendo la velocidad de la luz como más rápida de

lo que ninguna señal puede viajar;

reemplaza el producto escalar tridimensional de la Mecánica Newtoniana.

El tensor métrico gµν contiene toda la información necesaria para describir la curva-

tura de la variedad. A su vez, de�ne la distancia in�nitesimal entre dos puntos del

espaciotiempo de la siguiente manera:

ds2 = gµνdx
µdxν . (2.1.2)

Escribiendo gµν en su forma canónica, se obtiene una caracterización útil de la mé-

trica. De esta forma, los componentes métricos son:

gµν = diag (−1,−1, ...,−1,+1,+1, ...,+1, 0, 0, ..., 0) , (2.1.3)

donde "diag" signi�ca una matriz diagonal con los elementos dados. La signatura de

la métrica es el número de valores propios positivos y negativos; por ejemplo, para el

espacio Minkowski, hablamos de una métrica con signatura "menos-más-más-más".

Si alguno de los valores propios es cero, la métrica es degenerada y su inversa no

existirá. Si la métrica es continua y no degenerada, su signatura será la misma en

todos los puntos.

Siempre trataremos con métricas continuas y no degeneradas. Si todos los signos

son positivos, la métrica se llama Euclidiana o Riemanniana, mientras que si hay

un sólo signo de menos la métrica se llama Lorentziana o Pseudo-Riemanniana.

Vale aclarar que la palabra 'euclidiana' a veces signi�ca que el espacio es plano, y a

veces no, pero siempre signi�ca que la forma canónica es estrictamente positiva. Los

espaciotiempos de interés en Relatividad General tienen métricas Lorentzianas.
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2.1.3. Tensores

Un tensor T de rango (k, l) es un mapa multilineal de una colección de vectores

y vectores duales en R,

T : T ∗p × ...× T ∗p × Tp × ...× Tp → R, (2.1.4)

con Tp, el espacio tangente en un punto p, multiplicado k veces (bajo producto

cartesiano), y T ∗p , el espacio dual, multiplicado l veces.

El espacio de todos los tensores de rango (k, l) forma un espacio vectorial. Para

construir una base de este espacio necesitamos de�nir la operación 'producto tenso-

rial', representada por el símbolo ′⊗′. Si T es un tensor de rango (k, l) y S uno de

rango (m,n), de�nimos el tensor T ⊗ S de rango (k +m, l + n) como

T ⊗ S
(
ω(1), ..., ω(k), ..., ω(k+m), V (1), ..., V (l), ..., V (l+n)

)
=

T
(
ω(1), ..., ω(k), V (1), ..., V (l)

)
× S

(
ω(k+1), ..., ω(k+m), V (l+1), ..., V (l+n)

)
,

(2.1.5)

donde ω(i) y V (i) son vectores y vectores duales distintos. Nótese que, en general,

el producto tensorial no es conmutativo. Un tensor de rango (k, l) tiene k índices

superiores y l inferiores, donde el orden es un factor importante.

Los tensores pueden ser representados en términos de sus componentes, esto re-

sulta de gran utilidad a la hora de realizar operaciones. Las componentes de un tensor

quedan de�nidas con respecto a una base dada, que no es otra cosa que un conjunto

de tensores de referencia que son linealmente independientes. Esto es equivalente a

elegir un conjunto de vectores ω(i)
a y los duales V (i)

b , todos ellos linealmente indepen-

dientes, con a y b tomando valores desde 1 hasta la dimensión del espacio tangente

T ip, o del dual T
(i)∗
p , que corresponda. Por ejemplo, de�nimos las componentes de un

tensor T arbitrario como

T c ... da ... b = T
(
ω(1)
a , ..., ω

(i)
b , V

(1)
c , ..., V

(l)
d

)
. (2.1.6)

De ahora en adelante nos referiremos a cualquier tensor en términos de sus com-
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ponentes. Un ejemplo que nos resulta familiar es el tensor métrico, gab, de rango

(0, 2). Se trata de un tensor simétrico que no tiene que ser necesariamente de�nido

positivo. Este permite de�nir un producto interno a través de su acción sobre dos

vectores, de la siguiente manera:

g (V,W ) = gabV
aW b = V ·W. (2.1.7)

En esta expresión usamos el convenio de suma de Einstein, que indica que cuando dos

índices aparecen repetidos, debemos sumarlos en su rango de de�nición. El término

métrica se debe a que este tipo de tensores permiten de�nir distancias entre elementos

del espacio tangente donde están de�nidos. La métrica también se usa para relacionar

elementos de Tp y del dual T ∗p , por ejemplo,

Va = gabV
b. (2.1.8)

2.1.4. Densidades tensoriales

Además de los tensores, es útil de�nir ciertos objetos no tensoriales. En cualquier

sistema de coordenadas, de�nimos el símbolo de Levi-Civita como

ε̃µ1...µn =


+1, siµ1µ2...es una permutación par de 012...(n− 1)

−1, siµ1µ2...es una permutación impar de 012...(n− 1)

0, de otra forma.

(2.1.9)

Lo llamamos "símbolo" porque no es un tensor, está de�nido para ser invariante

bajo cambios de coordenadas. Sólo podemos tratarlo como un tensor en coordenadas

inerciales en el espaciotiempo plano, ya que las transformaciones de Lorentz dejarían

las componentes invariantes de todos modos. Su comportamiento puede relacionarse

con el de un tensor ordinario notando primero que, dada cualquier matriz n × n ,

Mµ
µ′ , su determinante, |M |, obedece
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ε̃µ′1...µ′n |M | = ε̃µ1...µnM
µ1
µ′1
...Mµn

µ′n (2.1.10)

Esta es sólo una expresión simpli�cada para el determinante de cualquier matriz,

completamente equivalente a la fórmula habitual en términos de matrices de cofac-

tores. Estableciendo Mµ
µ′ = ∂xµ

∂xµ′
, tenemos

ε̃µ′1...µ′n =

∣∣∣∣∂xµ′∂xµ

∣∣∣∣ ε̃µ1...µn ∂xµ1∂xµ
′
1
...
∂xµn

∂xµ′n
, (2.1.11)

donde hemos utilizado que ∂xµ
′

∂xµ
es el inverso de ∂xµ

∂xµ′
, y que el determinante del

inverso de una matriz es el inverso del determinante. Los objetos que transforman de

esta manera se conocen como densidades tensoriales. Otro ejemplo está dado por el

determinante de la métrica, g = |gµν |. Es fácil veri�car que bajo una transformación

de coordenadas se obtiene:

g
(
xµ
′
)

=

∣∣∣∣∂xµ′∂xµ

∣∣∣∣−2

g (xµ) . (2.1.12)

Por lo tanto, g tampoco es un tensor. Transforma de manera similar al símbolo de

Levi-Civita, excepto que el Jacobiano se eleva a la potencia −2. La potencia a la cual

se eleva el Jacobiano se conoce como el peso de la densidad. El símbolo Levi-Civita

es una densidad de peso 1, mientras que g es una densidad (escalar) de peso −2.

Sin embargo, por su simplicidad preferimos los tensores a las densidades tenso-

riales. Una forma sencilla de convertir una densidad en un tensor es multiplicar por

|g|w/2, donde w es el peso de la densidad (el valor absoluto aparece porque g < 0 para

métricas de Lorentz). El resultado se transformará según la ley de transformación

de tensores. Por ejemplo, podemos de�nir el tensor Levi-Civita como

εµ1...µn =
√
|g|ε̃µ1...µn . (2.1.13)

Como este es un tensor real, podemos subir índices, y obtener la relación

εµ1...µn =
1√
|g|
ε̃µ1...µn . (2.1.14)
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2.1.5. Curvatura

La curvatura depende de alguna manera de la métrica que de�ne la geometría

de la variedad, pero no está del todo claro cómo atribuir curvatura a una métrica

determinada. Es necesario formalizar este concepto a través de una estructura mate-

mática útil. Un elemento necesario para construir la curvatura requiere de�niciones

precisas sobre cómo se puede derivar un tensor.

La derivada de Lie es una derivación en el álgebra de funciones diferenciables

sobre una variedad diferenciable M, cuya de�nición puede extenderse al álgebra

tensorial de la variedad. Obtenemos entonces lo que en topología diferencial se deno-

mina derivación tensorial: una aplicación R-lineal sobre el conjunto de tensores de

tipo (k, l) , que preserva el tipo tensorial, satisface la regla del producto de Leibniz

y que conmuta con las contracciones. Alcanza con de�nir explícitamente su acción

sobre funciones y campos vectoriales. Si X es un campo vectorial diferenciable, la

derivada de Lie de una función diferenciable, f , es

LXf = X (f) . (2.1.15)

Por otro lado, la derivada de Lie de un campo vectorial diferenciable, Y , es

LXY = [X, Y ] . (2.1.16)

Aquí, [ , ] es el Corchete de Lie, de�nido por: [X, Y ] (f) = X (Y (f))− Y (X (f)).

La curvatura se mani�esta a través de la llamada conexión. Existe una única

conexión simétrica que podemos construir a partir de la condición ∇µgνρ = 0, y que

está encapsulada en los objetos llamados símbolos de Christo�el, dados por

Γ µ
νρ =

1

2
gµσ (∂νgρσ + ∂ρgσν − ∂σgνρ) . (2.1.17)

No deben identi�carse estos objetos con tensores, por eso les llamamos �símbolos�.

Por conveniencia, de ahora en adelante asumiremos que la métrica gµν es Lorentziana,

concretamente con signatura −+ ++, sobre una variedad de dimensión cuatro. Por

lo tanto, los índices µ, ν, etc. van desde 0 hasta 3. La notación ∂µ signi�ca derivada
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parcial respecto a la coordenada xµ.

La derivada covariante ∇µ es una generalización de la derivada parcial que tiene en

cuenta la curvatura. La derivada covariante de un campo vectorial V ν está dada por

∇µV
ν = ∂µV

ν + Γ ν
µρV

ρ. (2.1.18)

La conexión también aparece en la de�nición de geodésica (generalización del con-

cepto de línea recta). Una curva parametrizada xµ (λ) es una geodésica si obedece

d2xµ

dλ2
+ Γ µ

νρ

dxν

dλ

dxρ

dλ
= 0. (2.1.19)

Toda la información acerca de la curvatura de una variedad está contenida en un

tensor de rango (1, 3), conocido como tensor de Riemann,

Rρ
σµν = ∂µΓ

ρ
νσ − ∂νΓ ρ

µσ + Γ ρ
µλΓ

λ
νσ − Γ

ρ
νλΓ

λ
µσ. (2.1.20)

Este tiene todas sus componentes nulas si y sólo si la métrica es perfectamente

plana. Es un tensor antisimétrico en los dos últimos indices y, además, satisface las

identidades de Bianchi:

∇[λR
µ
ρσ]ν = 0, (2.1.21)

donde los corchetes en los índices indican su antisimetrización. El tensor de Riemann

puede contraerse en forma del tensor de Ricci,

Rµν = Rλ
µλν , (2.1.22)

que es un tensor simétrico. Si tomamos su traza,

R = gµνRµν , (2.1.23)

obtenemos el llamado escalar de Ricci o curvatura escalar.

El tensor de Riemann aporta todo lo que necesitamos saber sobre la curvatura

de una variedad. La ecuación de Einstein de la Relatividad General relaciona ciertas

componentes del tensor de Riemann con las del tensor de energía-momento.
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A continuación, veremos en detalle las propiedades mencionadas, asociadas a la

curvatura.

2.1.5.1. Derivadas covariantes

La curvatura depende de una conexión, y las conexiones pueden o no depender de

la métrica. No obstante, demostraremos cómo la existencia de una métrica implica

una determinada conexión única, y cuya curvatura puede pensarse como la de la

métrica misma. Esta es la conexión utilizada en Relatividad General, por lo que es

legítimo pensar en la curvatura como una característica de la métrica, sin introducir

estructuras adicionales.

La conexión se vuelve necesaria cuando intentamos abordar el problema de que

la derivada parcial no es un buen operador tensorial. Es necesario un operador que se

reduzca a la derivada parcial en el espacio plano con coordenadas inerciales, pero que

transforme como un tensor en una variedad arbitraria. Este es la derivada covariante.

En el espacio plano en coordenadas inerciales, el operador de derivada parcial,

∂µ, es un mapa de los campos tensoriales (k, l) en los campos tensoriales (k, l + 1),

que actúa linealmente sobre sus argumentos y obedece la regla de Leibniz sobre

los productos tensoriales. El mapa proporcionado por la derivada parcial depende

del sistema de coordenadas utilizado, por lo tanto, debemos de�nir un operador

derivada covariante, ∇, para ejecutar funciones de la derivada parcial pero de una

manera independiente de las coordenadas.

Requerimos que ∇ sea un mapa de los campos tensoriales (k, l) en los campos

tensoriales (k, l + 1) y cumpla las siguientes propiedades:

1. Linealidad: ∇ (T + S) = ∇T +∇S,

2. Regla de Leibniz del producto: ∇ (T ⊗ S) = (∇T )⊗ S + T ⊗ (∇S) .

Para cada dirección µ, la derivada ∇µ estará dada por la derivada parcial ∂µ más una

corrección especi�cada por un conjunto de n matrices, (Γµ)ρσ (una matriz n×n, don-
de n es la dimensionalidad de la variedad, para cada µ), llamadas coe�cientes de co-

nexión. Podemos deshacernos de los paréntesis y simplemente denotar (Γµ)ρσ ≡ Γρµσ;

entonces tenemos que la derivada covariante de un vector V ν es
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∇µV
ν = ∂µV

ν + ΓνµλV
λ. (2.1.24)

La ley de transformación de esta expresión debe ser

∇µ′V
ν′ =

∂xµ

∂xµ′
∂xν

′

∂xν
∇µV

ν . (2.1.25)

de manera que el lado izquierdo transforme como un tensor (1, 1). Como consecuencia

Γν
′

µ′λ′ =
∂xµ

∂xµ′
∂xλ

∂xλ′
∂xν

′

∂xν
Γνµλ −

∂xµ

∂xµ′
∂xλ

∂xλ′
∂2xν

′

∂xµ∂xλ
. (2.1.26)

Nótese que los coe�cientes de conexión se construyen de manera que (2.1.24) trans-

forme como un tensor, pero estos no son realmente las componentes de un tensor,

por eso no debemos preocuparnos demasiado acerca de la posición de los índices.

Con un razonamiento similar al utilizado para vectores, la derivada covariante de

una 1-forma también se puede expresar como una derivada parcial más una transfor-

mación lineal; pero aún no hay ninguna razón para que las matrices que representan

dicha transformación deban estar relacionadas con los coe�cientes Γνµλ. En general,

podríamos escribir algo como

∇µων = ∂µων + Γ̃λµνωλ, (2.1.27)

donde Γ̃λµν es un nuevo conjunto de matrices para cada µ. Las propiedades de trans-

formación de Γ̃ deben ser las mismas que para Γ, de modo que∇µων transforme como

un tensor. Para ello, es necesario introducir dos propiedades adicionales a nuestra

de�nición de derivada covariante:

3. Conmuta con las contracciones: ∇µ

(
T λλρ

)
= (∇T )µ

λ
λρ,

4. En escalares, se reduce a la derivada parcial: ∇µφ = ∂µφ.

La propiedad (3) equivale a decir que la delta de Kronecker (el mapa identidad) es

covariantemente constante, es decir, ∇µδ
λ
σ = 0.

Aplicando la derivada covariante al escalar de�nido por ωνV ν , se deduce que

Γ̃σµλ = −Γσµλ. (2.1.28)
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Las dos condiciones extra impuestas nos permiten expresar la derivada covariante de

una 1-forma utilizando los mismos coe�cientes de conexión que para el caso de un

vector, esto es,

∇µων = ∂µων − Γλµνωλ. (2.1.29)

Los coe�cientes de conexión codi�can toda la información necesaria para tomar

la derivada covariante de un tensor de rango arbitrario. La expresión general de la

derivada covariante es la siguiente:

∇σT
µ1...µk

ν1...νl = ∂σT
µ1...µk

ν1...νl + Γµ1σλT
λµ2...µk

ν1...νl + Γµ2σλT
µ1λ...µk

ν1...νl + ...

−Γλσν1T
µ2...µk

λν2...νl − Γλσν2T
µ1...µk

ν1λ...νl − ...
(2.1.30)

Evidentemente, podríamos de�nir un gran número de conexiones en cualquier

variedad, y cada una de ellas implica una noción distinta de diferenciación covariante.

En la Relatividad General, esta libertad no es una gran preocupación, porque resulta

que cada métrica de�ne una conexión única, que es la que se utiliza en la teoría.

Dada una conexión con coe�cientes Γλµν podemos formar otra conexión, simple-

mente permutando los índices inferiores. Es decir, el conjunto de coe�cientes Γλνµ

también transformará según (2.1.26), por lo que determinan una conexión distinta.

Por lo tanto, existe un tensor que podemos asociar con cualquier conexión dada,

llamado tensor de torsión, y de�nido por

T λµν = Γλµν − Γλµν = 2Γλ[µν]. (2.1.31)

El tensor de torsión es antisimétrico en sus índices inferiores, y si una conexión es

simétrica en dichos índices es denominada 'conexión libre de torsión'.

Ahora podemos de�nir una conexión única para una variedad con una métrica

gµν , introduciendo dos propiedades adicionales:

5. Coe�cientes libres de torsión: Γλµν = Γλ(µν),

6. Compatibilidad con la métrica: ∇ρgµν = 0.

Una conexión es compatible con la métrica si la derivada covariante de la métrica
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con respecto a esa conexión es cero en todas partes. Esto implica dos cosas. Primero,

que tanto el tensor Levi-Civita como la métrica inversa también tienen derivada

covariante cero,

∇λεµνρσ = 0, (2.1.32)

∇ρg
µν = 0. (2.1.33)

Segundo, una derivada covariante compatible con la métrica conmuta con subir y

bajar índices, esto es,

gµλ∇ρV
λ = ∇ρ

(
gµλV

λ
)

= ∇ρVµ. (2.1.34)

Hay exactamente una conexión libre de torsión para cierta variedad que es compa-

tible con alguna métrica dada en esa variedad. No queremos que estos dos requisitos

formen parte de la de�nición de derivada covariante, simplemente destacan una de

las tantas posibilidades. Es posible demostrar tanto la existencia como la unicidad

de la conexión, compatible con la métrica y libre de torsión, derivando una expresión

única para los coe�cientes de conexión en términos de la métrica:

Γσµν =
1

2
gσρ (∂µgνρ + ∂νgρµ − ∂ρgµν) . (2.1.35)

Esta conexión es en la que se basa la Relatividad General. Se le conoce por diferentes

nombres: conexión de Christo�el, conexión de Levi-Civita o conexión Riemanniana.

Los coe�cientes de conexión asociados la misma se denominan símbolos de Christo�el.

El estudio de las variedades con métricas y sus conexiones asociadas se llama

Geometría Riemanniana, o a veces pseudo-Riemanniana cuando la métrica tiene

signatura de Lorentz.

Nótese que en el espacio plano hay una conexión implícita que usamos todo

el tiempo: la conexión de Christo�el construida a partir de la métrica plana. Los

coe�cientes de la conexión de Christo�el en el espacio plano se anulan en coordenadas

cartesianas, pero no en sistemas de coordenadas curvilíneas.

Por otro lado, la expresión para la divergencia de un vector (con respecto a la

conexión de Christo�el) se simpli�ca. La divergencia covariante de un vector V µ está
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dada por

∇µV
µ = ∂µV

µ + ΓµµλV
λ. (2.1.36)

Es fácil ver que la conexión de Christo�el satisface

Γµµλ =
1√
|g|
∂µ

(√
|g|
)
. (2.1.37)

Si V µ es un campo vectorial sobre una región Σ con borde ∂Σ, el teorema de Stokes

es ∫
Σ

∇µV
µ
√
|g|dnx =

∫
∂Σ

nµV
µ
√
|h|dn−1x, (2.1.38)

donde nµ es la normal respecto a ∂Σ y hij es la métrica inducida en ∂Σ. Si la conexión

no fuese compatible con la métrica y libre de torsión, la ecuación tendría términos

adicionales.

2.1.5.2. Transporte paralelo y geodésicas

Una función de�ne un número en cada punto del espaciotiempo, y es sencillo

comparar dos números diferentes, por lo cual es de esperar que la derivada parcial

de funciones siga siendo válida en variedades arbitrarias. Pero un tensor es un mapa

de vectores, y vectores duales, en números reales, y no está claro cómo comparar

dichos mapas en diferentes puntos del espaciotiempo. Cabe preguntarse, entonces,

¾podemos pensar la derivada covariante como una medida de la tasa de cambio de

los tensores? Sí, la derivada covariante cuanti�ca la tasa instantánea de cambio de

un campo tensorial en comparación con lo que sería el tensor si fuera 'transporta-

do paralelamente'. En otras palabras, una conexión de�ne una forma especí�ca de

mantener constante un tensor a lo largo de algún camino.

El concepto de mover un vector a lo largo de una trayectoria, manteniéndolo

constante todo el tiempo, se conoce como transporte paralelo. El transporte paralelo

requiere una conexión para estar bien de�nido. La diferencia crucial entre espacios

planos y curvos es que, en un espacio curvo, el resultado del transporte paralelo de un

vector dependerá de la trayectoria que se tome entre los puntos inicial y �nal. Veamos
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un ejemplo de transporte paralelo sobre la 2-esfera. Comenzamos con un vector en el

ecuador, apuntando a lo largo de una línea de longitud constante. Paralelamente, lo

transportamos hasta el polo norte a lo largo de una línea de longitud de la manera

obvia. Luego tomamos el vector original, transportamos en paralelo a lo largo del

ecuador en un ángulo θ y luego lo movemos hacia el polo norte como antes. Como

se muestra en la �gura (2.1.3), el vector, transportado en paralelo a lo largo de dos

caminos, llega al mismo destino con dos valores diferentes (rotados por un ángulo θ).

Figura 2.1.3: Transporte paralelo en la 2-esfera.

No existe una forma única de mover un vector de un espacio tangente a otro;

siempre podemos transportarlo en paralelo, pero el resultado depende del camino.

Dos vectores solo pueden compararse de forma natural si son elementos del mismo

espacio tangente.

El transporte paralelo es la generalización al espacio curvo del concepto de "man-

tener un vector constante" a medida que lo movemos a lo largo de una trayectoria;

la idea es similar para un tensor de rango arbitrario. Dada una curva xµ(λ), el re-

querimiento de que un tensor T µ1...µkν1...νl sea constante a lo largo de la misma en el

espacio plano es, simplemente, que sus componentes sean constantes:

d

dλ
T µ1...µkν1...νl =

dxµ

dλ

d

dxµ
T µ1...µkν1...νl = 0. (2.1.39)

Para hacer esta expresión propiamente tensorial reemplacemos la derivada parcial

por una covariante. De�namos la derivada direccional covariante como:
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D

dλ
=
dxµ

dλ
∇µ. (2.1.40)

Este es un mapa (de�nido sólo a lo largo de la trayectoria) de tensores (k, l) a tensores

(k, l). De�nimos el transporte paralelo del tensor T a lo largo de la trayectoria xµ(λ),

como el requerimiento de que la derivada covariante de T a lo largo de la curva se

anule: (
D

dλ
T

)µ1...µk
ν1...νl ≡

dxσ

dλ
∇σT

µ1...µk
ν1...νl = 0. (2.1.41)

Esta es una ecuación tensorial bien de�nida, conocida como ecuación de transporte

paralelo. Para un vector toma la forma

d

dλ
V µ + Γµσρ

dxσ

dλ
V ρ = 0. (2.1.42)

Podemos considerar la ecuación de transporte paralelo como una ecuación dife-

rencial de primer orden que de�ne un problema de condiciones iniciales: dado un

tensor en un punto a lo largo de una trayectoria, habrá una continuación única del

tensor a otros puntos a lo largo de la trayectoria de manera que la misma resuelve

(2.1.41). Decimos que tal tensor se transporta paralelamente. El concepto de trans-

porte paralelo obviamente depende de la conexión, por tanto, diferentes conexiones

conducen a diferentes respuestas. Si la conexión es compatible con la métrica, la

misma siempre se transporta paralelamente con respecto a ella, es decir,

D

dλ
gµν =

dxσ

dλ
∇σgµν = 0. (2.1.43)

El producto interno de dos vectores transportados paralelamente se preserva.

Esto signi�ca que el transporte paralelo con respecto a una conexión compatible con

la métrica preserva la norma de los vectores, la ortogonalidad, etc.

El siguiente concepto a discutir es el de geodésica. La geodésica es la generali-

zación al espacio curvo del concepto de línea recta en el espacio euclídeo, esto es,

la trayectoria de menor distancia entre dos puntos. De igual forma: una línea recta

es una trayectoria que transporta en paralelo su propio vector tangente. Estos dos

conceptos coinciden si, y sólo si, la conexión es la conexión de Christo�el. El vector

tangente a una trayectoria xµ(λ) es dxµ/dλ. La condición de que sea transportado
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paralelamente es, por lo tanto,

D

dλ

dxµ

dλ
= 0, (2.1.44)

o, alternativamente, la llamada ecuación geodésica.

d2xµ

dλ2
+ Γµρσ

dxρ

dλ

dxσ

dλ
= 0. (2.1.45)

Obsérvese que reproduce el concepto conocido de línea recta si los coe�cientes de

conexión son los símbolos de Christo�el en el espacio euclídeo (d2xµ/dλ2). Varias sutile-

zas están involucradas en la de�nición de distancia en un espaciotiempo lorentziano;

para trayectos nulos, la distancia es cero, para trayectorias de tipo tiempo es más

conveniente utilizar el tiempo propio. Entonces, encontremos la ecuación resultante

para una trayectoria de tipo tiempo, que resultará ser válida para cualquier camino,

por lo que no estamos perdiendo generalidad. Por lo tanto, consideremos el tiempo

propio funcional,

τ =

∫ (
−gµν

dxµ

dλ

dxν

dλ

)1/2

dλ, (2.1.46)

donde la integral es sobre la trayectoria. Luego de algunos cálculos, se tiene que

la ecuación geodésica para una trayectoria de tipo tiempo en términos del tiempo

propio τ es:

d2xρ

dτ 2
+

1

2
gρσ (∂µgνσ + ∂νgσµ − ∂σgµν)

dxµ

dτ

dxν

dτ
= 0. (2.1.47)

Esta es precisamente la ecuación (2.1.42) pero con la elección especí�ca de la conexión

de Christo�el.

La principal utilidad de las geodésicas en Relatividad General es que son las tra-

yectorias seguidas por partículas de prueba 'no aceleradas'. Una partícula de prueba

es un cuerpo que no in�uye por sí mismo en la geometría a través de la cual se

transporta (esto no es exacto, pero es una excelente aproximación). Este concepto

permite explorar, por ejemplo, las propiedades del campo gravitacional alrededor del

Sol, sin preocuparse por el campo gravitatorio del planeta cuyo movimiento estamos
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considerando. La ecuación geodésica se puede pensar como la generalización de la ley

de Newton f = ma, para el caso f = 0 en el espaciotiempo curvo. También es posible

introducir fuerzas agregando términos del lado derecho de (2.1.45), por ejemplo,

d2xµ

dτ 2
+ Γµρσ

dxρ

dτ

dxσ

dτ
=

q

m
F µ

ν
dxν

dτ
. (2.1.48)

2.1.5.3. Tensor de Riemann

Una vez claros los conceptos de derivada covariante y transporte paralelo, lo que

sigue es comenzar a discutir el concepto de curvatura. La curvatura se cuanti�ca

mediante el tensor de Riemann, que deriva de la conexión. La idea detrás de medir

la curvatura es que sabemos qué signi�ca "planitud" de una conexión. Por ejemplo,

la conexión de Christo�el, asociada con la métrica Euclidiana o Minkowskiana, tiene

una serie de propiedades que pueden considerarse como manifestaciones de planitud.

Estas incluyen el hecho de que el transporte paralelo alrededor de un bucle cerrado

deja un vector invariante, que las derivadas covariantes de los tensores conmutan y

que las geodésicas inicialmente paralelas permanecen paralelas. El tensor de Riemann

surge cuando estudiamos cómo se altera cualquiera de estas propiedades en contextos

más generales.

Una forma convencional de introducir el tensor de Riemann, es considerar el

transporte paralelo alrededor de un bucle in�nitesimal. Dado que el espaciotiempo

parece plano en regiones su�cientemente pequeñas, dicho bucle estará especi�cado

por dos vectores in�nitesimales Aµ y Bν . Imaginemos el transporte paralelo de un

vector V µ moviéndolo primero en la dirección de Aµ, luego a lo largo de Bν , lue-

go hacia atrás a lo largo de Aµ y Bν para regresar al punto de partida, como se

muestra en la �gura (2.1.4). La acción del transporte paralelo es independiente de

las coordenadas, por lo que debería haber algún tensor que nos diga cómo cambia

el vector cuando vuelve a su punto de partida; dicho tensor será una transformación

lineal sobre un vector y, por lo tanto, involucrará un índice superior y uno inferior.

También dependerá de los vectores que de�nen el bucle, por lo tanto, debería haber

dos índices inferiores adicionales para contraer con Aµ y Bν . Otra característica del

tensor es que debe ser antisimétrico en estos dos índices, ya que intercambiar los vec-

tores corresponde a recorrer el bucle en la dirección opuesta. Esto es consistente con
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.

Figura 2.1.4: Bucle in�nitesimal de�nido por dos vectores Aµ y Bν .

el hecho de que la transformación debería anularse si A y B son el mismo vector. Por

todo lo anterior, esperamos que la expresión para la variación, δV ρ, experimentada

por este vector cuando se transporta en paralelo alrededor del bucle sea de la forma

δV ρ = Rρ
σµνV

σAµBν (2.1.49)

donde Rρ
σµν es un tensor (1, 3) conocido como tensor de Riemann (o tensor de

curvatura). Como ya mencionamos, este tensor es antisimétrico en los últimos dos

índices, esto es,

Rρ
σµν = −Rρ

σνµ. (2.1.50)

La relación entre el conmutador de derivadas covariantes y el transporte paralelo

alrededor de un bucle es evidente; la derivada covariante de un tensor en una cierta

dirección mide cuánto cambia el tensor en relación a lo que habría sido si se hubiese

transportado paralelamente, ya que la derivada covariante de un tensor en cierta

dirección a lo largo de la cual se transporta paralelamente es cero. El conmutador de

dos derivadas covariantes, entonces, mide la diferencia entre el transporte paralelo

del tensor primero en una dirección y luego en la otra, versus el orden opuesto.

Considerando esta propiedad de la derivada covariante, se obtiene la expresión de la

curvatura en función de los coe�cientes de conexión:

Rρ
σµν = ∂µΓρνσ − ∂νΓρµσ + ΓρµλΓ

λ
νσ − ΓρνλΓ

λ
µσ. (2.1.51)
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Nótese que el tensor de Riemann está constituido en términos de la conexión, sin

hacer mención a la métrica, esto signi�ca que la expresión anterior vale para cualquier

conexión, sin importar si es compatible con la métrica o libre de torsión.

Tanto el tensor de torsión como el tensor de Riemann, pensados como mapas

multilineales, tienen expresiones elegantes en términos del conmutador de campo

vectorial.

Pensando en la torsión como un mapa de dos campos vectoriales a un tercer campo

vectorial, tenemos

T (X, Y ) = ∇XY −∇YX − [X, Y ] , (2.1.52)

y pensando en el tensor de Riemann como un mapa de tres campos vectoriales a un

cuarto campo vectorial, tenemos

R (X, Y ) = ∇X∇YZ −∇Y∇XZ −∇[X,Y ]Z. (2.1.53)

La notación ∇X re�ere a la derivada covariante a lo largo del campo vectorial X

(∇X = Xµ∇µ). Por ejemplo, (2.1.53) es equivalente a

Rρ
σµνX

µY νZσ = Xλ∇λ (Y η∇ηZ
ρ)− Y λ∇λ (Xη∇ηZ

ρ)

−
(
Xλ∂λY

η − Y λ∂λX
η
)
∇ηZ

ρ.
(2.1.54)

Habiendo de�nido el tensor de curvatura como un objeto que caracteriza la cone-

xión, consideremos ahora la conexión de Christo�el, que es la que más nos interesa

en Relatividad General. En este caso, la conexión se deriva de la métrica y la cur-

vatura asociada puede considerarse como la curvatura de la métrica misma. Esta

identi�cación nos permite �nalmente dar sentido a nuestra idea informal de que los

espacios para los que la métrica parece Euclidiana o Minkowskiana son planos. De

hecho, funciona en ambos sentidos: si existe un sistema de coordenadas en el que las

componentes de la métrica son constantes, entonces el tensor de Riemann se anulará.

Por otro lado, si el tensor de Riemann es nulo, siempre podemos construir un sistema

de coordenadas en el que las componentes de la métrica sean constantes.

El tensor de Riemann, con cuatro índices, tiene n4 componentes independientes

en un espacio n-dimensional. De hecho, la propiedad de antisimetría signi�ca que sólo
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hay n(n− 1)/2 valores independientes que estos dos últimos índices pueden asumir,

dejándonos n3(n− 1)/2 componentes independientes.

Cuando consideramos la conexión de Christo�el, una serie de simetrías reducen aún

más las componentes independientes. La forma más sencilla de derivar estas simetrías

adicionales es examinar el tensor de Riemann con todos los índices inferiores:

Rρσµν = gρλR
λ
σµν . (2.1.55)

Observemos que Rρσµν tiene las siguientes propiedades:

1. es antisimétrico en los dos primeros índices: Rρσµν = −Rσρµν ,

2. es antisimétrico en los dos últimos índices: Rρσµν = −Rρσνµ,

3. es invariante bajo el intercambio del primer par de índices con el segundo:

Rρσµν = Rµνρσ,

4. la suma de las permutaciones cíclicas de los últimos tres índices se anula:

Rρσµν +Rρµνσ +Rρνσµ = 0 (equivalentemente, Rρ[σµν] = 0).

No todas estas propiedades son independientes. Debemos preguntarnos entonces, da-

das estas relaciones entre las diferentes componentes del tensor de Riemann, ¾cuántas

cantidades independientes quedan?. Comencemos con el hecho de que Rρσµν es an-

tisimétrico en los dos primeros índices, antisimétrico en los dos últimos índices y

simétrico en el intercambio de estos dos pares. Esto signi�ca que podemos pensarlo

como una matriz simétrica R[ρσ][µν] donde los pares ρσ y µν se consideran índices

individuales. Una matriz simétrica m×m tiene m(m + 1)/2 componentes indepen-

dientes, mientras que una matriz antisimétrica n× n tiene n(n− 1)/2 componentes

independientes. Por lo tanto tenemos

1

2

[
1

2
n(n− 1)

] [
1

2
n(n− 1) + 1

]
=

1

8

(
n4 − 2n3 + 3n2 − 2n

)
(2.1.56)

componentes independientes. Todavía tenemos que lidiar con la simetría adicional

(4), cuya consecuencia inmediata es que la parte totalmente antisimétrica del tensor

de Riemann se anula,
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R[ρσµν] = 0. (2.1.57)

Imponer (2.1.57), es equivalente a imponer (4).

Una vez que se han tenido en cuenta las demás simetrías, ¾Cuántas restriccio-

nes independientes sobreviven? Para determinarlo, descompongamos el tensor de la

siguiente manera:

Rρσµν = Xρσµν +R[ρσµν]. (2.1.58)

Es fácil ver que cualquier tensor de cuatro índices totalmente antisimétrico es auto-

máticamente antisimétrico en su primer y último índice, y simétrico en el intercambio

de los dos pares. Por lo tanto, estas propiedades son restricciones independientes de

Xρσµν , no relacionadas con la restricción (2.1.57). Además, un tensor de cuatro índi-

ces totalmente antisimétrico tiene n(n− 1)(n− 2)(n− 3)/4! términos y, por lo tanto,

(2.1.57) reduce el número de componentes independientes en esta cantidad. Vemos

que sobreviven, entonces,

1

8

(
n4 − 2n3 + 3n2 − 2n

)
− 1

24
n(n− 1)(n− 2)(n− 3) =

1

12
n2(n2 − 1) (2.1.59)

componentes independientes del tensor de Riemann. En cuatro dimensiones el tensor

tiene 20 componentes independientes; en una dimensión, no tiene ninguna.

La antisimetría en los dos primeros índices nos permite escribir la expresión

∇[λRρσ]µν = 0, (2.1.60)

conocida como identidad de Bianchi.

Es útil considerar una contracción del tensor de Riemann que da lugar al tensor

de Ricci :

Rµν = Rλ
µλν . (2.1.61)

Como consecuencia de las simetrías del tensor de Riemann, el tensor de Ricci asociado
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con la conexión de Christo�el es simétrico:

Rµν = Rνµ. (2.1.62)

Además, la traza del tensor de Ricci es el escalar de Ricci (o curvatura escalar)

R = Rµ
µ = gµνRµν . (2.1.63)

Por último, de�nimos el tensor de Einstein, dado por:

Gµν = Rµν −
1

2
Rgµν . (2.1.64)

Se puede ver que la identidad de Bianchi doblemente contraída es equivalente a:

∇µGµν = 0. (2.1.65)

El tensor de Einstein, que es simétrico a causa de la simetría del tensor de Ricci,

será de gran importancia en Relatividad General.

Debemos contrastar el formalismo que hemos desarrollado con nuestra idea in-

tuitiva de curvatura. Lamentablemente, nuestra intuición está contaminada por el

hecho de que estamos acostumbrados a pensar en espacios unidimensionales y bidi-

mensionales embebidos en el espacio (casi) Euclidiano en el que vivimos. Pensamos,

por ejemplo, que una línea recta no tiene curvatura, mientras que un círculo (S1) es

curvo. Sin embargo, según (2.1.59), en una, dos, tres y cuatro dimensiones hay 0, 1,

6 y 20 componentes independientes del tensor de Riemann, respectivamente. Por lo

tanto, es imposible que un espacio unidimensional como el círculo tenga cualquier

curvatura tal como la hemos de�nido. La aparente contradicción surge del hecho de

que nuestra idea intuitiva de curvatura depende de la geometría extrínseca de la

variedad, propiedad que caracteriza la forma en que un espacio está embebido en un
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espacio mayor, mientras que la curvatura de Riemann es una propiedad de la geome-

tría intrínseca de un espacio, que podría ser medida por observadores con�nados en

la variedad. Observadores con�nados en un círculo no tienen acceso al espacio mayor

en el que el mismo está embebido, por lo que pensarían que viven en una geometría

plana.

Podemos ilustrar la diferencia entre curvatura intrínseca y curvatura extrínseca

con un ejemplo en dos dimensiones, donde la curvatura tiene una componente in-

dependiente. De hecho, toda la información sobre la curvatura está contenida en la

única componente del escalar de Ricci. Consideremos, por ejemplo un toroide, repre-

sentado en la �gura (2.1.5), que se puede considerar como una región cuadrada del

plano con lados opuestos identi�cados (topológicamente, S1 × S1). Aunque un toro

incrustado en tres dimensiones parece curvo desde nuestro punto de vista, debería

quedar claro que podemos poner una métrica en el toro cuyas componentes son cons-

tantes en un sistema de coordenadas apropiado; simplemente hay que 'desenrollarlo'

y usar la métrica del plano, ds2 = dx2 + dy2. En esta métrica, el toro es plano.

Figura 2.1.5: Toroide pensado como un cuadrado en el espacio plano con lados opuestos identi�-

cados.

2.1.5.4. Simetrías y vectores de Killing

Es prácticamente imposible encontrar una métrica que describa con precisión

nuestro Universo hoy en día, sin embargo, podemos modelar el espaciotiempo con-

siderando ciertas aproximaciones. Por ejemplo, podemos considerar la geometría al-

rededor de una estrella como esféricamente simétrica (a cierto orden de precisión) y
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luego, de ser necesario, adicionar perturbaciones que representen pequeñas desviacio-

nes de la simetría. Dada la naturaleza no lineal de la Relatividad General, tenemos

un interés especial en soluciones con cierta simetría.

Decimos que una variedadM posee una simetría si la geometría es invariante bajo

cierta transformación que mapeaM en sí misma; es decir, si la métrica es la misma,

en algún sentido, de un punto a otro. De hecho, diferentes campos tensoriales pueden

poseer diferentes simetrías; las simetrías de la métrica se denominan isometrías. A

veces, la existencia de isometrías es obvia. Consideremos, por ejemplo, el espacio de

Minkowski en cuatro dimensiones, donde un elemento de línea está dado por:

ds2 = ηµνdx
µdxν = −dt2 + dx2 + dy2 + dz2. (2.1.66)

Conocemos varias isometrías de este espacio; las traslaciones, xµ → xµ + aµ, con

aµ �jo; y las transformaciones de Lorentz, xµ → Λµ
νx

ν , con Λµ
ν una matriz de

transformación de Lorentz. El hecho de que la métrica sea invariante bajo traslaciones

se hace evidente de inmediato por el simple hecho de que los coe�cientes, ηµν , son

independientes de las funciones de coordenadas individuales, xµ. De hecho, siempre

que ∂σ∗gµν = 0, para algún σ∗ �jo (pero para todo µ y ν), habrá una simetría bajo

traslaciones a lo largo de xσ∗ , es decir,

∂σ∗gµν = 0 ⇒ xσ∗ → xσ∗ + aσ∗ es una simetŕıa. (2.1.67)

Las isometrías de la forma (2.1.67) tienen consecuencias inmediatas en el movimiento

de las partículas de prueba, como se describe en la ecuación geodésica. La ecuación

geodésica se puede escribir en términos del cuadrimomento pµ = mUµ como:

pλ∇λp
µ = 0. (2.1.68)

Escribiendo ∇λ en función de la métrica (a partir de los coe�cientes de conexión),

tenemos que la ecuación geodésica tiene la forma:

m
dpµ
dτ

=
1

2
(∂µgνλ) p

λpµ. (2.1.69)

Por lo tanto, si todos los coe�cientes de la métrica son independientes de la coorde-
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nada xσ∗ , tenemos que esta isometría implica que la componente del momento pσ∗
es una cantidad conservada del movimiento, esto es:

∂σ∗gµν = 0 ⇒ dpσ∗
dτ

= 0. (2.1.70)

Aunque la independencia de las componentes de la métrica en una o más coorde-

nadas implica la existencia de isometrías, lo contrario no es necesariamente válido.

La simetría bajo las transformaciones de Lorentz, por ejemplo, no se mani�esta como

una independencia de ηµν respecto a las coordenadas; de hecho, en cuatro dimen-

siones, hay cuatro tipos de traslaciones y seis tipos de transformaciones de Lorentz,

para un total de diez, que es mayor que el número de dimensiones del que la métrica

podría ser independiente. Es más, sería bastante sencillo transformarlo en un compli-

cado sistema de coordenadas en el que ni siquiera las simetrías de traslación fueran

obvias. Tal transformación de coordenadas cambiaría los componentes métricos, pe-

ro no la geometría subyacente, que es lo que realmente caracteriza la simetría. Es

evidente que se requiere un procedimiento más sistemático. Podemos desarrollar un

procedimiento de este tipo reformulando la ecuación de la derecha de (2.1.70), que

expresa que una de los componentes del momento es constante, en una expresión más

mani�estamente covariante. Si xσ∗ es la coordenada de la cual gµv es independiente,

vamos considerar el vector ∂σ∗ , que etiquetamos como K:

Kµ = (∂σ∗)
µ = δµσ∗ . (2.1.71)

Decimos que el vector Kµ genera la isometría; esto signi�ca que la transformación

bajo la cual la geometría es invariante se expresa in�nitesimalmente como un movi-

miento en la dirección Kµ. En términos de este vector, la cantidad aparentemente

no covariante, pσ∗ , es simplemente,

pσ∗ = Kνpν = Kνp
ν . (2.1.72)

El hecho de que esta cantidad (escalar) sea constante a lo largo del camino es equi-

valente a la a�rmación de que su derivada direccional a lo largo de la geodésica sea

nula:
dpσ∗
dτ

= 0 ⇔ pµ∇µ (Kνp
ν) = 0. (2.1.73)
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Expandiendo la expresión de la derecha, utilizando la ecuación geodésica (pµ∇µp
ν = 0)

y el hecho de que pµpν es simétrico, obtenemos

pµ∇µ (Kνp
ν) = pµpν∇(µKν). (2.1.74)

Por lo tanto, concluimos que, cualquier vector Kµ que satisfaga

∇(µKν) = 0, (2.1.75)

implica que Kνp
ν se conserva a lo largo de una trayectoria geodésica:

pµ∇µ (Kνp
ν) = 0. (2.1.76)

La ecuación (2.1.75) se conoce como ecuación de Killing, y los campos vectoriales

que la satisfacen se conocen como campos vectoriales de Killing o, simplemente, vec-

tores de Killing. Si la métrica es independiente de alguna coordenada, xσ∗ , entonces

el vector ∂σ∗ satisface (2.1.75). De hecho, si un vector Kµ satisface la ecuación de Ki-

lling, siempre será posible encontrar un sistema de coordenadas en el que Kµ = ∂σ∗ ;

pero en general no podemos encontrar coordenadas en las que todos los vectores de

Killing sean simultáneamente de esta forma, ni esta forma es necesaria para que el

vector satisfaga la ecuación de Killing.

Los vectores de Killing en una variedad están en correspondencia uno a uno

con simetrías continuas de la métrica. Cada vector de Killing implica la existencia

de cantidades conservadas asociadas con el movimiento geodésico. Por de�nición,

la métrica no cambia a lo largo de la dirección del vector Killing, por lo tanto, en

términos generales, una partícula libre no sentirá ninguna fuerza en esta dirección y,

en consecuencia, se conservará la componente de su momento en la misma.

Usando la misma lógica con la que mostramos que Kνp
ν se conserva a lo largo

de una geodésica si ∇(µKν) = 0, un tensor de Killing, Kν1...νl , es un tensor simé-

trico de l índices que satisface la generalización obvia de la ecuación de Killing y,

en consecuencia, conduce a cantidades conservadas al contraerse con l copias del

momento:
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∇(µKν1...νl) = 0 ⇒ pµ∇µ (Kν1...νlp
ν1pνl) = 0. (2.1.77)

Ejemplos simples de tensores Killing son la métrica en sí misma y el producto

tensorial simétrico de vectores Killing. Los tensores de Killing no están relacionados

de manera sencilla con las simetrías del espaciotiempo, pero simpli�can el análisis,

por ejemplo, de agujeros negros en rotación y universos en expansión.

Las derivadas de los vectores de Killing se pueden relacionar con el tensor de

Riemann mediante:

∇µ∇σK
ρ = Rρ

σµνK
ν . (2.1.78)

Contrayendo esta expresión, tenemos

∇µ∇σK
µ = RσνK

ν . (2.1.79)

Estas relaciones, junto con la identidad de Bianchi y la ecuación de Killing, son

su�cientes para demostrar que la derivada direccional del escalar de Ricci a lo largo

de un campo vectorial de Killing es nula:

Kλ∇λR = 0. (2.1.80)

Esta es otra muestra de que la geometría no cambia a lo largo de un vector de Killing.

Además de conducir a cantidades conservadas, la existencia de un vector Killing

de tipo tiempo nos permite de�nir una energía conservada para todo el espaciotiem-

po. Dado un vector de Killing, Kν , y un tensor energía-momento conservado, Tµν ,

podemos construir una corriente

JµT = KνT
µν , (2.1.81)

que es automáticamente conservada, ya que,

∇µJ
µ
T = (∇µKν)T

µν +Kν (∇µT
µν) = 0. (2.1.82)

El primer término se anula por la ecuación de Killing, y el segundo por conservación
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de Tµν . Si Kν es de tipo tiempo, podemos integrar sobre una hipersuper�cie espacial

Σ para de�nir la energía total,

ET =

∫
Σ

JµTnµ
√
qd3x, (2.1.83)

donde q es el determinante de la métrica inducida en Σ y nµ es el vector normal a

Σ. La energía, ET , es la misma cuando se integra sobre cualquier hipersuper�cie de

tipo espacio, por lo tanto, es conservada.

Cuando hay un vector de Killing de tipo tiempo, podemos escribir la métrica

de forma que sea independiente de la coordenada temporal, entonces, el teorema

de Noether implica una energía conservada. De manera similar, los vectores Killing

de tipo espacio pueden ser usados para construir impulsos conservados o momentos

angulares.

2.2. Formulación Lagrangiana y ecuaciones de Eins-

tein

La gravedad es muy particular entre las interacciones fundamentales, ya que surge

como consecuencia de la curvatura del propio espaciotiempo. La Relatividad General

describe el espaciotiempo como una variedad lorentziana de cuatro dimensiones en

la que los cuerpos se mueven siguiendo curvas geodésicas.

Una camino para derivar las ecuaciones de campo de la Relatividad General es a

través del principio de mínima acción. Nuestra variable dinámica es la métrica, gµν ,

entonces debemos encontrar escalares obtenidos a partir de la misma para construir

el lagrangiano. Sabemos que la métrica se puede llevar a su forma canónica y que

sus derivadas primeras se hacen cero en cualquier punto, entonces cualquier escalar

no trivial debe involucrar al menos una derivada segunda de la métrica.

El tensor de Riemann está compuesto por derivadas segundas de la métrica, y

el único escalar independiente que podemos construir a partir de dicho tensor es el

escalar de Ricci, R. Además, cualquier tensor no trivial construido por productos

de la métrica y sus derivadas (primeras y segundas), se puede expresar en términos

de la métrica y del tensor de Riemann. Por lo tanto, el único escalar independiente
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construido a partir de la métrica, que no es de orden superior a dos en sus derivadas,

es el escalar Ricci. Por las razones anteriores, Hilbert propuso la opción más simple

posible para un lagrangiano, y de�nió la acción de Hilbert-Einstein como

SHE (g) =

∫ √
−gRdnx. (2.2.1)

Considerando el comportamiento de (2.2.1) bajo pequeñas variaciones de la métrica

(más precisamente, de la inversa de la métrica) tenemos:

1√
−g

δSHE
δgµν

= Rµν −
1

2
Rgµν = 0. (2.2.2)

De esta manera se obtienen las ecuaciones de Einstein en el vacío:

Gµν ≡ Rµν −
1

2
Rgµν = 0. (2.2.3)

Esta ecuación re�ere al caso vacío porque sólo utilizamos el lagrangiano gravitacional

en la acción, sin incluir términos adicionales para campos de materia. En caso de

existir contenido material, debemos considerar una acción de la forma1

S =
1

16πG
SHE + Sm, (2.2.4)

donde Sm es la acción para el contenido material. Bajo el mismo procedimiento,

planteamos

1√
−g

δS

δgµν
=

1

16πG

(
Rµν −

1

2
Rgµν

)
+

1√
−g

δSm
δgµν

= 0 (2.2.5)

y de�nimos un tensor (0, 2), simétrico, llamado Tensor de Energía-Momento como

Tµν = −2
1√
−g

δSm
δgµν

, (2.2.6)

obteniendo así la ecuación de Einstein completa:

1Más detalles en apéndice (D).
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Gµν ≡ Rµν −
1

2
Rgµν =

8πG

c4
Tµν . (2.2.7)

De ahora en más, utilizaremos unidades en las que G = c = 1. El conjunto de ecua-

ciones (2.2.7) determinan qué geometrías pueden ocurrir en la naturaleza. Cualita-

tivamente, puede interpretarse que la materia le indica al espacio cómo curvarse y

esa curvatura le indica a la materia cómo moverse. El lado izquierdo de la expresión

(2.2.7) está relacionado con la geometría del espaciotiempo mientras que el lado de-

recho da cuenta del contenido material y la energía del mismo. La ecuación de campo

de Einstein (2.2.7) tiene una expresión elegante, pero a pesar de su aparentemente

sencillez, se trata de diez ecuaciones en derivadas parciales, acopladas y no lineales.

Esto último signi�ca que dos soluciones conocidas no se pueden superponer para

encontrar una tercera.

Las ecuaciones contienen el tensor de Riemann y el escalar de Ricci, compuestos por

la conexión y sus derivadas primeras. A su vez, la conexión contiene derivadas de la

métrica y el tensor energía-momento, por lo general, también involucra la métrica.

Esto signi�ca que la teoría tiene una complejidad matemática que será un obstáculo

importante a la hora de cuantizarla.

El hecho de que haya diez ecuaciones independientes parece ser correcto para

las diez funciones desconocidas de las componentes de la métrica. Sin embargo, la

identidad de Bianchi,∇µGµν = 0, representa cuatro vínculos en las funciones Rµν(x),

por lo que realmente sólo hay seis ecuaciones independientes en (2.2.7). Esto tiene

sentido, ya que si una métrica es solución a la ecuación de Einstein en un sistema

de coordenadas xµ, también debería serlo en cualquier otro sistema de coordenadas

xµ
′
. Esto signi�ca que hay cuatro grados de libertad no físicos en gµν , representados

por las cuatro funciones xµ
′
(xµ), y deberíamos esperar que la ecuación de Einstein

sólo involucre los seis grados de libertad independientes de las coordenadas.

Tal como venimos describiendo, es muy difícil resolver la ecuación de Einstein

(incluso en el vacío) y, por lo general, es necesario hacer algunas simpli�caciones. Lo

más común es hacer la suposición de que la métrica tiene un importante grado de

simetría (las isometrías facilitan mucho el problema).
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2.3. Formulación hamiltoniana

2.3.1. Descomposición 3 + 1

Mientras que la formulación lagrangiana es mani�estamente covariante, la for-

mulación hamiltoniana describe la evolución temporal de las variables espaciales, lo

que choca con el principio de covarianza de la Relatividad General, que trata todas

las variables espaciotemporales por igual. Por esta razón, es necesario reescribir la

Relatividad General como un problema de Cauchy. Para expresar la teoría como un

problema de valores iniciales, se emplea la descomposición 3+1, en la que se divide la

variedad cuadridimensional en dos partes: se escoge una dirección 'temporal' y una

hipersuper�cie tridimensional 'espacial'. Esto es siempre posible en un espaciotiempo

globalmente hiperbólico, en el que se escogen una función temporal t y un campo

vectorial ta. Consideraremos el caso de una variedad lorentziana M difeomorfa a

R × S, donde S representa el espacio y t ∈ R representa el tiempo. De esta manera

estamos eligiendo una forma particular de dividir el espaciotiempo en 'instantes de

tiempo'. Hay muchas maneras de elegir un difeomor�smo

ϑ :M→ R× S, (2.3.1)

y cada una de esas formas de�ne una coordenada tiempo distinta. Esta coordenada

esta dada por el pull-back de la coordenada tiempo en R× S.
Decimos que una subvariedad Σt ∈ M es un instante de M si corresponde a

una super�cie de tiempo constante para la coordenada temporal elegida. En la for-

mulación hamiltoniana las variables dinámicas son las componentes de la métrica

restringida a las hipersuper�cies espaciales Σ y sus momentos conjugados. Denomi-

naremos q a esta métrica inducida en Σ.

Por otro lado, el campo vectorial ta debe ser tal que las hipersuper�cies Σt de

tiempo constante sean de tipo espacio y se satisfaga la condición ta∇at = 1. De

esta manera, se puede interpretar el vector ta como el �ujo temporal y relaciona las

hipersuper�cies Σt con la hipersuper�cie inicial, Σ0. El parámetro t identi�cará las

distintas hipersuper�cies espaciales de la foliación de la variedad.

A partir de un campo vectorial, na, ortogonal a la super�cie de Cauchy Σ, se

puede de�nir (respetando la signatura (−,+,+,+)) una métrica espacial,
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qab ≡ gab + nanb, (2.3.2)

de�nida positiva sobre Σ , que cumpla las condiciones

qabq
bc = δca y qab∇at = 0. (2.3.3)

Esta de�nición permite descomponer el vector ta en dos componentes, una normal y

otra tangencial a la hipersuper�cie . Por un lado, de�nimos la función lapso, N , tal

que,

N = −gabtanb = −tana (2.3.4)

y, por otro, el vector shift, Na, como:

Na = −qabtb, (2.3.5)

cuya expresión covariante es

Na = gacN
c = gacq

c
bt
b = qabt

b. (2.3.6)

El campo vectorial ta, separado en sus componentes normal y tangencial a Σ, es

ta = Nna +Na, (2.3.7)

como puede apreciarse en la �gura (2.3.1).

Figura 2.3.1: Esquema espaciotemporal que muestra el signi�cado geométrico de la función lapse

(N) y el vector shift (Na) en la descomposición 3+1.
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Podemos interpretar el lapso (N) como una función que mide el �ujo de tiempo

propio (τ) respecto a la coordenada temporal (t) al desplazarse en la dirección normal

a la hipersuper�cie Σ, mientras que el shift (Na) mide la cantidad de desplazamiento

tangencial respecto a la misma que contiene el �ujo temporal ta.

Podemos obtener otra expresión para la función lapso, multiplicando la ecuación

(2.3.7) por el gradiente del tiempo

1 = ta∇at = Nna∇at+Na∇at =⇒ N = (na∇at)
−1 , (2.3.8)

ya que, debido a la condición (2.3.3), tenemos Na∇at = 0.

Además, el campo vectorial, na, normal a la hipersuper�cie de Cauchy, puede

expresarse en función del lapso y el shift de la siguiente manera:

na =
1

N
(ta −Na), (2.3.9)

y a partir de esta expresión, podemos escribir la inversa de la métrica espaciotemporal

como:

gab = qab − nanb = qab − 1

N2
(ta −Na)

(
tb −N b

)
. (2.3.10)

Invirtiendo (2.3.10), se obtiene la métrica espaciotemporal:

gab =

(
−N2 +NaNa −Na

−Na −qab

)
, (2.3.11)

expresión que mani�esta que la información contenida en (qab, N y Na) es la misma

que contiene gab. El determinante de la métrica espaciotemporal está dado por:

√
−g = N

√
q. (2.3.12)

Para terminar de comprender la descomposición 3 + 1 es necesario analizar como

cambian los tensores y operadores de la Relatividad General y reintroducir el con-

cepto de curvatura extrínseca (mencionado en la subsección (2.1.5.3)) relacionándola

con la métrica inducida.

De�nimos la derivada de Lie de un campo tensorial T µ...ν... a lo largo de un campo
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vectorial Xµ como:

LXT a...b... = Xc∇cT
a...
b... + T a...c...∇bX

c + ...− T c...b...∇cX
a − ... (2.3.13)

Apliquemos la de�nición a la métrica inducida y relacionémosla con su derivada

temporal de la siguiente manera:

q̇ab ≡ Ltqab = NLnqab + LNqab. (2.3.14)

El primer término de la expresión (2.3.14) está relacionado con la curvatura ex-

trínseca. Como ya mencionamos, se denomina curvatura extrínseca a la curvatura

percibida por observadores en un espacio de dimensiones más grandes a la curvatura

intrínseca. La curvatura extrínseca de�ne de buena manera la derivada temporal de

la métrica espacial para una hipersuper�cie embebida en el espaciotiempo cuadridi-

mensional. De�nimos como la curvatura extrínseca de la hipersuper�cie Σt (percibida

desde el espaciotiempo cuadridimensional) al tensor simétrico

Kab = qca∇cnb =
1

2
Lnqab = Kba, (2.3.15)

y sustituyendo (2.3.14) se obtiene:

Kab =
1

2N
(q̇ab − LNqab). (2.3.16)

Aplicando la derivada de Lie (2.3.13), así como la de�nición de derivada covarian-

te sobre la hipersuper�cie Σ, y considerando que la misma aniquila la métrica, la

expresión (2.3.16) se reduce a:

Kab =
1

2N
[q̇ab − (N c∇cqab + qcb∇aN

c + qac∇bN
c)]

=
1

2N
[q̇ab − (DaNb +DbNa)] =

1

2N

(
q̇ab − 2D(aNb)

)
,

(2.3.17)

donde Da es la derivada covariante sobre el espacio tangente a la hipersuper�cie Σ.

Su proyección sobre el espacio tangente a la super�cie de Cauchy Σ es:

DcT
a1...ak
b1...bl

≡
(
qa1c1 ...q

ak
ck
qd1b1 ...q

dk
bk

)
qec∇eT

c1...ck
d1...dl

, (2.3.18)
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que es compatible con la métrica qab, por lo cual se cumple

Daqbc = qdaq
e
bνq

f
c∇d (gef + nenf ) = 0, (2.3.19)

ya que qabnb = 0.

Una vez obtenida la expresión de la curvatura extrínseca de Σ y su derivada

temporal, debemos de�nir la curvatura intrínseca, que en el espaciotiempo cuadridi-

mensional se mide mediante el tensor de Riemann. En el formalismo de la descom-

posición 3 + 1, utilizamos proyecciones del tensor, que dan lugar a las ecuaciones de

Gauss-Codacci.

Análogamente a como se hace con el tensor de Riemann en la variedad cuadridi-

mensional, se puede obtener el tensor de curvatura intrínseca a partir de la de�nición:

(3)Rabc
d(3)Xd = 2D[aDb]

(3)Xc, (2.3.20)

siendo el superíndice (3) a la izquierda referido a los elementos de�nidos solamente

en tres dimensiones. Buscamos una relación entre (3)Rabc
d y Rabc

d. Partiendo de la

expresión (2.3.20), aplicando la de�nición de la derivada covariante y teniendo en

cuenta que qbaq
d
c∇bq

e
d = qbaq

d
c∇b(g

e
d + ndn

e) = Kacn
e, obtenemos:

DaDb
(3)Xc = Da(q

d
b q
e
c∇d

(3)Xe) = qfaq
g
b q
k
c∇f (q

d
gq
e
k∇d

(3)Xe)

= qfaq
d
b q
e
c∇f∇d

(3)Xe + qdbKacn
e∇d

(3)Xe + qecKabn
d∇d

(3)Xe.
(2.3.21)

El último término en (2.3.21) se anula al antisimetrizar (puesKab = Kba). Si, además,

consideramos que

qdbn
e∇d

(3)Xe = qdb∇d(n
e(3)Xe)− qdb (3)Xe∇dn

e = −Ke
b

(3)Xe, (2.3.22)

sustituimos en (2.3.20) y antisimetrizamos, tenemos:

(3)Rabc
d (3)Xd = qfaq

d
b q
e
c2∇[f∇d]

(3)Xe − (KacK
e
bKbcK

e
a)

(3)Xe. (2.3.23)

El primer término de (2.3.23) es el tensor de Riemann y, como esta igualdad se
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cumple para cualquier campo vectorial tridimensional, Xa, se tiene:

(3)Rabc
d = qeaq

f
b q

j
cq
d
gRefj

g) −KacK
d
b +KbcK

d
a . (2.3.24)

De un manera similar se puede demostrar que

Rcdn
dqcb = DaK

a
b −DbK

a
a . (2.3.25)

Las expresiones (2.3.24) y (2.3.25) son las ecuaciones de Gauss-Codacci [34].

2.3.2. Formalismo ADM

El formalismo ADM (Arnowitt-Deser-Misner), es una formulación hamiltoniana

de la Relatividad General [35], publicada en 1962, en la cual las variables de con�-

guración son la métrica qab (inducida sobre Σ), la función lapso (N) y el vector shift

en forma covariante (Na).

Para obtener una descripción hamiltoniana se debe reescribir la densidad lagran-

giana en función de las variables de con�guración ADM y sus derivadas temporales,

y realizar una transformada de Legendre. Cabe aclarar que obviaremos los térmi-

nos de frontera, ya que se anulan al integrar para obtener el hamiltoniano total. La

expresión del hamiltoniano total a partir de la densidad hamiltoniana es:

HG =
w
Σt

HGd
3x. (2.3.26)

Para hallar la densidad lagrangiana en función de las variables de con�guración qab,

N y Na, partimos de la expresión

LG =
√
−gR, (2.3.27)

empleamos (2.3.12) y las relaciones de Gauss-Codacci, (2.3.24) y (2.3.25). Contra-

yendo la expresión del tensor de Riemann tridimensional (2.3.24) se obtiene el escalar

de Ricci en tres dimensiones:

(3)R = K2 −KabK
ab +R. (2.3.28)
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Despejando R de (2.3.28) y sustituyéndolo en (2.3.27) se obtiene:

LG =
√
qN
(

(3)R +KabK
ab − (Ka

a)2) , (2.3.29)

siendo

Kab =
1

2
Lnqab =

1

N
(q̇ab −DaNb +DbNa) . (2.3.30)

Observemos que LG no contiene ningún término en derivadas temporales de N

y Na, por lo cual sus momentos conjugados, πN y πN
a
, son nulos. Eso signi�ca que

N y Na no son variables dinámicas del sistema sino multiplicadores de Lagrange y

que las ecuaciones

πN =
δLG

δN
= 0, (2.3.31)

πN
a

=
δLG

δNa
= 0, (2.3.32)

son vínculos primarios del sistema. El momento canónico conjugado, πab, de la va-

riable de con�guración, qab, es

πab ≡ δLG

δq̇ab
=
√
q
(
Kab −Kqab

)
. (2.3.33)

Por otro lado, el corchete de Poisson entre la métrica espacial y su momento conju-

gado cumple la relación

{
qab(x); πcd(x′)

}
= δc(aδ

d
b)δ

(3)(x− x′). (2.3.34)

La densidad hamiltoniana está dada por:

HG = πabq̇ab −LG

= −√qN (3)R +
N
√
q

(
πabπab −

1

2
π2

)
+ 2πabDaNb,

(2.3.35)
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donde π = πaa. A partir de (2.3.35) podemos escribir:

HG =
√
q

{
N

(
−(3)R +

πabπab
q
− π2

2q

)
−2Nb

[
Da

(
πab
√
q

)]
+ 2Da

(
Nbπ

ab

√
q

)}
.

(2.3.36)

El último término de (2.3.36) es una derivada total, por lo que no contribuye al

hamiltoniano total. La densidad hamiltoniana resultante es, entonces,

HG =
√
qN

(
−(3)R +

πabπab
q
− π2

2q

)
− 2Nb

√
q

[
Da

(
πab
√
q

)]
. (2.3.37)

Según la expresión anterior, el lapso, N , y el shift, Na, son multiplicadores de La-

grange de los siguientes vínculos secundarios:

Ca =
{
πN

a

,HG

}
= −2Db

(
πab
√
q

)
= 0, (2.3.38)

C =
{
πN ,HG

}
=
√
q

(
−(3)R +

πabπab
q
− π2

2q

)
= 0. (2.3.39)

La ecuación (2.3.38) se denomina vínculo de difeomor�smos, y la (2.3.39) es el vínculo

hamiltoniano. Introduciendo ambas expresiones en la densidad hamiltoniana (2.3.37)

obtenemos:

HG = NC +NaC
a = 0. (2.3.40)

Esto signi�ca que el hamiltoniano de Relatividad General es un vínculo, lo que no

implica que la teoría carezca de dinámica, como se muestra en la referencia [36]. En

efecto, esto concuerda con el hecho de que en la Teoría de la Relatividad General no

existe un observador privilegiado respecto al cual se pueda de�nir una evolución tem-

poral; el hamiltoniano de Relatividad General da cuenta de la 'evolución temporal'

en función de un parámetro arbitrario sin signi�cado físico; la dinámica del sistema

se encuentra codi�cada en la relación entre las variables físicas que lo constituyen.

Las ecuaciones dinámicas de la Relatividad General vienen dadas por las ecua-
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ciones de Hamilton:

q̇ab =
δHG

δπab
=

2N
√
q

(
πab −

1

2
qabπ

)
+ 2D(aNb), (2.3.41)

π̇ab = −δHG

δqab
= −N√q

(
(3)Rab − 1

2
(3)Rqab

)
+

N

2
√
q
qab
(
πcdπ

cd − 1

2
π2

)
+

2N
√
q

(
πacπbc −

1

2
ππab

)
+
√
q
(
DaDbN − qabDcDcN

)
+
√
qDc

(
N cπab
√
q

)
− 2πc(aDcN

b).

(2.3.42)

Los vínculos (2.3.38) y (2.3.39), junto con las ecuaciones de Hamilton (2.3.41) y

(2.3.42), equivalen a las ecuaciones de vacío de Einstein (2.2.3).

Por otro lado, podemos hallar la acción de los vínculos sobre las variables dinámi-

cas mediante el cálculo de los corchetes de Poisson con las mismas. Conviene utilizar

la versión suavizada de los vínculos:

C (N) =

∫
Σ

d3x
√
qNC, (2.3.43)

es el vínculo hamiltoniano suavizado, y

C
(
~N
)

=

∫
Σ

d3x
√
qNaCa, (2.3.44)

es el vínculo de difeomor�smos suavizado. Entonces, la acción de los vínculos sobre

la métrica inducida y sobre su momento conjugado es:

{
qab (x) , C

(
~N
)}

= 2L ~Nqab (x) , (2.3.45)

{
πab (x) , C

(
~N
)}

= 2LNaπab (x) , (2.3.46)

para el vínculo de difeomor�smos, y

{qab (x) , C (N)} = LN~nqab (x) , (2.3.47)
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{
πab (x) , C (N)

}
= LN~nπab (x) , (2.3.48)

para el vínculo hamiltoniano, que es una derivada de Lie en la dirección normal a Σ,

es decir, la acción de C (N) es una evolución temporal.

Por último, vamos a veri�car el álgebra de vínculos. Se puede demostrar que los

corchetes de Poisson entre vínculos cumplen:

{
C
(
~N
)
, C
(
~M
)}

= C
([

~N, ~M
])
, (2.3.49)

{
C
(
~N
)
, C (N)

}
= C

(
~N (N)

)
, (2.3.50)

{C (N) , C (M)} = C
((
N∂iM −M∂iN

)
∂i
)
. (2.3.51)

Esto signi�ca que los corchetes entre vínculos dan como resultado otro vínculo, por

lo tanto, estamos tratando con vínculos de primera clase. El álgebra que forman no

es un álgebra de Lie.

Recapitulando, partiendo de la densidad lagrangiana de la Relatividad General,

hemos obtenido una descripción hamiltoniana en la cual la variable de con�guración

es la métrica espacial inducida sobre las super�cies de Cauchy, y su momento canó-

nicamente conjugado está relacionado con la curvatura extrínseca según la ecuación

(2.3.33).

2.4. Solución de Schwarzschild

2.4.1. Métrica de Schwarzschild

La aplicación más obvia de la teoría de la gravedad es el caso de un campo

gravitacional con simetría esférica. Esta es una situación importante a describir, ya

que se aproxima de muy buena manera a casos conocidos como sistemas solares. El

primer interés está en las soluciones exteriores (espacio vacío que rodea un cuerpo

gravitante), ya que comprender el movimiento de partículas de prueba que orbitan un

objeto es más fácil y útil que considerar el interior, que es relativamente inaccesible.
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Además de su utilidad práctica, la respuesta a este problema de Relatividad General

nos conducirá a soluciones que describen nuevos fenómenos de gran interés para

físicos y astrónomos: los agujeros negros. En Relatividad General, la única solución de

vacío esféricamente simétrica es la métrica de Schwarzschild la cual, en coordenadas

esféricas {t, r, θ, ϕ}, está dada por

ds2 = −
(

1− 2GM

r

)
dt2 +

(
1− 2GM

r

)−1

dr2 + r2dΩ2, (2.4.1)

donde dΩ2 es la métrica de una esfera unitaria

dΩ2 = dθ2 + sin2 θdϕ2. (2.4.2)

La constante M puede ser interpretada como la masa del objeto gravitante (aun-

que se requiere cierto cuidado al realizar esta identi�cación). A continuación, deriva-

remos la métrica de Schwarzschild y, dado que nos interesa en particular la solución

fuera de un cuerpo esférico, utilizaremos la ecuación de Einstein en el vacío, (2.2.3),

que implica

Rµν = 0. (2.4.3)

Supondremos una fuente estática y esféricamente simétrica, por lo que buscare-

mos soluciones que mantengan estas propiedades pero, ¾cómo se interpreta cada una

de ellas? El hecho de ser una fuente estática implica dos condiciones: que todas las

componentes de la métrica son independientes del tiempo, y que no hay términos

cruzados espacio-tiempo (dtdxi + dxidt) en la métrica. Dado que buscamos una so-

lución independiente del tiempo, la segunda condición tiene sentido al realizar una

inversión temporal t→ −t; el término dt2 permanece invariante (así como cualquier

término del tipo dxidxj) mientras que los términos cruzados no, por ello los des-

cartamos. Para imponer la simetría esférica, comenzamos escribiendo la métrica del

espacio de Minkowski en coordenadas polares xµ = (t, r, θ, ϕ):

ds2
Minkowski = −dt2 + dr2 + r2dΩ2. (2.4.4)
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Un requisito para preservar la simetría esférica es mantener la forma de dΩ2, es

decir, si queremos que nuestras esferas sean perfectamente redondas, el coe�ciente

del término dϕ2 debería ser sin2 veces el del término dθ2. Por otro lado, somos

libres de multiplicar todos los términos por coe�cientes separados, siempre que sean

funciones solamente de la coordenada radial r:

ds2 = −e2α(r)dt2 + e2β(r)dr2 + e2γ(r)r2dΩ2 (2.4.5)

Hemos expresado nuestras funciones como exponenciales para que la signatura de la

métrica no cambie. Podemos hacer una ligera simpli�cación a la métrica estática y

simétrica esférica (2.4.5), incluso antes de imponer la ecuación de Einstein ya que,

a diferencia de otras teorías físicas, en la Relatividad General de�nimos simultánea-

mente las coordenadas y la métrica en función de las mismas. Esto signi�ca que no

sabemos de antemano cuál es realmente, por ejemplo, la coordenada radial r, sola-

mente podemos interpretarlo una vez tengamos la solución. Por lo tanto, de�namos

una nueva coordenada r̃ de la forma

r̃ = eγ(r)r, (2.4.6)

tal que,

dr̃ = eγdr + eγrdγ =

(
1 + r

dγ

dr

)
eγdr. (2.4.7)

En términos de esta nueva variable, la métrica (2.4.5) se escribe

ds2 = −e2α(r)dt2 +

(
1 + r

dγ

dr

)−2

e2β(r)−γ(r)dr̃2 + r̃2dΩ2, (2.4.8)

donde cada función de r es también función de r̃. Ahora, renombremos algunas

cantidades de la siguiente manera:

r̃ → r, (2.4.9)

(
1 + r

dγ

dr

)−2

e2β(r)−γ(r) → eβ(r), (2.4.10)
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por lo que (2.4.5) será:

ds2 = −e2α(r)dt2 + eβ(r)dr2 + r2dΩ2. (2.4.11)

Hemos elegido nuestra coordenada radial de modo que el factor e2γ no exista, por

tanto, (2.4.11) es tan general como (2.4.5). Utilizaremos esta métrica y la ecuación

de Einstein para resolver las funciones a α(r) y β(r). Para ello, debemos evaluar

los símbolos de Christo�el, el tensor de Riemann y, �nalmente, el tensor de Ricci,

identi�cando las etiquetas (0, 1, 2, 3) como (t, r, θ, ϕ):

Rtt = e2(α−β)

[
∂2
rα + (∂rα)2 − ∂rα∂rβ +

2

r
∂rα

]
, (2.4.12)

Rrr = −∂2
rα− (∂rα)2 + ∂rα∂rβ +

2

r
∂rα, (2.4.13)

Rθθ = e−2β [r (∂rβ − ∂rα)− 1] + 1, (2.4.14)

Rφφ = sin2 θRθθ. (2.4.15)

Ahora, debemos imponer la anulación del tensor de Ricci. Dado que Rtt y Rrr se

anulan independientemente, podemos escribir

0 = e2(β−α)Rtt +Rrr =
2

r
(∂rα + ∂rβ) , (2.4.16)

que implica α = −β+c, donde c es una constante. Es posible establecer esta constante

a cero reescalando la coordenada temporal, de modo que t→ e−ct, con lo cual

α = −β. (2.4.17)

Además, es fácil ver que Rθθ = 0 equivale a

∂r
(
re2α

)
= 1, (2.4.18)

e inmediatamente,
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e2α = 1− RS

r
, (2.4.19)

donde RS es una constante indeterminada. Con (2.4.17) y (2.4.19), nuestra métrica

se convierte en

ds2 = −
(

1− RS

r

)
dt2 +

(
1− RS

r

)−1

dr2 + r2dΩ2. (2.4.20)

Ahora no nos queda libertad excepto para la constante RS, por lo que es conveniente

que esta resuelva las ecuaciones restantes Rtt = 0 y Rrr = 0; es sencillo comprobar

que lo hace para cualquier valor de RS.

Sólo debemos interpretar la constante RS, llamada radio de Schwarzschild, en tér-

minos de algún parámetro físico. En el límite de campo débil, la componente tt de

la métrica alrededor de una masa puntual satisface

gtt = −
(

1− 2GM

r

)
. (2.4.21)

La métrica de Schwarzschild debe reducirse al caso de un campo débil cuando

r � 2GM , pero para la componente tt la forma es exactamente la misma; sólo

debemos identi�car

RS = 2GM. (2.4.22)

Esta se puede considerar como la de�nición del parámetro M . El resultado �nal es

la métrica de Schwarzschild, (2.4.1). Hemos demostrado que esta es una solución

de vacío estática y esféricamente simétrica de la ecuación de Einstein; M funciona

como un parámetro, que sabemos que se puede interpretar como la masa newtoniana

convencional, que mediríamos al estudiar órbitas a grandes distancias de la fuente

gravitante. No será simplemente la suma de las masas constituyentes del cuerpo que

esté curvando el espaciotiempo, ya que habrá una contribución de lo que podríamos

considerar como la energía de enlace gravitacional. Sin embargo, en el límite de

campo débil, las cantidades coinciden.

Obsérvese que a medida que M → 0 recuperamos el espacio de Minkowski. Tén-

gase en cuenta también que la métrica se vuelve progresivamente Minkowskiana a
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medida que r →∞; esta propiedad se conoce como asintoticidad plana.

2.4.2. Singularidades

A partir de la forma (2.4.1), los coe�cientes métricos se vuelven in�nitos en r = 0

y r = 2GM , una señal aparente de que algo va mal. Dichos coe�cientes son canti-

dades dependientes de las coordenadas y, como tales, no deberíamos dar demasiada

importancia a sus valores. ¾Qué tipo de señal independiente de las coordenadas debe-

ríamos tomar como advertencia de que algo sobre la geometría está fuera de control?

Esta resulta ser una pregunta muy difícil de responder, por lo cual, recurriremos a

un criterio simple para cuando algo sale mal: cuando la curvatura se vuelve in�nita.

La curvatura se mide mediante el tensor de Riemann y es difícil decir cuándo un

tensor se vuelve in�nito, ya que sus componentes dependen de las coordenadas. Pero

a partir de la curvatura podemos construir varias cantidades escalares, y dado que los

escalares son independientes de las coordenadas, es signi�cativo decir que se vuelven

in�nitos. El escalar más simple de este tipo es el escalar de Ricci R = gµνRµν , pero

también podemos construir escalares de orden superior como RµνRµν , R
µνρσRµνρσ,

RµνρσR
ρσλτRλτ

µν , etc. Si alguno de estos escalares (no necesariamente todos) se va

a in�nito cuando nos acercamos a algún punto, consideramos ese punto como una

singularidad de la curvatura. También deberíamos comprobar que dicho punto no es

in�nitamente lejano; es decir, que se puede alcanzar viajando una distancia �nita a

lo largo de una curva.

Ahora tenemos una condición su�ciente para que un punto sea considerado una

singularidad. Sin embargo, no es una condición necesaria y generalmente es más

difícil demostrar que un punto dado no es singular. En el caso de la métrica de

Schwarzschild (2.4.1), el cálculo directo revela que

RµνρσRµνρσ =
48G2M2

r6
. (2.4.23)

Esto es su�ciente para convencernos de que r = 0 representa una singularidad. El

otro punto problemático es r = 2GM , el radio de Schwarzschild. Se puede comprobar

que ninguno de los invariantes de curvatura explota allí. Por lo tanto, comenzamos

a creer que efectivamente no es singular, y simplemente hemos elegido un sistema de
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coordenadas incorrecto. Lo ideal, de ser posible, es transformar a coordenadas más

apropiadas. De hecho, en este caso es posible, y la super�cie r = 2GM se comporta

muy bien en la métrica de Schwarzschild: delimita el horizonte de eventos de un

agujero negro.

Debemos señalar que el comportamiento de la métrica de Schwarzschild dentro

del radio de Schwarzschild tiene pocas consecuencias en el día a día. La solución

obtenida es válida sólo en el vacío y esperamos se mantenga fuera de un cuerpo

esférico como, por ejemplo, una estrella. Sin embargo, en el caso del Sol se trata de

un cuerpo que se extiende hasta un radio de

R⊙ = 106GM⊙, (2.4.24)

por lo tanto, r = 2GM⊙ está muy por dentro del interior solar, donde no esperamos

que se aplique la métrica de Schwarzschild. De hecho, las soluciones para interiores

estelares consisten en hacer coincidir la métrica de Schwarzschild exterior con una

métrica interior que es perfectamente suave en el origen. Hay objetos para los que se

requiere la métrica completa de Schwarzschild, los agujeros negros.

2.4.3. Agujeros negros de Schwarzschild

Los agujeros negros son objetos descritos por la solución de Schwarzschild hasta

radios inferiores a r = 2GM . Una forma de comprender la geometría de un espacio-

tiempo es explorar su estructura causal, de�nida por los conos de luz. Consideramos

curvas radiales nulas, aquellas para las que θ y ϕ son constantes y ds2 = 0:

ds2 = −
(

1− 2GM

r

)
dt2 +

(
1− 2GM

r

)−1

dr2 = 0, (2.4.25)

por lo cual,

dt

dr
= ±

(
1− 2GM

r

)−1

. (2.4.26)

Esto mide la pendiente de los conos de luz en un diagrama de espaciotiempo del

plano t − r. Para r grande, la pendiente es ±1, como lo sería en un espacio plano,

mientras que cuando nos acercamos a r = 2GM obtenemos dt/dr → ±∞, y los conos
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Figura 2.4.1: En las coordenadas de Schwarzschild los conos de luz parecen cerrarse cuando nos

aproximamos a r = 2GM .

de luz 'se cierran', como se muestra en la �gura (2.4.1). Por lo tanto, un rayo de luz

que se acerca a r = 2GM nunca parece llegar allí en este sistema de coordenadas;

parece una asíntota a este radio.

La aparente imposibilidad de llegar a r = 2GM es una ilusión; el rayo de luz (o

una partícula masiva) en realidad no tiene problemas para alcanzar este radio, pero

un observador lejano nunca podría percibirlo. Si estuviésemos fuera del agujero negro

mientras una persona se encuentra en el interior del mismo, enviando señales todo el

tiempo, simplemente veríamos que las señales nos llegan cada vez más lentamente,

como se puede apreciar en la �gura (2.4.2). A medida que un observador en caída

se acerca a r = 2GM , cualquier intervalo �jo ∆τ1 de su tiempo propio corresponde

a un intervalo ∆τ2 cada vez más largo desde nuestro punto de vista. Esto continúa

para siempre, nunca veremos al observador cruzar el límite r = 2GM , simplemente

lo veríamos moverse cada vez más lentamente.

El hecho de que la trayectoria del observador en caída nunca llegue a r = 2GM ,

en el plano t− r, depende en gran medida de nuestro sistema de coordenadas. Sería

mejor hacernos una pregunta que fuese más independiente de las coordenadas, como

por ejemplo, '¾El observador alcanza este radio en una cantidad �nita de su tiempo

propio?'. Una manera de hacer esto es realizar un cambio de coordenadas a un

sistema que se comporte mejor en r = 2GM . No existe una forma de derivar una

transformación de coordenadas, por supuesto, simplemente decimos cuáles son las

nuevas coordenadas y las hacemos aparecer en las ecuaciones. Motivaremos la elección
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en varios pasos.

Figura 2.4.2: Un foco de luz que cae libremente en un agujero negro emite señales a intervalos de

tiempo propio constante ∆τ1. Un observador en un r �jo recibe las señales en intervalos de tiempo

sucesivamente más largos ∆τ2 ·

El problema con las coordenadas actuales es que dt/dr → ∞ a lo largo de geo-

désicas radiales nulas que se aproximan a r = 2GM , por lo que el progreso en la

dirección r se vuelve cada vez más lento con respecto a la coordenada tiempo t. Po-

demos intentar solucionar este problema reemplazando t con una coordenada que se

mueva más lentamente a lo largo de geodésicas nulas. Nótese que podemos resolver

explícitamente la condición (2.4.26) que caracteriza las curvas radiales nulas, para

obtener

t = ±r∗ + constante, (2.4.27)

donde r∗ es llamada coordenada tortuga y está de�nida por

r∗ = r + 2GM ln
( r

2GM
− 1
)

; (2.4.28)

(r∗ sólo está sensiblemente relacionada con r cuando r ≥ 2GM , pero en ese ran-

go nuestras coordenadas no son muy buenas de todos modos). En términos de la

coordenada tortuga, la métrica de Schwarzschild pasa a ser
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ds2 = −
(

1− 2GM

r

)(
−dt2 + dr∗2

)
+ r2dΩ2, (2.4.29)

donde r es función de r∗.

Figura 2.4.3: Conos de luz de Schwarzschild en coordenadas tortuga. Estos permanecen no dege-

nerados, pero la super�cie r = 2GM ha sido empujada al in�nito.

Parece haber cierto progreso, ya que, como se aprecia en la �gura (2.4.3), los

conos de luz ahora no parecen cerrarse; además, ninguno de los coe�cientes métricos

se vuelve in�nito en r = 2GM (aunque tanto gtt como gr∗r∗ se vuelven cero). El

precio que pagamos por este cambio de variables es que la super�cie de interés en

r = 2GM es empujada al in�nito. Nuestro siguiente paso es de�nir coordenadas que

se adapten naturalmente a las geodésicas. Si

v = t+ r∗, (2.4.30)

u = t− r∗, (2.4.31)

entonces las geodésicas radiales nulas entrantes se caracterizan por tener v= cons-

tante, mientras que las salientes satisfacen u =constante. Ahora consideremos volver

a la coordenada radial original r, pero reemplazando la coordenada temporal t con la

nueva coordenada v. Estas se conocen como coordenadas de Eddington-Finkelstein.

En términos de las mismas, la métrica es
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ds2 = −
(

1− 2GM

r

)
dv2 + (dvdr + drdv) + r2dΩ2. (2.4.32)

Aquí vemos el primer signo de progreso concreto. Aunque el coe�ciente métrico gvv
se anula en r = 2GM , no hay una degeneración real. El determinante de la métrica

es

g = −r4 sin2 θ, (2.4.33)

que es perfectamente regular en r = 2GM . Por lo tanto, la métrica es invertible, y

vemos que r = 2GM es simplemente una singularidad de coordenadas en nuestro

sistema original (t, r, θ, ϕ). En las coordenadas de Eddington-Finkelstein, la condición

para las curvas radiales nulas se resuelve mediante

dv

dr
=

{
0,

2
(
1− 2GM

r

)−1

(entrante)

(saliente).
(2.4.34)

Pero, ¾qué es lo que sucedió?. En este sistema de coordenadas, los conos de luz

se mantienen bien comportados en r = 2GM , y dicha super�cie tiene un valor de

coordenadas �nito. No hay ningún problema en rastrear las trayectorias de partículas

nulas o de tipo tiempo más allá de la super�cie. Por otro lado, es interesante ver que,

aunque los conos de luz no se cierran, sí se inclinan, de modo que para r < 2GM

todas las trayectorias dirigidas al futuro están en la dirección de r decreciente, como

se muestra en la �gura (2.4.4).

La super�cie r = 2GM , aunque localmente es perfectamente regular, funciona

globalmente como un punto de no retorno; una vez que una partícula de prueba

se sumerge por debajo de ella, nunca podrá retroceder. De�nimos el horizonte de

eventos como una super�cie del pasado de la cual las partículas nunca pueden escapar

al in�nito. En el caso de Schwarzschild, el horizonte de eventos se ubica en r = 2GM .

A pesar de estar ubicado en una coordenada radial �ja, el horizonte de eventos es

una super�cie nula, en lugar de una de tipo tiempo, por lo que es realmente la

estructura causal del espaciotiempo mismo lo que hace que sea imposible cruzar el

horizonte en una dirección hacia afuera. Dado que nada puede escapar del horizonte

de sucesos, es imposible para nosotros ver el interior, de allí, el nombre de agujero
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Figura 2.4.4: Conos de luz de Schwarzschild en las coordenadas (v, r) de Eddington-Finkelstein.

En estas coordenadas podemos seguir trayectorias temporales dirigidas hacia el futuro más allá de

r = 2GM .

negro. Un agujero negro es simplemente una región del espaciotiempo separada del

in�nito por un horizonte de eventos. El concepto de horizonte de eventos es global;

la localización del horizonte se determina sobre el espaciotiempo como un todo, no

algo que se pueda determinar con sólo conocer la geometría en dicha localización.

Hay algunas confusiones comunes que conviene evitar. Primero, la geometría

externa de un agujero negro es la misma solución de Schwarzschild que tendríamos

fuera de una estrella o planeta. En particular, un agujero negro no succiona todo lo

que lo rodea como tampoco lo hace el Sol; una partícula muy fuera de r = 2GM

se comporta exactamente de la misma manera si la fuente gravitante es un agujero

negro o no. En segundo lugar, existe una analogía newtoniana engañosa para los

agujeros negros. La velocidad de escape newtoniana de una partícula a una distancia

r de un cuerpo gravitante de masa M es

vescape =

√
2GM

r
. (2.4.35)

Si nos preguntamos dónde la velocidad de escape newtoniana es igual a la velocidad

de la luz, encontramos que es exactamente en r = 2GM . A pesar del hecho de

que la velocidad de la luz no juega un papel fundamental en la teoría newtoniana,

podría parecer provocador que la luz, considerada como partículas inerciales que
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se mueven a velocidad c, aparentemente no pueda escapar de un cuerpo con masa

M y radio menor que 2GM . Pero hay una profunda diferencia entre este caso y

lo que vemos en Relatividad General. La velocidad de escape es la velocidad que

una partícula necesitaría tener inicialmente para escapar de una fuente gravitante en

una trayectoria libre, pero nada nos impide considerar trayectorias aceleradas; por

ejemplo, podríamos imaginar una aceleración elegida de modo que la partícula se

alejara constantemente del cuerpo masivo a una velocidad constante. Por lo tanto,

un supuesto agujero negro newtoniano no tendría la propiedad crucial de que nada

puede escapar; mientras que en Relatividad General, las trayectorias temporales

arbitrarias deben permanecer dentro de sus conos de luz y, por lo tanto, nunca

escapar del horizonte de eventos.

2.5. Formalismo de Ashtekar-Barbero

La formulación hamiltoniana ADM es una descripción satisfactoria de la Rela-

tividad General. No obstante, a la hora de llevar a cabo una cuantización, dicha

formulación no arroja buenos resultados, ya que no admite regularizaciones inde-

pendientes del fondo, ni tratamientos invariantes bajo difeomor�smos consistentes.

En 1987, Abhay Ashtekar introdujo un nuevo formalismo [37] en el cual reescribe

las variables métricas en términos de un campo, una conexión de gauge SU(2) lla-

mada conexión de Ashtekar-Barbero, y de sus momentos canónicamente conjugados

llamados tríadas. En términos de estas nuevas variables, denominadas variables de

Ashtekar, los vínculos se simpli�can notablemente. A esta nueva representación se

le llama representación de conexión de la Relatividad General canónica y presenta

como ventaja el hecho de permitir expresar la Relatividad General en un lenguaje de

teorías de gauge, lo que provee nuevas formas de abordar problemas tanto clásicos

como cuánticos.

2.5.1. Tétradas

SeaM la variedad de dimensión 4 caracterizada por una métrica Lorentziana, g,

del espaciotiempo, sobre la cual existe un mapa inyectivo e : M× R4 → TpM. El

mapa e envía campos tensoriales enM a campos tensoriales en su espacio tangente
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TpM (espacio interno) para todo punto p ∈ M. A las componentes del mapa se las

denomina tétradas y las escribimos eµa . Equivalentemente, a las componentes, eaµ, del

mapa inverso, e−1 : TpM→M× R4, se las denomina co-tétradas.

Las tétradas son un conjunto de campos vectoriales que relacionan el espacio-

tiempo curvo con el de Minkowski en cada punto de la siguiente manera:

gµν = ηabe
a
µe
b
ν , ηab = gµνe

µ
ae
ν
b , (2.5.1)

eaµe
µ
b = δab , eaµe

ν
a = δνµ, (2.5.2)

donde ηab son las componentes de la métrica de Minkowski. De aquí en más, nos

referiremos al espacio interno con índices latinos, mientras que las letras griegas

re�eren a índices espaciotemporales.

Las tétradas contienen toda la información de la métrica, pero el recíproco no es

válido. La métrica gµν tiene 10 grados de libertad mientras que eaµ tiene 16. Estos 6

grados de libertad extra en las tétradas corresponden al número de grados de libertad

del grupo SO(3, 1), el número de parámetros independientes de una transformación

de Lorentz en el espacio interno.

Queremos imponer la compatibilidad de la derivada covariante con la tétrada. Pa-

ra ello, debemos observar que eµa tiene un índice interno y un índice espaciotemporal,

por lo cual debemos de�nir una derivada covariante que actúe en ambos índices.

Primero, aplicamos el operador ∇, asociado a la conexión de Levi-Civita, Γνµρ, que

actúa sobre los campos tensoriales en el índice espaciotemporal:

∇µe
ν
a = ∂µe

ν
a + Γνµρe

ρ
a. (2.5.3)

Luego, de manera análoga a (2.3.18), de�nimos la derivada covariante D que actúa

sobre un tensor T , tanto en su índice índice espaciotemporal, como en su índice

interno mediante una conexión espinorial ω, cuyas componentes son ωbaµ, de modo

que.

DµT
ν1...νn
a1...am

= ∂µT
ν1...νn
a1...am

+ Γν1µρT
ρ...νn
a1...am

+ ...− ωba1µT
ν1...νn
b...am

− ...

= ∇µT
ν1...νn
a1...am

− ωba1µT
ν1...νn
b...am

− ...
(2.5.4)
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Ahora estamos en condiciones de imponer la compatibilidad de la derivada covariante

con la tétrada,

Dµe
a
ν = ∂µe

a
ν + ωabµe

b
ν = 0, (2.5.5)

para así determinar la relación entre las componentes de la conexión espinorial y las

tétradas y co-tétradas:

ωbaµ = ebν∇µe
ν
a. (2.5.6)

Las tétradas serán unas de las variables fundamentales en la formulación Hamilto-

niana de la Relatividad General.

De la manera análoga a la sección (2.3.1), vamos a suponer el espaciotiempo

como una variedad globalmente hiperbólica y vamos a dividirlo en espacio y tiempo,

mediante un difeomor�smo de la forma (2.3.1). Llamamos qµν a las componentes de

la métrica inducida por gµν en Σ, las cuales están dadas por

qµν = gµν + nµnν . (2.5.7)

Recordemos también que las componentes de la curvatura extrínseca siguen la ex-

presión:

Kµν =
1

2
Lnqµν . (2.5.8)

Sustituyendo (2.5.1) en (2.5.7), tenemos

qµν = ηabe
a
µe
b
ν + nµnν = −e0

µe
0
ν + δije

i
µe
j
ν + nµnν , (2.5.9)

donde los índices i, j son espaciales, por lo tanto i, j = 1, 2, 3. Esta forma de la métrica

sugiere una �jación de gauge simple para eliminar algunos grados de libertad. En

el gauge temporal, la componente e0
µ coincide con el vector normal, eliminando la

componente del boost del grupo de Lorentz. El grupo de simetrías de gauge queda

reducido al grupo de las rotaciones espaciales,

qαβ = δije
i
αe

j
β, (2.5.10)

donde α, β = 1, 2, 3 y los índices i, j están relacionados con la simetría SO(3) (o,
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equivalentemente, SU(2)).

2.5.2. Tríadas densitizadas y vínculo rotacional

A continuación, relacionaremos las tétradas con la tríada densitizada, una de las

variables introducidas por Ashtekar [37] para construir la nueva representación de la

Relatividad General.

En la ecuación (2.5.10) se puede observar que la métrica espacial es invariante

bajo transformaciones gauge en el espacio interno, es decir, rotaciones SO(3). La

tétrada proyectada en Σ tiene tres grados de libertad más que la métrica espacial,

por lo tanto, deben existir tres ecuaciones más que en la formulación ADM, que serán

un vínculo de primera clase relacionado con la simetría de las transformaciones gauge

del grupo SO(3). Queremos hallar dicho vínculo pero antes es útil de�nir algunos

conceptos. En primer lugar, vamos a de�nir la 1-forma Ki
α en Σ:

Ki
α = X i

aX
µ
αω

a0
µ . (2.5.11)

Xµ
α son las componentes del proyector de M en Σ y X i

a son las componentes del

mapa inverso al que va desde el espacio interno cuadridimensional al tridimensional.

Utilizando (2.5.6) y (2.5.11) se obtiene:

Ki
α = Xµ

αX
β
ν e

i
β (∇µn

ν) . (2.5.12)

Así como las tétradas están relacionadas con la métrica espacial según (2.5.1), la

1-forma Ki
α está relacionada con la curvatura extrínseca.

En segundo lugar vamos a de�nir una 2-forma, K, en la hipersuper�cie Σ, dada

por la contracción de índices internos de K y e con la métrica euclídea:

Kαβ = δijK
i
αe

j
β. (2.5.13)

Desarrollando la expresión de la curvatura extrínseca en función de la derivada de

Lie de la métrica, se puede veri�car que K es la parte simétrica de K:
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Kαβ = K(αβ). (2.5.14)

Reemplazando el par de variables ADM (qab, Kab) por la 1-forma Ki
α y las tétradas

eαi se obtiene una dinámica equivalente. Vamos a exigir ahora que Kab sea igual a la

curvatura extrínseca, la cual es simétrica, de manera que la parte antisimétrica de

K debe satisfacer el siguiente vínculo:

K[αβ] ≈ 0. (2.5.15)

El mismo consiste en tres ecuaciones, ya que K[αβ] es antisimétrica. Aquí se absorben

los tres grados de libertad extra introducidos al elegir las tétradas como variables.

A las tétradas proyectadas en Σ les llamamos tríadas. Estas deben multiplicarse

por el determinante de la métrica espacial para poder integrarlas. Llamamos tríadas

densitizadas a

Eα
i = eeαi , (2.5.16)

donde e = det
[
eiα
]

= (det [eαi ])−1. Las tríadas se relacionan con las variables ADM

de la siguiente manera:

qαβ = δije
2Ei

αE
j
β = δijEE

i
αE

j
β, (2.5.17)

siendo E = det [Eα
i ] = det [eeαi ] = e3 det [eαi ] = e2. Podemos escribir el momento con-

jugado de la métrica como

παβ =
√
q
(
Kαβ −Kqαβ

)
=
√
q
(
Ki(αe

β)
i − qαβKiγeiγ

)
=
√
E

 1√
E

(
KiαEβ

i −KiβEα
i

)
2

− 1

E
δijEα

i E
β
j

√
EKiγEiγ


=

(
KiαEβ

i −KiβEα
i

)
2

− δijEα
i E

β
jK

iγEiγ

= 2δ
(α
δ E

β)iEj
γE

[γ
i K

δ]
j ,

(2.5.18)
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donde el determinante q cumple: q = det[Eα
i ]3 det[Ei

α]2 = det[Eα
i ] = E. Además, ex-

presaremos el vínculo (2.5.15) en términos de las nuevas variables

Rij = eeαi e
β
i K[αβ] = eeαi e

β
iK

k
[αeβ]k

= eeαi e
β
i

1

2

(
Kk
αeβk −Kk

βeαk
)

= e

(
1

e
Eα
i

)(
1

e
Eβ
j

)
1

2

(
Kαk

(
eEk

β

)
−Kβk

(
eEk

α

))
=

1

2
Eα
i E

β
j

(
Ek
βKαk − Ek

αKβk

)
(2.5.19)

esto es,

Rij =
1

2

(
Eα
i Kαj − Eβ

jKβk

)
= Kα[iE

α
j] ≈ 0 (2.5.20)

y haremos lo propio con el resto de los vínculos. El vínculo de difeomor�smos será

Cα = −2Dβπ
β
α = −2Dβ

(
Ki
αE

β
i − δβαK

γ
j E

j
γ

)
, (2.5.21)

donde se usó que δβα = δji e
i
αe

β
j = δjiE

i
αE

β
j = Ei

αE
β
i y la igualdad débil Ki

[αeβ]i ≈ 0

⇒Ki
αE

β
i ≈ Kβ

i E
i
α. Por último, el vínculo hamiltoniano es

C =
√
EEα

i E
β
j

(
Kj
αK

i
β −Ki

αK
j
β

)
− 1√

E

(
3R (E)

)
. (2.5.22)

Nos encontramos con un nuevo espacio de fases cuya álgebra cumple:

{
Ej
α (t, x) , Kβ

i (t, y)
}

= δji δ
β
αδ (x− y) , (2.5.23)

{
Ei
α (t, x) , Ej

β (t, y)
}

=
{
Kα
i (t, x) , Kβ

j (t, y)
}

= 0. (2.5.24)

Análogamente al tratamiento que dimos a los vínculos hamiltoniano y de difeomor�s-

mos, consideraremos la versión suavizada del vínculo (2.5.20), denominado también

vínculo rotacional, integrándolo contra una función suave, αij,

R (α) =

∫
αijKαiE

α
j d

3x. (2.5.25)



90 CAPÍTULO 2. RELATIVIDAD GENERAL

El álgebra generada por el mismo,

{R (α) ,R (α′)} = R ([α, α′]) , (2.5.26)

es el álgebra de las rotaciones espaciales SO(3), y su corchete de Poisson con las

variables ADM es cero pues estas son mani�estamente invariantes bajo rotaciones.

Como la métrica espacial es función únicamente de las tríadas satisface

{qαβ (t, x) , qγδ (t, y)} = 0, (2.5.27)

y su momento canónicamente conjugado cumple

{
παβ (t, x) , πγδ (t, y)

}
= −
√
q

8

(
qαγRβδ + qαδRβγ + qβγRαδ + qβγRαγ

)
δ (x− y)

(2.5.28)

Obsérvese que los corchetes (2.5.28) se anulan cuando se satisface el vínculo rotacio-

nal. Además,

{
παβ (t, x) , qγδ (t, y)

}
= δα(γδ

β
δ)δ (x− y) . (2.5.29)

Finalmente, podemos asegurar que, cuando se satisface el vínculo rotacional, las

variables Ei
α y Kα

i son equivalentes a las variables ADM.

2.5.3. Variables de Ashtekar

Como ya mencionamos, Ashtekar introdujo un nuevo formalismo [37, 38] en el

cual reescribió las variables métricas en términos una conexión compleja de gauge

SU(2), y de sus momentos canónicamente conjugados llamados tríadas. Estas nuevas

variables extienden el espacio de fases y simpli�can las ecuaciones de vínculos.

Dado que la conexión es compleja, a la hora de cuantizar se deben imponer

condiciones para asegurar que el límite clásico sea Relatividad General. Barbero

propuso el uso de una conexión real (conexión de Ashtekar-Barbero) introduciendo

el parámetro de Barbero-Immirzi, γI .

Observemos que la estructura del espacio de fases (2.5.23) y (2.5.24) no se altera

al realizar una transformación canónica del tipo Eα
i →

Eα
i

γI
, Ki

α → γIK
i
α. El vínculo
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rotacional también es invariante bajo esta transformación.

Vamos a introducir una conexión con componentes, Γijα , asociada a la simetría

SO(3), para de�nir la derivada covariante de un tensor con índices internos y espa-

ciotemporales:

DαT
i1...in
β1...βm

= ∂αT
i1...in
β1...βm

−
m∑
j=1

ΓραβjT
i1...in
β1...βj−1ρβj+1...βm

+
n∑
l=1

ΓilkαT
i1...il−1kil+1...in
β1...βm

= ∇αT
i1...in
β1...βm

+
n∑
l=1

ΓilkαT
i1...il−1kil+1...in
β1...βm

.

(2.5.30)

Esta derivada covariante debe ser compatible con las tétradas, es decir, debe cumplir

Dαe
i
β = 0 , lo que implica,

Γijβ = eαi∇βe
j
α. (2.5.31)

De�niendo Γiα ≡ −
1

2
εijkΓ

jk
α , podemos veri�car que,

DαE
α
j = ∂αE

α
j − ΓkjαE

α
k

= ∂αE
α
j + εljkΓ

k
αE

α
l = 0.

(2.5.32)

Se puede veri�car que Γiα tampoco varía bajo la transformación (γI)Eα
i =

Eαi
γI
. Po-

demos modi�car el vínculo rotacional, adicionando la igualdad fuerte (2.5.32), obte-

niendo así, el vínculo de Gauss :

Gi = ∂α
(

(γI)Eα
i

)
+ εkijΓ

j
α

(
(γI)Eα

k

)
+ εkij

(
(γI)Kj

α

) (
(γI)Eα

k

)
, (2.5.33)

esto es,

Gi = ∂α
(

(γI)Eα
i

)
+ εkij

(
(γI)Ajα

) (
(γI)Eα

k

)
≈ 0. (2.5.34)

Aquí, (γI)Ajα = Γjα + γIK
j
α es la conexión de Ashtekar-Barbero y forma un par canó-

nicamente conjugado con (γI)Eα
j , ya que sus corchetes de Poisson cumplen

{
(γI)Ei

α (t, x) , (γI)Aβj (t, y)
}

= δji δ
β
αδ (x− y) , (2.5.35)
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{
(γI)Ei

α (t, x) , (γI)Ej
β (t, y)

}
=
{

(γI)Aαi (t, x) , (γI)Aβj (t, y)
}

= 0. (2.5.36)

En función de estas nuevas variables podemos calcular el vínculo de difeomor�smos,

Cα = F i
αβE

β
i − (γI)Ki

αGi, (2.5.37)

y el vínculo hamiltoniano,

C =
(γI)

2

√
E

(
Eα
i E

β
j

[
εijk F

k
αβ − 2

(
γI

2 + 1
)
Ki

[αK
j
β]

]
+ (γI)Eα

i DαG
i
)
, (2.5.38)

donde F k
αβ = 2∂[α

(γI)Akβ] + εkij
(γI)Aiα

(γI)Ajβ, y puede escribirse como

F k
αβ = Rk

αβ + 2D[α
(γI)Kk

β] + εkij
(γI)Ki

α]
(γI)Kj

β]
,

siendo Rk
αβ = ∂[αΓkβ] + εkijΓ

i
αΓjβ.

Las conexiones son las nuevas variables de con�guración. Estas variables se com-

portan como una conexión de Yang-Mills SU(2) (ver anexo (C)), por lo que se pueden

utilizar ciertas técnicas de dichas teorías para analizar la Relatividad General. Las

teorías de Yang-Mills se basan en una invariancia gauge local, que en el caso del

electromagnetismo viene descrita por el grupo U(1). La Relatividad General escrita

en términos de las variables de Ashtekar responde a un gauge SU(2) y los vínculos se

simpli�can notablemente. Los vínculos (2.5.34), (2.5.37), (2.5.38) son completamente

equivalentes a:

Gi = DαEα
i ≡ ∂αE

α
i + εkij

(
(γI)Ajα

)
Eα
k ≈ 0, (2.5.39)

Cα = Eβ
i F

i
αβ ≈ 0, (2.5.40)

C =
1√
E
Eα
i E

β
j

[
εijk F

k
αβ − 2

(
γI

2 + 1
)
Ki

[αK
j
β]

]
≈ 0, (2.5.41)

respectivamente. Para determinar la acción de los vínculos sobre la tríada y la cone-
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xión es necesario calcular los corchetes de Poisson entre los primeros (en su versión

versión suavizada) y las variables de Ashtekar. El vínculo de Gauss, que en su versión

suavizada es

CG (Λ) ≡
∫

Σ

d3xΛiGi, (2.5.42)

donde Λ es un campo suave en Σ. Su acción sobre la tríada y la conexión está

determinada por

{
Aiα, CG (Λ)

}
= −DαΛi, {Eα

i , CG (Λ)} = εkijΛ
jEα

k . (2.5.43)

Este genera rotaciones en el espacio interno, es decir, rotaciones correspondientes

al grupo SO(3) (o equivalentemente SU(2)). La versión suavizada del vínculo de

difeomor�smos es

CDif

(
~N
)
≡
∫

Σ

d3x
(
NαEβ

i F
i
αβ −

(
NαAiα

)
Gi

)
, (2.5.44)

y su acción sobre las variables de Ashtekar es{
Aiα, CDif

(
~N
)}

= L ~NA
i
α,
{
Eα
i , CDif

(
~N
)}

= L ~NE
α
i , (2.5.45)

es decir, genera difeomor�smos espaciales en la dirección del vector ~N (tangenciales

a la hipersuper�cie Σ). Por último, el vínculo hamiltoniano en su versión suavizada:

C (N) ≡
∫

Σ

d3xN
1√
E
Eα
i E

β
j

[
εijk F

k
αβ − 2

(
γI

2 + 1
)
Ki

[αK
j
β]

]
(2.5.46)

y sus corchetes de Poisson con las variables de Ashtekar dan como resultado:

{
Aiα, C (N)

}
≈ LNnAiα, {E

α
i , C (N)} ≈ LNnEα

i , (2.5.47)

que corresponde a la evolución temporal, un difeomor�smo en la dirección perpendi-

cular a la hipersuper�cie Σ. Aquí se utilizan símbolos de igualdad debil (≈) debido
a que existen otros términos que se anulan en la super�cie de vínculos.
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Finalmente se puede veri�car que el álgebra de vínculos cumple:

{CG (Λ) , CG (Λ′)} = CG ([Λ,Λ′]) , (2.5.48){
CG (Λ) , CDif

(
~N
)}

= −CG (L ~NΛ) , (2.5.49){
CDif

(
~N
)
, CDif

(
~N ′
)}

= CDif

([
~N, ~N ′

])
, (2.5.50)

{CG (Λ) , C (N)} = 0, (2.5.51){
CDif

(
~N
)
, C (M)

}
= −C (LNM) , (2.5.52)

{C (N) , C (M)} = −4
(
CDif

(
~S
)

+ CG
(
SαAiα

))
+

(
1 +

1

γI2

)
CG

([
Ei
α∂

αN,Ei
β∂

βN
]

q

)
.

(2.5.53)

Aquí se de�nió: Sα = (N∂βM −M∂βN)
Eβi E

αi

q
.

Para concluir este capítulo podemos decir que la Teoría de la Relatividad General

se puede reescribir como una teoría dinámica de conexiones con grupos de estructura

compactos, pero con la desventaja de tener más grados de libertad, un vínculo extra

y una estructura de corchetes de Poisson más compleja.



Capítulo 3

Gravedad cuántica de Lazos

Tanto la teoría de la Relatividad General como la teoría de la Mecánica Cuántica

han revolucionado nuestro entendimiento de la física. La Relatividad General, que

describe fenómenos macroscópicos, ha cambiado por completo nuestra perspectiva

del espacio y el tiempo. Esta nos conduce al estudio de la astrofísica, la cosmología

y hasta la tecnología GPS. Por otra parte, la Mecánica Cuántica, rompió con el

determinismo de la dinámica e introdujo una visión discreta del mundo a pequeñas

escalas, que estaría gobernado por leyes probabilísticas. Nos conduce al estudio de

la física atómica, nuclear y de partículas, así como la materia condensada, etc.

Pero estas dos teorías tan importantes han destruido la coherencia del mundo

de la física clásica pre-relativista, ya que han sido formuladas bajo supuestos com-

pletamente contradictorios entre sí. La Mecánica Cuántica fue formulada utilizando

una variable de tiempo externo o un espaciotiempo de fondo �jo, no dinámico. Esta

variable de tiempo y este fondo �jo son incompatibles con la Relatividad General. La

Relatividad General fue formulada en términos de la geometría Riemanniana, asu-

miendo que la métrica es un campo dinámico suave y determinista. Por otro lado,

la teoría cuántica nos dice que cualquier entidad dinámica está formada por cuantos

discretos y se encuentra en una superposición de estados probabilísticos. Por todo

esto, se puede concluir que, a pequeña escala, deben existir cuantos de espacio y

cuantos de tiempo, y una superposición cuántica de estados. Esto último signi�ca

una sólo cosa: vivimos en un espaciotiempo cuántico, pero, ¾cómo podemos descri-

birlo? Para hacerlo debemos combinar lo aprendido acerca de las dos teorías y este

95
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es probablemente el mayor desafío en la física fundamental actual.

No obstante, cabe preguntarse, si la gravedad es tan difícil de cuantizar y, a la

vez, los efectos cuánticos son pequeños en los dominios dónde esta es importante,

¾por qué realizar tanto esfuerzo por cuantizarla?.

Por más que no conocemos situaciones experimentales accesibles donde sea ne-

cesario cuantizar la gravedad para su descripción, sí existen muchos procesos físicos

que requieren una teoría cuántica de la gravedad para explicarlos. Por ejemplo, la

colisión de dos partículas con energía su�cientemente alta para que la gravedad sea

relevante. O el proceso que sufre un agujero negro al evaporarse por radiación de

Hawking hasta que su masa se vuelve comparable a la masa de Planck1. Otro ejem-

plo lo posible resulta de preguntarse qué sucede con el universo cerca del Big Bang.

Por último, y un paso más allá, está el asunto de la uni�cación en física que sugiere

que cuantizar tres de las cuatro interacciones fundamentales2 dejando a la gravedad

como una teoría clásica, es insatisfactorio. El punto de vista de uni�cación de teorías

o, más precisamente, la uni�cación de paradigmas subyacentes a teorías, no es un

simple antojo, sino que ha sido muy exitoso históricamente. Por ejemplo, el poner a

la mecánica de Newton en pie de igualdad con la electrodinámica de Maxwell condujo

a la relatividad especial; incorporar la gravedad en este paradigma fue lo que motivó

la Relatividad General; incorporar la relatividad especial en la Mecánica Cuántica

llevó a la teoría cuántica de campos. Similarmente, uni�car el electromagnetismo y

las interacciones débiles condujo a la primer teoría satisfactoria de estas interaccio-

nes. En todos los casos poner las teorías en pie de igualdad ha llevado la producción

de una nueva física con implicaciones importantísimas. El hecho de no contar con

una teoría completa de la gravedad cuántica hace difícil discutir la existencia, o no,

de consecuencias experimentales de dicha teoría.

Además de todo lo mencionado, tanto la propia teoría de la relatividad como las

teorías cuánticas de campos tienen problemas en sí mismas. En Relatividad General

está demostrado que bajo condiciones genéricas los espaciotiempos desarrollan sin-

gularidades; por ejemplo, el Big Bang (que creemos está presente en el origen del

universo) o las singularidades que aparecen en el interior de los agujeros negros. En

general, una singularidad está asociada con una divergencia de cantidades que indi-

1mPlanck = 2× 10−5g
2Las cuatro interacciones fundamentales: débil, fuerte, electromagnética, y gravitatoria.
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can que la teoría ha sido llevada más allá de su dominio de aplicabilidad. Cerca de

las singularidades se suelen encontrar densidades de energía que no son compatibles

con un tratamiento puramente clásico. Aquí radica la expectativa de que una teoría

que uni�que la Teoría Cuántica de Campos y la Relatividad General pueda entregar

una nueva perspectiva y, posiblemente, eliminar las singularidades completamente.

De forma similar, la Teoría Cuántica de Campos tiene el problema de que mu-

chos operadores no son funciones sino distribuciones (como, por ejemplo, la delta de

Dirac). Al estudiar interacciones se deben considerar productos de dichos operadores

y tales productos no están bien de�nidos. Algunas de las divergencias en esta teoría

pueden ser eliminadas rede�niendo las constantes de acoplamiento a través de un

procedimiento llamado renormalización. A pesar de ello, desde el punto de vista de

la formalidad matemática, las teorías cuánticas de campos no están de�nidas óp-

timamente y deben ser tratadas usando series perturbativas que no son realmente

convergentes (series asintóticas). Las singularidades aparecen debido a la naturaleza

distribucional de los campos y operadores. Si se cambia la naturaleza del espacio-

tiempo el carácter distribucional de los campos también puede cambiar y se abre la

posibilidad de eliminar las singularidades de la teoría cuántica de campos.

A la hora de cuantizar el campo gravitatorio se puede proceder de dos formas

distintas [48]: partiendo de una visión perturbativa o a partir de un planteamiento no

perturbativo. En la década de los '80 nacieron la Teoría de Cuerdas (perturbativa)

y la Gravedad Cuántica de Lazos (no perturbativa [20]). Luego de una década de

intenso trabajo, ambas comenzaron a proporcionar predicciones físicas como, por

ejemplo, relaciones entre la super�cie de los agujeros negros y la entropía [46]. En

particular, la Gravedad Cuántica de Lazos intenta respetar en todo momento la

independencia del fondo, un aspecto clave de la Relatividad General. Este es un

elemento fundamental a la hora de obtener una teoría cuántica de la gravedad [48, 22].

En este capítulo describiremos las bases de la cuantización canónica y las aplica-

remos a las formulaciones hamiltonianas vistas en el capítulo previo. El formalismo

ADM se orientará hacia la ecuación de Wheeler-deWitt, en tanto, la cuantización de

la Relatividad General escrita en función de las variables de Ashtekar derivará en la

formulación de la Gravedad Cuántica de Lazos.
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3.1. Cuantización canónica

La cuantización canónica es un procedimiento en el cual a una magnitud física

(expresada en términos de las coordenadas canónicas del sistema clásico) se asigna

un operador hermítico, de forma que la descripción cuántica conserve la estructura

dada por los corchetes de Poisson de la teoría clásica [42]. El corchete de Poisson de

dos funciones en el espacio de fases en el caso unidimensional se de�ne como:

{A;B} =
∂A

∂q

∂B

∂p
− ∂A

∂p

∂B

∂q
, (3.1.1)

donde q es la variable de con�guración y p su momento canónicamente conjugado.

El formalismo hamiltoniano permite describir la evolución temporal de las variables

del sistema. Si A es una función, su evolución en el tiempo está dada por:

dA

dt
= {A,H}+

∂A

∂t
, (3.1.2)

donde H es el hamiltoniano del sistema.

Como se ha mencionado, la cuantización canónica promueve las variables dinámi-

cas clásicas a operadores lineales que actúan sobre funciones de onda pertenecientes

a un espacio de Hilbert. El conmutador entre dos operadores se de�ne de la siguiente

manera: [
Â, B̂

]
≡ ÂB̂ − B̂Â, (3.1.3)

y está relacionado con el corchete de Poisson de la formulación clásica, tal que,

{A,B} →
[
Â, B̂

]
= i~ ˆ{A,B}. (3.1.4)

La evolución temporal queda de�nida, de forma análoga a la ecuación (3.1.2), por la

ecuación de Heisenberg:
dÂ

dt
=

1

i~

[
Â, Ĥ

]
+
∂A

∂t
. (3.1.5)

Los vínculos también deben ser cuantizados y para ello se promueven a operadores

que aniquilan las funciones de onda del espacio de Hilbert:
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C(q, p) = 0→ Ĉ(q̂, p̂)ψ = 0. (3.1.6)

Estas funciones de onda son los estados físicos del sistema pues, de no satisfacer la

condición anterior, no representan una situación física real.

3.1.1. Ecuación de Wheeler-DeWitt

Hemos visto que la Teoría de la Relatividad General puede ser formulada como

un sistema dinámico de�nido por las ecuaciones de Hamilton-Jacobi:

F ij
ab

δS [A]

δAia

δS [A]

δAjb
= 0, (3.1.7)

donde F ij
ab = εijk F

k
ab y F

k
ab = ∂aA

i
b − ∂bAia + εijkA

j
aA

k
b . Además, la funcional S [A] está

de�nida en el espacio G de las conexiones SU(2), Aia, y es invariante bajo transfor-

maciones internas de gauge y bajo difeomor�smos espaciales. Equivalentemente, la

teoría está de�nida por el hamiltoniano H [A,E] = F ij
abE

a
i E

b
j .

Cabe aclarar que, para simpli�car el desarrollo, vamos a construir el espacio de

estados a partir de una conexión real, en lugar de una compleja. La ecuación (3.1.7)

vale solamente para el caso euclídeo. La teoría lorentziana puede ser formulada a

partir de este operador, considerando el término adicional de la ecuación (2.5.41).

Una cuantización de la teoría puede ser obtenida en términos de funcionales de

onda Ψ[A]. La dinámica cuántica es inferida por la dinámica clásica interpretan-

do S [A] como ~ veces la fase de Ψ[A], es decir, interpretando la teoría clásica de

Hamilton-Jacobi como una aproximación de la ecuación de onda cuántica. Esto pue-

de realizarse de�niendo la dinámica cuántica mediante el reemplazo de las derivadas

de la funcional de Hamilton-Jacobi, S [A], por operadores derivadas. En primer lu-

gar, debemos pedir que Ψ[A] sea invariante bajo transformaciones SU(2) y bajo

difeomor�smos, a través de las ecuaciones

Da
δ

δAia
Ψ [A] = 0. (3.1.8)
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Además, la ecuación (3.1.7) da lugar a

F ij
ab

δ

δAia

δ

δAjb
Ψ [A] = 0. (3.1.9)

La expresión (3.1.9) se conoce como la ecuación de Wheeler-DeWitt [43], o ecuación

de Einstein-Schrödinger, una ecuación diferencial funcional que gobierna la dinámica

cuántica del espacio tiempo.

Necesitamos un espacio de Hilbert adecuado para las funcionales Ψ[A]. Debemos

identi�car su estructura que, como veremos, será única.

3.2. Espacio de estados cinemático K

En esta sección construiremos la estructura del espacio de estados cinemático3.

Para lo que resta del capítulo, puede ser de útil leer los apéndices (A) y (B) o las

referencias [113] y [20].

Sea G el espacio de las conexiones, A, de�nidas en todos los puntos de una su-

per�cie tridimensional, Σ (posiblemente, con excepción de algunos puntos aislados).

Sea S el espacio de�nido por funcionales en G.
Haremos uso de la interpretación geométrica del campo A como una conexión. El

álgebra de Lie so(3) es la misma que el álgebra de Lie su(2). Es conveniente ver a A

como una conexión su(2), por lo cual, escogiendo una base �ja τi en su(2), de�nida

como τi = − i
2
σi (donde σi son las matrices de Pauli), podemos escribir la conexión

como

A(~τ) = Aia(~τ)τ idxa. (3.2.1)

Holonomías de la conexión

Un camino orientado, ζ, en Σ y una conexión A determinan un elemento del

grupo, U (ζ, A) = P exp

w
ζ

A

, siendo P es el producto ordenado en el camino,

llamado holonomía de la conexión a lo largo del camino. Aquí, P es el producto

3La lectura de esta sección y las siguientes puede encontrarse en el libro "Quantum gravity"de
C. Rovelli [20].



3.2. ESPACIO DE ESTADOS CINEMÁTICO K 101

ordenado en el camino. Para un camino dado, ζ, la holonomía, U (ζ, A), es una fun-

cional en G. Consideremos una colección ordenada, Γ, de caminos suaves orientados,

ζl, con l = 1, ..., L, y una función suave f (U1, ..., UL) de L elementos del grupo. El

par (Γ, f) de�ne una funcional de A:

ΨΓ,f [A] = f (U (A, ζ1) , ..., U (A, ζL)) . (3.2.2)

Se de�ne S como el espacio lineal de todas las funcionales ΨΓ,f [A] para todo Γ

y f . A estas funcionales las llamamos funciones cilíndricas. Decimos que Γ es un

grafo orientado, ordenado, embebido en Σ. En cuanto a las funciones cilíndricas,

cambiar el orden o la orientación de un grafo, es equivalente a cambiar el orden de

los argumentos de f , o reemplazarlos por su inverso.

Producto escalar

A continuación, de�niremos un producto escalar en el espacio S. Si dos funciona-
les, ΨΓ,f [A] y ΨΓ,g [A], están de�nidas con el mismo grafo, Γ, de�nimos el producto

〈ΨΓ,f [A]| ΨΓ,g [A]〉 ≡
w
dU1, ..., dULf (U1, ..., UL)g (U1, ..., UL) , (3.2.3)

dónde dU es la medida de Haar4 en SU(2).

La de�nición del producto escalar de funcionales de�nidas en un mismo grafo

puede extenderse a funcionales de�nidas en diferentes grafos, es decir, (3.2.3) se

vuelve una de�nición válida para dos funcionales cualesquiera en S:

〈ΨΓ′,f ′ [A]| ΨΓ′′,g′′ [A]〉 ≡ 〈ΨΓ,f [A]| ΨΓ,g [A]〉 , (3.2.4)

donde Γ es la unión de Γ′ y Γ′′.

4La medida de Haar es una forma de asignar un 'volumen invariante' a los subconjuntos de
grupos topológicos localmente compactos y de de�nir una integral para las funciones sobre esos
grupos.
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3.2.1. Estructuras en el espacio de Hilbert cinemático K

El espacio de Hilbert cinemático K de la gravedad cuántica es la completación en

la norma de�nida por el producto escalar (3.2.3). Dicho producto escalar es invariante

bajo difeomor�smos y transformaciones locales de gauge, y es tal que los observables

clásicos se promueven a operadores autoadjuntos. Esta es una de las condiciones que

el producto escalar debe satisfacer de modo que la teoría sea consistente con el límite

clásico.

Las funciones cilíndricas con soporte en un grafo dado, Γ, forman un subespacio

K̃Γ de K. Por de�nición, K̃Γ = L2

[
SU(2)L

]
, donde L es el número de caminos en

Γ. El espacio K̃Γ es el espacio de Hilbert de una teoría de gauge en redes con lattice

(red) espacial Γ.

Podemos utilizar el teorema de Peter-Weyl para encontrar una base en K. El
mismo establece que una base en el espacio de Hilbert de funciones L2 en SU(2) está

dada por los elementos de matriz de las representaciones irreducibles del grupo. Las

representaciones irreducibles de SU(2) están etiquetadas por un espín semientero j.

LlamamosHj al espacio de Hilbert en el que está de�nida la representación j y llama-

mos υα a sus vectores. Podemos escribir los elementos de matriz de la representación

j como

R(j)α
β (U) = 〈U | j, α, β〉 . (3.2.5)

Entonces una base de K̃Γ está dada por

|Γ, jl, αl, βl〉 ≡ |Γ, j1, ..., jL, α1, ..., αL, β1, ..., βL〉 . (3.2.6)

Sin embargo, esta no es una base de K. Una base de K está dada por los estados

|Γ, jl, αl, βl〉, en los cuales los espines jl (= 1/2, 1, 3/2, 2, ...) nunca toman el valor cero.

3.2.2. Invariancia del producto escalar

Bajo una transformación local gauge, suave, λ : Σ→ SU(2), la conexión A trans-

forma de manera inhomogénea, como un potencial gauge:

A→ Aλ = λAλ−1 + λdλ−1. (3.2.7)
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Esta transformación de A induce una representación natural de las transformaciones

gauge locales, Ψ (A)→ Ψ (Aλ−1) en K. A pesar de esta transformación inhomogénea

de A, la holonomía de la conexión transforma de manera homogénea:

U [A, ζ]→ U [Aλ, ζ] = λ(xζf )U [A, ζ]λ−1(xζi ), (3.2.8)

donde xζi y xζf son los puntos iniciales y �nales del camino ζ. Para un par (Γ, f)

dado, de�nimos

fλ (U1, ..., UL) = f
(
λ(xζ1f )U1λ

−1(xζ1i ), ..., λ(xζLf )ULλ
−1(xζLi )

)
. (3.2.9)

Es fácil ver que la transformación de los estados cuánticos es la siguiente:

ΨΓ,f (A) = (UλΨΓ,f ) (A) = ΨΓ,f (Aλ−1) = ΨΓ,fλ−1 (A) . (3.2.10)

Dado que la medida de Haar es invariante bajo transformaciones izquierdas y dere-

chas del grupo, surge que (3.2.3) es invariante. Se puede ver que, bajo una transfor-

mación Uλ, la base de estados, |Γ, jl, αl, βl〉, transforma como

Uλ |Γ, jl, αl, βl〉 = R(j1)α1
α′1

(
λ−1(xf1)

)
R(j1)β′1

β1 (λ(xi1)) ...

R(jL)αL
α′L

(
λ−1(xfL)

)
R(jL)β′L

βL (λ(xiL))

... |Γ, jl, α′l, β′l〉 ,

(3.2.11)

donde il y fl son los puntos iniciales y �nales de l.

3.2.3. Estados invariantes de gauge e invariantes bajo difeo-

mor�smos

Sea ϑ : Σ→ Σ un mapa continuo, invertible y, tal que, tanto él como su inverso

son suaves en todos los puntos excepto, posiblemente, en un número �nito de puntos

aislados. Llamaremos al mapa ϑ difeomor�smo, y Dif* al grupo formado por dichos

mapas.

Bajo la acción de un difeomor�smo, la transformación de la conexión está bien

de�nida. A, que pertenece a G (el grupo de las conexiones en Σ) y está de�nida en
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todo Σ (a menos de algunos posibles puntos aislados) transforma como una 1-forma

A→ ϑ∗A. (3.2.12)

Por lo tanto, S lleva la representación Uϑ deDif* de�nida por UϑΨ (A) = Ψ
(
(ϑ∗)−1A

)
.

La holonomía transforma como

U [A, ζ]→ U [ϑ∗A, ζ] = U
[
A, ϑ−1ζ

]
. (3.2.13)

El espacio de estados cinemático K es un espacio de funcionales de onda de

la conexión Ψ [A], pero recordemos que necesitamos un espacio de estados donde

las funcionales de onda sean invariantes bajo transformaciones gauge locales y bajo

difeomor�smos. Más precisamente, las ecuaciones clásicas correspondientes a un sis-

tema de Hamilton-Jacobi deben implementarse en la teoría cuántica de la siguiente

manera

Da
δ

δAia(~τ)
Ψ [A] = 0, (3.2.14)

F i
ab(~τ)

δ

δAia
Ψ [A] = 0. (3.2.15)

Estrictamente, para imponer la invariancia bajo difeomor�smos se debe realizar

la integración en el grupo de transformaciones Dif*, dando lugar a (3.2.15).

Llamaremos K0 al espacio de estados invariantes bajo transformaciones locales

SU(2). Por otro lado, llamaremos KDif al espacio de estados invariantes bajo SU(2) y

bajo Dif*. Si llamamos H al espacio de soluciones de la ecuación de Wheeler-DeWitt

(estados invariantes bajo la acción del hamiltoniano), tenemos entonces la secuencia

de espacios de Hilbert

K SU(2)−→ K0
Dif∗−→ KDif

H−→ H, (3.2.16)

dónde los tres pasos corresponden a la implementación de las tres ecuaciones que la

funcional de onda debe satisfacer (3.2.14), (3.2.15) y (3.1.9), respectivamente.
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3.3. El espacio K0 (invariancia de gauge)

Como ya mencionamos K0 es el espacio de estados invariante bajo transforma-

ciones de gauge locales SU(2). Llamaremos S0 al subespacio invariante gauge de S,
y S ′0 a su dual. No es difícil ver que K0 es un subespacio propio de K.

Introduciremos estados de una red de espín en K que pueden ser vistos como

combinaciones lineales �nitas de estados de multilazos que forman una base ortonor-

mal genuina. Los estados de multilazos son su�cientes para generar K0, sin embargo,

la base es sobrecompleta y esto complica el formalismo.

3.3.1. Red de espín

Las redes de espín constituyen una base para las funciones invariantes gauge que

minimiza el grado de sobrecompletitud de la base de lazos. Básicamente, se pueden

utilizar matrices de cualquier representación para construir una conexión y, a partir

de esta, operadores de transporte paralelo a lo largo de curvas. En las intersecciones

entre las curvas se contraen los índices de las matrices mediante entrelazadores, o

intertwiners, y sus aristas están etiquetadas por un número, el espín, asociado a la

dimensionalidad de las matrices que describen la representación del grupo SU(2)

correspondiente. Describamos su estructura más detalladamente.

Llamaremos nodos a los puntos �nales de las curvas orientadas en el grafo Γ.

Sin pérdida de generalidad asumiremos que Γ está formado por curvas que, en caso

de solaparse, lo hacen solamente en los nodos. Visto de esta manera Γ es un grafo

inmerso en una variedad, es decir, una colección de nodos n, que son puntos de Σ,

unidos por aristas, l, que son curvas en Σ.

La multiplicidad o valencia, m, de un nodo, es el número de aristas que comien-

zan en el nodo (msalientes) sumado al número de aristas que terminan en el nodo

(mentrantes). Dado un grafo al que se ha adjudicado cierto orden y cierta orientación,

asignamos a cada arista l una representación irreducible, jl, del grupo. A cada nodo,

n, asignamos un intertwiner, in, entre las representaciones asociadas a las aristas

adyacentes a n. Al triplete S = (Γ, jl, in) le llamamos 'red de espín embebida en Σ'.

A la elección de jl y de in se le llama color de las aristas y los nodos.
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Estados de la red de espín

Consideremos una red de espín S = (Γ, jl, in) con L aristas y N nodos. El es-

tado |Γ, jl, αl, βl〉 de�nido anteriormente tiene L índices αl y L índices βl. Los N

intertwiners, in , tienen un conjunto de índices duales a estos. La contracción de

ambos:

|S〉 ≡
∑
αlβl

υ
β1...βn1
i1 α1...αn1

υ
βn1+1...βn2
i2 αn1+1...αn2

υ
βn(N−1)+1...βL

iN αn(N−1)+1...αL |Γ, jl, αl, βl〉 ,
(3.3.1)

de�ne el estado de la red de espín |S〉. El patrón de contracción de los índices está

de�nido por la topología del grafo: el índice αl de la arista l es contraído con el

correspondiente índice del intertwiner υin del nodo n, donde comienza la arista (el

razonamiento análogo se hace para βl, donde termina la arista). La invariancia gauge

de estos estados surge inmediatamente de las propiedades de transformación de la

base de estados y de la invariancia de los intertwiners. Como funcional de la conexión,

este estado es:

ΨS [A] = 〈A |S〉 ≡

(⊗
l

R(jl) (H [A, ζl])

)
·

(⊗
n

in

)
. (3.3.2)

El punto indica la contracción entre espacios duales: a la izquierda, el producto

tensorial de matrices vive en el espacio
⊗

l

(
H∗jl ⊗Hjl

)
, a la derecha, el producto

tensorial de todos los intertwiners vive en el espacio dual del anterior.

El conjunto de todos los estados |S〉 de la red de espín forma una base ortonormal

en K0. La base está etiquetada por la red de espín, es decir, por los grafos Γ y los

colores (jl, in). Nótese que en la base, |S〉 = |Γ, jl, in〉, la etiqueta Γ recorre todos

los grafos no orientados y no ordenados. Sin embargo, para la de�nición de color se

debe escoger una orientación y un orden para cada Γ.

S0 es el espacio de las combinaciones lineales �nitas de los estados de la red de

espín, que es denso en K0, y del cual S ′0 es su dual.
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3.4. El espacio Kdif (invariancia bajo difeomor�s-

mos)

Pasemos ahora a la segunda invariancia: la invariancia bajo difeomor�smos espa-

ciales. Los estados de la red de espín |S〉 no son invariantes bajo difeomor�smos; un

difeomor�smo mueve el grafo alrededor de la variedad, por lo tanto, el estado cambia.

Nótese que un difeomor�smo puede cambiar más que el grafo de una red de espín,

es decir, la ecuación Uϑ |Γ, jl, in〉 = |ϑΓ, jl, in〉 no siempre es correcta. En particular,

un difeomor�smo que deja el grafo Γ invariante aún puede afectar el estado de la red

de espín |Γ, jl, in〉.
Los estados invariantes bajo difeomor�smos no están en K0, sino en S ′0, cuyos

elementos son funcionales lineales, Φ, sobre las funcionales, Ψ ∈ S0. El requerimiento

de invariancia bajo difeomor�smos tiene sentido en S ′0 porque la acción del grupo

está bien de�nida en el mismo:

(UϑΦ) (Ψ) ≡ Φ (Uϑ−1Ψ) . (3.4.1)

Por tanto, un elemento invariante bajo difeomor�smos es una funcional lineal, tal

que,

Φ (UϑΨ) ≡ Φ (Ψ) . (3.4.2)

El espacio KDif es el espacio de los elementos invariantes bajo difeomor�smos de S ′0;
sus elementos pueden ser vistos como estados cuánticos del espacio físico.

De�namos ahora un mapa PDif : S0 → S ′0 y demostremos que la imagen de este

mapa es precisamente KDif . Sea PDifΨ un elemento de S ′0 de�nido por

(PDifΨ) (Ψ′) =
∑

Ψ′′=UϑΨ

〈Ψ′′,Ψ′〉 . (3.4.3)

La suma es sobre todos los estados Ψ′′ en S0 para los cuales existe ϑ ∈ Dif ∗ tal que
Ψ′′ = UϑΨ. Un detalle importante es que la suma es siempre �nita y, por lo tanto,

está bien de�nida. Para observar notemos lo siguiente; dado que Ψ y Ψ′ están en S0,

estos pueden ser expandidos en una combinación lineal �nita de estados de la red

de espín. Si un difeomor�smo cambia el grafo de un estado de la red de espín ΨS,



108 CAPÍTULO 3. GRAVEDAD CUÁNTICA DE LAZOS

entonces lo lleva a un estado ortogonal al mismo. Si no cambia el grafo entonces, o

bien lo deja invariante de modo que ninguna multiplicidad aparece en (3.4.3), o bien

cambia el orden o la orientación de las aristas; pero estas son operaciones discretas

que dan lugar, a lo sumo, a multiplicidades discretas en la suma (3.4.3). Por lo tanto,

la misma siempre está bien de�nida.

Claramente, PDifΨ, es invariante bajo difeomor�smos ya que satisface (3.4.2).

Además, no es difícil ver que las funcionales de la forma (3.4.3) abarcan el espacio

de los estados invariantes bajo difeomor�smos. Entonces, la imagen de PDif es KDif .
Los estados relacionados por un difeomor�smo son proyectados por PDif al mismo

elemento de KDif :
PDifΨS = PDif (UϑΨS) . (3.4.4)

Finalmente, el producto escalar en KDif está de�nido por

〈PDifΨS, PDifΨS′〉KDif ≡ (PDifΨS) (ΨS′) . (3.4.5)

Esto determina por completo KDif que, equivalentemente, está de�nido por la forma

bilineal

〈Ψ,Ψ′〉KDif ≡ 〈Ψ |PDif |Ψ
′〉 ≡

∑
Ψ′′=ϑΨ

〈Ψ′′,Ψ′〉 (3.4.6)

en S0.

Nudos y estados de espín-nudos

Para entender la estructura de KDif , consideremos la acción de PDif en la base de

estados de la red de espín. Obsérvese que un difeomor�smo envía un estado |S〉 a un
estado ortogonal, o a un estado obtenido por un cambio en el orden o la orientación

de las aristas, a los cuales denotaremos gk |S〉. Los mapas gk forman un grupo discreto

�nito, GΓ, por lo cual, el rango del índice discreto k es �nito. Es fácil ver que

〈S |PDif |S ′〉 =

{
0 si Γ 6= ϑΓ′∑
k 〈S |gk|S ′〉 si Γ = ϑΓ′.

(3.4.7)

Llamamos nudo a una clase de equivalencia K bajo difeomor�smos de grafos, Γ,

no orientados. Según (3.4.7) podemos decir que dos redes de espín S y S ′ de�nen
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estados ortogonales en KDif a menos que estén "anudadas" de la misma forma, es

decir, a menos que estén de�nidas en grafos Γ y Γ′ que pertenezcan a la misma clase

de equivalencia K. Esto signi�ca que una base de estados en KDif , está etiquetada

por nudos K. Llamaremos KK al subespacio de KDif generado por la base de estados
etiquetada por el nudo K:

KK = PDifKΓ, ∀Γ ∈ K. (3.4.8)

Los estados en KK son distinguibles únicamente por el color de las aristas y los

nodos, y no son necesariamente ortonormales, dada la acción no trivial del grupo

de simetría GΓ. Para encontrar una base ortonormal en KK se debe diagonalizar la

forma cuadrática de�nida por la segunda línea de (3.4.7). Denotamos |s〉 = |K, c〉 a
los estados resultantes, llamados espín-nudos o s-nudos, donde c es el color del nudo

K.

Los nudos forman un conjunto discreto, por lo que el espacio K es discreto.

Resulta que KDif admite una base ortornormal |s〉 = |K, c〉; por tanto, KDif es un

espacio de Hilbert separable. El 'tamaño excesivo' del espacio de Hilbert cinemático

K no era más que gauge.

Con esto concluimos la construcción del espacio de estados cinemático de Grave-

dad Cuántica de Lazos. Es momento de de�nir los operadores.

3.5. Operadores

Existen dos variables básicas en la teoría canónica a partir de las cuales se pue-

den construir cantidades medibles: La conexión, Aia(τ), y su momento, Ea
i (τ). Los

estados cuánticos serán funcionales Ψ [A] de la conexión. El momento conjugado de

la conexión A es (1/8πG)E. Vamos a incluir aquí el parámetro de Immirzi, ya que

veníamos utilizando una conexión más general en lugar de la real. Podemos de�nir

dos operadores que actúan sobre los estados funcionales de A de la siguiente forma:

Âia(τ)Ψ [A] = Aia(τ)Ψ [A] , (3.5.1)

1

8πGγI
Êa
i (τ)Ψ [A] = −i~ δΨ [A]

δAia(τ)
, (3.5.2)
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donde ~ es la constante de Planck reducida. La conexión es un operador multiplicativo
y la tríada una derivada funcional. Ambos operadores envían Ψ [A] fuera del espacio

de estados que hemos construido. En particular, no están bien de�nidos en K, algo
que puede solucionarse tomando, en lugar de A y E, una función de los mismos.

La conexión A

La holonomía U (A, ζ) está bien de�nida en S (espacio de las funcionales de la cone-

xión). Sean UA
B (A, ζ) los elementos de matriz de los elementos del grupo, U (A, ζ),

entonces (
UA
B (A, ζ) Ψ

)
[A] = UA

B (A, ζ) [A] Ψ [A] . (3.5.3)

El lado derecho está bien de�nido en S. De hecho, cualquier función cilíndrica de la

conexión está bien de�nida como un operador multiplicativo en K.
Por ejemplo, consideremos un lazo cerrado α y un operador Tα [A] = tr (U(A,α)).

La acción de este operador sobre un estado |S〉 con un grafo que no intersecta con α

es

Tα |S〉 = |S ∪ α〉 , (3.5.4)

donde S ∪ α es la red de espín formada por S más el lazo α en la representación

j = 1/2.

Nótese la diferencia respecto a la Teoría Cuántica de Campos en un espaciotiempo

de fondo, donde los operadores campo son distribuciones y, por lo tanto, están bien

de�nidas cuando se extienden en tres dimensiones. En (3.5.3), un operador bien de�-

nido (o su exponencial ordenada en el camino) es obtenido simplemente expandiendo

en una sola dimensión: a lo largo del lazo ζ . Esta es una característica distintiva de

las teorías de campo invariantes bajo difeomor�smos.

El momento conjugado E

Para entender la acción de E debemos computar la derivada funcional de la holono-

mía, el bloque fundamental de las funciones cilíndricas. Se puede demostrar que

δ

δAia(x)
U (A, ζ) =

w
ζ̇a(s)δ3 (ζ(s), x) [U (A, ζ1) τiU (A, ζ2)] ds. (3.5.5)
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Aquí, s es una parametrización arbitraria de la curva, ζ. Denotamos ζa(s) a las

coordenadas de la curva, ζ̇a(s) ≡ dζ̇a(s)/ds a la tangente a la curva en el punto s y,

�nalmente, ζ1, ζ2 son dos segmentos en los cuales ζ está separada por el punto s.

Observemos que el lado derecho de (3.5.5) es una distribución, pero solamente

en dos dimensiones (una de las tres deltas en δ3 será integrada en ds). Esto nos

lleva a buscar un operador bien de�nido en K expandiendo E en dos dimensiones.

Para ello, consideraremos una super�cie bidimensional S embebida en una variedad

tridimensional.

Sea ~ρ = (ρ1, ρ2) coordenadas en la super�cie S de�nida por

S :
(
ρ1, ρ2

)
→ xa

(
ρ1, ρ2

)
. (3.5.6)

De�namos la cantidad Ei(S ) como el �ujo de la tríada a través de la super�cie S :

Ei(S ) =
w
S

dρ1dρ2na(~ρ)Ea
i , (3.5.7)

donde na(~ρ) = εabc
∂xb(~ρ)

∂ρ1

∂xc(~ρ)

∂ρ2
es la 1-forma normal a la misma y εabc es el tensor

de Levi-Civita.

Vamos a promover (3.5.7) a un operador de la siguiente manera:

Ei(S ) = −i8πG~γI
w
S

dρ1dρ2na
δ

δAia(x(~ρ))
. (3.5.8)

Evaluemos la acción de este operador sobre la holonomía U (A, ζ). Asumamos, por el

momento, que los puntos �nales de ζ no caen sobre la super�cie. También asumiremos

que ζ cruza S, como mucho, una sola vez, y llamaremos P al punto de intersección,

si es que existe (ver �gura (3.5.1)).

Teniendo en cuenta que ζ = ζ1 ∪ ζ2, y utilizando (3.5.5) y (3.5.8), tenemos

Ei(S )U (A, ζ) = −i8πG~γI
w
S

w
ζ

dρ1dρ2dsεabc
∂xa

∂ρ1

∂xb

∂ρ2

∂xc

∂s
δ3 (~x(~ρ), ~x(s))

×U (A, ζ1) τiU (A, ζ2) .

(3.5.9)
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Figura 3.5.1: La curva ζ intersecta S en P .

Obsérvese que la integral se anula a menos que la curva intersecte a la super�cie.

Consideremos un cambio de coordenadas dado por el mapa
(
ρ1, ρ2, s

)
→
(
x1, x2, x3

)
,

de�nido por:

xa
(
ρ1, ρ2, s

)
= xa

(
ρ1, ρ2

)
+ xa (s) . (3.5.10)

El Jacobiano correspondiente es

J ≡ ∂ (x1, x2, x3)

∂ (ρ1, ρ2, s)
= εabc

∂xa

∂ρ1

∂xb

∂ρ2

∂xc

∂s
, (3.5.11)

que aparece en la integral (3.5.9). Esto signi�ca que podemos aplicar el cambio de

variables
(
ρ1, ρ2, s

)
→
(
x1, x2, x3

)
en dicha expresión y, así, deshacernos de la función

delta. Obtenemos, entonces:

w
S

w
ζ

dρ1dρ2dsεabc
∂xa(~ρ)

∂ρ1

∂xb(~ρ)

∂ρ2

∂xc(s)

∂s
δ3 (~x(~ρ), ~x(s)) = ±1. (3.5.12)

Esta integral es una expresión analítica independiente de las coordenadas y, por lo

tanto, se puede veri�car que (3.5.9) da como resultado

Ei(S )U (A, ζ) = ±i8πG~γIU (A, ζ1) τiU (A, ζ2) , (3.5.13)



3.6. OPERADORES EN K0 113

donde el signo está determinado por la orientación relativa entre la super�cie y la

curva. Entonces, la acción del operador Ei(S ) sobre las holonomías consiste en inser-

tar la matriz ±i8πG~γIτi en el punto de intersección. La generalización a múltiples

intersecciones es inmediata:

Ei(S )U (A, ζ) =
∑

P∈(S∩ζ)

±i8πG~γIU
(
A, ζP1

)
τiU

(
A, ζP2

)
, (3.5.14)

donde el índice P enumera las distintas intersecciones.

Ei(S ) es, entonces, un operador bien de�nido en K . El mismo es una integral

de super�cie de Ea
i (τ), que no es un campo vectorial sino una densidad vectorial.

La cantidad geométrica asociada es la 2-forma Ei = εabcE
a
i dxb ∧ dxc. Una 2-forma

puede ser integrada sobre una super�cie dando un objeto bien comportado bajo

difeomor�smos. El operador de�nido anteriormente corresponde a la cantidad clásica

Ei(S ) =
w
S

Ei. (3.5.15)

Lo mismo vale para la teoría cuántica. La derivada funcional es una densidad vec-

torial y, por lo tanto, una 2-forma, la cual puede ser integrada naturalmente en una

super�cie.

Los operadores Tα y Ei(S ) de�nidos en el espacio de Hilbert K forman una

representación del álgebra de Poisson (clásica) correspondiente. Un resultado impor-

tante del riguroso enfoque matemático de Gravedad Cuántica de Lazos es la prueba

del teorema de unicidad de dicha representación. Este es el análogo al teorema de

Stone-vonNeuman en Mecánica Cuántica no relativista, que demuestra la unicidad

de la representación de Schrödinger. La representación de lazos es la única forma

posible de cuantizar una teoría invariante bajo difeomor�smos.

3.6. Operadores en K0

Para estar bien de�nido en K0, un operador debe ser invariante bajo transforma-

ciones de gauge internas. En cuanto a la conexión, es algo fácil de obtener, ya que,

como vimos anteriormente, cualquier función cilíndrica da un operador bien de�nido.
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La función cilíndrica sólo necesita ser invariante gauge para estar bien de�nida en

K0. Por ejemplo, el operador Tα, de�nido en (3.5.4), está bien de�nido en K0.

3.6.1. Operador A(S ): El cuanto de área

El caso de la tríada E se vuelve más complicado. El operador Ei(S ) no es inva-

riante gauge, ya que el índice i transforma bajo transformaciones de gauge internas.

Por otro lado, no podemos obtener una cantidad invariante gauge contrayendo los

índices i , tal que,

E2(S ) ≡
∑
i

Ei(S )Ei(S ), (3.6.1)

ya que la propiedad de transformación de Ei(S ) es complicada por la integral sobre

S . De todas maneras, será útil evaluar la acción de E2(S ) sobre un estado |S〉 de la
red de espín. Asumamos una única intersección P entre la super�cie S y la red de es-

pín (el grafo Γ). Sea j el espín de la arista correspondiente a la intersección. Conside-

rando que la acción del operador inserta una matriz τi en la intersección, al tener dos

operadores Ei(S ), la acción resultante es la inserción de −(j)τi
(j)τi = j(j + 1)× I,

que es el operador de Casimir5 de SU(2). Por lo tanto,

E2(S ) |S〉 = (8πG~γI)2 j(j + 1) |S〉 . (3.6.2)

Obsérvese que este resultado no se sostiene si Γ intersecta S más de una vez, ya

que matrices τi en diferentes puntos se contraen y no se obtiene un estado invariante

gauge.

Para sortear esta di�cultad, de�namos un operador invariante gauge A(S ) aso-

ciado a la super�cie S . No se debe confundir el operador invariante gauge A(S )

con la conexión A; utilizamos la letra A(S ) pues existe una relación con el área,

que veremos más adelante. Para cualquier partición de S en N trozos de super�cie,

Sn, que se vuelven cada vez más pequeños a medida que N → ∞ y que cumplen

5Para cualquier álgebra de Lie, el operador de Casimir conmuta con todo el grupo de generadores.
En SU(2) las representaciones son caracterizadas por el espín total, ya que, j2 es constante en
cualquier representación.
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⋃
n Sn = S , de�nimos:

A(S ) ≡ ĺım
N→∞

∑
N

√
E2(Sn). (3.6.3)

En el caso clásico

A(S ) =
w
S

dρ1dρ2
√
naEa

i nbE
b
i , (3.6.4)

es una cantidad invariante gauge, bien de�nida. En el caso cuántico la acción del

operador (3.6.3) es fácil de computar. Evaluemosla sobre un estado |S〉 de la red

asumiendo que ningún nodo de la misma cae en S . Para un N lo su�cientemente

grande ningún Sn contendrá más de una intersección con Γ (�gura (3.6.1)). Por lo

Figura 3.6.1: Partición de S.

anterior, la suma en n se reduce a la suma sobre los puntos de intersección P y es

independiente de N (ver �gura (3.6.2)). Utilizando la expresión (3.6.2) tenemos

A(S ) |S〉 = 8πG~γI
∑

P∈(S∪Γ)

√
jP (jP + 1) |S〉 , (3.6.5)

donde jP es el color de la arista que cruza S en P . En primer lugar el operador

A(S ) está bien de�nido en K (corresponde a la cantidad clásica (3.6.4)). En segundo

lugar, los estados de la red de espín son funciones propias de este operador.
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Figura 3.6.2: Red de espín intersectando la super�cie S.

En resumen, hemos obtenido para cada super�cie S un operador A(S ) inva-

riante gauge, autoadjunto y bien de�nido, que es diagonal en la red de espín que no

contiene un nodo en S . El espectro correspondiente (con las restricciones menciona-

das) está etiquetado por el multiplete ~j = (j1, ..., jn) (i = 1, ..., n y n arbitrario) de

semienteros positivos ji. Este es llamado la secuencia principal del espectro y está

dado por

A~j = 8πG~γI
∑
i

√
ji(ji + 1). (3.6.6)

Como el operador es diagonal en los estados de la red de espín y todos sus

autovalores son reales, entonces, también es autoadjunto.

En principio, los operadores Tα y A(S ) son su�cientes para de�nir una teoría

cuántica. En la práctica, será conveniente de�nir otros operadores.

Una vez construido y diagonalizado el operador autoadjunto e invariante gauge

A(S ), el siguiente paso es preguntarnos sobre su interpretación física. En una com-

paración con el desarrollo clásico se puede demostrar que este es precisamente el área

física de las super�cie S . Esta interpretación es un resultado muy importante; el

observable dado por el área de una super�cie �ja bidimensional está representado en
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la teoría cuántica por un operador autoadjunto con espectro discreto. Una medida

de área sólo puede dar un resultado contenido en el espectro de A(S ).

Si recuperamos las unidades físicas (ya que habíamos �jado c = 1), (3.6.6) es

A~j =
8πG

c3
~γI

∑
i

√
ji(ji + 1), (3.6.7)

donde podemos reconocer `P ≡
√
G~/c3 ≈ 1, 6×10−35m como la longitud de Planck.

Nótese que la cuantización del área surge en unidades de la longitud de Planck

al cuadrado, lo que implica que los 'cuantos' de área son extremadamente pequeños,

como era de esperar. Cabe destacar la presencia del parámetro de Barbero-Immirzi,

γI , en los autovalores de área. Recordemos que dicho parámetro surgió en el proceso

de expresar una conexión de Lorentz con el grupo no compacto SO(3, 1) en términos

de una conexión compleja con valores en un grupo compacto de rotaciones, ya sea

SO(3) o su doble cobertura SU(2). En Gravedad Cuántica de Lazos, el rol del pará-

metro de Barbero-Immirzi toma relevancia al calcular el espectro del operador área.

Resulta que el espectro de área es proporcional al parámetro, lo que implica que

distintos valores de γI no conducen a la misma descripción física. La determinación

del mismo es imprescindible para ofrecer predicciones físicas en Gravedad Cuántica

de Lazos.

También se debe resaltar la independencia del fondo de esta construcción: el

operador de área solamente depende del hecho de que la arista intersecte la super�cie,

sin precisar una estructura de fondo.

Tomando el valor del parámetro de Immirzi igual a 1, el autovalor más pequeño

en (3.6.7) es

A0 = 4
√

3
π~G
c3
∼ 10−66cm2. (3.6.8)

Este es un cuanto elemental de área, del orden del área de Planck. Es el cuanto de

área de una arista en la representación fundamental j = 1/2. El hecho de que exista

un mínimo de área indica que hay un tamaño mínimo del espacio físico en la escala

de Planck.

Una discretización intrínseca del espacio físico en la escala de Planck ha sido una

espectativa en Gravedad Cuántica. Nótese que en el contexto de la Gravedad Guán-

tica de Lazos esta discreción no se impone ni se postula, sino que es una consecuencia
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directa una cuantización directa de la Relatividad General. La geometría espacial se

cuantiza de igual manera que la energía de un oscilador armónico.

3.6.2. Operador volumen VR

Existe un segundo operador que juega un papel importante en la interpretación

física de los estados cuánticos del campo gravitacional, y es un operador geométrico

VR asociado con el volumen de una determinada región R. La expresión explícita es

más complicada que la del operador A(S ), ya que depende del tipo de entrelazador

y de las valencias entrantes.

Dada una región R tridimensional, su volumen está dado clásicamente por la

expresión:

VR [E] =
w
R

d3x

√
1

3!

∣∣εabcεijkEa
iE

b
jE

c
k

∣∣. (3.6.9)

Supondremos, sin perder generalidad, que R se puede cubrir con un sistema de

coordenadas {xa}. Consideremos también una región de Σ que contiene a R y que

puede ser cubierta por una familia de celdas cúbicas C cuyas caras son paralelas a los

planos de coordenadas. Dentro de cada celda C consideraremos una terna ordenada

de 2-super�cies orientadas S a, con a = 1, 2, 3, de�nidas por xa = cte. Realizaremos

una partición de R a partir de las celdas cúbicas. Para cada cubo C ∈ C de�nimos

la cantidad clásica

qC [E] =
1

3!
εabcε

ijkEi (Sa)Ej (Sb)Ek (Sc) . (3.6.10)

Cuando la arista lC de los cubos tiende a cero, el �ujo Ei (Sa) tiende a l2CE
a
i y la

cantidad qC [E] tiende a l6C det (Ea
i ). Por lo tanto, podemos expresar el volumen de

R mediante la expresión aproximada:

V C
R [E] =

∑
C∈C

√
|qC [E]|. (3.6.11)

Si lC < ε para ε > 0, tenemos

VR [E] = ĺım
ε→0

V C
R [E] . (3.6.12)
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Dado que qC [E] sólo depende del �ujo de la tríada densitizada, se puede promover

esta cantidad a un operador cuántico en el espacio de estados:

qC [E] ≡ 1

3!
εabcε

ijkEi (Sa)Ej (Sb)Ek (Sc) . (3.6.13)

Entonces, podemos construir el operador asociado al volumen de la región R de la

siguiente manera

VC
R [E] ≡

∑
C∈C

√
|qC [E]|. (3.6.14)

Recuperando las unidades físicas, tenemos

VC
R [E] =

(
8π`2

PγI
)3/2

∑
C∈C

√
|qC [E]|. (3.6.15)

Nótese que los autovalores de volumen dependen de la longitud de Planck al cubo.

La acción del operador es no trivial en los vértices y, genéricamente, los estados de

la base de la red de espín no son estados propios del operador volumen.

Las tres integrales de super�cie (en los �ujos que de�nen qC) en el cubo y la

integral de línea a lo largo de los lazos, se combinan para dar tres números que

seleccionan tres puntos de intersección entre la red de espín y los bordes del cubo.

Para un ε lo su�cientemente pequeño, los únicos cubos cuyas super�cies tienen

al menos tres intersecciones con la red de espín son cubos que contienen un nodo i

de la misma. Por lo tanto, la suma sobre los cubos se reduce a una suma sobre los

nodos n (∈ {S ∩R}) de la red de espín, contenidos en R. Denotemos Cn
ε al cubo

que contiene el nodo n y, por lo tanto,

VR |S〉 = ĺım
ε→0

∑
n∈{S∩R}

ε3
√
|qC [E]| |S〉 . (3.6.16)

Cabe destacar que en el límite ε → 0 el operador no cambia el grafo del estado

de la red de espín, ni el color de las aristas. La única acción posible del operador es

sobre los intertwiners.

Se puede demostrar que el anterior es un operador no negativo, autoadjunto,

bien de�nido y con espectro discreto. Para cada grafo escogeremos una base in de

intertwiners que diagonaliza el operador volumen. Denotaremos Vin a los autovalores
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correspondientes.

3.7. Geometría cuántica

Interpretación física de los estados de la red de espín

La propiedad esencial del operador volumen es que sólo tiene contribución de los

nodos de un estado de la red de espín |S〉, esto signi�ca que el volumen de una

región R es una suma de términos, uno para cada nodo de S dentro de R. Así,
cada nodo de una red de espín representa un cuanto de volumen. Por todo esto,

podemos interpretar una red de espín con N nodos como un ensemble de N cuantos

de volumen, o N 'ladrillos elementales ', localizados en la variedad 'alrededor' del

nodo, cada uno con un volumen cuantizado Vin .

Los ladrillos elementales de volumen cuantizado están separados unos de otros

por super�cies. El área de estas super�cies está gobernada por el operador área. Este

operador tiene contribución de cada arista de la red S que cruza la super�cie S. Dos
ladrillos elementales son contiguos si los nodos correspondientes están conectados

por una arista l. En este caso, existe una super�cie elemental que los separa y el área

de la misma está determinada por el color jl de la arista l:

Al = 8π`2
PγI
√
jl(jl + 1). (3.7.1)

Por lo tanto, los intertwiners asociados con los nodos son los números cuánticos del

volumen y los espines asociados con las aristas son los números cuánticos del área. El

volumen está en los nodos y el área está en las aristas que los separan. El grafo Γ de

la red de espín determina la adyacencia entre los ladrillos elementales. Por último,

un estado |S〉 de la red de espín determina una métrica tridimensional discreta.

Interpretación física de los estados de s-nudos

Consideremos un estado de s-nudos al que llamamos |s〉. Supongamos el caso gené-

rico en el que la simetría de grupo es simple, a modo de evitar tecnicismos debido

a los difeomor�smos que cambian la orientación y el orden. Podemos ver a |s〉 como

la proyección bajo PDif de un estado de la red de espín. Al pasar del estado |S〉 al
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s-nudo |s〉 preservamos la información completa en |S〉 excepto por su localización en
la variedad tridimensional. Esto es precisamente la implementación de la invariancia

bajo difeomor�smos en la teoría clásica, donde la geometría física es una clase de

equivalencia de las métricas bajo difeomor�smos. En el caso cuántico |s〉 retiene la
información acerca del volumen y la adyacencia de los ladrillos elementales, y tam-

bién acerca del área de las super�cies que separan dichos volúmenes; pero cualquier

información acerca de la localización de los ladrillos en la variedad tridimensional se

pierde bajo PDif .

Figura 3.7.1: El grafo y el ensemble de ladrillos elementales o cuántos de volumen. Los ladrillos

elementales son adyacentes cuando los nodos correspondientes están conectados por una arista.

Cada Arista corta una super�cie elemental que separa los ladrillos.

El estado resultante |s〉 se puede interpretar como la geometría cuántica discreta.

Está formada por ladrillos espaciales abstractos que no viven en la variedad tridimen-

sional, solamente están localizados con respecto a otro ladrillo. Su relación espacial

sólo está determinada por la adyacencia de�nida por las aristas (�gura (3.7.1)). Es-

tas no son excitaciones cuánticas en el espacio, sino que son excitaciones cuánticas

del espacio mismo. Los ladrillos elementales y las super�cies de área están dadas

por los colores del s-nudo. Los espines jl son los números cuánticos del área y los

intertwiners in son los números cuánticos del volumen. Estos son estados cuánticos
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de�nidos de una manera completamente invariante bajo difeomor�smos espaciales y

con una interpretación física simple. Son estados cuánticos del espacio.

3.8. El operador hamiltoniano

El siguiente paso es promover el vínculo hamiltoniano a un operador cuántico.

Partiendo de su expresión en la versión clásica (2.5.41) se puede demostrar que es

posible escribirlo como:

H (N) =
w
d3xNtr (F ∧ {V, A}) . (3.8.1)

Esta es la forma más conveniente de expresar el hamiltoniano, dado que ya tenemos

de�nido un operador cuántico V y, por otro lado, los operadores F y A pueden ser

de�nidos cómo 'operadores holonomía' en caminos pequeños. Además, el corchete de

Poisson clásico puede promoverse a un conmutador cuántico.

Fijemos un punto x y un vector tangente u en x. Consideremos un camino ζx,u
de longitud ε que comienza en x y es tangente a u. La holonomía puede expandirse

como

U (A, ζx,u) = 1 + εuaAa (x) +O
(
ε2
)
. (3.8.2)

De manera similar, �jemos un punto x, dos vectores tangentes, u y υ, en x, y consi-

deremos un lazo triangular pequeño, αx,uv, con un vértice en x y dos lados tangentes

a los vectores u y υ en x, cada uno de longitud ε. Entonces,

U (A,αx,uv) = 1 +
1

2
ε2uaυbFab (x) +O

(
ε3
)
. (3.8.3)

A partir de estas dos expresiones y escribiendo hζ = U (A, ζ) podemos regularizar la

expresión del hamiltoniano (mediante un regulador ε), de la siguiente manera:

H = ĺım
ε→0

1

ε3

w
Nεijktr

(
hζ−1

x,uk
hαx,uiuj

{
V, hζx,uk

})
d3x. (3.8.4)

Aquí (u1, u2, u3) son tres vectores tangentes en x cuyo triple producto es igual a

la unidad. Siguiendo la misma estrategia que utilizamos para los operadores área

y volumen, tomaremos una partición del espacio de coordenadas tridimensional en
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pequeñas regiones Rm, de volumen ε3. Podemos escribir la integral como una suma

Riemanniana, tal que,

H = ĺım
ε→0

1

ε3

∑
m

ε3Nmε
ijktr

(
hζ−1

xm,uk
hαxm,uiuj

{
V (Rm) , hζxm,uk

})
, (3.8.5)

donde x es ahora un punto arbitrario enRm y Nm = N (xm). El teorema de Riemann

nos asegura que el límite sea independiente de la elección de dicho punto.

Ya que V (Rm) y hζ son operadores bien de�nidos en K podemos considerar el

operador cuántico correspondiente al hamiltoniano como:

H = − i
~

ĺım
ε→0

∑
m

Nmε
ijktr

(
hζ−1

xm,uk
hαxm,uiuj

[
V (Rm) , hζxm,uk

])
. (3.8.6)

Para completar la de�nición del operador debemos llevar a cabo la elección del punto

xm, de los tres vectores (u1, u2, u3) y de los caminos ζx,uk y αx,uiuj en cada región

Rm. Esto debe ser realizado de forma que el operador cuántico resultante esté bien

de�nido, sea covariante bajo difeomor�smos, invariante bajo transformaciones gauge

internas y no trivial.

Por la presencia del volumen, cuando este operador actúa sobre un estado de la

red de espín, lo hace únicamente sobre los nodos. Esto no cambia por la presencia

del término en hζx,u en el conmutador debido a que el operador volumen se anula

en nodos trivalentes. El operador hζx,u puede, a lo sumo, incrementar la valencia del

nodo en uno, por lo cual, debe haber en el estado al menos un nodo trivalente para

que H no se anule.

Ahora, en la suma (3.8.6) solamente las regiones Rm en las cuales existe un nodo

n darán una contribución no nula. Llamemos Rm a estas regiones en las cuales está

localizado un nodo n de la red de espín S. Entonces,

H |S〉 = ĺım
ε→0

Hε |S〉 , (3.8.7)

donde

Hε |S〉 = − i
~
∑
n∈S

Nnε
ijktr

(
hζ−1

xn,uk
hαxn,uiuj

[
V (Rn) , hζxn,uk

])
|S〉 . (3.8.8)
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La suma es, por tanto, en los nodos; la única posibilidad de obtener un conmutador no

trivial es si el camino hζxn,uk toca el nodo. Esto es lo que demandaremos, requiriendo

que xn sea precisamente la localización del nodo. La localización precisa de xn es

irrelevante en la teoría clásica, debido al teorema de Riemann, pero no lo es en la

teoría cuántica. Esto �ja xn.

Finalmente, existe una elección natural de los tres vectores (u1, u2, u3) y de los

caminos ζx,uk y αx,uiuj ; tomaremos (u1, u2, u3) tangentes a las tres aristas l, l′, l′′ que

emergen del nodo n (se puede ajustar el largo para que el triple producto de como

resultado la unidad).

Tomemos ζx,uk como un camino ζx,l de longitud ε a lo largo de la arista l. Además,

tomemos αx,uiuj como un triángulo αx,l′,l′′ formado por dos lados de longitud ε a lo

largo de dos aristas y un tercer lado que es una línea recta que conecta los dos

puntos �nales. Esta línea recta es denominada arco. La suma sobre i, j, k es una

suma sobre todas las permutaciones de las tres aristas (ver �gura (3.8.1)). Si el nodo

Figura 3.8.1: El camino ζx,l y el lazo αx,l′,l′′ en un nodo trivalente en el punto x.

tiene valencia mayor a 3, es decir, si existen más de 3 aristas en el nodo n, se preserva

la covarianza sumando sobre todos los tripletes ordenados de distintas aristas. Por

lo tanto,

Hε |S〉 = − i
~
∑
n∈S

Nn

∑
l,l′,l′′

εll′l′′tr
(
hζ−1

xn,l
hαxn,l′,l′′

[
V (Rn) , hζxn,l

])
|S〉 , (3.8.9)
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dónde εl l′l′′ es la paridad de la permutación, determinada por el signo del triple

producto. Esto completa la de�nición del vínculo hamiltoniano.

Quedan abiertas dos preguntas. En primer lugar, cabe preguntarse si el límite es

�nito y, en segundo lugar, si es bien comportado bajo difeomor�smos y transforma-

ciones gauge. En particular, nos preguntamos si es independiente de la elección de

coordenadas.

En general, el límite (3.8.7) no existe. Esto no sorprende ya que los productos

de operadores, generalmente, están mal de�nidos en Teoría Cuántica de Campos;

estos pueden estar de�nidos en forma regularizada, pero luego se desarrolla una

divergencia, al remover el regulador ε.

Sorprendentemente, el límite sí existe en una subclase de estados: los estados

invariantes bajo difeomor�smos. Al ser estados físicos, es precisamente lo que estamos

necesitando, y es su�ciente para de�nir la teoría. Aquí, estamos en el núcleo de la

Teoría Cuántica de Campos invariante bajo difeomor�smos.

Para computar H sobre estados invariantes bajo difeomor�smos, debemos re-

cordar que estos están de�nidos en el espacio dual S ′. Hasta ahora, sólo hemos

considerado H sobre estados de la red de espín o, por linealidad, sobre S. La acción
de H sobre S ′ está de�nida por

(HΦ) (Ψ) ≡ (Φ) (HΨ) (3.8.10)

(rigurosamente, deberíamos llamar H† al operador del lado izquierdo de la ecuación,

pero por simplicidad no lo haremos). Equivalentemente, para cada estado de la red

de espín

(HΦ) (|S〉) = (Φ) (H |S〉) . (3.8.11)

El punto clave es que queremos considerar el operador regularizado en S ′ y tomar

el límite allí. Por lo tanto, en lugar de simplemente insertar (3.8.7) en la última

ecuación y escribir

(HΦ) (|S〉) = Φ
(

ĺım
ε→0

Hε |S〉
)
, (3.8.12)

de�niremos el operador hamiltoniano en S ′ como

(HΦ) (|S〉) = ĺım
ε→0

Φ (Hε |S〉) . (3.8.13)
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Nótese que el límite pasa a ser un límite de una secuencia de números, no un límite de

una secuencia de vectores del espacio de Hilbert. Se demuestra que el límite existe (es

decir, es �nito) si Φ ∈ KDif , o sea, si Φ es un estado invariante bajo difeomor�smos.

Esto puede verse de la siguiente manera. Dada una red de espín S, el operador

entre paréntesis en (3.8.13) modi�ca el estado en dos formas: tanto cambiando el

grafo así como los colores. El operador volumen no cambia el grafo. El grafo es

modi�cado por los dos operadores hζx,l y hαx,l′,l′′ . El primero superpone un camino

de longitud ε con la arista l de Γ. El segundo superpone un triángulo con dos lados

de longitud proporcional a ε sobre las aristas l′ y l′′ de Γ, y un tercer lado, que

no está en Γ, como muestra la �gura (3.8.1). La observación fundamental es que,

para ε su�cientemente pequeño, variarlo en el operador cambia el estado resultante

pero no su clase de equivalencia de difeomor�smos. Esto es bastante obvio: colocar un

triángulo pequeño es lo mismo que colocar un triángulo más grande y luego reducirlo

aplicando un difeomor�smo. Por lo tanto, para ε < εm, el término entre paréntesis

se mantiene en la misma clase de equivalencia a medida que ε se reduce. Pero Φ es

invariante bajo difeomor�smos por lo cual la dependencia en ε del argumento del

límite se vuelve constante para ε < εm.

El valor del límite (3.8.13) es, entonces,

(HΦ) (|S〉) = ĺım
ε→0

Φ (Hε |S〉) = Φ (H |S〉) , (3.8.14)

dónde

H |S〉 = − i
~
∑
n∈S

Nn

∑
l,l′,l′′

εll′l′′tr
(
hζ−1

xn,l
hαxn,l′,l′′

[
V (Rn) , hζxn,l

])
|S〉 , (3.8.15)

y el tamaño de ε en los caminos de regularización es tomado lo su�cientemente pe-

queño de modo que el arco del triángulo no corra sobre otros nodos sobre o entrelace

otras aristas de S. La �nitud del límite es, entonces, inmediata.

Este es un resultado muy importante y merece una breve discusión. El primer

punto clave es que el sistema de coordenadas espaciales ~x no tiene un signi�cado

físico. La localización física de los elementos es solamente una localización relati-

va respecto a otros, no una localización respecto a las coordenadas ~x. El nivel de

invariancia bajo difeomor�smos de la teoría implementa este requisito relativista
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(general) esencial. Esto se re�eja en la discretitud a corta escala o en la estructura

discreta de los estados. Este es el resultado de las propiedades cuánticas del campo

gravitacional. Cuando estas dos características se combinan no hay lugar para límites

divergentes a cortas distancias. El límite ε→ 0 es un límite de distancias pequeñas,

es decir, se vuelve �nito simplemente porque el hecho de reducir el regulador, no

puede cambiar nada por debajo de la escala de Planck.

Una vez que el lazo de regularización αx,l′,l′′ se vuelve más pequeño que el tamaño

necesario para unir o cruzar otras partes de la red de espín, cualquier disminución

adicional de su tamaño es gauge, no física. Así es como la invariancia bajo difeomor-

�smos enmienda las patologías ultravioletas de la teoría cuántica de campos.

3.9. Inclusión de materia

Tener un vínculo hamiltoniano bien de�nido es un resultado muy importante;

constituye una teoría bien de�nida, sin in�nitos. Esta es una de las mayores respues-

tas de la Gravedad Cuántica de Lazos a los problemas que aparecen en la Teoría

Cuántica de Campos perturbativa. Aquí tenemos un tratamiento no perturbativo,

que es �nito y sin divergencias. Thiemann también ha demostrado que cuando se

acopla materia la gravedad, usando técnicas similares, los vínculos hamiltonianos

resultantes también son �nitos. No obstante, la introducción de campos escalares

acoplados gravitacionalmente ha presentado di�cultades insalvables para su cuanti-

zación, aún para cuantizaciones con simetrías congeladas en el midisuperespacio.

Cuando se cuantizan teorías con vínculos, como la Relatividad General, es ne-

cesario lidiar con los mismos. Los vínculos de segunda clase generalmente se tratan

con corchetes de Dirac o eliminación de variables. Los vínculos de primera clase se

promueven a operadores cuánticos o, a través de la �jación gauge, se transforman

en vínculos de segunda clase. De no �jar el gauge, debemos asegurarnos de que el

álgebra de vínculos bajo conmutadores cuánticos reproduzca el álgebra clásica, que

es cerrada bajo corchetes de Poisson. A veces, el proceso de cuantización estropea

esta propiedad del álgebra de vínculos; esto sucede en algunas circunstancias en la

Gravedad Cuántica de Lazos. En modelos reducidos por simetría esférica con ma-

teria, la parte material del vínculo contiene derivadas espaciales que el proceso de
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cuantización convierte en diferencias �nitas. Estos últimos no satisfacen la regla de

Leibnitz, que se utiliza para probar que el álgebra es cerrada [89].

En la formulación de Ashtekar-Barbero es sabido que, una vez que se introducen

las correcciones de holonomía, el campo escalar del sistema acoplado a la gravedad

con simetría esférica posee un álgebra de vínculos (cuántica) no cerrada, lo que

prohíbe la cuantización de lazos del modelo.

En la última década, los modelos con simetría reducida han desempeñado un

papel fundamental cada vez mayor en Gravedad Cuántica de Lazos, aunque aún no

se puede acceder a la teoría completa. Los sectores más interesantes para aplicar la

cuantización de lazos son los que admiten singularidades clásicas, por ejemplo, la

cosmología del universo temprano y la geometría de los agujeros negros. De hecho,

se espera que teniendo en cuenta la naturaleza cuántica de la geometría, se generen,

a través de la cuantización de lazos, geometrías cuánticas regulares en las que las

singularidades se resuelvan de forma natural. Las geometrías cuánticas dinámicas

regulares de agujeros negros serían la plataforma ideal para probar ideas sobre el

escenario del colapso gravitacional, la radiación de Hawking y el túnel de agujeros

negros a agujeros blancos [90]-[95].

Para obtener la teoría efectiva, una vez que se obtiene el espacio de fases reducido

por simetría, se polimerizan las componentes de la variable de conexión (el proceso de

polimerización se explicará en detalle en la sección (6.3)). Como vimos en la sección

anterior, físicamente, esto se justi�ca por el hecho de que, a nivel cuántico, el campo

gravitacional no está bien descrito por la conexión, pero si lo está por su holonomía,

que es un objeto unidimensional extendido. Se obtiene, así, un nuevo espacio de fases

donde los vínculos reducidos por simetría son modi�cados por las correcciones de

holonomía. Estas correcciones cuánticas codi�can el efecto de la naturaleza cuántica

de la geometría a escala Planck. Usando esta estrategia y técnicas de lazos, se cuantiza

este espacio de fases efectivo que se cree es el adecuado para describir los efectos

cuánticos de la gravedad.

Sin embargo, las correcciones de holonomía introducidas en los vínculos clási-

cos tienen importantes consecuencias sobre las simetrías del sistema descrito por

los generadores de gauge modi�cados. Los vínculos de primera clase de Relatividad

General, forma un álgebra cerrada. Es natural preguntarse si el álgebra de víncu-
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los permanece cerrada después de implementar las correcciones de holonomía. Tal

pregunta re�ere a la covarianza del espacio de fases efectivo. De hecho, si el álgebra

de vínculos modi�cados no cierra, entonces es imposible cuantizar canónicamente el

sistema siguiendo el procedimiento de Dirac, ya que se estaría violando la simetría

gauge que, en el caso de la gravedad, es la covarianza general. Finalmente, habría un

número menor de vínculos de primera clase para generar transformaciones gauge y,

por ende, tendríamos grados de libertad espurios en el sistema modi�cado.

Un sistema admite una cuantización covariante si se satisfacen los siguientes requi-

sitos [96]:

Los vínculos de primera clase siguen siendo de primera clase aún luego de

implementar las correcciones de holonomía. Corresponden por tanto a gene-

radores in�nitesimales de algunas simetrías para las variables del espacio de

fases, y forman un álgebra cerrada.

Los vínculos de primera clase modi�cados admiten el límite clásico correcto y

conducen al álgebra cerrada habitual de Relatividad General en ese límite.

Repasemos lo que se ha estudiado hasta ahora sobre la cuantización de lazos del

modelo reducido por simetría esférica. En el caso vacío, la covarianza se mantiene

después de implementar las correcciones de holonomía, por lo cual, se puede comple-

tar la cuantización de manera segura. La cuantización por polimerización del interior

del espaciotiempo de Schwarzschild fue elaborada por primera vez por Ashtekar y

Bojowald [97]. Su cuantización se basa en el hecho de que el interior del espaciotiem-

po de Schwarzschild puede describirse como una cosmología contractiva homogénea

(el espaciotiempo homogéneo de Kantowski-Sachs). Siguiendo la dinámica mejorada

introducida en Gravedad Cuántica de Lazos, Bohmer y Vandersloot introdujeron un

nuevo esquema [98, 99], solucionando algunos inconvenientes de los trabajos anterio-

res, tal como la dependencia de algunas estructuras auxiliares no físicas. Más tarde,

el problema del interior fue revisado por Campiglia, Gambini y Pullin [100], quienes

también completaron el estudio del espaciotiempo exterior no homogéneo [102]. En

el artículo [103], Gambini y Pullin ampliaron el estudio a todo el espaciotiempo. En

estos trabajos, el vínculo de difeomor�smo se eliminó mediante una �jación gauge

adecuada. Gambini y Pullin introdujeron un nuevo procedimiento de cuantización
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basado en la abelianización de los vínculos, evitando la �jación de gauge previa del

vínculo de difeomor�smos [18]. Más recientemente, el problema interior fue revisado

por Corichi y Singh [101], mejorando el límite clásico de estudios precedentes. Como

era de esperar, un resultado común de estos trabajos es que la singularidad central se

elimina mediante el procedimiento de polimerización, lo que conduce a una geometría

cuántica regular para el agujero negro en el vacío.

Desafortunadamente, como ya mencionamos, la cuantización de lazos del sistema

dinámico completo acoplado a la materia, de momento, sigue siendo esquiva debido

a la di�cultad de obtener un álgebra modi�cada cerrada (una excepción a esta a�r-

mación es el caso de electrovacío tratado en [104]). La primera cuantización de un

campo escalar acoplado a la gravedad con simetría esférica se inició en los trabajos

[105, 106] utilizando una estrategia llamada técnica de discretización uniforme [107].

Luego, en [108, 109], se propuso una estrategia basada en una nueva �jación gauge

que conduce a una simpli�cación de los vínculos modi�cados.

En los artículos [110, 111], Gambini y Pullin introdujeron el primer estudio de la

radiación de Hawking en este marco, y la cuantización de un cascarón de prueba se

presentó en [112]. Si bien los resultados de estos trabajos son muy interesantes, cabe

señalar que se basan en el estudio de un campo escalar de prueba sobre una geometría

de vacío cuántica, esféricamente simétrica y, por lo tanto, no estamos hablando de

la cuantización completa de un campo escalar acoplado a la gravedad con simetría

esférica. Dichos modelos suelen tener una versión no coincidente entre la covarianza

de la materia y los sectores de gravedad [96].

Aunque los resultados obtenidos hasta ahora sobre la geometría del agujero negro

en el vacío son muy prometedores, y conducen a conocimientos importantes, todo

indica que debemos intentar ir más allá del caso vacío y obtener un modelo cuantiza-

ble para el campo escalar del sistema completo acoplado a la gravedad esféricamente

simétrica.
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Los métodos numéricos proveen la única herramienta para derivar información

detallada sobre la naturaleza de la interacción gravitacional en muchos problemas

de interés teórico y astrofísico. Como en otras ramas de la física computacional, la

utilidad esencial de la relatividad numérica tiene sus raíces en la capacidad que ofrece

la computación para simular el comportamiento de un sistema complejo. La compu-

tadora pasa a ser un "laboratorio teórico" donde son estudiadas las consecuencias

físicas de la teoría. Tales estudios proveen respuestas a preguntas sobre el compor-

tamiento de un sistema físico en particular, pero también existe la posibilidad de

que aporten más conocimiento sobre la naturaleza de la teoría, lo que sugiere nuevos

enfoques analíticos.

Muchos de los modelos más interesantes en Relatividad General involucran la ge-

neración y propagación de radiación gravitacional (mucho más, luego de su detección

directa en el año 2015 a través del interferómetro LIGO). Los eventos astrofísicos que

se espera sean las fuentes de ondas gravitacionales más importantes, como las explo-

siones de supernovas, el colapso estelar o la fusión de agujeros negros, son candidatos

ideales para ser estudiados numéricamente.

En particular, la simetría esférica reduce las ecuaciones de campo a un sistema

de ecuaciones diferenciales que dependen solamente de una variable espacial y del

tiempo. Las soluciones de las ecuaciones de Einstein con simetría esférica no pueden

contener radiación, por eso un campo escalar puede ser utilizado como fuente de

energía, proporcionando al sistema los grados de libertad radiativos.

En mi tesis utilicé las técnicas numéricas desarrolladas por Choptuik, para es-

tudiar el colapso de un campo escalar sin masa acoplado al campo gravitatorio,

en un espaciotiempo esféricamente simétrico, incorporando efectos cuánticos. En los

siguientes capítulos presentaré una descripción de las dichas técnicas numéricas apli-

cadas al caso de un campo escalar acoplado mínimamente a la gravedad. La infor-

mación que aparece en esta parte de la tesis puede encontrarse en la tesis doctoral

de M. Choptuik [4].
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Capítulo 4

Descripción del modelo

4.1. Ecuaciones en el formalismo 3+1

Como ya vimos en la sección (2) la Relatividad General es conocida como la teo-

ría del espaciotiempo. El continuo espaciotemporal es representado por una variedad

diferenciable 4-dimensional, M, dotada con una métrica (4)gµν que provee, en ca-

da evento del espaciotiempo, medios para determinar distancias a eventos cercanos.

También se pueden introducir en la variedad campos adicionales representando fuen-

tes de energía y materia. El contenido de energía no gravitacional del espaciotiempo

se describe mediante el tensor energía-momento, Tµν . El concepto fundamental de

que la materia le dice al espaciotiempo cómo curvarse, y la curvatura del espacio-

tiempo le dice a la materia como moverse, encuentra su expresión matemática en las

ecuaciones de Einstein,

Gµν = κTµν , (4.1.1)

un conjunto de 10 ecuaciones diferenciales parciales, no lineales, para las 10 compo-

nentes del tensor métrico.

Con el �n de encontrar soluciones numéricas para las ecuaciones de Einstein, es

útil reestructurar el sistema descomponiendo la variedad espaciotemporal en espacio

y tiempo por separado, como vimos en la sección (2.3). De esta manera, la naturaleza

dinámica de las ecuaciones del campo gravitatorio se mani�esta y la construcción del

espaciotiempo puede formularse como un problema de valores iniciales o de Cauchy.
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Recordemos que en el enfoque 3 + 1, la variedadM debe representarse como una

foliación in�nita de hipersuper�cies tridimensionales, Σt, de tipo espacio, con una

estructura geométrica intrínseca inducida por el espaciotiempo. Se deben identi�-

car cantidades adecuadas que caractericen una hipersuper�cie en particular, luego,

las ecuaciones de campo de Einstein determinan los valores correspondientes a las

hipersuper�cies pasadas y futuras.

Las cuatro cantidades cinemáticas comúnmente se agrupan como una función

escalar, N , función Lapso, y un 3-vector, N i, 'vector desplazamiento' o 'Shift '. Un

observador que se mueve en dirección normal a la hipersuper�cie (desde el evento P

al evento P ′′ de la �gura (4.1.1)) medirá un tiempo propioNdt. El mismo observador,

al llegar a la hipersuper�cie cercana, encontrará que debe desplazar su posición por

N i para llegar a un evento que tenga las mismas coordenadas espaciales que el evento

del que partió.

Figura 4.1.1: Desplazamiento espaciotemporal en 3+1.

La arbitrariedad en la elección deN yN i, así como la elección de la hipersuper�cie

inicial y sus coordenadas internas es la realización 3+1 de la libertad de coordenadas

en Relatividad General.

En la sección (2) analizamos en detalle las ecuaciones de Einstein en el vacío. Para
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describir nuestro modelo debemos incorporar el contenido material en el lado derecho

de la ecuación (4.1.1). En el enfoque 3+1 no es conveniente trabajar directamente con

las componentes del tensor energía-momento, T µν . De hecho, es más útil introducir

un escalar, ρ, un 3-vector, ji, y un 3-tensor, Sij, de�nidos de la siguiente manera:

ρ ≡ nµnνT
µν , (4.1.2)

ji = (3)gikj
k ≡ −nµT µi , (4.1.3)

Sij ≡ Tij, (4.1.4)

Estas cantidades son denominadas densidad de energía, densidad de 3-momento

y tensor espacial energía-momento, respectivamente. Recordar que nµ es el vector

normal a la hipersuper�cie, Σt. Dado que en Relatividad General no hay una única

manera de de�nir la energía y el momento, debe notarse que estos términos re�eren

al hecho de que observadores "momentáneamente en reposo" en la hipersuper�cie

determinan, por ejemplo, que la energía local es ρ.

La derivación de las ecuaciones de Einstein en 3 + 1, partiendo de la forma

covariante (4.1.1), no será desarrollada aquí, ya que el cálculo está bien documentado

en [79, 86].

Cuatro de las ecuaciones de Einstein no contienen derivadas segundas de la mé-

trica respecto al tiempo y, por lo tanto, representan ecuaciones de vínculos que deben

ser satisfechos por las variables geométricas y materiales en cada una de las hiper-

super�cies. Estas son el vínculo hamiltoniano,

R−Ki
jK

j
i +K2 = 16πρ, (4.1.5)

y los vínculos de momento,

Ki
j
|j +K|i = 8πji. (4.1.6)

Aquí, R, es el escalar de Ricci 3-dimensional (2.1.23) y K es la traza de la curvatura

extrínseca (2.3.15),
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K = gijKij. (4.1.7)

La notación "|" en los índices indica diferenciación covariante en la variedad tridi-

mensional, mientras que utilizaremos la "," para indicar la derivación parcial. Una

expresión explícita para las componentes Rij es

Rij = ∂nΓnij − ∂jΓnin + ΓnnmΓmij − ΓnjmΓmin (4.1.8)

donde Γijk son los símbolos de Christo�el (2.1.35).

Además de los vínculos, hay seis ecuaciones de evolución para las componentes

de la métrica:

ġij = 2NgikK
k
j +Nk∂kgij + gik∂jN

k + gkj∂iN
k, (4.1.9)

y seis ecuaciones de evolución para el tensor curvatura extrínseca, que derivan de

aquellas ecuaciones de Einstein que contienen derivadas segundas respecto al tiempo

K̇j
i = Nk∂kK

j
i +Kj

k∂iN
k −Kk

i ∂kN
j −N j

|i +N
(
Rj
i +KKj

i + 4π(S − ρ)δji − 8πSji
)
.

(4.1.10)

Ahora, los dos escenarios básicos en la construcción 3+1 del espaciotiempo pue-

den ser resumidos. En primer lugar, se deben de�nir los datos iniciales. Esto invo-

lucra decidir qué topología tendrá la hipersuper�cie inicial, la introducción de un

sistema de coordenadas espacial, y la especi�cación de un conjunto inicial de datos{
gij, K

i
j, ρ, ji

}
, que satisface (4.1.5) y (4.1.6). Debido a que los vínculos deben ser

resueltos, esta parte del procedimiento está, en general, lejos de ser trivial. Sólo 8

de las 12 cantidades geométricas pueden ser �jadas libremente, y no es obvio cuáles

8 deben ser [71, 86, 87]. El segundo escenario en la construcción 3 + 1 del espacio

tiempo es la evolución de los datos iniciales. Esto requiere la imposición de condicio-

nes sobre las coordenadas, lo que determinará los valores del lapso, N , y el shift, N i,

en todo punto. No es necesario que esta especi�cación sea explícita. Las condiciones

sobre las coordenadas pueden ser tales que, N o N i, o ambas, satisfagan ecuaciones

diferenciales en cada hipersuper�cie. En cualquier caso, una vez que las elecciones
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sobre las coordenadas están hechas, en lapso y el shift serán consideradas funciones

dadas. El lado derecho de las ecuaciones (4.1.9) y (4.1.10) pueden ser evaluados en la

hipersuper�cie inicial proporcionando los medios para determinar las cantidades geo-

métricas sobre hipersuper�cies pasadas o futuras. Asumiendo que existen ecuaciones

de evolución adicionales para el campo material, los valores de las variables mate-

riales pueden ser evolucionados de la misma manera. En general, tal procedimiento

puede ser continuado inde�nidamente, a menos que aparezca una singularidad en la

solución, algo muy probable en Relatividad General, particularmente en casos donde

existe un campo fuerte.

En virtud de las identidades de Bianchi (2.1.65), cualquier conjunto de datos

iniciales que satisfaga las ecuaciones de vínculo, al ser evolucionado a una hipersu-

per�cie futura o pasada, automáticamente satisfacerá las ecuaciones de vínculo en

dicha hipersuper�cie. Equivalentemente, podemos imaginarnos la generación del es-

paciotiempo en términos de la 'libre evolución' de un número mínimo de cantidades

(dependiendo de las condiciones sobre las coordenadas) con las variables geométri-

cas restantes ajustándose automáticamente para mantener los vínculos satisfechos.

El punto a notar es que, cuando el procedimiento de construcción del espaciotiempo

es implementado numéricamente, deben ser tomadas ciertas decisiones sobre cómo

cada cantidad es actualizada al pasar de un nivel de tiempo al siguiente. Por ejemplo,

se puede elegir utilizar una o más de las ecuaciones de vínculos para computar el

avance de las variables geométricas en lugar de actualizarlas usando las ecuaciones

de evolución. Según la experiencia de investigadoras e investigadores en relatividad

numérica, los diferentes tipos de esquemas que pueden ser ideados algunas veces,

dan como resultado diferencias signi�cativas en el comportamiento numérico. Esto

ha llevado a una cantidad considerable de especulaciones con respecto a la relación

entre los vínculos y las ecuaciones de evolución en las soluciones numéricas.

4.2. Ecuaciones de movimiento

El estudio de técnicas que sirvan para tratar problemas radiativos en relatividad

numérica implica que el modelo sea lo su�cientemente dócil para permitir la experi-

mentación con diferentes sistemas de coordenadas y niveles de discretización. Tales
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demandas esencialmente impiden sistemas con dependencia en más de una dimensión

espacial. Con algunos de los códigos actuales es posible trabajar en dos dimensiones

espaciales, pero dichos códigos no son lo ideal para realizar experimentos numéricos.

El número de dimensiones espaciales con el que debemos tratar un sistema físico

puede ser reducido imponiendo condiciones de simetría. Dado que queremos estudiar

espaciotiempos que dependen tanto del tiempo como de solamente una dimensión

espacial, existen esencialmente tres opciones: las variedades pueden tener simetría

esférica, plana o cilíndrica. Intuitivamente, un espaciotiempo esféricamente simétri-

co en cualquier instante de tiempo es invariante bajo rotaciones. Similarmente, la

simetría plana implica invariancia bajo traslaciones en dos direcciones espaciales in-

dependientes, y los sistemas con simetría cilíndrica son invariantes bajo rotaciones y

traslaciones a lo largo de un eje espacial de preferencia. Estos tres tipos de espacio-

tiempo ya han sido estudiados numéricamente. Los sistemas con simetría cilíndrica y

plana tienen la ventaja de que pueden contener radiación gravitacional. Sin embargo,

los espaciotiempos esféricamente simétricos no pueden contenerla en virtud del teo-

rema de Birkho�, que establece que la única solución de las ecuaciones de Einstein

en el vacío, con simetría esférica es la solución estática de Schwarzschild1. Al mismo

tiempo, de los tres sistemas mencionados anteriormente, los sistemas esféricamen-

te simétricos son la mejor aproximación a la mayoría de los escenarios astrofísicos

interesantes; particularmente aquellos que involucran un único objeto aislado.

Los estudios numéricos de espaciotiempos esféricamente simétricos previos al ela-

borado por Choptuik [65, 66, 69, 72, 77, 78, 85] empleaban un �uido perfecto como

fuente de energía-momento. Esto involucra la solución de las ecuaciones de hidrodi-

námica relativista junto con las ecuaciones de Einstein. Esas investigaciones han sido

utilizadas para examinar variadas características del colapso estelar y formación de

agujeros negros, así como el desarrollo y el testeo de técnicas numéricas. En estos

sistemas hidrodinámicos no hay grados de libertad radiativos, sin embargo, no está

claro (y probablemente no es cierto) que los métodos numéricos desarrollados para

lidiar con un �uido sean apropiados para lidiar con la radiación de cualquier tipo en

un sistema de RG.

1Las ecuaciones de Maxwell para el electromagnetismo tampoco admiten soluciones radiativas
con simetría esférica; ambos resultados pueden ser entendidos como una consecuencia de la natu-
raleza transversal de la radiación electromagnética y gravitacional
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La manera más simple de introducir un comportamiento radiativo en un espacio-

tiempo esféricamente simétrico es utilizar un campo escalar sin masa, φ, como fuente

de energía-momento. En un espacio tiempo plano el campo satisface la ecuación de

Klein-Gordon,

∂µ∂µφ = 0, (4.2.1)

que es derivable de la densidad lagrangiana

Lφ = ΓLφ = −κ′Γ∂µφ∂µφ. (4.2.2)

Lφ es el lagrangiano, Γ ≡
√
−(4)g con (4)g el determinante de la 4-métrica, y κ′

es una constante positiva. La manera más fácil de imponer que el campo escalar

interactúe gravitacionalmente es simplemente adicionando la densidad (4.2.2) a la

densidad lagrangiana gravitacional

L = LG + Lφ = Γ
(

(4)R− κ′∂µφ∂µφ
)

(4.2.3)

donde (4)R es el escalar de Ricci 4-dimensional. Exigiendo que la acción,

S =
w
d4xL, (4.2.4)

sea estacionaria con respecto a variaciones en φ, obtenemos la ecuación de movimien-

to para el campo escalar:

∂µ∂µφ−
1

Γ
∂ν
(
Γ (4)gµν∂µφ

)
= 0 (4.2.5)

De manera similar variando la acción con respecto a las componentes de la

4-métrica obtenemos las ecuaciones de Einstein. En particular, el tensor energía-

momento puede ser calculado por la siguiente expresión

Tµν = 2
δLφ
δ(4)gµν

+ (4)gµνLφ, (4.2.6)

que tiene como resultado:
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Tµν = 2κ′
(
∂µφ∂νφ−

1

2
(4)gµν∂

α∂αφ

)
. (4.2.7)

La restricción a la simetría esférica es una simpli�cación enorme de las ecuacio-

nes de Einstein. Escogiendo coordenadas esféricas polares (r, θ, ϕ) adaptadas a la

simetría, es bien sabido que la 3-métrica más general puede ser expresada como

gij = diag
(
a2(r, t), r2b2(r, t), r2b2(r, t) sin2 θ

)
. (4.2.8)

A su vez, esto implica que la curvatura extrínseca también es diagonal, con solamente

dos componentes independientes (ya que, Kθ
θ = Kϕ

ϕ), es decir,

Ki
j = diag

(
Kr

r(r, t), K
θ
θ(r, t), K

θ
θ(r, t)

)
. (4.2.9)

Finalmente, el vector shift tiene una única componente no nula:

N i = diag (N r(r, t), 0, 0) = (β, 0, 0) , (4.2.10)

ya que las otras dos componentes se anulan por la elección de coordenadas. Entonces,

el elemento de línea espaciotemporal en su forma más general es

(4)ds2 =
(
−N2 + a2β2

)
dt2 + 2a2βdt dr + a2dr2 + r2b2dΩ2, (4.2.11)

donde

dΩ2 = dθ2 + sin2 θdϕ2. (4.2.12)

Nótese que sólo debemos lidiar con 6 de las 16 posibles variables geométricas y,

además, las expresiones de cantidades como R son mucho más simples que en el caso

general.

Los coe�cientes de la conexión Γ i
jk pueden ser calculados directamente a partir

de (2.1.35). Los coe�cientes no nulos son:

Γ r
rr =

a′

a
Γ r

θθ =
(r2b2)

′

2a2
Γ r

ϕϕ = sin2 θΓ r
θθ

Γ θ
rθ =

(r2b2)
′

2r2b2
Γ θ

ϕϕ = sin θ cos θ
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Γϕ
rϕ = Γ θ

rθ Γϕ
θϕ = cot θ (4.2.13)

donde ′ ≡ ∂/∂r. El cálculo de las componentes del tensor de Ricci puede realizarse

a través de (4.1.8). Por ejemplo,

Rr
r = grrRrr = grr

(
−
(
Γ θ

rθ + Γϕ
rϕ

)′
+
(
Γ θ

rθ + Γϕ
rϕ

)
Γ r

rr − Γ θ
rθ

2 − Γϕ
rϕ

2
)
.

(4.2.14)

Utilizando la expresión anterior y relacionandola con los elementos de la métrica,

tenemos:

Rr
r =

2

arb

(
(rb)′

a

)
. (4.2.15)

Análogamente,

Rθ
θ = Rϕ

ϕ =
1

a (rb)2

(
a−

(
rb

a
(rb)′

)′)
. (4.2.16)

El término α|i|j, que también aparece en la ecuación de evolución para las com-

ponentes de la curvatura extrínseca, se evalúa utilizando

N|i
|j = gjk (N,ik − Γ n

ikN,n) , (4.2.17)

resultando

N|r
|r =

1

a

(
N ′

a

)′
, (4.2.18)

N|θ
|θ = N|ϕ

|ϕ =
N ′ (rb)

′

a2rb
. (4.2.19)

Pasando al cálculo de las cantidades del tensor energía-momento, es conveniente

introducir las funciones auxiliares:

Φ ≡ φ′, (4.2.20)
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Π ≡ a

N

(
φ̇− βφ′

)
. (4.2.21)

De (4.2.11), las componentes no nulas de la 4-métrica están dadas por

(4)gtt = −N2 + a2β2 (4)gtr = (4)grt = a2β (4)grr = a2

(4)gθθ = r2b2 (4)gϕϕ = r2b2 sin2 θ,
(4.2.22)

y las componentes covariantes correspondientes (tal que (4)gµρ
(4)gρν = δµ

ν)

(4)gtt = −N−2 (4)gtr = (4)grt = βN−2(4) grr = a−2 − β2N−2

(4)gθθ = r−2b−2 (4)gϕϕ = r−2b−2 sin−2 θ.
(4.2.23)

Luego,

∂tφ = (4)gtt∂tφ+ (4)gtr∂rφ = − Π

Na
, (4.2.24)

y similarmente,

∂tφ∂tφ =
(Φ2 − Π2)

a2
. (4.2.25)

Notando que las componentes de la 1-forma nµ son simplemente (−N, 0, 0, 0) y to-

mando κ′ = 1/2, la densidad de energía es computada a partir de (4.1.2) y (4.2.7):

ρ = N2T tt =
(Φ2 + Π2)

2a2
. (4.2.26)

Similarmente, la única componente no nula de la densidad de momento jr es, a partir

de (4.1.3)

jr = NT tr −
ΦΠ

a
. (4.2.27)

Las componentes del tensor de estrés

Sij = gikSkj, (4.2.28)
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donde Sij está de�nido por (4.1.4), son

Srr = ρ =
(Φ2 + Π2)

2a2
(4.2.29)

y

Sθθ = Sϕϕ =
(Π2 − Φ2)

2a2
. (4.2.30)

Utilizando los resultados anteriores, el vínculo hamiltoniano (4.1.5) es

− 2

arb

((
(rb)′

a

)′
+

1

rb

((
rb

a
(rb)′

)′
− a

))
+ 4Kr

rK
θ
θ + 2

(
Kθ
θ

)
2 = 8π

(Φ2 + Π2)

a2
.

(4.2.31)

Para escribir el vínculo de momento, primero debe notarse que

K |i|i = Ki
r,i + Γ i

niK
n
r − Γ n

riK
i
n

= (Kr
r )
′
+ 2Γ θ

rθ

(
Kr
r −Kθ

θ

)
,

(4.2.32)

y

K|r =
(
Kr
r + 2Kθ

θ

)′
, (4.2.33)

y usando (4.1.6) y (4.2.27) tenemos

(
Kθ
θ

) ′
+

(rb)′

rb

(
Kθ
θ −Kr

r

)
= 4π

ΦΠ

a
. (4.2.34)

Las ecuaciones de evolución para las funciones de la métrica a y b pueden ser calcu-

ladas fácilmente a partir de (4.1.9), resultando

ȧ = −NaKr
r + (aβ)′ (4.2.35)

y

ḃ = −NbKθ
θ +

β

r
(rb)

′
. (4.2.36)

La ecuación de evolución para la componente Kr
r de la curvatura extrínseca es

calculada a partir de (4.1.10):

K̇r
r = β (Kr

r )
′
+Kr

rβ
′ −N r

|r +N (Rr
r +KKr

r + 4π (S − ρ)− 8πSrr ) , (4.2.37)
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lo cual, utilizando resultados anteriores, se convierte en

K̇r
r = β (Kr

r )
′ − 1

a

(
N ′

a

)′
+N

(
2

arb

(
(rb)′

a

)′
+KKr

r − 8π
Φ2

a2

)
. (4.2.38)

De forma similar,

K̇θ
θ = β

(
Kθ
θ

) ′
+

N

(rb)2 −
1

a (rb)2

(
Nrb

a
(rb)′

)
′
+NKKr

r . (4.2.39)

Las expresiones anteriores contienen el conjunto completo de las ecuaciones de Eins-

tein 3+1 para este modelo. Las únicas ecuaciones que resta de�nir son las ecuaciones

de evolución para el campo escalar. Resolviendo para el campo escalar, φ, a partir de

la de�nición de Π dada por (4.2.21) y luego diferenciando respecto a r, obtenemos

la ecuación de evolución para Φ:

Φ̇ =

(
βΦ +

N

a
Π

)′
. (4.2.40)

Luego, multiplicando (4.2.5) por Γ y utilizando las expresiones (4.2.23), tenemos

0 = ∂ν (Γgµν∂µφ) = ∂t
(
Γgµt∂µφ

)
+ ∂r (Γgµr∂µφ)

= ∂t

(
Nar2b2

(
−N−2φ̇+ βN−2φ′

))
+∂r

(
Nar2b2

((
a−2 − β2N−2

)
φ′ + βN−2φ̇

))
.

(4.2.41)

Utilizando la de�nición de Π,

∂t
(
r2b2Π

)
= ∂r

(
r2b2

(
βΠ +

N

a
Φ

))
. (4.2.42)

Resolviendo para Π̇ y utilizando (4.2.36), obtenemos el resultado �nal

Π̇ =
1

r2b2

(
r2b2

(
βΠ +

N

a
Φ

))′
+ 2

(
NKθ

θ − β
(rb)′

rb

)
Π. (4.2.43)

Nótese que es necesario reescribir las ecuaciones del campo escalar como un par de
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ecuaciones acopladas de primer orden para evitar la aparición de términos tales como

Ṅ o β̇, que son difíciles de tratar en el formalismo 3 + 1.

4.3. Análisis característico del campo escalar

Las ecuaciones (4.2.40) y (4.2.43) forman un sistema cuasilineal de primer orden

para el campo material. Se puede tener una idea de la naturaleza de este sistema

escribiéndolo de la forma

ut + Aux = B, (4.3.1)

donde u es el vector de dos componentes (Φ,Π)T yA y B son coe�cientes de matrices

que dependen de u, las variables geométricas, r y t. Especí�camente,

A =

(
β N/a

N/a β

)
(4.3.2)

y las direcciones características del sistema, τ , están dadas por

|A− τI| = 0, (4.3.3)

y un simple cálculo lleva a

τ = −β ± N

a
. (4.3.4)

Siempre que N/a 6= 0, el sistema tiene dos direcciones características reales y distin-

tas y, por lo tanto, es hiperbólico. Si N es 0 en algún lugar de alguna hipersuper�cie,

entonces la foliación no es buena desde el punto de vista del formalismo 3 + 1. Tal

caso indica que la foliación no es estrictamente de tipo espacio o que las hipersuper-

�cies están degeneradas, lo cual es un tipo de patología de coordenadas. De aquí en

más asumiremos que N/a 6= 0, y cualquier violación de esta desigualdad detendrá

necesariamente la evolución del espaciotiempo.

Las cantidades dadas por (4.3.4) determinan las direcciones locales de propaga-

ción de pequeñas perturbaciones en el campo escalar, a partir de las cuales se pueden

construir los dominios locales de in�uencia y dependencia. Esta información es útil
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para comprender la condición de estabilidad de algunos de los esquemas diferenciales

diseñados para resolver el modelo. El análisis característico anterior puede parecer

incompleto en el sentido que no se han tratado las ecuaciones de evolución para las

variables geométricas. En realidad, este no es el caso ya que, como se señaló anterior-

mente, un espaciotiempo esféricamente simétrico puede poseer dinámica sólo donde

hay materia presente. La propagación de perturbaciones en las variables geométricas

tendrá que estar ligada a perturbaciones en el campo escalar. Desde un punto de

vista más fundamental, en cada evento la métrica contiene toda la información nece-

saria para determinar la estructura causal local del espaciotiempo. En concreto, los

conos de luz pasado y futuro delimitan los dominios de dependencia e in�uencia del

evento. La propagación de cualquier información hacia o desde el evento debe ocurrir

dentro o sobre los conos de luz. Por tanto, otra forma de determinar las direcciones

características dadas por (4.3.4) es buscar direcciones nulas dr : dt de�nidas por

(4)ds2 = −N2dt2 + a2 (dr + βdt)2 = 0. (4.3.5)

4.4. Condiciones de borde en el origen (r = 0)

El problema de Cauchy para el campo escalar autogravitante debe resolverse

en el semiplano t ≥ 0, r ≥ 0. Debido a que este campo escalar puede ser tanto

entrante como saliente, se debe proporcionar una condición de borde para r = 0 y

t ≥ 0 de modo que el problema esté bien planteado. Esta condición puede derivarse

simplemente exigiendo que φ sea diferenciable en r = 0. En una base de coordenadas

esféricas polares (r, θ, ϕ), y con φ esféricamente simétrico:

∇φ = φ′r̂, (4.4.1)

que no está de�nido en r = 0 a menos que

φ′ (0, t) = 0. (4.4.2)

Se pueden derivar condiciones de borde internas similares para las cantidades

geométricas usando un procedimiento descrito en detalle por Bardeen y Piran en [51].

Básicamente, la idea es exigir que todas las componentes tensoriales sean regulares
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en r = 0. El objetivo es asumir inicialmente la regularidad y preocuparse por el

comportamiento irregular sólo si realmente se desarrolla durante la evolución. No hay

ningún obstáculo práctico para construir datos iniciales regulares, se espera que tales

conjuntos de datos iniciales generen todo o casi todo el espaciotiempo físicamente

relevante. Este enfoque parece ser adecuado ya que nunca hubo ninguna evidencia

de ruptura de la regularidad inducida dinámicamente en r = 0.

Lo único que debemos pedir es que las cantidades a, b, Kr
r y K

θ
θ tengan expansio-

nes en potencias pares de r cerca del origen. Esto implica las siguientes condiciones

de borde:

a′ (0, t) = b′ (0, t) = (Kr
r )
′ (0, t) =

(
Kθ
θ

)′
(0, t) = 0. (4.4.3)

Estas relaciones serán consistentes con las ecuaciones de movimiento (4.1.9) y (4.1.10)

sólo si las variables cinemáticas satisfacen

N ′ (0, t) = β (0, t) = 0. (4.4.4)

Una condición de borde adicional sobre las componentes de la métrica en r = 0

surge de exigir que el espaciotiempo sea localmente plano en ese punto. La condición

se obtiene considerando el transporte paralelo de un vector arbitrario alrededor de

un lazo que encierra el origen en el plano ecuatorial de cualquier hipersuper�cie y

demandando que no exista rotación neta en el límite en que el lazo se reduce a un

punto. El resultado es bien conocido [64] y es simplemente

(rb),µ (rb),µ

∣∣∣
r=0

= 0, (4.4.5)

el cual, luego de manipularlo e introduciendo las condiciones de borde (4.4.3) y

(4.4.4), da lugar a

a (0, t) = b (0, t) = 0. (4.4.6)

De (4.2.35) y (4.2.36) es fácil ver que estas condiciones de borde y las anteriores,

son simplemente

Kr
r (0, t) = Kθ

θ (0, t) = 0. (4.4.7)
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4.5. Horizontes aparentes y formación de agujeros

negros

La topología de las hipersuper�cies de tipo espacio debe ser incluida como parte

de la especi�cación del problema de Cauchy para la generación de cualquier espacio-

tiempo. Todas las soluciones construidas en este trabajo tienen la topología espacial

R3 y son asintóticamente planas. Por lo tanto, la 3-métrica en cualquier hipersuper-

�cie tiende a la métrica euclídea usual en R3 a grandes distancias. Entre otras cosas,

esto permite de�nir la masa total conservada, M (masa ADM o energía ADM), de

cualquiera de los espaciotiempos estudiados. M puede expresarse de varias formas.

Por ejemplo, si el elemento de línea esféricamente simétrico se escribe como

ds2 = ψ4
(
dr2 + r2dΩ2

)
= 0 (4.5.1)

mediante una elección adecuada de las coordenadas radiales, la masa está dada por

[54, 86]

M =
1

2π

z
ψ|id2Si = ĺım

r→∞
2r2∂rψ (4.5.2)

siendo la integral tomada sobre la 2-esfera en el in�nito. Físicamente, esta masa

puede ser deducida por observadores a grandes distancias a partir del movimiento

orbital de partículas de prueba.

Las con�guraciones del campo escalar que vamos a evolucionar se componen

típicamente de dos paquetes de ondas, uno entrante y otro saliente, que se propagan

de forma e�caz e independiente entre sí. Debido a la simetría esférica, es posible

hablar de la masa (o energía) asociada con cada pulso. Usando una coordenada

radial, r, tal que el área de una 2-esfera de r = constante es 4πr2, dos escalas de

longitud pueden ser asociadas al pulso entrante. Una es la extensión espacial, l,

del pulso. La otra, es el radio de Schwarzschild, RS = 2Mentrante, asociado con su

contenido energético. Para un pulso débil, l� RS, y el pulso se autore�ejará en r = 0

y luego se propagará hacia afuera. Sin embargo, si l ≈ RS o menor, entonces existe

la posibilidad de que el campo gravitacional se vuelva lo su�cientemente fuerte para

formar un agujero negro, como lo ha demostrado Christodolou en 1971 [58]. El borde

de un agujero negro, conocido como horizonte de eventos, es una característica global
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del espaciotiempo. Su posición no puede ser determinada por mediciones locales. Sin

embargo, la existencia de un agujero negro en una solución dada está inferida por

la aparición de horizontes aparentes, de�nidos como una super�cie en la cual la

divergencia de los rayos de luz salientes se anula, y puede demostrarse [63] que los

horizontes aparentes siempre se encuentran sobre o dentro del horizonte de eventos.

Como plantean Hawking y Ellis [63], la ventaja de trabajar con horizontes aparentes,

en lugar de hacerlo con horizontes de eventos, es que los primeros dependen solamente

de la geometría de la hipersuper�cie en la cual están embebidos. La ecuación para

una super�cie atrapada es [60]

si|i −K + sisjKij = 0, (4.5.3)

donde sµ es la normal saliente a la super�cie. Para el caso de simetría esférica con

el elemento de línea (4.2.11),

si =
(
a−1, 0, 0

)
, (4.5.4)

entonces

si|i =
1
√
g

(√
gsi
)
,i

=
1

ar2b2

(
r2b2

)
,r

= 2
(rb)′

arb
. (4.5.5)

Usando

K = Kr
r + 2Kθ

θ (4.5.6)

la ecuación (4.5.3) se vuelve

(rb)′ − arbKθ
θ = 0 (4.5.7)

El lado izquierdo de la última ecuación puede calcularse fácilmente para cada hiper-

super�cie y, cuando se anula, es una señal de formación de un horizonte aparente

que, a su vez, implica que el espaciotiempo contiene un agujero negro.
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Capítulo 5

Algoritmo AMR

Dado un sistema de ecuaciones diferenciales en derivadas parciales a ser resuelto

numéricamente, se debe decidir primero cómo pasar del sistema diferencial continuo

a un sistema algebraico tal que la solución de este último sea una aproximación

aceptable del primero.

Los tres criterios a tener en cuenta para de�nir si un esquema es aceptable son:

que represente correctamente la física del modelo, que numéricamente aporte in-

formación detallada sobre el comportamiento y que no consuma excesivos recursos

computacionales. Además, debe garantizar la estabilidad y convergencia de la solu-

ción.

En esta sección describiremos las características principales del código de re-

�namiento de malla adaptativa (AMR, por sus siglas en inglés -Adaptive Mesh

Re�nement-) desarrollado por Choptuik [4] y que utilizaremos para resolver numé-

ricamente el colapso gravitacional del campo escalar polimerizado.

5.1. Descripción del algoritmo numérico

El programa construido por Choptuik para resolver las ecuaciones diferenciales

que gobiernan la dinámica del campo escalar acoplado a la gravedad está basado

en un algoritmo general para ecuaciones hiperbólicas descrito en Berger & Oliger

(1984). La característica clave de este algoritmo es que es adaptativo; la escala local

de discretización h puede variar de región en región del dominio computacional,

153
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de modo que el error local de truncamiento se mantenga por debajo de un límite

especi�cado por el usuario.

El algoritmo de Berger & Oliger [53] logra la adaptatividad utilizando un me-

canismo de re�namiento uniforme y local. Esta es una técnica que durante mucho

tiempo ha sido defendida por Brandt (1977) [88] como la base de una estrategia

general para desarrollar soluciones de ecuaciones diferenciales en derivadas parciales

con una e�ciencia casi óptima. En este enfoque, el dominio computacional (conjunto

de todos los puntos de la grilla en los cuales están de�nidas las versiones diferen-

ciales �nitas de las ecuaciones) consiste en un conjunto de grillas jerárquicas, cada

una de las cuales tiene un espaciado de malla constante, tanto en la dirección de la

coordenada temporal, como en la espacial. Para dominios rectangulares simplemente

conectados como el que consideraremos aquí, la jerarquía está arraigada en una grilla

base, única, denotada por G0
0. Luego, en cualquier tiempo de integración, el dominio

computacional es un conjunto {Gi
l}. El subíndice l etiqueta el nivel de re�namiento,

l = 1, ..., L, siendo L el nivel de re�namiento máximo, de�nido a priori, y el superín-

dice i etiqueta una grilla particular en un nivel dado. Cada nivel de re�namiento se

caracteriza por una única escala de discretización, hl, donde los diversos hl satisfacen,

típicamente ,

hl = ρhl+1, l = 0...L− 1, (5.1.1)

para alguna tasa de re�namiento, ρ, de valor entero y �jo en general. Cabe destacar

que el re�namiento local se realiza tanto en el espacio como en el tiempo. El tamaño

de malla espacial ∆rl de cualquier grilla siempre se puede identi�car con hl, mientras

que el espaciado temporal es siempre una fracción �ja λ (< 1) de ∆rl.

Para las ecuaciones hiperbólicas que son diferenciadas �nitamente en el mismo

orden en espacio y tiempo, esta es una forma natural de proceder, ya que las va-

riaciones espaciales y temporales suelen ser de magnitud comparable. Además de la

relación (5.1.1) entre las diferentes escalas de discretización, cada grilla Gi
l debe estar

contenida adecuadamente dentro del dominio de alguna grilla parental Gi
l−1 (propie-

dad de anidamiento) y colocarse de modo que sus límites exteriores se encuentren a

lo largo de las líneas de la grilla parental (propiedad de alineación).

La Figura (5.1.1) muestra un ejemplo simple del tipo de estructura de grilla ad-

mitida por el algoritmo de Berger & Oliger con ρ = 2 y L = 2. Como puede verse la
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Figura 5.1.1: Ejemplo de la estructura de la grilla admitida por el algoritmo de re�namiento de

Berger & Oliger.

distribución espacial de los puntos de la grilla no es estática en general y por supuesto

el proceso dinámico de regrillado del dominio resulta en la adaptatividad del algorit-

mo. Berger & Oliger investigaron diferentes estrategias de regrillado y eventualmente

encontraron una técnica que, como mencionamos anteriormente, mantiene el error

de truncamiento local de la solución por debajo de un límite especi�cado a priori.

Choptuik adoptó este enfoque que está basado en principios básicamente idén-

ticos a los que aún se emplean hoy en día. La idea, que se remonta a los primeros

trabajos de Richardson en 1910 [76] sobre métodos de diferencias �nitas, es fácil-

mente comprensible si se considera una ecuación de evolución simple (por ejemplo,

ut = ux) para una incógnita escalar u que, asumiremos, ha sido diferenciada a orden

O(h2), utilizando un esquema de diferencias explícitas de dos niveles. Por tanto, la

incógnita û (discreta) satisface

ûn+1 = Q̂(h)ûn, (5.1.2)

donde Q̂(h) es el 'operador de actualización' de un paso en la escala de malla h. El

error de truncamiento local, τn, asociado con Q̂(h) está de�nido por

τn ≡ un+1 − Q̂(h)un, (5.1.3)
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y, dado que el esquema diferencial es de segundo orden, tendrá la forma

τn = h3t2 +O(h4), (5.1.4)

dónde t2 es una función suave independiente de h y dependiente tanto del esque-

ma diferencial como de u. Siguiendo el enfoque de Richardson, si asumimos que

localmente la solución diferencial admite una expansión asintótica de la forma

û = u+ h2e2 + ..., (5.1.5)

dónde e2 es otra función suave e independiente de h, no es difícil mostrar que podemos

estimar τn comparando la solución diferencial luego de dos pasos en h con otra

solución diferente, obtenida evolucionando las incógnitas discretas un paso en una

malla gruesa (de espaciado 2h) pero usando las mismas ecuaciones en diferenciales.

Especí�camente

τn ≈ constante
(
Q̂(h)Q̂(h)− Q̂(2h)

)
ûn. (5.1.6)

El procedimiento de regrillado se lleva a cabo de la siguiente manera. Periódicamente,

y en cada grilla, se generan estimaciones del error de truncamiento local utilizando

el método anterior y se marcan todos los puntos de la grilla donde la estimación

del error excede el umbral predeterminado. A partir de estos puntos marcados, se

identi�can las regiones que requieren re�namiento y luego se cubren con nuevas grillas

Gi
l+1 (ver [53] por detalles sobre estrategias para la generación de grillas).

En la �gura (5.1.2) se muestra una descripción de un pseudocódigo1 del algoritmo

de Berger & Oliger. La tarea básica de la 'pseudorutina' llamada 'time_step[l]' es

hacer avanzar un sólo paso de tiempo las ecuaciones de diferenciales del nivel l. La

rutina primero veri�ca si ha sido llamada en un tiempo de regrillado. Si lo ha hecho, se

invoca la 'rutina de regrillado' para realizar la estimación del error de truncamiento

y el procedimiento de regrillado, no sólo en el nivel l, sino también en los niveles

existentes más �nos. De hecho, el proceso de regrillado comienza en el nivel más �no

y trabaja "hacia arriba", lo que asegura que todas las grillas estén correctamente

anidadas en todo tiempo. Esta parte del código también implica la inicialización

1Un pseudocódigo es una forma de escribir los pasos que realizará un programa de la forma más
cercana al lenguaje de programación que se utilizará.
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Figura 5.1.2: Pseudocódigo del algoritmo de Berger & Oliger.

de las incógnitas discretas en las grillas recién creadas. En general, esto implica

una combinación de transferencia de los valores antiguos del nivel l (en aquellas

partes del dominio que anteriormente estaban cubiertas por una grilla de nivel l)

y la interpolación de las cantidades del nivel l − 1 (en las regiones recientemente

re�nadas). De hecho, la operación de regrillado en el nivel l siempre implica una

reconstrucción completa de la jerarquía general de la grilla en el nivel l y en los más

�nos pero, en la práctica, los gastos generales incurridos son un pequeño porcentaje

del costo computacional total.

Después de cualquier regrillado, la rutina 'time_step[l]' aplica las ecuaciones

de evolución básicas en todas las grillas en el nivel l. Si l no es el nivel más �no,

la rutina se autoinvoca recursivamente para efectuar ρ pasos de tiempo en el nivel

l + 1. Obsérvese que la estructura 'time_step[l]' garantiza que las ecuaciones di-

ferenciales de un nivel "grueso" avancen antes que las de nivel �no. Esto permite

que los valores límite para las grillas de nivel l que tienen uno o más límites en el

interior del dominio numérico se determinen a partir de la interpolación de valores

adecuados de la grilla principal. Una vez que la rutina 'time_step[l]' ha culminado

los ρ pasos de tiempo �nos (el �nal del loop 'FOR'), el nivel l + 1 ha avanzado hasta
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el mismo tiempo que la grilla del nivel l. En este punto, otra rutina, 'inject', es

llamada para sobrescribir los valores de la grilla principal con los valores correspon-

dientes de los re�namientos contenidos. Esto asegura que en todo tiempo cada grilla

contenga la mejor aproximación disponible de las incógnitas continuas. Si esto no se

hiciera, grandes errores en las incógnitas de la grilla gruesa en regiones re�nadas se

propagarían a regiones que no requieren re�namiento, corrompiendo toda la solución.

Choptuik siguió de cerca la implementación del algoritmo de Berger & Oliger, sin

embargo, hizo algunas modi�caciones necesarias para la descripción de este modelo.

Por ejemplo, el algoritmo original fue diseñado estrictamente para sistemas hiper-

bólicos pero la necesidad de resolver ecuaciones espacialmente no locales como, por

ejemplo, el vínculo hamiltoniano y las condiciones sobre las coordenadas, introdu-

cen complicaciones tanto conceptualmente como en la práctica. Una vez insertadas

las ecuaciones no hiperbólicas en el código AMR, es necesario realizar un estudio

minucioso de la precisión, estabilidad y convergencia de las soluciones.

5.2. Condiciones sobre las coordenadas

La elección de coordenadas siempre ha sido un tema central en relatividad nu-

mérica. La literatura contiene varias discusiones sobre el tema, particularmente para

el caso de espacio tiempo axisimétricos [51, 74, 80].

La especi�cación de la función lapso es crucial a la hora de elegir un sistema de

coordenadas para la construcción de un espaciotiempo, en particular cuando trata-

mos con un campo gravitacional fuerte. Trabajos de Penrose, Hawking y Geroch [63]

en los años 60 establecen claramente el hecho de que las singularidades son una ca-

racterística general de las soluciones de las ecuaciones de Einstein; especí�camente,

cualquier espaciotiempo que contenga uno o más agujeros negros contendrá singu-

laridades, las cuales pueden desarrollarse a partir de datos iniciales regulares como,

por ejemplo, datos que representan una estrella su�cientemente masiva previo a su

colapso. El problema es que, una vez que una hipersuper�cie de tiempo intersecta

una singularidad, la evolución debe cesar inmediatamente. Esto deja algunas porcio-

nes físicamente relevantes del espaciotiempo sin explorar (parte del exterior de un

agujero negro, por ejemplo). Con el �n de evitar este escenario se ha puesto un gran
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esfuerzo en el estudio de las condiciones sobre las hipersuper�cies (elección sobre la

función lapso que evita singularidades). Una singularidad se evita haciendo que la

función lapso tienda rápidamente a cero en la vecindad de la singularidad, lo cual

tiene el efecto de congelar la evolución.

La condición más conocida sobre las hipersuper�cies es la condición 'máxima',

en la que demandamos que la traza de la curvatura extrínseca se anule en todas las

hipersuper�cies de la foliación,

K ≡ gijK
ij = 0. (5.2.1)

Esta condición da lugar a una ecuación elíptica que determina el lapso en cada

hipersuper�cie. También tiene la ventaja de simpli�car las ecuaciones 3+1 y puede ser

utilizada para eliminar una de las componentes diagonales de la curvatura extrínseca.

Otra condición sobre las hipersuper�cies que también tiene la propiedad de evitar

singularidades fue implementada por Stark y Piran [74, 75, 82, 83] en el contexto

del colapso estelar axisimétrico; es la condición 'polar'. Nuevamente la foliación está

de�nida bajo una condición sobre la curvatura extrínseca:

K = Kr
r . (5.2.2)

Esta relación da lugar a una ecuación parabólica que el lapso debe satisfacer en

cada hipersuper�cie. Al igual que la condición máxima, la condición polar puede ser

utilizada para eliminar una de las Ki
j y, combinada con una elección apropiada de

las coordenadas espaciales, puede dar lugar a una simpli�cación considerable de las

ecuaciones 3 + 1.

Aunque existen varios estudios que sugieren que la elección sobre las coordena-

das espaciales tiene algún signi�cado geométrico (y posiblemente físico) especial, los

grados de libertad espaciales son generalmente utilizados para simpli�car el sistema

de ecuaciones. La posibilidad más evidente es utilizar un vector shift nulo, lo que

resulta en trayectorias espaciales normales a las hipersuper�cies. Estás coordenadas

eliminan términos de las derivadas convectivas y simpli�can la tarea reproducir es-

quemas diferenciables estables. Esta condición ha sido empleada satisfactoriamente

en muchos códigos de relatividad numérica [55, 56, 57, 59, 61, 67, 68, 69, 70, 73, 81].
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Otro enfoque general sobre la elección de coordenadas espaciales [85] involucra

imponer relaciones algebraicas sobre algunas de las componentes de la 3-métrica.

Generalmente esto da lugar a ecuaciones parabólicas o elípticas que el vector shift

deberá satisfacer en cada hipersuper�cie. Se debe tener cuidado a la hora de asegurar

que las condiciones sean compatibles con la elección sobre la foliación y con otras

consideraciones como la regularidad en r = 0 en coordenadas esféricas. Dos de las

condiciones sobre las coordenadas (referidas a la expresión (4.2.11)) son

a = b (5.2.3)

y

b = 1. (5.2.4)

La primera se conoce como condición isotérmica y es útil en cálculos para colapsos

esféricamente simétricos [85, 77, 78]. La segunda es la condición radial, introducida

por Bardeen y Piran [51]. En este caso, las 2-esferas de radio r tienen una super�cie

propia igual a 4πr2, de modo que la coordenada radial tiene un signi�cado geométrico

directo. Ambas condiciones reducen la complejidad de las ecuaciones diferenciales y

eliminan al menos una variable del conjunto
{
a, b,Kr

r , K
θ
θ , β
}
. En nuestro trabajo,

utilizamos la condición Polar/Radial.

Sistema de coordenadas polar radial

La elección del sistema de coordenadas polar radial resulta en un sistema de

ecuaciones de Einstein particularmente simple. En una región vacía del espaciotiempo

las coordenadas son simplemente aquellas del elemento de línea de Schwarzschild. Es

conveniente reescribir el elemento de línea como

ds2 = −N2 (r, t) dt2 + a2

(
1− 2m (r, t)

r

)−1

dr2 + r2dΩ2 = 0, (5.2.5)

siendo m (r, t) = 1
2
r (1− a−2) , la función aspecto de masa, de�nida en analogía con

el elemento de línea (2.4.1), y que puede ser interpretada en cualquier región del

espaciotiempo como la cantidad de masa o energía contenida en la 2-esfera de su-

per�cie propia 4πr2 en un tiempo t. Se puede demostrar que el vínculo hamiltoniano
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(4.1.5) es equivalente a la ecuación:

dm

dr
= 4πr2ρ, (5.2.6)

que puede ser escrita como una ecuación diferencial de primer orden para a:

a′

a
+
a2 − 1

2r
− 4πra2ρ = 0. (5.2.7)

El vínculo de momento (4.1.6) implica, en este sistema de coordenadas:

Kr
r = 4πrjr. (5.2.8)

Recordemos que para el caso con simetría esférica la traza de la curvatura extrínseca

es K = Kr
r + 2Kθ

θ , entonces, la condición polar, K = Kr
r , implica que Kθ

θ = 0 en

todo punto. Por lo tanto, la condición

K̇θ
θ = 0, ∀t ≥ 0 (5.2.9)

debe ser impuesta para generar la foliación polar. Utilizando (4.1.10) e imponiendo

Kθ
θ =

(
Kθ
θ

)′
= 0 y la condición radial b = 1, tenemos

N ′

N
− a′

a
+

1− a2

r
+ 4πra2 (ρ− Srr ) = 0, (5.2.10)

una ecuación diferencial de primer orden para el lapso. Las cantidades ρ, jr y Srr ,

asociadas al contenido material, pueden ser calculadas a partir de (4.2.26), (4.2.27)

y (4.2.29), respectivamente.

Dado que la condición sobre las coordenadas espaciales es b = 1 y la condición

polar implica Kθ
θ = 0, la ecuación de evolución para b (4.2.36) implica que β = 0, por

lo tanto, estas coordenadas también son espacialmente normales a las hipersuper�cies

de tiempo. Teniendo en cuenta esto, las ecuaciones (5.2.7) y (5.2.10) dan lugar a

a′

a
+
a2 − 1

2r
− 2πr

(
Φ2 + Π2

)
= 0, (5.2.11)

N ′

N
− a′

a
+

1− a2

r
= 0. (5.2.12)
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La componente de la curvatura extrínseca Kr
r es computada a partir del vínculo de

momento (5.2.8) que, en función de la expresión del campo escalar y su momento,

toma la forma:

Kr
r = −4πr

ΠΦ

a
. (5.2.13)

Además, las ecuaciones de movimiento, (4.2.40) y (4.2.43), para las variables asocia-

das al campo escalar y su momento canónico pasar a ser

Φ̇ =

(
N

a
Π

)′
, (5.2.14)

Π̇ =
1

r2

((
N

a
Φ

))′
. (5.2.15)

El sistema (5.2.11)-(5.2.15) es el sistema de ecuaciones a resolver bajo la elección

polar/radial. La simpli�cación de las ecuaciones 3 + 1 que resulta del uso de este

sistema de coordenadas en un espacio tiempo con simetría esférica es notable. Esta

deja un conjunto de variables {a,N,Kr
r ,Φ,Π} con las cuales debemos lidiar numé-

ricamente. Ha sido demostrado en estudios analíticos del modelo que este sistema

de coordenadas es muy útil (ver, por ejemplo, Berger et al [52] y Unruh [84]). El

esquema completo tiene error de truncamiento de segundo orden tanto en espacio

como en tiempo.

La manera más sencilla de generar datos iniciales que satisfagan el vínculo de

momentos es requerir que la super�cie de datos iniciales represente un instante de

simetría temporal; esto es, que el espaciotiempo posea una simetría t → −t, de
modo que la evolución hacia atrás en el tiempo, desde la super�cie inicial (t = 0),

sea idéntica a la evolución hacia adelante. Una hipersuper�cie de tiempo simétrica

posee un tensor curvatura extrínseca idénticamente nulo. Por otro lado, las derivadas

temporales de las variables materiales también deben ser cero. La con�guración inicial

del campo escalar puede ser elegida libremente y será de la forma

φ (r, 0) = φ0 exp

(
−
(
r − r0

∆

)2
)
, (5.2.16)

dónde φ0, r0 y ∆ son parámetros.
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La experiencia numérica en [74, 75, 82, 83] muestra que la función lapso colapsa

más rápidamente en la foliación polar que en la foliación máxima, pero la primera

tiene la ventaja de cubrir todo el espacio tiempo fuera del horizonte de eventos.

Además, el colapso del lapso es una clara indicación de que el espaciotiempo contiene

un agujero negro. Dado que la coordenada radial mide el área de la super�cie propia,

el borde exterior de la grilla no es 'arrastrado hacia adentro' como en el caso de la

foliación máxima y, por lo tanto, esperando el tiempo su�ciente, la radiación que

llegue eventualmente al in�nito se escapará de la grilla.
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Capítulo 6

Colapso gravitacional del campo

escalar polimerizado

6.1. Motivación

En 1993 M.Choptuik [3] publicó el estudio numérico del colapso de un campo

escalar sin masa, mínimamente acoplado a la Relatividad General y esféricamente

simétrico. Para una familia de datos iniciales de un parámetro, señaló que existe

un valor crítico del parámetro, tal que, para valores subcríticos, el campo escalar se

dispersa hasta el in�nito y, para valores supercríticos, se forma un agujero negro a

través de una transición de fase de segundo orden. La relación entre la masa �nal

del agujero negro, mBH , y el parámetro p de los datos iniciales es universal y tiene

la forma

mBH ≈ C (p− p∗)γ . (6.1.1)

Aquí, p∗ es el valor crítico del parámetro y γ ∼ 0, 37 es un exponente universal

independiente de la elección de p y de los datos iniciales, siempre que p∗ no sea nulo.

Este comportamiento crítico y la escala universal se han observado en otros sistemas

(ver [5]). Si bien parecía probable que la transición fuese de segundo orden ya que

no existe una escala de longitud natural en el problema, antes de estos estudios

numéricos, el orden de la transición de fase no estaba resuelto [8].

Posteriormente, Hod y Piran [23] notaron que existe una pequeña corrección a la

ley anterior (6.1.1),

167
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ln (mBH) ≈ γ ln |p− p∗|+ cf + Ψ (ln |p− p∗|) (6.1.2)

donde Ψ (ln |p− p∗|) toma la forma de una oscilación o "wiggle" de carácter universal.

El resultado de la autosimilitud discreta del sistema implica que si se considera

una variable Z(r; t) del problema (que puede representar, por ejemplo, el campo es-

calar o las componentes métricas gtt o grr) y se la escribe en términos de coordenadas

logarítmicas,

ρ = ln(r), (6.1.3)

τ = ln(T ∗0 − T0), (6.1.4)

donde T ∗0 es el tiempo propio central en el cual la evolución crítica se detiene, se

tiene que

Z(ρ−∆, τ −∆) ∼ Z(ρ, τ). (6.1.5)

La cantidad ∆ = 3, 4 es una constante universal independiente de los datos iniciales.

La autosimilitud que se mani�esta en las coordenadas logarítmicas, se hace notoria

a través lo que llamamos "ecos", un comportamiento difícil de observar si se usa un

código con malla �ja, ya que requeriría un espaciado de grilla muy pequeño a lo largo

de la misma. Esto se aborda de mejor manera utilizando un código con re�namiento

de malla adaptativa (AMR, por sus siglas en inglés).

Resulta curioso preguntarse qué cambiaría en un tratamiento cuántico del colapso

gravitacional. La gravedad cuántica tiene una escala de longitud natural, la longitud

de Planck. De hecho, estudios previos de la dinámica polimerizada de la Relatividad

General parecían sugerir que la transición pasa a ser de primer orden [6, 7]. Incluso

al día de hoy, un tratamiento cuántico completo del problema no está disponible.

Nos propusimos estudiar el colapso crítico de campos escalares sin masa, mínima-

mente acoplados a las ecuaciones semiclásicas que derivan de la gravedad cuántica

de lazos con simetría esférica [9]. El objetivo principal es estudiar si ciertos compor-

tamientos críticos que muestra la Relatividad General cuando colapsa materia para

formar agujeros negros siguen estando presentes cuando se incluyen efectos cuán-

ticos. Para ello se estudia una teoría efectiva de campos polimerizados que incluye

dichos efectos y que puede representar bien lo que ocurre en el exterior de un agujero

negro.
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6.2. Ecuaciones clásicas en el sistema Polar-Radial

El lagrangiano de un campo escalar, φ , sin masa, sin auto-interacción, y acoplado

mínimamente al campo gravitacional es:

LTotal = LEinstein + 16πLφ ∝ R− 8π∂µφ∂µφ. (6.2.1)

Asumiremos las unidades geométricas, tal que, G = c = 1. Nos restringiremos al caso

con simetría esférica, adoptando un sistema de coordenadas (t, x, θ, ϕ) que conside-

raremos una generalización de las coordenadas de Schwarzchild para el caso de un

espaciotiempo dependiente del tiempo. Las variables clásicas de la gravedad están

dadas por las componentes esféricas de las tríadas en las direcciones radial y transver-

sal, Ex y Eϕ, y sus momentos canónicamente conjugados, Kx y Kϕ, respectivamente

[39]. La métrica del espaciotiempo se puede escribir como,

ds2 = −N2dt2 + Λ2dx2 +R2dΩ2, (6.2.2)

donde N es la función lapso, Λ es la función métrica radial, y dΩ2 es la métrica usual

de la 2-esfera. La relación de las componentes con las tríadas de gravedad cuántica

de lazos es

Λ =
Eϕ

x
,

R2 = |Ex| ,
(6.2.3)

y con las curvaturas extrínsecas

Kxx = −sig(Ex)
Kx (Eϕ)2√
|Ex|

,

Kθθ = −
√
|Ex|Aϕ
2γI

,

(6.2.4)

siendo γI el parámetro Immirzi. El hamiltoniano total en variables de Ashtekar con

simetría esférica es [12]:
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HT =

∫
dx
{
Nx
(
(Ex)′Kx − Eϕ (Kϕ)′ − 8πPφφ

′)
+N

(
− Eϕ

2
√
Ex
− 2
√
ExKϕKx −

K2
ϕE

ϕ

2
√
Ex

+

(
(Ex)′

)2

8
√
ExEϕ

−
√
Ex (Ex)′ (Eϕ)′

2 (Eϕ)2

+

√
Ex (Ex)′′

2Eϕ
+

2πP 2
φ√

ExEϕ
+

2π
√
ExEx (φ′)2

Eϕ

)}
,

(6.2.5)

donde la notación 'prima' re�ere a la derivada respecto a la coordenada radial, x.

Para tratar de permanecer lo más cerca posible del tratamiento de Choptuik,

realizamos una elección de gauge tal que Ex = x2. Esto corresponde a la coordenada

radial habitual de Schwarzschild y elimina Kx a través del vínculo de difeomor�smos.

La condición polar (Kxx = tr(K)) corresponde en estas variables a Kϕ = 0, lo que

implica que la métrica sea diagonal. Esto tendrá consecuencias importantes para la

cuantización que veremos más adelante.

Una vez �jado el gauge, el hamiltoniano total (6.2.5) pasa a ser

HT =

∫
dx
{
Nx
(

2
√
ExKx − 8πPφφ

′
)

+N

(
− Eϕ

2
√
Ex

+

√
Ex

2Eϕ
− Ex (Eϕ)′

(Eϕ)2

+

√
Ex

Eϕ
+

2πP 2
φ√

ExEϕ
+

2π
√
ExEx (φ′)2

Eϕ

)}
.

(6.2.6)

Teniendo en cuenta que el álgebra cumple

{Kx (y) , Ex (x)} = δ (y − x) , (6.2.7)

{Kϕ (y) , Eϕ (x)} = δ (y − x) , (6.2.8)

imponemos la conservación de la primera condición gauge, Ex− x2 = 0, mediante la

cancelación de su corchete de Poisson con el hamiltoniano total; es decir,

{
Ex − x2;HT

}
= 0. (6.2.9)
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Como consecuencia de la ecuación (6.2.9),

(Nx +NKϕ) 2
√
Ex = 0, (6.2.10)

y como además Kϕ = 0, tenemos

Nx = 0. (6.2.11)

Análogamente, la conservación para la segunda condición, Kϕ = 0, implica

{Kϕ;HT} = 0. (6.2.12)

Considerando que, luego de �jar el gauge, la expresión (6.2.6) del hamiltoniano

total toma la forma

HT = N

(
3x

2Eϕ
− Eϕ

2x
− x2 (Eϕ)′

(Eϕ)2 +
2π

Eϕ

(
P 2
φ

x
+ x3 (φ′)

2

))
, (6.2.13)

la condición (6.2.12) es

{
Kϕ;N

[
3x

2Eϕ
− Eϕ

2x
− x2 (Eϕ)′

(Eϕ)2 +
2π

Eϕ

(
P 2
φ

x
+ x3 (φ′)

2

)]}
= 0. (6.2.14)

Teniendo en cuenta que los únicos corchetes no nulos son los de Kϕ con funciones

de Eϕ o (Eϕ)′, obtenemos

(
Nx2

(Eϕ)2

)′
+

2Nx2 (Eϕ)′

(Eϕ)3 − 3xN

2 (Eϕ)2 −
N

2x
− 2πN

(Eϕ)2

(
P 2
φ

x
+ x3 (φ′)

2

)
= 0. (6.2.15)

Finalmente,

N ′

N
+

1

2x
− (Eϕ)2

2x3
− 2π

(
P 2
φ

x3
+ x (φ′)

2

)
= 0 (6.2.16)
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A partir del vínculo hamiltoniano tenemos la expresión

x2

(Eϕ)2 − 1 +
2x2

(Eϕ)2 −
2x3 (Eϕ)′

(Eϕ)3 +
4πP 2

φ

(Eϕ)2 +
4πx4 (φ′)2

(Eϕ)2 = 0, (6.2.17)

por lo tanto,

(Eϕ)′

Eϕ
− 3

2x
+

(Eϕ)2

2x3
−

2πP 2
φ

x3
− 2πx (φ′)

2
= 0. (6.2.18)

Por otro lado, partiendo del lagrangiano (6.2.1), la ecuación de Euler-Lagrange para

el campo escalar es

∂µ∂
µφ ≡ 2φ = 0. (6.2.19)

Será útil introducir las siguientes variables auxiliares (en correspondencia a (4.2.20)

y (4.2.21)),

Φ ≡ φ′ (6.2.20)

Π ≡ Eϕ

Nx
φ̇ (6.2.21)

La ecuación de movimiento para Φ surge directamente de derivar (6.2.20) y sustituir

(6.2.21):

Φ̇ =

(
Nx

Eϕ
Π

)′
. (6.2.22)

De�niendo

Γ ≡ (−det (gµν))
1/2 = xNEϕ (6.2.23)

podemos escribir la ecuación de movimiento del campo como
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2φ = Γ−1∂ν (Γgµν∂µφ) = 0 (6.2.24)

o, equivalentemente,

∂t
(
xNEϕgtt∂tφ

)
+ ∂x (xNEϕgxx∂xφ) = ∂t

(
−xE

ϕ

N
φ̇

)
+ ∂x

(
x3N

Eϕ
φ′
)

= 0. (6.2.25)

Finalmente, tenemos

− xEϕ

N
φ̈+

x3N

Eϕ
φ′′ +

x3N ′

Eϕ
φ′ +

3x2N

Eϕ
φ′ − x3N (Eϕ)′

(Eϕ)2 φ′ = 0, (6.2.26)

y, utilizando (6.2.21),

Π̇=
xN

Eϕ
Φ′ +

(
xN ′

Eϕ
+

3N

Eϕ
− xN (Eϕ)′

(Eϕ)2

)
Φ. (6.2.27)

El sistema de ecuaciones clásicas está conformado por las expresiones (6.2.16),

(6.2.18), (6.2.22) y (6.2.27).

6.3. Polimerización

Sería un objetivo muy ambicioso intentar construir una versión cuántica del mo-

delo estudiado por Choptuik. Lamentablemente, nadie sabe aún cómo realizarla, y

varios intentos de cuantización completa, incluso en sistemas más sencillos que el

propuesto aquí, han fracasado. En efecto, el problema de la inclusión de materia

autogravitante en sistemas con in�nitos grados de libertad no ha sido resuelto en

gravedad cuántica de lazos, tal como discutimos en la sección (3.9).

En este trabajo nos inclinamos por un primer paso más modesto: realizar un aná-

lisis semiclásico del colapso gravitacional del campo escalar. En realidad, determinar

las verdaderas ecuaciones semiclásicas es un problema muy difícil que requiere iden-

ti�car estados semiclásicos en la teoría completa. Nuestra comprensión actual de la

gravedad cuántica de lazos aún no se encuentra en ese lugar, incluso para modelos

simpli�cados. En vista de ello, utilizamos un enfoque común para generar candidatos
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a las ecuaciones semiclásicas, un procedimiento llamado polimerización, que ha sido

utilizado ampliamente en el contexto de la cosmología cuántica de lazos [15].

En este enfoque, algunas de las variables de la teoría que estarían representadas

por holonomías en la Gravedad Cuántica de Lazos serán reemplazadas por una ver-

sión 'polimerizada' de ellas mismas. Para una variable genérica ϕ esto corresponde

a una transformación ϕ→ sin(kϕ)/k, donde k es llamado parámetro de polimeriza-

ción. Pero, ¾Cuál es la justi�cación para dicho procedimiento?. La motivación para

considerar representaciones poliméricas para campos escalares en gravedad cuántica

de lazos fueron señaladas por primera vez por Thiemann [11] como una necesidad

de lidiar con la invariancia de difeomor�smos y tener una medida bien de�nida en

el espacio de Hilbert de los campos materiales. Para hacer compatible la materia

con los espacios de Hilbert de interés, generalmente se consideran productos internos

en los que ciertas variables (como la conexión) no están bien de�nidas [27], pero su

holonomía sí lo está. En el capítulo (3), en el cual introdujimos la representación

de lazos, vimos que una holonomía corresponde a una exponencial, por lo tanto, el

proceso de polimerización implica reemplazar las variables por sus versiones expo-

nenciadas y tomar la función seno, ya que el interés físico está en la parte real de la

variable exponenciada.

En el caso en que la variable a polimerizar sea una conexión (como se da en las

variables gravitacionales), el parámetro de polimerización corresponde a la longitud

del lazo a lo largo del cual se calcula la holonomía. En el límite donde ese lazo

se reduce a un punto, la variable exponenciada devuelve la variable original y se

recupera la teoría clásica:

sin(kϕ) ≈
kϕ≈0

kϕ ⇒ ϕ→ sin(kϕ)/k ≈
kϕ≈0

ϕ. (6.3.1)

En gravedad cuántica de lazos se espera que exista un cuanto de área y, por ende,

debe haber un valor propio mínimo de la misma, lo que implica que la longitud de

un lazo no puede reducirse a cero. El valor mínimo de dicha longitud será el valor del

parámetro de polimerización. El valor propio mínimo de las áreas está relacionado

con la longitud de Planck y, por lo tanto, los parámetros de polimerización serán del

orden de la escala de Planck.

Este tipo de construcción también se entiende como una representación no están-
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dar de las relaciones de conmutación canónicas y se puede aplicar en sistemas ordi-

narios de Mecánica Cuántica [28]. En el caso en que la variable no sea una conexión,

la cantidad exponenciada se conoce como holonomía puntual. El uso de holonomías

puntuales también se ha recomendado en la teoría completa para representar campos

escalares. Estas se pueden promover a operadores de�nidos como densidades en un

espacio de Hilbert que implementa las relaciones de adjunción apropiadas. En el tra-

bajo de Thiemann [11] se demuestra que si una medida cinemática está en con�icto

con la invariancia bajo difeomor�smos cuando se implementan las relaciones de con-

mutación canónicas y las relaciones de adjunción, cualquier intento por resolver los

problemas que se presenten, conduce naturalmente a la consideración de holonomías

puntuales.

No se garantiza que la polimerización produzca la teoría semiclásica correcta,

sin embargo, en todos los ejemplos estudiados hasta ahora ha cosechado buenos re-

sultados. Idealmente, se podría derivar una teoría semiclásica a partir de una teoría

cuántica completa de la gravedad, pero desafortunadamente no se conoce tal descrip-

ción. Nos conformamos con la teoría polimerizada como el mejor candidato disponible

para una teoría semiclásica.

6.4. Ecuaciones semiclásicas

Comencemos observando que la �jación de gauge elegida, además de estar en

concordancia con el tratamiento de Choptuik, casualmente, hace que la parte gravi-

tacional de las ecuaciones semiclásicas se reduzca a la forma clásica. Tanto Kϕ como

Kx se eliminan de las ecuaciones, siendo estas las variables que se deberían polime-

rizar en la teoría semiclásica. Esto signi�ca que el único efecto de la cuantización de

lazos está en la polimerización de las variables escalares.

Para construir las ecuaciones semiclásicas polimerizamos el campo escalar me-

diante la transformación

φ −→ sin (kϕ)

k
, (6.4.1)

y su momento canónico,

Pφ −→ Pϕ, (6.4.2)
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donde k es el parámetro de polimerización. Como ya mencionamos anteriormente, la

discretización fundamental que aparece a nivel cuántico establece un límite inferior

para estos parámetros, del orden de la escala de Planck (en nuestro caso el paráme-

tro tiene dimensiones de longitud por lo que la escala natural sería la longitud de

Planck). Nótese que en este contexto lo más natural es polimerizar las variables de

con�guración, que en el caso gravitacional son conexiones. En el caso de las teorías

métricas polimerizadas, no está claro cuál es la elección más natural, si polimerizar

la variable de con�guración o el momento [6, 7].

Para calcular las ecuaciones semiclásicas primero debemos aplicar la polimeriza-

ción (6.4.1)-(6.4.2) en el hamiltoniano (6.2.13), que toma la forma

HT = N

{
3x

2Eϕ
− Eϕ

2x
− x2 (Eϕ)′

(Eϕ)2 +
2π

Eϕ

(
P 2
ϕ

x
+ x3 (ϕ′ cos (kϕ))

2

)}
. (6.4.3)

Las nuevas ecuaciones de movimiento vienen dadas por los corchetes de Poisson

de las variables escalares con el hamiltoniano total, de manera que

ϕ̇ = {ϕ (y) , HT (x)} , (6.4.4)

Ṗϕ = {Pϕ (y) , HT (x)} . (6.4.5)

Recordemos que para dos funciones F [ϕ(x), Pϕ(x)] y G [ϕ(y), Pϕ(y)] los corchetes de

Poisson están de�nidos de la siguiente manera:

{F,G} =

∫
dz

(
∂F [ϕ(x), Pϕ(x)]

∂ϕ (z)

∂G [ϕ(y), Pϕ(y)]

∂Pϕ (z)

−∂F [ϕ(x), Pϕ(x)]

∂Pϕ (z)

∂G [ϕ(y), Pϕ(y)]

∂ϕ (z)

)
.

(6.4.6)

Los corchetes en (6.4.4) se resuelven sencillamente teniendo en cuenta que el álgebra

satisface: {ϕ (y) , Pϕ (x)} = δ (y − x). Observando que el único término con corche-

te distinto de cero es (2πN/Eϕx)
{
ϕ (y) , P 2

ϕ (x)
}
, la ecuación de movimiento para el

campo escalar polimerizado tiene la forma:
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ϕ̇ =
4πN

Eϕx
Pϕ. (6.4.7)

Por otra parte, en (6.4.5) sólo sobrevive el término:

Ṗϕ =

{
Pϕ (y) ,

f (x)

k2

[
(sin [kϕ (x)])

′
]2
}
, (6.4.8)

donde f (x) = 2πN
Eϕ

x3. La de�nición (6.4.6) nos permite calcular el lado derecho de la

expresión (6.4.8):

Ṗϕ =

∫
dz
f (x)

k2

[
−∂Pϕ (y)

∂Pϕ (z)

∂
(
(sin (kϕ (x)))′

)2

∂ϕ (z)

]

=

∫
dz
f (x)

k2

[
−δ (y − z)

∂

∂ϕ (z)

(
∂ sin (kϕ (x))

∂x

)2
]

= −
∫
dz
f (x)

k2
2

(
∂ sin (kϕ (x))

∂x

)
∂

∂ϕ (z)

(
∂ sin (kϕ (x))

∂x

)
.

(6.4.9)

Invirtiendo el orden de las derivadas en x y ϕ (z), tenemos

Ṗϕ = −2

∫
dz
f (x)

k2
(kϕ′ cos (kϕ (x)))

∂

∂x
(k cos (kϕ (x)) δ (x− z))

= 2f (x) k (ϕ′)
2

cos (kϕ (x)) sin (kϕ (x)) + 2
[
f (x)ϕ′ cos2 (kϕ (x))

]′
,

(6.4.10)

y, �nalmente, la ecuación para el momento conjugado del campo escalar es:

Ṗϕ =
4πx2

Eϕ

[(
3NEϕ − xN (Eϕ)′ +N ′Eϕx

Eϕ

)
ϕ′ cos2 (kϕ)

+xNϕ′′ cos2 (kϕ)− xNk (ϕ′)
2

cos (kϕ) sin (kϕ)
]
.

(6.4.11)

Al introducir la transformación (6.4.1)-(6.4.2) en la ecuación (6.2.16), se obtiene

(Eϕ)′

Eϕ
− 3

2x
+

(Eϕ)2

2x3
− 2πx

(
(Pϕ)2

x4
+ (ϕ′)

2
cos2 (kϕ)

)
= 0, (6.4.12)

mientras que al hacerlo en la ecuación (6.2.18), la misma se mantiene invariante:



178CAPÍTULO 6. COLAPSOGRAVITACIONAL DEL CAMPO ESCALAR POLIMERIZADO

N ′

N
− (Eϕ)′

Eϕ
+

2

x
− (Eϕ)2

x3
= 0. (6.4.13)

El sistema formado por las expresiones (6.4.12), (6.4.13), (6.4.7) y (6.4.11) son las

ecuaciones semiclásicas que describen el colapso gravitacional del campo escalar po-

limerizado. Nótese que cuando k → 0 se recupera el límite clásico, ya que ϕ se reduce

a φ y Pϕ a x2Π en ese límite. Para facilitar la comparación con la notación de Chop-

tuik, debe tenerse en cuenta que Eϕ = xa en términos de las variables utilizadas en

[3]. Cabe señalar que las ecuaciones polimerizadas retienen la invariancia de escala

de las ecuaciones clásicas: x → cx, t → ct con c constante. Esta es una diferencia

clave con otros tratamientos polimerizados basados en variables métricas [6, 7] que

introducen una corrección dependiente de la escala de longitud cerca del origen de

la coordenada radial, y que encontraron una brecha en la función de la masa del

agujero negro. Gar�nkle señaló en [16] que esta simetría es una condición necesaria

para la existencia de una solución crítica autosimilar y, por lo tanto, una brecha de

masa cero.

6.5. Simulaciones numéricas con código AMR

Procedimos a integrar las ecuaciones adaptando una versión del código original de

Choptuik (disponible públicamente en [17]), utilizando técnicas de diferencias �nitas,

un método que ha sido de gran utilidad en el estudio de fenómenos similares que se

describen en este trabajo, ya que pueden desplegarse en escalas espaciotemporales

arbitrariamente pequeñas. Elegimos como familia de datos iniciales un conjunto de

gaussianas parametrizadas, de la forma

ϕ (x) = ϕ0 exp (− [(x− x0) /δ]q) . (6.5.1)

Mantendremos x0 = 25, δ = 1,5 y q = 2 �jos y variaremos ϕ0, que asumirá el

papel del parámetro p. La amplitud inicial p = φ0, caracteriza la fuerza de la au-

tointeracción gravitacional del campo escalar1. Existe un valor, pdébil, tal que en el

1También hemos realizado pruebas eligiendo x0, δ o q como parámetro variable, p, obteniendo
los mismos resultados.
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límite p→ pdébil, la evolución del campo escalar está descrita por una solución (bien

aproximada por una solución lineal de la ecuación de onda usual con simetría esfé-

rica) donde el paquete de onda implosiona a través de x = 0 y luego se dispersa al

in�nito. En el otro extremo existe un valor del parámetro, pfuerte, tal que, cuando

p → pfuerte, el estado �nal de la evolución (no lineal) es un agujero negro formado

por el colapso del paquete de onda, con una pequeña fracción del campo escalar que

se escapa hasta el in�nito. Genéricamente, entre estos dos extremos existe un valor

crítico de parámetro p, que llamamos p∗, donde ocurre la formación de un aguje-

ro negro. El valor de p∗ puede hallarse utilizando una búsqueda binaria basada en

identi�car si se ha formado o no un agujero negro durante un cálculo. Asumiendo

que pdébil < p∗ < pfuerte (como es en el caso en que p = φ0) nos referiremos a las

soluciones S[p < p∗] y S[p > p∗], como subcrítica y supercrítica, respectivamente.

En la �gura (6.5.1) vemos un ejemplo de la evolución del campo escalar. Se

trata de una solución supercrítica para un valor del parámetro de polimerización

k = 1. Se puede distinguir claramente cómo el pulso colapsa al llegar al origen de

coordenadas y una pequeña fracción del mismo se dispersa hacia el in�nito. Las

Figura 6.5.1: Evolución del campo escalar polimerizado para k = 1.

simulaciones muestran que existe el valor crítico mencionado, p∗, del parámetro por

debajo del cual no se forma ningún agujero negro y por encima de él se ve el colapso
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Figura 6.5.2: El lapso se desvía de uno en la región que el pulso viaja hacia x = 0. A medida

que este se aproxima al origen de coordenadas, el lapso cae rápidamente a cero, lo que indica la

formación de un agujero negro. Se ve una onda saliente de campo escalar que no es capturada por

la formación del agujero negro. Para esta evolución, el parámetro de polimerización k es igual 1, un

valor muy grande (dado que se espera que el parámetro sea de la escala de Planck) y, sin embargo

la dinámica es muy similar al caso clásico (k = 0).

de la función lapso (ver �gura (6.5.2)), comportamiento típico ante la formación de

un agujero negro. El sistema de coordenadas (polar/radial) que hemos utilizado no

puede penetrar el horizonte, sin embargo, existen claros indicios de la formación de

un agujero negro en los regímenes apropiados. Por ejemplo, la cantidad 2m (x, t) /x

tiende rápidamente a 1 en un radio RBH , el radio de Schwarzschild, y esto sucede

justamente cuando el lapso se anula (�gura (6.5.3)). De aquí podemos obtener una

aproximación de la masa del agujero negro.

Para encontrar el valor crítico p∗ utilizamos un método de búsqueda binaria en

el que uno aumenta monótonamente el valor del parámetro hasta que se forma un

agujero negro, luego retrocede, determinando un rango (cada vez más pequeño) en

el cual se encuentra el valor crítico.
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Figura 6.5.3: Comportamiento de la función aspecto de masa, m(x, t), de�nida a partir de

gxx(x, t) =
(

1− 2m(x,t)
x

)
−1 para la misma evolución de la �gura (6.5.2). Se establece rápidamente

a su valor �nal después de la formación del agujero negro.

6.5.1. Escala de masa

La �gura (6.5.4) muestra el comportamiento de la masa �nal del agujero negro

en función del parámetro p, para varios valores del parámetro de polimerización, k.

Se observa el mismo comportamiento que Choptuik encontró en la teoría clásica,

incluso con el mismo exponente universal y una dependencia muy leve del parámetro

de polimerización.

La masa del agujero negro se relaciona con el parámetro p de manera que:

mBH = C (p− p∗)γ , (6.5.2)

donde la constante C depende de los datos iniciales y del parámetro k. No detecta-

mos desviaciones signi�cativas del valor de γ ∼ 0, 37 observado en el caso clásico, a

menos que forcemos valores exageradamente grandes del parámetro de polimeriza-

ción. Como se puede ver en la �gura (6.5.4), desde k = 0 hasta k ≈ 0, 5 el exponente

permanece igual (dentro de los errores numéricos). Debemos hacer hincapié en que,

físicamente, k ≈ 0, 5 es un valor irrealmente grande, más aún el caso de k = 1 y
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Figura 6.5.4: Grá�ca de la masa �nal del agujero negro en función del parámetro de datos iniciales,

para diferentes valores del parámetro de polimerización k. Los signos + corresponden a los datos

numéricos de k = 0 (el caso estudiado por Choptuik), × corresponde a k = 1, y los ∗ a k = 3. Las

líneas rectas son ajustes por mínimos cuadrados de los datos numéricos correspondientes.

k = 3 (debe recordarse que se supone que k es del orden de la escala de Planck).

6.5.2. Autosimilitud discreta y "wiggles"

Una vez comprobada la ley de potencia para la masa del agujero negro, nos

volcamos a explorar la corrección en escala de masa (6.1.2) y la autosimilitud discreta

(6.1.5), haciendo uso de un código con AMR. Se observó que en la teoría semiclásica

también aparecen ondulaciones ("wiggles") y ecos (repeticiones en los campos), y

que sus características di�eren sutilmente de las de la Relatividad General clásica, a

menos que se tomen valores irrealmente grandes del parámetro de polimerización.

La �gura (6.5.5) muestra la ley de potencia de la masa del agujero negro en fun-

ción de la desviación del parámetro p de los datos iniciales respecto del valor crítico

p∗. Los datos iniciales consisten en un per�l gaussiano del campo escalar parame-

trizado por su amplitud y el parámetro utilizado es k = 0, que se corresponde con

el caso de Relatividad General clásica. La escala de masa en el panel superior es

lineal modulada por un movimiento periódico, y es consistente con la observada por
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Figura 6.5.5: La escala de masa (panel superior) y los "wiggles" en las desviaciones del ajuste

lineal (panel superior) en escala log-log, para la teoría polimerizada con k = 0. Las cruces indican los

resultados de las evoluciones numéricas y la línea roja se obtiene mediante un ajuste por mínimos

cuadrados para dichos datos. Aquí el ajuste tiene una pendiente γ ≈ 0, 37, consistente con el valor

obtenido por Choptuik. El rango de los parámetros p se eligió de modo de maximizar la visibilidad

de los "wiggles" y no necesariamente da el mejor ajuste para el exponente, es por eso que tenemos

menos precisión para el valor γ que en [1].

Choptuik. El panel inferior muestra las desviaciones del ajuste lineal por mínimos

cuadrados (en el diagrama log-log), mostrando los "wiggles" que Piran y Hod nota-

ron por primera vez, consistentes (dentro de nuestra precisión) con la periodicidad

presentada en [23], $ ≈ 4, 6.

La �gura (6.5.6) muestra los mismos resultados, pero ahora para la teoría poli-

merizada con k = 1, un valor irrealmente grande para hacer los posibles efectos de

la polimerización más distinguibles. Se observa una dependencia muy leve del pará-

metro de polimerización para el exponente de escala de masa (γ1 ∼ 0, 38 para k = 1

frente a γ0 ∼ 0, 37 para k = 0). El efecto en la frecuencia de los "wiggles" también

es muy pequeño. Dentro de los errores numéricos no se aprecia una distinción muy

marcada entre los casos k = 1 y la Relatividad General (k = 0).

Por otro lado, Choptuik notó que sus evoluciones numéricas muy cercanas a la
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Figura 6.5.6: La escala de masa para k = 1, similar a la �gura (6.5.5). Recordemos que el valor

k = 1 es bastante grande, ya que se supone que k es del orden de la longitud de Planck, y sería

muy pequeño en comparación con las otras escalas de longitud de la problema, tal como el radio

del 'cáscarón' de datos iniciales que colapsa, o la masa �nal del agujero negro.

criticalidad mostraban una periodicidad acompañada de un cambio de escala. Para

demostrar este comportamiento, consideramos un campo representativo en el régimen

crítico periódico en la escala logarítmica de tiempo. La �gura (6.5.7) muestra la

función 2m(x)/x (dondem(x) es la función de aspecto de masa) versus ln(x) para el caso

polimerizado k = 1. Desplazando esta curva en la coordenada radial logarítmica hacia

afuera una cantidad 3, 4 se obtiene un per�l que coincide con este mismo campo 3, 2

unidades de tiempo antes (también en escala logarítmica). La concordancia de estas

dos curvas sugiere que la solución se repite en una escala más pequeña consistente con

una autosimilitud discreta. Debido a que estos períodos observados (para el tiempo

logarítmico y el radio logarítmico por separado) para k = 1 son consistentes con

los valores de Choptuik, no detectamos un cambio apreciable en la solución crítica

debido a la polimerización.

Hemos realizado pruebas con otras familias de datos iniciales que con�rman su

universalidad. Un punto interesante a discutir es que la teoría polimerizada tiene una
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Figura 6.5.7: La curva mostrada es 2M(x)/x vs. ln(x) para el caso polimerizado k = 1. Para

distinguir el eco, se muestra el campo correspondiente al tiempo t = 2, 6741. Las dos curvas en

negrita a la derecha son la curva anterior desplazada una cantidad 1, 7 y 3, 4. La curva gris es el

mismo campo en dos tiempos anteriores t = 2, 6650 (arriba) y t = 2, 6263 (abajo). La coincidencia

casi exacta en la forma de estas curvas sugiere una evolución hacia la auto-similaridad discreta. De

las curvas podemos determinar que el período en la dirección radial es 1, 7 y en el tiempo es 1, 6,

en amplio acuerdo con los observados por Choptuik de 3, 4 (ya que elegimos la función 2M(x)/x, que

ignora el signo del campo escalar, el período es la mitad del observado por Choptuik).

desviación máxima de la teoría clásica cuando kϕ = π/2. Al observar simulaciones

cercanas a la criticalidad, pero aún subcríticas, observamos que kϕ es siempre consi-

derablemente menor que π/2 para un p dado en el dominio cubierto (que en el caso

de la formación de un agujero negro es sólo el exterior del mismo). Esto se mantiene

incluso para k = 1, que como ya hemos argumentado, ya es un valor irrealmente

grande. Las regiones con kϕ ∼ π/2 pueden ocurrir cerca del origen, donde se espera

que se desarrollen grandes curvaturas. Esto está en línea con la expectativa de que la

teoría polimerizada se apartará de la Relatividad General solo cerca de donde se su-

pone que existe una singularidad. Las soluciones de la teoría cuántica para agujeros

negros en [18] refuerzan esta creencia.

Cabe señalar que las ecuaciones para el campo escalar polimerizado permiten la
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formación de 'shocks' ya que las velocidades de propagación dependen del cos (kϕ).

Tales fenómenos requieren condiciones adicionales para elegir una solución única y

no existe una teoría bien desarrollada para manejarlos en este caso. Ciertas elecciones

iniciales de kϕ pueden conducir a un comportamiento bastante complejo, en escalas

de tiempo más cortas que la formación de un agujero negro (el pulso "se detiene"

en la región exterior), donde se desarrollan características difíciles de seguir, incluso

con el algoritmo AMR. Dentro del conjunto de familias con grandes kϕ iniciales se

pueden encontrar 'islas' donde el comportamiento es similar al que observamos para

k pequeños y es análogo al comportamiento clásico de Choptuik, pero están rodeadas

de datos iniciales que no pueden siquiera formar agujeros negros. Se necesitan más

estudios para comprender el espacio de fases completo de los datos iniciales cuando se

permiten valores de kϕ grandes. También se debe tener cierta precaución para sacar

conclusiones sobre el interior y hay que considerar que, aunque es potencialmente

interesante desde un punto de vista matemático, las soluciones con kϕ grande están

realmente más allá del ámbito de la aplicabilidad física de la teoría semiclásica.

Es bien sabido que el fenómeno de Choptuik cercano a la criticalidad genera

grandes curvaturas cerca del horizonte, y es esperable que las grandes regiones de

curvatura requirieran gravedad cuántica completa para su descripción. Aunque se ha

observado, en el contexto de la cosmología cuántica de lazos, que la teoría semiclásica

funciona bien incluso en el régimen cuántico profundo [19], no tenemos ninguna razón

para esperar algo similar en nuestro caso. No obstante, el hecho de que las velocidades

de propagación dependan del valor de ϕ cuando k 6= 0 podría tener consecuencias

potencialmente observables incluso en un régimen donde un enfoque semiclásico fuese

aplicable.

Otro punto a tener en cuenta es que hemos considerado una polimerización con

parámetro constante. En cosmología cuántica de lazos al menos, se ha demostrado

que es más correcto físicamente utilizar parámetros de polimerización que dependen

de las variables dinámicas [15]. Este tema no se ha explorado signi�cativamente fuera

del contexto de la cosmología y es posible que desee considerarlo en un análisis futuro

de la situación estudiada aquí [10].



Capítulo 7

Polimerización covariante

El procedimiento de polimerización ha sido muy utilizado en modelos de cosmo-

logía cuántica de lazos, sin embargo, ha sido criticado por la falta de covarianza.

Dado que normalmente se trabaja en un contexto canónico, la polimerización altera

las variables espaciales. La construcción es genéricamente dependiente de la foliación

[29]. Si bien puede ser esperable que la cuantización presente desvíos de la covarianza

observables para curvaturas de orden Planck o sistemas de referencia que violen los

limites establecidos por la escala Planck, existen modelos en que las desviaciones

ocurren a escalas mayores.

En esta sección vamos a proponer un nuevo procedimiento de polimerización para

variables escalares y aplicarlo al caso de un campo escalar acoplado a la gravedad en

simetría esférica. La particularidad es que el nuevo procedimiento de polimerización

es una transformación canónica no biyectiva sobre las variables de la Relatividad

General clásica acopladas a un campo escalar, que no inter�ere con la covarianza de

la teoría. En principio, esto puede parecer extraño, ya que, si se trata de una trans-

formación canónica, se trata esencialmente de la misma teoría. ¾Cómo podría esto

capturar correcciones cuánticas no triviales? La respuesta es que la transformación

canónica utilizada no es invertible y, por lo tanto, la teoría resultante no es unita-

riamente equivalente a la no holonomizada [30, 31, 32]. La transformación canónica

conduce a una teoría que puede verse como la teoría semiclásica que surge de una

representación no estándar del álgebra de Weyl.

A continuación, veremos que los resultados del análisis del modelo de la sección

187
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(6) no cambian signi�cativamente con la polimerización covariante.

7.1. Relatividad General con simetría esférica

Recordemos que partiendo de la métrica con simetría esférica,

ds2 = −N2dt2 + Λ2dx2 +R2dΩ2 (7.1.1)

el hamiltoniano total tiene la forma (6.2.5)

HT =

∫
dx
{
Nx
(
(Ex)′Kx − Eϕ (Kϕ)′ − 8πPφφ

′)
+N

(
− Eϕ

2
√
Ex
− 2
√
ExKϕKx −

K2
ϕE

ϕ

2
√
Ex

+

(
(Ex)′

)2

8
√
ExEϕ

−
√
Ex (Ex)′ (Eϕ)′

2 (Eϕ)2

+

√
Ex (Ex)′′

2Eϕ
+

2πP 2
φ√

ExEϕ
+

2π
√
ExEx (φ′)2

Eϕ

)}
.

(7.1.2)

El vínculo hamiltoniano y el de difeomor�smos satisfacen el álgebra habitual con

funciones de estructura. Esto di�culta la cuantización. Sin embargo, rede�niendo el

shift y el lapso según

N̄x = Nx +
2NKϕ

√
Ex

(Ex)′
, (7.1.3)

N̄ =
EϕN

(Ex)′
, (7.1.4)

tenemos que el hamiltoniano total es

HT =

∫
dx
{
N̄x
(
(Ex)′Kx − Eϕ (Kϕ)′ − 8πPφφ

′)
+N̄

[√Ex

((
(Ex)′

)2

4 (Eϕ)2 − 1−K2
ϕ

)]′
− 2Kϕ

√
Exφ′Pφ
Eϕ

+

+
2π (Ex)′ P 2

φ√
Ex (Eϕ)2 +

2π
√
ExEx (Ex)′ (φ′)2

(Eϕ)2

)}
,

(7.1.5)
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donde

D = N̄x
[
(Ex)′Kx − Eϕ (Kϕ)′ − 8πPφφ

′] (7.1.6)

es el vínculo de difeomor�smos y,

H = N̄

[√Ex

((
(Ex)′

)2

4 (Eϕ)2 − 1−K2
ϕ

)]′

−2Kϕ

√
Exφ′Pφ
Eϕ

+
2π (Ex)′ P 2

φ√
Ex (Eϕ)2 +

2π
√
ExEx (Ex)′ (φ′)2

(Eϕ)2

)
,

(7.1.7)

es el vínculo hamiltoniano abelianizado. En el caso del vacío, esto allanó el camino

hacia la cuantización completa del modelo [9]. Con el campo escalar presente, el tér-

mino que involucra a la derivada di�culta la abelianización involucrada en promover

el álgebra a una versión cuántica consistente. Esto nos llevó anteriormente (en la

sección (6) y el artículo correspondiente [1]) a considerar la versión polimerizada de

la teoría considerando la misma elección de gauge hecha por Choptuik, Ex = x2 y

Kϕ = 0, lo que conduce a una teoría reducida en la que sólo es necesario polimerizar

el campo escalar. Al seguir este procedimiento de cuantización cabe preguntarse si

las diferentes elecciones de gauge y polimerizaciones conducirán a una teoría cuántica

equivalente; ese debería ser el caso, al menos en la región exterior al agujero negro,

donde las desviaciones cuánticas son muy pequeñas.

7.2. Nueva polimerización covariante

En el nuevo enfoque, aplicaremos las siguientes transformaciones canónicas para

el campo escalar, φ, la curvatura extrínseca, Kφ, y sus momentos canónicos, Pφ y la

tríada Eϕ, respectivamente:

φ→ sin(kϕ)
k

Pφ → Pϕ
cos(kϕ)

Kϕ → sin(ρKϕ)

ρ
Eϕ → Eϕ

cos(ρKϕ)

(7.2.1)

Aquí, k y ρ son los parámetros de polimerización para el campo escalar y la curvatura

extrínseca, respectivamente. Cabe destacar que la transformación canónica no es

biyectiva en todo el espacio de fases, por lo tanto, es propiamente una transformación
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canónica siempre que ρKϕ sea menor que π/2. Esto permite el surgimiento de una

nueva física si se consideran rangos en los que la transformación no es invertible.

Aplicando la transformación canónica (7.2.1) tenemos que el hamiltoniano pasa a ser

H
(
N̄
)

=
N̄
√
Ex (Ex)′ (Ex)′′ cos2 (ρKϕ)

2 (Eϕ)2 +
N̄
(
(Ex)′

)3
cos2 (ρKϕ)

8 (Eϕ)2
√
Ex

−
N̄
√
Ex
(
(Ex)′

)2
(Eϕ)′ cos2 (ρKϕ)

2 (Eϕ)3 −
N̄
√
Ex
(
(Ex)′

)2
ρ (Kϕ)′ sin (ρKϕ) cos (ρKϕ)

2 (Eϕ)2

−N̄ (Ex)′

2
√
Ex

(
1 +

sin2 (ρKϕ)

ρ2

)
− 2N̄

√
Ex sin (ρKϕ) cos (ρKϕ) (Kϕ)′

ρ

−2N̄ sin (ρKϕ) cos (ρKϕ)
√
ExPϕϕ

′

ρEϕ
+

2πN̄ (Ex)′ cos2 (ρKϕ)P 2
ϕ√

Ex (Eϕ)2 cos2 (kϕ)

+
2πN̄
√
ExEx (Ex)′ (ϕ′)2 cos2 (kϕ) cos2 (ρKϕ)

(Eϕ)2

(7.2.2)

El vínculo de difeomor�smo permanece invariante, por lo tanto, tampoco varía

su álgebra con sí mismo, ni con el hamiltoniano. Además, se puede comprobar que

el hamiltoniano sigue siendo abeliano, ya que conmuta consigo mismo,

[
H
(
N̄(x)

)
, H
(
M̄(y)

)]
≈ 0. (7.2.3)

La teoría resultante, por lo tanto, mantiene su álgebra de vínculos.

7.3. Relación con otros enfoques de polimerización

Para hacer una comparación con�able del nuevo enfoque con la polimerización

estudiada en la sección (6), utilizaremos las mismas coordenadas (de Schwarzschild),

las habituales para el exterior del agujero negro (Ex = x2), más la condición adicional

en la curvatura extrínseca (Kϕ = 0). Una vez �jado el gauge, el hamiltoniano (7.2.2)

toma la forma
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H = N

{
3x

2Eϕ
− Eϕ

2x
− x2 (Eϕ)′

(Eϕ)2 +
2π

Eϕ

(
P 2
ϕ

x cos2 (kϕ)
+ x3 (ϕ′ cos (kϕ))

2

)}
. (7.3.1)

Análogamente a lo realizado en la sección (6) podemos calcular las ecuaciones

para el campo escalar y su momento canónico conjugado.

ϕ̇ = {ϕ (y) , H (x)} =
4πNPϕ

Eϕx cos2 (kϕ)
(7.3.2)

Ṗϕ = {Pϕ (y) , H (x)} =

Pϕ (y) ,

2πN

Eϕ

P 2
ϕ

x cos2 (kϕ (x))
+

2πN

Eϕ
x3

((
sin (kϕ)

k

)′)2


= −
4πNP 2

ϕ

Eϕx

k sin (kϕ)

cos3 (kϕ)
+

4πx2

Eϕ

[(
3NEϕ − xN (Eϕ)′ +N ′Eϕx

Eϕ

)
ϕ′ cos2 (kϕ)

+xNϕ′′ cos2 (kϕ)− xNk (ϕ′)
2

cos (kϕ) sin (kϕ)
]

(7.3.3)

Entonces, el sistema de ecuaciones semiclásicas del modelo de Choptuik con la nueva

polimerización (7.2.1), toman la forma:

N ′

N
− (Eϕ)′

Eϕ
+

2

x
− (Eϕ)2

x3
= 0, (7.3.4)

(Eϕ)′

Eϕ
− 3

2x
+

(Eϕ)2

2x3
− 2πx

(
(Pϕ)2

x4 cos2 (kϕ)
+ (ϕ′)

2
cos2 (kϕ)

)
= 0, (7.3.5)

ϕ̇ =
4πNPϕ

Eϕx cos2 (kϕ)
, (7.3.6)
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Ṗϕ = −
4πNP 2

ϕ

Eϕx

k sin (kϕ)

cos3 (kϕ)
+

4πx2

Eϕ

[
−xNk (ϕ′)

2
cos (kϕ) sin (kϕ)

+

(
3NEϕ − xN (Eϕ)′ +N ′Eϕx

Eϕ

)
ϕ′ cos2 (kϕ) + xNϕ′′ cos2 (kϕ)

]
.

(7.3.7)

Figura 7.3.1: La escala de masa del agujero negro observado por primera vez por Choptuik

[3] para el colapso gravitacional de un campo escalar sin masa esféricamente simétrico. Aquí lo

representamos para la teoría clásica (k = 0), en color rojo, y para la polimerización covariante, en

azul, con un valor exageradamente grande del parámetro de polimerización, k = 1, para hacer más

visibles las posibles discrepancias con la teoría clásica. Los círculos representan los datos numéricos

y las líneas continuas representan un ajuste por mínimos cuadrados.

Comparando con la polimerización más tradicional, considerada en (6), las últi-

mas tres ecuaciones están modi�cadas. El primer término en (7.3.7) es nuevo y los

cosenos en el denominador de (7.3.5) y (7.3.6) estaban ausentes. Estos términos pue-

den hacer una diferencia potencialmente signi�cativa en algunas regiones del espacio
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de fases. Para intentar probar esto, realizamos simulaciones numéricas como las de

la sección anterior para determinar la ley de escala de la masa del agujero negro en

función de un parámetro en los datos iniciales. La �gura (7.3.1) muestra la compa-

ración de la polimerización covariante para el valor k = 1 (anormalmente grande

del parámetro de polimerización) respecto de la teoría clásica. Como puede verse, la

ley de escala de masa la para polimerización covariante coincide con la Relatividad

General (k = 0). Por supuesto, dado que el fenómeno Choptuik está determinado

por la geometría exterior del agujero negro donde los campos son débiles, quizás no

sea sorprendente que la polimerización produzca el mismo resultado. Por otro lado,

proporciona evidencia de que los resultados encontrados en el enfoque anterior no

tienen una dependencia signi�cativa de la foliación, ya que di�eren poco de la nueva

polimerización que no depende de la misma. Cabe señalar que, para agujeros negros

pequeños, los fenómenos estudiados por Choptuik involucran regiones de gran curva-

tura inmediatamente fuera del horizonte y, por lo tanto, los resultados pueden variar

con la polimerización. En efecto es esperable que en regiones altamente cuánticas,

con kϕ ∼ π/2 (que no son alcanzadas en los casos aquí analizados) se produzcan

desvíos importantes de la teoría covariante clásica.
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Capítulo 8

Discusión y Conclusiones

Hemos estudiado la criticalidad en el colapso de un campo escalar sin masa,

mínimamente acoplado a la gravedad, en una versión semiclásica de la gravedad

cuántica de lazos y en el caso esféricamente simétrico. Encontramos que los resultados

para la escala de masa del agujero negro concuerdan con los de la Relatividad General

clásica, con una dependencia muy leve respecto al parámetro de polimerización y sin

la existencia de un valor mínimo de dicha masa.

Hemos mostrado que en el exponente de la ley de potencia también están presen-

tes los "wiggles" observados por Hod y Piran. El único efecto de la polimerización

es alterar ligeramente los valores de la escala exponencial de la masa. No detecta-

mos, dentro de la precisión numérica, la dependencia del período de la autosimilitud

discreta respecto al parámetro de polimerización. Esto proporciona evidencia sólida

de la existencia de una solución crítica en el régimen semiclásico y que la solución

aparenta tener la misma periodicidad que para el caso de la Relatividad General

clásica.

Finalmente, introducimos una nueva polimerización para campos escalares aco-

plada a la gravedad. Esto puede verse como una representación no estándar del

álgebra de Weyl diferente a la que suele considerarse en Gravedad Cuántica de Lazos

acoplada a campos escalares. Tiene la ventaja de que es una transformación canó-

nica de las variables originales, lo cual signi�ca que conserva el álgebra de vínculos

y la covarianza de la teoría, algo que las elecciones previas no hacían. Dado que la

transformación no es invertible en todo el espacio de fases, esta permite tener los

195
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fenómenos novedosos habituales que introducen las cuantizaciones de lazos en regio-

nes donde se espera que la Relatividad General no sea válida; por ejemplo, cerca de

singularidades. En particular, admite una representación en un espacio de Hilbert

de�nido en términos de la medida de Ashtekar-Lewandowski [27].

Aunque solamente hemos explorado las implicaciones de la polimerización cova-

riante en el contexto de campos escalares esféricamente simétricos, es posible que se

pueda encontrar un análogo para la teoría completa. Esto requerirá más investiga-

ciones. Es normal cuestionarse sobre la resolución de la singularidad con la polimeri-

zación propuesta. Parece que los mismos ingredientes que han llevado a la resolución

de la singularidad en la gravedad cuántica de lazos con simetría esférica en poli-

merizaciones anteriores (las cuantizaciones µ0 [9] y µ̄ [10]) están presentes en este

enfoque. Es decir, que el observable de Dirac parametrizado correspondiente a la

métrica se vuelve complejo para radios menores que un radio dado. Esto requiere

eliminar puntos de la red de espín en la región donde solía estar la singularidad clá-

sica para garantizar que la métrica sea autoadjunta. En el espacio de fases, se tiene

esencialmente un "rebote" en la super�cie en la que Kϕ es máximo y la singularidad

no puede ser alcanzada. Nos planteamos como trabajo a futuro realizar un análisis

exhaustivo de este punto. A partir de todo esto, surge la necesidad de estudiar el

régimen subcrítico cercano a la criticalidad, lo que permite un acercamiento máximo

a lo que sería una singularidad desnuda y, por consiguiente, donde es esperable que

los efectos de la polimerización se mani�esten en las regiones exteriores del agujero

negro.



Apéndice A

Teoría de grupos

La teoría de grupos tiene muchas aplicaciones en el campo de la física, y es

potencialmente aplicable en situaciones caracterizadas por la simetría. La utilización

de la teoría de grupos en la Mecánica Cuántica fue propuesta en la década de los

años 30, casi simultáneamente, por Wigner y Weyl.

A.1. De�nición y clases de grupos

Se llama grupo (G, ◦) a cualquier conjunto G de transformaciones de simetría que

tiene de�nida una operación binaria interna '◦' que cumple las siguientes propiedades:

1. Asociativa:

∀a, b, c ∈ G : a ◦ (b ◦ c) = (a ◦ b) ◦ c. (A.1.1)

2. Existe un elemento neutro, e ∈ G, tal que:

e ◦ a = a ◦ e = a. (A.1.2)

3. Todo elemento a posee un simétrico, a−1, tal que:

a−1 ◦ a = a ◦ a−1 = e. (A.1.3)

Cuando un subconjunto, H, de G conserva las propiedades de grupo con la misma
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operación se denomina subgrupo de G. En todo grupo hay dos subgrupos, llamados

impropios, que son él mismo y la identidad.

Se dice que un grupo es abeliano o conmutativo cuando veri�ca, además, la pro-

piedad conmutativa:

a ◦ b = b ◦ a, ∀a, b ∈ G. (A.1.4)

Se puede medir el grado de conmutatividad de un grupo mediante la operación de

conjugación: g′ es el conjugado de g si, y sólo si, ∃h ∈ G tal que g′ = hgh−1, es decir,

g′h = hg.

Claramente, si el grupo es conmutativo todos sus elementos coinciden con sus

conjugados y sólo existirá una clase de equivalencia de conjugación.

Un subgrupo, H, de G se denomina normal, invariante o autoconjugado si sus

conjugados con cualquier elemento de G permanecen en H (todo subgrupo de un

grupo abeliano es normal). Si un grupo sólo tiene los subgrupos normales impropios

se denomina simple. Por tanto, un grupo será simple si no posee subgrupos norma-

les propios. Diremos que un grupo es semisimple si no posee subgrupos normales

abelianos propios.

El grupo se llamará �nito si tiene un número �nito de elementos. A este número

se le llama orden del grupo y se denota como |G|. En caso contrario hablaremos de

un grupo in�nito.

El grupo in�nito más común es el conjunto de matrices invertibles de orden n

sobre un cuerpo K, que normalmente es el grupo de los reales o los complejos,

tomando como operación interna la multiplicación entre matrices. Hay que tener en

cuenta que el orden aquí no es el orden del grupo sino el de las matrices que lo

representan. Este grupo se conoce con el nombre de grupo general lineal de orden n:

GL (n,K) = ({A = {aij} /det (A) 6= 0, aij ∈ K} , ·) . (A.1.5)

Un grupo H es homeomorfo a otro grupo G si existe una correspondencia entre

ambos que conserve la operación de grupo. Con esta condición, dos elementos del

grupo inicial pueden ir al mismo �nal pero la identidad se transformará en identidad

en el otro grupo. Si este mapeo es biyectivo se denominará isomor�smo de grupos.
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Si el isomor�smo se realiza sobre el mismo grupo se llamará automor�smo.

Generadores Para los grupos �nitos se puede de�nir un subconjunto, S, denomi-

nado sistema de generadores, consistente en un conjunto de elementos del grupo tales

que sus productos (o los productos de sus inversos) generan el grupo. El conjunto

generado se denota de la siguiente forma:

〈S〉 =
{
g1g2...gr / gi ∈ S ó g−1

i ∈ S
}
. (A.1.6)

A.2. Grupos de Lie

Para los grupos in�nitos, podemos utilizar la estrategia de etiquetar sus elementos

ga, o bien, g(a), entendiendo a como un conjunto de parámetros que viven en un

espacio topológico. De esta forma, podremos hacer una correspondencia entre ese

espacio y los elementos del grupo, y muchas veces identi�car ambos. Se dice que estos

parámetros son esenciales, es decir, caracterizan completamente a cada elemento del

grupo.

Dentro de los grupos in�nitos encontramos los grupos continuos, que aseguran

que si g(a)g(b) = g(c),entonces c debe ser una función continua en los parámetros a

y b.

A su vez, dentro de los grupos continuos hay un conjunto de grupos denominados

grupos de Lie, en los cuales la función de los parámetros es analítica.

Un grupo continuo con un número de parámetros �nito a veces se denomina grupo

continuo �nito y el número de parámetros esenciales es el orden del grupo.

No hay que confundir el orden del grupo de Lie con la dimensión del espacio

donde viven sus parámetros. Por ejemplo, el grupo GL (n,R) actúa sobre un espacio

de dimensión n pero su orden es n2 (el número de elementos de sus matrices), por

tanto, se puede decir que vive en el espacio Rn2
. En el caso de que el cuerpo fuera

C, el orden del grupo sería 2n2. Este orden se puede restringir en el caso de los

subgrupos. Por ejemplo, en el subgrupo de matrices unitarias,

U (n) =
{
U ∈ GL (n,C)

/
U † = U−1

}
, (A.2.1)
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se tienen las n2 condiciones

Uji =
(
U−1

)
ij

(A.2.2)

lo que reduce el número de parámetros esenciales de nuevo a n2 .Además, si el grupo

es especial, es decir, las matrices tienen determinante igual a la unidad,

SU (n) = {U ∈ U (n) /det (U) = 1} , (A.2.3)

por la condición añadida el orden del grupo se reduce a n2 − 1.

El grupo además será compacto si el dominio de variación de sus parámetros es

cerrado y acotado. En ese sentido, por ejemplo, el grupo de rotaciones es un grupo

compacto (sus parámetros varían en el conjunto [0, 2π]) mientras que el grupo de

traslaciones no lo es.

El grupo de matrices ortogonales, normalmente de�nido sobre el cuerpo real como

O (n) =
{
R ∈ GL (n,R)

/
Rt = R−1

}
, (A.2.4)

y cuyo orden es n(n − 1)/2, nos da las siguientes condiciones cuando se impone

RtR = 1:

RijRik = δjk (A.2.5)

(utilizando el convenio de suma de Einstein sobre índices repetidos). Esto representa

un conjunto de n2 ecuaciones algebraicas, lo que implica que el dominio de los pará-

metros es cerrado. Además, es claro que |Rij| ≤ 1 (de hecho,
∑

ij R
2
ij = n), entonces

el conjunto es acotado. Por tanto, los grupos ortogonales son compactos.

A.3. Representaciones

Dados dos grupos G y H, decimos que una función ρ : G→ H es un homeomor-

�smo si

ρ (g1g2) = ρ (g1) ρ (g2) ∀g1, g2 ∈ G. (A.3.1)

Esto implica que

ρ (1) = 1, (A.3.2)
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ρ
(
g−1
)

= ρ (g)−1 . (A.3.3)

Un homeomor�smo inyectivo y sobreyectivo se denomina isomor�smo [113].

Decimos que un grupo G actúa sobre un espacio vectorial V si existe un mapa ρ

de G en las transformaciones lineales de V , tal que,

ρ (g1g2) υ = ρ (g1) ρ (g2) υ ∀υ ∈ V. (A.3.4)

Decimos también que ρ es una representación de G en V .

Subespacio invariante Un subespacio V ′ de un espacio vectorial V es invariante

si ∀υ′ ∈ V ′ entonces ρ (g) υ′ ∈ V ′, ∀g ∈ G.

Representación irreducible Una representación es irreducible si tiene como es-

pacios invariantes únicamente al vector nulo y al espacio vectorial.

Representaciones equivalentes Para clasi�car las representaciones de grupos

necesitamos de�nir el concepto de representaciones equivalentes. Si tenemos dos re-

presentaciones

ρ : G→ GL(V ), ρ′ : G→ GL(V ′), (A.3.5)

decimos que son representaciones equivalentes si existe un mapa lineal inyectivo y

sobreyectivo, T : V → V ′ con

ρ (g)T = Tρ′ (g) . (A.3.6)

Suma directa de representaciones Si ρ y ρ′ son dos representaciones de un

grupo G, tal que, ρ : G→ GL(V ), ρ′ : G→ GL(V ′), de�nimos la suma, ρ⊕ρ′, como

la representación de G en el espacio V ⊕ V ′, dada por:

(ρ⊕ ρ′) (g) (υ, υ′) = (ρ (g) υ, ρ′ (g) υ′) , (A.3.7)

∀υ ∈ V, υ′ ∈ V ′. La suma directa V ⊕ V ′ es el espacio de los pares (υ, υ′) con

υ ∈ V, υ′ ∈ V ′.
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Producto tensorial de representaciones Otra manera de formar nuevas repre-

sentaciones es tomar el producto tensorial. Sean ρ y ρ′ representaciones en V y V ′

respectivamente. De�nimos el producto tensorial ρ ⊗ ρ′ de dichas representaciones

como la representación de G en el espacio V ⊗ V ′ dada por:

(ρ⊗ ρ′) (g) (υ ⊗ υ′) = ρ (g) υ ⊗ ρ′ (g) υ′. (A.3.8)

A.4. Álgebra de Lie

Sophus Lie mostró que las principales características de un grupo se pueden

deducir de aquellos elementos que di�eren in�nitesimalmente de la identidad. De

este modo a cada grupo de Lie podemos asociarle un álgebra de Lie, que captura

totalmente la estructura local del grupo.

Siempre es posible reparametrizar el grupo de forma que sus parámetros sean

normales, es decir, que el origen de la variedad coincida con la identidad del grupo,

g(a = 0) = e. Es posible incluso hacer la identi�cación ya mencionada de los elemen-

tos del grupo, g(a), con la propia variedad, a. De esta manera se puede pensar un

grupo de Lie de orden r como el conjunto de transformaciones:

x′i = fi (x1, ..., xn, a1, ..., ar) , i = 1, 2, ..., n (A.4.1)

donde n representa la dimensión del espacio sobre el que actúa. Podemos reescribir

(A.4.1) por simplicidad como

x′ = f (x, a) . (A.4.2)

Estas transformaciones, lógicamente, deben cumplir las reglas de los grupos conti-

nuos. Como ya mencionamos, si utilizamos parámetros normales se debe cumplir

f (x, 0) = x. (A.4.3)

Si hacemos una transformación in�nitesimal de coordenadas inducida por un

cambio de parámetros del grupo, obtenemos:

dx =
∂f (x, 0)

∂a
da ≡ u (x) da, (A.4.4)
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o de forma más general

dxi =
∂fi (x, a)

∂aν

∣∣∣∣
a=0

daν ≡ uiν (x) daν , (A.4.5)

donde i = 1, ..., n, y el índice griego ν recorre la variación a lo largo de todos los pará-

metros del grupo hasta r. Si aplicamos esto a cualquier función F de las coordenadas

obtenemos

dF =
∂F

∂xi
dxi = daν

{
∂fi (x, 0)

∂aν

∂

∂xi

}
F. (A.4.6)

En los grupos de Lie, al término entre llaves solemos llamarlo 'generadores del grupo',

y habrá uno por cada parámetro esencial, es decir, se trata de un operador vectorial

r-dimensional:

Xν ≡ uiν
∂

∂xi
, ν = 1, 2, ..., r (A.4.7)

donde la suma recorre las dimensiones de la variedad hasta n. El hecho de llamarlos

generadores queda claro en la expresión:

g = e+ daνXν (A.4.8)

que representará el comportamiento del grupo en torno a la identidad en el llamado

espacio tangente a la variedad diferenciable, que de�nen sus transformaciones. Este

espacio tangente es llamado álgebra de Lie del grupo y se trata de un espacio vectorial

cuya dimensión es el orden del grupo por de�nición. Los generadores dependerán de

la elección de los parámetros del grupo.

Los elementos conjugados g′ respecto de un elemento dado g tendrán la forma:

gg′g−1 = e+ daνgXνg
−1, (A.4.9)

que corresponderían a un subgrupo que tendrá como generadores:

X
′

ν = gXνg
−1 ∼= (e+ daµXµ)Xν (e− daρXρ)

= Xν + daµ (XµXν −XνXµ) .
(A.4.10)

El primer miembro, al ser inducido por una transformación lineal de los parámetros,

será una combinación lineal de generadores, y por independencia lineal también se
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puede a�rmar que lo es el conmutador:

[Xµ, Xν ] = cµνλXλ, (A.4.11)

donde cµνλ son números complejos llamados constantes de estructura. Debido a la

independencia lineal se puede a�rmar que las constantes de estructura cumplen una

ley de anticonmutatividad:

[Xµ, Xν ] = − [Xν , Xµ] ⇒ cµνλ = −cνµλ, (A.4.12)

y, asimismo, se cumplirá la identidad de Jacobi :

[[Xµ, Xν ] , Xλ] + [[Xλ, Xµ] , Xν ] + [[Xν , Xλ] , Xµ] = 0, (A.4.13)

equivalente a

cµνδcδλσ + cλµδcδνσ + cνλδcδµσ = 0. (A.4.14)

De esta forma, vemos cómo el espacio tangente de�nido por los generadores del

grupo es un álgebra de Lie, pero esta de�nición se puede ampliar para cualquier

espacio vectorial L que veri�que las siguientes propiedades:

1. Existe una ley de composición llamada conmutador tal que

[L1, L2] = − [L2, L1] ∈ L , (A.4.15)

lineal en ambos argumentos.

2. Se cumple la identidad de Jacobi:

[[L1, L2] , L3] + [[L3, L1] , L2] + [[L2, L3] , L1] = 0. (A.4.16)

Si los conmutadores se anulan, entonces el álgebra es abeliana. Si un subespacio,

H, lineal de L es también un álgebra de Lie, diremos que es invariante si para

todo h ∈ H y l ∈ L, se cumple que [h, l] ∈ H. Diremos que H es simple si no

tiene subálgebras invariantes propias y semisimple si no tiene subálgebras invariantes

propias no abelianas.



Apéndice B

Fibrados y conexiones

B.1. Fibrados

Un �brado es una estructura que implica un mapa sobreyectivo π, denominado

proyección, que va desde una variedad E, llamada espacio total, a una variedad M ,

que denominamos espacio base. Para cada punto p ∈ M , llamamos �bra de q sobre

p al espacio

Ep = {q ∈ E : π(q) = p} . (B.1.1)

El espacio total es la unión de todas las �bras. Esto se puede aplicar al espacio

tangente, TM , de una variedad M :

TM =
⋃
p∈M

TpM. (B.1.2)

La proyección π : TM →M mapea cada vector tangente υ ∈ TpM al punto p ∈M ,

entonces, la �bra sobre el punto p ∈M es el espacio tangente TpM .

TM debe tener la estructura de una variedad, de modo que π sea un mapa suave.

TantoM como TpM son variedades de dimensión n, entonces, localmente se asemejan

a Rn. Especi�car un punto en TM equivale a especi�car un punto p ∈ M con un

vector υ ∈ TpM . Por tanto, TM es una variedad de dimensión 2n y, localmente, se

asemeja a Rn × Rn.
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Fibrados triviales. Dadas dos variedades M y F , de�nimos un �brado trivial

sobre M con �bra estándar F al producto cartesiano E = M × F con mapa de

proyección dado por

π (p, f) = p, (B.1.3)

∀ (p, f) ∈M × F . En el �brado trivial E = M × F , la �bra sobre un punto p es

Ep = {p} × F. (B.1.4)

No solo todas las �bras son difeomór�cas de la �bra estándar, sino que hay un

difeomor�smo 'canónico' obvio entre cada �bra y F , que envía (p, f) ∈ Ep a f ∈ F .
Esta propiedad es especial para �brados triviales.

Mor�smos entre �brados Supongamos dos �brados, π : E →M y π′ : E ′ →M ′.

Un mor�smo entre ambos �brados es un mapa ψ : E → E ′ junto con otro mapa

φ : M → M ′, tal que ψ mapea cada �bra Ep en la �bra E ′φ(p). Decimos que este

mor�smo es un isomor�smo si tanto φ como ψ son difeomor�smos.

Restricción de un �brado. Dado un �brado π : E → M y una subvariedad

S ⊆M , de�nimos la restricción de π a S:

E|S = {q ∈ E : π (q) ∈ S} . (B.1.5)

Fibrados localmente triviales Un �brado π : E → M es localmente trivial con

�bra estándar F si para cada punto p ∈M existe un entorno U de p y un isomor�smo

φ : E|U → U × F (B.1.6)

que envía cada �bra Ep a {p} × F . Decimos que φ es una trivialización local.

Fibrados vectoriales Un �brado vectorial real de dimensión n es un �brado local-

mente trivial: π : E →M , tal que, cada �bra Ep es un espacio vectorial de dimensión

n. Ademas, para cada punto p ∈M hay un entorno U de p y una trivialización local,

φ : E|U → U × Rn, (B.1.7)
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que mapea linealmente cada �bra Ep a {p} × Rn.

Sección de un �brado Decimos que s es una sección de un �brado π : E → M

si es una función s : M → E tal que, para cada punto p ∈M , s(p) ∈ Ep.

G-�brados Sea M una variedad de dimensión n y {Uα} un conjunto de abiertos

que cubren M . Sea V un espacio vectorial y ρ una representación de un grupo G en

V . A partir de la unión de los �brados triviales Uα × V podemos formar un �brado

vectorial π : E → M utilizando funciones de transición gαβ : Uα ∩ Uβ → G. Para

obtener E comenzamos con la unión disjunta⋃
α

Uα × V,

e identi�camos dos puntos (p, υ) ∈ Uα × V y (p, υ′) ∈ Uβ × V si

υ = gαβυ
′. (B.1.8)

Las funciones de transición deben cumplir las siguientes condiciones para que este

procedimiento sea consistente: gαα = 1 en Uα y gαβgβγgγα = 1 en Uα ∩ Uβ ∩ Uγ.

Utilizaremos la notación1, [p, υ]α, para nombrar al punto de E correspondiente a

(p, υ) ∈ Uα × V . De�nimos la proyección π : E → V como

π [p, υ]α = p. (B.1.9)

La �bra Ep es, por lo tanto, el conjunto de todos los puntos en E de la forma [p, υ]α.

Si las condiciones de consistencia sobre las funciones de transición se mantienen,

entonces π : E → V es efectivamente un �brado vectorial. Llamamos a este tipo de

�brado vectorial un G-�brado. El grupo G es llamado Grupo de Gauge del �brado y

V es la �bra estándar.

1No confundir los paréntesis rectos con los corchetes de Lie.
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B.2. Transformaciones gauge

Habiendo introducido los �brados, es momento de introducir los grupos de sime-

trías naturales de los �brados vectoriales. El grupo básico de este tipo de simetrías

es llamado Transformaciones Gauge.

Sea π : E →M un �brado vectorial. Una transformación gauge es esencialmente

una transformación lineal, inyectiva y sobreyectiva, de la �bra Ep, que varía suave-

mente con el punto p ∈ M . En caso que E sea un G-�brado, demandaremos que la

transformación lineal viva en G.

Endomor�smo Dado un espacio vectorial V , las transformaciones lineales de V en

sí mismo son llamadas endomor�smos. Denotamos End (V ) al conjunto de todos los

endomor�smos de V . Se puede veri�car que End (V ) es un espacio vectorial, donde

de�nimos:

(αT ) (υ) = αT (υ) (B.2.1)

y

(S + T ) (υ) = S (υ) + T (υ) , (B.2.2)

para un escalar α y S,T ∈ End (V ). Nótese que End (V ) también es un álgebra, con

producto de�nido por

(ST ) (υ) = S (T (υ)) . (B.2.3)

Por ejemplo, End (Rn) es el álgebra de las matrices reales n× n.
Se puede veri�car que End (V ) es isomorfo a V ⊗ V ∗, siendo V ∗ el espacio dual

de V . Tomemos el elemento υ ⊗ f ∈ V ⊗ V ∗ y asignemosle la función

x→ f (x) υ, ∀x ∈ V. (B.2.4)

En términos de bases, este isomor�smo esta dado por:

ei ⊗ ej → eij. (B.2.5)

Entonces, dado un �brado E sobre una variedad M podemos de�nir el �brado de

endomor�smos como el �brado correspondiente a End (E) y lo denotamos E ⊗ E∗.
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Una sección T de End (E) actúa sobre cualquier sección s de E, dando como resultado

una sección Ts de E de la siguiente manera:

(Ts) (p) = T (p) + s (p) . (B.2.6)

Por lo tanto, T determina una función T : Γ (E)→ Γ (E) ,donde Γ (E) es el conjunto

de todas las secciones de E y es C∞ (M)-lineal:

T (fs) = fT (s) . (B.2.7)

En una Teoría de Campos Gauge, los campos son descritos por secciones de G-

�brados, y las leyes físicas son ecuaciones diferenciales, tales que, si la sección s es

solución de la misma, también lo es gs para cualquier g ∈ G.

B.3. Conexiones

Dado un �brado E sobre una variedad M , una conexión D asigna a cada cam-

po vectorial υ en M una función Dυ : Γ (E) → Γ (E) que satisface las siguientes

propiedades:

Dυ (αs) = αDυs, (B.3.1)

Dυ (s+ t) = Dυs+Dυt, (B.3.2)

Dυ (fs) = υ (f) s+ fDυs (B.3.3)

Dυ+ωs = Dυs+Dωs (B.3.4)

Dfυs = fDυs, (B.3.5)

∀ υ, ω ∈ Vect (M) , s, t ∈ Γ (E) , f ∈ C∞ (M) y α escalar. Dυs es la derivada cova-

riante de s en la dirección de υ.

Dada una base {∂µ} de Vect (M) y una base de secciones {ej}, expresamos Dµej

como una combinación lineal de secciones:

Dµej = Aiµjei. (B.3.6)
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Denominamos a las funciones Aiµj componentes del vector potencial. Podemos de�nir

la derivada covariante de una sección s de un �brado E sobre una variedad U en la

dirección de un campo vectorial υ, como:

Dυs = Dυµ∂µs = υµDµs = υµDµ

(
siei
)

= υµ
(
∂µs

i + Aiµjs
j
)
ei.

(B.3.7)

Podemos pensar el vector potencial como una 1-forma en U que toma valores en

End (E) , es decir, una sección del �brado

End (E|U)⊗ T ∗U. (B.3.8)

En términos de las coordenadas expresamos el vector potencial como

A = Aiµjei ⊗ ej ⊗ dxµ. (B.3.9)

Además, si D0 = υ (sj) ei es una conexión en E|U , llamada conexión estándar plana,

cualquier conexión se puede escribir como

D = D0 + A, (B.3.10)

entonces,

Dυs = υµ
(
∂µs

i + Aiµjs
j
)
ei =

(
υ
(
si
)

+ Aiµjυ
µsj
)
ei = D0

υs+ A (υ) s. (B.3.11)

Decimos que D es una G-conexión si, en coordenadas locales, las componentes

Aµ∈ End (E) viven en el álgebra de Lie g del grupo G del G-�brado.
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Teorías de Yang-Mills

Las teorías de Yang-Mills son una generalización de la teoría electromagnética

de Maxwell y describen con gran éxito las interacciones débil y fuerte del Modelo

Estándar de partículas. Estas teorías se basan en una invariancia de gauge local, en

el caso del electromagnetismo descrita por el grupo U(1), y en la Relatividad General

descrita en términos de las variables de Ashtekar, que responde a un gauge SU(2).

Un elemento, Aµ, del álgebra (análogo al potencial vector en electromagnetismo)

puede escribirse como una combinación lineal de los elementos de la base:

Aa =
3∑
i=1

Aiaσ
i, (C.0.1)

siendo Aiµ las componentes en la base y σi las matrices de Pauli1 generadoras del

álgebra su(2) (tomando la exponencial de las matrices se obtiene el grupo SU(2)).

A partir del potencial vector, se de�ne la derivada covariante2 asociada a la teoría

de Yang-Mills, como

Da ≡ ∂a − igσiAia, (C.0.2)

donde g es la constante de acoplamiento. Las matrices que forman la base del álgebra,

satisfacen las siguientes relaciones de conmutación:

1σ1 =

(
0 1
1 0

)
, σ2 =

(
0 −i
i 0

)
, σ3 =

(
1 0
0 −1

)
.

2En este caso, el hecho de ser covariante re�ere a las transformaciones internas del grupo.
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[
σi, σj

]
= 2iεijkσk. (C.0.3)

Al calcular el conmutador entre derivadas covariantes de Yang-Mills, se obtiene

[Da, Db] = −igF i
abσ

i, (C.0.4)

donde el tensor F i
ab está dado por la expresión

F i
ab = ∂aA

i
b − ∂bAia + gεijkAjaA

k
b , (C.0.5)

similar al tensor de campo de la teoría de Maxwell.



Apéndice D

Relatividad General acoplada a la

materia

Consideremos la Teoría de la Relatividad General acoplada a la materia, en par-

ticular, a un campo escalar ϕ. En espaciotiempo plano, el lagrangiano de un campo

escalar es

L = −
w
d3x (∂µϕ∂

µϕ+ V (ϕ)) . (D.0.1)

En el espaciotiempo curvo es necesario hacer explícita la dependencia de la métrica

y su determinante en el elemento de volumen, por lo tanto, la expresión de la acción

pasa a ser

S =
w
d4x (−gµν∂µϕ∂νϕ− V (ϕ))

√
− det(g). (D.0.2)

De�niendo el momento canónicamente conjugado del campo escalar de la manera

usual, π = δL
δϕ̇
, el lagrangiano puede reescribirse de la siguiente manera

L =
w
d3xN

(
π2√

det(q)
+
√

det(q)
[
qab∂aϕ∂bϕ+ V (ϕ)

])
+Naπ∂aϕ, (D.0.3)

donde N y Na son la función lapso y el vector shift, respectivamente. Finalmente

el lagrangiano en términos de las variables de Ashtekar, del campo escalar y de su
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momento conjugado es

L =
w
d3x

N√
det(q)

(
π2 + Ea

i E
bi∂aϕ∂bϕ+ det(q)V (ϕ)

)
+Naπ∂aϕ. (D.0.4)

A partir de la expresión (D.0.4) podemos apreciar la contribución del campo escalar

a los vínculos hamiltoniano y de difeomor�smos:

Hϕ (N) =
w
d3x

N√
det(q)

(
π2 + Ea

i E
bi∂aϕ∂bϕ+ det(q)V (ϕ)

)
, (D.0.5)

Cϕ

(
~N
)

=
w
d3xNaπ∂aϕ. (D.0.6)

Estos términos deben ser adicionados a los respectivos vínculos asociados al campo

gravitatorio. De esta manera se acopla un campo escalar a la gravedad.
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