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RESUMEN

En esta tesis se presenta un analisis de las implicaciones que tiene sobre
los modelos de crecimiento estandar asumir una hipotesis alternativa al cre-
cimiento exponencial y como la forma de modelizar el tiempo puede alterar
el comportamiento dindamico de estos modelos. Se estudia también una exten-
sién (en tiempo continuo y en tiempo discreto) del modelo de crecimiento de
Mankiw-Romer-Weil al apartarse del supuesto estandar de la tasa de creci-
miento de la poblacién constante. Mas concretamente, se asume que esta tasa
es decreciente en el tiempo y se introduce una ley general de crecimiento de
la poblacién que verifica esta caracteristica. Con esta especificacion, el modelo
puede ser representado por un sistema dinamico de dimension tres, que admite
una unica solucién para cualquier condicion inicial. Se muestra que existe un
equilibrio no trivial inico que es un atractor global. Ademas, se caracteriza a la
velocidad de convergencia hacia el estado estacionario, mostrando que en este

modelo la velocidad es inferior a la del modelo original de Mankiw-Romer-Weil.

Palabras claves:

Modelos de Crecimiento, Tiempo Continuo, Tiempo Discreto, Poblacion,

Mankiw-Romer-Weil.
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Capitulo 1

Introduccion

Dentro de la teoria econémica, las teorias del crecimiento ocupan un lu-
gar central. Describir y explicar las fuentes y el proceso del crecimiento del
producto per capita es el principal objetivo. Preguntas como: ;qué factores
determinan el crecimiento? jpor qué algunas economias crecen més que otras?
ipor qué algunas crecen a mayor velocidad que otras? son centrales para las
teorias de crecimiento dominantes. La presente tesis se enfoca en dos particu-
laridades que se presentan en los esquemas de analisis, es decir, en los modelos

que utilizan estas teorias de crecimiento.

La primera particularidad es como se incorpora en los modelos de creci-
miento la dinamica de la poblaciéon. Los modelos de crecimiento basicamente
se diferencian en el foco de generacién de crecimiento. Solow (1956) en el papel
de la acumulacién de capital. Ramsey (1928)-Cass (1965)-Koopmans (1963) en
el consumo y el ahorro. El modelo de crecimiento endégeno de Romer (1986)
en los rendimientos crecientes a escala asociados a las externalidades del ca-
pital. Lucas Jr (1988)-Uzawa (1965) en la creacién y acumulacién de capital
humano. El modelo de Mankiw et al. (1992) ampliando el modelo de Solow
con capital humano. Todos estos, entre otros modelos, comparten el supuesto
que la fuerza de trabajo, asociada a la poblacién, crece a una tasa constante,
n > 0. Esta hipdtesis condiciona fuertemente los resultados de los modelos.
Por poner un ejemplo, en el modelo de Solow, en la trayectoria del crecimiento
equilibrado (en ausencia de progreso tecnoldgico) todas las variables crecen a

la misma tasa, a la tasa de crecimiento de la poblacién.

El segundo aspecto es la forma de modelizar el tiempo. En su formulacion

original todos estos modelos se plantearon en tiempo continuo. En la presente



tesis analizamos las implicaciones que tiene sobre los modelos de crecimien-
to estandar asumir una hipdtesis alternativa al crecimiento exponencial de la
poblacién y como la forma de modelizar el tiempo puede alterar el comporta-
miento dindmico de estos modelos.

Por 1ltimo, como una aplicacién de lo anterior, presentamos una extension
del modelo de crecimiento desarrollado por Mankiw, Romer y Weil incorporan-
do una dinamica de la poblacion alternativa al crecimiento exponencial, mas
ajustada a los hechos estilizados. Desde su publicacion en 1992 el trabajo ha
tenido una influencia notable en la amplia bibliografia empirica sobre el creci-
miento y sus determinantes. Influencia que se mantiene hasta la actualidad. El
analisis del modelo reformulado lo planteamos en tiempo continuo y en tiempo
discreto, comparando los resultados entre si y con la formulacién original. Con
esta especificacion, el modelo puede ser representado por un sistema dindmi-
co de dimension tres, que admite una tnica solucién para cualquier condicion
inicial. Se muestra que existe un equilibrio no trivial inico que es un atractor
global. Ademds, se caracteriza a la velocidad de convergencia hacia el estado
estacionario, mostrando que, en este modelo, la velocidad es inferior a la del
modelo original de Mankiw-Romer-Weil. Estos resultados se encuentran tanto
en la formulacién continua como en la formulacién discreta.

La revisiéon de la bibligrafia sobre reformulaciones de modelos de crecimien-
to en el sentido que lo planteamos solo registra una referencia que desarrolla un
modelo en tiempo continuo y con una ley particular de poblacién. En nuestro
andlisis se generalizan los resultados de este unico antecedente bibliografico
(Guerrini (2010d)).

La presente tesis estd estructurada de la siguiente forma. Luego de la in-
troduccion, en la seccién 2 se presenta una revision de la literatura acerca
de las implicaciones que tiene la forma de modelar el tiempo en los modelos,
en particular en los modelos neocléasicos de crecimiento. La seccién 3 contiene
algunos hechos estilizados acerca del crecimiento y de la poblacién, leyes de
poblacién que se ajustan a éstos y una revision de los trabajos que reformulan
los modelos de crecimiento incorporando estas leyes. En la seccion 4 presen-
tamos una reformulacién del modelo de Mankiw, Romer y Weil que incorpora
una ley de poblacién general realizando el andlisis en tiempo continuo y en
tiempo discreto. Comparamos los resultados entre si y con el modelo original.
Finalmente en la seccién 5 se presentan las consideraciones finales y algunos

posibles desarrollos futuros.



Capitulo 2

La modelizacion del tiempo en

los modelos de crecimiento

En general, los modelos de crecimiento vienen representados por un siste-
ma dinamico que describe la interrelacién y el comportamiento temporal de
las variables relevantes, donde la variable independiente, el tiempo, puede ser
representado en modo discreto o continuo. Al momento de formular un mode-
lo dindmico (como los modelos de crecimiento) una eleccién fundamental que
debe tomar el investigador es la forma de modelar el tiempo. En tiempo conti-
nuo, ¢t puede tomar cualquier valor en la recta real y la descripcion es instante
a instante, en tiempo discreto el tiempo transcurre en término de periodos.
Desde una perspectiva matematica, en tiempo continuo se utiliza la teoria de
las ecuaciones diferenciales, mientras que en tiempo discreto las ecuaciones en

diferencias finitas. Esto provoca que las técnicas utilizadas sean muy distintas.

Esta eleccion que toma el investigador responde implicitamente a varias
cuestiones. En primer lugar, se refiere a la forma de concebir el tiempo, a cual
es el concepto del tiempo en economia. Responde también a la idea de que el
fenémeno que se quiere describir y explicar es mejor representado en tiempo
continuo o en tiempo discreto. Y lo més importante, tuvo en cuenta las impli-
caciones que puede tener esa eleccion sobre los resultados del modelo. El tema
de como introducir el tiempo en la teoria econémica es muy amplio, el analisis
se centrard en la forma de modelizar el tiempo en los modelos de crecimiento
estandar, en las justificaciones de tal eleccién y las posibles implicaciones que
tiene sobre los resultados y recomendaciones de politica que de los modelos se

pueden derivar.



Existen algunos casos donde los autores argumentan y comparan los méritos
de una u otra formulacion. En el libro de texto de Dinamica Econdmica de
Lomeli and Rumbos (2003) se encuentran argumentos a favor y en contra y
en el libro de Gandolfo (1997) se defiende la modelizacién en tiempo continuo
en economia. Sin embargo estos son casos aislados. Otros, como los usados
en los cursos de la maestria de Macroeconomia I y II (Wickens and Wickens
(2011) que el anélisis es en tiempo discreto y Végh (2013) que mayormente
es en tiempo continuo) no proveen justificacién alguna e implicitamente es
la conveniencia técnica. En general de un tiempo a esta parte predomina la

formulacién en tiempo continuo.

Comunmente se cree que esta eleccion no afecta el comportamiento cua-
litativo del modelo y es raro encontrar una justificacién del por qué se optd
por una u otra alternativa. Sin embargo la modelizacion del tiempo no es tri-
vial ni neutral y puede tener consecuencias, los resultados del modelo y las
recomendaciones de politica que se pueden derivar de estos pueden cambiar
considerablemente segin como se formulen. El ejemplo clasico es la ecuacién
logistica. En tiempo continuo se trata de un modelo simple ya que todas las
soluciones de la ecuacién diferencial logistica convergen monétonamente a un

valor constante, independientemente de los valores de los pardmetros.

La ecuacion logistica en tiempo continuo es:
y=ay(M —y)a>0,M >0

Las soluciones de la ecuacién son:

= (0) Mekt B
Y(t)_[My—y(O)} [1+( y(0) )ekt:|’ con I{j = CLM

M—y(0)

y estas convergen monotonamente a un valor constante para cualquier con-
dici6n inicial y(0). En particular si y(0) = 0 o si y(0) = M la solucién es
constante (y(t) = 0 o y(t) = M para todo t). Si y(0) > M la solucién es
decreciente y converge a M. Finalmente, si y(0) < M la solucién es creciente

y también converge a M.



Sin embargo, la ecuacién logistica en tiempo discreto:

Yt+1 = ayt(M - yt)

puede producir dinamicas muy complejas y hasta cadticas para un intervalo
continuo de los parametros (en particular si a/M € (3,4))" .
La complejidad del modelo logistico discreto ha producido una linea de investi-
gacién en el area de sistemas dinamicos. En particular luego de la publicacion
del trabajo seminal de May et al. (1976), el estudio de las propiedades ma-
tematicas de la ecuaciéon logistica discreta ha producido un gran nimero de
aplicaciones econémicas de la teoria del caos. En Sordi (1996) se puede en-
contrar una revisiéon exhaustiva de la bibliografia acerca de teoria del caos y
dindmica econémica. En esos trabajos la dindmica de los modelos viene carac-
terizada por un desfasaje temporal de un periodo y una no linealidad unimodal
(una ecuacion en diferencias finitas de primer orden logistica). Muchas de esas
aplicaciones son revisiones de modelos tradicionales formulados en tiempo dis-
creto. El trabajo de Day (1982) es uno de los pioneros en ese aspecto. Al
incorporar el efecto polucién (la productividad del capital se reduce al concen-
trar el capital) al modelo de Solow, la ecuacién de acumulacién de capital es

dada por la ecuacién logistica:

SAKP (m — k)

ke = h(k) = =57

, B,7,€(0,1)

donde el factor (m — k;)? recoge el efecto polucién, A es una constante que
representa la tecnologia, s la tasa de ahorro y n la tasa de crecimiento (exdgena
y constante) de la poblacion.

En su trabajo, Day muestra que existe un rango para el valor del parametro

¢

A que hace que se verifiquen las condiciones suficientes del teorema “ periodo
tres implica caos” (Li-Yorke (1975)):

Sea Iun intervalo, h : I — I continua, y existe k& € I tal que h(k®) = k®,
h(k®) = h(h(k?)) = k¢ vy h(k¢) = h(h(h(k?))) = k% donde k? < k% < kb < k¢
Entonces:

I) para cada n € N existe un punto periodico en I de periodo n
(existen 6rbitas periodicas de todos los periodos)

IT) existe un conjunto S C I no mumerable que verifica:

Wer Lomelf and Rumbos (2003) por més detalles



1. para cada p,q € S con p # q

lim_sup |h"(p) — h"(g)| > 0

n—-+o0o

lim sup [h"(p) — h"(q)| =0

n——+o0o
(existen 6rbitas cadticas, érbitas que se acercan entre ellas y se alejan)

2. para todo p € S y cada punto periodico g € I se tiene que:

lim sup |h"(p) — h"(g)] > 0

n—-+o00

(ninguna trayectoria que comienza en S converge a una trayectoria pe-

riodica)

Para ese rango de valores del parametro A el modelo describe una dindmica
cadtica para la trayectoria del capital per capita. Sin embargo, en dicho trabajo,
no se encuentra ninguna mencion respecto a la eleccion del tiempo discreto y es
sencillo mostrar que la dinamica del modelo cambia radicalmente si se formula
en tiempo continuo®.

Otros autores que analizan las implicaciones que tiene la teoria del caos
en economia son Barnett et al. (2015). Ellos muestran como la introduccién
de sistemas dinamicos cadticos deterministas puede generar resultados cuali-
tativamente similares a los observados en las series econémicas reales. Afirman
que si bien esto no es un argumento concluyente para explicar las fluctuacio-
nes, muestra que no necesariamente éstas se explican por choques aleatorios
exdgenos y justifica explorar esa alternativa, al proporcionar una explicacién
enddégena de la irregularidad. Federici and Gandolfo (2014) hacen notar, que
en un sistema dindmico cadtico, la prediccién es imposible. Dada la dependen-
cia sensible a las condiciones iniciales, diferencias minimas en las condiciones
iniciales generan trayectorias muy distintas (efecto mariposa). Dada esta ca-
racteristica, no es posible una solucién analitica y la posibilidad de simular
numéricamente es muy limitada. Ademéas cuestiona seriamente la teoria de las
expectativas racionales, ya que los agentes tendrian que tener una precisién
infinita para evitar la sensibilidad a las condiciones iniciales. La situacion se

agrava si ademas hay perturbaciones aleatorias. La otra implicacién fuerte es

'En tiempo continuo se necesita un sistema dindmico de al menos dimensién tres para
que el comportamiento sea cadtico y el modelo que utiliza es de dimensién uno.



acerca de la irreversibilidad del tiempo. En el caso que la funciéon f no sea
invertible, f~! es una correspondencia, y en estas condiciones no es posible
recuperar la condicion inicial y solo es posible la integracién hacia delante.

Dejando de lado las implicaciones de la teoria del caos en economia en la
literatura encontramos diversos autores que analizan las diferencias que apa-
recen al modelar el tiempo y los problemas que pueden presentarse. Sin ser
exhaustivo, comentaremos algunos de estos trabajos. Medio et al. (2011) dis-
cute las posibles consecuencias de decidir por una u otra alternativa al modelar
el tiempo y la duraciéon del periodo cuando el modelo es discreto. Centrando
su analisis en los sistemas dinamicos que surgen a partir de los modelos de cre-
cimiento 6ptimo muestra como para valores pequenos de la tasa de descuento
el comportamiento es sensible a los cambios en la duracion del periodo. Con la
misma 6ptica, Giannitsarou and Anagnostopoulos (2005) analizan la impor-
tancia de la frecuencia en la toma de decisiones para la dindmica econdmica
y explican cémo la estabilidad local puede cambiar a partir de cambios en la
longitud del periodo.

Bosi and Ragot (2012) muestran modelos donde la modelizacién del tiem-
po es neutral (al discretizar el modelo de Solow se mantienen las propiedades
dindmicas de la solucién) y modelos que no lo son (en el modelo de Ram-
sey pueden cambiar dependiendo del valor de los parametros). En el trabajo
de Gémez (2014) se muestra como la estabilidad del equilibrio en un mode-
lo de crecimiento enddégeno con consumo de durables cambia en una u otra
formulacién. En tiempo continuo el tnico equilibrio es un punto de silla con
convergencia monotona. En tiempo discreto, la estabilidad depende de la elas-
ticidad de sustitucion intertemporal, pudiendo ser inestable o un punto de silla
con convergencia monotona o uno con convergencia oscilatoria, dependiendo
del valor que tome el parametro. Gonzélez and Pecha (1995), utilizando un mo-
delo keynesiano, muestran cémo las recomendaciones de politica que se pueden
derivar pueden cambiar segin la forma de modelizar el tiempo. Las respuestas
del producto y la tasa de interes frente a cambios en la propension marginal a
consumir o cambios en la eficiencia marginal del capital tiene signos opuesto
en un una u otra formulacién. Y Leung (1995) argumenta por una formulacion
en tiempo continuo, por que en tiempo discreto se pierde informacion.

Sin embargo desde un punto de vista econémico son variados los argumentos
a favor de la modelizacién en tiempo discreto: informacién econémica funda-

mental es recolectada en intervalos discretos, existen decisiones fundamentales

7



que se toman en intervalos discretos, los estudios empiricos necesariamente son
en tiempo discreto, etc.!.

Al no existir un resultado general desde el punto de vista matematico que
permita afirmar que el comportamiento dinamico es invariante a la forma de
modelar el tiempo, no hay acuerdo en la teoria economica acerca de como
representar el tiempo y hay argumentos a favor y en contra para ambas for-
mulaciones. Cudl es la mejor forma de modelizar el tiempo en economia es un
problema abierto. Hay argumentos de peso por ambas formulaciones y segura-
mente no se admita una respuesta concluyente. Dependera, entre otras cosas,
del fenémeno que se quiera describir y explicar. Sin embargo el investigador de-
beria justificar la eleccion y analizar si los resultados del modelo son sensibles
a la forma de modelizar.

En mi opinién personal, el proceso de investigacion debiera ser muy cer-
cano a la reconstrucciéon que hacen Sordi and Vercelli (2006) sobre el trabajo
de R. Goodwin. En sus primeros articulos la formulacién es discreta, luego es
en tiempo continuo y al final de su carrera retoma el tiempo discreto. Siem-
pre buscando la mejor representacién del fenémeno (el ciclo econémico), sin
perder la sencillez y explorando las herramientas matématicas disponibles mas
apropiadas para ese fin.

Desde mi punto de vista, la modelizacion en tiempo discreto no debiera ser
una opcién a descartar. Implicitamente es aceptar cierta pérdida de informa-
cion, y al mismo tiempo cierto grado de ignorancia saludable. Ignoramos (y no
explicamos) lo que sucede durante el periodo y explicamos lo que sucede entre

periodos.

'Puede consultarse a Licandro and Puch (2006) para una discusién acerca de la dimen-
sién temporal en los modelos econémicos y las referencias presentadas en el articulo.



Capitulo 3

La dinamica de la poblacion en

los modelos de crecimiento

El segundo aspecto que se propone analizar la presente tesis es acerca de
como modelizar la dindamica de la poblacién en los modelos de crecimiento
econémico. Es habitual que los modelos de crecimiento clasicos recurran al
supuesto de que la poblacion crece a tasa constante. Dicho supuesto, que con-
diciona los resultados, implica que la poblacién crece indefinidamente conforme
el tiempo avanza. En tiempo discreto esto se traduce en la siguiente ecuacién

en diferencias finitas:

Lt+1 = (1 + n)Lt

donde L; es el tamano de la poblacién en el pariodo ¢t y n es la tasa de

crecimiento (n positiva)

Lip— Ly _
Ly

Y en tiempo continuo, por la siguiente ecuaciéon diferencial:

L(t) = nL(t)

Esto implica que L; = Lo(1 4+ n)* (o L(t) = L(0)e™ si es en tiempo continuo),
donde Ly = L(0) es la poblacién inicial, la poblacién crece exponencialmente
y tiende a infinito cuando ¢ tiende a infinito. Claramente el supuesto no es
realista, si bien es cierto que en los periodos iniciales la poblacién puede crecer

mucho, ese crecimiento no es sostenible en el largo plazo. De acuerdo con los



datos de Naciones Unidas DESA (2015) la tasa de crecimiento de la poblacién
se ha reducido en promedio en los tltimos cien anos. Como se muestra en
las siguientes tablas, en el quinquenio 1960 — 1965 era mayor a 2% ha ido
decreciendo para situarse en una tasa promedio cercana al 1% en el quinqueno
2010 — 2015. Mas ain, en vastas regiones, principalmente de Europa, la tasa
es practicamente nula e incluso negativa en alguno paises. Por otra parte las
proyecciones para los proximos anos es que esta tendencia continuara debido

a menores tasas de fertilidad.

Figura 3.1: Poblacién del mundo: estimaciones, 1950-2015, variante media Proyec-
cién e intervalos de confianza del 80 % y del 95 %, 2015-2100

T == Estimates
— Medium
= = 80%Cl
= e eswor

Total population (billions)

T T T T T T T T T T T T T
1950 1960 1970 1980 1990 2000 2010 2020 2030 2040 2050 2060 2070 2080 2090 2100

Source: United Nations, Department of Economic and Social Affairs, Population Division
(2015). World Population Prospects: The 2015 Revision. New York: United Nations.

En resumen, los datos empiricos revelan dos hechos estilizados: i) la po-
blacién no crece a un tasa constante, y ii) esta tasa disminuye y es cercana a

cero.
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Figura 3.2: Tasa de crecimiento de la poblacion entre 1960 y 2015
(fuente: elaboracién propia a partir de datos de DESA (2015))
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Verhulst (1838) sostuvo que el crecimiento de una poblacién estable debe
llegar a un nivel de saturacion caracteristico, usualmente llamado capacidad de
carga del entorno', que define una cota superior al crecimiento. Para incorporar
esta cota en la tasa de crecimiento Verhulst introduce una ecuacion logistica
como una extensiéon al modelo exponencial. Por otro lado, Maynard (1974)
sostiene que una ley de crecimiento de la poblacion realista deberia verificar

las siguientes propiedades:

1. Cuando la poblacién es suficientemente pequena en relacién con la capa-
cidad de carga, la poblacién crece a una tasa constante ny.

2. Cuando la poblacion es lo suficientemente grande en relacién con la capa-
cidad de carga los recursos se vuelven escasos y esto afecta negativamente
la tasa de crecimiento de la poblacién.

3. La tasa de crecimiento de la poblacion decrece a cero.

Si bien el origen tedrico de estas propiedades es la biologia pronto se comen-
zaron a utilizar en otras disciplinas. Es asi que estas propiedades también se

verifican en las leyes de poblacién usadas por demégrafos y cientistas sociales?

'En Arrow et al. (1995), Cohen (1995a), Cohen (1995b) y Daily and Ehrlich (1992)
puede encontrarse informacion sobre el concepto de capacidad de carga.
2Ver Brauer and Castillo-Chavez (2001) para un analisis mas detallado de estas leyes.
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y es congruente con la teoria de las poblaciones estables (una de las teorfas
demograficas mas aceptada, desarrollada por A. Lotka (1934)). Desde el punto
de vista empirico constituye una hipotesis mas ajustada a los hechos estiliza-
dos y generalmente es utilizada por demdgrafos para hacer proyecciones (por
ejemplo, Ordorica-Mellado (2009) usa la funcién logistica para proyectar el ta-
mano de la poblacién mundial en el afio 2050). En tiempo discreto la ecuacién
logistica presentada por Pielou et al. (1969) y la ecuacién de Beverton (1957)
son ejemplos de leyes poblacionales que verifican dichas propiedades.!

Recientemente varios estudios se enfocan en la reformulacién de los modelos
de crecimiento introduciendo leyes de poblacién alternativas a la ley exponen-
cial, leyes que verifican las propiedades antes mencionadas. Logrando describir
mejor la realidad econdmica al incorporar una dinamica de la poblacién mas
ajustada a los hechos estilizados. La reformulacién de los modelos clasicos
de crecimiento ya ha sido estudiado para el modelo de Solow (problema de
dindmica puro) por varios autores. Scarpello and Ritelli (2003), Wanxin and
Zequn (2013), Brianzoni et al. (2012) , Guerrini (2006) y Cai (2012) usan la
ley logistica. Bay (2013) utiliza la ecuacién de Richards. La ecuacién de von
Bertalanffy es usada por Brida and Maldonado (2010). Cai (2012) asume que
la poblacién es acotada. Y Brida and Pereyra (2008) y Brida (2008) una ley
general de poblacién que verifica las propiedades antes mencionadas.

Vale la pena hacer dos comentarios. Al momento que Solow publica su
articulo (en la literatura se lo reconoce como el inicio del desarrollo de las
teorfas neocldsicas de crecimiento)? su objetivo era evitar la propiedad de “el
filo de navaja” del modelo de Harrod. En lugar de considerar al producto
marginal del capital como una constante exdgena, Solow lo hace como una
funcién continua del capital, permitiendo que la tasa garantizada converja a
la tasa natural. Tiene sentido que mantenga el supuesto del crecimiento de la
poblacién constante ya que el modelo de Harrod asi esta planteado. Ademas la
preocupacion por la presion demografica de la epoca no es la de la actualidad.

Para el modelo de Ramsey (problema de optimizacién dindmico) Accinelli
and Brida (2007a), Ferrara and Guerrini (2009), Guerrini (2010a), Guerrini
(2010e) y Guerrini (2010c) utilizan la ecuacion logistica. Accinelli and Brida
(2007b) y Guerrini (2010b) reformulan el modelo usando la ley de Von Berta-
lanffy. Y usando una ley general Brida et al. (2014)).

Ver tambien Brianzoni et al. (2007) y Gushing and Henson (2001).
2Ver Jones (1979), p. 87
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Tabla 3.1: Revision de la literatura: Reformulacién del modelo de Solow

Referencia Modelizacién | Resultados

Donghan (1998) continuo Convergencia a estado estacionario con
crecimiento nulo de la poblacién.

Scarpello and Ritelli (2003) continuo Convergencia mas lenta al estado esta-
cionario con crecimiento nulo de la po-
blacion.

Brianzoni et al. (2012) discreto Muestra la existencia de dindmicas
complejas.

Guerrini (2006) continuo Equilibrio asintéticamente estable a
travez de funciones hipergeométricas

Bay (2013) discreto Mejora el modelo original en términos
cuantitativos.

Brida and Maldonado (2010) | continuo Convergencia a estado estacionario con
crecimiento nulo de la poblacién.

Cai (2012) continuo Capacidad de carga enddgena, compor-
tamiento dindmico similar al original

Brida and Pereyra (2008) continuo Equilibrio asintéticamente, capital per
capita converge a un valor constante

Brida (2008) discreto Convergencia a estado estacionario con
crecimiento poblacional cero.

Como se puede ver en las siguientes tablas, predomina la formulacién con-

tinua y todos estos trabajos presentan algunos resultados comunes. Los valores
de equilibrio de largo plazo son mayores que los de los modelos originales y son
los mismos si la tasa de crecimiento de la poblacién es nula. Intuitivamente
esto es un resultado esperado ya que la hipdtesis es que la tasa de crecimiento
de la poblacion tienda a ser nula. Es esperable que el equilibrio en el modelo
reformulado coincida con el del modelo original si este ultimo se asume tasa
nula de crecimiento de la poblacion. En general el comportamiento dindmico
de la transicién es similar a las de los modelos originales.

El tnico trabajo que reformula el modelo de Mankiw, Romer y Weil es
Guerrini (2010d) usando la ley de poblacion logistica. El anélisis lo hace en
tiempo continuo. En el capitulo siguiente generalizamos los resultados obteni-
dos por este autor, reformulando el modelo en tiempo continuo y en tiempo
discreto, usando una ley de poblacién general con tasa decreciente a cero (la

ley logistica es un caso particular de esta).
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Tabla 3.2: Revision de la literatura: Reformulacién del modelo de Ramsey

Referencia

Modelizacion

Resultados

Accinelli and Brida (2007a)

continuo

Convergencia a estado estacionario con
crecimiento poblacional cero.

Ferrara and Guerrini (2009)

continuo

Solucién cerrada para el caso de una
funcién de utilidad CIES

Guerrini (2010a)

continuo

Convergencia (no mondtona) a estado
estacionario con crecimiento poblacio-
nal nulo. Derivan una soluciéon cerrada
para un caso particular

Guerrini (2010e)

continuo

Muestra que la convergencia puede ocu-
rrir incluso para los modelos de AK si el
modelo de crecimiento de la poblacion
es logistico.

Guerrini (2010c)

continuo

Utilidad cuadratica, equilibrio tnico,
punto de silla

Guerrini (2010b)

continuo

Solucién cerrada para un caso particu-
lar (utilidad CIES y tecnologia Cobb-
Douglas

Accinelli and Brida (2007Db)

continuo

equilibrio inico, punto de silla. Conver-
gencia a estado estacionario con creci-
miento poblacional cero.

Brida et al. (2014)

discreto

Solucién asintéticamente estable, pue-
de no ser mondétona
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Capitulo 4

El modelo de crecimiento de

Mankiw, Romer y Weil

En esta seccion se analizard el modelo de crecimiento de Mankiw, Romer y
Weil, incorporando una ley de poblacién general, que verifique las propiedades
antes mencionadas y donde se generalizaran los resultados obtenidos por Gue-
rrini (2010d) donde el autor modifica el modelo en tiempo continuo mediante
la introduccién de la ley logistica de la poblacion.

El modelo propuesto por Mankiw, Romer y Weil en 1992, también cono-
cido como modelo de Solow ampliado con capital humano, marca un hito en
el resurgimiento de los modelos neoclasicos de crecimiento en los anos 90 y
su trabajo es una de las piezas mas influyentes y es ampliamente citado en
la literatura empirica sobre el crecimiento. El estudio introduce un analisis de
regresién para demostrar que su especificacién proporciona una mejor descrip-
cion de los datos comparativos entre paises que la descripcién obtenida cuando
se utiliza el modelo original de Solow. Al considerar una definiciéon méas am-
plia de capital, el modelo predice una menor velocidad de convergencia' al
equilibrio que la tasa que se deriva del modelo de Solow. Esto implica que el
modelo de Mankiw, Romer y Weil se ajusta mejor a los datos empiricos que
el modelo original de Solow. Este resultado, junto con la aparicién de modelos
de crecimiento endégeno, promovio el desarrollo de una linea de investigacion
empirica que se centré en la convergencia y la dispersiéon (o—convergencia)
del producto per capita entre los paises, grupos de paises o regiones de un

mismo paifs. Los estudios de De la Fuente (1997) o de Durlauf and Aghion

1 En la literatura sobre el tema se refieren a la S—convergencia, definida como el tiempo
que demora una economia en alcanzar el equilibrio.
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(2005) confirman la influencia y el peso del modelo en esta literatura. La re-
levancia empirica del modelo de Mankiw, Romer y Weil para comprender el
crecimiento econémico a largo plazo o las diferencias de ingreso per capita entre
paises estd documentada por una gran cantidad de investigaciones empiricas
posteriores. En particular en el area de crecimiento empirico y convergencia
econdmica, que discute la robustez de este resultado e, implicitamente, la rele-
vancia empirica del modelo de Solow ampliado (ver Bernanke and Giirkaynak
(2001), Solow (2001), Jones (2002), Gundlach (2005), McQuinn and Whelan
(2007),Ding and Knight (2009), Acemoglu et al. (2012)). En todas estas obras
el modelo de Mankiw, Romer y Weil es un pilar fundamental.

Teniendo en cuenta que la introduccién de una ley alternativa de crecimien-
to de la poblacion implica cambios en la velocidad de convergencia al equilibrio,
la presente propuesta también puede ser vista como una contribucién a esta
linea de investigacion empirica.

El analisis del modelo se formulard en tiempo continuo y en tiempo dis-
creto, incorporando una ley de poblacion general que verifique las propiedades
antes mencionadas, comparando los resultados entre ellos y con los resultados

obtenidos en la formulacion original.

4.1. Formulacién original

Comenzamos introduciendo el modelo original Mankiw-Romer-Weil con ley
de crecimiento de la poblacion exponencial y el analisis de las principales pro-
piedades dindmicas del modelo (ver Mankiw et al. (1992) por una descripcién
mas detallada del modelo.)

Se considera una economia cerrada, con un tnico sector productivo, que uti-
liza el capital fisico (K (t)), la fuerza de trabajo (L(t)) y capital humano (H (t),
entendido como capacidades, competencias y habilidades de los trabajadores
individuales) como factores de produccién (Y (t)). La economia esta dotada de
una tecnologia definida por una funcién de producciéon de Cobb-Douglas con

rendimientos constantes a escala:
Y(t) = K*(t)H(t) L' *7P(t), a,B,a + € (0,1)

El cambio en el stock de capital fisico K es igual a la inversién bruta



I}, = s Y (t) menos la depreciacién del capital §K :

K = s,Y(t) — 0K (1) (4.1)

El cambio en el stock de capital humano H es igual a la inversién bruta

I, = s, Y (t) menos la depreciacién del capital §H :

H = s,Y(t) — 6H(t) (4.2)

El modelo asume que la poblacién crece a una tasa constante n > 0:

(4.3)

V() KCHAOLR) KW\ (HO\
o0 - 70 ‘(L(t)) ( ) =ul) (Y

Si definimos a K/L = k como el capital fisico por trabajador y a H/L = h

como el capital humano por trabajador. El producto per capita es:

y(t) = k*(OR(1) (4.5)

Teniendo en cuenta que:

b= ~ @ "L Tr 1 ™ (46)
E K 1 kn K
FCLED R K" 47)
ks Y(t)—6K(1t) sk (OhS(H)L(1)
E — k K(t) —n = k K(t) —0—n (4.8)

se tiene que, la tasa de crecimiento del capital fisico por trabajador es:

-n (4.9)

koo (K()/L{)
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b osike(t)RP(t)

Asi, la acumulacion de capital fSico por trabajador esta dada por:

k= spk®(t)RP(t) — (6 +n)k(t) (4.11)

Por un razonamiento similar, se llega a la ecuacion que describe la acumu-

lacién de capital humano per capita:

h = spk®(t)hP(t) — (6 + n)h(t) (4.12)

A continuacién, el sistema dindmico de dimension dos:

k= sk ()PP (t) — (6 + n)k(t
= sk (O (8) = (6 + n)K() s
h = spk*(t)hP(t) — (6 +n)h(t)
describe la dinamica del modelo.
El equilibrio no trivial es el punto (k*, h*) tal que:
. 81*585 T—a—8
b= ]
, (4.14)
* 51 %@ T=a=pB
v = 4]
y el producto de equilibrio es:
o _B
{r = ey = [ = [ = (419

Luego, los valores de equilibrio de largo plazo del capital (fisico y humano) y
el producto, dependen positivamente de las tasas de ahorro (s, s5) y del grado
de eficiencia de escala de los factores reproducibles («, §) y negativamente de

la tasa de depreciacién (9) y del crecimiento de la poblacién (n).

Con el fin de analizar la estabilidad del estado estacionario se considera la

aproximacién lineal de la funcién G : R? — R? dada por
G(k,h) = (skk®h® — (6 + n)k, spk*h” — (6 + n)h))

18



Que brinda la aproximacion de primer orden del modelo como:

k
<h>:0mm

La dindmica de la trancicién al equilibrio (k*, h*) puede ser cuantificada a

travez de la linealizacion del sistema:

k k— k* k— k*
D) =GR R + =J

donde Jg es la matrix jacobiana de GG evaluada en el equilibrio.

ska(‘H") (0 +n) 2B(6+n)
Jo = s 5+n
SZoz(é—I—n) s 6 —(04+n)

J__<w+mxa—m 2B(6+n) )
o=
La@@+n) (6+n)(B-1)

El polinomio caracteristico de la matrix jacobiana es:
PX)=(+n’1l—a—-8)—(a+B8-2)(0+n)X + X?

que presenta dos autovalores negativos: A\; = (6+n)(a+5—1) y Ay = —(0+n).

Esto implica que el equilibrio es un atractor global.

Observacion 1 La velocidad de convergencia esta determinada por el menor
de los autovalores en valor absoluto, esto es, por Ay = (0 +n)(a+F—1). Una
de las caracteristicas del modelo es que la velocidad de convergencia es menor
que en el modelo de Solow'. Esto implica que el modelo de Mankiw-Romer-
Weil ajusta mejor a los datos empiricos que el modelo de Solow (ver Barro
and Sala-i Martin (2003) cap. 1).

Un enfoque alternativo para analizar las propiedades dindmicas del modelo
(presentadas en el trabajo seminal Mankiw et al. (1992)) es introducir una

aproximacion log-lineal del sistema 13:

k= (0+mn) [(a—1)(k— k) + B(h— h*)] (4.16)
(8-

h=(8+n) [alk — k) + (8 - 1)(h — 1")]

! La velocidad de convergencia que predice el modelo de Solow es: (§ +n)(a — 1)
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y sustituir en d(lig(y) =iy= ak + BE

y=0+n)a+B-DF-yT=My-7]

Notar que en este caso la velocidad de convergencia puede ser interpretada
como la velocidad a la que una economia se acerca al equilibrio en el instante

t. Resolviendo esta ecuacion diferencial, el producto se puede escribir como:
g(t) = g0)eM + (1 — eM)y”

y remplazando §* por su valor de equilibrio, §* = ak* + Bh*, se obtiene la

siguiente ecuacion:

log(y(t)) — log(y(0)) =

Ait At o Sk B Sh,
~ (L= eMlog () + (1) | T —tag(5) + o7
(4.17)

Esta ecuacion se utiliza para estimar el modelo en los estudios empiricos
de crecimiento. En particular, para contrastar lo que en la literatura sobre el
crecimiento se conoce como hipotesis de convergencia, es decir, si existe una

relacién negativa entre la distancia al equilibrio y la velocidad de convergencia.
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4.2. Extensién del modelo en tiempo continuo

En el modelo anterior, se sustituye la ley de crecimiento de la poblacion
L(t) = nL(t) por una ley L(t) = p(t)L(t) que coherentemente con lo descrito
anteriormente a partir del trabajo de Maynard (1974), verifica las siguientes

propiedades:

1. Poblacién creciente y acotada.
L(0) =Ly >0,L(t) > 0,9t >0y im L(t) = Lec.
— 400
2. La tasa de crecimiento de la poblacion es decreciente y tiende a 0.

Sip(t) = % se cumple: p(t) < 0,Vt >0y tilfoop(t) =0

Ejemplos de algunas leyes de poblacién que verifican estas propiedades se

muestran en la siguiente tabla 1:

Tabla 4.1: Ejemplos de leyes de poblacién en tiempo continuo

Ley de Poblacién L(t) p(t)
Logistica ﬁ(g) Cf 1?0 b>L 20 a+baL€)(E::Z =) a—alg)_(szzl)
Verhulst (1838) é 5) T:L <L10_>%) riglee” | leelo)
Von Bertalanffy (1938) é (g) T:<L£<; ;6) ertLoo-e&-TIt,o—Loo LOT—(LL:;LLEJW

Después de sustituir la ley exponencial por la ecuacién L(t) =p(t)L(t) y
repitiendo los pasos de la subseccion anterior, el sistema dinamico que descri-
be el modelo modificado puede ser representado por el siguiente sistema de

ecuaciones diferenciales de orden 3:
h = spk®(t)RP () — (6 + p(L(1)))h(t) (4.18)

4.2.1. Equilibrio y estabilidad: analisis cualitativo

El estado estacionario

En esta seccién investigamos el comportamiento dindmico de la solucion del

modelo (k(t), h(t), L(#)).



Lema 1 Si se excluye la solucion trivial que se obtiene de considerar k = 0,
h =0y L =0, se tiene que el modelo admite un unico equilibrio positivo
(k*, h*, L*) que verifica:

o — [k;ﬂ TP
. s};;sg} Tap (4.19)
L* = Lo

La demostracion es inmediata resolviendo el sistema (4.18) y buscando una

solucién constante.

Observacion 2 Los valores de k*, h* y y* coinciden con los valores del modelo
original de Mankiw-Romer-Weil cuando n = 0. Esto implica que los valores
de equilibrio del modelo modificado son mayores que los del modelo original,
(es decir, si n = 0; ver las ecuaciones (4.14) y (4.15)) y los pardmetros de
la la ley poblacion no entran en los determinantes de k*, h* y y*. los valores
en el estado estacionario del capital fisico y capital humano dependen sélo de
los pardmetros de tecnologia o, 5 y 0 y de las tasas de ahorro exdgenas, s y
sp. Esta es una diferencia importante con respecto al modelo original, donde
un aumento en la tasa intrinseca de crecimiento de la poblacion conduce a los
leves bajas de estas variables en el largo plazo. Ademds, ya que en el modelo,
el tamano de la poblacion es limitada por la capacidad de carga L* = L, se
tiene que los valores agregados del capital fisico y humano en el largo plazo son
finitos e iguales a K* = L*k* y H* = L*h* respectivamente (a diferencia del

modelo original de Mankiw-Romer-Weil donde tienden a infinito).
Proposicién 1 El punto de equilibrio (k*, h*, L*) es un atractor global.
A partir del sistema (4.18) :
k= sek® ()PP () — (0 + p(L(t))k (D)
h = spk®(t)RP(t) — (6 + p(L(t)))h(t) (4.20)
L(t) = L(t)p(L(1))

Para analizar la estabilidad de la soluciéon de estado estacionario, conside-

remos la aproximacién lineal de la funcién M : R® — R3 dada por
M(k,h,L) = (spk®h” — (6 + p(L)k, spk®h® — (6 4+ p(L))h, Lp(L))
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en las proximidades del punto de equilibrio (k*, h*, L*). La matrix Jacobia-

na de la aproximacion lineal viene dada por:

d(a—1) z—}’iB(S E*pl(Lso)
Ju = Z—ZO«S (B —1) h'plLs)
0 0 Loop! (L)

Y el polinomio caracteristico de la matrix viene dado por:
R(X) = (Loop!(Loo) = X)((0(e = 1) = X)(3(8 — 1) = X) —afd®)  (4.21)

El polinomio presenta tres autovalores negativos: A\; = d(a+ 5 — 1) < 0,
Ao = =0 <0y A3 = Loop!(Loo) < 0y esto implica que el equilibrio es un

atractor global.

4.2.2. Transicion dinamica y velocidad de convergencia

El modelo de Mankiw-Romer-Weil es una buena aproximacién del mundo real,
que demostré ser mas robusto empiricamente, ajustar mejor a los datos empiri-
cos, que el modelo de Solow. Sin embargo la realidad econémica que describe
es incompleta. En el modelo modificado la dindmica es mas rica.

La dinamica de la transicion en las proximidades del equilibrio de largo
plazo (k*, h*, L*) puede ser cuantificado mediante la linealizacién del siste-
ma (4.18):

k Oa—1) 285 k*p/(Lao) k—k*
f.L = 2ad 6(B-1) hP(Le) h —h*
L 0 0 Loop' (L) L— Lo

Sabemos que la matriz que representa este sistema lineal tiene tres autovalores
negativos: \; = §(a+ B —1) <0, \a=—-0<0y A3 = Loop (Loo) <O .

En esta seccién se proporciona una evaluacién cuantitativa de la velocidad
de convergencia de la dinamica de transicién. La velocidad depende de los
parametros de la tecnologia , las tasa de ahorro y los parametros de la poblacién
y se pueden calcular a partir de la matriz Jy; (k*,h*, Ly ). Los autovalores
A1 ¥V A9 son analogos a los coeficientes de convergencia del modelo original

cuando la tasa de crecimiento de la poblacién es nula. El autovalor A3 =
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Loop'(Ls) corresponde a la velocidad de convergencia de la poblacién a la
capacidad de carga del entorno L.,. Cada valor propio corresponde a una
fuente de convergencia y cada ruta de transicion estable a la constante estado

del sistema toma la forma:

k<t) = k" + C'lvlle)\lt + C'gvgle)‘2t + C31)316L00(P/(Loo)t
h(t) = h* + CrvpeM! 4 Covgpe?t 4 Cyugyeloe W' (Lot (4.22)
L(t) = Loo + (Lo — Ly) el (L))t

Donde C1, Cy, C3, v11, V21, U31, V12, V22 ¥ v32 depende de las condiciones iniciales
y de los coeficientes de Jyy (k*, h*, Ly,). Entonces la velocidad de convergencia
de capital fisico y humano depende de los autovalores \y = d(a + 3 — 1) y
Lop'(Lso). Tenga en cuenta que, al ser la ley de poblacién dada ex6genamente,
la velocidad de convergencia de la poblacién solamente depende de Loop'(Ls)-
De hecho, la transiciéon depende del menor autovalor en valor absoluto. Si
|Loop' (Loo)| > |A1], se tiene que la velocidad de convergencia de L; es mayor
que la de k(t) v h(t) y si |LooP'(Loo)| < |A1] entonces todas las variables

convergen a la velocidad Lyop' (L)

Observacion 3 Independientemente de si la velocidad de convergencia es \q
(solo depende del grado de eficiencia de los factor reproducibles de escala y
de la tasa de depreciacion) o Ag (que solo depende de la ley de poblacion), en
ambos casos es menor que en el modelo original. Recordemos que en el modelo

original la velocidad de convergencia es: (0 +n)(a+ 8 — 1) = Ayrw.

Un afoque alternativo para analizar las propiedades dindmicas del modelo
(como se presenta en el documento Mankiw et al. (1992)), en particular, para
deducir la velocidad de convergencia en este nuevo marco, es introducir la

aproximacién log-lineal del sistema (16):

(= 1)3(k — k*) + B6(h — h*) — p'(Loo) Lo (L — L)
h=ad(k—k*)+ (8 —1)0(h —h*) — p'(Leg) Lo (L — L*) (4.23)

y=06a+B-1)F—7) — (a+ )P (Lo)Loo(L — L) (4.24)



Resuelviendo esta ecuacién diferencial (se requiere especificar una ley de
poblacién), se obtiene la ecuacién ha utilizar para estimar empiricamente la

tasa de convergencia en este nuevo marco.
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4.3. Extension del modelo en tiempo discreto

En esta seccién presentamos una extension del modelo en tiempo discreto,
donde tnicamente modificamos la ley de poblacién por una que verifica las

propiedades antes mencionadas.

Sin perder la simplicidad, suponemos que la ley de poblacién puede ser
representada por una ecuacién en diferencias auténoma, donde L, es la solucién

del problema de valor inicial representado por:

Lt+1 = P(Lt)

(4.25)
Ly>0

Suponemos ademés que la funcién P(.) verifica las siguientes propiedades:

1. P(L) > L>0,VL < L.
Esto implica que la tasa de crecimiento de la poblacion es no negativa:

_ Lt —L _ P(L) 1

n(Ly) = Leasle _ PUD >
P(Lt) P(Lt+1)

2. Ly > Lyt

Esto es, la poblacidn crece a tasa decreciente: n(L;) > n(Li11) > 0.2
3. lim 2 1=9¢

t——+00 t
La tasa de crecimiento de la poblacion tiende a ser nula cuando el tiempo

tiende a infinito.
4. Existe Lo, tal que Ly < Lo, paratodoty lim L, = L

t——+o00
Esto es, la poblacion esta acotada y converge a L.

Tabla 4.2: Ejemplos de leyes de poblacién en tiempo discreto

Ley de Poblacién | P(L;) Lo | P(Ls)

L
Beverton (1957) 1 j_ tht ed 11
Ricker (1954) aLie bl lofb(a) 1— log(la)
Hassell (1975) (1beLtt)c at=l 1] — c(az%ﬂ)
Verhulst (1838) | Lie'=%) | K 1—r

! Notar que, si P’ > 0 est4 propiedad se cumple.
2 Notar que esta condicién es equivalente a que P’(L) < P(L),VL.



Algunos ejemplos bien conocidos de leyes de poblaciéon que verifican estas
propiedades, para un rango en el valor de los parametros (ver Brauer and
Castillo-Chavez (2001)), se describen en el cuadro 2:

Ahora en tiempo discreto el producto agregado de la economia viene dado
por:
Y, = KCHPL P a,8,a+ B € (0,1)

El cambio en el stock de capital fisico es igual a la inversion bruta [k, = s;Y;

menos la depreciacion del capital 6 K;:
Kt-i—l - Kt = Sk}/;g - 5Kt <426)

El cambio en el stock de capital humano es igual a la inversion bruta

ITh; = s,Y; menos la depreciacion del capital 6 H;
Ht+1 — Ht = Sh}/{g — (5Ht (4.27)

La funcién de producciéon en terminos per capita se puede expresar como:
Yo KpHPLTTT (KN (T (428)
L~ L \n) \L) " |

Si definimos a K/L = ky a H/L = h como el capital fisico y el capital

humano por trabajador respectivamente. El producto por trabajador es:

ye = k' (4.29)
Notar que:

K — K, KeH L P K,
ke S e Sy 4.30
Lt Sk L? Ltﬁ Ltl—a—lﬁ Lt ( )

Ky Ly K 3

— L= s kohl — ok 4.31
Liag L L, oo 30
kro1(P(Ly)/Ly) — ky = spk@hl — 6k, (4.32)

La ecuacion de movimiento para el modelo que describe cémo el capital

fisico por trabajador varia con el tiempo es:
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skhl + (1 — 8k,
P(L;)/L,

Por un razonamiento similar, llegamos a la ecuacién de movimiento para

kiep1 = (4.33)

el modelo que describe como el capital humano por trabajador varia con el

tiempo:

spkehy 4+ (1 — 8)hy
P(Ly)/Ly

Y el sistema dinamico que describe el modelo modificado en tiempo discreto

[ (4.34)

puede ser representado por el siguiente sistema de ecuaciones en diferencias de

orden 3:

sik@h2 +(1—8)ky

kt+1 = P(Ly)/ Ly
spk&hZ+(1-6)h
Lips = P(Ly)

4.3.1. Equilibrio y estabilidad: analisis cualitativo

El estado estacionario

En esta seccion investigamos el comportamiento dindmico de la solucion
del modelo (ky, hy, Ly).

Lema 2 57 se excluye la solucion trivial que se obtiene de considerar k = 0,

h=0yL =0, se tiene que el modelo presenta un unico equilibrio positivo
(k*, h*, L*) que verifica:

B — [s}f k} T—a=B (4.36)

La demostracion es inmediata resolviendo el sistema (4.35) y buscando una

solucién constante.

Observacion 4 Los valores de k*, h* y y* coinciden con los del modelo origi-

nal de Mankiw-Romer-Weil cuando n = 0 y son mayores cuando n es positiva.
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Ademas los parametros de la ley de poblacion no forman parte de los determi-
nantes de k*, h* y y*. Los valores del estado estacionario del capital fisico y
el capital humano dependen solo de los parametros de la tecnologia o, B y 6 y
de las tasas de ahorro exogenas s, y sn. Esta es un diferencia importante con
el modelo original, donde un aumento en el la tasa intrinseca de crecimiento
de la poblacion conduce a niveles menores de estas variables en el largo plazo.
Ademds, dado que en el modelo modificado, el tamano de la poblacion esta
limitado por la capacidad de carga L* = L, las cantidad agregadas de capital
fisico y humano en el largo plazo son finitos y equivalentes a K* = L*k* y
H* = L*h* respectivamente (mientras que en el modelo original de Mankiw-

Romer-Weil eran infinitas).
Proposicién 2 El punto de equilibrio (k*, h*, L*) es un atractor global.

Para analizar la estabilidad de la solucion del estado estacionario, conside-

remos la aproximacién lineal de la funcién T : R? — R? dada por

sek®hP + (1= 8)k spk®h? + (1= 6)h
T(k:,h,L):(k P)L 2L BUL)/L ,P(L))

en las proximidades del punto de equilibrio (k*, h*, L*). La matriz jacobiana

de la aproximacion lineal estda dada por:

B0 « [ 1-P'(Lso)

da—1)+1 o k(!

— aspd % [ 1-P'(Lso)
0 0 P'(Ly)

Y el polinomio caracteristico de esta matriz esta dado por:

R(X)=(P'(Ls) = X)[(6(a = 1)+ 1= X)(5(B—1) + 1 — X)—aB86* (4.37)

R(X) = (P'(Ls) — X) [(1 —0)0(a+pB)+1—=0)— (d(a+5—-2)+2)X + XZ}
(4.38)
Este polinomio presenta tres autovalores positivos reales y menores que la

unidad:
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M=0a+0-1)+1<1, a=1-0<1y A3 =P(Ls) < 1. Esto implica

que el estado estacionario es un atractor global.

4.3.2. Transicion dinamica y velocidad de convergencia

El modelo de Mankiw-Romer-Weil es una buena aproximacion a los da-
tos reales, empiricamente ha demostrado ser mas robusto, mas adecuado a
los datos empiricos, que el modelo de Solow, pero describe mejor la realidad
econdémica si incorpora una dindmica de la poblacién mas realista. El modelo
modificado, ahora en tiempo discreto, tiene una dindmica mas rica, tiene un
crecimiento positivo en los niveles de equilibrio del capital fisico y humano.

En esta seccién proporcionamos una evaluacién cuantitativa de la veloci-
dad de convergencia de la dindmica de transicién. La velocidad depende de
los parametros de la tecnologia y de las tasas de ahorro y se puede calcular
a partir de la matriz Jr (k*,h*, Ly ). La dindmica de transiciéon en torno al
estado estacionario (k*,h*, L) se puede cuantificar mediante la linealizacién
del systema (4.35):

kt+1 k* 5(0& — 1) +1 Billjé k* —I_IZ;L‘X’) k— k*
heo | = b0 |+ amd - §(B—1)+1 A (=) h—h*
Lipy Lo 0 0 P'(Ls) L — L

Donde los tres autovalores de la matriz Jp(k*, h*, L) son reales, positivos y
dados por: Ay =d(a+8—-1)+1<1, a=1-0<1yA3=P (L) <1.
Los autovalores A\; y Ay coinciden con los hallados en el modelo estdandar
cuando la tasa de crecimiento de la poblacién es nula. El autovalor A3 = P'(L)
corresponde a la velocidad de convergencia de la poblacion al capacidad de
carga L.,. Cada valor propio corresponde a una fuente de convergencia y cada

camino de transicion estable a la constante estado del sistema toma la forma:

kt = k* + 01’011)\3 + CQU21>\§ + Cgvgl (P/(LOO))t
h(t) = h* + C1v1a\] 4 Covpa Ny + Cavsy(P'(Log))! (4.39)
L(t) = Loo + (Lo — Loo) (P'(Lso))’

donde C1, Cs, C3, v11, U1, V31, V12, V2o ¥ V32 depende de las condiciones iniciales
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(ko, ho v Lo) y de los elementos de la matrix Jr (k*, h*, L,). Entonces la ve-
locidad de la convergencia del capital fisico y humano depende de los valores
propios A\; = d(a+ f — 1)+ 1y P'(Ly). Tener en cuenta que, al ser la po-
blacién exdgena, la velocidad de convergencia de la poblacion solo depende de
P'(Ly). De hecho, la transicién depende del autovalor con mayor valor abso-
luto. Si |P'(Leo)| < |A1], entonces el velocidad de convergencia de L; es més
rapida que la de k; v h;. En ese caso la velocidad de convergencia viene dada

por A;. Si |P'(Ls)| > |A1] entonces todas las variables convergen a la velocidad
P'(Ly).

Observacion 5 Independientemente de si la velocidad de convergencia es A
(solo depende del grado de eficiencia de lo factores reproducibles de escala (o
y B) y de la tasa de depreciacion §) o A3 (que solo depende de los pdrametros

de la ley de poblacion), en ambos casos es menor que en el modelo original.

Observacion 6 Yo sea que la velocidad de convergencia sea A1 o A3, estd
dependerd de los pardmetros de la tecnologia o de los parametros de la ley de

poblacion pero no de ambos.
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4.4. Comparando resultados

En la teoria del crecimiento econémico se suele suponer que el crecimiento
de la poblacion sigue una ley exponencial. Esto, claramente no es realista
porque implica que la poblacion tiende a infinito cuando el tiempo tiende
a infinito. En este estudio una versién mejorada del modelo de crecimiento
Mankiw-Romer-Weil (en tiempo continuo y en tiempo discreto) se desarrolla
mediante la introduccion de una ley general de poblacion.

El modelo se presenta como un sistema dinamico de dimension tres, que
es compatible con un equilibrio tnico distinto del trivial, que es, como en el
modelo original, de un atractor global. En los valores de equilibrio del modelo
modificado, tanto en su versién continua como discreta, el producto, el capital
fisico y el capital humano per capita dependeran del grado de eficiencia de
escala de los factores reproducibles («, ), de la tasa de depreciacién () y de
las tasas de ahorro (sg, sp,), pero no dependen de los pardmetros de la poblacién.
Ademas sus valores son mayores que los modelo original, sea cual sea la tasa
constante n > 0 de crecimiento de la poblacion y coinciden solamente si la tasa
de crecimiento es nula.

En el equilibrio del modelo clasico de Mankiw-Romer-Weil, el capital fisico
y humano agregados tienden a infinito de forma poco realista cuando ¢ tiende a
infinito, porque la poblacién crece hasta el infinito. Esta situacién se mejora en
el modelo modificado,tanto en su versiéon continua como en la discreta, donde
los valores agregados de equilibrio del capital fisico y humano tienden a valores
finitos K* = Lo k™ y H* = Loh*.

El documento muestra que el modelo tiene una velocidad finita de conver-
gencia, que sélo depende de los parametros de la tecnologia y de la tasa de
depreciacion o de la ley de la poblacién, pero no de ambos. Y en cualquier
caso, es menor que en el modelo original.

Finalmente, el comportamiento dindmico en ambas formulaciones es cuali-
tativamente similar. Este hecho puede parecer obvio, sin embargo no se podia
prever con absoluta certeza sin realizar el analisis ya que no hay, desde el punto

de vista matemdtico un resultado que permita afirmarlo.



Capitulo 5
Consideraciones finales

La forma de modelizar el tiempo en economia es un aspecto de una discu-
sion mucho mas amplia y profunda. Tiene que ver con la concepciéon misma
del tiempo, como entra la variable tiempo en la teoria econémica. Esta intima-
mente vinculado a los fenémenos que se quieren describir y explicar, y como
estos se relacionan entre si. También tiene que ver con la discusién acerca de
la matematica que se usa en economia, una matematica heredada de la fisica,
donde no hay ambiguedad, el tiempo es una variable continua y el fenémeno
que se describe y explica es continuo (el movimiento de una particula o un pla-
neta, por ejemplo). Una discusién atin no sanjada que tiene algunas voces muy
criticas respecto a las matemadticas usada en economia. De Velupillai (2005),

por ejemplo, que argumentaba por una matematica constructiva.

En nuestro trabajo nos enfocamos en las implicaciones que tiene sobre
los modelos de crecimiento la forma de modelizar el tiempo. En particular
mostramos como en el modelo de Mankiw, Romer y Weil, el comportamiento
dindmico es similar en ambas formulaciones. Al mismo tiempo este analisis
se hizo incorporando una ley general de poblacién mas ajustada a los hechos
estilizados y por lo tanto, mejoramos el modelo original. El modelo se presen-
ta como un sistema dindmico de dimension tres, compatible con un equilibrio
unico distinto del trivial que es un atractor global. En los valores de equilibrio,
el capital fisico y el capital humano per capita dependeran del grado de efi-
ciencia de escala de los factores reproducibles («, ), de la tasa de depreciacién
(0) y de las tasas de ahorro (s, sp), pero no dependen de los pardmetros de
la poblacion. Y sus valores son mayores que los modelo original, sea cual sea

la tasa constante n > 0 de crecimiento de la poblacién y coinciden (con los
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del modelo original) unicamente si la tasa de crecimiento es nula. A diferencia
de la formulacion original, los valores agregados de equilibrio del capital fisico
y humano tienden a valores finitos K* = L k* y H* = L.h*. Respecto a la
velocidad de convergencia, depende de los pardmetros de la tecnologia y de
la tasa de depreciacion o de la ley de la poblacion, pero no de ambos. Y en
cualquier caso, es menor que en el modelo original.

Teniendo en cuenta que el modelo de Solow es un caso particular (5 = 0) del
modelo de Mankiw, Romer y Weil, nuestro analisis engloba todos los trabajos
encontrados en la literatura, que reformulan estos modelos incorporando leyes
de poblacion particulares. Incluyendo a las formulaciones originales si se supone
una tasa nula de crecimiento de la poblacion.

Teniendo en cuenta que al introducir de una ley alternativa de crecimien-
to de la poblaciéon encontramos cambios en la velocidad de convergencia al
equilibrio, nuestro analisis puede ser visto como una contribucién a la linea
de investigacion empirica. Una futura investigaciéon es el estudio empirico bajo
una especificacién que sigue el modelo modificado, siguiendo la que se deduce
de la ecuacion (4.24).

Otra posible investigacion a futuro es la reformulacion del modelo endogeni-
zando el crecimiento de la poblacién, donde la tasa de fecundidad, la capacidad
de carga o ambas, no sean exogenas y dependan de algunas de las variables
del modelo.

Finalmente seria relevante actualizar el trabajo de Sordi (1996) y realizar
una revision exahustiva sobre las incorporaciones mas recientes de la teoria del
caos a la economia. Determinar si se limitaron a incluir la ecuacion logistica o
existieron otras aportaciones. Vinculado a lo anterior seria interesante estudiar
una reformulacién del modelo de Mankiw, Romer y Weil que incorpore el efecto

polucion, siguiendo los pasos de Day.
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