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LECCIONES DE ALGEBRA SUPERIOR Y ANALISIS

PRIMERA LECCION

Ndmeros irracionales y sucesiones

Mimero natural es el nlimero entero y positivo. La adicién y
multiplicacién de nimeros naturales dan siempre niimeros naturales,

La necesidad de hacer siempre posibles las operaciones de sus-
traccion y division ha conducido a ampliar el campo de los ni-
meros con la introduccidn de los ntimeros mnegativos y fraccio-
narios. ¢

Los ntmeros enteros y fraccionarios, positivos y negativos, se
designan con la denominacién comun de ndmeros racionales.

En el campo de los ntimeros racionales la extraccién de raices
no es siempre posible, asi por ejemplo /2" no existe en el campo
racional,

Es necesario pues introducir otra clase de numeros que se lla-
man irracionales.

El conjunto de los nimeros racionales e irracionales constituye
el campo de los numeros reales, tinicos nimeros de que nos ocu-
paremos en estas primeras lecciones.
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Se llama sucesidn un conjunto infinito de numeros, que se con-
ciben colocados los unos después de los otros con sus indices de
colocacion. Para que la sucesion esté definida es necesario que a
un indice dado corresponda un elemento bien determinado de la
sucesion.

Una de las sucesiones més interesantes es la de los niimeros raciona-
les positivos. Se la puede formar del modo siguiente: se considera
un primer grupo constituido por las fracciones tales que el numera-
dor y el denominador de cada una, sumados, den la unidad; la unica

0 1

fraccion en estas condiciones es T’ pues “~ 10 tiene sentido.

El segundo grupo estaria formado por las fracciones cuyo nu-
merador y deaominador sumados den 2. Hste grupo contendra

- i i
también una sola fraccion nueva . . . . . . 7 el tercer grupo,

en que la suma de los términos de las fracciones debera ser igual

i 2 1L

a 3, contiene oY el cuarto grupo constaria de B

i 3 L3
y T’etc.

De cada grupo eliminamos las fracciones que ya forman parte
de alguno de. los grupos precedentes. Los nimeros racionales asi
obtenidos se pueden ordenar después, dentro de cada grupo, se-
gin ol orden creciente. Es evidente que en esa forma se obtiene
la sucesién de todos los ndmeros racionales positivos.

Podria procederse de otros modos, por ejemplo: escribiendo
primero todas las fracciones propias cuyo denominador es igunal
a 2, ete. y ordenando por orden creciente las fracciones en cada
grupo. Si después de cada una de las fracciones asi obtenidas es-
cribimos la fraceién inversa, obtendremos también la sucesion de
todos los nimeros racionales positivos. i

Se dice que una sucesién (@ n) es fundamental cuando, dado e
positivo y arbitrariamente pequefio, se puede determinar un entero
positivo N, tal que para n = N y p entero positivo cualquiera :

Iﬂn-}-p"“anj‘-’-.__e.
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Supondremos que los elemesntos a,, a,,.. son nimeros raciona-
les. Si existe un ntmero racional A tal que:

(1) |A —aqn| <<ce (rie NG
se dice que A es el limite de la sucesién, y se escribe :

I g oA
n = og

De la (1) deducimos
A —a,<cg an— A < g
es decir:
A—t< gqp< A+ ¢

Estas dos desigualdades pueden interpretarse graficamente como
se indica a continuacion

(0] H A I
|
e

i e

es decir en forma que demuestra que los extremos de los segmen-
tos representativos de todos los infinitos elementos que siguen al
an se hallarin en el entorno de A,

de (A —¢e) a (A -+ ¢)
Una sucesién fundamental puede no tener limite racional; es

lo que pasa, por ejempio, con la sucesién de los valores, aproxi-
mados por defecto y expresados en fraccién decimai, de y2:

e b s L L SRS BRI (e

,
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Poro siendo la sucesiéon fundamental, de :

|@n4p — @n| <€

se deduce siempre:

all'_eéan+p<an +E-

Interpretaremos este resultado diciendo que todos los infinitos
elementos que siguen a a, estaran comprendidos en el entorno
(Gn — & @n + &) deany ( interpretacién grafica anidloga a la
anterior ).

Podemos pues considerar las sucesiones como simbolos represen-
tativos de los numeros irracionales. Hsto se justifica desde dos
puntos de vista: fedrico y prdctico.

Tedrico—porque no estd en contradicion con los principios de
la aritmética de los ndmeros racionales, sino que al contrario la
completa permitiendo, simbolizar metédicamente los nimeros que
no figuran en el campo racional.

Prdctico—porque nos suministra el medio de hacer correspon-
der simbolos naméricos a ciertas magnitudes geométricas irrepre-
sentables por nameros racionales ( por ejemplo, la diagonal del
cuadrado cuyo lado es igual a la unidad ).

Teorema: Dada una sucesion fundamental, se puede indicar
un nimero positivo mayor que el valor absoluto de un elemento
cualquiera de la sucesion.

Siendo fundamental la sucesién, si tomamos para e el valor I,
podremos afirmar que para n = N y para p entero y positivo
cualquiera,

CZ1.1+1, == } < 1?

de donde

dintn s salin e ly anie Qnip<< 1,



es decir:

Al g, S eley e g e e — + 1

Como necesariameunte el primer miembro de una de estas dos
ultimas desigualdades debe ser positivo, tendremos:

|an+pl<lan|+1:01‘aN%p‘<|aN|+1'

Tomando un ndmero G mayor que todos los del grupo
Iaol,ia1|,§a2|,..-.,!aNI,IaN1+l,elm’lme-
ro G serd mayor que los valores absolutos de todos los elementos
de la sucesién dada, desde | @, | hasta | @y |, y, en virtud de la
desigualdad

| axpp | = [ @x | + 4

serd también mayor que los valores absolutos de todos los infi-
ritos elementos que siguen a @y, 1.

Teorema : Si una sucesion fundamental tiene infinitos elemen-
los positivos e infinitos ‘negativos, tendrd un limite igual a cero.

Para n = N se tendrd | @nyp — aan| << €.

Elijamos p de modo que a@n+p sea de signo contrario al de
d n (cosa posible desde que, por hipdtesis, tanto los elementos po-
sitivos como los negativos estan en numero infinito)

Se tendra :

| @nyp |+ | @n| £ e,
y con mayor razon:

: Ialli‘"/—sa



lo que se puede escribir
i 0 o au | L €.

Segtin la definicién de limite, se tiene, pues que O es el limite
de la sucesion dada,



SEGUNDA LECCION

Operaciones con las sucesiones fundamentales

Empecemos por definir los conceptos de igualdad y designaldad.
Si tenemos dos nimeros cualesquiera  y ', respectivamente re-
presentados por las sucesiones:

LY a[)y Ql, 622, Ll 5 el CR R aa e ey Tien TEl e

b)

7 b 3
0 S i s S L T S R

pueden presentarse tres.casos :

Primer caso: Se dice que w es mayor que o’ si, a partir de un
cierto valor N, se tiene para todo n = N:

3g — aly o =,

Segundo caso: Se dice que w’ es mayor que w si, a partir de
un cierto N, es decir para n = N, se tiene constantemente:

R S N e R

Tercer caso : Se dice que w es igual a @’ si no ocurre ninguno
de los dos casos anteriores.
Demostremos que estas definiciones son exactas si @ y o’ son

o
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ntmeros racionales, y que por consiguiente ellas no contradicen

sino que generalizan la aritmética de estos niumeros.
ler Caso:

® T PR T
o’ R s p O e
@n— @’'n > 8 > 0

Siendo w un ndmero racional, limite de la primera sucesion,
tendremos :

Gp —FE < 0 = @y | E
Analogamente:
a,n —5<m=<aju +€

De estas desigualdades se deducen las dos sigulentes :

R = =l =g e

que sumadas miembro a miembro dan :
£ e O Ty i Y 2 Es

Haciendo & < 'i;’ resulta @ — o’ > %’

v :.‘\
lo que significa que W e

Segundo caso: Se demuestra couno el anterior.
Tercer caso: El ecriterio correspondiente a este caso puede trans-

formarse diciendo que, por definicion,

W= 0



AN, | PR
si, a partir de cierto n, se tiene siempre :
|an —a'a ]| <5g,
por pequefio que sea el ntmero positive & En efecto:
dai— 6'n =0n = @urp t0nty — @ atp + @'otp—aa
Tomemos n = N, siendo este ultimo tal que para n = N el pri-

mero y el ultimo binomio del segundo miembro de la identidad an-

€
terior sean menores que —, ¥ elijamos p de manera que

Autp — @’n4p < g..;
entonces @y — @’n < &
Analogamente probariamos que @', — @y < €;
luego | an —a’n| <o La reciproca es evidente; los dos

criterios se equivalen por lo tanto.
Si w y o’ son racionales y se tiene para n = N,

£
!an—‘ajnl< 3,

resultard de esta desigualdad y de las dos desigualdades dobles
que siguen:

€ &
B — = W g s y
€ i

a’a "'_g gy +§
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Como el valor de [ @ — o’ | es una cantidad constante de-
terminada, mientras que e es tan pequefia como se quiera, la de-
sigualdad precedente solo es posible si o = ’.

Las reciprocas de estas proposiciones son verdaderas debido ul
principio de Hauber. Es decir que si  y @’ son ndmeros racic-
nales representados por las sucesiones (@, ) y (@’ n), la designal-
dad ® > w’ tendrd por consecuencia que puede determinarse
un numero N tal que para n = N,

an — @'y > g > 0, ete.

De las definiciones dadas, resulta que pueden extenderse a los
ntimeros irracionales los principios fundamentales de las relaciones
de igualdad y desigualdad validas para los numeros racionales, a
saber :

Si = v b — N tenem 0 Mimi =t ;
» R L e A > 0=
b ] w << W’ » (D’ < (L)”, > W < (1)”.

. Bdicién de numeros irracionales

La suma de los nimeros irracionales @ y o’ definidos respecti-
vamente por las sucesiones (@) y (@ a) serd, por definicion, el
ntimero definido por la sucesién (@, -+ a u)

Empecemos por demostrar que la sucesién (@, - @' ) es fun-
damental. Ello resulta inmediatamente de la identidad :

( au-l-p"l‘“a,n—kp J—(an + a@ n)E(a’n+p—an =(a'n 1y — )
gue puede transformarse en la desigualdad

Han+p+a1n+p)_(an+g,‘n)izlan-Fp_'an [H-|@’n4p — @'n | <o
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Demostremos después que la definicion puede aplicarse a los
ndimeros racionales, es decir que si ® y o’ son numeros tales,
la regla dada conduce al mismo resultado obtenido en la aritmé-
tica de los nimeros racionales. En efecto, si © y ©' son racio-
nales, tenemos :

{2 £
011*-‘2“<m<au+73 ; v

€

> :
2 i 7 e

Ll =— 2 SRt e 9

Por lo tanto, sumando miembro a miembro, tenemos:

Qo - @’a — &< w0l cig, -0 7k,

es decir que

[ (0 4 @’) — (an +a'a) | <&

Luego pues, @ -~ o’ es el limite de la sucesion cuyo térmi-
no general es @, + 4@’ yn.

Es necesario también demostrar que la operacién es uniforme,
o dicho en otros términos, que si ® y ’ estdn definidos por otras
sucesiones, (&) y { &' n ) respectivamente, el resultado no cambia.
Y en efecto, si @ estd representado por las sucesiones (@) y (01),

E
eso quiere decir que,a partir de clerto 7, |@n — b | << o

e
y analogamente |a@ n— &' 5| << 5

De las desigualdades procedentes es ficil sacar la siguiente:
|(bu+8n) —(@an+ta’n)|<e de donde fluye la igual-
dad de las dos cantidades representadas por:

(@4 an) y (bn+ 8n)
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Sustraccién de ndmeros irracionales

Definersmos la resta o — ', diciendo que es el nimero repre-
sentado por la sucesién cuyo término generai es @, — @y, siendo
an el término generzl de la sucesién que representa a w ¥ @' n
el término general de la sucesién que representa a (.

Se demuestra, come para la adicion, que la sucesién (@, — @ n)
es fundamental, que la operacién es uniforme y que la regla
dada se puede aplicar sin contradiceién a los ntmeros racionales.

Multiplicacién de niémeros irracionales

Dadas las sucesiones :

o o R S G SN s S

3 7 7 ? 7
® [l el Rl e S et Bl B

se defice como producto de o por o el nimero representado por
la sucesién cuyo término general es

G nak i

La sucesién asi definida es fundamental, o dicho de otro modo,
para n = N:

| @ntp @utp ~ ana’n | <=

Esto resuita de la identidad
@ntp@ntp — @n A u=0n4p (@ntp—a )+

@pn (@uyp — an)s



el

que da, tomando valores absolutos:

|@ntp @nsp—@n @ nl=|@nypl| . |@'nyp—@n|+
|2’ | Pidasp " Gn

Pero, por ser fundamentales las sucesiones (2, ) y (a n), resulta
posible encontrar un nimero positivo G mayor que el valor abso-
luto de cualquier elemento de las sucesiones (@ )y (& o).

Teniendo ademas en cuenta que

|@ntp—@n| <<t y lanyp— a@an| s paran = N,

llegamos a la siguiente desigualdad :
| @ntp @utp—@an d'n | <2 G5

y como G es finito y € tan pequefio como se quiera, resulta que
la sucesion (@, . a ) es fundamental.

Si @ y o’ son ambos racionales, del concepto de limite se de-
duce (representando d, y 4 n cantidades tan pequefias como
s» quiera en valor absoluto para 7 suficientemente grande):

’

m:an'_l"dn;(f)’:a,n-‘{_d,n-
De donde:

0 o =4aa a’n“%‘a’n dn+an d,n+dn d n;

y como @ n y @ o son menores, en valor absoluto, que cierto nu-
mero G, se deduce que la diferencia @ . @ — @n . @ n puede
hacerse tan pequefla, en valor absoluto, como se quiera.

Luego:

|(Dr(x),—an Q’n|<s,

de donde resulta que © . o’ es el limite de la sucesion
{@n 4 gl
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La multiplicacién, tal como acabamos de definirla, es una ope-
racién uniforme. Sean en efecto, las sucesiones siguientes:

(1) Qoy Ayy Qgy v v 0 oy Ayy e o o o
(2) Blos Ol e e

de igual limite ¢, y sean las sucesiones

(3) 0‘10: (2’1, 0,2’ s R AR (l’n, il
& e el e o R R B

de limite .
Podremos eseribir :

|an_bu|<E i ta,xl—b’n|<5-

Para demostrar que la multiplicacion es una operacion uniforme,
hay que probar que:

lan @n—bn &<t
Y en efecto la identidad
By sl Dy =an(@n —Va) F Vnl(a@n — ba)
que, tomando valores absolutos, da :
|@n @u—by O'n|=[au}.|@u—0n|+|bn]- 0’0 —bal,
demuestra que, siendo G un ntmero positivo tal que
G>lanl ¥y G>[¥al,

y tomando n suficientemente grande para que

Ian_"bn|<£yla’n—b,ﬂl<s:



00 i
|an - a’n‘_bn J b’nl<2G8;
de donde :

On. Bn = a@n . any

Divisién de ndmeros irracionales

El cociente de dividir @ por ' (supondremons ' == 0, lo que
significa que, a partir de vierto elemento @', de la sucesién que

! : [0
define a o', se tiene: | @' ntp | = & = 0) se expresa por =

y se define como el valor representado por la sucesién funda-

) an
mental cuyo término general es =B

7
n *

Supondremos que, de acuerdo con la hipdtesis relativa a o, a
partir de cierto término de la segunda sucesion todos los demés
son superiores en valor absoluto a g.

Demostremos que la sucesion es fundamental :

Como las sucesiones que definen a @ y o’ son fundamentales,
podremos escribir : ;

=G e =6 y ademis
facenl = glaslr g ldntn~anlsldnrp—a al <t

Queremos demostrar que :

n+p an :
e e N
| @n+p a n
Y en efecto, la identidad
Qn+p  @n antp - an—an . a’n-{-p

?

a,n-i-p a’ n a’n+p- « Q' q



L

n+p (u,n LT a,n-v{--p) + a’n-}—p (an+p T an)
’ ’
Qn - n+tp

Il

nos da, tomando valores absolutos :

@ntp _ %n élan+p|-|a’n—‘a,n+p|+la,n+p|'lan‘“"a==+D
e A R [@n|. |@atpl
de donde:

Ant a 2 G e

Gury . Bal o SR o

@ntp Gn g

2 ¢!

con solo tomar (5o AT

2 &

Para demostrar que esta definicion es también apiicable a los
ntimeros racionales, basta demostrar que, para w ¥ «' racionales,
se tiene que el valor limite de la sucesién de término general

a w
% es

a w

Hagamos ' @ = @n + dn ¥ o = da @ %, desigaando
por dn ¥y d’ , dos numeros tan pequefios en valor absoluto como
se quiera. Entonces se tiene:

3

Al 0 eI an'+dll o adn
o’ @atda o @ g.gsldin ed h

a,n-dn“"au-d’n,
(i ) e

cantidad cuyo valor absoluto es tan pequefio como se quiera para
n suficientemente grande.

La divisién es una operacién uniforme. Si, en efecto, suponemos
el nimero o definido por la sucesidn

.J
3
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Rl iy vt s @ Ll 0 oY O i e S s KR
y o por

y e § * bl 3

au1a11 gl e .,an T Y .,OpOI‘ bﬂ,b]7 T RET o’bn & s L]
se tiene

bdni— 0y |lss e 'y fan —8al 5

como expresién de la ignaldad de las dos primeras sucesiones y
de las dos ultimas.
b

. w :
Para demostrar que el cociente — es el mismo, ya sea como
®

b,n ) nos valdremos de la identidad :

PE @ n
limite de Ty 0 de

n n
ooy gn W Bade
@ n b n ay . ba

Gn (On —~@'n) F @' nl@n — By},

Qinr e
Tomando valores absolutos :
an_ bn (|311]-!b,n_a’n{+|ﬂ’n -lan—'bng
aih b n g |ﬂ’n|- |b:ut

Y, como es posible determinar dos nimeros g y G tales que:

lan | <G @ | <G| a@u]|>g|0n]>8,

resulta, teniendo en cuenta las dos desigualdades

2G ¢

an it b
gt

a,n b,n

<

|an""bnl<sala?n_' b,nl<€;

cantidad esta tltima que puede ser tan pequefia como se quiera.

o
i3
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Propiedades generales de las cuatro operaciones

Se dice que una operacion — es contraria a la operacion —
cuando, dadas dos cantidades o y p, se tiene:

(a~B)— b= a

Por ejemplo: se dice que la adicién es contraria a la sustra-
cién si

(0 + o) — o = o

Para demostrar que esto es cierto para los ndmeros 1irra-
cionales, recordaremos que la sucesién de término general
(@n + @n)y— @ n segtin las definiciones dadas, tiene por li-
ity (o ) — o' pero (el ot @ e i Al g0
que, siendo @n Y @ n racionales ( los términos de las sucesiones
que estamos considerando lo son siempre ), podemos efectuar las
operaciones segun las reglas de la aritmética de los numeros ra-
cionales. Y como el valor limite de la sucesi6n de término gene-
ral @, es o, resulta cierta la igualdad (o + o' ) — =0,
también para o ¥ o’ irracionales.

La multiplicacién es contraria a la divisién, es decir que
® -0

- =
[1})

7
: ] o ® -0
En efecto, segin las definicioues, el valor de ———— es el
o
@n - @n

an

valor limite de la sucesién de término general ? valor

limite que es .

Principio conmutativo

Este principio, que es v4lido en la adicién y er la multiplica-
cién, se enuncia diciendo que:

-
3
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El orden de los factores o sumandos no alfera el producto o
la suma. i
Se demuestra analogamente, sin ninguna dificultad.

Principio asociativo
Este principio que se expresa en general por la igualdad
((].z—\[_)))r\a:(lr—\([af—\a}.

es valido para la suma y la multiplicacidon.
Y se demuestra también, para los nimeros irracionales recurriendo
a las sucesiones que los definen,

Principio distributivo
Se expresa en general por la férmula

(a~B)—y=(a—7y)~{(f —17)

y es valido para la multiplicacion o divisién con respecto a la
adicién o sustraccion, es decir :

(S ssrh ) Roit == R ¥

L I e i L s

IR »r
w w

( La demostracion se basa siempre en el mismo procedimiento ).
Hemos defivido para los ntimeros irracionaies las relaciones:

O T ) )

%
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Si snponemos ' = 0, se dice que  es negativo o positivo
respectivamente.

De todo lo estudiado anteriormente se deduce que son aplica-
bles a los nimeros irracionales todas las reglas de las operaciones
estudiadas en el campo de los numeros racionales, asi como las
reglas referentes a las transformaciones de las ecuaciones e ine-
cuaciones.
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LECCION III

Sucesiones generales

Llamaremos sucesién general a una sucesion de numeros cua-
lesquiera racionales o irracionales :

(1]0;0.)1,.--- Wy O s e el e

en que suponemos conocido el valor de cualquiera de sus elemen-
tos con sé6lo conocer su correspondiente subindice. '
HEstas sucesiones generales pueden ser de tres clases:
l.o—Sucesiones convergentes o fundamentalies.
Son aquellas en que, dado & positivo tan pequefio como se quiera,
puede siempre calcularse un entero N, de modo que para todo
7 = N so tenga: ;

| on+p — 0a | <&

Lema : 8/ se designa con o ¢l nimero irracional representado
por una sucesion de elementos racionales @y ayy, -« «, @uy « +
se tendrd para n = N que | o — an | < & siendo € un nu-
mero positivo tan pequefio como Se quiera.

En efecto, si empezamos por demostrar que © — @a < €Y
an, — o < ¢ de esta doble desigualdad resultard inmediatamente
la férmula del enunciado. Y en efecto, tomando n suficientemente
grande para que:

|‘2n‘_'an+pl<';—’
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y suponiendo definido el mimero ¢ por la sucesién ¢, & . . . €. . o
tendremos como consecuencia de la tdltima designaldad :

g €
e —{dntp — dn)>?y e —(an —duatpli= f:)_f’

es decir (considerando 7 fijo y observando que entonces la
sucesion de término general @n1p — @ Tepresenta a w — i)

E > @n —@An ¥ € > aAn = 0}

designaldades equivalentes a las indicadas.
Teorema: Dada una sucesion convergente o fundamentul

iR e SRR Bl i T
existe un nimero deferminado o tal que, para fcdo n = N, sea
|l w — on | <=
En efecto : formemos una sucesién de elementos racionales
(g Wy By o om ooy With oo o

que llamaremos sucesién auxiliar, tomando de las sucesiones que
definen a

() 'y D ) o S B S RRED S e S e e )
los elementos correspondientes de modo que, dado n tan pequeno

como se quiera, pueda siempre hallarse un numero 7, tal que
para n = n, se tenga:

|(Dn_‘1ni<"'i

es decir que se tomaria por ejemplo el elemento o, de modo que
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satisfaga la desigualdad | on — an | << =y ésta permanezoa
exacta para todos los elementos siguientes de la sucesién que
define a @y .

Lia sucesion:

O'ag, Oﬂl, DR L Cp, §L e

es fundamental, pues, dado &, tan pequeiio como se quiera, se
tiene

|dnrp—0apn|=|0ntp — 0oty |4 |0ntp— on |

+ |l on —oan | <sg,

si hemos tomado 7 suficientemente grande para que cada uno de

los tres términos del segundo miembro sea inferior a 3

Sea ahora o el limite de la sucesién auxiliar; para n suficiente-
meute grande se tendrd, en virtud del lema:

|w_a]1]<3

Pero de la identidad
W — On =0 — OUn 0y — ®n;
resulta :

|cu—mn|§]m—0tn[—}—Jfln—wni<€,

ya que hemos tomado
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y que podemos tomar | @, -- wn | tan pequefio como se quiera
&
y por consiguiente inferior a —°*

Este resultado se escribe ordinariamente asi:

U)=lim(x)n1
A e

v se dice que:
(D & o e o e e i A e

es una sucesién general convergente de limite (.
Reciprocamente, si para n = N

| ) == 0)in | < &,
la sucesion
W g 0017._- B i
es fundamental, porque
!mn+p;"wn|é]®n+p—ml+|m_ wn | << 2e.

Es conveniente hacer notar que una sucesién fundamental de
elementos irracionales puede muy bien tener un limite racional.
Ejemplo :

(63}

et il ale ST I ER S O
1 2 : n

2.0 — Sucesiones divergentes.

Si designamos por E un ntmero positivo arbitrariamente grande,
y si es siempre posible determinar luego un entero positivo N tal
que para todo 7 = N sea

Iwn|>E;
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se dice que la sucesion general

ey e SV A R

es divergente.

Si los elementos de la sucesidn, a partir de uno de ellos, con-
servan siempre el mismo signo, se dice que ln sucesion es pro-
piamente divergente, y se escribe:

lim oo =+ 90 o0limopn = —

segun que mn, a partir de cierto elemento. se conserve constan-
temente positivo o constantemente negativo.

Si la sucesidn es divergente y tiene infinitos elementos positivos
e infinitos negativos, se dice que es impropiamente divergente.

3.° — Sucesiones oscilantes.

Si la sucesién no es ni convergente ni divergente, se llama o0s-
cilante, pudiendo serlo entre limites finitos o entre limites infini-
tos, segun se tenga para cualquier 7.

lon | = G

o no pueda encontrarse un numero finito G que satisfaga para
todo 7 a la anterior igualdad—desigualdad.

Procedimiento euclidiano

Como aplicacién de la teoria de las sucesiones, definiremos el
procedimiento de demostracién euclidiano, asillamado porque apa-
rece ya en los Elementos de Goometria de Huclides.

Si empleamos para mayor claridad de la exposicién la repre-
sentacién geémetrica, el procedimiento euclidiano puede definirse
como sigue :

Representemos dos ntumeros ¢ y & (a <C b) por segmentos
sobre un eje a partir de un origen; el segmento J, cuyo origen
es el extremo del segmento @ y cuyo extremo es el de & se llama
también intervalo, y se designa con la anotacién [a, &)

%
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Dividamos ahora por la mitad el intervalo J, y designemos
con J, uno de los dos intervalos asi obtenidos. La biseccion de
J, nos dara otros dos intervalos, de los cuales elegiremos uno
que designaremos por J,; etc. J 5 es pues, en general, un inter-
valo elegido de cierto modo entre los dos que resultan de bisecar
el intervalo J n —;.

En cada uno de los intervalos Jo, J4, Joy o v o oy Jny o o0 .
determinemos un punto, que puede ser uno de sus extremos, y
representemos por & n la abscisa del puntosituado en J . Podes
mos entonces enunciar la siguiente proposicion:

La sucesion :

iy Mgy B ayreee v b ilinidss

es stempre fundamental, y su limile es el mismo cualesquiera que
sean los punfos que elijumos en los intervalos sucesivos. Este va-
lor limite, sélo dependiente de la eleccién de los intervalos
Fal el Ll sebllamasinity de dicha suce-
sion de intervalos.

En efecto: como el intervalo J 4, estd comprendido dentro de
cada uno de los intervalos precedentes (del J, en particular),
y a lo sumo podra tener uno de sus dos extremos comun con
el correspondiente de alguno o algunos de ellos, se tiene eviden-
temente para cualquiera de las sucesiones

aUJ alz‘ a?’ an? S AR

que se elija:

; ld a
basan = @nl— o=
v por lo tanto se puede afirmar que todas las sucesiones analo-
gas a la
T s R RO i o

son fundamentales,

b
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Sea después

?

a o a’lr a’zn eRREE e ayn:

otra de estas sucesiones; se tendrd también :

an_a,nlé 2

Luego las sucesiones (@n,) ¥ (@ n) tienen el mismo limite.

Sl ap ¥y Bn son los extremos del intervalo J,, apareceran
frecuentemente en la aplicacién del procedimiento euclidiano las
sucesiones :

BS T A L EE SE RS B

607611 Bz) B f?’n’ N

de las cuales la primera es modnofona crecienfe y la segunda mo-
notona decrecienfe, es decir que todo elemento de la primera es
superior o igual al que le precede, y todo elemento de la segunda
es superior o jgual al que le sigue.

Como ejemnplo de aplicacién del procedimiento euclidiano, de-
mostremos la:siguiente proposicidn :

Si m es un enfero positivo y a un numero positivo cualquiera,
la ecuacion

ity

tiene siempre una raiz positiva.
Elijamos a, y f, de modo que:

Chna el R E’om

y determinemos, partiendo de J, == [ay Py, la sucesién eu-
clidiana de intervalos

Jo, J-]_, LR SRR Jn, LR . g

%
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de manera que para todo p

(1) ap® = @ = pp™

en que atp y Pp son los valores correspondientes a los extremos
del intervalo J .

Si, para cierto intervalo, una de las relaciones (1) se transforma
en igualdad, ella nos dara inmediatamente el valor de .z.

Eu caso contrario las dcs sucesiones

Qg Oy Ogy o o o oy Op,y o o 0 oy

[50;[31; [32-- . -,ﬁu,... oy

tendrén el mismo limite . Este valor limite serd la raiz posi-
tiva emésima de a:

m
CO:L(E-

En efecto, por la regla de la multiplicacién, de la que es un caso
particular la elevacién a potencias enteras, o™ es el limite co-
mun de las sucesiones

v

m m 719
oL a ol
0, Ty ae ity TS A T e
m m m
¥ e e R e

limite comtin que no puede ser otro que @, desde que, en virtud

de (1) el limite de 0:;Il es inferior o igual a @ y el limite de

m . .
B es superior o igual a a.
P

La teoria de las sucesiones permite pues definir con precisién la
extracion de raices de indice entero o racional, aun en el raso de
no existir para dicha raiz ningin valor racional. Mds adelante ge-
neralizaremos la operacién de elevacién a potencias o extracién de
raices, definiéndola para cuaiquier indice.

b s S ST
b



LECCION IV

Conjuntos de ndmeros

Se dice que una coleccién de objetos diferentes entre si, cons-
tituye un conjunto, cuando poseemos el medio de decidir si un
objeto cualquiera dado forma o né parte de la coleccién.

Nos ocuparemos ahora exclusivamente de conjuntos de nimeros.

Ya nos hemos ocupado de un caso particular de esta clase de
conjuntos, pues no otra cosa son las sucesiones.

Un conjunto se llama finifo cuando solo contiene un nimero fi-
nito de elementos ; en caso contrario, se llama infinito.

Un conjunto es gcofado cuando se pueden indicar dos nimeros
( cotas ) de los cuales uno sea mayor y otro menor que todos los
elementos del conjunto. ‘Asi, por ejemplo: es acotado el conjunto
de todos los niimeros comprendidos entre cero y uno, pero no lo
es el de todos los nimeros racionales.

Todo conjunto finito, y por consiguiente acotado, tiene un ele-
mento mayor y un elemento menor que todos los otros.

No ocurre lo mismo en general con los conjuntos infinitos, aun-
que sean acotados. Por ejemplo : el conjunto de todos los nume-
ros irracionales comprendidos entre uno y dcs no contiene un ele-
mento mayor ni uno menor que todos los otros.

Se dice que dos conjuntos A y B son eguivalenfes, cuando se
puede establecer una correspondencia binnivoca entre todos sus
elementos, es decir, cuando se puede enunciar una regla que per-
mita hacer corresponder a cada elemento del primer conjunto un
solo elemento del segundo, y a cada elemento del segundo un solo
elemento del primero.
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Por ejemplo: Dos sucesiones son siempre conjunfos equiva-
lenfes.

La equivalencia se expresa con el signo —..

De la definicion de equivalencia resulta inmediatamente esta
proposicion :

Dos conjuntos equivalentes a un tercero son eguivalentes en-
tre si.

Es evidente que dos conjuntos finitos seran equivalentes en el
caso (y soloen el caso) de poseer el mismo nimero de elementos.

El numero o se llama punto de acumulacion del conjunto A,
cuando hay un numero infinito de elementos del conjunto com.-
prendidos entre w — € y o -} €, siendo & un numero posi-
tivo arbitrariamente pequeiio.

Un conjunto finito no puede tener ningtin punto de acumula-
cién, pero también es fécil citar conjuntos infinitos desprovistos de
puntos de acumulacién (por ejemplo: el conjunto de todos los ni-
meros naturales ).

Todo conjunto infinito y acotado tiene por lo menos un punto
de acumulacion.

Para demostrar esta proposicién por el procedimiento euclidiano,
determinemos el intervalo

; Jo=[ ey o]

de manera que todos los elementos del conjunto propuesto sean
mayores que o, y menores que [, Bisecando este intervalo,
una por lo menos de las dos mitades obtenidas posee todavia la
propiedad de contener infinitos elementos del conjunto.

Bisecando este nuevo intervalo J ;, se obtendra otro, J,, dotado
de la misma propiedad.

El limite @ de la sucesidn de intervalos resultante :

-To,-Tl,Jz’.-..-,Jn, e 1 e Uiy

es por consiguiente un punto de acumulacion del conjunto, pues
para n suficientemente grande, J , acabard por estar compren-
dido dentro del intervalo ' :

fo—t 042l
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Haremos notar expresamente que los puntos de acumulacién de
un conjunto no siempre son elementos del mismo:

Ejemplo: si una sucesién fundamental de elementos racionales
tiene un limite irracional @, este valor ¢ es un punto de acu-
mulacién, pero no un elemento del conjunsto. Lins puntos de acu-
mulacion del conjunto formado por todos los numeros racionales
comprendidos entre cero y uno, son todos los ntmeros ( racionales
¢ irracionales ) comprendidos entre cero y uno, incluidos estos l-
timos. El conjunto de los puntos de acumulactén de A se llama
conjunto derivado de A y se designa por A4’. Si el conjunto de-
rivado del conjunto 4 comprende todos los ntmeros entre @ y b,
se dice que el conjunto A es denso entre a y b.

Confines.

Ya hemos hecho notar que un conjunto infinito y acotado no
tiene, en general, un elemento mayor ni uno menor que todos los
otros, pero:

Todo conjunto acotado posee un confin superior C y un con-
fin inferior ¢, definidos por las siguientes condicicnes :

12 — Para cada elemento a del eonjunto se tiene:

RS N BT

2.a, — EI conjunto Ccontiene por lo menos un elemento a i
tal que

a1 > C — ¢
¥ un elemento a4 tal que
a; < ¢+ ¢,

siendo € un numero positivo arbitrariamente pequefio.

Este teorema puede también demostrarse facilmente por el pro-
cedimiento euclidiano.

Sea J, = [ ag, Py |, en que B, designa un nimerc mayor que
todos los elementos del conjunto y «, un numero menor que al-

gun elemento del conjunto. Por bisecciones sucesivas se obten-

o
3
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dria una sucesién de intervalos en las mismas condiciones que el
J o ¥y cuyo limite seria el confin superior C. Analogamente de-
mostrariamos la existencia de o.

Si C es elemento del conjunto, recibe el nombre de md.rimo del
conjunto { M). Si ¢ es elemento del conjunto, se le llama minimo
del conjunto (m ).

Cuando el conjunto es acotado, pero carece de méximo, su eopn-
fin superior se llama Ilmite superior del conjunto (L); cuando
carece de minimo, su confin inferior se llama [mite inferior del
conjunto (/).

S1 el conjnnto no es acotado se dice que tiene por confin supe-
rior 4+ OO o por confin inferior — 0.

Si el confin superior C o el inferior ¢ no son elementos del
conjunto, C o ¢, es decir L o [, son respectivamente punfos de
acumulacion del conjunto.

En efecto, si C no es elemento del conjunto, habra infinitos ele-
mentos de éste entre C — £ y C, pues, si asi no fuera, el mayor
de estos elementos seria el mayor de todos los del conjunto, con-
tra la hipdtesis. Demostracion analoga para c.

Maximo y minimo derivados

Abel y Cauchy introdujeron en el analisis los conceptos que va-
mos a estudiar enseguida y que este ultimo sabio designé con los
nombres de «mayor de los limites» y «menor de los limites».
Nosotros emplearemos en vez de esas designaciones las de md.rimo
derivado y minimo derivado. :

Teorema : Todo conjunto derivado A’ de un conjunto infinito
y acotado A, posee un mdrimo M’ y un minimo m’ gque la-
maremos respectivamente mdximo y minimo derivados del con-
Junto primitivo.

Como el conjunto derivado A4’ es acotado (desde que 4 lo es),
tendra un confin superior C’ ¥ un confin inferior ¢’; si estos no
fueran puntos de acumulacién de A, habrd por lo menos un pun-
to de acumulacién, o, de A, entre C' y C’ — ¢, y otro o’ en-
tre ¢’ ¥y ¢’ + €, por pequefio que sea el nimero positivo e.

-
3
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Existen pues, entre ¢ — ¢y C’, y entre ¢’ y o' -} ¢ infinitos
elementos, del conjunto A y, en consecuencia, también entre
C'—2ecy C'yentre ¢’ ye' -+ 2. Luego C' y ¢’ son
puntos de acumulacion de A, es decir elementos de A4’; de
donde se deduce que C’ y ¢’ son el méaximo y el minimo (M’
v m’') respectivamente de A’. M’y m’ son iguales entre si
cuando A tiene un solo punto de acumulacién,

Si el conjunto primitivo A no es acotado y el conjunto deri-
vado de él tampoco lo es, diremos que aquel tiene por maximo
derivado -+ OO o por minimo derivado = (G0

Los nameros M’ y m’ gozan evidentemente de las siguientes
propiedades :

la Por peguerio que sea el nudmero positivo o, el conjunto
acotado A sclo posee un nimero finifo e elementos a fales que.

a>M +06 o a<<m’ — o;
2.8 Las desigualdades
a>M —8 y a<<m’®-+3d
son satisfechas por infinitos elementos del conjunto, por pequeiio
que se fome el nifmero positivo 0.
Como consecuencia inmediata de lo que precede podemos enun-
ciar Ja proposicién siguiente :

Si M’y m’ son el mdrimo y el minimo derivados de la su-
cesion acotada

G e e e e R s e e
siempre es posible, dado o positivo y arbitrariamente pequerio,
deferminar el entero positivo N, de modo que, para n = N,
se tenga:

dn =M ¢ ¥y @y > m— 0

Y por otra parte, las desigualdades
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an>M”_ayau<m,‘+“8

Son satisfechas para infinitos valores de n, por pequerio que sea
el niimero positivo d.
Si en la sucesion

ao, a1, agg PR TR Y an, ol i e nle

se tiene M' = m’, la sucesivn es convergente y de limite
gl a M’ — m> = .

En efecto, de

 — 6 < q < A0

resulta,.para todo n= N,
VI e et S B e RV
y por consiguiente
= aw] =L o

Pero si M’ > m’, la sucesién es oscilante. La diferencia M’ — m’
se llama entonces infervalo de oscilacidn de la sucesion.

Conjuntos numerables o enumerables

Se dice que mun conjunto infinito es numerable o enumerable
cuando sus elementos pueden ordenarse en forma de sucesidn, es
decir, cuando el conjunto es equivalente al de los nimeros natu-
rales; todos los conjuntos enumerables son pues, equivalentes en-
tre si. ;

Ya hemos demostrado que el conjunto de todos los ntmeros ra-
cionales es enumerable.

Se dice que A es un conjunto parczal de B, cnando todos los
elementos de A se hallan también en B.

i
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Un conjunto parcial de un conjunto enumerable es también enu-
merable, o es finito.

La reunién A -+ B, o conjunfo complexrivo de los conjuntos
A y B, es el conjunto constituido por todos los elementos de A
y aquellos de B que no figuren en 4. Es evidente que
A + B =B 4+ A; la reunidn dc los tres conjuntos A4, By C
puede evidentemente escribirse :

CAS Bl G 0 d = (B -k ) oid - B

quiere decir pues que en esta adicién simbélica de los conjuntos,
son validos los principios conmutativo y asociativo, como en la
adicion aritmética.

Es también evidento que la suma de dos conjuntos enumerables,
o de un conjunto enumerable y un conjunto finito, es un conjunto
enumerable.

El teorema siguiente es dcbido a Cantor :

St los elementos de la sucesion infinita

A]_, Ag, A3, U 7 An, LR B S
son conjuntos enumerables, la suma de todos ellos

e S e e e e

es también un conjunto enumerable.
Sean, en efecto :

(15 Al e s S s e R (ERICE N i L
todos los elementos de A, que no figuren en ninguno de los con-

juntos precedentes; el conjunto (1), si existe, es finito o enume-
rable. Si (1) no existe, prescindiremos de A, al formar la suma

e g r e e

Pero los elementos del conjunto constituido por todos los ele-
mentos de los conjuntos °
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transformados como el A ,, pueden ordenarse en sucesion del si-
guiente modo :

Q1,15 Q148 Agy1; A1y3y Agy1y; Qaygy + s ¢ =

reuniendo en grupos sucesivos los elementos en que la suma de
los subindices es constante,

Todo elemento @p,4, de alguno de los conjuntos dados, se
hallaréd en el grupo correspondiente ala suma p g, es decir, ocu-
pard una posicién determinada y podré atribuirsele también un
indice determinado.

Continuo lineal

El conjunto constituido por todos los nimeros comprendidos en-
tre dos ntmeros dados @ y b (@ < b), se llama continuo lineal
entre @ y b o intervalo [ . @, & .]; (escribiremos | &, &) cuando
queramos excluir @ y &).

El confin ¢ del intervalo se llama su origen y el confin & su
exiremo.

Demostraremos una serie de teoremas relativos a estos con-
juntos.

Dos continuos lineales, finifos o infinilos, son siempre equi-
valentes. \

Sean @, b, ¢ y d cuatro nimeros finitos.

Si escribimos la ecuacion

P xea
d—c¢ b — a

r y p quedarén reciprocamente relacionados, y si .r recorre ‘el con-
tinuo lineal [ . @, & . ], p recorrera al mismo tiempo el conti-
nwo [ . ¢, d . ], y viceversa. Por consiguiente :

T 7 ] G S o
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Si hacemos ¢ = 0 y d = I,
b iih Pl 0l
Para demostrar ahora la equivalencia
oo 7o E i e = R /s R B S R /R

observemos que

1
v [ 2:1. sl PRI (g
b

i hacemos corresponder a uno, cero. Si después hacemos

T
I

se obtiene también

o]~ 20

De la suma de las dos equivalencias, resulta [0,1 . =T . 0,00 ],
o, tomando en [0, 1 . ] un conjunto enumerable de elementos
0oy ®;, « . - ., ysustituyéndolo por el conjunto equivalente
0, Lo, G, .- s stendremos finalmente [, 0.1 . ]=1].0c0 ]

Los continnos son conjuntos esencialmente distintos de los con-
juntos enumerables, ‘

Asi resulta del siguiente teorema de Cantor :

Un continuo lineal es un conjunto no enumerable.

%
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Antes de ocuparnos de este teorema tenemos que demostrar la
sigaiente proposmon que se conoce con el nombre de teorema de
Stolz. : :

Todo mimero positivo pnede desarrollarse (y de un solo modo)
en fraccién decimal que confenga un nimero infinito de cifras
diferentes de cero.

Si el nimero es racional, su desarrollo en fraccién decimal de
infinitas cifras significativas se obtiene por los procedimientos co-
nocidos de la aritmética elemental.

Si el nimero es irracional, su definicién mediante una sucesion
fundamental permitird siempre, tedricamente al menos, decidir en-
tre qué nimeros enteros consecutivos se encuentra su valor. Lla-
memos 77 v nn -+ [/ esos dos enteros consecutivos.

Las cifras enteras del desarrollo serdn entonces las del numero 7.

Llamando 7; a una de las diez cifras 0, 1, 2,3, . . . . 9,
el nimero irracional propuesto, mayor que n y menor que 72 - 1,
n, n,+1 :
jp ¥ on menos de T La
primera cifra decimal del desarrollo serd pues 7, .

Continuando asi este procedimiento, obtendriamos sucesivamente,
aplicando cada vez el criterio que sirve para decidir si un nu-
mero irracional es mayor o menor que otro racional, tantas cifras
decimales del desarrollo cuantas quisiéramos.

Como el ntmero de éstas no puede ser finito, porque si lo fuera
la fraceién decimal equivaldria a un nimero racional, la primera
parte del teorema queda también demostrada para un nimero irra-
cional.

Imaginemos, para demostrar la segunda parte, dos fracciones de-
cimales infinitas @ y &, cuyas cifras no sean todas respectiva-
mente iguales. Vamos a demostrar que g == b.

Supongamos que las dos primeras cifras correspondientes que difie-
ren entre si, ocupan el lugarenésimo de cada fraccién, y que la ma-
yor de ellas es la de ¢g. Llamemos @’ la fraccidn decimal obte-
nida disminuyendo en una unidad dicha cifra de @, sustituyendo
por 9 todas las cifras que siguen (si ya no son todas ellas 9) y
couservando inalteradas las que preceden. Tendremos evidentemente
a > a’. Cambiemos en b todas las cifras que siguen a la ené-

»

sera superior a 72 en mas de
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sima sustituyéndolas por 9 ( siyanoson 9) y llamemos &' la frac-
cién decimal resultante. Tendremos: a' = b’, b’ = b.

De estas dos Igualdades—desxlfrualdadeh y de la deﬂlgualdad
a > a’, se deduce a > b.

Podemos demostrar ahora el teorema de Cantor. Bastard, puesto
que todos los continuos lineales son equivalentes, probar que el
continuo [ 0, I . ] ne es enumerable. En virtud del teorema de
Stolz, cada elemento de este continuo puede desarrollarse en frac-
cién decimal infinita. Si [ @, 7 . ] fuera enumerable, sus elemen-
tos podrian ordenarse en sucesion

(1) ml? m?! 7 ":mp’ R

en que /m, representa una fraccion decimal infinita propia.

Que esto no es posible lo demostré Cantor empleando un pro-
cedimiento del que veremos algin otro ejemplo y que se llama
procedimiento de la diagonal. La sucesion (1), sl existiera, po-
dria escribirse en la forma siguiente:

M= g, a; iy 0, @g v ose

pl. = Qe Wy Cy OBy
e —ed datd g S

representando por
@ s e et Bl B RS SC G O

cifras cualesquiera.

Toda fraccion decimal infinita deberia entonces hallarse en el
cuadro precedente. Esto no ocurre, sin embargo, como resulta
del hecho de que puede formarse una fraccién decimal infinita pro-

-
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pla que no figure en dicho cuadro. Esta fraccién se obtiene, en
efecto, escribiendo, después de la coma, una cifra diferente de @,
después otra diferente de &,, luego otra diferente de ¢,, etec., es
decir:

b ]
(C)SFradba Vel S g

en .que

a’s, b,m 0537 d’u = e
son cifras diferentes de las cor_jresp.ondientes de la diagonal del
cuadro.

La siguiente proposicién se debo también a Cantor: S8i se eli-

minan del continuo lineal K todos los elementos de un conjunto
enumerable o finifo cualguiera, que suponemos contenidos en K,
los elementos restantes constitupen un conjunto equzvalenie al
continuo lineal. .

Demostraremos antes el siguiente lema :

St del continuo lineal | . 0, 1 . | se eliminan los elementos
de un conjunto enumerable, fodos contenidos en €l, el conjunto
restante conltiene fodavia un conjunto enumerable.

En efecto, escribiendo el conjunto enumerable en forina de su-
cesion

Dl et S e s R
B e patty S Sl W S

Ll eSS e DR A

se obtendria otro conjunto enumerable contenido en el contiuuo
¥ sin ningun elemento comun .con el « nterior, eseribiendo en la si-
guiente forma sus elementos sucesivos ( todos evidentemente
diferentes entre si):

-
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en que

]

b r
e R e e e T A
representan cifras respectivamente diferentes de

i e R SR

Demostrado asi el lema, sean A el continuo y N el conjunto
enumerable, y sea:

K=N+Ki;

entonces Ky no puede ser ni finito ni enumerable, pues en cual-
quiera de estos dos casos K seria enumerable.
Sea N otro conjunto parcial enumerable contenido en A, ¥y

pongamos :
K1 = N1 + Ky;
serd
s i e
Pero Mg N N g

pues Ny Ni son conjuntos enumerables; por consiguiente :

o K“‘--Kl-
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Por ejemplo: el conjunto de.todos los ndmercs irracionales entre
0 y I es equivalente al continuo lineal; un continuno abierto es
equivalente a un continuo cerrado ([ @, & ] — [s 2ol < 1] )ilatel

Es fdcil demostrar que, inversamente, X -~ N — K. En efecto
K=K, + Ni — K 4 N, haciendo corresponder lus elementos
de A con los de K; (teorema directo) y los de V1 con los de NNV,
Con este tltimo objeto se tomard N; == conj. enum. si N lo es,
0, 81 V es finito, se tomara N; finito también y con igual nu-
mero de elementos que N.



LAk

LECCION V

Ndmeros trascendentes

Tios ntimeros pueden dividirse en dos categorias: midmeros al-
gebraicos y ndmeros frascendentes.

Toda raiz de una ecuacion de exponentes enteros y coeficientes
racionales es por definicién un nimero algebraico. Los nimeros
que no pueden identificarse con ninguna raiz de una ecuacién de
aquel tipo se llaman trascendentes.

No hay necesidad de demostrar la existencia de los numeros al-
gebraicos; pero la existencia de los niimeros trascendentes no es,
en manera alguna, evidente.

Liouville fué el primero en dar ejemplos de niimeros trascen-
dentes (.los nimeros ‘llamados de Liouville ). Algo después, en
1873, logré Hermite probar la trascendencia de ¢, cuya irracionalidad
va habia sido demostrada por Euler; y, empleando un procedimiento
andlogo al de Hermite, Lindemann, en 1882, hizo ver que = es
también un nimero trascendente: descubrimiento este tltimo del
que fluye la imposibilidad del famosisimo problema de la cuadra-
tura del eirculo.

Los ntmeros trascendentes son de diversos ordenes segun el
grado de la ecuacién irreducible, de coeficientes racionales, de
donde proceden. Una ecuacién de exponentes enteros y coeficien-
tes racionales se llama irreducible cuando no puede descomponerse
en el producto de dos o mas ecuaciones de exponentes enteros y
coeficientes racionales.

Es facil demostrar que hay ecuaciones irreducibles de todos los
grados, y por consiguiente nimeros algebraicos de todos los drde-
nes; y también que un nimero algebraico es siempre-de un orden
perfectamente determinado.

-
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Lo primero se prueba con el ejemplo de las ecuaciones bino-
mias de cualquier grado :

It = 2= {;

porque, si r® — 2 contuviera el factor polindmico de coeficientes
racionales y de grado m (m <_ n):

(& — o)A xr =g « v v {2 - an),
en que
(150 LR R PO S I e

son las raices de la ecuacién obtenida igualandc a cero dicho fae-
tor polindmico: entonces :

a; X o, Xoag X . .. Xonm

a
seria racional e igual, por ejemplo, a la fraccién ——? enquesu-

b
ponemos @ y b primos entre si.
Pero
n n n m a.’ﬂ
n — — e
s i ot i W) ——aiag...rxm_.?—bu,
es decir:

a“:?m bn,

lo que exige que el primer miembro tenga a 22 como factor y
por lo tanto que en el segundo miembro b tenga a 2 como factor,
contrariamente a la condicién de ser @ y & primos entre si.

Lo segundo se demuestra observando que, si dos ecuaciones de
coeficientes racionales tienen una o més raices comunes, su comin
divisor existe y, como éste ha de ser un polinomio entero de coe-

b
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ficientes. racionales, la reducibilidad de una por lo menos de las dos
ecuaciones propuestas, queda evidenciada.

Llamaremos nimeros de Liouville las fracciones decimales infi-
nitas que pueden escribirse bajo la forma :

a1 a, ag aan
e N TR e
en que
(l1, ag, as, TRl .,an, e a i e,

son nimeros enteros menores que 70.
Ta trascendencia de los nimeros de Liouville resulta del si-
guiente teorema :

Si
Po P1 P n
e R MR 8 et iy e g
do qgi dn
(en que poy Go; D1, G15 « . - - - Son enteros pOsitivos )

es una sucesion que liene por limite un nimero algebraico y po-
sitivo b de drden m, (m = 1), se puede afirmar que, para todo

Pn

N, se verifica la desigualdad

Py >Jﬁ.
qn T

En efecto, sea la ecuacién irreducible, de coeficientes enteros y
de grado m, satisfecha por b:

flr)=a, +®+ar1 a1+ ...+au=20,

p

y sea <~ un ntmero racional y positivo diferente de b, compren-
£
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dido dentro de cierto intervalo 8 que contenga a & y no contenga
a ninguna otra de las raices de f (ir) = 0.
Tendremos

f(b):O,

((8) oo g o)z (5 -0
£y = (f} - ) £ (805

designando p un cierto numero comprendido entre "f;* vy b

Serd ademés siempre posible determinar un entero M mayor
que cualquiera de los valores | /’ (p) | que se obtienen haciendo

variar y eontre % y b.
Por consiguiente:
F |
'f(p)!<:ME£"mbW
Raiira q

Pero

en que A designa un nimero entero mayor que cero; y por lo
tanto :

20|t
g MX g»

Ahora bien, como sélo hay un nimero finito de quebrados com-
prendidos dentro de un intervalo finito y cuyos denominadores
sean menores que un niumero dado M, podemos tomar dentro del

%
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intervalo § otro intervalo &, bastante pequefio para que los dero-
minadores de las fracciones comprendidas en él no sean nunca me-

nores que AM; y entonces eligiendo %‘ dentro de &, podemos

escribir :
G g
I g : { i 2k
Pn ;
Tomando finalmente N tal que, para n = N, esté dentro
n

del intervalo £, se tendrs :

el s
m-41 *
n

&——-b >
dn

Demostrado el teorema, supongamos que nno de los nimeros de
Liouville, que designaremos con la letra L, fuera algebraico de ér-
den rm.

Si llamamos L, la suma de los n primeros términos de L, y
R, al resto

An41 + Ant 2 _I_
JOtn+ 1) 10(n + 2! e el

resultara de dicho teorema:

7 ;
Rl e ——————~10n!(m+i) '
Pero
Any1 4 1 10 ol 10
Ro & —pavn1 = Jgment - Jgmia ol -
10 1
10 niln < ]0 n!(m—t—l),

con sélo tomar n > m + 1.
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Luego Rn serfa a la vez mayor y meuor que cierto numero,
lo que nos dice que la hipdtesis de que L sea un nimero alge-
braico es inadmisible.

El conjunto de los ndmeros de Liouville es equivalente al con-
tinuo.

Basta, para demostrarlo, hacer corresponder los elementos :

ai

aq a,

Pt T S
b b b

— L Lo et
i0* & 10% i 103 i

en que los numeradores do los respectivos términos son iguales.

Los ntmeros de Liouville no comprenden, sin embargo, todos
los ntmeros trascendentes. Asi, por ejemplo, e y & no son nume-
ros de Liouville. :

Ta existencia de los nimeros trascendentes y la equivalencia de
su conjunto al continuo lineal, ha sido, después, demostrada de la
signiente manera por Cantor. _

Empezaremos por mostrar que el conjunto de los nimercs alge-
braicos es enumerable; y luego, invocando un teorema (ya de-
mostrado ) del mismo Cantor, que afirma la equivalencia entre el
continuo lineal y el conjunto obtenido eliminando de él todos los
olementos de cualquier conjunto enumerable, completaremos facil-
mente la demostracion.

Probemos pues que el conjunto de los ntmeros algebraicos es
enumerable.

Tlamemos altura de una ecuacién irreducible cuyos coeficientes
so han transformado en numeros onteros gin factor comtn, al
numero :

He g ginta e e P e e e ik dlh
representando 72 el grado de la ecuacion, y

G5y Gda sy s s ysdln
sus coeficientes:
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Bs evidente entonces que, dado H, el grado n tiene un valor
mAximo, puesto que a continuacién de n — [/ sélo hay sumandos
positivos en la expresion de H, lo que equivale a decir que, para
H dado, sélo hay un ntmero limitado de valores de n posibles.

Para cada uno de estos valores posibles de 7, el utmero de
ecuaciones posibles de altura /, es también evidentemente Ilimi-
tado.

De estas ecuaciones hay todavia que excluir las que son redu-
cibles. Luego, « cada valor de [, corresponderd un ntimero {inito
de ntmeros algebraicos. ;

Ordenemos entonces los nimeros algebraicos, primero por gru-
pos finitos correspondiontes a los valores crecientes de H, y en
cada grupo coloquemos los ntimeros que lo forman, segin su va-
lor creciente. Atribuiremos asi a cada nimero algebraico, sin ex-
cluir ninguno, un lugar determinado, es decir, que habremos obte-
nido el medio de formar la sucesiéon de todos los nimeros alge-
braicos, mostrando asi que su conjunto es enumerable.

En la tabla siguiente figuran en la dltima columna los primeros
ntimeros algebraicos o de la sucesion obtenida por este procedi-
miento :



Lo En

H ||n|llaol|lat||la:l|las|| Ecuacidn o
R ol X=0 0
gl AT S -
) s = — 1;
1 1 X b= = d
i 0 —
3 1 3 0 — — 2;
iy Gt L o
il 2 Nl =S} +%_,
I B ) 0 — by
I 1 0 A= v l—0
b 0 / A —0
St 0 0. 0 -

Hasta ahora hemos visto dos tipos de conjuntos infinitos: los
enumerables y los ccntinuos lineales. Los primeros, hemos demos-
trado que son equivalentes entre si; y también hemos demostrado
que son equivalentes entre si los segundos,

Hemos demostrado finalmente que un conjunto enumerable es un
conjunto parcial con respecto a un continuo, sin ser equivalente &
él. Por esa razén se dice que el conjunto enumerable es de una
potencia inferior a la del continuo.

Surge entonces la duda de si no existirdn conjuntos de una po-
tencia superior a la del continuo.

Parece a primera vista que el conjunto de todos los pares de
coordenadas que definen a todos los puntos de un cuadrado, de-

)
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biera poseer una potencia superior a la del continno lineal consti-
tuido por todos los ntimeros que son representativos de las abscisas.

No ocurre asi, sin embargo, y vamos a demostrarlo estable-
ciendo una correspondencia biuunivoca entre todos los puntos del
cuadrado y los de uno de sus lados.

Para eso, supongamos que el lado del cuadrado elegido es e]
que tomamos como eje de las abscisas, y que su longitud es igual
a la unidad. Cada punto de este eje estard definido por una frac-
cién decimal infinita propia, que descompondremos en dos fraccio-
nes del mismo tipo, escribiendo como parte decimal de la primera
la serie infivita de las cifras de orden par, y como parte decimal
de la segunda la serie infinita de las cifras de orden impar; asi
por ejemplo, la abscisa

g Bl S S TN
se descompondrd en los numeros:
il e e e Sl S e e L e

Quiere decir que podremos hacer corresponder a cada abscisa un
par de numeros que, considerados como abscisa y ordenada do un
punto del plano, definirdin un punto del cuadrado propuesto. El
procedimiento inverso nos permitiria hacer corresponder a cada
punto del cuadrado un punto de uno de sus lados. Para evitar la
formacién de fracciones decimales no infinitas, cuando a partir de
cierta cifra de la abscisa todas las siguientes de orden par o de
orden impar sean ceros, convendremos en hacer el desdoblamiento
tomando, si es necesario, en vez de cifras simples, grupos de ci-
fras de las cuales la tiltima sea siempre significativa. Asf la frac-
cion decimal

00200 350 20506 . oo

se descompondria en :

0,0 10 O5 0L, oo er e
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Analogamente demostrariamos que el conjunto de todos los pun-
tos comprendidos dentro del volumen de un cubo de lado igual a
la unidad, es de la misma potencia que el continuo lineal.

Existen, sin embargo, conjuntos de potencia superior a la de
este tltimo. Tal es el conjunto de todas las funciones imagina-
bles que puedan representarse por curvas, €s decir, funciones al-
gebraicas y trascendentes continuas y funciones definidas simple-
mente por curvas graficas. Daremos una idea de la demostracion
de este aserto.

Imaginemos, en efecto, que en el interior de dos ordenadas tra-
zadas a una distancia igual a la unidad, dibujamos algunas de
esas curvas. Vamos a demostrar que si suponemos, por absurdo, es-
tablecida la correspondencia biunivoca entre dichas curvas y todos
los puntos del segmento del eje de las abscisas interceptado por
aquellas dos ordenadas, podremos definir una curva que no sea nin-
guna de las consideradas.

‘ . 7

y
4
L]
1
i
'
)

- o

e s o —
e -

%
'Nq
Qs
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Tmaginemos que por cada puunto m, 7, p, ¢, - - - - del con-
tinuo lineal [. 7, 2 .] levantamos perpendiculares que cortaran a
las curvas correspondientes a esos puntos en m’, n’, p) (o
respectivamente. No habra mds que construir una curva que evite
todos esos puntos m’, n’, p’, ¢’y . . . para obtener una curva y
por consiguiente una funcién ala cual no corresponderd ninguno de
los puntos de [ . 7, 2 . ]. Como el continuo es un conjunto par=
oial del constituido por todas las funciones imaginables, es evi-
dente que este tltimo conjunto contiene conjuntos equivalentes al
continuo; por ejemplo el conjunto de las funciones yp — 2™
( dando a m todos los valores del continuo); y es, por consiguiente,
de una potencia superior a la del continuo.

Se demuestra también que pueden definirse conjuntos de poten-
cias siempre mayores y todas ellas superiores a la del continuo.

Es interesante, en fin, mostrar que los puntos de un conjunto
enumerable tomado en el continuo [ . 0, / . ] ocupan un lugar
menor que toda longitud dada, entendiendo que para medir ese
lugar rodearemos a cada punto de un pequeno intervalo que lo
contenga. Como el conjunto es enumerable, los nimeros correspon-
dientes a cada uno de esos puntos pueden escribirse en forma de
sucesién. Imaginemos alrededor del primer punto un intervalo de

e
una longitud igual a 7o) alrededor del segundo punto, un in-

0

- bt . . . -
tervelo igual a ———) etc. Si imaginamos colocados estos interva-

100 ‘
los unos a continuacién de los otros, la extensién total cubierta
por ellos serd igual a la suma de la progresion geométrica in-
finita :

/

1 / b
ermoJr S

1000

Nada nos impediria elegir otra serie de intervalos que consti-
tuyera una progresion geométrica de suma arbitrariamente pe-
queiia, por ejemplo :

/ 1 / /

w0 T+ 1000 o B e
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La extension total ocupada por esos intervalos es pues tan pe-
quefia como se quiera.

Para los nimeros restantes del continuo lineal cuyo conjunto
hemos visto que es equivalente al mismo continuo lineal, su me-
dicién, por cualquier método que se hiciera, no podria conducir al
mismo resultado: porque, de ser asi, los intervalos cuya suma
constituiria la medida de este conjunto equivalente al continuo,
no llenarian, agregados a los intervalos correspondientes al conjunto
enumerable, todo el continuo [ . 0, / . ], y habria por lo tanto
puntos de este continuo que no pertenecerian ni al conjunto enu-
merable ni al conjunto residuo.
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LECCION VI

Teorfa de las series de términos numéricos

Series convergenles.
El valor limite

A e i -
nA—Nco

de la suneesion, que suponemos convergente

51, 32, 33, LI R Sllj

en que S, representa la suma de los z primeros términos de la
serie (que también se llama entonces convergente ):

#y g Fusd .o Fuat L,

es, por definicién, la suma de esta serie.
La diferencia

Rn+p=Sn+p—5n”_-'Un+1+un+2+- L] "i’—an—]-p,
se llama resto parcial de la serie. La diferencia
S e e Sn

se llama resfo fofal
Ejemplo 1.0
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Se tiene

/ / /
i
1.2+2.3+3.4Jr !

a causa de la identidad

! e 1
R )

plo+1) " ip: gkl

de la cual resulta

1 7 1 — =
BZI-— 1— A = .
S n+1’ S n+_1<sparan> 2
Ejemplo 2.°
Para | g | <C 1 se tiene:

a
a+aq+aq’+---+aq“+---=1_q-
En efecto :

S e cheUL U CUTEG ) (e i il A
n i 0 ,I—-—Aq n q. 1__ql 1-—-q n

e e

= | q .

‘ { —lgi|

Pero
n | g1
q <
‘ n(t—|gql|)

sl et = T e s tan

%



e

B b T —bin— == (;}— — 1) y por consiguiente

b‘1< ] l‘_‘—"“_b_—]l
AT

1 —0 |y
luego :
a | @ g i/
Lo e i e
(,_.q 2 (i—|gl)t =
para n > lag| ik

(1—1qgl)? =

Series divergenles.
En el caso de lim | sn | = + oo, la serie se llama propia o

impropiamente divergente, segin pertenezca a una u otra catego-
ria la sucesién

S1, 527 53’ LY it FRULT Sn,

Ejemplo 1.°

TLa llamada serie armodnica :
1 i 1 1
—-1—+—~2~+?+....+—11——f—....,

es propiamente divergente.
Si se determina, en efecto, el entero positivo p de modo que

2Péﬂ<2p+1

y se tienen presentes las relaciones, siempre verdaderas para todo

entero ¢ = 0+

-
B
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2 q 1 1
7
>2q+1_2Q+1+2q+2+ g
123
! e i =i:
2q+1 apan apdl 2
resulta
1 i, iy 1 1 1
K Bl R R U el e s e RS
ca e
i 1
oz ele " il 5
¥
1 il 1 1 o, 7
7+?+§+---‘F;‘<7+:‘;+ e
1 i ol
2P+1<T+?+p

Ejemplo 20.
Si suponemos | ¢ | > 7, la progresién geométrica :

at+ag+t+ag*+...+ag™+ ...

es divergente, y propia o impropiamente tal, segiin g sea positiva
0 negativa.

Designemos en efecto con £, un ntmero positivo y arbitraria-
mente grande, y tendremos, partiendo de la igualdad:

e RN R

Sn=a
qg — 1 g — 1 g — 1

]

las siguientes igualdades—desigualdades :

-
»



et aq ..,._’ a ‘ Lad=] gl
n e
i gl g1
e o) kL
fgili=-1 7 |l
Dika i A T i e
o e e i iie Yhealie sy
Series oscilantes.
Son aquellas en que la sucesién
Say Sy Sayues sy O
es oscilante.
Asi, la serie del tltimo ejemplo es oscilante si ¢ = — 1, porque
entonces :
Sgn =0 y Send+1=4a.

Recordando la definicién de convergencia, podemos enunciar la
siguiente proposicién :

Si £ es nna cantidad positiva tan pequefia como se quiera, la
condicion necesaria y suficiente para la convergencia de una se-
rie es que pueda hallarse un entero N bastante grande para
que, siendo n = N y p un entero positivo arbitrario :

| Rasp | < &

Para n = [ se tiene, en especial:

lt'mtlnzo
7 = ©Q

como condicién necesaria, pero no suficiente, de la convergencia.
Una serie cuyos términos son fodos positivos es convergente
o propiamente divergente.

-
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En efecto, la sucesién de las sumas parciales es mondtona ctre-
ciente; no puede ser por lo tanto ni oscilante ni impropiamente
divergente,

Ejemplo:

La serie

/ 1 1 ¥
L S

es convergente, pues para p > 1:

1 i
J
e (pr—=llip

y por consiguiente, ya que :

1 i i
T 2 3.4

las sumas parciales de la serie de este ejemplo son siempre me-
nores que 2.
Una serie cuyos términos son allernativamente positivos y ne-

gativos y en que Zim | un | = 0, es convergente.
= 00
Ejemplo :

La serie de Brouncker |
1 7 1 1
e
es convergente.
En efecto, para cualquier valor de 7

1 1 1
5 == - e I S | j'
T e i

luego el limite de s, existe y es finito,

%



Ademas : .

1 :
R

Sgn+1 = Sgn +
de donde :

Iim Sentl — 1fm 3211 .
n = CO n—= QO

Geries absolutamente convergentes y semi-convergentes

Si se colocan, ordendndolos de diversos modos, los términos de
una serie infinita y convergente = 1, las sumas parciales cam-
bian generalmente de valor; las nuevas series asi deducidas de
3 1, no suelen tener la misma suma total, y puede acontecer
inclusive que algunas de ellas ni siquiera sean convergentes.

Vamos a aclarar esto con dos ejemplos: los de las series con-
vergentes ~

1 1 1
R ‘E‘ + ’3_ == —4_ + . . 3 -

Ejemplo 1°:

Hagamos para abreviar :



1 1 i, 7
dnﬁ*l—"}--?—‘{‘";‘i‘ ‘{—;
3
1 1 1 1
S e v b e

Se tiene entonces evidentemente :

Qan — @n — Ony

y de la identidad:

1 1 74
e

se deduce la siguiente expresion para @n:

i i 1 1
(1) wn=‘}‘“—_é_+“§"_;‘"}_"'+ b .

Hemos visto que esta dltima expresion tiende a un limite que
llamaremos @, luego:

lim wn = Q.
7t = Q00

Si ahora ponemos, para todo valor entero y positivo de 7.
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pn-l

@) ba Z (zf’" '4[312 " 4P1*4> :

resultard, en virtud de (1):

T bt =1 .

n=—bn=
2n4-2 2p+4 4 4.n

Cualquiera que sea n, se tiene, pues:

1
bnr—?wn,
es deoir :
1
Iimby = — Q
il = ©O 2
La serie:
1 7 7 i 1 i/
i 2 4 & 3 6 8 TRk

formada aplicando la férmula (2 ), vy que no es otra que la serie
de limite Q:

i 1 i 1
e e

con sus términos en distinto orden, tiene asi por limite
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Ejemplo 2.
De la identidad

! £ T
Vap+2 Vapt4 \f4f>+4 \/’4—_‘?_4“

E___‘?-_._..___ o )

resulta, para 72 entero y positivo :

Z (W \/AGT" \/‘"—> Z(\MFH*\/‘T;M)

pro

+pi‘:(»/_‘"3 m) <F> pm

Si hacemos ‘crecer 72 mas alld de todo limite, se obtiene, en el
segundc miembro de la anterior igualdad, la suma de tres series:
dos convergentes y una divergente. La serie del primer miembro
es, en consecuencia, divergente.

Sea Rn,p el resto parcial de la serie infinita Z Lo, se ten-
dré siempre :

| Royp lé‘”n+1|+|”n+2[+[”n+3l+---+|”n+p|-

Luego, «i es convergente la scrie formada con los valores ab-
solutos de los términos de = un, también lo serd dicha se-
rie 2 lna.

En este caso se dice que la serie = un es absolufamente con-
vergente.

5
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Si la serie ¥ | 5 | no es convergente, siéndolo la serie ¥ #,,
se dice que ésta es relativamente convergente o semi-convergente.

Las dos series recién consideradas son semi - convergentes.

Con referencia a las series absolutamente convergentes, vamos a
demostrar el siguiente teorema que se debe a Lejeune— Dirichlet.

Si se permutan de un modo cualguicra los términos de una se-
rie absolutamente convergente, la serie resultante tiene la misma
suma que la serie primitiva y es, como ella, absolutamente con-
vergente.

Sean respectivamente Z z, y 2 2’y la serie primitiva y la se-
rie transformada.

Llamemos Uy, y U', las sumas parciales correspondientes :

Un=u, +u;+u;+. ...+ tn,
Ul emii Rl = Wy el e
Resulta evidentemente
Uy — Wl —=0p; o lUps ot Dot conis = Bl =

T et AT e SRR RRR

‘

en que las z, son los términos de U/, que no aparecen en U’y
y las z, son los términos de U’, que no aparecen en Gy
Cada uno de los nimeros p es pues inferior oigual a n, y cada
uno de los numeros r es mayor que .
Sea ahora n — g el menor de¢ los nimeros p, y 7 + [ el ma-
yor de los nimeros r; podremos, a causa de la ultima igualdad,
escribir :

- Us I 4?:, I Un-gek
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Pero n — ¢ ctece indefinidamente con 7, luego podrd determi-
narse un entero positivo N tal que, para todo n = N sea siempre:

P Uoi="0" | e,

pues la sumacién del segundo miembro de la igualdad - desigual-
dad que precede, es el resto parcial

Mg St

de la serie convergente X | u, |.

Asi queda demostrado que U/ = U’.

Como 2 | z 4 | es también una serie absolutamente convergente,
resulta :

Zlu'n|=2]ual,

es decir que 2 u’', es absolutamente convergente.

Series cuya suma puede alterarse permutando sus términos

Al teorema de Lejeune—Dirichlet corresponde, para las series re-
lativamente convergentes, una proposicién, debida a Riemann, que
se enuncia asi:

Mediante nna oporfuna permutacion de los férminos de una
serie semi-convergente, se puede oblener olra serie cuya suma
sea igual a una cantidad arbilrariamenite fijada.

Si la serie = 1, converge, pero no absolutamente, contendra
infinitus términos positivos e infinitos negativos.

Sean o, los términos positivos y 5 los negatives.

Las dos series

(1) ¢, +a; + 0540 ot .. . i
(2) = el il Nl i e i e S

seran divergenmtes, y ademas
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(5) I oy =10 oy slimap n o =u0.
n = Q0O A== G0

Sea @ la cantidad arbitraria previamente fijada; tenemos que de-
mostrar que una permutacién, convenientemente elegida, de los
términos de £ 1, conduce a otra serie de suma m, que designa-
remos por X g’ .

Como las series (1) y (2) son necesariamente divergentes, se
puede, partiendo de un término cualquiera, formar un grupo de
términos consecutivos de cada serie, de modo gue el valor abso-
Into de su suma sea tan grande como se quiera.

Supongamos, para fijar las ideas, que o es positivo, y conside-
remos los primeros términos de (1) que den una suma

A, = o+ 14

en que Yy, sea una cantidad positiva.
De la serie (2) tomemos los primeros términos cuya suma pueda
representarse por

Ao— — Ny =
en que y, también representa una cantidad positiva,

Tomewnos luego los términos de la serie (1) que siguen a los
va considerados, y en ntmero suficiente para poder escribir:

Ay = v + V33

siendo y, mayor que Cero.
Las primeras 7 igualdades andlogas a las tres recién escritas,
sumadas miembro a miembro, nos daran:

A+ Ayt Ait o Aa=ot (=D s

En virtud de (8), la sucesién

ity oy igih s e teanaiin R

-
*
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si hemos tomado siempre, lo que es posible, v,, v,, vy, . . .
menores respectivamente que los valores absolutos de los tltimos
términos utilizados en las series (1) y (2), tendrd por limite cero,
Yy entonces :

A1+A2+A3+-°--’+An+----:0) (4).

Como, en fin, los términos de cada grupo A . tienen el mismo
signo, puede suprimirse la condicién representada por la igualdad
precedente de que los términos de = #’, sean adicionados por
grupos. Lus sumas parciales de la nueva serie = y’, estarin, en
efecto, siempre comprendidas entre dos sumas parciales de (4 ).

Es claro que el mismo procedimiento que acabamos de indicar
nos permitiria deducir, por permutacién de términos, una serie
propia o impropiamente divergente o una serie oscilante, de una
serie relativamente convergente dada.

Toda serie plantea un problema : el del caleulo de su sumu to-
tal. Para que esta suma exista es necesario que la serie sea con-
vergente. Antes de abordar el problema del calculo de la suma de
una serie, conviene pues en general averiguar si la serie es con-
vergente.

No siempre es posible resolver esta cuestién previa,

Daremos algunas reglas de las mds generales y apiicables, como
complemento de las definiciones y teoremas anteriores. Nos limi-
taremos a las series de términos positivos; pero los eriterios de
convergencia que a ellas se refleren pueden llevar a una conclu-
sién afirmativa respecto de una seris semi-convergente, si ellos
permiten comprobar la convergencia de la serie constituida por
los valores absolutos de los términos de la serie dada.

Criterios de convergencia y de divergencia de Kummer,
D’ Alembert, Raabe y Gauss

I.—Criterio de Kummer para la convergencia :
La serie de términos positivos X u . es convergente siempre
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que sea posible deferminar una sucesion de elementos positivos:

el SO O e

tal que, para fodo n = N (siendo N un entero positivo  sufi-
cientemente grande ), se tenga :

u =
(1)} Qn =8 gpt1 =@,
Un+41

en que o es una constante positiva.
Como los términos # 5 son todos positivos, se obtiene, en vir-
tud de (1):
Ppn .+ Un — Pnt1 . Unt1 i e (0

®nt1. Un+1— Pnt+2 » Unt2 = Untg . @

Pnt+p—1+ Unp—-1 — Putp - Un4+p = Un4p « O
y, por adicién miembro a miembro:
Pn: Un—Patp -Untp=0 (ﬂrn%—l +tate+ oo FUnip)
La sucesién de elementos positivos :

T o g (metal o ARSI GG s R TG T L

es pues mondtona decreciente y por consiguiente fundamental, lo
que permite escribir, para n = N y &’ positivo y arbitrariamente
pequedio :

Pnelln — Pntps Undp << g’

-
®
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Se obtiene asi, llamando 'R, , el resto parcial de la serie pro-
puesta, correspondiendo N a un £’ tal que &’ < a . &:

8,
Rn_,p <T <£.

La serie & 1, es pues convergente.

IL.—Criterio de Kummer para la divergencia :

La serie de términos positivos T 1, es divergente siempre que,
existiendo una sucesion

TR e R e e N,

de elementos positivos tal que la serie = sea divergente

?n
para n = N (N entero positivo suficientemente grande ), se tenga
constaniemente

Un

Pn = N nnin RO

Un+1
Si se hace, para cualquier 7 = N:

an
Uy, = )

Pn

se tendrd (como consecuenciade ¢, . 1, — ¢, SR e e G
@n = Qnit1.
Luego :

: 1
Ruyp =an (*—A_—'+ ——l—~fﬁ-.. O —wi——),
Pnt1 Pni2 Pn+fp

y la serie £ n, es divergente,

%
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La condicién que exigia Kummer para sus dos proposiciones re-
cién demostradas, a saber que :

iim (Un . 9n) =20,
i — CO

no sélo es supérflua, puesto que hemos podido prescindir de ella

en las demostraciones que acabamos de dar, sino también falsa (en

el sentido de que ella conduciria a excluir la aplicacién de los cri-

terios de Kummer en ciertos casos en que el cardcter de la serie

resulta de uno u otro criterio, enunciado con prescindencia de esa

condicion ). Asi lo hizo ver el matemadtico italiano Dini.
Consideremos, por ejemplo, la serie :

El teorema (I) le es aplicable haciendo

4 7
— nt —_
Pu n n-—l,
porque
sl L)
n 2 1
<pnu——cpn+1=n2 Loy L —(n—l—l)”.n+
Unitt n— 1 1
(R Lo e
=(n+z)=.( L ——"—*—’)=cn+i>2.(~»-—’ J=e
n—1 1 (n—1)n

para a« = { y para 7 = N, siendo N un entero cualquiera mayor
que /. Y sin embargo :

%
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””1 (”n . an): I
U = O

Si, en cambio, consideramos la serie ¥ z,, en que suponemos
U, constante ; haciendo ¢ , = 7, la divergencia de la serie re-
sulta de la aplicacién del teorema II, puesto que:

1)
Pn _r - ‘Pn+l~—~:Pn"_<Fn+1:_l<0§
n41

pero el criterio de divergencia no seria aplicable si mantuviéra-
mos la condicién

lim (lln . :Pn)zof
n = oo

desde que, en este caso, el producto &y . ¢, lejos de tender a
cero, crece sin limite.

St en (I) y (II) hacemos ¢, = [ para todos los valores de 7,
resulta la regla de [ Alembert:

III.—La serie de términos positivos = 1, converge o diverge
segin ocurra que, a partir de cierto n, sea siempre

Sl = 1 4+ & (8 = constante positiva}, o

Un+41 Un+1

Un

IA

Si ninguna de estas condiciones se cumple, la regla no tiene,
naturalmente, aplicacién.
Sea, por ejemplo :

1
Up = —— (r > 1), 0 Uy = .
nr

Para ambas series,

I >_1 y tlf (Jn ):1,
Un+41 e 100

%




Sy g

siendo la primera serie convergente, como veremos enseguida, y
la segunda, divergente.
Puede en estos casos tener aplicacién la regla Kaabe :

Una serie de términos positivos es convergente o divergente
segiun la expresion
Un+1

tienda, para n = oo, hacia un limite superior o hacia un limite
infericr a la unidad.

Esta regla se demuestra aplicando los teoremas I y IL y supo-
niendo 9, = 1.

Ejemplo :

Sea la serie.

1 L ppngtn v SR G R ke

N

Ia regla de Raabe conduce a estudiar en este caso el limite de

S
n Ry ) n
Ao iy At N e S
7 ot On( n o _i,
n

(it e )

Se trata pues de hallar el limite, para . tendiendo a cero, del
quebrado

Gy i
ok

Es facil demostrar que ese limite e¢s a, y que, por consiguiente,
la serie es convergente para a > 1.

Criterio de Gauss.

Indiquemos finalmente el siguiente criterio debido a Gauss:

-l
»
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IV.— Si existe para la serie & uy ,de términos positivos, un
desarrollo de la forma:

Un B T e R i
e (R T e S SRR

)

la serie converge o diverge segiin

0o DL el e e T

En efecto,
lim n (—gi—-—l)za—b-
L s 1111+1 : :

Ejemplo, serie hipergeométrica de Gauss:
Sea la serie

o e SRl L) PSS T
e 2.2 Snify =) e
p ety @t fotn) BB+YB+2. B+n) ,
decdi i o ) SR N S

En este caso, considerando solamente la serie de los coeficien-
tes de x -

fn oo st ebely) v ki) 0 dnt b inGil s DR

1+

#at1  (s+a)(P+n)  n*tr(atB)ta.p

¥ por consiguiente, la serie de los coefecientes serd convergente
si se tiene

Y+ 21— (a-+B)>1 esdecir a+ B <.

La serie hipergeométrica seri pues en esto caso convergente
o
para

3 x| = 1.
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So ha afirmado erréneamente (y el error se reproduce todavia
en obras mcdernas ) que la condicién :

s » n)i—0

I O
es necesaria y suficiente para la convergencia de = g, .

La condicién no es necesaria ni suficiente. Asi, la serie

7 1 il it I 1 1
—I_+ §2+ 32—" ;—‘F 5;+ E‘g‘f‘ ‘7—2+
1 jé é 1
ol Nt e
formada tomando 1, = cuando 7 es un cuadrado per-
(A
fecto y #n = —IT- para los demas valores de n, es evidente-
7

mente convergente; y sin embargo

i rn sy )
i

no existe porque # , . 7 toma valores tendientes a cero para los

términos de la forma y y valores iguales a I para los de

la forma
n

En cambio, la serie

1 1 1 i
1+?+(3.1+4 1)_+(5'2+
1 1 1
6‘%2+7.2+ 8.2)+' i
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3 1 A i
‘*Q2q+1)q+(2q+2)q*”4‘_?E77?)+”

es divergente, porque, a partir de s,, sus sumas parciales corres-
pondientes a los grupos escritos entre paréntesis, son mayores qne
los de la serie

1 1 1 1 1 7 1 1 7
i ten s s e ol
1 1
s R

evidentemente divergente. Y sin embargo :

Il e =),
o= oo

El problema tedrico de hallar el valor de la suma total de una
serie, queda resuelto cuando se ha llegado a demostrar que la se-
rie es convergente o divergente.

En el segundo caso la suma no existe; en el primero, el valor
de la suma se puede calcular con tanta exactitud como se quiera,
con solo tomar un numero suficiente de sus primeros términos, a
condicién, no obstante, de que pueda evaluarse un limite del error
cometido.

Pero la convergencia de una serie puede a veces resultar tan
lenta que el problema de calcular directamente su suma con cierta
aproximacion sea practicamente imposible. Por ejemplo, es facil
comprobar que la suma de la serie, evidentemente convergente,

/ b / o
log (10 + 1) log (10 + 2) :

sin sumar un nu-

no puede evaluarse con la aproximacion de

mero de términos de orden 7(J1%,

-
>
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La transformacién de la serie propuesta en otra, 0 en la suma
de otras, de convergencia rapida, es entonces indispensable. Me-
diante el empleo hébil de tales transformaciones se ha logrado ob-
tener con extraordinaria aproximacion algunos val res expresados
en series; por ejemplo, el cileulo de m con setecientas siete cifras
decimales ( Shanks ). '

En muchos casos se ha podido establecer la identidad entre la
suma buscada y una expiesion facil de calcular. Asi, se ha demos-
trado que, llamando s, la suma de la serie

! G e,
1+2p+3p+....+np+....,
g w4 78
Sy = 134=—9—0—5 55254":5*1 efc.

En cambio, las expresiones para p impar no se conocen.
Analogamente, llamando ¢ la suma de la serie

7 i Vi
Ih= 30 o 5P EY 70 “1L sdnaie )
se tlene
18 w3
g — ; ) iy == 22 y eic.;

pero no se conocen lag expresiones para p par.

Operaciones con las series

La teoria de las operaciones con sucesiones fundamentales da
inmediatamente la siguiente proposicién :

Si las series 3 un ¥ 2 v Son convergentes, también lo serdn
las series
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Sfun+va) 3 E(un = va),
¥ se fendrd
S(un+va)=2us+2vny yE3fttn—vo)=2uys—2va..
En efecto, si se pone para todo 7:

Upn=u,+u,+ug+4....4+ 1y,

Ve = vgcbvn gl o oy,
We=(t,+ve)+(ur1+vi)+ ...+ (tn -+ va)
W= (a, — ¥, )\ (s = vad = ook (‘”n T e
se tiene para todo n:

Un+Vn=’WnyUn—Vn=W’n.

En cuanto a la multiplicacién de series, ella puede efectuarse
aplicando el siguiente teorema de Cauchy :

Si las dos series = u, p = va son absolutamente eonvergenfes
Y si escribimos, para abreyviar:

Wn=Zg+Vu+ 81 « Va1 Uy +» Pz 4 « .+
i v Vg —reta s Abopy wave
la serie 2 w . converge, y se tiene :
kg s By =2
Escribiendo

Wn=W0+W1—!‘—w2+...—{—Wn,
%
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Wy serd la suma de todos los productos posibles #, . ¢4 para
los cuales p - ¢ =< n.
Si aplicamos las notaciones del teorema anterior para las sumas
parciales de las dos series dadas, el producto U/, . V, contiere,
ademds de los recién mencionados, otros prodactos parciales

Zyp - Vg, pero ninguno para el cual sea p - ¢ > 2 n.
Pongamos ahora para todo n:

U’n:|”o|+|ll1|+'---"f*}lln{:
Vig =il w5 oo =t
Woia = ilgi bty b s ety
designando por w’, la suma
LA e e e e s T
Se tiene evidentemente:

l['rn-Vn—' Wnl.'—i;U,n- V’n**‘WJnéU,n- V’n_ U’m-V’mr

llamando m al méximo entero contenido en

Pero m y n crecen simultdneamente, de modo que:

lﬁ‘m (U’n- Vrn_U,m-ijjzo;

ok Ee=e ek,
luego

ll.m Wn:ll‘m {Un . Vn):ll.m Un . Zl'm Vn-
=300 = 60 M@ =t

La condicién del teorema que acabamos de demostrar, es sufi-
ciente pero no necesaria.

Se ha probado, en efecto, que la aplicacion del teorema es le-
%
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gitima, aunque ninguna de las series T g, y = v, sea absoluta-
mente convergente, con tal que lo sea la serie £ w .
Como ejemplo tomemos la serie

Sun=E(r)=1+2 + T 4. 424
/! 2l n!

Designando 2 un ntumero finito cualquiera, podemos siempre de-
terminar un entero positivo N = | 2 |.
Se obtiene entonces, a condicién de ser 7 = N:

| 7y | _ﬂ+12N+1=14;\;'

| #nt1 | Jot den Rl

La serie E (.r) es pues absolutamente convergente para cual-
quier valor de .rr ‘

Consideremos las series £ () y £ (p ); aplicindoles la regla
de multiplicacién de Cauchy, hallariamos para expresién del tér-
mino general w, del producto £ (xr). E(y):

xﬂ ’rnf“l y In—2y2 y
w = = Teeie i
R e g e A
Wi yr
(n—p)ip! i et

de donde, recordando la férmula del binomio y la identidad

n(rz—1}(::-—--.2)...(’:2--~,1r.:+1)E n! P
p! (n—plip!
resulta :
el V) 2

ntowan=(r-+p)t, wy= n!

es decir que

E(x) . E(p)=E(x+7p).
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Ejemplos:
Entre otras muchas propiedades de la serie armdnica, metecet,
a titulo de ejemplo, citarse las dos siguientes:

I.—La serie
/ ' 1 / 1 1
T T e e i

oblenida eligiendo en la serie armdnica los térmiuos cuyos de-
nominadores son nimeros primos, es divergente ( Euler). (1)
Llamando p , al enésimo nimero primo, es evidente que

/i 1
T d )
1 1 3 /
I et =2 S e g e e —
+3+32+ 9 +21
iy / 9 7/
oA o s e 7 —
]%—5—|—52+ 4< +3)
e
Pn Pn pn““_! Pn—-1
de donde :
1 1
10ge(1+?+~9—2+----)=log62<1,
I i d 7
zoge(1+?+§+-.-.)zzoger1+-2—)<-—2—,

() Veéase: M. Cantor, Geschichte der Mathematik, t. IV, pig. 288,

%
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1 1 i 1
loga (1 o -+ ok e A v ) < logei(d T)<?J

9

1 1 .1
i e e

7
lZeifd o me
pn pn pn—l

¥, sumando miembro a miembro :

i i Vi i i
Ittty ly
1 1 1 : 1
2h2+”.)(1+§—+3_2+".)'”(1+pn+

1 vas 1 i
W+--.)J>loge(1+?+-§'+—4—+

1 1 ; 7
Bl T AR e )

En efecto, el producto contenido dentro del paréntesis cuadrado
comprende infinitos sumandos positivos, entre los cuales figuran
; 1

2o o
por lo menos.

Luego, las sucesivas sumas parciales de la serie de Euler cre-
cen més alld de todo limite.

los primeros términos de la serie armonica, hasta

II.— Teorema de Appell (Journal de Liouville, 9.* serie, t. VI
(1927 ), pag. 121): ~

Liamando A,, A,, A,, las sucesivas sumas parciales de
la serie armdnica, ninguno de los mimeros AR R RN s
enfero (A, = 1).

Consideremos la suma A'p = {;— (ayhb, primos entre si).

%
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Tenemos

a b
o R e
b joj bp

Supongamos que p contiene el factor 2 a una potencia inferior
o igual a aquella con que figura en b. Es entonces evidente que
el dominador de 4 ,, expresada en fraccién irreducible, contendra
el factor 2 a la misma potencia con que entra en . En cambio,
si p contiene el factor 2 elevado a una potencia mayor, sera esta

potencia de 2 la que permaneceri en el denominador de 4.
3 11

Ahora considereinos las primeras fracciones 4, =— 4; =—,

e 6

La segunda contiene 2, como la primera, en su denominador.

A e T 1 :
Pero la fraccién siguiente, = + —, en que p = 4 contiene

22 tendrd en su denominador la 2.2 potencia de 2. Lo mismo ocu-
rrivd con A, Ay y A,; pero Ay tendrd un denominador divi-
sible por 2%, y en general, todas las fracciones 4,5, A2 2y

P, A2 s+1 _, contendrin en su denominador 2% Luego
finalmente, ninguna de esas fracciones podrd reducirse a un ni-
mero entero. :

ot
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LECCION VII

Funciones

Empezaremos por generalizar y metodizar algunos conceptos ya
conocidos.

Si una variable real y depende de los elementos de un conjunto
real M en tal forma que erxista el mvdio de determinar el valor
de y correspondiente a cada elemento del conjunto, se dice que
y es una funcion real de la variable real x del conjunto M.

Esta dependencia se expresa en general por:

p=f(r) o y=9(r) ete.
Se llama variable dependiente a p, y variable independiente a .r.

Ejemplo 1o:
La funcicn racional entera

}’=A0-rm+A1-rm_i+----“l“Amn—I-?—"]‘Amr
en la que los coeficientes A , son todos independientes de .r.
Ejemplo 20 :

La fancion racional fraccionaria

y= AQXm+A1Xm_I+~"+Am—1X+Am
YR T T R AR i

en que el numerador y el denominador son funciones racionales

enteras do ..
Ejemplo 3°:
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La funcion irracional en que p se obtiene efectuando sobre r o
sobre funciones racionales de . la extraccidn de raices, combinando
Juego por via de suma, resta, multiplicacién o divisién los resul-
tados, aplicando nuevamente la extraccién do rafces, y asi couti-
nuando un ndmero finito de veces.

Listas funciones, de las que son casos especiales las funciones
racionales ( enteras o fraccionarias ) se llaman funciones algebrai-
cas. Las otras funciones se llaman frascendentes.

Ejemplo 4o :

Sif () esuna funcién real de .1, la ecuacién cdbica en y:

R4Sy L flfxr)=0

tendrd una sola raiz real, porque el discriminante

L Lo )

2 53
es mayor que cero. Iista raiz real dnica es una funcién real de la
variable ..

Las funciones de los ejemplos 1.°, 2.0, v 3.0, enyos valores se
obtienen efectuando sobre la variable independiente ciertas opera-
ciones definidas, se llaman funciones explicitas.

La funcién del ejemplo 4.° que requiere la resolucién previa.de
una ecuacion para obteuer el valor de p correspondiente a cada
valor de ., se llama funcién implicita.

Ejemplo 5o :

y=1yur

Esta funcién solo puede ser definida como funcién real para

== ()

Ejemplo 6o :
La funcién ¢ () tal que para @ == 0. sea:

e i,
¥y para .r <@'. Ji
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p(r)=05— %
Ejemplo 7o :

Yy(r)=n.ur
siendo 7 un entero positivo tal gue :
ke e lien ek

Esta funcién no estd definida para los valores enteros de ..
Ejemplo 8.0

B x),
definida por la condicién :
CETER =
siendo 7 un numero entero tal que
= =n -l

Esta funcién se llama de Legendre, y se lee : mdrimo enlero
eontenido en x.

Ejemplo 9.0:

La funcién de Lejeune-Dirichlet

Qfr)==% 1
segun que .r sea racional o irracional.

Ejemplo 10°:
La funcién de Kronecker

sgn(x)=i],00,

seguin .r sea positivo, negativo o nulo.
El simbolo sgn se lee signum.

%
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Ejemplo 11°:

Las funciones trigonométricas son ejemplos de funciones defini-
das por via geométrica.

Sin embargo, baséndonos en las férmulas trigonométricas mas
elementales y en la periodicidad de estas funciones, podriamos ob-
tener sus expresiones analiticas y demostrar que :

7 et i
senr = —— — 4 - — e e
1! 3! 5!

e xt G
= ] — -— -
o054 ] = 41 6! i

Las funciones de todos los ejemplos precedentes estin definidas
para todos los valores de . pertenecientes a uno o més intervalos,
Hay funciones en que ésto no ocurre. Asi, en la teoria de los ni-
meros, se introducen funciones especiales que sélo estén definidas
para los valores enteros y positivos de la variable. Estas funcio-
nes se llaman aritmoldogicas.

Ejemplo 120 :

La funcién 7 ( n ) indica el ndmero de los divisores del entero
positivo 72, de modo que si 7z es primo, T (7 ) = 2.

T ( n) puede, sin embargo, como otras funciones uritmoldgicas
expresarse utilizando los simbolos de algunas de las fuuciones de-
finidas en los ejemplos anteriores :

ST
T(n)z ;Zg (.1-32n‘ Seng—%ﬁ-)

Ejemplo i3e:
La funcién A (1 ) designa el nimero de niimeros primos desde
1 hasta 72 inclusive.

%
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Invocando el teorema de Wilson, puede facilmente demos-
trarse que

S=1 - Sen «—-—-————(‘S_i)" 7

S a0/
A+ > mow
S=5 fias

férmula curiosa debida a Rafael Barret (1).
Ejemplo 14°:
El elemento general de la sucesion

Aoy A1, gy + - + oo n,

es funcion del indice de colocacién 7 y sélo estd definido para n
nulo, o positivo y entero.
Si consideramos . y p como coordenadas, la curva de ecuacién

yr=Ff(r)

da una representacion grafica de la funcidn, si esta curva puede
dibujarse con aproximacién suficiente.

La funcién Q () no puede reprosentarse graficamente.

Una funcion f ( r ) que para

a—d<ar<a-+?d

estd definida, se llama crecienfe o decreciente para r = a, se-
gin que la diferencia

(g df)—0(a)

en que | h | es un niimero positivo cualquiera inferior @ un ni-

(1) Rafael Barrett (18707 — 1912), literato y filésofo espafiol.

%
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mero positivo suficientemente pequefio o, fenga siempre el mismo
signo que h o siempre el signo contrario al de .

Si f (.r) es creciente para todos los valores de . contenidos en
el intervalo (@, & ), o decreciente para los mismos valores, se dice
que es mondfond en dicho intervalo.

Si f (x) no es monitona en un intervalo (@, b ), pero este
intervalo puede dividirse en un mimero finito de sub-intervalos en
cada uno de los cuales f () sea mondtona, se dice que f (.r)
es parcialmente mondtona en (a, b ).

Si f (x ) tiene el mismo valor para todos log valores de » com-
prendidos en el intervalo (@, & ), este intervalo se llama dominio
de invariabilidad de f ( r ).

La definicién de funcién implica dos restricciones qua conviene
destacar :

lo)

Como debemos dar valores finitos a g para determinar y, esta
variable p solo est4 definida para valores finitos de la variable .-

2.2)

Como p debe estar definida cuando se d4 .r, solo pueden admi-
tirse valores finitos y determinados de p.

Ejemplo:

Lia funcién

xr— 1
x?— 3 x4 2

rex) =

esta definida para todos los valores finitos de 2 con las dos tnicas
excepciones de

i — S S = O
La funcién f (r) se dice deslindada o acotada en el inter-
valo (@, b ) cuando es posible determinar un nidmero positivo A

tal que, para todo . del intervalo (@, &), incluidos a y &, se
tenga :

[ Fee) = A

St
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Hemos demostrado que todo conjunto acotado posee un confin
superior y un confin inferior. De ello se deduce que:

Si una funcion [ ( x) es acotada en el intervalo (a, b), el
conjunto formado por todos los correspondientes valores de la
funcion tiene un confin superior C y un confin inferior c.

C — ¢ sellama oscilacidn de la funcién f ((.r ) en el intervalo
i b

81 la funcién f (.r) tiene la oscilacidn
D=C—c¢

en el intervalo ( @, & ), designando por ry y x, dos valores cua-
lesquiera ds .r pertenecientes a ese intervalo, se tendrd :

|1 (&1) —F(x )| =D

Como complemento de la proposicidn recién enunciada demos-
traremos el siguiente teorema llamado : tcorema primero de Weier-
strass :

Si la funcion f ( x ), acotada en el intervalo (a, b ), incluidos
los extremos, tiene en el intervalo los confines C y ¢, existe en
el mismo infervalo, por lo menos un valor xry tal que [ (1)
tenga en el enlorno

(iz] = 6 &k G ),

por confin superior C, por pequeiio que se fome el nimero o ;
y también por lo menos otro valor =, fal que [ (), en el en-
forno

(xy — 0, Ty sl (7):

tenga por confin inferior c.

Sea [, el intervalo dado y designemos por C; y C, los confi-
nes superiores de f () en cada uno de los dos sub-intervales
que resultan de bisecar [, y en los cuales se incluyen también sus
extremos. Hs evidentemente necesario que uno siquiera de estos
nimeros sea igual a C. Designemos por /i aquel de los interva-
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los resultantes de bisecar /, para el cual el confin superior de
f(x)sea C, o cualquiera de los dos si ambos tuvieran por con-
fin superior C.

Bisequemos, luego [;, etec.

La sucesién euclidiana de intervalos :

jo,-jl:.jzf -,fn,. -

gozard de la propiedad de que f (@ ) tiene en el intervalo /[,
( cualquiera que sea 71) por confin superior C.

El valor limite, definido por esta sucesién de intervalos, es, por
consiguiente, el numero ;. De un modo completamente andlogo
demostrariamos la existencia de @, .

Es claro que puede ocurrir que haya varios nimeros en las con-
diciones de x; y de x,.

Si f (@« ) es mondtona en el intervalo (@, & ), con los valores
extremos de este intervalo coinciden x; y ..

Haremos notar que, en general, no existe un niimero o tal que:

(i = Hos =

PR GRa i A

Funciones continuas y discontinuas

Sea @ un valor numérico perteneciente al intervalo ( a, p ).

Supongamos una funcién f ( @ ), definida para todos los valores
de @ comprendidos en el intervalo, y consideremos una sucesién
fundamental arbitraria,

(1 O o0 o I S S by

de valor limite @ y cuyos elementos estén todos en ( a, f ).
Si la sucesién

f(“o);f(“l):----af(ﬂn),---.

»
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es siempre fundamental, cualquiera que sea (dentro de las condi-
ciones recién expresadas) la sucesion (1) correspondiente, el li-
mite de esta sucesién de funciones es siempre el mismo.

En efecto: elijamos otra sucesién fundamental

(2) 60: 51: 62: Lt R ) BIU (TR

que satisfaga las condiciones impuestas para la (1); la sucesidén

LB LB ol oo [P )y s

es, por hipdtesis, fundamental.
La sucesién

Uy 601 oy, [31) t e s sy Op, Bu: e W ey

formada por los elementos de las (1) y (2), tendra por limite a.
Por consiguiente, la correspondiente sucesion de los valores de
la funcién, es decir, la sucesién

Floaod FUBoh Far)h f(B1h o« s flan) F(Bn) - .

gerd igualmente fundamexntal.
Luego, para n = N:

| Flan) —F(Bu)]|<e,

de donde se deduce que las sucesiones fundamentales

LT hof G b ey LS e e
f(Bo)rf(ﬁlj) s "f(ﬁn), (T 'S

tienen el mismo limite.
Designemos con

(Io, 0t1, 0!2, L N F ] an’ o e ey
3
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uha sucesién cualquiera de limite g, y admitemos ademés que la
sucesion

ffaﬂ)? f(ai): (Otg), vl e iy f(an); o N T

es siempre fundamental.
Podemos considerar los dos casos siguientes :
1:%%)
Si todos los elemontos de la sucesién

Ol D e Oy s S s e R Oy e B TS
satisfacen a la condicidn
on < a;
si ademas esta sucesién es arbitraria dentro de las tnicas condi-

ciones de ser o, < @ y de tener por limite @; y si, en fin, la
sucesion

ol fifanh v ooy Fifan)i- s o

tiene limite, se escribe :

fla—0)=1tm floau)

= CO

2.0)
Si log elementos de la sucesion de limite g

Oy @1y o o o oy Opy o o o
satisfacen a la condicién
Vi 25 0

siendo, por lo demés, arbitrarios; y si entonces ln sucesién



f(ao)if(aljﬁf(azjs' i -f(an),- oy el

posee un limite, se escribe :

Fepa = — sl )

R DT,

Las notaciones f(a — 0), f (a + 0 ) se deben a Lejeune-
Dirichlet.

Si f(a—0) y f(a-+ 0) existen ambos pero no son
ignales, o, si siendo iguales, su valor comidn no coincide con el
valor que resulta para f (@ ) de la definicién de f (. ), se dice
que f ( . ) tiene, para &x = @, una discontinuidad de 1.* especie:
regular, si

flechl) o plenty Ly

e irregular, si

=]

La diferencia f(a + 0) — f (a — o) se llama sallo de la
funcion, para r = a.

Ejemplo:

La funecién

Y(r)=nur,
en que 72 designa un entero no negativo tal que
nl|rl<n+ 1,
presenta para todo valor entero y positivo 7 de @ un salto igual a

Y(r+o)—v(r—o)=n*—(n—1)n=n.

»



81 no existiera alguno de los limites

J(q Aol ai= ol

o si no existiera ninguno de ellos, se dice que f (a) tiene para
x = @, una discontinuidad de 2.2 especie.

Ejemplo:

La funcion

f(wj:sen—]—
HY

tiene, para @ = 0, una discontinuidad de 22 especie, porque no

existen ni f (o + o) ni f(o — o).

Supongamos ahora que

fla—o)=7{(a{ ol=ific)

Diremos entonces, y sélo entonces, que f (x ) es confinua para
ey e

Una funcién f (« ) es continua en (@, &), cuando lo es para
todos los valores de (a, & ).

Las funciones que en un intervalo dado sélo presentan un ni-
mero finito de discontinuidades se llaman parcialmente continuas
en ese intervalo. Tias que en un cierto intervalo son infinitas veces
discontinuas, se llaman: parcialmente discontinuas sison continuas
para algun valor de un sub-intervalo cualquiera, por pequeiio que
éste sea; y folalmente disconfinuas, en el caso contrario.

Se dice que, al fender x de una manera continua por valores
crecientes hacia a, la funcion f (x ) tiende al limite A, cuando
es posible, dado un valor positivo € arbifrariamente pequeno, de-
ferminar ofro valor positivo o de tal manera que, para

(FEie— e B R oy
sea siempre

A= fifr)]<e



Se escribe entonces

A= Itm fia— ||\
=0

Es facil identificar el limite asi definido con el limite f (@ -- 0),
tal como lo hemos detinido antes. Bastara para ello demostrar el
siguiente teorema :

Es condicién necesaria y suficiente para la existeacia de

limf(a—|h|)=4
h=o0

que, dada una sucesion cualquiera de limife a:
Koy Tyy gy = = o oy Fny o - o

cuyos elementos sean todos menores que a, la sucesion corres-
pondiente de los valores de la funcion | ()

Gl el G, e b))

sea fundamental. Su limite, que hemos llamado f (a — o), es
entonces igual a

limf(a—|h|)= 4
h=o

En efecto, admitiendo en primer lugar que

limf(a—|hk|)
A=o0

es finito y determinado (igual a A), si se fija el intervalo
(a — o, a) de modo que cuando . pertenezca a él se tenga
siempre :

| d=TF x| < ¢

y se designa con by ufk elemento de la sucesion
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(1) b S R R e

tal que él y todos los que le siguen pertenezcan a dicho intervalo
tendremos, para 1 = N

IA—f(.l"n}l<S,

y por ello, la sucesién
(2) f(-ro):f(-rz}:f(fg»}, ----;f(.rn},--..

es fundamental con limite igual a A.

La condicidn es pues necesaria.

Si, en segundo lugar, admitimos que la sucesion (2) es funda-
mental siempre que la (1) llene las condiciones expresadas, esa
sucesion fundamental tendréd siempre el mismo limite f {a — o).

No seria licito sin embargo concluir ya que:

f(a—o0)=A

Podria, en efecto, ocurrir que los infinitos numeros ¢ correspon-
dientes a las, infinitas sucesiones (1) imaginables para cada una
de las cuales se verifica la condicidn

Lo = olli=fiayal)iic e

cuando .rp pertencce al intervalo (@ — o, @ ), tuvieran por li-
mite cero.

Pero esta parte del teorema puede demostrarse fécilmente por
el absurdo.

Porque si hacemos la hipdtesis de que 4 no existe o no es
igual a f (@ — 0 ), podremos determinar un & tal que, por pe-
queno que tomemos el intervalo (@ — o, @ ), haya valores de
comprendidos en él, para los cuales

| f(a—o0)—t(z)]|=c¢
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Si formamos la sucesidon mondétona creciente

ZO, ZI, Zg, U L ] Zhny « o

con los valores de .2 que correspondan a esa condicién, en inter-
valos cada vez mds pequeifios, obtenidos eliminando de cada uno
su parte inferior en que esté contenido el tltimo z considerado, y
de modo que la sucesién tenza por limite @, resulta para todo n:

fr ~ o)tz iE,
Luego, la sucesion
AT RN AT LS B BT 2 N R T

no puede tener por limite f (@ — o ).

Para que tenga pues ese limite, como hemos supuesto, es nece-
sario desechar las hipdtesis de que A no exista o de que sea di-
ferente de f (@ — o, y admitir, al contrario, que

flbamrio) —

El teorema seria igualmente valido y se demostraria analoga-
mente, sustituyendo en su enunciado

ftiad a0 p sl s [l =

h=o0
en vez de
fiar—to) wp il (=l L)
h=o0
respectivamente.

Cuando existen los dos limites

lim f(a-+|k|) vy lim f(a—18h|)
=t 1 =)

y son iguales entre si, se podra pues escribir:
%
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limf(r)=7F(a— o)={f(a+ o)
r = q

=

Si ademas f (a) es igual al valor comin de f (2 - o) vy
f (a — o), la funcidén es continua para 2 = a.

Si las funciones f (x) y % (.r) son continuas en (a. b) y
tienen los rmismos valores para cada elemento de un conjunfo A
denso en lodo ese infervalo, las funciones f(x) y % (.xr) son
identicas en dicho intervalo.

Es facil, en primer lugar, comprobar la contnuidad de

F(r)=f(s)— o(+)
en (a,. b)),

Ademas, puesto que [/ (.r) es nula para todos los elementos
de 4, lo serd también para todos los elementos de A’, porque
cada elemento do A’ puede considerarse como limite de una su-
cesi6n infinita de elementos de 4 tomados en su entorno.

Luego, para todos estos valores de A7, es decir, para todos los
valores de (" a, b ), se tiene:

f(r)=¢9(x)

Vamos ahora a demostrar un teorema debido a Cantor, que se
llama feorema de la continuidad uniforme y que, se aplica a la
demostracion del teorema fundamentai del Cdlculo Integral; pero
antes enunciaremos y demostraremos un lema.

Hemos visto que sila funcién f (2 ) es acotada en el intervalo
(a, b), posee un confin superior C y uno inferior ¢. La diferencia

@ ——

se llama oscilacién de la funcidn en el intervalo.
Es evidente que, designando con ., y ., dos valores cuales-
quiera del intervalo (a, & ),

[y T M = )

Lema. Si suponemos que en el intervalo
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(2o — 8 &o + 3),
comprendido en ( a, b ), se fenga siempre:
ies) =J ()=
en este intervalo
{ go— O L 0]

la oscilacidn de la funcién es menor que 4 o.
En efecto, se tiene :

Tl =i (e ) = Fle )= T(n) -ili) = b
de donde
(10 i) = Bl =) = crollr
) a2
con sélo suponer que r, y r, pertenccen a
e e )

Si ahora C y ¢ designan los confines superior e inferior de
f ( r) en este intervalo, podremos elegir x; y .z, de modo que

Flr )i C=o i i ra e cr o
Shae iy S e S s e
o, sumando,
C—pi i) — [ (4] + 20,

Pero, en virtud de (1),

%
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Tl fifn ) — 2
C—c¢c< 4o.

Luego :

Si f(.r) es continua en (g, b ), designando con & un numero
positivo y arbitrariamente pequeiio, corresponderd a cada valor de
2 tomado dentro de dicho intervalo, un confin superior, que serda
funcién de .r y que designaremos por ¢ (. ), de los nimeros po-
sitivos o tales que para ese valor de .r, sea siempre

[ i)l i e

Si suponemos ahora que z recorre el intervalo (@, b ), puede
ocurrir que el conjunto de los valores ¢ (. ) tenga por confin in-
ferior cero. Pero si este confin no es nulo sino igual a un nimero
8 > 0, o (r) sera superior o ignal a & para todos los . com-
prendidos en (‘a, & ), y la desigualdad

FEGE ) =) = e

serd valida para esos valores de .r, con sélo tomar | /1 | <Z o.

Si para todo & positivo y arbitrariamente pecqueio, puede asi
determinarse un ¢ positivo, se dice que f (x ) es uniformemente
continua en (a, b ).

Gracias al signiente teorema de Cantor, el concepto de la con-
tinuidad uniforme queda reducido al de la continuidad pura y sim-
ple dentro del intervalo considerado, a condicién, sin embargo, de
que la continuidad se mantenga atun para los valores extremos a y b:

Si f () escontinua en ( a, b ), inclmdos los exiremos a y b,
existird para todo € positivo arbitrariamente pequefio, otro ni-
mero O positivo tal que la desigualdad

L e v — it e

sea vdlida para todo x de (a, b ), incluidos sus extremcs, siem-
pre que sea | h | < 8.
Consideremos un valor . del intervalo (@, &), o igual a uno

*
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de sus extremos, y,dasignemos con ¢ (") el confin superior de
los nimeros ¢ tdibs que, para este valor determinado de .z, sea
siempre :

[fex+r)—=F(r)]<s,

cuando se tome | z | = ¢, y, a fin de descartar la posibilidad de
valores infinitos, convengamos en no tomar nunca ¢ mayor que
una cierta cantidad finita, & — @ por ejemplo.

Llamemos 8 el confin inferior de ¢ () en (@, & ); 8 no sers
nunca negativo, y habrd por lo menos nn valor .z en el intervalo,
valor que representaremos por .y, tal que o (), para los va-
lores de . del entorno

(.1'1 Ttk el _I_ t)

en que t designa un ndimero arbitrariamente pequefio, posea el
confin inferior 8 (teorema primero de Welerstrass ).

Como f ( x ) es continua para » = .1, existird un nimero
o1 tal que

(et 2) i)l = 3,

estando .y - /t en el intervalo

SR e e i

Es este mismo intervalo la oscilacién de f (.r) sera, por el
lema rccién demostrado, menor que

4 e gz E)
4
Para todos los .r que pertenecen a

(1 — é 61, r1+ é o1)

%
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se tiene pues

[f(x+ Rh)—f(r)]|<e siendo

ya que tanto .r como r - /i pertenccen a

LB R o S

incluidos los extremos.
Para estos valores de z se tiene por consiguiente,

f
6(1);?61,

¥y como el confin inferior § de las ¢ (1) corresponde precisa-
mente a estos valores de .r tomados en
Z /
(1 — ——61. 1+ — 01))
2 Dl
resulta

62 1.

L4
2
El confin inferior 8 es por lo tanto positivo, y la desigualdad

bile e S
se verifica para todos los x de ( @, b ), siempre que se

tome | £ | =< &

Pero si los extremos g y & no se incluyen, puede ocurrir que
8 sea nulo. Ejemplo :

fite) =~

en el intervalo (o, & ), excluyendo cero,

%
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De este teorema de Cantor se deduce inmediatamente la propo-
sicién importantisima llamada teorema de la continuidad uniforme.

Si la funcion f ( x) es continua en ( a, b ), incluidos los ex-
iremos a y b, designando con & un nimero positivo arbitraria-
menfe peguefio, existe olro nimero positivo d tul que en todo
sub-intervalo de ( a, b ), cuya extension no erceda a d, la osci-
lacion de [ (2 ) sea inferior a e.

FEn efecto: si —:;— § e¢ el confin inferior de los nimeros ¢ (1)

que corresponden a

; o

= B,

4

la oscilacién de f () en un intervalo que no exceda a 9§ sera
menor que 4 £’ = ¢.

Teorema segundo de Weierstrass.

Si la funcion [ ( x ) es continua, sin ser constante, en (a, b ),
comprendidos los extremos, poseerd en este intervalo un valor
mdximo y un valor minimo

Tenemos que demostrar la existencia en (@, & ), de un ntimero
.y tal que

e e T e W e et )
y la de otro, r,, también incluido en este intervalo, y tal que
sl e e e e (]

Empecemos por establecer el siguiente lema que también se
debe a Welerstrass ;

Si f (.r) escontinua para x = a y siexiste un nimero A fal
que, para & p € positivos y arbitrariamente pequerfios, se pueda ha-
lar siempre en (a — 8, a-+ d ) alginvalor de x que salisfaga
a la desigualdad

| bt R et T
se puede afirmar que f (a) = 4.
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Supongamos, en efecto, que f (@ ) no es ignal a 4, y hagamos
1
s <o LA st (e )i

Determinese el nimero positivo & tal que, para
a —d<r<<a-t3i,
sea siempre
Bl R g e

Necesariamente existird un valor -, de . que satisfaga a la vez
a estas dos condiciones :

12)
a—0<r < a3,
de donde
(s } =i ir M e
2.2)

IA—f('r1)|<€-

Pero de las dos desigualdades

LEGry b if fa) isiie iy LA Fil )il e =,

se deduce

|4 —f(a)|< 25

desigualdad incompatible con la hipétesis de que

—2~|A—f{a)i>e.
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Luego
f(a)= 4

Basandonos en el teorema primero de Weierstrass podemos afir-
mar que en (@, & ) existe, por lo menos un valor .y de.r tal que,
por pequefio que determinemos un nimero o, la f (.2 ) tenga por
confin superior en

(s o ol

el mismo ntiimero C que es confin superior de f(.r) en todo
(a b)

En este entorno existe, pues, por lo menos un valor de .r para
el cual

O=C=f(r)¢

{ € arbitrariamente pequefio ).

Por consiguiente, la f (.r ), continua para » = 21, es tal que
la diferencia positiva o nula C — f ( .r) se hace menor que &
para un cierto valor de .z comprendido en el entorno

(r1 — 0, + 0)

por pequefios que sean los niimeros positivos €.
Liuego, segin el lema, podemos escribir:

f(.l’lj—-—*‘(}.

Analégamente demostrariamos la existencia de un valor por lo
menos, comprendido en ('@, & ) o igual a uno de sus extremos,
para el cual la f (2 ) pase por un minimo.

Teorema de Bolzan:

Si la funcion f ( x ) es continua en ( a, b ) incluidos los ex-
tremos, y si los valores f (o )y [ (B ) que toma [ (x) para
dos valores de x pertenecientes al inlervalo, son diferentes,

-
»
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eriste por lo menos un valor de r entre o y [ para el cual
f(x) = A, designado por A un wmimero cualquiera compren-
dido entre f (o )y (B )

Supongamos

Fla )< F(BJ)

¥ en consecuencia
e ) —d - i)

Hagamos ("a, f ) ignal a f,; y determinemos, mediante la bi-
seccion reiterada de este intervalo, la sucesién euclidiana

jo; jlr ./2: e TR iy Jn?

en la que, para cualquier 7, se elije el sub-intervalo [, de modo
que, llamando a, ¥y fn a sus extremos :

flon)< A4 < fifph

El limite de la sucesidn
Ty T g Ol s e ot S

existe y es igual al de la sucesién

5.}? [31) 62: sy Bllr

Llamemos ¢ a ese limite comin.

Puesto que por hipétesis la funecidn f (.2 ) es continua en
(a2 b)) lo scra para r — .

Luego, el limite comun de

Flooh o) e o . sl on) .
v de

ECBah ECBh Pl Bl oo Gf(Ba) - 5.

que es A, serd también el valor de f ( o ).
%
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De la definicién que hemos dado de la continuidad de las fun-
ciones, resulta inmediatamente que, si se designa por

AR e S R e e S A

diversas funciones continuas, y por
Cl ;] C2 3 03 ’ wlie e g C ns 3 e

valores constantes, algunos de los cuales pueden ser nulos, las fun-
ciones

CP'fP(r)i Ci-fi(.r),
Ci-fi(x)

Cra iR Gt e Cs-fs(J‘),
Exh (ol B Cera o) s Coi i)

seran también funciones continuas, a condicién de que los deno-
minadores, si existen, no sean nulos.
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LECCION VIII

Series funcionales

Ya hemos visto, al ocuparnos de la funcién
E(r)=1+< + L ¢ +I 4
A Dl e I R e

un tipo de serie funcional. En general se llama serie funcional a
una serie cuyos términos no tienen valores constantes sino que son
funciones de una variable .r.

Para cada valor de .r que convierte a la serie funcional en una
serie numeérica convergente, la suma de la serie tendra un valor
numérico determinado. Esa suma,

DR e RS e

es pues una funcién de 2 para todos los valores de esta variable
que hacen convergente a la serie.

Si el conjunto de estos valores ( conjunto M ) tiene sélo un ni-
mero finito de elementos :

iy g, S ey e i Ly i
se podréd determinar p nimeros naturales

Ny, Ns# Na; o ; Nﬁi
<
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tales que, para n = N (I < r =< p ), se tenga siempre :
| Ry ()| = &,

en que Ry (.ry) designa el resto de la serie y &€ un ndmero po-
sitivo previamente dado y arbitrariamente pequefio.
Sea ahora N el mayor de los nimeros

Niy Na Nay o ooy Vs
las p desigualdades

VR Gz} | — el = =)

seran validos para 7 = J, y este ntimero N entero positivo, de-
penderd de € pero no de la eleccién de 2, .

Si el conjunto M es infinito, existe siempre, es cierto, para cada
uno de los elementos .2, un numero entero y positivo Ny tal que
sea, para todo 7 = Nx:

| Ko )=t s

pero el méaximo del conjunto de los niumeros N x asi definidos,
suele entonces ser igual a -} oco. De modo que en general, no es
posible fijar un nimero N tal que para n = N la demgualdad

| Ro ()| <e

se verifique, cualquiera que sea el elemento elegido en el conjunto A,
Ejemplo. Para .r == 0, se tiene:

| ¢ |

= (p le+1)[(P+1)Ix|+1J

e i b P R ‘,&é:%ﬂ\lu. 3 S e ow o uami'sm
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En efecto, si designamos por S, (.r) la suma de los 7 prime-
ros términos de esta serie, se obtiene :

/

Sn(.r)=]—m)

como inmediata consecuencia de la identidad

| 2| s !

= —

Fllenlie s e T gl el U R [

1
(oA fblia it

Por consiguiente,

Ji ; /!
S—Su(r)= ———— L 1> ——
() Mﬂ+1< in|r| 4+ =
es decir, si 7 > / ; el
| 2| &

Llamemos N x el menor numero entero que satisfaga la desi-
gualdad : ;
1 1 — ¢

Wil e :
|| e

Para valores de . diferentes de cero, pero tan proximos a cero
como se quiera, el conjunto constituido por los numeros N x para &
dado, tendra por maximo - co. ‘

Pero, si se supone

e =21

el midximo de N, serd el menor de los nimeros enteros y positi-
vos /N para los cuales

N>I .]"_S’
s :
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¥y entonces :
l Ry i [ Ak

para todo » = g > 0, con tal que 17 = NN.
Observemos todavia que la férmula

p=oo

,E__:Z [0 |

s (P.jx]+1)[(p+1)lx]+1]

deja de ser valida para r = ¢, pues,

S

cualquiera que sea 71, de donde :
S0 0,

Una serie de funciones de 2 se Hama uniformemente conver-
gente o equiconvergente para el conjunto infinito A ( que gene-
ralmente es un intervalo ) cuando, dado positivo y arbitraria-
mente pequefio, puede determinarse el ntimero natural N de modo
que la desigualdad

e s

sea verdadera para todo valor de r tomado entre los elementos
de M, con sélo suponer 7 = N, siendo N un nimero dependiente
de & pero no de ..

Podemos ahora demostrar el teorema fundamental de las series
funcionales :

St una serie infinita de funciones es equiconvergente en el in-
fervalo (a, b ) y si las funciones que constitupen sus términos
Son continuas en el mismo intervalo, la suma de la serie es tam-
bién una fuucion continya para todo valor de 1 tomado dentro
del mismo intervalo.
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Designemos, en efecto, con &, (. ) una suma parcial y con
R (v ) el resto correspondiente ; se tiene entonces :

Slta) =Sy (x)FERaiCr)

Si suponemos después que .2 y .r -} /i pertenecen ambos al in-
tervalo (@, & ), podremos siempre hallar un numero entero y po-
sitivo V tal que, para todo ‘7 = /N y para todo .r comprendido
dentro del intervalo (@, b ), sea:

£ €
IRn(x)|<~§, ke e =

dando a € el sentido acostumbrado.
Como N es finito, la suma parcial

Sx(r)=ui(x)+u,(xr)~+....+ux(2)

cuyos sumandos son todos por hipdtesis funciones continuas, serd

ella misma una funcién continua en el intervalo (@, b ), es decir

que siendo ¢ un numero posilivo convenientemente elegido, ten-
dremos para | £ | = o

£l

|Su (2 h) = Su(2)] < 55

pero, en virtud de la identidad

S(r+h)—S(xr)=8x(xr+n)—S8Ss(r)-+
RN (.I'—{— k) G RN (.1’},
si suponemos satisfechas las designaldades anteriores, resalta :

| S(r+hr)—S(r)] <e.

Luego, la suma de la serie es una funcion § () continua
dentro del intervalo (a, & ).

Observacién : La condicién anterior es suficiente, pero no nece-
saria. Asi, por ejemplo, la serie indicada por Cantor

%
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TL:O-Q-

Z X sa) o
o pelitgg e Rrll oo Ien ¥ 1) e

tiene evidentemente por suma la funcién continua para todo .z

L ST L AT e 2
1} x2

y sin embargo la serie no es equiconvergente en el intervalo
( 0, &), por cuanto el resto, ignal a

i e
binE o

’

_ / 1
toma el valor > para & = ——> por grande que sea 7.
n

Como dato histérico interesante, recordaremos que Cauchy afirmé
equivocadamente que la suma § (.r) de una serie funcional es
una funcién continna de . en el intervalo (@, & ), siempre que
en este intervalo la serie sea convergente y las funciones que cons-
tituyen sus términos sean continuas.

Abel hizo notar que tal afirmacién no podia ser exacta, en ge-
neral ; pero fué el mismo Cauchy quien mds tarde puso bien en
claro el fundamento de la objecién de Abel.

Lu serie de que nos hemos ocupado antes

p:oo

1____2 fosd

= (2l iCosl et

es convergente en el intervalo (0, 1) incluidos los extremos, y
sus términos son funciones continuas de . en el mismo intervalo,

%
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y sin embargo § () es discontinua para 2 = (. Pero la serie
no es equiconvergente en el intervalo (0, 1) ni en ningun inter-
valo que contenga el valor cero.

Funcién exponencial - Logaritmos naturales

La funcion

x 2 i
i k o R n!

S e A e e

continua para todo .r, porque la serie que la define estd compuesta
de funcicnes continuas para todo . y es ademis equiconvergente
en cualquier intervalo ( — K, 4 K ), se llama funcidn exponen-
cial, y fué introducida por Newton en el anélisis. Se designa con

la letra e el valor de la funcién exponencial para r = [, es
decir que :
—E(M) =1+ — + ——+ +
e sl O STERR
!
= HLE = TR
n.

Es facil demostrar que e es irracional.
Hermitte demostrd, como ya lo hemos dicho antes, que e es un
niimero trascendente. De la férmula ya conocida

E(x). E(pr)=E(x+yp)

se deduce :

E(r). . Ef—r)=Efr—z) =E(0)=1

/

y E(—IJZE'—(IT'

La funcién exponencial es pues positiva para todo valor finito
y real de 1.

-
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También se deduce de la misma férmula, designando por n un
numero entero :

[E(.r) ]” — E(nz)
de donde
L
700 [T = 2(2)
Lifnil—"
E(g;.)]’;g
esd.ecir:

¥, por consiguiente :

m

m RS fif n
E(;): ]/6 == iz .

La igualdad
E(fr)=¢*

queda asi demostrada para todo valor racional de r.

Si la potencia es irracional, esa igualdad subsiste, gracias a la
definicién generalizada, que daremos mds adelante, do la elevacion
a potencias.

Ya hemos visto que E (. ), para

— K= r =K,
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siendo A un niimero positivo arbitrariamente grande, es una fun-
cién continua y tiene siempre un valor positivo; es ademas, entre
limites cualesquiera mondtona creciente, pues

E(rx+|h|)=Efz).  E(|k]|)=E(2)

desde que

E(lh|)>1
La funcién E ( .r ) pasa de un valor positivo tan pequefio a otro
tan grande como se quiera, cuando .r aumenta de — OO @ 4 QO.

Luego la ecuacién
Eof i = inn 0 gl e ooy )

tiene una, y sélo una solucién real. Esta solucién se llama /loga-
ritmo natural de g y se designa con L a.
Tenemos pues :

E(L Oy — G
y también
LIE(a)] = a

puesto que tomando la funcién E de los dos miembros se obtiene
la identidad

E(a)=E(a)

Es ficil también comprobar que L e = 1.
De

AR S R S @ et
se saca, dividiendo miembro a miembro,

a

Bt = 11 = =

Por consiguiente, si @ << &, »x << p. La funcién logaritmica es
pues mondtona creciente, pasando su valor desde — CO hasta ~f- CO
para valores positivos ¢recientes de la variable.

»
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Fécil nos sera demostrar que la funcién logaritmica es conti-
nua. Basta, en efecto, escribir ( designando & un nimero positivo
dado tan pequefio como se quiera ):

E(r)=2 y E(r+4+¢)=2+ o,
siendo ¢ positivo, para que se tenga :
L(Z+o6)—LZ=x-+c—ur=c%¢,
¥y por consiguiente :
Pada il

para todo /1 tal que | /i | << o, puesto que L es mondtona creciente.
Podemos, en resumen, afirmar que para

Of=s i OB (s GO,

el logaritmo de x es una funcion continua y mondtona creciente.
De

Efu). E(v)=E(u-+v)
haciendo -

E(u)=xr y E(v)=y

y tomando logaritmos, se deduce:

L(.r.ysz,z—l-L;.V;

y analogamente

L(£)=L.r—Ly,
)%

Ei vl —analiy
y i)

siendo, en las dos tltimas igualdades, 7 un entero positivo,
L)
3
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Por analogia con la dltima férmula, pondremos como definicion
de la elevacion a potencias en el caso general (exponente racio-
nal o irracional ):

. 0 L
ke T e ),

Esta definicién comprende como caso particular la hipétesis de
w racional ; en efecto,

e s )

porque
e B S e T

n
7

ya que, tomando logaritmos de los dos miembros, se llega a la
identidad :

mLa=nLE(=Lu).
n
De dicha definicién se dednce también

e® =FE(ole)=E(0)

Do las propiedades antes demostradas de la funcién logaritmica
y de la funcién exponencial, se saca entonces:

w
L — O

9 1
w (63 @ w
B £ = .Xr +

y otras férmulas andlogas.

ot
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LECCION IX

Cocientes diferenciales

Se dice que una funcién f (&) es diferenciable para r = g,
cuando el quebrado

flath)—7(a)
h

para /i tendiendo a o, tiene un limite ; en este caso se escribe

lim e g s T
iy ie - =f (a)

y se di a este limite el nombre de cociente diferencial de primer
orden o derivada primera.

La funcién derivada f’ (.r) debe pues, si existe, ser finita y
determinada, o infinitamente grande con signo dado.

Ejemplo :

Para

2

1
i el Sy ) e

y para x = 0, se tiene

= 1(0) b g o S A k—%
I Tt

*)
>

Orri (]




e og

La primera funcién es pues diferenciable para . = 0, pero no
la segunda.
El cociente diferencial de

y=7(r)
se designa de los cuatro modos siguientes :

dy
drr

e D) )

( Notaciones de Leibnitz, Newton, Lagrange y Cauchy, respecti-
vamente ).

Si f’ () es diferenciable a su vez con relacidn a .z, el cociente
diferencial de f' () se llama cocienfe diferencial de segundo
orden o derivada segunda, y se designa por

d2y
dat

) .y.’ Di Vil olifl

Analogamente se definen los cocientes diferenciales de orden su-
perior al segundo.

Se dice que la funcion f (.xr) es diferenciable en (a, b ),
cuando lo es para fodo .x perfeneciente a dicho infervalo.

De la definicién de cociente diferencial se deduce la siguiente
proposizion : '

Sila funcion [ ( x ) es diferenciable para x = a y si [’ (x)
es finita, [ ( v ) es continua para 1+ = a.

Tenemos que demostrar que, si se verifican las hipétesis del
enunciado, para todo & positivo y arbitrariamente pequerio :

ife v i)=Tals

siempre que | /1| se mantenga menor que cierto valor positivo.
En efecto, si hacemos

S ) Rl
< h

3

=f(a)-} 9,



o
de donde

flat B)=TCa)  2ip(a)i+]8]

[EGa LAl phal | =B 1EIf ta)] =100

y si llamamos t un ntmero positivo arbitrario, podremos determi-
nar un numero positivo ¢ tal que para | A | = o sea siem-
pre | § | < .

Tomando pues | & | < o,

E €

= :
bl a0t [fita) | + =
Si se toma ademaés
€
| & | < ; )
Vf(a)] + =
so tendra, para todo valor de | 2z | que sea a la vez inferior o
! € .
igual a ¢ y a - .
fhoca )| 4=

e i) = i e

Obsérvese que

£
Ak e

no es nulo, puesto que /' (@ ) es finito por hipétesis ; por consi-
guiente, dado & positivo y arbitrariamente pequefio, podremos de-
terminar un valor positivo (el menor de los valores ¢ y

lf-’(ae)lJrr )
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tal que, para | & | menor que él,

[ECadeir i fitak] =

Luego, f (x ) es continua para r = a.

Funcién continua no diferenciable de Weiersirass

La reciproca de la proposicién que acabamos de demostrar no
es verdadera.

Podemos, en efecto, citar funciones continuas para todo valor
de r y que no son derivables para ningin valor de ..

El primer ejemplo de tales funciones se debe a Weierstrass, que
demostré el siguiente teorema :

Supongamos 0 < b < I, y designemos con a un entero im-
par positivo que satisfaga a la desigualdad

3m
Z

ab>1-+

La funcion definida por la serie

W (x) =55 b con (07 N1%)

es uniforme y continua para fodo valor real y finifo de x, p sin
embargo no posee derivada para ninguno de esos valores de .

Es fécil ver que la serie que define a la funcién converge uni-
formemente dentro de cualquier intervalo, pues el resto R, p,
cualesquiera que sean 7, p y .r; satisface a la siguiente igualdad-
desigualdad :

| R dp | i Gnel g Ra @l e A R

cuyo segundo miembro tiene por limite para p = OO:
%
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bn+1
1—b

Como, ademas, para | x | =< K (por grande que sea el nimero
K ) todos los términos de la serie son funciones continuas de
X, la suma W ( r ) serd para || = K una funcion continua de .r.

Sea ahora m un entero positivo cuyo valor dejaremos proviso-
riamente indeterminado, y designemos por ., un valor cualquiera
de .. Podremos siempre hallar un entero a,, que satisfaga la con-
dicion

o z
G o G m F tn
am
en que .t es tal que
d: /
e ey X
2 2
Si después ponemos
x,: am“"l,x;,= am—l_]
g g
resultard :
Jop =
£ - ry = — +m‘“ = — — =
a a
de donde
'r! < 4'0 < .r!f,
y las diferencias »»' — &, y '’ — ., serdn tan pequefias como

se quiera en valor absoluto con sélo tomar m suficientemente
grande.
Sentadas estas premisas, estudiemos los dos cocientes :
%
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Wix)-Wey === In

= E Nrxl) = a'mx \]
=k L FLED B [CQS- (a T x) CO&[‘J‘ oy

LS

J

W) - Wiy <=5 |

'xu__ x° _‘H: = qu._ Iq

(Cc.‘:. (dﬂ'ft X") =Col (d_"]'{ ﬁ,)j

empezando por el primero,

Si m representa el entero aludido antes, una sencilla transfor-
macion nos permitird escribir :

!cwv— W{I‘) . W(In) nam-1 (db)" ey (:3_“7{' X') = cos (&n'ff .Ta)]
.[]) ;:- __ZET‘—Z [. aNEG=0s) G

; Rt

{ z men 0] M

+Zbﬂ,,n [¢os. (a T x') - cos (a mxu)]
n: Q

X~y

Con respecto a la primera de las sumaciones del segundo miem-
bro, obsérvase ante todo, que : ;

cosifigiimiting it cosifial imarsy)
e B SR COSHIT O T ) s

@t x —x,)
sen awx (x’ — 1, )
n g . T SLTTCT,
R, e G 2 ;
2 gl (x — 1,

pero ninguno de los wltimos factores del segundo miembro de esta
igualdad es mayor que la unidad en valor absoluto ; Iuego, pode-
mos afirmar que el valor absoluto de la primera sumacién del se-
gundo miembro de (1) no es mayor que

n[i-{—ab—}—(d b)g—}—...—{—(ab)m—1J<%z%

%
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y, por consiguiente, poniendo: —- / < & < /, e introduciendo el

factor ( — /) ®m para hacer comparable la expresién a que va-
mos a llegar enseguida con la que corresponde a

Wt im0

‘2,.77 el IO

podremos escribir

Z(ab) [cﬂs (aﬂTJ tns( anx)) _ xiaby C1fme

a™(x’-Xo) i ab-1

Ahora, para la segunda sumacién del segundo miembro de (1),
recordando que g es un numero impar y teniendo presentes las
igualdades :

et =t e T b= W
o
cos famt2ag ') =cos[a*(om —1)n]l=—(—1)

cosan g —

o
Cosiatant-Eatir iy )= — 1) cosfiat gt

y, finalmente,

T
.r’ — 'rO e Him’
am
obtendremos :
N =0 _‘Lﬂ [C (qu-nnx,)_c (dﬂ‘lf‘h— < )]
— ST 05. o3 L Le/ | =

. = O
e aEe o
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Pero los sumandos del segundo miembro son positivos o nulos,

prescindiendo del factor (— 7)™ (ab) y como |y | < é,

€0S ® .m no puede ser negativo, y por consiguiente, el primero

; 2 e
de dichos sumandos nunca puede ser menor que =~ (y sies igual
3

s ; !
a = los demds sumandos son positivos ).

Luego :

= b?ﬂvﬂ. o l ol 2 5
ST @ ) ot b 4L

(siendo m > /), luego en fin :

Wil = W) o o e mllam. e
(2) Ter, Sl el Ja (ab).(;)’ ab—-l)

Andlogamente demostrarfamos que
(3) W(.L"”)"—W(J‘o}z_(_])am(ab)m(g'ﬂ + G );
r’ —r, 3 ab— 1

e lqlica) i o o

Recordemos ahora que

I

ab—J] =
7

]

en que r < / e independiente de m, y llegaremos al signiente
resultado :

4 2
- 5 3 ( & =
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Hamando P un ntmero positivo independiente de mz,; y también
al resultado anilogo :

2,,,]1 e
2
3 +abm]> =

Pero las formulas (2) y (3) son validas para todo valor de m
por grande que sea. Ahora bien, aumentando m, las diferencias
Yo—x'yx’’ - ., sehacen tan pequeilas como se quiera, en tanto
que (@ b )™ crece mas alld de todo limite; luego el gquebrado

W(r,+h)— W(r,)
A )

a medida que | /2 | disminuye segan la ley que resulta de ir dando
a m valores crecientes, aumenta sin limite en valor absoluto pero
tomando signos contrarios para valores de /7 afectados de signos
~ contrarios,

Luego, W () no tiene derivada para el valor cualquiera
rondar

ot






— 136 —

Indice de nombres propios

Nombres

Abel

Appell .

Barrett .

Bolzano
Brouncker .
Cantor (Jorge) .
Cantor
Cauchy .
D’Alembert

Dini.

Euclides

Euler

Granss

Hauber .

Hermite.
Kronecker .
Kummer
Lagrange
Legendre

Ee il ZESSE RS
Lejeune - Dirichlet
Lindemann,
Liouville

Newton.

Raabe

Shanks .

Stolz

Wilson .

Welerstrass

( Mauricio ) .

o

37, 89, 42,

34, 80, 118, 126

Péginas

34, 118
84
91
109
ar ey 62
50, 102, 104, 117
83

74
73
97
83
76
12
119
89
70, 72

126

89

el 126
67, 68, 89, 97
: 45

45, 47

119, 196

75

97

40

i 91
93, 107, 198,

-1 i
Qr Ot
St

45

1






INDICE DE MATERIAS

T i e T N0 s e N ey D e A e
Numeros naturales, racionales, irracionales. Numeros

reales. Sucesiones Sucesiones fundamentales.

Segunda leccion . . . S ; ot

Operaciones con las sucesiones fundamentales AlelOll,
sustracién, multiplicacién y divisién de nimeros irraciona-
Ies.—~Pr0piedades generales de las cuatro operaciones.

B erCO e CEIOTI e e e e e S
Sucesiones generales.-—Procedimiento euclidiano.
Crraridalcocion L h s i, R RS

Conjuntos de numeros. Ciamﬁcamon Confines. Limites.
Maximo y minimo.-——Conjuntos derivados. Mdximo y mi-
nimo derivados.—Conjuntos enumerables.—-Continuo lineal.

R L R s i e e e e o R L
Numeros algebraicos. Numeros trascendentes. Nimeros
de Liouville.— Conjuntos de potencia superior a la del
continuo.
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Series de términos numéricos. Serms convergentes. Se-
ries divergentes. Series oscilantes. Series absolutamente
convergentes y semiconvergentes.——Teoremas de Le;eune-

Dirichlet y Riemann. — Criterios de convergencia y
divergencia.—Operaciones con las series.
Séptima leccion. . . T 1

Funciones. Funciones contmuas v dlsconbmua.s Primer
teorema de Weilerstrass.— Funciones uniformemente con-

tinuas.—Teorema de Cantor.—Segundo teorema de Weiers-
trags.—Teorema de Bolzano.

@Gl U lecrion PR e, T SRR e s
Series funcionales. Series umfounemente convergentes

0 equiconvergentes.—I'uncién exponencial. — Logaritmos

naturales.

Novena leccion . . . . : el T
Cocientes diferenciales o derlvadas —I‘uncmn continua

no diferenciable de Weierstrass.
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