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LEGGIONES DE ALGEBRA SUPERIOR Y ANALKIS 

PRIMERA LECCION 

Nrimeros irracionales vy sucesiones 

Nimero natural es el ntmero entero y positivo. la adicidn y 
maultiplicaeién de ntimeros naturales dan siemore ntimeros naturales. 

La necesidad de hacer siempre posibles las operaciones de sus- 

traceiéën y divisiën ha conducido a ampliar el campo de los mi- 
meros con la introducciën de los niimeros megativos y fraceio- 
narios. ë 

Los ntmeros enteros y fraccionarios, positivos y negativos, se 
designan con la denominaciën comtin de mimeros raclionales. 

En el campo de los ntimeros racionales la extraccidn de raices 

no es siempre posible, asi por ejemplo y2 no existe en el campo 
racional. 

Es necesario pues introdueir otra clase de ntimeros gue se lla- 
man drracionales. 

E1 conjunto de los ntimeros racionales e irracionales constituye 

el campo de los muimeros reales, Vtmicos nimeros de gue nos ocu- 
paremos en estas primeras lecciones.
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Se lama sucesiën vn conjunto infinito de numeros, gue sê con- 

ciben eoloeados los mnos después de los otros con sus fndices de 

coloeaciën. Para gue la sucosiën esté definida es necesario gmue &a 

un indice dado corresponda un elemento bien determinado de la 

sueesidn. 

TJna de las sucesiones ms interesantes es la de los ntimeros raciona- 

les positivos. Se la puede formar del modo siguiente: se considera 

un primer grapo constituido por lag fraceiones tales gue el numera- 

dor y el denominador de cada una, sumados, den la unidad; la tinica 

0 1 
fraceién en estas condiciones es Fi pues no tiene sentido, 

El segundo grupo estaria formado por las fracciones cuyo nu- 

merador y deuominador sumados den 2. Histe grupo contendré 

s Es di. 
tambiën mna sola fraceiën mueVa . . - - - - TT? el tercer grupo, 

en due la sama de los términos de las fracciones deber& ser igual 

1 2 1 s 
Eed el cuarto grupo constaria de. a 8, contiens 7 3 

: 3 s 

Y if ete. 

De cada grupo eliminamos las fracciones aue ya forman parte 

de alguno de. los grupos precedentes. Los ntmeros racionales asi 

obtenidos se pueden ordenar después, dentro de cada grupo, se- 

gin el orden creciente. Eis evidente gue en esa forma se obtiene 

la sucesiën de todos los ntimeros racionales pOSItIVOS. 

Podria procederse de otros modos, por ejemplo: eseribiendo 

primero todas las fraceiones propias cuyo denominador es igual 

a 9, ete. y ordenando por orden ereeiente las fraceiones en cada 

grupo. Si después de cada uua de las fraceiones asi obtenidas es- 

oribimos la fraceiën inversa, obtendremos tambiën la sucesign de 

todos los niimeros racionales positivos. 

Se dice gue una suoesiën (4 n es fundamental enando, dado £ 

positivo y arbitrariamente peguefio, se puede determinar un entero 

positivo N, tal gue para n Z N y p entero positivo cualguiera; 

ars — an] SE. 

ie
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Supondremos gus los elementos ay, a;-. SON niimeros raeiona- 

les. Si eziste un ntimero racional A tal gue; 

(ii) AaalsE (na N) 

se dice gue A es el Hmite de la sucesién, y se eseribe: 

he Ga A 

“Es 

De la (1) dedueimos 

A—TaE, @,—A SE 

es decir;: 

A — EE Ra ES Ag, 

Estas dos desigualdades pueden interpretarse graficamente como 
sê indica a continuaciën 

O H A 1 

| 
ME 

es deeir en forma gue demuestra gue los extremos de los segmen- 

tos representativos de todos los infinitos elementos gue siguen al 

a, se hallarin en el entorno de A, 

de (A —e) a (A -He) 

Una sucesiën fundamental puede no tener limite racional; es 

lo gue pasa, por ejemplo, con la sucesiën de los valores, aproxi- 

mados por defecto y expresados en fracoiën decimai, de V2: 

Me Id or EO RD ie 

(1
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Pero siendo la sucesién fundamental, de: 

ante — dal TE 

se deduce siempre: 

ot EE GE p SE da HE 

Interpretaremos este resultado diciendo gue todos los infinitos 

elementos due siguen a Am starn comprendidos en el entorno 

(au — 6 Ana He) de an ( interpretaeiën gréfica analoga a la 

anterior ). 

Podemos pues eonsiderar las sucesiones como simbolos represen- 

tativos de los ntimeros irracionales. [sto se justifiea desde dos 

puntos de vista : #edrico y prdetico. 

Tedrico—porgue no est en contradieiën eon los principios de 

Ja aritmética de los nimeros racionales, sino gue al contrario la 

completa permitiendo, simbolizar metédicamente los nimeros due 

no figuran en el campo racional. 

Prdetico-—porgue nos suwministra el medio de hacer correspon- 

der stmbolos nnméricos a Giertas magnitudes geométricas irrepre- 

sentables por nimeros raciowales ( por ejemplo, la diagonal del 

cuadrado cuyo lado es igual a la vnnidad ). 

Teorema: Dada una sucesidn fundamental, se puede indicar 

un muimero positivo mayor gue el valor absolato de un elemento 

cualguiera de la sucesidm- 

Siendo fundamental la smeesiën, si tomarnos para e el valor |, 

podremos afirmar gue para n N y para p entero y positivo 

cualguiera, 

| das p TE od, 

de donde 

dan ete Ed vy adr `n Dye ds



  

  

es decir' 

ae da EE EA El 

(omo necesariameute el primer 'miembro de nna de estas dos 

vltimas desigualdades debe ser positivo, tendremos: 

ies EE aa Bo Rage AN d 

Tomando un nmimero G mayor due todos los del grupo 
EE el Ee Ee oe ee IE OE els 

ro G seré mayor gue los valores absolatos de todos los elementos 

de la sucesiën dada, desde | @. | hasta | ax |, y, en virtud de la 

desigualdad 
  

ase] las | Ed 

seré también mayor gue los valores absolutos de todos los infi- 
vitos elementos gue siguen & dui 

Teorema : Si una sucesidn fundamental tiene infinitos elemen- 

tos positivos e infinitos 'neeativos, tendrd un limite igual a cero. 

Para n — N se tendré | G.tp — dyul TE. 

Elijamos p de modo gue @nu-4p Sea de signo contrario al de 

du (cosa posible desde aue, por hipêtesis, tanto los elementos po- 
sitivos como los negativos estin en nimero infinito) 

Se tendra: 

dn ep 2E DEP e, 

y con mayor razén: 

$ alie ES



  

lo gue se puede esoribir / 

| 

YE RE; | 

ite Segtin la definieiën de limite, se tiene, pues due O es el limi 
de la sucesidn dada, / 
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Operaciones con las sucesiones fundamentales 

Empecemos por definir los conceptos de igualdad y desigualdad. 

Si tenemos dos nimeros cualesguiera @ y @', respectivamente re- 

presentados por las sucesiones: 

@ di oa ER Aa EES 

2 ? LH] ” @ "aa aa. ES EE EE 

pueden presentarse tres,casos : 

Primer caso: Se dice gue @ es mayor gus @' si, a partir de un 

cierto valor N, se tiene para todo n — N: 

an — aa ge 0, 

Segaundo caso: Se dice gue @' es mayor gue @ si, a partir de 
un cierto N, es deeir para n — N, se tiene constantemente: 

dy an EER 

Zercer caso : Se dice gue @ es jgual a @' si no ocurre ninguno 
de los dos casos anteriores. 

Demostremos gue estas definiciones son exactas si @ Yy @?” son 

”
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nimeros racionales, y gue por consiguiente ellas no contradicen 

sino gue generalizan la aritmética de estos ntimeros. 

ler Caso: 

o EE AE Se oe Ui TE 

o” RE EE IE AA ER 

ai —An—ETO 

Siendo @ un nimero racional, limite de la primera sucesiën, 

tendremos: 

EE RE De 

Analogamente: 

G— EE SY EA SE 

De estas desigualdades se deduecen las dos siguientes: 

oa — & — 0 SEA YE 

gue sumadas miembro a miembro dan: 

Do SEA AE 

Haciendo &€ Ed resulta @ — @ Hi 

on 

lo gue significa due DEE WE 

Segundo caso: Se demwestra CoMo el anterior. 

Tercer caso: El eriterio correspondiente a este Ca$0 puede traus- 

formarse diciendo gue, por definici6n, 
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R
e
g
e
e
r
 

  

T
y
 

  

Ee Rd 

si, a partir de cierto n, se tiene siempre: 

Em RES, 

por peguefio due sea el niimero positivu &. En efecto: 

EE Er AE AE Er OE HG 

'Tomemos n — N, siendo este uitimo tal gue para n — N el pri- 

mero y el ultimo binomio del segundo miembro de la identidad an- 
E 

terior sean menores gue 7, y elijamos p de manera gue 

E 
duip — Guy tp S 8? 

entonees @,— Mu — E 

Analogamente probariamos due 1 — dy — E; 

luego |a, — aal se Ta reciproca es evidente; los dos 

criterios se eguivalen por lo tanto. 

Si@ Yy d' son racionales y se tiene para n — N, 
£ 

EA EA 2 
  

resultard de esta desigualdad y de las dos desigualdades dobles 
gue siguen;: 

  

  

Es T 

AE DS He IE Y 

E € 

HOEREER Ed AE 

9E 
Vele Wa GREG 
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Como el valor de |@ — @' | es una cantidad constante de- 
terminada, mientras gue & es tan peguefia como se guiera, la de- 
sigualdad precedente solo es posible si o@ — @'. 

Las reciprocas de estas proposiciones son verdaderas debido al 
principio de Hauber. Es decir gue si @ y @' son nhtimeros racio- 

nales representados por las sucesiones (4n) Y (4? n), la desigual- 

dad @ `N @' tendré por consecmuencia ague puede determinarse 

un nimero N tal gue para n — N, 

dn om ae ED BO eie 

De las definiciones dadas, resulta gue pueden extenderse a los 

nUimeros irracionales los principios fundamentales de las relaciones 

de igualdad y desigualdad validas para los nimeros racionales, a 

saber : 

Si ne Y DE teiemas DE mt 

* BE Oo OR * 0 EO, 

” EE Er OIE, ME OP 

,  Adicién de nidmeros irracionales 

La suma de los nimeros irracionales @ y @' definidos respeeti- 

vamente por las sucesiones (@ as) Y (4 n) serd, por definicién, el 

niimero definido por la sucesiën (dn -H @ nm). 
Empecemos por demostrar gue la sucesiën (da --@ n) es fan- 

damental. Ello resulta inmediatamente de la identidad: 

( Gn4pET np IE - a OE ET n Ep GE al) 

aue puede transformarse en la desigualdad 

aa spe asp ai HO DIETER P—AR HA asr masie 
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[ mad. ao Me Mi ad 

EE 

Demostremos después gue la definicidn puede aplicarse a los 
numeros racionales, es decir gue si @ y @' son numeros tales, 

la regla dada conduce al mismo resultado obtenido en la aritmé- 

tica de los nimeros racionales. En efecto, si @ y @' son racio- 

nales, tenemos: 

  

Ë 8 j 
du EER EE WE AL j ” 

2 9 

: E & 
@ n Ts sal o an 'o 

Por lo tanto, sumando miembro a miembro, tenemos: 

RE ka oo le sa EA EE 

es decir gue 

* $ 

[Co Ho) maa Has) | £e 

Luego pues, @ -- m?' es el limite de la sucesidn cuyo térmi- 
2 

no general es @ n -H dn. 

Es necesario también demostrar gue la operaciën es uniforme, 
o dicho en otros términos, gue si @ y @” estin definidos por otras 

sucesiones, (Pa) Y (Pg) respectivamente, el resultado no cambia. 

Y en efoeto, si @ estê representado por las sucesiones (da) Y (Pa), 
€ 

ego guiere deeir gue,a partir de eierto 4a, — Ba | Dr 

€ 
y analogamente | da — Bal 

De las desigualdades procedentes es fdeil sacar la siguiente: 

(BEL Ba) — (Aa a'n)|—e de donde fuye la igual 

dad de las dos cantidades representadas por: 

(Aan) Y (ba FB n) 

s 

mer va EN EE
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Sustracciéën de ntimeros irracionales 

Defineremos la resta @ — @', dieiendo aue es el nimero repre- 

sentado por la sucesiën cuyo término generai es dy — @ g,siendo 

An el término general de la sucesién gue representa & @ Y @' n 

el término general de la sucesiën gue representa a @'. 

Se demuestra, come para la adicidn, gue la sucesién (4, — 4 n) 

es fundamental, gue la operacién es uniforme y gue la regla 

dada se puede aplicar sin contradiceiér a los nmtmeros racionales, 

Multiplicacién de nimeros irracionales 

Dadas las sucesiones * 

o Hos Hi Gey ee bee ei ny ee ee 
? 7 ? 2 7 

O dy dy die se syd ns es se ee 

se defire como produeto de @ por &' el ntimero representado por 
la. sucesién cuyo término general es 

Ee Ee 

Ta sueesiën asi definida es fundamental, o dicho de otro modo, 

para a 2 N: 

aatp adp 2 EAnA n | ee 

Esto resulta de la identidad 

@uspAatp— Ada OaEApsp (Oatp da) 

da (date — dn); 
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aue dé, tomando valores absolutos: 

ads Gat Aa AalEldarel |eate— Aa] 

es Es EE 

Pero, por ser fundamentales las sucesiones (@ u) y (@ n), vesulta 

posible encontrar an numero positivo 3 mayor gue el valor abso- 

luto de eualguier elemento de las sucesiones (4a )Y(d n). 

'Teniendo ademés en ouenta gue 

dans —Aul—eE Y Vaste — Aus es para a SN, 

llegamos a la siguiente desigmaldad : 

@du-dp FEES —An dn AGE 

y como G es finito y & tan peguefio como se duiera, resulta gue 

la suceslén (An.A un) es fundamental. 

Si @ Y o@' son ambos racionales, del concepto de limite se de- 
dice 1representando d, Y n cantidades tan peguefias como 
so guiera en valor absoluto para # suficientemente grande): 

0—AduTdr SR dn. 

De donde: 

N ER @uy-da n dar dn dad da; 

Y COMO An Y @' n SOn menores, en valor absoluto, gue cierto nu- 
mero (G, se deduce gue la diferencia @. @ — @n - @'n puede 

hacerse tan peguefia, en valor absoluto, como se duiera. 

Lmego: 

oo sd. 2. sie 

de donde resulta gue @ . @' eg el limite de la smeesiën 

(ty Gn) 

N
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Ta multiplieaeiën, tal como acabamos de definirla, es una ope- 
raciën uniforme. Sean en efecto, las sucesiones siguientes: 

(45) do di de es se ey yy ee 

(9) Pep Oe EE Ee 

de igual limite @, Y sean las sucesiones 

8) Bi NE end, en ME N ee 

(4) bo b',) by. oe ie 0 

de limite o- 

Podremos eseribir: 

las. — ble N li —Pylsae 

Para demostrar gue la multiplicacién es tna operacién uniforme, 

hay gue probar gue: 

las du —Pu Pole 

Y en efecto la identidad 

7 

@a dy Pa Da — aa — PD AE GO BU) 

gue, tomando valores absolutos, da: 

la di—da PlElaa ll —P SIE al Pa —bal, 

demuestra gue, siendo @ un nimero positivo tal gue 

Gla,l Y GEE, 

y tomando n suficientemente grande para gue 

las — belese ya —Plse: 

o
d
 

%
  



  

Ee EE 

lan: @ n -— by ` GE AE, 

de donde: 

ba. Bu du id 

Divisién de nimeros irracionales 

BE] eoeiente de dividir @ por @' (supondremos @' #& 0, lo gue 

significa gwe, a partir de uierto elemento @', de la sucesiën gus 

  ! ; o 
defino a @', se tiene: | Gus | —£ — 0) se expresa por — 

o 
y se define como el valor representado por la sucesién funda- 

. dm 
mental cuyo término general es SE. 

3 
ne 

Supondremos gue, de acuerdo ecou la hipdtesis relativa a c@”, a 

partir de cierto término de la segunda sucesiéën todos los demis 

son superiores en valor absoluto a g. 

Demostremos gue la sueesiën es fundamental : 

Como las sucesiones gue definen a @ Y @' son fundamentales, 

podremos eseribir: ; 

| asril ss & basis B y ademds 

Ml sel slaai EI pd EP 

@ueremos demostrar gue;: 

da Ep   ; Edna N 
@ np @' n z- ) 

Y en efecto, la identidad 

    

dn-Ap , (@ n ss, @An-p-s VO, —An ë @ dy 

@A n-tp G'n @' np An 

 



RD 

dn-dp (dn Ef G'n Ep) -- GO np (Ans Fe An) 

@' n ` @ np 
II 

nos da, tomando valores absohutos : 

  

  

        

@utp. 4n larslles — Ge soldlo stel aa Ant 

EE EG [2a]. daarrl 

de donde: 

@Ayp-—p Es @ n 9 Ges s 

Gatp As g* 

Bed 

con solo tomar EG RE 
2 G 

Para demostrar gue esta definiciën es también apiicable a los 

ntimeros racionales, basta demostrar due, para @ y @' racionales, 

se tiene gue el valor lMmite de la sucesiën de término general 

a Oo 
oa 

@' n o 
Hagamos ' @ — da H da Y me Ad n, dosigando 

por du y du dos numeros tan peguefios en valor absoluto como 

se guiera. Entonces se tiene : 

  

  

2 

ok Oo) @ n dak du GER 

O” GO ad n Oo Gn @' n Hd n @ 

  

he Di dr—Au-dn 

(da) AA ad a ' 

cantidad cuyo valor absoluto es tan peguello como sê guiera. para 

n suficientemente grande. 

[ja divisién es una operacidn uniforme. Pi, en efeoto, suponemos 

el nimero o definido por la sueesiën 

- 
ë  



Er” 

  

de 

Ad EA RA OE EE 

Y w' por 

AN ms DoE ER EO DOE DO ae RO Ede 

se tiene 

aas bles vla. mele 

como expresién de la igmaldad de las dos primeras sucesiones y 

de las dos tltimas. 

  

  

. y . 
Para demostrar gue el cociente —; es el mismo, ya sea cCOmo 

OO) 

Fe An by . . 
limite de —— o de —;—? nos valdremos de la identidad: 

@' n Pn 

Ma PR An Pa Pa ds 
G'n b' n Ga OP n 

@ mn (Ê' n mi @ 1) SA n dear, — Ba). 

2 
GO Pin 
  

'Tomando valores absolutos: 

a Pr 

@' n Pr 

  AE ik. le. —aAal-Ias EE 

is raad 
    

  

  

Y, como es posible determinar dos nimeros g y G tales gue: 

las || Aa 6 laai ele 2 

resulta, teniendo en enenta las dos desigualdades 

dn bu 
ao . bi 
      

) 

    

las — bl ss|s— Bal es gs 

cantidad esta tltima gue pnede ser tan peguefia como se guiera. 

#
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Propiedades generales de las cuatro operaciones 

Se dice gme na operacion es contraria a la operaeién — 

cuando, dadas dos cantidades da y P, se tiene: 

BOE RE di 

Por eiemplo: se dice gue la adieién es contraria a la sustra- 

cién 'si 

(@ Ho) — 9 sd 

Para demostrar gue esto es cierto para los ntimeros irra- 

cionales, recordaremos due la sucesiën de término general 

(da HAo—Aa n) segtiin las definiciones dadas, tiene por li- 

mite (@ - @) — o'; pero (Ana Hd) —AR AR VR 

gue, siendo dn Y @'n racionales ( los términos de las sucesiones 

gue estamos considerando lo son siempre ), podemos efectuar las 

operaciones segtin las reglas de la aritmética de los numeros ra- 

cionales. Y como el valor limite de la sucesiën de término gene- 

ral du 68 a@, resulta cierta la igualdad (o@ Ao) @ — 9, 

también para @ Y @” irracionales. 

Ta multiplicaci0n es oontraria a la divisién, es deeir due 

  

0-0 
: — Oe 

@ 
@- o 

En efeeto, segtin las definicloues, al. valor del -— et el 
o 

RE MA EE di. de, 
valor limite de la sueesiën de término general — valor 

@A n 

limite gue es @. 

Principio conmutalivo 

Este principio, gue es vélido en la adiciën y en la multiplica- 

ciën, se enuneia diciendo gue: 

- 
F 
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El orden de los factores o sumandos no alfera el produclo o 
la suma. 

Se demuestra analogamente, sin ninguna difieultad. . 

Principio asocialivo 

Este principio due se expresa en general por la igualdad 

(ae —B)-—a—sa (fa) 

es valido para la suma y la multiplicacién. 

Y ge demuestra tambiën, para los nimeros irracionales reeurriendo 
a las sucesiones gue los definen. 

Principio distributivo 

Se expresa en general por la férmula 

(a—B)—y—E(a—y) AO — YT) 

y es vêlido para la multiplicacién o divisién con respecto a la 
adiciën o sustracciën, es deeir: 

(o T 9) 6 soo Ee o y 

  
2 " 

oo lee) D o EO Dt 
o o 

( La demostraciën se basa siempre en el mismo procedimiento). 

Hemos definido para los ntmeros irrucionaies las relaciones: 

DE Oo D. 

ed 
E



  

  

  

DY 

Si snponer10s @' — 0, se dice gue @ es negativo o positivo 
respeetivamente. 

De todo lo estudiado anteriormente se deduce ague son aplica- 
bles a los nimeros irracionales todas las roglas de las operaciones 
estudiadas en el campo de los ntimeros racionales, asi como las 
reglas referentes a las transformaciones de las eouacjones e ine- 
Cuaciones. 
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LECCION III 

Sucesiones generales 

Llamaremos sucesiën general a tuna sucesidn de ntumeros cna- 

lesguiera racionales o irracionales: 

Mas Up ts os Ed ES is 

en gue suponemos eonocido el valor de cualguiera de sus elemen- 
tos con sélo conoeer su eorrespondiente subindice. 

Estas sucesiones generales pueden ser de tres clases: 

1.0—Sucesiones convergentes o fundamentfaies. 

Son aguellas en gue, dado & positivo tan peguefio como se guiera, 

puede siempre calcularse un entero N, de modo gue para todo 
n — N se tenga: 

ME od di 

Lema : S/ se designa con w cl mimero irracional representado 

por una sucesidn de elementos raclonales @dy dy - - “Any ss) 

se tendrd para n 2 N due |o — au |— s siendo & un mi- 
mero positivo tan peguefio como se guiera. 

En efecto, si empezamos por demostrar due @ — Au EY 

O, — @ -— es, de esta doble desigualdad resultarê inmediatamente 

la férmula del enunciado. Y en efecto, tomando # suficientemente 

grande para gue;:



  

"DS 

y suponiendo definido el nimero & por la suoesiën £, £ - . Bv. 

tendremos como consecuencia de la tltima desigmaldad: 

£ g 

£ (dode as) TY E— (Aa — date) 2 

es decir ( considerando mm fjo y observando @gue entonces la 

stcesiën de término general iis — Au Tepresenta a @ — da) 

£O2O—ALY ED AR 

desigualdades eguivalentes a las indicadas. 

Teorema: Dada una sucesidn convergente o fundamenkud 

MR ER NE ur DS 

eriste an nimero deferminado @ tal gue, para tdo n — N, sea 

le — onse 

En efeeto : formemos tuna sucesiën de elementos racionales 

DO Rd on Oe 

gue Namaremos sucesiën auxiliar, tomando de las steesiones gue 

definen a 

OO) 0) Or O) 23 sn er tag (0 n? EE 

10s elementos correspondientes de modo gue, dado m tan pedueito 

como se auiera, pueda siempre hallarse un numero 7; tal ague 

para A n, se tenga: 

los — Aar] Zn 

es decir gue se tomaria por ejemplo el elemento au, de modo gue 

-  
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satisfaga la desigualdad | ou, — Ou | Es ésta permanezoa 

exacta para todos los elementos siguientes de la sucesién gue 
define a @ m- 

la sueesiën; 

Og Oy, ee ae dig O n , * en s 

es fundamental, pues, dado &, tan pedueiio como se dguiera, se 

tiene 

|Gaaip — El S|oatp — Ode (HI Oaip — Oa | 

Hor — Aa | ER 

si hemos tomado a suficientemente grande para gue cada uno de 

  los tres términos del segundo miembro sea inferior a 3 

Sea ahora @ el limite de la sucesiën auxiliar; para # suficiente- 

meste grande se tendré, en virtud del lema; 

De 
RE el 

  

Pero de la identidad 

0 —Ba EO —Aa HA, — On) 

resulta: 

lo — Oo. |EZlo—Os HA, — On] TE, 

ya gue hemos tomado 

2E 
 



  

ER 

y gue podemos tomar | Ga, -- @n | tan peguefio como se guiera 
€ 

y por consiguiente inferior a At 

Este resultado se esoribe ordinariamente asi: 

@ — HR OS. 

N — CO 

y se dice gue: 

Do me As Oo EE 

es na sucesiën general convergente de limite o. 

Reciprocamente, si para 2 — N 

lo — On EE 

la smeesiën 

Oo BE On; 

es fundamental, porgue 

EE IE IESER DEE | oi oi 2. 

Es conveniente hacer notar gue una sueesiën fundamental de 

elementos irracionales puede muy bien tener un limite racional. 

Ejemplo: 

o @ o 
N OE SE LE 

9.0 — Sucesiones divergentes. 
Si designamos por E un ntimero positivo arbitrariamente grande, 

y si es siempre posible determinar luego un entero positivo N tal 

gue para todo a N sea 

los |— E, 

Me 
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se dice gue la sucesién general 

(Do ie eo el es OER Ed GE 

es divergente. 
Si los elementos de la sucesién, a& partir de uno de ellos, con- 

servan siermpre el mismo signo, se dice gue lm sucesiën es pro- 

piamente divergente, y se eseribe: : 

lm Oo, — Ad co olmo — — Co 

segtin due mn; a partir de cierto elemento. se ceonserve constan- 

temente positivo 0 constantemente negativo. 

Si Ja sueesiën es divergente y tiene infinitos elementos positivos 
e infinitos negativos, se dice gue es impraplamente divergente. 

8.” — Sucestones oscilantes. 
Si la sucesiën no es ni convergente ni divergente, se llama os- 

cilante, pudiendo serlo entre limites finitos o entre limites infini- 

tos, segtuin se tenga para cualguier 

lo.l|s—G 

6 no pueda encontrarse un ntimero finito ( gue satistaga para 
todo ma a la anterior igualdad—desigmaldad. 

Procedimiento euclidianoe 

Como aplicacién de la teoria de las sueesiones, definiremos el 

procedimiento de demostracidn euclidiano, asi llamado porgus apa- 

rece ya en los Elementos de Greometria de Fuclides. 

Si empleamos para mayor claridad de la exposiciën la repre- 

sentaciën geëmetrica, el procedimiento euclidiano puede definirse 

COM sigue: 

Representemos dos ntimeros ad y # (a -— b) por segmentos 

sobre un eje a partir de un origen; el segmento J. emyo Origen 

es el extremo del segmento a y ouyo extremo es el de # se lama 

tambiën intervalo, y se designa con la anotaeiën [a, b]. 
er 
E
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Dividamos ahora por la mitad el intervalo Ji, y designemos 

con J, uno de los dos intervalos asi obtenidos. La biseceiën de 

J, nos daré otros dos intervalos, de los cuales elegiremos uno 

gue designaremos por J; ete. J n es pues, eu general, un inter- 

valo elegido de cierto modo entre los dos due resultan de bisecar 

el intervalo da —1 
En cada uno de los intervalos Jy, di da ss so das ses 

determinemos un punto, gue puede ser uno de sus extremos, y 

representemos por @ n la abseisa del puntosituado en Jn: Pode- 

mos entonces enunciar la siguiente proposieién: 

La sucesidn: 

do Ee des er oe les TEEL se 

es siempre fundamental, y su limite es el mismo cualesguiera gueé 

sean los puntos gue elijumos en los intervalos sucesivos. Este va- 

lor limite, sélo dependiente de la eleceiën ,de los intervalos 

MEE ER oe ie Be ee it de dicha suee- 

sién de intervalos. 

En efecto: como el intervalo J np eSté comprendido dentro de 

cada uno de los intervalos precedentes (del Ju en particular), 

y a lo sumo podré tener mno de sus dos ertremos ComMTM CON 

el cortespondiente de alguno o algunos de ellos, se tiene eviden- 

temente para cualguiera de las suweesiones 

@0) dy) da) @na) El ESE 

gue se elija: 

less Ede | Ee EE 

y por lo tanto se puede afirmar due todas las sueesiones analo- 

gas a la. 

dos Ee PA or EE led ees nie 

son fundamentales, 

-   
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Sea después 

? 

Ao Aa; @ ss ER Da 

otra de estas sucesiones; se tendré tambiën: 

b—a 
lan — aa se ES ET: * 

Luego las sucesiones (@4u) Y (@ n) tienen el mismo limite. 

Si On Y Bu son los extremos del intervalo J.,;, aparecerdn 

frecuentemente en la aplicaeiën del procedimiento euclidiano las 

sucesiones: 

Og OE 1, Og se ae es On) EES 

Bo Bi Pg Es ER P ase 

de las cuales la primera es #idofona creciente y la segunda mo- 

notona decreeiente, es decir gue todo elemento de la primers es 
superior o igual al gue le precede, y todo elemento de la segunda 

es superior o jgual al gue le sigue. 
Com ejemplo de aplicaciën del procedimiento euclidiano, de- 

mostremos la. siguiente proposieiën: 
Si m es un entero posiHvo y a un mimero positivo cualguiera, 

la ecuacidn 

BU 

tiene siempre una raiz positiva. 
Blijamos a, y B: de modo gue: 

GOD sd He 

y determinemos, partiendo de J; — [as Pl, la sucesiën eu- 

clidiana de intervalos 

do di. EE Er da, ee Or” 

s



  

HE EE 

de manera gue para todo p 

(1) on La Bym 

en gue ap y Êp son los valores correspondientes a los extremos 

del intervalo J pg. 

Si, para Gierto intervalo, una de las relaciones (1) se transforma 

en igualdad, ella nos daré inmediatamente el valor de .z. 

Eu caso contrario las dcs suoesiones 

do Ai ys oe ee eg OR es EE sg 

6e Bi BEE - EE sy 

tendrin el mismo limite @. Este valor limite serd la ralz posi- 

tiva emésima de a: 

Mm 

OK 

En efecto, por la regla de la multiplicacién, de la gue es un caso 

particular la elevaciëu a potencias enteras, @?m es el limite eo- 

mun de las sucesiones 

mm m Mm 
Oo Oo Oo 

DES as EE Ee 
mM m Tm 

” Di DAD ER DERE 

mite comtin gue no puede ser otro gue da, desde gue, en virtud 

de (1) el limite de o es inferior o igual a a y el limite de 

m . . 

B es superior o igual a a. 
p 
1a teoria de las sueesiones permite pues definir con precisiën la 

extraciën de raices de indice entero 0 racional, aun en el raso de 

no existir para dicha raiz ningtin valor racional. Mis adelante ge- 

neralizaremos la operaeiën de elevaciën a potenecias 0 extracidn de 

raices, definiëndola para cuasguier jndice, 

TREE AE Ee EE er 

   



  

LECCION IV 

Conjuntos de ndmeros 

Se dice gue mna colecciën de objetos diferentes entre si, eons- 

tituye mn comjunto, euando poseemos el medio de deeidir si un 

objeto ceualguiera dado forma o né parte de la coleceién. 

Nos ocnparemos ahora exclusivamente de conjuntos de nimeros. 

Va nos hemos ocupado de un caso particular de esta clase de 

conjuntos, pues no otra cosa son las sucesiones. 
Un conjunto se Ilama finifo enando solo contiene un ntimero fi- 

nito de elementos; en @aso contrario, se llama infinito. 

Un conjunto es acofado cuando se pueden indicar dos ntimeros 

( cofas) de los euales mno sea mayor y otro menor gue todos los 

elementos del conjunto. Asf, por ejemplo: es acotado el conjunto 

de todos los niimeros comprendidos entre cero y uno, pero no lo 

es el de todos los ntimeros racionales. 

Todo conjunto finito, y por consiguiente acotado, tiene un ele- 

mento mayor y un elemento menor gue todos los otros. 

No oeurre lo mismo en general con los conjuntos infinitos, aun- 

gue sean acotados. Por ejemplo: el conjunto de todos los nume- 

ros irracionales eomprendidos entre uno y dcs no contiene tn ele- 

mento mayor ni uno menor gue todos los otros. 

Se dice gue dos conjuntos A y B son eguivalentes, euando se 

puede establecer una correspondencia Piunivoca entre todos sus 

elementos, es decir, cuando se puede enuneiar una regla gue per- 

mita hacer corresponder a cada elemento del primer conjunto un 

solo elemento del segundo, y a cada elemento del segundo un solo 

elemento del primero.
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Por ejemplo: Dos sucesiones son siempre conjuntos eguiva- 
lentes. 

Ta eguivalencia se expresa con el signo —. 
De la defimicién de eguivalencia resulta inmediatamente esta 

proposieién : 
Dos conjuntos eguivalentes a un tercero son e€guivalentes en- 

#re si. 
Es evidente gue dos conjuntos finitos serin eguivalentes en el 

caso ( y sélo en el caso) de poseer el mismo ntimero de elementos. 

El nimero @ se lama panto de acmulacidn del conjunto A, 

cetando hay un ntimero infinito de elementos del conjunto eom- 

prendidos entre @ — £ Y w -- &, siendo & un ntmero posi- 

tivo arbitrariamente pedgueiio. 

Un conjunto finito no puede tener ningtin punto de acmmula- 
cién, pero también es feil citar conjuntos infinitos desprovistos de 
puntos de acumulaciën (por ejemplo: el conjunto de todos los nt- 

meros naturales ). 

Todo conjunto infinito y acotado Hene por lo menos un punto 
de acumadacién. 

Para demostrar esta proposicién por el procedimiento euclidiano, 
determinemos el intervalo 

; di SE |%s Bo] 

de manera gue todos los elementos del conjunto propuesto sean 
mayores due a, Y menores aue f,. Bisecando este intervalo, 

tuna por lo menos de las dos mitades obtenidas posee todavia la 
propiedad de contener infinitos elementos del conjunto. 

Bisecando este nuevo intervalo Ji, se obtendra otro, 4, dotado 

de la misma propiedad. 
Bl limite @ de la sucesiën de intervalos resultante; 

di di; dis. N oe seg da, sa ees 

es por consiguiente tn punto de acumulaciéën del conjunto, pues 

para # suficientemente grande, J , acabard por estar compren- 

dido dentro del intervalo 

Ee ME oi 

ie
t    
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Haremos notar expresamente gue los puntos de aeumulaciën de 
un conjunto no sitmpre son elementos del mismo. 

Ejemplo: si na sucesiën fundamental de elementos racionales 
tiene un limite irracional @, este valor @ es un panto de acu- 

mulacién, pero no un elemento del conjunto. lLins puntos de aeu- 

mulacion del conjunto formado por todos los numeros racionales 

comprendidos entre cero y umo, son todos los ntimeros ( racionales 

6 irraciopales ) comprendidos entre cero y wno, inclaidos estos ul- 
timos. El conjunto de los puntos de acumulactén de A se llama 

conjunto derivado de A y se designa por A'. Si el conjunto de- 

rivado del conjunto A comprende todos los ntimeros entre a Y B, 
se dice gume el conjunto A es denmso entre g y b. 

Gonfines. 
Ya hemos hecho notar gue un conjunto infinito y acotado no 

tiene, en general, un elemento mayor ni uuo menor gue todos los 

OtrOS, pero: 

Todo conjunto acotado poseeë an confin superior CO Y un com- 
fin inferior c, definidos. por las siguientes condicicnes: 

de. — Para cada elemento a del eonjunto se Henme: 

mn vy la Se 

2a. — El conjunto dontiene por lo menos un elemento a 
tal gue 

ai DE —E 

y un elemento a, tal gue 

dy se -L É; 

siendo & un niimero posilivo arbitrariamente peguefio. 
Este teorema puede también demostrarse fécilmente por el pro- 

cedimiento enclidiano. 
Sea J, — [As B.] en gus B, designa un nimerc mayor gue 

todos los elementos del conjunto y &; un nimero menor gue al- 
gun elemenuto del conjunto. Por bisecciones sucesivas se obten- 

%
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dria tuna sucesidn de intervalos en las mismas condiciones gue el 
Jy Y cuyo limite seria el confin superior C. Analogamente de- 
mostrariamos la existeneia de u. 

Si C es elemento del conjunto, recibe el nombre de md.rimo del 

conjunto (MM). Si c es elemento del conjunto, se le llama #iifimo 
del conjunto (mm). 

Ouando el conjunto es acotado, pero carece de mAximo, Su eoN- 

fin superior se llama /Jimite superior del vonjunto (L); enando 

carece de minimo, su confin inferior se llama /imute inferior del 
conjunto (/). 

S1 el conjnnto no es acotado se dice gue tiene por confin supe- 
rior -- OO o por eonfin inferior — OD. 

S/ el confin superior C o el inferior e no son elementos del 
Conjunto, C oe, es decir Lol Son respeclivamente punlus de 

acumalacidn del conjunto. 
En efecto, si C no es elemento del conjunto, habré infinitos ele- 

mentos de éste entre C — eg y G, pues, si asi no fuera, el mayor 

de estos elementos seria el mayor de todos los del conjunto, con- 
tra la hipotesis. Demostracién andloga para c. 

Mêéximo v minimo derivados 

Abel y Cauchy introdujeron en el andlisis os conceptos gue va- 
mos a estudiar enseguida y gus este ultimo sebio designé con los 

nombres de &mayor de los limitess y emenor de los limites. 
Nosotros emplearemos en vez de esas designaciones las de #idrimo 

derivado y minimo derivado. 
Teorema: Todo conjunto derivado A' de un conjunto infinito 

y acotado A, posee un mdrimo M' y un minimo m' gue ila- 
maremos respeclivamente mdrimo y minimo derivados del €om- 
jJuato primitivo. 

Como el conjunto derivado A' es acotado (desde gue A lo es), 

tendré un confin superior 7” y un confin inferior c”; si estos no 

fueran puntos de acumulacidn de 4, habré por lo menos un pua- 

to de aënmulaciën, om, de 4, entre C'y CG' — &, Yy otro @” en- 

tre c' y c' -H &, por peguenio gue sea el ntimeré positivo £. 

i” 
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Éristen pues, entre @ — & y C', y entre 7? Y @' -- & infinitos 
elementos, del conjunto A y, en consecuencia, también entre 
C' — Rey ventre &' ve HY sg. Tuego O' ye son 

puntos de actmulacidn de 4, es decir elementos de A': de 

donde se deduce gue C' y @' son el mêximo y el minimo ( AM?” 
y m') vespectivamente de A'. M' y m' son iguales entre si 
cuando 4 tiene un solo punto de acumulaeiën, 

Si el conjunto primitivo A no es acotado y el eonjunto deri- 

vado de él tampoco lo es, diremos gue aguel tiene por mêéximo 

derivado -- CO o por minimo derivado — OO. 

Los nimeros M' y m' gozan evidentemente de las siguientes 
propiedades : 

1a or pegaefio gue sea el numero positivo co, el conjunto 
acotado A solo posee un numero jinilo de elementos a tales gue. 

aG2M--o 9 as —; 

9a Las desigualdades 

aIM —6Yyasm --ê 

so1 satisfechas por infintos elementos del conjunto, por pegueiio 
gue se tome el mimero posilivo %. 

Como conseemeneia inmediata de lo gue precede podemos entn-' 
ciar la proposicién siguiente: 

Si M' y m' son el mdarimo y el minimo derivados de la su- 
cesidn acotfada 

da 02 da 1 3 a N) ai ha ere @ ng AR As 

siempre es posible, dado co positivo y arbitrariamente peguefio, 
determinar el entero positivo N, de modo gue para RA — N) 

se tenga: 

di ME OR ERA 

y por otra parte, las desigualdades'
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se M dy aas Mm die 

$on satisfechas para infinitos valores de n, por peguefio gue sea 

el niimero positivo 8. 
Si en la sucesidn 

@Ay, Ai, @dyy es sep dus ese 

se tHene M' — m', la sumcesidn es comvergente y de limite 
meal ad MEE ME ME 

En efecto, de 

Mos ASM SV 

ske, oie todo am AM. 

ME da EE BY EA DEE Ui 

y por consiguiente | 

Me ape] wo 

Pero si MM — m', la sucesiën es oscilante. La difereneia M — 

se llama entonces jntervalo de oscilacidn de la sucesién. 

Conjuntos numerables o enumerables 

Be dice gue n conjunto infinito es mumerable o emumerable 
cuando sus elementos pueden ordenarse en forma de sueesiën, es 

deeir, cuando el conjunto es eguivalente al de los ntimeros natu- 

rales; todos los conjuntos enumerables son pues, eguivalentes en- 

tre si, ; 

Ya hemos demostrado aue el conjunto de todos los ntimeros ra- 

cionales es entwmerable. 
Se dice gue A es un e0mjunto pareial de B, ouando todos los 

elementos de A se hallan también en 8. 
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Un eonjunto parecial de un eonjunto enumerable es tambiën enu- 
merable, o es finito. 

La reuniën A -- B, o conjunufo complerivo de los conjuntos 
A y B, es el conjunto constituido por todos los elementos de d 
y aguellos de # agua no figuren en 4. Es evidente gue 
A--B—B-A A; la reuniën de los tres conjantos A, By C 
puede evidentemente eseribirse: 

AE Eed EL ODAE HE; 

guiere decir pues gue en esta adieciën simbélica de los conjuntos, 
son vêlidos los prineipios conmutativo y asoeiativo, eomo en la 
adicién aritmética. 

Es tambiéën evidento gue la suma de dos conjuntos enumerables, 
o de un conjunto enumerable y un conjunto finito, es un conjunto 
enmmerable. 

El teorema siguiente es debido a (Cantor: 

S$1 los elementos de la sucesion infinita 

An, AG As) DE GN Er) di sos Le de 

son conjuntos enumerables, la suma de todos ellos 

EE AE EA 

es fambién un conjunto enumerable. 
Sean, en efecto: 

() Ady,1; Gpygi @Apoygs ss se sy dpygi ss ei 

todos los elementos de A , gue no figuren en ninguno de los com- 
juntos precedentes; el conjunto (1), si existe, es finito o enume- 

rable. Si (1) no existe, prescindiremos de 4, al formar la suma 

EE EE ME 

Pero los elementos del conjmnto constituido por todos los ele- 
mentos de los conjuntos *
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Ad Ed eg Ar. EE TR 

transformados como el Ag, pueden ordenarse en sueesién del si- 

guiente modo: 

Mi Eiser @sie1G ies doods Aan eo se AD 

reuniendo en grupos sucesivos log elementos en gua la suma de 

los subindices es constante, 
Todo elemento dp,g, de alguno de los conjntos dados, se 

hallaré en el grupo correspondiente ala suma p--g, es deeir, oen- 

pard, una posicidn determinada y podré atribuirsele tambiën un 

indice determinado. 

Continuo lineal 

El conjunto constituido por todos los ntimeros comprendidos en- 

tre dos nimeros dados a y b (a - b), se Mama conHnuo lineal 

entre a y b o intervalo [ . a, b .1; (eseribiremos | da; b | euando 

gueramos excluir a y b). 

E] confin g del intervalo se Mama su origen y el confin # su 

eriremo. 

Demostraremos wuna serie de teoremas relativos a estos con- 

juntos. 

Dos continuos lineales, finitos o infinitos, Son siempre egul- 

valentes. 
Sean d, b, c y d cuatro niimeros finitos. 

Si eseribimos la ecuaciën 

p—e ma 

d—e bP—a 
  

zY y guedaréin recfprocamente relacionados, y si .# reeorre el con- 

tinuo lineal [. &, B . |, V recGrrer& al mismo tiempo el conti- 

puo [. G d .], y viceversa. Por consiguiente : 

aa. del 

ie
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Si hacemos ce — 0 $ dsl 

Ee so a 

Para demostrar ahora la eguivalencia 

  ie 

se obtiene tambiën 

eet 
De la suma de las dos eguivaleneias, resulta [O,1 . J—T . 0, oo], 

o, tomando en [0,1 . |] un conjunto enumerable de elementos 

Go) Mis ss Y Snstituyéndolo por el conjunto eguivalente 

@. ea 8; .. & tendremos finalinente [. 9.1.1] li. 9 eo 

Tos continmos son conjuntos esencialmente distintos de los com- 

juntos enumerables, 
As! resulta del siguiente teorema de Cantor: 

Un continuo lineal es un conjunto no enumerable. 

s
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Antes de ocuparnos de este teorema tenemos gue demostrar la 
sigitiente proposicidn gue se conoce con el nombre de teorema de 

Stolz. OPREG var 
Todo nmimero posifivo puede desarrollarse (p de un solo modo) 

en fraccidn decimal gue contenga un nimero infinito de cifras 
diferentes de cero. 

Si el ntimero es racional, su desarrollo en fraccién decimal de 

infinitas cifras significativas se obtiene por los proeedimientos co- 
nocidos de la aritmética elemental. 

Si el niimero es irracional, su definicién mediante una sucesién 

fundamental permitird siempre, tericamente al menos, deecidir en- 

tre gué niimeros enteros consecutivos se encuentra su valor. Lla- 

memos a y n -- / esos dos enteros conseeutivos. 

Las eifras enteras del desarrollo serdn entonces las del ntimero 7. 

Llamando #: a una de las diez eifras OL28.... 9% 

el nimero irracional propuesto, mayor gue # y menor gue # - 71, 

N Aa, , 
jig ” Sn menos de TT 

primera cifra desimal del desarrollo serd pues A.,. 
Continnando asi este procedimiento, obtendriamos sucesivamente, 

aplicando cada vez el oeriterio gue sirve para deeidir si un nu- 
mero irracjonal es mayor 0 menor gus otro racional, tantas cifras 

decimales del desarrollo ceuantas guisiëramos. 

Oomo el nimero de éstas no puede ser finito, porgue si lo fuera 

la fraceiën decimal eguivaldria a u* ntmero racional, la primera 
parte del teorema dueda también demostrada para un ntimero irra- 

Cional. 
Imaginemos, para demostrar la segunda parte, dos fracciones de- 

cimales infinitas a y b, cuyas cifras no sean todas respeetiva- 

mente iguales. Vamos a demostrar gue a # B. 

Supongamos gue las dos primeras oifras correspondientes gue difie- 

ren entre si, ocupan el lugar enésimo de cada fraccién, y gue la ma- 

yor de ellas es la de g. Llamemos a@' la fraccién decimal obte- 

nida disminuyendo en uha unidad dicha eifra de a, sustituyendo 

por 9$ todas las cifras gne siguen (si ya no son todas ellas 9) y 
conservando inalteradas las gue preceden. 'Tendremos evidentemente 
a — a'. Cambiemos en # todas las cifras gue sigwen a la ené- 

serd superior a nm en mis de Ia 
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sima sustituyéndolas por 9 ( siya no son 9) y llamemos $” la frac- 

cién deeimal resultante. Tendremos: a'! 2 P'),b' 2 b. 

De estas dos igualdades — designaldades y de la doe. 

G — a', se deduce a — Bb. 

Podemos demostrar ahora el teorema de (antor. Bastard, puesto 

gue todos los continuos limeales son eguivalentes, probar gue el 

continuo | @, 4 . ] ne es enumerable. Én virtud del teorema de 

Stolz, cada elemento de este continuo puede desarrollarse en frac- 

eién deeimal infinite. Si [ 0, 1 . | fuera enumerable, sus elemen- 

tos podrian ordenarse en sucesiën 

GL) ii ME EO ie En OR EE 

en gus My Yepresenta na fraccidn deeimal infinita propia. 

Oue esto no es posible lo demostré Cantor empleando un pro- 

cedimiento del gus veremos algtin otro etemplo y due se llama 

procedimiento de la diagonal. La sucesiën (1), si existera, po- 

dria eseribirse en la forma siguiente: 

m, — 0a, A As RA ds EE 

EA BEA BA P en 

m — OE ty Es Ba Pg ese 

ps Add, dd, d; SERE 

representando por 

Gys dy days es ss) BP... BEE EE OE ER Ee 

cifras cualesguiera. 

Toda fracciën deeimal infinita deberia entonces hallarse en el 

cuadro precedente. sto no ocurre, sin embargo, como resulta 

del heeho de gue puede formarse una fraccidn deeimal infinita pro- 

%
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pia gue no figure en dicho cuadro. Esta fracciën se obtiene, en 
efecto, eseribiendo, después de la coma, na cifra diferente de @,, 
después otra diferente de P,, lIuego otra diferente de e,, ete, es 
deeir: 

PRO. ee da 

en .gue 

ap BY. Dr do. dee jle 

son cifras diferentes de las oreo as de la diagonal del 
cuadro. 

Tja siguiente proposiciën se debe tammbiën a Cantor: Si se ell- 
minan del continuo lineal K todos los elementos de un conjunto 

enumerable 'o finito cualguiera, gue suponemos contenidos en K, 
los elementos restantes constituyen un conjunto PAS al 
continuo lineal. 

Demostraremos antes el siguiente lema: 

Si del continuo lineal |. 0, 1 . | se eliminan j. elemenitos 

de un conjunlo enumerable, todos contenidos en él, el conjunto 

restante conliene todavia un conjunto enumerable. 

En efecto, eseribiendo el eonjunto enumerable en forma de su- 
CES10ON : 

ea ET RE METER, 

OER EE ME EENS 

DEERE EE rd 

` ` `” - - - ” - s . - . " e ` “ 

se obtendria otro conjunto enumerable contenido en el Gontiuuo 

y sin ningun elemento comtin .con el : nterior, eseribiendo en la si- 

guiente forma sus elementos sucesivos (todos evidcntemente 
diferentes entre si): 

ee 
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EED Ee 

GEE PR ek 

Dias RPO 

en gue 

y 7 sy 
da EE EL EE 

representan cifras respectivamente diferentes de 

EE AE OE OE EE N 

Demostrado as! el lema, sean # el continuo y AM el conjunto 

enumerable, y sea: 

KeN-HR; 

entonces K no puede ser ni finito ni entmerable, pues en cual- 

guiera de estos dos casos A seria enumerable. 

Sea Ni otro conjunto parcial enumerable coutenido en Ai y 

pongamos: 

id NI EK 

ser 

KEENAN, EK. 

Pero N NEE Mi, 

pues N y Mi son conjuntos enumerables; por consiguiente: 

er MS AE



  

se 

Por ejemplo: el eonjunto de.todos los ntimeros irracionales entre 
0 y 1 es eguivalente al continuo lineal; un continuo abierto eg 
eguivalente a un continuo cerrado ([ &, b 1 —T. ap. lese 

Es facil demostrar gue, inversamente, £ -- N — #. En efeeto 
K—KTN —EK-A N, haciendo corresponder lus elementos 
de A con los de A', (teorama directo) y los de AM: con los de M. 
Con este ultimo objeto se tomard M; —— &onj. enum. si MV lo es, 
0, si N es finito, se tomard NM; finito también y con igual nu- 
mero de elementos gue N. 
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LEBCOCION V 

Nimeros trascendentes 

Tos niimeros pueden dividirse en dos categorias: Ziimeros al 
gebraicos y nimeros trascendentes. 

Toda raiz de una ecmacién de exponentes enteros y coeficientes 
racionales es por definiciin un ntimero algebraico. Los ntmeros 

gue no pueden identificarse con ninguna raiz de una e@cuacidn de: 

aguel tipo se llaman trascendentes. 
No hay necesidad de demostrar la existencia de los mimeros al- 

gebraicos; pero Ja eszistencia de los niimeros trascendentes no es, 

en manera alguna, evidente. 
Lionuville fué el primero en dar ejemplos de ntimeros trascen- 

dentes (los nimeros llamados de Tiiouville). Algo después, en 

1878, logré Hermite probar la trascendencia de €, cuya irracionalidad 

ya habia sido demostrada por Euler; y, empleando un procedimiento. 
andlogo al de Hermite, lLindemann, en 1889, hizo ver gue z es 
también un nmimero trascendente: descubrimiento este vtiltimo del 

gue fluye la imposibilidad del famosisimo problema de la euadra- 
tura del eireulo. 

Los nimeros trascendentes son de diversos ordenes segun el 

grado de la ecuaciën irreducible, de coeficientes racionales, de 

donde proceden. TJna @cuaciën de exponentes enteros y coefieien- 
tes racionales se llama, irredweible cuando no ptede descomponerse 

en el producto de dos o mis ecwaciones de exponentes enteros y 

coeficientes racionales. 
Es fécil demostrar gue hay ecuaciones ipreducibles de todos . 

grados, y por consiguiente nimeros algebraicos de. todos los 6rde- 

nes; y también gue un niimero algebraico es siempre de un er 

perfootamente determinado. 

DI 
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[jo primero sê prueba con el ejemplo de las eetaciones bin0- 
mias de cualguier grado: 

Tu — Be; 

porgue, si Fr? — 2 contuviera el factor polinêmico de coeficientes 
vacionales y de grado m (m — n): 

(od dr sa EE (EE GE, 

en gue 

mr EE aas 

son las vaices de la eeuacién obtenida igmualandc a cero dicho fac- 
tor polinémico : entonces 

01 XK Os MK Os DK ss es MK Am 

@ 
seria raeional e igual, por ejemplo, a la fraceidn ” en gue su- 

ponemos a y b primos entre si. 

  

Pero 

n n n m GR 

GOP N DEE PL AA EA OP Ee ) 

es deeir: 

GO — 2m P 

lo gue exige gue el primer miembro tenga a 2% como factor y 
por lo tanto gue en el segundo miembro # tengaa 2 como factor, 

contrariamente a la condicién de ser a y $ primos entre si, 
Lo segundo se demuestra observando gue, si dos ecuaciones de 

coeficientes racionales tienen Una o mis raices comunes, su comtin 

divisor existe y, como éste ha de ser un polinomio entero de coe- 

% 
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fcientes. racionales, la reducibilidad de una por lo menos de las dos 

ecuaciones Propuestas, gueda evidenciada. 

Llamaremos admeros de Liouville las fracciones decimales infi- 

nitas gue pueden eseribirse bajo la forma: 

  

  
  

@1 @ n 

on Te ET RE 

en gue 

1) @o) @s; Re Die sa dn; EN) 

son ntimeros onteros menores gue J). 
Ta trascendencia de los nimeros de [iouville resulta Ek si- 

guiente teorema * 

Si 

Po Dt Pn 
Er) KEN De N EE EE De 

do Gi G n 

hen one Po Pi Ma ee dk SON Gleros positivos) 

es una sucesidn gue Hene por limite un nimero algebraico y po- 

sitivo b de 6rden m, (m — 1), se puede afi#mar gue, para todo 

P n 
  de sub-fndices iguales o superiores a cierto entero positivo 

N, se verifica la desigualdad 

Ep Ee 
dn die 

En efecto, sea la eenaciën irredueible, de coeficientes enteros y 

de grado m, satisfecha por #: 

(EA FM Aai EE dy se din — VA 

p 
y ses 4— un nimero racional y positivo diferente de #, compren- 

- 
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dido dentro de cierto intervalo $ gue contengaa b y no contenga 
8 ninguna otra de las raices de f (z) — @. 

Tendremos 

EP) Er 0, 

(BEE EE 
r mee (7) 

designando py un cierto ntimero comprendido entre y b. 

Seré ademd4s siempre posible determinar un eutero AM mayor 

gue cualguiera de los valores | f” ( p) | gue se obtienen haciendo 

; p 
variar y entre ie y 6. 

Por consiguiente: 

ESE 
Pero 

  

ME 
en gue 4 designa un numero entero mayor gue cero; Yy por lo 

tanto : 

E , 
Ee EE Fe] mas 

Ahora bien, como sélo hay un mimero finito de guebrados com- 

prendidos dentro de wn intervalo finito y cuyos denominadores 

sean menores gue un nmiimero dado M, podemos tomar dentro del 

s    



  

I BET MF IT MEE TERT OE BRA RE — 

EE 

intervalo $ otro intervalo &, bastante peguefio para gue los der.o- 
minadores de las fracciones comprendidas en él no sean nunca mes 

nores gue JM; jy entonces eligiendo dentro de e&, podemos 

eseribir : 

Ed ef 
| g ' | YE 

Pe 
  Tomando finalmente N tal gue, para a — N, esté dentro 

n 

del intervalo &, se tendré * 

  

Demostrado el teorema, supongamos gue no de los nimeros de 
Tiouville, gue designaremos con la letra /, fuera algebraico de 6r- 

den za. 
Si lamamos Zy, la suma de los a primeros términos de L, y 

PP, al resto 

4 

Ans nt? 

JOU! j0tn Te! ee n 

resultaré de dicho teorema: 

  

  

Pr Ed f TE Ln 10% GR ED " 

Pero 

Fe, ed 10 ai 10 

Ri s 10 1] oe 10 TOY ES 

10 1 

10 nd - 10 n] Om Ed) 

con solo tomar a — m Al
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Liuego Pn seria a la ver mayor y menor due cierto ntmero, 

lo gue nos dice gue la hipotesis de gue L sea un nimero alge- 

braico es inadmisible. 

El conjunto de los mimeros de Lionville es egmivalente al con- 

FHnuo- 
Basta, para demostrarlo, hacer covresponder los elementos : 

Rd df ii EE AE Ee ed 

DEE DT EE RE 

Pb. D D 
Es oe AE ed EE ee 

JO T I0?* ss 10 si 

en gue los numeradores de los respectivos términos son iguales. 

Tos nêmeros de Liouville no comprenden, sin embargo, todos 

los ntmeros traseendentes. As, por ejemplo, e y 7 no SOn nUme- 

ros de Liouville. 
' 

Tia existeneia de los nimeros traseendentes y la eguivaleneia de 

st eonjunto al continwo lineal, ha sido, después, demostrada de la 

siguiente manera por Cantor. 

Empezaremos por mostrar dua el conjtnto de los nimercs alge- 

braicos es enumerable; y luego, invoeando un teorema (ya de- 

mostrado ) del mismo Cantor, gue afirma la eguivalencia entre el 

continuo lineal y el conjunto obtenido oliminando de él todos los 

elementos de eualguier conjunto enumerable, completaremos fdeil- 

mente la demostraciën. 
' 

Probemos pues gue el conjunto de los mimeros algebraicos es 

enumerable. 
TJamemos alfura de una e@naciën irredueible cuyos coeficientes 

se han transformado en ntimeros enteros sin factor comvin, al. 

ntimero : 

Hen—ileldlar! ia NG 

tepresentando 21 el grado de la ecuaeidn, Y 

@, di, ds) ss An 

sus coeficientes: 
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Tis evidente entonces gue, dado #, el grado n tiene un valor 

maximo, puesto gue a continuacidn de 2 — / sélo hay sumandos 

positivos en la expresiën de Al, lo gue eguivale a deeir gue, para 

H dado, sélo hay un ntimero limitado de valores de z posibles. 

Para cada uno de estos valores posibles de z, el mtmero de 

ecuaciones posibles de altura #/, es tambiën evidentemente limi- 

tado. 
De estas ecuaciones hay todavia gue excluir Jas gue son redu- 

eibles, Luego, n cada valor de /Z, SEE un nimero finito 
de nimeros algebraicos. 

Ordenemos entonces los nimeros algebraicos, primero por gru- 

pos finitos correspondientes a los valores @recientes de #f, y en 

cada. £rupo cologuemos los niimeros gue lo forman, segtin stu va- 

lor ereciente. Atribuiremos asi a cada ntmero algebraico, sin eX- 

eluir ninguno, un lugar determinado, es deeir, gue habremos obte- 

nido el medio de formar la sucesién de todos los nimeros alge- 

braicos, mostrando asi gue su conjunto es entmerable. 

En la tabla siguiente figuran en la tltima columna, los primeros 

niimeros algebraicos a@ de la sucesiën obteuida por este procedi- 

miento:



Er; FT al ek rate RE N pi n Fa 

  

        

  

  

                    

EEN 

HVlallall la la las] Feaaddn @ 

AE Pe X—0 0 

2 0 0 0 —— 

2 1 TT Ee is 

Ed oe IE or 

1 0 — 

d 1 d 0 — 2; 

sd Dr EO 
I Fi ME TE, 

BRA Ed 0 — TE 

1 1 0 IE D 

1 O 1 AE 0 

3 1 1 pd —     
Hasta ahora hemos visto dos tipos de conjuntos infinitos: los 

enumerables y los ccntinuos lineales. Los primeros, hemos demos- 

trado gue son eguivalentes entre si; y tambiëén hemos demostrado 

gue son eguivalentes entre si los segundos. 

Hemos demostrado finalmente gue un conjunto enumerable es un 

conjunto parcial con respecto a un continuo, sin ser eguivalente a 

él. Por esa razén se dice gue el conjunto enumerable es de una 

potencia inferior a la del continuo. 
Surge entonces la duda de si no existirdn conjuntos de tuna po- 

tencia superior a la del continuo. 
Parece a primera vista ague el conjunto de todos los pares de 

coordenadas gue definen a todos los puntos de un cuadrado, de- 
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biera poseer nna potencia superior a la del continno lineal consti- 
tuido por todos los niimeros gue son representativos de las abscisas. 

No ocurre asi, sin embargo, y vamos a demostrarlo estable- 

Cciendo una correspondencia biuuivoca entre todos los puntos del 
cuadrado y los de uno de sus lados. 

Para eso, supongamos gue el lado del euadrado elegido es el 

due tomamos como eje de las abscisas, y gue su longitud es igual 

a la unidad. Cada punto de este eje estard definido por una frac- 

Cién deeimal infinita propia, gue descompondremos en dos fraceio- 

nes del mismo tipo, eseribiendo como parte deeimal rie la primera 
la serie iniinita de las cifras de orden par, y como parte decimal 

de la segunda la serie infinita de las cifras de orden itpar; as! 
por ejemplo, la abscisa 

i@ Ad ig BAR oi EE 

se descompondré en los ntmeros; 

Re EE 

@uiere deeir gue podremos hacer corresponder a cada abscisa un 

par de nimeros gue, considerados como abseisa y ordenada do un 
punto del plano, definirin un punto del cuadrado propuesto. El 
procedimiento inverso nos permitiria hacer corresponder a cada. 
punto del cuadrado un punto de uno de sus lados. Para evitar la 
Tormaeciën de fraceiones decimales no infinitas, euando a partir de 

cierta cifra de la abscisa todas las siguientes de orden par o de 
orden impar sean ceros, convendremos en hacer el desdoblamiento 
tomando, si es necesario, en vez de cifras simples, grupos de ei- 
fras de las cuales la ultima sea siempre significativa. As! la frac- 
clén decimal 

0 O1GROIAOAREOB EE 

se descompondria en: 

OER N Oe



F dag se DERE Aan es Ee RE Ee” - — 
s 

HE BEL EER 

Analogamente demostrariamos due el conjunto de todos los pun- 

tos eomprendidos dentro del volamen de un eubo de lado igual a 

la unidad, es de la misma potencia due el eontinuo lineal. 

Eyisten, sin embargo, conjuntos de potencia superior a la de 

este Gltimo. 'Tal es el conjunto de todas las funciones imagina- 

bles gue puedan representarse por ourvas, es deecir, funciones al- 

gebraicas y trascendentes contiuuas y funciones definidas simple- 

mente por curvas grficas. Daremos una idea de la demostraciën 

de este aserto. 

Imaginemos, en efecto, due en el interior de dos ordenadas tra- 

zadas a tna distaneia jigual a la unidad, dibujamos algunas de 

esas curvas. Vamos a demostrar due si suponemos, por absurdo, es- 

tableeida la correspondencia biupivoca entre dichas Curvas y todos 

los puntos del segmento del eje de las abseisas interceptado por 

aguellas dos ordenadas, podremos definir una curva gue no sea nin- 

guna de las consideradas. 

. 7       
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Tmaginemos gue por cada puuto 7, Am Pd so del con- 

tinuo lineal [. Z, 2 .] levantamos perpendiculares gue cortardn a 

las curvas correspondientes a esos puntos en Mm”, M', P', gs sr 

respectivamente. No habré més gue construir una curva gue evite 

todos esos puntos m1, n”, PD, G', . - - para obtener tna eurva y 

por consiguiente una funeiën ala eual no eorresponder4 ninguno de 

los puntos de [ . 1, 2 . |]- Como el continuo es tn conjunto paT- 

oial del constituido por todas las funciones imagimables, es evl- 

dente gue este '@ltimo eonjunto eontiene conjuntos eguivalentes al 

continuo;: por ejemplo el conjunto de las funciones p — Fm 

( dando a m todos los valores del continuo) y es, por consiguiente, 

de una potencia superior a la del continuo. 

Se demuestra también gue pueden definirse conjuntos de poten- 

oias siempre mayores y todas ellas superiores a la del continuo, 

Es interesante, en fin, mostrar gue los puntos de un eonjunto 

enumerable tomado en el continuo |[. @, 4 . ] oëupan un lugar 

menor gue toda longitud dada, entendiendo ague para medir ese 

1ugar rodearemos a cada punto de un peguefo intervalo gue lo 

contenga. COomo el conjunto es enmmerable, los numeros correspon- 

dientes a cada no de esos puntos pueden eseribirse en forma de 

sucesiën. Imaginemos alrededor del primer punto un intervalo de 

di 
una longitud igual ag alrededor del segundo punto, un im- 

: EG - 
tervelo igual a 00” ete. Si imaginamos colocados estos interva- 

os wnos a Continwmaciën de los otros, la extensidn total eubierta 

por ellos serd igual a la suma de la progresiën geométrica in- 

finita : 

  1 1 1 Y 

RR RE mo MEI 

Nada nos impedirla elegir otra serie de intervalos gue consti- 

tuyera tuna progresiën geométrica de suma arbitrariamente pe- 

gueiia, por ejemplo: 

I ' l f 

ao 1000 ER EE 
 



DE AA OE ai EE OE 

AE 

la extensidn total ocupada por esos intervalos es pues tan pe- 
guefia como se guiera. 

Para los numeros restantes del continuo lineal cuyo cOnjunto 
hemos visto due es eguivalente al mismo continuo lineal, sn me- 

dicién, por eualguier método gue se hiciera, no podria condueir al 
mismo Tesultado: porgue, de ser asi, los intervalos cuya Suma 
constituiria la medida de este conjunto eguivalente al eontinuo, 

no llenarian, agregados a los intervalos correspondientes al coujunto 

enumerable, todo el continuo | . d,/ . |, y habria por lo tanto 

puntos de este continuo due no pertenecerian ni al conjtnto enu- 
merable ni al eonjunto residuo.
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LECCION VI 

Teoria de las series de iérminos numéricos 

Series convergentes. 
E1 valor limite 

Sm Ne 

AE es 

de la stcesiën, due suponemos convergente 

SY Sy) Sy) “oe se eg Sn) 

en due $, representa la suma de los # primeros términos de la 
serie (gue también se llama entonces convergente): 

Ta EE TE AE 

es, por definiciën, la suma de esta serie, 

1a diferencia 

Rity — Sadie — Sa — Hati FT Mate He es . T Hatp 

se llama resfo parcial de la serie. Lia diferencia 

S kes Sn 

se llama resto #otal 
Ejemplo 1.e 

MT 
7



-— EER TERRE TEE 

— B8 -- 

Se tiene 

T 1 1 
EE, oe SEER as Sy ME if 

es EE ii d 

a causa de la identidad 

1 l 1 

# to ik pe pd 

de Ja eual resulta 

  

  
    

  

    

  

  

1 7 1—g 
EE 1—s, Sn EE s EA ' 

Ejemplo 2. 
Para | g | 1 se tiene: 

(74 

atag teg. oa 

En efecto: 

rie OE N N EE LES iS 
n jy 7 n ie. ET n 

|s EE 
4 gl 

Pero 

7 lg! . d| 2 aI Ed 
| er AE 

[e Phase —idYSafa— 1 
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si gEbER SE Pal” 1) y ve consiguiente 

  

  

  

  

1—b 

luego: 

a lag! 
EE EE —EE MA ma B 

EE : (1—1gl) n 

lag! F 
BRA AE EE EE ' 

& id DE 

Series divergentes. 

En el caso de lm | $S, | — -- co, la serie se 1ama propia o 

impropiamente divergente, segvin pertenezoa a tuna N Otra catego- 

ria la sucesiën 

iS. ook Sn; 

Fijemplo 1e 
Ta lamada serie armonica: 

1 1 1 1 IE SEE RE oi 
E 

es propiamente divergente. 

$; ge determina, en efecto, el entero positivo p de modo dgue 

op RAS APE 

y se tienen presentes las relaciones, siempre verdaderas para todo 

entero g 2 0: 
CO] 
B 

Or
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d Ee Fr Ar 

is ee EE ' 

“4 2% ENE 

EL EE 

resulta 

1 d 7 d 1 1 
GE BE EE. 
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Efemplo 2%. 
Si suponemos | g | — 7, la progresiën geomélrica: 

a--ag-Hagt-H...agt As. 

es divergente, y propia o impropiamente tal, segtin g sea positiva 

o negativa. 

Designemos en efecto con £F, un ntimero positivo y arbitraria- 

mente grande, y tendremos, partiendo de la igualdad: 

Ge dr a 

las siguientes igualdades—desigualdades : 
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ME
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ag E. a Lalie 
IS. 

Hd ged LE rsd 

la! EE eb 2 lal 
E S 

led ber d ldl—d 

Et ed E EE rei para N Ee - 
| Ma EE ee DLE 

Series oseilantes. 
) Son aguellas en gue la sueesiéën 

Si, Say Say ee seg Sn 

es oscilante. 

As, la serie del tltimo ejemplo es oscilante si g — — 1, porgue 

entonces : 

Sa m0 ” Ssnt1 Ad 

Recordando la definiciéën de convergeneia, podemos enuneiar la 

siguiente proposiciën : 

Si £ es ma cantidad positiva tan peguefia como se guiera, la 

) condicidn necesaria y suficiente para la convergencia de una se- 

rie es gue pueda hallarse un entero N bastante grande para 

gue, siendo n — N y p un entero positivo arbitrario:   
| |Enaip | EE 

Para a — ] se tiene, en espeeial : 

* in aa s0 

H 2 69 

como eondiciën necesaria, pero no suficiente, de la convergeneia. 

Una serie cuyos #érminos son todos posilivos es comvergente 

0 propiamente divergente. 

: 

% 

| 

l



  

EP ie, 

En efecto, la sucesiën de las sumas parciales es monotona eta- 
ciente; no puede ser por lo tanto ni oscilante ni impropiamente 
divergente, 

    

  

Ejemplo: 
La serie 

' f 1 1 
RE ei PES AE GE  E 

es convergente, pues para p 1: 

1 1 
SEE 

Pp* (P—dip 

y por consiguiente, ya due: 

1 i 1 
Ee ee Er RES EN 
EER ' 

las sumas parciales de la serie de este ejemplo son siempre me- 

nores gus 2. 
Una serie cuyos términos son allernativamente positivos y ne- 

gativos y en gue Jim | uu, |— 0, es convergente. 
TR — Oo 

EBjemplo : 
la serie de Brouncker 

1 1 1 

TE EE EE RS 

es cohvergente. 

En efecto, para cualguier valor de z 

1 1 1 
Si, 

Ti SERE Gr 
  Ries ie 

luego el limite de Sn existe y es finito, 

   



Ademds 

de donde: 

EGO 

1 . 
s ss ai 3n Fi jn DE Se 

dim Send — lm Sy n ` 

n — OO n — OD 

Geries absolutamente convergenies y semi- convergentes 

Si se coloean, ordendndolos de diversos mados, los términos de 

na, serie infinita y convergente S Hu, las snmas parciales cam- 

bian generalmente de valor; las nuevas series asi deducidas de 

S 1. no suelen tener la misma suma total, y puede acontecer 

inclusive gue algumas de ellas ni siguiera sean convergentes. 

Vamos a aclarar esto con dos ejemplos: los de las series con- 

vergentes 

1 1 1 ) 
HE TE DRA 

  

Ejemplo 1e: 

Hagamos para abreviar; 
e 
B



        

! H ] 
Be Es — : Er STREET 

N 

1 1 1 1 
() n — erk se e 

EE N ee AE Eer ig 

Sa tiene entonces evidentemente: 

din an Een 

y de la identidad: 

  

1 1 | 1 
Gl EE ) 

se deduce la siguiente expresidn para @ n: 

  

j d 1 1 
(1) de EE ie El re 

Hemos visto gue esta ltima expresién tiende a un limite gue 
llamaremos (, luego: 

IM oo, — O. 

RA —s OO 

Si ahora ponemos, para todo valor entero y positivo de za 

$  



  

  
  i 

EE ai 
( 

OM 

  

  

Psn-l 

ED 1 1 

te) bes) Pr aka 2 7) 

resultard, en virtud de (1): 

1 j! 1 1 
@ 7 SE EE GES sa 

Cualguiera gue sea n, se tiene, pues;: 

EE Ek 

2 

es deeir: 

OE ED 
Hd — CO 2 

Tia serie: 

1 di 4 ' 1 ' 

1 2 s GR Oe 

formada aplicando la férmula (9), Yy due no es otra gue la serie 

de limite @: 

o 1 1 7 

EE ae 
con sus términos en distinto orden, tiene asi por limite



EE 

Eijemplo 2. 
De la identidad 

  
1 Es Va ia 2 ss Ee 1 si 

Vap ra N Vapv4  VaptZ NE ap ra 

ele Ese ed OE Ek EET (YE 

resulta, para 7 entero y positivo: 

P* Pn 

se ( jy ese ii de n Ek OE 
Vaped  Vadpro Vape2 by Vaptr1  Vadpré 

pre 

  

  

PA 
Pin 

Si hacemos 'erecer a mas alld de todo limite, se obtiene, en el 

segundc miembro de la anterior igualdad, la suma de tres series: 

dos convergentes y una divergente. la serie del primer miembro 

es, en consecuencia, divergente. 

Sea Pn, p el resto pareial de la serie infinita 2 Ha” sektes 

dré siempre: 

En Ela Ela sela ss (Ee FI Ea gele 

Luego, si es convergente la serie formada con los valores ab- 

solatos de los #rminos de `* Wu, tambiën lo serd dicha se- 

Tie SN Hu. 

En este caso se dice gue la serie X Hn es absolutamente con- 

vergenle. 
% 

a
a
 

 



  

EE DEE 

Si la serie S | #y | no es convergente, siëndolo Ja serie N Hu) 
se dice gue ésta es relativamente convergente o semi-convergente. 

Las dos series reciéën consideradas son semi-convergentes. 

Con referencia a las series absolutamente convergentes, vamos a 
demostrar el siguiente teorema gne se debe a Lejeue— Dirichlet. 

SI se permutan de un modo cualguiera los términos de una se- 

rie absolutamente convergente, la serie resultante tiene la misma 
suma gue la serie primitiva y es, como ella, absolufamente con- 

vergente. 
Sean respectivamente X “nu Y S M'u la serie primitiva y la se- 

rie transformada. 
Llamemos //, Yy U', las sumas parciales correspondientes : 

Ui ss Hi My Te My Ee n eis HE Has 

EE ee EO MG 

Resulta evidentemente 

ES DU Heg EE ele n ME 

ME AE Ar UNA 

en gue las #.y son los términos de (/, due no apareeen en (n 
y las my son los términos de (/', gue no aparecen en EF 

Cada uno de los nimeros p es pues inferior oigual a #, y cada 

uno de los nimeros f es mayor gte #. 
Sea ahora n — g el menor de los ntimeros p, y @ - / el ma- 

yor de los nrimeros 7; podremos, a causa de la tltima igualdad, 
eseribir * 

; Ao! 

Ur SE Vn-geé 
dee 

s



Pero 4 — g cteee indefinidamente con 2; luego podré determi- 
narse un entero positivo AM tal gue, para todo a Z N sea siempre: 

EE EG es, 

pues la sumaeciën del segundo miembro de la igualdad -desigual- 

dad oue precede, es el resto parcial 

OR 

de la serie convergente S | #u |. 

Asi gueda demostrado aue 4 — U”. 
Como 2 | z, | es tambiën una serie absolutamente convergente, 

resulta: 

all aal, 

es decir gue S% #', es absolutamente convergente. g 8 

Series cuya suma puede alferarse permulando sus férminos 

A1 teorema de Liejeune—Dirichlet eorresponde, para las series re- 
lativamente convergentes, una proposicidn, debida a fliëmann, gue 

se enuneia asi: 

Mediante ma oportuna permutacidn de los térmmos de una 

serie semi-convergente, se puede obfener otra serie cuya suma 

sea igual a ma cantidad arbilrariamente jijada. 

Si la serie X Hu CONverge, pero no absolutamente, contendré 
infinitus términos positivos e infinitos negativos. 

Saan An los términos positivos y B, los negatives. 

Las dos series 

EE) dy Has FOs ae se HOn Fees es 5 

(2) ss Bire Boe hie Me sier Ba NE 

serdn divergemtes, y ademês  



  

  

EN GE 

(8) n ou —A oo dim —A. 
Hi — OO 1 — OO 

Sea @ la cantidad arbitraria previamente fijada; tenemos gue de- 

mostrar gue una permutacién, convenientemente elegida, de los 

términos de 3 Hu conduce a otra serie de suma @, gue designa- 

remos por S 4 n- 
Como las series (1) y (2) son necesariamente divergentes, se 

puede, partiendo de un término cualguiera, formar un grupo de 
términos consecutivos de cada serie, de modo gue el valor abso- 

luto de su suma sea tan grande como se guiera. 
Supongamos, para fijar las ideas, gue @ es positivo, y conside- 

remos los primeros términos de (1) aue den una suma 

A, — om Y 

en due Y, sea una cantidad positiva. 
De la serie (2) tomemos los primeros términos cuya suma pueda 

Tepresentarse por 

AE VY, Ys 

en gue vy; también representa na cantidad positiva. 
Tomemos luego los términos de la serie (1) gue siguen a los 

ya considerados, y en nimero suficiente para poder eseribir: 

As Ya EF Ys 

siendo vy; Mayor gue cero. 

Las primeras #@ igualdades andlogas a las tres recién eseritas, 

sumadas miembro a miembro, nos darin: 

“1 Ads Ag DE ae TE oi DO Ek 

En virtud de (8), la suoesiën 

VER VR oa Aa TE ei) 

*



OE 

si hemos tomado siempre, lo gue es posible, VY, Vi; Yes si 
menores respectivamente gue los valores absolutos de los tltimos 
términos utilizados en las series (1) y (9), tendré por limite cero, 
Y entonces: 

A, As Ai Ps se As AE ED (4). 

Como, en fin, los términos de cada grupo A., tienen el mismo 
signo, puede suprimirse la condicidn representada por la igualdad 
precedente de gue los términos de S u', sean adicionados por 
grupos. Las stumas parciales de la nueva serie N #' , estarén, en 
efecto, siempre comprendidas entre dos sumas parciales de (4). 

Es claro gue el mismo procedimiento gue acabamos de indiear 
nos permitiria deducir, por permutacidn de términos, una serie 
Ppropia o impropiamente divergente o una serie oscilante, de tuna 
serie relativamente convergente dada. 

Toda serie plantea un problema: el del céleulo de su sum to- 
tal. Para gue esta suma exista es nocesario gne la serie sea cOn- 
vergente. Antes de abordar el problema del caleulo de Ja suma de 
una serie, conviene pues en general averiguar si la serie es con- 
vergente. 

No siempre es posible resolver esta cuestiën previa, 
Daremos alguuas reglas de las mis generales y apiicables, eomo 

complemento de Jag definiciones y teoremas anteriores. Nos limi- 
 taremos a las series de términos positivos; pero los eriterios de 
Cconvergencia gue a ellas se refieren pueden llevar a unma eonelu- 
siën afirmativa respecto de uma seris semi-convergente, si ellos 
permiten comprobar la convergeneia de la serie eonstituida por 
los valoreg absolutos de los términos de la serie dada, 

Criterios de convergencia y de divergencia de Kummer, 

D”* Alembert, Raabe vy Gauss 

1.—Criterio de Azrmmer para la convergencia: 
La serie de términos positivos X u., es convergente siempre 

# 

  

  
E
n



  

EEN 

gue sea posible deferminar una sucesidn de elementos positivos- 

GEE EO Mk oo n Ee oe 

tal gue, para todo n — N ( siendo N un entero positivo sufi- 

cientemente grande ), se tenga : 

H 2 

Cd) id —Eh— — TIER) 
ë ele 

en gaue a es ua constante positiva. 

Como los términos Mn son todos positivos, se obtiene, en vir 

tud de (1): 

oa. HA paid. AR SURE Id A 

Poti. Hatl — Pote. Hute 2 Hn4e 0 

Pntp-ie- Hatp—1i— Padp ' Hadtp 2 Hatp s0 

Y, por adicién miembro a miembro: 

Pa: Ha —YatpHotp HR inte Fees F Un dp 

Tia sucesiën de elementos positivos: 

Pa: Fay Pad d . dna) ve dy dade * Hap Ese ie 

es pues mon6tona decreciente y por consiguiente fundamental, lo 

gue permite eseribir, para a 2 N y &” positivo y arbitrariamente 

peguefio : 

Pn. Hu — Pn-rp Hutp SE” 

s



  
  

—D — 

Se obtiene asf, Hamando Ry. p el resto parcial de la serie pro- 
puesta, correspondiendo M a un &' tal gue &?  a . Eg! 

Eg? 

En; EE SE. 

Lia serie X Ha es pues convergente. 
11.—riterio de Kummer para la divergeneia: 
La serie de términos posilivos X un. es divergente Siempre gue, 

eristiendo una sucestdn 

EE 

  
de elementos posikvos tal gue la serle S sea divergente 

Pn 
para n — N ( N entero positivo suftcientemente grande ), se tenga 
constaatlemente 

H n 
    Pn ORE US 
Hn-sa1 

Si se hace, para eualguier 4 — N: 

@ n 
uu, — ) 

Pn 

  

se tendré ( como consecuencia de 9, . Hy — Padt1. Husiss 0): 

du Anti. 

Luego: 

1 j J Pn) An EE -- OH TE 
Pa--1 Pn-42a Pu-Ep 

y la serie S my es divergente, 

` 
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E
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ss
 

* 
gt
 

—— 

La condiciéën gue esigia Kummer para sus dos proposiciones re- 
ciën demostradas, a saber gue: 

lim (“a- 9) — 0, 
n — OO 

no sélo es supêrfiua, puesto gue hemos podido prescindir de ella 
en las demostraciones gue acabamos de dar, sino tambiën falsa (en 

el sentido de gue ella condueiria a excluir la aplicacién de los eri- 
terios de Kummer en ciertos casos en gue el cardcter de la serie 

resulta de uno u ofro eriterio, enuneiado con prescindencia de esa 

condicién ). Asi lo hizo ver el matemêtico italiano Dini. 

Consideremos, por ejemplo, la serie: 

  

sa pye 
Pn TH EE) 

porgue 

RE 
ES pie Re Es AE Ee RE 

Hn4 1 n —ld 1 

Om Es 

2 Ee EE 
a—l n EE 

para a — jy para na 2 N, siendo N un entero cualguiera mayor 
gue J. Y sin embargo: 

s



  
HERE 

ies Eg Pa) sd 

H! — OO 

Si, en cambio;, consideramos la serie X # n, en gus suponemos 

Un Constante; haciendo 9, — #, la divergeneia de la serie re- 
sulta de la aplicacién del teorema II, puesto gue: 

4 A 

Pn —E— EE PLEKKE Pat E —L LO; 
Hnt1 

pero el eriterio de divergencia no seria aplicable si mantuviëra- 
mos la condicidn 

Ma GEE oo. 

ee 

desde gue, en este caso, el product #n . 9n, lejos de tender a 
cero, erece sin limite. 

S1 en (1) y (N) hacemos 9, — / para todos los valores de z, 

resulta la regla de 2” Alemberf: 

H1.—La serie de #érminos positivos .XS uu converge o diverge 
segiin ocurra due, a partir de cierto nm, sea siempre: 

4 

Ee 21-8 (8 — constante positiva), 0 Ee 
Hn-n Hul 

EA 

Si ninguna de estas condiciones se ceumple, la regla no tiene, 

naturalmente, aplieaeign. 

Sea, por ejemplo: 

  

1 
Hu — — AE Aa . 

HYT 

Para ambas series, 

H n sa 'E at be Je 

EN “EO 
s 

  

 



  

ee D 

siendo la primera serie convergentê, cOmo veremos enseguida, y 

la segunda, divergente. 
Puede en estos casos tener aplicaciën la regla Faabe: 
Una serie de términos positivos es convergente o divergente 

segun la eaepresidn 

Hn-21 

fienda, para n — oo, hacia un limite superior o haeia un limite 
inferior a la unidad. 

Esta regla se demuestra aplicando los teoremas IT y II y supo- 

niendo Pa — 

Ejemplo: 

Sea la serie. 

EE EE ED EE   

  

Ta regla de Raabe conduce a estudiar en este caso el limite de 

SE 1) % ER? ie F EE si 
7 — 

n 
dr 

Se trata pues de hallar el limits, para .r tendiendo a cero, del 

guebrado 

OE ER 
GR 

Es f&cil demostrar gue ese limite es a, y gus, por consiguiente, 
la serie es convergente para a — 1. 

Criterio de Gauss. 
Tndiguemos finalmente el siguiente criterio debido a Gauss: 

%



  

  

so 

IV.— Si eriste para la serie S uu, de términos positivos, un 
desarrollo de la forma: 

H n enE da MEd HE ES EES 

Hat APP EE MAER Ep, 

-
 

la serie converge o diverse segin 

ds EA BEK 

Ein efecto, 

lm n Hy 

TE es 
—d ) —a —B 

Hnu-t1 ; 

Ejemplo, serie Aipergeomédtrica de Gauss: 
Sea la serie 

EER rg silly PRE 
da MEE 

1 MAR YES) ABR YB ED RE n. 
die ona AR EAMAT SY TT D 

Ein este caso, considerando solamente la serie de los coeficien- 
tes de x: 

Ha AR EE (pen) AREA my MED 

“nt (a-a)(B En) ME ERG TEG BP. 

Yy por consiguiente, la serie de los coefeeientes serd convergente 
si se tiene 

VE1— (AB) 1 es dedr aTBEr 
La serie hiporgeomêtrica serd pues en este Caso convergente 

para 

$ led 

 



  

m Ms 

da ha afrmado erréneamente (y el error sê teproduce todavia 
en obras mcdernas ) gue la condieién: 

Me (any —Y 
IT — EI 

es necesaria y suficiente para la convergeneia de X Ha. 

Ia condicién no es necesaria ni suficiente, Asi, la serie 

    

  

1 1 di 1 1 1 1 N 

1 1 1 1 

EE EE LE 

formada tomando #, — cuando # es un ecuadrado per- 
n 

fecto y Hu — Ee para los demés valores de n, es evidente- 
n 

mente convergente; y sin embargo 

n tas n) 

TN — OO 

no existe poOrgue #., . # toma valores tendientes a 'cero para los pord n P 

términos de la forma   ) y valores iguales a 1 para los de 

  

7? 

la forma f 
n 

En cambio, la serie 

1 1 A di 
1 iss ER. ee EE AE 

me EE 

7 I 1 

EE EE EE.



—e —— BYE — Er —— TE ER. 

SE Ee 

  

toer do ER BA 

es divergente, porgue, a partir de s,, sus stumas parciales eorres- 
pondientes a los grupos eseritos entre paréntesis, son mayores gne 
los de la serie 

HI ER Ee 

f T 1 1 1 si 1 | 

be DEE Ig EE Ee EE EE 

1 1 ME ER ees 

evidentementa divergente. Y sin embargo: 

im (AIS H 
A Eg 

El problema teërico de hallar el valor de la suma total de tuna 
serie, gueda restelto cuando se ha llegado a demostrar gue la se- 
rie es convergente o divergente. 

En el segundo caso la suma no eriste; en el primero, el valor 
de la suma 'se puede calcular con tanta exactitud como se guiera, 

con solo tomar un ntimero suficiente de sus primeros términos, a 

condicién, no obstante, de gue pueda evaluarse un limite del error 

cometido. 

Pero la convergencia de una serie puede a veces resultar tan 
lenta gue el problema de calcular directamente su suma con eierta 

aproximaciën sea prdcticamente imposible. Por ejemplo, es fAeil 
comprobar gue la suma de la serie, evidentemente convergente, 

1 1 
log (10 1) log (10 2) - 
  

sin sumar un nti-   no puede evaluarse con la aproximacién de 

mero de términos de orden jZ@ 106, 
%     
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EF TT 

Er ae 

Tja transformaciën de la serie propuesta en otra, @ en la stma 

de otras, de convergencia vapida, es entonces indispensable. Me- 
diante el empleo h4bil de tales transformaeiones se ha logrado ob- 

tener con exbraordinaria aproximacidn algunos val res expresados 

en series; por ejemplo, el cilculo de z con setecientas siete cifras 

decimales ( SAanks J. é 
En muchos casos se ha podido establecer la identidad entre la 

suma buscada y una expiesidn fdeil de calcular. Asi, se ha demos- 
trado gue, llamando sy la suma de la serie 

      

    

I f ER TE 

ie me TE 
So F ) S,— DE Sc — HYT. , ete. 

En eambio, las expresiones para p impar no se conoeen. 
Analogamente, llamando 6 p la stma de la serie 

  

    

- l 1 I ' 
Il — TE - EG — SE EE N 

se tiene i 

7 T$ 
jy — RE Fr , el. 

pero no se conocen las expresiones para p par. 

Operaciones con las series 

Ta teoria de las operaciones con sucesiones fundamentales da 
itmediatamente la siguiente proposieién : 

Si las series S uu Yy S Vy SOn convergentes, tambidn lo serdn 
las series 

- 
P



aa BO ei 

S (ma Hys) YOE(ua — Vad, 

y Se tendrd 

(Mid ERaHEVa YE —Y SSA —B Va. 

Ein efecto, si se pone para todo ma: 

Ui — na; TE Bi HS AE se ee ER 

EE EN 

Wal ys Au AE pi d EO 

WE ba RU mh (" EE , 

se tiene para todo z: 

Ui Vs WY Ui—Vas Wa. 

En cuanto a la multiplicaciën de series, ella puede efectuarse 
aplicando el siguiente teorema de Cauchy: 

S7 las dos series S Ha PS Va Son absolutamente eonvergentes 

y si escribimos, para abreyiar: 

WE Zy. Va HA ` Visa EES v Vaao od 

Hp * Vang Pe ss HEa s Vo 

la serie S wy Converge, y se tiene: | 

Ha ES Va sw. 

Eseribiendo 

Wa WE Wi Wi Ee es Wa; 

s   
 



  

2 Ep 2e 

Wa serd, la suma de todos los produetos posibles #y . Va para 
los euales p -- g SE m. 

Si aplicamos las notaciones del teorema anterior para las sumas 
pareiales de las dos series dadas, el prodacto UJ, . Vr contiere, 

ademds de los recién mencionados, otros productos parciales 

Hip - Va; pero ninguno para el onal sea p - g — 2 nm. 

Pongamos ahora para todo 

Ua sa] Ha [HE ee sd] Ee l; 

EE LE 

Wa EE BEP ER MIE, 

designando por W? p la suma 

Vas leed EI ar le dees EG OE Vas led vel 
Se tiene evidentemente: 

ai Wale EP as Va —W as OP ge Vi — Um. Va, 

lamando 1 al mA4gimo entero contenido en   

Pero m y n erecen simulténeamente, de modo gue: 

im (EP ka Em Pa Vie — 9 
1E os 

laego 

dim WW. — dim (NE, ` Ee — Via Ui . Jim HO , 

4 es 2. Ee #—EY 2E 

La, eondicién del teorema gue acabamos de demostrar, es sufi- 
clente pero no necesarja, 

Se ha probado, en efecto, gue la aplicacién del teorema es le- 
*



BR NS 

gitima, Aungue ninguna de las series S Hy, YS Vyn sea absoluta- 
mente ceonvergente, eon tal gue lo sea la serie & n. 

Como ejemplo tomemos la serie 

n EE EE 

Designando .r un numero finito cualguiera, podemos siempre de- 
terminar un entero positivo M 2 |a |. 

Se obtiene entonces, a condiciën de ser # 2 N: 

esel nd N-HI 1 s —ld- 
|asa 2 N N 
    

Ta serie F ( r) es pues absolutamente convergente para cual- 
guier valor de .r d 

Consideremos las series £ ( rJ y EF (vy; aplieéndoles la regla 
de multiplicacién de Cauchy, hallariamos para expresiën del tér- 
mino general wa del producto F (.rJ. E (y)- 

n nei 

He 
rn— p?2 

  

  

n! (n — 1)! OE Se EE 

ME ED pe 
EER Ee RE 

de donde, recordando la férmula del binomio y la identidad 

  

AR MERE AL EA IM n! ' 

p! (pi p 
resulta * 

EP 
At. Wa sep, Wa 7a! 

es decir gue 

E(vJ. E(vJ—E(rTy). 
* 

E
O
 

ede 

 



  

— EE FEE ERWE N TW —E 

Fyjemplos 
Entre otras muchas propiedades de la serie arménica, merecef, 

a titulo de ejemplo, citarse las dos siguientes: 

  

I.—La serie 

Ji / j l I T 
7 as 5 HE 5 ap i si 7 TE Te ig 

obtenida eligiendo en la serie armonica los tdrmiuos cuyos de- 
nominadores son numeros primos, es divergente ( Euler). (1) 

Llamando pu al enésimo ntimero primo, es evidente gue 

    

1 d TE ER AE 

I / F 1 
1 EA E ME MEE — Ee Ee 7 EE 

f 1 ' Eie Ee Me AE EP ee Ee , ED EE Es. Ee 

ER TE EE AE s 
Pn Pn? Pa —l Pn—1 

de donde: 

1 1 
“ee ee ko 

j 1 j jy ET TT RE Slet TER 

(1) Vêéase: M. Cantor, Geschichte der Mathematik, t. TV, pg. 288, 

$



Ma Ra T Ge 

Ed 

  

1 1 
- - 

EO AE EE o 

7 

Pe, 

  
  

1 1 
EE AE hi 
Pn Pnii 

Ji ME (1 TE EE 

Y, sumando miembro a miembro: 

1 
  EERERLR oge EE 
n—l 

1 
  

1 1 RE EI ME d 
n 

1 Je sé sy 

| EE   
  
  

1 df j 

SE EE ) 

En efecto, el producto contenido dentro del paréntesis cuadrado 
comprende infinitos sumandos positivos, entre los euales figuran 

1 

Pia por lo menos. 

Luego, las sucesivas sumas parciales de la serie de Euler cre- 
cen més allé de todo limite. 

los primeros términos de la serie armonica, hasta 

11.— Teorema de Appel (Journal de Liouville, 9.8 serie, &. VI 
(1997), pag. 181): 
Llamando A,, A,, A,, las sucesivas sumas parciales de 

la serie armdnica, ninguno de los muimeros ER od OE EG 
enter ( A, — 1). 

Consideremos la suma He IE (aYyb, primos entre si jy 
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T.
 Es WEE EE ER TE WETTE SE 

ROER 

'Tenemos 

a I a b AE EE EP rel 
6 p bp 

Supongamos gue p contiene el factor 2 a wna potencia inferior 

0 igual a aguella con gue figura en #. Es entonces evidente gue 

el dominador de A p, expresada en fraccién irredueible, contendré 

el factor 2 a la misma poteneia con gue entra en #. En cambio, 

si p contiene el factor 2 elevado a tuna potencia mayor, serd, esta 
potencia de 2 la gue permanecerd en el denominador de Ar. 

$ . ë 3 11 
Ahora consideremos las primeras fracciones A, — —A4 —— 

6 
La segunda contiere 2, ecomo la primera, en su denominador. 

APE EES 11 ; 
Pero la fraceién siguiente, -A- —)y en due p — 4 contiene 

22 tendré en su denominador la 9.8 potencia de 2. Lo mismo 0eu- 

vrird eon A,, A, Y Ar: pero 4; tendri un denominador divi- 

sible por 2% y en general, todas las fracciones As; A, sy 

se d, s1. ; contendrin en su denominador 2% lLuego 

finalmente, ninguna de esas fracciones podré redueirse a wn n- 
mero entero. .
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LECOCION VII 

Funciones 

Empezaremos por generalizar y metodizar a'gunos conceptos ya 

conoeidos. 

S ana variable real y depende de los elementos de un conjunto 

real M en tal forma gue eriska el mudio de determinar el valor 

de y correspondiente a cada elemento del conjunto, se dice gue 

y es ma funcidn real de la variable real x del conjunto M. 
Esta dependencia se expresa en general por: 

p—f(z) oyp—e(r) ete 

Se lama variable dependiente a py, y variable independiente a z. 
Ejemplo lo: , 
La funeidn racional entera 

pe AA ty Ad ad ee es P Amar EF Am, 

en la gue los coeficientes A p son todos independientes de .r. 
Ejemplo 9: 
La fauneiën racional fraecionaria 

RE Ed ES MAT EM. 
Ee BE OE EL RE BE 
  

en gue el numerador y el denominador son funciones racionales 

enteras do .r. 

Ejemplo 89:
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La funcidn irrac/onal en gue y se obtiene efectuando sobre ro 
sobre funciones racianales de r la extraceidn de raices, combinando 
Juego por via de suma, zesta, multiplieaeién o divisidn los resul- 
tados, aplicando nuevamente la extraceidn do rafees, y ast couti- 
nuando un nimero finito de veces. 

fostas funeiones, de las gue son Casos especiales Jas funciones 
vacionales ( entevas o fraceiouarias ) se laman funclones algebrai- 
Cas. las otras funcioues se llaman #rascendentes. 

Ejemplo do: 

Sif (z)J esuna funcién real de z, la eenaeiën cubica en p: 

AA EE 

tendrê una sola raiz real, porgme el diseriminante 

EE is Es] 

es mayor gue cero. Iista raiz real Mnica es tuna funciën real de la 
variable .r. 

Las funeiones de los ejemplos 1.%, 9.6, y 8. Cuyos valores se 
obtienen efectuando sobre la variable independiente eiertas opera- 
ciones definidas, se Jlaman fumciomes erplicitas. 

Lia funeidn del ejemplo 4. gue reguiere la resolmeidn previa.de 
“na ecuacidn para obteuer el valor de y correspondiente a cada 
valor de .#, se lama fieidn implfeita. 

Bjemplo Bo: 

ve 

Esta funciën solo puede ser definida como funeidn real para 
AA 

Ejemplo 6e: 

La funeiën 9 ( r) tal gne para 4 — @. sea: 

of zz) AI 
Yy para z Ef 

 



  

AE 

(6 —FA 
Ejemplo 7e: 

V El) —AP 

siendo # un entero positivo tal gme: 

Rall R 

Esta funcién no est4 definida para los valores enteros de 2. 

Ejemplo 8.0: 

E(x), 

definida por la condicién: 

E(r)—n 

siendo a un ntimero entero tal gus 

2E R EI. 

Esta funeciën se llama de Legendre, y se lee: mdrimo entero 

eontenido en x. 
Bjemplo 9.2: 
Ta funcién de Lejeune-Dirichlet 

9(r)ETI 

segun gue .r sea racional o irracional. 

Hjemplo 10e: 

1a, funciën de Aroneelker 

sen (1)— T,o0, 

segun .r sea positivo, negativo o nalo. 
El simbolo sgu se lee sigmam. 

s
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Ejemplo 11%: 
Las fznciones trigonométricas son ejemplos de funciones defini- 

das por via geométrica. 
Sin embarego, basindonos en las férmulas trigonométricas mas 

elementales y en la periodicidad de estas funciones, podriamos ob- 
tener sus expresiones analiticas y demostrar gue: 

yy Sy EE 
sen 7 — — — 

d! al 6! 
  

re rt rs 
ed — — e oanig 

os 21 iE d! 6! di 
  

las funciones de todos los ejemplos precedentes estin definidas 
para todos los valores de .r pertenecientes a uno o més intervalos, 
Hay funciones en gue ésto no ocurre, Asf, en la teorfa de los nt- 
meros, se introducen funciones especiales gue sélo estdin definidas 
para los valores enteros y positivos de la variable. Tistas funeio- 
nes se llaman aritmoldgicas. 

Ejemplo 12e: 
La funeidn 7 ( n) indiea el nimero de los divisores del enter 

Positivo z, de modo gue si a es primo, T(n) — 2. 
T ( n) puede, sin embargo, eomo otras funeiones uritmolêgicas 

expresarse utilizando los simbolos de algunas de las fuuciones de- 
finidas en los ejemplos anteriores: 

ds? 

ELE 27 (1-agn san? AE) 
B-1 

Ejemplo i8o: 
La funciën 4 ( n designa el nimero de ntimeros primos desde 

1 hasta n inclusive. 

% 
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Tnvocando el teorema de `Wilson, puede fécilmente demos- 

trarse gue 

SR - Sen EER, R% 

Amat DS EE 
8-5 os 
  

  

f6rmula curiosa debida a /afael Barref (*). 

Ejemplo 14e: 
HE] elemento general de la sucesiën 

do, @A1, Mey see ee An) 

es funeidn del indice de colocacién # y sélo estê definido para 7 
nulo, o positivo y entero, 

Si consideramos r y p como coordenadas, la curva de eeuacién 

per) 

da una representaciën gréifica de la funeiën, si esta curva puede 

dibujarse con aproximacién suficiente. 

la funeién $ ( r no puede reprosentarse gréficamente. 

Una funeidn f ( r) gue para 

a—baer—Ea-- 

estd definida, se llama creciente o decreciente para r — @, sê- 

giin gue la diferencia 

OER AE, 

en gue | A | es un nimero posikvo cualguiera inferior a un nu- 

  

(1) Rafael Barrett (1870? — 1912 ), literato y filésofo espafiol. 

s
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mero posilivo suficientemente peguefio o, tenga siempre el mismo 
signo gue h o siempre el signo contrario al de h. 

Sif (zr) es creciente para todos los valores de  contenidos en 
el intervalo ( a, b ), o deereeiente para los mismos valores, se dice 
gue es #ond/on4 en dicho intervalo. 

Sif (2) no es monétona en un intervalo (a,b), pero este 
intervalo puede dividirse en un ntimero finito de sub-intervalos en 
cada uno de los cmuales f ( z sea mon6tona, se dice gue f ( r) 
es parcialmente mondtona en ( a, b ). 

Sif ( v) tiene el mismo valor para todos los valores de .r com- 
prendidos en el intervalo ( a, BJ, este intervalo se Hama dominio 
de invariabilidad de f ( z). 

la definiciën de funeiën impliea dos restrieeiones dua conviene 
destacar: 

1.0) 
Como debemos dar valores finitos a .r para determinar y, esta 

variable y solo esté definida para valores finitos de la variable 
AE 
Como y debe estar definida cnando se dé .z, solo pueden admi- 

tirse Vvalores finitos y determinados de p. 
Ejemplo: 

Ia funeiën 

VEL r—l 

EA EES ED 

estd definida para todos los valores finitos de .r con las dos Wnicas 
excepeiones de 

ES MEE EE 

La funeiën f ( .r) se dice deslindada o acotada en el inter- 
valo ( a, b ) cuando es posible determinar un ntimero positivo A 
tal gue, para todo .r del intervalo (a, bB, incluidos a Y b, se 
tenga : 

OE IE 4 

“am 

 



  

wa. va ad EE EE we — Rede ET 

SA 

Hemos demostrado gue todo conjunto aeotado poste mn confin 
superior y un eonfin inferior. De ello se deduce gue: 

Si uaa funeidn f ( z) es acotada en el intervalo (aa, b), el 

conjunto formado por todos los correspondientes valores de la 
funcidn Hene un confin superior C y un confin inferior c. 

C — & sellama oscilacidn de la funeiën f ( r en el intervalo 

fa, Be) 
Si la funeién f ( .r tiene la oseilacién 

DEC—e 

en el intervalo  a, b ), designando por 1 Y #, dos valores eua- 

lesguiera da .r pertenecientes a esé intervalo, se tendrê: 

AO —fOrIIs D 

Como complemento de la proposiciën recién enunciada demos- 
traremos el siguiente teorema llamado : teorema primero de Weier: 

sfrass: 
Si la fancidn f ( v), acotada en el intervalo ( a, b), incluidos 

los erkremos, tiene en el intervalo los confines CO y c; eriste en 

el mismo intervalo, por lo menos un valor ri tal gue f (1) 

fenga en el entorno 

MG Ds Heel EE 6), 

por confin superior C, por peguefio gue se tome el mimero o 

y tambiën por lo menos otro valor a, tal gue f ( eJ, en el em- 

TOTRO 

(TT: — os oo), 

tenga por coufin inferior c. 
Sea /, el intervalo dado y designemos por C1 y C;, los confi- 

nes smperiores de f ( #j en cada uno de los dos sub-intervalos 

gue resultan de bisecar /, y en los cuales se incluyen tambiën sus 

extremos. Es evidentemente necesario gue uno siguiera de estos 

nimeros sea igual a C. Designemos por /i aguel de los jinterva-
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los resultantes de bisecar /, para el cual el confin superlor de 
f(a) sea C, o enalguiera de los dos si ambos tuvieran por con- 
fin superior C. 

Biseguemos, Iuego f1, ete. 

1a sucesién euclidiana de intervalos: 

Ta Mi di) er n 

gozaré de la propiedad de gue f ( z tiene en el intervalo fn 
( enalguiera gue sea #) por confin superior C. 

E1 valor Hmite, definido por esta sucesiën de intervalos, es, por 

consiguiente, el ntimero #,. De un modo completamente andlogo 
demostrariamos la existencia de #;. 

Eis claro gue puede oeurrir gus haya varios ntimeros en las con- 
diciones de #: y de #;. 

Sif (a) es mon6tona en el intervalo ( a, b ), con los valores 
extremos de este intervalo coineiden 21 Y #. 

Haremos notar gne, en general, no @xiste un nimero a tal gue: 

Hop 

MIE oe Er 

Funciones continuas y discontinuas 

Sea a un valor numérico perteneciente al intervalo ( a, BJ. 
Supongamos una funeidn f ( z j, definida para todos los valores 

de 4 comprendidos en el intervalo, y consideremos una sueesiën 
fundamental arbitraria, 

(di) oi sn ie es dn ole 

de valor limite a y cuyos elementos estén todos en (a, B. 
Si la suoesiën 

(us), (oi OE ar 

$ 
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és siempre fundamental, cualguiera gue sea (dentro de las condi- 
Clones reclén expresadas) la sueesiën (1) correspondiente, el li- 

mite de esta sucesiën de funciones es siempre el mismo. 

En efecto: elijamos otra sueesién fundamental 

(2) Pi; By Bs; sa TAS Pn; As AA: 

gue satisfuga las condiciones impuestas para la (1); la sucesiën 

ore oe EE EE EER BI. 

es, por hipêtesis, fundamental. 
Ta sucesiën 

Os Po, Ad; Bi, ve EE Oil) Bu; TEE 

formada por los elementos de las (1) y (2), tendré por limite a. 

Por consiguiente, la correspondiente smcesidn de los valores de 
la funcién, es deeir, la sucesiën 

(as) TB EO FEE FOBah 

serd igualmente fundamental. 
Lmego, para 4 2 N: 

EER AO] EE 

de donde se deduce gue las sucesiones fundamentales 

(as hf(aih es fOAa he ee 

EE ES ee ER EE 
tienen el mismo limite. 

Designemos con 

Og; 01; Og) $ ei ed On: " ee se 

$ 
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ufla. sucesién eualguiera de lfmite a, y admitemos ademds gue la 
sueesiën 

Ftead er to ee ie MM OAV: Ee . 

es siempre fundamental. 
Podemos considerar los dos casos siguientes: 
1.2) 

Si todos los elemontos de la sucesiën 

Ed ON TE n OUE EA 

satisfacen a la condicién 

dn sa; 

si ademas esta suoesidn es arbitraria dentro de las “nicas condi- 

ciones de ser an -— a y de tener por limite ag; y si, en fin, la 
sucesiën 

7 Ma O eo EE AG 

tiene limite, se eseribe: 

j(a—d)s lin f(aa) 
1 — CO 

9.0) 

Si log elementos de la sueesiën de limite a 

OD Oie ee ed eg OR es el ie ie 

satisfacen a la condicién 

da 

siendo, por lo demds, arbitrarios; y si entonces la sucesidn 

*   
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Ee ee EE. 

ea Le ho he MEd OD ee 

posee un limite, se eseribe: 

pad Oa. 

Helen 

Tas notaciones f( a — Of (a - 0) se deben a lLejeune- 
Diriehlet. 

Si f(a—0)J y f(a-d 0) existen ambos pero no son 

igmales, o, si siendo igmales, su valor comtn no eoincide con el 

valor gue resulta para f ( a) de la defivieién de f ( r, se dice 

gue f ( r) tiene, para r — @, “na discontinuidad de 1.” especie: 
regular, si 

RE VM ES AO) 
2 
  EE, 

e irregular, si 

2 er 

la diferencia f (a -- oJ —#(a — oo) se Jama sallo de la 
funcidn, para r — a. 

Ejemplo: 
Ia funciën 

Er RS, 

en gue # designa un entero no negativo tal aue 

aslrlsa Fi 

presenta para todo valor entero y positivo a de # un salto iguala 

v(r-A-o)—V(T—oJ—sn—(R-IJAn—ER 

$



Si no eristiera alguno de los mites 

té os oe Fa 6 

Oo si no existiera ninguno de ellos, se dice gue f (z) tiene para 
Z — a, na diseontinuidad de 2% especie. 

Ejemplo: 

1a funeiën 

Fe) — sen 

tiene, para # — 0, wna discontinuidad de 2% especie, porgue no 
ezisten ni f (o Ao) ni f (oo — oo. 

Supongamos ahora gue 

bias od — ta vAN KAR. 

Diremos entonces, y sélo entonces, gue f ( z) es continua para 
TE. 

Una funcién f ( #J es continua en ( a, b), cmando lo es para 
todos los valores de (a, bJ. 

Las funciones gue en un intervalo dado sélo presentan un ni- 
mero finito de discontinuidades se llaman parcialmente continuas 
en ese interval. las gue en un eierto intervalo son infinitas veces 
discontinuas, se llaman: garcialmente discontinuas si son continuas 

para algun valor de un sub-intervalo cualguiera, por peguefio gue 

éste sea; y Zolalmente discontinuas, en el caso contrario. 
Se dice gue, al tender r de una manera conHinua por valores 

Crecientes hacia a, la funeidn f (2) tHende al limite A, cuando 

es posible, dado un valor positivo es arbitrariamente: peguefig, de- 
ferminar ofto valor posilivo o de tal manera gue, para 

Oo dr da 

sea siempre 

AFVEE



  

  

a. 09 Es 

So eseriba entonees 

Ad Ha je EI 
h—o 

Fs fAcil identificar el limite asi definido con el limite f (a — 0), 

tal como lo hemos detinido antes. Bastaré para ello demostrar el 

slguiente teorema : 

Es condicién mecesaria y suficiente para la existeaeia do 

limnf(a—lAJV—A 
h —o0 

gue, dada una sucesidn cualguiera de limite a: 

SE ee ae DO Ao 

cuyvos elementos sean todos menores @gae a, la sucesidn corres- 
pondiente de los valores de la funcidn f ( z) 

EA OE Ee EA : 

sea fundamental. Su limite, gue hemos llamado f (a — o), es 
entonces ienal a 

linf(a —VAl) EA. 
h—o 

En efecte, admitiendo en primer lugar due 

limf(a —l|Al) 
HE 

es finito y determinado (igual a A, si se fija el intervalo 
(a—c,a) de modo gue cuando r pertenezca a él se tenga 

siempre: 

Ar] 

y se designa con #s uf elemento de la sucesiën



TE 

(1) dor dis dei ee seg ed ny Es ss 

tal gue él y todos los due le siguen pertenezean a dicho intervalo 
tendremos, para a 2 N 

MA Fe 

y por ello, la sueesiën 

(2) FEED Tok Ee N Med FEE 

es fundamental con limite igual a 4. 

Ta condicién es pues necesaria. 

Si, en segundo lugar, admitimos gue la sucesién (2) es funda- 

mental siempre gue la (1) llene las condiciones expresadas, esa 
stcesiën fundamental tendré siempre el mismo limite f (a — o. 

No seria licito sin embargo concluir ya gwue: 

f(a-—o)sd 

Podria, en efeeto, oeurrir gue los infinitos numeros g correspon- 

dientes a las,infinitas sucesiones (1) imaginables para cada na 
de las cuales se verifica la condicidn 

ta —o)—f(rareJ le 

cuando .F, pertenece al intervalo (a — cd, a j, tuvieran por li- 
mite cero. 

Pero esta parte del teorema puede demostrarse f4cilmente por 

el absurdo. 
Pordgue si hacemos la hipêtesis de gue 4 no existe 0 no es 

igual a f (a — o), podremos determinar un gs tal gus, por pe- 
duefio gus tomemos el intervalo (a — co, a, haya valores de z 

comprendidos en é], para los ceuales 

Fe —o-iti(rIzs. 

ie
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Si formamos la stoeesiën mon6tona erodiente 

Z 01 Z TY Z 21% 8: ei N eg Z IR so ee 

con log valores de .# gue correspondan a esa condicidn, en inter- 

valos cada vez mis pegueiios, obtenidos eliminando de oada tno 

su parte inferior en gue esté contenido el tltimo z conusiderado, y 
de modo gue la sucesiën tenza por limite @, restlta para todo za: 

ia — of (she 

TLmmego, la sucesiën 

ETA ME, ELE ME SE De De heg 

no puede tener por limite f (a — 0. 

Para gue tenga pues ese limite, como hemos supuesto, es nece- 
sario desechar las hiptesis de gue A no exista o de gue sea di- 
ferente de f (a — 0, y admitir, al contrario, gue 

la —o)sd 

El teorema seria igualmente valido y se demostraria analoga- 
mente, sustituyendo en su enunciado 

f(a to) Yy #m É(a EIVRI) 
Ah —o 

en vez de 

f(a—o)y Wmfa—VaY 
Ag 

respectivamente. 
Cuando existen los dos limites ` 

im f(a HAI) v dm f(a—lhI) 
Ale hk—o 

Yy son iguales entre si, se podr4 pues eseribir: 

%
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inf(rmsfla—aJsf(ia ao 
ei EE 

Si ademês f(a) es igual al valor eomtin de f (a -H 0) 
f(a — o), la funcién es eontinua para Fa @. 

Si las funeiones f ( r) y ? (.r) son continuas en (a, b) y 

Henen los mistmos valores para cada elemento de un conjunto A 
denso en lodo ese interoalo, las funciones f(z)y 9 (Tr) Sou 
idénticas en dicho interval. 

Es fécil, en primer lugar, comporobar la contnuidad de 

rise SEE) 

en (ab), 
Ademis, puesto gus /F (.r) es nula para todos los elementos 

de 4, lo ser tambiën para todos los elementos de A', porgue 

cada elemento de A' puede considerarse como limite de una su- 

Cesién infinita de elementos de 4 tomados en su entorno. 

Lego, para todos estos valoros de 4, es deeir, para todos los 

valores de ( a, b J, se tiene: 

(vr s9fr) 

Vamos ahora a demostrar un teorama debido a Cantor, gue se 
llama #eorema de la continuidad uniforme y gue, se aplica a la 
demostracién del teorema fmndamentai del Oilculo Integral; pero 

antes entnciaremos y demostraremos un lema. 

Hemos visto gue sila funciën f ( .z es acotada en el intervalo 

(a, b), posee un confin superior C y uno inferior c. La diforeneia 

@ om 

se llama oseilaeiën de la funcidn en el intervalo. 

Es evidente gue, designando con r, Y #; dos valores cuales- 
guiera del intervalo ( a, b ), 

die siter D. 

Lema. Si suponemos gue en el intervalg 

  

—  ] 

 



— 108 — 

(2m dae d) 

comprendido en ( a, b , se tenga siempre: 

EETL IE % 

en este intervalo 

ir —B Ee io) 

la oscilacidn de la funcidn es menor gue 4 o. 

En efecto, se tiene : 

FEE SIELE EER EE AE Had, 

de donde 

EE EO SIE EK EE 

EE MEI E AT 

oon sélo suponêr gue #, Y #, pertenecen a 

EE 

Si ahora C y € designan los confines superior e inferior de 

f ( v) en este intervalo, podremos elegir zZ, y #s de modo gue 

Ere Os HOED EKS, 

EE TE TEE BPP ES) 

0, sumando, 

Oes Pie Ef (AA AO 

Pero, en virtud de (1), 

Es
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ER EE SE 

C—ecsade. 

Luego: 

Sif (or) es continua en ( a, b , designando con £ tn ntimero 

positivo y arbitrariamente pegueiio, corresponderd a cada valor dae 
r tomado dentro de dicho intervalo, un @onfin superior, gue serd 

funcién de .r y due designaremos por o f r, de los nimeros po- 

sitivos co tales gue para ese valor de .r, sea siempre 

eer elk OE 

Si suponemos ahora gue .r recorre el intervalo ( a, 6), puede 

ocurrir gue el eonjunto de los valores o f z tenga por confin in- 

ferior cero. Pero si este confin mo es nulo sino igual a un niimero 

é—0c(r) seré superior o igual a 8 para todos los .r com- 

prendidos en ( a, b ), y la desigualdad 

fe hr S 

serd, vêlida para esos valores de .r, con sélo tomar | Ai | - o. 
Si para todo & positivo y arbitrariamente peguefio, puede asi 

determinarse un co positivo, se dice gue f ( r es uniformemente 

continua en ( a, b ). 
Gracias al sigtiente teorema de (uantor, el concepto de la con- 

tinuidad uniforme gueda redueido al de la continuidad pura Y sim- 

ple dentro del intervalo considerado, a condicién, sin embargo, de 
gue la continuidad se mantenga atin para los valores extremos a vy b: 

SI(r) es continaa en ( a, b ), incluidos los erfremos a y b, 

eristird para todo & posilivo arbitrariamente peguefio, otro mui- 

mero & positivo tal gue la desigualdad 

MT AM AE 

sea vdlida para todo r de ( a, b J, ineluidos sus ertremGs, stem- 

pre gue sea | A | — 6. 
Oonsideremos un valor .z del intervalo ( a, 6, o igual a uno 

$ 

T
E
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de sus extremos, y.,dasignemos eon c ( .r el econfin superior de 

los niimeros o ties gue, para este valor determinado de .r, sea 
siempre : 

red ke Fed s 

cuando se tome | A | — co, y, a fin de descartar la posibilidad de 

valores infinitos, convengamos en no tomar nunca Go mayor gue 

tuna cierta cantidad finita, # — @ por ejemplo. 

Llamemos 8 el confin inferior de o ( .r en ( a, b J: $ no serd 

nunca negativo, y habré por lo menos nn valor r en el intervalo, 

valor gue representaremos por .z1, tal gue c ( r, para los va- 
lores de .r del entorno 

(Ti —T, Pi Tr) 

en gue t designa un ntimero arbitrariamente peguefio, posea el 

confin inferior $ ( teorema primero de Weierstrass ). 

Como f ( #) es continua pala f — #y, existird un nimero 
031 tal gue 

  

EE EE NE 

estando ri -- A en el intervalo 

(2, sd Pi -- GJ 

Eis este mismo jintervalo la oseilaciën de ff .r serd, por el 
lema rceién demostrado, menor gue 

4 di EE 
d 

Para todos los r gue pertenecen a& 

(rm — 61, Fi d- Fa) 
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se tiene pues 

[FO TA)—EOrII|S SS siende       

ya gue tanto r como # -- A pertenecen a 

(2 — O1 Fi E O1 

incluidos los extremos. 
Para estos valores de .z se tiene por consiguiente, 

! 
SEE ve 

3”; como el confin inferior 8 de las co ( r) Es po precisa- 
mente a estos valores de .r tomados en 

7 ! 
(v1—— om — ah) 

2 2 ' 
resulta 

6 O1. ii 
A 

El confin inferior & es por lo tanto positivo, y la desigualdad 

MEd n) Pe EE 

se verifica para todos los r de ( a, b J, siempre gue se 
tome |A| — 8 

Pero si los extremos a@ y b no se incluyen, puede oeurrir gue 
ê sea nulo. Ejemplo: 

EE 

en el intervalo ( o, b ), excluyendo cero, 

$ 

  
e
e
 

—
 

EE
 

ji
e
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De este teorema de (antor se deduce inmediatamente la propo- 

siciën importantistma llamada teorema de la continuidad uniforme. 
Si la funcidn f ( r) es continua en ( a, b ), inelaidos los er- 

iremos a y b, designando con &s un nimero posilivo arbitraria- 

mente peguefio, eriste otro muimero posilivo & tul gue en todo 
sub-intervalo de ( a, b ), cuva ertensidn no erceda a 8, la @scl- 

lacidn de f ( 2) sea inferior a e. 

En efeoto: si E 8 es el confin inferior de los nimeros & f z) 

gue corresponden & 

ë 1 
tt — — S, 

4 

la oseilaeién de f ( r) en un intervalo gue no exceda a ê serd 
menor gue ds” — #. 

Teorema segundo de Weierstrass, 

Si la funeidn f ( r) es continma, sin ser constante, en (a, b), 

comprendidos los ertremos, poseerd en este intervalo un valor 
mdrimo y un valor minimo 

Tenemos gue demostrar la existencia en ( a, b, de un ntimero 

ri tal gus 

f(rI-f(trIad (asrsby 

y la de otro, 7, también incluido en este intervalo, y tal gue 

NE EE (EE OE 

Empecemos por establecer el sigmiente lema gue tambiën se 
debo a Weierstrass; 

Sif (oz) escontinua para 1 — a y si eriste un numero A tal 
gue, para By € positivos y arbitrariamente peguefios, se pueda ha- 
llar siempre en (a — &, a-d- &) algun valor de # gue salisfaga 
a la desigualdad 

Et oek oe 

se puede afirmar gue f (a) — d.



  

  

see EE 

Supongamos, en efeeto, gue f(a) no es ignual a A, y hagamos 

l 
iS de 

Determinese el ntimero positivo 8 tal gue, para 

a—BEaEr—a--8, 

sea siempre 

Mere ds aanse 

Necesariamente existird un valor .r, de r gue satisfaga a la ver 
a estas dos condiciones: 

da) 

d BE ra AS 
de donde 

Gas MEE (ia Me; 

2a) 

Eie IE 

Pero de las dos desigualdades 

MET BELA EE AS HEI Ee, 

se deduce 

As od ae die: 

desigualdad incompatible eon la hipdtesis de gue 

f 
ms Ma EN s    
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Liuego 

f(a)— Ad 

Basdndonos en el teorema primero de `Weierstrass podemos afim- 
mar gue en ( a, b ) existe, por lo menos un valor ri de r tal gue, 

por peguefio gue determinemos tn niimero o, la f ( r tenga por 
confin superior en 

(ri —eri-de) 

el mismo niimero C gue es eonfin superior de f( .r en todo 

(ab) 
En este ontorno existe, pues, por lo menos un valor de # para 

el cual 

DELF SE 

(e arbitrariamente peguefio). 

Por eonsigtiente, la f ( .r J, continua para # — #1, es tal due 

la diferencia positiva o nula C — /( #) se hace menor gue & 
para un cierto valor de # comprendido en el entormo 

(2 —orHo) 

por peguefios gue sean los ntimeros positivos £. 
Luego, segtin el lema, podemos eseribir: 

ER EE ER 

Analégamente demostrarjamos la existencia de un valor por lo 

menos, comprendido en ( a, b o igual a uno de sus extremos, 

para el cual la f ( .r pase por un minimo. 

Teorema de Bolzan: 

Si la funcidn f ( z) es continua en ( a, b ) incluidos los er- 
tremos, y si los valores f (a Jy # (BJ gue toma f( r) para 
dos valores de .r pertenecientes al intervalo, son diferentes, 

DI
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eriste por lo menos un valor de r entre a y B para el cual 
f(r)— d, desigaado por A un mimerog eualguiera compren- 
dido entre f (aJ vyf (B.J. 

Supongamos 

Faks f(B) 

Yy en CoNSBENENEIA 

AR EA 

Hagamos ( a& B / igual a /,; y determinemos, mediante la bi 
secelon reiterada de este intervalo, la smueesiën euclidiana 

Jo Hi; Ja) sie es Ja; 

en la gue, para cmalgtier #, se elije el sub-intervalo /, de modo 
gue, llamapdo Ad, Y Bu, a sus extremos: 

Oak dd EED. 

El limite de la sucesiën 

ir OE RE EE ER 

existe y es jgual al de la sucesidn 

Pi Ba; A 3 BE DY Ba; 

Llamemos @ a ese limite comtin. 
Puesto gue por hipêtesis la funeiën f (2) es continua en 

(a, b), lo seré para £ — @. 

Luego, el limite comtin de 

ie ter EA ee BE to. 

y de 

EP EOBIAET BR ee ol (Boh se 

gue es A, serd, también el valor de f ( o . 

% 

 



  

sd ve 

De la definiciën gue hemos dado de la continuidad de las fun- 
ciones, resulta inmediatamente gue, si se designa por 

OER EE la (EL 

diversas furciones continuas, y por 

(@y, (5 GE sa oe eg En. EN 

valores constantes, algunos de los cuales pueden ser nulos, las fun- 

ciones 

TE) Ep), 
Ee 

Eie RE EE AR GE AK) ' 
EG ey BOE EE EE HI 

serdn también funciones continuas, a condiciën de gue los deno- 
minadores, si existen, no sean nulos. 
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LECOION VIII 

Series funcionales 

Ya hemos visto, al ocuparnos de la funciën 

AE EE ESE ys 

un tipo de serie funcional. Ein general se llama serie funcional a 
ma serie ceuyos términos no tienen valores constantes sino gue son 
funciones de una variable z. 

Para cada valor de .r due convierte a la serie funcional en tuna 

serie ntumérica convergente, la suma de la serie tendré un valor 

numérico determinado. Isa suma, 

ma EG EE 

es pues tna funciën de # para todos los valores de esta variable 
gue hacen convergente a la serie, 

Si el conjunto de estog valores ( conjunto Jf) tiene sélo un nt- 
mero finito de elementos: 

di, bo di) ee os dip 

F s P 

se podrd determinar p niimeros naturales 

EE EE 
'



EE RE Pi Wes EE 

— HA — 

tales gue, para a — N. (1 scrap), se tenga siempre 

| Pr (Ee ) | EE E) 

en gue Jon ( Fr/ designa el resto de la serie y & un ntmero po- 

sitivo previamente dado y arbitrariamente pegueio. 

Sea ahora N el mayor de los numeros 

NI NE AG er MES 

lag p desigualdades 

Vi Ma IE EP) 

serdn validos para a — N, y este ntimero AM entero positivo, de- 
penderd de & pero no de la eleceiéën de ar. 

Si el eonjunto /M es infinito, existe siempre, es cierto, para cada 

uno de los elementos .z, un ntimero entero y positivo M. tal gue 
sea, para todo a 2 N: 

Ra fr les es 

pero el masimo del conjunto de los ntmeros MV. asi definidos, 
suele entonces ser igual a -- co. De modo gue, en general, no es 

posible fijar un ntimero tal gue para n 2 N la desigualdad 

Earl se 

se verifigue, eualguiera gue sea el elemento elegido en el conjunto Jf. 
Ejemplo. Para .r 3 @, se tiene: 

oe] 
(P. slp IElr 
ERROR Ne ene one es     
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En efeeto, si designamos por S, f .r la suma de los # primés 
ros términos de esta serie, se obtiene: 

1 
EE 

como inmediata conseenueneia de la identidad 

la] Es 1 
DE ea 

j 

EE EE G. 

Por consigniente, 

  I 

f ë 1 EA AE AE EE (7) SE ler 

es deeir, Si a— ia de, 
(el E 

Llamemos AM. el menor numero entero @gue satisfaga la desi- 
gualdad: 

“ 1—eE 
N. PP EE EE 

le] £ 
Para valores de # diferentes de cero, pero tan préximos a eero 

COMO se guiera, el conjunto constituido por los ntimeros M: para & 

dado, tendré por mêximo -- co. 

Pero, si se supone 

ales 

el méximo de M., serd el menor de los nimeros enteros y positi- 
vos N para los cuales 

* & £    
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y entonces: 

Ee) eg 

para todo £ — £— 0, con tal due 4a — N. 
Observemos todavia gue la #férmula 

  

He je] 
jys (p- Vele) (ps Ylel sr 

deja de ser valida para r — @, pues, 

SA ER 

oualguiera gue sea na; de jode 

SA — RD 

Una serie de fumeiones de r se Mama unilormemente conver- geute 0 eguiconvergente para el conjunto infinito M ( gue gene- ralmente es un intervalo ) euando, dado & positivo y arbitraria- mente peguefio, puede determinarse el ntimero natural N de modo 
gue la desigualdad 

es oe 

sea verdadera para todo valor de .r tomado entre los elementos 
de M, con sélo suponer a — N, siendg N vn ntimero dependiente de & pero no de z. ' 
Podemos ahora demostrar el teorema fundamental de las series funcionales: 

Si una serie infinita de fimciones es eguiconvergente en el in- tervalo ( a, b) y si las funeiones gue constituyen sus términos 
Son conlinaas en el mismo intervalo, la suma de la serie es Fam- bién ma fauciën eontinua para todo valor de 2 tomado dentro 
del mismo intervalo. 

%



EE ee EN EE EO OO EE OO EE EE OE OE ONE EE er as 
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Designemos, en efecto, oon Sr, f r) una suma parcial y con 

Ju (a) el resto correspondiente; se tiene entonces; 

Sa) SIR. EE. 

Si suponemos despuëés gue .r y .r -- Ai pertenecen ambos al in- 

tervalo ( a, b ), podremos siempre hallar un numero entero y po- 

sitivo /V tal gue, para todo za — N y para todo r comprendido 
dentro del intervalo ( a, DJ, sea: 

€ E 

ky EE EE 

dando a e el sentido acostumbrado. 

Como N es finito, la suma pareial 

Sa IE HE ER EE OE ei dd AN 

cuyos sumandos son todos por hipêtesis funeiones continuas, serd 
ella misma una funeiën continua en el intervalo ( a, b), es deeir 
gue siendo o tn ntimero posilivo convenientemente elegido, ten- 

dremos para | 4 | — & 

5 iS. OER BE SN ET 

pero, en virtud de la identidad 

Sek HY br) Ed, ( rt h)—S.(r)-d 

Re (EERS R(T) 
si suponemos satisfechas las desigualdades anteriores, resulta : 

Siek SrITs s. 

Imego, la suma de la serie es una funcidn S ( .r continua 

dentro del intervalo ( a, b ). 

Observacién : La condicién anterior es suficiente, pero no mece- 

sarja. Asi, por ejemplo, la serie indicada por Cantor 

$
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TR aosD 

  

id (Rt1). 
OE EE DiE 2 

sd URE EIE ER ie 

tiene evidentemente por suma la funeiën continua para todo z 

ee 
doe EE 

y sin embargo la serie no es eguiconvergente en el intervalo 
(0, b), por cmanto el resto, igual a 

TE 

TESE EE 
” 

j 1 f toma el valor is para r — —— por grande gue sea #. 
HA 

Como dato histérico interesante, recordaremos gue Cauchy afirmé 
eguivocadamente gus la suma S (.r) de una serie funcional es 
ana funeiën continua de .r en el intervalo (a, Bb, siempre gue 
en este intervalo la serie sea convergente y las funeiones gue cons- 
tituyen sus términos sean continuag. 

Abel hizo notar gme tal afirmaciën no podia ser exacta, en ge- 
neral ; pero fué el mismo Oanchy guien mds tarde puso bien en 
claro el fundamento de la objeeiën de Abel. 

La serie de gue nos hemos oeupado antes 

Poe 

1-5 le] 
SE (p-Vaels 1) (pe Ylels1) 

es convergente en el intervalo (0, 1) incluidos los extremos, y 
sus términos son funciones continuas de z en el mismo intervalo, 

  

$ 

l
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y sin embargo $ ( r ) es discontinua para 2 —— 0. Pero la serie 

no es eguiconvergente en el intervalo (0, 1) ni en ningtin inter- 

valo gue contenga el valor cero. 

Funcién. exponencial - Logaritmos naturales 

Ta funcion 

EDIT EA EE Re MK E   sr, 

continua para todo .r, porgue la serie gue la define est compuesta 

de funcicnes continuas para todo r y es ademês eguiconvergente 

en cualguier intervalo ( — K, - K , se Mama funcidn erponen- 

cial, y fué introdueida por Newton en el andlisis. Se designa con 

    

  

la letra e el valor de la funeciën exponencial para r — /I, es 

deeir gue: 

1 1 ss ED SE EEND ESE ie so 

4 , Ee ee AISLSE 
Mi 

Es facil demostrar gue @ es irracional. 

Hermitte demostré, como ya lo hemos dicho antes, gue @ es un 

ntimero trascendente. De la férmula ya conoeida 

E(1). BL) —EY vA pJ 
se deduce: 

Ete ELS ELS IE E FAKE 

DE ye 
y EO IE ES 

Ta, funciën exponencial es pues positiva para todo valor finito 

y real de r. 
#



  

  

DE 

Tambiën se deduece de la misma férmula, designando por & un 
niimero entero: 

EG) Hi ER), 

de donde 

7 

EA 
ERA IE Er 

E Ie 

oe 

Y, por consiguiente: 

j TH i 
E ( id )- Ve Es € 

La igualdad 

Er) 

gueda asi demostrada para todo valor racional de .z. 

Si la potencia es irracional, esa igualdad subsiste, gracjas a la 
definicién generalizada, gue daremos mas adelante, do la elevacidn 
a potencias. 

Ya hemos visto gue F ( r), para 

i —Ekers id 
F 
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siendo un nimero positivo arbitrariamente grande, es nna fun- 
cién continua y tiene siempre un valor positivo; es ademas, entre 

limites cualesguiera montona ereciente, pues 

E(zTHlAISE(). E(LAISE(T) 

desde gue 

E(IAUVTL 

Ta funeiën F ( .r pasa de un valor positivo tan peguefio a otro 

tan grande como se guiera, cuando .r anmenta de — OO @ -- CO. 

Luego la ecuaciën 

Er (as las so) 

tiene una, y sélo tuna solmciën real. Esta soluciën se llama /Joga- 

ritmo natural de a y se designa con L a. 

Tenemos pues: 

E(LaJ—a 

y también 

LIE(aJ]— 

puesto gue tomando la funcién EF de los dos miembros se obtiene 

la identidad 

EF(a)—SE(a). 

Es fdcil también comprobar gue Le — 
De 

EI am Fr Ep, 

se saca, dividiendo miembro a miembro, 

a 
E(r—YJESe 

6 

Por consiguiente, si a — b, # py. la funeiën logaritmica es 
pues mon6tona ereciente, pasando su valor desde — OO hasta -- CO 

para valores positivos ayecientes de la variable.
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Fécil nos serd demostrar gue la funciën logaritmica es conti- 
nua. Basta, en efecto, eseribir ( designando & un nimero positivo 
dado tan peguefio como se guiera): 

Bray E(rTe—side, 

siendo c positivo, para gue se tenga: 

L(Z-THo)J—lLisrdte—raegg) 

Y por consiguiente: 

LIFE ZIEeE, 
para todo Z tal gue | 4 | -— co, puesto gue L es mondtona ereciente, 

Podemos, en resumen, afirmar gue para 

BE EO, 

el logaritmo de vr es una funcidn continua y mondtona creciente. 
De 

E(u). E(vJ—E(n-y 

haciendo : 

E(u)—ry E(VJEy 

y tomando logaritmos, se deduce: 

LT. vJELa LY; 

y andlogamente 

LE )SLE—LE 
y 

EE EER 

EE AE Hy. 

siendo, en las dos tltimas igualdades, 1 un entero positivo, 
- 
F
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Por analogia con la tltima férmula, pondremos como definieiën 

de Ja elevaciën a potencias en el casu general ( exponente racio- 

nal 0 irraeional): 

oD Er 
EE ae EE 

Esta definiciën comprende como caso particular la hipdtesis de 

w Tacional ; en efecto, 

ED ii) 

porgue 

Ha es oe 
) 

ya gut, tomando logaritmos de los dos miembros, se llega a la 

identidad : 

mlLa—salLE(ELP. 

De dicha definiciën se dedice tambiën 

ES —E(oLeJSsE(9) 

De las propiedades antes demostradas de la funciën logaritmica 
y de la funcién exponencial, se saca entomces: 

OO 
be EF. 

$ 1 
Go (OD in] O) 

TE d —F ' 

y otras férmulas andlogas.
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LEOCION IX 

Cocientes diferenciales 

  

So dice gue na funciën f ( .rJ es diferenciable para # — @, 
Cuando el guebrado 

f(atMEfio), 
h 

para A tendiendo a 0, tiene un limite; en este caso se eseribe 

lm fa AAI LA) 
de ; —f (aa) 

y se dé a este limite el nombre de cociente difereneial de primer 
orden o derivada primera. 

Tia funeién derivada f' ( .r) debe pues, si existe, ser finita y 
determinada, o infinitamente grande con signo dado. 

Ejemplo: 
Para 

2 

RO Pe ap) ee, 

y para # — 0, se tiene 

ERAS FO) HE RE Pa ke AE AT 

h A 
O] 
" 

e
e
 

LY



  

  

E
E
 

ma
an
 

E
E
 

  

Ee 

La primera funcidn es pues diferenciable para r — 0, pero no 
la segunda. 

El coeiente diferencial de 

"Ef OIS 

se designa de los cuatro modos siguientes: 

dy 
dr 
  EE EER SE 

( Notaciones de leibnitz, Newton, Lagrange y (auchy, respeeti- 

vamente ). 

Si f' (vr) es diferenciable a su vez con relacién a .z, el coeiente 
diferencial de f' ( r) se Nama cocientfe diferencial de segundo 

orden o derivada segunda, y se designa por 

dy 

d té 

  ) . EE AE 

Anlogamente se definen los coeientes difereneiales de orden su- 
perior al segundo. 

Se dice gue la funvidn ff ( r) es diferenciable en (a, Bb), 
cuando lo es para todo .r perfeneciente a dicho intervalo. 

De la definiciën de cociente diferencial se deduce la siguiente 

proposici6n : , 

Sila funcicn f ( vr) es diferenciable para r — a p sif (z) 
es finita, f ( rJ es continua para a — @. 

Tenemos due demostrar @gue, si se verifican lag hipétesis del 

enunciado, para todo e& positivo y arbitrariamente pedguefio: 

Fa AE PAAIE 

siempre gue | #| se mantenga menor gue cierto valor positivo. 

Ein efecto, si hacemos 

HE —f 8, ; P f fake



” mr FEE” EE BERE EWE mr EE mr —— Ee 

DE 

de donde 

ed h—HE] ap (era 

ee EA pe IE IE IE OP oe IE 

y si lamamos T tn ntimero positivo arbitrario, podremos determi- 
nar un htimero positivo ao tal aue para | 4 | — o sea siem- 
pre) os T. 

Tomando pues | 4 | — 6; 

Ë £ 

OE Oak iek or Gad 

Si se toma ademdis 

  

h Eed eie el EE N 
AE ETE” 

ve tendrd, para todo valor de | A ue sea a la vez inferior 0 'P d 
E " 

EE EE. 

EE EE ie EE 
Obsérvese gue 

ienala co ya 

£ 

ESE 

no es nulo, puesto gue f' ( a) es finito por hip6tesis; por consi- 
guiunte, dado & positivo y arbitrariamente peguefio, podremos de- 

terminar un valor positivo (el menor de los valores a y 

EET. )
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tal gue, para | & | menor gue él, 

ie AE ie EE 
Iuego, f ( r) es continua para # — d. 

Funcién continua no diferenciable de Weierstrass 

La recfproca de la proposiciën gue acabamos de demostrar no 

es verdadera. 

Podemos, en efecto, ecitar fmunciones continuas para todo valor 

de r y gue no son derivables para ningtin valor de #. 

El primer ejemplo de tales funciones se debe a Weierstrass, gue 

demostré el siguiente teorema * 

Supongamos 0 — b -— I, vy designemos con a un entero im- 

par posilivo gue satisfaga a la desigualdad 

Hog de   

La funcidn definida por la serie 

W EO) - SEP es (ans) 
de Re 

es uniforme y continua para todo valor real y finito de r, y sin 

embargo no posee derivada para ninguno de esos valores de z. 

Eis f&cil ver gue la serie gue define a la funecién converge tni- 

formemente dentro de cualguier interval, pues el resto fn; p) 

cualesguiera gue sean 7, D y .”, satisface a la siguiente igualdad- 

desigualdad : 

ies EE ARK KORN AE EE - PAP, 

cuyo segundo miembro tiene por limite para p — CO: 

% 
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bui 

1—PB 

Como, ademds, para | # | Z A (por grande gue sea el nimero 
K) todos los términos de la serie son funciones continuas de 

2, la suma W ( r  serê para | z| Z K una funeiën eontinua de z. 
Sea ahora 71 un entero positivo euyo valor dejaremos proviso- 

riamente indeterminado, y designemos por #, un valor cualguiera 

de .#. Podremos siempre hallar un entero dm, gue satisfaga la con- 
dieidn 

  

a n 
rs Eg HE Oo EO ER 

@ 

en gUe 2m es tal gue 

f I 
Er 

2 2 

Si después ponemos 

Gn —d a 1 r— n ) p” Ee m o ) 

Om to 

resultard : 

Je de 
HE ER ME RA EE oa 

am am 

de donde 

E oe es Ee, 

y las diferencias r' — #, Y #'! — #, Serdn tan peguefias como 
se guiera en valor absoluto con sélo tomar 71 suficientemente 

grande. 

Sentadas estas premisas, estudiemos los dos cocientes: 
*
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WEI- Wa) ET br Mor re ae ) 

t EE, TE O Ke Ke (ees Ge TT) Cos(a vo) 

o EER 

Wat-Wig SS ( (are — ees (at gE Ts Ta TEG Es M Ee (a : ) st - | 

empezando por el primero, 
Si m representa ei entero aludido an tes, tna sencilla transfor- macién nos permitird eseribir: 

  

E We s Wis) EN (by ER (ar X)-Eeas (ar #) 

(1) i EE 

( AE ee) 

n see ê Ë me ` mER T Ln (cos. ia Te] - eas. (a T eo) 

Em EET;   
Oon respecto a la primera de las stmaciones del se | gundo miem- bro, obsérvase ante todo, gue: 

j 

os ak TE eo) Oost EE) sd EN alt OM oa EE N 

  

af ae) Es 

| 
sen AAR —r) n ad - 

REG OE SE EE 2 — n sen AL Aa). 2 , EE LR END AP 
ada LE Er 

  

pero ninguno de los ultimos factores del segundo miembro de esta igualdad es mayor gte la unidad en valor absoluto ; Iuego, pode- mos afirmar gue el valor absoluto de ta Primera sumaciën del se- gundo miembro de (1) no es mayor gue 

“Raar re pg Era] ELE be 

'
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EES 

y, por consiguiente, poniendo: -- j -— gs  /, e introdueiendo el 

factor ( — 1) “m para hacer comparable la expresiën a gue va- 

mos a llegar enseguida con la gue corresponde a 

Wagener 
AA 
fe od Ee 

podremos escribir 

aby [es (ar) - Es EE 7) or (ab E1lmE 
Ts mod i 

IETS] Abri 

Ahora, para ia seguuda sumacién del segundo miembro de (1), 

recordando gue 4 es un ntimero impar y teniendo presentes las 

igualdades: 

AR F Au —d ABR; — Ve Fm; 

oos (an taar) eslad (da —Isl—s—(—I 

vos Ada Hi — 

Oo 
Pos (ae mat r rSEM * cost AE, 

y;, finalmente, 

I id Ee n, 
ad 

obtendremos : 

ARE Ee m FT 

EE EF Ga T es Cos (ar is )) s 

TO Re : 

. 1 LT m 
v ye (aby” EE E de Sos. (AT Am )
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Pero los sumandos del segundo miembro son positivos o nulos, 
PIE o I preseindiendo del factor (— J) “Ma by como | ra] ss 

COS 7 Tm no puede ser negativo, y por consigtente, el primero 
ë ' 2 Es. de dichos sumandos nunea puede ser menor gue *- (y sies 1gual 

J 
EE : ie a los demds stmandos son Positivos). 

Luego: 

Pe Be (es SEE] ees (Ag) Je EP @byT ET 

( siendo n — 1); Juego en fn: 

GE VEREI EE EO EE " it ) Tr, ! 

  

ab—I 

Anilogamente demostrariamos gue 

@) WEVEWEY 
EE ns   En eo 

on dus il Ai —ise EL 
Recordemos ahora gue 

5 

ir 
ab —l—   ) 

en due 7 -—  e independiente de m, y llegaremos al siguiente 
resultado: 

  

2n TE E T 2 N AE. EE En Sa BEG 
2 

*
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Hamando P un numero positivo indepandiente de m; y tambiën 

al resultado andlogo: 

) ? T Eg” 

Ee Ms 
3 GET 

Pero las férmulas (2) y (8) son validas para todo valor de m 

por grande ague sea. Ahora bien, atmentando zz, las diferencias 

Te —TYSF”' - EF, sehacen tan pegaeiias como se guiera, en tanto 
aue (a bj" crece mis allé de todo limite; luego el guebrado 

  

WEE EE EE 
R ) 

a medida gue | 4 | disminuye segin la ley gue resulta de ir dando 
a m valores erecientes, aumenta sin limite en valor absoluto pero 
tomando signos contrarios para valores de j afoctados de signos 

` Gontrarios, 

Tuego, W ( .r) no tiene derivada para el valor oualguiera 

de
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