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Introduccion

Sea k un cuerpo y denotemos por P el espacio proyectivo de dimension n
sobre k. El conjunto Bir(IP") de aplicaciones birracionales f : P* — - >~ P" es el
llamado grupo de Cremona de dimensién n sobre k. Dado f € Bir(P"), existen
polinomios homogéneos del mismo grado fy,- -, f, € k|xo, -+ ,x,], sin factores
en comin, tales que six = (xp : -+ : x,) no es un cero comun de los f/s entonces
f(x) = (fo(x):---: fu(x)). El grado de f es el grado de cualquier f; y se denota
deg(f). Para una variedad algebraica A sobre k, hay una nocion natural de familia
de elementos de Bir(IP") parametrizada por A (2.1.1). Dicha familia la anotamos
A — Bir(P") y estas familias dan lugar a la topologia de Zariski de Bir(P").

En 1966 en [Sha66], I.R. Shafarevich pregunt6: “;Es posible introducir una
estructura universal de grupo de dimension infinita en el grupo de automorfismos
(automorfismos birracionales) de una variedad algebraica arbitraria?”’. Afios mas
tarde, en el 2008 en [Ser10], J.P. Serre pregunto: “;Es posible introducir una topo-
logfa en Bir(P%) que sea compatible con PGL(3,C) y PGL(2,C) x PGL(2,C)?".

Estas preguntas fueron respondidas por J. Blanc y J.P. Furter en [BF13]. Mas
detalladamente, la primera fue respondida negativamente, ya que probaron que
si n > 2 no hay una estructura de variedad algebraica de dimension infinita en
Bir(P"), de modo que las familias A — Bir(IP") correspondan a morfismos de
variedades algebraicas. En cuanto a la segunda, tiene respuesta afirmativa, ya que
introdujeron una topologia, denominada euclidea, tal que Bir(IP") dotado de ella es
un grupo topoldgico Hausdorff que es compatible con los subgrupos.

El objetivo de este trabajo monografico es comprender el trabajo de J. Blanc y
J.P. Furter asi como también presentarlo en un lenguaje mas accesible. Mds detalla-
damente, el capitulo 1 estd reservado para los prerrequisitos, ya sean las nociones
basicas de geometria algebraica, asi como también contenidos més especificos que
se escapan de cursos iniciales. Ademds, se presentard la nocion de cuerpo local y
algunas propiedades de los mismos. La ultima seccion del capitulo estd dedicada
para nociones topoldgicas. En el capitulo 2, se introducira la topologia Zariski
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6 INDICE GENERAL

de Bir(X), siguiendo [Dem70], y daremos una descripcion explicita para el caso
X = P". Teniendo dicha descripcion, se responderd negativamente la primer pre-
gunta planteada. En el capitulo 3, introduciremos la toplogia euclidea en Bir(P")
para k un cuerpo local no arquimedeano, y probaremos que es un grupo topolégico
Hausdorff respondiendo asi la segunda pregunta planteada de manera afirmativa.



Capitulo 1

Preliminares

En la primer seccién recordaremos las nociones basicas de geometria algebraica,
asi como también de grupos algebraicos; para algunas pruebas de esta seccion y la
teoria general, remitimos a [Sha] y a [FR]. En la segunda seccidn, presentaremos
las nociones de cuerpos locales y espacios vectoriales sobre cuerpos locales; para
la teoria general de cuerpos locales y espacios ultramétricos remitimos a [Bro].
En la tercera seccidn, presentaremos nociones topolégicas que se escapan de los
cursos bésicos; para la teoria general remitimos a [Bou].

1.1. Geometria Algebraica

Sea k un cuerpo algebraicamente cerrado. Definimos el espacio afin n-dimensional

sobre k como k”. Un elemento p € k" lo llamamos un punto, y si p = (ay,--- ,an),
con a; € k, entonces los a; son las coordenadas de p.
SeaA =K[xy,- -+ ,x,] el anillo de polinomios en n variables sobre k. Dado T C A,

definimos el conjunto de ceros de T como Z(T) ={x €k": f(x)=0VfeT}.

Definicion 1.1.1. Un subconjunto X de k" es un conjunto algebraico si existe un
subconjunto T C A tal que X = Z(T).

Observacion 1.1.2. La familia de conjuntos algebraicos es cerrada por uniones
finitas e intersecciones arbitrarias. Ademads, el conjunto vacio y k” son algebraicos.

Definicion 1.1.3. Definimos la topologia Zariski en k" como la topologia cuyos
cerrados son los conjuntos algebraicos. Designamos por A" a k" con la topologia
Zariski.
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Definicion 1.1.4. Una variedad afin es un cerrado de A". Un abierto de una
variedad afin es una variedad casi-afin.

Del mismo modo definimos el espacio proyectivo n-dimensional sobre k
como el cociente de A"*! —{(0,---,0)} bajo la relacién de equivalencia dada
por (ag,- - ,an) ~ (Aao,--- ,Aa,) para todo A € k no nulo. Lo denotamos P} o
P". Un elemento de P" lo llamamos punto. Si p es un punto y tomamos una
(n+1)—upla (ag,--- ,a,) en la clase de equivalencia de p, llamamos coordenadas
de paag,---,a,, y denotamos a p por (ap : ---: ay).

Sea S el anillo de polinomios k[xg,-- - ,x,]. Dado d € Z, designamos S, el
subespacio vectorial sobre k generado por polinomios homogéneos de grado d. Si
f €Sy setiene f(Aag, -, Aay) =A% f(ag, - ,ay), por lo que tiene sentido hablar
del conjunto de ceros de f € S; en P". Si T C S es un subconjunto de polinomios
homogéneos definimos el conjunto de ceros de 7 como

Z(T)={peP" : f(p)=OVfET}.

Definicion 1.1.5. Un subconjunto X de P" es un conjunto algebraico si existe un
subconjunto T C S de polinomios homogéneos tal que X = Z(T).

Observacion 1.1.6. Al igual que sucede en el caso afin, la familia de conjuntos
algebraicos es cerrada por uniones finitas e intersecciones arbitrarias. Ademas, el
conjunto vacio y [P son algebraicos.

Definicion 1.1.7. Definimos la topologia Zariski en P" como la topologia cuyos
cerrados son los conjuntos algebraicos.

Definicion 1.1.8. Una variedad proyectiva es un cerrado de P". Un abierto de
una variedad proyectiva es una variedad casi-proyectiva.

Proposicion 1.1.9. Toda variedad casi-afin es isomorfa a una variedad casi-
proyectiva.

1.1.1. Funciones Regulares

Definicion 1.1.10. Sea X C A" una variedad. Definimos el ideal de X como el
ideal
Z(X)=A{f €klxi,~--,x]: f(x)=0VxeX}

de polinomios que se anulan en X.
Definimos el anillo de coordenadas de X como el cociente

AX) =k[x1, - ] JZ(X).
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Definicion 1.1.11. Sean X variedad afin (irreducible), U C X un abierto y p € U
un punto. Una funcion f : U — K es regular en p si en algiin entorno de p se
puede expresar como g/h, donde g,h € K[xy,--- ,x,| tales que h no se anula en p.
Decimos que f es regular en U si lo es en todo punto de U. Denotamos por Ox (U)
al anillo de las funciones regulares en U.

Lema 1.1.12. Sea X una variedad afin (irreducible). El anillo de funciones re-
gulares en cada punto de X, Ox(X), es exactamente el anillo de coordenadas
A(X).

Mds en general, si f € A(X)yU =Ur={p e X: f(p) #0}, entonces Ox(U)
es la localizacion A(X)[1/f].

Definicion 1.1.13. Dado un punto p € X (irreducible), definimos el anillo local
de X en p, Ox p, o simplemente O,, como el anillo de gérmenes de funciones
definidas en alguin entorno de p y regulares en p. Un elemento de O, es una clase
de equivalencia de pares (U, f) donde U C X es un abierto que contenga a p, f
es una funcion regular en U, y donde (U, f) ~ (V,g) si f = g en UNV. Observar
que si Y C X es un abierto conteniendo p, entonces, (9;/717 = OX,p-

Tenemos definiciones andlogas para variedades proyectivas X C P".

Definicion 1.1.14. Sea X C P" una variedad. Definimos el ideal de X, como el
ideal T(X) generado por

{F €X|xq,:--,x,] : F es homogéneo, F(p) =0Vp € X}.
Definimos el anillo de coordenadas afines de X como el cociente
S(X) =Klxo, -+ ,xn)/Z(X).

Definicion 1.1.15. Sean X variedad proyectiva (irreducible), U C X un abierto y
p € U un punto. Decimos que una funcion f : U — K es regular en p si en algiin
entorno de p se puede expresar como G/H, donde G,H € K|[zg,- -+ ,zn|q, para
cierto d € N, tales que H no se anula en p. Decimos que f es regular en U si lo es
en todo punto de U. Denotamos por Ox (U ) al anillo de las funciones regulares en
U.

Lema 1.1.16. Sea X una variedad proyectiva (irreducible). El anillo de funciones
regulares en cada punto de X, Ox(X), es exactamente el cuerpo base k. Mds en
general, si U = Uy, entonces Ox(U) es el conjunto de las fracciones de grado 0
de la localizacion S(X)[1/ f].
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Definicion 1.1.17. Sea X C IP" una variedad casi-proyectiva. Dado un punto p € X,
definimos el anillo local de X en p, Ox ,, o simplemente O,, como el anillo de
gérmenes de funciones definidas en algiin entorno de p y regulares en p. Un
elemento de O, es una clase de equivalencia de pares (U, f) donde U C X es un
abierto que contenga p, f es una funcion regular en U, y donde (U, f) ~ (V,g) si
f=genUNV. Observar que si X C X es un abierto afin conteniendo p, entonces,
Ox p = Ox ), es decir, la localizacion de A(X) con respecto al ideal de funciones
que se anulan en p.

Observacion 1.1.18. Tanto en el caso casi-afin, como en el casi-proyectivo, las
funciones regulares son continuas para la topologia Zariski, al identificar k con
A, Una consecuencia importante de esto, es que si funciones regulares en una
variedad casi-proyectiva o casi-afin X coinciden en un abierto no vacio, entonces
coinciden en todo X.

Definiciones 1.1.19. Sea k un cuerpo algebraicamente cerrado.

Una variedad algebraica es una variedad casi-proyectiva. En caso que no
haya confusion, diremos variedad.

Si X,Y son dos variedades, un morfismo ¢ : X — Y es un mapa continuo
tal que para cada abierto V. C Y y cada funcion regular f : V — K, la funcion
fo:9 (V) =k es regular.

Un morfismo ¢ : X — Y se dice inmersion abierta (resp. inmersion cerrada)
si @(X) es abierto (cerrado) en'Y y @ induce un isomorfismo X — @(X).

Proposicion 1.1.20. Sea X una variedad. Entonces X puede expresarse de manera
inica como una union finita de subvariedades irreducibles X;, con X; ¢ X; si i # J.

Definicion 1.1.21. Las subvariedades X; que aparecen en la expresion de X co-
mo union finita de variedades irreducibles son denominadas las componentes
irreducibles de X.

Lema 1.1.22. Sean X e Y variedades (irreducibles), ¢ y Y dos morfismos de X en
Y tales que coinciden en un abierto no vacio. Entonces coinciden en todo X.

Definicién 1.1.23. Sea X una variedad. El cuerpo de funciones racionales k(X )
de X es el conjunto de clases de equivalencia de pares (U, f) donde U es un
abierto no vacio de X, f es una funcion regular en U, y donde (U, f) ~ (V,g) si
f=genUNV. Los elementos de k(X)) se los denomina funciones racionales en
X. Dada f € X(X), el dominio de f, que anotamos dom(f), es el conjunto de los
p € X tales que f es regular en p.
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Observar que k(X) es efectivamente un cuerpo.

Observacion 1.1.24. Si X C A" es una variedad afin (irreducible), k(X ) es el cuerpo
de fracciones de A(X).

Anélogamente, si X C IP" es una variedad proyectiva (irreducible), k(X) es el
conjunto de elementos de grado 0 del cuerpo de fracciones de S(X).

1.1.2. Aplicaciones racionales

Definicion 1.1.25. Sean X e Y variedades. Una aplicacion racional ¢ : X - —> Y
es una clase de equivalencia de pares (U,@y) con U C X abierto no vacio y
oy : U — Y un morfismo, donde dos tales pares (U, oy ) y (V, Qv ) son equivalentes
si coinciden en U NV. Una aplicacion racional se dice dominante si para algiin
par (U, @y ), la imagen de @y es densa en'Y. El dominio de ¢ es el conjunto de
puntos p € X tales que existe un par (U, @y ) en la clase de equivalencia de ¢ con
p € U. El conjunto de puntos base de ¢ es el conjunto Bas(@) := X \ dom(¢), i.e.,
es el conjunto de los puntos de X donde donde la aplicacion ¢ no estd definida.

Observacion 1.1.26. Una aplicacion racional ¢ de X en A" es una n-upla (f1,--- , f,)

n
en k(X)"; el dominio de ¢ es dom(¢) = ﬂ dom(f;).
i=0
Del mismo modo, una aplicacion racional ¢ de X en P” es un elemento (fj :
el fy) € Pﬁ(x); el dominio de ¢ es el subconjunto dom(¢) C X constituido por

los p € X tales que p € N;>odom(f f;) para alguna f € k(X) y p no es cero comtin
de las ff;.

Observacion 1.1.27. Notar que si X C P es proyectiva, podemos representar una
aplicacion racional en P" de otra manera. Podemos escribir las funciones racionales
fi de la forma F;/G;, con F;, G; polinomios homogéneos de grado d; con G; ¢ Z(X).
Luego, multiplicando (fy: ---: f,) por el producto de los G;, obtenemos

¢(x) = (Ho(x) : -+ : Ha(x))
donde los H; son polinomios homogéneos del mismo grado.

Definicion 1.1.28. Una aplicacion birracional ¢ : X — - > Y es una aplicacion
racional que admite una inversa, es decir, una aplicacion racional y 1Y — - > X
tal que oy =idy y wo @ = idy. En el caso en que hay un mapa birracional
entre X e Y, decimos que son birracionalmente equivalentes.
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Proposicion 1.1.29. Sea ¢ : X - - = Y una aplicacion birracional con inversa
y:Y - —> X. Denotemos por Uy = dom(¢) y Uy = dom(y). Entonces

1. Los conjuntos Uy := Ui N ¢~ (Uy) y Uay := w~(Uy) NU, son abiertos
densos en X e Y respectivamente.

2. ¢ induce un isomorfismo entre Uy y Uy

Observacion 1.1.30. Observarquesi ¢ : X - -> Y, y:Y - —> Z son aplicacio-
nes birracionales, la composicién y o ¢ también es una aplicacion birracional. Por
lo que tiene sentido considerar el grupo Bir(X ) de automorfismos birracionales.

Ejemplo 1.1.31. Sea ¢ € Bir(P'). Podemos escribir ¢ = (fy: f1), con fo, f1 €k[x,]
homogéneos del mismo grado, d > 1, y sin factores en comun. Andlogamente para
su inversa ¢ ~! € Bir(PP!), ¢—! = (go : g1) con g; homogéneo de grado e. Como
¢ o ¢! = idp1, entonces existe i € k[x,y] homogéneo de grado de — 1 tal que
fi(g0,81) = hx; parai =0, 1. Observar que si 4(p) = 0 entonces p € Bas(¢), por lo
tanto, como Bas(¢) C P! es un cerrado propio, tenemos que {p € P! : h(p) =0}
es una unién finita de puntos, por lo que & € k*, es decir d = e = 1. Por lo tanto,
tenemos que Bir(P') = PGL(2,k) = Aut(P").
En general se tiene Aut(P") = PGL(n+ 1,k).

Teorema 1.1.32 (Noether-Castelnuovo). Sea k un cuerpo algebraicamente cerra-
do. Entonces Bir(IP?) es generado por Aut(P?) = PGL(3,k) y la transformacion
cuadrdtica estdndar 6 = (x:y:z) — —> (yz:xz:xy).

Para la prueba remitimos a [AC].

Teorema 1.1.33. Sea f : P" — — = P" un mapa birracional con inversa f~'. En-
tonces

deg(f~') <deg(f)" .

Para la prueba remitimos a [BCW82](Teorema 1.5, pagina 292).

1.1.3. Espacio tangente y diferencial

Seap=(ay,---,a,) € A". Consideramos el operador diferencial d, : k[xy,- -+, x,] —
k[x1, -+ ,x,], definido por

0
&f = L 0)i—a). £ ekl n)
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d, f es un polinomio homogéneo en x| —ay,--- ,x, —a, de grado 1 siy s6lo si p ¢
Z (g—){l, e ,ng) Por lo tanto si p ¢ Z (g—)ﬁ, e ,%) tenemos que Z(d, f) C A"
es un hiperplano (afin), que contiene a p.

Definicion 1.1.34. Sea X C A" un conjunto algebraico afin. El espacio tangente
deXenpecXes

TX= () Z(dnf)
feI(X)
Observacion 1.1.35. 1. T,X es un subespacio afin que contiene a p.

!
2. SiZ(X) = (f1,---, f1), entonces T,X = ﬂZ(dpf,-).
i=1
Ejemplo 1.1.36. Si X = Z(f), con f = x*+y*z € k[x,y,z], tenemos ‘;—fg = 2x, % =
2yz, ‘3—]; = y2. En este caso

dpf =2a1(x —ay) +2a2a3(y — az) + a3(z — as).

Obtenemos:
T ¥ — plano si p #(0,0,0)
PETU A s p=1(0,0,0)

Definicion 1.1.37. Si g € A(X) y G € k|xy,--- ,x,] es tal que G|x = g, la diferen-
cialde genp e X es

Observacion 1.1.38. 1. Se prueba facilmente que la definicién anterior es inde-
pendiente de la representacion de g.

2. Dadas f,g € A(X)y p € X, entonces d,(f +g) =dpf +d,gy se verifica la
regla de Leibniz d,,(fg) = f(p)dpg+g(p)d,f.
Sean u,v € T,X, A € k. Definimos u+,v=u+v—pyA-,v=A(v—p)+p.
Se verifica facilmente que 7,X es un espacio vectorial con esta estructura. Ademads,
si f € A(X), p € X, ladiferencial d),f : T,X — k es una funcional lineal, es decir
dpf € (T,X)".
Por lo tanto, tenemos una transformacion lineal

dy: AX) = (T,X)", f—d,f.

Denotemos m, := (x| —ay, - , X, —a,) +Z(X) CA(X), con p = (ay, - ,ay).
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Teorema 1.1.39. La transformacion lineal d,, induce un isomorfismo candnico
2 v
my,/m =~ (TpX) "

Veamos ahora que el espacio tangente depende apenas del anillo local de X en
p. Sip € X, tenemos A(X) C Ox, C k(X). El operador diferencial d, : A(X) —
(T,X)" se extiende a Oy, de la forma siguiente.

Sif/ge€Oxpconf,gcAX)yg(p) #0, definimos

(p)dpf —f (p)dpg-

dy(f/g) = ¢ O

Obtenemos entonces el siguiente.

Teorema 1.1.40.
mX>P/m§(,p ~ (TPX)V-

Definicion 1.1.41. Sea X una variedad, definimos el espacio tangente de Zariski
de X en p como (my ,/m% ).

Sean ¢ : X — Y un morfismo entre variedades y p € X. Tenemos un morfismo
. : I !
de k-dlgebras (p;; 1 Oyo(p) — .OX’{D’ tal que ¢*(mY7(])(p)) Cmy , paratodo ! < 1.
Por lo tanto ¢, induce una aplicacion k-lineal

e mY1¢'(p) vap
(PP ) 2
m m

Y7¢(p) X7p

Definicion 1.1.42. Sean ¢ : X — Y morfismo de variedadesy p € X. La diferencial
de ¢ en p a la transformacion traspuesta de ¢, que denotaremos

dp¢ : TPX — T¢(p)Y.
Teorema 1.1.43. Si ¢ : X — Y es un isomorfismo, entonces dp : T,X — Ty )Y

es un isomorfismo para todo p € X.

1.1.4. Dimension y singularidades

Sea X una variedad irreducible. Podemos considerar la funcién 6 : X — R que
a cada punto asigna la dimension del espacio tangente a X en p, es decir

o(p) :=dim T,X.
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Se puede probar que la funcién es semicontinua superiormente, de donde se deduce
que el conjunto

Reg(X)={peX : dimT,X =min §}

es un abierto denso de X. Lo que permite las siguientes definiciones.

Definicion 1.1.44. Sea X una variedad irreducible, decimos que p es un punto
singular de X (o que X es singular en p) si 6(p) = dimT,X > miné. Denotamos
Sing(X) ={p € X :pessingular en X}.

Definimos la dimension de X como

dimX = mind = dimT,X,
donde p € Reg(X).

Definicion 1.1.45. Decimos que una variedad X es no singular (o lisa, o regular)
si Sing(X) = 0.

El siguiente teorema es conocido y para su demostracion remitimos a [Sha]

Teorema 1.1.46 (Chevalley). Sea ¢ : X — Y un morfismo dominante entre varie-
dades irreducibles. Entonces

1. dimX >dimY.

2. Si F es una componente irreducible de una fibra ¢ ~'(y), con y € ¢(X)
entonces

dimF >dimX—dimY.
3. Existe un abierto no vacioV de Y tal que

dim ¢ ' (y) =dim X —dim Y, Yy € VN $(X).

Definicion 1.1.47. Sea ¢ : X - — = Y un mapa birracional entre variedades pro-
yectivas lisas de la misma dimension. Se define el conjunto excepcional de ¢
como

Exc(9):={x€ X \Bas(9): do.: T,X — Ty()Y no es inyectivo}.
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Observar que
Exc(¢)\Bas(¢) ={x € X\ Bas(9) : do.: T,X — Ty(y)Y no es inyectivo}.

Seay:Y - —> X lainversa de ¢. Consideremos x € Exc(¢) \ Bas(¢), enton-
ces, ¢(x) € Bas(y); de lo contrario se tiene

idrx = d(Yo @) =dy)yodud

de donde sigue que d,¢ es inyectivo.

Reciprocamente, si x € X \ Bas(¢) es tal que ¢(x) € Bas(y), se tiene que
x € Exc(¢) \ Bas(¢); de lo contrario, dy¢ serfa un isomorfismo por ser X e Y lisas
y de la misma dimension, lo que contradice ¢ (x) € Bas(y).

En conclusién, dada una aplicacion birracional ¢ : X — — > Y con inversa v,
entre variedades lisas de la misma dimension, tenemos que

X\ (Bas(¢) U9~ (Bas(w))) = X \ (Bas(9) UExc(9)).
Luego, aplicando la Proposicion 1.1.29 tenemos el siguiente.

Lema 1.1.48. Si ¢ : X — - > Y es un mapa birracional entre variedades proyecti-
vas lisas, entonces ¢ induce un isomorfismo

X\ (Exc(¢)UBas(9)) =+ Y \ (Exc(¢9™") UBas(¢™"))

Consideremos ahora el caso X =Y = P".

Como vimos antes, un mapa birracional ¢ : P — - > P”", lo podemos repre-
sentar por (ho : -+ : h,) donde los h; € K[xg, - - - ,x,] homogéneos del mismo grado.
Por lo tanto, podemos definir el jacobiano de ¢, que denotamos por Jy, como el

determinante de la matriz ;
( oh; )
oxj i,j=0

Es claro que Jy € k[xo, - ,x,] es homogéneo y que Exc(¢) = Z(Jy). Ahora, apli-
cando la férmula de Euler,

of

S g
donde f € k[xo,---,x,]4, tenemos Bas(¢) C Exc(¢). Por lo tanto, tenemos el
siguiente lema.

Lema 1.1.49. Si ¢ : P" — — > P" es una aplicacion birracional, entonces ¢ induce
un isomorfismo de P" \ Z(Jy) sobre P"\ Z(J-1).
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1.1.5. Grupos Algebraicos

Definicion 1.1.50. Sean k un cuerpo algebraicamente cerrado y G una variedad
algebraica sobre k que ademads es un grupo conm:GxG —-Gei:G— G la
multiplicacion e inversion respectivamente. Decimos que (G,m,i), o simplemente
G, es un grupo algebraico si m e i son morfismos de variedades algebraicas. Si
ademds G es una variedad afin, entonces G es un grupo algebraico afin o grupo
algebraico lineal.

Observacion 1.1.51. Observar que en G x G se considera la topologia Zariski y no
la topologia producto. Por lo que un grupo algebraico no es un grupo topolégico,
salvo en el caso en que sea finito.

Observacion 1.1.52. Si x € G, la traslacién a derecha p, : G — G, dada por p,(y) =
xy es claramente un isomorfismo de variedades que lleva 1 en x, con inversa
p,—1. Del mismo modo, la traslacion a izquierda A,(y) = yx es un isomorfismo de
variedades. Por lo tanto, las propiedades locales que se satisfacen en un punto, se
satisfacen en todo punto. En particular, como el conjunto de puntos regulares es no
vacio, se tiene que todo punto es regular, y en conclusion G es no singular.

Definicion 1.1.53. Sea G un grupo algebraico. Un subgrupo abstracto H C G tal
que H es un subconjunto cerrado es llamado subgrupo algebraico o subgrupo
cerrado. Ademds si H es normal como subgrupo abstracto decimos que H es un
subgrupo algebraico normal o subgrupo cerrado normal.

Observacion 1.1.54. Como H x H es cerrado en G x G al ser H cerrado, es claro
que H es un grupo algebraico.

Definicion 1.1.55. Sen H,G grupos algebraicos. Un morfismo de grupos alge-
braicos es un morfismo de variedades algebraicas ¢ : H — G tal que es ademds
un morfismo de grupos.

Lema 1.1.56. Sean U,V dos abiertos densos de un grupo algebraico G. Entonces
G = UV, es decir, todo elemento de G es el producto de un elemento de U y uno
deV.

Demostracion. Como la inversion y la traslacion a derecha son isomorfismos de
variedades algebraicas, se tiene que xV ! = {xv=! : v € V} es abierto y denso para
todo x € G. Por lo tanto, xV ' NU = (0, es decir, existe a € U y b € V tal que
xb~! =a. []
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Lema 1.1.57. Sean G un grupo algebraico y H un subgrupo abstracto, entonces
H es un subgrupo algebraico de G.

Demostracion. Consideremos m : G X G — G el producto. Observar que como
m(H x H) C H se tiene m(H x H) C H. Por lo tanto, m(H x H) C H, lo que
implica que H es cerrado por la multiplicacién. Andlogamente, se prueba que H es
cerrado por la inversién, de donde se sigue que H es un subgrupo abstracto y por
consiguiente un subgrupo algebraico. ]

Teorema 1.1.58. Sean G un grupo algebraico y H un subgrupo abstracto. Si H es
constructible entonces H es un subgrupo algebraico.

Demostracion. Como H es constructible existe un abierto no vacio de H contenido
en H. Trasladando este abierto por elementos de H, deducimos que H es abierto
en H. Aplicando el Lema 1.1.56, tenemos H = HH = H. El resultado se sigue del
lema anterior. 0

Teorema 1.1.59. Sea ¢ : H — G un morfismo de grupos algebraicos. Entonces
1. Ker(¢@) C H es un subgrupo normal cerrado
2. Im(@) es un subgrupo cerrado
3. dimH = dimKer(@) +dimIm(¢)

Demostracion. La primer afirmacion es consecuencia de la continuidad de ¢.
Para la segunda, observar que Im(¢@) es constructible, por lo tanto por el
teorema anterior es un subgrupo cerrado.
Para la tercer afirmacién, observar que las fibras de ¢ son las coclases de
Ker(¢) en H, y por lo tanto son isomorfas como variedades algebraicas a Ker(¢).
Por el Teorema 1.1.46, tenemos que su dimension es dimH — dimIm(@). []

Teorema 1.1.60. Sea G un grupo algebraico.

1. Dado x € G, existe una inica componente irreducible que contiene a x. Estas
componentes irreducibles son también las componentes conexas de G.

2. La componente irreducible que contiene la identidad (que denominaremos
G1) es un subgrupo normal cerrado de indice finito en G.

3. Dado x € G, la componente irreducible que contiene a x es xG1, por tanto
es isomorfa a G| (como variedad).
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4. Si H C G es un subgrupo cerrado de G de indice finito, entonces G; C H.
En particular, Gy es el iinico subgrupo algebraico irreducible de G de indice
finito.

5. Si ¢ : H— G es un morfismo de grupos algebraicos entonces ¢(H;) =
@(H):.
Demostracion. 1 : Es suficiente probarla para el caso x = 1. En efecto, si X es una
componente irreducible de G que contiene a x, entonces x~ X es una componente
irreducible que contiene a 1. Sean X e Y componentes irreducibles que contienen
a 1, entonces XY es un conjunto irreducible que contiene X -1 =X yal-Y =Y.
Por lo tanto, X =Y = XY, en particular G| G| = Gj.

2 : Ya probamos que G;G| = G|. Si i es el mapa inversion, entonces i(G) es
una componente irreducible que contiene a 1, por lo tanto i(G;) = Gj. El hecho de
que G es un subgrupo normal se deduce de que la conjugacién por un elemento
es un isomorfismo, lo que implica que x~ ! G1x es una componente irreducible que
contiene a 1. Ademds, como hay finitas componentes irreducibles, el indice de Gy
es finito.

3 : Fue probado en la observacion para probar (1).

4 : Sea H C G un subgrupo cerrado de indice finito. Sea H; la componente
irreducible de H que contiene a 1; entonces H; C G1. Como H tiene indice finito
en G, también lo tiene Hy, por consiguiente H; tiene indice finito en Gy. Al ser Gy
irreducible, tenemos H; = G| y por tanto G| C H.

Si H es cerrado e irreducible, como contiene a 1, deducimos H C Gy. Si ademas,
H tiene indice finito, acabamos de probar que G| C H, entonces H = G.

5 : El subgrupo ¢(H;) es cerrado y conexo en @(H) y tiene indice finito.
Entonces @(Hy) = @(H);. O

1.1.6. Otras nociones

Definicion 1.1.61. Una ind-variedad sobre k es un conjunto X junto con una
filtracion
XoCXiCXpC---

tal que
L X=X
n>0

2. cada X, es una variedad algebraica sobre K de dimension finita, tal que la
inclusion X, — X, es un inmersion cerrada.
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Decimos ademds que una ind-variedad es proyectiva (resp. afin), si cada X,
es proyectiva (afin).

Definicion 1.1.62. Sea X una ind-variedad. La topologia Zariski en X estd dada
por U C X es abierto si 'y solo si U NX, es abierto Zariski de X, para cada n.

Observacion 1.1.63. Es facil ver que lo mismo pasa para los cerrados, es decir,
U C X es cerrado siy solo si U NX, es cerrado en X, para cada n.

Ahora, introduciremos en el contexto de variedades herramientas que se escapan
del contexto general del trabajo. Remitimos a [G] y a [M] para la informacién
detallada. Para ciertos nociones y resultados de dlgebra conmutativa remitimos a
[AM]

Definicion 1.1.64. Sean ¢ : X — Y y vy : Z — Y dos morfismos de variedades. El
producto fibrado de X y Z sobre Y es la variedad

XxyZ={(x,2) €eXXZ: ¢ox)=y(2)}

Observacion 1.1.65. Considerando las proyecciones ¥/ : X xy Z -+ Xy ¢’ : X xy
Z — Z, tenemos el siguiente diagrama conmutativo

/

XxyZ2 -7
v
X Y.

Es mas, el producto fibrado es universal respecto a esta propiedad.

Definicion 1.1.66. El mapa ¢’ : X xy Z — Z se llama cambio de base de ¢ con
respecto a .

Definicion 1.1.67. Decimos que un morfismo de variedades f : X — Y es univer-
salmente inyectivo si para todo morfismo de variedades h : Z — Y el cambio de
base X Xy Z — Z es inyectivo.

Observaciones 1.1.68. Se puede probar que la definicioén anterior es equivalente a
que para todo cuerpo K el morfismo inducido X (K) — Y (K) sea inyectivo. Donde
X (K) = Hom(Spec(K),X).

Observar que si f : X — Y es un morfismo de variedades sobreyectivo, también
lo sera el cambio de base X Xy Z — Z, por lo que no tiene sentido la definicién
andloga para morfismos sobreyectivos.
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Definiciones 1.1.69. Sea f : X — Y un morfismo de variedades.

Decimos que f es plano (resp. sin ramificaciones) si para todo x € X el morfis-
mo de anillos fy : Oy sy — Ox x es plano (sin ramificaciones).

Decimos que f es étale si es plano y sin ramificaciones.

Observacion 1.1.70. En el caso que trabajemos con variedades no singulares, la
nocion de étale (resp. sin ramificaciones) es equivalente a que el diferencial sea un
1somorfismo (inyectivo) para cada punto.

Proposicion 1.1.71. Sea f : X — Y un morfismo de variedades. Si f es plano,
entonces es abierto.

Demostracion. Sea U C X abierto, entonces f(U) constructible. Usando el teore-
ma “’going down” (ver [AM]) para morfismos planos, tenemos que Y \ f(U) es
cerrado, es decir, f(U) es abierto. O

Definicion 1.1.72. Sea f : X — Y un morfismo de variedades. Decimos que f es
finito si existe un cubrimiento Y = J;U; de Y por abiertos afines tal que, para
cada i, el conjunto f~'(U;) sea afin y k[f~'(U;)] es una k[U;]—dlgebra finita.

Proposicion 1.1.73. Todo morfismo de variedades f : X — Y universalmente
cerrado tal que f~'(y) es un conjunto finito para todo y € Y es finito.

Demostracion. Por el Teorema Principal de Zariski (la reformulacion de Grothen-
diek, ver [M]), tenemos la siguiente factorizacién de f

J

NA

Y

X Z

donde j es una inmersion abierta y g es finito.

Ademads, podemos considerar la siguiente factorizacion de j
j/
X

XXyZ
N S
YA

donde ;' es el mapa definido por x — (x, j(x)) y f’ es el cambio de base de f
por g. Es claro que la imagen de j' es I'j que es cerrado en X xy Z y, como f es



22 CAPITULO 1. PRELIMINARES

universalmente cerrado, f” es un mapa cerrado. Por lo tanto, j es una inmersién
abierta con imagen cerrada. En conclusion la imagen de j es una componente
conexa de Z, entonces al ser j una inmersién, induce un isomorfismo X — j(X),
es decir X es isomorfo a una componente conexa de Z'y f es finito. [

Lema 1.1.74. Sea [ : X — Y un morfismo de variedades. Si f es étale y universal-
mente inyectivo, entonces f es una inmersion abierta.

Demostracion. Como f es inyectivo, podemos trabajar localmente, es decir, su-
poner que Y es afin. Al ser f étale, es plano y por lo tanto es abierto. Por lo que,
sustituyendo Y por f(X), podemos suponer que f es sobreyectivo.

Ademés, las propiedades de ser étale, plano, universalmente inyectivo son
preservadas por cambio de base, por lo tanto tenemos que f es un homeomorfismo
universal y por tanto universalmente cerrado. De donde se desprende que es finito.

Por lo tanto para probar que es un isomorfismo, podemos probar que es un
isomorfismo local.

Sea A anillo local de y € Y, B anillo local de x € X tal que f(x) = y. Se tiene
que B es un A-mddulo plano de presentacion finita, por lo tanto, B es libre como
A-médulo. Si m es el ideal maximal en y y k = A/m, entonces, B/mB es una
extension radical, finita y separable de k, por lo que es isomorfo a k. Al ser B libre
se deduce que B ~ A. [

Para la prueba del siguiente lema remitimos a [G](Corollaire 17.11.2, pagina
84) que se encuentra la version general del mismo.

Lema 1.1.75. Sea [ : X X Z — X X Z un morfismo de variedades donde Z es no
singulary tal que pi o f = py, siendo p1 : X X Z — X. Entonces f es étale siy solo
si d(x ) [ es un inyectivo para todo (x,z) € X X Z.

1.2. Cuerpos Locales

Sea k un cuerpo

Definicion 1.2.1. Un valor absoluto en k es un mapa | - | : k — Rxq tal que
1. |x| =0siysdlosix=0
2. |xy| = |x||y| para todo x,y € k

3. |x+y| < |x| + |y| (desigualdad triangular)
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Definicion 1.2.2. Un valor absoluto en K se dice no arquimedeano si satisface
|x+y| <max{|x|,|y|}, Vx,y € k (desigualdad triangular fuerte)
en otro caso se dice arquimedeano.

Ejemplos 1.2.3. 1. En Q, definimos |- | como el valor absoluto usual dado por
la inclusiéon Q < R. Es un valor absoluto arquimedeano.

I x#0
0 x=0
deano, llamado valor absoluto trivial.

2. Definiendo |x| = , se obtiene un valor absoluto no arquime-

3. Consideremos Q y sea p un nimero primo. Para x € Q* la valuacion p-adica
se define como v, (x) = rsiy s6lo six = p"% conu,v € Z, r € Z tales que
p tuv. Se extiende a Q tomando v,(0) = +oco. Definimos entonces el valor
absoluto p-adico en Q como

_ p® x#£0
|x|1’_{ 0  x=0.

Es un valor absoluto no arquimedeano

4. Sea k un cuerpo, tomemos F = k(T') = {l : p,q €K[T], q# O}. Defini-

q(T)
mos

—

velpja) = { des0 = desa v/ 20

Si ¢ > 1, tenemos entonces un valor absoluto no arquimedeano en F dado
por | f(t)]e := ¢~ ¥=U/(),

Lema 1.2.4. Sea |- | un valor absoluto en un cuerpo k. Entonces
1. ]1]=1
2. Six ekestal que X" = 1, entonces |x| = 1
3o | =l =
4. Sik es un cuerpo finito, el valor absoluto es el trivial.

Lema 1.2.5. Sea |- | un valor absoluto en un cuerpo k. Entonces | -| es no ar-

quimedeano si'y solo si |e| < 1 para todo e en el anillo aditivo generado por el
1.
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Corolario 1.2.6. Si char(k) # 0 entonces todo valor absoluto en X es no arquime-
deano.

Corolario 1.2.7. Sea F C k un subcuerpo de k y |- | un valor absoluto en k.
Entonces | - | es no arquimedeano en k si'y sélo si lo es en F.

Lema 1.2.8. Sea k un cuerpo con un valor absoluto no arquimedeano. Si x,y € k
son tales que |x| # |y|, entonces |x+y| = max{|x|, |y|}.

Demostracion. Sin pérdida de generalidad podemos suponer |x| > |y|.

Entonces, |x+y| < max{|x|,|y|} = |x|, ademds, como estamos suponiendo
[x[ > |y], tenemos |x| = [x+y —y| < max{|x+y|,|y|} = |x+yl.

De donde tenemos |x| < |[x+y| < |x]. O

1.2.1. Topologia

En esta seccidn, k va a ser una cuerpo con valor absoluto |- |. Tenemos entonces
una métrica en k, d : k x k — R>( definida como

d(x,y) = pe—yl.

En caso que | - | sea no arquimeadeano, d es una ultramétrica, ya que cumple la
llamada desigualdad triangular fuerte.

En k consideramos la topologia inducida por d. Designaremos por B(a,r) ala
bola abierta de radio r y centro a y por B(a,r) a la bola cerrada de radio r y centro
a.

Recordar que un conjunto U C k se dice abierto si para todo x € k existe un
r > 0 tal que B(x,r) C U y que un conjunto se dice cerrado si su complemento en
k es abierto.

Lema 1.2.9. Si |- | es no arquimedeano se tiene:
1. B(a,r) es abierto'y cerrado en 'k
2. si B(a,r)NB(d',r) # 0 entonces B(a,r) = B(d',r)

3. sean By B’ dos bolas cualesquiera en k. Si BNB' # 0, entonces B C B o
B'CB

4. k es totalmente disconexo, esto es, no tiene subconjuntos conexos con mads
de un elemento.
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Observacion 1.2.10. El lema anterior tiene un andlogo para bolas cerradas.
Definiciones 1.2.11. Sea (K, |- |) un cuerpo con valor absoluto.
1. (k,|-|) se dice completo si toda sucesion de Cauchy es convergente

2. Un subconjunto S C k se dice denso si para todo x € Ky todo € > 0, B(x,€)N
S#0

3. Un cuerpo con valor absoluto (k,||-||) es una completacion de (k,|-|) si
existe una funcion continua e inyectiva 1 : kK — k que respeta los valores
absolutos tal que

n 1(k) es denso en k
= (k,||-]]) es completo.

Teorema 1.2.12. Sea (K, |-|) un cuerpo con valor absoluto. Existe una completa-
cion (k,||-]|) de (k,|-|). Ademds, ésta es iinica a menos de isomorfismos.

Teorema 1.2.13 (Ostrowski). Si k es completo respecto a un valor absoluto arqui-
medeano, entonces, K =R ¢ k = C y el valor absoluto es equivalente al usual.

Ahora nos centraremos en el caso en el que | - | es no arquimedeano.

Se define el anillo de enteros de k como Oy = {x €k : |x| < 1}. Consideremos
Pr={x €k : |x| <1}. Se puede verificar que Oy es un anillo local y que P es el
unico ideal maximal de O.

Se define también el grupo de unidades de k como Uy = {x €k : |[x| =1}y
el cuerpo residual de k como ky = Oy /Pk.

Definicion 1.2.14. Un valor absoluto no arquimedeano se dice que es discreto si
I ={]x| : xek™} CR>g
es discreto.

Lema 1.2.15. Un valor absoluto no arquimedeano es discreto si 'y solo si Py es
principal.

En el caso en el que | - | es discreto, tenemos entonces Py = () para cierto
7t € Ok. Denominamos 7 el uniformizador del valor absoluto. Tenemos entonces
que cualquier x € k* puede ser escrito como

x=rn"¢,
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conn € Z'y € € Ug. Si escribimos Vi(x) = n € Z el orden de x, tenemos una
valuacion Vi : k — Z U {eo} definiendo Vi (0) = eo.

Se puede ver que si |- | es discreto entonces Ok es un dominio de ideales
principales.

Definicion 1.2.16. Un cuerpo local no arquimedeano es un cuerpo que es completo
respecto a un valor absoluto no arquimedeano discreto no trivial con cuerpo
residual finito.

Lema 1.2.17. Sea k un cuerpo local no arquimedeano. Entonces Oy es compacto,
por lo tanto k es localmente compacto.

Observacion 1.2.18. De hecho se puede ver que un cuerpo es localmente compacto
respecto a un valor absoluto no arquimedeano si y sélo si es un cuerpo local no
arquimedeano.

Sea k un cuerpo local no arquimedeano

Definicion 1.2.19. Sea V un espacio vectorial sobre k. Una funcion ||-||: V — R
es una norma (no arquimedeana) si

1. ||x||=0siysdlosix=0
2. be I < max{||x]], [|yl[}
3. {14 = [A]]]]]
Ademds, V se dice normado si estd equipado con una norma.

Observacion 1.2.20. SiV es un espacio vectorial normado sobre k, entonces es un
espacio ultramétrico con respecto a la métrica d(x,y) := ||x —y||-

Definicion 1.2.21. Dos normas ||-||1 y || - ||2 sobre un espacio vectorial V son
equivalentes si cy, ¢y tales que cy||x||2 < ||x||1 < eal|x||2 para todo x € V.

Observacion 1.2.22. Dos normas son equivalentes si y sélo si inducen la misma
topologia.

Lema 1.2.23. Si V es un espacio vectorial de dimension finita sobre k, entonces
todas las normas en V son equivalentes. Ademads, V es completo respecto a la
norma inducida.
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Demostracion. Lo probaremos por induccién en n = dimy V.

Sin =1, es claro.

Sin>1,seaeq,---,e, unabase de V. Dadoa €V, tenemos a =aje;+---+
ane, con a; € k. Definimos entonces ||a||o := mdx; |a;|. Observar que dada una
sucesion de Cauchy en V, para cada coordenada obtenemos una sucesion de Cauchy
en k, de donde se deduce que V es completo con respecto a ||-||o. Resta ver que toda
norma || - || en V es equivalente a || - ||o. Observar que ||a|| <Y ;|ajl|[e;|| < c2l|allo,
siendo ca =} |[e;|.

Por lo tanto tenemos que ver que existe ¢ > 0 tal que ||a||o < c||a|| para todo
a € V. Sino existe tal ¢, para todo € > 0, existe b = b € V tal que ||b|| < €||b]o.
Asumamos, sin pérdida de generalidad, que ||b||o = |b,|. Remplazando b por b, 'b
podemos también asumir b =d +e, cond € (e, - ,e,_1)k-

En conclusion, si no existe un tal ¢ > 0, podemos construir una sucesion
d"™ e W = (e, ,en_1 ) tal que ||d"™ + e,|| = 0 si m — oo. Entonces tenemos
Hd(’") —d" || = 0y usando la hipotésis de induccion, como dimW = n — 1, existe
un d* € W tal que ||d"™) — d*|| = 0. Por lo tanto ||d* 4 e, || = lim ||[d") 4 ¢,|| = 0,
de donde se sigue d* + ¢, = 0, lo que es imposible. Por lo tanto, existe un tal ¢ > 0,
es decir ||+ || y || - ||o son equivalentes. O

Observacion 1.2.24. En k™ tenemos la métrica ||x|| = max; |x;|.

Lema 1.2.25. Si f,g : k" — k son funciones continuas, entonces f+gy fg son
continuas.

Demostracion. Para la suma observar que

[(f+8)x) = (F+) W = If(x) +8(x) = f(y) = f)
< max{|f(x) = f¥)],le(x) =g}

mientras que la multiplicacion se desprende de

|fe(x) — fe)| = f(x)g(x) — fF(»)e()]
= [f(x)g(x) — fF(¥)g(x) + f(¥)g(x) — F(¥)g(y)]
<méax{|f(x) — fW)llg®)], [g(x) — eI}

y [f D= 1) = )+ F )] < max{|£ ()|, £ (x) = F ()} =

Corolario 1.2.26. Los polinomios en n variables sobre k son continuos como
funciones de k" en k
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Demostracion. Por el lema anterior solo resta ver que las funciones coordenadas
x; : k" — k son continuas.

Observar que |x; —y;| < max; |x; — y;| = d(x,y), por lo tanto las funciones
coordenadas son continuas. [

1.3. Preliminares Topologicos

1.3.1. Mapas Propios

Sea X un espacio topoldgico, designaremos por 1y a la identidad de X.

Definicion 1.3.1. Sea f : X — Y un mapa entre espacios topoldgicos. Se dice que
f es propio si f es continuoy f X 17 : X X Z — Y X Z es cerrado (considerando
las topologias producto) para todo espacio topologico Z.

Si en la definicién anterior tomamos al espacio topoldgico Z consistiendo de
un punto obtenemos el siguiente resultado.

Proposicion 1.3.2. Todo mapa propio es cerrado

Proposicion 1.3.3. Sea f : X — Y un mapa continuo e inyectivo. Entonces las
siguientes son equivalentes:

1. f es propio.
2. f escerrado.
3. f es un homeomorfismo de X sobre un subconjunto cerrado de'Y .

Demostracion. 1. = 2. es la proposicién anterior, mientras que 2. = 3. es claro.
Abhora si 3. se cumple, entonces f X 1z es un homeomorfismo de X X Z en un
cerrado de Y X Z, y por tanto, cerrado. Es decir, 3. = 1. ]

Proposicién 1.3.4. Sea f: X — Y un mapa continuo. SiT CY y fr: f~Y(T)—=T
es la restriccion de f a f~1(T), entonces:

1. Si f es propio, también lo es fr

2. Sea (T;)icr una familia de subconjuntos cuyos interiores son un cubrimiento
deY, o tal que es un cubrimiento cerrado localmente finito de Y ; entonces,
si cada ft; es propio, también lo es f.
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Demostracion. Observar que si Z es un espacio topoldgico se tiene

frxiz=(f xX1z)rxz.

Si f es propio, tenemos que f X 1z es cerrado, y por lo tanto lo es (f X 1z)7xz. Es
decir, fr es propio.

Si (T;)ies satisface una de las dos condiciones, se tiene que (7; X Z);cs s un
cubrimiento de Y x Z que verifica la misma condicion. Si los f7, son propios,
entonces (f X 1z)1,xz es cerrado. Se sigue que f x 1z es cerrado. En efecto, si B
es un subconjunto cerrado de X x Z y designamos por B; a BN (f x 17) "1 (T; x Z);
entonces f(B)NT; x Z = (f x 1z)1.(B;) es cerrado en T; x Z y por tanto f X 1z(B)
enY x Z. [

Proposicion 1.3.5. Sea {f; : X; — Y;}ic; una familia finita de mapas continuos.
Tomemos X =[]X;, Y =[1Y;y f =11/ entonces:

1. Si f; es propio para todo i € I, también lo es f.
2. Si f es propio y X; es no vacio Vi € I, entonces f; es propio Vi € 1.

Demostracion. Por induccién basta probarlo para el caso I = {1,2}.

Observar que f1 X fa X 1z = (1y, X faxz)o(fi X 1x, X z) y como composicién
de mapas cerrados es cerrado, tenemos 1.

Supongamos ahora que f es propio. Si F es un subconjunto cerrado de X, X Z
y G = fo x1z(F) C Y, X Z, entonces f] X fo X 1z(X; x F) = f1(X1) X G, que es
cerrado por ser f propio. Si ademas X; # 0, tenemos que f(X;) es no vacio y
por lo tanto G es cerrado, es decir, f; es propio. Analogamente, f] €s propio si
X, #0. O

Proposicion 1.3.6. Sean f: X — X'y g : X' — X" dos mapas continuos.
1. Si fy g son propios, entonces go f lo es.
2. Sigo f es propioy f sobreyectivo, entonces g es propio.
3. Si go f es propioy g inyectivo, entonces f es propio.
4. Sigo f es propio y X' es Hausdorff, entonces f es propio.

Demostracion. Sea Z un espacio topoldgico, se tiene

(gof) x1iz=(gx1z)o(f x1z).
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Si f y g son propios, f X 1z y g X 1z son cerrados, por lo tanto (go f) X 1z es
cerrado, o sea, go f es propio.

Si f es sobreyectiva, también lo es f X 1z, por lo tanto que (go f) X 1z sea
cerrado implica que g X 1z es cerrado, lo que prueba 2.

Andlogamente, se deduce 3 del hecho que al ser g inyectiva, g X 1z lo es.

Finalmente, considerar el siguiente diagrama conmutativo

x— % xxx

fl l(gof)“x/
/ 174 !

X' —5 X" x X

donde @ (x) = (x,f(x)) y w(x') = (g(¥'),x). Observar que ¢ y ¥ son homeomor-
fismos sobre el gréfico de f y g respectivamente. Como X’ es Hausdorff, el grafico
de f es cerrado en X x X', de donde usando la Proposicién 1.3.3 ¢ es propio. Por
otro lado la proposicion anterior implica que (go f) X tys es propio. Usando 1 y
que el diagrama es conmutativo, tenemos que Y o f es propio. Como ademas, y es
inyectivo, se tiene que f es propio usando 3. [l

Observacion 1.3.7. Si X' no es Hausdorff, puede pasar que g o f sea propio pero f
no.

Corolario 1.3.8. Si f : X — Y es un mapa propio, la restriccion de f a un subcon-
junto cerrado F C X es un mapa propio de F enY .

Demostracion. La restriccion es la composicién fo j, donde j: F — X es la
inclusion, que es propio por la Proposicion 1.3.3. ]

Corolario 1.3.9. Sea f : X — Y un mapa propio. Si X es Hausdorff, entonces el
subespacio f(X) de Y es Hausdorff.

Demostracion. Usando 3. de la proposicién anterior, basta probarlo para el caso
enque f(X)=Y.

Si Ax = {(x,x) € X xX :x € X} es la diagonal de X x X, tenemos que f X
f(Ax) = Ay es cerradoen Y x Y y por lo tanto Y es Hausdorff. Il

Corolario 1.3.10. Sea {f; : X — Y;}ic; una familia finita de mapas propios. Si X
es Hausdorff, entonces f : X — [1Y: dado por f(x) = (fi(x)) es propio.

Demostracién. Observar que f es la composicion de [ f; : X! — []Y; con el mapa
diagonal de X en X! y ambos son propios. ]
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Corolario 1.3.11. Sean X e Y dos espacios topologicos, f : X — Y un mapa
continuo, R la relacion de equivalencia f(x) = f(y) en X, y

XBx/RE rx) Sy

la descomposicion canonica de f. Entonces f es propio siy soélo si p es propio, h
un homeomorfismo'y f(X) cerrado en'Y.

Demostracion. Si f es propio, entonces f(X) es cerrado en Y y & es un homeo-
morfismo. Ademas, h o p es propio 3 de la proposicién anterior, lo que implica
que p=h"'o(hop) es propio por 1 de la misma proposicién. El reciproco es
consecuencia de 1 de la proposicion anterior y de la Proposicién 1.3.3. ]

Definicion 1.3.12. Sea X un espacio topoldgico. Decimos que X es quasi-compacto
si todo cubrimiento abierto tiene un subcubrimiento finito. Si ademds, X es Haus-
dorff decimos que es compacto.

Designaremos por P al espacio que consiste de un sélo punto.

Lema 1.3.13. Si X un espacio topologico tal que el mapa constante X — P es
propio, entonces X es quasi-compacto.

Teorema 1.3.14. Sea f : X — Y un mapa continuo. Son equivalentes:
1. f es propio.
2. fescerradoy f~'(y) es quasi-compacto para caday €Y.

Corolario 1.3.15. Un espacio topoldgico X es quasi-compacto si 'y solo si el mapa
X — P es propio.

Corolario 1.3.16. Todo mapa continuo f : X — Y donde X es quasi-compacto e
Y es Hausdorff es propio.

Corolario 1.3.17. Si (f;)ics es una familia de mapas propios, entonces f =[] fi
es propio.

Corolario 1.3.18. Sea f; : X — Y; una familia de mapas propios donde X es
Hausdorff. Elmapa f : X — [1Y; dado por x — (fi(x)) es propio.

Corolario 1.3.19. Si X es quasi-compacto entonces la proyeccion py : X XY —Y
es propia.
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Proposicion 1.3.20. Sea f : X — Y un mapa propio. Si K C Y es quasi-compacto,
entonces f~1(K) es quasi-compacto.

Demostracién. El mapa fx : f~'(K) — K es propio por la Proposicién 1.3.4.
Como el mapa K — P es propio (Corolario 1.3.15), se deduce que el mapa
f~Y(K) = K — P es propio y aplicando nuevamente el Corolario 1.3.15 tene-
mos que f~!(K) es quasi-compacto. O

Definicion 1.3.21. Sea X un espacio topolégico. Decimos que X es localmente
compacto si es Hausdorff'y todo punto tiene un entorno compacto.

Proposicion 1.3.22. Sea f : X — Y un mapa continuo donde X es Hausdorff e Y
es localmente compacto. Entonces f es propio siy sélo si f~1(K) es compacto
para todo K C'Y compacto. Ademds, si [ es propio, entonces X es localmente
compacto.

Demostracion. Si f es propio y K es un subconjunto compacto de Y, entonces
f~Y(K) es compacto por la proposicién anterior. Reciprocamente, si se verifica esta
condicidn, sea (Uy) un cubrimiento de Y por compactos. Entonces los conjuntos
f! (Ug) son compactos y sus interiores cubren X, al ser X Hausdorff, esto implica
que X es localmente compacto. Ademads, cada mapa fi—: f ~1(Uq) — Uy es propio
y por lo tanto, en virtud de la Proposicion 1.3.4. U

Corolario 1.3.23. Sean X, X' dos espacios localmente compacto e Y (resp Y') el
espacio compacto obtenido de X (resp X') adjuntandole un punto en el infinito @
(resp @'). Entonces un mapa continuo f : X — X' es propio si y solo si su extension
f1:Y =Y tal que f'(0) = @ es continuo.

Demostracion. Por la proposicién anterior, f es propio si y s6lo si para cada
compacto K’ C X', f~1(X' —K') =X — f~1(K’) es el complemento de un compacto
de X. Lo que es equivalente con que f’ sea continua en @. ]

Proposicion 1.3.24. Sean X un espacio topoldgico compacto, R una relacion de
equivalencia en X, C el grafo de Ren X xX y f: X — X /R la proyeccion al
cociente. Son equivalentes:

1. Cescerradoen X x X.
2. R es cerrada.

3. f es propio.
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4. X /R es Hausdorff.
Ademds, si alguna de las anteriores se verifica, X /R es compacto.

Demostracion. R es cerrada si y solo si f es cerrado; luego 2 implica 3. 3 = 4
es un caso particular del Corolario 1.3.11. 4 = 1 es claro, asi que solo resta ver
1 =2.

Si F es un subconjunto cerrado de X, su saturacién con respecto a R, es
p2(CN(F x X)). Por hipétesis CN (F x X) es cerrado en el compacto X x X, y por
lo tanto compacto. El resultado se desprende de la continuidad de la proyeccion p;.

Ademas es claro que si X /R es Hausdorff, entonces es compacto. ]

Proposicion 1.3.25. Sean X un espacio localmente compacto, R una relacion de
equivalencia en X, C el grdfico de R en X x X, f : X — X /R la proyeccion al
cociente. Si X' es el compacto obtenido por adjuntar un punto en el infinito ©
aX y R es la relacion de equivalencia en X' cuyo grdfico es C' =CU{(0,0)}.
Entonces las siguientes afirmaciones son equivalentes:

~

. f es propio.

2. La saturacion de cada compacto de X es compacta.

3. R es cerrada.

4. La restriccion de py a C es propio.

5. Res cerrada y las clases de equivalencia con respecto a R son compactas.

Ademds, si alguna de las afirmaciones anteriores se verifica, X /R es localmente
compacto.

Demostracion. 1 =2:Como X /R = f(X)y f es propio, entonces X /R es Haus-
dorft (Corolario 1.3.11); por lo tanto la imagen por f de todo compacto K C X es
compacta. La saturacién de K es f~! f(K), que es compacto por la Proposicién
1.3.20.

2 = 3: Si F’ es un subconjunto cerrado de X’ que no contiene ®, entonces F’
es un compacto de X. Por lo tanto, su saturacién con respecto a R’ (que coincide
con la saturacion respecto a R) es un compacto, luego cerrado en X’. Si @ € F’
y F =F'NX = F' — {}, entonces la saturacién de F’ con respecto a R es la
union de {®} y la saturacién H de F con respecto a R, de donde se sigue que basta
probar que H es cerrado en X, es decir, que R es cerrada. Observar que como X
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es localmente compacto, basta ver que H N K es compacto para todo compacto K.
Sea L la saturacién de K con respecto a R, por hipétesis es un compacto. Ademas,
HNL es la saturacion de F N L, que es compacto, entonces HNK = (HNL)NK
es compacto.

3 = 4:Como X' es regular, C’ es cerrado en X’ x X/, entonces es compacto. Se
sigue que C’ es la compactificacién por un punto de C. Como la restriccion C’ de
p2: X' x X' — X' es continua en , el resultado se desprende del Corolario 1.3.23

4 =5:SiF esun cerrado de X, entonces CN (F x X) es cerrado en C, entonces
también lo es la saturacién de F respecto de R, ya que es igual a p(CN (F x X)).
Ademés, la clase de equivalencia de x € X mod R es homeomorfa a la preimagen
de {x} por la restriccién a C de p», o sea, es compacta.

5 = 1: Si R es cerrada, entonces por definicién f es cerrado y para cada
7 € X/R, f~1(z) es la clase de equivalencia de z con respecto a R, que es un
compacto en virtud del Teorema 1.3.14.

Finalmente, hay que probar que X /R es localmente compacto. Observar que
X' /C’" es compacto por 3 y la proposicion anterior. La relacion R es la inducida en
X por R, como ademas X es abierto en X’ y saturado con respecto a R’, tenemos
que X /R es homeomorfo a la imagen f'(X) de X bajo la proyeccién al cociente f” :
X' — X'/R’. Ahora, f'(X) es abierto en X'/R’ y por lo tanto localmente compacto.

O

Corolario 1.3.26. Sea f : X — Y un mapa propio donde X es Hausdorff. Entonces
X es compacto (resp. localmente compacto) si 'y sélo si f(X) es compacto (resp.
localmente compacto). Ademds, si Y es compacto (res. localmente compacto)
también lo es X.

1.3.2. Grupos Topologicos

Definicion 1.3.27. Un grupo topologico es conjunto G que tiene estructura de
grupo y una topologia, de modo que las operaciones del grupo son funciones
continuas, considerando en G X G la topologia producto.

Observacion 1.3.28. Pedir que la multiplicacion y tomar inverso sean continuas es
equivalente a que el mapa G x G — G definido por (x,y) — xy~! sea continuo.

Proposicion 1.3.29. Un grupo topoldgico G es Hausdorff si y solo si {e} es
cerrado

Demostracion. Es claro que si G es Hausdorff {e} es cerrado. Reciprocamente, si
{e} es cerrado, entonces Ag es cerrado en G x G por ser la preimagen de {e} por el
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mapa (x,y) — xy~!. Si x # y, entonces (x,y) ¢ Ag. Como Ag es cerrado en G x G,
existen U y V entornos de x e y respectivamente tales que (U x V)NAg =0, es
decir VW = 0. Es decir, G es Hausdorff. ]

Definicion 1.3.30. Sea G un grupo topoldgico. Decimos que G es compactamente
generado si existe un subconjunto compacto K C G que genera G.

Ejemplo 1.3.31. Todo grupo conexo localmente compacto es compactamente
generado.
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Capitulo 2

Topologia Zariski

2.1. Topologia Zariski en Bir(P")

Definicion 2.1.1. Un mapa birracional f :A XX - -> A XX, donde A,X son
variedades algebraicas con X irreducible, se dice que es un morfismo de A en
Bir(X) si existe un abierto U C A x X tal que

1. f estd definida en U;
2. U,:=UnN({a} xX) es denso en {a} x X para todo a € A;

3. existe un morfismo @ : U — X tal que f|y(a,x) = (a,¢@(a,x))y flu, : Us —
{a} x X es un mapa birracional.

En tal caso, denotamos f : A — Bir(X) la aplicacion a — (x — @(a,x)).

Proposicion 2.1.2. Sean T : B — Bir(X) un morfismo y p : A — B un morfismo de
variedades algebraicas. Entonces T o p define un morfismo A — Bir(X).

Demostracion. Sea U C B x X un abierto como en la definicion anterior. Conside-
ramos V := (p x idy )~ (U). Tenemos que V es un abierto de A x X que verifica las
primeras dos condiciones. Ademds, tomando y : V — X como y = @ o (p X idx),
es claro que se verifica la ultima condicion. ]

Definicion 2.1.3. Un subconjunto F C Bir(X) es cerrado en la topologia Zariski
si para cualquier variedad algebraica A y cualquier morfismo A — Bir(X) la
preimagen de F es cerrada.

En lo que queda trataremos de describir la topologia de Bir(P").

37
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Observacion 2.1.4. Recordar que un mapa birracional 4 de P" = [P} estd dado por

he(xo:-:xy) ——> (ho(xo, - ,xn) t -+ hp(x0,- -+ X)),

donde los A.s son polinomios homogéneos del mismo grado. Eligiendo los 4.s sin
factores comunes, el grado de % es el grado de los /s.

Definicién 2.1.5. Bir(P") -, (Bir(P"),) es el conjunto de los elementos de Bir(IP")
de grado menor o igual a d (respectivamente, de grado d).

Observacion 2.1.6. Observar que tenemos una sucesion creciente
Aut(P") = Bir(P")<; C Bir(P")<p C--- CBir(P"), C - -+

cuya unién es el grupo Bir(P").

Veremos que cada Bir(P")~,; es cerrado en Bir(P") y que la topologia en
Bir(IP") esta inducida por la sucesion anterior.

Definicion 2.1.7. Dado d un entero positivo, definimos W, := P(K[xg, - - - ,xn]zﬂ)
y H; C Wy el conjunto de los elementos h= (hy : - : hy,) € Wy tales que el mapa
racional inducido vy, : P* — — > P" dado por

(xo: ixy) F == (ho(x0, ,%n) -+t hp(x0, - ,Xn))

es birracional. Denotamos 1ty el mapa Hy — Bir(P") que manda h en .
Observacion 2.1.8. Observar que Wy es isomorfo a P” donde r = (n+ 1) (djl'") —1.
Lema 2.1.9. Sean W; y H; como en la definicion anterior. Se verifica

1. H; es localmente cerrado en Wy, por tanto, hereda de Wy la estructura de
variedad algebraica.

2. El mapa ©y : Hy — Bir(P") es un morfismo cuya imagen es Bir(P") <.
Ademds, induce una biyeccion entre (17) 1 (Bir(P")4) y Bir(P"),.

3. Dado ¢ € Bir(IP") <y, el conjunto (7t7) ' (@) es cerrado en Wy y por lo tanto
en H,.

4. Si m es un entero positivo y F C H,, es cerrado, entonces ()~ (m,(F)) es
cerrado en Hy.
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Demostracion. Para probar la primer afirmacion consideremos Y C W1 x Wy el
conjunto de los pares (g, f) tales que i := (go(fo, > fu)s & (fo, =+, fn)) €8
un multiplo de la identidad, es decir, h;x; = h;x; para todo i, j. Por lo tanto, existe
a € k[xg,- -+ ,xy]gn_1 tal que h; = ax; para todo i. Si a es no nulo, se tiene que 43
¥ Y, son birracionales e inversas entre si; ademas el jacobiano de y¢ es no nulo.
Si a es nulo, tenemos que Yy contrae P a una subvariedad, que esta incluida en
el conjunto g; = 0 para cada i, por lo que Yy no es birracional y ademas tiene
jacobiano nulo. En particular, dado (g, f) € Y, tenemos que Y es birracional si y
sOlo si su jacobiano es no nulo.

Ademds, como la inversa de cada mapa birracional de P de grado d tiene
grado menor o igual a d"~! (Teorema 1.1.33), todo elemento f € Hy corresponde,
al menos, a un par (g, f) €Y.

Por definicion Y es cerrado en W1 X W,;. Ademas, al ser W;,—1 proyectivo,
la proyeccion p; : W1 x Wy — W, es cerrada, por lo tanto p,(Y) es cerrado en
W;. Sea U C W, el abierto de los elementos que tienen jacobiano no nulo. Por
construccién, tenemos Hy; = U N py(Y), es decir H, es localmente cerrado en W;.

Para la segunda afirmacién, tomemos f : H; x P" — - > H; x P" el mapa
racional dado por

(h,x) === (h,h(x)).

Denotemos J el jacobiano de fy sea V C H; x P" el abierto donde J es no nulo.
Afirmamos que la restriccion de f a V' es una inmersion abierta, lo que implica que
mty : Hy — Bir(P") es un morfismo. Para probar la afirmacién debemos ver que f
es universalmente inyectivo y étale (Lema 1.1.74).

Como vimos en 1.1.49 sabemos que un mapa birracional de P" induce una
biyeccion en donde su jacobiano no se anula, sobre su imagen. Por lo tanto, para
toda extension de cuerpos K|k, se tiene que la extension de f a K restricta a
V(K) N ({h} x P") es una biyeccién, para toda h € H;(K). Por lo tanto, f es
universalmente inyectiva. Ahora, como d(; ) f es inyectivo para todo (,x) € V,
yaque d, . f = id © d;h, tenemos que f es étale (Lema 1.1.75).

Si nos restringimos a (m;) ~! (Bir(IP"),), la sobreyectividad es clara, asi que vea-
mos la inyectividad. Dados f,g € Hy, se tiene que m;(f) = my(g) es equivalente a
figj = fgi Vi, j, entonces f;|fjg; Vi, j. Ahora, si tomamos f,g € (7;) ! (Bir(P"),),
tenemos deg f; = d = degg; y los f; sin factores en comin, por lo tanto f;|g; Vi,
es decir, f; = A;g; Vi con A; € k. Ademds, como fig; = fgi, se tiene que A;g;g; =
Ajg;gi. Por consiguiente A € k tal que f; = Ag;, de donde se sigue que f = g.
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Probemos la tercer afirmacion ahora; sea ¢ € Bir(IP") <4, que corresponde a un
mapa birracional y;, : P* — - > P" dado por

(xo: ixy) F—=> (ho(x0, - ,Xn) -+t hp(x0, ,Xn))

para algun polinomio homogéneo de grado k < d, sin factores en comun.

Observar que (7;)~!(¢) C Hy es el conjunto de los elementos (go : - : gn) €
W, tales que g;hj = gh; para todo i, j. Por lo tanto es cerrado en W, y por tanto en
H,.

Por dltimo, sean m un entero positivo y F C H,, un subconjunto cerrado.
Consideremos el subconjunto Yr de Y x F de los elementos ((g, f),h) tales que
f=Uo::fu)yh=(ho:---:hy,)inducen el mismo mapa P" — - = P", donde
F es la clausura de F en W,,. Que f y h produzcan el mismo mapa es equivalente a
decir que h;f; = h; f; para todo i, j, por lo cual Yr es cerrado en Y x F'y también
en W1 x Wy x Wy,. Sea pr : Wyt x Wy x Wy, — W, la segunda proyeccion, el
subconjunto py(Yr) de W, es cerrado en Wy y también en p;(Y). Intersectando
con U, tenemos que py(Yr) NU es cerrado en p(Y)NU = H,. Por construccion,
p2(Yp)NU = (77) (7, (F)), que es, por consiguiente, cerrado en H,;. O

Observacion 2.1.10. El lema anterior muestra que W; y H; son variedades algebrai-
cas. Como probaremos mas adelante, lo mismo ocurre con Bir(IP"),; pero no con
Bir(IP") 4, el cual no puede ser visto como una variedad algebraica para d,n > 2.
Sin embargo, la topologia de Bir(IP") —; estd dada por el mapa 7, : Hy — Bir(P") <4,
en el sentido que 7, es un cociente topoldgico (Corolario 2.1.14)

Lema 2.1.11. Sea A una variedad algebraica irreducible y p : A — Bir(P") un
morfismo. Existe un cubrimiento abierto afin (A;);cs de A tal que para todo i, existe
un entero d; y un morfismo p; : A; — Hy, tal que la restriccion de p a A; coincide
con p;.

Demostracion. Sea p : A — Bir(IP") un morfismo dado por un mapa birracional f :
AxP" — - > AxP", que se restringe a una inmersion abierta en un abierto U como
en la Definicién 2.1.1. Sea ag € A un punto y Ag C A un abierto afin que contenga ay.
Fijamos un punto wo = (ap,y) € U y coordenadas homogéneas xo, - - - , x, en P" de
modo que ysea (1:0:---:0) y que f(wp) no pertenezca al plano xo = 0. Anotamos
A" C P" el conjunto afin xo = 1, que tiene coordenadas afines z; = ;‘—(‘), e Zp = fc—g
En estas coordenadas, f se restringe a un mapa racional Ag x A" — — > A" que es
definido en wy. Componiendo con la i-ésima proyeccidén obtenemos una funcién
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racional en Ag x A", que estd definida en wy. Por lo tanto, obtenemos que f ‘ Agx A7

puede ser escrito, en un entorno de wy, como (a,(z1, - ,2,)) — (%, e ,5—")
para ciertos P;, Q; € k[Ao][z1,- - ,zn] tales que ningtin Q; se anule en wy. Tomando

denominador comun, tenemos que f en un entorno de wq estd dada por,

(a,(xo::x5)) = (ho - hy)

donde h; € k[Ao][xo, - - - ,xp] son polinomios homogéneos en xg,- - - ,x,, del mismo
grado d, tales que no todos se anulen en wy.

Sea Uy el conjunto de los puntos de (Ag x P") NU donde al menos un A4; no
se anula; observar que Uy es un abierto de A x P" y su proyeccion p;(Up) en A es
un abierto de Ag que contiene ag. Por lo tanto, existe un abierto afin Ay C p1(Uo)
que contiene a ag. La (n+ 1)-upla (ho,--- ,h,) produce entonces un morfismo
Po: Ayg — Hy,. Por construccion, la restriccion de p a Ay coincide con T4, © Po-

Iterando el proceso para cada a € A obtenemos el cubrimiento afin deseado. [

Corolario 2.1.12. Un conjunto F C Bir(P") es cerrado si'y sélo si (z) "' (F) es
cerrado en H; para todo d.

Demostracion. Por definicién F es cerrado en Bir(IP") si y sélo si su preimagen es
cerrada para todo morfismo. Como cada 7, es un morfismo, se tiene que (7;) ! (F)
es cerrado en H; para todo d si F lo es en Bir(P").

Reciprocamente, asumamos que (7;)~!(F) sea cerrado en H; para todo d
y sea p : A — Bir(P") un morfismo. Aplicando el lema anterior, obtenemos un
cubrimiento afin (A;);c; de A tal que para todo i existe un entero d; y un morfismo
pi : A — Hy, de modo que la restriccion de p a A; coincide con 7y o p;. Como
(my,)"Y(F) es cerrado y (p) "1 (F) NA; es igual a (p;)~!((m;) "' (F)), obtenemos
que (p)~'(F)NA; es cerrado en A; para todo i, por lo cual p~!(F) es cerrado en
A. []

Corolario 2.1.13. Bir(P")<, es cerrado en Bir(P") para todo d.

Demostracion. Por el corolario anterior, y como Bir(P") <, = m;(Hy), basta con
ver que (7,,) "' (m;(Hy)) es cerrado en H,, para todo m. El resultado es entonces
consecuencia del Lema 2.1.9 O]

Corolario 2.1.14. El mapa ©t; : H; — Bir(P") <4 es sobreyectivo, continuo y ce-
rrado para todo d. En particular es un cociente topologico.
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Demostracion. La sobreyectividad se deduce de la construccion de H; y 7y, y la
continuidad viene dada por ser 7; un morfismo.

Sea F C H, cerrado. Por el Lema 2.1.9, (m,,) ! (4(F)) es cerrado en H,, para
todo m, por lo tanto por el Corolario 2.1.12 m;(F) es cerrado en Bir(P"). O

La siguiente proposicion se deduce de lo probado anteriormente.

Proposicion 2.1.15. La topologia de Bir(P") es la topologia del limite inductivo
dada por las topologias Zariski de Bir(P")<4, d € N, que son las topologias
cociente de 7ty : Hy — Bir(P") <y, dénde Hy estd equipado con la topologia Zariski.

Es decir, F C Bir(IP") es cerrado si y sélo si 7rd_1 (F NBir(P")<y) es un cerrado
Zariski en Hy para todo d € N.

Ejemplo 2.1.16. Sean C C P" la ctibica nodal dada por abc = @’ + b3, donde a, b, ¢
son coordenadas homogéneas en P" y p3 : C — H3 dado por

(@a:b:c)— (xoR:x1S: xR : -+ : x4R),

R = ax3 + cxoxa 4+ bx3, S = axs + (b + ¢)xoxz + (a+ b)x.

Si p := m3 0 p3, entonces afirmamos que p(C) C Bir(IP")<; y no existe un morfismo
P2 : C — H> de modo que p = mp 0 p3.

La imagen de (0:0: 1) por p3 es (xp(xpx2) : x1(xpx2) @ -+ : x,(x0x2)), que
corresponde a la identidad. En el abierto C\ {(0:0: 1)} de C, ni a ni b se anulan,
por lo que la restriccién de p3 a este abierto corresponde a

(a:b:c)w (xR :x18" : xR : -+ : x,R'),

R’ = abR = a®bx3 4 abexox; + ab’x3,
S’ = ab$ = a*bx3 + (ab* + abc)xox; + ab(a+ b)x}.
Observar que R’ = a*bx3 + (a® + b®)xox2 + ab®x3 = (a’xz + b*xo) (bxz + axo)
y 8 = (a®xy +b(a+ b)xo)(bxy + axo). Esto muestra que m3(p3(a: b : c)) tiene

grado 2 para cualquier (a:b:c) € C\{(0:0:1)}. Por lo cual concluimos que
p(C) C Bir(P") <>,

Supongamos ahora que existe un morfismo p; : C — Hj tal que m o p; = p.
Como T, es biyectiva en (1)~ (Bir(P"),) y p(C\{(0:0:1)}) C Bir(P"),, la
restriccion de pp a C\ {(0:0: 1)} estd dada por

(a:b:c) (xoR" : x18" : xoR" : -+ . x,R"),
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R = a*xy+b*xp, §" = a5+ b(a+Db)xo.

Faltaria ver que este morfismo no se extiende a C. Sea ¢ : P! — C el mapa

birracional que dado por (u: v) — (u?v : uv? : u® +1?). De ser posible extender p,

tendriamos que la imagen de (u,v) por pyo @ : P! — Hs es

(xo(ux2 +?x0) : x1 (P xz +v(u4v)x0) : 22 (P x2 +v2x0) © - 2 X (P x2 +vPx0)).
En particular, vemos que p»(@(1:0)) y p2(¢(0: 1)) son distintos, lo cual es

imposible ya que @(1:0) =¢(0:1).

El ejemplo anterior muestra un morfismo C — Bir(P")<, que no se levanta
a H,. Esto ocurre por la degeneracién de elementos de Bir(P"), a elementos de
Bir(P"),. El siguiente lema muestra que la situacion es mejor si el grado esta fijo.

Lema 2.1.17. Sean dy,d, enteros tales que 1 < dy < dy. El conjunto
Hd17d2 = (ﬂdz)_l(Bir(]Pn)dJ

es localmente cerrado en Hy, e isomorfo a Hy, 4, X P(k[x0," -+ ,Xn|dy—q, ). Ademds,
la proyeccion
Pd,.d> * Haya, = Haya, € Ha,

es tal que Ty, © Py, 4, ¥ T, coinciden en Hy, 4,.

Demostracién. Por el Corolario 2.1.13, (1z,) "1 (Bir(P")<y,) y (4,) " (Bir(P") <y, 1)
son cerrados en Hy,. Lo que implica que Hy, 4, es localmente cerrado en Hy, y por
tanto hereda la estructura de variedad algebraica. Tenemos la biyeccion natural

T: Hdl dyp X P(k[xo, ce e ,xn]dzfdl) — Hdl-,dz

((foz---:fn)sh) = (foh: - fuh),

que es la restriccion del morfismo

T: VVd1 X ]P’(k[xo, T 7xn]d2—d1) - Hdhdz

((fo:--:fu)h) = (foh: - fuh).

Anotando como Uy, C Wy, el abierto de los elementos (fy : --- : f;,) tales que
los f; no tengan factores en comiin, para probar el resultado basta con ver que 7 se
restringe a un isomorfismo de V = Uy, x P(k[xo, - ,X]4,—q,) con su imagen.
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El morfismo 7 es universalmente cerrado por ser proyectivo y, como V =
2-1(%(V)), su restriccién a V también es universalmente cerrado. Calculando el
diferencial, se ve que no es ramificado. En efecto, pensemos el mapa en los espacio
afines correspondientes,

T : klxg,- - ,xn]zl+1 X k[x0, , Xn|dy—a, — Klx0- - ,xn]Z;'l

((f():"' >fn)7h) - (f()hv 7fnh)

y calculemos el diferencial.

Fijemos ((fo,-*,fu),h) € k[xo,- - ,)C,,]ZIJrl x K[x0, -+ s Xn]4,—a, - Identificando
los tangentes, tenemos ((fo+ €go, -, fu + €8gn), A+ LA) es un elemento del tan-
gente. Aplicando 7, obtenemos ((fo+€go)(h+uUA),---, (fo+€go)(h+uA)), que
en cada coordenada es fih+ €gih+ fitA+ €gitA. En conclusion, el diferencial
en ((fo, -+, fn),h) evaluado en ((€go, - ,€8n), LA) es

(8g0h+f()‘UA, T 78gnh+fn.u'A)

Observar que €g;h+ fiuA = 0 Vi es equivalente a h|f;A para todo i. Si ahora
los f; ’s no tienen factores en comun, es equivalente a que h|UA y como tienen
el mismo grado, deben ser proporcionales. Sustituyendo en la ecuacién y usando
grados, tenemos que (go, - ,&n) ¥ (fo,* -, fx) también son proporcionales, es
mds, se tiene que Ker d(; ;)T =k- (—f,h). Por lo tanto, pasando a los proyectivos,
obtenemos que es no ramificado.

Ademads es claramente universalmente inyectiva y sobreyectiva, por lo tanto es
un isomorfismo. [

Corolario 2.1.18. Sea A una variedad algebraica irreducible y p : A — Bir(P")
un morfismo cuya imagen estd contenida en Bir(P"), para cierto d entero. Existe
un tinico morfismo p : A — Hy tal que p = m 0.

Demostracion. El Lema 2.1.11 produce un cubrimiento abierto afin (A;);c; de A
tal que para todo i, existen un entero d; y un morfismo p; : A; — Hy, de modo que la
restriccion de p a A; coincida con 7z, 0 p;. Como p(A) estd contenida en Bir(IP") 4,
se tiene que d; > d para todo i y la imagen de p; estd contenida en Hy 4. Podemos,
entonces, remplazar p; por pg 4, © p; donde p, 4, es la obtenida en el lema anterior.

Luego del remplazo, cada d; es igual a d. Ademdas como 7, se restringe a una
biyeccién Hy 4 — Bir(IP") 4, los mapas p; y p; coinciden en A;NA ;. En particular
producen un morfismo p : A — H,; tal que p = my 0 p. La unicidad se deduce del
hecho que 7, se restringe a una biyeccion H, 4 — Bir(P"),. O
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Proposicion 2.1.19. Sea d > 1 un entero. Se satisface:
1. El mapa m; : Hy — Bir(P") <, se restringe a una biyeccion
Hya = (7)™ (Bir(P")g) = Bir(P")s,
donde H, 4 es abierto en Hy, y por lo tanto una variedad algebraica.

2. Sea A una variedad algebraica irreducible. Los morfismos A — Bir(P") cuya
imagen estd contenida en Bir(IP"), corresponden, via my, a morfismos de
variedades algebraicas A — Hy 4.

Demostracion. Para la primer afirmacion, solo resta ver que Hy 4 es abierto, lo que
se desprende del hecho que (1)~ !(Bir(P")<4_1) es cerrado en Hy. Por lo tanto
(mg) "' (Bir(IP"),) es abierto en H,.

Probemos la segunda. Si p : A — Hy 4 es un morfismo de variedades algebraicas,
entonces 7y o p es un morfismo A — Bir(P") con imagen contenida en Bir(PP"),.

Reciprocamente, si p : A — Bir(P") es un morfismo con imagen contenida
en Bir(P")4, este corresponde de manera tinica a un mapa p : A — Hy 4 tal que
p = myop. El corolario anterior implica que p es un morfismo de variedades
algebraicas. [

2.2. Subgrupos algebraicos de Bir(P")

En la literatura, un subgrupo algebraico G de Bir(X) corresponde a tomar un
grupo algebraico G y un morfismo G — Bir(X) que a su vez es un morfismo de
grupos.

Algunos ejemplos de subgrupos algebraicos de Bir(IP") son Aut (P") ~ PGL(n+
1,k) y Aut®(X), siendo X una variedad térica compacta no singular de dimensién
n. Ademis en el dltimo ejemplo se tiene que Aut’(X) contiene un toro algebraico
de dimension n.

Para més ejemplos y una clasificacién de los subgrupos maximales de Bir(IP?)
remitimos a [O].

El Corolario 2.2.2 permite dar una definicién intrinseca en el caso X = P",
mientras que el Lema 2.2.3 muestra que ambas definiciones coinciden.

Proposicion 2.2.1. Sea G C Bir(P") un subgrupo cerrado, conexo 'y con G C
Bir(P") <4 para cierto d natural de modo que 71:0?1 (GNBir(P"),) es no vacio.
Sea K su clausura en H;, entonces
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1. 7, induce un homeomorfismo K — G.

2. Sea A una variedad algebraica irreducible. El morfismo A — Bir(P") con
imagen contenida en G corresponde, mediante 7 , al morfismo de variedades
algebraicas A — K.

3. Los levantamientos a K del producto G X G — G, (f,g) — fogy el mapa
G — G, f — f~!, dan lugar a morfismos de variedades algebraicas K x K —
KyK — K.

Esto dota a G de una tnica estructura de grupo algebraico.

Demostracion. Como G es cerrado en Bir(P")—y, el pullback (1)~ !(G) es ce-
rrado en Hy y por lo tanto tiene un nimero finito de componentes irreducibles

Ii,---,I,. Por el Corolario 2.1.14, los conjuntos 7y (1), - ,7;(I,) son cerrados e
irreducibles y cubren G. Quedandonos con los maximales, obtenemos las compo-
nentes irreducibles de G, digamos Z,- - ,Z,,.

Parai=1,--- ,m,seaA;:={g€ G : gZ; =Z;}, que es igual a ﬁheleih’l y
por lo tanto cerrado en G. Al ser G la unién disjunta de los A;, cada A; también es
abierto. Por lo tanto, existe un i tal que A; = G, lo que implica GZ; = Z;. Como
GZ, = G, entonces m = 1 y por lo tanto G es irreducible.

Ahora, al ser G irreducible, el abierto G; := G N Bir(P"), es irreducible y
denso en G. Escribiendo K; = (7)1 (G)NHy 4 = (74) "' (G4), el mapa 7, induce
un homeomorfismo K; — G, de donde resulta K irreducible. Su clausura K = K
est4 contenida en (777) ~! (G), por lo tanto satisface 77;(K) C G. Ademés, 7;(K) es
cerrado en G y contiene a G4, un abierto denso de G. Por lo tanto, 7;(K) = G.

Fijemos f € K y consideremos el mapa K — Hp, g — go f. Afirmamos que
existe p € k[xo, -+ , X4 2_4 que divide cada componente de go f, para todo g € K.
En efecto, dado g € K, se tiene mp(go f) € G, por lo que tiene grado < d. Si el
grado es exactamente d, entonces existen pg € K[xo, - ,xn]2_4 Y hg € Hy tales que
go f = pghg. Si suponemos que 7,(g) tiene grado d, entonces la hipersuperficie
pg = 0 es contraida por f a los puntos base de g, por lo tanto tenemos que p,
es un producto de algunos factores del jacobiano de f. Esto genera, a menos de
multiplicacién por constantes, un nimero finito de polinomios homogéneos de
grado d®> —d, p1,--- , ps.

Parai=1,---,s, sea F; el conjunto de elementos g € K tales que p; divide cada
componente de go f. Observar que cada F; es cerrado en K, y F; U- - - U F; contiene
el abierto de los g € K tales que m;(g) y mp2(go f) tienen grado d. Por lo tanto,
como K = Kj es irreducible, se tiene que K = F; para cierto i, lo que prueba que
existe tal p € k[xo, -+ ,xn] 2_g4-
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Consecuentemente, existe un morfismo s : K — (1) ' (G) C H, tal que para
cadage K, gof=pus(g). ComoU := /.Lfl (Kg) = u;l(ded) es un abierto denso
de K, se tiene ps(K) = s (U) C us(U) CK.

Como 74(K) = G, existe un g € K tal que mp(fog) = mp(go f) =idp. Lo
que implica que los morfismos de K en K, [y o sy Uy o g, coinciden con la
identidad en K, que es denso en K, por lo tanto coinciden con la identidad en K.
Concluimos que pir : K — K es un isomorfismo.

Probemos 1). Veamos que si 7m,(g) = my(h) para ciertos g,h € K, entonces
g=h.Sea f € K tal que m;(g) o my(f) € G4. Como 7y (1s(g)) = ma(1us(h)) en Gy,
se tiene que f1r(g) = Wy (h), por lo cual g = h. Entonces tenemos que 7; induce un
morfismo biyectivo K — Gy por el Corolario 2.1.14 sabemos que es cerrado, por
lo tanto es un homeomorfismo.

Probemos la segunda afirmacién. Si p : A — K es un morfismo de variedades
algebraicas, entonces 7, o p es un morfismo A — Bir(IP") con su imagen contenida
en G.

Reciprocamente, sea ¢ : A — Bir(P") un morfismo con imagen contenida
en G que corresponde a un dnico mapa p : A — K tal que ¢ = myo0p. Por la
Proposicion 2.1.19, p es un morfismo de variedades algebraicas en el abierto
! (G4). Para cualquier f € K, componiendo p y ¢ con my y la multiplicacion a
derecha por m;(f) y usando la Proposicion 2.1.19 se tiene que p es un morfismo
enp ! (mj?1 (K4)). Como los abiertos mle (K4) cubren K, deducimos que p es un
morfismo de A en K.

Por dltimo, como 7, : K — Bir(P") es un morfismo, también lo es o 7, :
K — Bir(PP"), donde I : Bir(P") — Bir(P") es el mapa que manda a un elemento
en su inverso. Por la parte anterior, / o ; : K — G corresponde a un morfismo
de variedades algebraicas K — K, que manda cada elemento en su inverso. Del
mismo modo, la composicién de los morfismos K x K — Hp, (f,g) — fogy
7, o Hp — Bir(P") es un morfismo K x K — Bir(P") con imagen incluida en G.
Aplicando la parte anterior, obtenemos un mapa K x K — K que es el producto de
la estructura de grupo, lo que termina la demostracion. L

Corolario 2.2.2. Sea G C Bir(P") un subgrupo, cerrado y de grado acotado.
Existen un grupo algebraico K y un morfismo K — Bir(P"), induciendo un ho-
meomorfismo T : K — G que es un morfismo de grupos y tal que para cualquier
variedad algebraica irreducible A, el morfismo A — Bir(IP") con imagen contenida
en G, corresponde via w, al morfismo de variedades algebraicas A — K.

Demostracion. El hecho que G tiene finitas componentes conexas puede ser ve-
rificado de la misma manera que en el teorema anterior. El resto de la prueba es
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consecuencia directa de la proposicion anterior y del Teorema 1.1.60. ]

Lema 2.2.3. Sean A un grupo algebraico y p : A — Bir(P") un morfismo, que
ademds es un morfismo de grupos. Entonces, la imagen G de A es un subgrupo
cerrado de Bir(P"), con grado acotado. Si m : K — G es el homeomorfismo cons-
truido en el corolario anterior, existe un vinico morfismo de grupos algebraicos
p:A— Ktal que p =mop.

Demostracion. Por el Lema 2.1.11, la imagen G = p(A) es de grado acotado.
Denotemos por G su clausura. Observar que es un subgrupo de Bir(IP").

Por el corolario anterior, obtenemos un homeomorfismo canénico K — G,
donde K es un grupo algebraico, y un levantamiento p : A — K del morfismo
p : A — Bir(IP") con imagen en G. Como p es un morfismo de grupos, p es un
morfismo de grupos algebraicos, por lo que su imagen es cerrada y por tanto es K.
Entonces G = G, lo que finaliza la prueba. ]

2.3. Estructura de Bir(P")

En esta seccion se verd que no se puede dotar a Bir(P")~,; de una estructura
de variedad algebraica coherente con los morfismo A — Bir(P"), si d,n > 2. Esta
imposibilidad radica en la topologia de Bir(P") y no en la dimensién del espacio.
El siguiente ejemplo sera crucial para ver esto.

Ejemplo 2.3.1. Consideremos ¢ : P? — W, el morfismo definido por
(a:b:c)— (xo(axy+cxp) : x1(axy +bxg) : xa(axa +cxg) @ -+ x,(axz + ¢x9));

observar que @ es un mapa cerrado que, ademds, es inyectivo.
En efecto, @(a:b:c) = @(d' : b : ') siy solo si existe A € k tal que

axy+cxg  axp+bxg

Cdx+cxg  dxp+bxo]

lo que implica, (a:b:c)=(d : b : ).

Observar que ¢(0:1:0) ¢ Hy, pues @(0:1:0)=(0:xpx; :0:---:0) y
claramente el mapa racional asociado no es birracional. Andlogamente, se tiene
que @(0:0:1) ¢ Hy. Ademéssi (a:bh:c) €P>\{(0:1:0),(0:0:1)} el mapa
asociado a @(a : b : c) es birracional y su inverso es el asociado a @(a: c: b): en
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efecto, escribamos @(a:b:c)=(fo: - : fu) yola:c:b)=(go: - :gn). Si
i # 1, se tiene
fi(g0, -+ ,8n) = gi(aga +cgo) = xi(axz + bxo) (axa(axs + bxg) + cxo(axs + bxp))
= xj(ax; + bxo)z(axz + ¢xp).
Sii=1, se tiene
f1(80, - 18n) = g1(ag2 +bgo) = x1(axz + cxo) (axa (axa + bxo) + bxo(axz + bxo))
= x1(axy + cxo) (axp + bxo)z.
Deducimos que (fo(g0,+ &) -+ ful8o, &) es igual a
(xo(axs 4 bxg)*(axs 4 cxg) « -+ xp(axs + bxg)*(axs 4 cxp)).
Definamos V =P?\ {(0:1:0),(0:0: 1)} y designemos V C Bir(P")<, la imagen
del morfismo p = m o @.
SeaL={(a:b:c)€V : b=c} CV,observar que p(L) = {id} y p induce
una biyeccién V \ L — V' \ {id}. En efecto, por un lado
pla:c:c)=m(xo(axy +cxp) : x1(axa 4 cxp) : xp(axy +cxp) =+ xp(axy + cxp))
=(x0: 1 xp).
Por otro lado @(a:b:c) € Hyp si(a:b:c) € V\L,de donde sigue la afirmacién.

Lema 2.3.2. En el contexto del ejemplo anterior, se cumple:

1. El conjunto V C Bir(IP") es cerrado

2. Elmapa p :V — V es un cociente topoldgico

Demostracion. Para probar 1. basta ver que @(V) es cerrado en H, ya que 7 es
un mapa cerrado.

Consideremos A C H, como el conjunto de los elementos (ko : ---: h,) € H
tales que hox; = hjxo Vj > 2. Es claro que A es cerrado en H», ademds, cada
elemento de A es de la forma (xoly : I : xply @ --- : x,11) con I; € k[xg,- -+ ,Xu);.

Imponiendo las condiciones que /| dependa de xg y x, y que /> sea una combinacion
lineal de x1x; y xox; obtenemos

(xo(axy 4 cxo) = x1(dxp +bxg) = x1(axy +cxp) @ - : xp(axz +cxp))

para ciertos a,b,c,d € k con (a,c) #0y (b,d) # 0. Si ademds pedimos que a = d
obtenemos ¢(V), por lo tanto es cerrado en H. Ademds, como 7, es un cociente
topolégico y ¢ es un homeomorfismo sobre su imagen, tenemos que p = T; 0 @ es
un cociente topolédgico. [
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Proposicion 2.3.3. Dados d,n > 2 se cumple:

1. No hay una estructura de variedad algebraica (o ind-variedad algebraica)
en Bir(P") <, tal que los morfismos A — Bir(P") con imagen contenida
en Bir(P") <4 correspondan con morfismos de (ind)variedades algebraicas
A — Bir(P") <.

2. No hay una estructura de ind-variedad algebraica en Bir(P") tal que los
morfismos A — Bir(P"), correspondan con morfismos de (ind-)variedades
algebraicas A — Bir(P").

Demostracion. Supongamos, por absurdo, la existencia de la estructura de ind-
variedad en Bir(P")<4 o Bir(P"). Sea p : V — Bir(P") el morfismo del ejemplo an-
terior. Como la imagen es V C Bir(P")<; C Bir(P")<4, y V es cerrado en Bir(P"),
luego lo es en Bir(IP")<,. Por lo tanto el mapa p corresponde a un morfismo de
ind-variedades de V a Bir(P") 4 o Bir(P"). Como ademds, V es una variedad alge-
braica, el morfismo se factoriza por un morfismo de V a una variedad algebraica
cerrada (de dimension finita). Al ser la imagen V de V cerrada, el mapa V — V es
un morfismo de variedades algebraicas, por lo cual V es una variedad irreducible
de dimension 2. El lema anterior afirma que este mapa es un cociente topoldgico.
Por lo tanto todos los cerrados irreducibles de V corresponden a puntos,aV o ala
imagen de curvas de V.En particular, como todas las curvas de P2 se cortan con L
tenemos que todas las curvas de V pasan por la identidad, lo cual es imposible para
una variedad algebraica de dimensién > 2. ]

Definicion 2.3.4. Sea S un espacio topolégico. Decimos que un punto cerrado
p € S es un punto atractor de S si se verifican:

1. S contiene un cerrado propio infinito
2. p estd contenido en todos los cerrados infinitos F C S.

Lema 2.3.5. Si X es una ind-variedad algebraica, entonces el conjunto de los
puntos atractores de cualquier cerrado irreducible de X es vacio.

Demostracion. SeaY C X un cerrado irreducible. Supongamos primero que Y es
una variedad algebraica de dimension > 2. Entonces, para cualquier punto p € Y,
podemos encontrar una curva cerrada I' C Y que no pase por p. Consecuentemente,
Y no tiene puntos atractores. Lo mismo sucede si hay algiin cerrado Z C Y que sea
una variedad algebraica de dimensién > 2.
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SiY es variedad de dimensién < 2, entonces no contiene ningtn cerrado infinito

propio.
Resta considerar el caso en que Y es una ind-variedad, siendo la unién de
Y1 CY, C---, donde los ¥; son variedades algebraicas de dimension menor o igual

que 1 e Y; # Y. Tomamos p € Y y consideramos d un entero tal que p € Y.
Consideremos g; € ¥;\ Y;_j paracadai > d+ 1 y sea F la union de los ¢;. [

Observacion 2.3.6. Se puede probar que en el caso de considerar la topologia
Zariski de la ind-variedad también se verifica el lema anterior.

Proposicion 2.3.7. Sin > 2, cualquier elemento ¢ € Bir(P") es un punto atractor
de algun cerrado irreducible Y C Bir(P").

Demostracion. Podemos asumir que @ es la identidad, pues el mapa Bir(P") —
Bir(P") dado por ¢’ — @ o ¢’ es un homeomorfismo.

Consideremos el mapa p : V — Bir(P") del ejemplo anterior. Sabemos que V es
cerrado en Bir(P") y su topologfa estd dada por el cociente V — V. El con]unto 1%
es irreducible, contiene infinitos cerrados infinitos y todos intersectan L = p~! (id).
Esto muestra que V es irreducible, con infinitos cerrados infinitos y que todos
contienen la identidad. Es decir, id es punto atractor de V. ]
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Capitulo 3

Topologia euclidea

Sea (k, | |) un cuerpo local no arquimedeano y consideremos la funcion
d :P" x P" — R>( definida de la siguiente manera
mdXxi< [xiy; —x;yil
7 7z )
mdx; [x;| max; [yil

d(x,y) =

donde xg, - - - ,x, € Y0, - - ,Yn son coordenadas homogéneas de x e y respectivamente.
Veamos que d es una ultramétrica en P".

Observar que la funcién asi definida es efectivamente independiente del repre-
sentante, simétrica y verifica d(x,y) = 0 si y solamente si x ~ y.

Para verificar la desigualdad triangular fuerte, observar que

iy — xvil |2k = |xiyjzk — xjvizk]
= |XiY jZk — XY jZi F XY jZi — XiYiZj + XiyiZj — XjYiZk|
< max{|xizx — xizi[y;l, [vizj — yjzilleel s ez — xjzel [vil b

< méx {méx |xizj — xjzi| max |y |, méx |z;y; — z;il mjcixk|xk|} :
i<j k i<j i
Por lo tanto, se tiene

i x| < i { iz ;2 i o
<Jj k i<j k i<j k

Dividiendo entonces por (méxy x| ) (méaxy [yx|) (maxy |z«|), concluimos

d(x,y) < max{d(x,z),d(z,y)},

0 sea, d es una ultramétrica en [P".

53
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Definicion 3.0.1. La ropologia euclidea de P" es la inducida por d.

Lema 3.0.2. Las cartas afines @; : A" — U; C P", donde U; = {x € P" : x; # 0},
son homeomorfismos con respecto a la topologia euclidea.

Demostracion. Observar que si consideramos representantes con max; |x;| = M,
tenemos

oy —xyil = ey —xixj +xx — x|
< max{|x; —y;llxl, [x =yl |x; [}
< max{|x; —y;l, |xr —yi|}
Smlﬁxfxl—m-

Por lo tanto,
d(o(x),0(y)) = fflfjx [xiyj —xjyil < max |xi —yi| = d(x,y),

de donde se deduce que ¢ es continua.
Sea y : U; — A" la inversa de ¢, que estd definida mediante

W(xo: ) = (@ ,@)

Xi ’ Xi

Tenemos entonces,

Ay (x), w(y)) = mix |5 23
I X )i
= mmj’lx |xjyi —xiyj]
= Jxil|yil 1?2( b = x|
= md(x, y) m]fix|xk|m1§X|yk|~

Considerando, representantes con maxy |x;| = M = maxy |yx|, si ademas los
tomamos con x; = 1 = y;, concluimos que ¥ es continua, lo que completa la
demostracion. O

Lema 3.0.3. La topologia euclidea de P" es mds fina que la topologia Zariski.
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Demostracion. Usando las cartas afines @; : A" — U; tenemos para cada i el si-
guiente diagrama conmutativo

A—2Ly,cpr,

N

k

donde € k[xg, - -+ ,x,]4 y & su deshomogenizacién.

Por lo tanto tenemos que Z(h) NU; es cerrado segin la topologia euclidea para
todo i, por ser ¢; un homeomorfismo y / continuo.

En conclusién, Z(h) = |J; (Z(h) NU;) es cerrado en la topologia euclidea.

Ademas, P" con la topologia euclidea es un espacio métrico, por lo que es
Hausdorff, es decir, existen abiertos euclideos no Zariski. O

3.1. La topologia euclidea sobre Bir(IP")-,

Las variedades W; y H; (notacidon como en la Definicion 2.1.7) estan definidas
sobre cualquier cuerpo. Por el Lema 2.1.9, W; es un espacio proyectivo y Hy
es localmente cerrado en W, en la topologia Zariski, por lo que tiene sentido
considerar la siguiente definicion.

Definicion 3.1.1. La topologia euclidea en Bir(P")<, es la topologia cociente
inducida por el mapa sobreyectivo w; : H; — Bir(P") <4, considerando en Hy la
topologia euclidea relativa.

Si f: X — Y es un mapa cociente entre espacios topologicos y A un subespacio
de X, notar que el mapa inducido A — f(A) no siempre es un cociente. Sin embargo,
esto es cierto si A es abierto y A = f~!(f(A)). Como Hy 4 = (74) ' (Bir(P")4)
es abierto Zariski en Hy, y por tanto es un abierto euclideo, 7, se restringe a un
homeomorfismo (7;) ~! (Bir(P");) — Bir(P")4, para cualquier d > 1.

Lema 3.1.2. Sea d > 1 un entero. Dotados con la topologia euclidea, W; y H; son
espacios métricos localmente compactos. En particular, los conjuntos Wy, H; y
Bir(IP") <4 son espacios sequenciales.

Demostracion. Por construccion de la topologia euclidea, W; y H; son espacios
métricos. Como W; es compacto y H; es localmente cerrado en Wy, se tiene que
H, es localmente compacto. El resto sigue del hecho que los espacios métricos son
secuenciales y que cociente de secuenciales es secuencial. ]
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Recordar que un mapa f : X — Y entre espacios topoldgicos es propio si es
continuo y para cualquier espacio topolégico Z, el mapa f X idz es cerrado. Tam-
bién recordar que un espacio topoldgico es localmente compacto si es Hausdorff y
cada punto tiene un entorno compacto.

Lema 3.1.3. Dado d > 1 se cumplen las siguientes.
1. my:Hy — Bir(P") <4 es propio (y cerrado).
2. Bir(P") <, es localmente compacto.

Demostracion. Recordar el siguiente resultado: si f : X — Y es un cociente con
X localmente compacto, entonces f es propio si y sélo si es cerradoy f~!(y) es
compacto para todo y € Y. Ademas, si se verifica alguna de la anteriores, Y es
localmente compacto.

Dado ¢ € Bir(P")<y, del Lema 2.1.9 sigue que, (77) (@) es cerrado en W.
Como W, es compacto, se deduce que (1) "' (¢) es compacto. Por lo tanto, como
H, es localmente compacto, solo resta ver que 7, es cerrado.

Sea F C H; un cerrado. Queremos ver que 7;(F) es cerrado en Bir(P")y,
lo que es equivalente a ver que F = (1;) ! (ny(F)) es cerrado en H,. Para esto,
tomemos una sucesién (¢;);cn C F que converge a ¢ € H; y veamos que ¢ € E.

Como 7, es continuo por construccion, la sucesion (7, (@;));en converge a
ms(¢@) € Bir(P")<,. Remplazando por una subsucesién, podemos suponer que el
grado de los m;(¢;) es el mismo, digamos m < d.

Sim =d, tenemos (7z) "' (7y(¢;)) = {@;} para todo i, por lo tanto (¢;)ieny C F
y, al ser F cerrado, se tiene ¢ € F C F.

Asumamos m < d, y anotemos k = d —m > 1. Para cada i, existe un polinomio
homogéneo a; € k[x,-- - ,x,] de grado k, tal que

¢ = (aifio: - aifin),

donde (fig: - : fin) € W, corresponde a un mapa birracional de grado m < d.
Consideremos la sucesion (a;);cn. Como cada g; esta definido a menos de cons-
tantes y P(k[xp,---,x,]) es compacto, a menos de reemplazar por una subsuce-

sion, podemos asumir que (a;);cy converge a un polinomio homogéneo no nulo
a € Kxg, - ,x,] de grado k.

Andlogamente, podemos asumir que {(fio:---: fix)}ien converge a un ele-
mento (fo: -+ : fu) € Wy, puesto que W, es compacto. Ademas como (¢;);eN
converge a @, tenemos que @ = (afy:---:af,) € Hy.
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Para cada i, existe ¢ € F con 74(@!) = 1y(¢;) pues ¢; € F = (77) "1 (74 (F)).
Tenemos entonces @] = (bif;o: -+ - : bifin), para ciertos polinomios homogéneos no
nulos b; € k[xg, - - - ,x,] de grado k. Nuevamente, podemos asumir que la sucesién
(b)ien converge a un polinomio homogéneo no nulo b € k|xo,-- ,x,] de grado
k. En particular, la sucesion (¢!);cn converge a (bfy: -+ : bf,), el cual estd en F
por ser cerrado. Lo que implica que ¢ = (afy : ---: af,) € F, pues my(afy:---:
afn):ﬂ'd(bf()l bfn) E?’L’d(F). ]

Observacion 3.1.4. Para cualquier d > 2, m; : H; — Bir(P")<; no es abierta.
En efecto, definamos f,, = (xox‘zlf1 :xl(ngl + %ngl) cxd i e Hy
para m > 1. Como {f,}men converge en Hy a f. € (m7)”'(id), tenemos una
sucesion {7y (fm)}men de elementos de grado d que convergen a la identidad.
Sean g € (my)~'(id) tal que g # f.. y U C H,; un entorno abierto de g que no
contenga ningtn f,. Entonces, m;(U) no es abierto pues {7;(fin) } men converge a

id € my(U) pero my(U) no contiene ningtin 7 ( fn)-
Lema 3.1.5. Dado d entero positivo, la inyeccion natural
lg - Bir(IP’”)Sd — Bil‘(]P)n)Sd+1

es una inmersion cerrada, i.e. un homeomorfismo sobre su imagen, que es cerrada
en Bir(P") <441.

Demostracion. Definimos el mapa i, : H; — Hy; mediante iy(fo: -+~ : fu) =
(xofo : -+ : x0fy)- Es un morfismo de variedades algebraicas, que es una inmer-

si6n cerrada. Por lo tanto es continuo y cerrado respecto a la topologia euclidea.
Tenemos el siguiente diagrama conmutativo

lg
Hy Hyq

jﬂd jﬂdﬂ

Bir(P") <y ———= Bir(P") <y

Observar que la continuidad de 1; implica la continuidad de 14. En efecto, si U es un
abierto de Bir(P") <441, la igualdad (7rd)_1(ld_1 (U)) = (id)_l(atd_il(U)) muestra
que (7y) ! (ld_] (U)) es cerrado en Hy, es decir, ld_1 (U) es cerrado en Bir(P") <.

Es claro que 1, es inyectiva, por lo que resta probar que es cerrada. Como
Ty11 Yy 1y son cerradas, también lo es @y, o1y = 150 m,. Al ser m; continua y
sobreyectiva, tenemos que 1, es cerrada. [
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3.2. La topologia euclidea en el grupo de Cremona

Usando el Lema 3.1.5 se puede considerar en Bir(IP") la topologia del limite
inductivo dada por Bir(P")<,, es decir, un subconjunto de Bir(P") es cerrado
(respectivamente abierto) si y sélo si su interseccion con cada Bir(P?)<, lo es.
En particular, las inyecciones Bir(IP") <, < Bir(P") son inmersiones cerradas. La
topologia definida de esta manera es la topologia euclidea de Bir(IP"). En esta
seccion veremos que con esta topologia, Bir(P") es un grupo topoldgico.

Lema 3.2.1. Para cualquier entero positivo d, el mapa I; : Bir(P") <4 — Bir(P") _ jn1
que manda un elemento en su inverso, es continuo.

Demostracion. Como en la prueba del Lema 2.1.9, definimos ¥ C W;,—1 x Wy
como el conjunto de los pares (g, f) tales que (go(fo, -, /) =+ : &n(fo, -, fn))
es un miltiplo de la identidad y sea U C W, (respectivamente U’ C W,1) el
conjunto de los elementos con jacobiano no nulo.

Como observamos previamente, Y es cerrado en W—1 x W, y U es abierto en
Wy, por lo tanto L :=Y N (W1 xU) =Y N (U’ x U) es localmente cerrado en
de—l X Wd.

La proyeccion sobre el segundo factor induce un morfismo sobreyectivo 13 :
L — H,, mientras que la proyeccion sobre el primer factor induce un morfismo
N1 : L — Hj;-1 que en general no es sobreyectivo. Por construccion, tenemos el
siguiente diagrama conmutativo

L
% \
Hd Hdnfl
- -
Bir(P") <y ——— > Bir(P") g1

Afirmamos que 7 es cerrado para la topologia euclidea. En efecto, por un lado,
como W -1 es compacto, tenemos que la proyeccion sobre la segunda componente
W -1 x Wy — Wy es cerrada. Por otro lado, su restriccion a un cerrado Y C W1 X
W, induce un mapa cerrado 15 : ¥ — W,. Finalmente, recordar que si ¢ : A — B
es un mapa continuo y cerrado entre espacios topologicos y C es un subconjunto
de B, entonces ¢ induce un mapa continuo y cerrado ¢ ~!(C) — C. La afirmacién
es entonces consecuencia de L = (n}) ! (Hy).
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Para cualquier subconjunto F de Bir(P") _ ju-1, tenemos 1 ((7n-11) "' (F)) =
(I;77) "~ (F). En efecto, ambos conjuntos corresponden a elementos (fo : -+ : f) €
W, tales que el mapa racional Y es el inverso de algtin elemento de F.

Ahora, si F es cerrado en Bir(P")_ -1, como 1 y 71 son continuas rela-
tivamente a la topologia euclidea, el conjunto Fy := (m;-11;) "' (F) es cerrado
en L. Por lo tanto 7rd_] (Id_1 (F)) = (Iymy) "' (F) = ma(Fy) es cerrado en Hy, lo que
implica que IJI (F) es cerrado en Bir(P")<; y completa la demostracion. O

Corolario 3.2.2. El mapa I : Bir(P") — Bir(P") que manda un elemento en su
inverso es un homeomorfismo.

Demostracion. Como I es su propio inverso, solo falta ver que es continuo. Como
mencionamos antes, el grado del inverso de un mapa birracional de P" de grado
d es alo sumo d"~!. Consecuentemente, / se restringe a un mapa inyectivo I, :
Bir(P")<4 — Bir(P") -1, para cualquier d > 1. Debido a como se define la
topologia euclidea en Bir(P"), basta ver que I, es continuo para cada d, lo cual es
consecuencia del lema anterior. L

Lema 3.2.3. Dados d, k enteros positivos, el mapa &g i : Bir(P") <4 x Bir(P") < —
Bir(P") < gk que manda (@1, ®2) a @1 o @, es continuo.

Demostracion. Usaremos el siguiente diagrama conmutativo

Cak

Hy x Hy, H ;

ln’dk
Bir(P") <y x Bir(P")<p — - Bir(P") -y

ln‘dxnk

donde &g, manda ((fo:--: fa), (80 -+~ :&n)) en (fo(g0, -+ ,8n) -2 fu(g0, -, 8n))-
Como &, es un morfismo de variedades algebraicas, entonces es continuo seguin

la topologia euclidea. Dado F C Bir(P") 4 cerrado, el conjunto (ﬂdkéd,k)_l (F)
es por tanto cerrado en Hy X Hy. Como el diagrama es conmutativo, tenemos
(mala ) 1 (F) = (my x m)"Y(K), siendo K = (&;4) " '(F). Resta probar que
Ty X T es un mapa cociente, lo que implica que K es cerrado y por tanto &,
continua.

Como el producto de mapas propios es propio, tenemos que 7; X 7y €S propio,
y por lo tanto, cerrado. Al ser continuo y sobreyectivo, se deduce que m; X 7 es
un mapa cociente. O
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Corolario 3.2.4. El mapa P : Bir(P") x Bir(P") — Bir(P") que manda (¢, ') a
@ o ¢ es continuo, donde en Bir(P") x Bir(P") consideramos la topologia produc-
to.

Demostracion. Por la definicion de la topologia en Bir(IP"), basta con probar que
la restriccion &g : Bir(IP") <4 x Bir(P")<x — Bir(IP")<4 es continua para cada
d,k y entonces el resultado es consecuencia del lema anterior. ]

Corolario 3.2.5. (Bir(P"),P,1;) es un grupo topolégico.

3.3. Restriccion de la topologia a subgrupos

Como vimos en la Seccién 2.2, un subgrupo algebraico de Bir(PP") corresponde
a un subgrupo G C Bir(IP") cerrado Zariski de grado acotado. Es mds, existe un
grupo algebraico K y un morfismo K — Bir(P") que induce un homeomorfismo
7 : K — G que es un morfismo de grupos.

Proposicion 3.3.1. Sean G C Bir(IP") subgrupo cerrado Zariski de grado acotado
vy K el grupo algebraico obtenido por el Corolario 2.2.2. Poniendo en G la res-
triccion de la topologia euclidea de Bir(IP"), obtenemos la topologia euclidea del
grupo algebraico K, mediante la biyeccion ©w : K — G, que se transforma en un
homeomorfismo.

Demostracion. Viala accion de G en si mismo por multiplicacion, nos podemos
restringir al caso en que G es conexo. En este caso, podemos asumir que K es
un cerrado Zariski de H; y que 7 : K — G es inducida por 7, : H; — Bir(P") <.
Entonces, K es También cerrado segin la topologia euclidea. El mapa m; se
restringe a una biyeccién K — G, el cual es cerrado y continuo para la topologia
euclidea y por tanto un homeomorfismo. ]

3.4. Propiedades de la topologia euclidea de Bir(P")
Lema 3.4.1. El grupo topolégico Bir(P") es Hausdorff.

Demostracion. Aplicando la Proposicion 1.3.29, basta probar que el conjunto
{id} es cerrado. Como cualquier punto de Bir(P") es cerrado, por ser cerrado en
cualquier Bir(IP") <, por el Lema 2.1.9, tenemos que Bir(P") es Hausdorff. [
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Lema 3.4.2. Cualquier subconjunto compacto de Bir(P") estd contenido en algin
Bir(P")<4.

Demostracion. Asumamos, por absurdo, que K es un compacto de Bir(P") con-
teniendo una sucesion (@;);cn, con deg(@;+1) > deg(@;) para cada i. Sea K' :=
{¢; : i € N}. Observar que K’ N Bir(P") 4 es un subconjunto finito y por lo tanto
cerrado. Tenemos entonces que K’ es un cerrado del compacto K, entonces debe
ser compacto. Sin embargo, al ser la interseccién de cualquier subconjunto de K’
con Bir(P")<, cerrada, se tiene que K’ es un subconjunto infinito equipado con
la topologia discreta, lo que proporciona una contradiccion con la compacidad y
demuestra el lema. L

Corolario 3.4.3. Cualquier sucesion convergente de Bir(IP") tiene grado acotado.

Demostracion. Sea (¢;);cn una sucesion convergente de Bir(P"). Supongamos
que converge a @. Entonces K := {¢; : i € N} U{¢} es compacto. En efecto, sean
{Ui}ier un cubrimiento abierto de K e i, € I tal que ¢ € U;,. Como ¢; — ¢ existe
un my tal que si m > mo, luego ¢, € Uj,. Si V; € {U;}ies es tal que @; € V; para
todo j < my, entonces {Vj}Til UUj, es un subcubrimiento finito. El resultado se
deduce del corolario anterior. L

Lema 3.4.4. Si n > 2, Bir(P") no es localmente compacto.

Demostracion. Sea U C Bir(PP") un entorno abierto de la identidad. Veamos que
U no esta contenido en ningiin compacto de Bir(P"). Por el Lema 3.4.2, basta
mostrar que U contiene elementos de grado arbitrario. Dados enteros k,m > 1,
consideremos el mapa birracional de A" dado por

1
F (x1, 0+ 50) == = (o1, ),

Fijando m, observamos que la sucesion {f,, «}x>1 converge a la identidad. En
particular f,, ; € U para k suficientemente grande. ]

Lema 3.4.5. Si n > 2, Bir(P") no es metrizable.

Demostracion. Consideremos el conjunto k[X| de polinomios en una variable y
sea k[X] < Aut(A") C Bir(P") la inclusién que manda P en

(x17"' ,Xn) - (Xl —|-P(X2),X2--- ;xn)-
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Observar que k[X] es cerrado en Bir(IP"), y que para cualquier d, la topologia
inducida en k[X]<, es la topologia como espacio vectorial. La topologia inducida
en k[X]| es la del limite inductivo dada por

k[X]<; Ck[X]<2 C -

Dada una sucesion [ = (), de enteros positivos, el conjunto {¥% ya; X' : |a;| <
%} es abierto en k[X]. Esto implica que k[X] no verifica el primer axioma de
numerabilidad y por tanto no es metrizable. Lo mismo se cumple para Bir(P"). [

Recordar que un grupo topoldgico se dice compactamente generado si es
generado (como grupo) por un subconjunto compacto.

Lema 3.4.6. El grupo topoldgico Bir(IP{.) es compactamente generado si y solo si
n<2.

Demostracion. El grupo Bir(PL) = PGL(2,C) es conexo y localmente compacto,
por lo tanto es compactamente generado. Por el Teorema 1.1.32, el grupo Bir(]P%)
es generado por Aut(PPZ) = PGL(3,C) y por la transformacién cuadrtica estdndar
o= (x:y:z) - -> (yz:xz:xy). Como el grupo PGL(3,C) es compactamente
generado, también lo es Bir(IP2).

Si n > 3, el grupo Bir(P{.) no es generado por Bir(P{.)<; para ninglin entero
d, para la prueba remitimos a [Pan99]. El hecho de que no es compactamente
generado se desprende del Lema 3.4.2. [
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