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Prefacio

Este trabajo estd basado en el curso dictado por el Prof. Albert Fathi (Georgia
Institute of Technology, Atlanta) en el marco del programa de doctorado de la
Universidad de Roma Tor Vergata.

Muchos detalles que no fueron expuestos en el curso se completaron siguiendo los
siguientes textos: [1] [2] [5]



Indice

. Introduccién

. Preliminares

2.1. Formulacién lagrangiana y principio de minima acciéon . . . . . . . . .
2.2. Transformada de Legendre . . . . . . . . . ... ... ... ......
2.3. Formulacién hamiltoniana . . . . . . . . . ... ...
2.4. Ecuaciéon de Hamilton-Jacobi . . . .. .. ... ... ... ... ...

. Soluciones de viscosidad y principio del maximo

3.1. Ecuaciones de Hamilton-Jacobi . . . . . .. ... .. ... ......
3.2. Soluciones de viscosidad . . . . .. ..o L oL
3.3. Hamiltonianos coercivos dan soluciones auténomas Lipschitz . . . . .
3.4. Unicidad y principio del maximo . . . . . . . . ... . ... ... ..
3.5. Hamiltonianos y lagrangianos de Tonelli . . . . . . . ... .. .. ..

. Semigrupo de Lax-Oleinik

4.1. Minima accién entre 2 puntos a tiempo fijo . . . . . . . ... ... ..
4.2. Semigrupo negativo de Lax-Oleinik . . . . . .. .. ... .. ... ..
4.3. Evolucién dominada . . . . . . .. ..o
4.4. Lax-Oleinik y viscosidad . . . . . . . .. ... ... ... ...

. Teoremas de aproximacién de subsoluciones de viscosidad

5.1. Aproximacién por subsoluciones Lipschitz: sup-convolucién . . . . . .
5.2. Principio del maximo en hamiltonianos coercivos. . . . . . . . . . ..
5.3. Aproximacién con subsoluciones suaves . . . . . .. ... ... ...

. Construccion local de soluciones de viscosidad

6.1. Dominacién restringida . . . . . . .. ..o
6.2. Subsoluciones de viscosidad y dominacién . . . . ... ... ... ..
6.3. Construccion local con condiciones iniciales y de borde . . . . . . ..

. Soluciones globales de viscosidad

7.1. Existencia de curvas calibrantes . . . . . . . .. ... ... L.
7.2. Las soluciones globales son evoluciones de Lax-Oleinik . . . . . . . ..
7.3. Finitud del semigrupo de Lax-Oleinik . . . . . . .. . ... ... ...
7.4. Evoluciones de Lax-Oleinik son soluciones . . . . .. .. .. ... ..
7.5. Energla . . ..o
7.6. Prueba de la caracterizacién de soluciones . . . . . . .. .. ... ..

25
25
26
37
40
45

47
47
52
95
26

59
60
66
67

69
69
72
74



7.7. Condiciones iniciales semicontinuas inferiormente . . . . . . . . . .. 104
7.8. Soluciones globales de viscosidad son evoluciones de semicontinuas

inferiores . . . . . .. L 110
. Singularidades de las soluciones de viscosidad 113
8.1. Teorema de diferenciabilidad . . . . . . . ... ... ... ... .... 114
8.2. Conjunto de Aubry . . . . . . . ... 118
8.3. Enunciado del teorema global de homotopia y contractibilidad local
de las singularidades . . . . . . . ... oL 118
8.4. Distancia aun cerrado . . . . . .. ... L 120
8.5. Casoeuclideo . . . . . . . . . . ... 127
8.6. Ejemplos euclideos . . . . . . . .. ... ... 130
8.7. Prueba del Teorema Global de Homotopia para cerrados euclideos . . 133
8.8. Contractibilidad local de las singularidades . . . . . . . .. ... ... 142



1. Introduccidon

La ecuacién de Hamilton-Jacobi nacié en la mecdanica clasica, en el estudio de
la evolucion de sistemas hamiltonianos, con el propodsito de obtener cambios de
coordenadas adecuados en el espacio de fases, de modo que las nuevas coordenadas
sean magnitudes conservadas del sistema.

El método de las caracteristicas [4] permite construir soluciones locales, sin embargo
no siempre es posible obtener soluciones globales a la ecuacion de Hamilton-Jacobi,
como ocurre por ejemplo al buscar una funcién u : S — R diferenciable tal que
|dul* = 1.

Esto motiva a buscar soluciones en algin sentido méas débil. Una forma en que uno
podria intentar solventar esto, es buscar funciones u que verifiquen la ecuacién en
casi todo punto (ctp), sin embargo esta nocién es muy amplia y agrega demasiadas
soluciones, como puede verse nuevamente en el ejemplo u : S' — R tal que |d u| =1
(ver figura 1).

[u(z)

0 Yor T

Figura 1: Solucién ctp de |d,u| = 1, identificando S' ~ R/27Z

En 1983, Pierre-Louis Lions y Michael Grain Crandall introducen la nocién de
solucién de viscosidad para una ecuacién en derivadas parciales [6]. Esta nocién
estd inspirada en propiedades de las funciones candidatas a soluciones que se obtienen
en el paso al limite del método de la viscosidad evanescente. Mas precisamente, para
una ecuacién de la forma H(x,d,u) = ¢ se considera la ecuaciéon dependiendo de un
pardmetro € > 0 de la forma eAu + H(z,d,u) = c. En un contexto en el cual esta
ecuacion tiene una unica solucion u, para cada € > 0, resulta interesante estudiar
los posibles limites cuando ¢ — 0. Estos limites fueron utilizados como soluciones



débiles en muchos contextos durante mas de un siglo. Como veremos mas adelante,
la nocién de solucién de viscosidad introducida por Lions y Crandall, surge al tomar
algunas propiedades especiales de estas funciones limites como definicion.

Dicha nocion de solucion revel6 ser fundamental, pues permitié extenderse a sistemas
de ecuaciones de mayor orden, y conseguir teoremas de existencia y unicidad de
soluciones de esta clase en una amplia familia de ecuaciones en derivadas parciales
[7][9]. Otra propiedad de esta familia de soluciones que es de mucha importancia
es la nocién de estabilidad bajo condiciones muy generales, es decir que los limites
uniformes en compactos de soluciones son también soluciones.

En esta tésis, veremos como se caracterizan estas soluciones de viscosidad para la
ecuacion de evolucién de Hamilton-Jacobi, tomando la evolucién de Lax-Oleinik
de una condicién inicial semicontinua inferiormente. También se caracterizaran los
puntos de diferenciabilidad de las soluciones de viscosidad en términos de curvas
calibrantes que pasan por el punto, y como caso particular se estudiaran algunas
propiedades topolégicas de las singularidades de la funcién distancia a un conjunto
cerrado.



2. Preliminares

En este capitulo se intentara introducir la formulacién Lagrangiana a partir de sus
principios variacionales, la formulacion Hamiltoniana, y definir la transformada de
Legendre que transforma una formulacion en la otra. Al final del capitulo, se dara una
motivacién del interés la ecuacion de Hamilton-Jacobi y su aplicacién para obtener
magnitudes conservadas de la dinamica.

En todo lo que sigue, (M, g) serd una variedad riemanniana de dimensién n, con M
de clase C'*°, sin borde, conexa y no necesariamente compacta. Denotaremos T'M a
su fibrado tangente, y T*M a su fibrado cotangente.

Denotamos (z,v) a los puntos del fibrado tangente TM, con x € M y v € T, M.

Un elemento del fibrado cotangente T*M lo denotamos como (x,p), con x € M 'y
p: T, M — R lineal.

Denotamos 7 : TM — M ((z,v) — x) y 7 : T"M — M ((z,p) — z) a las
proyecciones canonicas.

Para cada x € M, la métrica Riemanniana g induce una norma en 7, M y en 177 M,
las cuales denotaremos (a ambas) con || - |-

Cada vez que M sea un producto de variedades riemannianas, consideraremos la
métrica en M dada por la métrica producto.

Definicion 2.1 (longitud de una curva). Si v : [a,b] — M es C' a trozos (o
absolutamente continua), su longitud se define como

L) = [ I3 ods

A su vez, esta longitud define una distancia d en M (distancia riemanniana) dada
por

d(z,y) = mf{l,(v): ~(a) =z,70b) =y, 7:[a,b] = M de clase C" a trozos}
gl

El teorema de Hopf-Rinow nos garantiza que la distancia d en M es completa
(toda sucesién de Cauchy es convergente) si y sélo si el flujo geodésico es completo
(estd definido para todo tiempo), y a su vez, si y sélo si los conjuntos cerrados
y acotados para d son compactos. Observar que por ejemplo si M es compacta,
entonces todas las métricas son completas (pues todo cerrado en un compacto es
compacto).



2.1

Asumiremos siempre que (M, g) es completa para una métrica g que quedard fija.

Definiremos a continuacion algunas familias de curvas que seran de utilidad

Cla)(z,y) = {7 : [a,b] = M : v(a) = z,7(b) = y,~ de clase C" a trozos}

C[a,b]('7y) = U C[a,b}($7ly)a C[a,b] (l‘, ) = U C[a,b}(xay)

zeM yeM

Anélogamente, también definiremos

Clooo) = {7 :[0,00) = M : ~ de clase C" a trozos}

2.1. Formulacién lagrangiana y principio de minima accion

Definicion 2.2. Un lagrangiano es una funcién continua L : TM — R.

En una amplia familia de sistemas, se suele agregar dependencia del lagrangiano en
una variable real ¢ (variable temporal), pero aqui asumiremos que los lagrangianos
no presentan dependencia explitica en el tiempo (a estos se los llama auténomos).

Por lo general a lo largo de este documento, trabajaremos con una familia de
lagrangianos conocida como lagrangianos de Tonelli.

Definicion 2.3. Un lagrangiano L : TM — R es un lagrangiano de Tonelli si es
de clase C? y cumple las propiedades de

1. Supelinealidad:
C(K)= sup K|v||l: —L(z,v) <+o0 VK >0

(z,v)eTM

en otras palabras, para todo K > 0, existe una constante C'(K) € R tal que
L(z,v) > K.||v||, — C(K) V(z,v) € TM

2. Acotacién en las fibras:

AR)= sup {L(z,v);||v|]ls <R} <400 VR>0

(z,v)eTM

3. C? estrictamente convexo: ?;T%(a:, v) es definido positivo V(x,v) € TM

Definicion 2.4. Si v : [a,b] — M es una curva C' a trozos, se define la accién de
L :TM — R sobre la curva 7 como

b
L) = [ (0. 5(0) e



2.1

Este funcional es de gran interés ya que define una dinamica en 7'M . Mas precisamente
la dindmica lagrangiana que define es aquella cuyas érbitas son velocidades de curvas
extremales de la accion del lagrangiano. Veremos ahora esto ultimo con mas detalle

Definicion 2.5. Si 7 : [a,b] — R es una curva de clase C', una variacién con
exremos fijos de v es una funcién I : [a,b] x (—¢,¢) — M de clase C! de la curva
v tal que

['(a,s) =~(a) Vsé€(—¢e)

['(b,s) =~(b) Vse(—¢e)

I'(t,0) =~(t) VteE]la,b

Definicion 2.6. Una curvay : [a,b] — R de clase C" es extremal para L : TM — R
si para toda variacién I : [a,b] X (—€,€) — M de la curva 7 se tiene que

s=0
donde denotamos I's : [a,b] — M a la curva tal que I's(t) = I'(¢, s).

Las curvas extremales se pueden caracterizar como soluciones a un sistema de
ecuaciones diferenciales, conocidas como ecuaciones de Euler-Lagrange.

Resulta evidente que la restriccion de una curva extremal es también una curva
extremal. Por esta razén, para estudiar localmente las curvas extremales, podemos
suponer que estan contenidas en un entorno coordenado.

Teorema 2.1. (Ecuaciones de Euler-Lagrange) Sea U un entorno coordenado
en M y~:[a,b] = U una curva extremal para el lagrangiano L, entonces se verifica
la siguiente ecuacion en las coordenadas inducidas en TU

O (0. 40) = S92 (5(1),4(1)

donde esto es una igualdad entre operadores lineales en Ty M para cada t € |a, b).

. A2 . . .
Observemos que si g—§ es no singular (por ejemplo, cuando L es de Tonelli), entonces
v
las ecuaciones de Euler-Lagrange dardn lugar entonces a un sistema de ecuaciones
diferenciales de primer orden en T'M . pues haciendo regla de la cadena y despejando

se puede escribir el sistema

="

-1
0= {%|(m,v):| (g_il(a:,v) o %’(z,v)'v>



2.1

Demostracién. Como «y extremal, entonces sea I' una variacién C? de 7 con extremos
fijos, entonces

0= ., 0s L(F (), 5 Ts(t ))dt -
/ a ) dt =
/¢{9£ ar(t, s) } (1)
“ O (Fs(t) Brs( )) 88 aU (Fs(t),%l" (t) @sf)t
/“[5L ar(t,s) oL o O (t }
N T35, dt
o L0 (v(50) Js v (vt )015 85 o

Ahora, integraremos por partes en el segundo término de la ecuacién anterior
0 oI'(t, s)

obteniendo que:
oL
/a v ( t)v(t)) ot Os
[GL
Wl(wam) 95

B 0 0L
“ ot ov
0
Observemos que como I'(a, s) =

= v(a) y (b, s) = v(b) para todo s, entonces 2 (a, s) =

s
t=b
g—z(b, s) = 0, por lo que el término {g—{; Méi’s)}
(v()40))

s=0
r(t, )

(e w@J Os

t=b

(2)

argﬁq

dt

s=0

t=a 5=

= (. Entonces la
s=0

t=a

ecuacién (2) puede escribirse como
‘/*aL 0 OI(t,s) L/b{aeﬂ; }aru,@
et dt=— | |2
o OV R . |0t Ov (w(t)d(t)> 0s

(v40) 0t Os
Sustituyendo esto en el segundo término de la ecuacién (1), obtenemos que:

it (3)

s=0

o- [ T _[00L) ML)
“ o ( o, ,y(t)) 0s ot Ov (v(tm(t)) 0s |,_o

_ / {a_L _ooL ]am) M
« Oz (+40) ot v (v050) ds |,

Si definimos A; :
t € [a,b], dada por

o[22

TyxyM — R una familia de operadores lineales parametrizada en

0 0L

(+@40) ot Ov

](v) Vt € [a,b], Yv e T,yM
(v04)

10



2.1

entonces, podemos escribir la ecuacién (4) como

oT(t, s
/aAt( B \So)dt_o

Como la igualdad anterior se cumple sin importar como elijamos la variacién T,
entonces se tiene que A; es el operador nulo para todo t.

Para ver esto, supongamos A;, # 0 para algun ¢; € (a,b). Entonces existe v € R"
donde A (v) > 0. Por lo tanto existe ¢ > 0 tal que A;(v) > 0 para todo t €
[t —€,t1 + €] C (a,b). Entonces tomo un ’chichén’ suave ¢ : [a,b] — R tal que
o(t) =0sit ¢ (t1 —et1+e€),yquep(t)>0site (ty —et;+e).

Considero entonces la variacién I'(t,s) = (t) + s¢(t)v, la cual verifica entonces

que 81“;,5) = ¢(t)v. Para esta I'(¢, s), tendriamos que At(al“ (t,5)

[ 0)
t € [a,b], y ademds A, (&;)‘s:o) > 0, por lo que f Ay ( o )‘szo)dt > 0, lo cual
hemos visto que no es p031ble Por lo tanto A; debe ser el operador nulo para todo

t.

> 0 para todo

Entonces hemos probado que
oL d 0L
Tl (wam) O (wam)

]

Se puede probar existencia y unicidad de soluciones a estas ecuaciones dada una
condicién inicial (7(0),%(0)) = (z,v) € TM para el caso en que L es de Tonelli.
La prueba de esto requiere del estudio de otra dindamica que es conjugada a la
dindmica de Lagrange mediante un difeomorfismo (transformada de Legendre). Esta
dinamica conjugada ocurre en el fibrado cotangente T M y se conoce como dindamica
hamiltoniana. Luego veremos como se define esta transformada de Legendre, y como
es la forma de las ecuaciones de Hamilton, las cuales seran un sistema de ecuaciones
diferenciales de primer orden que depende de las derivadas primeras de una funcion
H : T*M — R la cual tiene la misma regularidad que el lagrangiano, por lo que si el
lagrangiano es C?, la funcién H sera C? también, y por lo tanto se obtiene la unicidad
de las soluciones aplicando el teorema de Picard. Como el difeomorfismo dado por
la transformada de Legendre da una biyeccion entre las orbitas de ambos sistemas,
obtendremos entonces también existencia y unicidad para las orbitas lagrangianas
en T'M cuando L es de Tonelli.

Se puede ver que en general, las curvas que se obtienen en M como soluciones a las
ecuaciones de Euler-Lagrange (i.e curvas extremales) tienen la misma regularidad
que el lagrangiano. [3]

11



2.2

Un caso particular de curva extremal, es el de una curva minimal, que se define a
continuacion

Definicion 2.7. Una curva 7 : [a,b] — M es minimal (o minimizante) si para toda
curva 0 : [a,b] — M tal que v(a) = d(a) y v(b) = 6(b) se tiene que

L(y) < L(6)

2.2. Transformada de Legendre
Definiremos a continuacién la transformada de Legendre £ : TM — T*M, el cual
(cuando L sea un lagrangiano de Tonelli) serd un difeomorfismo.

Definicion 2.8. Sea L : TM — R un lagrangiano de clase C'. Definimos la
transformada de Legendre £ : T'M — T*M dada por

OL
L(z,v) = (:)3, 50

) V(z,v) e TM
(zv)

Proposicion 2.2. Si L : TM — R es un Lagragiano de Tonelli, entonces L es un
difeomorfismo.
Demostracion. Observemos que como L es C? estrictamente convexo, entonces la

restriccion a las fibras L es una funcion estrictamente convexa para cada x € M.

ToM
Por lo tanto, si oL = 9L , entonces L restricta al segmento que une v con
v l(zw) O | (z,w)

w deberd comportarse de forma afin (por convexidad), pero como es estrictamente
convexa tendremos entonces que dicho segmento deberd ser solo un punto, es decir
que v = w. De aqui tenemos la inyectividad de L.

Por la misma propiedad (C? estrictamente convexo), también deducimos que L
. 2 .

debe ser un difeomorfismo local. Para ver esto, observar que como ng es definido

positivo (y en particular no degenerado), entonces el diferencial de la transformada

de Legendre que se expresa en coordenadas como

Idn n O’VL n
DL = ( 82LX 82XL )
Oxov 02

es invertible. Por lo tanto, £ : TM — T*M es un difeomorfismo local.

Para ver que es difeomorfismo, queda ver la sobreyectividad de L. Esto surgird a
continuacion a partir de la superlinealidad de L.

12



2.2

Sea (z,p) € T*M, entonces como L es superlineal y p es lineal, entonces el mapa
v+ L(x,v) — p(v) es superlineal. Entonces existe v* € T, M donde se minimiza el
mapa v — L(z,v) — p(v). Por lo tanto

O(L(z,v) — p(v)) oL
O = = —_— — p
v v=v* v (z,0*)
y entonces
oL
p [
ov (z0%)

obteniendo que
(x,p) = L(x,v")
por lo que L es sobreyectiva, y concluimos entonces que es un difeomorfismo.

]

En este ensayo llamaremos hamiltoniano a cualquier funcién continua H : T*"M —
R.

El origen del término surge del hamiltoniano mecanico de una particula en el espacio
sometida a un potencial V : M — R de clase C?. En este caso, el hamiltoniano
correspondiente se expresa como

1
Hy(z,p) = §HpHi + V(x)

En general todo sistema lagrangiano tiene asociado un hamiltoniano, y la correspondencia
viene dada por la transformada de Fenchel.

Definicion 2.9. Si L : TM — R es un lagrangiano superlineal, entonces definimos
su hamiltoniano asociado como

H(z,p) = sup p(v) — L(z,v) Y(z,p) € T;M

vET, M

A esta operacién que a cada lagrangiano L le asocia un hamiltoniano H, se le llama
transformada de Fenchel, o conjugacién convexa.

Es inmediato de esta definicién que si (z,p) € T*M y v € T, M, entonces
p(v) < L(z,v) + H(x,p)

Esta desigualdad se la conoce como desigualdad de Fenchel.

13



2.2

Una propiedad que sera de utilidad es que la transformada de Fenchel preserva la
regularidad, es decir que si L : TM — R es de clase C", entonces el hamiltoniano
asociado H : T*M — R también es de clase C".

Observar que en la prueba de la proposicién 2,2, vimos que si L es de Tonelli,
entonces existe un que v que realiza el supremo de la definicién anterior y cumple

dL
o
) v

que p = 57| (.0 decir que
oL
H (x,
Las siguientes proposiciones intentaran mostrar que la transformada de Legendre
manda lagrangianos de Tonelli en hamiltonianos de Tonelli (que definiremos luego).

v — L(x,v) (5)

ov (@)

(z,v

Lema 2.3. Si L : TM — R es de Tonelli, y H es su transformada de Fenchel,
entonces para todo R > 0 se tiene que

A (R) = sup {H(z,p):|[plls <R} < oo

(z,p)ET*M
Demostracion. Sea R >0,y (x,p) € TM tal que ||p||. < R. Entonces

H(z,p) = sup p(v) = L(z,v) < sup ||p|[o||v]|s = L(z,v) <
veET, M veT, M

< sup R.|v||l — L(z,v)
(x,v)eTM

Usando la superlinealidad de L, tenemos que

C(R)= sup R.||v|lz— L(z,v) <0

(z,0)eTM
Por lo tanto
H(z,p) <C(R)<oo V (v,p) € TM, |lp|l. <R

]

Lema 2.4. Si L : TM — R es de Tonelli, y H : T*M — R es su transformada de
Fenchel, entonces

C*'(K)= sup K|p|l—H(z,p) <o VK>0
(z,p)eT*M

es decir que si L es de Tonelli, entonces H es superlineal.

14



2.2

Demostracion. Sea (z,p) € T*M, entonces por la desigualdad de Fenchel tenemos
L(z,v) > p(v) — H(z,p) YveT,M

Sea v, € T, M tal que ||vy|l. = 1y p(v,) = ||p||.- Entonces si K > 0, tenemos que
|| K.vplls = Ky p(K.v,) = K.||p||s, por lo que sustituyendo v = Kv, en la ecuacién
anterior obtenemos

Lz, Kvy) = p(Kvy) = H(z,p) = K[|pll. — H(z,p)

Usando la acotacién uniforme A(R) del lagrangiano en las fibras, tenemos que (como
|| K. vpl] = K)
L(z, Kv,) < A(K)

Por lo tanto

A(K) = K |lplle — H(z,p)

Como (x,p) € T*M era arbitrario, tenemos entonces que el hamiltoniano H es
superlineal. N

Como tenemos que H es superlineal cuando L es de Tonelli, esto nos permite definir
la transformada de Fenchel de H.

Definicion 2.10. Si H : T*M — R es superlineal, definimos su transformada de
Fenchel como la funcién L : TM — R tal que

L(.Z',U): Sup p(v)—H(w,p) V(m,v) eTM
peTr M

Lema 2.5. Si L : TM — R es un lagrangiano de Tonelli, y H : T*M — R es su
transformada de Fenchel, entonces la transformada de Fenchel de H es L.

Demostracion. Por la desigualdad de Fenchel sabemos que
Por lo tanto, si (z,v) € TM, entonces

L(z,v) > sup p(v) — H(z,p)
peT}F M

Pero vimos en la proposicion 2,2 que cuando L es de Tonelli, se tiene que en p =

oL vale
H (x, oL ) = a—L
) ov

v (z,v)
50 v— L(z,v)
15
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2.2

Entonces, la desigualdad de la ecuacion 6 es igualdad en p = g—ﬂ () POT lo que
L(JZ,U) = Sup p(v) - H(l‘,p)
pETF M
O]

A continuacién veremos la forma del mapa inverso de Legendre. Recordamos que si
L es de clase C", entonces su hamiltoniano asociado tiene la misma regularidad que
L, por lo que cuando L es de Tonelli, entonces H es C?.

Lema 2.6. Sea L lagrangiano de Tonelli, y H su transformada de Fenchel. Entonces

0H ( oL >
— =0
()

dp o
donde estamos identificando T;*M ~ T, M mediante el isomorfismo natural dado
por la evaluacion.

Demostracion. Volvemos a usar la ecuacion (5):

oL oL
H (x7 % (gj,v)) av x ’l)) v L<:C7 U)
Derivamos respecto de v, y obtenemos:
OH oL 0*L 0*L oL 0L 0*L
8_p<m’ 8v (@ ) o2 (@) ()= o (@) (v ")+% (M)C) ED) (@) )= 2 (@) (v, )

(7)
Identificando en el lado izquierdo que —p € T M ~ T, M a partir del isomorfismo
evaluacién, podemos reescribir el lado izquierdo de la igualdad como:

OH oL 9%L 0L oOH oL
o, oL ) oL 2 ), ) ®
dp ov (@) ov? () (z0) dp ov ()

V=22
Por lo tanto, sustituyendo la ecuacién (8) en (7) obtenemos:
(U7 )

9%’L o0H oL 82
|y \ 9P 0 () ’ T o2 (@)

Como 3275 es no degenerado (pues L de Tonelli), tenemos entonces que:
OH oL
[ I’ [E—
dp ov

) —v YweT,M (9)
(2.0)

16



2.2

Hemos probado entonces que el mapa (z,v) — (x, 2L

es inverso del mapa
’ Ov ) ’ (z,v) p
(l‘,p) (:E’ %I;{‘(x,p))

Recordemos que ademas, cuando L es de Tonelli, entonces como el mapa de Legendre
preserva la regularidad, entonces tendremos H de clase C?. Esto nos permite derivar
la ecuacién (9) con respecto a v, obteniendo

0*H oL 0*L
a2 <x, 5 )W = Id,xn
(z0) (2,v)
Entonces
82H [ 0L _|o°L )
op? (x, v (m,v)) S o? (z0)

En particular, como L es C?-estrictamente convexo, tendremos entonces que H
también es C? estrictamente convexo. Juntando este resultado con los lemas 2,3
y 2,4, hemos probado el siguiente teorema:

Teorema 2.7. Sea L lagrangiano de Tonelli y H su transformada de Fenchel.
Entonces H es un hamiltoniano de Tonelli, es decir es C? vy satisface

1. Supelinealidad:

C*(K)= sup Kl|lp|l.—H(z,p)<oo VK >0
(z,p)eT*M

2. Acotacion en las fibras:

A*(R) = sup {H(x,p);|lp|ls <R} <oo VR>0 (10)

(z,p)eT*M

3. C? estrictamente convezo: %2712{(56,]9) es definido positivo ¥(x,p) € T*M
Observacion. Observar que C*(K') y A*(R) son funciones no decrecientes en [0, 00).

Observacién. Observar que el punto 1 y 2 de la definicion de hamiltonianos de
Tonelli, dan entonces cotas superiores e inferiores para el hamiltoniano

—C*(K) + K|lpll. < H(z,p) < A([lpll)  V(z,p) € T"M
Ejemplo 2.8. Consideremos el hamiltoniano

1
Hy(z,p) = 5“1’)“925

Este hamiltoniano es claramente de Tonelli, y ademads

17



2.3

= A5(R) = sup {Ho(z,p);llpll. < R} = 3R

(z,p)ET*M

» C(K)= sup K|p|le — Ho(z,p)= sup Kl|p|l. — |Ip|> = K>
(z,p)eT*M (z,p)ET*M

Ejemplo 2.9. Sea V : M — R de clase C?, y consideremos el hamiltoniano Hy :
T*M — R dado por

1
Hy(z,p) = §HpHi + V(x)

Entonces Hy es de Tonelli si y solo si V' estd acotada.

2.3. Formulacion hamiltoniana

Tenemos entonces una cierta dinamica en T'M dada por las ecuaciones de Euler-
Lagrange, las cuales mediante la transformada de Legendre induciran una cierta
dindmica en T*M, dada simplemente como (z(t),p(t)) = L(z(t), v(?)).

A continuacion estudiaremos la forma de las ecuaciones de la dindmica hamiltoniana
inducida en T* M.

Teorema 2.10. (ecuaciones de Hamilton) Sea L : TM — R de Tonelli, y H :
T*M — R su transformada de Fenchel. Sean (x(t),v(t)) una drbita que satisface las
ecuaciones de Buler-Lagrange, y (z(t), p(t)) = L(z(t),v(t)) = (2(t), $&(z(t),v(1))).

Entonces

Demostracién. Como (z(t), v(t)) satisfacen las ecuaciones de Euler-Lagrange,tenemos

entonces que
{m) = u(1)

oL d oL (11)

dz |(z(t),w(t)) — dt B |(az(t),v(t))

Por un lado, ya sabemos por el lema 2,6 que

)=
(z,)

o (oL
o ov

Por lo que
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Es decir que ya tenemos probada la primera de las ecuaciones de Hamilton.

Recordemos la ecuacion (5):

oL oL
H — = — W =1L 12
(25 ) =% o=t (12)
(z,v) (z,v)
Tomando derivadas segtin z, deducimos
0H 0H O0*L 0*L oL

%(.)—i_@_paxav(.) :8x80(v")_8_x(.)

Identificando T;*M ~ T,M en el segundo término del lado izquierdo mediante
evaluacion, tenemos

8H( )+ 0?L (OH 82L( ) 8L( )

. . — v, — —| -

Ox Oxdv \ Op’ Oxdv "’ Ox

Si sustituimos aqui la primer ecuacion de Hamilton %—I; = & = v, obtenemos
oOH 0*L 0*L oL

%()+ 83:02;(v’ )= 83:0"0(0’.) _%()
Usando entonces la segunda ecuacién del sistema (11) de Euler Lagrange, y que en

__ oL

la transformada de Legendre tenfamos p(t) = 5 , obtenemos

(t),0(t)

om__or_ oL _ 4
or  Ox  dtdov dtp

Por lo que aqui obtuvimos la segunda ecuacién de Hamilton.

2.4. Ecuacion de Hamilton-Jacobi

Si tomamos un sistema de coordenadas (qi, ..., qn, P1,---,Pn) en T*M, las 6rbitas
de Hamilton en T* M se rigen por las ecuaciones de Hamilton

G =2

-
Buscamos un mapa ¢ : (¢,p) — (@, P), que preserve la forma de las ecuaciones de
Hamilton. En otras palabras, queremos hacer un cambio de variable partiendo de
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las variables 'viejas’ (¢, p) con un hamiltoniano asociado H (g, p), a variables nuevas’
(@, P) tales que exista una funcién K(Q, P) (jugando el rol de nuevo hamiltoniano)
que mantenga la estructura de las ecuaciones de Hamilton, es decir

{QZ -
_ dK
P= T oQ;

Para lograr esto, planteamos que se cumpla el principio variacional de Lagrange con
el lagrangiano asociado al nuevo hamiltoniano.

5/tl (ZP,-QZ-—K(Q,P))dt:O

Como sabemos que en las coordenadas viejas (g, p) se verifica que

5/ttl (Zpiqz' - H(‘J,p))dt =0

entonces, para lograr el principio de minima acciéon en las nuevas coordenadas,
buscaremos que los lagrangianos correspondientes a cada sistema de coordenadas
difieran una derivada total de una funcién u(q,p, @, P,t) (lo que estaria solamente
sumando una constante a la accién entre un sistema de coordenadas y otro, por lo
que no afectarfa al considerar la variacién de la accién). Es decir que

ZpiQi_H(%p):ZPiQi_K<Q7P)+% (13)

A esta u se le llama funcién generatriz, y se clasifican en distintas familias dependiendo
en las variables (dentro de ¢, p, Q y P) para las cuales u tiene dependencia explicita.

Si tenemos que la funcién generatriz es de la forma u = u(q, @, t), entonces tenemos
que la ecuacién (13) queda

ZPiQi—H(q,p):ZPiQi K(Q,P) +Za q”LZaQ

Identificando los coeficientes que multiplican a los ¢; y del mismo modo con los Q:.
tenemos que se debe verificar que

H(q,p) = K(Q,P) = 5
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Sustituyendo entonces la primer ecuacién de (14) en la tercera, e imponiendo que la
funcién K(Q, P) = 0 (de modo que las nuevas coordenadas (@, P) sean magnitudes

conservadas) se deduce
Esta ecuacién se conoce como la ecuacién de evolucion de Hamilton-Jacobi.
Ejemplo 2.11. Consideremos el caso de un oscilador armdnico bidimensional

(sistema masa-resorte plano). Si tomamos coordenadas cartesianas ortogonales (x,y)
en R?, tenemos un hamiltoniano de la forma

1 1
H(2,y, ps,py) = %(pi +p,) + Sk +y7) (15)

Para el método de resolucion por Hamilton-Jacobi se busca obtener un cambio de
coordenadas (z,Y, Py, py) — (Q1, Qa, P1, P2) a partir de una funcion u(x,y, Q1, Q2,t)
que verifique la ecuacion

ou Ou ou

H(x’y’%’a_y) +E

=0 (16)

de modo que entonces el hamiltoniano para las nuevas coordenadas es nulo (las
nuevas coordenadas serdan entonces magnitudes conservadas). Usando las ecuaciones
(14) vemos que esta funcion u definird un cambio de coordenadas tal que

ou Ju ou ou
px axj py ay? 1 8Q17 2 aQQ ( 7)

Usando la expresion (15) del hamiltoniano, la ecuacion (16) puede escribirse como

1 ou\> ou\ >
- _ + _
2m | \ Ox dy
Buscaremos una solucion de la forma

U(%%Qla QQat) = A(x)QhQQat) + B(y)QhQQat) - Qlt (19)

Sustituyendo en la ecuacion (18) de Hamilton-Jacobi obtenemos

1 (0AN? 1 (0B\® k , Kk,
%(a_) +%(a—y> Tty m@=0

k. o, 9 0u_
+§(x +y)—|—a—0 (18)

Por lo tanto, podemos escribir
1 (0A\® k , @ 1 (9B\® k., @
%(a—x) T T T\ TV Ty
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Observemos que el lado izquierdo de esta ecuacion depende de (x,Q1,Q2) mientras
que el lado derecho depende de (y,Q1,Q2), por lo que (para que se de la igualdad
para todo x,y € R) debemos tener que cada lado dependa solo de (Q1,Qs). Es decir

que eziste c(Q1, Q2) tal que
2
() 47— % =l
2

Entonces

94 (2, Q1, Q2) = /—kma® + mQ1 + 2mc(Q1, Q2)
83_5(% Q1,Q0) = \/—kmyQ + mQq — 2me(Qq, Q2)

Integremos la primer ecuacion respecto de x y la sequnda ecuacion respecto de y:

Az, Q1,Q2) = /Ox vV —kma” + mQ; + 2me(Q1, Qs).dz’

B(y,Q1,Q2) = /Oy V—=kmy? +mQy — 2me(Qr, Q2).dy'

Sustituyendo esto en la expresion (19) para u

— /x \/—kmx’Q +mQ1 + 2me(Qy, Qg).dx'+/y \/—kmy’2 +mQ1 — 2mc(Q1, Qo).dy —Q1.t
0 0

Tomemos c(Q1,Q2) = %, entonces

T Y
u = \/ﬁ/ V—ka? + Q1 + Qy.dx’ + \/%/ V=ky? + Q1 — Qa.dy — Qu.t
0 0

Por lo tanto usando las ecuaciones (17) tenemos

0
px:a_,;:\/%\/_ka_’_Ql"i‘QQ

ou
py:a_y:m\/_k92+Ql_Q2

T Y
P2 _W/ ! dx'—m/ ! dy'+t
O 2 Jo /—ka?+ Q1+ Qo 2 Jo =ky?+ Q1 — Q2
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ou vm , o vm
= — d d
8@2 2 \/0\ \/—ka/Q + Ql T Q2 T + 9 /0 \/_ky/g + Ql — QQ Yy

Estas integrales se pueden resolver haciendo cambios de variable trigonométricos de

/

Py =

/

', sen(v) = QlfQQ.y’, resultando

la forma sen(yp) = QliQQ

(p, = Vmy/—kx? + Q1 + Qq
= Vmy/—ky? + Q1 — Q>

y
P =t— % n (Arcsm (, / Qlin a:) + Arcsin( Qlf% y)) (20)
Py=-1 o <Arcsin( Ql_’i% x) — Arcsin( QIEQQ y))

Observemos que las primeras 2 ecuaciones de (20) implican que

\

ke = Qut Q
2
eyt = Qi - Q)

pz+py+ k(z?+y?)
2

Sumando ambas ecuaciones se tiene que () = es la energia mecanica
total del sistema (que corresponde en este caso con el hamiltoniano).

Mientras tanto, si ademds sumamos y restamos las tltimas 2 ecuaciones de (20),
tendremos finalmente las siguientes magnitudes conservadas

Q1+Q2 pz—i—k‘x
Ql_Q2:%+ky

P+P=t— ﬁArcsz’n ’/Ql—lng‘m (21)

P—P=t— \/%Arcsin QIEQQ Y

\

Podemos aprovechar estas magnitudes conservadas para obtener la ley horaria en las
coordenadas originales. Despejando x e y de las ultimas dos expresiones del sistema

(21) tenemos
x:\/@sm ft+Arcszn<m (0))>
Y= \/msm \ftthrcsm(m y(0)>)
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Sustituyendo las expresiones de Q1+ Q2 y Q1 — Qo de las primeras 2 ecuaciones del
sistema (21) obtenemos

r = 4/22(0) +pz(0)8zn(\/7t+Arcszn( )) ()))
(0)
sm([t—i—Arcsm( y()))

y =1/y%(0) +
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3.2

3. Soluciones de viscosidad y principio del maximo

El objetivo de este capitulo es introducir la nociéon de solucién de viscosidad, y
algunas propiedades elementales de las mismas bajo condiciones muy generales.
Entre estos resultados, destaca una primer version del principio del maximo, el cual
garantizara la unicidad de soluciones localmente Lipschitz de viscosidad dada una
cierta condicion inicial en un compacto y condiciones de borde en la frontera del
mismo.

3.1. Ecuaciones de Hamilton-Jacobi

Definicion 3.1. La ecuacién estacionaria de Hamilton Jacobi asociada a un
hamiltoniano H : T*"M — R es

H(z,dyu) =c (22)

donde ¢ € R es una constante.

Una solucién clasica de esta ecuacién es una funciéon v : U(C M) — R (donde
U C M es abierto), tal que H(x,d,u) = ¢ para todo = € U.

Podemos restringirnos a estudiar la ecuacién H(x,d,u) = 0, pues es simplemente
remplazar el hamiltoniano H con la funcién H.(z,p) = H(z,p) — c.

La ecuacion de evolucién de Hamilton-Jacobi asociada a un hamiltoniano

H:T"M — R es 5 5
U U

o H(z 22

r (t,z) + (m, o

Una solucién cldsica a esta ecuacion en el abierto W C R x M es una funcién C*
u: W — R tal que

(t,z)) =0

ou ou
E(t,x) + H (z, g(t,x)) =0 V(t,x)eW

La ecuacion de evolucion de Hamilton-Jacobi puede reducirse al caso estacionario
considerando H : T*(R x M) — R definido por

H((t,z),(s,p)) = s+ H(z,p)

donde (t,z) e Rx M,y (s,p) € T},

G (RX M) =R x TrM.
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3.2. Soluciones de viscosidad

Por lo general no hay soluciones suaves para estas ecuaciones en derivadas parciales.

Definiremos entonces una nocién de soluciones débiles, conocidas como soluciones
de viscosidad.

Definicion 3.2. Una subsolucién de viscosidad es una funcién u : V" — R (donde
V C M es abierto) si para toda ¢ : V — R de clase C' con ¢ > u, entonces en los
puntos zg € V donde se alcanza la igualdad u(x¢) = ¢(x) vale que H(zg, dy 0) < c.

Definicion 3.3. Una supersolucién de viscosidad es una funcién v : V- — R
(donde V' C M es abierto) si para toda @ : V — R de clase C! con ¢ < u,
entonces en los puntos xg € V' donde se alcanza la igualdad u(zg) = 1 (zo) vale que
H(xg,dy,1) > c.

Definicion 3.4. Una solucién de viscosidad de H(x,d,u) = c es una funcién
u:V(C M) — R (conV C M abierto) tal que es subsolucién de viscosidad y
supersolucion de viscosidad.

Enumeraremos algunas propiedades de las soluciones de viscosidad:

1. Si u es una solucién de viscosidad de Hamilton-Jacobi de clase C*, entonces
es una solucién en el sentido clasico.

2. Siw es una subsolucién (respectivamente supersolucién, solucién) de viscosidad
a la ecuacién de Hamilton-Jacobi H(z,d,u) = c y es diferenciable en x,
entonces H (g, d,,u) < c (respectivaente H(xg,dy,u) > ¢, H(zg,dzyu) = c).

3. (estabilidad) Sea v,, : M — R una sucesion de funciones continuas que converge
uniformemente en compactos a una funciéon v : M — R. Si v,, son subsoluciones
(respectivamente, supersoluciones, soluciones) de H(z,d,u) = 0 para todo n,
entonces v es subsolucién (respectivamente supersolucion, solucién) de H (z, d,u) =
0.

4. Si u es una funcién localmente Lipschitz, entonces u es una subsolucién de
viscosidad de H(x,d,u) = ¢ siy sblo si H(x,d,u) < ¢ para casi todo punto
(observar que como u es lipschitz, entonces es derivable ctp).

5. Si H(z,p) es convexa en las fibras (i.e convexa en la variable p), y u: O — R
es una solucién de viscosidad localmente Lipschitz de H(z,d,u) = ¢ en el
conjunto abierto O C M, entonces para todo € > 0 existe v : O — R de
clase C'*° que es subsolucién de viscosidad de H(x,d,v) = ¢+ € en O, tal que

supgeo|v(z) —u(x)| <e.

A continuacion haremos las pruebas de las propiedades enumeradas
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1. Demostracion. Consideremos la funcién test superior ¢ = u. Claramente ¢ > u

(pues vale el igual), y ¢ es C1, y como u es subsolucién de viscosidad entonces
H(z,dyu) = H(x,d,¢) <c VYreV

Ademds considerando la funcién test inferior ¢ = u (que claramente es C! y
verifica 1) < u), entonces como u es supersolucion de viscosidad deducimos

H(z,dyu) = H(z,d,y)) >¢c VreV

Por lo tanto, tenemos que H (z,d,u) = ¢, es decir que u es una solucién fuerte.
O

. Demostracion. Tomemos ¢ > u de clase C! tal que ¢(z¢) = u(xg). Entonces

la funcién ¢ — u > 0 alcanzard un minimo en x (y serd diferenciable en x
pues es diferencia de dos funciones diferenciables en (), entonces

0= dwo(¢ - U) = dpy@ — dyou

Por lo tanto
dpy® = dyou (23)

Como ademas u es subsolucién de viscosidad, entonces tenemos que
H(zg,dy, ) < c
Entonces, usando la ecuacién (23) tenemos que

H(zg,dyu) < c

. Demostracion. Sea ¢ > v de clase C!, y xg € M tal ¢(z0) = v(xo).

Tenemos que ¢ — v se minimiza en zp, y a menos de sumar una cuadrética
para obtener ¢(x) = ¢(x) + ||z — zo||* (de lo que tendriamos d,,¢ = d,,¢),
podemos suponer que ¢ — v tiene un minimo estricto en xg.

Sea K C M un compacto tal que zy € K. Entonces tenemos que v, —3 v en

n
K. En particular como las v, son continuas, y v es limite uniforme en K de
las v, tendremos que v es continua en K.

Sea € > 0 tal que B(zg,€) C K,y veamos entonces que existe ng suficientemente
grande tal que si n > ng entonces ¢ — v, alcanza un minimo local en B(z, €).
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Como 0B(x,€/2) es un compacto tal que (¢ — v)‘aB(m o2y > 0, entonces (por

continuidad de ¢ — v) existe yy € IB(xo, €/2) donde
¢(yo) — v(yo) = min{o(y) —v(y) : y € dB(xo,€/2)} =m >0

Entonces, como v, < v en K, entonces existe ng € N tal que
n

Yy € K,Vn > ny

[u(y) — vnly)| < %

Es decir que

|0(y) — vn(y) — (6(y) — v(y))| = |v(y) —valy)| <

En particular, evaluando en zy tenemos que

Vy € K,Vn > ny

| 3

5 > [6(20) = vn(w0) = ($(ao) = v(2))| = [é(x0) = valao)] Y > mo

Observemos que si y € 9B(xo,€/2), como |v(y) — v,(y)| < 2 obtenemos
entonces
m m

) =va(y) = (61)—v(W) + (v(W) —va(y)) = m—|v(y) —va(y)| > m—7 = 5

Entonces si tomamos n > ng, como tenemos que |@(zo) — vn(70)| < 2, y que
d(y) — vn(y) > % para todo y € 0B(x, €/2), entonces existird x5 € B(xo,€/2)
minimo local de ¢ — v,.

Entonces podremos obtener una sucesién decreciente (e )gen con €, — 0, tal

que para cada k tenemos un ny para el cual (gb—vnk) |§(x0 o) alcanza un minimo
'€k

en xry € B(xo, €).
Es decir que tenemos x;, — x( tal que
$(x) = vp, (2) = G(xk) — vn (21) Vo € Blao, &)

Si para cada k € N, tomamos entonces (;Aﬁk : M — R de clase C* tal que qgk > Vg
y que su restricciéon a B(xg, €) tiene la forma

du(@) = ¢(z) — ((ar) — vn,(zx)) YV z € Blao, )

Tendremos entonces que ¢ es una funcién test superior para v, , y que en
o(zk) = v, (x) ¥y que ademés d,, ¢ = d,, ¢. Como vy, es una subsolucién de
viscosidad entonces

H(zg, dy dr) = H($k7da:kggk) <c

28



3.2

Como ¢ es C! tendremos que d,¢ es continuo con x, y como x, — g, si
hacemos k tender a infinito en la ecuacion anterior deducimos

H(zg,dy, ) < c

Como ¢ era una funcion test superior arbitraria para u, tendremos por lo tanto
que u es subsolucion de viscosidad de la ecuacion de Hamilton-Jacobi. O

. Para hacer esta prueba, introduciremos el concepto de funcién dominada por

un lagrangiano, que luego veremos en mayor detalle para el caso de la ecuacién
de evolucién de Hamilton-Jacobi. Una funciéon v : M — R es dominada por
L + ¢ si para toda curva v : [a,b] — M de clase C' a trozos vale que

u() = u(r@) < [ L) 3()ds + b~

Necesitamos ver la equivalencia entre funciones dominadas y subsoluciones de
viscosidad Lipschitz

Lema 3.1. Son equivalentes las afirmaciones

(a) u : M — R es una subsolucion de viscosidad localmente Lipschitz de
H(z,dyu) = c.

(b) uw: M — R es continua y H(x,d,u) < ¢ en casi todo punto.
(c) u es dominada por L + c,
Demostracion.

» (a = b) Sea u subsolucién de viscosidad Lipschitz. Por un lado sabemos
que en los puntos x donde u es derivable debe satisfacer la condicién
H(z,d,u) < ¢,y como u es Lipschitz entonces el teorema de Rademacher
nos garantiza que que u derivable ctp, entonces H(z,d,u) < ¢ ctp.

» (b= c)Seary € M,y R > 0 tal que B(zg,R) C M estd contenido
en un entorno totalmente normal de zy. Un punto y € B(zg, R) C M lo
podemos identificar con coordenadas (0, r) € 0B(0,1)x[0, R] C T, M xR,
donde r es la distancia entre xy e y, y € es la direccion unitaria de la
geodésica minizante desde x( a y.

Definamos el conjunto £ = {y € B(xo, R) : 3Idyu, y H(y,d,u) < c}.

Como H(x,d,u) < c ctp, entonces m(B(zg, R) \ F) = 0. Entonces

R
0 =m(B(zo,R)\ E) = / / Tpe(r,0).r" tdrdd
2B(0,1) Jo
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Tenemos que fOR 1ge(r,0).r"tdr = 0 para casi todo 8 € 9B(0,1).

Sea entonces V = {y € dB(xo, R) : y ~ (R, 0), fOR Tge(r,0).r""tdr = 0}.
Tenemos entonces que casi todo y € 0B(x, R) estd en V. Ademés, si y €
V', entonces tenemos que para casi todo punto z del segmento geodésico
[0, y], existe d,u y H(z,d,u) < c.

SiyenV,y~:[a,b] = M es una parametrizacién del segmento geodésico
[0, y], entonces la desigualdad de Fenchel nos permitird deducir que para
casi todo t € [a,b] vale que

dyryu(3(t)) < H(v(t), dyyu) + L(v(t),7(1)) < e+ L(v(1),3(t))

Integrando en ¢ € [a, b] tenemos

b
U@%wwwé/Lﬁ@ﬁ®MHw@—®

En general si y € 0B(xo, R), tenemos que podemos aproximarlo entonces
con puntos de V', y por continuidad de u tendremos que la desigualdad
anterior valdrd para todo y € 0B(xo, R).

Luego si 7y : [a,b] — M es una curva C! a trozos cualquiera, y definamos
x =v(a) y y = v(b). En este caso, tomamos una particién P = {t; =
a,ti,...,txy = b} de [a,b], y aproximamos 7 como una poligonal 4% =
Yo kY1 % ... % Yn_1, a partir de crear una concatenaciéon de curvas 7; :
[ti,tir1] = M que corresponden a los segmentos geodésicos [y(t;), v(tix1)]
para cada i € {0,..., N —1}.

Si la particion es suficientemente fina, tendremos entonces que

w(y(t) —u(y(t) < /t | L), A0 dt et —t) Vi€ {0,..., N—1)

Sumando las N ecuaciones anteriores, tenemos

) = ulte) < 30 [ L0 A0+ et — )

=0

Entonces

u(y) — u(x) = / L(v(8), 47 (1)) dt + c.(b — a) (24)
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3.2

Al hacer la particion cada vez mas fina, tenemos que

b b
[ reroam @y — [ Lem.sm)

[P|—0 J,

Por lo tanto, al hacer |P| — 0 en la ecuacién (24) obtenemos que para
toda curva v de clase C! a trozos, vale que

b
uly) = u(e) = [ L) 5(0)dt + 6~ 0

(¢ = a) Si u es dominada por L + ¢y ¢ > u es una funcién de clase C!,
y sea x € M tal que ¢(x) = u(x). Si tomamos v € T, M arbitrario, y una
curva 7 : [a,b] — M de clase C' a trozos tal que v(b) = z y 4(b) = v,
entonces tenemos que

¢(1(0)) — o(v(t)) = u(z) — ¢(v(1)) < u(z) —u(y(t)) V€ [a,}]

Como ademés u es dominada por L + ¢, entonces obtenemos que para
todo t € [a,b] vale

6() =0(r(0) < u)=u(1(0) < [ L)) ds e =) (5
Dividiendo entre b — t > 0, deducimos

o (660) - 600)) < 71 [ L)+

Haciendo t] — b tenemos
dz¢(3(b)) < L(7(b),%(b)) + ¢
Entonces reordenando y sustituyendo v(b) = z y 4(b) = v, obtenemos
dxgb(v) — L(x,v) <c
Como v € T, M es arbitrario, entonces

H(m,dmgb) = sup dxgzﬁ(v) — L(x,v) <c

vETy M
Entonces u es subsolucion de viscosidad.

Ademas u debe ser localmente Lipschitz, pues si tomamos B > 0 y
x,y € M tal que d(z,y) < R, entonces consideremos v : [0,d(z,y)] — R
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geodésica minimizante tal que y(0) =z y vy(d(x,y)) = y. Entonces como
u es dominada por L + ¢

d(z,y)
uwwwm»sl L(7(s),4(s))ds + c.d(z, y) <

< < _ méx |L(z,v)| —i—c) d(x,y)
z€B(z,R),||v||-=1

Invirtiendo el sentido de la curva (i.e considerando 5(t) = (—t)), obtenemos

d(z,y)
u@wwmosA L(7(s), —(s))ds + c.d(z,y) <

< ( _ méx |L(z,v)| —i—c) Ad(x,y)
z€B(z,R),||v||.=1

Por lo que tomando K = méx, 5, g) |jo/.<1 |L(2,v)| + ¢, tenemos que

u(z) —u(y)| < K.d(z,y)

Por lo que u es una subsolucion de viscosidad localmente Lipschitz. O

. La prueba de esto consiste en dos partes. En una primera etapa se atacara el

problema de forma local en un dominio de clausura compacta contenida en un
entorno coordenado, y luego se extendera a todo O usando particiones de la
unidad.

Para la primer etapa, la idea serd convolucionar u con una funcién C* que
aproxime a la una delta de dirac, de modo de obtener una aproximacion suave
de wu.

Sea U C M un dominio abierto de un mapa de coordenadas, y V. C U
un abierto tal que V' C U es compacto. Como trabajaremos en un dominio
coordenado U, identificamos los puntos de U como puntos en R".

Como V es un compacto en el abierto U, entonces existe &, > 0 tal que
{z : d(z,V) < 2§y} C U, donde denotamos d(z,V) = inf{d(z,y) : y € V}.
Consideramos una familia de funciones (ps)o<s<s,, ps : R" — [0, +00) de clase
C, con ps(x) = 0 para todo z con ||z|| <8,y [pn ps(z)dz = 1.

Counsideraremos entonces

us(x) = ps * u(x) = / ps(y)u(z —y)dy

B(0,60)

32



3.2

Observemos que esto estd bien definido para x en un entorno de V, pues la
distancia de V' al borde de U es al menos 24y, por lo que = — y esta en el

dominio de u para todo y € B(0,8) y todo = en un cierto entorno de V. Més

atin, la funcién us es de clase C* en un entorno de V, y us % w en V cuando
5

d — 0. La prueba de esto puede encontrarse en [14].

Definiremos entonces el supremo esencial de H(x,d,u) en el abierto U como
Hy(u) = inf{c € RU{o0} : H(x,d,u) < ¢ casi todo punto x € U}
Probaremos entonces en la primer etapa el siguiente lema

Lema 3.2. Sea u : U — R localmente Lipschitz, y € >0, H:TU = R un
hamiltoniano convexo en las fibras. Sea V C U tal que V C U es compacto,
entonces existe 6 > 0 tal que

s us(a) — u(r)] < ¢
Hy (us) < Hy(u) + €

Demostracion. Como us X u en V, entonces solo hace falta probar que para

5
d suficientemente chico vale que Hy (us) < Hy + €. Por un lado, si Hy = oo
entonces es obvio, por lo que asumiremos que Hy < oo.

Por un lado, el cociente incremental de us es

us(x +th) —us(x) u(z +th —y) —u(x —y)
; = / o5 ps(y) ; dy

Observar que si ||t.h|| < dg — 9, v ||y|| < ¢, entonces los puntos = + th — y
y = — y estan contenidos en el conjunto compacto Ng, (V) = {z : d(2,V) <
do} C U, en el cual u tiene entonces una constante de Lipschitz ry;, para todo
ese compacto. Entonces [“Zth= y)_“(m vl < Klip- tHhH = Kiip.||h|], y como ps
es integrable (en particular ry). ||h|| Ps €s 1ntegrable y acota a al integrando
de la ecuacién anterior), tendremos entonces que podemos usar teorema de

convergencia dominada y obtener que

lim us(x + th) — us(x)
t—0 t

_ / ps(y)ds_yu(h) dy
B(0,00)

Es decir que
dyus = / ps(y)dy—yu dy (26)
(0,60)
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Como N, (V) es un compacto en U, y u es localmente Lipschitz, entonces
existe K < oo tal que ||d,u|| legK para todo z € N, (V) tales que d.u exista.

Como H es continuo y N(;O (V) es compacto, entonces H es uniformemente
continuo en {(z,p) : z € Ns,(V),||p||. < K}. En particular, para cada € > 0,

existe 0. tal que si z,2" € Ng (V) son tales que ||z — /|| < 4. v ||p|| < K,
entonces
|H(Z',p) — H(z,p)| < €

Entonces, para cada x € V' y para casi todo y con ||y|| < 0. tenemos que
H(z,dyyu) < H(z — y, dyyu) + € < Hy(u) + ¢
Como H es convexo en las fibras, entonces el conjunto
C={peT;M:H(z,p) <Hy(u)+e}

es un convexo cerrado. Como ps es una medida de probabilidad con soporte
contenido en B(0,), y para todo y € B(0,6) tenemos que d,_,u € C' (con C
convexo), entonces el valor medio [ B(0.60) ps(y)d;—yu dy también estd en C. Es
decir que para todo § < . vale que

H(x, / ps(Y)dy—yu dy> <Hy(u)+e€
B(0,50)

Usando la ecuacién (26) deducimos que
H(z, dyus) <Hy(u) +e Vo<,
Por lo tanto
ﬂ‘|v<U5) < [HU(U) +e Vi< 56
O

Ahora en la segunda etapa intentaremos probar el punto (6) enunciado en
las propiedades luego de la definicién 3,4, a partir del lema anterior, usando
particiones de la unidad.

Demostracion. Sea (V;);en un cubrimiento localmente finito de M (i.e cada
punto z € M tiene un entorno U que intersecta solo finitos (V;);en), donde
para todo i se tiene que V; es compacto y V; C U;, siendo U; el dominio de
un mapa de coordenadas con U; compacto.

Para cada ¢ € N, se define J(i) = {j € N: V;NV; # 0}. Observar que i € J(j)
siy s6lo si j € J(i).
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Como el cumbrimiento (V;);cy es localmente finito, y V; es compacto para
todo i, tenemos entonces que #.J (i) < oo. Para ver esto, observemos que para
cada x € M existe un entorno U, que lo contiene tal que U, intersecta finitos
(V;)jen- Entonces tenemos que V:cC U.ev, U,. Como V; es compacto, entonces
existen x1,...,x, € V, tal que V; C Up_,Us, . Como cualquier V; que corte con
Vi debe cortar entonces con algin U,, (para algin k € {1,...,n}), tendremos
entonces que J(i) C Up_,{j : V; N U,,}, que es una unién finita de conjuntos

finitos, entonces J(i) es finito.

Tenemos entonces que
j(i) = #J(i) < o0

7(1) = max j(1) < oo

j0) = mis ()
Definimos entonces R; = sup,.g, ||d,ul[. < oo, donde este supremo se toma
sobre los z € U; donde u es derivable (que tiene medida total por Rademacher,
pues U es localmente Lipschitz). Este supremo es finito pues como u es localmente
Lipschitz y la clausura del entorno coordenado U; es compacta, entonces existe

una constante Lipschitz para todo U,;.

Como R; es finito para todo [, y J(7) es un conjunto finito para todo i, entonces

R; = méx <sup ||dxu||x) = max R; < oo
1€16) \ et 1€J()

Sea ahora una particién de la unidad (6;);en de clase C*° y subordinada al
cubrimiento (V;);e-

Como 0; es C* y de soporte compacto para todo i (pues su soporte esté contenido
en V;), entonces
K; = sup ||d.0;]|. < oo
zeM
Como V; es compacto, entonces el subconjunto {(x,p) € T*M : x € V4, ||p||. <
R; + 1} también es compacto. Entonces por continuidad de H, existe 1; > 0
tal que para todo o € V;, y para todo p,p’ € T M tales que

- 1
||p||ﬂc<Ri+17 ||p,||a¢§m’ H(l’,p) §C+§€ (27)
entonces
H(:Eap"i_p,) <c+e

Podemos entonces elegir n; > 0 tal que

~i.~. . K,L < ’
7.5 (%) i 7
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3.2

Como H y || - || son convexas en las fibras, y V; es un compacto contenido en
el entorno coordenado U;, entonces por el lema 3,2 existe u; : V; — R de clase
C* tal que para todo z € V; vale que

u(z) = ui(z)| < min (e, 7;)
H(z,dyu;)) < sup,ey, H(z, dou) + 5 <c+ 5§ (28)
| dpui]] < =R, +1

donde los supremos en las dos tltimas desigualdades es en los z donde d.u
exista.

Definamos entonces v = »_._ 0;u;, que es claramente de clase C°.

ieN
Ademas, dado x € V,,, entonces tenemos que
> o) - Y e 20
i€J(ip) i€J(ip)
Entonces por un lado
u(z) —v(@)| < > i@ —uw() < D Oi(x
1€J(i0) 1€J(i0)

Ahora acotaremos H (z,d,v). Observemos que nuevamente si € V;, entonces
derivando la primer iguldad de la ecuacién (29) obtenemos que

Al calcular d,v obtenemos

dov =Y Oi(x)dyui + D ui(w)d,b;

i€J(ig) i€J(ig)

Llamaremos entonces

p(z) = ZieJ(io) 0;(x)d,u;
p(z) = ZieJ(io) ui(x)dyb;

Por la convexidad de H, como p(z) es una combinacién convexa de d,u;
tenemos entonces (por las condiciones (28) que cumplen los u;) que

€
H < max H(x,d,u;) < =
(¢.p(@) < i Hiz,duw) < o+ 5
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3.3

De manera similar, como || - ||, es convexa tenemos que

lIp(z)]], < méx ||dpusl|l. < méx R, +1 < Rio +1
1€J(io) i€J(io)

Por otro lado, intentemos acotar ||p'(z)||» usando que 3, ;) dzt; = O:
1P @)= | > wle =1 Y wi@)dot; — Y ula)dabi]| =
i€J(io) z i€J(i0) i€J (i0) z
= || 2 (u@) —u@) Z i) = w(@) | dabill <
i€J(ip) i€ J (i

> K

1€J (i)

donde en la ultima desigualdad usamos la primer ecuacion de (28) y la definicién

de Kz

Usando que habiamos definido 7j; tal que K;7; < % < ;Z;g) para todo i € J(ip),

W@l < 3 ”m Z #;"30 = i

1€J (o) 0

obtenemos

Luego, por la definicién de n;, (ecuacién (27)) y recordando que d,v = p(x) +
p'(x) tenemos entonces que

H(z,dw) = H(z,p(x)+p'(z)) <c+e

Entonces tenemos que v es una funcién C*; con |u(x) — v(z)| < € para todo
z,y H(z,dv) <c+e.

]

3.3. Hamiltonianos coercivos dan soluciones auténomas Lipschitz

Definicion 3.5. Un hamiltoniano H : T*M — R es coercivo sobre todo conjunto
compacto, si para todo compacto K C M y para todo ¢ € R, se tiene que el conjunto
{(z,p) € T*M : x € K, H(x,p) < ¢} es compacto.

Se puede ver que la definicién anterior es equivalente a pedir que para todo compacto

K C M se cumpla que

H(z,p) < +o0 enK

[|p||z—>o00

donde denotamos con X a la convergencia uniforme en K.
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Teorema 3.3. Sea H : T*M — R coerciva sobre compactos, y ¢ € R. Entonces
una subsolucion de viscosidad u de la ecuacion H(x,d,u) = ¢ es necesariamente
localmente lispchitz, y entonces satisface que H(x,d,u) < ¢ en casi todo punto.

Demostracion. Seaxg € M, e > 0 tal que B(x,4€) es un entorno totalmente normal,
y u : M — R una subsolucién de viscosidad de H(z,d,u) = c¢. Veremos que u es
Lipschitz en B(zo, €). Definamos

lo =sup{||p|l. : (x,p) € T*M,d(z,x0) < 3¢, H(x,p) < ¢}
Por la coercividad de H, tenemos que ly < co. Sea [ > [y + 1 tal que
[.2¢ > sup{|u(z) —u(y)| : =,y € M,d(x,x0) < 3e,d(y, o) < 3¢}
Si fijamos x € M tal que d(z,x¢) < € y definimos ¢ : M — R dada por

¢(y) =ld(y,x) VyeM
Sea yo € B(x,2) el punto donde el mapa y +— u(y) — ¢(y) se maximiza para y €
B(x,2e).

Observemos que yo & 0B(x,2¢), pues si tomamos y tal que d(z,y) = 2¢ entonces
como 2le > |u(y) — u(x)| obtenemos que

u(y) — o(y) = uly) — 1.2 <u(z) = u(z) — ¢(z)
Deducimos que yq es un maximo local de u — ¢.

Si yo # x, entonces ¢ es derivable en y, (pues = e yo estdn en una bola totalmente
normal) y ||dy,¢||,, = {. Por otro lado, como y, maximiza u — ¢, entonces ¢ es una
funcién test para u en el punto yo, por lo que H(yo, dy,¢) < c. Es decir que tenemos

deOQSHyO =l2>l+1>1= SUP{HpHx : d(x,a:o) < 3€7H($ap) < C}

H(Z/O, dyo(lﬁ) S c
d(yo, o) < d(yo,z) + d(x,x0) < 26 + € = 3¢

Esto es absurdo, por lo tanto se debe cumplir que yo = z. Es decir que el mapa
y— u(y) — o(y) = u(y) — l.d(x,y) con y € B(x,2¢) se maximiza en y = . Es decir
que

u(z) = u(z) — Ld(z,r) > u(y) — Ld(z,y) Yy € B(z,2e)

Entonces o
uw(y) —u(z) < ld(y,x) Yy € B(x,2e¢) (30)
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3.3

Como x era un punto arbitrario en B(wg,€), y y es cualquier punto en B(x,2¢) D
B(xo, €), entonces

u(y) —u(z) < lLd(y,x) Vaz,y € B(xo,€) (31)

Por lo tanto u es Lipschitz en B(zg, ¢) con constante de Lipschitz [.

O

Observar que si trataramos el caso de la ecuacion de evolucion, el hamiltoniano
H ((t,x), (s,p)) = s + H(x,p) que lleva el problema de evolucién a un problema
estacionario nunca es coercivo, ya que podemos hacer s — —oo y tendremos que
H— —cc.

Entonces, es dificil asumir a priori que las subsoluciones de viscosidad de la ecuacion
de evolucién de Hamilton-Jacobi seran localmente lipschitz.

Corolario 3.3.1. Si H(z,p) es coercivo y tenemos dos subsoluciones de viscosidad
uy,ug : O — R de H(z,d,u) = c en el abierto O C M, entonces min(uy, us) también
es subsolucion de viscosidad.

Demostracion. Definamos la funcién v = min{uy, us}, y tomemos z,y € M.

Sea j € {1,2} tal que u(z) = u;(x). Entonces u(y) < u;(y), por lo que

u(y) — u(zr) = uly) — u;(z) < u;(y) — u;(x)

Por el teorema 3,3 tenemos que u; es subsolucion de viscosidad localmente Lipschitz
de H(x,d,u) = ¢, y entonces por el lema 3,1 deducimos que u; es dominada por
L + c. Entonces si 7 : [a,b] — M es una curva de clase C! a trozos tal que vy(a) = x
y 7(b) =y, entonces

b
u(y) — ulz) < uyly) — u;(z) < / L(y(),4(d))dt + c.(b — a)

Entonces tenemos que u es dominada por L + c. Entonces nuevamente por el lema
3,1 tenemos que u es subsolucién de viscosidad. O

Corolario 3.3.2. Si H(x,p) es coercivo y tenemos dos soluciones de viscosidad
uy, Uy : O = R de H(x,d,u) = c en el abierto O C M, entonces min(uy, us) también

es solucion de viscosidad.

Demostracion. Por el corolario anterior, tenemos que min(uy, us) es subsolucién de
viscosidad, por lo que solo resta ver que es supersolucion.
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Si ¢ < min(uy,uy) es de clase C, y ¥(xg) = min(uy, us)(zo), entonces existe i €
{1,2} tal que ¥ (xg) = u;(xg). Observemos que ¢ < min(uy,us) < u; (con igualdad
en ), por lo que ¥ es una funcion test para la supersolucién u; entonces

H(xg,dyt0) > ¢

por lo que min(u, ug) es supersolucién de viscosidad, y entonces concluimos que es
solucién de viscosidad. O

3.4. Unicidad y principio del maximo

Teorema 3.4. (unicidad) Sea H : T*M — R un hamiltoniano continuo. Si u :
M — R es una subsolucion de viscosidad de H(x,d,u) = ¢, yv: M — R es una
supersolucion de viscosidad de H(x,d,v) = c3. Si u o v es localmente Lipschitz en
M, yu— v tienen un mdrimo local, entonces co < cy.

Demostracion. Sea xy donde u — v tiene su maximo local. Sumandole una constante
a u, podemos suponer que u(zg) = v(xg).

Entonces tenemos que u < v en un entorno de xy, y se alcanza la igualdad en xg.
Podemos suponer que ese es un entorno coordenado de xy, y tomando entonces un
sistema de coordenadas en ese entorno nos permite tratar entonces a los puntos de
ese entorno en M como vectores de R™.

Como B(wg,1) C R™ es compacto y u o v es localmente Lipschitz, entonces sea
K < o0 la constante de Lipschitz de w o v en B(zg,1) C R™.

Para cada [ > 1, definimos

my = sup u(z) —v(y) = ||z - ol|* — L[|z — y|? (32)
z,y€ B(z0,1)

Observemos que m; > u(xg) — v(xg) — ||z — zo||? — I.||]z0 — 20||* = 0.

Por la compacidad de B(xg, 1), existen entonces x;,y; € B(xg,1) tales que
0 <my = ulw) —o(y) — |lzo — x| |* = L||2 — il (33)

Nuevamente, por la compactidad de B(z, 1), tenemos entonces que A = SUD,. e B(wo,1) U(T) —
v(y) < co. Entonces

0 < my = u(zr) — v(y) — llwo — zl* = Lo — wl]* < A= Lo — wlf?

Entonces ||z, — y||> < 4 — 0 cuando [ — oo.
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Ademas, por la compacidad de B(xg, 1), podemos extraer una subsucesién convergente
T, — Too, y entonces como ||x; — y|| — 0 con | — oo, tendremos entonces que
Ui, — Too-

Usando la ecuacién (33) deducimos entonces que
0 < my = u(a) —vly) — [leo — wl* = Llle — ol < ula) —vly) — [z — 2|

es decir que
0 < u(zy) = vly) — [lzo — x|

y pasando al limite en la sucesiones z;,, y;, obtenemos
0 < u(To0) = v(Te0) = |70 — o[
En particular como u < v, entonces ||zg — Zoo|| = 0, es decir que 2y = T.

Como entonces las sucesiones z;,, y;, convergen a g, entonces a menos de descartar
finitos términos, podemos suponer que la subsucesion [; la habiamos tomado de
modo que z,,y;, € B(xg,1) para todo i € N.

Entonces, por como definimos m; en la ecuacién (32), y usando que los puntos z;, y
y;, son los que realizan el supremos de esa definicién, tenemos que la funcién

v u(r) — (v(y,) +llzo — =l* + Ll |z — i ]%)

alcanza un maximo local en x = z;,. Observemos que la funcién ¢(z) = v(y;,)+||zo—
z||> + ]|z — y,||* es de clase C™, y es entonces una funcién test para la subsolucién
de viscosidad u en el punto z;,. Usando entonces que u es subsolucién de viscosidad
de H(z,d,u) = ¢; obtenemos

H(.Q?li, dxli ¢> S C1 (34)
Del mismo modo, el mapa

2 - llelz - yH2

y = () —v(y) — [lzo — 2y,
tiene un maximo local en y = y;,, o lo que es lo mismo que

= lillz, = yl?)

. , . . ., - 2 2
tiene un minimo local en y = y;,. La funcién ¥(y) = u(x;,) — ||xo — a1, ||* — li|| 21, — ||
es de clase C'°, y es entonces una funcion test para la supersolucion de viscosidad
v en el punto y;,. Usando entonces que v es supersoluciones de H(x,d,v) = ca,
obtenemos

Y= U(y) - (u(a:lz) - H-TO — L

H(y,, dy, ) > ¢ (35)
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Usando las expresiones de ¢ y ¥, tenemos que las expresiones de las funciones lineales
dxliqﬁ R* - Ryde dylil/J :R™ — R son

dﬂ?zqu() = <xli — o+ ll(l‘l@ - yli)v >
dyli¢(') = ll<$ll — Y- >
donde (-,-) es el producto interno usual de R™.

Si consideramos entonces entonces d,, ¢ — d,, 1 : R* — R tenemos que
K2 2

(day, @ = dy, ) (-) = (a1, = 20, )

por lo que
|lda,, @ — dy, || = |21, — xo|| = 0 (36)

Como ademas u o v tiene constante de Lipschitz K, tenemos que
ldo, @l < K 0 |ldy, ¢[| < K (37)

Usando entonces los resultados (36) y (37), podremos construir entonces una subsucesion
donde limd,,¢ = limd,, ¢ =p: R" = R.

Por lo tanto, usando las ecuaciones (34) y (35), y la continuidad del hamiltoniano
H :T*M — R, tendremos que

e1 > lim H (v, dyy, 6) = H (0, )
Co S h/mH<yl;7 dyléw) = H(l’o,p)

lo que implica que ¢ < ¢;.

O

Lema 3.5. Si O C M es un abierto y u : (a,b) x O — R es una subsolucion de
viscosidad de O,U + H(x,0,U) =0. Sim € Ry p: (a,b) = R es C' con %% <m,
entonces u(t, ) + p(t) es subsolucion de viscosidad de O,U + H(x,0,U) = m.

Demostracidén. Sea ¢(t,z) > u(t,z) + p(t) de clase C!, y consideremos entonces

~

o(t, ) = o(t,x) — p(t) = u(t, )

Entonces q@(t, x) es una funcién test para u(t, z), y ademds tenemos que

~

gb(t(), IL‘U) = U(to, lL‘O) <~ gb(t(), IL‘O) = U(to, ZL‘()) + p(to)
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Entonces, si (fo, zo) es tal que ¢(to, z0) = u(to, zo) + p(tp) tenemos que como u es
subsolucién de viscosidad de H(x,d,u) + dyu = 0 entonces

H(l'()a 8£¢E(t07 1"0)) + até(t(b 'TO) S O
Por lo tanto
H (0, 0:0(to, %0)) + ed(to, w0) = H (o, 0z (to, o)) + 8t(gz3(t, ) + p(t)) (to, o) =

) ~ d
= H (0, 0,(to, x0)) + Ailto, o) + 7 (t) < m

por lo que u(z,t) + p(t) es subsolucién de viscosidad de 0,U + H(z,0,U) =m

[
El teorema 3,4 de unicidad implica el siguiente principio del méximo para la ecuacion
de evolucion

Teorema 3.6. (principio del mdximo, version Lipschitz) Sea H : T*M — R
un hamiltoniano continuo en la variedad M. Sean u,v : [a,b] x C' — R continuas,
donde C' C M es un subconjunto compacto, con u una subsolucion de viscosidad y v
una supersolucion de viscosidad de la ecuacion 8,U + H(z,9,U) = 0 en (a,b) x C.
St ademds u o v es localmente Lipschitz, entonces

max v — v = max U — v
[a,b]xC {a}xCU[a,b]x0C

Demostracion. Sea e >0y 6 > 0, y definimos . : [a,b) x C'— R como

)
Ue 5(t,£L‘> = u(t,x) - E(t - CL) T
’ b—t
Observar que lim;_,;, ucs(t,x) = —o0, y que ucs < u.
Mas atin, la funcién t — p(t) = —e(t —a) — ;2; es C' con derivada t — —¢ — ﬁ <

—e¢, lo cual implica (por el lema 3,5) que u, s sea subsolucién de viscosidad para
Optie s + H(z, 0pties) = —€
Si consideramos el hamiltoniano H : T*(R x M) — R definido por

H(<t7 %’), (Sap» =Ss+ H(l‘,p)
entonces u, s es una subsolucién de viscosidad de la ecuacién estacionaria

f[((t,x),dmu@(g) =—¢ (t,z) € (a,b) x C
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Ademas, como v era supersolucién de viscosidad de la ecuaciéon no auténoma v +
H(z,0,v) = 0, tendremos entonces que v serd supersolucién de viscosidad de

I:I((t,x),dt,mv) =0 (t,z) € (a,b) x C

Si u es localmente lipschitz en (a,b) x C, entonces (como ues —u es C1) tendrfamos
que ues también seria localmente lipschitz.

Por lo tanto, como u o v es localmente Lipschitz, entonces u.s; o v es localmente
lipschitz. Esto nos permite usar el teorema 3,4 de unicidad con las funciones u. ;s y
v para el hamiltoniano H, pues tenemos u, 5 subsolucién de viscosidad

H((t,x),d;yucs) = —€(=c1) en (t,z) € (a,b) x C
y v supersolucion de viscosidad para
H((t,z),d;,v) =0(=cy) en (tz) € (a,b) x C

Como ¢; = —e < 0 = ¢y, entonces (por el contrareciproco) de ese teorema concluimos
que u. 5 — v no puede tener un maximo local en (a, b) x C.

Por otra parte, como ucs(t,z) = u(t,z) — €(t — a) — ;% — —oo cuando t — b,
entonces si consideramos 0 < b suficientemente cercano a b, como [a,d] x C es
compacto, tendremos que e s — v}[mb/]x o debe alcanzar su mdximo en un punto de
{a} x C'Ula,b] x 0C C {a} x C C la,b) x OC (pues no puede darse en el interior

nient=b).

Como u.s < u, entonces

Ues — V< max Ues —V < max U—v
{a}xCUla,b)x0C {a}xCUla,b)x0C

en [a,b) x C. Haciendo 0, ¢ — 0 obtenemos

u—0v < max u—0
{a}xCUla,b)x0C

en [a,b) x C. Ademds, por continuidad de u y v, tenemos que esta desigualdad vale
en todo [a,b] x C, por lo que tomando maximo en [a, b] x C' obtenemos

max uw—ov < max U—0
[a,b]xC {a}xCUla,b)x0C

44



3.5

Observacion. Podemos observar que siu o v fueran ambas soluciones de viscosidad
de la ecuacion de evolucion de Hamilton-Jacobi tales que coinciden en ({a} X C’) U
([a, b) x 80), con alguna de ellas localmente Lipschitz, entonces el teorema anterior
nos dice que

{maX[a,b]xC U — U = MaX{q}xCUap)xoc U — V=0

minggxc 4 — v = minggyxcufapxac & —v =0
donde la sequnda ecuacion la obtuvimos cambiando el rol de u con v (pues son
soluciones). Por lo tanto este nos garantiza que u = v en |a,b] x C.

Veremos luego que si asumimos que H es coerciva en conjuntos compactos, las
subsoluciones de viscosidad de la ecuaciéon de evoluciéon se pueden aproximar con
subsoluciones Lipschitz. Esto nos permite retirar la hipdtesis de que u o v sea
localmente Lipschitz mediante un paso al limite bajo hipotesis de coercividad en
el hamiltoniano.

Observacién. Como el teorema 3,3 garantiza que las soluciones de viscosidad para

la ecuacion estacionaria de Hamilton-Jacobi son localmente Lipschitz para hamiltonianos
coercivos, obtuvimos entonces un teorema de unicidad de soluciones de viscosidad
(bajo condiciones iniciales y restricciones de borde) a la ecuacion estacionaria de
Hamulton-Jacobi para hamiltonianos coercivos.

3.5. Hamiltonianos y lagrangianos de Tonelli

Recordamos a continuacion la definicién de hamiltonianos de Tonelli vista en los
preliminares.

Definicion 3.6. Un hamiltoniano H : T*M — R es de Tonelli si es C? y satisface

1. Supelinealidad:

C*(K)= sup Kl|lp|l.—H(z,p)<oo VK >0

(z,p)eT*M

2. Acotacion uniforme en las fibras:
A*(R)= sup {H(z,p);llpll. <R} <oco VR2>0
M

(z,p)€T™*

3. O? estrictamente convexo: %2712{(37, p) es definido positivo V(z,p) € T*M
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Definicion 3.7. Dado un hamiltoniano H : T*M — R de Tonelli, se define su
lagrangiano asociado L : TTM — R como

L(z,v) = Sl;p{p(v) — H(x,p) :p e T; M}

Observacién. Observar que L(x,v) es finita en todo punto, pues
» L(z,v) >0(v) — H(z,0) = —H(z,0)
" L(SL’,’U) = Suppp(v) - H(xvp) < sSupy, HUHprHz - H(LL’,p) = C*(HUHHU)

Como vimos en los preliminares, el lagrangiano L asociado a un hamiltoniano H de
Tonelli, es también de Tonelli con respecto a la métrica Riemanniana ¢g. Es decir que
L : TM — R seréd de clase C? y verificara

1. Supelinealidad:

C(K)= sup K|l —L(z,v)<occ VK >0

(z,w)ETM

2. Acotacion en las fibras:

A(R)= sup {L(z,v);|lv|]ls <R} <oo VR>0

(z,0)eTM

3. C? estrictamente convexo: %(m, v) es definido positivo V(z,v) € TM

Ejemplo 3.7. Si Hy(x,p) = 3||p||2, veamos cual es su lagrangiano asociado Ly -
TM — R. Por un lado

1 1
Lo(z,v) = sup p(v) = 5llpllz < sup [lpllalloll. = SlIpllz =
p p

1

—_ — 2 —
5 lpllz = 1v]l2)

1 2
= Sllol

1
=sup |jv[; -
p 20 °

Es decir que Lo(z,v) < %|[v]|2. Por otro lado puede verse que la igualdad se alcanza
considerando el operador p,(-) = g.( - ,v) € TaM (y claramente por Cauchy-Schwarz
tenemos que ||p,|| = ||v]||). Es decir que

1 1 1
Lo(z,v) 2 po(v) = 5llpellz = Iz = SIollz = S0l
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Por lo tanto, concluimos que
1
Lo(z,v) = 3l

Las funciones Co(K) y Ao(R) de supelinealidad y acotacion uniforme en las fibras
son entonces

1
Co(K) = sup  K|[o[l, = Lo(w,v) = sup K|plls = 5[vl[z =

(z,0)eTM (z,0)eTM
K? 1 2
= sup — —=(K—||l.) =
(x,v)eTM 2 2( H H )
K?
g 7

v]|? R
AR) = sup {Lo(e.v)cfoll < By = sup (W oy, <y = 20

(z,w)ETM (z,w)ETM 2

Ejemplo 3.8. Si V : M — R es una funcién C?, y consideramos el hamiltoniano
de Tonelli Hy(z,p) = L||p||2 + V(x), entonces su lagrangiano asociado es

Do) =sup p(0) = Hulip) = (sup p(0) = 5lIp2) = Vi) = 51l = Vo)

Donde usamos que Lo(z,v) = %||v||§3 = sup, p(v) — %||p||§)

4. Semigrupo de Lax-Oleinik

4.1. Minima acciéon entre 2 puntos a tiempo fijo

En esta seccién se definira el operador de Lax-Oleinik, para el cual veremos en
proximos capitulos que nos permitird caracterizar las soluciones de viscosidad a
partir de su condicién inicial al tratar con hamiltonianos de Tonelli.

Recordamos ahora la nocién de accién sobre una curva,

Definicion 4.1. Si v : [a,b] = M es una curva C' a trozos, y L : TM — R es un
lagrangiano, definimos la accién de la curva v como
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Se recuerda (como se vio més formalmente en los preliminares), que una curva
v : [a,b] — M es extremal si es critica de la accién. Esta familia de curvas se
caracterizé a partir del sistema de ecuaciones de Euler-Lagrange.

Como caso particular, habfamos definido las curvas minimizantes v : [a,b] — M
como aquellas tal que para cualquier otra curva § : [a,b] — R con mismos extremos,
entonces L(y) < L(J).

Observacion. Si L es de Tonelli, entonces la accion se puede acotar inferiormente
usando la superlinealidad de L, pues como

c0)= sup O0||v||z — L(z,0) > —L(z,v) ¥(x,v)eTM
(2,0)€TM

Entonces
L(v) = / L(7(s),4(s))ds > / —C(0)ds = —C(0)(b — )

Observacion. Como estamos considerando lagrangianos auténomos (no dependen
del tiempo), tenemos entonces que si una curva 7y : [a,b] — M es extremal (resp.
minimizante) de la accion, entonces la curva trasladada s en el tiempo 7y, : [a—s, b—s]
dada por

Ys(t) = (s +1)

también serd extremal (resp. minimizante).

El siguiente teorema de existencia de curvas minimizantes se debe a Tonelli, y puede
encontrarse en [3]

Teorema 4.1. (Tonelli) Si L es un lagrangiano de Tonelli, a,b € R y x,y € M,
entonces existe una curva y € Clap(x,y) minimizante. Mds ain, la regqularidad de ~
coincide con la de L.

Definicion 4.2. Si x,y € M, y t > 0, definimos h;(z,y) la minima accién en
tiempo t entre x e y como

he(z, ) = fuf { | r6e1i)ass 5 e c[o,ﬂu,y)} (38)

Y

Observaciéon. Por el teorema de Tonelli, si L es de Tonelli entonces para todot > 0
y para todo x,y € M, eziste vy : [0,t] — M tal que

L(v) = he(z,y)

y ademas, la reqularidad de v coincide con la de L.
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Observacion. Una curva 7y : [a,b] — M es minimizante si y sdlo si
hi—a(7(a), (b)) = L(v)

Ejemplo 4.2. Para el lagrangiano Lo : TM — R definido por Lo(x,v) = 3|[v||2, si
v : la,b] = M es una curva que une x cony (es decir, y(a) = x, v(b) = y) entonces
por Cauchy Schwarz

ﬂ%wsgwwzlmmewws(me@m@@)m(lﬁm§”2

donde la primer desigualdad es igualdad si v realiza la distancia entre x ey, y la
sequnda desigualdad alcanza la igualdad si ||Y(s)||) es constante (es decir, v debe
estar parametrizada proporcionalmente a su longitud de arco). Despejando entonces

obtenemos , 12
< s ds
\/m = . |’7( )H'y(s)
por lo que
d(z,y)* _ [ "1,
< [ IRIB s =2 [ S B ds = 2La)
Entonces a( )2
Y
Lo(y) > m

donde como dijimos antes, se alcanza esta 1qualdad si v realiza la distancia entre x e
y Yy se recorre con velocidad constante. Notar que como suponiamos que la métrica
g era completa en M, tenemos que siempre existe dicha geodésica entre x e y, y
podemos elegir el pardmetro temporal para que se recorra con velocidad constante en
[a, b], por lo tanto
d(x,y)*

2t

h(x,y) =
Ejemplo 4.3. Sea el lagrangiano Ly : TM — R definida por
1
L) = gl — V(o)

donde V : M — R es una funcion C? acotada. Consideremos entonces una curva
v @ [a,b] = M uniendo los puntos x e y. Como

1 1 1
Sl = sup V" < Slol2 = V() < 5ol — f v
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Tenemos entonces integrando sobre la curva v que
Lo(y) = (b—a).supV < Ly(y) < Lo(y) — (b—a).inf V (39)

donde Ly es la accidn del lagrangiano del ejemplo anterior (Ly = %||v||2) y Ly es la
accion del lagrangiano Ly .

Tomando infimo en la ecuacion (39) entre todas las curvas vy : [a,b] — M con
exrtremos en x ey tenemos que

2 2
diwy) _ (b—a).supV < b} (2,9) < di.y) _ (b—a).mfV

2(b—a) ~—2(b—a)
O lo que es lo mismo que
d 2 d 2
%—t.sup‘/ghy(x,y) S%—t.inﬂ/ Vi >0

Proposiciéon 4.4. (propiedades de la minima accion) Si L es de Tonelli,
entonces la funcion hy : M x M — R cumple las siguientes propiedades

1. Para todo K >0, t >0, y para todo x,y € M wvale que
d
K.d(z,y) — C(K).t < h(z,y) < t.A (@)

donde C(K) y A(R) son las funciones de la definicion de lagrangiano de
Tonells.

2. (propiedad de semigrupo): Para todo t,t' > 0, y para todo x,y € M, vale que
ht+t’($a y) = ziél]\f4 ht(xa Z) + h’t’(z7 y)
Demostracion. (1) Probaremos primero el primer punto (las cotas de la minima
accién). Consideremos una curva v : [0,¢] — M, con v(0) =z y (t) = y.
Sabemos por la condicién de supelinealidad de Tonelli que
L(3(9).4()) = K[l — C(K)  ¥s € [0,1
Integrando en [0, ¢] se obtiene
L(v) > K.l,(y) — C(K).t > K.d(z,y) — C(K).t

Como esto se cumple para cualquier curva v : [0,t] — M que una z con y, si
consideramos en la ecuacién el infimo entre todas estas curvas tenemos

hi(z,y) > K.d(z,y) — C(K).t (40)
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Luego, para la otra desigualdad, como la variedad M con la métrica g es completa,
podemos considerar una curva geodésica 7 : [0,t] — M que realiza la distancia entre
x ey, y que esté recorrida con velocidad constante. En particular tendremos que

t
dmw=AHWMM%ZM®MM Vs € (0,4

donde usamos que ||§(s)||(s) = cte. Entonces

d(z,y)

15 ($) ) = Vs € [0,]

Luego, por la acotacion uniforme de loa lagrangianos fe Tonelli en las fibras, tenemos

L(v(s),’y(s)) < A<M> Vs € [0, 1]

Integrando en [0, ] obtenemos

L(y) < tA(d(”;’ y)>

Luego, como h(x,y) < L(7), tenemos entonces que
d
mmwsm(ﬁ%Q (41)

Concluimos entonces con las ecuaciones (40) y (41) que
d
K.d(z,y) — C(K)t < ha(z,y) < t.A (@)

(2) Para probar el segundo punto (la propiedad de semigrupo), consideremos x,y €
M,y una curva vy : [0,t+t'] — M que realiza la minima accién entre z e y. Entonces

vt = [ A0 = [ D a)ds [ L6 56)s
> Ty (,7(t)) + he (7(1), )
entonces
hese (,y) = ha(2,5(1)) + he (v(t), y) = if he(z, 2) + e (2,y) (42)
Liego, sea = € M, v consideremos 1 : [0,4] — M tal que 1(0) = = y 4(t) = =.

Anélogamente consideremos otra curva s : [0,¢'] — M tal que v(0) = z y v(t') =
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Sea 7y : [0,t +t'] = M la concatenacion, es decir
7(s) sisel0,t
(s) = . ,
Yo(s —t) siselt,t+1]

Tenemos entonces en particular que 7 : [0, +t'] — M es una curva C! a trozos que
une z con ¥, entonces

hesw (2,y) < / L(7(s),4(s))ds = / L(7(s),4(s))ds + / L(7(s),4(s))ds <

= [ Lea)sn()ds + / L(7a(s), Au(s))ds =
=L(m) +L(72)
COHIO tenemos entonces
hipo(z,y) < L) + L(72)

para toda curva 7; que une x con z en tiempo ¢t y toda curva vy, que une z con y en
tiempo t', si consideramos el infimo dentro de todas las 7; y 72 con estos extremos
obtenemos

horo(x,y) < hy(x, 2) + he(2,y)

Como el punto z era un punto arbitrario en M, tenemos entonces que

hipe (z,y) < inf Rz, 2) + he (2, y) (43)
Entonces, juntando la desigualdad (42) con (43), deducimos que

hivy(x,y) = fl;f he(x, z) + he(z,y)

4.2. Semigrupo negativo de Lax-Oleinik

Definiremos a continuacién el semigrupo negativo de Lax-Oleinik 7, , ¢t > 0.

Definicion 4.3. Si u: M — [—o00, +00] es una funcién cualquiera y t > 0, se define
la funcién Ty u : M — [—o00, +00] como

Tute) =t fu00) + [ LGS € o)}

Y

Sit =0, se define
Tou=mu
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Proposicion 4.5. Se cumple la siguiente relacion entre T, y hy

T, u(z) = inf u(y) + h(y, )

yeM

Demostracion. Recordando que

o) = { | L(3(s),4(9))ds - 7 € Coy )}

y

podemos escribir

T ue) = o int { () +L03): 7 € Cogloa) | =

Yy

Y

= inf {u(y) + l'gf {”—(7) v € Cpgy (y,x)}}

entonces

T u(x) = if u(y) + he(y, z)

]

Proposicién 4.6. El semigrupo negativo T, de Lax-Oleinik cumple las siguientes
propiedades
1. Si L de Tonelli, entonces T, u(x) < u(x) + A(0).t para todo x € M yt >0
. Si 3z € M tal que u(x) < oo, entonces T, u(y) < oo VYye M,Vt>0
. Stz € M tal que u(z) = —oo, entonces T, u(y) = —oc0 Yye M,Vt>0

2

3

4. Sic€eR, entonces Ty (u+c) =T, (u) +c

5. Siu(x) <wv(x) Vo e M, entonces T, u(x) < Ty v(x) Yo € M
6

e =l + T v < Ty u < T v+ ||u — 0|, donde || - ||oo es la distancia
uniforme, que se define como ||u — v||oo = SUp, ey |u(z) — v(z)|

7. (propiedad de semigrupo): Si L de Tonelli, entonces T,

oy = 1y o1, para todo
£t >0

Demostracion. (1) Recordemos primero una de las propiedades de la funcién minima
accion h; probadas en 4,4, indica que:

o = a0
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Entonces

d(z, )
t

T, u(z) = ir;fu(y)—i—ht(y, r) <u(x)+h(r,z) < u(a:)—Hf.A(

) — u(x)+1.A(0)

(2) Sea z tal que u(z) < oo, y sea y € M. Entonces

I uly) = mu(z) + hu(z,y) < u(@) + he(z,y) < ulz) + t-A(d(xt? y)) < 00

(3) Sea x tal que u(z) = —o0, y y € M, entonces

T, u(y) = fr;fu(z) + hi(z,y) <ulz) + h(zy) <ulz)+ t.A(d(i’ y)) — s
(4)

T, (ute)(@) = mf (u+te)y) +huly,@) = e+ mf uly) + hily,2) = ¢ + T, u(x)

(5) Siwu < w,entonces

T ula) = fnf uly) + oy 2) < inf 0(y) + huly,) = T, v(a)

(6) Como —||u — V|| +v < u < v+ ||u—v||w, entonces usando las propiedades
(4) y (5) tenemos

—|u =] + Ty v < Ty u < Ty v+ ||u — 0]

(7) Como h, verifica la propiedad de semigrupo hyyy(z,y) = inf, hy(z, 2) + hy (2, y),
entonces

T, u(y) = ir;fu(m) + hyp(z,y) = irif (u(z) + fIZlf hi(z, z) + he(2,y))
= infinf (u(z) + he(z, 2) + he(2,y)) =
= inf inf u(x) + hy(z, 2) + he(2,y) =

~— —

=inf T, u(z) + hy(z,y) =
=Ty (T, u)(y)
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4.3. Evolucion dominada

Definicion 4.4. Si u : M — [—o00,+00], su evolucién de Lax-Oleinik es la
funcién 4 : [0, 00) x M — [—00, +00] definida por

u(t, z) =T, u(x)
Definicion 4.5. Una funcién U : [0,00) x M — [—o00,+0o0] es de evolucién

dominada por el lagrangiano L : TM — R si para toda curva v : [a,b] — M
de clase C! a trozos, con 0 < a < b, vale que

U.A0) < Ular@) + | L), 3(6)ds

Equivalentemente, basta considerar solo la 7 : [a,b] — M que minimiza la accién
entre y(a) y v(b), obteniéndo que U es dominada por L si y sélo si

U(b, (b)) < U(a,v(a)) 4+ hy—a(v(a),7(b))

Es decir, que

U(t+s,x)§U(t,y)+hs(y,x) Vr,ye M,t>0,s>0 (44)

Lema 4.7. Siu: M — [—o0,+00], entonces su evolucion de Laz-Oleinik @ : [0, 00) X
M — [—00,400] es de evolucion dominada por L.

Demostracion. Por la propiedad de semigrupo tenemos que si s > 0,y x,y € M,
entonces

Tiou(r) =T, (T, u)(x) = inf T, u(z) + he(z,2) < T, uly) + ha(y, )

Recordando que u(t, x) = T; u(x), tenemos que la ecuacién anterior se puede escribir
como
u(t+s,x) < a(t,y) + hs(y,x) Va,ye M,t>0,s>0

lo cual corresponde con la ecuacién (44) de la definicién de evolucién dominada. Es
decir que u es de evolucién dominada por L.

[]
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4.4. Lax-Oleinik y viscosidad

Teorema 4.8. Sea U : [0,00) X M — [—00,+00] de evolucion dominada por L. Si
Ir € (0,00] tal que U es finita en (0,7) X M, entonces U es una subsolucion de
viscosidad de

ou ou
E(t,x) + H([E, %(t,x)) =0

en (0,7) x M.

Demostracion. Sea ¢ > U en (0,7) x M, tal que ¢ es C' y ¢(to, zo) = U(to, z0) para
algin (to,zo) € (0,7) x M.

Sea v € T,, M, y sea v : [0,tg] — M una curva de clase C' tal que (v(to),ﬁ(to)) =
(x0, ).

Si0 <t <ty<T,entonces como U es finita en (0, 7)x M y es de evolucién dominada
por L tenemos que

U(t07 7(t0)> - U(ta ’y(t)) < /tto L(’}/(S), 7(8))d8 AS [Ou tO]

Como ¢ > U, y en (to, o) = (to,V(to)) se alcanza la igualdad, entonces

d(to, (o)) — o(t, (1)) < /tOL(V(S)W(S))dS vt € [0, o)

Dividiendo ambos lados entre ¢ty — ¢ > 0 y tomando el limite cuando ¢ — t; se tiene

(o)

Usando regla de la cadena y luego sustituyendo ~y(t9) = o y % (to) = v, tenemos

< L(7(to), 3(to))

t=to

0 0
2 t0,20) + 2210, 20) (1) < Lo, ) (45)
Como el v € T, M era arbitrario, tenemos que
0 0
8_i<t0’x0)'@) — L(zg,v) < —8—35(150,330) VoveTl, M
Entonces, por definicién de la transformada de Fenchel tenemos que
) 0 )
H (0. 52 t0.20)) = s, 5200, 0)() = Lo, 1) < =5 t0,)
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y entonces
0 0
H(Q?O, a-i(to, .§C0>> + a—;b(to,.’lfo) S 0
Por lo que U es subsolucion de viscosidad de la ecuacion de evolucién de Hamilton-
Jacobi. O]

Teorema 4.9. Sea u : M — [—o00,+00] y 4 su evolucion de Laz-Oleinik. Si existe
7 € (0,00] tal que 0 es finita en (0,7) X M, y para todo (t,z) € (0,7) x M tenemos
que el infimo de la definicion de Lax-Oleinik se alcanza en un punto y € M

a(t,x) = Z1é1}\f4 w(z) + he(z, ) = u(y) + hy(y, )

Entonces, 4 es una solucion de viscosidad de

~

ot ot
E(t,x) + H(x, %(t,x)> =0

en (0,7) x M.
Demostracion. Por el lema 4,7 tenemos que @ : [0,00) x M — R es de evolucién

dominada por L.

Como w de evolucién dominada y es finita en (0,7) x M, tenemos entonces por el
teorema 4,8 que u es subsolucién de viscosidad en (0,7) x M.

Queda ver entonces que 4 es una supersolucién de viscosidad.

Para eso, tomemos 9 : (0,7) x M — R de clase C', con ¢ < 4, y supongamos
U(to, xo) = ¥ (tg, zo) para algin (tg,zo) € (0,7) X M.

Sabemos por hipotesis que existe y € M que realiza el infimo de la definiciéon de
Lax-Oleinik, es decir
(to, o) = u(y) + hu, (y, xo) (46)

Ademas, por el teorema de Tonelli sabemos que existe una curva « : [0, ty] — M,
con ¥(0) =y, v(ty) = xg, y que su accién es minima, es decir

uw—l%m@mmw—%@m> (47)

Con las ecuaciones (46) y (47) tenemos que

ﬁ%w@zww+AOM%%ﬁ@Ms (48)
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Observar que u(y(0)) < oo, pues tenemos que

U(to, z0) <00 ¥ /00 L(v(s),7(s))ds < o0

Como @(0,7(0)) = u((0)), tenemos que la igualdad (48) se puede escribir como

a(to, o) = @(0,7(0)) +/00L(V(s),7(s))ds (49)

Como ademads @ es de evolucién dominada por L, entonces si tomamos t € (0, )
tendremos que

{a(to, z0) < a(t, (1) + [ L(v(s),4(s))ds (50)

<
a(t, (1) < a(0,74(0) + fy L(v(s),4(s))ds

Por lo tanto, juntando estas dos desigualdades tenemos que

Pero por la ecuacién (49) tenemos que los extremos de esta cadena de desiguadades
son iguales. Por lo tanto, las dos desigualdades (50) son en realidad igualdades. En
particular

(to, mo) = a(t,y(t)) + /t O L(v(s),4(s))ds VYt €0,

Como 9 < 1, y se alcanza la igualdad en (to,’y(to)), tenemos para todo t € [0, to]
que

Y(to, z0) = U(to, m0) = a(t, v(t)) + /t 0 L(v(s),%(s))ds >

> p(t (1) + / " L((s),4(s))ds

Entonces

lto.0) = 0(t(0) = [ L)) Yie 0
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Dividiendo entre t5 — ¢t > 0 y haciendo el limite con ¢ — t; obtenemos

%(w (t, v(t))>

Usando regla de la cadena y sustituyendo «(tg) = o, obtenemos

% 1o, 20) + 22 (6, 20) (3(10)) > Lo, 10)) (51)

> L(7(to), ¥(to))

t=to

Luego, por la definicion de transformada de Fenchel sabemos que

Leaci(t) = sup p(3(00) = Hlan,p) = 52 (t0can) Gt0) — H (0, 50,0

pET;OM
Juantando esta desigualdad con la desigualdad (51) tenemos que

%—If(to,xo) + g—iﬁ(to, o) (7(t0)) > Z—f(to,mo)(‘y(to)) - H(xo, g—i(to, xO))

Entonces, cancelando los g—f(to, xo) (7(t0)) tenemos que

aa—lf(to, iL‘o) + H(l’o, g-f(to,l'o)) Z 0

por lo tanto @ es supersolucién de viscosidad de la ecuacién de evolucion de Hamilton-
Jacobi. Como ya habiamos mencionado que 4 es subsolucién de viscosidad, tenemos
entonces que 4 es solucion de viscosidad de Hamilton-Jacobi.

]

5. Teoremas de aproximacién de subsoluciones de
viscosidad

En esta seccion se tratarda de aproximar subsoluciones de viscosidad arbitrarias
con otras subsoluciones de viscosidad de mayor regularidad. En un primer paso, se
aproximaran con subsoluciones de viscosidad lipschitz, y obtener entonces mediante
un paso al limite una nueva version del principio del méaximo. En una segunda etapa,
se aproximaran las subsoluciones de viscosidad con otras subsoluciones de clase C'*°.
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5.1. Aproximacion por subsoluciones Lipschitz: sup-convolucién

Sea u : V — R una funcién continua, donde V' C R x M es abierto.

Sea K C V compacto. Tomemos entonces un abierto O; de clausura compacta, tal
que K CO, CcO;CV.

Nuevamente, por compacidad de K, podemos encontrar un abierto Oy de clausura
compacta, tal que K C Oy C Oy C O;. Entonces sea § > 0 tal que

[t —0,t+ 6] x {z} Cc O, V(t,z) € O,
Por continuidad de u, tenemos que

m = sup |u| < oo
O1

Como [t—§,t+8] x {x} C Oy para todo (t,7) € Oy, y u esta definida en O, podemos
definir para cada € > 0 a la funcién u, : Oy — R dada por

2

s
u(t, ) = Sg[lfié)%] u(t+ s, x) — -

Observacion. Observemos que u. es continua pues u es continua en V' y [—0,0] es
compacto (estamos tomando mdximo de una funcion continua en un compacto).
Proposicion 5.1. La funcion u, tiene las siguientes propiedades

1. ue>u Ve>0

2. 510 <e<é, entonces ue < Uy

3. Si(t,x) € Oy y s. € [—0,0] es tal que u(t,z) = u(t + se,x) — %, entonces
tenemos que |s¢| < v/2em

4. ueju en Oy cuando € — 0

5. 8i(t,x), (t',x) € Oy, con |t —1t'| < 6 —/2em, entonces
< 2V2em + |t — 1/
o €

luc(t', x) — u(t, )| ’.|t—t'|

En particular (como [t —t'| < 6 — /2em) tendremos que

< V2em + 6
€

uc(t', ) — uc(t,z)| < Jt =]

Mas ain, para todo x, el mapa t — u(t,x) es Lipschitz en compactos conexos

de O; NR x {x}, donde la constante de Lipschitz es 2/2m/e.
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Demostracion. (1)

2 2

0
ue(t,x) = max u(t+s,z) — s u(t+0,2) — — = u(t,x)
s€[—6,0] € €

(2) Si€ > e >0, entonces —5 > —%, por lo que

s 52
u(t,r) = max u(t+s,z) — — < max u(t+ s,z) — — = uu(t, x)
s€[—6,0] € s€[—6,0] €

(3) Si s es tal que u.(t,x) = u(t + sc,x) — %, entonces por el punto (1) tenemos
que

ue(t, ) = u(t + se,x) — = > u(t, x)

»
mlml\J

Entonces

<u(t+ s, x) —u(t,z) < 2sup |u| = 2m
01

™ |m°°m

Entonces s, < v/2me
(4) Sea (t,z) € Oq, y s tal que

2
ue(t,x) = u(t + s, ) — =<
€

Restando aqui u(t, z) y usando el punto (1) tenemos que

0 <wu(t,z) —u(t,z) =u(t+ s, z) —u(t,z) — = < u(t+ s,x)—u(t,x)

o
|8,

Entonces
lue(t, x) — u(t, )| < |u(t + se,x) — u(t, x|

Y sabemos por el punto (3) que |s.| < v/2me, por lo que la ecuacién anterior implica
que
lue(t,z) —u(t,x)| < sup |u(t+s,z) —u(t,x)|
Is|<v/2me

Luego, tomando supremo en (t,z) € O, tenemos que

sup |U’e(tax) —U(t,l')l < sup |u(t—|—s,x) —U(t,l’)| — 0
(t,x)€02 (t,2)€042,|s|<V2me =0

donde usamos que por compacidad de O, y continuidad de u, el lado derecho tiende
a 0 cuando € — 0. Entonces u, X u en Oy cuando € — 0.
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(5) Sean (t,z),(t',z) € Oy tales que |t —t'| < 0 — v/2me. Tomemos s, tal que

Se

uc(t,x) = u(t + sc, ) — °=
Sabemos por el punto (3) que |s.| < v/2me. Entonces

e+t — 1| <|se| + [t — '] < V2me+ 06 —V2me =14
Entonces, por definicién de u, tenemos que

(se+t—1)> (st =t)?
—— =u(t+ S, x) - —m—

uc(t',x) > u(t’ + (se+t— t’),x> _
€ €

y entonces
(se+t—1t)?2

—u(t,x) < —u(t+ se, o) +
€

Sumando a esta desigualdad con la igualdad wu.(t,x) = u(t + s, ) — %, tenemos que

se cancela el u(t + s, x) del lado derecho, y como |s.| < v/2me obtenemos que

. t— t/ 2 2
uclt, x) — uc(t,z) < (sett—t)" s _
€ €
24 (t—t)2 4 25 (t — ') — s*
€
_ 4

(2sc+t—t)(t—t) _

€

_
< 20se| + |t t|.\t—t'[ ’
€

< 2V2me+ |t -t
o €

‘.|t—t’|

Cambiando el rol de ¢ con t' y haciendo el mismo razonamiento tenemos que

22 t—1t
uelt',2) — ug(t ) < Y2
€
Por lo tanto
24/2 t—1t
o (t2) — u (b, 2)] < D2mERIE= Py (52)
€

Que probar que si [t,t'] x {x} C Oy entonces

2
fue(t', ) = ue(t,2)] <24/t — 1
€
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Para eso, tomemos n < § — v/2em, y tomamos una particion ¢t =ty < t; < ... <
t, = t', donde |t;11 — t;] < 1. Podemos entonces aplicar la ecuacién (52) entre los
instantes t; y t;11, es decir

Z|-’tz’+1 —t;| <

’ue(tiJrl; LU) - ue(tiu .ﬁC)| >~

< 2\/ 2me + |ti+1
€

2/ 2me +
< fn'“iﬁ-l - ti‘

Sumando las desigualdades anteriores y usando desigualdad triangular tenemos que

—

= 2v/2me + 1) e
< ETIN iy — 8
€ i=0

Jue(t', 1) —ue(t, 2)] < ) ue(tipr, z) — uclti, z)| <

~
I
o

entonces

luc(t', ) — u(t, z)] <

< 2\/2me+77|t, 4
€

Haciendo n — 0, tenemos que
22 2
fue(t',2) — uc(t, o) < b =24 [T — o
€ €

Por lo que el mapa t +— u(t, x) es Lipschitz de constante 2,/ 277"

Proposicién 5.2. (aproximacion con subsoluciones lipschitz)

Sea H : T*M — R un hamiltoniano continuo. Siu : V — R es una funcion continua,
con V C R x M, que ademds es subsolucion de viscosidad en V' de la ecuacion de
evolucion de Hamilton-Jacobi

Ou

(¢, 7) +H(m, %(t,@) ~0

Entonces para todo compacto K C V', existe entonces una secuencia de funciones
continuas u, : K — R, tal que u, X u en K, y existe C' < oo tal que para todon € N,

se tiene que las u, son subsoluciones de viscosidad en K C K de las ecuaciones

%(t7 T) + H(m, %(t, :p)) =0 (53)
Y
Ou,, Oy,
S (t2)| + H (az %(t,w)) =Cvn (54)
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En particular, si H es coerciva en compactos de M, entonces las u, son localmente
lipschitz en K.

Demostracion. Nuevamente, partiendo del compacto K C V, consideramos un abierto
O; D K de clausura compacta en V. Luego consideramos un abierto O, tal que
K C Oy C Oy C O, y tomamos ¢ > 0 tal que

[t—6,t+6]x{x} Cc O, V(tx)e€ O,
Por continuidad de u y compacidad de Oy, podemos definir

m = sup |u| < oo
O1

Para los n € N tales que % < 0, consideremos las funciones wu;,, : O — R definidas
como
Uyn(t,z) = méx_ u(t+s,z) —ns’ (55)
s€[—8,0]

Por el punto (4) de la proposicién 5,1 anterior, sabemos que

U /n :; u en Oy
Veamos ahora que los u, son subsoluciones de viscosidad de las ecuaciones (53) y
(54) en 02.

Sea ¢ : V. — R de clase C" tal que uy, < ¢, donde se alcanza la igualdad en un
(to, z0) € Oy (es decir, uyn(to, o) = (o, 9)).

Por el punto (5) de la proposicién 5,1, tenemos que el mapa t — uy,(t,z) es
localmente Lipschitz, con constante de Lipschitz 2v/2mn.

Entonces, si tomamos t # t, tal que (t,29) € Os, tendremos que como ¢(ty, xg) =
synlto, 30) ¥ (1, 70) = w1/n(t, 70), entonces

@(to, z0) — @(t, x0) < urm(to, o) — Ur/n(t, xo) < 2V 2mnlty — 1|
y dividiendo entre |t, — t| obtenemos

©(to, z0) — @(t, 70)
to — 1| N

y multiplicando por —1 de ambos lados

o/ < o(t, zo) — ¢(to, o) (57)
- |t —to
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Haciendo en la ecuacién (56) el limite con ¢ — t; (es decir, t — ty y tog —t > 0),
tenemos

lfm plto; 20) = o(t, 7o) = Opp(to, mp) < 2V2mn (58)

t—ty t() —t

Del mismo modo, haciendo en la ecuacién (57) el limite con t — t§ (es decir, t — tg
y t —to > 0) tenemos

—2v2mn < lim ot 20) = plto, 2o) = Opp(to, To) (59)

t—td t—tp
Entonces, de las ecuaciones (58) y (59), tenemos que
|0 (to, z0)| < 2v/2mn (60)
Sea s, € [—0,0] tal que
u(to + 8p, T0) — NS> = U1 /n(to, To) = (to, To) (61)

Como (tg, zg) € Oy, existe entonces 7 > 0 y un entorno W C M tal que xy € W, en
el cual (tp + s,y) € Oq para todo |s| < ny para todo y € W.

Tenemos entonces por como definimos uy,,, (en la ecuacién (55)) que
u(to + 5+ sn, y) — nsy < urplto +5,9) < @to+5,9) Vsl <nyeWw
Restandole a esta desigualdad la ecuacién (61), obtenemos
u(to + s+ Sn,y) — u(to + Sn, o) < @(to + 8,y) — p(to, xg) VY|s| <nyeW
Es decir que
u(to + 5+ 5n,y) < o(to+5,y) — @(to, zo) +u(to+ sn, o) = P(s,y) Vs <nyeW

Observemos que la funcién del lado derecho es C'*! en las variables (s, ), y en (s,y) =
(0, ) tenemos que esta desigualdad se hace igualdad. Por lo tanto, como ademés u
es solucion de viscosidad de

Ou(t, z) + H(z, yu(t,z)) =0

tendremos entonces que

0
—¢ H —¢ <0
88¢<S7y) (0.20) + (IU) ay@ ) I
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es decir que
Orp(to, o) + H (0, Dup(to, 7)) <0 (62)

Por lo tanto, tenemos que u;/, es subsolucién de viscosidad de
Oy jn (t, ) + H(x, Oz /n(t, I)) =0
Observar que si sumamos 2 veces la ecuacién (60) con la desigualdad (62) tenemos
Oyp(to, xo) + 2|0pp(to, xo)| + H(mo, O o(to, mo)) <0+ 4v2mn
Entonces como |0yp(to, zo)| > Orp(to, o) + 2|0rp(to, o), deducimos que
|0y p(to, x0)| + H(xo, .(to, mo)) < 4V2mn

Es decir que entonces u;/, ademds es subsolucion de viscosidad de

|Opur jn(t, )| + H (2, Opua jn(t, ) = 4V 2mn

5.2. Principio del maximo en hamiltonianos coercivos

Esta proposicion de aproximacién por subsoluciones Lipschitz nos permitira eliminar
la hipétesis de Lipschitz que teniamos en el primer version del principio del maximo
(teorema 3,6), a costa de imponer coercividad de H en compactos.

Teorema 5.3. (Principio del mdrimo, version coerciva) Sea H : T*M — R
un hamiltoniano continuo y coercivo en compactos de M.

Sean u,v : la,b] x C" — R funciones continuas, con C C M compacto. Si u es
subsolucion de viscosidad y v es supersolucion de viscosidad de

U+ H(z,0,U) =0

en [a,b] x C, entonces el mdzimo de u—v se alcanza en [a,b] x 0C' U{a} x C.
[a,b]xC

Demostracion. Dado e > 0 tal que a+¢ < b—e¢, y un compacto K C CO’, consideremos
un abierto V' tal que

[a+eb—€¢ x K CV Clab xC
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Entonces por la proposicién 5,2 de aproximacion con subsoluciones Lipschitz, existe
entonces una sucesion de subsoluciones de viscosidad wu, : V — R localmente
Lipschitz, tal que u, :>> uen V.

Como las u, son localmente Lipschitz, podemos aplicar la versién del principio del
maximo vista en el teorema 3,6 con las funciones w,, y v. Deducimos entonces que

max U, —v = max Up — U (63)
[at+eb—e]x K [at+e,b—e] xOKU{a+e} x K

Como las u,, = v en V, en particular tenemos que u, —v Zu—venV D [a+e,b—

€] x K. Entonces haciendo n — oo en la ecuacién (63) obtenemos

max u—uv= max u—v
[ate,b—e] XK [ate,b—e] xOKU{a+e} x K

Tomando entonces una sucesién de compactos K,, C C' dados por
K,={xe€C:d(z,0C) > 1/n}
tenemos entonces que

mix u—v= max U — v
late,b—e]x Ky late,b—e]xOK,U{a+e}x Ky

Observar que si x € 0K, como x se aproxima arbitrariamente con puntos de K¢
entonces d(x,0C) < 1/n, sin embargo como z € K,, tenemos que d(z,0C) < 1/n,
entonces deducimos que d(z, 9C') = 1/n. Por continuidad uniforme de v —wv, tenemos
haciendo n — oo que

max u—v= max u—v
late,b—e]xC [a+e,b—e]xOCU{a+e}xC

Luego, tomando € — 0 conseguimos nuevamente por continuidad uniforme que

max v — v = mMAax U — v
[a,b]xC [a,b]x0CU{a}xC

5.3. Aproximacion con subsoluciones suaves

Corolario 5.3.1. (aproximacion con subsoluciones suaves) Sea H : T*M —
R es un hamiltoniano continuo, coercivo en compactos de M, y convexo en las fibras.
StV CRx M es un abierto y u : V — R es una subsolucion de viscosidad de la
ecuacion de evolucion de Hamilton-Jacobi

Ou(t, z) + H(z, ,u(t,z)) =0
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Entonces para todo V/ C V de clausura compacta en V', y para todo € > 0, existe
v: V' — R subsolucién de clase C*° de la misma ecuacion, tal que ||u — v||y o0 < €
(donde || - ||y’ es la distancia uniforme en V)

Demostracion. Por la proposicién 5,2 de aproximacion con subsoluciones Lipschitz,
sabemos que existe una subsolucién de viscosidad u; : V' — R localmente Lipschitz
de la ecuaciéon de Hamilton-Jacobi

Ou(t, z) + H(z, yu(t,z)) =0
tal que |[u —ui||vr 00 < §
Luego, tendremos que la funcién us : V' — R definida como
ug(t, ) = uy(t, x) — ot
es una subsolucion de viscosidad localmente Lipschitz de la ecuacién
o + H(x, &cu) = —¢

Como V' es compacto (en particular, la variable t estard acotada), tendremos que
podemos elegir el 0 > 0 adecuadamente para que ||Juy — u1||y o0 < §

Consideremos el hamiltoniano H : T*(R x M) — R definido como
ﬁ((t, ), (s,p)) = s+ H(z,p)
La funcién uy es entonces una subsolucién de viscosidad localmente Lipschitz de
ﬁ((t,x),Du(t,az)) = —¢

Como H ((¢,2), Du(t,z)) es convexa en (s,p) (pues es la suma de una funcién lineal
en s con H que es convexa en p), entonces usando el punto (6) de las propiedades
enumeradas luego de la definicién 3,4 de solucién de viscosidad, tenemos que us se
puede aproximar uniformemente en V' con una subsolucién de viscosidad uz : V' —
R de clase C'*° de la ecuacion

f]((t, z), Du(t,z)) =0

tal que ||us — ual[vr 00 < §

Es claro entonces que ||u—us||vroo < ||u—u1||vcot|[ur—ua| v oot ||ua—us| |y 00 < €.
Tomando v = ug, tenemos el resultado que queriamos probar.

O
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6. Construccion local de soluciones de viscosidad

En esta seccién se intentara construir soluciones de viscosidad en conjuntos compactos
a partir de condiciones iniciales y de borde, a partir de una extension de las condiciones
iniciales muy similar al operador de Lax-Oleinik ya definido.

6.1. Dominacién restringida
De ahora en adelante asumiremos el hamiltoniano H : T*M — R de Tonelli y que
L :TM — R es su lagrangiano asociado.

Definicion 6.1. Si v : [a,b] — M es una curva C' a trozos, definimos su gréafico
como

Graph(y) = {(t,’y(t)) ERxM:te [a,b])}

Definicion 6.2. (evolucién dominada restringida) Si S C R x M, decimos que
una funcién U : S — [—o00, 4+00] es de evolucién dominada en S por el lagrangiano
L:TM — R, si para a,b € R con a < by para toda curva v : [a,b] — M de clase
C' a trozos tal que Graph(vy) C S, vale que

U(b.A(0) <U(ar@) + [ LG4 ds

Se dice que U es fuertemente dominada en S si para todos los (¢, ), (t',2') € S
con t < t', se tiene que

Ut',2") Ut z)+ hy_e(x,z")
Claramente si U es fuertemente dominada en .S, entonces es dominada en S, pues
ho—i(z,2") = mH{L(Y) : 7 € Cow—g(2,27)} <
< mf{L(y) : 7 € Cov-y(2,2"), Graph(y) C 5}

Observaciéon. Observar que si I C R es un intervalo, y S es de la forma S = [ x M,
entonces una funcion U : I x M — [—o00,400] es de evolucion dominada por L en
S si y solo si es fuertemente dominada por L en S.

Proposicién 6.1. (dominacion fuerte local) Sea O C R x M un abierto, y
U:0O — R es una funcion de valuacion finita (i.e —oo < U(t,z) < oo para todo
(t,z) € M) y dominada por L en O.
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Entonces U es localmente acotada en O. Mds ain, para todo (ty,zo) € O, existe un

abierto V- C O que contiene a (to,xo) tal que U| es fuertemente dominada por L

1%
enV.

Demostracion. Sea (to, o) € O,y sean §,r > 0y consideramos entonces [tg— 20, to+
20] x B(xg,3r) C O.

Si x € B(xg,2r) y t € [to — d,tp + J], entonces la geodésica minimizante v,
[to — 20,t]] = M que une xy con x estard contenida en B(xg,2r) y cumplird que

. . d(l’g,x)
H’Yﬂco,x<3)||7z0,z(s) ot (tO — 25)

Como d(zg,x) < 2r yt— (tg — 29) > J , entonces

d(xo, )

Beo () <7
s =1 < —
TroalS e () = G T05) = s
Entonces, como suponemos que L es de Tonelli, podemos tomar A(R) = sup{L(z,v) :
llv]| < R,z € M}, y entonces la accién en la curva ~,, , se puede acotar como

H—('Yzo,z) - /t L(’yﬁlo,ﬂl(s)v;yﬂfoﬁ(s))ds S (t - <t0 - 25))‘/4(%%)

0—26
Como t € [ty — 0,19 + 0], entonces t — (to — 20) < 34, por lo que

L (1) < 354(5)

Como U es de evolucién dominada por L en O D [ty —20, to+28] x B(xo, 37), tenemos

que
2
U(t, ) < Ulto — 26, 0) + L(Yaps) < Ulto — 26, 20) + 3514(%)

Esto implica que U es localmente acotada por encima.

Para ver que U es localmente acotada por debajo, basta con invertir el sentido de la
geodésica 7y, ., (es decir, considerar v, 4, : [t, o + 20] — M de longitud minima que
une x con ). Claramente la curva 7, ,, estard contenida en B(x,2r), y entonces
se satisface que

d(x, xo) o
L(Yazo) < (to 420 — t)A(m) < 35A(F)
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6.1

Entonces, como U es dominada por L en S, tendremos que
2r

lo que nos da una cota inferior para U (t, ) para todo (t,z) € [to—, to+0] x B(zo, 21),

es decir que U es localmente acotada inferiormente.

Por lo tanto U es localmente acotada.

Ahora, resta ver la dominacion fuerte local de U.

Sea K = 2sup{|U(t,z)|: (t,z) € [to — 6, to + 8] x B(x,2r)} < .

Consideremos € > 0 tal que € < §, y sean (¢, z), (t,2) € [ty — €, to+ €] X B(zg,r) con
t<t.

Distingamos 2 casos:

» Si K < hy_y(x,2'): entonces, por como definimos K tenemos que
Utz —U(t,z) < K < hy_4(x,2")
» Si K > hy_4(x,2'): consideremos una curva v : [t,#] — M minimizante de

la accién entre los puntos z y 2’. Es decir que y(t) = z, v(t') = 2" y L(y) =
ht/_t(l’, .I‘/) S K.

Por lo superlinealidad de L, sabemos mediante la proposicion 4,4 que para
todo K > 0 vale que

K > hy_y(z,2") = L(y) > Kly(y) — C(K)(t' —t)

Por lo tanto, despejando [ () usando los extremos de la cadena de desigualdades,

obtenemos ~ ~
K C(K) K C(K)
[ < =4+ —2{t —t) < =+ —%2¢
) S ZH T - S 2T
Eligiendo K tal que % < 5,y e<dtal que %R),Qe < 3, tenemos entonces que

ly(y) <7

Por lo tanto Graph(vy) C [to—0, to+6] x B(xg, 2r) € O. Como U es de evolucion
dominada en O, tendremos que

U, 2")—=U(t,z) < L(y) = hy_(z,2)
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Por lo tanto, concluimos que U es fuertemente dominada por L en [ty — €,to + €] X

B(zo, )
]

Veremos ahora que es lo mismo ser de evoluciéon dominada que ser subsolucion de
viscosidad.

6.2. Subsoluciones de viscosidad y dominacién

Proposicion 6.2. Sea H un hamiltoniano de Tonelli en la variedad Riemanniana
completa (M, g). Sea O C R x M un abierto y U : O — R es una funcién continua.

Entonces U es subsolucion de viscosidad de
U+ H(z,0,U)=0

en O si y sélo si es de evolucion dominada por L en O.

Demostracion. (=) Supongamos que U es subsolucion de viscosidad de
U + H(z,0,U) =0
Entonces tomemos una curva v : [a, b] — M de clase C'" a trozos, con Graph(vy) C O.

Como Graph(vy) C O es compacto, entonces existe un entorno V' de Graph(~y) tal
que V C O es compacto. Por el corolario 5,3,1, podemos construir una sucesién
de funciones U,, : V. — R de clase C* tales que ||[U — U,||v.c — 0y las U, son
subsoluciones de

U, + H(z,0,U,) =0

Por la desigualdad de Fenchel

p(v) < L(z,v)+ H(z,p) Yee MveT,M,peT;M
tendremos entonces que

O,Uy(t,2)(v) < L(z,v) + H(x,0,U,(t, ), V(t,z) € V,Vve T,M,VneN (64)

Como U, es subsoluciéon de Hamilton-Jacobi en V| tenemos que

U (t,x) + H(2,0,U,(t,2)) <0 V(t,z) € V,Vn €N (65)
Sumando las desigualdades (64) y (65), obtenemos

OUL(t, x) + 0, U, (t,z)(v) < L(z,v) V(t,x) € V,Yve T, M,¥n €N
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Evaluando sobre la curva v (es decir, z = ~(t), v = ¥(t)) obtenemos
AU (t,74(1) + 0.Ua (£, 1(0) (1) < LD 3(B) Vit € [a, b, ¥ € N

Podemos identificar que el lado izquierdo corresponde con %Un (t, y(t)), por lo que

%Un(t,fy(t)) < L(y(t).4(t)) Vi€ [a.b],vn €N

Integrando de ambos lados en [a, b] respecto al tiempo ¢, obtenemos

Un (b, (D)) — Un(a,v(a)) <L(v)

Como ||U — Uy||v,ec = 0 cuando n — oo, tenemos entonces que al tomar limite en
n que
U(b,v(b)) = U(a,v(a)) < L(7)

Es decir que U es dominada por L en O.

(<) Supongamos ahora que U es dominada por L en O.

Sea ¢ : O — R de clase C!, tal que ¢ > U, y sea (t,z) € O tal que ¢(t,z) = U(t, z).
Seav e T, M,y~:[t—¢et]— M tal que y(t) = z,5(t) = v y Graph(y) C O.

Como ¢ > U y se alcanza la igualdad en (¢, ), tenemos entonces que

6(1:(1) — 6(t — .7t — ) < U(t2(0) ~U(t—er(t-0) < [ L))

Dividiendo entre € y haciendo el limite con € — 0, se obtiene

%qﬁ(t,v(t)) . < L(~(t),3(t))

Escribiendo el lado derecho usando regla de la cadena y sustituyendo v(t) = x y
A(t) = v se obtiene
Dub(t, ) + 0.0(t, ) (v) < Lz, v) (66)

Entonces

0p(t,x) + 0, 0(t, x)(v) — L(z,v) <0

Tomando el supremo en v € T, M, se obtiene

Por lo tanto U es subsolucion de viscosidad de la ecuacion de evolucion de Hamilton-
Jacobi. ]
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6.3. Construccion local con condiciones iniciales y de borde

Antes de comenzar con la construccién local, recordaremos algunos resultados previos

Lema 6.3. (lema de Fleming) La funcion (t,z,y) — h(x,y) es continua en
(0,00) x M x M.

Mids aun, esta funcion es localmente Lipschitz.
La prueba de este lema se puede encontrar en [3].

Si C' C M es compacto y a,b € R con a < b, definimos el compacto K = K(a,b,C)
dado por
K =la,b] x 0C U{a} x C

La siguiente proposicién nos permite construir subsoluciones de viscosidad a partir
de sus condiciones de borde.

Proposicién 6.4. SiU : K — R es una funcion continua, consideramos su extension

U : [a,b] x C — R definida como

0(t.2) Ult,z) si(t,x) e K
,T) = . .
mf{Ut,2") + he—p(2',2) - O < t,(t',2') € K}  si(t,x) € (a,b] x C

Entonces la funcion U es continua en (a,b] x C y fuertemente dominada por L en

(a,b] x C.
Para probarlo, precisaremos probar primero el siguiente lema

Lema 6.5. Para todo (t, o) € (a,b] x C, existe un entorno V C (a,b]x C de (to, zo)
y € > 0 tal que la extension U : [a,b] x C — R definida como en la proposicion,
verifica que

A~

Ult,z) =mf{U{",2") + hy_p(2',2) : ' <t —¢€ (t',2') e K} V(t,x)eV
En particular, para cada (ty, o) € (a,b] x C, existe (t',2") € K cont <t tal que
Ulto, o) = U(t', %) + heyv (@', 0)
Demostracién. Por como definimos U, tenemos que para todo (t,z) € (a,b] x C se

cumple (considerando (¢, z") = (a,x) € K) que

A~

U(t,x) < Ula,x) + hy_o(z,2) < Sl}l{pU + (b—a)]A(0)] < o0

donde A(0) = sup,cp L(2,0). Sea k = supy U + (b — a)|A(0)| < co. Entonces
Ult,z) = ( fn)f AU ) + by (@ @) o < t, U, 2') + i (@, 2) < )
S
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Sea. (to, o) € (a,b] x C, r >0y 6 > 0 tales que B(z,2r) € C y tg — 0 > a.

Si (t,7) € [to—9,b] x B(xo,7), entonces (descomponiendo K = {a} x CU[a,b] x AC)
hay dos posibilidades

s SiU(tx) = inf{U(a,z') + h_o(a',2) : 2’ € C}

En este caso (comot > tog—0 > a), tenemos que t—a > tg—90—a > 0. Entonces
considerando € € (0,tp — 0 — a), tenemos que t — a > € (0 equivalentemente,
t — e > a) por lo que la afirmacién del lema es cierta.

= Si
Ut,z) = mf{Ut, 2" ) +h_yp (', x) ¥ < t, 2’ € C, U, 2')+hy_p(z,2') < K}

Definamos m = inf znex U(t', 2’). Tomemos entonces t' < t, 2’ € JC tales
que U(t',2") + hy_p(2', ) < k. Entonces

m—+hy_p(x, ) KU, 2")+ hp(2'2) <k

Por lo tanto
he_v(x',2) <Kk —m

Por la proposicién 4,4, para todo K > 0 se cumple
Kd(',z) — CK).(t —t) < hi_p(2',2) <k —m
Como z € B(xo,7) C Blxg,2r) € C'ya' € C, entonces d(«/, z) > r. Entonces
Kr—C(K).(t—t)<k—m
Deducimos entonces que para todo K >0 vale que

Kr—r+m<CK).(t—t)

Observar que como definimos # = sup U+(b—a)|A(0)| y m = infg U, tenemos
que m — k < 0. Entonces podemos tomar K > 0 tal que K.r — x +m = 1,

entonces ~
1 <C(K).(t—t)
por lo que
]' /
— <t—-t
C(K)
Tomando € < —=. obtenemos entonces la afirmacién del lema.

C(K)’
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Ahora procederemos a probar la proposicion 6,4.

Demostracién. Que U es fuertemente dominada por L en (a, b]x C surge directamente
de la defunicién de U y de la propiedad de semigrupo de hi(z,y). Es decir, si
(t1, 1), (t2, 22) € (a,b] x C con t; < t5, y tomamos (t,2') € K tal que ' < t; < t,,
entonces por la propiedad de semigrupo tenemos

By (2, 20) < hyy—p (2!, 1) + hyy—yy (21, T2)
Entonces sumando U (t', 2’) tenemos
Ut 2") + hyyp (2, 20) KU, 2") + hyy—v (2", 21) + ity (1, 22)
Entonces tomando infimo en los (¢, 2') € K con t' < t;

if U, 2") + hyyp (2, 25) < U(ty, 1) + hyyy, (21, 22)
t'<t1,(t',x')eK

Observar que el lado izquierdo es mayor o igual que U (2, x2) (pues se estd tomando
un infimo en un conjunto més chico). Entonces

U(t27$2) < U(thIl) + hiy—ty (21, 22)

Entonces U es fuertemente dominada por L en (a,b] x C.

La continuidad de U en (a,b] x C es consecuencia de la continuidad del mapa
(t,z,y) — hy(x,y) en R x M x M y del lema anterior, pues U se puede escribir
como tomar el minimo de una suma de funciones continuas.

O

Proposicién 6.6. Sea C' C M un compacto, y V : [a,b] x C — R una funcion
continua fuertemente dominada por L en [a,b] x C'.

Consideramos K = {a} x C'U |[a,b] x OC, y la restriccion U = V| : K — R. Sea
K
funcion U : [a,b] x C'— R definida como antes, es decir

0t ) Ult,z) si(t,x) e K
T) = .
7 mf{U{t',2') + hyp (2’ z) - ¢ <t,(t',2") € K} si(t,x) € (a,b] x C

Entonces U >V y U es continua en [a,b] x C.
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A

, basta ver que U > V en
K

=U =V

Demostracion. Es claro que como U
K

(a,b] x C.

Si tomamos (t,2) € (a,b] x C, y (f,2') € K con t' < t, entonces como V es
fuertemente dominada por L tenemos que

Vt,r) <Vt o)+ hp(2,2) =U{',2") + hy_v(x,2")
Tomando infimo en todos los (#,z') € K con t' < t obtenemos que
V(t,x) < U(t,x)

Resta ver la continuidad de U en [a,b] x C. Ya sabemos que U es continua en
(g, b] x C por la proposicién 6,4. Por lo tanto, solo queda probar la continuidad de
Uen K = a,b] x90C U{a} x C.

En primer lugar, consideremos un punto (a,z) € {a} x C. Como U' =UyU

K
es continua, basta ver que si tomamos una sucesion (¢,,z,) — (a,x) con t, > a,
entonces U (t,, z,) — Ula, ).

Para ver eso, observemos que por la definicién de U y como V < U tenemos que
Vitn, 2n) < Ultp, ) < Ula, ) + hey—o(, 2) < Ula, 2,) + A(0).(t, — a)

Como V' es continua, tenemos que tenemos que el lado izquierdo de esta cadena de
desigualdades converge a V' (a,z) = U(a,x), y claramente (por continuidad de U) el
lado derecho de la cadena de esta desigualdad converge a U(a, z). Entonces

Ultyn, xn) = Ula,z) = Ula, z)

Ahora, resta ver la continuidad de U en los puntos (¢, z) € [a,b] x dC. Consideremos

(tn,2n) — (t,2) € [a,b] x OC, y entonces por continuidad de U = U| , podemos
K
suponer que x, € C.

Sea t' € [a,t), y como t,, — t, sabemos que a partir de un ng € N suficientemente
grande se cumplird que t, > t'.

Entonces, a partir de este ng tendremos que

V(tnwxn) S U(tna xn) S U(tla '1:) + htnft’ (xnwr)
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Por continuidad de V', que V(t,,z,) — V(t,x) = U(t,x), y por continuidad del
mapa (¢, z,y) — hy(x,y) tenemos que hy, 4 (x,,x) — hy_y(x, x). Entonces al pasar
al limite en esta cadena de desigualdades obtenemos

U(t,z) < Uminf U(t,, z,) < dmsup U(ty, z,) < U, x) + hy(z, )

Luego, por la proposicién 4,4 tenemos la cota hy_y(z,x) < (t —t').A(0), entonces

U(t,z) < lminf U(t,, 2,) < Hmsup U(ty, z,) < U, 2) + (t — t').A(0)

Haciendo t' — ¢, obtenemos

U(t,z) < liminf U(t,, z,) < limsup U(t,, z,) < U(t, z)

n
Por lo tanto, concluimos que U es continua en [a,b] x C.

]

Proposicién 6.7. Sea V : [a,b] x C' — R continua y fuertemente dominada por L
en [a,b] x C. Sea K = [a,b] x 0C U{a} x C, y la funcion U : K — R, dada por

U:V’
K

Entonces U es fuertemente dominada por L en [a,b] X C' y es solucion de viscosidad
de la ecuacion de Hamilton Jacobi

QU + H(z,0,U) =0
en (a,b) x C.

Demostracion. Sabemos (por la proposicién 6,4) que U es fuertemente dominada en
(a,b] x C'y (por la proposicién 6,6) es continua en [a,b] x C. Por continuidad de
hi(x,y), tenemos entonces que U es fuertemente dominada en [a,b] x C.

Entonces, por la proposicion 6,2 tenemos que U es subsolucion de viscosidad de la
ecuaciéon de evolucién de Hamilton-Jacobi.

Resta ver que U es entonces supersolucion.

Tomemos ¢ : (a,b) x C — R de clase ¢, con ¢ < U en (a,b) x C, v sea (ty, z) €
(a,b) x C' donde se alcanza la igualdad U (ty, o) = ¥(to, o).

Por el lema 6,5, tenemos que el infimo de la definicién de U (to, zo) se alcanza en un
(t',2") € K con t' < t. Es decir, existe (t',2') € K con t' <t tal que

A~

Ulto, zo) = U(t', 2") + hyy—v (', o) (67)
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Por el teorema de Tonelli, existe una curva =y : [t/, to] — M con (ty) = xo, ¥(t') = 2’
tal que

L(y) = huo-v (2, 20)
Sustituyendo esto en la ecuacién (67), tenemos que

A

Ulto,xo) = U, 2") + /t/ 0 L(v(s),%(s))ds (68)

Como U es fuertemente dominada por L en [a,b] x C', entonces para todo t € (t', t)
tenemos que

Ulto,x0) < U(t,7(t)) + [ L(~(s),%(s))ds

U(t, (1) U, 2') + [, L(7(s),4(s))ds
Sumando estas dos desigualdades, se puede ver que por la ecuacién (68) se obtiene
una igualdad. Por lo tanto, cada una de estas desigualdades es de hecho una igualdad.

Es decir que
A A to
U(to, z0) = U(t,7(t)) +/ L(v(s),%(s))ds ¥Vt e (' to)
t
Recordemos que 1) < U, y se alcanza la igualdad en (to, 7(1&0)) = (to, zo), por lo que

www@zw@m@)+lmuw®n@W% vt € (¢, to)

Entonces

¢%ﬂw—wﬁm@)2louﬂﬁd®mk Vvt e (1, to)

Dividiendo entre ty — t > 0, y haciendo el limite con ¢t — t;, obtenemos

%w@yw) > L(3(to), ¥(to))

t=to

Usando regla de la cadena y sustituyendo xy = 7(%o), obtenemos

O (to, z0) + Ot (to, o) ((t0)) > L(zo,7(to)) (69)
Luego por la desigualdad de Fenchel tenemos que
L(zo,%(t0)) = 00 (to, zo) (Y(t0)) — H (w0, 0 (to, 20)) (70)
Por lo tanto, de las desigualdes (69) y (70) deducimos que
O (to, zo) > —H (20, 0:¢(to, 20)) (71)

Entonces, 0;)(to, o) + H (x9, 0,1 (to, 20)) > 0, lo que implica que U es supersolucién
de viscosidad.

O
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7. Soluciones globales de viscosidad

En esta seccion, caracterizaran las soluciones globales de viscosidad a partir de la
evoluciéon de Lax-Oleinik de su condicién inicial. Se vera que dicha condicién inicial
puede remplazarse por su regularizacion inferior, de modo de poder restringir al
estudio de las soluciones de viscosidad con condiciones semicontinuas inferiormente.
También se verda en el transcurso la existencia de curvas calibrantes definidas en
[0,t] que culminen en un punto arbitrario x € M para cualquier ¢t > 0. Finalmente
también se estudiara el método de las energias, que nos permitird acotar la magnitud
de la velocidad de las curvas minimizantes en términos de la distancia entre los
extremos y de su accion.

7.1. Existencia de curvas calibrantes

Corolario 7.0.1. (existe calibrante local) Sea O C R x M es un abierto, y
V : 0 — R una solucion de viscosidad de la ecuacion de Hamilton-Jacobi

OV + H(z,0,V) =0

en O. Entonces para todo (t,z) € O, eriste una curva minimizante  : [t—e, t] — M,
con y(t) = x y Graph(y) C O, tal que

V(t,x) = V(t —e,7(t — 6)) + /t L(V(s),ﬁ(s))ds

Demostracion. Como V' es subsolucién de viscosidad de la ecuacion de Hamilton-
Jacobi, tendremos entonces por la proposicion 6,2 que V' es de evolucién dominada
por L.

Entonces por la proposicién 6,1 tenemos que V' es localmente fuertemente dominada
por L.

Sea entonces (t,z) € O, y entonces podemos tomar § > 0y r > 0 tales que V es
fuertemente dominada en [t — 6, + 6] x B(z,r) C O.

Sea K = [t —0,t + 0] x OB(x,7) U{t — 8} x B(x,r), y lamemos U =V
K

Consideramos la extensién U : [t — 0,t + 6] x B(x,7) — R definida (al igual que
antes) por

A

Ut,z) =mf{U(t,x) + hy_p(2',2) : ¢ < t,(t',2") € K}
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Por la proposicion 6,6 sabemos que U es continua, y ademds por la proposicién 6,7
tenemos que U es solucion de viscosidad a la ecuacién de evolucion de Hamilton-
Jacobi en (ty — d,tg + 0) x B(x, 7).

—U=U y tanto V' como U son soluciones de viscosidad, tenemos por
K K
el principio del maximo visto en el teorema 5,3, que V- = U en [t — 0,1+ 6] x B(x,r).

Como V

Por el lema 6,5, sabemos que el infimo de la definiciéon de U se alcanza. Es decir que
existe (¢,2') € K con t’ <t tal que V(t,z) =V (t',2') + hi—p (2, ).

Tomando entonces € > 0 tal que t — e = ', y eligiendo una curva minimizante 7 :
[t—e,t] — M tal que y(t—e) = 2/, y(t) = x y Graph(y) C [t—9,t+ ] x B(z,r) C O,
obtenemos que

V(t,z) =V(t—ert—e)+ /t_ L(v(s),%(s))ds
[

Proposicién 7.1. (existe calibrante desde tiempo 0) SiV :[0,00) x M — R
es una solucion de viscosidad continua de

OV (t,z)+ H(z,0,V(t,z)) =0  en (0,00) x M

Entonces para todo (t,z) € (0,00) x M, eziste una curva vy : [0,t] — M minimizante
con y(t) =z y que

V(t,z) =V (0,7(0)) +/0 L(v(s),7(s))ds

Demostracion. Sea (t,x) € (0,00) x M.

Por el colorario 7,0,1, sabemos que existe 7 : [t — ¢€,t] — M, con ~(t) = x, tal que

Vt,e) =V(t—eryt—e)+ /t L(v(s),%(s))ds (72)

La curva minimizante v : [t — €,t] — M se puede extender a una curva 7y :
(—00, +00) — M extremal de clase C* mediante el flujo de Euler-Lagrange.

Veamos que para esta curva ~y extremal se cumple que

V(t,z) =V (0,7(0)) +/0 L(v(s),7(s))ds
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Para esto, definamos el conjunto

t
S={acl0,t]:V(t,z) =V(a,(a)) +/ L(v(s),7(s))ds}
Claramente por la ecuacién (72) tenemos que t — e € S, por lo que S # (). Sea
entonces qg = inf S > 0.
Observar que por continuidad de V', tenemos que si ag = inf S, entonces

V(t,z) =V (ao,7(ao)) +/ L(v(s),%(s))ds

ao
Es decir que ag € S.
Si ag = 0, entonces quedé probada la proposicion.
Supongamos entonces (por absurdo) que ag > 0.

Aplicando el corolario 7,0,1 en el punto (ao,v(ao)), podemos construir una curva
A lag — €, a0) = M con F(ag) = v(ag) y

V (a0, (ao)) =V (ao — € 7(ao, —€) + /“0 L(7(s),7(s))ds

ag—€

, es decir, sea § : [ag — & t] = M
[ao,t]

Consideremos la concatenacion de 7 con

definida por

o) = A(s)  sis € lag — € ao)
) {fy(s) si s € [ag, ]

Como tenemos las igualdades
{V(t,x) =V (ao,v(ao)) + fjo L(v(s),7(s))ds |
V (a0, v(ao)) = V(ao — & (a0, =€) + [i" . L(7(s),7(s))ds

que sumandolas implican que

V(t,z) =V (ap— € 6(ap, —€)) + / ) L(5(s),5(s))ds (73)

ap—¢€

Como V es dominada en [0, 00) x M, tenemos entonces que § es de minima accién,
y por lo tanto extremal. Es decir que en particular § es de clase C?, lo que implica

que
{W(CLO)
Y(ao)

gl (ao)
Y(ao)



7.2

Entonces por la unicidad de soluciones de curvas extremales dado un punto y una
velocidad inicial, tenemos entonces que

=7

[ao—E,ao]

Entonces § = v , por lo que la igualdad (73) se escribe como
[ag—%,t]

ap—€

V(t,x) = V(ag — €,7(ao, —€) + / ) L(’y(s),"y(s))ds

Entonces ag > inf S, lo cual es absurdo por definicion de aq.

7.2. Las soluciones globales son evoluciones de Lax-Oleinik

Teorema 7.2. (Férmula de Lax-Oleinik) SiV : [0,00) x M — R es una
solucion de viscosidad continua de

OV (t,z)+ H(z,0,V(t,z)) =0  en (0,00) x M

Sea v: M — R dada por
v(z) =V(0,z)

Entonces V=10 en [0,00) X M, donde recordemos que ¥ se denota a la evolucion de
Lax-Oleinik de v, es decir

V(t,x) = inf v(y) + h(y, z)

yeM

Demostracion. Sea (t,x) € (0,00) x M. Como V es una solucién (y en particular,
es subsolucién) de viscosidad continua en (0,00), tenemos (por la proposicién 6,2)
que V es fuertemente dominada por L, por lo que

< 1 _ ¢ _ A

Ahora resta ver que V' > 0.

Para eso, observemos que por la proposicién 7,1, sabemos que para cualquier (¢, z) €
(0,00) x M, podemos encontrar una curva 7 : [0,¢] — M minimizante con y(t) = z
tal que

V(t, ) :V(O,V(O))nt/o L(y(s),%(s))ds (74)
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Pero por otra parte

V(0,7(0)) + / L(7(s),4(s))ds = v (7(0)) + / L(7(s),4(s))ds >

> 7 I
= ylgj\f;[v(y) + ht(y7 l’) U(tv I’)

Por lo tanto, sustituyendo en la ecuacion 74 tenemos
V(t,x) > 0(t, )

Entonces
V(t,x) =o(t,z)

El siguiente corolario es inmediato de la férmula de Lax-Oleinik.

Corolario 7.2.1. Si Vi, V5 : [0,00) x M — R son soluciones de viscosidad continuas
de

OV + H(z,0,V(t,x)) =0 en (0,00) x M
SiVif =V,

t=0

, entonces Vi = V3 en [0,00) x M.
t=0

7.3. Finitud del semigrupo de Lax-Oleinik

Lema 7.3. Sea u: M — [—o00,+0c|. Entonces

1. Si u es identicamente 400 en M, entonces su evolucion de Laz-Oleinik u
también lo es.

2. Si u no es idénticamente +oo en M, entonces su evolucion de Lax-Oleinik
u(t,z) < +o0 para todot >0, x € M.

Demostracion.

1. El primer punto sigue de que h;(y, z) < 400 y que

u(t,x) = ylél]\g u(y) + he(y, z) = ylélj\g +00 + hi(y, x) = 00

2. Para el segundo punto, tomemos g € M tal que u(xy) < +oo, y entonces

u(t,x) < u(wg) + he(zo, x) < +00
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]

Debido a este lema, supondremos de aqui en adelante que la funcién u : M —
[—00, +00] no es idénticamente +o0.

Observacion. Siu : M — [—o0,+00], entonces por el lema anterior sabemos que
u(t,x) < 400 para todot > 0, x € M. Entonces que u(t,x) sea finita, es equivalente
a probar que u(t,x) > —oo.

Lema 7.4. Si a(ty, o) es finito para algin (ty,z9) € (0,00) X M, entonces U es
finita en (0,tg) x M.

Demostracion. Observar que por la propiedad de semigrupo de 7, teniamos que
T u(z) =T, (T[u) (x) para todo x € M y para todo t,s > 0. Esto implica que

Trisu(x) < Ty u(y) + hs(y,2)  Ve,y € Mt > 0,5 >0
Equivalentemente, esto se escribe como
u(t+ s,x) < a(t,y) + hs(y,x) Ve,ye M,t>0,s>0

Es decir que 4 es fuertemente dominada por L en [0,00) x M.
Sea (t,y) € (0,t9) x M. Como @ es fuertemente dominada en [0, 00) x M, tenemos
que
(to, zo) < a(t,y) + hiy—t(y, 7o)
Como hy,—+(y, o) es finito, tenemos entonces que
—o0 < u(t,y)
Entonces, por la observacion anterior, tenemos que @(t,y) es finito.

]

Proposicion 7.5. Si 0 : M — R es una funcion Lipschitz, entonces 0 es finita en
todo [0, 00) x M.

Mids aun, 6 [0,00) x M — R estd acotada por debajo por una funcion globalmente
Lipschitz en [0,00) x M.

Demostracion. Sea K constante de Lipschitz de 6. Entonces

0(y) = 0(x) — K.d(z,y) (75)
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Usando la superlinealidad de L, tenemos por la proposicion 4,4 que
hi(y,z) > K.d(y,z) — C(K).t (76)
Sumando entonces las desigualdades (75) y (76) obtenemos
0(y) + hi(y, ) > 0(x) — C(K).t

Entonces

~

O(t,z) = inf O(y) + he(y,z) > 0(x) — C(K).t

yeM

Entonces 0 esté acotada inferiormente por la funcién (t,z) = 0(z) — C(K).t en todo
[0,00) x M, lo que implica en particular que 6 es finita.

O

Corolario 7.5.1. St u :— R estd acotada por debajo por una funcion Lipschitz,
entonces 4 es finita en todo [0,00) X M y ademds U estd acotada por debajo con una
funcion globalmente Lipschitz.

Demostracion. Tenemos que u > 6, siendo  : M — R una funciéon Lipschitz.
Entonces sabemos que

a(t,z) > 0(t,x) > 0(x) — C(K).t
siendo K la constante de Lipschitz de 6. Entonces 4 acotada inferiormente por la
funcién Lipschitz (¢, z) — 0(x) — C(K).t, lo que implica en particular que @ es finita.
O

Ejemplo 7.6. Para el lagrangiano Lo : TM — R definido por Lo(z,v) = %||v||§,

sabemos que hY(y,z) = d(yétz)z‘

Entonces, si u: M — R, tenemos que su evolucion de Laz-Oleinik es

. _ , d(y, z)?
it ) = T u(e) = inf u(y) + W40

Dado xg € M y a > 0, consideremos la funcion u, : M — R definida por

U (z) = —a.d(xg, )

Entonces su evolucion de Laz-Oleinik es

. ) Ay, )’
la(t, ) = ylél]\fd —a.d(zo,y)* + %
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Entonces, por desigualdad triangular tenemos la siguiente cota superior
d(y, z)*

o (t,z) = Inf —a.d(zo,y)? ’

Ua(t, ) inf o (2o, y)* + o

d d 2
< inf _O‘-d(l’o,y)Q—i— ( (y, o) + (J:o,x)) _

<

T yeM 2t
:;Qj\gd(xo’yﬂ(% ) +d(y,x0).d($2’x) N d(:v;;x)z
También tenemos esta cota inferior para su evolucion de Laz-Oleinik
Uo(t, ) = JSAE —av.d(xg,y)? + d(y2,—ta:)2 >
> ylélj\l} —a(d(zo, z) + al(y,az:))2 + d(yz’—:)z —

1
’ 20t N _ 2
;gﬂ%d(y,x) (Zt @) — 2ad(y, x).d(xo, ) — ad(zo, )

Es decir que

Gia(t,z) < infyen d(zo,y)* (5 — ) + d(y, xo)‘d(wgw) + d(wgéwﬁ
Ua(t,x) > infyen d(y, 2)? (5 — @) — 2ad(y, 2).d(zo, ) — ad(zo, z)?

Supongamos que M es una variedad no compacta. Entonces distingamos 2 casos

LY % — a < 0, entonces la cota superior para i, nos dice que Uy (t, r) = —00,
pues podemos tomar d(xg,y) tan grande como queramos.

» Si 5. —a > 0, entonces la cota inferior para U, (t,z) implica entonces que

Uo(t, x) es finita.

Ejemplo 7.7. Consideremos nuevamente el Laagrangiano Lo : TM — R definido
por Lo(l’, U) - %HUngm

St C C M es un conjunto no vacio, y definimos la funcion distancia al conjunto C'
como do : M — [0,00) tal que
de(z) = inf d(c, x)

ceC

Definimos la funcion caracteristica modificada de C' como & : M — {0, 00} tal que
0 sxel
§c(x) = { .
+oo  six g C
Como C # (), tenemos entonces que Ec no es idénticamente +o0o. Observemos que

. d(y, x)? dly,z)*  de(z)?
= 1 f —Z =1 f —
Solt,x) = Inf Loly) + =5 — = inf =, o
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7.4. Evoluciones de Lax-Oleinik son soluciones

Nos interesa ver que en condiciones muy generales, la evolucién de Lax-Oleinik
de una funcién u, es solucién de viscosidad continuas a la ecuacién de evolucion de
Hamilton-Jacobi. Para eso, precisaremos primer el siguiente teorema que nos permite
restringir el infimo de la definicién de @ a conjuntos compactos.

Teorema 7.8. Sea u: M — [—o00,+00] una funcion tal que u(ty, xo) es finito para
cierto to >0 y xg € M.

Entonces para todo compacto K C (0,tg) X M, existe un compacto K C M tal que

u(t,z) = inf u(y) + he(y,x) VY(t,x) € K

yeK

Este teorema nos permitira probar el siguiente corolario

Corolario 7.8.1. Sea u : M — [—o0, +00] una funcion tal que u(ty, o) es finita en
algun tg >0 y xg € M.

Entonces 4 es una solucion de viscosidad continua de
o,U + H(x,&pU) =0
en (0,t9) x M

Probemos este corolario:

Demostracion. Sea (t',2") € (0,t9) x M, y un compacto K C (0,%y) x M tal que
(t',a') € K.

Por el teorema 7.8, sabemos que existe un compacto K ¢ M tal que

u(t,z) = inf u(y) + he(y,x) VY(t,x) € K

yeK

Sea K; = {y € K : |u(y)| < oo}. Como por el lema 7,4 tenemos que @ es finita en
K, deducimos que

u(t,z) = inf u(y)+ he(y,z) V(t,z) € K (77)

yEKf

Como el mapa (t,z,y) + hi(y, z) es continuo en (0,#5) x M x M y tanto K C (0,o) %
My K C M son compactos, tenemos que la familia de funciones (t,z) — h(y, z)
con y € K es equicontinua en K.
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Por lo tanto, la familia de funciones (¢, z) — u(y) +hy(y, ©) con y € K es una familia
de funciones equicontinua en K.

Como @ es finita en K, concluimos de la ecuacién (77) que la funcién @ es continua
en el entorno K del punto (¢, z’). Como (¥, z’) € (0,1y) x M es arbitrario, tenemos
que @ es continua en todo (0,ty) x M.

Veamos ahora que 4 es una solucion de viscosidad de la ecuacién de Hamilton Jacobi
U + H(x,@xU) =0

en (0,t9) x M.

Por un lado, sabemos que @ es de evolucién dominada (lema 4,7), y como ademas
@ es finita en (0,%y) x M, esto implica por el teorema 4,8 que 4 es subsolucién de
viscosidad en (0,%) x M.

Tenemos que ver entonces que @ es supersolucién de viscosidad en (0,tg) x M.
Veamos primero el caso en que u es finita y continua.
Consideremos 1 < u, y sea (t,z) € (0,t9) x M tal que ¥(t,x) = u(t, x).

Podemos entonces por el teorema 7,8 encontrar un compacto X C M tal que

i(t, ) = inf u(y) + hy(y, )
yeK

Como t > 0, tenemos que el mapa y — u(y) + hi(y,x) es continuo. Pero K es
compacto, por lo que el infimo de la ecuacién anterior es en realidad un minimo. Es
decir que existe y, € K C M tal que

a(t, x) = u(ys) + hi(Ya, ) (78)

Por el teorema de Tonelli, existe una curva v : [0,¢] = M con 7(0) = y,, 7(t) =«
tal que

”—(7) = ht(%ca (E)

Sustituyendo esto en la ecuacién (78), tenemos que

awmzmw+ALm@n@ws (79)

Como u es dominada por L, entonces para todo t' € (0,t) tenemos que
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Recordando que 4(0,y,) = u(y,) y sumando estas dos desigualdades, se puede ver
que por la ecuacién (79) se obtiene una igualdad. Por lo tanto, cada una de estas
desigualdades es de hecho una igualdad.

Es decir que

t

a(t,z) = a(t',y(t")) +/ L(v(s),7(s))ds Vt' € (0,t)

tl
Recordemos que ¢ < U, vy se alcanza la igualdad en (t, fy(t)) = (t,z), por lo que

t

w(t,x) > ¢(t',’y(t’)) —I—/ L(’y(s),ﬁ(s))ds Vt' e (0,t)

t/

Entonces .

1/1(t,x) — w(t’,’y(t’)) > / L(y(s),ﬁ(s))ds vi' € (0,t)

t/

Dividiendo entre t — ¢’ > 0, y haciendo el limite con t' — t obtenemos

Op(t ) + 0t (t, ) (3(1) = L(w,4(t)) (80)
Luego por la desigualdad de Fenchel tenemos que
L(z,4(t)) > 0,0t ) ((t)) — H(z,0:3(¢, ) (81)

Por lo tanto, de las desigualdes (80) y (81) deducimos que
Oup(t, ) > —H (v, 0,(t, )

Entonces, 0,1(t, x) + H(Jc, 0. (t, a:)) > 0, lo que implica que @ es supersolucion de
viscosidad.

Veamos ahora en general cuando u no es neceariamente finita y continua.

Sea € € (0,tp), y definamos u, : M — R como
ue(x) = ule,x) =T, u(x)

Sabemos que u, es continua (fue lo primero que probamos en este corolario). Ahora,
notemos que por la propiedad de semigrupo de 7, tenemos que

it 2) = T, ud(x) = Ty (T, u) (@) = T ule) = alt + €, 2)

Entonces 4 (tg — €, x9) = u(ty, zo) es finita. Como u, es continua, podemos aplicar
el caso que ya probamos, y deducimos que u(t, ) = u(t + €, z) es una solucién de
viscosidad de la ecuacién de Hamilton-Jacobi en (0,tg — €) x M.
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Como el hamiltoniano H no depende del tiempo, concluimos que 4 es una solucién
de viscosidad de la ecuacién de evolucién de Hamilton-Jacobi en (e, ty) x M.

Luego, como € € (0,ty) es arbitrario, tenemos que % es solucién de viscosidad en

todo (0,tg) x M. O

Para probar el teorema 7,8 precisaremos de un lema previo que controle la accion
de las curvas minimizantes y sus velocidades.

Lema 7.9. Sea 7 : [a,b] = M una curva minimizante. Entonces

oo (20 70) = L) < (0 a0
Ademas, para todo K > 0 wvale que
hy—a(7(a),7(0)) > K.ly(v) = C(K)(b = a) > K.d(v(a,(b)) = C(K)(b - a)

y st K > 0 entonces tenemos que

(@) 7)) _ L) _ A(EEE) + C(K)
b—a “b—a K

Demostracion. Recordemos que en la proposicién 4,4 habiamos probado que
d(x
hi(z,y) < t.A(%) Vt>0,z,y e M

Como 7 : [a,b] — M es minimizante, entonces

ho—a(Y(a),7(0)) =L(7) < (b—a)A (W)

lo que prueba la primer desigualdad de este Lemma.

Ahora sea K > 0. Tenemos también de la proposicion 4,4 que

L(7(s),%(s)) = K||3(8)l5(s) — C(K)
que surgia de la superlinealidad de L.

Integrando esta desigualdad y recordando que ~ es minimizante obtenemos

hi—a((a),7(b)) > K.ly(7) = C(E)(b - a) = K.d(v(a),7(b)) — C(K)(b—a)

Por lo que obtuvimos la segunda desigualdad de este lema.
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Si en esta cadena de desigualdades sumamos C(K)(b — a),y dividimos entre K
(suponiendo K > 0), obtenemos

oo (1(@),7(8)) + CE)(b— a)
K

> 1,(v) > d(v(a), (b))

Combinando esta desigualdad con  hy_q(7(a), y(b)) < (b—a)A(W) y dividiendo
entre b — a > 0 obtenemos

AR + C(K) _ 1y(y) _ d(3(a). 1)
K “b—a— b—a

que corresponde con la tercera desigualdad del lema. O
Lema 7.10. Para todo K > 0 y para todo (x,v) € TM, tenemos que

10.L(z, v)[le < A([[v]|s +1) + C(0)

10u Lz, v)[[o][0]] = KlJv]l. — C(K) — A(0)

Ademds, si definimos D : [0,00) — [0,00) como
D(R) = tf{||0,L(z,v)||, : v € T, M, ||v|]|. > R}

tenemos que D(0) =0, D es no decreciente, y limg_ o D(R) = 00.

Mas aun, por definicion de D tenemos que
10,LGx, )]l = D(Ivll,)  V(w,v) € TM
Demostracion. Por la convexidad de L(z,v) en las fibras, tenemos que
L(z,v+u) — L(z,v) > d,L(z,v)(u) (82)
Tomando el supremo en todos los u con ||u||, < 1 obtenemos

|10y (z,v)|]: < méx L(z,v+u)— L(z,v)

[[ulle<1
Pero usando las desigualdades
L(z,v+u) < A(|lv+ull) < A(|Joll. + 1) V(z,v) € TM,u € T, M, ||u]|, <1
C(0) = —L(z,v) V(z,v)eTM
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obtenemos entonces que
10.L(z, v)[le < A([]v]|. + 1) + C(0)

que corresponde con la primer desigualdad de este lema. Por otro lado, tomando
u = —v en la ecuacion (82), tenemos que

L(z,0) — L(z,v) > =9, L(z,v)(v)
o lo que es lo mismo que
dvL(z,v)(v) > L(z,v) — L(x,0)
Y combinandola con las desigualdades
{L(x, v) > K|, — C(K) Y(z,v) € TM
A(0) > L(x,0) VeeM
obtenemos

10, L@, v)llallvlle > 0uL(z,v)(v) = Lz, v) = L(z,0) > KlJv]l, — C(K) — A(0)

Es decir que obtuvimos
10u Lz, v)[[o][0]] = KlJv]|l. — C(K) — A(0)
que corresponde con la segunda desigualdad de este lema.
Luego, definiendo D : [0,00) — [0, 00) como
D(R) = f{||0, L(x, v)||2 - v € To M, ||v][. > R}
tenemos claramente que D(R) > Oy ademds es no decreciente.

Observemos que como L es superlineal en v para todo x € M, tenemos entonces que
en cada fibra, la funcién v — L(z,v) debe tener un minimo v, en T, M, y claramente
en ese punto tendremos que 0,L(x,v,) = 0. Entonces D(0) = 0.

Veamos que limp_,o D(R) = 0.

Para eso, primero observemos que como D es no decreciente, entonces el limite
limp 0o D(R) existe en R U {+00}.

Ademas, dado K > 0, y dado v € T, M con |[v||, > R, tenemos de la segunda
desigualdad de este lema que

CUK)+AO) o ICUH)+AO] |

avL ) QZZK_
10,L(a,v)]| o T

Entonces limg .o, D(R) > K. Como K > 0 es arbitrario, tenemos entonces que

lim D(R) = +o0
R—o0
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7.5. Energia

Observemos que como consideramos Hamiltonianos auténomos, entonces las ecuaciones

de Hamilton ¢ = %—;I yp= —%—ZI implican que
d oOH 0H
S H(a(),p(t) = ag TP, =4

Es decir que el Hamiltoniano se preserva a lo largo de las érbitas.

A continuacién, definiremos la energia de un lagrangiano, que serda una funcién
E : TM — R que toma el mismo valor funcional que el hamiltoniano a lo largo
de las orbitas.

Por lo tanto, la conservacién del hamiltoniano (cuando el lagrangiano no depende del
tiempo, como es el caso que estamos estudiando), implicara claramente la conservacién
de la energia.

Definicion 7.1. La Energia de un lagrangiano L : TM — R, se define como la
funcion £ : TM — R tal que

E(z,v) = H(z,0,L(z,v)) = sup 9,L(z,v)(u) — L(z,u) = 0,L(z,v)(v) — L(z,v)

u€T, M

Definicion 7.2. Sea v : [a,b] — M una curva extremal de L.

Como la energia E(’y(s), "y(s)) no depende del s € [a, b], podemos definir entonces
la energia de la curva v como E(y) = E(7(s),%(s)) considerando cualquier s €
[a, b].

Lema 7.11. Se cumple que
AQ2lloll,) +20(0) > B(w,v) > [|0,L(z, )]l — A(1)
En particular, tendremos por el lema (7.10) que
E(z,v) = D(|lell,) — A(1)
donde D es la funcion no decreciente definida en el lema 7,10.

Demostracion. Por la convexidad de L tenemos que

L(z,v+u) — L(x,v) > 0,L(z,v)(u) Vre MuveT,M
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Tomando u = v tenemos que
L(z,2v) — L(z,v) > 0,L(x,v)(v)
Restando L(x,v) obtenemos
L(z,2v) — 2L(z,v) > 0,L(x,v)(v) — L(z,v) = E(z,v)
Como L(z,v) > —C(0) y L(z,2v) < A(2|[v]|5), obtenemos que
E(z,v) < A(2||v][) +2C(0)
donde obtuvimos entonces una de las desigualdades del lema.

Resta probar que E(z,v) > ||0,L(x,v)||. — A(1).

Para esto, como E(x,v) = sup,er, 2 O L(2,v)(u) — L(x,u), tenemos que

E(xz,v) > sup 0,L(x,v)(u) — L(z,u)

[lull-<1
Usando que L(z,u) < A(||ul|.) < A(1) pues |[|u||, < 1, tenemos que
E(z,v) 2 [0, L(z, v)||. — A(1)
donde quedé probada entonces la otra desigualdad del lema.

]

Ahora acotaremos las velocidades de las curvas extremales usando la conservacién
de la energia.

Proposicién 7.12. Existe una funcién n : [0,00) — [0,00) no decreciente, tal que
para cualquier curva extremal 7y : [a,b] — M, se cumple que

sup [0 < nf 150

te(a,b]

En particular, por teorema de valor medio para integrales y como n es no decreciente,
tendremos entonces que

sup 10 < (272

t€la,b] a
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Demostracion. Consideremos la funcion no decreciente D del lema 7,10, definida
como

D(R) = inf{||0, L(x,v)||, : v € T.M, ||v||. > R}
Teniamos que D(0) =0, y limp_,oo D(R) = 0.

Definamos entonces la funcién ¢ : [0, 00) — R tal que
((p) =sup{R > 0: D(R) < p}

Claramente la funcién ¢ es finita en todos lados, pues limg_,o, D(R) = 0.

Observemos que como ¢ (D(R)) = sup{R’: D(R') < D(R)}, entonces
(p(R) = 1
Consideremos una curva 7 : [a,b] — M extremal, y sean Smm, Smax € [a, b] tales que

Y (Smin Smin) inf y (¢
||’y(S )||'Y( mm) té][:l,b] ||/y( )||'Y(t)

|13 (8 [y sas) = 5UP ()5t
t€la,b]
De la cadena de desigualdades
A(@Joll.) +20(0) = B, v) = D(||o]l.) — AQ)
obtenida en el lema 7,11, deducimos que
A(2‘ ’;Y(Sml'n)’l'y(smin)) + 20(0) > E(’)/(Smin% ':Y(Srm’n))

y
E(”Y(SméX)a ;Y(SméX)) > D(H'ﬂsméxmw(smax) - A(l)

Por la conservacién de la energia, tenemos que E ('y(smfn), W(smin)) =F ('y(sméx), ﬁ(sméx)) ,
lo cual implica que

A1 (Smin) y(suiny) +2C(0) = D15 (Smax) [y (s1nsn)) — A1)

es decir que

A1 (smin) s (smim) +2C(0) + A1) = D (I (Smo) 1y (s1050)

Como ( es no decreciente y ¢ (D(R)) > R, si aplicamos (¢ de cada lado tenemos que

<<A<2|w<smm>uw<sm>) £20(0) + A<1>) > 1 5mte)l o
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Definiendo la funcién 7 : [0, 00) — [0, 00) dada por
n(R) = C(A(2R) +2C(0) + A(1))
tenemos entonces que

1 (8o (sms) < 011 (Stmin) s smi))

que (por como tomamos Smm ¥ Smax) €S exactamente la primer desigualdad de este
lema.

Luego, para la segunda desigualdad, basta observar que

b
%W:/HWWM“EW%MWWJWW)

Entonces

| ly(7)
. { < ’
[ (Smie) | (simin) < (b—a)

y como 7 es no decreciente, entonces al aplicar 1 tenemos

(11 Smt) | (o)) < ”((ég£73)>

Usando entonces la primer desigualdad de este lema (la cual ya probamos), tenemos

que
| W(SméX) | |’Y(Sméx) S n ( (Zl)gfyc),/) )

que corresponde con la segunda desigualdad de este lema. O]

Corolario 7.12.1. Si L : TM — R es un lagrangiano de Tonelli, podemos encontrar
funciones no decrecientes 7,7 : [0,00) — [0,00) tales que para cualquier curva
minimizante v : [a,b] — M wale que

sup [|9(r)] ]

< ﬁ(hb_a(v(a)w(b))>

tela,b] b—a
y 10).5(8)
. ~ yia),y
sup [0l < (S22 )
t€la,b] a
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Demostracion. Por el lema 7,9 tenemos que para cualquier K > 0 vale que

Bo-a(1(a),1(0)) = Kly(7) = C(K)(b - a)

Usando K = 1 y reordenando, tenemos que

lg(7) < hy-a(v(a),7(b)) + C(1)(b - a)

Recordando que ly(7) > inficpp ||7(2)]|4@)-(b — a), tenemos que

it 10l < 220 @0)

tela,b] b—a

+C(1)

Entonces, aplicando de ambos lados la funcién no decreciente n de la proposicion
7,12 tenemos que

sup 500 < nf 1501 ) < n( =010 4 o)

t€la,b] —a

Entonces, definiendo 7(s) = 77(3 +C (1)) queda probada la primer desigualdad.

Para la segunda desigualdad, recordemos que ademés en el lema 7,9 habiamos
probado también que

hy—a(7(a), (D)) d(v(a), (b))
b—a = A( b—a )

Entonces aplicando la funciéon 77 obtenemos

sup (156 < ﬁ(h*’*z(f)’”(b))) < ﬁ(A(M))

te(a,b] a

Entonces, definiendo la funciéon 1 = 1 o A, obtenemos la segunda desigualdad, y es
claramente finita y ademds no decreciente (por ser composicién de no decrecientes).

Il
7.6. Prueba de la caracterizacion de soluciones

Ahora estamos en condiciones de probar el teorema 7,8, que volveremos a enunciar
a continuacion
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Teorema 7.13. Sea u : M — [—00, +00] una funcion tal que u(ty, xo) es finito para
cierto tg >0 yxg € M.

Entonces para todo compacto K C (0,tg) x M, existe un compacto K C M tal que

a(t,x) = ff u(y) + My, z) V(t.2) € K
yeK

Demostracion. Observar que dado un compacto K C (0, ) x M, existe un compacto
de la forma [a, b] x B(xg, R) tal que

K C [CL, b] X E(l’o,R) - (O,tg) x M

Entonces, basta probar el teorema para el compacto [a,b] x B(zg, R), pues si existe
K C M tal que

u(t,x) = ;gff(u(y) + hi(y,z)  VY(t,x) € [a,b] x B(xg, R)

entonces, como K C [a,b] x B(xo, R) tendremos que

a(t,x) = inf u(y) + ho(y,z) ¥(t.2) € K
yeK

Es decir que podemos suponer sin perdida de generalidad que K es de la forma
la,b] X B(xg, R) C (0,t0) x M.

Sea § > 0 tal que [a — d,b + 0] C (0, o).

Como u es fuertemente dominada por L (por el lema 4,7), tenemos que
(to, o) < a(t, z) + hy_o(m,70)  V(t,7) € [a— 06,0+ 6] x B(wg, R+1) C (0,t9) x M

Entonces por la continuidad del mapa (¢, x) +— hy, (2, 29) y como u(tg, zo) es finito,
tendremos que u(t, x) estard acotado inferiormente en el compacto [a — d,b + J] x
B(ZE(), R+ 1)

Como u(ty,zo) es finito, tendremos que u no es idénticamente +oo (lema 7,3).
Entonces, existe yo tal que u(yy) < oo, y claramente por definicién de @ tenemos que

u(t, z) < u(yo) + he(yo, )

Ahora, por la continuidad del mapa (t,z) — hi(yo,x) y como u(yy) es finito,
tendremos que 4(t, x) estard acotada superiormente en el compacto [a — §,b + 0] %

B(Io, R+ 1)
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Entonces, como « estd acotada tanto superiormente como inferiormente en [a—d, b+
8] X B(xg, R+ 1), podemos definir a € [0, 00) tal que

a = sup{|a(t,2)| : (t,x) € [a — §,b+ 0] x B(zo, R+ 1)} (83)

En particular, esta cota implica que podamos restringir el infimo de la definicién de
@ a un conjunto mas chico

a(t,x) = mf{u(y)+he(y, z) : u(y)+h(y, z) < a+1}  V(t,z) € K = [a, b x B(zo, R)

Entonces, para terminar esta prueba, basta encontrar un compacto K c M tal que
cumpla que si
(t,x) € [a,b] x B(xo, R)

{u(y) + h(y,z) <a+1

entonces y € K.

Para ver eso, observemos que en ese caso, podremos escribir entonces 4 como
a(t,r) = mf{u(y) + h(y,z) :y € K} V(t,z) € K = [a,b] x B(zo, R)
Supongamos entonces que tenemos (¢, z) € [a,b] x B(xg, R), y y € M tal que
w(y) + h(y,z) <a+1 (84)

Sea v : [0,t] — M una curva minimizante que une y con z, es decir que (0) = v,
() ==,y

/0 L(7(s),4())ds = hy(y, )

Entonces, juntando esto con la ecuacién (84), tenemos que

w)+ [ L6660 = u) + ) < a1
Como
(t,v(t)) = (t,2) € [a,b] x B(x, R) C (a — 6,b+8) x Bxg, R+ 1)

y ademas
(0,7(0)) = (0,y) & [a — 8,b+ 6] x B(xo, R+ 1)

pues § era tal que [a — d,b+ d] C (0,ty), tendremos que existird un ¢ € (0,t) tal que

(t',v(t") € 9(la— 8,b+ 6] x B(zo, R+ 1)) (85)
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Afirmacién: Existe € > 0 tal que t — ' > € para todo (¢,7) € [a,b] x B(zo, R) ¥
todo y € {7 : u(g) + he(7,x) < a+ 1}. Es decir, hay una diferencia uniforme entre ¢
y t', independiente de (¢, x) y de y.

Para probar esta afirmacién, observemos que dado (¢,7) € [a,b] X Bz, R) vy y €
{7 : u(g) + h(y,2) < a+ 1}, podremos distinguir 2 casos para el t' de la ecuacién
(85) a partir de descomponer el borde como

d([a—6,b+0]x B(zo, R+1)) = {a—6,b+0} x B(zo, R+1)U(a—0.b+6) x IB(x9, R+1)
Estos casos son

» Sit' € {a—6,b+d}, claramente entonces t' = a — d (pues ' <t < b). En este
caso
t—t'=t—(a—0)=0+({t—a)>9

Entonces tomando cualquier € < § tenemos la afirmacion.

= Sit' € (a—9,b+ ), entonces (t') € OB(xo, R + 1). En este caso, como
d(’y(t’), xo) = R+1,y~(t) = x € B(xg, R), tendremos entonces por desigualdad
triangular que

R+1= d(wo, (1)) < d(zo,4(D) +d((1).1(1)) < R+ d(3(5).1(1))

entonces
L <d(y(t),7(t)) (86)

Ademads, por como definimos « en la ecuacién (83), tenemos que
[t 7()] < a = sup{la(t, @) : (t,2) € [a—6,b+ 5] x Blzy, R+ 1)}

Como @ es dominada por Ly v(0) = y, entonces

(t ) < )+ [ L)) ds

Sumando ftf L(v(s),7(s))ds de ambos lados, y recordando que 7 es minimizante
de la accién entre x e y, y que y era tal que u(y) + h(y, z) < a+ 1, obtenemos

a(t,y()) +/

t/

t

L)) ds < )+ [ LG 3)ds < a1

Como |ﬂ(t’ (! ))| < «, tenemos entonces que la ecuacién implica que

/t’ L(v(s),%(s))ds <a+1—a(t',v()) <2a+1 (87)
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Por la superlinealidad de L, tenemos que para todo x > 0 vale que
—C(k) + &llv]le < L(z,v)

y si integramos esta desigualdad entre t' y ¢ y usamos la desigualdad (87)
obtenemos
t

~C)(E = 1)+ kd((02) < [ L(1(9)5(5)ds < 2041

t/

Recordando que por la ecuacién (86) tenfamos que 1 < d(v(t),(t')), deducimos
entonces que

—CR)(t—t)+r < =C(r)(t—t)+ rd(v(t),y(t') <2a+1

entonces
—Cr)(t—t)+r<2a+1 (88)
y despejando t — t’ obtenemos
k—1-—2a iy
C(k)

Tomando k = 2 + 2a;, esto implica que

- <t A
C(2+2a) st

Entonces, tomando € < ===, tendremos la afirmacién que queriamos.
’ C(242a)’

Es decir que para contemplar ambos casos basta tomar entonces € < min{J, m},
que claramente no depende del (t,7) € [a,b] x B(x,R) ni del y € {7 :

w(y) + he(g,z) < o+ 1}.

Luego, como v es minimizante de la accién (por ser restriccién de minimizante),
[t',t]

podemos entonces usar el corolario (7.12.1) para acotar su velocidad como

dh@%v@ﬂ)

t—t (89)

sup [H ()l < ﬁ(

te[t 1]
donde 7 : [0, 00) — [0, 00) era una funcién no decreciente.

Entonces usando la afirmacién recién probada (t — ¢ > €), y que ademds como
~v(t),y(t') € B(xzo, R+ 1), entonces

d(v(t),y(t')) < diam(B(zo, R+ 1)) = 2R +2
t—t'>e>0
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y juntando estas dos desigualdades con la desigualdad (89) tenemos que

sup. 15y < U(M) < 222) (90)

reft i t—t €

Luego, como 7 : [0,t] — M es minimizante, entonces por la proposicién 7,12 tenemos
que existe una funcién 7 : [0, 00) — [0, 00) no decreciente tal que

sup [F() 1y < n( nf [(r >||w>)

rel0,t] €[0,t]

Juntando esta desigualdad con (90) y el no decrecimiento de 1 tenemos que

. o /2R +2
sup [|¥(r)]ly < 77( nf HV(T)HW)) < 77( sup ||9(r )H'y(ﬂ) < ?7(77( ))
ref0,t] ref0,t] relt i €

Definiendo entonces
(2R +2
B=mn(n - €R

se cumple que la longitud de la curva « : [0,¢] — M esté acotada como
ly(y) < Bt
Recordando que t € [a,b] C (0,%)), entonces
lg(y) < Bt < pb
Luego como (0) =y y v(t) = z, entonces tenemos que
d(x,y) < Bb

Observar que el valor 4b no depende del (t,7) € [a,b] x B(zy, R) ni del y € {7 :
u(y) + h(y,2) <+ 1}

Entonces observar que y € B(a;, Bb) C B(xo, R + Bb), por lo que considerando el
compacto K = B(xo, R+ #b) C M, tenemos que

a(t,x) = mf{u(y) + iy, z) 1 uly) + by, 2) < o+ 1} = inf{u(y) + h(y,2) 1y € K}
para todo (t,z) € K = [a,b] x B(xg, R), lo que concluye la prueba. O

Recordemos que este teorema (teorema 7,8) tenfa como consecuencia al corolario
7,8,1, el cual nos dice entonces que u es una solucién de viscosidad continua a la
ecuacién de evolucién de Hamilton Jacobi en (0,%y) x M (donde la tnica hipdtesis
era que U(tg, zg) era finito en algin tg > 0y zo € M).

Recordemos que estabamos considerando las evoluciones de Lax-Oleinik 4 : [0, 00) x
M — [—00, +00| para funciones arbitrarias u : M — [—o0, +00].

A continuacion restringiremos a la familia de funciones u a la cuales estudiaremos
su evolucion de Lax-Oleinik, a modo de conseguir una mejor relacién entre u y .
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7.7. Condiciones iniciales semicontinuas inferiormente

Definicion 7.3. (semicontinuidad inferior) Una funcién v : M — [—o0, +09]
es semicontinua inferiormente si

u(z) =liminfu(y) Vee M

Yy—x

Equivalentemente, u : M — [—00,+00] es semicontinua inferiormente si para todo
x € M yr <u(x), existe un entorno V' de z tal que

uly) >r VYyeV

Definicion 7.4. (regularizacién semicontinua inferiormente) Siu : M —
[—00, +00], definimos su regularizacién semicontinua inferiormente como u_ : M —
[—00, +00] tal que

u_(z) = lign_glfu(y)
La funcién u_ es la mayor funcién semicontinua inferiormente tal que u_ < u.

Proposicién 7.14. Para toda funcién u : M — [—o00, +00|, tenemos que 4 = G_
en (0,00) x M. Es decir que en tiempos positivos, la evolucion de Laz-Oleinik de u
coincide con la de u_.

Demostracion. Como u_ < u, tenemos que u_ < 1.
Para ver la otra desigualdad, basta probar que

u_(y) + by, ) > inf u(=) + hulz2) = it)  V(E,2,y) € (0,00) x M x M

Dado (t,x,y) € (0,00) x M x M, sabemos que por definicién de u_(y), existe una
sucesién y, — y tal que u(y,) — u_(y).
Luego, como h(+, ) es continua, tenemos que
u-(y) + by, ) = 1 u(yn) + hi(yn, @) > Wf u(2) + (2, )
0
Proposicién 7.15. Siu : M — [—o0, +00]| se semicontinua inferiormente tal que

U(to, zo) es finita en algin (to, zo) € (0,00) x M, entonces para todo (t,x) € (0,ty) X
M existe y € M tal que

u(t,z) = inf u(z) + h(z,2) = u(y) + he(y, x)

zeM

FEs decir que el infimo de la evolucion de Lax-Oleinik se alcanza en (0,ty) x M
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Demostracion. Sea (t,x) € (0,to)x M. Por el teorema 7,8, sabemos que si consideramos
el compacto K = {(¢,x)}, existe un compacto K C M tal que

a(t,x) = inf u(y) + h(y, )
yeK

Entonces, tomemos una sucesion (4, )nen C K tal que u(y,) + hy(yn, 2) — a(t, ).

Como K es compacto, existe una subsucesién convergente de y,, por lo que podemos
suponer sin pérdida de generalidad que y, — y € K.

Como a(t,z) = lim, u(y,) + hi(yn,x), podemos usar entonces la semicontinuidad
inferior de u y deducimos que a(t, ) > u(y) + hi(y, z).

La otra desigualdad u(t, z) < u(y) + hi(y, ) es inmediata de la definicién de u(t, x).
[l

Observacion. Sea U : [0,00) x M — [—00,400]. Denotemos U* = U , €S
decir la restriccion de U a lost > 0. oot
St x € M, podemos definir los siguientes limites inferiores

w liminf )00 Ut y)

» liminfy )00 U*(t,y)

» liminf, ., U(0,y)
Es claro que

(tlgii(%,fx) Ult,y) < min { (tlgii(rol,fx) Urt.y), Hryrgo? tu (. y)}

Ademds, si (t;,y;) — (0,z) cont, > 0 yy; € M, entonces o tendremos infinitos
i € N cont; =0 o tendremos infinitos i € N con t; > 0 (o ambos casos a la vez). En
cualquier caso, puedo encontrar alguna subsucesion con t;, = 0 para todo k o una
subsucesion t;, > 0 para todo k, por lo que tendremos entonces que

lfm inf U(t,y):min{ liminf U*(¢,y), liminfU(O,y)}

(t,y)—(0,2) (t,y)—(0,2) y—x

Teorema 7.16. Si u : M — [—o0,+00]| es semicontinua inferiormente, y su
evolucion de Laz-Oleinik U es finita en un (to, zo) € (0,00) x M, entonces se satisface
que
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1. Para todo x € M wvale que

liminf a(t,y) = lminf a*(t,y) = u(z o1
(t.y)—(0,z) (t,9) (ty)—(0,z) (t.) (2) (91)

lo cual implica que 4 es semicontinua inferiormente en [0,tg) X M, ya que
vimos que es continua en (0,ty) X M debido al corolario 7,8,1.

2. Para todo x € M, tenemos que

limsup 4(t,y) = lim sup u(y) (92)

(ty)—=(0,2) y—w

lo cual implica que siu es continua en M, entonces i es continua en [0,ty) x M.

3. Para todo x € M, existe los limites lim;_,o 4(t, ) y im0 u*(t,x), y ademds

lima(t, z) = lim a*(t, ) = u(x) (93)

t—0 t—0

Demostracion. Por un lado, recordemos que en la proposicion 4,4 habiamos visto

que hy(z,y) <t.A (@), lo cual implica que

alt,y) < u(y) + he(y, y) < uly) +t.A(0) (94)
Esto implica que

limsup u(t,y) < limsup u(y) + ¢t.A(0) = limsup u(y)
(t,y)—(0,x) (t,y)—(0,x) Yy—x

Ademas es claro que

lim sup a(t,y) > limsup @(0, y) = lim sup u(y)
(t,y)—(0,x) y—x y—x

Por lo tanto, estas desigualdades implican que

limsup 4(t,y) = limsup u(y)
(t,y)—(0,x) y—x

que coinciden con la igualdad (92).

Por otro lado, la ecuacién (94) también implica que

liminf @*(t,y) < liminf wu(y)+t.A(0) = liminfu
Aminf @'(ty) < minf u(y) (0) = 1m inf u(y)
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Recordando la observacion previa

liminf 4(t,y) = min{ liminf 4*(f,y), liminfu
(t,y)—(0,x) ( y) {(t,y)—)(O.x) ( y) y—T (y)}

como vimos que lminf )00 @*(t,y) < liminf, ,,; u(y), deducimos entonces que

liminf a(t,y) = liminf 4" (¢,
(t,y)—(0,z) (t,9) (ty)—(0,z) (t,9)

Para terminar la prueba de la igualdad (91), basta probar entonces que

[ = liminf a*(t,y) > u(x
M inf @ (t,y) 2 u(z)

Si | = +o0, terminé la prueba de la igualdad (91). Supongamos entonces que [ =
lim inf(ty)_)((]’@ u* (t, y) < 00.

En este caso, podemos tomar una sucesion (t;3;) — (0,x) con ¢; > 0 tal que

1—00

Luego, por definicién de @ tenemos que u(t;,y;) = inf,ep u(2) + he, (2, v:), es decir
que para cada ¢ existe z; € M tal que

1
0 < u(z) + he, (2, y5) — a(ts, y;) < Z —0

Y como u(t;,y;) — [, tenemos entonces que

A, zi) < ulzi) + b, (20, 90) < alti, zi) + % — 1
Pero como recordando de la proposicién 4,4 que

he,(z,y;) > 0.d(z,y;) — C(0).t; = —C(0).t; — 0

tenemos entonces que si la sucesién z; acumula en el punto x € M, tendremos (por
la semicontinuidad inferior de u) que

= lm u(z;) + hy, (2, y;) > Uminf u(z;) > u(x)

71— 00 1—r 00
Veremos entonces que justamente la sucesion z; debe acumular en el punto z.

Supongamos (por absurdo) que x no es de acumulacién de la sucesion z;, entonces
a menos de omitir finitos indices 7, podemos suponer que existe € > 0 tal que

d(z,z;) >e€ VieN
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Es decir que tenemos
Yi — T
d(z,z;) >€e>0
a(ts, yi) < ulzi) + he (20, 41)
h’mi_,oo ’&(tz, yz) = h’mz_mo U(ZZ) + hti(Zi, y,) =]l < o
Como y; — x, entonces a menos de omitir finitos indices podemos suponer que

d(z,y;) <e VieN

Ademads para todo i € N, podemos encontrar una curva =; : [0,t;] — M minimiante
la accion entre v;(0) = z; y vi(t:) = .

Como tenemos que
d(z,y;) < e <d(z,z)

entonces existe t; € (0,¢;) tal que
d(z,y(t})) =€¢ VieN
Como =; : [0,t;] = M es minimizante entre z; y y;, entonces
he, (zisyi) = hay (22, 7i(85)) + - (385, 92) (95)

Y ya sea por la propia definicién de @ o usando que u es de evoluciéon dominada por
L, deducimos

u(z) + he (2, 7(t)) = a(th %i(t))

Por lo tanto, juntando esta desigualdad con la igualdad (95) tenemos

(
96)

Ademas, como @ es de evolucién dominada por L, tenemos que
@<t2,%‘(t2)) > (to, mo) — hyy—y! (%(t;),xo)

Como ;(t)) € B(x,€) para todo i, y 0 < ) < t; — 0, tenemos entonces por la
continuidad del mapa (s, q) — hyy—s (q, xo) que la desigualdad anterior implica que

K= irilfﬂ(t;,%(t;)) > —00

Por lo tanto, de la desigualdad wu(z;) + hy,(zi,4:) > @(th, %i(t;) + hu—v (% (85, 4:)
obtenida en la ecuacién (96), deducimos que

w(z) + he, (25, 9:) > K+ ht, 4 (%‘(t;)a yi)
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Tomando limite en ¢, tenemos entonces que

+oo > 1= hm w(zi) + he,(2,9:) > K+ Mmsup by, (3:(t)), i)

’L-}OO
Por lo tanto
lim sup hy, —y ('yl(t ), yz) (97)

1—00
Por otro lado, si K > 0, deducimos entonces por la superlinealidad de L y que
d(z,7(t;)) = € que

R (3i(th),9:) 2 Kd(vith),55) — C(K)(t; — 1)) > K (€ — d(z,3:)) — C(K)(t: — 1)
Como y; —» z 'y 0 <t <t; — 0, obtenemos

lim sup by, oy ((8), ) > K.c

1—00

Como € y K > 0 son arbitrarios, tenemos entonces que

lim sup Ay, 4 (%(t) yl) -

1—00

Pero por otro lado, en la ecuacién (97) habfamos visto que lim sup; . by, —v (7i(t)), 4:) <
00, por lo que llegamos a un absurdo y concluimos que x debe ser entonces punto
de acumulacién de la sucesion z;, y

I = lm u(z;) + he, (25, y:) > lHminf u(z;) > u(x)

1—00 1—00
Entonces quedé probada la ecuacién (91).

Resta probar la ecuacién (93), dada por

1g%u(t x) = lg%u (t,z) = u(x)

Para eso, observemos que por la igualdad lim inf ;) 0.2) @(t, y) = Uminf y) 0.2 @* (¢, y) =
u(z) de la ecuacion (91), tenemos que

u(z) = (hr)n 1(r8fx)u(t y) < hrtn infa(t,x) < hrtrilonfu (t,x) (98)

Mads atin, como vimos en la ecuacién (94), sabemos que
u(t,z) <u(x)+ A0).t
entonces

limsup a* (¢, z) < limsup u(t, z) < u(z) (99)

t—0 t—0
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Las desigualdades (98) y (99) implican que

u(z) < liminfa(t, ) < liminfa* (¢, z) < limsup a*(¢,z) < limsup a(t, x) < u(x)

t—=0 =0 t—0 t—0
Por lo tanto, en la cadena de desigualdades anterior son todas igualdades. Entonces

deducimos que

1g%u(t x) = lg%u (t,z) = u(x)

]

Veremos ahora que una solucién de viscosidad a la ecuacion de Hamiltton-Jacobi en
un abierto (0, ty) x M, corresponde siempre con la evolucién de Lax-Oleinik de una
(Unica) funcién w : M — R semicontinua inferiormente.

7.8. Soluciones globales de viscosidad son evoluciones de
semicontinuas inferiores

Teorema 7.17. (soluciones continuas son evoluciones de semicontinuas)
Sea ty € (0,00] y U : (0,tg) x M — R una solucion de viscosidad continua a la
ecuacion de evolucion de Hamilton-Jacobs

OU + H(z,0,U) =0

en (0,t9) x M.
Entonces existe una unica funcion semicontinua inferiormente u : M — [—00, +00]
tal que U =1 .

(0,t0)x M (0,t0)x M

Ademas, dicha u cumplird que

u(z) = liminf U(t,y) = hm Ult,z)

(ty)—(0,x)

Demostracion. Es claro que si existiera dicho u tal que U

(0,t0)x M
el teorema 7,16 tenemos que el candidato a u es

u(z) = liminf U(t,y) = hm Ult,x)

(t:y)—(0,z)

De aqui tenemos entonces la unicidad.
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Resta ver entonces la existencia. Definamos u : M — [—o00, +00] tal que

u(x) = liminf U(t,
() (ty)—(0,2) (t,9)
Esta funcién u es semicontinua inferiormente, pues si y, — = tal que lim, u(y,) =
liminf,_,, u(y), y para cadan € N tomamos (t,, z,) € (0,ty)xM tal que d((O, Yn), (tn, zn)) <
% y que
|U(tn, zn) — Hminf u(z)| = |U(tn, 2n) — u(y,)| <

Z—Yn

SRS

Lo cual implica que
1
Ultn, 2n) < ulyn) + n

Entonces, como (t,, z,) — (0, z), tenemos que

1
uw(z) = liminf U(t,y) < liminf U(t,, z,) < liminfu(y,) + — = liminf u(y)
(t,y)—(0,2) n n n y—x
Es decir que u(z) < liminf, ., u(y), y la otra desigualdad es clara, pues tomo la
sucesién constante y, = x y tenemos que u(z) = lim, u(y,) > liminf, ,, u(y). Por
lo que concluimos que u es semicontinua inferiormente.

=1
(0,t0)x M

Veamos ahora que U

(0,t0)x M

<
(0,t0)x M

Para eso, primero veamos que U

(0,t0)x M

Tomemos (t,z) € (0,tg) x M. Por como definimos u, para cada y € M, podemos
hacer una sucesién (t;,y;) € (0,tg) x M tal que (¢;,y;) — (0,y) y ademas

U(ti,y;) — u(y) cuando i — oo

Como U es subsolucién en (0, ty) x M, sabemos que U es de evolucién dominada por
L en (0,t9) x M. Usando que t; — 0 < t para ¢ suficientemente grande, entonces

U(t,x) < U(ti, yi) + hiy, (ti, )
Si dejamos ¢ — oo, deducimos que
U(t,z) < uly) + he(y, )
Como y € M es arbitrario, concluimos que

U(t,z) < inf u(y) + he(y,x) = a(t,x) V(t,z) € (0,tg) x M (100)

yeM
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Por lo que U < 4 en (0,tg) x M. Ahora probemos que @ < U en (0,t5) x M.

Tomemos (t,z) € (0,t9) x M. Como U : (0,ty) x M — R es solucién de viscosidad,
tenemos entonces por el corolario 7,0,1 que existe una curva v : [t — e, t] = M
minimizante de la accién con y(t) =z y € > 0, tal que

Ult,e) = U(t - et — o)) + / L(7(s).4(s))ds (101)

Esta curva 7 : [t — €,t] — M puede extenderse por el flujo de Euler-Lagrange a una
curva C? extremal 7y : (—oo, +00) — M. Sea

t
S={acl0,t]:U(t,z) =U(a,v(a)) —i—/ L(v(s),7(s))ds}
Por la ecuacién (101), tenemos que t—e € S, por lo que S # ), y podemos considerar
ag = inf S > 0. Veamos que ag = inf S = 0.

Asumamos por absurdo que ag > 0, y entonces por continuidad de la funcién a +—
Ul(a,v(a)) + f L(v(s),%(s))ds tenemos que ag € S.

Usando de nuevo el corolario 7,0,1 en el punto (ao7 'y(ao)), encontramos una curva

7t [ag — €, ag) — M minimizante tal que J(ag) = v(ag), 0 < € < ag, y

U(ao,v(a0)) = U(ao — & (ag — €)) + /ao L(5(s),7(s))ds

ag—¢€

Definamos 0 : [ag — €,t] — M como la concatenacién de ambas curvas, es decir
N v B
(5(8) _ {’7(8) s € [CLO €, CL()] (102)

Pero las igualdades

{U(ao,y(ao)) U(ao —&,9(ap — 6)) + f (i (3))d$
U(t.) = Ulan, 7(a0)) + 1, L(3(3), () ds

implican que

€

U(t,z) = Ulag — € 6(ag — €)) + / ) L(5(s),0(s))ds

Como U es fuertemente dominada por L en (0,%y) X M, tenemos entonces que &
debe ser minimizante, y en particular es extremal. Entonces ¢ es de clase C?, por
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lo que las curvas v y 4 cumplen que vy(ag) = F(ao) v ¥(ao) = 7(ao), entonces por
la unicidad de las curvas extremales dado un punto y una velocidad, tenemos que

0=r . Por lo tanto, la ecuacion anterior se escribe como
[ao—E,t]

Ult,z) =Ulag — & F(ap — €)) + / ) L(v(s),7(s))ds

ag—¢€
contradiciendo que ag = inf S > 0. Entonces ag = inf S = 0.

Entonces (por como estaba definido ) existe sucesién s; € (0,t) con s; — 0 tal que

U(t,z) =U(si,v(si)) + / L(v(s),%(s))ds (103)

Como (s;,7(s;)) = (0,7(0)) cuando i — oo, tenemos entonces por la definicién de
u que
lminf U (s;,7(s:)) > u(~(0))
1—00

Entonces, tomando i — oo en la ecuacién (103) obtenemos

1—00

U(t,z) = lminf U (s;,7(s;)) —i—/ L(v(s),7(s))ds > u(7(0)) + h(7(0), z) > a(t, z)

Por lo que concluimos que U > @ en (0,%) x M.

Entonces, con lo que habfamos probado en la ecuacién (100), tenemos que U =
en (0,t9) x M.

[]

8. Singularidades de las soluciones de viscosidad

En esta seccién se caracterizaran los puntos de diferenciabilidad de las soluciones
de viscosidad en términos de las curvas calibrantes que pasan por el mismo. Se
definira un conjunto particular dentro del conjunto de puntos de diferenciabilidad,
denominado conjunto de Aubry de la solucion, el cual sera de interés para el teorema
global de homotopia que se enuncia mas adelante en esta seccion y que nos da
informacion sobre la topologia del conjunto de singularidades. El teorema local de
homotopia nos afirmara la contractibilidad local del conjunto de singularidades de
las soluciones de viscosidad. Estos teoremas seran probados tinicamente para casos
particulares en R" y el lagrangiano Lo(z,v) = 1[|v||2 (cuyo flujo lagrangiano no es
otro que el flujo geodésico en R™).
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8.1. Teorema de diferenciabilidad

Definicion 8.1. (singularidad) Si U : [0,00) x M — [—00, 00|, definimos
Sing*(U) = {(t,z) € (0,00) x M : U no es diferenciable en (¢, z)}

Conviene recordar que si U(t,x) es una solucién de viscosidad de la ecuacién de
Hamilton-Jacobi, y en un instante ¢, la funciéon = — U(ty,x) es finita en algin
x € M, entonces U(t,x) < oo para todo t > ty (ver lema 7,3). Por lo tanto, nos
interesaran solamente funciones que toman eventualmente el valor +00 en t = 0
pero no para todo z € M, en consecuencia la funcién U(t,x) es finita para todo
t > 0. Como veremos en los ejemplos, resulta interesante considerar soluciones que
en t =0 valen 0 en un cerrado C' C M, y +oo fuera de C.

Enunciemos el siguiente resultado local

Teorema 8.1. (Sing*(U) es localmente conexo por caminos) SiU : [0,00) X
M — [—00,400] es tal que en el conjunto (0,00) X M es una solucidn de viscosidad
continua a la ecuacion de evolucion de Hamilton-Jacobi

U+ H(z,0,U) =0
entonces Sing*(U) es localmente conexo por caminos.

Observemos que basta probarlo para el caso en que U es la evolucién de Lax-Oleinik
de una funcién u : M — R continua, pues por el teorema 7,2 sabemos que U = u,
siendo u(z) = U(0, z) para todo x € M.

En este ensayo no veremos la prueba de este resultado. Sin embargo, si probaremos

un caso particular para las singularidades de la funcién distancia a un conjunto
cerrado en R™, que compartira sus singularidades con ciertas subsoluciones al considerar

el lagrangiano Lo(x,v) = 3||v||2. En el resultado que probaremos, veremos la contractibilidad
local de las singularidades, que es una condicién mas fuerte que solamente la conexién

local por caminos.

Definicion 8.2. (curva calibrada) Sea U : [0,00) x M — [—00, +-00] una solucién
de viscosidad continua a la ecuacion de evolucion de Hamilton-Jacobi

O,U + H(z,0,U) =0
en (0,00) x M.

Una curva calibrada (o calibrante) para U que termina en (t,z) (con t > 0), es una
curva v : [a,t] — M de clase C! a trozos con 0 < a <ty v(t) = z, tal que

Ut,2) = Ut,1(t)) = U(a,7(a)) + / L(7(s),(s))ds
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Observaciéon. Como U : [0,00) X M — [—o0,+00] es solucion de viscosidad,
entonces (por la proposicion 6,2) tenemos que U es fuertemente dominada por L

Esto implica que las curvas calibrantes son minimizantes, por lo que en particular
2
son C~.

Observacion. Por la proposicion 7,1, tenemos que todo punto (t,x) € (0,00) x M
tiene una curva v : [0,t] — M calibrada por U que termina en (t,x). De hecho,
por la manera en que hicimos la prueba de esa proposicion, tenemos que toda curva
v i la,t] = M calibrada que termina en x, puede extenderse a una curva calibrada
v :[0,t] — M.

Veamor la relacién entre diferenciabilidad de U y sus curvas calibrantes.

Teorema 8.2. (teorema de diferenciabilidad) SiU : [0,00) x M — [—00, +0]
es una solucion de viscosidad continua a la ecuacion de evolucion de Hamilton-Jacobi

OU + H(z,9,U) =0

en (0,00) x M. Tenemos entonces que

1. Si U es diferenciable en (t,z) cont >0y~ : [a,t] = M es una curva calibrada
que termina en (t,x), entonces

d,U(t, ) = 0, L(z,~(t))
OU(t,x) = —H (z,0,L(z,7(t)))
2. U es diferenciable en (t,x) con t > 0 si y sdlo si existe una Unica curva
calibrada que termina en (t,x).
3. Si v : |a,t] = M es una curva calibrada, entonces U es diferenciable en
(s,7(s)) para todo s € (a,t).
Demostracion.

1. Comencemos probando el primer punto. Supongamos que U es diferenciable
en (t,x) con t > 0, y tomemos 7 : [a,t] — M una curva calibrada que termina
en (t,x).

Como U diferenciable en (t,z) y U es solucién de viscosidad a la ecuacién de
evolucion de Hamilton-Jacobi, entonces

OU(t,z) + H(z,0,U(t,z)) =0
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pues las soluciones de viscosidad deben satisfacer la ecuacién de Hamilton-
Jacobi en los puntos de diferenciabilidad (ver segundo punto de las propiedades
de soluciones de viscosidad, enuncadas después de la definicién 3,4).

Por definicion de curva calibrada, tenemos que

U(t,z) =U(t,y(t) = U(a,7(a)) —i—/ L(v(0),%(0))do (104)

Como U es fuertemente dominada por L (por la proposicién 6,2), entonces
para todo s € (a,t) tenemos que

{U(t,w)) < U(s,9()) + [ L(1(0), 4(0))do
< U(a,7() + [ L(4(0),4(0))do

Sumando estas dos desigualdades, se obtiene la igualdad (104), por lo tanto
cada una de estas desigualdades debe ser una igualdad. En particular

U(tA4(1)) — U(s:1(s)) :/ L(+(0),4(0))do Vs € (a,1)

Dividiendo esta igualdad entre t — s > 0 y haciendo el limite cuando s — ¢,
obtenemos

CU(t.A(1) = L), 4(1)
Usando regla de la cadena tenemos
O (t.) + 0. (t.) (1)) = L{x,(0)
Combinando esta igualdad con 8,U (t, ) + H (,8,U(t, x)) = 0, obtenemos
0.U (1) (1)) = L(,3(1) + H (2, .Ut )

Es decir que 0,U (t, x) alcanza la igualdad de la desigualdad de Fenchel, y por
lo que vimos esto implica que

.U (t,z) = 0, L(z,5(t))

Sustituyendo esto en la igualdad 9,U(t,z) + H (z,0,U(t,z)) = 0, deducimos
que

U (t, ) + H(z, 0,L(z,%(t))) =0

terminando de probar entonces el primer punto del teorema.
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2. Ahora probemos el segundo punto. Supongamos que U es diferenciable en (¢, x)
cont > 0.

Sabemos por la proposiciéon 7,1 que existen curvas calibrantes 7 : [0,t] — M
tales que y(t) = z, por lo que solo resta ver la unicidad.

Supongamos que 7y, : [0,t] = M y 42 : [0,f] — M son 2 curvas calibradas
que terminan en (¢,x) (observar que podemos suponer que las curvas estan
definidas en [0,¢], pues en otro caso sabemos que las podriamos extender a
[0,¢] por el flujo lagrangiano y seguirfamos obteniéndo una curva calibrada).

Como 7 (t) = 12(t) = x, tenemos entonces por el primer punto de este teorema
que

.U (t,2) = 0,L(z, % (t)) = 0L (z,32(t))
Como la transformada de Legendre es inyectiva debido a que L es C? estrictamente
convexa (por ser de Tonelli), entonces 4 (t) = 2(t).

Es decir que las 2 curvas minimizantes 7, y 2 comparten la condicién v, (t) =
Y2(t) =z y 41(t) = A2(t), por lo que entonces ambas curvas coinciden en [0, t].

El reciproco de este punto no lo probaremos, pero se puede encontrar en [1]

3. Veamos ahora el tercer punto. Dada una curva 7 : [a.f] — M calibrada,
podemos extenderla a una curva calibrada v : [0,t] — M a través del flujo
lagrangiano.

Para probar que U es diferenciable en (s,’y(s)) para todo s € (0,t), por el

es la Unica curva calibrada
[0,s]

segundo punto tenemos que basta probar que

que termina en (s,7(s)).

Por el mismo argumento que usamos para la primer parte (U es fuertemente
dominada por L y calibra en [0, ¢], entonces calibra también en subintervalos
de [0,¢]), tenemos que

U(t,~(t) =U(s,7(s)) +/ L(v(0),%(0))do Vs € (0,t) (105)
Si v :[0,s] — M es una curva calibrada que termina en (s), entonces
U(s.7(5) = V(01 00) + [ L))o (106)

Como 71 (s) = v(s), entonces la concatenacién § : [0,t] — M dada por

5(0) = {71(0) sio € (0,s]

v(o) sio € [s,t
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es de clase C! a trozos. Por las igualdades (105) y (106) tenemos que

U(t,5(t)) :U(o,a(()))+/0 L(6(c),0(0))do

Por lo tanto § : [0,t] — M es una curva calibrante, y entonces es minimizante.
Esto implica que § es C?, por lo tanto las curvas v : [0,t] — My~ : [0,s] — M
tienen misma velocidad en tiempo s, es decir que se verifica que §(s) = 31(s) y
~(s) = 7(s). Entonces por la unicidad de curvas extremales dado un punto y

, por lo que solo existe una curva calibrante
[0,s]
que termina en (s) para cada s € (0,1).

velocidad, tenemos que y; = 7y

8.2. Conjunto de Aubry

Definicion 8.3. (conjunto de Aubry) SiU :[0,00) x M — [—o0,+00] es una
solucién de viscosidad continua a la ecuacion de evolucion de Hamilton-Jacobi

OU(t,z) + H(z,0,U(t,x)) =0

en (0,00) x M, definimos su conjunto de Aubry A(U) como los puntos (¢,z) €
(0,00) X M para los que exista una curva v : (0,00) — M tal que ¥(t) = z, y para
todo s,s" € (0,00) con s < &', vale que

/

U(s',7(s") = U(s,7(s)) + /s L(y(c),%(0))do

Dicho de otro modo

A(U) = U, {Graph(y) : v:(0,00) = M, ~

calibrada V [s, s'] C (0,00)}

[s,5']

Por el tercer punto del teorema de diferenciabilidad 8,2, tenemos que

AU) N Sing*(U) =0

8.3. Enunciado del teorema global de homotopia y contractibilidad
local de las singularidades

Hagamos un breve repaso sobre homotopias.
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Definicion 8.4. (homotopia de mapas continuos) Dos funciones continuas
f,g : X — Y entre dos espacios topologicos, son homotépicas si existe un mapa
continuo (con la topologia producto) H : X x [0,1] — Y tal que H(z,0) = f(z) y
H(x,1) = g(z) para todo = € X.

Este mapa H : X x [0,1] — Y se dice que es una homotopia entre f y g.

Definicion 8.5. (homotépicamente nula) Una funcién continua f: X — Y se
dice que es homotépicamente nula si es homotoépica a una funcién constante de X a
Y.

Definicion 8.6. (equivalencia de homotopia) Una funcién continua f : X — Y
es una equivalencia de homotopia si existe una funciéon continua g : Y — X tal que
gof:X — Xy fog:Y — Y son homotopicas a las funciones identidades
tdx : X — X yidy : Y — Y respectivamente.

Definicion 8.7. (localmente contractible) Un espacio topoldgico X es localmente
contractible si para todo x € X, y para todo entorno V' de x, podemos encontrar un

entorno U C V de z tal que la inclusién i : U < V' es homotdpicamente nula (como

mapa de U en V).

Proposicién 8.3. Si X es un espacio topolégico localmente contractible, entonces
es localmente conexo por caminos.

Demostracion. Sea x € X, y V un abierto arbitrario conteniendo a . Como X
es localmente contractible, existird un entorno U C V de x, tal que la inclusion
1 : U — V es homotépicamente nula.

Por lo tanto, existird una homotopia H : U x [0,1] — V y un y, € V tal que
H(y,0) =y y H(y,1) = yo para todo y € U. Consideremos entonces el conjunto

C= Ute[o,l}H(Ua t)

Claramente U = H(U,0) C C, entonces C' es un entorno de x. Ademds si zy, 25 € C,
entonces z; = H(yi,t1) v 20 = H(ya,12) para algin y,y2 € U y t1,t2 € [0,1].
Entonces consideramos la curva v : [0, 2 —¢; —t5] — V tal que
(t) . H(y1, t1 + t) Vt € [0, 1-— tl]
7 H(yQ, Q—tl—t) vt€<1—t1, 2—t1—t2]
Es inmediato verificar que 7y es continua (pues y(1—t1) = H(y1, 1) = H(y2, 1) = yo),
v(0) = H(y1,t1) = 21, y 7(2 —t1 — t2) = H(y2,t2) = 22, y claramente la imédgen de

v esta contenida en C. Por lo tanto, C' C V' es un entorno conexo por caminos de
x. [
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Enunciaremos ahora una version mas general del teorema 8,1.

Teorema 8.4. Si U : (0,00) x M — R es una solucion de viscosidad continua a la
ecuacion de evolucion de Hamilton-Jacobs

U + H(x,0,U) =0
en (0,00) x M, entonces Sing*(U) es localmente contractible.

Recordemos que por el teorema 7,17, tendremos que como U : (0,00) x M — R es una

solucién de viscosidad continua, entonces existird una dnica u : M — (—o00, +00]

semicontinua inferiormente tal que U = u , por lo que basta probar este
(0,t0)x M

resultado para las evoluciones de Lax-Oleinik.

Como mencionamos antes, no veremos la prueba de este resultado general, sino
) Y

que estudiaremos el caso particular de la funcién distancia a un conjunto cerrado

euclideo.

Existe la siguiente version del teorema anterior para solucion definidas en tiempo
finito.

Teorema 8.5. (teorema local de homotopia) Siu: M — [—oo,+00| es tal que
su evolucion de Laz-Oleinik u es finita en (0,T) x M para algin T > 0, entonces el
conjunto

Singp(t) = {(t,z) € (0,T) x M : 4 no es diferenciable en (t,z)}
es localmente contractible.

Para resultados globales de la topologia de Sing*(U), se necesita agregar restricciones
aU.

Teorema 8.6. (teorema global de homotopia) Si uw : M — [—o0,00] es la
suma de una funcion globalmente Lipschitz con una funcion acotada, entonces su
evolucion de Lax-Oleinik G es finita en todo (0,00) X M.

Mids ain, la inclusion Sing*(@) C ((0,00) x M) \ A(d) es una equivalencia de
homotopia.

8.4. Distancia a un cerrado

Consideremos una variedad conexa (M, g), y el lagrangiano Ly : TM — R dado por

1
Lo(z,0) = 5 o]2
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Vimos en el ejemplo 4,2 que la funcién de minima accién correspondiente a este
lagrangiano es
2
d(z, y)

Si C' C M es no vacio, definimos su funcion caracteristica modificada como

50(1')_{0 sizeC

Ve,y e M (107)

+o00o six e’

Como vimos en el ejemplo (7.7), al tener C' # () tendremos que ¢ no es idénticamente
400, v entonces su evolucién de Lax-Oleinik queda

: . d(z,y)?* . dy,z)*  de(x)?
fote) = f o)+ S50 = S <R e

donde d¢ : M — R se define como de(x) = infyec d(x,y).
Supondremos ahora que C' es cerrado, es decir que
C={reM:de(x) =0}
En particular, podemos ver que
Sing*(¢c) = (0,00) x Sing(dg)

donde Sing(d2) = {x € M : d2 no es diferenciable en 2} y Sing*(£c) son las
singularidades de - como en la definicién 8,1.

La funcién dZ es diferenciable en todos los puntos de C' = {z € M : d¢(z) = 0},
pues si tomamos ¢ € C' y un entorno coordenado de ¢, localmente la distancia a
¢ es comparable con la métrica, por lo que para todo x suficientemente cerca de ¢
valdra que 0 < dg(x)? < d(x,c)* < M||z — c||* para algin M € R suficientemente
grande.

Entonces tenemos que las singularidades de d?, estdn contenidas en M \ C, por lo
que si definimos el conjunto Sing*(dc) = Sing(de) \ C, entonces

Sing(d2) = Sing"(do)
Si aplicamos entonces el teorema 8,4 a fc, deducimos que
Sing*(£c) = (0,00) x Sing*(de) es localmente contractible

Es decir que tendremos el siguiente teorema
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Teorema 8.7. Si C' C M es cerrado, entonces Sing*(dc) es localmente contractible.

Observacion. Es claro que Sing*(dc) son las singularidades de una funcion Lipschitz,
por lo que en particular tiene medida 0 (debido al teorema de Rademacher). Por lo
que en realidad sabemos que Sing*(dc) es localmente contractible y de medida nula.

Observacién. (curva caracteristica hacia el pasado para e ) Una curva
v :[0,t] = M es caracteristica hacia el pasado para - con final en (t,x) si y solo
siy(t) = x, su accidn es exactamente igual a

L(7) = b0 (1(0), 2) = 6”55’2—3(0))
y 2 N
éolt,@) = £c(0,7(0)) + A2 (7(0), 2) (109)

Como éc(t,x) = @ es finito para t > 0, tendremos entonces que &c (0,7(0)) =
éo (7(0)) debe ser finito (y por como definimos &, tendremos entonces que esto es

equivalente a que ¥(0) € C).

Por lo tanto &c (0,7(0)) = &c(7(0)) = 0, y entonces usando las ecuaciones (107) y
(108), vemos que la ecuacion (109) queda
(

dg(x) _ o (7(0), z)
2t 2t

O lo que es equivalente a que

Definicion 8.8. (Proyeccién a un cerrado) Sixz € M y C C M es cerrado,
definimos las proyecciones de = sobre C' como

Projo(z) ={ce C: do(z) =d(c,x)}
Se puede ver que Projc(x) # 0, pues considerando el compacto
K =CnNB(z,do(x) + 1)
podemos considerar una sucesién en (y,)nen C K tal que
d(Yn, ) = de(x)

Luego, como K es compacto, podemos extraer una subsucesién convergente (Y, )jen
tal que y,, — y* € K, y entonces por continuidad de la funcién d¢, tendremos que

dy*,xz) = h’]gn d(Yn,,, ) = do(x)

Entonces y* € Projo(z).
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Observacion. Por la observacion anterior, tenemos que si C C M es cerrado,
entonces las curvas y caractaristicas hacia el pasado para {c terminando en (t, x),
son aquellas que

d )2
Lo(y) = h{(1(0), ) = 4052
FEs decir que las curvas caracteristicas hacia el pasado v : [0,t] — M son geodésicas
minimizantes con y(t) = x y v(0) € Projo(z).
El teorema 8,2 de diferenciabilidad implica entonces el siguiente teorema

Teorema 8.8. St C C M cerrado en M, entonces

1. La funcidn distancia de es diferenciable en x & C si y solo si #Projo(z) =1
y hay una dnica geodésica desde x al unico punto en Projc(x).

2. Sivy: la,b] = M es geodésica minimizante, cony(b) & C, y~(a) € Projc(v(b)),
entonces dg es diferenciable en {y(s) : s € (a,b)}

Demostracion. 1. Por el segundo punto del teorema 8,2, y recordando que por la
proposicién 7,1 sabemos que las curvas calibradas 7 : [a,t] — M se pueden extender
a curvas calibradas 7 : [0,t] — M, tenemos que

2

d
dc es diferenciable en z € M \ C' <= 2—(; es diferenciable en v € M \ C

= £ es diferenciable en (¢, ) € (0,00) x M\ C
<= 3lv:[0,t] - M calibrada con y(t) =z
<= 3dlvy:[0,t] - M geodésica minimizante

con ¥(t) = z,7v(0) € Projc(x)
donde en el ultimo punto hemos usado la observacion anterior, la cual caracteriza a

las curvas caracteristicas hacia el pasado para la funcién &¢.

Claramente como entre todo par de puntos en M existen geodésicas minimizantes
(pues (M, g) es completa), entonces el hecho de que solo exista una geodésica
minimizante desde Projc(x) hacia x implica que Projc(x) debe estar conformado
por un solo punto, y ademas solo puede existir una tinica geodésica minimizante
entre ese punto y x.

2. Seaxz ¢ Cy~:la,b] - M una geodésica minimizante entre y(a) € Projc(x) y
~(b) = z. Entonces trasladandola en el tiempo podemos considerar

F:[0,b—a] = M
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s—vy(s+a)

Claramente d(5(0),7(b—a)) = d(v(a),7(b)) = ly(7) = 1,(%), es decir que 7 también
es geodésica minimizante con 7(0) = v(a) € Projc(z) y (b —a) = v(b) = =.

Entonces por la observacién prev1a tenemos que 7 es una curva curva calibrada para
€c vy el lagrangiano Lo(x,v) = L4k ”z , terminando en (b —a,z) € (0,00) X M.

Entonces por el punto 3 del teorema 8,2 de diferenciabilidad, tenemos que éc es
diferenciable en los puntos de {(s,7(s)) : s € (0,b— a)}.

Recordando que Sing*(£c) = (0,00) x Sing*(d¢), deducimos que de es diferenciable
en los puntos {¥(s) € M : s € (0,b—a)}.

Usando que {3(s) € M : s € (0,b—a)} = {y(s) € M : s € (a,b)}, tenemos entonces
que d¢ es diferenciable en los puntos de {y(s) € M : s € (a,b)}

]

Cuando #Projc(z) = 1, denotaremos ¢, € C' a la unica proyeccién de x sobre C.

Estudiaremos a continuacién el conjunto de Aubry (definido en la seccién 8,2) para
la funcion &e.

Si para una curva 7 : [0,00) — M definimos su grafico positivo como
Graphy(v) = {(t,7(t)) : t > 0}

tenemos entonces que el conjunto de Aubry A(£¢) C (0,00) X M se puede escribir
como

A(ée) = U {Graph,.(7) : 7’[0 4 s caracteristica hacia el pasado Vs > 0}

es caracteristica hacia el pasado para todo s > 0 si y solo si para
[0,s]

Observar que ~y

todo s > 0 se tiene que 7y es una geodésica minimizante con (0) € C'y
[0,s]

A3 (v(s))  d*(7(0),7(s))

2s 2s

Esta tltima condicion es equivalente a que

do(1(s)) = d(7(0).7(s)) Vs > 0 (110)
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Observemos que en particular, si hacemos s — 0 en la ecuacién (110), tenemos que

de(7(0)) = d(v(0),7(0)) =0

entonces v(0) € C.

Ademas, usando que y es geodésica minimizante para todo s > 0, tenemos que
[0,s]
la ecuacién (110) implica que

de(7(s)) = d(7(0),7(s)) = (7] ) V5> 0
y reciprocamente la ecuacion anterior también implica que y realice la distancia

[0,s]
entre sus extremos.

Por lo tanto podemos escribir el conjunto de Aubry como
A(ée) = U, {Graphs () : do(3(s)) = d(1(0),7(s)) = ly(1]0,) Vs € (0,50}
Tomemos una geodésica minimizante v : [0,00) — M tal que
dc(y(s)) = d(y(O),y(s)) Vs >0 (111)
Dado t > 0, podemos considerar la curva 7; : [0,00) — M definida por
n(s) = y(ts)
Claramente 7; es una geodésica minimizante que verifica la ecuaciéon (111).

Entonces UgsoGraph, (1) € A(&e), o lo que es lo mismo que
{(t,7(ts)) : t.s > 0} C A(&e)

Pero como {(t,”y(ts)) t,5 >0} = (0,00) x ’y((O, oo)), entonces tenemos que
(07 OO) X ’7((07 OO)) - A(éC)

Entonces, al unir en todas las curvas 7 que son geodésicas minimizantes y que
verifican la ecuacién (111) se obtiene que el conjunto de Aubry A({c) se puede
escribir como

(0,00) x U {7((0,00)) : v € Clg,00) minimizante, dc(7(s)) = d(v(0),7(s)) Vs > 0}
donde recordamos del inicio que

Cooo) = {7:[0,00) = M : v de clase C" a trozos}
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Definimos entonces el conjunto de Aubry proyectado A(C') C M como
A(C) = U, {7((0,00)) : 7 € Cjp,0c) minimizante,v(0) € Projc(y(s))}

para poder escribir

(0,00) x A(C) = A(éc)
Considerando geodésicas constantes en C', deducimos que C' C A(C).

Definimos

A(C) = A(C)\C € M\ C

Ademas, cualquier geodésica constante «y : [0,00) — M que satisface la ecuacién
(111) debe tomar valores en C' (debido a evaluar en s = 0), por lo tanto

A*(C) = U, {7((0,00)) : v € Cpg,0) minimizante no cte, dc(v(s)) = d((0),7(s)) Vs > 0}

Notemos que para una geodésica no constante, la norma de su velocidad [|§(s)|](s)
es una constante no nula. Entonces, si v es una minimizante no constante, tendremos
que

d(7(0),7(s)) = /0 1 Olwdt = 1705 = o0

Esto implica, A*(C) estd contenido en las componentes conexas no acotadas de
M\ C.

En particular, si M es compacta, como todas las componentes conexas de M \ C
seran acotadas, entonces A*(C) =0y A(C) = C.

En general, como A*(C) estd contenido en las componentes conexas no acotadas de
M \ C, tenemos que toda componentes conexa acotada de M \ C, es también una
componente conexa acotada de M \ A(C).

% (z)
2

propiedad de semigrupo tenemos que u(t,z) = éc(l + t,x)), como u es Lipschitz
podemos concluir por el teorema 8,6 que la inclusion

Si consideramos u : M — R tal que u(z) = &o(1,2) = (en particular, por la

Sing* (i) = Sing*(£c) = (0, 00) x Sing(d%) = (0,00) x Sing*(d¢) C (0,00) X (M \ A(0))

es una equivalencia de homotopia.
Como (0, 00) es contractible, se obtiene el siguiente teorema

Teorema 8.9. (Teorema global de homotopia para conjuntos cerrados)
La inclusion Sing(d%) = Sing*(dc) C M\ A(C) es una equivalencia de homotopia
para todo C C M cerrado.
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8.5. Caso euclideo

Intentaremos probar el teorema 8,9 para subconjuntos cerrados en R (con la métrica
riemanniana usual).

Teorema 8.10. Sea C C R* un cerrado. La inlusion Sing(d%) = Sing*(dc) C
RE\ A(C) es una equivalencia de homotopia.

El teorema anterior también implica que

Teorema 8.11. Sea C' C R* un cerrado. Entonces para toda componente conexa U
de RF\ A(C), se tiene que Sing*(dc) NU C U es una equivalencia de homotopia.

Probemos como el teorema 8,10 implica 8,11

Demostracion. Sea fy : Sing*(dc) N U — U la inclusién. Sabemos por hipdtesis
(teorema 8,10) que la inclusién f : Sing*(dc) — RF \ A(C) es una equivalencia de
homotopia.

Es decir que existe g : R¥ \ A(C) — Sing*(dc) tal que
= go f es homotdpica a idging=(a.) : Sing*(dc) — Sing*(dc). Sea entonces
Hgyop : Sing™(de) x [0,1] = Sing™(de)
tal que Hyop(x,0) = go f(x) y que Hyop(z,1) = .
= fog es homotdpica a idrm (¢ : RF\ A(C) — RE\ A(C). Sea entonces
Hpog: (RF\A(C)) x [0,1] = (R*\ A(C))

tal que Hpog(x,0) = fog(x) y que Hyoy(z,1) = .

Consideremos gy = ¢
U

Veamos primero que la imagen de gy estd contenida en UNSing*(de) y que fyogy :
U — U es homotépica a idy : U — U .

Siz € U C RF\ A(C), entonces tenemos que la curva 7, : [0,1] — R¥\ A(C) tal que

%c(t) = Hf09<xv t)

cumple que

v.(t) € RF\ A(C) Vte[0,1]
v.(1) =2 €U CRF\ AO)
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Por lo tanto, por continuidad de v tenemos que v, (t) estd en la misma componente
conexa de R*¥ \ A(C) que z, es decir que

Vo(t) = Hyog(x,t) € U V(z,t) € U x [0, 1] (112)
Esto implica que la funcién Hy, o4, : U x [0,1] = U dada por
HongU(x,t) = Hfog(xvt) V<I>t) €U x [07 1]

estd bien definida (y claramente es continua por ser restricciéon de una funcién
continua).

En particular, recordando que f es la inclusién y usando la expresion (112), tenemos
entonces que
Hpoy(x,0) = fog(x)=g(x) e U VrelU

Y como el codominio de g es Sing*(d¢), obtenemos
g(x) € Sing*(de) NU VzxeU

Es decir que la funcion gy : U — UNSing*(de) dada por la restriccién de g estd bien
definida.

Ademas para todo x € U se tiene que

{HongU(x,O) = Hjo4(z,0)

og\T, fog(x) = fvogu(z)
HfUOQU(x71) = Hfog(xal) T

Es decir que fy o gy es homotopica a idy : U — U.

Ahora veamos que gy o fy es homotépica a idging+(d.) : Sing*(de)NU — Sing*(de)N
U.

Si z € Sing*(dc) NU, y consideramos la curva 7, : [0, 1] — Sing*(d¢) dada por

Va(t) = Hyop(w,t)

cumple que

() € Sing*(de) Vt €[0,1]

(1) =z € Sing*(de) NU
Como 7,(1) = x C U, siendo U una componente conexa de R¥\ A(C), y Sing*(d¢) C
RE\ A(C) (por el teorema de diferenciabilidad), tenemos entonces por continuidad

de 7, que 7,(t) debe estar en la misma componente conexa de R*\ A(C) que z para
todo t € [0, 1], es decir que ~,(t) € U. Por lo tanto tenemos que

v(t) € Sing*(de) U ¥t € [0,1]
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Entonces la funcién Hy, .z, : Sing*(dc) NU x [0,1] = Sing*(dc) NU dada por
Hgopy (2,t) = Hyop(z,t)  Y(z,t) € (Sing*(dc) NU) x [0,1]

estd bien definida, es continua (por ser restriccién de una funcién continua), y
claramente es una homotopia con la funcion iging«(a-)nv : Sing*(de)NU — Sing*(de)N
U.

Tenemos entonces que la funcién inclusion fi : Sing*(de)NU — U es una equivalencia
de homotopias.

]

Notemos que como en el caso euclideo, las geodésicas entre 2 puntos z,y € R¥ son
solamente segmentos

[z, y] ={(1 —s)x+sy:s€[0,1]}

entonces el teorema 8,8 implica que
Proposicién 8.12. Si C' C RF es un cerrado, entonces
1. La fucion distancia do es diferenciable en x & C si y sélo si #Projc(x) = 1.

2. Six & C yc, € Projo(x), la funcion do es diferenciable en cualquier punto
del segmento

(cpyx) ={(1—=8)cy +sx:5€(0,1)}

y ademds, como Projc(y) = {c;} para todo y € (ci,x) (observar que por el
primer punto sabemos que #Projc(y) = 1, y como las curvas caracteristicas
hacia el pasado realizan la distancia a C, entonces ¢, € Projc(y)).

Mas ain, el conjunto de Aubry A(C) se puede escribir como

A(C) = C U (Uy {7(1) 17 € Coo), () = ¢+ tv, de(y(t)) = t.||v]] ¥t € [0,00)})
Es decir, A(C) es la unién de C' con el recorrido de las semirrectas vy : [0, 00) — R*
que parten de y(0) € C' y cumplen que da(y(t)) = ||v(t) —v(0)|| para todo t € [0, 00).

El teorema 8,7 (el cual provenia del teorema local de homotopia 8,4) aplicado al
caso euclideo queda

Teorema 8.13. Si C' C R* es un cerrado, entonces el conjunto Sing(d%) = Sing*(dc)
es localmente contractible.
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8.6. Ejemplos euclideos

Ejemplo 8.14. Sea C, = {0} C R?. Entonces la funcidn dz., es diferenciable en todo

R2, y entonces Sing(d%l) = 0, el cual localmente contractible, como era de esperar
debido al teorema 8,13.

Ademds, el conjunto de Aubry es A(Cy) = R?, pues todas las semirrectas que parten
de {0} cumplen que la distancia al punto de inicio coincide con la distancia al cerrado
Cy (pues son el mismo punto).

En particular, la inclusion § = Sing(dZ) C R*\ A(Cy) = 0 es una equivalencia de
homotopia.

Ejemplo 8.15. Sea Cy = {(1,0),(—1,0)} C R2. Sabemos por la proposicién 8,12,
que las singularidades (fuera de Cy) de la funcion de,, corresponden con los puntos
que tengan mds de una proyeccion en Cy. Es decir que Sing*(dc,) son los puntos que

equidistan de (—1,0) y de (1,0), que corresponde con la mediatriz de estos puntos,
es decir {0} x R (ver figura 2).

Sing* (de,)

A(C2) A(C2)

(1,0)

—
\
el
(=]
~—~

Figura 2: Singularidades (rojo) de la funcién distancia a 2 puntos, y su conjunto de
Aubry (verde).

Claramente el conjunto Sing*(dc,) = {0} x R es localmente contractible, como
afirmaba el teorema 8,13.

Ademds, su conjunto de Aubry es A(Cs) = R*\((—1,1)xR), lo cual se ve claramente
a partir de que todas las semirrectas que partan de Cy que mo corten a la region
(—=1,1) X R, tendrdn que la distancia al punto de inicio coincide con la distancia a
Cy, en cambio las semirrectas que se adentran en la region (—1,1) X R eventualmente
cruzan la mediatriz de estos puntos (y luego de pasar esa interseccion, la distancia
al punto de inicio de la semirrecta no coincidird con la distancia al cerrado Cy).
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En particular {0} x R = Sing(dg,) € R*\ A(Cy) = (—=1,1) x R es una equivalencia
de homotopia, lo cual es puede verificar inmediatamente de la definicion tomando
g:(—=1,1) x R = {0} x R como la proyeccion al eje vertical.

Ejemplo 8.16. Sea K; C R x {0} C R? un conjunto de Cantor contenido en el eje
x.

Sean (I;)ien las componentes conezas acotadas de (R x {0}) \ Kj.

Por la proposicion 8,12, sabemos que las singularidades de dk, fuera de Ky son los
puntos de R? con proyeccidén tinica sobre K, entonces

Sing"(dk,) = UienD;

donde D; es la mediatriz del segmento I; (ver figura 3)

Sing” (dk, )

Figura 3: Singularidades (rojo) de la funcién distancia a un Cantor en R, y su
conjunto de Aubry (verde).

Es claro que Sing*(dk,) = UjenD; es localmente contractible, como afirmaba el
teorema 8,13. Para ver esto, basta observar que st x € D;, entonces el entorno I; X R
de x intersecta a Sing*(dg,) solo sobre la recta D;.

Sin embargo (en contraste con los ejemplos anteriores), el conjunto Sing*(dk,) =
Sing*(dk,) U ( Ueer, D.) siendo D. la recta vertical {c} x R, no es localmente
contractible, pues ni siquiera es localmente conexo (observar que aqui aparecen rectas
verticales que tocan al Cantor, las cuales se acumulan sobre otras rectas verticales
del Cantor, lo que impide la conexion local).

131



8.6

Tenemos que el conjunto de Aubry estd formado por A(K;) = R?\ (UiGD\I I; x [R).
Es decir que las rectas verticales D, con ¢ € K son parte del Aubry, y también los
semiplanos cerrados a la derecha e izquierda del Cantor son parte del Aubry.

La inclusion UjeyD; = Sing(di;) C R*\ A(K1) = Uiend; X R es una equivalencia
de homotopia, lo cual es puede corroborar inmediatamente de la definicion tomando

g Uienl; X R = UsenD; tal que g es la proyeccion sobre D;.

Ii><[R
Observar que las componentes conexas de R* \ A(Ky) son los I; X R, los cuales son
localmente contractibles, y Smg(d%l) N (IZ- X IR) =D,; C I; X R es una equivalencia
de homotopia, como era de esperar por el teorema 8,11.

Ejemplo 8.17. Si Ky C S' C R? es un conjunto de Cantor en la circunferencia,
denotemos (7;)iew a las componetes conexas de S*\ Ko.

En este caso, si consideramos las semirrectas (0;);en tales que 0; comienza en el
origen y cortan al arco y; en su punto medio, tendremos que todos los puntos de §;
tienen 2 proyecciones sobre Ko (los extremos de y;), como se ve en la figura 4

Se puede ver que todos los demds puntos de R?, no tendrdn distancia minima mds de
un punto del Cantor, es decir que tendrdn proyeccion inica. Por lo tanto Sing*(dy,) =
Uiends, que que es localmente contractible (de hecho, es contractible pues el conjunto
es estrellado respecto de {0} ).

Ademas, si para cada ¢ € Ky llamamos a. a la semirrecta radial que comienza en
c € K, tendremos que todos los puntos de la semirrecta o, cumplen que la distancia
al Cantor K, coincide con la distancia a S*, que es claramente la distancia a c.
Entonces Upeg,ae C A(K3).

Ademds, para todo ¢ € Ky tal que ¢ € 0v; para algun i, podemos generar semirrectas
no radiales que parten de ¢ y no cortan con Sing*(dg,) (cualquier semirrecta contenida
en el cono definido por . y 9;), y los puntos de estas semirectas estaran contenidos

en A(K>).

La inclusion Uiend; = Sing*(dg,) C R* \ A(K2) es una equivalencia de homotopia,
pues ambos son contractibles (mds aun, ambos son estrellados con centro en el
origen,).

Observacion. Observemos que en los ejemplos 8,14, 8,15 y 8,16, el conjunto de
singularidades es una subvariedad (vacio, recta, y unidn de rectas respectivamente),
mientras que en el ejemplo 8,17 no (pues todas las semirrectas que lo conformaban,

partian del (0,0)).

En los ejemplos 8,14 y 8,15 la clausura de las singularidades también era localmente
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Figura 4: Singularidades (rojo) de la funcién distancia a un Cantor en S, y su
conjunto de Aubry (verde).

contractible (pues en esos casos, los conjuntos de singularidades eran cerrados), sin
embargo esto no ocurre en los ejemplos 8,16 y 8,17 (pues se acumulan rectas/semirrectas
de las singularidades sobre otras rectas/semirrectas que pasan por los puntos del
Cantor).

8.7. Prueba del Teorema Global de Homotopia para cerrados
euclideos

Intentaremos probar el teorema global de homotopia para cerrados C' C R¥, como
se enuncié en el teorema §,10, el cual es un caso particular del teorema global de
homotopia (teorema 8,6) aplicado a la funcién dc.
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Ya vimos (en la proposicién 8,12) que la funcién d% es diferenciable en los puntos x
donde la proyeccién sobre C' es tnica, el cual provenia del teorema de diferenciabilidad
8,2 aplicado a la evolucién de Lax-Oleinik fc de la indicatriz modificada &- para el
lagrangiano Ly.

Recordamos que si #Projc(x) = 1, denotamos ¢, a la dnica proyeccién de = sobre

C.

Proposicién 8.18. Si d% es diferenciable en x € R¥, entonces el gradiente de d%
en x vale

Vodz =2(x — c,)
Si la funcion de es diferenciable en x & C, entonces el gradiente de do en x vale

V.de — T — Cy

||z — ol
Demostracién. Dado v € RF y ¢ > 0, tenemos que

da(z+t) <|lr+tv—c|P = |Jr — )P +2 < 7 — co, tv > +|[t0]|* =
= d%(x) + 2t < x — ¢y, v > +2||v||?

Es decir que
d%(z + tv) — d%(z) < 2t < x — cp, v > +2||v||?

Dividiendo entre ¢t y tomando ¢t — 0 obtenemos
< de%,v ><2<z—cp,v> Yvé€E RF

Es decir que
0<<2(x—cp)—Vudi, v> VYoeRF

Claramente tomando v = —(2(z — ¢,;) — V,d%) obtenemos
0 < —[12(z — ca) = Vadg||”

Lo cual implica que
12(x — c2) = Vodg [P =0

y entonces

Vods =2(x — c,) (113)

Ademas por regla de la cadena sabemos que

deg = Qdc(f)vxdc
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y como dg(z) = ||z —¢,|| # 0 para todo « € C, entonces despejando V,d¢ y usando
la ecuacion (113) obtenemos

Vodo = —

R

Proposicién 8.19. La funcién x — dx(z) — ||z||? es cdncava.

En particular, la funcidn dZ, se descompone como la suma de una funcién céncava
y una C*.

Demostracion. Siy € RF, entonces la funcién

v flr =yl = [zl = =2 <y, > +|lyll*

es afin en x.
Entonces

de(w) = ||=|” = fuf [l = cf* - [|«]]
es concava (pues es infimo de funciones céncavas).

Por lo tanto
dg(x) = (d(z) — [|=]*) + |||

es la suma de funcién céncava y una funcién C*°.

[
La existencia de la siguiente homotopia serd fundamental para poder probar el
teorema global de homotopias para conjuntos cerrados euclideos.

Lema 8.20. (la homotopia I') Eriste una funcién continua F : RF x [0, 00) — R*
tal que

1. F(y,0) =y para todo y € RF
2. F(c,s) = c para todo c € C, s >0

3. do(F(y,s)) > dc(y) para todo (y,s) € R¥ x (0,00). En particular, siy ¢ C,
entonces F(y,s) & C' .

4. Sidg es diferenciable en F(y, s) para algin s > 0, entoncesy € [cp(y.. F(y, s)],
donde cp(ys es la dnica proyeccion de F(y,s) sobre C. Ademds, para dicho
(y,s) se cumple que de(F(y,s)) = (1+ s)dc(y).
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En particular F(y,s) € Sing(d%) = Sing*(dc) para todo y € Sing(d%) =
Sing*(dc) y todo s > 0.

Demostracion. Siy € R¥ y s € (0,00), definimos ¢, s : R¥ — R como

1+ s

- 2
= |

pys(x) = de(z) —

Afirmacién: La funcién ¢, ¢ es estrictamente céncava y ¢, s(z) — —oo cuando
||z|] = oc.

Para ver que esta afirmacién es cierta, observemos que

1
Pys(1) = di(2) — [l — y|* — Sl —yll* =
1
=d(@) = |l=[P +2 <y,z > —[lyll* - EHI—?JW

Pero vimos que la funcién z — d2(z) — ||z||* es céncava (por la proposicién 8,19),
entonces tenemos que la funcion

1
pys(r) = (de(@) = ||zl + 2 <y, > ~[ly[]*) — Sl = ylf?

es la suma de una funcién céncava (la cual en particular, estd acotada por encima
con una funcién affn) con  — —1[|z — y||* que es estricamente céncava y converge
a —oo de manera cuadratica cuando ||z|| — oo, y tenemos la afirmacion.

Por lo tanto, si y € RF y s € (0, 00), entonces la funcién ¢, ; alcanza un maximo en
un tnico punto, que llamaremos F(y,s) € R.

Claramente la funcién ¢, ,(z) = dg(z) — 2| |z —y||? varfa continuamente con y € R*
y s € (0,00), y esto junto con la concavidad de ¢, , implica que el punto F(y,s)
donde se alcanza el méximo de ¢, ; varfa continuamente para (y, s) € RF x (0, 00).

Notar que ¢, s(y) = d%(y), lo cual implica que el punto F(y, s) debe verificar

1+ s
s

de.(F(y,s)) — F (. s) = ylI> = s (F(y, 5)) = 0ys(y) = de(y)

Reordenando, deducimos que

1+ s
(. s) —y|]? (114)

de,(F(y,s)) = dz.(y) +
que en particular implica por transitiva que

Az (F(y, s)) > dg(y) (115)
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Maés ain, podemos ver por desigualdad triangular que

do(F(y,s)) <dc(y) +||F(y,s) —yl|

lo cual, juntdndolo con la ecuacién (114), obtenemos

1+ s

, |F(y, s) —yl|?

(de(y) + |1 F(y, s) —yll)* = d2(F(y.s)) > d(y) +

es decir que

1+

S
, 1F(y, s) — yl|?

(de(y) + ||F(y,s) —yl))* > d2(y) +

Desarrollando el cuadrado del lado izquierdo y cancelando los d¢(y)? y || F(y, s) —y||?
de ambos lados, obtenemos que

1
2([F(y, 5) = yllde(y) = <|IF(y, 5) =yl
Cancelando un ||F(y, s) — y|| y multiplicando por s > 0 obtenemos

[1F(y,s) —yl| < 2s.do(y) (116)

Las ecuaciones (115) y (116) dadas por

{do(F(y, s)) > do(y)
[[F(y,s) =yl < 2s.dc(y)

v la continuidad de F' en R¥ x (0, 00), nos permiten extender F' a un mapa continuo
F : R* x [0,00) — R* tal que cumple los primeros 3 puntos que queriamos probar
del lema, es decir

1. F(y,0) =y para todo y € R
2. F(¢,s) =cparatodoce C,s>0

3. dco(F(y,s)) > dc(y) para todo (y,s) € RF x (0,00). En particular, si y € C,
entonces F(y,s) ¢ C .

Queda probar que F' cumple el iltimo punto del lema.
Para eso, distingamos dos casos

» Si s = 0, entonces F(y,0) = y para todo y € R*, y el punto 4 del lema es
inmediato.
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» Si s> 0, tomemos (y,s) € RF x (0,00), y consideremos el punto F(y,s) € R¥

donde se maximiza la funcién

1+s
() = di(x) —

|z —ylf?

Como el mapa z +— ||z — y||? es C*, tenemos que si d% es diferenciable en
F(y,s), entonces también lo es ¢, ;. Pero como ¢, s se maximiza en F(y, s),
tendremos entonces que

Viy,s) Pys =0

es decir que

1+
(VF(yvs) d%‘) —2 >

(F<y75)_y) =0

Usando que por la proposicién 8,18 que Vp(, ods = Q(F(y,s) — cF(y,s))
(donde cp(y,s) es la tinica proyeccién de F(y, s) sobre C'), entonces la ecuacién
anterior queda

1+s
S

F<y78) — CFr(y,s) — (F(y78> - y) =0

o equivalentemente

1 S
=—F . s
y= 1355 W)+ 1 cres
De esta igualdad y de que 1%8 + 1 = 1, concluimos que

) € [CF(y,s)u F(ya S)]

En particular (por el teorema de diferenciabilidad para cerrados 8,8), esto
implica que dg, sea diferenciable en y y que ¢, = ¢p(y,s) €s la tnica proyeccién

de y sobre C.

Entonces
1 S

de(y) =ly = cresll = | |77 7 (4:8) + 17 o P T Ry || =

1 1
= ||—F — . Sl =

1

= -— F _— s pr—

1

= do(F

1+S C’( (yvs))

Es decir que de(F(y, s)) = (1 + s)dc(y).
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Observar entonces que como vimos que si d% es diferenciable en F(y,s) para un
cierto (y,s) € (RF\ C) x (0,00) implica que y € [cr(y.s), F(y,5)] y do(F(y,s)) =
(1+s)dc(y) > dc(y), y como el segmento [cp(y.s), F(y, s)] realiza la distancia entre
F(y,s) y C, entonces por el segundo punto de teorema 8,8 tendremos que d¢ es
diferenciable en y.

Por contrareciproco, si y € Sing(d%), entonces F(y, s) € Sing(d%) para todo s > 0.
O
Para probar el teorema global de homotopia para cerrados 8,10 el cual decia que

la inclusién Sing*(dc) = Sing(d%) C R¥\ A(C) es una equivalencia de homotopfa,
necesitaremos el siguiente lema

Lema 8.21. (mds propiedades de F')
1. La homotopia F mapea (R¥ \ A(C)) x [0,00) sobre RF \ A(C).
2. Si K C RF\ A(C) es un compacto, entonces existe si > 0 tal que F(y,s) €
Sing(d%) para todo y € K, s > sk.
Demostracion. Recordemos que d% es diferenciable en todos los puntos del Aubry
proyectado A(C)).

Para probar el primer punto de este lema, supongamos por absurdo que tenemos
(y,5) € (R \ A(C)) x [0,00) tal que F(y,s) € A(C).

En particular F'(y, s) debe tener una tinica proyeccion cg, s sobre C'y [cp(y.s), F(y, s)] C

A(C).

Como d% es diferenciable en F(y, s) € A(C), entonces por el cuarto punto del lema
8,20, tenemos que y € [cpy,q), F(y,s)] C A(C), lo que contradice que y & A(C).

Para probar el segundo punto de este lema, consideremos un compacto K C RF '\
A(C), y supongamos (por absurdo) que existe una sucesién (y,)new C K y una
sucesion s, — +00 (que podemos asumir creciente) tal que F(y,,s,) & Sing(d%).

Como F(yn, s,) & Sing(d%), tendremos entonces por el cuarto punto del lema 8,20
que

1. F(yn, sn) tiene proyeccién unica cpy, s,) sobre C.
2. yn € [CF(yn,sn)a F(Yn, 5n)]

3. 11F (s s) — ol = de(F (@ sa)) = (1 + su)de(ya), os decir que Ia
longitud del segmento [cp(y, s,), £ (Yn, sn)] € (1 + sp)dc(yn).

4' dc<z) - ||Z - CF(yn,Sn) para tOdO ZAS [CF(y7L757L)7 F(yTU Sn)]
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Como K es un compacto disjunto de A(C') D C, tenemos que

0 <infdo <supdp < oo
K K

Como vy, € K para todo n € N, entonces

0< i%f do < ||Yn = crynsll = de(yn) < supde < 0o (117)
K

Como y, € K para todo n (que en particular, la sucesién y, acotada), concluimos
entonces por la cadena de desigualdades anteriores que cp(y, s,) también estd acotada.

Podemos suponer (tomando una subsucesién si es necesario) que y,, — y para algun
y € K,y que cpy,,s,) —ce€C.

Tomando limite n — oo en la cadena de desigualdades (117) obtenemos

0< f%fdc <|ly —¢|| = dc(y) < supde < o0
K

Si consideramos las semirrectas L, que parten del punto cpy,s,) ¥ pasan por el
punto y,, v consideramos la semirrecta L que parte de ¢ y pasa por y, tendremos
entonces (como Cp(y,s,) — €Y Yn — y) que las semirrectas L,, se ’acercan’ a la
semirrecta L.

Como la longitud del segmento [cp(y, s} F'(Yn, sn)] (€l cual contiene a y,) era
HF(ym Sn) - CF(yn,sn)H =dc (F(ym Sn)) = (1 + Sn)dc(yn) > (1 + Sn) i%f dc — +00

tenemos que cualquier punto z de la semirrecta L que parte de ¢ y pasa por y, se
puede escribir como limite de una sucesion z, € [Cp(y, sn)s F(Un, Sn)]-

Pero entonces dc(zn,) = ||2n — Cr(yn,s) ||, que toméando limite en n queda de(z) =

||z — ¢|| para todo z € L.

Como d¢(z) = ||z — ¢|| para todo z € L, implica entonces que L C A(C). Pero esto
es absurdo, pues y € L C A(C), y y € K C R¥\ A(O).

]

Probaremos ahora el teorema global de homotopias para conjuntos cerrados euclideos
(teorema 8,10) el cual volveremos a enunciar

Teorema 8.22. Sea C C R* un cerrado. La inlusion Sing(d%) = Sing*(dc) C
RE\ A(C) es una equivalencia de homotopia.
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Demostracion. Por la primer parte del lema 8,21, tenemos que el mapa F' mapea

(RF\ A(C)) x [0,00) sobre R¥\ A(C).
Construiremos ahora una funcién continua « : RF \ A(C) — [0, 00) tal que
F(y,a(y)) € Sing(dg) ¥y € R"\ A(C)

Para eso, elijamos un cubrimiento por abiertos (O;);c; de R¥ \ A(C), tal que O; C
R\ A(C) son compactos para todo i € I.

Por el segundo punto del lema 8,21, tenemos que para cada ¢ € [ podemos encontrar
un s; € [0,00) tal que

F(y,s) € Sing(dZ) Yy € O;, Vs> s; (118)

Tomemos una particién de la unidad localmente finita (;);c; subordinada al cubrimiento
por abiertos (O;);e;.

Definimos la funcién continua « : R¥ \ A(C) — [0, 00) tal que
a(y) = Z sipi(y)
iel
Veamos que F(y, a(y)) € Sing(dZ) para todo y € R¥ \ A(C).

Para eso, tomemos y € R* \ A(C). Como (ip;)icr es una particién de la unidad
localmente finita, tenemos entonces que el subconjunto de indices

I(y) ={iel:¢i(y) >0}
es finito.
Podemos escribir entonces a(y) = 3¢y, sipi(y)-
Como I(y) es un conjunto finito, existird iy € I(y) tal que s;, = min;c(y) ;-

Entonces

a(y) = Z sipi(y) > sig (119)
)

€l(y

Como y € O;, (pues iy € I(y)), como los s; los habfamos elegido tales que cumplan
la expresién (118), tendremos entonces que

F(y,s) € Sing(dZ) Vs> s,

Tomando s = a(y), como vimos en la ecuacién (119) que a(y) > s;,, entonces
concluimos

F(y,a(y)) € Sing(dg,)
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Definamos ahora la homotopfa G : (RF \ A(C)) x [0,1] — R*\ A(C) tal que
Gy, s) = F(y, sa(y))
Tenemos que

G(y,1) = F(y,a(y)) € Sing(d)

Entonces consideremos Gy : (R*\ A(C)) — Sing(d%) dado por la restriccién de G
as =1, es decir

{ﬂ%@zy

Giy) =G(y.1) vye (R"\AC))
El mapa G; : R* \ A(C) — Sing(d%) es la homotopia inversa de la inclusién i :
Sing(d%) — R\ A(C) (es decir, G es la funcién g de la definicion 8,6, siendo f =i
la inclusién).
De hecho, G : (R*\ A(C)) x [0,1] — R¥\ A(C) es una homotopia entre la identidad
igmac) P RF\A(C) = RF\ A(C) y la funcién i o Gy : RF \ A(C) — RF \ A(C).
El mapa Gy oi : Sing(d%) — Sing(d%) es homotépico a la identidad iSing(d2) :
Sing(d%) — Sing(d%), yaque dadoy € Sing(dg), tenemos que G(y, s) = F(y, sa(y)) €
Sing(d%) (debido al cuarto punto del lema 820 donde se definié6 F). Es decir
que la restriccion de G a Sing(d%) es una homotopia entre la identidad iSing(d2) °

Sing(d%) — Sing(d%) y Gy oi: Sing(d%) — Sing(d%).
[

8.8. Contractibilidad local de las singularidades

Para probar que Sing(d%) = Sing*(dc) es localmente contractible (teorema 8,13),
requeriremos el siguiente lema (que se prueba de forma similar al segundo punto del
lema 8,21).

Lema 8.23. Para todo y* € Sing(d%) y cualquier s* > 0, existe un entorno V de
y* tal que F(y,s*) € Sing(d%) para todo y € V

Demostracion. Como Sing(dz) NC =0y y* € Sing(d%), sabemos que y* & C.

Tomemos entonces un compacto K tal que

(120)

KnNnC =1
y*e[%
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Supongamos por absurdo que tenemos una sucesién y, — y*, tal que F(y,,s*) &
Sing(d%) para todo n € N.

Podemos suponder sin pérdida de generalidad que y,, € K para todo n € N.

Como F(y,, s*) & Sing(d%), tendremos entonces por el cuarto punto del lema 8,20,
que

1. F(yn,s*) tiene proyeccién tnica cp(y, s+ sobre C.
2. yn € [CF(yn,S*)a F(yn, s*)]

3. |F(yn, 8%) = Cryn,s|l = de(F(yn, s7)) = (1+5%)dc(yn), es decir que la longitud
del segmento [cp(y, s+); F(Yn, s*)] es (1 4+ s%)dc(yn).

4. de(z) = ||z = cpy,,s)|| para todo z € [cpey, s+); F (Yn, 5¥)]
Como K es un compacto disjunto de C, tenemos que
0< l/%f de < ||yn — CF(yn,S*)H = dC(?Jn) =supdc < 00
K
Como y,, € K para todo n (en particular y, es una sucesion acotada), concluimos

que la sucesion cp(y, ) €s una sucesion acotada.

A menos de remover una cantidad finita de elementos de la sucesion cg,, o), podemos
suponer que existe ¢ € C' tal que cpy, ) — c € C.

Es decir que y,, = y* € Sing(dZ) y cp(y,s-) — ¢ € C.

Entonces consideremos los segmentos [cpy, s+), F'(Yn, s*)] (que contiene a y,) y el
segmento [c, F(y*, s)].

Como la longitud del segmento L,, = [cp(y, s*): F(Yn, 5)] €s

= dc(F(yn, ")) = (1 + 5")dc(yn)

Tenemos tomando limite en n y usando la continuidad de F' que
1F(y",s7) —cll = do(F(y",s7)) = (1 + s")dc(y") > de(y”) > 0

Claramente ademas, como Y, € [Cr(y, s} F(Yn, s¥)], tendremos por continuidad que
y* € [c, F(y*, s*)]. Es decir que tenemos

{y* € le, Py, ") (121)
0 < da(y”) < de(F(y*,s7) = [IF(y*,s*) — ¢l

Por lo tanto, como el segmento [c, F'(y*, s*)] realiza la distancia entre F(y*, s*) y C,
tendremos por el punto 2 del teorema 8,8 que d¢ es diferenciable en todos los puntos
del segmento (sin extremos) (c, F(y*, s*)).

[[F(Yn, 8") = criyn,s)
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Como y* € (¢, F(y*,s*)) (debido a las ecuaciones (121)), concluimos entonces que
dc es diferenciable en y*.

Esto es absurdo, pues partfamos por hipétesis que y* € Sing(d%).

]

Ahora enunciaremos (nuevamente) y probaremos el teorema local de contractibilidad
(teorema 8,13)

Teorema 8.24. Si C' C R* es un cerrado, entonces el conjunto Sing(d%) = Sing*(dc)
es localmente contractible.

Demostracion. Sea yo € Sing(d%) C R*, y U entorno de .

Como F'(y,0) = yo y F' es continua, existe W entorno de 3y y so > 0 tal que
F(W x [0,s0]) CU

Por el lema 8,23, existe un entorno V' de gy tal que F(y, sq) € Sing(d%) para todo
yeV.

Consideremos una bola euclidea B(yg,€) C V N W, y definamos una homotopia
G : B(yo,€) x [0,1] — U dada por

B F(y,?tso) vt € [0,1/2]
Gly,t) = {F((Q —2t)y + (2t — V)yo, s0) Vt € [1/2,1]

La homotopia G contrae la bola B(yg, €) a un punto en U, con
G[(B(yo,€) N Sing(dg.) x [0,1]] € U N Sing(d,)
Para ver eso, observemos si y € B(yp,€) C V NW, entonces
(2 —2t)y + (2t — Vyo € [y0,y] C Blyo,e) CVNW Vit € [1/2,1]
entonces

Gly,t) = F((2—2t)y + (2t — 1)yo,50) C F(W x [0,80]) CU WVt € [1/2,1]
Gly,t) = F((2—=2t)y + (2t — 1)yo, 50) C F(V x {s0}) C Sing(d%) Vt e [1/2,1]

Es decir que G(y,t) € U N Sing(d%) para todo (y,t) € B(yo,€) x [1/2,1].
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Por lo tanto, si y € B(yo,€) deducimos que

G(y,0) = F(y,0) =y € B(yo, €)

Gly,t) = Fly,2tso) C F(W x [0,s0]) CU ¥Vt €[0,1/2]

Gly,t) = F((2—=2t)y + (2t — 1)yo,50) C F(VNW x {so}) C Sing(d%)NU Vt € [1/2,1]
G(ya 1) F<y0730)

Por lo tanto, G contrae la bola B(yg,€) continuamente al punto en F(y, sg) €
U N Sing(dZ).

Resta ver que si y € B(yo, €) N Sing(d%), entonces G(y,t) € UN Sing(d%) para todo
te0,1].

Vimos que G(y,t) = F(y,2tsy) C F(W x [0, s0] C U para todo t € [0,1/2], y que
G(y,t) € UNSing(d%) para todo (y,t) € B(yo, €) X [1/2, 1], por lo que basta estudiar
si G(y,t) € Sing(dZ) en el caso que (y,t) € (B(yo,€) N Sing(dg)) x [0,1/2]

Por el punto 4 del lema 8,20, tenemos que F(y,s) € Sing(d%) para todo y €
Sing(d%) y s > 0, lo que implica que

Gly,t) = F(y,2tso) € Sing(dg)  Y(y,t) € (B(yo, ) N Sing(dg)) x [0,1/2]

Por lo que G(y,t) € Sing(d%) N U para todo (y,t) € B(yg,€) x [0,1].
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