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Resumen

Desde que se empieza a escribir software a gran escala, la elaboracién de me-
todologias que permitan escribir, verificar, mantener y reusar el cédigo se han
vuelto el centro de estudio del drea que hoy se conoce como Ingenieria de Soft-
ware. Con los anos diversos paradigmas de programacion y metodologias de
desarrollo han fomentado intensamente la construccion y el uso de componentes
modulares que son combinadas para obtener soluciones a problemas concretos.

El empleo de componentes modulares en el paradigma de programacion fun-
cional acarrea la necesidad de manipular estructuras de datos que sirvan como
medio de comunicacion entre unas y otras. Dependiendo de la situacion el uso
intenso de un disenio de estas caracteristicas puede ser un factor de ineficien-
cia debido a la generaciéon y consumo de las estructuras de datos intermedias.
Muchas veces ocurre que si el diseno no se hubiese hecho modular el progra-
ma seguramente seria menos claro, pero més eficiente, dado que no tendria que
computar el fardo de tales estructuras.

Existen técnicas de transformaciéon de programas funcionales, que dado un
programa escrito en forma modular, pueden combinar diferentes partes del mis-
mo para construir un programa equivalente que no emplee estas estructuras
de datos intermedias. Una serie importante de trabajos apuntan a automati-
zar estas técnicas para poder incluirlas dentro de las etapas de un compilador.
Asi los desarrolladores de software pueden beneficiarse del diseio modular sin
preocuparse por cuestiones de eficiencia.

Nuestro objetivo es presentar una implementacién de un sistema que reali-
za, automaticamente algunas de estas transformaciones sobre programas escri-
tos en Haskell. El presente trabajo se desarrolla en el marco de un proyecto
CSIC[Par03].

Palabras clave: fusion de programas, deforestacion, teoria de categorias, pro-
gramacién funcional.
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Capitulo 1

Introduccion

En el diseno de aplicaciones se utiliza con frecuencia la estrategia de divide
y vencerds para la organizacién del trabajo y del producto. La esencia de esta
estrategia es la divisién del problema original en problemas mas sencillos de
resolver.

La estrategia de divide y vencerds se puede usar, por ejemplo, para escribir
un programa que haga lo siguiente: Contar la cantidad de palabras que ocurren
en una linea que terminan con un cardcter dado. Podemos partir el problema
de esta manera:

= Separar la linea en palabras.
= Seleccionar las palabras que terminan con el caracter dado.
= Contar la cantidad de palabras seleccionadas.

Respetando esta division, llegamos a la siguiente solucién expresada en Haskell!
como la funcién count.

count :: Char -> String -> Int
count ¢ = length . filter ((==c).last) . words

words :: String -> [String]
words str = case dropWhile isSpace str of
0 ->1
str’ -> let (w,str’’) = break isSpace str’
in w : words str’’

filter :: (a->Bool) -> [a] -> [a]

filter p [1 = [1

filter p (a:as) = if p a then a : filter p as
else filter p as

length :: [a] -> Int
length [] =0
length (_:as) = 1 + length as

El predicado (==c)::Char->Bool retorna True cuando el argumento es
igual al cardcter c. La funcién last retorna el dltimo elemento de una lista.

1Todos nuestros ejemplos estardn expresados en este lenguaje.
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La expresion dropWhile isSpace str es el sufijo mas grande de str que no
empieza con espacios. La expresiéon break isSpace str’ es un par cuya pri-
mer componente es el prefijo mas grande de str’ que no contiene espacios, y la
segunda componente es el resto de str’.

Ahora que tenemos una solucién, cabe preguntarse si hay alguna forma més
eficiente de resolver el problema. La solucién presentada crea primero una lista
de palabras, la cual es consumida por filter, quien a su vez produce una nueva
lista con las palabras que terminan con c. Por ltimo length consume la lista
generada por filter. De modo que, en la ejecucion de este programa, se crean
dos listas nuevas de tamano proporcional al tamano de la linea de entrada.

Podemos imaginar una solucién que no adolezca este problema. La mejora es
evidente si se observa que en esta nueva solucién no se utiliza ninguna aplicaciéon
de los constructores de listas.

count c str =
case dropWhile isSpace str of
Nil -> 0
str’ -> let (w,str’’) = break isSpace str’ of
in if ((==c).last) w
then 1 + count c str’’
else count c str’’

Si bien es mas eficiente, dado que no se construyen listas intermedias, es bastante
mas dificil deducir que la solucién es correcta.

Muchos beneficios tiene el diseno modular de cédigo como para dejarlo de
lado demasiado réapido. Entre ellos se cuenta el reuso de cédigo empaquetado
en componentes, la mantenibilidad del c6digo que va asociado a la facilidad de
entender, modificar, verificar y depurar tales programas.

Imagine ahora que se tiene un software que recibe como entrada un pro-
grama cualquiera expresado en forma modular como el primero y que retorna
como salida el programa sintetizado en la forma del segundo, sin estructuras
de datos intermedias. Teniendo un sistema con estas caracteristicas seria po-
sible, entonces, incentivar al programador a escribir sus programas de manera
modular, asegurando que sean correctos, sin preocuparse por la eficiencia de los
mismos. ;Qué sentido tendria tratar de escribir un programa eficiente y oscuro,
si el compilador fuese capaz de deducir tal programa a partir de la especificacién
modular?

Varios trabajos se han realizado con el objetivo de descubrir técnicas de
transformacion de programas que eliminen las estructuras intermedias. Como en
lenguajes funcionales estas estructuras intermedias en general son arborescentes,
se dice que las técnicas son de deforestacion [Wad88]. Dado que la eliminacién
de estructuras intermedias implica el reemplazo de varias funciones por una
equivalente que combine sus cédigos, también se dice que las técnicas son de
fusion. Otra linea importante de trabajos se ha desarrollado con el objetivo de
automatizar algunas de las técnicas, apuntando a su integracién dentro de un
compilador.

Este trabajo trata sobre la construccion de un sistema de fusion. Con ello nos
referimos a una herramienta que realiza automdaticamente una serie de transfor-
maciones basadas en fusién sobre programas escritos en un lenguaje funcional,
y retorna programas escritos en el mismo lenguaje.

Una caracteristica de este sistema es que se basa en un enfoque algebraico de
la transformacién de programas [BdM97, SF93, TM95, HIT96b, HIT964a|, pero
también existen otras propuestas [Wad88, Chi92, dMS99, JL98, GLPJ93].



En el enfoque que adoptamos las funciones se reescriben en términos de
un esquema de recursion llamado hilomorfismo. Los hilomorfismos cuentan con
ciertas leyes de transformacion, conocidas como Lluvia Acida [TM95], mediante
las cuales es posible fusionar programas.

Para la construccién de este sistema contamos con la experiencia de imple-
mentaciones anteriores de caracteristicas similares [OHIT97, Sch00]. Casi todos
los algoritmos que integran nuestro sistema se encuentran descriptos en dichos
trabajos.

Las principales contribuciones de nuestro trabajo son las siguientes.

= Revisamos y reescribimos la descripcion de los algoritmos que forman el
nucleo del sistema.

= Proponemos nuevos algoritmos para reestructurar la representacién inter-
na de una funcién. Ciertas situaciones donde originalmente las definiciones
no se podian fusionar, ahora con las nuevas reestructuras a veces si es po-
sible.

= Proponemos una representacion para la implementacion de hilomorfismos
alternativa a las planteadas hasta ahora en la literatura.

= Ofrecemos un sistema interactivo que permite examinar el resultado de
aplicar las leyes de fusién en un formato comprensible (salvo algunas ex-
cepciones). Se puede observar como definicién recursiva o en términos de
su representacion algebraica.

» Identificamos posibles extensiones préacticas y teéricas para ampliar el po-
der del sistema.

El resto del trabajo se organiza de la siguiente manera. En el Capitulo 2
se presenta la bateria de conceptos tedricos sobre los cuales se apoya la im-
plementacion. En el Capitulo 3 se presentan los algoritmos implementados a
nivel conceptual. En el Capitulo 4 se presentan las estructuras de datos y el
comportamiento especifico de los algoritmos mas importantes. Finalmente en
el Capitulo 5 realizamos una evaluacién final de lo implementado y discutimos
posibles extensiones que se le pueden realizar.



Introduccion



Capitulo 2

Fundamentos

Cuando un sistema de transformacién de programas utiliza un enfoque al-
gebraico, como es nuestro caso, tenemos a nuestra disposicién herramientas
tedricas que nos ayudan a explicar y verificar el funcionamiento del sistema. El
objetivo de este capitulo es explicar algunas de esas herramientas.

Consideremos el siguiente programa que computa la suma de los cuadrados
de los valores en las hojas de un arbol.

data BTree = Leaf Int | Join (BTree,BTree)

sumsqr :: BTree Int -> Int
sumsqr = sumBT . sqrLeaves

sumBT :: BTree -> Int
sumBT (Leaf i) = i
sumBT (Join (t1,t2)) = sumBT t1 + sumBT t2

sqrleaves :: BTree -> BTree
sqrLeaves (Leaf i) = Leaf (sqr i)
sqrLeaves (Join (t1,t2)) = Join (sqrLeaves tl1,sqrLeaves t2)

sqr :: Int -> Int
Sqr X = X*X

En este programa sqrLeaves calcula el cuadrado del valor de cada hoja
en un arbol. La funcién sumBT se encarga de sumar los valores en las hojas
resultantes del paso anterior. Si consideramos un término como el siguiente

Join (Join (Leaf 1,Leaf 9),Leaf 16)

la aplicacion de sumBT sobre el término produce lo mismo que reemplazar to-
das las ocurrencias de Join por (+) y cada ocurrencia de Leaf por la funcién
identidad id. Asi obtenemos el término

(+) ((+#) (id 1) (id 9)) (id 16)

Si sumBT reemplaza los constructores por las operaciones (+) e id, cabe
cuestionarse por qué squareLeafs no coloca directamente estas operaciones en
vez de los constructores. Asi tendriamos una definicién que computa lo mismo
que sumsqr pero sin composiciones.
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data Either a b = Left a | Right b

either :: (a->c) -> (b->c) -> Either a b -> ¢
either fa fb (Left a) = fa a

either fa fb (Right b) = fb b

type F a = Either Int (a,a)

fmap :: (a->b) -> Fa ->F b
fmap h = either Left (\(al,a2) -> Right (h al,h a2))

outF :: BTree -> F BTree
outF (Leaf i) = Left i
outF (Join (t1,t2)) = Right (t1,t2)

sumBT :: BTree -> Int
sumBT = either id (uncurry (+)) . fmap sumBT . outF

sqgrLeaves :: BTree -> BTree
sqrLeaves = either Leaf Join . fmap sqrLeaves . ¢
where ¢ (Leaf i) = Left (sqr i)
¢ (Join pair) = Right pair

Figura 2.1: Definiciones factorizadas

sqgrLeaves’ :: BTree Int -> BTree Int
sqrleaves’ (Leaf i) = id (sqr i)
sqrLeaves’ (Join (t1,t2)) = sqrleaves’ tl + sqrLeaves’ t2

Esta sustitucién de constructores por otras operaciones es uno de los pi-
lares fundamentales de las técnicas de fusiéon que implementamos. Para poder
automatizar esta sustitucion aparece claramente la necesidad de reconocer au-
tomaticamente tanto los constructores que seran sustituidos, como las opera-
ciones que seran puestas en su lugar. La estrategia serd factorizar la definicion
de las funciones sumBT y sqrLeaves de modo que aparezcan explicitamente las
partes sustitutas y las partes a sustituir. En la Figura 2.1 se presenta una forma
factorizada de escribir las funciones sumBT y sqrLeaves. La funcién uncurry
convierte una funcién binaria currificada en una que no lo es.

Para poder separar las definiciones nos hemos apoyado mucho en el tipo de
datos Either, el cual funciona como estructura de datos intermedia entre las
partes de cada definicién. Esta forma de factorizar las definiciones de sumBT y
sqrLeaves permite distinguir claramente 3 aspectos:

= Como se crean los argumentos de las llamadas recursivas. En el caso de
sumBT, la funcién outF es la encargada de preparar los argumentos de las
llamadas recursivas, asi como también cualquier otro dato necesario para
el resto de las computaciones que realiza sumBT. En el caso de sqrLeaves
este trabajo lo realiza c.

= Sobre qué valores se realizan las llamadas recursivas. Las llamadas recur-
sivas se aplican en una etapa exclusiva para ello. La funcién fmap es la
que juega este papel de realizar las invocaciones.
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= Cémo se opera con el resultado de las llamadas recursivas. En el caso de
sqrLeaves se aplican los constructores que componen el arbol resultante a
partir de las llamadas recursivas. En el caso de sumBT se suman los valores
resultantes de las llamadas recursivas o simplemente se retorna el valor
contenido en una hoja.

Con las funciones escritas de esta manera, podemos utilizar una ley enun-
ciada informalmente como sigue:

Dadas dos definiciones

f1 = phi . fmap f1 . outF
f2 = either Leaf Join . fmap f2 . psi’

se puede definir una funcién £3
f3 = phi . fmap £3 . psi’
tal que f1 . £f2 = £3.
En nuestro caso esta ley nos asegura que
sumBT . sqrLeaves = sqrLeaves’
donde sqrLeaves’, en forma factorizada, se define como

sqrLeaves’ :: BTree -> BTree
sqrleaves’ = either id (uncurry (+)) . fmap sqrLeaves’ . ¢
where ¢ (Leaf i) = Left (sqr i)
¢ (Join pair) = Right pair

Dada una definicién, es posible hasta cierto punto factorizarla como lo hici-
mos mediante la ejecucion de un algoritmo. Mediante un proceso inverso también
es posible juntar las partes del resultado de la ley para obtener la definicién de
sqrLeaves’ que derivamos al principio.

2.1. Functores

En la formulaciéon informal de la ley que usamos en el ejemplo anterior,
aparece la nocién de functor como la funcién fmap que organiza las llamadas
recursivas. Damos la definicién formal y méas general.

Definicién 2.1 (Functor) Un functor F es un operador que actia sobre tipos
y funciones, y satisface las siguientes propiedades:
= Ff :: Fa->FDb para toda f :: a ->b
s F id = id
s F(f .g=Ff.Fg VI::a->b,g::b->c
Un functor puede verse también como un constructor de tipo que recibe un

tipo X y construye un tipo F X, mds una funciéon que describe la accion del
functor sobre funciones.

Ejemplo 2.2 FEn el programa de la figura 2.1 el constructor de tipo F puede con-
siderarse un functor si se define su accién sobre funciones como F £ = fmap f.
Es posible verificar que esta definicién satisface la definiciéon de functor. O
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La definicién de functor se puede generalizar para functores que reciben mas
de un argumento.

Definicién 2.3 (Bifunctores) Un functor binario F es un operador binario
que actia sobre tipos y funciones, y satisface las siguientes propiedades:
»m Ffg::Fac->FDbd para toda f::a->b, g::c->d
» F id id = id
sF(f.g (.k)=Ffh.Fgk Y f::a>b, g:b->c,
h:d->e, k:e->t

Usualmente los functores especificos no se definen como hicimos en el Ejem-
plo 2.2 en términos de un programa funcional, sino mediante la composicién de
functores elementales. Asi, las definiciones de functores son mucho més com-
pactas. Esta es una necesidad fundamental del discurso tedrico, el cual seria
ma&s engorroso si no se apoyara en esta modularizacion de sus conceptos. Los
functores elementales son los siguientes:

= El functor identidad se define como I X = X, I f = £
= Si C es un tipo, se define el functor constante C como C X = C,C f = id.
= Tenemos el bifunctor producto

@ExY) = {(x,y) | x € X, y € Y}
(fxg) (x,y) = (f x,g y)

= Kl bifunctor producto se puede generalizar asi:

X1 X oo xXp = {&g,...,x0)|x € X}

(f1><"'><fn) (xl,...,xn) = (f1 Xl,...7ann)

El bifunctor suma disjuntas:

E+Y) = {1}xX U {2}xY U {L}
(f+g) (1,x) = (1,f %)

(f+g) (2,y) = (2,g ¥)

(f+g) L = L

En el tipo X+Y los elementos de X e Y se etiquetan con 1 y 2 para poder
distinguir aquellos que se encuentran en la interseccién de ambos tipos.

= Kl bifunctor suma disjunta también se puede generalizar:

Xi+-+X% = ({1} xX)U---U({n} xX,)U{L}
(f1+--+1f,) A,x) = (4,fx)
(f1++f) L = 1

Utilizaremos con frecuencia el tipo unitario de Haskell, que vamos a denotar
como 1={ ()}, y su functor constante 1. O sea, este es el tipo que contiene un
tnico elemento que es ().

El simbolo L representa la computacién indefinida, y es lo que devuelven
las funciones cuando se encuentran indefinidas para el argumento que reciben.
Seménticamente, interpretamos los tipos mediante ordenes parciales completos
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con elemento minimo (los que cominmente se conocen como pointed CPOs)
[AJ94].

Asumimos de aqui en adelante que el producto tiene mayor precedencia que
la suma y que ambos tienen menor precedencia que la aplicacién.

Usando estas construcciones podemos expresar el functor de nuestro ejemplo
de la siguiente manera:

F a = Int + aXa
F £ id + £xf£

Noétese la diferencia de esta definicién matemdtica de F con la anterior.

Either Int (a,a)
fmap £

F a
F £
Basicamente, lo que hicimos fue cambiar el constructor de tipo Either por la
suma y el par (a,a) por el producto axa. En general utilizaremos la suma en
vez de Either porque la manipulacion de la suma es homogénea para cualquier
cantidad de argumentos, mientras que el constructor de tipo Either sélo puede
ser usado para representar la suma binaria. Utilizar el functor suma nos obliga
a reescribir como términos de un tipo suma los términos que antes eran de tipo
Either a b. Donde estaba escrito Left i escribimos (1,i), y donde estaba
puesto Right (t1,t2) ponemos (2,(t1,t2)). Estos ya no son términos de
Haskell, pero a efectos de las manipulaciones que vamos a realizar ello no nos
molesta. Por ejemplo la definicién de la funciéon either nos quedaria:

either :: (a->c) ->(b->c) -> a+b -> ¢
either f g (1,a) = £ a
either f g (2,b) =g b

Aun podemos abreviar més la definicién de F. Esto es posible mediante la
definicién de operadores que toman functores y devuelven otros functores.
Siendo F y G functores:

= El producto de functores se define como:

(FxG) X = FXxGX
(FxG)f = FfxGf

» La suma de functores se define como:

F+G) X = FX+GX
(F+G) f = Ff+Gf

Ahora podemos expresar el functor F del ejemplo de manera muy compacta.
F=Int+IxXI

Dado un functor F, llamaremos posiciones recursivas de F a aquellas posicio-
nes de la definicién de F donde ocurre el functor I. En el caso de arriba F tiene
dos posiciones recursivas en el segundo sumando.
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2.2. Algebras y coalgebras

Hasta ahora nos hemos manejado en el discurso con la nocién de sustitucién
de constructores por operaciones. Esto quiere decir que hay un conjunto de
constructores a sustituir y un conjunto de operaciones sustitutas. Esta nocién
de conjunto de operaciones y constructores se formaliza mediante el concepto
de algebra.

Definicién 2.4 (F-algebra) Dado un functor F y un tipo A, una F-dlgebra es
una funcion ¢::F A->A.

En nuestro primer ejemplo teniamos dos F-algebras.

either Leaf Join :: F Btree -> Btree
either id (uncurry (+)) :: F Int -> Int

Podemos decir que la definicién de sqrLeaves’ se obtuvo a partir de reempla-
zar en sqrlLeaves el F-dlgebra either Leaf Join por la F-lgebra either id
(uncurry (+)).

En la manipulacién de F-dlgebras resulta practica la definicién del siguiente
combinador.

Definicién 2.5 (An4lisis de casos) Sean tipos T yXy,...,X, y funciones £ :
X1—T,...,f,: X, = T:

f1v.--vEf, : Xy+--+X%X,—T
(flv--~an) (i,X) = fi T

La siguiente propiedad compartida por el anélisis de casos y el functor suma
nos sera de utilidad mas adelante:

(f10g))V-- V(fnog,) = (f1V---Vis)o (g + - +g&,)
Ahora podemos escribir las dlgebras del ejemplo de la siguiente manera

LeafVJoin :: F Btree -> Btree
idV (uncurry (+)) :: F Int -> Int

El combinador de analisis de casos es una generalizacion de la funcién either.
Sirve para construir F-algebras cuando el functor F es una suma de una cantidad
arbitraria de argumentos. La funcién either, por el contrario, sélo nos permite
construir F-dlgebras para functores con sumas binarias.

El functor F juega el papel de signatura de una F-algebra, i.e. especifica la
aridad de las operaciones del algebra. Por lo tanto, al reemplazar una F-algebra
por otra estamos en realidad sustituyendo operaciones por otras de igual aridad.

Dada un F-algebra de la forma

¢ =1V - Vo, donde ¢; :(\(1},'1, e 7'Uz'm~)_>ti)

llamaremos variables recursivas del algebra a aquellas variables v;; que co-
rrespondan a posiciones recursivas de F.

En las leyes de fusién que presentaremos en breve, también juega un papel
importante un concepto dual al de F-algebra.

Definicién 2.6 (F-coalgebra) Dado un functor F y un tipo A, una F-codlgebra
es una funcion ¥ ::A->F A.
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Una F-codlgebra puede pensarse como la parte de una funcién que descom-
pone la entrada en subpartes sobre las cuales luego aplica las llamadas recursi-
vas. Para ello se aplica fundamentalmente operaciones selectoras sobre el tipo de
entrada. En Haskell las operaciones selectoras se apoyan fuertemente en la com-
paracién de patrones (pattern matching). Las funciones outF y c de la figura 2.1
son ejemplos de F-codlgebras.

outF :: BTree -> F BTree
outF (Leaf i) = Left i
outF (Join (t1,t2)) = Right (t1,t2)

c :: BTree -> F BTree
c (Leaf i) = Left (sqr i)
¢ (Join (t1,t2)) = Right (t1,t2)

Dada un F-coalgebra de la forma
\vo—>case to of p1=>(1, (t11, ..., t1m)) s 500=>(@, Unty ooy tum))

llamaremos términos recursivos de la codlgebra a aquellos términos t;; que
correspondan a posiciones recursivas de F.

2.3. Tipos y Functores

Existe una relacién estrecha entre los tipos de datos y los functores. Consi-
deremos una definicién genérica de un tipo de dato:

data T a;...a, =C (t117~-~at1k1)

| Cn <tn17 IR tnkn)
Restringimos un poco la forma de esta definicién exigiendo que cada t;; sea

= 0 bien un tipo cualquiera que no sea mutuamente recursivocon T aj ... a,,

m obienT a;...a, (los argumentos del constructor de tipo T son los mismos
que aquellos que aparecen a la izquierda del =),

= 0 bien una de las variables aj ... a,.

Utilizando los constructores del tipo de dato es posible construir la siguiente
F-algebra:

c1V---Veu,:: F (T aj...a.) >Taj...a,
tal que, si el constructor C; tiene argumentos, entonces c; = C;, y si no ¢; =
\O->C,. El functor F es de la forma F; + --- + F,, donde cada F; captura la
signatura (la aridad) del constructor C;, siendo la misma de la forma F;; x -+ - x
Fik;, donde

Fij = I Sitij:T aj...ar

t;; en otro caso

Aqui puede verse que las llamadas posiciones recursivas del functor F se corres-
ponden con las posiciones recursivas de los constructores del tipo T aj ...a,. Si
el constructor C; no tiene argumentos, i.e. si es una constante, entonces F; = 1.

Notese que los constructores se definen sin currificar. La teoria obliga a
manejar los constructores de esta forma', pero en la implementacién no hu-

LA partir de aqui nos despegamos de la notacién de Haskell para listas, dado que (:) es
un constructor currificado.
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bo inconvenientes al manipular constructores no currificados y por lo tanto el
sistema no hace distinciones al respecto.

Ejemplo 2.7 Consideremos el tipo de las listas.
data List a = Nil | Cons (a,List a)

A partir de esta definicién podemos construir la F-algebra (\()->Nil) VCons
cuyo functor es

Fa=1+axI
O

Usualmente se conoce a la F-dlgebra de constructores como ing, y a su inversa
como outy. Estas dos funciones definen una biyeccién entre los tipos
7;77,1:‘
F (T aj...a,) < > T aj...a,

outg

Estas dlgebras y coalgebras especificas seran de interés al presentar formalmente
las leyes de fusion.

Las restricciones impuestas sobre T a;...a, nos garantizan que el tipo ten-
dra un functor asociado compuesto por sumas y productos de functores I y C
para diversos tipos C. Estos functores son llamados polinomiales, y las estructu-
ras de datos asociadas son las uinicas que pueden ser eliminadas por el sistema
de fusién.

2.4. Hilomorfismos

La forma en que hemos factorizado las funciones para luego combinarlas,
lejos de ser arbitraria, es una manera de expresarlas como hilomorfismos.

Definicién 2.8 (Hilomorfismo) Sea un functor F, una F-dlgebra ¢ y una F-
codlgebra . Un hilomorfismo es el minimo punto fijo de la ecuacion

h=¢oF hov
el cudl se denota [¢, V).

La practicidad de tener un hilomorfismo es la misma que argumentamos
al factorizar las funciones. Tenemos bien separadas las etapas de preparacién
de los argumentos para las llamadas recursivas, las llamadas recursivas, y la
combinacion del resultado de estas llamadas.

Las definiciones del ejemplo

sumBT :: BTree -> Int
sumBT = either id (+) . g sumBT . outF

sqrleaves :: BTree -> BTree
sqrLeaves = either Leaf Join . g sqgrlLeaves . c
where ¢ (Leaf i) = Left (sqr i)
¢ (Join pair) = Right pair
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serian escritas como hilomorfismos de la siguiente manera:

sumBT = [idVuncurry (+),o0utF]ez, 1y ;

sqrLeaves = [LeafVJoin,cC]mg 1x1
where c¢ (Leaf i) = (1,sqr i)
¢ (Join pair) = (2,pair)

Son usuales en la literatura algunas especializaciones del operador hilomorfis-
mo. Tenemos, por ejemplo, los catamorfismos, que son hilomofismos de la forma
[, outr]F, los cuales se denotan (¢)r. Los catamorfismos representan funciones
definidas por recursién estructural [BAM97]|. Tenemos también los anamorfis-
mos, que son hilomofismos de la forma [ing, ¥]r, denotados como [¢]r. En este
caso representan funciones definidas por lo que se conoce como correcursién

[GJ98, GHOO].
Los hilomorfismos gozan de las siguientes leyes de fusién.

Teorema 2.9 (Lluvia Acida)

cata-ana: [, oute]F o [ing, ¥]r = [¢, ¥]F

cata-hilo: 7:: (F a->a)->(G a->a)

[¢, oute]r o [(ing), ¥]c = [7(4), ¥]e

hilo-ana: c:: (a=>F a)->(a->G a)

[¢, o(outr)]e o [ine, Y] = [¢, 0(¥)]a

El caso cata-ana es la formalizacién de la ley que aplicamos en el ejemplo.
La F-algebra ing era either Leaf Join y su inversa outp era la funcién outF.

La ley cata-hilo se basa en la misma idea de reemplazar los constructores
del tipo intermedio (contenidos en la F-algebra ing) por las operaciones de otra
F-algebra y por lo tanto se puede considerar una generalizacion de la primer ley.
En este caso los constructores se encuentran dentro de un término descripto por
T.

La primer ley de fusién puede también verse como el proceso por el cual se
reemplaza la codlgebra outr por la codlgebra 1. De acuerdo a esta interpretacion,
podria considerarse el caso hilo-ana también como una generalizacion de la
primer ley para casos en que hay varias aplicaciones de outy que deben ser
reemplazadas.

Cuando una funcién tiene un tipo como el de 7 o g, se dice que la funcién es
un transformador de dlgebras/codlgebras de signatura F en dlgebras/codlgebras
de signatura G [Fok92].

Ejemplo 2.10 (Fusién con 7) Para ver un caso de fusién con 7 consideremos
el siguiente programa, que cuenta la cantidad de elementos en una lista que
satisfacen un predicado dado.

1f :: (a->Bool) -> List a -> Int
1f p = length . filter p

Primero escribamos como hilomorfismos las funciones length y filter.
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filter :: (b->Bool) ->List b —>List b
filter p = [(\()->Nil)Vos, v]q
where G = 1+bXxIXI
¢2 (b,v1,v2) = if p b then Cons (b,vl) else v2
P Nil = (1,0))
¢ (Cons (b,1s)) = (2, (b,1s,1s))

length :: List b ->Int
length = [(\()->0)Ve2,outr]r
where F = 1+bx1I
b2 (L,v1) = 1+vl

Ahora escribimos el dlgebra de filter como 7(ing).

filter p = [(7(ing),¥]e
where F = 1+bx1I
G=1+bxIxI
inp = (\()->Nil)vCons
(F a->a) —>(G a->a)
(@) = mi()Vre(a)
71(a1Va2) =
(v1Vag) (a,vl,v2) = if p a then as (a,vl)
else v2

49

T2

Si aplicamos la ley cata-hilo tenemos que podemos reescribir el programa 1f
como

1f :: (a->Bool) ->List a ->Int

1f p = [r((\O->0)V¢s),¥]a
where ¢ (_,v1) = 1+vi

La definicion en Haskell:

1f :: (a->Bool)->List a ->Int
1f p Nil = 0
1f p (Cons (b,1s)) = if p b then 1+1f 1s else 1f 1s
O

Ejemplo 2.11 (Fusién con o) Para ver un caso de fusién con o consideremos
la composicién impares.upto n. La funcién impares construye una lista con
los elementos en posiciones impares de otra lista. La funciéon upto construye la
lista de enteros entre dos nimeros que se le dan como argumentos.

impares :: List b -> List b

impares Cons (b,Cons (_,bs)) = Cons (b,impares bs)
impares Cons (a,Nil) = Comns (a,Nil)

impares Nil = Nil

upto :: Int -> Int -> List Int
upto n m = if m>n then Nil
else Cons (m,upto n (m+1))

Asi, la composicién impares.upto n calcula la lista de niimeros impares hasta
n cuando se aplica sobre el valor 1. Escribimos las funciones como hilomorfismos.
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impares ConsVid,v]q
=bxI+List b

[
(Cons (b,Cons(_,bs))) = (1,(b,bs))
(
Ni

where

G
(0
¢ (Cons (b,Nil)) = (2,Cons (b,Nil))
) = (2,Nil)
upto n = W”Ficﬂﬂﬁ+1x1

where F = 1+ Int x1I
cm=if m>n then (1,())

else (2,(m,m+1))

Ahora escribimos la codlgebra de impares como o(outy).

impares = [uncurry (:)Vid,o(outr)]e
where G = bx I+ List b
F=Int+IxI
outg 1 = case 1 of
Nil => (1,0)
Cons (i,is) —> (2,(i,is))
o :: (a=>F a)->(a->G a)
o(B) 1 = case (8 1) of
(1,0) —>(2,Nil)
(2,(,is)) -> case (0 is)

(1,0) ->(2,Cons (i,Nil))
(2:(—9is’)) _>(1:(i)isi))

19

Si aplicamos la ley para el caso hilo-ana tenemos que impares.upto n es lo

mismo que

= [ConsVid,o(c)]e
where ¢ :: Int ->F Int
cm=if m>n then (1,())
else (2,(m,m+1))

El resultado de la fusién corresponde a la siguiente definicién en Haskell.

iu :: Int -> Int -> List Int
iu nm = if m>n then Nil
else if m+1>n then Cons (m,Nil)

else Cons (m,iu n ((m+1)+1))

2.5. Transformaciones naturales

Por ltimo, necesitamos introducir la nocién de transformaciéon natural. Esta
nocién serd necesaria en la Seccién 3.2 cuando hablemos de procesamientos

previos a la fusion.

Informalmente, una transformacién natural es una funcién que recibe una
estructura de datos con elementos de un tipo A cualquiera, y retorna otra es-

tructura conteniendo elementos del mismo tipo.

Definicién 2.12 (Transformacién natural) Sean

dos functores Fy G. Una transformacion natural n : F = G es una funcion

polimorfica n: :F a->G a.
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El tipo polimérfico de la funcién n asegura la siguiente propiedad:
noFf=Gfon

para toda f::A->B. Esto es consecuencia de las propiedades de parametrici-
dad (més conocidas como los free theorems [Wad89]) asociadas a toda funcién
polimérfica.

Ejemplo 2.13

n :: (N,a)->a+(N,a,a)
n (0,a) = (1,2
n (n,a) = (2,(n-1,a,a))

Podriamos escribir el tipo de esta funcién como
n::(NxI) a -> (I+NxIxI) a

Se ve aqui que el valor especifico del elemento de tipo a no tiene influencia en el
comportamiento de la funcién, se utiliza para construir una terna simplemente
copiandolo a las posiciones en la estructura de salida. O

Enumeramos algunas propiedades importantes de las transformaciones na-
turales. Sean 71 : F =Gy no : F = G

m o XMy FXG=F xG
« g+ F+G=F 4+ ¢
» si F =G entonces n; ono : F' = G

Existe también una propiedad conocida como hylo-shift que relaciona las
transformaciones naturales y los hilomorfismos.

n:F=G
[[¢O777w]]F = H¢77701/}]]G




Capitulo 3

Algoritmos

El sistema desarrollado en este proyecto tiene un ciclo de ejecucién compues-

to por varias etapas. A lo largo de este capitulo presentaremos los algoritmos
que utiliza el sistema y que conforman las distintas etapas. Otras descripciones
de estos algoritmos pueden encontrarse en [OHIT97, Sch00].

1.

Construccién de una representacion interna de las funciones re-
cursivas. Este paso podria considerarse el puente de entrada al sistema.
Aqui las funciones cuyas definiciones estan expresadas en un lenguaje aje-
no al sistema, en nuestro caso Haskell, son traducidas a una forma en que
resulte sencillo realizar los analisis posteriores. Concretamente, se utiliza
una representacién interna en términos de hilomorfismos.

Reconocimiento de la forma de los hilomorfismos. Una vez que
una definicién ha sido incorporada al sistema, se le realiza un andlisis
para determinar si sus componentes satisfacen las hipétesis de alguna ley
de fusién. En esta etapa se responden preguntas como: j, Este hilomorfismo
es un catamorfismo? ; Es un anamorfismo? ; Su algebra es de la forma
7(ing)? j, Su élgebra es de la forma o(outg)? ; Hay alguna transformacién
que se le pueda hacer a este hilomorfismo para obtener otro equivalente
que se pueda fusionar? Los algoritmos de esta etapa son algoritmos que
reestructuran los hilomorfismos, algoritmos que reconocen la forma de
algebras y codlgebras, y algoritmos que derivan transformadores a partir
de ellas. Algunos de los algoritmos de reestructura que se presentan en la
Seccién 3.2 han sido propuestos durante este proyecto.

Aplicacion de las leyes de fusion. Cada ley puede considerarse co-
mo una funcién (parcial) que recibe dos definiciones de funciones f y g,
y retorna la definicién de la funcién resultante de fusionar £ . g. Dadas
dos funciones que se quieran fusionar, si sus partes satisfacen las hipdte-
sis de alguna ley de fusién entonces se les aplica la ley. En la practica,
en esta etapa debiera haber un algoritmo que buscase dentro de un pro-
grama composiciones de funciones fusionables. Dicho algoritmo no forma
parte de la versién actual. Su estudio e implementacién figura en la pla-
nificaciéon de extensiones futuras a la herramienta. En la implementacion
actual el usuario del sistema es quien indica que composiciones deben ser
fusionadas.

Escritura del resultado de la fusién en Haskell. Esta etapa es el
puente de salida del sistema. Aqui las funciones expresadas como hilomor-

21
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program ::= v=t
v=t
t: = w (variables)
| 1 (literales)
[ (...,1) (tuplas)
| \b->t (lambda expresiones)
| letw=tint (expresiones let)
| caset of (expresiones case)
p=>t
p=>t
| wvt...t (aplicacién de funciones)
| ct...t (aplicacién de constructores)
| tt (aplicacién general de términos)
| L (el término indefinido)
b:: = v (variables)
| (b,...,b) (tuplas de variables)
pu o= v (variables)
| (p,...,p) (tuplas de patrones)
| ¢(p,...,p) (aplicacién de constructores)
| 1 (literales)

Figura 3.1: Gramatica de términos

fismos son traducidas de nuevo al lenguaje original.

3.1. Derivacion de hilomorfismos

Siendo la primer etapa la que recibe las definiciones de funciones, se hace
necesario definir la gramética en la cual se hayan expresadas estas definiciones.
En la figura 3.1 presentamos nuestra gramatica de términos.

La gramatica es un subconjunto de Haskell lo bastante amplio como para
que todas las definiciones del lenguaje se puedan escribir de alguna manera con
esta sintaxis. Las definiciones son tan sélo un identificador que tiene asociado un
término. Para nuestra implementacién no hemos requerido ninguna informacién
de tipos.

Las aplicaciones de funciones y constructores se distingue de la aplicacion
general. Esto es porque resulta practico para los algoritmos tener en una lista
todos los argumentos de un constructor o una llamada recursiva.

En la figura 3.2 presentamos el algoritmo de derivaciéon de hilomorfismos de
Onoue et al. Las definiciones que acepta el algoritmo son de la siguiente forma

f=\vi...v, —>case tg of p1 —>t1;...;pp=>ty

Se asume que la funcién hace recursiéon sobre un tinico argumento y que ese argu-
mento es el Ultimo (v,,). Esto quiere decir que todos los argumentos vy, . .., U1
son constantes, i.e. que las llamadas recursivas tienen los mismos argumentos
en las primeras m — 1 posiciones. También se asume que el término estd bien
tipado.
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H(f,\v1... .0y —>case tg of p1 —>t1;...;pn=>tn) =
\’Ul e s Um—1 —>[[(b1v T V%Mﬂ]F

where ¢ =\v,, -> case ty of

P1 —>(1,(’U117...7U111,t/11,..., /131))
/ /
Pn _>(n,(U7l17'"7/Unln7tn1""’t’n/én))
¢i :\(Uila"'vvilmuh'"7u37¢)_>t;‘/

F= Fl + -4 Fn
FZ‘ZF(U“)X“-XF(UHi)Xll>< - X I,
({Uila-"7Uili}7{(ulat;jl)a"'a( Si 791 } t//)_ (platl)
D(pi,v) = ({v},0,v) sive vars(p;) U {vm}
({},0,v) en otro caso
D(pi,(tl,...,tn)) = (1 U---Ucy, g U---Uc,,(t17,...,tn’))
where (c¢;,ch,t1’) = D(p;,ti)

D(p;,C; (t1,...,tn)) =(qU---Ucp, 4 U---U¢,,C; (£17,...,tn’))
where (cl,c i’) = D(p;,ti)
D(pig tl...tm)) = ({},{(u,tm)},u) sig=fyv; =tiparai<m
(ctU---Uep,cfU---Uc,g t1’...tn’) sino

where (c¢;,c},ti’) = D(p;,ti)
D(p;,let v=t0 in t1) = (cpUcy, ¢y U], let v=t0’ in t1’)
where (c¢;,ch,t1i’) = D(p;,ti)

D(pi,\v ->t) = (¢, \v ->t”)
where (c,c',;t7) = D(p;,t)

D(pj,case tg in p1=>t1;...;pp=>ty) =
(c1U---Uep,yU---Ud,,case tg of p1=>t);...;pn=>t))
where (¢, ch,th) = D(py, ti)

(ARE?

Figura 3.2: Algoritmo de derivacién de hilomorfismos

La definicién que devuelve el algoritmo es de la forma

= \Ul e Um—1 ->[[¢1V e V¢n,¢]]

Cada componente ¢; se construye a partir de cada alternativa t;. En ¢; se reem-
plazan las llamadas recursivas por variables frescas que representan el resultado
de esas llamadas recursivas. El algoritmo D es el que se encarga de obtener una
variable fresca u distinta para cada ocurrencia de una llamada recursiva. En la
codlgebra se retornan todas los variables ligadas por los patrones p; que se usan
en cada t; y los argumentos de las llamadas recursivas.

El algoritmo tiene algunos detalles técnicos que estan implicitos. Ninguna
de las variables de entrada v;...v,,_1 es capturada dentro de los términos.
Esto quiere decir que ninguna construccién case contiene en sus patrones tales
variables, ninguna lambda abstraccién las usa como variables de entrada, y
ninguna construccion let las redeclara. Esta condicién es necesaria para que el
control que hace el algoritmo D antes de abstraer una llamada recursiva tenga
sentido. Una manera de esquivar el problema es renombrar todas las variables
con nombres Unicos en una etapa previa, pero este enfoque produce programas
dificiles de leer dado que todas sus variables serian generadas. La solucién que
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hemos adoptado en la implementacién verifica si los argumentos constantes de
las llamadas recursivas son las variables de entrada o variables capturadas, en
el segundo caso el algoritmo falla.

3.2. Reconocer esquemas de produccion y con-
sumo de datos

Para poder aplicar el teorema de la lluvia acida sobre una composicién de
hilomorfismos, es necesario reconocer cudl es el tipo de dlgebra y codlgebra que
estos hilomorfismos tienen. En la situacién

[[(ba wHF © [[¢/7 '(/)/]]G

queremos conocer la forma de 1) y ¢’, para saber si estamos en alguna de las
tres situaciones en que podemos aplicar el Teorema de Lluvia Acida. El titulo
de esta seccion se debe a que v indica cémo se consume la estructura de datos
intermediaria de los hilomorfismos y ¢’ indica cémo se produce esa estructura.
En las siguientes sub-secciones estaremos intentando responder las siguientes
preguntas

v ¢ =ing?
= ;) = outg?
v ;¢ = T1(ing)?
v b = o(outg)?

El reconocimiento de esquemas de produccién y consumo de datos va muy
de la mano con técnicas de reestructuracion que facilitan el reconocimiento.
Dado un hilomorfismo [¢, ¥]r la esencia de las reestructuras es descomponer ¢
en ¢" o, siendo una transformacién natural 1 : F = G. Luego podemos aplicar
la propiedad de hylo-shift vista en la Seccion 2.5, para llegar a

H¢7 w]]F = H¢//> no 1/’]](;

donde ¢ serfa posiblemente una funcién mds simple de analizar que ¢.
De manera andloga podemos realizar la descomposicién dual 9 en 1 o ",
siendo 7 : G = F. Asi tendremos que

[, 9] = [¢0n,¢"]e

3.2.1. Reconocer ing

Nos enfrentamos ahora a la pregunta j¢’ = ing? La forma trivial que puede
tener ¢’ : G A — A que nos asegura que es ing es C1V --- VC), donde C1,...,C,
son todos los constructores del tipo A (o (\()->C;) en el caso de que C; no
tenga argumentos).

Es claro que hay muchos términos que pueden ser equivalentes a un término
de la forma que acabamos de describir. Pero nosotros sélo reconoceremos ing
si se encuentra en esta forma con la esperanza de que sea suficiente para un
numero considerable de casos. Este también ha sido en esencia el enfoque de
Schwartz[Sch00]. Onoue et al.[OHIT97] proponen aplicar ¢ e ing a un cierto
conjunto de valores para comprobar que den los mismo resultados. Como se
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elige el conjunto de valores de prueba y qué certeza dan de que las funciones
sean equivalentes no queda claro en la presentaciéon que hacen de la técnica.

Cuando el algebra no esta en forma ing, hay varias reestructuras que se pue-
den realizar para obtener un hilomorfismo con algebra ing. De las reestructuras
que presentamos a continuacién, la primera es una sintesis de las reestructuras
propuestas por Onoue et al. y Schwartz, las dos reestructuras que se presentan
luego fueron identificadas y descritas en el transcurso del proyecto.

Moviendo argumentos

Dada un algebra ¢ = ¢1V - - - V¢,, donde cada ¢; es de la forma
&=\ i1, ..., v, ) >C; (i, ... ta,)
Podemos reestructurar cada ¢; como C; on; donde
0=\ Wity oy Uik, ) => (Eiay - oo tiy)

Luego, por propiedad del andlisis de casos, podemos descomponer el dlgebra de
esta manera:

¢ =(Crom)V:---V(Crpomn) =(C1V---VCr)o (m + - +1n)

Si cada 7); es una transformacién natural, entonces (1, + -+ + n,,) serfa una
transformacién natural que podriamos mover a la codlgebra. La condicién que
imponemos para que cada 7; sea una transformacién natural es que cada ¢;; sea,
o bien una variable, o bien un término que no referencia variables recursivas.

Ejemplo 3.1 (Reestructura de mirror) Consideremos, por ejemplo, la fun-
cién mirror.

data Tree a = Empty | Node (a,Tree a,Tree a)

mirror : Tree a -> Tree a
mirror (Node (a,t1,t2)) = Node (a,mirror tl,mirror t2)
mirror Empty = Empty

Vista como hilomorfismo tiene la siguiente forma:

mirror = [¢,out]r
F=14+axIxI
¢ :: F (Tree a) -> Tree a
¢ = (\O->Empty) V(\(a,vl,v2)->Node (a,v2,v1))
outg = \1-> case 1 of
Empty -> (1,())
Node (a,t1,t2) -> (2,(a,t1,t2))

Si descomponemos el dlgebra de la siguiente manera
¢ = (\O->Empty) VNode o (id+(\(a,v1,v2)->(a,v2,v1)))

siendo una transformacién natural (id+(\(a,v1,v2)->(a,v2,v1))):F = F,
podemos reestructurar el hilomorfismo obteniendo

[, oute]p=[ing, (id+(\ (a,v1,v2)->(a,v2,v1))) o outr]r
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Ejemplo 3.2 (Reestructura de map) Pensemos ahora en la funcién map
map : (a->b) -> List a -> List b
map f (Cons (a,as)) = Cons (f a,map as)
map f Nil = Nil

que vista como hilomorfismo tiene la siguiente forma

map f = [¢,outs]r
F=1+axI
¢ : F (List a)->List a
o= N\0O->Ni1)v(\(a,v)->Cons (f a,v))
outp = \1-> case 1 of
Nil => (1,0)
Cons (i,is) -> (2,(i,is))

El algebra se descompone de la siguiente manera
¢ = (\O->Nil)VCons o (id+(\(a,v)->(f a,v)))

siendo una transformacién natural (id+(\(a,v)->(f a,v))):F=1+b x I.
Reestructurando tenemos

[é,oute]r = [ing, (id+(\(a,v)->(f a,v))) o outg]e
G=1+Dbx1I

Agregando constructores
Sea un functor F = Fy + - - - 4+ F. Dada un algebra
¢p=(C1V---VC;) :: F A ->A

donde hay constructores de A que no aparecen entre C y Cj. Podemos rees-
tructurar el dlgebra como

¢p=(C1V---VC,V---VCy)oyg
donde g se define

g::F A->F> A
g = (\vs—>(,vs))V---V(\vs—>(k,vs))
F/ Fi+ - +Fp+Fpp1+---+F,

g juega el papel de conversor del tipo F A en el tipo F’ A que lo contiene.
Entran valores de una suma de k£ sumandos y retorna una suma de n sumandos
tal que los tnicos sumandos que devuelve son los k primeros. Esto hace que ¢
preserve su comportamiento. Nétese que g es una transformacion natural entre
FyF.

Ejemplo 3.3 (Reestructura de repeat) Sea la funcién

repeat : a -> List a
repeat a = Cons (a,repeat a)

Si derivamos su forma de hilomorfismo obtenemos

repeat = [¢, Y]r

F=ax1I
¢ : F (List a)->List a
¢ = Cons

P =\a->(a,a)
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Podemos descomponer el algebra en
¢ = (ConsV(\(O)->Nil)) o (\vs->(1,vs))
siendo (\vs->(1,vs)):axI=axI+ 1. Reestructurando tenemos

[, ¢]r = [ing, (\vs=>(1,vs)) o g
G=axI+1
ing = ConsV (\ ()->Nil)

Moviendo cases

Dado un término ¢ de la siguiente forma

¢=\(v1,...,vp)->case ty of
p1—>t1

Pm~>tm

podemos descomponer el término como

¢=(91V - Vgm)on
where n = \(vy,...,v;)->case tg of
p1_>(1)b1}(p17t1))

pm_> (m’ b’U(p»m, t’m))

donde g;=\bv(p;, t;)->t; y donde bv(p;,t;) denota las variables que aparecen en
t; v que ocurren en el patrén p; o entre las variables de entrada {vy,...,vs}.
Si ¢::Fa->a y ty no referencia variables recursivas, entonces podemos ase-
gurar que 7 es una transformacién natural.
Utilizando esta estrategia, podemos factorizar un algebra ¢,V - - - V¢, como

1V -V, = (P1V - V@) o (m+ -+ 1)
donde:

= 7); acarrea una estructura case cuando la misma se encontrase original-
mente en ¢;. El correspondiente ¢} serfa un analisis de casos de la forma

Gir Vo Vi, -
= 7); = id si ¢; no tiene ninguna estructura case.

En caso de que alguna ¢; tenga mas de una estructura case se puede volver a
factorizar ¢} de la misma manera.

Ejemplo 3.4 (reestructura de upto) Consideremos la funcién upto que com-
puta la lista de enteros entre dos enteros dados.

upto : Int -> Int -> List Int
upto n m = case m>n of
True -> Nil
False -> Cons (m,upto n (m+1))
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Notese que hemos escrito un if utilizando una construccién case para poder
aplicar la reestructura.
Derivando el hilomorfismo tenemos
upto n = [¢,\n->(m,m+1)]f
F Int X I
¢ :: Intx(List Int) -> List Int
¢ = \(m,v) -> case m>n of
True ->Nil
False ->Cons (m,v)

Podemos descomponer el dlgebra de la siguiente forma
¢ =1ingon
where G =1-+1IntxI
ing = (\()->Nil)VCons
n::Fa->Ga
n = \(m,v) -> case m>n of
True ->(1,0))
False ->(2,(m,v))

Reestructurando tenemos

[¢,\m=>(m,m+1) ] = [ing,n o (\m->(m,m+1))]q

3.2.2. Reconocer outrp

Nos enfrentamos ahora a la pregunta ;1 = outr? siendo

= \l->case tg of
’ll) \
pl_>(1: (t117 A 7t1k1))

Pn=>@, (tp1, -y tnk,))
La forma trivial que puede tener ¥ que nos asegura que es outr es la siguiente:

1. Cada patrén p; debe ser una aplicacién de constructor a variables.

2. Las variables en p; deben ser devueltas en la correspondiente tupla de sali-
da en el mismo orden. No se puede devolver otra cosa que estas variables.

3. Hay un tnico patréon para cada constructor del tipo de entrada.

Como en el caso de ing, pueden haber términos equivalentes a outr en una
forma distinta a la mencionada que no tendremos en cuenta. Presentamos a
continuaciéon dos técnicas de reestructuras de codlgebras para obtener outy a
partir de codlgebras que no lo son. La primera de ellas es una sintesis de la
reestructura propuesta por Onoue et al.[OHIT97] para codlgebras. La segunda
es una reestructura identificada y descrita durante el proyecto.

Moviendo términos

Dada una coélgebra

1 = \l->case ty of
p1—>(1,(t11,...,t1]€1))

Pn=>(n, (pty - v ok, )
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podemos reestructurarla como

Y=+ tmn)oy
y'= \l->case tyg of

p1 —>bv(p1)

Pn _>bv(pn)
n; = \bv(p;) ->, G, ... tig,))

siendo bv(p;) las variables que ocurren en p;. La condicién suficiente que usare-
mos para asegurar que (n; + - -+ 7,,) sea una transformacién natural, y por lo
tanto tenga sentido hacer esta reestructura, es que cada ¢;; debe ser

= 0 bien una variable que siempre que ocurre lo hace como término recursivo,

= 0 bien una variable que siempre que ocurre no lo hace como término re-
cursivo,

= 0 bien no es un término recursivo y no contiene variables que ocurren en
términos recursivos.

Ejemplo 3.5 (Reestructura de filter) Consideremos, por ejemplo, la fun-
cién filter.

filter : (a->Bool) -> List a -> List a

filter p (Cons (a,as)) = if p a
then Cons (a,filter p as)
else filter p as

filter p Nil = Nil

Derivando el hilomorfismo para filter tenemos

filter p =[(\O->Nil) Vo, ¢]r
where F=I+axIxI
¢2 =\(a,vl,v2)-> if p a then Comns (a,vl)
else v2
1 =\1-> case 1 of
Cons (a,ls) ->(2,(a,ls,1s))
Nil ->(1,0))

Podemos descomponer la codlgebra como

¥ = (id + 1) o outg
where G=I+axI
n2 =\(a,ls)-> (a,ls,ls)
outg = \1-> case 1 of
Nil -> (1,0))
Cons (i,is) -> (2,(i,is))

Si ahora aplicamos la propiedad de hilo-shift obtenemos
filter p = [((\O->Nil) V¢q) o (id + 12), outcle

Este es un caso donde se introduce una transformacién natural  que duplica
variables. La reestructura se pudo hacer porque 1s es una variable que ocurre
siempre como término recursivo y a es una variable que nunca ocurre como
término recursivo.

Por el contrario, si 1s hubiese ocurrido una vez como término recursivo y
otra vez como no recursivo, la reestructura no hubiese sido posible. (I
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Agregando constructores

Dada una coélgebra

1 = \l->case t; of
Ci (pu1, -5 p1r ) > (1, 80)

Cn (pnla cee apm“n)_>(n:tn)

donde existe un constructor C,11 correspondiente al tipo de entrada que no
ocurre en los patrones del case, podemos descomponer la codlgebra como

Y=(mV---Vn,vLi)oy)
' = \l->case ty of
Cr (p11y- - p1r ) —>(1,1)

Cn (pnlv"'vpnrn)_>(n:tn)
Crn1 (ury.ostp, ) =>4, (uyy .y Uy, )
n; = \vs=>(i,vs)

Hemos agregado en 1’ una alternativa artificial para el caso del constructor
Chr+1, y ahora podemos aspirar a interpretarla como outr para el tipo de entrada.
El término

n=(mv--Vn,vl1)

es una transformacion natural
7]IF1—|—'~'—|—Fn—|—Fn+1 =F4+---4+F,

Cada F; es el functor que describe la signatura del correspondiente constructor
C;. El cometido de 7 es imitar el comportamiento de 1 en el caso en que difiere
de 1’. El resultado de aplicar ¢ a un término de la forma Cp 1 (t1,..., ¢, )
es un valor indefinido, por tanto cuando 7 recibe el valor (n+1, (t1,...,%.,,,))
el resultado deberia ser indefinido. Para eso se utiliza

1::Fpp1 a >F+---+F,

un funcién indefinida para cualquier valor de entrada.
Asi podemos hacer fusién con funciones definidas parcialmente.

Ejemplo 3.6 Por ejemplo

mapP :: (a->b) -> List a -> List b
mapP f (Cons (a,as)) = Cons (f a,mapP f as)

Derivando el hilomorfismo tenemos
where F=aXxI
¢=\(1,(a,v))-> Cons (f a,v)
1 =\1-> case 1 of
Cons (a,as) ->(1,(a,as))

Podemos descomponer la codlgebra 1 como

= \vs—>(1,vs))VLoy

F=axlI

' =\1-> case 1 of
Cons (a,as) ->(1,(a,as))
Nil ->(2,())
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Reestructurando:
mapP f = [po (\vs->(1,vs)) VL, ¢']q¢
F=axlI
G=axI+1

¢=\(,(a,v))-> Cons (f a,v)

' =\1-> case 1 of
Cons (a,as) ->(1,(a,as))
Nil ->(2,0)

De manera similar a como ocurria con las algebras, aqui tenemos un caso de
codlgebra que es casi outg pero los sumandos del tipo devuelto estéan al revés. De
la misma forma podemos reescribir el hilomorfismo para corregir este detalle,
por tanto en la préctica el orden no nos preocupa.

mapP f = [po LV(\vs->(1,vs)), 9]¢
F=axI
G=axI+1
¢»=\(2,(a,v))-> Cons (f a,v)
' =\1-> case 1 of
Cons (a,as) ->(2,(a,as))
Nil ->(1,0)

3.2.3. Reconocer 7

Queremos saber ahora si ¢ = 7(ing), para 7:: (F a->a)->(G a->a). Para
ello tenemos un algoritmo que dado un algebra ¢ retorna su descomposicién en
7(ing).

En nuestra presentacion del algoritmo supondremos que el término ¢ que se
recibe como entrada es un andlisis de casos ¢1V --- V¢,, donde cada ¢; es de
la forma (\(vq,...,vg,)=>t;) y t; estd en una forma normal. La forma normal
puede ser una de las siguientes:

1. una variable recursiva.

2. una aplicacién de constructor Cj (t1,...,t,) donde cada t} que se en-
cuentra en una posicién recursiva del constructor C; estd en forma normal.
Si t;- no se encuentra en una posicién recursiva entonces puede ser cual-
quier término que no referencie variables recursivas. Decimos que un t;
estd en una posicién recursiva si el functor F indica que t; ocupa una
posicién recursiva del constructor Cj.

3. un término cualquiera que no referencie variables recursivas.

Para obtener nuestra forma normal en los casos en que ocurren cases en el
algebra podemos usar la reestructura que planteamos para el reconocimiento de
’L.TLF.

En la Figura 3.3 presentamos el algoritmo de derivaciéon de 7. El objetivo
del algoritmo A es abstraer los constructores, sustituyéndolos por las correspon-
dientes operaciones de la F-algebra «. Este algoritmo de abstraccién se aplica
recursivamente sélo en los argumentos recursivos, los cuales vienen indicados
por el functor F. Desde luego, necesitamos conocer el functor para poder ejecu-
tar el algoritmo. El functor se puede derivar de una coalgebra que se encuentre
en forma outy. Es seguro que esa codlgebra estd disponible pues no estariamos
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T(F,¢::G a->a) :: (F a->a)->(G a—>a)
TFEL1+ -+ Fm, 1V Vdn) = \(1V - Va,)->T ' (¢1)V - VT (¢n)

where
T'(\bvs->t) = \bvs—>A4 t
A(v) =v (Siv es una variable recursiva)
A(Cj (t1,... ,tk)) = (Fj A @y, ..., 1)
A(C]) = Q; O
A(t) = (a)r t (Todos los otros casos)

Figura 3.3: Algoritmo de derivacién de 7

derivando 7 si el hilomorfismo no estuviera en una composicion a la derecha de
un catamorfismo.

Dada ¢ : G A — A, las dos propiedades que garantizan la correccién del
algoritmo son

» 7(F,¢) :: (F a->a)->(G a->a)
] T(F, ¢) ’I:TLF = ¢

Onoue et al.[OHIT97] dan un boceto de la prueba de estas propiedades que no
incluiremos aqui.

Ejemplo 3.7 (Derivacién de 7) Consideremos la siguiente funcién

appendll :: a -> List (List a) -> List (List a)
appendll a Nil = Nil
appendll a (Cons (as,ass)) = Cons (Cons (a,as),appendll ass)

que como hilomorfismo tiene la forma

appendll = \a->[¢; V2, out|r
where F=1-+List ax1I
¢ =\ -> Nil

¢2 = \(as,ass)-> Cons (Cons (a,as),ass)

Si aplicamos 7 (F, ¢1 V) obtenemos el transformador

7 ::(F b->b)->F b->b
T = \a1Va2—>¢1qu2
where ¢; =\()-> A(Nil)
¢o = \(as,ass)-> A(Cons (Cons (a,as),ass))

que es lo mismo que

7 ::(F b=>b)->G b->b
T = \oz1Va2—>¢1V¢2
where ¢1 =\O-> a; O
o2 = \(as,ass)-> «as (Cons (a,as),A(ass))

Observar que no hemos abstraido en ¢5 una de las ocurrencias del constructor
Cons, debido a que ocurre en una posicién no recursiva segin el functor F, y por
tanto sélo se vuelve a aplicar el algoritmo A sobre el argumento ass.
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Finalmente, obtenemos

7 ::(F b->b)->G b->b
T = \a1Va2—>¢1v¢2
where ¢ =\O0-> a1 O
¢2 = \(as,ass)-> as (Cons (a,as),ass)
O

Onoue et al.[OHIT97] proponen una forma normal algo distinta para los
términos dentro de cada ¢;:

1. el término es una variable de entrada de ¢;;
2. es una aplicacién de constructor a términos en forma normal;

3. es una aplicacién de hilomorfismo [¢]V --- V¢! , outg]r v/ donde cada ¢
estd en la misma forma restrictiva que ¢;, y v es una variable recursiva.

4. es de la forma f t;...t, donde f es una funcién global y los términos
t1,...,t, no referencian variables recursivas.

Las diferencias fundamentales se encuentran en la segunda y tercer clausula.
De hecho estas clausulas conducen a errores al derivar 7 a partir de términos que
las satisfacen (a continuacién presentamos contraejemplos). Nuestras cldusulas
son un intento por corregir estas situaciones, pese a que no hemos realizado una
prueba formal.

Contraejemplo 3.8 (para la segunda cldusula) Consideremos las funcio-
nes

mapl :: (a->a) -> Tree a -> Tree a
mapl f Empty = Empty
mapl f (Node (a,t1,t2)) = Node (f a,mapl f t1,t2)

prunel :: (a -> Bool) -> Tree a -> Tree a
prunel p Empty = Empty
prunel p (Node (a,t1,t2)) =
case p a of
True -> prunel p t2
False -> Node (a,prunel p tl,prunel p t2)

Si derivamos los hilomorfismos para estas funciones tenemos

mapl = \£->[¢, outr]r
where F = 1+ Int x I x Tree a
¢ = (\QO->Empty) V(\(i,t1,t2)->Node (f i,t1,t2))

prunel = \p->[¢1 Vs, outyl
where H=14+axIxI
¢1 =\ -> Empty
¢2 =\(a,vl,v2) -> case p a of
True ->v2
False ->Node (a,v1,v2)
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Si deseamos fusionar mapl (+1)oprunel (==8) necesitamos reestructurar prunel,
dado que no es un anamorfismo y su algebra tampoco esta en la forma que ad-
mite el algoritmo de derivacién de 7 (pues ¢ contiene un case cuyas ramas
referencian variables recursivas).

El resultado de reestructurar prunel es

prunel = \p ->[[¢1V(idj¢3),77 o 1]e
where H=1+axIxI

G=1+(I+axIxI)
¥ = \l->case 1 of
Empty ->(1, Q)
(Node a t1 t2) ->(2,(a,t1,t2))
n::Hb->GDb
n = 1id+mn
72 = \(a,vl,v2) ->case p a of
True ->(2,(1,v2))
False ->(2,(2,(a,v1,v2)))
¢1 = \O -> Empty
¢3 = \(a,vl,v2) ->Node (a,v1,v2)

Como el algebra de prunel luego de la reestructura tampoco esta en forma
ing, tendremos que derivar 7 a partir del functor F de mapl. Nétese que en este
caso los términos en el dlgebra de prunel satisfacen la forma normal de Onoue et
al. pero no la nuestra (no se satisface ninguna de nuestras cldusulas, en especial
no se satisface la segunda porque en ¢3 el argumento vo del constructor Node
es no recursivo segun el functor F pero referencia a la variable recursiva vq). Si
seguimos con el contraejemplo, dado que se satisfacen las clausulas de Onoue et
al. no tendrfamos objeciones para proceder a evaluar 7 (F, ¢p1VidVs).

T(a1Vaz) = \O->a1 O)vidv(\(a,vl,v2)->as (a,v1,v2))
Noétese que el algoritmo 7 pretende que el tipo de la expresién derivada sea
7 :: (F b=>b)->(G b->b)
sin embargo, este no es el tipo. La expresién derivada tiene tipo
T :: (H b->b)->(G b->b)

En este punto ya no hay una ley de fusién que podamos aplicar, pero resulta
instructivo observar cémo al pasarnos por alto este error la fusién cata-hilo
retorna un resultado erréneo:

mpl=[on0vls
where H=14IntxIXI
G=1+I+IntxIXI
¥ = \l->case 1 of
Empty ->(1,0)
(Node a t1 t2) ->(2,(a,t1,t2))
n :: Hb->G b
n = 1id+n
72 = \(a,vl,v2) -> case (==8) a of
True ->(2,v2)
False ->(3,(a,v1,v2))
T(1Vag) = a1 VidVas
¢ = 7((\O->Empty) vV (\(i,t1,t2)->Node ((+1) i,t1,t2)))
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Hemos abreviado el cuerpo de 7 para mejorar su legibilidad. Si expresamos el
hilomorfismo anterior como una definicién recursiva tenemos:

mpl :: Tree Int -> Tree Int
mpl Empty = Empty
mpl (Node (a,tl,t2)) =
case (==8) a of
True -> mpl t2
False -> Node ((+1) a,mpl t1,mpl t2)

Puede verificarse que

_ mpl (Node (1,Node (1,Empty,Empty),Node (1,Empty,Empty)))
(Node (2,Node (2,Empty,Empty),Node (2,Empty,Empty)))

cuando la composicién original retornaba algo distinto

(mapl (+1).prunel (==8))
(Node (1,Node (1,Empty,Empty),Node (1,Empty,Empty)))
= (Node (2,Node (2,Empty,Empty),Node (1,Empty,Empty)))

Una diferencia fundamental entre ambas definiciones, que puede ayudar a ex-
plicar la discordancia de los resultados, estriba en que mpl tiene dos llamadas
recursivas mientras que mapl sélo tiene una.

Resumiendo, el algoritmo de derivacién de 7 puede fallar si se aplica sobre
algebras cuyos términos son admitidos por la segunda cldusula de la forma
normal de Onoue et al. (]

Contraejemplo 3.9 (para la tercer clausula) Para poder presentar el con-
traejemplo necesitamos extender primero el algoritmo 7 que hemos presentado,
para que considere el caso de esta tercer cldusula que no aparece en nuestra
forma normal.

Especificamente Onoue et al. presentan la siguiente ecuacion en la definicién
del algoritmo A:

A([¢, oute]r v') = [T (F, ¢)(a1V - - - Vau,), outg]s v

siendo v’ una variable recursiva.
Consideremos las siguientes funciones

concatr :: List (List a) -> List a
concatr Nil = Nil
concatr (Cons (a,as)) = append a (concatr as)

append :: List a -> List a -> List a
append 1 Nil =1
append 1 (Cons (a,as)) = Cons (a,append 1 as)

La funciéon append concatena sus dos argumentos en una tunica lista. Para este
contraejemplo hemos seleccionado para los argumentos de append un orden
distinto del usual s6lo para que el argumento recursivo sea el iltimo. La funcién
concatr hace lo mismo que concat oreverse, i.e. dada una lista de listas se la
da vuelta y luego se concatenan todas las listas en ella.

Si derivamos hilomorfismos de estas definiciones tenemos

concatr = [(\()->Nil)V (\(a,v)->append a v),outs [
where F/ = 1+ List ax I

append =\1->[(\O->1)V(\(a,v)->Cons (a,v)),outs]r
where F = 1+ax1I
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Si ahora queremos fusionar alguna funcién, digamos reverse, con concatr,
tendremos que derivar necesariamente 7 a partir del algebra de concatr. Segun
nuestra forma normal, no podriamos aplicar el algoritmo debido a que los térmi-
nos del algebra no satisfacen ninguna clausula. Pero de vuelta, los términos
si satisfacen la forma normal de Onoue et al. Segun ellos el 7 derivado seria:

(F b ->b)-—>(F’ b->b)
= \(a1Van)-> a1V (\(a,v)->[7' (a1 Vaz), oute]r v)
where 7/ = \(1Vaz)-> (\O->a)Vay

T
T

El tipo de este 7 tampoco es correcto, pues el tipo de la variable v a la que se
aplica [T/ (a1 Vas), outy]r deberfa ser del tipo del dominio de outy (i.e. List a),
pero la signatura de 7 dice que debe ser de tipo b, para b arbitrario. De ignorar
este error y continuar con la fusién, se obtendria una definicién mal tipada.

Resumiendo, el algoritmo de derivacién de 7 puede fallar si se aplica sobre
algebras cuyos términos son admitidos por la tercer clausula de la forma normal
de Onoue et al. O

3.2.4. Reconocer o

Para concluir con el examen de algebras y codlgebras, nos preguntamos por
dltimo si ¢ = o(outg), para o :: (a->G a)->(a->F a). Para ello tenemos un
algoritmo que dada una codlgebra 1 retorna su descomposicién en o (outy).

Las coélgebras que acepta el algoritmo de Onoue et al.[OHIT97] son de la
siguiente forma

\vg->case vg of p1=>(1,(t11,.-,t1m)); .« 3Pn=>C@, (p1, .oy tnm))

Es decir, el case se debe evaluar sobre la variable de entrada. También se re-
quieren las siguientes restricciones adicionales:

= Los términos recursivos deben ser variables, y en los términos no recursivos
no deben referenciarse dichas variables.

= Los patrones p; satisfacen la siguiente forma normal:

1. son una variable; o

2. son de la forma C; (p}...p}, ) tal que cada p’; en una posicién recur-
siva del constructor C; estd en forma normal. Los p;v en posiciones no
recursivas pueden ser cualquier patrén que no referencie variables que
aparezcan en algtin término recursivo. Decimos que un p;- esta en una
posicién recursiva si el functor G indica que p; ocupa una posiciéon
recursiva del constructor Cj.

De manera dual al algoritmo de derivacién de 7, en este algoritmo se in-
tentan abstraer constructores de los patrones de la codlgebra. Antes de pasar a
esta tarea, realizamos un preprocesamiento de los patrones para eliminar ani-
damientos. Considérese, por ejemplo, la funcién

impares :: List a -> List a
impares = \v-> case v of
Nil -> Nil

Cons (a,Nil) -> Cons (a,Nil)
Cons (b,Cons (_,1)) -> Cons (b,impares 1)
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que extrae las posiciones impares de una lista.

Si derivamos el hilomorfismo para esta funcién obtenemos una codlgebra
1 :: List a -> F (List a)
1 = \v->case v of
Nil ->(1, ()
Cons (a,Nil) ->(2,a)
Cons (b,Cons (_,1)) —->(3,(b,1))
donde F es el functor 1 +a + a x I. Eliminando los anidamientos de patrones
obtenemos la siguiente expresién equivalente:
1 = \v-> case v of
Nil ->(1,0)
_ —=> case v of
Cons (a,ul) ->
case ul of
Nil ->(2,a)
_ —> case v of
Cons (b,u2) ->
case u2 of

Cons (_,1) ->(3,(b,1))
_ => case v of

Cons (b,u3) ->
case u3 of

Cons (_,1) ->(3,(b,1))
Esta expresion se obtiene casi aplicando mecanicamente algunas de las identi-
dades que definen la semdantica del chequeo de patrones para Haskell[Jon03]. En
particular consideramos las dos reglas siguientes:
» case v of {p; -> e1;

case v of

{p1=> e1;

_ >

-3Pn > en} =

case v of

{pn—> en}...}

m case v of {C p1...pp, —> e;_ => €'} =
case v of

{C v1...v, => case vy of
{p1—>

case v, of
{pn_> €;
>}

_=>€ }
>}

al menos un patrén p; no es una variable; y v;..v,, son variables frescas.

En breve presentaremos el algoritmo exacto que utilizamos para obtener la ex-
presion de arriba. La codlgebra se ve algo mas confusa de la nueva manera. Sin
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embargo, desde el punto de vista algoritmico nos interesa esta forma pues no
contiene anidamientos sobre las posiciones recursivas de los constructores que
ocurren en los patrones.

Siendo outg

outg :: List a -> G (List a)
outg = \1-> case 1 of
Nil ->(1,0)
Cons (a,as) ->(2,(a,as))

donde G =1 +a x I es el functor de las listas, podemos reescribir la codlgebra
de la siguiente forma:

1 = \v-> case outg v of
1,0) —>,0)
_ => case outg v of
(2,(a,ul)) —>
case outg ul of
(1,0) =>2,a
_ => case outg v of
(2,(,u2)) >
case outg u2 of
(2,0,1)) >3, (m®,1))
_ —=> case outg v of
(2,(,ud)) ->
case outg u3 of
(2,(.,1)) ->(3,(b,1))

Si en esta ultima expresién abstraemos outg obtendremos la expresion

o (b->G b) -> (b->F b)
o=\ v >
case 0 v of
1,0) >@,0)
_ —>case 3 v of
(2,(a,ul)) -> case [ ul of
1,0) —>(2,a
_ => case (# v of
(2, (b,u2)) ->
case J u2 of
(2,(,1)) ->(3,(b,1))
_ -> case 3 v of
(2,(,u3)) ->
case [ u3 of
(2,(,1)) ->(@3,(b,1))

Dada una coalgebra, el objetivo de nuestro algoritmo de derivacion de o es
entonces obtener otra codlgebra sin patrones anidados en posiciones recursivas,
donde las aplicaciones de outg seran finalmente abstraidas. Nuestro algoritmo
se basa fuertemente en el dado por Onoue et al.[OHIT97], pero reestructura los
analisis de casos de forma diferente. El resultado de la fusién con o propuesta
por Onoue et al. era muy dificil de codificar como un programa recursivo. La
eliminacion previa de anidamientos en los patrones es el paso fundamental que
nos permite superar este problema.
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F(G,case vg of p1 —>l1;...;Pp~>lyn) =
G( case vy of
p1 > L
->

Pn—1—> th_1
_ -> case vg of
Pn _>tn )
Gi+--+Gnp =G
G(case vy of Cj (p1,...,pp) ~>t1;- —>ta) =
case vy of
Cj W, spp) => (fio--ofi) ta

- > th
where  (f1,....fx) =G; (Go) (g P} p1,---.9 Dk Pk)
(®1,...,p)) =Gj (const(u)) (p1,...,pr) (u es una variable fresca)
5 =G(ta)
g pi p; t= sip,+#p; entonces case u of
Di —> ¢t
>t
sino t
g(case vg of ug —>t1;- —>tz) = case vy of wg —>ty;_ —>ty
Gt)y=t

Figura 3.4: Algoritmo de eliminaciéon de anidamientos

Nuestra version del algoritmo de derivacion de o adolece de un problema. En
el término o derivado arriba, puede observarse que en el caso que g v#(1, ()
y 8 ul#(1, ()) tenemos que ul=u2. Asi se deduce que 8 ul=gF u2. Esto pone
de manifiesto que la evaluacién de o(8) puede llegar a repetir célculos lo cudl
no es deseable.

El problema se origina por la forma en que hemos eliminado los anidamientos
de patrones. Como trabajo futuro proponemos estudiar la definicién de un mejor
algoritmo de eliminacién de anidamientos que utilice una estrategia diferente
para construir la estructura de cases.

En la Figura 3.4 presentamos los algoritmos que eliminan los anidamientos
de patrones. La funcién F se encarga darle a G una estructura de cases que
tienen sélo dos alternativas. El functor G que se le proporciona a F debe ser
el functor del anamorfismo involucrado (no estarfamos intentando derivar o si
no tuviésemos una composicién con un anamorfismo a la izquierda). La funcién
const(u) siempre retorna u no importa el argumento al cudl se aplique. Cuando
se indica que u es una variable fresca, esto quiere decir que cada aplicacién de
const(u) devuelve una variable fresca distinta.

En la Figura 3.5 presentamos el algoritmo de derivacién de o que identifica
y abstrae las ocurrencias de outg en un término resultado del procesamiento
anterior.

El algoritmo de abstraccién para 7 se invocaba sobre las posiciones recursivas
de una aplicacién de constructor. De manera dual, el algoritmo de derivacion de
o abstrae sobre cases correspondientes a posiciones recursivas (segin el functor
F) de los constructores C; que ocurren en los patrones. Nétese que debido al
preprocesamiento realizado por el algoritmo F, todos los cases encontrados por
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S(G\v->t) =\A->\v->B(1)
B(case u of C; (p1,...,px) —>t1;- —>l2) =
case O u of
s 1, 5pK)) —>B(t1)
_ ->B(t2)
B(case u of p => t1;- => tg) =
si p es un término recursivo entonces
B(t1)[u/p)
sino case (B¢ u of p ->t;;_ —>ta)
B(t) =t

t[u/p] denota la sustitucién de p por u en el término ¢.

Figura 3.5: Algoritmo de derivacién de o

el algoritmo B se evaltiian sobre posiciones recursivas de los constructores.

Se inserta un anamorfismo [3]¢ cuando el patrén no es un término recursivo
ni una aplicacién de constructor. Vale la pena recordar que si p es un término
recursivo las restricciones sobre la entrada del algoritmo aseguran que es una
variable.

Las restricciones adicionales sobre la forma de las coalgebras son necesarias
a nuestro entender, si bien no son mencionadas por Onoue et al. [OHIT97] en
su presentacion del algoritmo.

Contraejemplo 3.10 (Los términos recursivos deben ser variables) Con-
sideremos la siguiente funcién

mapT :: (a->b) -> Tree a -> Tree b
mapT f Empty = Empty
mapT £ (Node (a,t1,t2)) = Node (f a,mapT f t1,mapT f t2)

addDepth :: Tree Int -> Tree Int

addDepth Empty = Empty

addDepth (Node (a,t1,t2)) = Node (a,addDepth (mapT (+1) t1),
addDepth (mapT (+1) t2))

La funcién addDepth recibe un arbol de enteros, y suma a cada nodo la profun-
didad a la que se encuentra dentro del arbol.
Derivando hilomorfismos de estas definiciones tenemos

mapT = \f->[ (\O->Empty) V(\(i,t1,t2)->Node (f i,t1,t2)),outs]r
where F = 1 +Int x I x I

addDepth = \p->[¢1 V2, Y]e
where G=14+IntxIXxI
1 :: Tree Int -> G (Tree Int)
¥ =\t -> case t of
Empty ->(1,0)
Node (a,t1,t2) —>
(2, (a,mapT (+1) t1,mapT (+1) t2))
¢1 = \() -> Empty
¢2 = \(a,v1,v2) -> Node (a,vl,v2)




3.2 Reconocer esquemas de produccion y consumo de datos 41

Si quisiéramos fusionar addDepth o mapT f, dado que addDepth no es un
catamorfismo y no se puede reestructurar para que lo sea, tenemos que derivar
o a partir de . Asi obtenemos

g :: (F b=>b) -> (G b->b)
o(B) = case § t of
(1,0) > (1,0)
(2,(a,t1,t2)) > (2,(a,mapT (+1) t1,mapT (+1) t2))

Sin embargo el tipo del o derivado no es correcto. Segun el functor G t1 es de
tipo b arbitrario, pero a t1 se le aplica mapT (+1) que espera un argumento
de tipo Tree Int. Asi llegamos a que el algoritmo de derivacién de o puede
fallar si no se exige que los términos recursivos de la codlgebra de entrada sean
variables. U

La restriccién sobre la forma que pueden tener los patrones de la codlge-
bra sirve para simplificar el algoritmo. Como trabajo futuro se podria intentar
ampliar el conjunto de patrones manipulables.
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Capitulo 4

Implementacion del sistema

Un sistema de fusién requiere una manipulacién intensa de términos de sin-
taxis abstracta. Ello es uno de los incentivos principales para usar Haskell como
lenguaje de desarrollo. Lo que sigue es una presentacion de las principales es-
tructuras de datos y funciones que componen la implementacion realizada.

4.1. Representaciéon de programas

La representacién de la sintaxis abstracta mediante tipos de datos es directa.

type Definiciones = [(Variable,Term)]
data Term = Tvar Variable -- Variable
| Tlit Literal -- Literal
| Ttuple [Term] -- Tupla
| Tlamb Boundvar Term -— Lambda expresio’n
| Tlet Variable Term Term -- let
| Tcase Term [Pattern] [Term] -- case
| Tfapp Variable [Term] -- Aplicacio’n de funcio’n
| Tcapp Constructor [Term] -- Aplicacio’n de constructor
| Tapp Term Term -- Aplicacio’n
| Tbottom -- Te’rmino indefinido
data Variable = Vuserdef String -- Variable definida por el usuario
| Vgen Int -- Variable generada

type Constructor = String

data Boundvar = Bvar Variable -- Variable
| Bvtuple [Boundvar] -- Tupla de variables
data Pattern = Pvar Variable -— Variable
| Ptuple [Pattern] -- Tupla de patrones
| Pcons Constructor [Pattern] -- Aplicacio’n de constructor
| Plit Literal -- Literal

Un programa es dado por una lista de definiciones de funciones. Una vez
que dichas definiciones son representadas en términos de la sintaxis abstracta,
procedemos a procesar cada una con el algoritmo de derivacién de hilomorfismos.

43
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4.2. Representacion de hilomorfismos

Un hilomorfismo es representado como una tupla con las siguientes compo-
nentes

= un algebra

= una coalgebra

= un functor

= un nombre para el hilomorfismo

= argumentos constantes
Concretamente,

type Hylo a ca = (Algebra a,
Coalgebra ca,
Functor,
String,
[Boundvar])

Por ejemplo,

h=\v; ... v =>[o, ¥]F

se almacenan como

(¢’w:F, ““h?’ 5 [U],...7’l)k])

4.3. Representacién de functores

Las operaciones bésicas relacionados a un functor son:

= Dado un valor retornado por una coalgebra, determinar si es argumento
de una invocacién recursiva.

= Dado un valor de entrada de un algebra, determinar si es el resultado de
una invocacioén recursiva.

Para resolverlos, asociamos un identificador interno a cada posiciéon que re-
torna una codlgebra, o que recibe un algebra. El Functor especifica para cada
alternativa del hilomorfismo la lista de identificadores de posiciones recursivas
en esa alternativa. Las preguntas anteriores se contestan, pues, preguntando si
el identificador de una posicién pertenece a la lista correspondiente.

type Functor=[[PosID]]

En la practica usamos como identificadores internos los nombres de las va-
riables de entrada del dlgebra. Asi tenemos, por ejemplo, que para el caso de la
funcién

map f = [¢,outs]F
F=1+axI
¢ : F (List a)->List a
o= (N\0O->Ni1)v(\(a,v)->Cons (f a,v))

el functor se representa como [[], [v]].
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4.4. Representacion de algebras

Las algebras siempre concuerdan con el esquema ¢V ---V¢,, donde cada
¢; puede ser:

= una lambda expresién cualquiera (en el caso de que el dlgebra se encuentre
en una forma general)

= un constructor (en el caso de que el dlgebra sea ing)

= un término de la forma 7;(¢) (en el caso de que el dlgebra se encuentre en
una forma 7(¢))

type Albegra a = [Acomponent a]
type Acomponent a = ([Boundvar],TermWrapper a)

Cada valor de tipo Acomponent a corresponde a un término ¢; y es la represen-
tacion de una lambda expresiéon donde la primer componente son las variables
de entrada y la segunda componente es una representacién del cuerpo. Asi,
tenemos que un algebra como la de map:

A\ O->Nil)v (\(a,vs)->Cons (f a,vs))
se representa:
[([1,Nil),([a,vs],Cons (f a,vs))]

Una estructura de tipo TermWrapper a representa un término como los de
tipo Term, con el agregado de que se marcan algunas partes del término que
se pueden reestructurar. Es decir, se marcan partes del término que pueden ser
“movidas” a la codlgebra mediante los algoritmos de reestructura presentados
en la Seccién 3.2.1.

data TermWrapper a = TWcase Term [Pattern] [TermWrapper al
| TWeta (TermWrapper a) Term

| TWsimple a
|

TWacomp (Acomponent a)

Por ejemplo el algebra que presentamos arriba podria haberse guardado
como

[([],TWsimple Nil),
([a,vs],TWeta (TWsimple Cons) (\(a,vs)->(f a,vs)))]

Valores de la forma TWsimple t representan términos sin marcas. En el ejem-
plo, TWsimple Nil simplemente representa el mismo término que Nil'. Ademads
el constructor TWsimple es usado para indicar que no se puede reestructurar
ninguna parte del término que contiene.

TWeta representa la composicién entre un término con marcas y otro sin
ellas. En el ejemplo,

TWeta (TWsimple Comns) (\(a,vs)->(f a,vs))
es una representacién del término

Cons . (\(a,vs)->(f a,vs))

1Por razones de legibilidad, integramos en una misma expresién representaciones y elemen-
tos del lenguaje objeto. Asi, debe entenderse la expresién TWsimple Nil como el constructor
TWsimple aplicado alguna representacién del término Nil.
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Al mismo tiempo el constructor TWeta senala que su segundo argumento puede
ser movido a la codlgebra.
Consideremos ahora el caso del algebra de filter.

A\O->Ni1)v(\(a,v1,v2) -> case p a of
True ->Cons (a,vl)
False ->v2)

Podriamos usar la siguiente representacién

[(O,TWsimple Nil),
([a,v1,v2], TWcase (p a) [True,False]
[TWsimple (Cons (a,v1)), TWsimple v2])]

Aqui el constructor TWcase indica que el case sobre p a puede ser movido a
la codlgebra segun la reestructura vista en la Seccién 3.2.1.

Un valor TWacomp ac indica que la componente de dlgebra ac no puede ser
movida a la transformacién natural.

El argumento a del tipo TermWrapper a permite variar la representacion
del cuerpo de las componentes ¢; de un algebra, segiin esta sea de la forma
ing, 7(¢) o general. Puede pensarse que TermWrapper es una estructura para
representar de manera implicita transformaciones naturales dentro de un alge-
bra, y que tiene agujeros de tipo a donde se colocan los términos propios del
algebra. Estos términos propios quedan definidos por su condicién de no poder
ser movidos a la codlgebra. En caso de que el dlgebra esté en forma general, sus
términos propios son del tipo Term. En caso de que el dlgebra esté en forma ing,
sus términos propios son del tipo InFComp.

type InFComp = Constructor

El tipo InFComp representa una componente de algebra en forma ing. El cons-
tructor es el correspondiente a esa componente de ing. para que un algebra se
encuentre en forma iny, ademas de tener tipo Algebra InFComp, es necesario
que haya una y sé6lo una ocurrencia de una expresién de tipo InFComp para cada
constructor del tipo producido.

Por dltimo, la representacién de los términos propios en caso de que el dlgebra
esté en la forma 7(¢) es la siguiente:

data TauComp = Tauphi (TauTerm Term)

| TauinF (TauTerm InFComp)
| Tautau (TauTerm TauComp)
type Tau’ a = TauTerm (Acomponent a)

Esta representacion de términos propios es la unién de 3 casos:

s Un caso para cuando la forma del dlgebra es 7(¢), siendo ¢ un dlgebra del
tipo general Algebra Term;

= otro caso para cuando la forma es 7(ing);
= y otro para la forma 7(7'(¢)), siendo ¢ de cualquier tipo.

En el sistema, siempre que un dlgebra estd en forma 7(¢) es porque es el
resultado de la fusiéon de otros hilomorfismos.

[[¢7 OU’tFHF ° [[T(inF)v QZ}HG
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Asi es que el pardmetro del tipo TauTerm denota el tipo de las componentes
del algebra ¢ que se utilizan dentro de 7(¢).

= Taucons a [TauTerm a]
| Tausimple Term
| Taucata (Hylo a OutFComp) (TauTerm a)

data TauTerm a

El tipo TauTerm es una imitacién de la estructura de los términos que de-
vuelve el algoritmo de derivacién de 7 (Seccién 3.2.3). Taucons a ts representa
la aplicacién de la componente de dlgebra a a los argumentos ts. Tausimple t
representa lo mismo que el término t. Taucata h t representa la aplicacion del
catamorfismo h al término t. Nétese que, debido al algoritmo de derivacién de
7, h es [¢, outg]F, 0 sea, el hilomorfismo que se encontraba a la izquierda en la
composicion que dio origen a la fusion.

4.5. Representacion de coalgebras

Una codlgebra es un término de la forma

= \l->case ty of
w \
p1—>(1, (1a, v oy b1y )

pn_>(n’ (tnlv e atnkn))
Por tanto representamos las codlgebras como
type Coalbegra ca = (Boundvar,Term,ca)

La primer componente de la tupla es la variable de entrada. La segunda com-
ponente es el término sobre el cudl se evalta el case. La 1iltima componente son
las alternativas de la codlgebra. El parametro ca nos permite variar la represen-
tacién de las alternativas de la codlgeba segin esta sea de la forma outy, o(1))
o una forma més general. Asi tenemos que una codlgebra como la de arriba se
almacena asi:

(1,t0: [p1_>(1’ (tlla .. atlkl)) PR -,pn_>(n: (tnla s 7tnkn))])
Las alternativas de una codlgebra en la forma més general se definen como

type PsiAlts = [(Pattern, (Int, [TupleTerm]))]
type TupleTerm = (PosID,Term)

PosID es el identificador de posicién que referencia la representacién de functor
(Seccidén 4.3). La codlgebra de arriba tiene tipo Coalgeba PsiAlts, y la lista
de alternativas se representa (omitiendo los identificadores de posicién) como

[(ply(l:[tlla"'5t1k1]))""’(pn:(n5 [tnlavtnkw]))]

Cuando la codlgebra se puede llevar a la forma outy, las alternativas se
representan asi:

type OutFAlts = [(Constructor, [Variable])]
Por ejemplo, si la codlgebra fuese:

\1l -> case 1 of
Nil -> (1,0))
Cons (a,as) -> (2,(a,as))
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entonces se podria almacenar como
(1,1, [(Ni1, [1), (Cons, [a,as])])

Estrictamente hablando, para que una coalgeba de tipo Coalgebra OutFAlts
realmente se encuentre en forma outr, debe haber una alternativa por cada
constructor del tipo de entrada. En la préctica se puede esquivar esta restric-
cién haciendo una manipulacién cuidadosa durante la fusién la cual se explica
mediante la reestructura vista en la Seccion 3.2.2.

Una codlgebra en forma o (outr) es més compleja que las otras, y esta comple-
jidad impregna la representacién. Para empezar, una codlgebra asi no se puede
ajustar al esquema que propusimos en un principio:

¥ = \l->case {y of
p1=>(1, (11,0 vy b1y D)

pn=>(, (n1y - st )

No se ajusta porque, de acuerdo al algoritmo de derivacién de o (Seccién 3.2.4),
las alternativas de la codlgebra no devuelven sélo tuplas, sino que pueden ser
estructuras case anidadas. En vez de representar las alternativas como una
lista, las representamos con un unico término de tipo TermS, especifico para
representar el término resultante del algoritmo de derivacién de o.

Para codlgebras en forma o (1), tenemos esta representacién:

type SigmaAlts = (TermS,WrappedCA)

La primer componente es el término que representa la estructura de o, y la
segunda componente es una representacion de la coalgebra ¢ argumento de o.
El tipo TermS es el dual del tipo Tau y en esencia son similares.

= TcaseR Term (Int,[Pattern]) TermS TermS
| TcaseSana Term Pattern TermS TermS
| TtermS (Int, [TupleTerm])

data TermS

El tipo TermS es una imitacién de la estructura de los términos que devuelve el
algoritmo de derivacién de o (seccién 3.2.4).

= TtermS (i, (#;1,...,t;)) indica el final de la estructura de cases anida-
dosy (i, (tj1,...,tin)) es el valor que la codlgebra retorna en uno de sus
€asos.

= TcaseR tO0 (i, [p1,...,pn]) tl t2 representa un término de la forma

case [ t0 of
(i:(plv"'7pn)) -> t1
> t2

donde 3 es la codlgebra dada como parametro a o.
s TcaseSana tO p tl t2 representa un término de la forma
case [fJr tO of

p > t1
_ > t2
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Similar al caso de 7, si tenemos una fusién como la siguiente

[¢, o(outs)]c o [ing, Br = [¢,0(8)]e

el anamorfismo [3]r es el mismo que aparecia a la derecha en la composi-
cion.

4.6. Fusiones

Para poder fusionar los hilomorfismos tenemos una funcién implementada
por cada ley.

fusionarCataAna :: Hylo a OutFAlts -> Hylo InFComp ca
-> Maybe (Hylo a ca)

fusionarCataHylo :: Hylo a’ OutFAlts -> Hylo Term ca
-> Maybe (Hylo TauComp ca)

fusionarHyloAna :: Hylo a PsiAlts —> Hylo InFComp ca’
-> Maybe (Hylo SigmaAlts ca)

El tipo Maybe se define como
data Maybe a = Just a | Nothing

En general se devuelve Just h donde h es el resultado de la fusién.

La funcién fusionarCataAna, es una funcién que sustituye en el dlgebra del
hilomorfismo derecho las componentes de tipo InFComp por las componentes
de algebra del hilomorfismo a la izquierda. Esto implica que fusionarCataAna
debe recorrer cada estructura de tipo TermWrapper para encontrar los términos
propios. La funcion fusionarCataHylo opera de manera similar con la diferencia
de que durante el proceso se debe derivar 7, y lo que se sustituye son ocurrencias
de constructores.

La funcién fusionarCataHylo intenta derivar 7 a partir del dlgebra del
segundo hilomorfismo y en caso de conseguirlo realiza la fusion. La derivacién
de 7 no se coloca en una funcién independiente dado que requiere del functor
F del primer hilomorfismo. Asi, para cada instancia de fusién se obtiene un 7
especifico, cuya forma dependiende de ese functor F. Teniendo que derivar un 7
distinto para cada instancia de fusién, no tiene mucho sentido tratar de calcular
7 por adelantado. De manera dual fusionarHyloAna intenta derivar o a partir
de la codlgebra del primer hilomorfismo.

Aqui es donde se ve la ventaja de tener el tipo TermWrapper. Al marcar los
términos que se pueden mover a la codlgebra, no es necesario moverlos explici-
tamente para poder distinguirlos de los términos propios. Asi la fusién se puede
realizar sin una reestructura explicita, que en el caso de tener que mover una
estructura case podria ser algo engorroso. Varias reformulaciones del proceso
de reestructura fueron necesarias antes de poder sintetizar una solucién como
esta.

la funcién fusionarHyloAna, previo a la derivacién de o y la fusién pro-
piamente dicha, realiza todo el posprocesamiento necesario para eliminar de los
patrones las aplicaciones anidadas de constructores.

Decimos que las funciones fallan si los hilomorfismos no pueden ser fusiona-
dos. En estos casos se retorna Nothing. Los casos de falla son los siguientes:

» fusionarCataAna falla si los hilomorfismos tienen distintos functores.
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» fusionarCataHylo falla si no es posible derivar 7 sobre el dlgebra del
segundo hilomorfismo.

» fusionarHyloAna falla si no es posible derivar o sobre la codlgebra del
primer hilomorfismo.

Cuando se derivan los hilomorfismos a partir de la sintaxis abstracta, estos
tienen el tipo Hylo Term PsiAlts. Para aplicar alguna de las leyes, debemos
refinar el tipo de los hilomorfismos mediante la aplicaciéon de las funciones que
implementan las reestructuras.

getCata :: Hylo a ca -> Maybe (Hylo a OutFAlts)
getAna :: Hylo a ca -> Maybe (Hylo InFComp ca)

La funcién getCata intenta aplicar todas las reestructuras vistas en la sec-
cién 3.2.2 para convertir el hilomorfismo en un catamorfismo. Asi, si las rees-
tructuras son exitosas se devuelve Just h, donde h es el hilomorfismo rees-
tructurado. Si las reestructuras no pueden obtener un catamorfismo se retorna
Nothing.

Puede verse la reestructura como el proceso de transformar alternativas de
coalgebra de tipo PsiAlts en alternativas de tipo OutFAlts. La funcién getCata
falla cuando una alternativa de tipo PsiAlts no satisface las hipotesis de ningin
algoritmo de reestructura.

La funcién getAna realiza el proceso de convertir cada componente de alge-
bra de tipo Algebra Term en una componente de tipo Algebra InFComp. Re-
cordamos que la reestructura no es explicita. Lo tnico que se hace es marcar
los términos que se podrian mover a la codlgebra segin los algoritmos de la
seccion 3.2.1.
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Conclusiones

En este proyecto hemos presentado el diseno e implementacién de una herra-
mienta capaz de fusionar autométicamente composiciones de funciones, elimi-
nando de esta forma las estructuras intermedias. En su estado actual, el sistema,
es interactivo, permitiendo que el usuario ingrese nuevas definiciones en forma
incremental y que solicite la fusién de composiciones de ellas. El sistema ademés
puede desplegar tanto la definicién recursiva de cualquier funcién presente en
el ambiente, como la representacién interna en términos de hilomorfismos de
cualquier funcién.

Fue una preocupacion del disenio que la salida fuese lo mas comprensible
posible. Sin embargo, la salida de las fusiones que utilizan la ley hilo-ana no es
la ideal. Esto podria deberse en parte a la complejidad de la seméantica asociada
a los patrones donde se encuentran los constructores que se abstraen. La parte
mas problematica de esta fusion es la que traduce la representacién interna del
resultado de la fusion en el lenguaje de salida del sistema. Se necesitaria mas
trabajo para lograr una traduccién éptima.

Para poder hablar de la efectividad del sistema como optimizador de pro-
gramas, es necesario incorporarlo en un compilador para realizar pruebas que
permitan la comparacion contra otros sistemas. Para esto habria que adaptar
la implementacién actual al lenguaje interno del compilador. También habria
que implementar la biisqueda dentro de un programa de aquellas composiciones
potencialmente fusionables.

Existe un conjunto considerable de extensiones que podrian incorporarse
para ampliar las posibilidades del sistema.

Paramorfismos Hasta ahora todas las implementaciones de sistemas de fu-
sién que se basan en el mismo enfoque que nosotros fusionan catamorfismos y
anamorfismos con otros hilomorfismos. Ninguna de estas implementaciones es
capaz de fusionar paramorfismos con hilomorfismos, siendo un paramorfismo
una representacion de una funcién recursiva primitiva [Mee92]. Por ejemplo, un
caso de fusién de paramorfismos con hilomorfismos seria:

dropWhile pofilter q
donde dropWhile se define como

dropWhile :: (a->Bool) -> [a] -> [a]
dropWhile p (a:as) = if p a then dropWhile p as else (a:as)
dropWhile p [1 = []
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Esta funcién es un paramorfismo porque en un caso copia directamente en la sali-
da la cola de la lista de entrada. Se puede derivar un hilomorfismo a partir de una
funcién recursiva primitiva, pero no es posible aplicar ninguno de los algoritmos
de reestructura o derivaciéon de o para poder fusionarlo cuando aparece a la iz-
quierda de la composicién. Sin embargo, existe una forma de escribir una defini-
cién recursiva equivalente a la composicién particular dropWhile pofilter q:

dwWwfil :: (a->Bool) -> (a->Bool) -> [a] -> [a]
dwfil p q (a:as) = if q a then if p a then dWfil p q as
else a : filter q as
else dWfil p q as
dwfil p q [1 = (]

Para poder manipular automéaticamente composiciones de este tipo es necesario
analizar leyes de fusién que combinen paramorfismos e hilomorfismos.

Deforestacién parcial Las reestructuras propuestas sélo mueven términos
entre el algebra y la codlgebra de un hilomorfismo. Seria posible reestructurar
hilomorfismos de otras maneras, ampliando asi las situaciones sobre las que se
pueden aplicar las leyes de fusién. Consideremos las siguientes funciones sobre
arboles binarios:

prune :: (a->Bool) -> Tree a -> Tree a
prune p Empty = Empty
prune p (Node (a,t1,t2)) =
case p a of
True -> Empty
False -> Node (a,prune p tl,prune p t2)

mapL :: (a->a) -> Tree a -> Tree a
mapL f Empty = Empty
mapL £ (Node (a,tl1,t2)) = Node (f a,mapL t1,t2)

Como antes, ninguna de las implementaciones similares a la nuestra puede fu-
sionar la composicion:

mapL f oprune p
Derivemos los hilomorfismos.

prune p = [(\O->Empty)V(\(a,vl,v2)->Node (a,v1,v2)),¢]r
where F = 1+axIxlI
v Empty = (1,0))
1 (Node (a,t1,t2)) =
case p a of
True -> (1,0))
False -> (2,(a,t1,t2))

mapL f = [(\O->Empty)V(\(a,vl,t2)->Node (f a,v1,t2)),oute]e
where G = 1+ax I x Tree a

El hilomorfismo para prune estd presentado como se veria luego de reestructu-
rarlo moviendo el case sobre p a del dlgebra a la codlgebra. Notese que la ley
cata-ana no se puede aplicar porque F y G son distintos. Luego tendriamos que
derivar 7 a partir del dlgebra de prune, pero al intentar evaluar 7 utilizando
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el functor G y el dlgebra de prune tenemos que la entrada no satisface la forma
normal del algoritmo.

Si tuviéramos una reestructura que tomara el hilomorfismo para prune y nos
devolviera el que escribimos a continuacién, podriamos aplicar la ley cata-ana:

prune’ p = [(\OQ->Empty)v(\(a,vl,v2)->Node (a,v1,v2)),¢]s
where F/ = 1+3ax I x Tree a
¢ Empty = (1,0)
1 (Node (a,tl1,t2)) =
case p a of
True -> (1,0))
False -> (2,(a,tl,prune p t2))

Notese que esta versién del hilomorfismo deja sin abstraer la llamada recursiva
prune p t2 de la definicién original de prune. La ley cata-ana se puede aplicar
porque ahora si coinciden los functores G y F’. El resultado de la fusién seria:

prml :: (a->Bool) -> (a->a) -> Tree a -> Tree a
prmlL p f Empty = Empty
prml p £ (Node (a,t1,t2)) =
case p (f a) of
True -> Empty
False -> Node (f a,prmL p tl,prune p t2)

En este caso no se ha eliminado completamente la estructura intermedia in-
herente a la composicién, por eso llamamos a este un caso de deforestacion
parcial. Para poder manipular automaticamente estos casos parece posible de-
sarrollar transformaciones de hilomorfismos que permitan determinar selectiva-
mente qué llamadas recursivas se desean abstraer y cudles no para lograr que
los functores concuerden.

Recursiéon mutua y recursion en mas de un argumento Se pueden
incorporar técnicas de fusién para definiciones mutuamente recursivas o con re-
cursién en més de un argumento. La funcién zip, la igualdad estructural, y los
analizadores sintdcticos recursivos descendentes son ejemplos que serian abar-
cados por estas técnicas. Utilizando un enfoque algebraico pueden encontrarse
en la literatura algunas propuestas al respecto [HIT97, THT98].

Otras transformaciones Existen técnicas de transformacién de programas
complementarias a la deforestaciéon que permiten optimizar un programa. Seria
posible incorporar técnicas para tupling [HITT96], una tdctica para obtener
funciones recursivas eficientes agrupando funciones recursivas en una tupla.

La construccién de una herramienta de transformacién de programas como la
implementada, es apenas un primer paso hacia la investigacién y la explotacion
de las posibilidades que da el enfoque algebraico para el tratamiento automaético
de programas funcionales. Al intentar incorporar extensiones podria constatarse
que el diseno necesita muchos cambios, y entonces habria que escribir el cédi-
go nuevamente. Nuestras aspiraciones al respecto de este trabajo son que sirva
como introduccién a los problemas asociados a la implementacién de un siste-
ma de fusion sencillo, y que pueda considerarse como el resultado de pulir y
complementar los algoritmos planteados en trabajos precedentes.
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