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Capitulo 1

Introduccion

La estructuracion en subpoblaciones es un proceso usual que sufren las poblaciones
naturales [1]. Las razones que llevan a que las poblaciones sufran subdivisiones son di-
versas: en algunos casos, son las propias especies las que se estructuran naturalmente en
clanes o colonias; en otros casos, las caracteristicas de los hébitats y/o las distancias geo-
gréificas aislan a algunos individuos de otros [2]. Independientemente de la razén que la
provoque, la existencia de subpoblaciones provoca una diferenciacion genética entre los
individuos que las componen; es decir, las frecuencias de algunos alelos serdn distintas
entre poblaciones.

En el estudio de poblaciones humanas la asignacion en poblaciones es frecuentemente
subjetiva y basada en factores culturales, fenotipicos o geograficos [3]. Es relevante, por
tanto, la pregunta de si esta asignacion es consistente con la asignacion a la que se lle-
garfa si uno estudiara la diversidad genética de los individuos. Esta pregunta podria ser
analizada esencialmente de dos formas: en la primera, un investigador podria partir de una
muestra de individuos que pertenecen a una poblacion y estudiar la existencia de subpo-
blaciones; en la segunda, a partir de una muestra de invididuos y un conjunto predefinido
de subpoblaciones, el investigado podria intentar asignar a los individuos a cada una de
estas ultimas. Una técnica matematica fundamental que permite vincular ambos enfoques
es el andlisis de componentes principales (PCA).

La aplicacion del PCA en genética es una técnica conocida desde la década del 1970,
aunque el objetivo de su utilizacién y su forma de aplicacion era diferente al actual (por
ejemplo, en [4]). Basados en el enfoque estadistico de PCA (el desarrollado por [5]) el ob-
jetivo de su utilizacion era la construccion de variables aleatorias de resumen (que Cavalli-
Sforza denominaba mapas sintéticos) como combinaciones lineales de otras variables de
interés en la genética. Con el advenimiento de los datos genémicos en la primera década
del 2000, el PCA resulté una herramienta particularmente util para responder preguntas
sobre estructura poblacional; podemos destacar dos trabajos que son piedras angulares de
este enfoque: [6] y [7]. La versatilidad y potencia de esta técnica fue analizada en [8] al
mostrar que el utilizar datos gendmicos de individuos y proyectar estos datos sobre las dos
primeras componentes principales uno obtiene informacion sobre los patrones geograficos
de las poblaciones estudiadas.

Es en el estudio de la estructura poblacional a través de datos gendmicos que surge el
problema clave de este trabajo: el de realizar PCA en presencia de datos faltantes. Podemos
encontrar dos instancias en donde este problema surge de forma natural.

La primera instancia es en el andlisis de ADN ancestral extraido de fosiles. La capa-
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cidad de obtencién de ADN de buena calidad estd limitada por los costos y por el estado
de la muestra de donde se extrae [9]. El resultado es, muchas veces, una muestra que pre-
senta incertidumbre: ciertas entradas de las observaciones son desconocidas a causa de la
ruptura de la molécula del ADN. En este caso podemos pensar que la pérdida de datos es
un proceso al azar y que el conjunto de valores faltantes es aleatorio.

Distinta es la segunda instancia en donde podemos encontrar datos faltantes en gené-
tica de poblaciones: en esta encontraremos que el conjunto de datos faltantes es altamente
estructurado. Nos referimos a la propuesta que se hace en [10] para analizar la estructura
poblacional de individuos con mezcla. Moreno-Estrada et al. proponen que para estudiar
la estructura poblacional de individuos mezclados se pueden enmascarar las regiones que
no son de interés y realizar un PCA solo con aquellas que si lo son. A modo de ejemplo, en
ese articulo se realizé un PCA sobre genomas de individuos latinoamericanos, utilizando
solo aquellas regiones que fueron previamente clasificadas como nativas y enmascaran-
do aquellas regiones clasificadas como europeas y africanas. El resultado de aplicar esta
madscara es la aparicion de datos faltantes por bloques en lugar de datos faltantes comple-
tamente aleatorios (a pesar de que la ubicacion de los bloques si es al azar).

Una técnica usual para resolver el problema de datos faltantes es imputar las entradas
desconocidas. Este enfoque es poco satisfactorio en genética de poblaciones, lo que nos
motiva a realizar un andlisis mds profundo de este problema. El objetivo de este trabajo serd
el de estudiar y comparar diversas técnicas para realizar un PCA en el contexto de datos
faltantes. Estaremos interesados en técnicas que recuperen la estructura de poblaciones
puras y mezcladas de forma satisfactoria (es decir, cercana a la que obtendriamos sin
datos faltantes) pero también nos interesard el problema de la escalabilidad y la velocidad
de los algoritmos.

El capitulo 2 introducira el problema de hallar componentes principales desde un punto
de vista geométrico: este serd el problema bésico que atravesara todo el trabajo. Estudia-
remos también como se vincula esto a la genética de poblaciones y mostraremos por qué
debemos ser cuidadosos al trabajar con datos faltantes en gendmica.

En el capitulo 3 realizaremos un estudio del PCA como un problema de factorizacion
de matrices. Presentaremos un algoritmo de minimizacion alternada y un algoritmo basado
en descenso por gradiente. Analizaremos la convergencia tedrica de estos algoritmos y su
implementacién computacional.

La segunda técnica, estudiada en el capitulo 4, estd basada en un supuesto sobre la
distribucion probabilistica de los datos. La existencia de este supuesto nos permite reali-
zar el llamado andlisis de componentes principales probabilistico. Esto nos llevard a im-
plementar un método iterativo basado en el algoritmo EM (Expectation-Maximization).
El enfoque del capitulo 5 es ligeramente distinto al de los capitulos previos. En este nos
apartaremos del estudio de las componentes principales y analizaremos una técnica para
completar una matriz con entradas desconocidas. Para poder construir un algoritmo itera-
tivo que resuelva este problema introduciremos algunos conceptos de funciones convexas
y de problemas proximales.

En el capitulo 6 realizaremos un estudio comparativo de las implementaciones de estos
algoritmos. Esto nos llevard a analizar distintos casos de prueba con el objetivo de entender
cudl o cudles de las técnicas previamente introducidas pueden ser aplicadas para datos
gendmicos con entradas desconocidas.



El cédigo construido durante el desarrollo de este trabajo puede consultarse en este
repositorio de GitHub.


https://github.com/WakeUpGary/PCA-datos-faltantes
https://github.com/WakeUpGary/PCA-datos-faltantes

Capitulo 2

Conceptos previos

El analisis de componentes principales

Supongamos que contamos con n puntos de RY, {x;,...,x,}, y deseamos hallar el
subespacio afin S C R? de dimensién p, con p < d que los aproxima de la mejor manera
en un sentido posteriormente a definir. En una primera instancia, consideremos que la
aproximacion es exacta, es decir, que cada x; puede ser escrito como

x; =p+Uy;, j=12,...,n, (2.0.1)

donde i1 € S es un punto de este subespacio, U € R?*? es una matriz cuyas columnas

forman una base de S e y; € RP” es el vector de coordenadas de x; en este subespacio.
Observemos que la representacion de los puntos x; expresada en (2.0.1) no es unica.

En efecto, consideremos un y, € R arbitrario. Podemos representar al punto x; como

x; = (p+ Uyo) + U(y; — yo).

Podemos encontrar asi infinitos espacios afines S que resuelvan el problema. Una forma
de resolver esta ambigiiedad traslacional es eligiendo el subespacio afin S que cumpla la
restriccion de que los vectores y1, ..., y, satisfagan

1 n
E;}’jzo-

Esta eleccion es por el momento arbitraria, pero serd de utilidad para resolver el problema
de optimizacion que especificaremos préximamente.

Por otra parte, para cualquier matriz A € RP*? invertible podemos representar a cual-
quier X; como

xj=pu+UAAYy; =pu+Uy;, conU=UAey; =y, (2.0.2)

Por lo tanto la matriz U y los vectores y; no serian unicos. Una forma de resolver esta
ambigiiedad de cambio de base es requerir que la matriz U sea ortonogonal, es decir,
U'U= I,. En efecto, si A es una matriz invertible de dimensién p, no podriamos cons-
truir una representacion como en (2.0.2) puesto que U no seria necesariamente ortogonal.
Esta restriccion solo resuelve la ambigiiedad de cambio de base a menos de isometrias.



Mais especificamente, si U es como en la ecuacion (2.0.1) y R € RP*P es una matriz or-
togonal entonces podemos escribir x; = u + URR'y;. Luego la matriz U = UR es
también una solucion posible.

El modelo expresado en (2.0.1) asume que los puntos x; pertenecen al espacio afin
S de forma perfecta. Esto no serd cierto en la prictica: los puntos estardn contaminados
por ruido. Una forma posible de modelar esto es asumiendo que cada punto pertenece al
subespacio S pero que estd perturbado por un error aditivo, es decir,

x;=p+Uy;+¢, j=12...n (2.0.3)

Estamos interesados en que la aproximacion de los puntos x; por el espacio afin S sea tal
que se minimice el error de representacion. Una funcidn objetivo posible a minimizar es,

entonces,
n n
2 2
D el =D lIx; — = Uyl -
j=1 j=1

Asi, podemos plantear el problema de optimizacidon que consiste en hallar el subespacio
afin 6ptimo S* como

n
minimizar Z lIx; — p — UYjH;
,LL7U7{yj ?:1 j=1

(P) sujetoa U'U=I, : (2.0.4)

Z y;i = 0p
j=1

Las columnas de U son las llamadas p componentes principales. Al resolver el problema
(2.0.4) estaremos realizando un andlisis de componentes principales (PCA, por sus siglas
en inglés) sobre la matriz X = [xy,...,x,] € R&>",

La solucién al problema (2.0.4) esta estréchamente ligada a la descomposicién en va-
lores singulares (SVD) de la matriz X: la matriz U es obtenida reteniendo los p vectores
asociados a los p valores singulares mds grandes de X — fs,,, donde ft,, es la media mues-
tral. Los detalles y la prueba de este hecho pueden consultarse en el apéndice (C).

Datos genémicos

En secciones posteriores estaremos interesados en el vinculo que tiene PCA con un
tipo de datos en particular: los datos gendmicos. En la presente seccion introduciremos al
lector algunos conceptos y terminologias necesarias para entender el desarrollo del trabajo.
Las ideas presentadas en esta seccion estdn basadas en el libro [11].

La informacién necesaria para el desarrollo y mantenimiento de un organismo se en-
cuentra almacenada dentro del nicleo de nuestras células en una molécula lineal llamada
dcido desoxirribonucleico (ADN) !. Cada molécula de ADN esté4 formada por cuatro es-
tructuras discretas llamadas nucléotidos. Podemos entonces pensar a la molécula de ADN

! Aquellos mds versados en genética notaran que esto es una simplificacién; no estamos contemplando al
decir esto, por ejemplo, mecanismos de regulacion epigenéticos. También estamos suponiendo, en un acto
de antropocentrismo, que el lector no es una bacteria y, por lo tanto, no tiene ADN circular.



como una secuencia de cuatro letras, a saber, A, C, G y T. Estas secuencias son el plano
para que la maquinaria celular utiliza para construir, entre otras moléculas, las proteinas
necesarias para el funcionamiento de organismo. El ADN no se encuentra dentro de las
células de forma lineal si no forma estructuras llamadas cromosomas. Al conjunto de los
cromosomas (y, en consecuencia, al conjunto de todo el ADN nuclear) lo llamamos el
genoma de un organismo.

Consideremos una secuencia en particular dentro de una poblacién, por ejemplo,

AAGCATTAGCAATT.

Tomaremos esta secuencia como una secuencia de referencia. Los distintos individuos
de esta poblacién pueden tener todos la misma secuencia o pueden tener variantes. A las
variantes de una secuencia le llamaremos alelos. En caso de que exista una tnica variante
en la poblacion diremos que este alelo estd fijado en la poblacién. Los alelos pueden darse
por distintas situaciones. Una posibilidad es que un nucleétido esté cambiado por otro, es
decir,

AAGCATTAGCAATT — AAGCAGTAGCAATT.

Si hay un cambio en un sélo nucleétido con respecto a una secuencia de referencia di-
remos que existe un polimorfismo de un solo nucleétido (SNP, por sus siglas en inglés
single-nucleotide polymorphism). También puede ocurrir que se pierda un nucléotido lo
que llamaremos una delecion,

AAGCATTAGCAATT — AAGCA TAGCAATT.
Es posible también que se gane un nucleétido lo que llamaremos una insercion:
AAGCATTAGCAATT — AAGCATATAGCAATT.

Algunos organismos, como la mayoria de los mamiferos, presentan dos copias de su
material genético en la mayoria de sus células: una obtenida por via materna y otra por via
paterna. Aquellas células con el doble del material genético son llamadas células diploides
mientras que aquellas que solo cuentan con una copia son células haploides. En humanos,
las células haploides son los 6vulos y los espermatozoides y las diploides son todo el resto.

Por dltimo, si un individuo presenta dos copias exactas de una misma secuencia dentro
de una célula diploide, diremos que el individuo es homocigota para esta secuencia. De
forma contraria, si el individuo presenta dos copias diferentes, diremos que el individuo
es heterocigota para esta secuencia.

Aplicacion de PCA a datos genomicos

En la siguiente seccion estudiaremos coémo se vinculan el andlisis de componentes
principales a los datos gendmicos. En esta seccion seguiremos las ideas presentadas en
[7].

Consideremos 7 individuos y d marcadores (posiciones dentro del genoma) bialélicos
en sus genomas. Como nuestro objetivo es el de utilizar PCA para estudiar la relacién que
tienen individuos desde un punto de vista genético, es necesario que estos marcadores sean
variables; aquellas posiciones en el genoma que se han fijado en el conjunto de datos no
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nos aportardn informacién. Para cada uno de los marcadores seleccionemos un alelo de
referencia (con respecto a un genoma de referencia prefijado) y alelos variantes.

Construiremos una matriz X = [x;, ..., x4 € R¥" de la siguiente forma. Para cada
individuo x; contaremos la cantidad de copias que tiene del alelo variante en la posicion
¢. Asi, un individuo diploide tendrd 0, 1 o 2 copias (correspondientes a los casos en que
el individuo sea homocigota para el alelo de referencia, que sea heterocigota o que sea
homocigota para la variante de ese alelo, respectivamente). Un individuo haploide, por su
parte, tendra solamente valores 0 o 1 en la posicion <.

En [7] se muestra que la proyeccién de los individuos {xy, ..., X, } sobre componen-
tes principales (es decir, los vectores yj,...,y, del modelo (2.0.3)) permite revelar la
estructura poblacional. Esto nos permite realizar un anélisis no supervisado para estudiar
la estructura poblacional de un conjunto de datos.

La figura (2.1) muestra dos posibles escenarios obtenidos de la proyeccion de un con-
junto de datos gendmicos sobre un espacio de dimension 2. En la figura (A) se simularon
1000 SNPs independientes de 150 individuos provenientes de tres poblaciones bien di-
ferenciadas. El resultado, coherente con lo propuesto por [7], son tres grupos separados
en este plano. Si bien en este caso los datos son simulados y podemos etiquetar y colo-
rear a cada uno de los individuos, una imagen como la obtenida permitiria evidenciar la
existencia de subpoblaciones distintas al utilizar datos gendmicos reales. En la figura (B)
se simularon 50 individuos para 5 poblaciones que forman un gradiente en cuanto a su
mezcla entre dos poblaciones ancestrales. El resultado es también un gradiente en el plano
formado por las dos primeras componentes principales. Este tipo de grafico ha sido obser-
vado en numerosas ocasiones en datos no simulados y evidencia ancestria en comun (por
ejemplo, en [10] o [12]) o de aislamiento geogréfico entre poblaciones (por ejemplo, en
[13] o [14]).

A B 0.15-
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0.10- # =
. 0.10- o 0% LY X
b X % (1}
0.05- o ® .\
005- © ® .~g&
o _® °
T a® o L ° °
o S o o’ o te ®
O 0.00- O 0.00- )
o @ o LAY Y X ~
o0 00
0.05 .' i
-0.05- : > ?.
e’
-0.10- °
-0.10- a.
! ! ! ! 0.15- ! ! ! !
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Figura 2.1: Individuos simulados y proyectados en el mejor subespacio afin de dimensi6n 2 de acuerdo
con el problema (2.0.4). (A) Se simularon 150 individuos y 1000 SNPs de 3 poblaciones distintas. (B) Se
simularon 250 individuos y 1000 SNPs de 5 poblaciones mezcladas.

Una forma usual de construir un PCA con entradas desconocidas es a través de la

imputacion con la media (ver por ejemplo la revision [15]). La idea de esta técnica se basa
en que que si la coordenada i de la j-ésima observacion de una muestra X = [x1, ..., X,]
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es desconocida entonces se definira

Zzzl Wik T ik
D e Wik

donde w;;, vale O si la entrada ¢, k& es desconocida o 1 si no lo es. La figura (2.2) muestra
por qué esta solucién puede no ser apropiada en el estudio de poblaciones mezcladas. En
estas figuras se simularon 300 individuos: 150 que forman parte de poblaciones bien dis-
tinguidas y 150 que son mezclas de las poblaciones de base. En la figura A, la proyeccion
sobre las dos primeras componentes es un tridngulo en donde los individuos de las pobla-
ciones de base se hallan en los vértices y los individuos mezclados se hallan en vértices del
tridngulo (este disefio es coherente con el obtenido en poblaciones naturales, por ejemplo
en [10]). El disefio de esta figura se debe a que los individuos mezclados fueron formados
combinando solo dos poblaciones de base a la vez. Sin embargo, si los individuos fueron
una mezcla de las tres poblaciones, la proyeccion de los individuos se hallaria cerca del
baricentro de este tridngulo. Para construir la figura B, se simularon datos faltantes al azar
para los individuos mezclados y se imputaron sus entradas desconocidas mediante la ecua-
cién (2.0.5). Para obtener una entrada faltante se simulé una variable aleatoria Bernoulli
de pardmetro p = 0,5 para cada una de las entradas de la matriz correspondientes a los
individuos mezclados; si la variable simulada fue igual a 1, se borr6 esta posicion. El re-
sultado es que los individuos mezclados ahora aparecen cerca del baricentro del tridngulo
y cercanos al (0,0). Esto podria dar lugar a la interpretacién de que los individuos son
mezclas de las tres poblaciones pero debido a que conocemos el proceso generador de los
datos, sabemos que esta interpretacion es erronea.

A B
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Figura 2.2: Simulacién de 300 individuos y 1000 SNPs de seis poblaciones. Del total de individuos,
150 formaron parte de poblaciones base y los individuos restantes son individuos mezclados a partir de
dos poblaciones base. (A) Proyeccién sobre las dos primeras componentes de la base de datos completa.
(B) Proyeccién sobre las dos primeras componentes de la base de datos imputada. Se construyeron datos
faltantes aleatorios a los individuos de poblaciones mezcla y se imputaron sus entradas mediante la ecuacion
(2.0.5).

Es pertinente, por lo tanto, el estudio de formas alternativas de realizar un PCA en el
contexto de datos faltantes con el fin de evitar artefactos como el observado en la figu-
ra (2.2). El objetivo de este trabajo se centrard en el estudio de estas técnicas y en una
comparacion de las mismas.
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Capitulo 3

El enfoque de PCA como un problema
de factorizacion de matrices

Consideremos nuevamente un conjunto de puntos {xy,...,x,} C R% unp € Z* fijo
y el modelo afin
x; = pu+ Uy, + ¢, (3.0.1)

con u € R?, U € R¥P,y; € RP. La diferencia en este modelo con respecto al presenta-
do en el capitulo de introduccién es que permitiremos que los puntos x; tengan entradas
desconocidas o faltantes. ;Como podemos encontrar los pardmetros del modelo (3.0.1) si
no conocemos la totalidad de las observaciones?

Para poder definir la funcién objetivo del problema, definamos un conjunto de pesos
{wi;}7 =, de tal forma que

(3.0.2)

1 sila coordenada i de x; es conocida
wij = :
0 sino

Estamos interesados en minimizar el error de representacion de los puntos x; segin la
norma 2, es decir, queremos minimizar

n n
, 2 . 2
min Y [lg;|* = min Y[l — p— Uy,ll;.
& = w,U{y;} “—
Jj=1 Jj=1
Ahora bien, como algunas de las entradas de los puntos x; son eventualmente descono-
cidas, no las incluiremos en la funcién objetivo. Al igual que en el capitulo (2) consi-
deraremos que U'U = I,y Z;;l y; = 0. Luego el problema de optimizacion que
construiremos es

d n
minimizar E E Wi (»Tij - Hi — uiTYj)Q

wUAy¥i o
=1 j=1
(P) sujetoa U'U=I, (3.0.3)
> ¥i=0,
j=1
donde pt = (i1, ..., pn) y{u], ..., u}} sonlas filas de la matriz U. Observemos que esta

funcion de costo es andloga a la del problema (2.0.4) con la diferencia de que los errores
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£ = Ti; — H; — 1, y; asociados a las entradas faltantes (y, por lo tanto, con w;; = 0) no
son contemplados.

Previo al estudio de cémo resolver el problema (3.0.3) daremos una forma alternativa
del problema que serd de utilidad. Construyamos la matriz X = [x;,...,1,] € R¥"
que tiene nuestras observaciones como columnas. El modelo en (3.0.1) puede ser escrito
entonces de forma matricial como

X = pl +UY +e¢, (3.0.4)

donde 1 = (1,1,...,1) € R™", Asociada a la matriz X podemos construir la matriz
W = (w;;) de tamafio d x n tal que w;; = 1 si la entrada (4, j) es conocida o 0 si no lo es.
Esto nos permite escribir el problema de optimizacion (3.0.3) de forma matricial como

minimizar |[W ® (X — pu1 — UY)|[

p,UYY
sujetoa U'U =1,

ZYJ' =0,
j=1

donde © es el producto elemento a elemento.

(P) (3.0.5)

La ecuacion (3.0.4) nos muestra que si los puntos pueden ser reconstruidos de forma
exacta por un espacio afin de dimension p (es decir, si ¢ = 0), entonces la matriz de datos
centrados puede ser escrita como el producto de dos matrices; es decir,

X — pl =UY.

En el siguiente capitulo presentaremos algoritmos para realizar PCA mediante esta
factorizacion de matrices.

3.1. Algoritmo de minimizacion alternada

3.1.1. Construccion del algoritmo

El primer algoritmo que presentaremos estd basado en el algoritmo de PowerFactori-
zation presentado en [16] con las modificaciones realizadas en [17].

El objetivo de este algoritmo serd construir una sucesion { (£, Uy, Y (k)) }ren que
converja al 6ptimo del problema (3.0.3). Consideraremos en una primera instancia al pro-
blema (3.0.3) sin restricciones y, posteriormente, realizaremos un tratamiento ad-hoc de
las soluciones halladas con el fin de que estas cumplan las restricciones. Derivemos en-
tonces a la funcién objetivo con respecto a cada uno de los pardmetros del modelo. Para
todo k =1,...,d tenemos que

d n n
0
A DD wiley — i —ulyy)? = =2 wi(ey — e —uy;) =0,

i=1 j=1 j=1

siy s6lo si

(Z wkj) M = Zwkj(xkj —u,y;). (3.1.1)
j=1 j=1
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Por otra parte, utilizando la regla de la cadena y la proposicién (B.1.1), tenemos que

d

0 u n
oy, D2 wiwy = s = wyy)t = =23 jwig (e — = uy)y; =07,
i=1 j=1 o

siy sélo si

n n
T T T
Y wiulysy) = wi(arg — )y,
=1 j=1

0, equivalentemente,

(Z wkjyjij> W= w(wr — 1)y;. (3.1.2)
Jj=1 j=1

Andlogamente probamos que paratodo / =1,...,n,

d n
0
dye Zzwij(i% — i —uy;)?=0",

i=1 j=1

siy solo si,

d d
(Z wié“i“;) Yo = Z Wi (Tie — i) 1. (3.1.3)
i=1 i=1

Los parametros, p, U e Y no pueden ser obtenidos de forma explicita a través de las
ecuaciones (3.1.1), (3.1.2) y (3.1.3). Sin embargo, observemos que si conocemos U e Y,
podemos obtener p de la ecuacion (3.1.1). Andlogamente, conociendo e Y, podemos
obtener U de la ecuacion (3.1.2). De la misma forma, conociendo p y U, podemos obtener
Y de la ecuacion (3.1.3). Esto nos llevard al algoritmo de minimizacion alternada: fijados
dos parametros, minimizaremos segun el parametro restante.

Los pardmetros obtenidos, sin embargo, no contemplan las restricciones del problema
(3.0.3). Para imponer que la matriz U cumpla que U U = 1, utilizaremos la descompo-
sicién QR de U (ver apéndice A.3). Para encontrar la matriz U € R%*? que resuelva la
restriccién de que U U = I, podemos, en virtud de la proposicién (A.3.2) actualizar a la
matriz U en cada iteracion por el factor QQ; de la descomposicion QR compacta.

Resta imponer la restriccion de que Z;‘:l y; = 0. Observemos que si , U e Y son

una solucién de (3.0.3), y notando con 1 = (1,...,1) € R, podemos escribir
1 1
X=pl+UY=p1+UY+UY-1"1-UY-1"1

n n
1 1

= (u + —UYlT) 1+UY(I--1"1)
n n

~ —
B Y

Esta nueva matriz Y esté construida de tal forma que cumple que Z?zl y; = 0. Por lo
tanto, la estrategia serd la de obtener ;1 y Y del problema sin restricciones y luego devolver
p=p+iU0Y1TeY=Y(I-21171)

Podemos entonces definir el algoritmo de minimizacién alternada (que notaremos de
ahora en mas como Min-Alt).
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(1) Se toma como entrada una matriz X = (z;;) € R¥" con entradas faltantes, la
dimensién p de la reconstruccién segin el modelo (3.0.1) y un umbral € > 0. Se

construye la matriz W = (w;;) € R?" segiin la ecuacién (3.0.2).
u/

(2) Seinicializan Uy = | : e R¥re Yo)=[y1,--.,¥n) € RPX",

-
u,

(3) Se fija una regla para detener la iteracion. Una posible regla es la siguiente: defi-
niendo

e(p,UY) = [Wo (X - pl -UY)|%,

se construye { Feys Uk, Y (1)} hasta el primer kq para el cual se cumple que
[P(ko)> Utko)s Y (ko)) — P (B(o—1)» Utho—1) Y(ho))| < € (3.1.4)

(4) Hasta la convergencia se actualizan los pardmetros como

> iy wij(xij — uy;)

i1 Wij ’
n 1 n

u; = (Z wijyjij> D wii(@y = mi)Ys,
j=1 J=1

U+ Q;, donde U = Q;R; esladescomposicién QR de U,y

d
.
Yi < (E Wi, ) > wij(wi; — p)w.
i—1 i—1

Hi <=

(5) Se devuelve como salida pp + 1UY1", Ue Y(I—-2171).

3.1.2. Analisis de la convergencia del algoritmo
Caso sin datos faltantes y con columnas centradas

Estamos interesados en analizar la convergencia a una solucién global del problema
del algoritmo descrito en (3.1). Para esto consideremos, en una primera instancia, el pro-
blema de la reconstrucién de los puntos {xi,...,X,} sin datos faltantes y centrados. Es
decir, utilizando la formulacién de la ecuacion (3.0.5), estamos interesados en estudiar el
problema

minimizar X - UY|3
(P) UeR®®, YeRrm . (3.1.5)
sujeto a Uu'u=1I,
Derivando con respecto a U e Y igualando las derivadas a 0 tenemos que
0
a—UHX—UY\ﬁ,: —2(X-UY)Y'=0 (3.1.6)
y
0 2 T
a—YHX—UYHF:—QU (X-UY)=0 (3.1.7)
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Conocida Y, podemos despejar Y de (3.1.6) como U = XY(YY")™!y conocida U
podemos despejar Y de (3.1.7) como Y = (UTU)~*U"X. Esto nos motiva a definir la
siguiente sucesién de matrices {U ), Y (1) }ren:

(1) Comenzar con U, e Y arbitrarios.
(2) Definir ﬂ(k+1) = XY(k) (Y(;@Y&))_l.

(3) Para imponer que la solucién cumpla UTU = I, definir Uy) = Q) donde
Ui4+1) = QuyRx) es la descomposicion QR compacta de Uy 1).

(4) Definir Y ;) < (U&+1)U(1§+1))_1U(T;€)X = U&+1)X'

En [16] se presenta la siguiente proposicion que asegura la convergencia tedrica de
la iteracion anteriormente descrita a la mejor aproximacion de rango p de X si existe un
intervalo entre el p-ésimo valor singular de X y el valor singular (p + 1)-ésimo. Esto estd
dado por la siguiente proposicion.

Proposicion 3.1.1 (Convergencia del algoritmo de minimizacion alternada). Sea X €
R>". Sean o1, . .., 0; los valores singulares de X ordenados de forma creciente. Supon-
gamos que o, < 0,11. Si X, es la mejor aproximacion de rango p de X, entonces existe
una constante C' (que depende de X y Uy) tal que para todo k

2k
1%, - VYool < € (22)

Op

Demostracion. Ver [17]. [ |

Caso con datos faltantes

En el caso de que existan datos faltantes en la matriz de entrada no podemos asegurar
asegurar la convergencia a los pardmetros 6ptimos del modelo (3.0.5) y si esta existe, esta
condicionada a la eleccion de los valores iniciales.

Para ejemplificar este fendbmeno, consideremos la matriz

-2
3|,

1
X=12
3 NA

~ Ot N

donde NA indica que este valor es desconocido. Estamos interesados en reconstruir a la
matriz X mediante
X2 = [J,]. + -U-Yv7

donde U € R3*2 e Y € R?*3; es decir, queremos una reconstruccién de rango 2. Cons-
truyamos la secuencia { Hky> U, Y (1) } ke segiin el algoritmo Min-Alta tomando como
regla de detencién aquella dada por la ecuacién (3.1.4) con e = 10710,

Tomemos, para ejemplificar, los valores iniciales

UOZ

Tl W
D N
¢]
=
I
Ol
N
B~ W
o Ot
NG
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llegamos a que la reconstruccion de X de rango 2 es

1 2
x=[25 3 |, HW@(XQ—X)H —0.
3 7 9,214081 F

Mientras que si comenzamos con valores iniciales

—1,04 0,02
U(O) = 0,15 0,89 € Y(Q) = (

~1,93 1,02 0,42)
~0,21 0,05

0,78 —1,09 0,28

que corresponden con matrices cuyas entradas son normales de media 0 y varianza 1, el
resultado es

1 2
x=[25 3 |, HW@(XQ—X)H —0
37 d

3.2. Algoritmo de aprendizaje de subespacios

3.2.1. Construccion del algoritmo para datos centrados

En esta seccion presentaremos un algoritmo iterativo para resolver el problema (3.0.5)
en el caso en que las columnas de X estdn centradas. Este algoritmo estd basado en lo
propuesto por [10] y [18].

La idea de este método para hallar U e Y es utilizar el método del gradiente descen-
dente para obtener una sucesién {U ), Y () }ren que resuelva el problema

1
P minimizar 5 W o (X -UY)|3
UERIxP, YERPX™

sujeto a U'U= I,

(3.2.1)

Calculemos entonces las derivadas con respecto a U e Y de la funcién objetivo. Estas son

a% (% W o (X - UY)||§) = —(Wo(X-UY)oW)Y ' = —(Wo(X-UY))Y'
y
aiy (% IWo (X - UY)H%) = U (Wo(X-UY)oW) = U (Wo(X-UY)).

Por lo tanto, dado un inicial (Ug, Yy) y una sucesion {0y } xeny actualizaremos

Upsr) = Uy + (W © (X = Uy Y)Y (3.2.2)

Y1) = Y + 65Uy (W o (X = UpYa)) (3.2.3)

La actualizacién en (3.2.2) y (3.2.3) presenta una dificultad asociada a la funcién objetivo
del problema. La funcién objetivo de (3.2.1) no es convexa: en particular si U e Y son
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solucién, también lo serdn éU y 'Y para todo o # 0. En consecuencia, puede ocurrir que
HU(k) HF — 000 HY(k) HF — oo cuando k£ — oo. Podemos plantear dos formas posibles
de resolver este problema.

La primera es modificar U ;) por la matriz QQ correspondiente a la descomposicién QR
de Uy,). Esto, ademds de impedir que la norma Frobenius de Uy, diverja, tiene el valor
agregado de imponer la restriccion del problema (3.2.1). La desventaja de este enfoque es
que agregar un cdlculo de una descomposicion QR en cada iteracion volveria al algoritmo
intenso computacionalmente en detrimento de las bondades del algoritmo de gradiente
descendente que es computacionalmente poco costoso (observemos que en las ecuaciones
(3.2.2) y (3.2.3) solo hay sumas y multiplicaciones de matrices).

La segunda forma ampliamente utilizada de remediar este problema es modificar la
funcién objetivo agregando unos factores de regularizacion (ver, por ejemplo, la revision
de estos métodos realizada en [19]). Dado un A > 0 planteamos el problema

1
minimizar = (||X — UY |5+ A(1U5 + 1Y [17))

UeR4xp, YeRpXxn
sujeto a U'U= I

(3.24)

Tras derivar, podemos construir el siguiente algoritmo:

(1) Comenzar con Uy y Y arbitrarios y una constante A > 0 de regularizacion.
(2) Realizar la actualizacion

Uern) = Uy + 5[(W © (X = Uy Y)Y iy — AU

Yern) = Yy + u[Uy (W O (X = Uy Yr) = XY )]

(3) Una vez alcanzado un criterio de convergencia, devolver Y* y Q* donde Q* es la
matriz Q de la descomposicion QR de U*.

3.2.2. Construccion del algoritmo general

Si las columnas de X no estdn centradas el algoritmo propuesto en la seccion previa
no arroja resultados satisfactorios. Por otra parte, si la matriz presenta datos faltantes, no
es claro cudl es el centro de los datos. Por lo tanto, inspirados por el algoritmo presentado
en (3.1) modificaremos el algoritmo de gradiente descendente para que este pueda ser
utilizado para matrices no centradas.

Comenzaremos resolviendo el problema

1

minimizar - (|W © (X = p1 = UY)[2 + A(UJ + [Y]3)
(P) sujeto a U'U= I, (3.2.5)

Z yi = Op
=1

Notando con ¢(, U,Y) ala funcién objetivo de (3.2.5) obtenemos que las derivadas
de la ¢ con respecto a U e Y son
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a—ng(u, U,Y)=U (Wo (X -pY -UY))+Y.

Luego, podemos plantear una iteracion de descenso por gradiente para U e Y. Por otra
parte, podemos estimar en cada paso de la iteracion, el valor de p 6ptimo segun la ecuacién

(3.1.1).
Esto nos lleva al siguiente algoritmo iterativo que llamaremos SLPCA por Subspace
Learning PCA, como referencia al nombre que utilizé [18] en su articulo.

(1) Comenzar con U, y Y arbitrarios y una constante A > 0 de regularizacion.

(2) Realizar la actualizacion

U(k+1) = U(k) + 5k[(W ® (X — U(k)Y(k)))Y(Tk) - )\U(k)], (3.2.6)
Y (41 = Yy + 6:[Uy (W © (X = Uy Yiy) — AY )] (3.2.7)
’ 2 j—1 Wi ( i Y5)
(k) j=1 Wij\(Tij — W; Y (k) (kT
Ky = n ) con p :(M yeee s ) :
ST w, (k) 1 d

(3) Una vez alcanzado un criterio de convergencia, devolver p*, U*y Y*.

(4) Para imponer las restricciones del problema, devolver Y = Y(I - %HT) y Q*
donde Q* es la matriz Q de la descomposicién QR de U™.

19



Capitulo 4

Analisis de componentes principales
probabilistico

4.1. Modelo con datos completos

Consideremos una muestra de n datos {xy, . . . , X,, } provenientes de un vector aleatorio
x € RY. Estamos interesados en encontrar una representacién {y;}"_; C R? de los puntos
X;, con p < d de la siguiente forma:

Sea y un vector aleatorio con funcién de densidad py y € un vector aleatorio con fun-
cion de densidad p. e independiente a y. Consideraremos que el vector x proviene del
modelo

x=p+ Uy +¢, 4.1.1)

con pu € RYy U € R¥P, un vector y una matriz deterministicos, respectivamente. Note-
MOS CON [y, by, Y [, @ los vectores de medias de los vectores X, y y €, respectivamente, y
con Xy, Xy y 3. alas matrices de covarianza de x, y y €, respectivamente. Si suponemos
que . = 0y X. = 021, entonces

pe=p+Up, y Z=USU" +5°, (4.1.2)

La idea sera estimar los pardmetros del modelo, a saber, p, U, Ky Xyy o2, utilizando la
muestra {x;}" , y via el método de maxima verosimilitud.

Para poder obtener expresiones cerradas de la funcion de verosimilitud (y, consecuen-
temente, de los estimadores) asumiremos que el vector y tiene distribucion normal media
0 y matriz de covarianza I, y que el vector ¢ tiene distribuciéon normal con la media y
matriz de covarianza previamente discreta. De esto se sigue que, x ~ N (., Xx) con

p,=p y 3,=UU" + 7, (4.1.3)

Al modelo explicitado en (4.1.1) con las hipétesis sobre las distribuciones asociadas le lla-
maremos andlisis de componentes principales probabilistico. La funcién de verosimilitud
asociada es

1 Xi — My TE_l X — My
‘C(H’xasz(l,--.,xn):l_[ exp(( K ) x ( K ))

L1 Jamidet(z,) 2

20



Luego, aplicando logaritmo, construimos la funcién de log-verosimilitud

(1, Brc) = (L, B, - X0))

N 0 1 ox _(Xi—NX)TE;(Xi—Mx)
_Zl ( (2m) det(3y) p( 2 ))

4.1.4)

La forma de los estimadores por maxima verosimilitud estdn resumidos en la siguiente
proposicion, cuya demostracion se encuentra en el apéndice (E).

Proposicion 4.1.1 (Estimadores por maxima verosimilitud PPCA). Los parametros del
modelo de andlisis de componentes principales probabilistico, i, U y o* obtenidos me-
diante el método de maxima verosimilitud son iguales a

p=p, U=U,(A,-&T)""R y &2:LZA1, (4.1.5)

donde U, es la matriz con los vectores propios asociados a los p valores propios mds
grandes de En, A, es la matriz diagonal con los p valores propios mas grandes Res una
matriz ortogonal arbztrarla \; es el 1-ésimo valor propio mas grande de E Y [,y E
son la media y matriz de covarianza muestrales, respectivamente.

Como nuestro interés es el de obtener las proyecciones de datos {xi,...,x,} en un
espacio de dimension p, estamos interesados en conocer como obtener valores de y. La
ventaja de plantear el modelo (4.1.1) asumiendo una distribucién normal para los datos,
es que podemos obtener la distribucién de y|x. La distribucién condicional de y dada x
es y[x ~ N (ptyx, Zyjx) con

Py = (UTU+D)'UT(x—p) y By=U'U+0T)'U" (x — p).

Dada una muestra {xy, . . ., X,, } definiremos a los componentes principales probabilisticos
como
y; = argmax p(y|x = x;). (4.1.6)
y

Para dar una forma explicita de los componentes principales probabilisticos, recordemos
una propiedad que tienen las distribuciones normales.

Proposicion 4.1.2 (Maximo de la distribucién normal). Sea X ~ Ny(p, X). Notemos con
px a la funcion de densidad conjunta de X. Luego

arg max px (x) = u.

X

Demostracién. Como la funcién z — In(z) es creciente, tenemos que

arg max px (x) = arg max In(px (x))
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ko1 1
= arg max (—§ b det(X) — §(x —p) ' (x - ,u,)) 4.1.7)
Derivando (4.1.7) con respecto a un vector x y de acuerdo con la proposicion (B.1.4)
obtenemos que

L nlpx(x) = ~(x ~ )8 = 0]

si y s6lo si x = . Para probar que punto estacionario es efectivamente un candidato a
maximo observemos que para todo x,

82

%m(px(x)) = -1

Luego, como X es definida positiva, también lo es ¥~ *. Esto implica que —X ! es definida
negativa. Luego, x = p = arg max, px(x). [

Vinculando, entonces, la proposicion (4.1.2) y la ecuacion (4.1.6) obtenemos una for-
ma explicita para los componentes principales probabilisticos:

y; = (UTU+ o) 'UT (x; — p) (4.1.8)

Ahora bien, como los pardmetros del modelo son desconocidos, sustituiremos a los pa-
rdmetros de la ecuacion (4.1.8) por los estimadores por maxima verosimilitud hallados
seglin la proposicion (4.1.1). Notemos en primer lugar que

U'U + 0’1 = [(Uy(A, — 6°T)'°R) (U, (A, — 6°1)°R)] + 0’1
=R"(A, - ¢ T)'?UJ U, (A, — 6°T)/*R + 0”1
=R'AR

y, por lo tanto,
(U'U+0T) ' =R'A'R.

En consecuencia, los componentes principales pueden ser escritos como

y; =RTAJY A, —6°1)°U, (x5 — 1)

4.2. Modelo con datos faltantes

Al igual que en la seccién anterior, consideraremos una muestra {x; } ; de acuerdo
al modelo x = p + Uy + €, y donde, @, U son un vector y una matriz desconocidos
pero deterministicos, y ~ N (0,1,) y ¢ ~ N(0,I). De forma andloga al caso previamente
estudiado surge el hecho de que x ~ N(p,, 3y ) con p, = py B, = UUT + o21,.
La principal diferencia en esta seccion es que permitiremos que existan datos faltantes, es
decir, cada uno de los elementos de la muestra x; puede tener entradas desconocidas.

Como cada elemento x; de la muestra tiene potencialmente datos faltantes, podemos
particionar a un punto x y a los pardmetros p, y 35 como

XN KUy NN 2NO) T
—= PX’ fry P X = PZXP 5
(Xo) (Mo) H Y (EON Yoo
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donde xp y x son las partes observadas y no observadas de x, respectivamente, y P es
una matriz de permutacién que reordena las entradas de x para que las entradas no obser-
vadas aparezcan primero. Cabe aclarar que esta matriz P puede no ser tnica y que cada
entrada x; puede necesitar una matriz de permutacion distinta. Cuando sea estrictamente
necesario, utilizaremos x;p y x;y para referirnos a las partes observadas y no observadas
de un punto x; y notaremos con P; a la matriz que reordena el i-ésimo elemento de la
muestra.

4.2.1. Construccion del algoritmo MAP-EM

Si conociéramos la verosimilitud completa, podriamos obtener los estimadores por
maxima verosimilitud como los de la proposicion (4.1.1). Sin embargo, como la funcién
de verosimilitud estd incompleta, no podremos utilizar esta estrategia.

Notemos con 0 = (u,, U, 0?) a los pardmetros a estimar del modelo. Notaremos con
po(x) a la funcién de densidad del vector x. Si conociéramos al vector x completo ten-
driamos que

_ 1 (x — ) B (x — )
W) = T ae g O ( 2 )

donde ¥ = UUT + ¢2I,;. Como en este caso no necesariamente conocemos los vec-
tores x; completos, notaremos con py(X;x, X;0) a la densidad del vector (x;x,X;0) . La
idea serd entonces maximizar la log-verosimilitud incompleta ¢(6, {(x;n, X;0)}) segin 6
y segun las variables {(x;y)}! ; desconocidas; es decir, queremos resolver el problema

n

max max (0, {(xin, Xi0)}) = max max In (po(xin, Xi0)) -
0  xN 0 {zin} P

Esto nos conduce a una estrategia de maximizacion alternada para estimar 6. Construi-
remos una sucesion de estimadores {H(k)} xen de la siguiente forma. Dado 6y, hallaremos
el estimador mdximo a posteriori de las muestras no observadas en el paso k£ como

x{y = arg max py, (z/Xio)- 4.2.1)

Luego, con las muestras completas podemos actualizar la estimacion de # como
By = argmax 3 In(pa(x,) (4.2.2)
=1

Supongamos que conocemos 6, para algin k. Queremos hallar la solucion de (4.2.1).
Para poder hallar esto haremos uso de la siguiente proposicion sobre la distribucion con-
dicional de un vector multivariado.

Proposicion 4.2.1 (Distribucién condicional de un vector multivariado). Consideremos
X € R? un vector aleatorio gaussiano descompuesto como X = (X4, Xg)T con X; € RP

y Xy € R¥P, Descompongamos el vector de medias de X como E(X) = <Z1) vala
2
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211 E12

matriz de covarianzas como > =
Yo Yo

) . Luego, la distribucion del vector X,

condicionada a Xy = X4 es
Xi|Xs = %o ~ N(py + Z1253, (x2 — py) , 211 — T1225,55,),
donde X3, es la inversa generalizada de X,
Demostracion. Ver [20]. [ |

La proposicién (4.2.1) nos dice que xy|xo ~ N (:U’N|Ov 2N|O) con

Byo = By + Znoho (Xo — Ho) (4.2.3)

EU\O = ENN — 21\[028020]\/. (424)

Luego, combinando la ecuacién (4.2.3) y la proposicion (4.1.2) resolvemos que el vec-
tor no observado es

xy = argmax py(z[Xo) = pyj0 = By + EnvoEdo (X0 — Ho) - (4.2.5)

Podemos completar entonces un punto en el paso £ como xk) = P (HN O). Resta
X0-

ahora resolver (4.2.2). Observemos que una vez completadas las muestras {x, ..., X,},la
log-verosimilitud estd totalmente especificada. Podemos entonces, hallar 6 segtin la pro-
posicion (4.1.1).

Podemos entonces construir un algoritmo que llamaremos MAP-EM por las siglas en
inglés Maximum A Posteriori - Expectation Maximization que estd dado de la siguiente
forma:

(1) Se toma como entrada del algoritmo una matriz X = X1,...,Xpn) € RnXd un
g ’ ) y
para’unetro e > 0.

(2) Se extrae €2, el conjunto de entradas no faltantes de la matriz X.
(3) Se transforma X,;; < 0si (4, 7) ¢ €.
(4) Se inicializa
1< 1
Py < in y X ¢ - Z(Xi — ) (X — pgy)
=1 i=1

(5) Para cada x; se construye una matriz P; de permutaciones que ordena las entradas
de la observacion x; de tal forma que sus entradas no observadas aparezcan primero:

(X’ZV) = P’ixia (IJI}@V> = Pi/'l’xv y ( EVN EEVO> = PzEXPzTa
X0 2% ON 00
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(6) Se construyen dos sucesiones { i }een Y {2 Fren de la siguiente forma. Mientras
se cumpla que la diferencia entre dos evaluaciones de la log-verosimilitud definida
en (4.1.4) difiera mas de una tolerancia ¢, es decir, mientras

w(l"(k)a 2(k:)) - €(u(k_1), E(k—l))| > g,

se actualiza el valor de x; como

x; « P (.U?v + Eévo(zé)ioﬁ(xio - llfio)> 4.2.6)
X0
y, luego,
1 — 1 .
N(k) — ﬁ in y Z(k) < E Z(X’ — u(k))(xi — N(k)) . (4.2.7)
=1 i=1

(7) El algoritmo devuelve p, )y y la matriz X sin entradas faltantes. Los parametros U
y o2 pueden ser estimados segtin la proposicién (4.1.1).

4.2.2. Analisis e implementacion del algoritmo MAP-EM

Para cada una de las observaciones y en cada iteracion del algoritmo descrito en la
seccion anterior, se debe calcular el término X} ,. En la implementacion de este algorit-
mo construimos una funcién llamada ginv () en R que calcula la pseudoinversa de una
matriz dada. Este cdlculo es realizado a través de la SVD de X. La justificacion de este
calculo esta dada por la siguiente proposicion.

Proposicion 4.2.2 (Inversa generalizada a través de SVD). Sea X = UXV T € R™" yna
matriz escrita descompuesta a través de su SVD y de rango r. Luego la pseudoinversa de
X puede ser calculada como

Xt =vetu', %t =diag{o;",...,0.,0,...,0}. (4.2.8)

J T o

Demostracién. Probemos que la matriz’ Y = VETU' cumple las propiedades que defi-
nen a la pseudoinversa de X. Tenemos que

XYX =UZV' VETUTUSV = USE SV = UZV' =X,

YXY = VETUTUSV I VETU' = VETESTUT = VETUT =Y,
(XY) =(Uuzv'vetuH) =UuEhH)'vVIive'U" = UsstU" = XY,y
(YX)' = (vEu'uzv) =v'uu'(EZH 'V = VvETEZV = YX.

Luego, por la unicidad de la pseudoinversa, X = VXU, |

La complejidad del algoritmo implementado en la funcién ginv () que resuelve la
pseudoinversa de una matriz estd intimamente ligada, por tanto, a la funcién que utilicemos
para calcular la SVD de X. Realicemos un cédlculo aproximado de la complejidad de este
algoritmo.
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En nuestra implementacion utilizamos la funcién propack. svd () del paquete svd
de R. Esta funcién utiliza el algoritmo llamado bidiagonalizacién de Lanczos con reorto-
gonalizacion parcial (ver [21]). Desafortunadamente, no es posible obtener un valor esti-
mado de la complejidad de este algoritmo pero para entender la magnitud del niimero de
operaciones supongamos que en nuestra implementacién utilizamos el algoritmo que en
[22] se llama R-SVD. En ese texto se estima que dada una matriz X € R"™*", devolver
U, X,V tiene un orden O(6m?n + 22n3) con el algoritmo previamente mencionado. La
funcion ginv () calcula la SVD de una matriz dada y realiza la multiplicacién expuesta
en la ecuacion (4.2.8) para calcular la pseudoinversa de X. El orden de complejidad de la
multiplicacién de dos matrices A € R"*" B € R"*? es O(mnp). Por otra parte, dada
una matriz X € R"™*" con ¢ = min{m, n}, la funcién que calcula la SVD en R devuelve
(U,¥,V)conU € R™*? 3 € R?”*7y V € R7™. Por lo tanto, la funcién ginv () tiene
una complejidad aproximada de O(6m?n + 22n® + mq? + ¢*n).

El algoritmo MAP-EM entonces presenta un cuello de botella computacional al cal-
cular 3/,. Para ejemplificar, si una observacién x; € R¢ presenta aproximadamente la
mitad de las entradas faltantes, entonces la matriz £ € RGD*G4) Por lo tanto, en cada
iteracion se deberdn realizar una cantidad de operaciones en el orden de 1—89d3.

En cada paso del algoritmo los puntos x; son actualizados de manera independiente
entre si. Esto se debe a que, de acuerdo con (4.2.6), los puntos solo son modificados por
los valores observados y no observados de gt 'y 32 y recordemos que estos ultimos, a su vez,
s6lo dependen de cudles entradas son conocidas y cudles no en el punto x;. Por esta razén
y para mejorar el tiempo de ejecucion, implementamos en R una version multihilo del
algoritmo MAP-EM. Esta implementacion fue realizada a través del paquete parallel
que permite la construccion de algoritmos multihilo.
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Capitulo 5

Completacion de matrices

En este capitulo el enfoque no serd el de reconstruir n puntos de dimensién en d con
entradas faltantes a través de un espacio de dimension menor. Por el contrario, estaremos
interesados en estudiar como completar los puntos (es decir, cémo conocer sus entradas
faltantes), a partir de las entradas conocidas. El desarrollo de este capitulo estd basado en
el articulo [23] junto con las modificaciones propuestas en el libro [17].

A diferencia de los capitulos anteriores notaremos con M € R?*™ a la matriz con n
observaciones {my, ..., m, } C R pensadas como vectores columna. Consideremos a la
matriz, W = (w;;) € R¥", construida en el capitulo (3), como la matriz que cumple que

(5.0.1)

1 silaentrada (i, ) de M es conocida
’ 0 sinoloes

La idea sera la de reconstruir las entradas faltantes de M de la forma mas parsimoniosa
posible. Una forma de plasmar esta idea es a través de la funcién rango(). El problema
que plantearemos es

minimizar rango(X)

XeRmn (5.0.2)

sujeto a WoX=WoM
Es decir, queremos recuperar la estructura de la matriz M a través de una matriz X con
una estructura simple (en el sentido del rango). El problema (5.0.2) presenta, sin embargo,
una dificultad importante: la funcién rango(+) no es una funcién convexa y por lo tanto no
podemos garantizar la globalidad del problema. Estudiemos con un ejemplo sencillo que
la funcién rango no es convexa.

Ejemplo 5.0.1. Consideremos las matrices
1 0 00
A‘(o 0) y B‘(o 1)'

trango(A) + (1 — t)rango(B) = 1

yt e (0,1). Como

rango[tA + (1 — £)B)] = rango Ké 12)} _ 9,

se concluye que rango(+) no es convexa.
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Al margen de las caracteristicas de la funcion rango(), existe una dificultad préctica
en la resolucién exacta del problema (5.0.2): de acuerdo con [24], 1a complejidad de todos
los algoritmos conocidos crecen de forma exponencial con la matriz M.

Una solucion a este problema, propuesta por Maryam Fazel en su tesis de doctorado
(ver [25]) es utilizar relajacion convexa. Es decir, considerar un problema que sea equiva-
lente en algtin sentido al problema (5.0.2) pero que, ademds, sea convexo. Precisemos, a
continuacion, estos conceptos.

Definicién 5.0.1 (Envolvente convexa). Sean V' un espacio vectorial, £ C V' un conjunto
convexoy f : E — R. Decimos que f.,, : £ — R es la envolvente convexa de f si

fenv(z) =sup{h : E — R : hesconvexay h(z) < f(z)}.
Al estudiar la envolvente convexa de la funcion rango surge la llamada norma niiclear
de una matriz.
Definicion 5.0.2 (Norma nuclear). Sea X € R™*" una matriz escrita segin la SVD
X=UXV',

con U € R™", V € R ¥ = diag({0y,...,0,}), conr = min{m,n} y U'U =
VTV = I,. Definimos la norma nuclear de X como

min{m,n}

’XH Z 0.

El vinculo entre rango y norma nuclear estd dado por la siguiente proposicion, que
presentaremos sin demostracion.

Proposicion 5.0.1. Sea S = {X € R™*" : | X||, < 1} el espacio de matrices acotadas.
La envolvente convexa de la funcion rango : S — N es la norma nuclear.

Demostracion. Ver [25], pagina 56. |

Consideremos Q2 C {1,...,d} x {1,...,n} el conjunto de indices de la matriz M
asociados a las entradas conocidas. Siguiendo la notacion de [23], notaremos con P, al
operador tal que P (X) = W © X. Proponemos entonces el siguiente problema de opti-
mizacion:

minimizar || X]|,
(P)  XeRox (5.0.3)
sujetoa Po(X) = Po(M)

En la siguiente seccidn realizaremos el desarrollo para construir un algoritmo iterativo
que aproxima una solucién del problema (5.0.3) de acuerdo con [23].

5.1. Construccion del algoritmo Singular value threshol-
ding
Definimos f,(X) = 7||X]|, + % HXH% para todo 7 > 0. Queremos resolver

minimizar 71X, +—HX||F
(PProx) immi 5.1.1)

sujetoa Po(X) = Pa(M)
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La vinculacién entre el problema (PProx) y el problema (P) estd dada por el siguiente
teorema, cuya demostracion es una adaptacion de la demostracion realizada en [23].

Teorema 5.1.1. Sea X la solucion de (PProx) y X, definido como

X oo = arg min{||X||» : X es solucion de (5.0.3)}.
X

Luego, lim;_, || X% — X[ = 0.

Demostracion. Para probar el limite de la tesis, consideraremos una sucesion {X} },en
arbitraria pero convergente en norma Frobenius y probaremos que este limite es X,

Consideremos {Xjn}neN una sucesion convergente y definamos X, = lim,, ;. X7 .
Probaremos que X, es solucién (5.0.3). Probemos, en primer lugar que X, cumple las
restricciones del problema (5.0.3). Para todo n € N tenemos que Pq(X; ) = Po(M) y
como Pg : R™*™ — R™*" es una funcién continua tenemos que

Pa(X,) = PQ(T}I_EIOIO X7 )= 7}1—>Holo Pa(X7 ) = Pa(M).

Probemos, a continuacién, que X, minimiza la norma nuclear. Para esto observemos
que para todo 7 > 0 tenemos, por la definicién de X7, que

[ X7. +— IX; % < 71 Xaell, + 5 ||XooHF
y, dividiendo por 7,
IX7 .+ 5 IIX*IIF < Xl + 5 ||Xoo||F (5.1.2)
Ademads, como X, es solucién de (5.0.3), tenemos que
X ool < IXZL - (5.1.3)
Combinando las desigualdades (5.1.2) y (5.1.3) obtenemos que
X211, +—||X*||F < Xl + 5 IIXoo||F < |IXZl A+ o ||XOO||F

y, por lo tanto,
X517 < XKool (5.1.4)

para todo 7. Luego, aplicando las desigualdades (5.1.2) y (5.1.4) obtenemos
timsup X, |, < X,
n—oo

y, por la desigualdad (5.1.3),

Xl < imin X, ..

Por lo tanto, lfim,, . [|X% ||, = X/, Luego, como las normas son funciones con-
tinuas, obtenemos que || X;||, = ||X]|,. Por definiciéon de X, concluimos que X, es
solucion de (5.0.3). Resta probar que X, = X ..

Por definicion de X, tenemos que || X|| > || X || mientras que por la desigualdad
(5.1.4) tenemos que || X¢||» < || X || . Concluimos que || X/||» = [|[X|| 7 ¥, luego, por
la definicién de X, concluimos que X; = X .. [ |
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El objetivo, a continuacién serd el de resolver el problema (PProx) mediante un algo-
ritmo iterativo. En primer lugar observemos que la funcién

1
£:(X) = 71X, + 5 X

es una funcién convexa para todo 7 > 0. Esto se debe a que ||-||, es una norma (ver
proposiciéon D.3.1)), las normas son funciones convexas (ver proposicion (D.1.1)) y f. es
una combinacion lineal con coeficientes positivos de funciones convexas (ver proposicion
(D.1.2)).

Estamos en condiciones entonces de construir un algoritmo que resuelva de forma
iterativa el problema (5.1.1).

El lagrangiano del problema (PProx) es £(X,Z) = f,(X) + Z"[Po(M) — Pqo(X)]
donde Z € R™*" es una matriz de multiplicadores de Lagrange. Como el problema (P)
es un problema convexo, se cumple dualidad fuerte y existe un par (X*, Z*) que cumple
la desigualdad min-max (ver [26], pagina 237):

sup inf L(X,Z)=L(X*Z")= if supLl(X,Z).
ZEO XeRan XeRmxn ZEO
Definimos ¢(Z) = infxcgmx» £(X, Z) la funcién dual del problema (P). Notemos que
si conociéramos X* € arg miny cgmxn £(X, Z) tendriamos que

0 0 0

70(Z) = S L(X",7) =

-z [r(X*) +Z7 [Po(M) — Po(X*)]) = Pa(M) — Po(X*).

Podriamos entonces plantear una iteracion de gradiente ascendente para encontrar Z*
de la forma

0
Zy = Zg—1) + 0k

a—zg(z(k—l)) = Z—1) + 0r[Po(M) — Po(X*)],

donde {J }r>1 es una sucesion de pasos positivos.

Por otra parte, tomemos Z fijo. Observemos que

L(X,Z) = f-(X) + Z" [Po(M) - Po(X)]

= f+(X) + Z' [Po(M - X))

= [+(X) + Pa(Z)" (M - X)

=7|X]|, + %XTX +Po(Z) "M — Po(Z)'X
+%PQ(Z)PQ(Z)T - %PQ<Z)PQ(Z)T

=7 X]], + % |X = Pa(Z)|[5 + Pa(Z) ™M + %PQ(Z)PQ(Z)T

Luego
argmin £(X,Z) = argmin 7 | X||, + % IX — Po(Z)][ - (5.1.5)

X X

Para poder hallar (5.1.5) necesitaremos de la siguiente definicion:
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Definicién 5.1.1 (Operador soft-thresholding). Sea X € R™ ™ una matriz de rango 7.
Consideremos su descomposicion compacta en valores singulares

X=UZV',

donde U y V son matrices de tamaiio n X r y r X m, respectivamente, y que cumplen que
U'U=V'V =1,y3X =diag({o1,...,0.}) donde {o;}"_, son los valores singulares
positivos de la matrix X. Para cada 7 > 0 definimos el operador soft-thresholding D, tal
que D, : R"*™ — R™*™y

D,(X) =UD,(E)V', D.(X)=diag((c — 7)) (5.1.6)
donde (-); = méx{0,-}.

El vinculo entre el operador soft-thresholding y la ecuacién (5.1.5) lo da la siguiente
proposicion:

Proposicion 5.1.1. Para cada™> 0yY € R™", D. cumple que
1
D,(Y) :argmgnTHXH*—l—éﬂX—YH% (5.1.7)

Para poder dar una prueba de esta proposicion necesitaremos la forma del subdiferen-
cial de la norma nuclear. Esto estd dado en la siguiente proposicion que presentaremos sin
demostracion.

Proposicion 5.1.2. Dada una matriz X = UXV " escrita a través de su SVD, el subdife-
rencial de la norma nuclear esta dado por

IIX], ={UVT  + W W c R™" U'W =0,WV =0,0,(W) < 1}
Demostracion. Ver [27], pagina 40. [

Prueba del teorema (5.1.1). A través de las proposiciones (D.3.1) y (D.1.2) probamos que
1
h(X) = 3I1X - Y5 + 71X

es una funcién convexa. Por lo tanto, si existe el minimo de h, este es Gnico. Vamos a
probar que este minimo es igual a D, (Y). Si X* minimiza a la funcién A en R™*", por la
proposicion (D.2.4) tenemos que

0 € Oh(X™). (5.1.8)

Por la proposicion (D.2.2) tenemos que
Oh(X") = 9f(X7) + 9g(X7),

donde f(X) = 5 [|X — Y||35 y g(X) = 7||X]|,. Por la proposicién (D.2.3) y utilizando

que f es diferenciable se tiene que
Of(X7) ={Vf(X)} ={X" = Y}. (5.1.9)
Dada una matriz arbitraria X = UXV ", por la proposicién (5.1.2) tenemos que

X, ={UVT + W W cR™" U'W =0,WV =0,0,(W) <1}. (5.1.10)
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Combinando las ecuaciones (5.1.8), (5.1.9) y (5.1.10), resta probar que
X*—-Y eo|X],,

con X* = D, (Y). Para esto, construimos la descomposicién en valores singulares de Y
como Y = UOEOVJ + UlZlVlT donde Uy, V| son los vectores singulares asociados
a los valores singulares mayores que 7y Uy, V; son los vectores singulares asociados a
los valores singulares menores o iguales que 7. Con esta notacién tenemos que D, (Y) =
Uy(Zp — 7I)V y luego

X*—Y =Uy(% — 1)V, —UgEeV, + U T, V]
=—7UyV, + U2V,
=—7(UgVy + W),

con W = %UllelT. Por la construccion de la SVD, UUTW =0y WV, = 0. Ademas,
por construccién, o(W) < 1. Concluimos, que X* —Y € J7|X]||,, como queriamos
probar. [

Esto conduce al siguiente algoritmo para hallar el par (X*, Z*) 6ptimos:
Sea 7 > 0 fijo, una sucesion {0y } x>0 de pasos positivos y Z, una matriz de multipli-
cadores de Lagrange inicial. Construimos una sucesion {(Xx), Z)) } x>0 como

Xy = Dr(Zg—1))
Zyy = L1y + 0x[Pa(M) — Po(X))]

A la iteracion previamente descrita la llamaremos SVTC por singular value threshol-
ding completion.

(5.1.11)

5.2. Analisis e implementacion del algoritmo

La convergencia analitica del algoritmo detallado en (5.1.11) estd garantizada por la
siguiente proposicion.

Proposicion 5.2.1. Sea {0y }ren una sucesion de niimeros reales positivos que cumplen
que 0 < inf 0 < supy 0 < 2. Luego, la sucesion de matrices {X(k)}keN obtenidas a
través del algoritmo (5.1.11) con los 0y, previamente especificados, converge a la tinica
solucion del problema (5.0.3).

Demostracion. Ver [23], pagina 1968. |

Una implementacion del algoritmo (5.1.11) en una cantidad de iteraciones razonable
debe hacerse con cautela. Analicemos algunos puntos sobre este algoritmo y cémo fueron
atacados en nuestra implementacion.

En primer lugar observemos que desde un punto de vista de la complejidad, la comple-
jidad del algoritmo (5.1.11) estd dominada por el cdlculo del operador soft-thresholding
de la matriz Z_,). Esto implica que en cada iteracion del algoritmo se deberd calcular la
SVD de una matriz con lo que esto implica a nivel computacional (recordemos el andlisis
realizado para el algoritmo MAP-EM en la seccion (4.2.2)). En nuestro caso, la imple-
mentacion del operador D, que realizamos estd basada en la funcién propack.svd ()
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en R. Esta implementacion no es 6ptima puesto que propack.svd () calcula todos los
valores singulares de la matriz. Por lo tanto, para valores de 7 grandes y/o para d; chicos,
existirdn varias iteraciones del algoritmo en donde todos los valores singulares de Z seran
menores que 7. Una forma de remediar este problema es a través de la utilizacion de for-
mas iterativas de obtener los valores singulares de Z: de esta manera, si el valor singular
mads grande es mds chico que 7, no seguiremos calculando el resto.

En segundo lugar y vinculado al punto anterior, observemos que dependiendo de 7, 4,
y Z pueden haber decenas (o centenas) de iteraciones del algoritmo donde no se producira
ningiin cambio sobre X ;). Para ejemplificar esta situacion consideremos ¢, = ¢ fijo para
todo k y que la matriz de multiplicadores inicial es Z ;) = 0. Con estos valores iniciales
tendremos que, X1y = 0y Z) = 0Po(M). Ademds, mientras & sea tal que el valor
singular mds grande de k6P (M)) sea menor que 7, X serd igual a 0. Si el paso § es
pequefio con respecto a 7y a o1 (Pq(M)) habrd muchas iteraciones virtualmente indtiles.
Por estarazon, y siguiendo la implementacion de [23], comenzamos con una matriz Z ) =
ko0Pq(M) donde ky es el natural tal que

T

————— € (kg — 1, ko|.
STPa, < o= 1kl

En la implementacién de este algoritmo consideramos como criterio de parada el re-

comendado por [23]: fijado un umbral £ > 0, detendremos el algoritmo si

|Pa(Xw — M),
Po(M) g

<e. (5.2.1)

Los detalles de por qué este es un criterio de parada razonable pueden consultarse en la
pagina 1972 de [23].
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Capitulo 6

Comparacion de algoritmos

6.1. Simulacion de datos de prueba

Con el objetivo de analizar el desempefio de los algoritmos previamente estudiados,
simulamos datos gendémicos de prueba. El punto de partida para esta simulacién es el
Human Genome Diversity Panel en su version del 2008 [28]. De los 525 910 SNPs de la
base de datos completa extrajimos 49 408 correspondientes al cromosoma 1.

Seleccionamos 148 haplotipos correspondientes a individuos provenientes de tres po-
blaciones: 48 vascos, 56 japoneses y 42 yorubas. La eleccion de las poblaciones que llama-
remos de base se debid a que estas poblaciones estdn distanciadas a nivel geografico y esta
distancia genera patrones bien reconocibles en las componentes principales [8]. Recono-
cimos asimismo que los SNPs elegidos del cromosoma 1 son lo suficientemente variables
entre las poblaciones seleccionadas como para permitir distinguirlas.

A partir de estos haplotipos construimos vectores de frecuencias alélicas para cada una
de la poblaciones bases. Una vez obtenida la frecuencia alélica f,-j de una la posicién j para
la poblacion i, esto nos permitié simular nuevos individuos a través de variables aleatorias
Bernoulli. Para obtener un individuo x de la poblacion ¢, simulamos d variables aleatorias
Bernoulli con frecuencias { fi1, fi2, - - -, fia}-

Los conjuntos de datos simulados pueden ser divididos en dos de acuerdo a la medida
que se quiere analizar de cada algoritmo: con uno de ellos se pretende estudiar la capacidad
de los algoritmos de recuperar la estructura poblacional y la robustez a datos faltantes; con
el otro, buscamos medir la velocidad y la escalabilidad de los algoritmos.

6.2. Robustez a datos faltantes

El objetivo del estudio de las distintas técnicas de PCA es el de encontrar una o més de
una de ellas que sea aplicable a datos gendmicos reales. Como habiamos observado en la
seccion (2), un tratamiento naif de los datos faltantes en el contexto de PCA puede llevar
a la construccion de hipdtesis erroneas sobre la estructura de las poblaciones. En particu-
lar, como habiamos notado en ese capitulo, es relevante reconstruir de forma adecuada el
efecto que ocurre en la proyeccion de individuos con mezcla sobre las primeras compo-
nentes principales. Por esta razén construimos distintos casos de prueba que incorporan
individuos mezclados y tasas de datos faltantes variadas.
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Los distintos casos de prueba que realizamos estdn inspirados en la construccién de
datos de prueba realizada en [29]. En todos los escenarios que detallaremos a continuacién
simulamos d = 1000 SNPs para 100 individuos de cada una de las poblaciones base y de
150 individuos mezclados. Los individuos mezclados siguieron el siguiente esquema: 50
fueron individuos vasco-yorubas, 50 fueron vasco-japoneses y 50 serdn yoruba-japoneses.
Detallemos cudles fueron los distintos esquemas de incertidumbre que desarrollamos. Una
representacion gréfica de estos escenarios puede ser vista en la figura (6.1).

e Escenario 1. Consideramos tasas bajas de datos faltantes que fueron variables por
individuo y se construyeron sin estructura. Para cada uno de los individuos x; se
simul6 una variable aleatoria, p, con distribucién uniforme en [0,05, 0,3]. Luego, se
simularon variables aleatorias Bernoulli X;; con pardmetro p;. Este tipo de datos
faltantes es el andlogo al caso en que se cuente con una base de datos gendmica
proveniente de genotipado con poca profundidad y errores aleatorios de lectura.

e Escenario 2. El escenario 2 es andlogo al escenario 1 con la diferencia de que en
este se consideraron tasas moderadas de datos faltantes. La construccion resultd
equivalente a la previamente descrita para el escenario 1 con la salvedad de que las
variables p; se construyeron uniformes en [0, 3; 0, 7].

e Escenario 3. En este caso consideramos datos faltantes variables por individuo pe-
ro con estructura de bloque. Para construir los bloques de datos faltantes, para ca-
da x; simulamos dos variables aleatorias, p; y ¢; con distribuciones uniformes en
[0,05;0,3] y (0, 1), respectivamente. Para cada individuo luego se muestrearon n; =
|p;d] posiciones y se simularon variables aleatorias X7, ... ,XT{J, independientes
con distribucion geométrica de esperanza 9]-_1. El objetivo de considerar este escena-
rio es el de entender si la existencia de bloques de datos faltantes afecta al desempefio
de los algoritmos.

e FEscenario 4. En este esquema consideramos nuevamente datos faltantes por bloque
como en el escenario 3 pero tasas diferenciales para cada poblacion. En este caso
consideramos variables p; con distribucién uniforme en [0, 05; 0,1] para las pobla-
ciones de base y variables p; uniformes en [0, 3; 0, 7] para las poblaciones mezcla-
das. El objetivo de este experimento es el de entender qué tan bien reconstruyen los
algoritmos las relaciones entre individuos mezclados y las poblaciones ancestrales
cuando los individuos mezclados presentan tasas mds altas de incertidumbre.

En primer lugar aclararemos que no presentaremos los resultados para el algoritmo
PPCA. Las razones de esto son sencillas: no fue posible obtener reconstrucciones de los
datos con este algoritmo. Para entender el porqué tenemos que analizar la implementacién
del algoritmo EM-PPCA. Recordemos que la funcién objetivo de este problema es

n

nd 1

(b ) = = In(2m) — 2 In(det(S)) = 5 D~ (% — 1) B 06— )

=1

En cada iteracion del algoritmo se estima g, y 32,. Para nuestros datos observamos que

la matriz X, es numéricamente no invertible por lo que el término — In(det(X,)) es
numéricamente igual a 4-o0.
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Escenario 2

Escenario 1

JAP VAS YOR MEZ JAP VAS YOR MEZ

Escenario 3 Escenario 4

Figura 6.1: Representacién gréfica de los escenarios de la seccién 6.2. JAP: japonés, VAS: vasco, YOR:
yoruba, MEZ: mezcla. Las columnas representan individuos y las filas representan SNPs.

Por otra parte, quitar este ultimo de la funcién objetivo genera otro problema. El tér-
mino —3 377 (x; — py) T2 (x; — py) es equivalente, si reemplazamos X' por X, y
My por X,, €s

1 o -
-3 ;(xi — %78, (% — %) = —5 tr(L,),

donde en esta dltima ecuacién utilizamos el corolario (A.1.1.1). Por lo tanto este término es
constante en cada iteracion del algoritmo. En conclusién, consideramos que este algoritmo
no es apropiado para datos genémicos.

El resultado de la aplicacion del resto de los algoritmos a los esquemas previamente
detallados puede verse en la figura (6.2) y la figura (F.1) del apéndice.

En la figura (6.2) (A) tenemos representados los puntos originales y su reconstruccion
en las dos primeras componentes principales segutn el teorema (C.0.1). La transparencia
de los puntos indica la tasa de datos faltantes del punto considerado: a mayor cantidad
de datos faltantes, mayor es la transparencia del punto. Esta figura actiia entonces como
contraste para el resto de los algoritmos puesto que esta es la mejor representacion de los
puntos en dos dimensiones.

En las figuras 6.2 (B) y 6.2 (C) presentamos la reconstruccion que obtenida luego
imputar los datos desconocidos por la media y tras utilizar el método SVTC, respecti-
vamente. El desempeiio de ambos procedimientos es similar para los escenarios 1y 3,
escenarios para los cuales la tasa de entradas desconocidas es baja. Asimismo, observe-
mos que el desempeio no se ve influenciado por la estructura de los datos faltantes; tanto
la imputacion por la media como SVTC pueden reconstruir las relaciones entre individuos
mientras la incertidumbre sea baja (recordemos que en estos dos escenarios cada individuo
tiene una proporcion de datos faltantes menor a 0,3).
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Figura 6.2: Proyeccién sobre las dos primeras componentes de los haplotipos simulados. (A) Se obtuvieron
los puntos a través de la SVD de la matriz original. (B) Se imputaron los datos desconocidos a través de la
ecuacion (2.0.5). (C) El algoritmo SVTC fue ejecutado hasta la convergencia segtin el criterio de parada
dado en la férmula (5.2.1) con £ = 0,05. La iteracién fue realizada con 7 = 10°, con 7 dado por (5.0.3).

Sin embargo, el valor de algoritmos mds complejos comparados con la imputacién
por la media es revelado en los casos 2 y 4, en donde la tasa de datos faltantes aumenta.
Mientras que SVTC recupera la estructura de tridngulo con las poblaciones base en las
esquinas y los individuos mezclados en las aristas (aunque con una dispersion mayor que
en la figura original), imputar por la media distorsiona las figuras y, por lo tanto, la relacién
entre los individuos que podemos sustraer de estas. La peor de estas deformaciones es la
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del escenario 4, en donde los individuos mezclados tienen una regresion al origen y, en
consecuencia, las aristas del tridngulo se pierden. De forma similar a lo esbozado en el
capitulo (2) desaconsejamos por lo tanto la imputacién a través de la media en este tipo
de datos puesto que puede llevar a esconder estructuras relevantes entre los individuos
estudiados.

Los algoritmos Alt-Min y SLPCA tienen un desempeiio cualitativamente similar al de
SVTC y el resultado puede consultarse en (F.1); ambos algoritmos conservan la relacién
entre los individuos base e individuos mezclados y no deforman significativamente, para
estos escenarios, la figura original. La principal diferencia entre los resultados de estos dos
algoritmos y los expuestos en la figura (F.1) radica en que las representaciones obtenidas
corresponden a rotaciones y/o simetrias de la figura original. Esto no es, sin embargo, una
desventaja de estos dos algoritmos puesto que, debido a la estructura del problema de op-
timizacion (3.0.5) dos soluciones son equivalentes si existe una isometria que transforme
una solucién en la otra.

Para poder determinar determinar cuédn similares son entre si las representaciones que
realiza cada uno de los algoritmos y también para determinar su robustez a datos faltantes
en los escenarios estudiados, definimos para cada punto x; la medida

1%
_ j

dj — —‘,
donde X; es un punto reconstruido en las dos primeras componentes principales por un
algoritmo dado y f(?“g es un punto reconstruido a través de la descomposicion SVD de la
matriz original y sin datos faltantes.

Para estudiar cudn similares son las representaciones entre si, realizamos los modelos
lineales

s orig
J

d?ltmin _ 60 + ﬁldjlpca + &, dz}ltmin _ BO + 61djvtc + £

djlpca _ 60 + ﬂld;VtC + Eja

donde d2"*™™, djlpca y d5"* son los medidas correspondientes a los puntos reconstruidos
por Alt-Min, SLPCA y SVTC, respectivamente. El resultado es que los coeficientes 3; son
significativos para todo los casos a un nivel de significacién de 10716,

En la figura (6.3) tenemos representada la distribucién de d; para cada experimento
y para cada método. Observamos que los puntos reconstruidos por el algoritmo SLPCA
presentan una distribucidn diferente a la del resto de los algoritmos. Esto es un artefac-
to del algoritmo SLPCA implementado. Se considerd una grilla de posibles valores de
A segtin el problema (3.2.5) y se eligié aquel que minimiza el error de reconstruccion
IW® (X —pl —UY)| . No obstante, el pardmetro \ restringe la norma de las ma-
trices U e Y y, en consecuencia, los puntos reconstruidos tienen normas pequefias en
comparacion con las de los otros algoritmos. Para los algoritmos Alt-Min y SVTC, sus
distribuciones tienen medias cercanas a 1 por lo que presentan menos deformaciones en la
representacion. En el escenario 2, sin embargo, existe un corrimiento en la distribucion de
SVTC que no se da Alt-Min: esto evidencia que Alt-Min deforma menos, para los paré-
metros escogidos, las distancias al origen. Es importante recordar que el algoritmo SVTC
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fue detenido segun el criterio de parada definido en (5.2.1) para un € = 0, 05; es posible,
por lo tanto, que su desempeifio sea mds robusto a datos faltantes al tomar errores mas
pequenos.

Experimento 1 Experimento 2
40-
20-
30- Algoritmo
. Alt-Min
. Mean-Imp
20- |:| SLPCA
10- ] svre

10-

0 J A 0-

0 l25 0 l50 0 l75 1 EJO 1.l25 OIO 0l4 0l8 1l2 1l6
dJ dJ
Experimento 3 Experimento 4

50- 50-
40- 40-
30- 30-
20- 20-
10- 10-

0- —A 0- AA

075 110 010 075 110 115 210
dJ dJ

Figura 6.3: (A) Densidad estimada de los d; para cada algoritmo y en cada escenario.

En experimentos previamente realizados observamos que en algunas instancias los
algoritmos representaban a los puntos reconstruidos mds cerca del (0, 0) si la proporcién
de datos desconocidos para ese individuo era mayor. En la figura (6.4) observamos si
existe una correlacion lineal entre la norma de los puntos reconstruidos y la tasa de datos
faltantes para el escenario 2. La inclusion de esta figura se debe a que en la figura (6.3)
parece que es en este el escenario donde existe un mayor corrimiento hacia el origen. En
este escenario y a un nivel de significacién del 5 % todos las técnicas arrojan puntos cuyas
normas estdn correlacionadas con la proporcién de datos faltantes. Esta correlacion es
encontrada para todos los algoritmos y para todos los escenarios de datos faltantes salvo
para dos: los puntos reconstruidos por Alt-Min para los escenarios 1 y 3 no tienen normas
correlacionadas con la tasa de datos faltantes.
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Figura 6.4: d; en funcién de la tasa de datos faltantes para los puntos reconstruidos del experimento 2. En
azul, la recta de regresion lineal.

6.3. Escalabilidad y tiempo de convergencia

En [30] se estima que un genoma tipico difiere de un genoma de referencia en entre 4.1
y 5 millones de sitios. A pesar de que no todas las posiciones son SNPs, se estima en este
mismo articulo que mds del 99,9 % son SNPs. Si bien algunas variantes son comunes entre
individuos de poblaciones del mundo, muchas variantes estdn restringidas a poblaciones
geogrificamente cercanas. Esto nos muestra que la utilizacion de un nimero grande de
SNPs puede ser ttil para realizar un andlisis fino de la pertenencia de los individuos de
una base de datos a subpoblaciones. Por esta razon estamos interesados en estudiar cudles
de los algoritmos implementados pueden ser aplicados a bases de datos similares a las que
se utilizarian en un estudio real de estructura poblacional.

En una primera instancia simulamos cuatro bases de datos con una cantidad creciente
de marcadores. Para las cuatro bases simulamos 50 individuos de cada una de las pobla-
ciones base y un nimero de marcadores, d, igual a 250, 500, 1000 y 2000. Este ndmero,
considerablemente menor al que uno utilizaria en datos reales, nos permitié estudiar el
factor de escalabilidad de los algoritmos. El esquema de datos faltantes utilizado en este
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caso fue el de datos faltantes independientes: para cada entrada se simuldé una variable
aleatoria Bernoulli de pardmetro 0,3 de forma independiente.

Todos los resultados de esta seccion y de las posteriores son analizados en base a la
ejecucion de los algoritmos en una PC con un procesador Xeon E3-1240v3 3.4GHz de 4
nucleos y 32 GB de RAM.

Comencemos el andlisis estudiando aquellos algoritmos que son dependientes de los
valores iniciales: nos referimos a Alt-Min y SLPCA.

Para estudiar el comportamiento de estos dos algoritmos se repitieron 50 iteraciones
para cada una de los casos de prueba modificando los valores iniciales de Uy y Y q).
Como estamos interesados en la capacidad de los algoritmos de reconstruir la matriz ori-
ginal de datos en dos dimensiones, fijamos p = 2 en (3.0.5) y (3.2.5). Para cada uno de
los experimentos se construyeron las matrices U € RIxP y Y ) € RP*" segin una
distribucién normal de varianza 1 y media igual a

1 d n
H= in Zzwijxija

i=1 j=1

donde X = (z;;) € R™" es la matriz de entraday W = (w;;) € R™" es la matriz
definida en (3.0.2).

El resultado de estos experimentos puede verse en (6.5). En esta gréfica observamos
una estimacién por densidad del tiempo de ejecucién medido en minutos y la cantidad de
iteraciones necesaria hasta la convergencia de los algoritmos Alt-Min y SLPCA y en fun-
cion de la cantidad de variables consideradas en el conjunto de datos. El tiempo necesario
hasta la convergencia de SLPCA se ve apenas alterado al aumentar el nimero de marcado-
res considerados mientras que la distribucion del tiempo de Alt-Min si se observa alterada
por el nimero de marcadores. Esto se debe a que en cada iteraciéon de Alt-Min se debe
calcular una descomposicion QR y la inversion de dos matrices mientras que para SLPCA
el tipo de operaciones que se deben realizar son computacionalmente menos costosas.

Por otra parte el nimero de iteraciones hasta la convergencia es menor en Alt-Min
que en SLPCA. El andlisis de esto debe, sin embargo, tomarse con cuidado puesto que el
nimero de iteraciones de SLPCA depende de la sucesion {d }ren de pasos de gradiente
descendente (recordemos las iteraciones definidas en 3.2.6) y (3.2.7). En este caso se uti-
liz6 0, = 6 = 0,0001 para todo k£ € N, valor que permitié repetir el algoritmo 50 veces.
Para valores de § mds grandes no siempre se logré la convergencia en 50 repeticiones del
algoritmo.
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Figura 6.5: Tiempos de ejecucién y nimero de iteraciones necesarias hasta la convergencia para los algorit-
mos Alt-Min y SLPCA. En las figuras (A) y (B) observamos el tiempo de ejecucién y niimero de iteraciones
para Alt-Min. En las figuras (C) y (D) observamos el tiempo de ejecucién y nimero de iteraciones para
SLPCA. Los gréficos se corresponden con estimadores de la densidad sobre un total de n = 50 repeticiones
de los algoritmos con matrices iniciales variables. El degradado corresponde con la probabilidad acumula-
da hacia la izquierda para los puntos menores a la mediana o hacia la derecha para los puntos mayores a la
mediana de la distribucién.

Enlatabla (6.1) vemos resumido el comportamiento de los algoritmos implementados.
Para construir esta tabla se consider6 un error de ¢ = 10~° como criterio de parada. En el
caso de Alt-Min y SLPCA, las cifras consideradas corresponden a la mediana del tiempo y
del ndmero de iteraciones. Observamos que SLPCA es el algoritmo que presenta el tiempo
hasta la convergencia mds pequefio de entre los considerados. Por su parte, el algoritmo
SVTC es el que presenta tiempos de convergencia considerablemente mds altos que el
resto. En particular, en esta tabla se consider6 un nimero maximo de iteraciones de 3 x 10°
y el algoritmo no habia alcanzado el error predefinido antes de estas iteraciones; es por
esto que el nimero de iteraciones no estd presente en esta tabla para este algoritmo.

Numero de marcadores (d) 250 500 1000 2000
Alt-Min 0.45(285) 0.82(218) 1.70(146) 0.49 (13)
SLPCA 0.0018 (58) 0.005 (76) 0.01 (77) 0.024 (77)
SVTC 102.81 146.33 257.59 457.41

Cuadro 6.1: Tiempos de ejecucién medidos en minutos y, en paréntesis, la cantidad de iteraciones hasta
alcanzar la convergencia. La convergencia de todos los algoritmos fue analizada utilizando un umbral de
e=10""5.
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6.4. Aplicacion a una base de datos de poblaciones nati-
vas americanas

Cualitativamente, los métodos estudiados fueron capaces de reconstruir en datos si-
mulados las relaciones entre individuos de poblaciones bases e individuos mezclados. Es-
te fue, sin embargo, un caso de estudio sencillo en términos de estructura poblacional.
Las poblaciones que tomamos de base (japoneses, vascos y yorubas) forman parte de tres
continentes diferentes y eso tiene una consecuencia directa en la divergencia genética [8].
Estamos interesados en estudiar si podemos reconstruir las distancias entre individuos que
pertenecen a poblaciones de un mismo continente.

En el articulo [31] se estudi6 la similitud que existe entre 10 individuos que declararon
ascendencia charria e individuos de otras poblaciones nativas americanas geograficamen-
te cercanas. Para cada uno de los individuos con ascendencia autodeclarada charria se es-
tudiaron sus genomas completos y cada seccion de estos fue etiquetada como provenienten
de sefiales nativas, europeas o africanas. En el espiritu del articulo [10], se construy6 una
base de datos con las sefiales europeas y africanas enmascaradas: es decir, las secciones de
los genomas correspondientes a sefiales europeas y africanas se consideraron datos desco-
nocidos. En el articulo de Spangenberg et al. se construy6 un PCA entre los individuos con
ascendencia charria y otras poblaciones nativas utilizando el algoritmo smartpca del
paquete EIGENSOFT. De acuerdo con [29], este algoritmo utiliza imputacién por la me-
dia para realizar un PCA con datos faltantes. Estamos interesados en estudiar si podemos
mejorar el resultado de este PCA si utilizamos los algoritmos propuestos en este trabajo.

En lugar de utilizar los genomas completos, utilizamos una base de datos proveniente
de una muestra de 363 578 SNPs de 210 individuos de 10 poblaciones. En la tabla (6.2) po-
demos observar las poblaciones que fueron consideradas en este andlisis. Cabe resaltar que
los individuos charrdas presentaban tasas promedio de datos faltantes significativamente
mayores que las del resto de las poblaciones.

Poblacién Tasa de datos faltantes

Aimara 0.042
Chane 0.010
Diaguita 0.269
Guahibo 0.008
Guarani 0.100
Kaingang 0.172
Piapoco 0.028
Quechua 0.092
Toba 0.027
Charrua 0.798

Cuadro 6.2: Poblaciones estudiadas y la tasa de datos faltantes promedio de los individuos de cada una
de ellas.

El primero de los descubrimientos es que el algoritmo Alt-Min, a pesar de la robustez
a los datos faltantes que observamos en la seccion 6.2 presenta un problema al ser imple-
mentado que no habia sido descubierto con los datos simulados: una implementacion naif
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del algoritmo (como la que realizamos) utiliza grandes cantidades de memoria RAM. Por
esta razén, no pudimos utilizar este algoritmo para estudiar estas poblaciones, ain utili-
zando un submuestreo de SNPs (para ejemplificar, un submuestreo de 75 000 SNPs obliga
a guardar en memoria una matriz de 41,9 Gb lo que es imposible en la computadora que
se utiliz6 para hacer estos experimentos).

El problema de la falta de memoria RAM no es tal para el método SLPCA. En la
figura (6.6) observamos la proyeccion de los individuos estudiados en las dos primeras
componentes principales de acuerdo al algoritmo SLPCA. Cuando consideramos todos los
individuos observamos que algunos individuos charrias quedan muy mal representados y
lejos del resto de los puntos. Una posible razon para esto es que estos puntos corresponden
con individuos con tasas muy altas de datos faltantes (aproximadamente 0.99); sin embargo
esto no condice con lo hallado en la seccién (6.2) puesto que en esta seccion hallamos que
la norma de los puntos reconstruidos disminuia con al aumentar el nimero de entradas
desconocidas. Para entender si las distancias entre el resto de las poblaciones quedan bien
reconstruidas por este método, construimos un nuevo PCA sin los charruas. El resultado
es desalentador: aun sin los individuos anémalos, el método falla en reconstruir una figura
que dé cuenta de las distancias gendmicas de los individuos. Una posible razén por la cual
esto se esté dando puede ser que debido a la similitud entre las poblaciones, el algoritmo se
estanque en minimos locales que estdn lejos de la solucion 6ptima. Por otra parte, en esta
iteracion utilizamos un A fijo; es posible que una optimizaciéon mds fina de este pardmetro
arroje mejores resultados.

A Poblacion B)oo1s-
( ) ( ) Poblacion
0.00- o’ Aimara
...: 0.0010 - ® Aimara
o o© ® Chane :
® Chane
-0.05- Diaguita
0.0005 - Diaguita
® Guahibo °
N 0.10- 4 o o & e Guahibo
o Guarani o 5 °
o O 0.0000- Y ° Guarani
e Kaingang ° °
-0.15- . ® Kaingang
' Piapoco -0.0005 - O B
: - Piapoco
Quechua ° .7 e —
-0.20 - ° Quechua
Toba -0.0010- °
Toba
° ® Charrua
-0.05 0.00 0.05 0.10 -1e-03 -5e-04 0e+00 5e-04 1e-03
CP1 CP1

Figura 6.6: Proyecci6n sobre las dos primeras componentes principales de los individuos correspondientes
a poblaciones nativas americanas segun el algoritmo SLPCA para § = 1078 y A = 1000. (A) La base de
datos completa. (B) La base de datos sin los individuos charrias.

El algoritmo SVTC si nos permitié realizar un PCA que revele las relaciones entre
individuos de las poblaciones nativas estudiadas. El resultado de esto puede verse en la
figura 6.7. Para construir esta figura utilizamos un submuestreo aleatorio de 75 000 SNPs.
En la figura eliminamos aquellos puntos cuya tasa de datos faltantes era mayor a 0,95
pero estos no fueron eliminados de la matriz a completar. El resultado es que la primera
componente principal se ve fuertemente afectada por estos puntos. En el sentido de la
segunda componente principal, sin embargo, si podemos diferenciar las poblaciones.
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Figura 6.7: Reconstruccion de los individuos de la seccién 6.4 segtin el algoritmo SVTC. La matriz que
se utiliz6 para completar contenia 75 000 SNPs y todos los individuos. El algoritmo se ejecuté hasta obtener

una convergencia con un error de ¢ = 0,05 y para 7 = 106.
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En concordancia con lo hallado en [31], observamos una proximidad entre los indivi-
duos charruas, diaguitas, kaingang y guaranies. Segun este articulo, la similaridad hallada
a nivel genético entre charrdas y diaguitas, a pesar de parecer inesperada por razones geo-
gréficas, estd bien documentada a nivel etnografico.

Por otra parte, si proyectamos a los individuos sobre la segunda y tercera componente
principal somos capaces de diferenciar a las poblaciones piapoco y guahibo, ambas po-
blaciones nativas de Colombia y Venezuela.
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Capitulo 7

Conclusiones y trabajo futuro

Los métodos estudiados para construir un PCA en presencia de datos faltantes arrojan
resultados razonables en los distintos escenarios simulados que construimos. En particu-
lar, en estos escenarios, no parece haber grandes diferencias en la estructura de los datos
faltantes y los métodos recuperan las similitudes entre individuos sin importar si los datos
faltantes se consideran aleatorios dentro de la base de datos o con estructura de bloque.
Sin embargo, dados los resultados desalentadores que obtuvimos del método de SLPCA
al aplicarlos sobre una base de datos no simulada es relevante cuestionarse si los escena-
rios que construimos son demasiados sencillos para los algoritmos. En este sentido, seria
interesante trabajar en la construccion de nuevos escenarios en donde la tasa de datos fal-
tantes sea atin mds extrema (por ejemplo, cercana a 0.9) y estudiar cémo responden los
métodos a estos escenarios. Incluso con datos simulados, seria interesante estudiar co-
mo es el desempefio de los métodos estudiados cuando la estructura de datos faltantes es
similar a la de los charrdas de la seccién 6.4.

El algoritmo PPCA no pudo ser aplicado, en la versién descrita en el capitulo 4, a datos
genémicos. Articulos recientes como [29] proponen una variante del algoritmo EM que, de
acuerdo con los autores, permite no solo recuperar estructuras que no son recuperadas por
los paquetes usados ampliamente en el drea de genética de poblaciones, si no que también
prometen una escalabilidad apropiada para estudiar bases de datos de altas dimensiones.
Seria interesante continuar en el estudio de estos métodos y compararlos con aquellos que
no son probabilisticos.

Por otra parte, el algoritmo Alt-Min que tuvo un buen desempefio para datos simu-
lados en términos de escalabilidad y de robustez a datos faltantes, no pudo ser aplicado
a un conjunto de datos de individuos reales. Nos encontramos con esta dificultad debido
a que el algoritmo internamente realiza operaciones costosas computacionalmente. Seria
pertinente, por lo tanto, continuar en el estudio de implementaciones de este algoritmo
computacionalmente menos costosas que permitan una mejor escalabilidad.

En cuanto a SVTC, su desempefio sobre datos simulados y sobre la base de datos de po-
blaciones nativas, parece prometedor e invita a realizar nuevos experimentos en otras bases
de datos con estructuras complejas de datos faltantes. Entendemos, sin embargo, que de
acuerdo a lo estudiado en la seccién 6.3, el algoritmo tiene tiempos de ejecucion elevados
comparados con el resto de los métodos estudiados atin para matrices de dimensiones muy
por debajo de aquellas utilizadas en estudios de estructura poblacional con datos reales.
Es pertinente un estudio de nuevas técnicas que permitan realizar el problema de com-
pletar las matrices pero que aseguren tiempos de ejecucion menores. No obstante, seria
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interesante poder reconstruir la base de datos de poblaciones nativas utilizando todos los
SNPs y no una muestra; si fuimos capaces de hallar similitudes entre individuos con 75
000 SNPs, cabe la pregunta de qué tipo de estructura fina podemos revelar al utilizar la
totalidad de la base de datos.
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Apéndice A

Elementos de algebra lineal

A.1. Conceptos esenciales y propiedades

Traza de una matriz

Definicién A.1.1 (Traza de una matriz). Dada una matriz A = (a,;;) € R™*" definimos
traza como la suma de los elementos en la diagonal principal, es decir,

tr(A) = i @i
i=1

Proposicion A.1.1 (Propiedades de la traza). La funcion tr(-) definida en el espacio de
matrices cuadradas cumple las siguientes propiedades:

(1) Paratodas A,B € R™" tr(A + B) = tr(A) + tr(B).

(2) Paratodo A € Ry A € R™", tr(AA) = A tr(A).

(3) Para toda A € R™™, tr(A) = tr(AT).

(4) Para toda A € R™*™yB € R™™, tr(AB) = tr(BA).

(5) Es invariante bajo permutaciones ciclicas de productos de matrices, es decir, dadas
A, B, C,D matrices, tr(ABCD) = tr(BCDA) = tr(CDAB) = tr(DABC)
(siempre que estos productos estén bien definidos).

Demostracion. Daremos la prueba de la propiedad (5). El resto de las propiedades surge
de forma inmediata de la definicion de traza.

Probemos que tr(ABCD) = tr(BCDA); el resto de las igualdades se prueban de
formas andlogas. Considerando U = A y V = BCD, tenemos, en virtud de la propiedad

(4), que
tr(ABCD) = tr(UV) = tr(VU) = tr(BCDA). u

Corolario A.1.1.1. Seanx € R" y A € R"*". Entonces

x'Ax = tr(x"Ax) = tr(Axx") = tr(xx " A).
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Demostracion. Puesto que x" Ax € R, tenemos que x' Ax = tr(x" Ax). Luego, por la
proposicion (A.1.1) tenemos que

tr(x' Ax) = tr(x' (Ax)) = tr((Ax)x") = tr(Axx")

tr(x"Ax) = tr((x" A)x) = tr(x(x A)) = tr(xx"A). |

Determinante y matriz de cofactores

Definiciones A.1.1. Consideremos una matriz cuadrada X € R"*".

e Sean/,J C {1,...,n}tal que card(/) = card(J) = k. Definimos el determinante
menor de orden k o menor de orden k como al determinante de la submatriz de
tamano £ x k de X obtenida tras eliminar las filas de ¢ que no pertenecen al conjunto /
y las columnas que no pertenecen al conjunto J. Si I = {i:}°y J = {j}* llamaremos
al primer menor al menor de orden 1 obtenido y lo notaremos como X,;. Si [ =
J ={1,...,k}, llamaremos menor principal superior.

e Definimos la matriz de cofactores de X y la notamos como cof(X) a la matriz que
cumple que cof (X) = (—1)"X;;.

e Definimos la matriz adjunta de X como la traspuesta de la matriz de cofactores de
Xy la notamos como adj(X).

La matriz adjunta de una matriz X invertible estd estrechamente vinculada con la ma-
triz inversa y su determinante. Esto estd dado por la siguiente proposicion:

Proposicion A.1.2 (Vinculo entre matriz adjunta e inversa). Para toda matriz X € R™"*"
se tiene que

X adj(X) = adj(X) X = det(X)L,.

En particular, si X es invertible se cumple que

-1 _ adj(X)
X = det(X)"

Demostracion. Ver [32], pagina 192. [

Pseudoinversa de Penrose-Moore

Definicion A.1.2 (Pseudoinversa de Moore-Penrose). Sea X € R"*", Decimos que X
es una pseudoinversa de Moore-Penrose o, simplemente, pseudoinversa si satisface las
siguientes propiedades

XXX =X, (A.1.1)
XXXt =X+ (A.1.2)
(XTX)"T = XX* (A.1.3)
(XXH)T =XTX (A.1.4)
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Una propiedad fundamental de una pseudoinversa de una matriz es que siempre existe
y es unica:

Proposicion A.1.3 (Existencia y unicidad de la pseudoinversa). Para toda matriz X €
R™*™ existe una unica pseudoinversa.

Demostracion. Ver [33]. |

Las pseudoinversas generalizan el concepto de inversa de una matriz en el siguiente
sentido:

Proposicion A.1.4 (Pseudoinversa de una matriz invertible). Sea X € R™*™ invertible.
Luego X = X1,

Demostracién. Probemos que X! cumple las cuatro propiedades que definen una pseu-
doinversa de X. Tenemos que

XXX =IX =X
XIXX ! =IX"' =X
(X !'X)T=1"=1T=XX""!
(XX HT=1"=1=X"'X

Luego, por la proposicién (A.1.3), X = X1, |

Matrices de entrada dnica

Definicién A.1.3 (Matrices de entrada tnica). Dado m € Z, y un par (¢,7) € Z2 con

i,j €{1,...,m} definimos a la matriz §,;; € R™*™ como
1 sik=iyl=j
(03j)e = { .
0 sino

Las matrices de entrada tnica son selectoras de filas y columnas a través de la multi-
plicacion con otras matrices como lo da la siguiente proposicion.

Proposicion A.1.5. Sea X € R™*" una matriz arbitraria.
(1) Seani,j € {1,...,m}. Lamatriz A = §;;X € R™*" es tal que
Ty Sik=1
Ag=4"" .
0 Si no

Es decir, la matriz A tiene en su fila i a las entradas de la fila j de X y el resto de
sus entradas son (.

(2) Seani,j € {1,...,n}. La matriz B = Xd,; € R™*" es tal que
Ty Sil=7
By — { =7,
0 Si no

Es decir, la matriz B tiene en su columna j a las entradas de la columna i de X y
el resto de sus entradas son (.

Demostracion. Directo de la definicion de d;; [ |
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Valores propios de la suma de matrices

Proposicion A.1.6 (Valores propios de la suma). Sean A, B € R™*".

(1) Si A y B son diagonalizables y conmutan si 'y sélo si A 'y B son simultaneamente
diagonalizables, es decir, si existen P invertible y Dy, D, matrices diagonales tales
que

A=PD,P! y B=PD,P "

(2) A y B conmutan entonces A + B es diagonalizable y sus valores propios pueden
ser escritos como N\ = \q + A\g donde Ay y Ap son valores propios de A y B,
respectivamente.

Demostracion. (1) Supongamos que A y B son diagonalizables y conmutan y probe-
mos que son simultineamente diagonalizables. Sea v un vector propio de A, es decir,
existe A € R tal que Av = \v. Probemos que v es un vector propio de B. Tenemos
que

A(Bv) = B(Av) = B(\v) = A(Bv).

Esto implica que el vector Bv es un vector propio asociado a A y, por lo tanto,
pertenece al subespacio generado por v. Luego, existe u tal que Bv = puw. Esto
implica que v es un vector propio asociado a B.

Andlogamente, probamos que si v es un vector propio de B entonces también lo es
de A. Luego, A y B se diagonalizan en la misma base de vectores propios.

Supongamos ahora que A y B son simultdneamente diagonalizables. Probemos que
A = B. Tenemos que

AB = (PD,P")(PD,P!) = PD,D,P"!

BA = (PD,P')(PD,P!) = PD,D,P .

Luego, como las matrices diagonales conmutan entre si, se cumple que AB = BA.
(2) Utilizando la hipétesis podemos escribir a la matriz A + B como
A+B=PD,P!'+BPD,P'=P(D; +D,)P ..

Luego, A + B es invertible y sus valores propios son de la forma A = A4 + Ap.
[

A.2. Descomposicion en valores singulares

Sea X € R™ " una matriz simétrica y semidefinida positiva. A través del teorema
espectral para matrices simétricas y de la no negatividad de los valores propios de una
matriz semidefinida positiva la matriz X puede ser escrita como

(D 0\ ,¢
X_P<O 0)13,
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donde P es una matriz ortogonal y D es una matriz diagonal que contiene a los valores
propios estrictamente positivos. Podemos utilizar esta descomposicion de las matrices si-
métricas para obtener una descomposicion para matrices arbitrarias: la descomposicion en
valores singulares (SVD, por sus siglas en inglés).

Teorema A.2.1 (Descomposicion en valores singulares). Dada X, una matriz de rango r,
existen una matriz ortogonal de dimension n x n, P, una matriz ortogonal de dimension
m x m, Q, y una matriz diagonal D de dimension r X r cuyas entradas son estrictamente
positivas y tales que X puede ser escrita como

D 0
X:P(O 0>QT.

Para dar una prueba de esta proposicion, probaremos un par de lemas.

Lema A.2.1 (Lema 1 para la descomposicion en valores singulares). Sea X € R™*". Se
cumple que X = 0 si y sélo si X' X = 0.

Demostracion. La prueba del directo es inmediata. Probemos el reciproco. Para esto con-
sideremos e; € R™ el j-ésimo vector canénico. Por hipétesis tenemos que X' Xe; = 0.
Luego

e] X' Xe; = (Xe;, Xe;) = || Xe||5 = 0.
Por lo tanto, para todo j, Xe; = 0. Resta probar que esto implica que x;; = 0 para todo
1, 7. Notemos con egf ) al k-ésimo vector canénico de dimensién p. Luego, para todo i, j

concluimos que

Ty = (egm))TXeg-") =0. [ |
Lema A.2.2 (Lema 2 para la descomposicién en valores singulares). Sea X € R™*™ una
matriz de rango r. Sea P cualquier matriz ortogonal y D la matriz diagonal tal que

Ty (DO
Q X XQ= (0 0) (A.2.1)

Particionemos Q como Q = (Qq, Q2), donde Q tiene r columnas, y definamos P =
(P, Py), donde P, = XQ, D~ y Py es cualquier matriz de dimensiéon m x (m — r) tal
que

P,'P,=0. (A.2.2)

(Sir=0, Q= Qo P =P, yP;esarbitraria; sir =n, Q= Qq, sir =m, P = Py).

Luego,
D o
P'XQ =
@ o)

Demostracion. En primer lugar observemos que si descomponemos Q = (Q;, Qz) de
forma tal que QQ; contenga a las primeras r columnas, entonces podemos escribir

_(QIXXQ, QIXTXQ,
QTXTXQ_( IX7XQ; iXTXQQ)‘
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Por la ecuacion (A.2.1) obtenemos que Q X' XQ; = D2 Ademis, como Q; X' XQ, =
0, por el lema (A.2.1) esto implica que XQ, = 0. Por otra parte, por definiciéon P; =
XQ;D L. Porlo tanto, P = D7!Q/ X" y XQ; = P,D. Luego

P/XQ, P/XQ,\ (D!Q/X'XQ, P/0
PIXQ, P/XQ,) ~ P]P,D PJo

1D2
<(PTP1 D 0)

(5 0)

Podemos a continuacion dar una prueba de la existencia de la descomposicion en va-
lores singulares.

P'XQ = (

Prueba del teorema (A.2.1). Laideade la prueba serd utilizar el lema (A.2.2) encontrando
unas matrices Q y P que sean ortogonales y que estén bajo las hipétesis del lema.

Por el teorema espectral para matrices simétricas, existe una matriz ortogonal Q de
dimension n x n tal que

2
Q'X'XQ = b= 0 (A.2.3)

0 o0,
puesto que X ' X es una matriz simétrica y semidefinida positiva. Ademds, tenemos que
D? = diag{\i, ..., \,} es una matriz diagonal que tiene los valores propios estrictamente

positivos de X " X.

Hallemos, a continuacién, una matriz P € R™*"™ ortogonal, que esté bajo las hipétesis
del lema anterior. Particionemos la matriz Q = (Q1, Q2), donde las columnas de Q; son
las primeras 7 columnas de Q;.

Definamos, a continuacién, P; = XQ;D~!. En la prueba del lema (A.2.2) probamos
que Q; X'XQ; = D% Luego

P/P,=D'Q,X'XQ,D!'=D'D’D! =1,.
Por el teorema de rango-nulidad tenemos que
dim[ker(P])] = m — rango(P;) = m — rango(P/Py) = m — 1.

Consideremos entonces P, cualquier matriz de dimensién m x (m — r) cuyas columnas
formen una base ortonormal de ker(P] ). Luego,

PP, P/P I 0
Tp _ 141 1+2) T _
PP = (Gt pien) = (6 1p) =T

Por lo tanto, P es una matriz ortogonal y estd bajo las hipétesis del lema (A.2.2). Por lo

tanto,
D o
T _
PTXQ = (0 0)

D 0
X:P(O O)QT,

como queriamos probar. |

0, equivalentemente,
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La SVD es usualmente escrita como X = UXV ', donde
U=P,X=D y Q=V,

de acuerdo con el teorema (A.2.1). En este trabajo seguiremos esta notacion. Por otra parte,
observemos que realizando las particiones de U = (U, Uy) y V = (V, V;) vistas en la
proposicion (A.2.1) podemos escribir

0
X:U(O O)VT:UlEVlT.

A esta tltima descomposicion, en donde ¥ es una matriz diagonal y cuadrada se la conoce
como SVD compacta o economica.

Larazén del nombre valores singulares esta relacionada con el hecho de que elementos
de la diagonal 32 son los valores singulares de la matriz X.

Definicion A.2.1 (Valor singular de una matriz). Dada una matriz X € R"™*" decimos
que o es un valor singular de X si o es un valor propio de X "X (o, equivalentemente, de
XX.

Este hecho no lo presentaremos en este trabajo pero el lector interesado puede consul-
tarlo en [32] en las paginas 552 y 553.

A.3. Descomposicion QR

Proposicion A.3.1 (Existencia de la descomposiciéon QR). Sea X € R™*" arbitraria.
Existen Q € R"™ ™ ortogonal y R € R™*"™ triangular superior tales que

X =QR.
Demostracion. Ver [22], pagina 246. |

La particularidad de la descomposicién QR es debido a la estructura de la matriz Q:
el espacio generado por las columnas de una matriz X es el mismo que el generado por
las columnas de U. Esto estard dado por la siguiente proposicion.

Proposicion A.3.2 (Estructura del espacio de columnas de la matriz U). Sea X € R™*"
una matriz de rango completo por columnas. Consideremos X = QR la descomposicion
OR de X y las particiones por columnas

X:(xl‘...‘xn) y Q:(ql‘...‘qn).
Luego, paratodo k =1,...,n,
gen{xy,...,x;} = gen{ai,...,qx} ¥y 7 # 0. (A.3.1)

Mas aiin, escribiendo Q = (Q1, Qy), con Q, € R™" y Qy € R™ (M) y R = <1:({)1)
con Ry € R™™" tenemos que

rango(X) = rango(Q;), nu(X)=nu(Qs) y X =Q;R;. (A3.2)
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Demostracion. Probemos en primer lugar que se cumple (A.3.1). Consideremos la k-
ésima columna de X. Debido a que X = QR y que R es una matriz triangular superior

tenemos que
k

Xp = ) T (A.3.3)
i=1
Por lo tanto, x; € gen{qy,...,qx}. Luego gen{xy,...,xx} C gen{qi,...,qx}. Resta
probar la inclusién inversa. Para esto, supongamos que i, = 0. Luego x;, = Zf;ll Tik ;-
Por la ecuacion (A.3.3) para k = 1 tenemos que

X1 = Tq:
y, luego
1
q: = —Xg.
11

La ecuacién (A.3.3) para £ = 2 nos dice,

12
X9 = T12q1 + T22q2 = r_Xl + 72202
11

y, luego,
1 12
Q= —X2 — X1.
T'22 11722
Andlogamente, podemos escribir q, . . . , qx—1 en funciénde x4, . . ., X;_1. Luego, x; pue-
de ser escrito como combinacién lineal de {xy, ..., X, }. Pero esto contradice el hecho de
que la matriz X es de rango completo por columnas. Por lo tanto, no puede existir k para
el cual = 0. Luego, gen{x;, ..., Xy} tiene dimensién k lo que prueba la afirmacién
(A.3.1).
Para probar la afirmacién (A.3.2) notemos que
R,
X=QR= (Ql Qz) 0 = Q:R4. u

La descomposicion que nos da la proposicion (A.3.2) en la ecuacion (A.3.2) la llama-
remos descomposicion QR compacta. A diferencia de la descomposiciéon QR de la pro-
posicion (A.3.1), esta descomposicion es unica. El lector interesado puede consultar el
teorema 5.2.3 de [22] para la demostracion de este hecho.
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Apéndice B

Diferenciacion con respecto a vectores y
a matrices

B.1. Diferenciacion con respecto a vectores

Consideremos una funcién f : R”™ — R™, con f(x) = (f1(x),..., fm(x)). La deri-
vada de f con respecto a un vector x € R" la definiremos como la matriz jacobiana de f

. 0 .
en x, es decir, 9/ &5 una matriz de m x n tal que

ox
of(x)\ _ 9fix)
( Ix )U_ oz, : (B.1.1)

En particular, si f tiene a R como codominio tenemos que
0f(x) _ <8f(x) ofx) af(x))
Ox o0z ox2 Oxy :
Proposicion B.1.1 (Derivada del producto interno). Sean u,v € R" vectores fijos. Con-
sideremos las funciones f., f, dadas por f,(x) =x"vy fu(y) =u'y. Luego

9 - T T

—X' V=V —uy=u

ox Y oy Y
Demostracion. Observemos que fijado v, tenemos que f,(x) = >, x;v;. Luego, por

definicion de derivada con respecto a un vector:

T

0 ONG)  Oh(0) o1 ()
el = (2 20 o)
= (’Ul Vg - Un) :VT
Dados vectores X = (z1,...,2,) €y = (y1,...,Yyn)  tenemos que
0 0

8—%fv(x) =v; Y O_yjf“(Y) = Uj.
Luego, por definicion de derivada con respecto a un vector, obtenemos lo pedido. |

Proposicion B.1.2 (Derivada de una transformacion lineal). Consideremos una matriz
A € R™™yla funcion [ : R™ — R™ dada por f(x) = Ax. Luego

OF) _ 4. (B.1.2)
ox
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Demostracion. Sea f;(x) la i-ésima entrada de f(x) = Ax. Tenemos que

n
= E QL.
k=1

Luego
9fix) _ -
X5 E
Obtenemos asi, por definicion de derivada con respecto a x, la ecuacién (B.1.2). [ |

Proposicion B.1.3. Consideremos una matriz A € R"*" y la funcion f : R" — R tal que
f(x) = x"Ax. Luego

x (x)=x"(A+AT).

Demostracion. Por definicion de f tenemos que

f(xl, c. ,.I'n) = Z Z Qi X3 5. (B13)

i=1 j=1

Derivando con respecto a xj, la ecuacion (B.1.3) obtenemos

0
a—:i(:zzl,..., ZZ@ ;T %5

Zl_]l

8xk (Z Z QT 5 + Z aijkxj)

i#k j=1

= E aikxi—i-g aijj+2akkxk

i;ék j;ék
—Zalkxl—l—Zaijj kx+Akx

donde M, simboliza la k-ésima fila de una matriz M. En consecuencia,

of
ox

La proposicién anterior se simplifica en el caso en que A sea simétrica:

ix)=x"(A+AT). n

Corolario B.1.3.1 (Derivada de una forma cuadratica). Sea A € R™*"™ una matriz simé-
trica y la funcién f(x) = x' Ax. Luego

of

X

= 2xA.

Demostracion. Se sigue directamente de la proposicién (B.1.3) utilizando que A = A",
[ |

Proposicion B.1.4. Consideremos A € R™" y la funcion f : R? — R tal que f(x) =
x " Ax, donde x es una funcion de un vector z € RP. Luego

ox

.
(A+A)(9z

82()
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Demostracion. Por la regla de la cadena multivariada:

0f(z) _ 9f(x) 0x

0z ox 0z

Por la proposicion (B.1.3), el primer término de la derecha en la igualdad anterior es igual
ax' (A+ AT). Luego
of(z) T T
= A+A)—. |
0z X (A+A) 0z

Corolario B.1.4.1 (Derivada de la norma 2 de una funcion). La derivada de la norma 2
de un vector f(x) es

ox

0 2 Taf(x>
—If Gl = 2xT L, (B.1.4)

Demostracion. Por definicion de norma 2 tenemos que

If)ls = f(x)"f(x) = f(x) "L f(x).

Luego, la ecuacion (B.1.4) sigue de la proposicion (B.1.4) utilizando A = L,. |

B.2. Diferenciacion con respecto a matrices

Consideremos una funcién f : R™*" — R. Definimos la derivada de f con respecto
a una matriz X = (x;;) como la matriz de dimensién n x m tal que

of(X)  9f(X) of(X)

or11 Ox12 OTn1

of(X) | s 07(X)

_— 83621 83)22 e (9$n2
X n

ofX)  9f(X) of(X)

Oz21 Ox22 OTnm

Proposicion B.2.1 (Regla de la cadena: versién matricial). Sea H : R? — R™ " una
funcion tal que

hll(X) hlg(X) Ce hln(X)
H(X) _ hgl.(X) hgg.(X) .. hgn(X) 7
hm1 (X)) hma(X) ..o hpa(X)
yg:R™"™ — R. Luego
i - neol 0 0 hij (X)
T (OO = 303 5 H(0) 5
[ (296 \ T oH(x)
Demostracion. Ver [32], pagina 303. |
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Derivada de la funcion traza

Proposicion B.2.2 (Derivada de la funcién traza). 1. Sean A € R™™ y X € R™*",

Luego
otr(AX) Otr(XA) AT
ox X
2. Sean A € R y X € R™™ ™. Luego
dtr(AXT) B Otr(XTA) _ A

oxX 00X
Demostracion. Daremos la prueba de la proposicion (1). La prueba de (2) es andloga a esta
ultima. Observemos que como AX y X A estdn ambos bien definidos, por la proposicién
(A.1.1), tenemos que
otr(AX)  Otr(XA)
ox  IoX

otr(AX)

Resta probar que — 5~ = AT Laentrada i, j de la matriz % cumple que
<8tr(AX)) Otr(AX) 0 (AX)
v | = = kk
8X ij 8371'3' 8xij 1
a n
= (AX) Kk
-
Z Zakmk = aj;; = (A )y
&E” k=1 I=1
Concluimos asi lo pedido. |

Proposicion B.2.3. Sean A € R™™ X € R™*" yB € R"*". Luego

dtr(XTAXB)

= AXB+A'XBT
X +

Derivada de la funcion determinante

Proposicion B.2.4 (Derivada de la funcion determinante). Sea X € R"*"™ una matriz no
estructurada, es decir, una matriz con n? entradas independientes. Luego

9 det(X)

X cof (X). (B.2.1)

Demostracion. Calculando el determinante por la i-ésima fila, tenemos que det(X) =
D=1 Tijcij. Luego

(9det

De donde se concluye (B.2.1). |

Consideremos ahora una generalizacion del resultado de (B.2.4). Consideremos una
funcién f : R™ — R™ "y g : R™" — R tal que g(X) = det(X). Obtenemos asi la
siguiente proposicion.
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Proposicion B.2.5. Sea F : RY — R™ ™ una funcion diferenciable entonces

0 ) 0
ar, det(F(x)) = tr (adJ(F(x))a—ij(x)> : (B.2.2)
En particular, si ¥ (x) es invertible, podemos escribir
9 det(F(x)) = det(F(x)) tr F(x)*liF(x) (B.2.3)
(995]- n (%j ) o

Demostracion. Por la proposicion (B.2.1) y utilizando que la funcién g : R™*" — R dada
por g(X) = det(X) es de clase C™ tenemos que

9 0 det(F(x))\ ' 0
oz, det(F(x)) = tr (( 5y ) &ch(X)) :

Luego, utilizando la derivada de la funcién determinante calculada en la proposicién
(B.2.4) obtenemos la ecuacion (B.2.2).
Supongamos ahora que F'(x) es invertible. Por la proposicion (B.2.2) podemos escribir

adj(F(x)) = F(x)~! det(F(x)).

Concluimos asi, debido a que det(F(x)) es un nimero real y la traza es una transformacién
lineal (ver proposicién (A.1.1)), que se cumple la ecuacién (B.2.3). |

Proposicion B.2.6. Sea X una matriz invertible. Luego

0 In | det(X)|

— X—l T'
X (X7)
Demostracion. Consideremos el caso en que det(X) > 0. Luego
O In|det(X)| 0lIndet(X) 1 Jddet(X)
827@' N 8l’ij N det(X) al’ij .

Para calcular el factor de la derecha, consideremos la funciéon F : R™ —s RnX7 que toma
un vector columna x y devuelve las entradas del vector x estructuradas en una matriz
X € R™ ™. Luego, utilizando la proposicion (B.2.5) tenemos que

9 det(X) 0X
83%- 8951-]-

= det(X) tr (X—l ) = det(X) tr (X 'eje] ),

J
donde e; es el :-é€simo vector candnico de dimensién n. A través del corolario (A.1.1.1),

podemos escribir tr (X 'e;e] ) = e/ X 'e;. Luego

0 Indet(X) 1 Tor—1 1 ST
= det(X)e; X7 e; = (X77); = (X)),
@xij det(X) € ( )e] e ( )J ( )z]
lo que prueba lo pedido. El caso en que det(X) < 0 es andlogo. |

Proposicién B.2.7. Sea X € R™*" y \ € R tal que XX + \1,,, es una matriz invertible.
Luego

aix Indet(XX " + A\L,) = 2(XX" + A\L,)X.
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Demostracion. Fijemos un par (i, 7). Por las proposiciones (B.2.5) y (B.2.4) tenemos que
LOXXT 4+,
c%ij axij .
Calculemos el segundo factor dentro de tr(-). En primer lugar observemos que
0 0

al’i]’ al’ij

(B.2.4)

Indet(XX" + AL,) = tr ((XXT + AL,)

(XX + AIL,) (XX,

puesto que AI,,, no depende de x;; para ningtin par (i, j). Calculemos entonces % (XXT).

Para esto, consideremos f : R™*™ — R™*™ dada por f(X) = XX, es decir,

(X)) fia(X) o fin(X)

f21(X) foaX) o fon(X) =
f(X) = : : : : o fe(X) =) wma.
: : : P
Luego, la derivada con respecto a z;; de fio(X) es
Tyj sik = i, 12 7é 7
0 Tp; Sil=i,kF#1
fuX)=q " 7 .
0z;; 2wy; sik=(0=1
0 sik#i0l#1i
Utilizando la proposicion (A.1.5) podemos escribir eso tltimo como
0
XX =6,;X" +X4 . (B.2.5)
ax’i]’

Uniendo las ecuaciones (B.2.4) y (B.2.5) obtenemos que

o Indet(XX " + AL,) = tr (XX + AL,) ' (6;,X" +X4;,))
= tr (XX 4+ AL,) "6, X ") + tr (XX + AL,) 'X4,))
=51+ 5.
Observando que para todas A, B € R™*™ se cumple que
tr(Ad;B) = (BA);; = (A'B'); y tr(Ad;) = (AT);i = Ay
tenemos que

Sp=tr (XX +AL,) '6,;X") = (XX 4+ AL,) ' X),

Sy =tr (XX 4+ AL,) 7'Xé;)) = (XX + AL,) ' X);;.
Concluimos entonces que

0

= 2((XX" 4+ \I,,,) " 'X),
5y, = AKX+ L) X)y

y, por definicién de derivada con respecto a matriz,

aix Indet(XX" + A\L,) = 2(XX" + A\L,)X. u
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Apéndice C

Analisis de componentes principales via
SVD

En este capitulo mostraremos como resolver el problema problema (2.0.4). Con este
fin, planteemos, en primer lugar, la funcién lagrangeana del problema:

jZ:D%(H,U,YIV-WY’n?’%A)

=Y %= —Uylli++" ) y;+tr (l.-UTU)A),

Jj=1 J=1

donde v € R? y A es una matriz de dimensién p x p.
Hallemos los puntos estacionarios del problema. Comencemos por derivar la funcion
lagrangeana con respecto a p. En virtud del corolario (B.1.4.1) tenemos que

-9323423&—M—Uwf:0T (C.0.1)

Puesto a que estamos considerando la restriccién ) ., y; = 0, obtenemos

=0

y, por lo tanto,
1 n
p:ﬁ§:m. (C.0.2)
i=1

A continuacién, derivemos la funcién lagrangeana con respecto a y; para cada ¢ =
1,...,n. En virtud del corolario (B.1.4.1) y de la proposicion (B.1.2) obtenemos que

2(x; — p = Uy,) ' (-U) +~" =0, (C.0.3)
Sumando con respecto a ¢ estas derivadas obtenemos

—2) x U +2) p'U+2) y/UUH =5+ S++" =0,
=1 i=1 i=1

J/ [ J/
-~ -~

Sl 52
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Utilizando la ecuacién (C.0.2) obtenemos que

S1=-2 Z:XiUT + 2 Z uTU = —2n/J,TU + QnMTU = Og.

i=1 i=1

Por otra parte, como exigimos que la matriz U sea ortogonal y que Z?:l y; = 0 tenemos

que
Sy = QZy?Ip = QZyiT = O;.
i=1 i=1

Por lo tanto, como .S; = Sy = O;, obtenemos que el vector de multiplicadores de Lagrange
es v = 0,. Sustituyendo esto dltimo en la ecuacién (C.0.3) obtenemos

yi =U"(x; — p). (C.0.4)

Esto implica que el vector y; € R%es el vector que retiene las coordenadas de la proyeccién
del vector x; en el subespacio afin S.

Antes de optimizar sobre U reemplazaremos los valores hallados para p e y; en la
funcién objetivo del problema (2.0.4). Esto nos lleva al siguiente problema

miniglizar ; H(Xz —p) = UU" (x; - M)HQ (C.0.5)

sujetoa U'U =1,

Resta encontrar la matriz U 6ptima del problema. Para esto utilizaremos la SVD de la
matriz X = X — p, donde p estd dado por (C.0.2). Esto lo dard el siguiente teorema:

Teorema C.0.1 (PCA via SVD). Sea X = [X1,...,X,] € R™" la matriz formada por los
datos centrados puestos como vectores columnas. Consideremos X = U x 3 XV)T( la SVD
compacta de X de tal forma que

Y = diag(oy,...,0,) conoy > 09> --- >0, > 0.

Luego para un p < d, la solucion optima de U del problema (C.0.5) esta dada por las
primeras p columnas de U x, la solucion optima para y; esta dada por la i-ésima columna
de la submatriz X x'V % y el valor éptimo de la funcién objetivo del problema (C.0.5) estd
dado por Zf:p 41 02, donde o; es el i-ésimo valor singular de X.

Demostracion. En primer lugar, reescribamos la funcion objetivo de la siguiente forma:

ST x - UUTx| =3 (% — UUTx;) T (x; — UUTx,)
=1

=1

=> x/(I;-UU") (1, - UU" )x,
i=1

= Z XI(Id — UUT)Xi

i=1
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En virtud del corolario (A.1.1.1), podemos escribir

> x/ (I - UUx; =) tr((I-UU xix/)
i=1 i=1
= tr(I-UUNHXX") = tr(XX") — tr(UUTXXT").
Puesto que tr(XX ") no depende de U, el problema (C.0.5) es equivalente a

maximizar tr(UUTXX")
U . (C.0.6)
sujeto a U'U= I

Utilizando la proposicién (A.1.1), podemos escribir el lagrangeano del problema (C.0.6)
como
& =tr(U'XX'U) + tr((I; — UTU)A)).

Para derivar el lagrangeano con respecto a U utilizaremos el corolario (B.2.3), obtenemos
asi

%)
— Z =2XX'"U-2UA=0
ou

de donde hallamos que A debe cumplir que
A=U"XX"U (C.0.7)

y, por lo tanto, la funcién objetivo del problema (C.0.6) es igual a tr(A).

Probemos a continuacién que, sin pérdida de generalidad, podemos elegir a A como
una matriz diagonal. Recordemos que la matriz U estd definida a menos de multiplica-
ciones por matrices ortogonales; esto implica que si U es solucién del problema (C.0.6),
también lo es U = UR.. Como la matriz A hallada en (C.0.7) es simétrica, puede escribirse
como

A =PDP'.

con D una matriz diagonal y P ortogonal. Consideremos R como la matriz de vectores
propios de A. Luego la matriz

A=RU'XX'UR' =D,

es solucion del problema y es diagonal.

Por lo tanto, podemos pensar a A, sin pérdida de generalidad, como una matriz dia-
gonal. Se sigue de la ecuacion (C.0.7) que las columnas de U deben ser los primeros p
vectores propios de XX . Como la funcién objetivo es igual a tr(A) concluimos que la so-
lucién 6ptima estd dada por los primeros p valores propios de XX o, equivalentemente,
por los primeros p valores singulares de X = UxXxV .

Por otra parte, por lo hallado en la ecuacién (C.0.4) tenemos que

Finalmente, como
A=UTUxZiU,U=3?
d

la funcién objetivo de (C.0.5) estd dada por tr(X%) — tr(2?) = > ieps1 07> donde o; es

el 2-ésimo valor singular de X. |
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Apéndice D

Funciones convexas

D.1. Definicion y resultados fundamentales

Definicion D.1.1 (Funcién convexa). Una funcién f : R™ — R es convexa si para todo
t € [0,1] y todo z1, x2 € R™ se cumple que

flzy + (1= t)ze) < tf(x1) + (1 — 1) f(z2).

Proposicion D.1.1 (Las normas son funciones convexas). Sea ||-|| una norma en R". En-
tonces ||-|| es convexa.

Demostracion. Sean z,y € R"y t € [0, 1]. Por definicién de norma tenemos que

[tz + (1 =Dyl < [ltz] + |1 =yl =tz + 1 =) [lyll,

lo que prueba que ||-|| es convexa. |
Proposicion D.1.2 (Combinacidn lineal de funciones convexas). Sean f1,..., fi : R* —
R funciones convexas y {a;}¥_, C Req. Luego g(x) = Zle a; f;(x) es una funcion
convexa.

Demostracion. Sean z,y € R"y t € [0, 1]. Se tiene que

gltx + (1 —t)y) = Zaif@-(t:c +(1—ty) < Z ait fi(x) + (1 —t) fi(y)

k

k
= tzaifi<x) +(1—1) Zaifi(y>
—tg(x) + (1= gly),

donde en la primer desigualdad se utilizé que f; es convexa y a; > 0 para todo i =
1,... k. |

Proposicion D.1.3 (Desigualdad de Jensen: version finita). Sean {a;}"_; CR,y f: D C
R — R convexa. Luego para todos z1, . . .,x, € D tenemos que

D i aixi) < Yo aif(z;) -
f( Zy:l a; o Z?:l a; ’ ( . )
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Si f es concava, la desigualdad es
n n
RN Y o - La; X
f (lel 1 7’) S Z’L—ln 'Lf( 1) ) (D.1.2)
D iy @i D iy @i
Demostracion. La prueba serd por induccion en n. Consideremos en primer lugar el caso
n = 2. Como f es convexa, para todos x1, x, € D tenemos que

fltor + (1 —t)zo) <tf(xr) + (1 —t)f(z2), te]0,1]

En particular, si tomamos 0 < ¢t = —— < ] tenemos que
ai1+az

f( a1 4 A2 )< a1f<x1)+a1f(x2)

a) + ao a + as _Cl1+CL2 a1 + a2

como queriamos probar. Supongamos ahora que la ecuacion (D.1.1) se cumple paran = k
y probemos que se cumple para n = k + 1. En primer lugar notemos que

k+1 k
Zz‘:l @iTi _ Zi:l AiTi | Ok4+1Tk+1

Zf;l @; 21‘2—11 @; Zfill a;
B Zle a; 1 b Ap4+1Tk+1
- ST\ TF Z @iy |+ S,

i=1 4j =19 =1 i=1 Qi
k
1 ak
. Z +1
= (1 — t) (k— a;x; | + t:z:kH, t= ki
Zj:l aj =1 Zi:l i

Luego

ey iLi 1 k

k

<(1-t)f (Zz—> +tf (k1)

j=14j
k . .
R
i=1%
Zfill aif(%)

22‘2—11 a; ’
donde en la primera desigualdad utilizamos que f es convexa y en la segunda desigual-

dad utilizamos la hipétesis inductiva. Queda asi probada la ecuacién (D.1.1). La ecua-

cion (D.1.2) se sigue directamente de la definicién de funcién céncava y la ecuacioén
(D.1.1). |

D.2. Preliminares sobre subdiferenciales

Las funciones convexas pueden no tener definido al gradiente en todo punto. Sin em-
bargo, existe un concepto que generaliza el concepto de gradiente: el de subgradiente.
Presentaremos en esta seccion su definicion y algunos resultados esenciales. El desarrollo
de esta seccion sigue el capitulo 3 de [34].

Dados un espacio vectorial V' y una funcién f : V' — R U {—oc0, 400}, diremos que
f es una funcién propia si el elemento —oo no tiene preimagen por la funcién f.
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Definiciéon D.2.1 (Subgradiente y subdiferencial). Sean V' un espacio vectorial con pro-
ducto interno, f : V — (—o00, o0] una funcién propia y o € V. Decimos que un vector
v € V es un subgradiente de f por el punto z si

f(z) = f(zo) + (v, 2 — z0)

Al conjunto de subgradientes de f por un punto z lo llamaremos el subdiferencial de
f por ¢ y lo notaremos como 0 f (xg):

Of(wo) ={veV Vo eV, f(z) > f(x) + (v,2 —20)}

La derivada direccional de una funcién f con respecto a un vector v esta estréchamente
ligada al concepto de subgradiente, como lo muestra la siguiente proposicion.

Proposicion D.2.1. Sea f : V — (—o0, +00] una funcién convexa y propia. Para todo
xg € Vyv €V setiene que

of

hCl - ‘ d

gy (o) = méx {{d,v)}
Demostracion. Ver [34], teorema 3.26. [ |
Proposicién D.2.2. Sean fi,..., fn : V — (—00,+00] funciones convexas y propias.

Sea x € (-, dom(f;). Se cumple que

donde la suma del lado derecho debe entenderse como suma de Minkowski. Si ademds se
tiene que x € (., int(dom([;)) entonces

Z dfi(xo) =0 (Z fi) (o),

Demostracion. Probaremos la primera de las tesis. La prueba de la segunda tesis, ligéra-
mente mds técnica, puede consultarse en [34].

Seav € Y." | Ofi(xo). Por definicién, existen vy € 0f1(zo), ..., Vm € O fm(xo) tales
que v = v; + ... v,,. Luego

file) + .o fn(@) = fi(@o) + (vi, 2 — @0) + -+ + fin(T0) + (Um, T — T0)
= filzo) + -+ f(xo) + (V1 + -+ - + Uy, — 20),

para todo = € V. Esto muestra que v = vy + - - - + vy, es un subgradiente de ) )", f; en
el punto z. |

El concepto de subgradiente extiende el concepto de gradiente en el siguiente sentido:
si una funcion es diferenciable entonces existe un tinico subgradiente (el gradiente propia-
mente dicho) pero si no lo es, el subdiferencial es un conjunto de mas de un elemento.

Proposicién D.2.3. Sea f : V — (—o0, +00] una funcion convexa 'y propia. Sea xo € V.
Si f es diferenciable en x entonces se cumple que Of(xo) = {V f(z0)}. A la inversa, si
el subdiferencial de f en x tiene un solo elemento, entonces f es diferenciable en xq y

Af (z0) = {V f(x0)}.
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Demostracion. Probaremos la primera de las tesis. Una prueba de la segunda puede verse
en [34], teorema 3.33.
Seav € V. Como f es diferenciable se tiene que

of
ov

Sea d € Of(xy). Vamos a probar que d = V f(x(). Combinando la ecuacién (D.2.1)
con la proposicion (D.2.1) se tiene que

(z0) = (V f(w0),v). (D.2.1)

(9 (20), ) = F(20) 2 (a0}

Luego, utilizando la linealidad del producto interno
{d =V f(xo),v) <0
Tomando maximo sobre todas las direcciones tales que ||v|| < 1 se tiene que

ld =V f(zo)ll, = max{d — V f(zo),v) <0,

flvlI<1
lo que implica que d = V f(xy). [

Recordemos que si f : R” — R es diferenciable y presenta un minimo en un punto
x* entonces V ¢(xy) = 0. La siguiente proposicién nos da una condicién andloga para el
caso de funciones con subdiferenciales.

Proposicion D.2.4 (Condicién de optimalidad). Sea f : V — (—o0, +00] una funcion
convexa y propia. Son equivalentes las siguientes afirmaciones:

1) 2 € argmin, ey {f()}
2) 0.€af(z").

Demostracion. Supongamos que z* € argmin, . {f(x)}. Por definicién de minimo se
tiene que f(x) > f(z*) para todo x € V. Luego,

fl@) = fa") = f(2") + (0,2 — 2¥),

para todo x € V, lo que implica que 0 € Of(x*).
La prueba de la equivalencia contraria es andloga. [

D.3. Norma nuclear

En esta seccion probaremos que la funcién norma nuclear es efectivamente una norma.
Para esto probemos, en primer lugar, el siguiente lema técnico.

Lema D.3.1. La norma nuclear de una matriz X € R™*" puede ser escrita como

IX|l, = sup tr(Q'X)= sup (Q,X)p,
a1(Q)<1 a1 (Q)<1

donde 01(Q) es el valor singular mds grande.
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Demostracion. Para demostrar este lema probaremos las dos desigualdades de la tesis.

<) Sea X = UX V' la descomposicion en valores singulares de X. Definimos
p g
Q=UV'=ULV',

donde I, es la matriz identidad en R"*". Tenemos que 01(Qq) = 1 lo que implica que Q,
pertenece al espacio de matrices Q € R™*" tales que 01(Q) < 1. Ademds, utilizando el
corolario (A.1.1.1),

tr(Qg X) = tr((UVHT(UBZV")) = tr(VU'UZV)
=tr(VIVU'UX)

=tr(2) =) ail(X) = IX]..

i=1

Luego
sup tr(Q'X) > tr(Qy X) = [|IX]], -
o1(Q)<1
(>) Consideremos nuevamente la SVD de X, es decir, escribamos X = UXV' =
S ouv, . Tenemos que

sup tr(Q'X) = sup tr(Q'UZV')= sup tr(V'Q'UX)
01(Q)<1 01(Q)<1 01(Q)<1

= Ssup O'ZO'Z(UTQV)”
o1(Q)<1 ;

= sup Z o] Qv;
UI(Q)Sl i=1
n

< sup Zaiu;‘rgl(Q)Vz’ = [ X],
a1(Q)<1 i=1
|

Proposicion D.3.1 (La norma nuclear es una norma). |||, R™*™ — R es una norma.

Demostracion. e || X]|,=0siysolosiX=0

(<) La matriz nula 0 € R™*" puede ser escrita en su descomposicién SVD como
0=U0V

donde U € R™" y V € R™*" son matrices tales que U'U = V'V = I, con

r = min{m, n}. Luego

min{m,n} min{m,n}

0. = Y @)= Y 0=0

i=1

(=) Sea X € R™*" tal que ||X|| = 0. Por definicién

min{m,n}

Y aX)=o.

=1
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Como 0;(X) > 0 paratodoi = 1,..., min{m, n}, se debe cumplir que 0;(X) =0
para todo 7. Luego, escribiendo a X en su SVD obtenemos

X =U0V' =o0.

e ||X]|, > 0 para todo X € R™*"

Como los valores singulares o;(X) son no negativos paratodoi = 1, ..., min{m, n}
se concluye que || X]||, > 0.

e ||AX]|, = |\ |IX]|, paratodo A € Ry X € R™*"

Sea X € R™*™ y A € R. Los valores singulares de AX son las raices cuadradas de
(AX)T(AX) = \2X"X. Luego

T s

IAX], =) ai(AX) =Y Nou(X) = [A X, -

i=1 =1

o [X+YI, <Xl +I[YIl

Utilizando el lema (D.3.1) tenemos que

X +Y[.= sup (Q,X)
71(Q)<1
= sup (Q,X)+(Q,Y)
71(Q)<1
< sup(Q, X) + sup(Q,Y) = [| X[, + [[Y]..

01<1 01<1
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Apéndice E

Estimadores de PPCA

En este capitulo daremos la prueba de la proposicion (4.1.1). Esta prueba estd basada

en las pruebas de [35] y [17].

Demostracion. Calculemos las derivadas de la funcioén de log-verosimilitud descrita en

(4.1.4) con respecto a sus parimetros.

Utilizando la proposicion (B.1.4) y el hecho de que Xx es simétrica, tenemos que

0

Oty

g(l"'x? EX)

siy solo si

n

D (xi—p) B =0

i=1

n
1 _
My = — E X; = Xp-
n -
=1

Sustituyendo esto en la log-verosimilitud obtenemos

(X, 2x)

= S + S5 + Ss,

(E.0.1)

donde en la segunda igualdad se utiliz6 que, debido a la proposicion (A.1.1) y al corolario

(A.1.1.1) tenemos que

n

D (xi = %) B (% - %) =t

i=1

r n

Z(Xi — %) "B (% — %)

- 1=1

— tr _2;1 ’n (% — %) (x4 xn)T]
= tr(_Eji:)l

Recordemos, por la ecuacién (4.1.3) que la matriz ¥ depende de U y de 2. Derive-
mos, a continuacion, la log-verosimilitud con respecto a U. Como S; no depende de U
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tenemos que %Sl = (. Por otra parte, como asumimos que U es de rango p tenemos que
UU" es invertible y, por lo tanto, por la proposicién (B.2.7),

9 _ 0 n T _ T —177 _ ~1
=5 = 30 (—5 In(det(UUT + Ip))) — p(UUT +1,)"'U = —n2;'U.
Resta calcular la derivada de S3. Tenemos que
8 . a n T -1
555 = 5 (~3 (U +1)7%,))

—n(UUT +1,)'S,(UUT +1,)"'U = 28,3, 'U.
Por lo tanto,

o

ou
y, esto implica que

(%0, By) = —nE U + 0318, 21U = 0.

U=23,3'U. (E.0.2)

La ecuacioén (E.0.2) tiene tres posibles soluciones.

Solucion 1: U = 0. Una posible solucion es que U sea la matriz nula. Pero esto viola
el hecho de que estamos buscando que U sea una matriz de rango completo. Por lo tanto,
esta solucion no serd considerada.

Solucion 2: inZ; 1 — 1. Esta solucién implica que ¥, = in Para hallar U, notemos
que como Xy = UU" + 021, a través de la proposicion (A.1.6) podemos afirmar que los
valores propios de X, son aquellos de UU " mds 2. Por otra parte, como U es de rango
py UUT es semidefinida positiva, UU tiene d — p valores propios iguales a 0. Luego,
utilizando estas ideas y el teorema espectral para matrices simétricas, podemos escribir

N A 0
Yin = (Up Udfp) (0 02Id_p> (Up UCHD)T’

donde A = diag({o1,...,0,}) es una matriz diagonal con los p valores més grandes de
32, y las columnas U, son los vectores propios asociados. Luego

A O

uu' =%, -¢%,= (U, U,,) ( 0 0o

) (U, Usy) =Uy(A-oT)U].
Como U y U, son de rango p debe darse que todas las soluciones de U sean de la forma
U = U, (A — ¢%1)"/2R donde R es una matriz ortogonal arbitraria.

Observemos también que probamos que si A\j_,, . .., Aq son los d — p valores propios
mads chicos de X, tenemos que 0% = \;_, = - -- = )\, lo que prueba la ecuacion (4.1.1).

Solucion 3: U # 0y Xy # f]n Consideremos U = PI'V' la SVD compacta de
U, donde P € R%*? es una matriz con columnas ortonormales, I' € RP*P es una matriz
diagonal y V € RP*? es ortogonal. Sea P+ € R%*(?~P) una matriz con columnas orto-
normales tal que P TP+ = 0. Con esta eleccién de P tenemos que la matriz (P PL) es
ortonormal y cumple que PP + P+ (P4)" = 1I,,. Luego

¥, =UU" + 01, =PI?P" 4+ o*(PP' + PH(PH)T)
=PI +1)P" + *PH(PH)T. (E.0.3)

73



Luego, combinando la ecuacién (E.0.3) con (E.0.2) tenemos que

3, 2'U (P(? + 01)P" +o*PH(PH ) 'PIVT
P(I2+0°1,) 'PTPIV' + &, (c 2PHPHT)PIV'
PI?+oL) 'PTPIV' =3, P(I? 4+ 0%1,) 'TV'
rv'’

n
n
n

I
0 MMM

siy sélo si
3, P =P(I?+0%). (E.0.4)

Escribiendo P = (py,...,pq) y I' = diag(71,...,74), la ecuacién (E.0.4) puede ser
escrita como R
Spi= 07 +od)p, i=1,...,d (E.0.5)

Por lo tanto, P es una matriz que contiene d vectores propios de 32, con valores propios
asociados \; = 72 + o2. Luego v; = (A\; — 0?)'/2. Consideremos entonces la descompo-
sicién en valores propios de 3,

3, = QAQT = (U, Uy)diag{Ay, A} (U, Uy)',

donde U, es una matriz con d vectores propios y A es una matriz con sus d valores propios
asociados. Luego, las soluciones 6ptimas de U son de la forma

U=PI'V' = U (A — o2 1)V2VT.

Para determinar o reemplacemos la solucién de U en la funcién de verosimilitud presen-
tada en (E.O.1). El resultado de esto es, por un lado, que

det(2y) = det(UUT 4 0%1,)
= det(U (A, — o*I) 2V (U (A, — o 1)V*V T 4 6°1d)
= det (U1 (A1 — 0’I)U; 4+ (U, U] + U,Uj; )
= det (U1 Ay U] 4 0?U,U; ) = det(Ay)o* P,

y, por otro lado,
tr(E5'8,) = tr (U A7U] + 0720,U7 )(U A U + UyA, Uy )
= tr (U1 U] + 0 2UsAU,) = d+ o *tr(As),
lo que implica que
0%, U, 0?) = —g (In(27) + In(det(Ay)) + (d — p) In(02) + p + 02 tr(Ay)) .

(E.0.6)
Derivando la ecuacién (E.0.6) obtenemos que

0

do?

n

((%,,U,0%) = ——(

2

o2 ot

d—p tl"(/\2)) —0

2 _ tr(A2)
=

probar cudles de los d valores propios de 3., debemos retener y cudles descartar. Para esto

. Por lo tanto o es el promedio de los valores propios de 3. Resta

siysélosio
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notemos en primer lugar que det(A;) = det(A) Luego, sustituyendo por el o2 hallado en

~ det(Ag)”
la ecuacién (E.0.6) observamos que maximizar

(0 Us) = =5 (1n2m) 4 G0 + i (F22)) )

es equivalente a minimizar

d d
1 1
M(7) = In (dTp > Aw[ﬂ) b > g,

i=p+1 i=p+1

con respecto a una permutacion 7 de los valores propios de f]n de tal forma que los valores
propios retenidos son Ay ..., Axp) Y Axjp+1] - - - » Ax[q) SOn aquellos descartados. Como la
funcién x — In(z) es concava tenemos, por la proposicion (D.1.3) que para toda permu-

tacion 7,
1 d 1 d
In (dTp Z )\ﬂﬂ) 2 dTp Z In >\7r[i]
i=p+1 i=p+1

y, por lo tanto, M(7) > 0. Ademds, podemos ver que M (7) se minimiza cuando los
valores propios descartados se eligen de forma contigua en el espectro de f]n. Afirmamos
que los valores descartados son los d — p valores mds pequeiios de f]n

Supongamos que esto no es asi, es decir, supongamos que uno de los d — p valores
propios mds chicos de in es elegido. Entonces \,;, debe ser también uno de los valores
elegidos y tendriamos que A, < o2, Pero esto es una contradiccion con la ecuacion
(E.0.5). La contradiccion surge de suponer que uno de los d — p valores propios mads
chicos fue elegido y no descartado.

Concluimos entonces que en este caso, los estimadores son los de la ecuacién (4.1.5),
como queriamos probar. |
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Apéndice F

Graficos suplementarios

(A) Alt-Min
Escenario 1 Escenario 2
O Zom h| ° .
25 ® £73 0g 25 % » >
®
()Y -
° g, ° _ P ‘e
00 %e e o’ © 0.0 ° >
& O‘ ...'.'. b °g® no. o ,(—
[8) * ) $° o o .ﬁ 3 t‘%
° - )
25 r .3. 25 A
?. S ° ® P
® 50 & ® VAS
5.0 " ’ ® YOR
o ° ° ® MEZ
5.0 25 0.0 25 3 0 3
CP1 CP1
Escenario 3 Escenario 4

25

»

°
%® "o ° f
& 00 o ..‘ " & °OO. O.' .!
° . o © .'.A.o. e of

S

% o . 4
i SN I i )
.r - Ql.: o @0 0°

-4 2 0 2 4 6 3 0 3
cP1 cP1
(B) SLPCA
Escenario 1 Escenario 2

Figura F.1: Reconstruccién sobre las dos primeras componentes de los experimentos de la seccion (6.2).
(A) Resultados para el algoritmo Alt-Min. Se consider6 el criterio de parada descrito en la seccion (3.1)
para e = 107°. (B) Resultados para el algoritmo SLPCA. Se consider6 el criterio de parada descrito en la
seccién (3.2) con e = 1075,
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