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Programa en Ingenieŕıa Estructural, 2021.

Referencias bibliográficas: p. 166 – 174.
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Estructural. III. T́ıtulo.



INTEGRANTES DEL TRIBUNAL DE DEFENSA DE TESIS

Dr. Ing. Prof. Antonio Aguado de Cea

D.Sc. Prof. Americo Campos Filho

Dr. Ing. Prof. Gonzalo Cetrangolo

Dr. Ing. Prof. Atilio Morquio

Dr. Ing. Prof. Luis Segura

Montevideo – Uruguay

Noviembre de 2021

iv



Agradecimientos

En primer lugar quiero agradecer a mi familia. La realización de este Doc-

torado no hubiera sido posible sin su apoyo.

Luego quiero agradecer a Jimena Machado, la bibliotecóloga del Instituto
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RESUMEN

El principal objetivo de este trabajo ha sido profundizar en el análisis del

comportamiento de estructuras pretensadas con pretensado no adherente. En

este sentido el trabajo se ha enfocado en dos tipos de estructuras: las torres

atirantadas y las vigas de hormigón pretensadas.

Con respecto a las torres atirantadas, se ha propuesto una nueva forma de

análisis, en donde el cálculo de las deformaciones producidas por los efectos de

segundo orden se realiza a partir de las funciones de estabilidad. A tales efectos,

la torre se modela como una viga-columna equivalente, continua, sobre apoyos

elásticos no-lineales, cuyas rigideces axial, flexional y de corte se calculan según

sea el patrón de construcción de la torre. Los cables pretensados (los tirantes),

son reemplazados por apoyos elásticos no-lineales cuya constante elástica se

obtiene a partir de la utilización de módulo de elasticidad secante de los cables.

En este sentido se han propuesto dos alternativas para el análisis, una por

medio de las funciones de estabilidad basados en la teoŕıa de viga de Euler-

Bernoulli y otra basados en el teoŕıa de vigas de Haringx-Timoshenko. En

la primera de ellas, la deformación por fuerza cortante es tenida en cuenta

mediante una inercia reducida y en la segunda dicho efecto queda contemplado

directamente en las ecuaciones que gobiernan el problema.

Con respecto a las vigas de hormigón, este trabajo se centra en las vigas

pretensadas con pretensado interior no adherente. El análisis de piezas con

pretensado no adherente es inherentemente más complejo que el análisis de

piezas con pretensado adherente, ya que, a diferencia del pretensado adherente,

en el pretensado no adherente no existe compatibilidad de deformaciones entre

el acero de pretensado y el hormigón que lo rodea, lo que significa que el

acero de pretensado y el hormigón pueden moverse uno con respecto al otro.

Luego, la fuerza en el cable no adherente dependerá de la deformación del

elemento estructural como un todo. En otras palabras, la fuerza en el cable

no adherente sometido a cargas externas es elemento-dependiente en lugar de

sección-dependiente.

La principal contribución de este trabajo ha sido proponer fórmulas simpli-

ficadas para calcular la pérdida de la fuerza de pretensado en vigas isostáticas
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e hiperestáticas con pretensado interior no adherente teniendo en cuenta los

efectos reológicos del hormigón, la relajación del acero activo y la presencia de

armadura pasiva. La segunda contribución ha sido desarrollar la formulación

del Método Paso a Paso y del Módulo Efectivo Ajustado por la Edad (deno-

minado también Método del Coeficiente de Envejecimiento) para el análisis en

tiempo de este tipo de vigas. El análisis se ha extendido de vigas simples a

vigas compuestas de hormigón con pretensado interior no adherente. También

se ha contribuido en una formulación para tener en cuenta el rozamiento del

cable a lo largo de las vainas. Por último, se ha propuesto un enfoque basado

en el Método de los Elementos Finitos para el análisis a lo largo del tiempo de

esta tipoloǵıa de vigas que tiene en cuenta los efectos reológicos del hormigón,

la relajación del acero activo, la presencia de armadura pasiva y el rozamiento

del cable.

Palabras clave:

Torres atirantadas, funciones de estabilidad, teoŕıa de segundo orden, no-

linealidad geométrica, pretensado no adherente, elementos compuestos,

análisis de largo plazo, pérdida de pretensado.
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ABSTRACT

The main objective of this work has been to deepen the analysis of the beha-

vior of prestressed structures with unbonded prestressing. In this sense, the

work has focused on two types of structures: the cable-stayed masts and the

unbonded prestressed concrete beams.

With regard to the cable-stayed masts, a new form of analysis has been pro-

posed, where the calculation of the deformations produced by the second-order

effects is carried out from the stability functions. For this purpose, the mast

is modeled as an equivalent, continuous beam-column, on non-linear elastic

supports, whose axial, flexural and shear stiffnesses are calculated according

to the construction pattern of the mast. The prestressed cables (the tie rods)

are replaced by non-linear elastic supports whose elastic constant is obtained

from the use of the secant modulus of elasticity of the cables. In this sense,

two alternatives have been proposed for the analysis, one using the stability

functions based on the Euler-Bernoulli beam theory and the other based on

the Haringx-Timoshenko beam theory. In the first one, shear force deformation

is taken into account through reduced inertia and in the second, this effect is

directly contemplated in the equations that govern the problem.

With regard to concrete beams, this work focuses on prestressed beams

with unbonded internal prestressing. The analysis of members with unbonded

prestressing is inherently more complex than the analysis of members with

bonded prestressing, since, unlike the bonded prestressing, in the unbonded

prestressing there is no compatibility between the prestressing steel and the

surrounding concrete, which means that prestressing steel and concrete can

move relative to each other. Then, the force in the unbonded tendon will

depend on the deformation of the structural element as a whole. In other

words, the force in the unbonded tendon subjected to external loads is element-

dependent rather than section-dependent.

The main contribution of this work has been to propose simplified equations

to calculate the prestress loss in isostatic and hyperstatic beams with unbonded

internal prestressing, taking into account the rheological effects of concrete, the

relaxation of the prestressing steel and the presence of non-prestressed steel
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reinforcement. The second contribution has been to develop the formulation

of the Step-by-Step Method and the Age-Adjusted Effective Modulus (also

known as the Aging Coefficient Method) for the time analysis of this type

of beams. The analysis has been extended from simple beams to composite

concrete beams with unbonded internal prestressing. It has also contributed

a formulation to account for the friction between the tendons and their duct.

Finally, an approach based on the Finite Element Method has been proposed

for the analysis over time of this tyepe of beam that takes into account the

rheological effects of concrete, the relaxation of the prestressing steel and the

presence of the reinforcing steel and the friction between the tondons and their

duct.

Keywords:

Guyed towers, stability functions, second order analysis, geometric non-

linearity, undonded prestressing, composite elements, long-term analysis,

prestress loss.
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Ec Módulo de elasticidad del hormigón. 34
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ĵ,u
Coordenada global del nodo ĵ. 54
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2.4.1 El cable elástico: módulo de elasticidad secante . . . . . 11

2.4.2 El sistema de cables: constante elástica equivalente . . . 13
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1.2 Teoŕıa de vigas de Euler-Bernoulli . . . . . . . . . . . . . . . . . 178
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6.1 Programa para mástiles atirantados . . . . . . . . . . . . . . . . 231

6.2 Programa vigas con pretensado interior no adherente . . . . . . 231

xx



Lista de figuras

2.1 Configuraciones t́ıpicas de reticulado en una de las caras de la

torre. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 11

2.2 Cable inclinado sometido al peso propio: relación entre la defor-

mación y la fuerza aplicada en la dirección de la cuerda. . . . . 13
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5.9 Pérdida de pretensado en función del tiempo después del tensado.143

5.10 Espécimen ensayado por Burns et al. (1991). Esquema de la

disposición del acero pasivo y el acero de pretensado. . . . . . . 144

5.11 Caso No. 1: diagrama de desplazamiento vertical instantáneo y
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3.4 Parámetros del hormigón utilizados para calcular la pérdida de
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5.2 Tabla comparativa: pérdida de pretensado para la viga YLB2 a

los 600 d́ıas [MPa]. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 154
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Caṕıtulo 1

Presentación del problema y
motivación

1.1. Introducción

La utilización de barriles de madera para el transporte de ĺıquidos y mer-

cadeŕıas data de la época Celta. Las duelas de madera que conforman la es-

tructura del barril, son colocadas adyacentes unas con otras y se mantienen

juntas y firmes mediante una serie de aros metálicos colocados alrededor de

éste a presión. Este proceso estira los aros metálicos generando compresión en

las duelas, es decir pretensado al barril. Esta técnica es la que le proporciona

su rigidez y estanqueidad.

A principio del siglo XVIX, el ingeniero alemán Mathias Koenen propuso,

aunque sin poder resolver los aspectos técnicos más importantes, pretensar

barras de acero para mejorar el comportamiento del hormigón. Esta propuesta,

que data de 1903, se efectuó antes de que el propio Eugène Freyssinet, hoy en

d́ıa el padre más reconocido del pretensado, abriese el camino correcto. Desde

entonces, los avances y las soluciones técnicas de las estructuras pretensadas

en obra civil y en edificación han avanzado mucho, siendo hoy en d́ıa una

especialidad muy desarrollada y reconocida (Llorente Zurdo, 2016).

Al pretensar una estructura se persigue un doble objetivo: en estado ĺımite

de servicio, se controlan las deformaciones al contar con el pretensado como una

fuerza exterior de signo contrario al del resto de las cargas actuantes; en estado

ĺımite último, se reduce la sección resistente necesaria puesto que, por un lado

se introducen esfuerzos que compensan parcialmente los provocados por las

cargas exteriores, y, por otro, se emplea un acero de más alto ĺımite elástico.
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El resultado es el diseño de elementos más esbeltos y la obtención de un cierto

ahorro económico como consecuencia de la reducción de material. El concepto

de pretensado aśı expuesto, es aplicable no solo a estructuras de hormigón y

metálicas, sino, prácticamente, a cualquier material de construcción.

En este trabajo, se va a profundizar en el análisis de dos tipos de estructuras

pretensadas con pretensado no adherente:

las torres o mástiles atirantados;

las vigas de hormigón simples y compuestas por una losa de hormigón

armado superior construida en sitio con pretensado interior no adherente.

En el ejercicio profesional de la ingenieŕıa estructural muchas veces los

ingenieros nos topamos con problemas que necesitan ser resueltos, o en otras

ocasiones con problemas que habiendo sido resueltos necesitan ser analizados

desde otro punto de vista. Este trabajo está enteramente motivado por la

necesidad de resolver determinados problemas de la práctica de la ingenieŕıa

estructural que hasta el momento no hab́ıan sido resueltos o que habiendo sido

resueltos necesitaban ser analizados desde otro punto de vista.
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1.2. Objetivos generales

Proponer un método aproximado para el cálculo de las deformaciones

producidas por los efectos de segundo orden en torres atirantadas de

sección triangular.

Proponer una ecuación simplificada para calcular la pérdida de preten-

sado en vigas estáticamente determinadas y en vigas continuas con pre-

tensado interior no adherente.

Desarrollar la formulación del Método Paso a Paso y del Método del

Módulo Efectivo Ajustado por la Edad para vigas simplemente apoyadas

y continuas con pretensado interior no adherente.

Proponer un algoritmo computacional para el análisis a lo largo del tiem-

po de vigas compuestas simplemente apoyadas y continuas con preten-

sado interior no adherente sin utilizar elementos finitos.

Proponer una ecuación de forma integral para calcular la deformación

unitaria del acero de pretensado interior no adherente teniendo en cuenta

el rozamiento entre el acero y la vaina.

Proponer un modelo numérico basado en el método de los elementos

finitos para el análisis a lo largo del tiempo de esta tipoloǵıa de vigas.

1.3. Principales componentes del estudio

Este trabajo que se centra en el estudio y análisis de estructuras pretensadas

se ha desarrollado como una tesis por compendio de art́ıculos.

Si bien tanto las torres atirantadas como las vigas con pretensado interior

no adherente son estructuras pretensadas, su desarrollo a lo largo de la histo-

ria ha viajado por caminos diferentes. Es por ello que se ha decidido separar

en distintos caṕıtulos el Estado del Conocimiento de dichas tipoloǵıas de es-

tructuras a los efectos de generar una lectura clara y ordenada. El Caṕıtulo 2

presenta la introducción y el estado del conocimiento para el análisis de torres

atirantadas y el Caṕıtulo 3 lo hace para las vigas con pretensado interior no

adherente.

Los Caṕıtulos 2, 3, 4 y 5 recogen los trabajos de los art́ıculos publicados

a lo largo del trabajo de esta tesis. Estos son: Analysis of guyed masts by the

stability functions based on the Timoshenko beam-column, Improved prediction

of long-term prestress loss in unbonded prestressed concrete members, Análisis
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en servicio de elementos compuestos de hormigón con pretensado interior no

adherente bajo cargas de corta y larga duración y Time-dependent analysis of

simply supported and continuous unbonded prestressed concrete beams.

El Caṕıtulo 2 presenta una nueva formulación para el análisis de torres

arriostradas en la que el mástil se modela como una viga-columna equivalente

continua sobre apoyos elásticos no-lineales. Debido a que los efectos de segun-

do orden no pueden ser despreciados y dada la importancia de considerar la

deformación por cortante en el análisis de este tipo de estructuras, el método

propone el cálculo de la deformación de segundo orden utilizando las funciones

de estabilidad basadas en la viga-columna de Timoshenko. Las propiedades

equivalentes de la viga-columna se calculan en función del patrón de construc-

ción de la torre y los tirantes se reemplazan por apoyos elásticos no-lineales. A

partir de la configuración catenaria del cable, la constante elástica del resorte

se obtiene a partir del módulo de elasticidad secante del cable. Para validar

el método propuesto se realiza un estudio comparativo analizando un mástil

arriostrado utilizando el método propuesto y un modelo numérico mediante el

uso de elementos finitos.

En el Caṕıtulo 3 se propone un enfoque basado en el método de elementos

finitos para modelar el comportamiento de vigas de hormigón con pretensado

interior no adherente a lo largo del tiempo y una ecuación simplificada me-

jorada para calcular las pérdidas de pretensado en elementos estáticamente

determinados con pretensado interior no adherente. Ambos métodos tienen en

cuenta los efectos de la fluencia y la retracción del hormigón, la relajación

del acero pretensado y la presencia de la armadura de refuerzo. Además, se

presenta una generalización de los Métodos de Paso a Paso y del Módulo Efec-

tivo Ajustado por la Edad para el análisis de secciones a lo largo del tiempo

de elementos de hormigón pretensado con tendones internos no adheridos. La

precisión de la ecuación propuesta se evalúa con base en los resultados de estu-

dios previos y se contrasta con la implementación computacional del Método

Paso a Paso.

Basado en el Método de Paso a Paso para el análisis en el tiempo de las

deformaciones diferidas en el hormigón, en el Caṕıtulo 4 se desarrolla una

formulación para el análisis de vigas compuestas de hormigón pretensado con

tendones internos no adherentes sin utilizar el método de los elementos finitos.

Dicha formulación contempla tanto el análisis en el corto como en el largo

plazo, el estado no fisurado y fisurado del elementos, la fluencia y la retracción
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del hormigón, la relajación del acero de pretensado y la presencia de armadura

pasiva. Además, el trazado de la armadura de pretensado puede ser genérico. A

partir de la formulación desarrollada se propone un algoritmo computacional

para el análisis de este tipo de vigas. Dicha implementación computacional

permite el análisis tanto de vigas estáticamente determinadas como el de vigas

continuas. La eficacia del algoritmo computacional propuesto es evaluada a

partir de la comparación con estudios experimentales.

En el Caṕıtulo 5 se propone una ecuación para estimar la pérdida de preten-

sado en vigas continuas de hormigón con pretensado interior no adherente. La

ecuación tiene en cuenta la fluencia y la retracción del hormigón y la relajación

del acero de pretensado. Además, se desarrolla un modelo numérico basado en

el método de elementos finitos para el análisis a lo largo del tiempo de este

tipo de vigas. El enfoque también tiene en cuenta la presencia de refuerzo de

acero no pretensado y la fricción entre los tendones y sus vainas. Además, se

propone una ecuación de forma integral correctamente justificada para calcular

la deformación en cada sección del acero de pretensado no adherido teniendo

en cuenta la fricción entre los tendones y las vainas. Esta ecuación se basa en

la ecuación de pérdida por fricción aceptada por las diferentes normas interna-

cionales. La deformación en cada sección del pretensado no adherido se calcula

a partir de la deformación en el hormigón al nivel del tendón pretensado a lo

largo de toda la viga. Resultados numéricos y experimentales son comparados

para validar la ecuación y el enfoque de elementos finitos propuestos, mostran-

do el buen desempeño de ambos en la modelización del comportamiento de

este tipo de pieza de hormigón pretensado en el tiempo.

En el Caṕıtulo 6 se presentan las conclusiones finales.
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Caṕıtulo 2

Análisis de mástiles atirantados
mediante las funciones de
estabilidad basadas en la
viga-columna de Timoshenko

Páez, P.M.; Sensale, B. (2017). Analysis of guyed masts by the stability fun-

ctions based on the Timoshenko beam-column. Engineering Structures, 152:

597-606.

doi: 10.1016/j.engstruct.2017.09.036

Impact Factor (2017): 3.356; Quartile 1.

2.1. Introducción

Las comunicaciones de radio y televisión, aśı como la telefońıa celular, son

posibles en el mundo moderno gracias a estructuras que auspician de soporte

para los equipos de transmisión de las señales de un lugar a otro. Las torres de

celośıa son estructuras con una amplia utilización como soporte de los sistemas

de comunicación, debido a su gran resistencia en relación al consumo de mate-

rial y a su permeabilidad, lo que reduce las fuerzas del viento generadas sobre

ellas. Estas estructuras suelen ser elementos esbeltos y ligeros, ubicados en su

mayoŕıa en lugares expuestos por lo que las cargas ambientales prevalecen en

el diseño.

Dos tipos de torres de celośıa se emplean de acuerdo a la tipoloǵıa estruc-

tural: las torres autoportantes y las torres atirantadas. Cuando se requieren
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grandes alturas y las condiciones del sitio de implantación lo permiten, estas

últimas son las usualmente utilizadas, debido a su menor costo de construcción

en relación con las autoportantes.

Para el análisis de torres atirantadas existen varios métodos. La norma TIA

222-G (2006) especifica tres tipos de análisis. El primero consiste en un análisis

donde la torre es modelada como una viga-columna equivalente soportada por

cables representados como elementos tipo cable o como apoyos elásticos no

lineales. El segundo consiste en un análisis tridimensional elástico en donde la

torre se modela como un reticulado espacial cuyas barras solo pueden tomar

fuerza directa y por último, puede realizarse un análisis elástico tridimensional

en donde algunos de los miembros de la torre se modelan como elementos que

trabajan a flexión y a fuerza directa, y otros como elementos que trabajan

exclusivamente a fuerza directa. En los dos últimos métodos de análisis, los

cables se modelan como elementos tipo cable.

Cualquiera sea el método de análisis utilizado, la complejidad en el análisis

radica en la inherente no linealidad que presentan estas estructuras. Por una

parte la no linealidad de las riendas, las que se materializan mediante cables de

acero pretensado de alta resistencia y por otra, la no linealidad geométrica. De-

bido a la esbeltez que presentan estas torres las hace susceptibles al fenómeno

de pandeo, en otras palabras, los efectos de segundo orden no pueden ser des-

preciados. Las acciones horizontales, provocan desplazamientos que incremen-

tan el nivel de tensión en los cables y a su vez las fuerzas de compresión sobre

la torre. Estas fuerzas de compresión tienden a aumentar el desplazamiento y

aśı sucesivamente, fenómeno que se denomina comúnmente efecto P −∆.

Dentro de los métodos de análisis basados en la viga-columna equivalente,

diferentes investigadores han realizado distintas propuestas por más de cin-

cuenta años. Cohen y H. Perrin (1957) propusieron un análisis bi-dimensional

mediante un modelo de viga-columna sobre apoyos elásticos considerando úni-

camente la rigidez flexional de la viga. En el mismo sentido Ezra (1962),

propuso un análisis bi-dimensional basado en el modelo de la viga-columna

sobre apoyos elásticos no-lineales y considerando la torsión de la estructura

mediante resortes de torsión. Básicamente, el análisis consiste en calcular los

desplazamientos de la estructura en forma iterativa a partir de un conjunto

arbitrario de desplazamientos iniciales. Ben Kahla (1995), propone un método

aproximado para el análisis de mástiles atirantados utilizando para la torre

una viga-columna equivalente y para los tirantes elementos tipo cable. Esto
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es llevado a cabo ensamblando en forma matricial elementos tridimensionales

tipo viga para la torre y elementos de cable para los cables. Si bien el método

tiene en cuenta el acoplamiento geométrico entre los diferentes grados de liber-

tad y los efectos de segundo orden, es dif́ıcil de aplicar pues requiere un alto

grado de programación computacional. Wahba et al. (1998), analizaron tres

modelos diferentes para torres atirantadas, uno de ellos consistió en modelar

la torre como viga-columna equivalente y elementos no-lineales para los cables.

Sus resultados validaron las conclusiones de estudios previos de Ben Kahla y

confirmaron la respuesta no lineal geométrica de estas estructuras frente a las

cargas de viento. Margariti y Gantes (2015) proponen un método aproximado

basado en las expresiones clásicas de pandeo para el cálculo de la carga cŕıtica

en torres atirantadas y en pilones de puentes atirantados. Dicho método se

basa en un modelo de un solo vano de viga-columna, considerando únicamente

la rigidez flexional del mástil o pilón. La no linealidad de los cables se tiene

en cuenta mediante el módulo de elasticidad equivalente obtenido a partir de

la fórmula del módulo tangente de los cables. Williamson y Margolin (1966)

estudiaron el efecto de la fuerza cortante en el diseño de mástiles atiranta-

dos. Para esto, utilizaron un modelo de viga-columna equivalente sobre apoyos

elásticos, reemplazando el sistema reticular de cada una de las caras de la torre

por un alma ficticia sólida de igual rigidez al corte pero cuya rigidez flexional

es nula. Sus resultados mostraron la importancia de considerar el efecto de la

deformación por corte en el análisis de este tipo de estructuras. Basados en

el método de la viga-columna equivalente Páez y Sensale (2017) propusieron

un método anaĺıtico para el cálculo de mástiles arriostrados utilizando las fun-

ciones de estabilidad basadas en la teoŕıa de Euler-Bernoulli. Las riendas se

reemplazan por apoyos elásticos no-lineales y el efecto de las deformaciones

por cortantes se tuvieron en cuenta mediante un momento de segundo orden

reducido obtenido de la teoŕıa de la viga de Timoshenko.

Entre los diferentes métodos de análisis, los más utilizados en la actualidad

se basan en elementos finitos. Estos métodos son muy precisos, sin embargo

para que las soluciones converjan se requiere discretizar la estructura en un

elevado número de elementos, además de requerir un gran esfuerzo de progra-

mación computacional (Ben Kahla, 1995; Wahba et al. 1998). Las contribu-

ciones basadas en los métodos anaĺıticos requieren de análisis complejos, y si

bien permiten obtener soluciones cuyos resultados son próximos a los obtenidos

mediante la utilización de elementos finitos, en general, presentan diferencias
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significativas (Cohen y H. Perrin, 1957; Ezra, 1962; Margariti y Gantes, 2015;

Williamson y Margolin, 1966). Es por ello que en este trabajo se propone de-

sarrollar un nuevo método anaĺıtico para el análisis de mástiles atirantados

basado en el modelo de la viga-columna equivalente. En este sentido, el méto-

do mantiene el rigor de los métodos anaĺıticos pero su aplicación es sencilla. Es

decir, se obtienen soluciones suficientemente precisas para el diseño de torres

arriostradas en un tiempo razonable y con un esfuerzo razonable. El método

propuesto está motivado por el trabajo de Páez y Sensale (2017). La principal

diferencia entre este método y el de Páez y Sensale (2017) está esencialmente

en la forma en que los dos métodos calculan la deformación de segundo orden.

El método propuesto considera la no-linealidad de los cables y los efectos de

segundo orden. Para ello, la torre se modela como una viga-columna continua

equivalente, sobre apoyos elásticos no-lineales, cuya rigidez axial, rigidez flexio-

nal y rigidez a cortante se calculan en función del patrón de construcción de la

torre (Romstad y Chiesa, 1997). Los tirantes se sustituyen por apoyos elásticos

no-lineales cuya constante elástica se obtiene a partir del módulo de elastici-

dad secante de los cables (Gimsing y Georgakis, 2012). El método propone el

cálculo de la deformación de segundo orden utilizando las funciones de esta-

bilidad basadas en la viga-columna de Timoshenko (Dario Aristizabal-Ochoa,

2008; F. J. Lin et al. 1960; Timoshenko, 1957).

2.2. Las torres atirantados

Las torres atirantadas están formadas por una serie de barras verticales, en

general denominadas como montantes, barras horizontales y barras diagonales

conformando de esta manera un reticulado espacial. La sección transversal de

torre frecuentemente utilizada es la triangular equilátera, si bien en algunos

casos pueden utilizarse secciones cuadradas. Para las estructuras de menor por-

te los elementos estructurales que conforman el reticulado son materializados

mediante barras circulares macizas de acero, mientras que para estructuras

de mayor porte son utilizados tubos circulares de acero, perfiles angulares y

perfiles de chapas plegadas.

Los tirantes proporcionan soporte lateral a las torres. Se colocan en general

uniformemente distribuidos en la altura y se los pretensa con un valor inicial de

tensión. En el caso de torres de sección triangular se colocan tres por cada nivel
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y en el caso de sección rectangular se colocan cuatro por nivel. Los tirantes

se anclan en el terreno de manera tal que los ángulos que forman los planos

constituidos por cada tirante y la torre sean iguales, es decir, para el caso

de torres de sección triangular dichos ángulos son de 120º y para el caso de

torres de sección cuadrada de 45º. Las inclinaciones t́ıpicas utilizadas para

éstos, medidas como el ángulo que forma el tirante con la horizontal, están

el entorno de los 40º a 60º, pudiendo alcanzar inclinaciones menores para los

tirantes del primer nivel.

La tensión inicial de pretensado de los cables es uno de los principales

parámetros que afectan la estabilidad de este tipo de estructuras (Carrasco

et al. 2021). Éste es impuesto durante la construcción del mástil y debe ser

verificado periódicamente. La norma TIA 222-G (2006) recomienda valores

medios del 10% de la tensión de rotura del cable, con un rango de variación

entre el 7% y el 15% de la tensión de rotura ya que dentro de este rango pueden

ser despreciados los efectos de las vibraciones y de inestabilidad aeroelástica.

Por su parte, la norma UNE-EN 1993-3-1 (2013) proporciona lineamientos algo

más generales, permitiendo tensiones iniciales de hasta el 45% de la tensión de

rotura. No obstante, requiere que sean verificados los fenómenos de vibración

e inestabilidad aeroelástica (UNE-EN 1993-3-1, 2013).

Este trabajo se centrará en torres de sección transversal triangular equiláte-

ra, aunque la mayoŕıa de los razonamientos aqúı expuestos pueden extenderse

a torres de sección cuadrada.

2.3. Modelo de la torre: propiedades de la

viga-columna equivalente

El modelo de la torre como una viga-columna equivalente se basa en las

siguientes hipótesis: el material de la viga presenta un comportamiento elástico

lineal, las deformaciones de la viga son pequeñas y se admite que, bajo la acción

del momento flector y de la fuerza cortante, las secciones planas y perpendicu-

lares al eje longitudinal de la viga previas a la deformación, permanecen planas

pero no necesariamente perpendiculares al eje longitudinal deformado. Estas

hipótesis corresponden a la teoŕıa de vigas de Timoshenko.

La Figura (2.1) muestra los patrones t́ıpicos de reticulado de una de las

caras de la torre. Para cada uno de dichos patrones, las propiedades geométricas

de la viga-columna equivalente pueden ser obtenidas utilizando el principio de
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los trabajos virtuales. En la Tabla 2.1 se hallan dichas propiedades para el caso

de torres de sección triangular (Ben Kahla, 1995; Romstad y Chiesa, 1997).

Figura 2.1: Configuraciones t́ıpicas de reticulado en una de las caras de la torre.

2.4. El modelo de los tirantes

2.4.1. El cable elástico: módulo de elasticidad secante

Sea un cable inclinado cuya longitud de cuerda sea igual a lcb y su proyección

con respecto a la horizontal ccb, sometido a la acción de una fuerza de tracción

T0 en el sentido de la cuerda y a la acción de su peso propio gcb, Figura

(2.2). Basados en la configuración catenaria del cable, al aplicar una fuerza de

tracción T1 en la dirección de la cuerda, el alargamiento δ del mismo, puede

expresarse mediante la Ecuación (2.1) (Gimsing y Georgakis, 2012):

δ

lcb
=

(σ1 − σ0)γcb + c−1
cb

[
σ2
1 sinh(γcbccbσ

−1
1 )− σ2

0 sinh(γcbccbσ
−1
0 )
]

2Ecbγcb cosh(1/2γcbccbσ
−1
1 )

+ . . .

· · ·+
4Ecbc

−1
cb

[
σ1 sinh(1/2γcbccbσ

−1
1 )− σ0 sinh(1/2γcbccbσ

−1
0 )
]

2Ecbγcb cosh(1/2γcbccbσ
−1
1 )

(2.1)

siendo Ecb el módulo de elasticidad del material del cable, σ1 y σ0 las ten-

siones en el cable debido a las fuerzas en la dirección en la cuerda T1 y T0,

respectivamente, y γcb la densidad del cable.

La no-linealidad existente entre la fuerza de tracción aplicada en la direc-

ción de la cuerda y la deformación debido al cambio en la flecha bajo diferentes

condiciones de carga, puede ser tenida en cuenta mediante los módulos de elas-

ticidad tangente y secante. De esta manera puede tratarse el fenómeno no-lineal
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Figura 2.2: Cable inclinado sometido al peso propio: relación entre la deformación
y la fuerza aplicada en la dirección de la cuerda.

como uno lineal. Sin embargo, el módulo tangente debe utilizarse cuando la re-

lación entre las tensiones σ1 y σ0 es pequeña; de lo contrario, deberá utilizarse

el módulo secante cuya expresión viene dada por la Ecuación (2.2) (Gimsing

y Georgakis, 2012):

Esec =
∆σ

∆ε
=

(
σ1 − σ0

δ

)
lcb (2.2)

donde la relación δ/lcb se obtiene a partir de la Ecuación (2.1).

La gráfica de la Figura (2.3) muestra la variación del módulo de elasticidad

secante en función de la tensión final σ1 para longitudes de cable de 60 m, 100

m y 160 m, cuyo módulo de elasticidad es Ecb = 185 GPa y su tensión inicial es

σ0 = 140 MPa, que corresponde al 10% de la tensión de rotura. Podemos ver

que para tensiones finales del orden del 50% de la tensión de rotura, la relación

entre el módulo de elasticidad del cable y el módulo secante no excede del 10%

para una longitud del cable de 160 metros, ni del 4% para una longitud del

cable de 100 metros.

2.4.2. El sistema de cables: constante elástica equiva-

lente

Consideremos en primera instancia el sistema plano simétrico, en equilibrio,

formado por el mástil y dos cables, Figura (2.4). Si aplicamos una fuerza

horizontal en el extremo superior del mástil, éste se deformará y su posición

puede describirse como un desplazamiento horizontal u y uno vertical w, siendo

ambas componentes del desplazamiento pequeñas. Dado que el desplazamiento
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Figura 2.3: Curva módulo de elasticidad secante vs. tensión en el cable. Tomando
Ecb = 185 GPa y σ0 = 0.1 · fu = 140 MPa.

de mástil está compuesto por un movimiento ŕıgido y por la flexión del mismo,

puede asumirse que el desplazamiento w es un infinitésimo de segundo orden

de u (w ∼ O(u2)) (Irvine y O’Sullivan, 1979).

Al desplazarse el mástil, el cable a la izquierda se alargará mientras que el de

la derecha se acortará. Si ambos cables están sometidos a una fuerza de tracción

inicial T0 en la dirección de la cuerda, el cable de la izquierda experimentará un

rápido aumento de la tensión mientras que el de la derecha un rápido descenso.

La Figura (2.5) muestra de manera esquemática el razonamiento precedente.

En relación a la Figura (2.5), el alargamiento δ1 del cable de la izquierda

y el acortamiento δ2 del cable de la derecha en función del desplazamiento

horizontal u pueden expresarse por medio de la Ecuación (2.3):

δ1 = −δ2 =
ccb
lcb

· u (2.3)

Planteando el equilibrio de fuerzas en el nodo superior del mástil, es decir,

donde está aplicada la fuerza F , y considerando la relación lineal entre la

tensión y la deformación mediante el empleo del módulo de elasticidad secante,

14



Figura 2.4: Sistema plano simétrico, formado por el mástil y dos cables. Configu-
ración deformada al aplicar una carga horizontal F en el extremo superior.

obtenemos la Ecuación (2.4):

F =
Esec,1δ1Acb

lcb
cos(α) +

Esec,2δ2Acb
lcb

cos(α) (2.4)

Si la fuerza F aplicada es de valor unidad y teniendo en cuenta la relación

dada por la Ecuación (2.3), la constante elástica equivalente keq utilizada para

sustituir el sistema de cables viene dada por la Ecuación (2.5):

keq = (Esec,1 + Esec,2) · Acb ·
c2cb
l3cb

(2.5)

siendo Acb el área de la sección transversal de los cables, Esec,1 y Esec,2 son los

módulos de elasticidad secante del cable que se estira y del cable que se acorta,

respectivamente, y α la inclinación de los cables con respecto a la horizontal.

Consideremos ahora el sistema tridimensional constituido por el mástil y

tres cables de igual longitud de cuerda lcb, igual inclinación α y tal que los

planos formados por cada cable y el mástil equidistan entre śı, al que se aplica

una fuerza horizontal F de valor unidad en el extremo superior del mástil en

la dirección del eje U , Figura (2.6). Si la fuerza se aplica en el sentido positivo

del eje U (como se muestra en la figura), la relación entre el alargamiento δ1 de

los cables a barlovento y el desplazamiento horizontal u, aśı como la relación

entre el acortamiento δ2 del cable a sotavento y el desplazamiento horizontal,
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Figura 2.5: Curva fuerza vs. desplazamiento del cable con origen en la condición
inicial de tensado (Adaptada de Gimsing y Georgakis, 2012)

.

puede expresarse mediante las Ecuaciones (2.6):

δ1 =
ccb

2 · lcb
· u

δ2 =
−ccb
lcb

· u

(2.6)

La primer ecuación en la Ecuación (2.6) se deduce teniendo en cuenta que

sin(30) = 1/2 y que el coseno del ángulo que forma la rienda con la recta

formada por la intersección del plano UY con el plano que contiene la rienda

y su vector desplazamiento u, es ccb/(2lcb).

Planteando equilibrio horizontal, Ecuación (2.7):

(Esec,1 + 2 · Esec,2) · Acb · u ·
c2cb

2 · l3cb
= 1 (2.7)

Por lo tanto, la constante elástica equivalente utilizada para sustituir el

sistema de cables queda determinada por la Ecuación (2.8):

keq = (Esec,1 + 2 · Esec,2) · Acb ·
c2cb

2 · l3cb
(2.8)
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Figura 2.6: Sistema tridimensional formado por el mástil y tres cables de igual
longitud de cuerda e igual inclinación.

A partir de las Ecuaciones (2.1), (2.6) y (2.8), podemos concluir que, bajo

las hipótesis planteadas, la estructura de la Figura (2.6) es más flexible en el

sentido positivo del eje U que en el sentido negativo.

2.5. Método propuesto

Consideremos una estructura tipo mástil atirantado, de altura ht, con n

niveles de tirantes uniformemente espaciados entre śı una distancia hj. Sin

pérdida de generalidad, consideremos que la estructura está empotrada en la

base, como se representa en la Figura (2.7a).

La torre estará sujeta a cargas distribuidas verticales pz(z) como ser su peso

propio; cargas verticales puntuales Pz, debidas por ejemplo al peso de los acce-

sorios, pero en carácter general serán debidas al alargamiento y acortamiento

de los cables y a la carga de viento sobre los mismos; y a cargas puntales y

distribuidas horizontales, Px y px(z), respectivamente, básicamente debidas a

la acción del viento sobre el mástil, los cables y los accesorios.

Planteando equilibrio en la configuración deformada en el nodo j, en re-

ferencia a la Figura (2.7b) podemos escribir para el momento de continuidad
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Figura 2.7: a) Acciones exteriores sobre el mástil atirantado. b) Modelo matemático
de cálculo, configuración deformada.

j − 1, Ecuación (2.9) (Páez y Sensale, 2017):

Mj−1 = Mj +
i=n∑
i=j

(Hi + Px,i − keq,i · vi) · hi +
i=n∑
i=j

Me,i + . . .

· · ·+ (vj − vj−1)
i=n∑
i=j

(Pz0,i + Pz,i) + . . .

· · ·+ (vj − vj−1)
i=n∑
i=j

[
2

(
Esec,1 − Esec,2

Esec,1 + 2 · Esec,2

)
i

keq,i ·
zcb,i
ccb,i

· vi
]
+ . . .

· · ·+ (vj − vj−1)
i=n∑
i=j

(
3 · T0,i ·

zcb,i
ccb,i

)
(2.9)

siendo zcb,j la altura correspondiente al nivel j de tirantes, vj el valor de la

elástica para dicho nivel de tirantes, keq es el valor de la constante elástica

equivalente para el nivel j de tirantes, ccb,j es la distancia horizontal entre el pie

de los tirantes del nivel j y la torre, Hj es la fuerza resultante horizontal entre

dos niveles de tirantes, obtenida mediante la expresión de la Ecuación (2.10),

Pz0,j es la fuerza resultante vertical debida a la carga vertical uniformemente

distribuida entre dos niveles de tirantes, obtenida mediante la expresión de la
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Ecuación (2.11), Pz,j es la fuerza vertical en el nivel de tirantes j debida a la

acción del viento sobre éstos yMe,j es el momento debido a la excentricidad de

los cables en el nivel j de tirantes y su expresión viene dada por la Ecuación

(2.12).

Hj =

∫ zcb,j+hj/2

zcb,j−hj/2
px(z)dz (2.10)

Pz0,j =

∫ zcb,j+hj/2

zcb,j−hj/2
pz(z)dz (2.11)

Me,j = −

(√
3

6
Esec,1 +

√
3

3
Esec,2

)
j

a · Acb,j · zcb,j
l3cb,j

· vj (2.12)

2.5.1. Ecuaciones pendiente-deflexión basadas en la
viga-columna de Timoshenko: “el enfoque modi-
ficado”

Dos formulaciones diferentes se han propuesto para analizar la influencia

de la fuerza cortante sobre la carga cŕıtica de pandeo elástica y el efecto de

segundo orden en vigas-columnas, una realizada por Engesser y otra por Ha-

ringx (Ziegler, 1982). El modelo de Haringx ha sido aplicado y discutido por

Timoshenko y Gere y se conoce como “el enfoque modificado” (Timoshenko y

Gere, 1961).

De acuerdo con las hipótesis propuestas por Haringx, podemos deducir las

ecuaciones pendiente-deflexión que nos permiten considerar las deformaciones

a flexión y las deformaciones por esfuerzo cortante; su expresión para la barra j

entre los nodos j−1 y j vienen dadas por la Ecuación (2.13) (Dario Aristizabal-

Ochoa, 2008):

Mj−1,j =

(
E · I
h

)
j

[
C · θj−1 + S · θj − (C + S) · vj − vj−1

h

]
j

−MF,j

Mj,j−1 =

(
E · I
h

)
j

[
S · θj−1 + C · θj − (C + S) · vj − vj−1

h

]
j

+MF,j

(2.13)

donde M j−1,j y Mj,j−1 son los momentos de empotramiento para la barra

j; Cj y Sj son las funciones de estabilidad basadas en la viga-columna de
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Figura 2.8: Configuración deformada de la viga-columna continua sobre apoyos
elásticos discretos para las barras entre los nudos j − 1, j y j + 1. Diagramas de
cuerpo libre para el planteamiento de las ecuaciones de pendiente - deflexión.

Timoshenko para la barra j, Ecuación (2.14):

Cj =
1− ψj · βj · cot(βj)

(2 tan(βj/2)) /βj − ψj

Sj =
ψj · βj · csc(βj)− 1

(2 tan(βj/2)) /βj − ψj

(2.14)

βj es el parámetro de pandeo y su expresión viene dada por la Ecuación (2.15):

βj =

√√√√∣∣∣∣∣ Pjh2j
(ψEI)j

∣∣∣∣∣ (2.15)
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ψj es el factor de reducción por cortante, Ecuación (2.16):

ψj =

(
1 +

Pj
GjΩred,j

)−1

(2.16)

Ωred es el área efectiva de cortante de la sección transversal de la viga-columna,

siendo, Ωred = A (Tabla 2.1); P j es la fuerza de compresión en la barra j y su

expresión viene dada por la Ecuación (2.17):

Pj =
i=n∑
i=j

(
P0,i + Pz,i + 2

(
Esec,1 − Esec,2

Esec,1 + 2Esec,2

)
keq,i

zcb,i
ccb,i

vi + 3 · T0,i
zcb,i
ccb,i

)
(2.17)

Los sub́ındices para las expresiones entre paréntesis indican a la barra que

corresponde, por ejemplo
(
EI
h
S
)
j
indica que el módulo de elasticidad, el mo-

mento de segundo orden, la longitud de vano y la función de estabilidad S, son

las correspondientes a la barra j.

MF ,j es el momento de empotramiento perfecto para una viga sometida a

una carga uniformemente distribuida en el plano de la flexión y a una carga

axial de compresión. Su expresión depende de las condiciones de apoyo; por

ejemplo, para una viga fija en ambos extremos, su expresión viene dada por la

Ecuación (2.18):

MF,j =
px,jh

2
j

12

(
12

β2
j

)(
1

ψj

)[
1− βj

2 tan (βj/2)

]
(2.18)

2.6. Análisis de la estructura

Consideremos una viga-columna continua sobre apoyos elásticos discretos,

sometida a la acción de cargas externas para la que son conocidas las propieda-

des seccionales y de los materiales, Figura (2.8) y de acuerdo a las ecuaciones

de pendiente-deflexión basadas en la viga-columna de Timoshenko con fuer-

za de compresión axial (Ecuación (2.13)), obtenemos las Ecuaciones (2.19) y

(2.20):

a2j,1θj+1 + a2j,2vj+1 + a2j,3θj + a2j,4vj + a2j,5θj−1 + a2j,6vj−1 = · · ·

· · · =MF,j+1 −MF,j −Me,j (2.19)
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a2j−1,1θj+1 + a2j−1,2vj+1 + a2j−1,3θj + a2j−1,4vj + a2j−1,5θj−1 + · · ·

· · ·+ a2j−1,6vj−1 = Px,j +Hj (2.20)

Los coeficientes ai,j dependen de las propiedades geométricas de la viga, las

propiedades de los materiales, de las fuerzas de compresión, de las constantes

elásticas equivalentes y de las funciones de estabilidad. Sus expresiones vienen

dados por la Ecuación (2.21):

a2j,1 =

(
EI

h
S

)
j+1

a2j,2 = −a2j−1,1 = −
(
EI

h2
(C + S)

)
j+1

a2j,3 =

(
EI

h
C

)
j+1

+

(
EI

h
C

)
j

a2j,4 = a2j−1,3 =

(
EI

h2
(C + S)

)
j

−
(
EI

h2
(C + S)

)
j+1

a2j,5 =

(
EI

h
S

)
j

a2j,6 = −a2j−1,5 =

(
EI

h2
(C + S)

)
j

a2j−1,2 = −
(
2
EI

h3
(C + S)

)
j+1

+
Pj+1

hj+1

a2j−1,4 =

(
2
EI

h3
(C + S)

)
j+1

+

(
2
EI

h3
(C + S)

)
j

− Pj+1

hj+1

− Pj
hj

+ keq,j

a2j−1,6 = −
(
2
EI

h3
(C + S)

)
j

+
Pj
hj

(2.21)

Los sub́ındices para las expresiones entre paréntesis indican a la barra que

corresponde, por ejemplo
(
EI
h
S
)
j
indica que el módulo de elasticidad, el mo-

mento de segundo orden, la longitud de vano y la función de estabilidad S, son

las correspondientes a la barra j.

Para una viga - columna de n tramos, a partir de la Ecuaciones (2.19) y

(2.20) se forma un sistema de 2n − 1 × 2n − 1 ecuaciones cuyas incógnitas

son los giros y los desplazamientos laterales de los nudos θ1 · · · θj · · · θn−1 y

v1 · · · vj · · · vn, respectivamente, ya que, por un lado, el extremo superior de

mástil se considera articulado, lo que implica que θn puede escribirse en función

de θn−1; y por otro, cuando el extremo inferior está empotrado θ0 = v0 = 0 y
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cuando está articulado v0 = 0 y θ0 puede escribirse en función de θ1

2.6.1. Obtención de la configuración deformada: análisis
de segundo orden método iterativo

Bajo la acción de las fuerzas externas, el método propuesto asume que la

forma inicial de la curva elástica corresponde a una función parabólica y tal que

el valor máximo de la curva elástica es menor que un valor prefijado vm,i, con

vm,i = 0, 001·ht. Las constantes elásticas equivalentes en cada uno de los niveles

se calculan a partir de los desplazamientos laterales supuestos. De esta manera

puede estimarse de forma razonable la relación entre la fuerza de compresión

en la barra j y la fuerza de compresión en la barra n de extremo. Sea ζ el factor

de relación entre dichas fuerzas, esto es Pj = ζ ·Pn, de esta manera la relación

entre los parámetros de pandeo puede escribirse como, Ecuación (2.22):

βj =

√
ζ · (ψEI)n

(ψEI)j

(
hj
hn

)
βn (2.22)

Los pasos del procedimiento iterativo para la obtención del desplazamiento

lateral son:

1. Se calculan los desplazamientos laterales de la torre, esto es vj para j = 1

a n. El método propuesto supone considerar que la curva elástica inicial

es una función parabólica.

2. Con los valores de los desplazamientos laterales calculados en el Paso 1

se obtienen los módulos de elasticidad Esec,1 y Esec,2 para cada nivel de

tirantes.

3. El nuevo desplazamiento lateral de la torre bajo la acción de las cargas

actuantes se obtiene resolviendo el sistema de 2n−1 × 2n−1 ecuaciones,

obtenido a partir de la Ecuaciones (2.19) y (2.20).

4. Si para cada uno de los niveles de tirantes, la diferencia entre el des-

plazamiento obtenido en el Paso 3 y el desplazamiento del Paso 1 es

menor que un valor predeterminado, se da por finalizado el proceso. En

caso contrario, con el desplazamiento obtenido en el Paso 3 se repite el

proceso hasta la convergencia.

5. Si la diferencia entre los desplazamientos en cada nivel de tirantes no

puede hacerse menor que un valor predeterminado, la estructura es ines-
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table bajo la acción de las cargas actuantes. Deberá modificarse la rigidez

de la viga-columna y/o la rigidez de las constantes elásticas equivalentes.

Luego, planteando las ecuaciones de equilibrio en la configuración deforma-

da para cualquier sección se obtienen las solicitaciones y se procede al dimen-

sionado de las secciones de los elementos que conforman la torre utilizando los

métodos habituales de resistencia de materiales y la norma que se tome como

referencia.

En relación a la Figura (2.8), para la barra j y para una sección a una

distancia x del extremo j − 1, el momento en dicha sección Mj(x) viene dado

por la Ecuación (2.23):

Mj(x) =
px,jh

2
j

ψj

(
1

βj

)2 [(
1− cos(βj)

sin(βj)

)
sin

(
βj
hj
x

)
+ cos

(
βj
hj
x

)
− 1

]
· · ·+ 1

sin(βj)
[Mj,j−1 −Mj−1,j cos(βj)] sin

(
βj
hj
x

)
+ . . .

· · ·+Mj−1,j cos

(
βj
hj
x

)
(2.23)

2.7. Caso de estudio: comparación entre el

método de elementos finitos y el método

propuesto

A los efectos de validar el método propuesto (MP), se analizará una estruc-

tura tipo mástil atirantado de 120 metros de altura. A tales efectos, se realiza

un modelo utilizando el Método de Elementos Finitos (FEM) mediante el uso

del programa SAP 2000. En este modelo (FEM: retic), la estructura se modela

como un reticulado tridimensional donde las barras trabajan principalmente

en fuerza axial y los cables se modelan como elementos de cable. La torre se

encuentra articulada en su base y los efectos de segundo orden se consideran a

partir de un análisis no linea P−∆, Figura (2.9). Los resultados se compararán

con los obtenidos por el PM.

La torre tiene sección triangular, de 1.20 metros de ancho de cara medida

eje a eje de las barras verticales. Las barras son materializadas por perfiles

tubulares circulares de acero de módulo de elasticidad Es = 200 GPa. Los
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Figura 2.9: Modelo de reticulado espacial de la torre atirantada de 120 m de altura
en FEM. Configuración inicial: cables tensados al 10% de la tensión de rotura.
(Observar la configuración catenaria de los cables.)

montantes son de 73.00 mm de diámetro exterior y 5.20 mm de espesor y las

barras horizontales y las diagonales de diámetro exterior 42.16 mm y 3.42 mm

de espesor. La inclinación de las diagonales es de 45.

Los tirantes son de acero EHS, de tensión de rotura 1400 MPa y módulo de

elasticidad Ecb = 185 GPa. Están colocados con espaciamientos de 12 metros

en la altura. Los tirantes cuyas cota de anclaje a la torre es +12 m, +24 m y

+36 m, se anclan al terreno a una distancia de 23 m del eje del mástil y son

de diámetro nominal 6.35 mm. Los tirantes cuyas cotas de anclaje son +48 m,

+60 m y +72 m, se anclan al terreno a una distancia de 46 m y sus diámetros

nominales son de 8.00 mm. Los restantes tirantes, cuyos niveles de anclaje a

la torre son +84 m, +96 m, +108 m y +120 m, se anclan al terreno a una

distancia de 69 m del eje de la torre y sus diámetros nominales son de 8.00

mm.

Las cargas de viento sobre la estructura se calculan a partir de los linea-

mientos establecidos por la norma TIA 222-G, y se considera una velocidad
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caracteŕıstica de viento de 43.4 m/s calculada como la velocidad media del

viento en un intervalo de 3 segundos a una altura de 10 m sobre el nivel de

terreno para una categoŕıa de exposición C y cuyo peŕıodo de retorno es de 50

años.

Figura 2.10: Torre 120m: curva desplazamiento lateral vs. altura de la torre para
el MP y el modelo mediante elementos finitos FEM:retic, con la base de la torre
articulada.

2.7.1. Análisis, discusión y comparación de resultados

En relación al máximo desplazamiento de la torre, la diferencia entre el

MP y el FEM:retic. es del orden del 0.86%. La diferencia entre el máximo

momento flector positivo es del orden de 1.5%, mientras que entre el máximo

momento flector negativo es del orden del 12.8%. Con respecto a las fuerzas

axiales, solo pequeñas diferencias fueron observadas.

2.8. Conclusiones

En este trabajo se ha propuesto un método aproximado para el cálculo de la

deflexión producida por los efectos de segundo orden en mástiles arriostrados
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Figura 2.11: Torre 120m: diagrama de fuerza directa para el MP y el modelo
mediante elementos finitos FEM: retic, con la base de la torre articulada.

Figura 2.12: Torre 120m: diagrama de momento flector para el MP y el modelo
mediante elementos finitos FEM: retic, con la base de la torre articulada.
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de sección triangular. El método se basa en las funciones de estabilidad de la

viga-columna de Timoshenko. Las propiedades geométricas de la viga-columna

equivalente se obtienen según el patrón de celośıa de cada una de las caras de

la torre. Los tirantes se modelan como constantes de resorte equivalentes a

partir del módulo de elasticidad secante de los cables y tienen en cuenta las

excentricidades de los cables a los puntos de anclaje a la torre.

El método propuesto ha sido validado numéricamente mediante dos casos

de estudio comparándolo con los métodos de elementos finitos. A partir de los

resultados expuestos las siguientes conclusiones pueden ser deducidas:

1. Se observan diferencias poco significativas en el cálculo de los efectos pro-

ducidos por las deformaciones de segundo orden de la estructura entre el

método propuesto y los métodos de elementos finitos. En otras palabras,

los valores de las solicitaciones y de los desplazamientos de la estructu-

ra obtenidos mediante el método propuesto son suficientemente precisos

comparados con los obtenidos mediante el método de elementos finitos,

lo que confirma la validez de las hipótesis adoptadas en el desarrollo del

método.

2. El método propuesto mantiene la complejidad y rigurosidad matemática

de los métodos anaĺıticos, sin embargo ha sido concebido como un méto-

do de aplicación simple. Utiliza los conceptos básicos y más generales

desde el punto de vista de la ingenieŕıa estructural lo que permiten al

ingeniero visualizar rápidamente cuales son los parámetros que influyen

en el diseño.

3. El método propuesto considera los efectos de la deformación por cortante

y de segundo orden directamente a partir de las funciones de estabilidad,

lo que permite trabajar con mayor precisión, sin necesidad de artificio

matemático para considerar el efecto de la deformación por cortante o

hacer aproximaciones y/o divisiones de los elementos entre los niveles de

cada tirante.

4. Es muy sencillo de programar, incluso comparado con el uso de hojas

de cálculo, ya que no es necesario discretizar la estructura en una gran

cantidad de elementos para la convergencia. Es por ello que el método

puede resultar de gran utilidad en las etapas preliminares del diseño, per-

mitiendo un importante ahorro de tiempo. En otras palabras, el método

de elementos finitos no presenta mayores ventajas en la etapa de diseño
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preliminar que el método propuesto.

5. Si bien el trabajo se ha centrado en las torres de sección triangular

equilátera, con un arreglo para los tirantes de tres por nivel, el método

propuesto puede extenderse a otro tipo de arreglo de los cables y a otro

tipo de formas de sección. Por lo tanto, el método propuesto, inicialmen-

te desarrollado para el análisis de torres atirantadas puede extenderse al

análisis de pilones de puentes atirantados.
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Caṕıtulo 3

Predicción mejorada de la
pérdida de pretensado a largo
plazo en elementos de hormigón
con pretensado interior no
adherente

Páez, P.M.; Sensale, B. (2018). Improved prediction of prestress loss in unbon-

ded prestressed concrete members. Engineering Structures, 174: 111-125.

doi: 10.1016/j.engstruct.2018.07.038

Impact Factor (2018): 3.709; Quartile 1.

3.1. Introducción

El término “pretensado no adherente” se utiliza para aquellas piezas de

hormigón pretensado para las cuales no existe adherencia entre el hormigón y

el acero de pretensado o si existe es tan pequeña que no puede considerarse la

adherencia perfecta entre ambos materiales. El pretensado no adherente puede

dividirse en dos tipoloǵıas diferentes: el pretensado externo y el pretensado in-

terno. En el pretensado interno los cables se colocan embebidos en el hormigón,

como ser el en caso de vigas y de losas planas postensadas; mientras que en el

pretensado externo los cables no quedan embebidos en el hormigón, como por

ejemplo en las vigas cajón de puentes.

El comportamiento de las piezas con pretensado interno está caracterizado
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por el hecho de que la posición del cable en cada sección no cambia con la

deformación del elemento que lo contiene, mientras que en el pretensado ex-

terno, la posición del cable, al deformarse el elemento, está condicionada por

el desplazamiento de los puntos de anclajes y los puntos de desv́ıo del cable. El

análisis de piezas con pretensado no adherente es inherentemente más comple-

jo que el análisis de piezas con pretensado adherente; ya que a diferencia del

pretensado adherente, en el pretensado no adherente no existe compatibilidad

de deformaciones entre el acero de pretensado y el hormigón que lo rodea, lo

que significa que el acero de pretensado y el hormigón pueden moverse uno con

respecto al otro. Luego, la fuerza en el cable no adherente dependerá de la de-

formación del miembro estructural como un todo. En otras palabras, la fuerza

en el cable no adherente sometido a cargas externas es elemento-dependiente

en lugar de sección-dependiente (Naaman y Alkhairi, 1991b).

Sin pérdida de generalidad, podemos establecer que a partir de la década

de los años 60’, los diferentes investigadores han puesto mayor énfasis en el

estudio del comportamiento de las estructuras con pretensado no adherente,

en particular de vigas y de losas (Naaman y Alkhairi, 1991a). A partir de alĺı, la

mayoŕıa de las investigaciones se han enfocado en predecir el comportamiento

de dichos elementos hasta la rotura (Alkhairi y Naaman, 1993; Ariyawardena

y Ghali, 2002; Du et al. 2016; Gauvreau, 1992, 1993; M. H. Harajli, 2011; M.

Harajli y Kanj, 1991; M. H. Harajli, 2012; He y Liu, 2010; Lee y Kim, 2011; Lou

et al. 2013; Mattock et al. 1971; Naaman y Alkhairi, 1991a, 1991b; Pisani y

Nicoli, 1996; Vu et al. 2010; Xuekang Tao y Gongchen Du, 1985); sin embargo,

existen relativamente pocos trabajos enfocados a predecir el comportamiento

en servicio de los elementos en flexión bajo cargas instantáneas(Ariyawardena

y Ghali, 2002; Du et al. 2016; H. Harajli, 1992; Lee y Kim, 2011; Lou et

al. 2013) y menos aún trabajos que permitan predecir el comportamiento en

servicio baja cargas de larga duración (CEB-FIP, 2010; Gauvreau, 1993; Lou

et al. 2013).

Para estudiar el comportamiento diferido bajo cargas de servicio en piezas

con pretensado interior no adherente, CEB-FIP (2010) establece una fórmula

para estimar la pérdida en la fuerza del pretensado basada en el Método de la

Tasa de Fluencia (Glanville, 1930; Whitney, 1932). Dicho método se basa en

asumir que la tasa de cambio de la fluencia con el tiempo es independiente de la

edad de carga, lo cual, las nuevas investigaciones muestran que dicha hipótesis

no es correcta (Bazant y Baweja, 1995). Gauvreau (1993) propone una fórmu-
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la simplificada para estimar la pérdida en la fuerza del pretensado en piezas

con pretensado interior no adherente. Sin embargo, dicha formulación no tiene

en cuenta la relajación del acero de pretensado ni tampoco la existencia de

armadura pasiva. Para el análisis de largo plazo, Lou et al. (2013) utilizan una

formulación basada en el método de los elementos finitos. Si bien la metodo-

loǵıa que utilizan los autores para el análisis en el tiempo puede denominarse

como de “paso a paso”, es decir, mediante la división del intervalo de tiempo

en pequeños intervalos, la función de fluencia utilizada no es la preconizada

por los distintos códigos, sino que su forma tiene la ventaja de facilitar la pro-

gramación con respecto a la simulación de la historia de tensión aplicada. Por

otro parte, la utilización del procedimiento propuesto mediante el Método de

Elementos Finitos requiere de un alto grado de programación computacional.

Guo et al. (2018) proponen un modelo para predecir las pérdidas diferidas en

piezas pretensadas. Dicho modelo tiene en cuenta el efecto de la retracción

del hormigón, la fluencia y la relajación del acero. Sin embargo, si bien los

autores utilizan el método tanto para piezas con pretensado adherente como

no adherente, el método se basa en las hipótesis de adherencia y por lo tanto

su utilización para piezas con pretensado no adherente no es del todo correcta.

En vista de las tendencias actuales de las normativas basadas en el “Méto-

do de los Estados Ĺımites”, tan importante como predecir el comportamiento

de una pieza con pretensado no adherente en la rotura es poder predecir su

comportamiento bajo cargas de servicio y en particular bajo cargas de servicio

de larga duración. Es importante estimar la pérdida de pretensado tan pre-

cisamente como sea posible, ya que una incorrecta estimación puede causar

problemas de serviciabilidad de la pieza; por ejemplo, puede excederse la re-

sistencia a tracción del hormigón bajo cargas de servicio y/o puede producirse

una excesiva deformación (Youakim et al. 2007).

En la mayoŕıa de las aplicaciones prácticas con pretensado, los elementos

se calculan de modo que, bajo la acción de las cargas de larga duración todas

las secciones de la pieza se encuentren en Estado I, es decir, que no se alcance

la resistencia a flexo-tracción del hormigón, por lo que las deformaciones por

fluencia del hormigón tenderán a ser mucho mayores que en el caso de elementos

parcialmente pretensados. Los efectos de la fluencia, la retracción del hormigón

y la relajación del acero provocarán una redistribución de tensiones entre el

acero y el hormigón, que se traducirá en general en una pérdida en la fuerza

en el acero de pretensado y por lo tanto en un aumento de las deformaciones.
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Este trabajo está motivado por la necesidad de predecir el comportamien-

to de los elementos con pretensado interior no adherente bajo cargas de larga

duración. El principal objetivo de este trabajo es proponer una fórmula simpli-

ficada para calcular la pérdida de la fuerza de pretensado en piezas isostáticas

con pretensado interior no adherente que tenga en cuenta los efectos de la re-

lajación del acero y la existencia de la armadura pasiva. El segundo objetivo

de este trabajo es desarrollar la formulación del Método Paso a Paso (SSM)

y del Método del Módulo Efectivo Ajustado por la Edad (AAEM) para el

análisis en tiempo de piezas con pretensado interior no adherente; hasta la

fecha no existe bibliograf́ıa ni trabajo de investigación que haya desarrollado

dicha formulación. Finalmente, un enfoque basado en el método de los elemen-

tos finitos (FEM) para modelar el comportamiento de las vigas de hormigón

con pretensado interior no adherente a lo largo del tiempo es propuesto. La

originalidad de esta técnica radica en el tratamiento de los efectos de largo

plazo. También en este trabajo, se implementará un algoritmo computacional

basado en el Método de Paso a Paso a partir de los principios básicos de la

Resistencia de los Materiales sin utilizar elementos finitos. La precisión de la

ecuación propuesta se evaluó a partir de los resultados de estudios previos y

se contrastó con el implemento computacional basado en el Método de Paso

a Paso. Los resultados muestran que la ecuación propuesta predice adecuada-

mente la pérdida de pretensado y tiene una mayor precisión comparada con

los formulaciones simplificadas existentes.

3.2. Ecuaciones constitutivas de los materia-

les: comportamiento instantáneo y diferi-

do

3.2.1. Hormigón

Para hormigones de resistencias convencionales, esto es, para hormigones

cuya resistencia caracteŕıstica a la compresión en probetas ciĺındricas a los

28 d́ıas de edad sea menor a 50 MPa, puede considerarse un comportamiento

elástico lineal en compresión hasta tensiones del orden del 40% de su resistencia

caracteŕıstica. Por lo tanto la relación tensión-deformación para el hormigón a
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compresión, puede expresarse como, Ecuación (3.1):

σc = Ecεe (3.1)

en donde σc es la tensión producida en el hormigón por una deformación unita-

ria de compresión, εe y Ec es el módulo de elasticidad del hormigón. El módulo

de elasticidad del hormigón puede calcularse a partir de los modelos propor-

cionados en las diferentes normas, por ejemplo, el proporcionado por el Model

Code 2010 (2012).

La deformación unitaria total en el tiempo de un elemento de hormigón

no fisurado a temperatura constante, puede escribirse como la suma de la

deformación instantánea, εe(t), la deformación debida a la fluencia entre los

tiempos t0 y t, εcr(t, t0), y la deformación debida a retracción entre los tiempos

ts y t, εsh(t, ts), siendo t0 la edad del hormigón al momento de la aplicación de

la carga y ts la edad del hormigón al comienzo de la retracción (Bazant, 1982),

Ecuación (3.2):

ε(t) = εe(t) + εcr(t, t0) + εsh(t, ts) (3.2)

La deformación por retracción en el hormigón puede definirse como la de-

formación dependiente del tiempo de una pieza de hormigón en un ambiente

dado, no restringida contra el desplazamiento y no sometida a carga externa

(Neville, 1970). La deformación por retracción puede calcularse a partir del

modelo proporcionado por el Model Code 2010 (2012).

Si un espécimen de hormigón es sometido a una tensión de compresión en

el instante t = t0, σc(t0) y mantenida constante en el tiempo, la deformación

por fluencia en el instante t > t0 viene dada por la Ecuación (3.3):

εcr(t, t0) = φ(t, t0)
σc(t0)

Ec(t0)
(3.3)

donde φ(t, t0) es el coeficiente de fluencia and Ec(t0) es el módulo de elasticidad

del hormigón en el instante t = t0. El valor del coeficiente de fluencia puede

calcularse a partir del modelo propuesto por el Model Code 2010 (2012).

Si la magnitud de la tensión vaŕıa a lo largo del tiempo, lo que es usual

en las estructuras de hormigón, la deformación por fluencia puede obtenerse a

partir del principio de superposición. El principio de superposición fue aplicado

por primera vez al hormigón por McHenry (1943) y requiere del cumplimiento

de ciertas hipótesis para la obtención de resultados suficientemente precisos.
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Estas hipótesis suelen denominarse hipótesis de linealidad (A. Ross, 1958) y

pueden enunciarse de la siguiente manera: (a) la tensión en el hormigón es

menor que 40% de la resistencia caracteŕıstica a la compresión, fck; (b) ε es

no decreciente; es decir, no se producen deformaciones unitarias de magnitud

decreciente; (c) no se produce un cambio significativo en el contenido de hu-

medad de la pieza; y (d) no existen variaciones bruscas de la tensión. En la

mayoŕıa de las aplicaciones prácticas de la ingenieŕıa civil se cumplen dichas

hipótesis por lo que el principio de superposición suele aceptarse en la mayoŕıa

de los análisis y los cálculos. La deformación unitaria en el hormigón en el

tiempo t, para una historia determinada de tensiones se obtiene a partir de la

Ecuación (3.4):

ε(t) =
σc(t0)

Ec(t0)
(1 + φ(t, t0)) +

∫ τ=t

τ=t0

1 + φ(t, τ)

Ec(τ)
dσc(τ) + εsh(t, ts) (3.4)

Si la variación de la tensión entre t0 y t es conocida, ∆σc(t), la Ecuación

(3.4) puede escribirse de manera simplificada (Bazant, 1972; W. Dilger y Ne-

ville, 1971; Neville, 1983), Ecuación (3.5):

ε(t) =
σc(t0)

Ec(t0)
(1 + φ(t, t0)) +

∆σc(t)

Ēc(t, t0)
+ εsh(t, ts) (3.5)

donde Ēc(t, t0) se denomina módulo de elasticidad ajustado por la edad y su

expresión viene dada por la Ecuación (3.6):

Ēc(t, t0) =
Ec(t0)

1 + χ(t, t0)φ(t, t0)
(3.6)

χ(t, t0) es el coeficiente de envejecimiento (aging coefficient) cuya expresión

viene dada por la Ecuación (3.7):

χ(t, t0) =
σc(t0)

σc(t0)− σc(t)
− 1

φ(t, t0)
=

Ec(t0)

Ec(t0)− ER(t, t0)
− 1

φ(t, t0)
(3.7)

en donde ER(t, t0) representa la función de relajación del hormigón, definida

como la tensión en el instante t debida a una deformación unitaria aplicada

en el instante t0 y mantenida constante durante el peŕıodo t0 a t. Los valores

de la función de relajación para el caso de una deformación unitaria constante

pueden calcularse mediante la aplicación de la Ecuación (3.4) o pueden obte-

nerse de manera aproximada a partir de la fórmula propuesta por Bažant et
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al. (2013).

3.2.2. Acero pasivo

Bajo cargas de servicio, el acero pasivo suele trabajar a tensiones rela-

tivamente bajas y por lo tanto su comportamiento será elástico lineal para

cualquier instante de tiempo. La relación tensión-deformación del acero pasivo

puede expresarme mediante la Ecuación (3.8):

σs = Esεs (3.8)

siendo Es el módulo de elasticidad del acero pasivo.

3.2.3. Acero de pretensado

En general, los aceros de pretensado presentan un comportamiento elásti-

co lineal hasta aproximadamente el 70% de su ĺımite elástico caracteŕıstico

y partir de alĺı presentan un comportamiento no lineal. Sin embargo, los di-

ferentes códigos permiten la utilización de diagramas idealizados de tensión-

deformación para dicho acero, asumiendo un comportamiento elástico lineal

para tensiones hasta su ĺımite elástico caracteŕıstico CEB-FIP, 2010 (MC10),

Ecuación (3.9):

σp = Epεp (3.9)

En contraposición con los acero pasivos, los aceros de pretensado suelen

trabajar a elevadas tensiones en condiciones de servicio, lo que originará un

proceso de relajación del acero. Por lo tanto para un tiempo t > t0 la relación

tensión-deformación se expresa como, Ecuación (3.10):

εp(t0) =
σp(t0)−∆σpr(t− t0)

Ep
(3.10)

donde ∆σpr(t−t0) es la relajación intŕınseca, esto es, la pérdida de tensión en el

acero a longitud y temperatura constantes (si bien ∆σpr(t− t0) representa una

reducción en la tensión del acero, se ha considerado de magnitud positiva). Sin

embargo, para elementos de hormigón pretensados el proceso de relajación será

a longitud variable y por lo tanto la pérdida de tensión en el acero será menor

que en el caso de relajación intŕınseca. Uno de los modelos utilizados para el

36



cálculo de la relajación a longitud variable es el del coeficiente de relajación χr;

la pérdida de tensión a longitud variable se expresa como (Ghali et al. 2002),

Ecuación (3.11):

∆σ̄pr(t− t0) = χr∆σpr(t− t0) (3.11)

donde ∆σ̄pr(t− t0) es la relajación reducida. El coeficiente de relajación viene

dado por la Ecuación (3.12):

χr =

∫ ξ=1

ξ=0

(1− Ωξ)

(
λ(1− Ωξ)− 0.4

λ− 0.4

)2

dξ (3.12)

en donde Ω y λ vienen dados por las Ecuaciones (3.13):

Ω =
∆σps(t− t0)−∆σpr(t− t0)

σp,0

λ =
σp,0
fptk

(3.13)

donde σp,0 es la tensión inicial del pretensado, fptk es la resistencia caracteŕısti-

ca a tracción del acero y ∆σps(t− t0) la variación de tensión en el acero debido

a la combinación de los efectos de fluencia y retracción del hormigón y de la

relajación del acero. En la Ecuación (3.13), ∆σps(t− t0) se ingresa en valor ab-

soluto. Por lo tanto, es necesario efectuar un proceso iterativo para determinar

el valor del coeficiente de relajación.

3.3. Condiciones de compatibilidad para el

acero de pretensado no adherente

El comportamiento de los elementos pretensados de hormigón con preten-

sado interior no adherente es caracterizado por no existir compatibilidad de

deformaciones entre el acero de pretensado y el hormigón que lo rodea. Si asu-

mimos perfecta no adherencia entre el cable y el hormigón, la fuerza en el cable

de pretensado Np será constante a lo largo de su longitud entre los puntos de

anclaje, Ecuación (3.14):

Np = Apσp(εp) (3.14)

donde Ap y σp(εp) son el área del acero de pretensado no adherente y la tensión
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para una deformación unitaria εp, respectivamente. La deformación unitaria

del acero puede escribirse como, Ecuación (3.15):

εp = εp,0 +
∆lp
lp,0

(3.15)

donde εp,0 es la deformación unitaria inicial del cable, ∆lp es el cambio en la

longitud del cable y lp,0 su longitud inicial. La longitud inicial es medida a

partir de un estado de deformaciones de referencia.

Bajo las hipótesis de la teoŕıa de vigas de Navier-Bernoulli podemos asu-

mir que para el pretensado interior no adherente la distancia dp(x) medida

desde la cara superior de la viga hasta el baricentro del cable no vaŕıa con la

aplicación de las cargas externas, siendo x la distancia entre un extremo de

la viga y la sección de la viga que se analiza. Por otra parte, para las vigas

comúnmente utilizadas en puentes, edificios o para otros elementos estructu-

rales pretensados, el ángulo de inclinación del cable α(x) es pequeño y por lo

tanto la deformación del cable ∆lp puede escribirse como la Ecuación (3.16)

(Gauvreau, 1993):

∆lp =

∫ x=l

x=0

∆εc,p(x)dx (3.16)

siendo l la longitud de la viga entre puntos de anclaje y ∆εc,p(x) la variación en

la deformación unitaria en el hormigón en una fibra coincidente con el centro

de gravedad del cable para una sección ubicada a una distancia x, su expresión

viene dada por la Ecuación (3.17):

∆εc,p(x) = εc,p(x)− εc,p,0(x) (3.17)

en donde εc,p(x) es la deformación unitaria del hormigón de una fibra coinci-

dente con el centro de gravedad del cable y εc,p,0(x) es la deformación unitaria

en el hormigón para el estado de referencia en una fibra coincidente con el

centro de gravedad del cable y en una sección ubicada a una distancia x.

3.4. Análisis a lo largo del tiempo de vigas con

pretensado interior no adherente: ecua-

ción propuesta para calcular la pérdida

de pretensado

Consideremos una viga pretensada estáticamente determinada con preten-
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sado interior no adherente cuya sección presente un eje de simetŕıa y tal que

el eje de la flexión sea perpendicular a dicho eje, Figura (3.1). Consideremos

que la fuerza de pretensado y todas las cargas externas de larga duración son

aplicadas en el instante t = t0 y que bajo estas condiciones la pieza se encuen-

tra en Estado I, es decir no fisurada. Supongamos además que el acero activo

y el acero pasivo están colocados en la sección suficientemente próximos, como

para considerar que están concentrados en una misma fibra.

Figura 3.1: Sección transversal: viga estáticamente determinada con pretensado
interior no adherente y acero pasivo de refuerzo.

La fluencia y retracción del hormigón y la relajación del acero de pretensado

generan un cambio en la redistribución de las tensiones entre el hormigón y el

acero, pasivo y activo. Este cambio puede considerarse como una redistribución

en el estado de auto-equilibrio inducido por el acero de pretensado; además,

bajo los supuestos establecidos, la suma del cambio en las fuerzas del hormigón

y del acero debe ser nula (Ghali et al. 2002; Menn C., 1990), Ecuación (3.18):

∆Fc(t) = −∆Prs(t) = −∆Pp(t)−∆Ps(t) (3.18)

donde ∆Fc(t) es la a variación en la fuerza resultante en el hormigón,∆Prs(t)

es la variación en la fuerza del acero (pasivo y activo), ∆Pp(t) es la variación

en la fuerza del acero activo y ∆Ps(t) es la variación en la fuerza del acero

pasivo.

Por otra parte, puede mostrase que la variación en la tensión en el hormigón

en una fibra coincidente con el centro de gravedad del acero de pretensado

∆σc,p(t, x) es (Menn C., 1990), Ecuación (3.19):

∆σc,p(t, x) = σc,p(t, x)− σc,p(t0, x) =
∆Fc(t, x)

Ac
+

∆Fc(t, x)

Ic
ecp(x)

2 (3.19)
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siendoAc e Ic el área y el momento de inercia de la sección de hormigón respecto

a ejes coordenados baricéntricos, y ecp(x) la distancia entre el baricentro de la

sección de hormigón y el baricentro del acero de pretensado.

3.4.1. Vigas isostáticas con cable recto y armadura pa-
siva constante

Consideremos que el trazado de los cables de pretensado no adherente es

recto, que el acero pasivo de refuerzo es constante a lo largo de la viga y

que el acero de pretensado y el acero pasivo están colocados en la sección

suficientemente próximos como para considerar que están concentrados en una

misma fibra. Luego, la variación de la deformación unitaria del acero activo en

el tiempo puede escribirse como en la Ecuación (3.20):

∆εp(t) =
∆Pp(t)

EpAp
+

∆σ̄pr
Ep

=
∆lp(t)

lp
(3.20)

∆σ̄pr se ha considerado una magnitud positiva.

La variación en la longitud del acero de pretensado no adherente puede

obtenerse a partir de la Ecuación (3.16). Luego, aplicando el método del módulo

efectivo ajustado por la edad a una fibra del hormigón coincidente con la

ubicación del acero, Ecuación (3.5), la variación en la longitud del acero de

pretensado puede escribirse como la Ecuación (3.21):

∆lp(t) =

∫ x=l

x=0

σc,p,0
Ec(t0)

φ(t, t0)dx+

∫ x=l

x=0

εsh(t, t0)dx+ . . .

· · ·+
∫ x=l

x=0

(
1

Ac
+
ecp(x)

2

Ic

)
∆Fc(t, x)

Ēc(t, t0)
dx (3.21)

siendo σc,p,0(x) la tensión inicial en el hormigón en una fibra coincidente con

el baricentro del acero, considerando las acciones exteriores de larga duración

y la acción del pretensado.

Teniendo en cuenta la compatibilidad de deformaciones entre el acero pasivo

y el hormigón en una fibra del hormigón coincidente con el baricentro del acero,

la variación de la deformación en el hormigón será igual a la variación de la
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deformación en el acero pasivo, Ecuación (3.22):

∆εs(t, x) = ∆εc,p(t, x)

σs(t, x)

Es
=
σc,p,0(x)

Ec(t0)
φ(t, t0) + εsh(t, t0) +

(
1

Ac
+
ecp(x)

2

Ic

)
∆Fc(t, x)

Ēc(t, t0)

(3.22)

Si la sección del acero pasivo es As, la variación en la fuerza en el acero pasivo

es ∆Ps(t, , x) = As∆σs(t, x). Luego, teniendo en cuenta las Ecuaciones (3.18)

y (3.22), ∆Ps(t, , x) puede escribirse como la Ecuación (3.23):

∆Ps(t, x) =
σc,p,0(x)

Ec(t0)
EsAsφ(t, t0) + EsAsεsh(t, t0) + . . .

· · · − EsAs

(
1

Ac
+
ecp(x)

2

Ic

)
(∆Ps(t, x) + ∆Pp(t))

Ēc(t, t0)
(3.23)

Reordenando, la variación en la fuerza en el acero pasivo viene dada por la

Ecuación (3.24):

∆Ps(t, x) =

σc,p,0(x)

Ec(t0)
EsAsφ(t, t0) + EsAsεsh(t, t0)− EsAs

(
1
Ac

+ ecp(x)
2

Ic

)
∆Pp(t)

Ēc(t,t0)

1 + EsAs

Ēc(t,t0)

(
1
Ac

+ ecp(x)
2

Ic

)
(3.24)

Teniendo en cuenta que ecp(x) = ecp =constante, lp = l; sustituyendo las

Ecuaciones (3.18) y (3.24) en la Ecuación (3.21), e igualando las Ecuaciones

(3.21) y (3.20), obtenemos la Ecuación (3.25):

∆Pp(t) =

1
l
φ(t,t0)
Ec(t0)

η(t, t0)
∫ x=l
x=0

σc,p,0(x)dx+ η(t, t0)εsh(t, t0)− ∆σ̄pr
Ep

1
EpAp

+ ω
Ēc(t,t0)

− ω2EsAs

Ēc(t,t0)
2

(
1 + ωEsAs

Ēc(t,t0)

) (3.25)

en donde ω y η(t, t0) vienen dados por las Ecuaciones (3.26) y (3.27), respec-

tivamente.

ω =
1

Ac
+
e2cp
Ic

(3.26)

η(t, t0) = 1− ωEsAs

Ēc(t, t0)
(
1 + EsAsω

Ēc(t,t0)

) (3.27)

La Ecuación (3.25) es la ecuación propuesta para el cálculo de la pérdida

de la fuerza de pretensado para el caso de vigas con tendones rectos. El valor
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de ∆Pp(t) obtenido mediante dicha ecuación es de magnitud negativa.

3.4.2. Trazado genérico de los cables: Vigas isostáticas

Cuando el trazado de los cables es genérico, la distancia entre el baricentro

de la sección de hormigón y el baricentro del acero de pretensado deja de

ser constante; además, no puede considerarse que el acero pasivo y el acero

de pretensado están ubicados suficientemente próximos en la sección, y por

lo tanto, algunos de los razonamientos antes expuestos dejan de ser válidos.

Despreciando la colaboración de la armadura pasiva y teniendo en cuenta que

∆Fc(t) = −∆Pp(t) (Ecuación (3.18)), e igualando la Ecuación (3.20) y (3.21),

obtenemos la Ecuación (3.28):

∆Pp(t) =

1
l
φ(t,t0)
Ec(t0)

∫ x=l
x=0

σc,p,0(x)dx+ εsh(t, t0)− ∆σ̄pr
Ep

1
EpAp

+ 1
l·Ēc(t,t0)

∫ x=l
x=0

(
1
Ac

+ ecp(x)
2

Ic

)
dx

(3.28)

La Ecuación (3.28) es la ecuación propuesta para el cálculo de la pérdida

de la fuerza de pretensado para el caso de vigas con trazado genérico de los

cables.

3.5. Generalización del Método de Paso a Pa-

so y del módulo efectivo ajustado por la

edad

A los efectos de validar las fórmulas simplificadas propuestas, se generali-

zará la metodoloǵıa de análisis de secciones en el tiempo para su aplicación al

análisis de vigas pretensadas con pretensado interior no adherente.

3.5.1. Método Paso a Paso

Consideremos nuevamente una viga pretensada estáticamente determinada,

con pretensado interior no adherente, cuya sección presente un eje de simetŕıa

y tal que el eje de la flexión sea perpendicular a dicho eje. Supongamos que la

viga tenga ms capas de acero pasivo y mp capas de acero activo no adherente,

Figura (3.2). Consideremos que bajo la acción de la fuerza de pretensado y

todas las cargas externas de larga duración la pieza no está fisurada.

Las relaciones constitutivas para el hormigón y para el acero para los tiem-

pos t = t0 y t = tj son:
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Figura 3.2: Sección transversal y disposición del acero pasivo una viga de hormigón
pretensada.

Para t = t0 (Ecuación (3.29)):

σc,0(x) = Ec,0ε0

σs(i),0(x) = Es(i)εs,0

σp(i),0(x) = Ep(i)

(
∆lp(i),0
lp,0(i)

+ εp(i),0

) (3.29)

Utilizando la “regla rectangular” para la integración numérica, la Ecuación

(3.5) puede reescribirse como la Ecuación (3.30) (Gilbert y Ranzi, 2010):

ε(tj) = J(tj, t0)σc(t0) +

i=j∑
i=1

J(tj, ti)∆σc(ti) + εsh(tj, ts) (3.30)

donde ∆σc(ti) = σc(ti) − σc(ti−1) y J(tj, ti) representa la función de fluencia

calculada al tiempo tj relativa a una tensión unitaria aplicada en el tiempo ti;

su expresión viene dada por la Ecuación (3.31):

J(tj, ti) =
1 + φ(tj, ti)

Ec(ti)
(3.31)

siendo Ec(ti) el módulo de deformación instantáneo del hormigón en el instante

de tiempo ti.

Por lo tanto, para el instante t = tj la relación constitutiva de los materiales
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puede escribirse como la Ecuación (3.32):

σc(tj, x) = Ec(tj) (ε(tj, x)− εsh(tj)) +

i=j−1∑
i=0

Fe(tj, ti)σc(ti, x)

σs(i)(tj, x) = Es(i)εs(tj, x)

σp(i)(tj, x) = Ep(i)

(
∆lp(i)(tj)

lp,0(i)
+ εp(i),0 − εp,rel(i)(tj)

) (3.32)

donde Fe(tj, ti) = (J(tj, ti+1)− J(tj, ti)) /J(tj, tj).

Si Next(tj, x) y Mext(tj, x) son la fuerza axial y el momento flector externos

en una sección ubicada a una distancia x del extremo, para un instante de

tiempo tj, y Nint(tj, x) y Mint(tj, x) son la fuerza axial y el momento flector

internos en la misma sección y en el mismo instante de tiempo, con respecto a

un sistema de ejes coordenados de referencia, respectivamente; las condiciones

de equilibrio se expresan como la Ecuación (3.33):

Nint(tj, x) = Next(tj, x)

Mint(tj, x) =Mext(tj, x)
(3.33)

La fuerza axial y el momento flector interno pueden escribirse como la suma

de las fuerzas y de los momentos flectores resistidos por el hormigón, el acero

pasivo y los tendones no adherentes, Ecuación (3.34):

Nint(tj, x) = Nc(tj, x) +Ns(tj, x) +Np(tj, x)

Mint(tj, x) =Mc(tj, x) +Ms(tj, x) +Mp(tj, x)
(3.34)

donde Nc(tj, x), Ns(tj, x) y Np(tj, x) son las fuerzas axiales en la sección x

y en instante de tiempo tj resistidos por el hormigón, el acero pasivo y el

acero activo no adherente con respecto a un sistema de ejes coordenados de

referencia, respectivamente; yMc(tj, x),Ms(tj, x) yMp(tj, x) son los momentos

flectores resistidos por dichos materiales.

Teniendo en cuenta las hipótesis de Euler-Bernoulli, la deformación unitaria

en una fibra del hormigón ubicada a una distancia z medida desde el sistema

de ejes de referencia para un instante de tiempo tj viene dada por la Ecuación

(3.35):

ε(tj, x, z) = εr(tj, x) + z · κ(tj, x) (3.35)

en donde εr(tj) y κ(tj, x) son la deformación unitaria a nivel del punto de
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referencia O y la curvatura, respectivamente.

A partir de la Ecuación (3.32) y teniendo en cuenta la relación dada en

la Ecuación (3.35), la fuerza axial resistida por el hormigón en una sección

ubicada a una distancia x del extremo y para el instante tj, viene dada por la

Ecuación (3.37):

Nc(tj, x) =

∫
Ac

σc(tj, x)dA (3.36)

=

∫
Ac

[Ec(tj) (εr(tj, x) + z · κ(tj, x)− εsh(tj))] dA+ . . .

· · ·
i=j−1∑
i=0

Fe(tj, ti)

∫
Ac

σc(ti, x)dA

= Ac(x)Ec(tj)εr(tj, x) +Bc(x)Ec(tj)κ(tj, x) + . . .

· · · − Ac(x)Ec(tj)εsh(tj) +

i=j−1∑
i=0

Fe(tj, ti)Nc(ti, x)

siendo Ac(x) y Bc(x) el área de la sección de hormigón y el momento de primer

orden de la sección con respecto al eje de referencia Oy, respectivamente.

La fuerza axial resistida por el acero pasivo en una sección ubicada a una

distancia x del extremo y para el instante tj, viene dada por la Ecuación (3.37):

Ns(tj, x) =

i=ms(x)∑
i=1

As(i)(x)Es(i)εr(tj, x)+

i=ms(x)∑
i=1

zs(i)As(i)(x)Es(i)κ(tj, x) (3.37)

y la fuerza axial resistida por el acero activo no adherente viene dada por la

Ecuación (38):

Np(tj, x) =

i=mp(x)∑
i=1

Ap(i)(x)Ep(i)

(
∆lp(i)(tj)

lp,0(i)
+ εp(i),0 − εp,rel(i)(tj)

)
(3.38)

El momento flector resistido por el hormigón en una sección ubicada a una
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distancia x del extremo y para el instante tj, viene dada por la Ecuación (3.39):

Mc(tj, x) =

∫
Ac

z · σc(tj, x)dA

=

∫
Ac

z [Ec(tj) (εr(tj, x) + z · κ(tj, x)− εsh(tj))] dA+ . . .

· · ·
i=j−1∑
i=0

Fe(tj, ti)

∫
Ac

z · σc(ti, x)dA

= Bc(x)Ec(tj)εr(tj, x) + Ic(x)Ec(tj)κ(tj, x) + . . .

· · · −Bc(x)Ec(tj)εsh(tj) +

i=j−1∑
i=0

Fe(tj, ti)Mc(ti, x) (3.39)

siendo Ic(x) el momento de segundo orden de la sección de hormigón con

respecto al eje de referencia Oy.

El momento flector resistido por el acero pasivo en una sección ubicada a

una distancia x del extremo y para el instante tj, viene dada por la Ecuación

(3.40):

Ms(tj, x) =

i=ms(x)∑
i=1

zs(i)As(i)(x)Es(i)εr(tj, x) +

i=ms(x)∑
i=1

z2s(i)As(i)(x)Es(i)κ(tj, x)

(3.40)

y el momento flector resistido por el acero activo no adherente viene dada por

la Ecuación (3.41):

Mp(tj, x) =

i=mp(x)∑
i=1

zp(i)(x)Ap(i)(x)Ep(i)

(
∆lp(i)(tj)

lp,0(i)
+ εp(i),0 − εp,rel(i)(tj)

)
(3.41)

Sustituyendo las Ecuaciones (3.37) a la (3.41) en la Ecuación (3.34), pode-
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mos rescribir dicha ecuación como la Ecuación (3.42):[
Next(tj, x)

Mext(tj, x)

]
−

i=mp(x)∑
i=1

[
Np(i),0(x)

Mp(i),0(x)

]
=

[
RA(tj, x) RB(tj, x)

RB(tj, x) RI(tj, x)

][
εr(tj, x)

κ(tj, x)

]
+ . . .

. . . +

i=j−1∑
i=0

Fe(tj, ti)

[
Nc(ti, x)

Mc(ti, x)

]
− Ec(tj)εsh(tj)

[
Ac(x)

Bc(x)

]
+ . . .

. . . −
i=mp(x)∑
i=1

Ap(i)Ep(i)εp,rel(i)(tj)

[
1

zp(i)

]
+ . . .

. . . +

i=mp(x)∑
i=1

Ap(i)Ep(i)
∆lp(i)(tj)

lp,0(i)

[
1

zp(i)

]
(3.42)

en donde RA(tj, x), RB(tj, x) y RI(tj, x) representan la rigidez axial, la rigidez

relativa al momento de primer orden y la rigidez flexional, respectivamente,

con respecto a un sistema de eje coordenados de referencia. Sus expresiones

vienen dados por la Ecuación (3.43):

RA(tj, x) = Ac(x)Ec(tj) +

i=ms(x)∑
i=1

As(i)(x)Es(i)

RB(tj, x) = Bc(x)Ec(tj) +

i=ms(x)∑
i=1

zs(i)As(i)(x)Es(i)

RI(tj, x) = Ic(x)Ec(tj) +

i=ms(x)∑
i=1

z2s(i)As(i)(x)Es(i)

(3.43)

El alargamiento del cable de pretensado no adherente ubicado en capa i,

para instante de tiempo tj, se obtiene mediante la Ecuación (3.44):

∆lp(i)(tj) =

∫ x=l

x=0

(
εr(tj, x) + zp(i)κ(tj, x)

)
dx+ . . .

· · ·
∫ x=l

x=0

(
εr,0,ref (x) + zp(i)κ0,ref (x)

)
dx (3.44)

Luego, la deformación unitaria a nivel del sistema de ejes de referencia y la

curvatura en una sección ubicada a una distancia x del extremo, se obtienen
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a partir de la Ecuación (3.45):

[
εr(tj, x)

κ(tj, x)

]
= [R(tj, x)]

[Next(tj, x)

Mext(tj, x)

]
−

i=mp(x)∑
i=1

[
Np(i),0(x)

Mp(i),0(x)

]+ . . .

. . . − [R(tj, x)]

(
i=j−1∑
i=0

Fe(tj, ti)

[
Nc(ti, x)

Mc(ti, x)

])
+ . . .

. . . + [R(tj, x)]

(
Ec(tj)εsh(tj)

[
Ac(x)

Bc(x)

])
+ . . .

. . . + [R(tj, x)]

i=mp(x)∑
i=1

Ap(i)Ep(i)εp,rel(i)(tj)

[
1

zp(i)

]+ . . .

. . . − [R(tj, x)]

i=mp(x)∑
i=1

Ap(i)Ep(i)
∆lp(i)(tj)

lp,0(i)

[
1

zp(i)

] (3.45)

en donde [R(tj, x)] viene dada por la Ecuación (3.46):

[R(tj, x)] =

1(
RA(tj, x)RI(tj, x)−RB(tj, x)

2)
[
RI(tj, x) −RB(tj, x)

−RB(tj, x) RA(tj, x)

]
(3.46)

3.5.2. Método del módulo efectivo ajustado por la edad

La relación constitutiva para el hormigón en el tiempo dado por la Ecuación

(3.32), puede reescribirse utilizando el método del coeficiente de envejecimiento

para cualquier tiempo t mayor que t0 (Gilbert y Ranzi, 2010), Ecuación (3.47):

σc(t, x) = Ēc(t) (ε(t, x)− εsh(t)) + Fe,TB · σc(t0, x) (3.47)

en donde Fe,TB(t, t0) viene dado por la Ecuación (3.48):

Fe,TB(t, t0) = φ(t, t0)

(
χ(t, t0)

1 + χ(t, t0)φ(t, t0)

)
(3.48)

Siguiendo un procedimiento análogo al descrito en el ı́tem anterior, la Ecua-
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ción (3.45) puede rescribirse según la Ecuación (3.49):

[
εr(t, x)

κ(t, x)

]
= [R(t, x)]

[Next(t, x)

Mext(t, x)

]
−

i=mp(x)∑
i=1

[
Np(i),0(x)

Mp(i),0(x)

]+ . . .

· · · − [R(t, x)]

(
Fe,TB(t, t0)

[
Nc(t0, x)

Mc(t0, x)

])
+ . . .

· · ·+ [R(t, x)]

(
Ēc(t)εsh(t)

[
Ac(x)

Bc(x)

])
+ . . .

· · ·+ [R(t, x)]

i=mp(x)∑
i=1

Ap(i)Ep(i)εp,rel(i)(t)

[
1

zp(i)

]+ . . .

· · · − [R(t, x)]

i=mp(x)∑
i=1

Ap(i)Ep(i)
∆lp(i)(t)

lp,0(i)

[
1

zp(i)

] (3.49)

La rigidez axial, la rigidez relativa al momento de primer orden y la rigidez

flexional vienen dadas ahora por la Ecuación (3.50):

RA(tj, x) = Ac(x)Ēc(t) +

i=ms(x)∑
i=1

As(i)(x)Es(i)

RB(tj, x) = Bc(x)Ēc(t) +

i=ms(x)∑
i=1

zs(i)As(i)(x)Es(i)

RI(tj, x) = Ic(x)Ēc(t) +

i=ms(x)∑
i=1

z2s(i)As(i)(x)Es(i)

(3.50)

y [R(t, x)] viene dada por la Ecuación (3.51):

[R(t, x)] =

1(
RA(t, x)RI(t, x)−RB(t, x)

2)
[
RI(t, x) −RB(t, x)

−RB(t, x) RA(t, x)

]
(3.51)
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3.6. Implementación de un algoritmo compu-

tacional para obtener la pérdida de pre-

tensado no adherente mediante el Método

Paso a Paso en vigas isostáticas

Los pasos del procedimiento computacional son los siguientes:

1. Los datos de entrada son recolectados: la geometŕıa de la sección trans-

versal y la longitud de la viga, las propiedades de los materiales, el tra-

zado, la cantidad de tendones y las tensiones iniciales de pretensado, la

distribución de la armadura pasiva, , las cargas externas, tiempo inicial

y final y las condiciones ambientales.

2. El intervalo de tiempo (tm − t0) es dividido en m intervalos de tiempo

mediante la serie dada por la Ecuación (3.52) (Gilbert y Ranzi, 2010):

t1 = t0 +
(tm − t0)

m · tm
tj = t0 + (m · tm)1/(m−1) · (tj − t0)

(3.52)

3. Para cada tiempo j (t = tj) se obtiene el valor de la retracción y de la

relajación del acero. Para ello se utilizan procedimientos espećıficos que

hemos denominado “Retracción” y “Relajación”.

4. Se obtienen las matrices J(tj, ti) y Fe(tj, ti). Dichas matrices tienen di-

mensiones de m+ 1×m+ 1.

5. La viga se divide en n+ 1 secciones.

6. En t = t0:

6.1. Al momento del tensado. Obtención de lp,0:

6.1.1. Para cada una de las secciones se obtienen los diagramas de

momentos flectores debidos al peso propio.

6.1.2. Para cada una de las secciones se calculan sus propieda-

des geométricas Ac(x), Bc(x) e Ic(x) y las rigideces relativas RA(tj, x),

RB(tj, x) y RI(tj, x) con tj = t0.

6.1.3. Para este instante de tiempo la fuerza en el pretensado es

conocida, Np = Np,0.

6.1.4. Se calculan las deformaciones unitarias en el hormigón a nivel

del pretensado y luego se integran para obtener lp,0 con lp,0 = l−∆lp,0 en

donde ∆lp,0 es la variación en la longitud de la viga, a nivel del centro de
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gravedad del pretensado, debida al peso propio y al pretensado efectivo.

6.2. Al aplicar la carga externa de larga duración:

6.2.1. Para cada una de las secciones se obtienen los diagramas

de momentos flectores debidos a las cargas externas de larga duración,

incluido el peso propio.

6.2.2. Se toma un valor inicial de Np, Np = Np,inic. En particular

se comienza con Np, inic = Np,0.

6.2.3. A partir de la Ecuación (3.45), se calculan las deformaciones

unitarias en el hormigón a nivel del pretensado, las que se integran (me-

diante métodos numéricos) para obtener la elongación del cable, ∆lp.

Para tj = t0, Fe(t0, t0) = [0] y εp,rel(i)(t0) = 0; en la mayoŕıa de las

aplicaciones prácticas suele considerarse εsh(t0) = 0.

6.2.4. Se calcula la deformación unitaria del cable, εp = εp,0 +
∆lp/l−∆lp,0/l

(1−∆lp,0/l)
y se obtiene Np, la fuerza en el cable de pretensado.

6.2.5. Si el nuevo valor de Np es diferente a menos de una tolerancia

que el valor de Np al inicio del proceso, Np,inic (6.2.2) se encontró Np y

se da por finalizado el proceso. Se almacenan los valores de Nc(t0, x) y

Mc(t0, x).

6.2.6. En caso contrario se hace Np, inic = Np siendo Np el valor

obtenido en el paso 6.2.5 y se repite el proceso hasta la convergencia.

7. En t > t0: La carga externa se mantiene constante entre t0 y tm.

7.1. Para cada uno de los m intervalos de tiempo restantes se calcu-

lan las rigideces relativas RA(tj, x), RB(tj, x) y RI(tj, x) y se aplica el

procedimiento del paso 6.2 teniendo en cuenta las variables dependientes

del tiempo. Se obtiene Np para t = tj.

7.2. Con el valor obtenido de Np en el paso anterior, se ajusta el valor

de la relajación (Ecuaciones (3.11)-(3.13)) y se repite el proceso (Paso

7.1).

7.3. Para t = tm se obtiene la fuerza final de pretensado.

3.7. Enfoque de elementos finitos

Basados en las hipótesis realizadas en la Sección 4 de este trabajo, en esta

sección se presenta un enfoque que utiliza el métodos de los elementos finitos

para modelar el comportamiento de vigas de hormigón con pretensado interior

no adherente a lo largo del tiempo. Se hace una excepción a las hipótesis
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planteadas, por la cual el acero de pretensado y el acero pasivo se pueden

colocar en cualquier lugar dentro de la sección de hormigón.

A diferencia de los métodos propuestos por otros autores, en los que el

hormigón y el acero pasivo se modelan como un elemento único de viga o de

pórtico plano (Ariyawardena y Ghali, 2002; Lou et al. 2013), en este enfoque,

la viga de hormigón con pretensado interior no adherente y acero pasivo de

refuerzo se modela ensamblando elementos de viga, que simulan la sección de

hormigón, y elementos de barra, que simulan el acero de refuerzo, mientras

que el acero de pretensado no adherente se modela mediante fuerzas nodales

equivalentes.

La originalidad de esta técnica radica en su tratamiento de los efectos a

largo plazo. Se propone un enfoque de elementos finitos basado en la relación

constitutiva dependiente del tiempo para el hormigón dado por la Ecuación

(3.47). La fluencia y la retracción del hormigón y la relajación del acero de

pretensado en el peŕıodo de tiempo t0 a t se tienen en cuenta aplicando un

sistema de fuerzas externas elegido convenientemente y modificando la matriz

de rigidez del elemento de viga.

3.7.1. Análisis de corto plazo: matriz de rigidez del ele-
mento de viga de Navier-Bernoulli y del acero
pasivo

Utilizando funciones de forma de Hermit para modelar el desplazamiento

vertical y funciones de forma lineales para el desplazamiento axial del elemento

de viga, con referencia a un sistema de ejes locales, la matriz de rigidez del

elemento de viga [K
(e)
b ] se puede escribir como en la Ecuación (3.53) (Oñate,

2009, 2013):

[K
(e)
b ] =



EcAc

l(e)
0 0 −EcAc

l(e)
0 0

0 12EcIc
(l(e))3

6EcIc
(l(e))2

0 −12EcIc
(l(e))3

6EcIc
(l(e))2

0 6EcIc
(l(e))2

4EcIc
l(e)

0 − 6EcIc
(l(e))2

2EcIc
l(e)

−EcAc

l(e)
0 0 EcAc

l(e)
0 0

0 −12EcIc
(l(e))3

− 6EcIc
(l(e))2

0 12EcIc
(l(e))3

−6EcIc
(le)2

0 6EcIc
(l(e))2

2EcAc

l(e)
0 − 6EcIc

(l(e))2
4EcIc
l(e)


(3.53)

El acero pasivo se modela ensamblando elementos de barra. La matriz de
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rigidez de un elemento de barra con dos grados de libertad viene dada por la

Ecuación (3.54) (Oñate, 2009):

[K(e)
s ] =

EsAs
l(e)

[
1 −1

−1 1

]
(3.54)

Teniendo en cuenta la hipótesis de secciones planas, la contribución del

elemento de barra a la rigidez del elemento de viga se puede tener en cuenta

utilizando la Ecuación (3.55):

[K(e)
s ]trans = [Ts]

T [K(e)
s ][Ts] (3.55)

donde [Ts] es la matriz de transformación, obtenida a partir de las relaciones

geométricas entre los desplazamientos. La expresión para esta matriz se da en

la Ecuación (3.56):

[Ts] =

[
1 0 −es 0 0 0

0 0 0 1 0 −es

]
(3.56)

donde es es la distancia desde el centro de gravedad de la viga al centro de

gravedad del acero de pasivo, como se muestra en la Figura (3.3). Luego,

[K
(e)
s ]trans viene dada por la Ecuación (3.57):

[K(e)
s ]trans =

EsAs
l(e)



1 0 −es −1 0 es

0 0 0 0 0 0

−es 0 e2s es 0 −e2s
−1 0 es 1 0 −es
0 0 0 0 0 0

es 0 −e2s −es 0 e2s


(3.57)

La Ecuación (3.57) supone que el acero pasivo es horizontal y que se coloca

en una sola capa, aunque se pueden modelar diferentes capas, creando tantas

matrices [K
(e)
s ]trans como capas de acero haya.

Luego, la matriz de rigidez del elemento de viga de hormigón armado puede

escribirse como la Ecuación (3.58):

[K(e)] = [K
(e)
b ] + [K(e)

s ]trans (3.58)
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3.7.2. Acero de pretensado no adherente

Consideremos un elemento de viga con pretensado interior no adherente y

acero pasivo de refuerzo como se muestra en la Figura (3.3). Sean x
(g)
i,u , y

(g)
i,u ,

x
(g)
j,u y y

(g)
j,u las coordenadas globales de los nodos i y j del i-ésimo elemento de

viga en la posición indeformada, respectivamente, y x
(g)

î,u
, y

(g)

î,u
, x

(g)

ĵ,u
y y

(g)

ĵ,u
las

coordenadas globales de los nodos î y ĵ del segmento de cable, respectivamente.

Figura 3.3: Modelo estructural para el enfoque basado en elementos finitos.

Para tener en cuenta el deslizamiento entre el acero de pretensado no adhe-

rente y el hormigón, la acción del cable se modela en términos de cargas nodales

equivalentes (Ariyawardena y Ghali, 2002). Luego, la acción del cable sobre el

elemento de viga puede tenerse en cuenta utilizando la Ecuación (3.59):

[P (e)] = −Np



− cos(α(e))

− sin(α(e))

ecp,i cos(α
(e))

cos(α(e))

sin(α(e))

−ecp,j cos(α(e))


(3.59)

donde [P (e)] es el vector de las fuerzas nodales equivalentes debido al preten-

sado, Np = Np(εp) es la fuerza de pretensado y α(e) es el ángulo de inclinación

del cable, como se muestra en la Figura (3.4).

Bajo la acción de las cargas externas y del pretensado el elemento se de-

forma. Si u
(e)
i , w

(e)
i , θ

(e)
i , u

(e)
j , w

(e)
j y θ

(e)
j son los desplazamientos nodales del

i-ésimo elemento de viga, las posiciones deformadas de los nodos î y ĵ, x
(g)

î,d
,

y
(g)

î,d
, x

(g)

ĵ,d
y y

(g)

ĵ,d
pueden obtenerse mediante relaciones geométricas (utilizando

la hipótesis de secciones planas), como se muestra en la Figura (3.4) y en la
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Figura 3.4: Variables nodales de la viga de Navier-Bernoulli, elemento de barra y
de cable, y la relación entre ellos.

Ecuación (3.60): 
x
(g)

î,d

y
(g)

î,d

x
(g)

ĵ,d

y
(g)

ĵ,d

 =


x
(g)

î,u

y
(g)

î,u
+ eep,i

x
(g)

ĵ,u

y
(g)

ĵ,u
+ ecp,j

+ [T2][D
(e)] (3.60)

donde [D(e)] y [T2] son el vector de los desplazamientos nodales del elemento

de viga y la matriz de transformación, respectivamente. Sus expresiones vienen

dadas por las Ecuaciones (3.61) y (3.62):

[D(e)] =
[
u
(e)
i w

(e)
i θ

(e)
i u

(e)
j w

(e)
j θ

(e)
j

]T
(3.61)
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[T2] =


1 0 −ecp,i 0 0 0

0 1 0 0 0 0

0 0 0 1 0 −ecp,j
0 0 0 0 1 0

 (3.62)

La deformación unitaria del acero activo no adherente viene dada por la

Ecuación (3.63) (Sección 6, Punto 6.2.4.):

εp = εp,0 +
∆lp/l −∆lp,0/l

(1−∆lp,0/l)
(3.63)

y teniendo en cuenta las Ecuaciones (3.16) y (3.17), el cambio en la longitud

del cable viene dado por la Ecuación (3.64):

∆lp =
i=m∑
i=1

l
(e)
p,i − l

(e)
p,i,0 (3.64)

dondem el número de elementos de viga, l
(e)
p,i,0 es la longitud inicial del segmento

de cable (distancia entre los nodos ) y l
(e)
p,i es su longitud deformada.

Finalmente, para cada escalón de carga debe realizarse un procedimiento

iterativo para encontrar la fuerza de pretensado, Np(εp).

3.7.3. Análisis de largo plazo utilizando el método del
módulo efectivo ajustado por la edad

La Ecuación (3.47) puede reescribirse como la Ecuación (3.65), donde el

primer término entre paréntesis representa la tensión en el hormigón generada

por la deformación axial y el segundo término entre paréntesis representa la

tensión generada por la flexión.

σc(t, x) =
[
Ēc(t) (εr(t, x)− εsh(t, t0)) + Fe,TB(t, t0) · Ec(t0) · εr(t0, x)

]
+ . . .

. . .
[
Ēc(t) · z · κ(t, x) + Fe,TB(t, t0) · Ec(t0) · z · κ(t0, x)

]
(3.65)

Consideremos en primera instancia las tensiones y deformaciones unitarias

generadas por la flexión de la viga. El principio de los trabajos virtuales apli-

cado a las tensiones internas del elemento de viga se puede expresar como en
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la Ecuación (3.66):

∫
V
δε(t, x) · σc(t, x)dV =

∫
V

(
z · δκ(t, x) · Ēc(t) · z · κ(t, x)

)
dV + . . .

· · ·+
∫
V
(z · δκ(t, x) · Fe,TB(t, t0) · Ec(t0) · z · κ(t0, x)) dV

=
∫
l(e)
Ēc(t)Icδκ(t, x)κ(t, x)dx+ . . .

· · ·+
∫
l(e)
Fe,TB(t, t0)Ec(t0)Icδκ(t0, x)κ(t0, x)dx (3.66)

La curvatura puede escribirse como en la Ecuación (3.67) (Oñate, 2013):

κ(t, ξ) = −
[

6ξ
(l(e))2

(−1+3ξ)

l(e)
− 6ξ

(l(e))2
(1+3ξ)

l(e)

]
·[

u
(e)
i (t) w

(e)
i (t) θ

(e)
i (t) u

(e)
j (t) w

(e)
j (t) θ

(e)
j (t)

]T
= [Bf ][a

(e)
f (t)] (3.67)

donde ξ es una coordenada local normalizada para el elemento (ξ ∈ [−1, 1]),

[Bf ] es la matriz de curvatura del elemento y [a
(e)
f (t)] es el vector de despla-

zamientos nodales en flexión en el tiempo t. Luego, el trabajo virtual de las

tensiones internas se puede expresar como en la Ecuación (3.68):

∫
V
δε(t, x) · σc(t, x)dV = [δa

(e)
f (t)]T

(∫ +1

−1

[Bf ]
T [Bf ]Ēc(t)Icl(e)

2
dξ
)
[a

(e)
f (t)] + . . .

· · ·+ Fe,TB(t, t0)[δa
(e)
f (t)]T

(∫ +1

−1

[Bf ]
T [Bf ]Ec(t0)Icl(e)

2
dξ
)
[a

(e)
f (t0)] (3.68)

Las expresiones entre paréntesis corresponden a la matriz de rigidez del ele-

mento de la viga considerando el módulo de elasticidad efectivo ajustado por

edad Ēc(t), es decir, reemplazando Ec(t0) con Ēc(t) en la Ecuación (3.53) y la

matriz de rigidez para el elemento en flexión en el tiempo t0, respectivamente.

El trabajo virtual de las tensiones internas en volumen del elemento debe

ser igual al trabajo virtual de las fuerzas externas, como lo expresa la Ecuación

(3.69):∫
V

δε(t, x) · σc(t, x)dV = [δa
(e)
f (t)]T [q

(e)
f (t)]− [δa

(e)
f (t)]T [f

(e)
f (t0)] (3.69)

donde [f
(e)
f (t0)] y [q

(e)
f (t)] son el vector de las fuerzas nodales equivalentes en

el elemento debido a las cargas transversales aplicadas en el instante t0 y el

vector de las fuerzas nodales de equilibrio en el tiempo t, respectivamente.

Consideremos ahora las tensiones generadas por las deformaciones axiales
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del elemento de viga. Al aplicar el principio de los trabajos virtuales a las

tensiones internas, obtenemos la Ecuación (3.70):

∫
V
δε(t, x) · σc(t, x)dV =

∫
V

(
δεr(t, x) · Ēc(t) · εr(t, x)

)
dV + . . .

· · · −
∫
V

(
δεr(t, x) · Ēc(t) · εsh(t, t0)

)
dV + . . .

· · ·+
∫
V
(δεr(t, x) · Fe,TB(t, t0) · Ec(t0) · εr(t0, x)) dV (3.70)

La deformación unitaria puede escribirse como en la Ecuación (3.71)

(Oñate, 2013):

εr(t, ξ) =
[
− 1
l(e)

1
l(e)

]
·
[
u
(e)
i (t) u

(e)
j (t)

]T
= [Ba][a

(e)
a (t)] (3.71)

donde [Ba] es la matriz de deformación del elemento y [a
(e)
a (t)] es el vector de

los desplazamientos axiales nodales en el tiempo t. Luego, el trabajo virtual

de las tensiones internas se puede expresar como en la Ecuación (3.72):

∫
V
δε(t, x) · σc(t, x)dV = [δa

(e)
a (t)]T

(∫ +1

−1
[Ba]T [Ba]Ēc(t)Acl(e)

2
dξ
)
[a

(e)
f (t)] + . . .

· · · − [δa
(e)
f (t)]T

(∫ +1

−1
[Ba]T Ēc(t)Acl(e)εsh(t,t0)

2
dξ
)
+ . . .

· · ·+ Fe,TB(t, t0)[δa
(e)
a (t)]T

(∫ +1

−1
[Ba]T [Ba]Ec(t0)Acl(e)

2
dξ
)
[a

(e)
a (t0)] (3.72)

El primer y último término entre paréntesis en la Ecuación (3.72) representan la

matriz de rigidez axial para el elemento, considerando el módulo de elasticidad

efectivo ajustado por edad Ēc(t), y la matriz de rigidez axial para el elemento

en el instante t0.

El trabajo virtual de las tensiones internas en el volumen del elemento debe

ser igual al trabajo virtual de las fuerzas externas, como lo expresa la Ecuación

(3.73):∫
V

δε(t, x) · σc(t, x)dV = [δa(e)a (t)]T [q(e)a (t)]− [δa(e)a (t)]T [f (e)
a (t0)] (3.73)

donde [f
(e)
a (t0)] y [q

(e)
a (t)] son el vector de fuerzas nodales equivalentes debido

a las cargas axiales sobre el elemento aplicadas en el instante t0 y el vector de

las fuerzas nodales de equilibrio en el tiempo t, respectivamente.

Luego, las Ecuaciones (3.69) y (3.73) pueden escribirse como la Ecuación
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(3.74):

Ēc(t)

Ec(t0)
[K

(e)
b (t0)][D

(e)] = Fe,TB(t, t0)[K
(e)
b (t0)]

[
−1 0 0 1 0 0

]T
+ · · ·

· · ·+ [q(e)(t)]− [f (e)(t0)] (3.74)

donde [f (e)(t0)] y [q(e)(t)] son el vector de las fuerzas nodales equivalentes

debido a las cargas axiales y transversales sobre el elemento aplicadas en el

instante t0 y el vector de las fuerzas nodales de equilibrio en el tiempo t,

respectivamente.

La matriz de rigidez para el elemento de viga de hormigón armado en el

tiempo t puede escribirse como Ecuación (3.75):

[K
(e)
b (t)] =

Ēc(t)

Ec(t0)
[K

(e)
b (t0)] + [K(e)

s ]trans (3.75)

La relajación del acero de pretensado puede ser tenida en cuenta aplicando

un vector de fuerzas nodales equivalente, como se expresa en la Ecuación (3.76):

[∆P (e)
pr ] = ∆σ̄pr(t− t0) · Ap ·



− cos(α(e))

− sin(α(e))

ecp,i cos(α
(e))

cos(α(e))

sin(α(e))

−ecp,j cos(α(e))


3.8. Aplicación

3.8.1. Ejemplo 1: vigas de hormigón de sección rectan-
gular y cables rectos no adherentes

Lan et al. (2013) ensayaron una serie de vigas pretensadas con pretensado

interior adherente y no adherente para verificar el concepto de control de la

pérdida de tensión mediante el uso de los hilos de acero inteligentes. Una de

las vigas con pretensado no adherente es utilizada para mostrar la validez de

las fórmulas propuestas, Figura (3.5). La viga tiene sección rectangular de

100 × 200 mm y su longitud de vano es de 2000 mm. El trazado del cable

de pretensado es recto y su diámetro nominal es de 15.24 mm (Ap = 141.88
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mm2), su resistencia caracteŕıstica a tracción es de 1660 MPa, su módulo de

elasticidad es de 195 GPa y la tensión inicial de tensado es σp,0 = 0.5 · fptk.
El acero pasivo de refuerzo está constituido por cuatro barras de 12 mm de

diámetro y tensión de fluencia 335 MPa. La resistencia a compresión cúbica

nominal del hormigón es de 30 MPa (24 MPa en probetas ciĺındricas). Las

viga fue curada durante 28 d́ıas a temperatura ambiente y luego se tesaron los

cables. La pérdida de tensión en los cables se midió hasta las 300 horas con

la viga sometida a la acción de su peso propio, resultando en una pérdida de

tensión a t = 300 hs de ∆σp = 46 MPa.

Figura 3.5: Sección transversal de la viga ensayada por Lan et al. (2013).

La Tabla 3.1 muestra los valores del coeficiente de fluencia, de la retracción,

del coeficiente de envejecimiento y del módulo de elasticidad del hormigón,

calculados de acuerdo a las normas Model Code 2010 (2012) y ACI 209.2R-08

(2008); el coeficiente de envejecimiento se calcula de acuerdo con la Ecuación

(3.7). La pérdida de pretensado se calcula utilizando estos parámetros. La

Tabla 3.2 muestra los valores calculados de la pérdida de pretensado de acuerdo

con varios de los diferentes enfoques mencionados en este trabajo, distinguiendo

entre los que son válidos para el pretensado no adherente y los que son válidos

para el pretensado adherente.

Tabla 3.1: Parámetros del hormigón utilizados para calcular la pérdida de preten-
sado en la viga de hormigón de Lan et al. (2013)

Norma φ(t, t0) χ(t, t0) εsh(t, t0)[10
−6] Ec(t0) [GPa]

Model Code 2010 (2012) 0.853 0.921 -130.46 31.19
ACI 209.2R-08 (2008) 0.708 0.992 -160.96 27.49

En la estimación de los parámetros se consideró: cemento de clase resistente

42.5 N, temperatura media de 20◦C y humedad relativa ambiente (HR) del
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75%. Los restantes parámetros utilizados para calcular el coeficiente de fluencia

y la retracción de acuerdo con el ACI 209.2R-08 (2008) fueron contenido de

cemento de 300 kg/m3, porcentaje de agregado fino del 42% y asentamiento

de 60 mm. Estos parámetros se estimaron de acuerdo con ACI 211.1-91 (2009)

para obtener la resistencia caracteŕıstica en probetas ciĺındricas de 24 MPa

como se mencionó anteriormente.

Usando los parámetros del Model Code 2010 (2012), al aplicar el SSM, se

obtiene una pérdida de pretensado de ∆σp = 47.2 MPa, mientras que al aplicar

el AAEM y el FEM, las pérdidas de pretensado son ∆σp = 46.7 MPa y ∆σp =

46.4 MPa, respectivamente. Si se aplica la ecuación propuesta (EP) (Ecuación

(3.25)), la pérdida de pretensado es ∆σp = 54.5 MPa, la que representa una

diferencia del orden del 18.5% con el valor medido. Si se aplica la ecuación

de Gauvreau (1993), la pérdida de pretensado es ∆σp = 63.9 MPa, la que

representa una diferencia del orden del 38.9% (Tabla 3.2). Se puede hacer un

análisis similar en relación con los parámetros calculados de acuerdo con ACI

209.2R-08 (2008).

La EP considera que la armadura pasiva inferior está suficientemente próxi-

ma del acero de pretensado no adherente como para considerar la hipótesis que

ds(2) = dp. Si en el ejemplo anterior se aplica el procedimiento de paso a paso

considerando ds(2) = dp = 140 mm, se obtiene ∆σp = 51.8 MPa, que representa

una diferencia del orden de 5.21% en relación a la EP. Si además se considera

As(1) = 0 se obtiene ∆σp = 52.1 MPa, que representa una diferencia del orden

del 4.61%.

Si aplicamos la fórmula propuesta en el UNE-EN 1992-1-1 (2016) y la

ecuación propuesta por Guo et al. (2018), que son válidas solo para pretensa-

do adherente, las pérdidas de pretensado calculadas utilizando los parámetros

del Model Code 2010 (2012) son ∆σp = 65.4 MPa y ∆σp = 51.9 MPa, respec-

tivamente.

Podemos concluir a partir de este ejemplo que la hipótesis de considerar que

la armadura pasiva inferior es próxima al acero de pretensado no adherente

en la Ecuación (3.25) tiene una influencia significativa en los resultados, en

particular cuando las secciones son pequeñas. Por otra parte, si bien para

el caso particular el valor obtenido de la pérdida del pretensado con la EP

presenta una diferencia significativa con el valor medido (18.5%), es un mejor

estimador comparado con la fórmula propuesta por Gauvreau (1993) (38.9%).
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3.8.2. Ejemplo 2: viga de hormigón de sección rectan-
gular y cables no adherentes de trazado curvo

Con el objetivo de monitorear las pérdidas diferidas de pretensado, Guo et

al. (2018) ensayaron una serie de vigas con pretensado interior adherente y una

con pretensado interior no adherente denominada PC2. La viga fue realizada

con hormigón de resistencia nominal cúbica de 55 MPa a los 28 d́ıas de edad

(44 MPa en probetas ciĺındricas). La sección es rectangular de dimensiones 200

× 300 mm y su longitud de vano es de 4200 mm, Figura (3.6). Los cables de

pretensado tienen una resistencia nominal a tracción de 1860 MPa, son aceros

de baja relajación y el área nominal de la sección es de 140 mm2. Se utilizó

acero pasivo de refuerzo de 12 mm de diámetro y tensión de fluencia 335 MPa.

El cable tiene un trazado curvo cuya posición a lo largo de la viga viene

dado por la Ecuación (3.76):

dp(x) = −(4.5918 · 10−5(x− 1400)2) + 240 para 0 ≤ x < 1400 mm

dp(x) = 240 para 1400 mm ≤ x < 2800 mm

dp(x) = −(4.5918 · 10−5 · x2 − 25.7143 · 10−2 · x+ 360) + 240

para 2800 mm ≤ x < 4200 mm

(3.76)

con dp(x) medido desde la fibra superior de la sección y x es la distancia en el

eje de la viga medida desde el apoyo.

La fuerza de pretensado es de 103.9 kN y fue aplicada a los 30 d́ıas de edad.

La viga fue sometida a cargas puntuales de 3.125 kN aplicadas a los tercios del

vano inmediatamente luego de anclados los cables.

La pérdida de pretensado medida por los autores a t = 395 d́ıas y la calcu-

lada utilizando varios de los diferentes enfoques mencionados en este trabajo,

utilizando para el cálculo de los parámetros del hormigón las normas Model

Code 2010 (2012) y ACI 209.2R-08 (2008), se muestran en la Tabla 3.3. Los

parámetros del hormigón se muestran en la Tabla 3.4. Se consideró un cemento

de clase resistente 42.5 N, una temperatura ambiente media de 20 ◦C y una

humedad relativa del 73%. Los parámetros restantes utilizados para calcular

el coeficiente de fluencia y la retracción del hormigón se estimaron de acuerdo

a la norma ACI 211.4R-08 (2008) para lograr la resistencia caracteŕıstica en

probetas ciĺındricas (se consideró la utilización de aditivos reductores de agua

de alto rango, contenido de cemento de 410 kg/m3, porcentaje agregado fino
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de 38%, relación agua-cemento de 0.42 y asentamiento de 50 mm).

Basados en los parámetros utilizados por el Model Code 2010 (2012), la

diferencia entre la pérdida de pretensado medida y la calculada por SSM es

del orden del 0.93%; para el AAEM, esta diferencia es del orden del 0.37%;

y para el FEM, es del orden del 0.93%. Por otro lado, el error cometido con

la EP (Ecuación (3.28)) es del orden del 12.9%. En este caso, se obtiene el

mismo resultado aplicando tanto la ecuación de Gauvreau como la EP, ya que

la relajación del acero de pretensado es despreciable.

Los valores de las pérdidas de pretensado obtenidas al aplicar la norma

ACI 209.2R-08 (2008) para el cálculo de los parámetros del hormigón no di-

fieren significativamente de los valores anteriores. Solo se observan pequeñas

diferencias.

Figura 3.6: Geometŕıa de la viga PC2 ensayada por Guo et al. (2018).
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Tabla 3.4: Parámetros del hormigón utilizados para calcular la pérdida de preten-
sado en la viga de Guo et al. Lan et al. 2013

Norma φ(t, t0) χ(t, t0) εsh(t, t0)[10
−6] Ec(t0) [GPa]

Model Code 2010 (2012) 1.139 0.851 -264.53 36.08
ACI 209.2R-08 2008 1.150 0.911 -273.24 35.34

3.8.3. Ejemplo 3: viga I de hormigón con trazado curvo
de los cables

En 1953, Breckenridge y Bugg (1964) realizaron pruebas de largo plazo en

vigas I de hormigón pretensado en el Laboratorio Naval de Ingenieŕıa Civil

de los Estados Unidos. Las vigas teńıan 609.6 mm de altura, el ancho de las

alas inferiores era de 355.6 mm, el de las alas superiores de 304.8 mm y el

espesor del alma de 101.6 mm (Figura (3.7)). El área bruta del hormigón es

Ac = 11.645 × 104 mm2 y el momento de inercia es Ic = 51.476 × 108 mm4.

La longitud de vano era de 12192 mm. Dos de estas vigas se postensaron

utilizando barras de acero de pretensado no adherente y fueron sometidas a la

acción de su peso propio durante un peŕıodo de aproximadamente seis años y

medio. Para el acero de pretensado, se utilizaron dos barras de acero de alta

resistencia del sistema Stressteel Bar de 28.5 mm de diámetro (Ap = 641.29

mm2) y de resistencia a la tracción nominal de 1007 MPa. La tensión efectiva

de cada barra luego de ancladas fue de 683.23 MPa. Sus trazados se dan en

las Ecuaciones (3.77) y (3.78) y la Figura (3.8) muestra dichos trazados de

manera esquemática. El acero pasivo de refuerzo consistió de ocho barras de

9.50 mm de diámetro (As = 70.79 mm2) y un ĺımite elástico de 335 MPa. El

módulo de elasticidad del acero de pretensado y el acero pasivo fueron 168.9

GPa y 200 GPa, respectivamente. Se utilizó cemento de resistencia normal y la

resistencia caracteŕıstica del hormigón en probetas ciĺındricas fue fck = 36.27

MPa (Ec(t0) = 26.44 GPa).

dp(1)(x) = −3.5334 · 10−5 · x2 + 20.4605 · 10−2 · x+ 192.79

para 0 ≤ x < 2895.6 mm

dp(1)(x) = 488.95 para 2895.6 mm ≤ x < 9296.4 mm

dp(1)(x) = −3.5334 · 10−5 · x2 + 65.7029 · 10−2 · x− 2564.89

para 9296.4 mm ≤ x < 12192 mm

(3.77)
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dp(2)(x) = −1.6119 · 10−5x2 + 9.3341 · 10−2 · x+ 471.32

para 0 ≤ x < 2895.6 mm

dp(2)(x) = 552.45 para 2895.6 mm ≤ x < 9296.4 mm

dp(2)(x) = −1.6119 · 10−5 · x2 + 29.9698 · 10−2 · x− 840.49

para 9296.4 mm ≤ x < 12192 mm

(3.78)

Según los autores, las vigas se curaron durante ocho d́ıas y luego se tesaron

las barras. Durante el peŕıodo de la prueba, la temperatura promedio fue de

15.6 ◦C y la humedad relativa promedio fue de 72.8%. La pérdida de pretensado

medida a los 6.5 años fue del 22%, es decir, ∆σp = 150.3 MPa.

A los efectos de hacer una comparación entre los diferentes métodos de

cálculos, los parámetros del hormigón se calcularon de acuerdo con la norma

Model Code 2010 (2012) con correcciones debido al uso de una temperatura

de 15.6◦C en lugar de una de 20◦C. En estas condiciones, el coeficiente de

fluencia fue φ(t, t0) = 1.915, la retracción fue εsh(t, t0) = −385.84 × 10−6 y

el coeficiente de envejecimiento fue χ(t, t0) = 0.678. La relajación del acero

de pretensado fue ∆σpr(t − t0) = 28.5 MPa. Los valores del coeficiente de

relajación calculados utilizando el AAEM, EP, FEM y la ecuación de Guo et

al. fueron 0.605, 0.532, 0.610 y 0.6461, respectivamente. Según el UNE-EN

1992-1-1 (2016), χr(t, t0) = 0.8.

Las pérdidas de pretensado obtenidas a t = 2372.5 d́ıas para los diferentes

enfoques descritos en este trabajo se resumen en la Tabla 3.5.

A los efectos de poder sacar conclusiones precisas debemos hacer las si-

guientes observaciones. En este caso particular, la ecuación de Gauvreau y la

ecuación del CEB-FIB estiman correctamente la pérdida de pretensado; sin

embargo, estas formulaciones no tienen en cuenta la pérdida de pretensado

debida a la relajación del acero ni la presencia del acero pasivo. Dado que los

trazados de las barras de pretensado son curvos, la EP corresponde a la Ecua-

ción (3.28) que tampoco tiene en cuenta el acero pasivo. Si el método SSM se

aplica sin tener en cuenta el acero pasivo, la pérdida de pretensado obtenida es

164.8 MPa, lo que representa una diferencia del orden de 0.06% con respecto a

la EP. En otras palabras, la EP estima la pérdida de pretensado con suficiente

precisión cuando se compara con enfoques complejos como el método SSM,

lo que da un cierto margen de seguridad. La influencia del acero pasivo en la
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Figura 3.7: Sección transversal de las vigas ensayadas por Breckenridge y Bugg
(1964).

Figura 3.8: Representación esquemática del trazado de los cables de las vigas en-
sayadas por Breckenridge y Bugg (1964).
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pérdida de pretensado se estudia en el siguiente ejemplo.

3.8.4. Ejemplo 4: influencia del acero pasivo en la pérdi-
da de pretensado.

En este ejemplo se analiza una de las vigas ensayadas por H. Harajli (1992),

denominada PP3R2-3, Figura (3.9). Los autores no realizaron un estudio de las

pérdidas de pretensado. La viga es simplemente apoyada y la distancia entre

ejes de apoyos es de 2540 mm. El cable de pretensado no adherente presenta

un trazado recto y la viga fue ensayada hasta la rotura sometida a cargas

puntuales Q a los tercios de su longitud. La viga es de sección rectangular

de ancho 127 mm y altura 279 mm. La sección del acero de pretensado es

Ap = 116.13 mm2, su altura útil dp = 211 mm y su módulo de elasticidad

Ep = 206.85 GPa. El acero pasivo tiene una sección de As = 226 mm2, un

canto útil ds = 254 mm y un módulo de elasticidad es Es = 200 GPa. La

tensión de fluencia del acero pasivo y del acero activo son de 564 MPa y 1290

MPa, respectivamente. La tensión efectiva de pretensado es fse = 882.56 MPa

y el hormigón tiene una resistencia caracteŕıstica a la compresión en probetas

ciĺındricas de fck = 42.54 MPa.

Los valores de los restantes parámetros utilizados para calcular el coefi-

ciente de fluencia y la retracción fueron HR de 70%, temperatura media de

20◦C y cemento de clase resistente 42.5 N. Luego, el coeficiente de fluencia es

φ(t, t0) = 1.615, la retracción es εsh(t, t0) = −205.76× 10−6 y el coeficiente de

envejecimiento es χ(t, t0) = 0.836.

Si bien los autores no lo especifican, para el ejemplo se considera un acero

de pretensado de baja relajación, ∆σpr(t− t0) = 25.2 MPa.

Para una carga Q = 23 kN (carga total = 46 kN) aplicada en t0 = 28 d́ıas

y mantenida constante, la pérdida de pretensado a t = 10000 d́ıas obtenida

mediante la aplicación de la Ecuación (3.25) es ∆σp = 60.9 MPa y por lo tanto

la fuerza de pretensado es Np(t) = 97734 N. Mediante la aplicación de SSM la

fuerza de pretensado a t = 10000 d́ıas es Np(t) = 97353 N, lo que representa

una diferencia del orden de 0.4%.

A partir de la viga PP3R2-3 de H. Harajli (1992) y de las consideraciones

antes expuestas, se estudió la variación de la fuerza de pretensado en función

de la sección de la armadura pasiva, Figura 3.10. Para ello, se calcularon los

valores de la fuerza de pretensado a t = 10000 d́ıas a partir de la EP, de

la ecuación de Gauvreau (1993), de la ecuación del CEB-FIB Model Code
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Figura 3.9: Geometŕıa y sección transversal de la viga PP3R2-3 ensayada por H.
Harajli (1992).
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2010 (2012) y de los métodos SSM y AAEM. En una primera instancia se

consideró que la sección de la armadura pasiva superior As(1) es nula y se

varió la sección de la armadura pasiva inferior As(2) desde cero hasta 1256

mm2, lo que representa una cuant́ıa geométrica de armadura pasiva de ρs =

35.28× 10−3. Los resultados se muestran en la gráfica de la Figura 3.11.

Figura 3.10: Estudio de la influencia de la cantidad del acero pasivo sobre la pérdida
de pretensado.

Figura 3.11: Fuerza de pretensado a t = 10000 d́ıas en función de la sección del
acero pasivo de refuerzo inferior As(2) con As(1) = 0.

Para diferentes cantidades de armadura pasiva inferior, la diferencia ob-

tenida entre la EP, Ecuación (3.25), y el SSM, es del orden de 0.46%. Para

elementos con poca cuant́ıa geométrica de armadura pasiva inferior, como pue-

de ser el caso de losas, la fórmula de Gauvreau presenta una diferencia del orden
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del 2.83% al 2.04% con el SSM, mientras que para la EP dicha diferencia es del

orden del 0.56% al 0.39%. La diferencia obtenida entre SSM y AAEM es del

orden de 0.01%. La pérdida de pretensado obtenida mediante la aplicación de

la ecuación del Model Code 2010 (2012) is ∆σp = 49.9 MPa, la que representa

una diferencia del 1.63% con respecto a la ecuación de Gauvreau (1993).

Se puede observar que las ecuaciones de Gauvreau (1993) y del Model

Code 2010 (2012) representan un ĺımite inferior de la pérdida de pretensado

al no considerar ni la relajación del acero de pretensado ni la influencia de la

armadura pasiva.

Si se aplica la fórmula propuesta por el EC2 (UNE-EN 1992-1-1, 2016),

la fuerza de pretensado a t = 10000 d́ıas es Np(t) = 99280 N, mientras que

al aplicar la fórmula de Guo et al. (2018) la fuerza de pretensado vaŕıa desde

Np(t) = 99390 N hasta Np(t) = 99711 N, dependiendo de la cantidad del acero

pasivo.

La gráfica de la Figura (3.12) muestra la variación de la fuerza de pretensa-

do a t = 10000 d́ıas en función de la sección de armadura pasiva superior As(1)

y para una sección de armadura pasiva inferior de As(2) = 200 mm2. Se puede

observar que a medida que la sección de la armadura pasiva superior aumenta,

también aumenta la pérdida en el pretensado no adherente, sin embargo, la

pérdida obtenida para As(1) = 200 mm2 es del orden de 1.7% mayor que la

obtenida con As(1) nula.

La gráfica de la Figura (3.13) muestra la variación de la deflexión en el

centro del vano para t = 10000 d́ıas en función de la sección de armadura pasiva

superior As(1) y para una sección de armadura inferior de As(2) = 200 mm2. A

medida que aumenta la cuant́ıa de la armadura pasiva superior disminuye la

deformación. La deformación obtenida a t = 10000 d́ıas para As(1) = 0 es del

orden de 36% mayor que para el caso con As(1) = 200 mm2.

Es importante observar que, mientras que el aumento de la armadura pasiva

superior entre cero y 200 mm2 tienen una influencia significativa en la defor-

mación de viga (del orden del 36%), la influencia en la pérdida del pretensado

es muy poco significativa (el orden del 1.7%).

3.9. Conclusiones

En este art́ıculo, se ha propuesto un enfoque basado en el método de ele-
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Figura 3.12: Fuerza de pretensado a t = 10000 d́ıas en función del área del acero
pasivo de refuerzo superior As(1) con As(2) = 200 mm2.

Figura 3.13: Flecha a t = 10000 d́ıas en función del área del acero pasivo superior
As(1) con As(2) = 200 mm2.
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mentos finitos para el análisis en el tiempo de vigas de hormigón pretensadas

con pretensado interior no adherente, y una ecuación simplificada mejorada

para calcular las pérdidas de pretensado en vigas estáticamente determinadas

con el mismo tipo de pretensado . Ambos métodos tienen en cuenta las pérdi-

das debidas a la fluencia y la retracción del hormigón, la relajación del acero

de pretensado y el efecto del acero pasivo longitudinal de refuerzo. Además,

se presentó una generalización de dos métodos ampliamente utilizados para el

análisis seccional en el tiempo de elementos de hormigón con pretensado no

adherente. Estos métodos son el Método Paso a Paso y el Método de Módulo

Efectivo Ajustado por Edad. Los métodos propuestos se evaluaron con base

en los resultados de estudios previos, y las principales conclusiones se pueden

resumir de la siguiente manera:

1. Para elementos de hormigón pretensado con cables rectos y acero pasivo

longitudinal constante a lo largo de la viga, solo se observan pequeñas

diferencias entre la pérdida de pretensado calculada por la fórmula pro-

puesta, la calculada aplicando el Método Paso a Paso y los valores me-

didos en estudios previos, mientras que para los elementos con trazados

genéricos para los cables, los valores obtenidos con la fórmula propues-

ta muestran diferencias algo mayores. Por lo tanto, para los propósitos

prácticos de la ingenieŕıa estructural, la ecuación simplificada propuesta

permite estimar de manera simple y con suficiente precisión la pérdida

de pretensado en el acero de pretensado no adherente. Sin embargo, para

aquellos casos que requieren mayor precisión, se puede aplicar la formu-

lación del método paso a paso o del método del módulo efectivo ajustado

por la edad.

2. La cantidad de acero pasivo longitudinal de refuerzo superior e inferior

influye en la pérdida de pretensado. A medida que aumenta la relación

de acero de refuerzo inferior, disminuye la pérdida de pretensado. Por

lo tanto, incluso si el miembro no lo requiere, es conveniente incorporar

acero de refuerzo inferior. Por otro lado, a medida que aumenta la relación

de acero de refuerzo superior, también aumenta la pérdida de pretensado;

sin embargo, aunque el aumento en la pérdida de pretensado es muy poco

significativa, hay una reducción significativa en las deformaciones a largo

plazo.

3. Si se utilizan formulaciones basadas en hipótesis de adherencia para cal-

cular la pérdida de pretensado en vigas con pretensado interior no adhe-
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rente, se obtienen valores inconsistentes; en otras palabras, estos valores

en algunos casos pueden estar cerca de los valores medidos y en otros pue-

den diferir significativamente. Esto se debe principalmente a que estas

formulaciones no tienen en cuenta la deformación del elemento estructu-

ral en su conjunto.

4. Desde el punto de vista del costo computacional, la implementación del

SSM tiene un costo más alto que para los métodos basados en el módulo

ajustado por la edad. Esto se debe al hecho de que para cada intervalo

de tiempo en el SSM, se debe llevar a cabo un procedimiento iterativo

para obtener la fuerza de pretensado, que a su vez incluye un ajuste

del coeficiente de relajación del acero. Además, obtener las tensiones

en el hormigón en un tiempo dado requiere conocer las tensiones en el

hormigón en todos los instantes anteriores de tiempo. Sin embargo, este

costo computacional más alto se ve compensado por el hecho de que

el SSM permite un análisis más directo y preciso cuando la estructura

está sujeta a cargas aplicadas a diferentes edades, como es habitual en

la construcción de puentes, por ejemplo.

5. En general, las normas más importantes a nivel mundial proponen ecua-

ciones simplificadas para el cálculo de las pérdidas de pretensado en vigas

de hormigón isostáticas con pretensado interno adherido. Como se ha de-

mostrado, el uso de dichas ecuaciones para el caso de pretensado interior

no adherente proporciona valores con errores significativos. Por lo tan-

to, seŕıa aconsejable incorporar la ecuación simplificada propuesta para

el cálculo de la pérdida de pretensado en vigas de hormigón pretensado

isostáticas con pretensado interior no adherente.
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Caṕıtulo 4

Análisis en servicio de
elementos compuestos de
hormigón con pretensado
interior no adherente bajo
cargas de corta y larga duración

Páez Gus, P.; Sensale, B. (2021). Análisis en servicio de elementos compuestos

de hormigón con pretensado interior no adherente bajo cargas de corta y larga

duración. Hormigón y Acero, 72 (293) 63-75.

doi: 10.33586/hya.2019.2975

4.1. Introducción

Existen muchas situaciones en la práctica de la ingenieŕıa estructural donde

es necesario estimar la pérdida de pretensado en vigas de hormigón pretensa-

das de sección compuesta, como por ejemplo en las vigas de puentes (W. H.

Dilger, 1982; Fuente Antequera et al. 2008; Hue y Ontañón, 1998; Maŕı Ber-

nat, 1995; Maŕı Bernat et al. 1996; Mart́ınez Calzón, 1991; Rivas et al. 2005;

Sánchez Pérez et al. 2004; Y. Wang, 1967). La estimación exacta de la pérdida

de pretensado en este tipo de elementos estructurales es muy dif́ıcil, incluso

mediante análisis complejos como puede ser el Método Paso a Paso, no solo por

la precisión en la estimación de los parámetros envueltos en el fenómeno sino

también porque la acción compuesta comienza a desarrollarse gradualmente a

lo largo del tiempo.
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El análisis se vuelve aún más complejo si las vigas son elementos pretensa-

dos con pretensado interior no adherente. El pretensado interior no adherente

está caracterizado por no existir compatibilidad de deformaciones entre el ace-

ro de pretensado y el hormigón, lo que significa que el acero de pretensado y

el hormigón que lo rodea pueden moverse uno con respecto al otro.

Existen relativamente pocos trabajos de investigación enfocados en prede-

cir el comportamiento en servicio de vigas pretensadas con pretensado interior

no adherente sometidas a cargas de larga duración (Barbieri et al. 2006; CEB-

FIP, 2010; Gauvreau, 1993; Guo et al. 2018; Lou et al. 2013; Moon y Burns,

1997; Páez y Sensale, 2017). Sin embargo no existen trabajos de investiga-

ción enfocados en predecir el comportamiento bajo cargas de larga duración

de elementos compuestos con pretensado interior no adherente. Este trabajo

se enfoca en el análisis en servicio bajo cargas de larga duración de elemen-

tos compuestos de hormigón pretensado con pretensado interior no adherente.

Basado en el Método de Paso a Paso para el análisis en el tiempo de las de-

formaciones diferidas en el hormigón, en este trabajo se propone un algoritmo

computacional para el análisis de vigas compuestas de hormigón pretensado

con tendones internos no adherentes sin utilizar el método de los elementos

finitos. El algoritmo computacional propuesto puede aplicarse tanto a vigas

estáticamente determinadas como a vigas continuas. La originalidad de este

trabajo se encuentra en la formulación propuesta. Esta formulación tiene en

cuenta el estado no fisurado y fisurado del elemento, la fluencia y retracción

del hormigón, la relajación del acero de pretensado y la presencia de armadura

pasiva. Además, el trazado de los tendones puede ser genérico.

Una de las principales ventajas del método propuesto es que se basa en los

principios básicos de la resistencia de los materiales, sin recurrir a formulacio-

nes matemáticas altamente complejas como pueden ser las formulaciones de

elementos finitos del tipo h́ıbrido (Barbieri et al. 2006; Moon y Burns, 1997).

Otra ventaja del método propuesto radica en la utilización de la función de

fluencia dada por los diferentes códigos a nivel internacional, a diferencia de

otras investigaciones, en donde se utiliza una función de fluencia diferente a

las que aparecen en los códigos para el cálculo de estructuras de hormigón Lou

et al. (2013).

La eficacia del algoritmo computacional propuesto es evaluada a partir de

la comparación con estudios experimentales, obteniendo como principales con-

clusiones que el modelo computacional propuesto predice satisfactoriamente la
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pérdida de pretensado y las deformaciones de la viga a lo largo del tiempo.

4.2. Relaciones constitutivas de los materiales

4.2.1. Hormigón

La deformación unitaria total en el tiempo de una fibra de hormigón puede

escribirse como la Ecuación (4.1) (Bazant, 1982):

ε(t) = εe(t) + εcr(t, t0) + εsh(t, ts) + εT (4.1)

donde εe(t) es la deformación unitaria elástica, εcr(t, t0) es la deformación

unitaria por fluencia entre los tiempos t0 y t, εsh(t, ts) es la deformación unitaria

debida a la retracción entre los tiempos ts y t, y εT es la deformación unitaria

de origen térmico. t0 y ts corresponden a la edad del hormigón al momento de

carga y al inicio de la retracción, respectivamente.

La relación tensión-deformación del hormigón para cargas instantáneas

puede expresarse de acuerdo a la Ecuación (4.2) (Branson y Trost, 1982; Model

Code 2010, 2012):

εe(t) =
σc
Ec

para − 0.40 · fcm ≤ σc ≤ fctm (4.2)

siendo σc la tensión, fcm y fctm son la resistencia media a compresión y la

resistencia media a tracción, respectivamente, y Ec el módulo de elasticidad

secante.

Cuando el hormigón es sometido a cargas de larga duración cuya magnitud

vaŕıa en el tiempo, la deformación unitaria total puede obtenerse a partir del

principio de superposición (McHenry, 1943). La aplicación de este principio

requiere del cumplimiento de las hipótesis de linealidad (A. Ross, 1958). La

deformación unitaria total a temperatura constante puede escribirse como la

Ecuación (4.3):

ε(t) = J(t, t0)σc(t0) +

∫ τ=t

τ=t0

J(t, τ)dσc(τ) + εsh(t, ts) (4.3)

donde σc(t0) es la tensión en el hormigón en el instante t0, J(t, τ) es la función

de fluencia del hormigón entre los tiempos τ y t, su expresión viene dada por
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la Ecuación (4.4):

J(t, t0) =
1 + ϕ(t, τ)

Ec(τ)
(4.4)

siendo ϕ(t, τ) el coeficiente de fluencia entre los tiempos τ y t, y Ec(τ) el

módulo de elasticidad del hormigón en el tiempo τ .

4.2.2. Acero activo y pasivo

La relación tensión-deformación para los aceros pasivo y activo puede con-

siderarse lineal hasta la tensión de fluencia mediante la utilización de diagra-

madas idealizados (Model Code 2010, 2012). La Ecuación (4.5) establece la

relación constitutiva para el acero pasivo y activo:

σs = Esεs

σp = Epεp
(4.5)

donde σs, Es y εs representan la tensión, el módulo de elasticidad y la defor-

mación unitaria del acero pasivo, respectivamente, y σp, Ep y εp representan

la tensión, el módulo de elasticidad y la deformación unitaria del acero activo,

respectivamente.

Bajo la hipótesis de adherencia perfecta entre el acero pasivo y el hormigón,

la deformación unitaria del acero pasivo será igual a la deformación unitaria

de una fibra del hormigón ubicada en la misma posición que dicho acero.

Sin embargo, al no existir compatibilidad de deformaciones entre el acero de

pretensado no adherente y el hormigón, la condición de compatibilidad entre

este acero y el hormigón puede escribirse bajo la hipótesis de perfecta no

adherencia como la Ecuación (4.6) (Gauvreau, 1993):

εp = εp,0 +
1

lp,0

∫ x=l

x=0

∆εc,p(x)dx (4.6)

siendo εp,0 la deformación unitaria inicial del acero activo, lp,0 la longitud inicial

del acero activo, l la longitud de la viga, y ∆εc,p(x) el cambio en la deformación

unitaria del hormigón en una fibra que coincide con la ubicación del acero de

pretensado en una sección ubicada a una distancia x del extremo de la viga.

Debido al proceso de relajación que experimenta el acero cuando es so-

metido a tensiones superiores al 40% de su resistencia máxima caracteŕıstica

fp,max,k, la relación tensión-deformación para el acero de pretensado puede ob-
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tenerse a partir del modelo del coeficiente de relajación χr (Ghali et al. 2002).

4.2.3. Contribución del hormigón entre fisuras

Cuando en una sección de un elemento sometido a flexión compuesta la

tensión de tracción en el hormigón sobrepasa fctm, la sección se fisura. Si bien

el hormigón no es capaz de llevar tracción en la sección fisurada, continúa

llevando tracción entre las fisuras, colaborando aśı con la rigidez del elemento.

Esta contribución del hormigón entre fisuras se denomina tension stiffening

(CEB-FIP, 1995).

Cuando la sección del elemento es sometida a flexo-compresión, como es el

caso de elementos de hormigón pretensado, la contribución del hormigón entre

fisuras es menos significativa que en el caso de elementos sometidos a flexión

pura o a flexo-tracción. De acuerdo con Torres et al. (2004) si la relación entre

el momento de fisuración y el momento de descompresión es menor o igual a

dos, la contribución del hormigón entre fisuras puede ser despreciada. Dicha

relación puede expresarse de otra manera como en la Ecuación (4.7) (Torres

et al. 2004):
fctmAc
|FN |

≤ 1 (4.7)

siendo Ac el área bruta de la sección de hormigón y |FN | el valor absoluto de

la fuerza axial (compresiones negativas).

En un elemento pretensado, no sometido a fuerzas axiales externas, la re-

lación |FN |/Ac corresponde a la tensión media de pretensado en la sección. En

términos generales, debido a las condiciones de servicio de una pieza pretensada

(por ejemplo la limitación del ancho de fisura) la tensión media de pretensado

suele ser bastante superior que fctm. No obstante, de no cumplirse la condición

dada por la Ecuación (4.7) la contribución del hormigón entre fisuras puede

estimarse de acuerdo a los criterios expuestos en CEB-FIP (1995).
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4.3. Aplicación del Método Paso a Paso a vi-

gas compuestas con pretensado interior

no adherente

4.3.1. Vigas estáticamente determinadas

La Figura (4.1) muestra un procedimiento general de construcción de una

viga compuesta de hormigón de un tablero de un puente en el cual la losa del

tablero se hormigona en sitio.

Figura 4.1: Escala temporal de un procedimiento general de construcción del ta-
blero de un puente con vigas pretensadas.

Consideremos en primera instancia una viga estáticamente determinada de

hormigón, pretensada con pretensado interior no adherente. Consideremos que

la sección transversal de la viga es simétrica con respecto al eje z y que el

origen O del eje coordenado se elige arbitrariamente sobre el eje de simetŕıa.

Supongamos que una sección de la viga ubicada a una distancia x medida

desde el extremo, tiene ms(x) capas de acero pasivo y mp(x) capas de acero

activo. Denominemos As(i)(x) el área de la sección de la i-ésima capa de acero

pasivo (1 ≤ i ≤ ms(x)) y Ap(i)(x) el área de la sección de la i-ésima capa de

acero activo (1 ≤ i ≤ mp(x)). Como caso más general, consideremos que bajo

la acción del pretensado y las cargas de larga duración, la viga puede estar

fisurada (Figura (4.2)).

Teniendo en cuenta las hipótesis de Euler-Bernoulli la deformación unitaria

en una fibra ubicada a una distancia z del punto de referencia O, en una sección

ubicada a una distancia x del extremo de la viga y en un tiempo tj, puede

escribirse como la Ecuación (4.8):

ε(tj, x, z) = εr(tj, x) + z · κ(tj, x) (4.8)
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Figura 4.2: a) Sección de la viga, secciones de acero pasivo y activo no adherente.
Ejes de referencia. b) Sección de la viga compuesta. Áreas de hormigón no fisuradas.

donde εr(tj, x) y κ(tj, x) son la deformación unitaria en O y la curvatura,

respectivamente.

Las relaciones constitutivas para el hormigón de la viga en todo tiempo

tj > t0 y para el hormigón de la losa en todo tiempo tj > tn−1 pueden escribirse

como en las Ecuaciones (4.9) y (4.10), respectivamente:

σc,G(tj, x, z) = Ec,G(tj) (ε(tj, x, z)− εsh,G(tj, t0)) + · · ·

· · ·+
i=j−1∑
i=0

Fe,G(tj, ti)σc,G(ti, x, z)
(4.9)

σc,D(tj, x, z) = Ec,D(tj) (ε(tj, x, z)− εsh,D(tj, t0)− ε(tn− , x, z)) + · · ·

· · ·+
i=j−1∑
i=0

Fe,D(tj − tn−1, ti − tn−1)σc,D(ti, x, z)
(4.10)

donde los sub́ındices G y D corresponden a la viga y a la losa respectiva-

mente, tn−1 es el tiempo cuando es colocado el hormigón de la losa, tn es el

tiempo cuando la acción compuesta comienza a desarrollarse, tn− representa

un instante de tiempo justo antes de que la acción compuesta se desarrolle,

el término ε(tn− , x, z) representa la deformación unitaria que habŕıa en una

fibra de la losa en el instante tn− , justo antes que la acción compuesta se

desarrolle (deformación “ficticia”). La inclusión del término ε(tn− , x, z) garan-

tiza que la losa de hormigón esté descargada en el instante tn. Fe,G(tj, ti) y

Fe,D(tj − tn−1, ti − tn−1) vienen dados por las Ecuaciones (4.11) y (4.12), res-
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pectivamente (Gilbert y Ranzi, 2010):

Fe,G(tj, ti) =
(JG(tj, ti+1)− JG(tj, ti))

JG(tj, tj)
(4.11)

Fe,D(tj − tn−1, ti − tn−1)

=
(JD(tj − tn−1, tn+1 − tn−1)− J(tj − tn−1, ti − tn−1))

JD(tj − tn−1, tj − tn−1)

(4.12)

La relación constitutiva para el acero pasivo de la i-ésima capa (1 ≤ i ≤ ms(x))

para todo tiempo tj ≥ t0 vienen dada por la Ecuación (4.13):

σs(i)(tj, x) = Es(i)ε(tj, x, zs(i)) (4.13)

Si a la losa se le adicionan m̂s(x) capas de acero pasivo en cualquier sección

(tj ≥ tn), la relación constitutiva para el acero pasivo adicionado (1 ≤ i ≤
m̂s(x)) viene dado por la Ecuación (4.14):

σs(̂i(tj, x) = Es(̂i)

(
ε(tj, x, zs(̂i))− ε(tn− , x, zs(̂i))

)
(4.14)

donde ε(tn− , x, zs(̂i)) es la deformación unitaria que habŕıa en una fibra de la

losa localizada en zs(̂i) y en el tiempo tn− y zs(̂i) es la distancia desde el punto

de referencia O hasta el centro de gravedad de la î-ésima capa de acero pasivo

localizado en la losa. La inclusión del término ε(tn− , x, zs(̂i)) garantiza que el

acero de la losa esté descargado en el instante tn.

La relación constitutiva para el acero activo no adherente de la i-ésima capa

(1 ≤ i ≤ mp(x)) para todo tiempo tj ≥ t0 viene dada por la Ecuación (4.15):

σp(i)(tj, x) = Ep(i)

(
∆lp(i)(tj)

lp,0(i)
+ εp(i),0 − εp,rel(i)(tj)

)
(4.15)

donde lp,0(i), εp(i),0 y ∆lp(i)(tj) son la longitud inicial del acero activo no adhe-

rente de la i-ésima capa, su deformación unitaria inicial y su cambio de longitud

en el instante tj, respectivamente. εp,rel(i)(tj) = ∆σ̄pr(i)(tj − t0)/Ep es la de-

formación unitaria debida a la relajación del acero activo no adherente de la

i-ésima capa y ∆σ̄pr(i)(tj − t0) su relajación reducida. Si bien ∆σ̄pr(i)(tj − t0)

representa una pérdida se ha considerado de valor positivo.

La fuerza axial y el momento flector resistido por el hormigón de la viga

y la losa en una sección localizada a una distancia x y en un instante tj > tn
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vienen dados por las Ecuaciones (4.16) y (4.17), respectivamente:

Nc(tj, x) =

∫
Ac,G

σc,G(tj, x, z)dA+

∫
Ac,D

σc,D(tj, x, z)dA

= (Ac,G(x)Ec,G(tj) + Ac,D(x)Ec,D(tj)) εr(tj, x) + · · ·

· · ·+
(
B̂c,G(x)Ec,G(tj) + B̂c,D(x)Ec,D(tj)

)
κ(tj, x) + . . .

· · · − Ac,D(x)Ec,D(tj)εr(tn− , x) + · · ·

· · · − B̂c,D(x)Ec,G(tj)κ(tn− , x) + · · ·

· · · − Ac,G(x)Ec,G(tj)εsh,G(tj, t0) + · · ·

· · · − Ac,D(x)Ec,D(tj)εsh,D(tj − t0, tn − t0) + · · ·

· · ·+
i=j−1∑
i=0

Fe,G(tj, ti)Nc,G(ti, x) + · · ·

· · ·+
i=j−1∑
i=0

Fe,D(tj − tn−1, ti − tn−1)Nc,D(ti, x) (4.16)

Mc(tj, x) =

∫
Ac,G

z · σc,G(tj, x, z)dA+

∫
Ac,D

z · σc,D(tj, x, z)dA

=
(
B̂c,G(x)Ec,G(tj) + B̂c,D(x)Ec,D(tj)

)
εr(tj, x) + · · ·

· · ·+
(
Îc,G(x)Ec,G(tj) + Îc,D(x)Ec,D(tj)

)
κ(tj, x) + . . .

· · · − B̂c,D(x)Ec,D(tj)εr(tn− , x) + · · ·

· · · − Îc,D(x)Ec,G(tj)κ(tn− , x) + · · ·

· · · − B̂c,G(x)Ec,G(tj)εsh,G(tj, t0) + · · ·

· · · − B̂c,D(x)Ec,D(tj)εsh,D(tj − t0, tn − t0) + · · ·

· · ·+
i=j−1∑
i=0

Fe,G(tj, ti)Mc,G(ti, x) + · · ·

· · ·+
i=j−1∑
i=0

Fe,D(tj − tn−1, ti − tn−1)Mc,D(ti, x) (4.17)

siendo Ac,G(x) y Ac,D(x) son el área no fisurada del hormigón de la viga y de la

losa, respectivamente, B̂c,G(x) y B̂c,D(x) son el momento estático respecto al

eje de referencia del área no fisurada de la viga y de la losa, respectivamente,

y Îc,G(x) y Îc,D(x) son el momento de inercia del área no fisurada de la viga y

de la losa respecto al eje de referencia, respectivamente.
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La fuerza axial y el momento flector resistido por el acero activo no adhe-

rente y el acero pasivo en un sección localizada a una distancia x y en un

instante tj > tn vienen dados por las Ecuaciones (4.18), (4.19), (4.20) y (4.21),

respectivamente:

Np(tj, x) =

i=mp(x)∑
i=1

Ap(i)(x)Ep(i)

(
∆lp(i)(tj)

lp,0(i)
+ εp(i),0 − εp,rel(i)(tj)

)
(4.18)

Mp(tj, x) =

i=mp(x)∑
i=1

zp(i)(x)Ap(i)(x)Ep(i)

(
∆lp(i)(tj)

lp,0(i)
+ εp(i),0 − εp,rel(i)(tj)

)
(4.19)

Ns(tj, x) =

i=ms(x)∑
i=1

As(i)(x)Es(i)εr(tj, x) + · · ·

· · · +

i=ms(x)∑
i=1

zs(i)As(i)(x)Es(i)κ(tj, x) + · · ·

· · · +

i=m̂s(x)∑
i=1

As(̂i)(x)Es(̂i)εr(tj, x) + · · ·

· · · +

i=m̂s(x)∑
i=1

zs(̂i)As(̂i)(x)Es(i)κ(tj, x) + · · ·

· · · +

i=m̂s(x)∑
i=1

As(̂i)(x)Es(̂i)εr(tn− , x) + · · ·

· · · +

i=m̂s(x)∑
i=1

zs(̂i)As(̂i)(x)Es(̂i)κ(tn− , x) (4.20)
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Ms(tj, x) =

i=ms(x)∑
i=1

zs(i)As(i)(x)Es(i)εr(tj, x) + · · ·

· · · +

i=ms(x)∑
i=1

z2s(i)As(i)(x)Es(i)κ(tj, x) + · · ·

· · · +

i=m̂s(x))∑
i=1

zs(̂i)As(̂i)(x)Es(̂i)εr(tj, x) + · · ·

· · · +

i=m̂s(x)∑
i=1

z2
s(̂i)
As(̂i)(x)Es(i)κ(tj, x) + · · ·

· · · +

i=m̂s(x)∑
i=1

zs(̂i)As(̂i)(x)Es(̂i)εr(tn− , x) + · · ·

· · · +

i=m̂s(x)∑
i=1

z2
s(̂i)
As(̂i)(x)Es(̂i)κ(tn− , x) (4.21)

Dado que la resultante de las fuerzas internas (fuerza axial y momento

flector) debe ser igual a las fuerzas externas en cada sección x y para todo

tiempo tj (Menn C., 1990), teniendo en cuenta las Ecuaciones (4.16) a (4.21),
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obtenemos la Ecuación (4.22):[
Next(tj, x)

Mext(tj, x)

]
−

i=mp(x)∑
i=1

[
Np(i),0(x)

Mp(i),0(x)

]
=

[
RA(tj, x) RB(tj, x)

RB(tj, x) RI(tj, x)

][
εr(tj, x)

κ(tj, x)

]
+

· · · −

[
R̂A(tj, x) R̂B(tj, x)

R̂B(tj, x) R̂I(tj, x)

][
εr(tn− , x)

κ(tn− , x)

]
+ . . .

. . . +

i=j−1∑
i=0

Fe,G(tj, ti)

[
Nc,G(ti, x)

Mc,G(ti, x)

]
+ · · ·

. . . +

i=j−1∑
i=0

Fe,D(tj − tn−1, ti − tn−1)

[
Nc,D(ti, x)

Mc,D(ti, x)

]
+ · · ·

· · · − Ec,G(tj)εsh,G(tj, t0)

[
Ac,G(x)

B̂c,G(x)

]
+ . . .

· · · − Ec,D(tj)εsh,D(tj − t0, tn − t0)

[
Ac,D(x)

B̂c,D(x)

]
+ . . .

. . . −
i=mp(x)∑
i=1

Ap(i)Ep(i)εp,rel(i)(tj)

[
1

zp(i)

]
+ . . .

. . . +

i=mp(x)∑
i=1

Ap(i)Ep(i)
∆lp(i)(tj)

lp,0(i)

[
1

zp(i)

]
(4.22)

donde RA(tj, x), RB(tj, x) y RI(tj, x) representan la rigidez axial, la rigidez

relativa al momento de primer orden y la rigidez flexional, respectivamente, de

la sección compuesta respecto a los ejes de referencia. Sus expresiones vienen

dadas por la Ecuación (4.23):

88



RA(tj, x) = Ac,G(x)Ec,G(tj) + Ac,D(x)Ec,D(tj) + · · ·

· · ·
i=ms(x)∑
i=1

As(i)(x)Es(i) +

i=m̂s(x)∑
i=1

As(̂i)(x)Es(̂i)

RB(tj, x) = B̂c,G(x)Ec,G(tj) + B̂c,D(x)Ec,D(tj) + · · ·

· · ·
i=ms(x)∑
i=1

zs(i)As(i)(x)Es(i) +

i=m̂s(x)∑
i=1

zs(̂i)As(̂i)(x)Es(̂i)

RI(tj, x) = Îc,G(x)Ec,G(tj) + Îc,D(x)Ec,D(tj) + · · ·

· · ·
i=ms(x)∑
i=1

z2s(i)As(i)(x)Es(i) +

i=m̂s(x)∑
i=1

z2
s(̂i)
As(̂i)(x)Es(̂i)

(4.23)

mientras que R̂A(tj, x), R̂B(tj, x) y R̂I(tj, x) representan la rigidez axial, la

rigidez relativa al momento estático y la rigidez flexional, respectivamente, de

la losa y del acero pasivo contenido en ella. Sus expresiones vienen dada por

la Ecuación (4.24):

R̂A(tj, x) = Ac,D(x)Ec,D(tj) +

i=m̂s(x)∑
i=1

As(̂i)(x)Es(̂i)

R̂B(tj, x) = B̂c,D(x)Ec,D(tj) +

i=m̂s(x)∑
i=1

zs(̂i)As(̂i)(x)Es(̂i)

R̂I(tj, x) = Îc,D(x)Ec,D(tj) +

i=m̂s(x)∑
i=1

z2
s(̂i)
As(̂i)(x)Es(̂i)

(4.24)

La deformación del tendón no adherente localizado en la i-ésima capa y en

el instante tj viene dado la Ecuación (4.25):

∆lp(i)(tj) =

∫ x=l

x=0

(
εr(tj, x) + zp(i)κ(tj, x)

)
dx+ . . .

· · ·
∫ x=l

x=0

(
εr,0,ref (x) + zp(i)κ0,ref (x)

)
dx (4.25)

Luego, la deformación unitaria en el punto de referencia O y la curvatura

en una sección localizada a una distancia x desde el extremo y en el instante
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tj viene dado la Ecuación (4.26):

[
εr(tj, x)

κ(tj, x)

]
= [R(tj, x)]

[Next(tj, x)

Mext(tj, x)

]
−

i=mp(x)∑
i=1

[
Np(i),0(x)

Mp(i),0(x)

]+ . . .

. . . + [R(tj, x)]

[
R̂A(tj, x) R̂B(tj, x)

R̂B(tj, x) R̂I(tj, x)

][
εr(tn− , x)

κ(tn− , x)

]
+ . . .

. . . − [R(tj, x)]

(
i=j−1∑
i=0

Fe,G(tj, ti)

[
Nc,G(ti, x)

Mc,G(ti, x)

])
+ . . .

. . . − [R(tj, x)]

(
i=j−1∑
i=0

Fe,D(tj − tn−1, ti − tn−1)

[
Nc,D(ti, x)

Mc,D(ti, x)

])
+ . . .

. . . + [R(tj, x)]

(
Ec,G(tj)εsh,G(tj, t0)

[
Ac,G(x)

B̂c,G(x)

])
+ . . .

. . . + [R(tj, x)]

(
Ec,D(tj)εsh,D(tj − t0, tn − t0)

[
Ac,D(x)

B̂c,D(x)

])
+ . . .

. . . + [R(tj, x)]

i=mp(x)∑
i=1

Ap(i)Ep(i)εp,rel(i)(tj)

[
1

zp(i)

]+ . . .

. . . − [R(tj, x)]

i=mp(x)∑
i=1

Ap(i)Ep(i)
∆lp(i)(tj)

lp,0(i)

[
1

zp(i)

] (4.26)

en donde [R(tj, x)] viene dada por la Ecuación (4.27):

[R(tj, x)] =

1(
RA(tj, x)RI(tj, x)−RB(tj, x)

2)
[
RI(tj, x) −RB(tj, x)

−RB(tj, x) RA(tj, x)

]
(4.27)

4.3.2. Vigas continuas

En el caso de vigas continuas, la principal diferencia radica en que se ori-

ginan momentos hiperestáticos debidos al pretensado (Calavera, 1999). Por lo

que en este caso a la resultante de las acciones externas se le deberá adicionar

la componente del momento flector secundario, que depende de la fuerza de

pretensado y de la rigidez de la viga.

El CEB-FIP (2010) propone una metodoloǵıa para la resolución numérica

de vigas continuas de hormigón armado. Si bien esta metodoloǵıa considera
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el problema de la fisuración, está basada en consideraciones de linealidad, lo

que puede no ser muy eficiente ya que la resolución del sistema de ecuaciones

planteado tiene una convergencia más rápida para aquellos casos en los que se

parta de valores que sean más próximos a los valores solución.

Dado que el problema que se analiza es altamente no-lineal, basados en el

procedimiento descrito en Calavera (1999), el cual está basado en el método

de las fuerzas, se ha propuesto una metodoloǵıa alternativa de análisis. Según

dicho método las reacciones hiperestáticas se reemplazan por fuerzas externas y

se agregan las condiciones de contorno. El momento secundario de pretensado

para una sección de la viga y para un instante de tiempo, puede escribirse

como en la Ecuación (4.28):

MS(t, x) =
n=r∑
n=1

Wn(Np) ·Ms(n)(x) (4.28)

siendo r el número de v́ınculos hiperestáticos,Wn(Np) es el valor de la n-ésima

reacción hiperestática, que dependen de la fuerza de pretensado y Ms(n)(x)

el momento flector que origina la n-ésima reacción hiperestática si la misma

fuese de valor unitario, manteniendo las restantes reacciones hiperestáticas

nulas. Además deberá cumplirse que la deformación vertical de la viga en los

puntos de aplicación de las reacciones hiperestáticas sea nula.

En el caso de vigas continuas, teniendo en cuenta la Ecuación (4.28), la
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Ecuación (4.26) se reescribe como la Ecuación (4.29):[
εr(tj, x)

κ(tj, x)

]
= [R(tj, x)]

[
Next(tj, x)

Mext(tj, x) +
∑n=r

n=1Wn(Np) ·Ms(n)(x)

]
+ . . .

. . . − [R(tj, x)]

i=mp(x)∑
i=1

[
Np(i),0(x)

Mp(i),0(x)

]+ . . .

. . . + [R(tj, x)]

[
R̂A(tj, x) R̂B(tj, x)

R̂B(tj, x) R̂I(tj, x)

][
εr(tn− , x)

κ(tn− , x)

]
+ . . .

. . . − [R(tj, x)]

(
i=j−1∑
i=0

Fe,G(tj, ti)

[
Nc,G(ti, x)

Mc,G(ti, x)

])
+ . . .

. . . − [R(tj, x)]

(
i=j−1∑
i=0

Fe,D(tj − tn−1, ti − tn−1)

[
Nc,D(ti, x)

Mc,D(ti, x)

])
+ . . .

. . . + [R(tj, x)]

(
Ec,G(tj)εsh,G(tj, t0)

[
Ac,G(x)

B̂c,G(x)

])
+ . . .

. . . + [R(tj, x)]

(
Ec,D(tj)εsh,D(tj − t0, tn − t0)

[
Ac,D(x)

B̂c,D(x)

])
+ . . .

. . . + [R(tj, x)]

i=mp(x)∑
i=1

Ap(i)Ep(i)εp,rel(i)(tj)

[
1

zp(i)

]+ . . .

. . . − [R(tj, x)]

i=mp(x)∑
i=1

Ap(i)Ep(i)
∆lp(i)(tj)

lp,0(i)

[
1

zp(i)

] (4.29)

4.4. Implementación computacional

Debido a la no linealidad que presentan las ecuaciones que gobiernan el

problema en el análisis de este tipo de estructuras, para cada intervalo de

tiempo, es necesario realizar un procedimiento iterativo. En el caso más general

de vigas hiperestáticas este procedimiento iterativo incluye la ejecución de dos

procedimientos (relacionados entre śı): el primero para la obtención de las

reacciones hiperestáticas de pretensado y el segundo para la obtención de la

fuerza de pretensado.

Para la obtención de las reacciones hiperestáticas se ha optado por un pro-

cedimiento basado en el método de falsa posición (regula falsi) (Hilderbrand,

1987). Se parte de un instante de tiempo en el cual es conocido el estado tenso
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- deformacional de la estructura, en el instante siguiente los valores de las reac-

ciones hiperestáticas se mantienen constantes, es decir, se inicia la iteración

con los valores obtenidos en el instante previo y se calculan las deformacio-

nes en los puntos de aplicación de las reacciones hiperestáticas. El sentido de

la deformación resultante en los puntos de aplicación de las reacciones hiper-

estáticas va a ser de sentido contrario al del incremento de fuerza necesario

para anular dicha deformación, en otras palabras, la primera iteración estable-

ce la dirección de búsqueda. Para el valor de la fuerza incrementada se obtiene

un nuevo valor de deformación en los puntos de aplicación de las reacciones

hiperestáticas, el que debe ser de signo contrario del primero para garantizar

la existencia de la solución en dicho intervalo.

Para cada incremento de las fuerzas hiperestáticas debe obtenerse el in-

cremento de tensión en el acero de pretensado, es decir, debe calcularse la

elongación del cable. A los efectos de obtener el alargamiento del acero de

pretensado, y por la tanto la fuerza ejercida por éste, la integración de las

deformaciones unitarias y las curvaturas se realiza mediante una integración

numérica. Para ello la viga se divide en un número discreto de secciones. Por

otra parte, para cada sección, las propiedades geométricas dependen de la de-

formación unitaria y de la curvatura en dicha sección. Para efectuar el análisis

seccional, la sección de la viga (viga-losa) se divide en un número discreto de

capas. Mediante un procedimiento de análisis iterativo-incremental basado en

los algoritmos de Newton-Raphson se resuelve la Ecuación (4.29). Para cada

capa se define una variable de estado que indica si la capa aún no se ha fi-

surado, si está fisurada o, si estuvo fisurada y ahora está comprimida, debe

indicar en que instante de tiempo se ha comprimido. Como se ha mencionado,

se considera que la capa está fisurada cuando la tensión en dicha capa supera

la resistencia a tracción del hormigón de acuerdo con la Ecuación (4.2). Si la

capa se fisura en determinado instante, tanto la retracción como la historia de

tensiones dejan de considerase en los tiempos posteriores. Si la capa está fisu-

rada pero se comprime en determinado instante (ya que en estas condiciones el

hormigón no es capaz de tomar tracciones) se considera la historia de tensio-

nes a partir de dicho instante pero ya no se considera la retracción. Obtenidas

las nuevas deformaciones unitarias y las curvaturas en todas las secciones se

obtiene una nueva fuerza en los cables, nuevos valores de las deformaciones

en los puntos de aplicación de las fuerzas hiperestáticas y por lo tanto nuevos

valores de éstas. En resumen, es necesaria la aplicación de un algoritmo de
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bucles anidados hasta la convergencia del problema.

4.5. Breve descripción de las pérdidas ins-

tantáneas

Las pérdidas instantáneas de la fuerza de pretensado son aquellas que pue-

den ocurrir durante el tesado de las armaduras activas y durante el proceso de

anclaje de las mismas. Salvo casos especiales donde pueden producirse otros

tipos de pérdidas instantáneas, la pérdida instantánea total de la fuerza de

pretensado en cada sección de la pieza se compone de: a) la pérdida por ro-

zamiento a lo largo de la vaina o conducto; b) la pérdida por penetración de

las cuñas y; c) las pérdidas por acortamiento elástico del hormigón (CEB-FIP,

2010). En los ejemplos de validación de la formulación propuesta se utiliza el

concepto de tensión efectiva de pretensado, es decir, el valor de la fuerza de pre-

tensado luego de producidas las pérdidas instantáneas (Breckenridge y Bugg,

1964; Gauvreau, 1993; M. H. Harajli, 2012; Lou et al. 2013). Por otra parte,

la formulación propuesta está basada en la hipótesis de perfecta no adherencia

para el acero de pretensado (Gauvreau, 1993). En este sentido en los ejemplos

de validación se realizará una estimación de la pérdida debida al rozamiento

a lo largo del conducto utilizando para ello los parámetros de cálculo dados

por los fabricantes y se mostrará que para los casos analizados es razonable

utilizar la hipótesis de perfecta no adherencia.

4.6. Validación

La expresión de la función de fluencia de acuerdo con la Ecuación (4.4)

es la comúnmente utilizada en la bibliograf́ıa técnica en la descripción del

comportamiento visco-elástico del hormigón (Bazant, 1982). En este sentido la

formulación propuesta (Ecuación (4.29)) no depende de la normativa utilizada

para la estimación de los parámetros de cálculo. En el presente trabajo se han

utilizado las formulaciones del Model Code 2010 (2012) para la estimación

de los valores del coeficiente de fluencia y de la retracción. La ecuación de la

función de fluencia dada por el Model Code 2010 (2012) difiere ligeramente de

la Ecuación (4.4); su expresión viene dado por la Ecuación (4.30):
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J(t, τ) =
1

Ec(τ)
+
φ(t, τ)

Ec(28)
(4.30)

donde Ec(28) es el módulo de elasticidad del hormigón a los 28 d́ıas de edad y

φ(t, τ) el coeficiente de fluencia calculado de acuerdo a dicha formulación. La

Ecuación (4.30) puede reescribirse de acuerdo con la Ecuación (4.31):

J(t, τ) =
1

Ec(τ)

(
1 +

Ec(τ)

Ec(28)
φ(t, τ)

)
=

1 + ϕ(t, τ)

Ec(τ)
(4.31)

4.6.1. Ejemplo 1

La Figura (4.3) muestra la sección transversal de las vigas I ensayadas

por Breckenridge y Bugg en el U.S. Civil Engineering Naval Laboratory en

el año 1964 (Breckenridge y Bugg, 1964). Las vigas simplemente apoyadas

y de longitud de vano 12192 mm fueron curadas durante ocho d́ıas y luego

pretensadas. Seis de ellas fueron postensadas con dos barras no adherentes

de alta resistencia del sistema Stressteel. Cada barra de pretensado teńıa un

diámetro de 28.5 mm (Ap=641.29 mm2), una resistencia a tracción nominal

de 1007 MPa, un módulo de elasticidad de 200 GPa y la tensión efectiva de

pretensado luego del anclaje de las barras fue de 683.23 MPa. El área bruta de

la sección de la viga fue de Ac = 11.645× 104mm2 y el momento de inercia de

Ic = 51.476× 108 mm4. El trazado de las barras de pretensado está dado por

las Ecuaciones (4.32) y (4.33). La Figura (4.4) muestra el trazado de manera

esquemática. El acero pasivo consistió en ocho barras de 9.50 mm de diámetro

(As = 70.79 mm2), tensión de fluencia 335 MPa y módulo de elasticidad 168.9

MPa. Se utilizó cemento de resistencia normal y la resistencia caracteŕıstica

del hormigón fue de 36.27 MPa.

Cada par de vigas fue sometida a cargas de diferente magnitud y mantenida

constante por un peŕıodo de tiempo de aproximadamente 6.5 años. Durante ese

tiempo la temperatura promedio fue de 15.6◦C y la humedad relativa promedio

de 72.8%. El primer par de vigas fue sometido a su peso propio, el segundo par

a su peso propio y a una sobrecarga de diseño, y el tercer par a su peso propio

y a 1.5 veces la sobrecarga de diseño, denominemos Casos Nº1, Nº2 y Nº3,

respectivamente. La sobrecarga de diseño consistió en dos cargas concentradas

de 67613 N aplicadas a un cuarto de la longitud de vano desde cada extremo

y aplicada a los 22 d́ıas luego de vertido el hormigón.
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dp(1)(x) = −3.5334 · 10−5 · x2 + 20.4605 · 10−2 · x+ 192.79

para 0 ≤ x < 2895.6 mm

dp(1)(x) = 488.95 para 2895.6 mm ≤ x < 9296.4 mm

dp(1)(x) = −3.5334 · 10−5 · x2 + 65.7029 · 10−2 · x− 2564.89

para 9296.4 mm ≤ x < 12192 mm

(4.32)

dp(2)(x) = −1.6119 · 10−5x2 + 9.3341 · 10−2 · x+ 471.32

para 0 ≤ x < 2895.6 mm

dp(2)(x) = 552.45 para 2895.6 mm ≤ x < 9296.4 mm

dp(2)(x) = −1.6119 · 10−5 · x2 + 29.9698 · 10−2 · x− 840.49

para 9296.4 mm ≤ x < 12192 mm

(4.33)

Figura 4.3: Sección de las vigas ensayadas por Breckenridge y Bugg (1964).

Figura 4.4: Esquema del trazado de las barras de pretensado en las vigas ensayadas
por Breckenridge y Bugg (1964).
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Los parámetros del hormigón se calcularon de acuerdo con el Model Code

2010 (2012), teniendo en cuenta las correcciones debidas a temperatura. Los

módulos de elasticidad del hormigón a los 8 d́ıas y a los 22 d́ıas son Ec(8) =

26.44 GPa y Ec(22) = 29.31 GPa, respectivamente. Los coeficientes de fluencia

son φ(22, 8) = 0.913, φ(2373, 8) = 1.915 y φ(2373, 22) = 1.564, la retracción

es εsh(2373, 8) = −385.84× 10−6 y εsh(2373, 8) = −72.97× 10−6. Las pérdidas

de tensión del acero de pretensado debida a relajación entre los 8 d́ıas y los

2373 d́ıas y entre los 8 d́ıas y los 22 d́ıas son de ∆σpr(2365) = 28.5 MPa y

∆σpr(14) = 12.9 MPa, respectivamente. La Tabla 4.1 muestra, para cada uno

de los casos, la comparación de los valores de la pérdida de pretensado medida

y la pronosticada, mientras que la Tabla 4.2 muestra el comparativo de los

valores de deformación máxima. Se observan diferencias poco significativas.

En la Figura (4.5) se muestra la tensión en el hormigón en la sección central

de la viga a los 8, 22 y 2373 d́ıas para el Caso Nº3.

Tabla 4.1: Comparativo de los valores de la pérdida de pretensado entre lo medido
y lo pronosticado.

Pérdida de pretensado a 2373 d́ıas en [MPa]
Caso Nº Medido Modelo computacional Error relativo [%]

1 150.3 154.9 6.1
2 94.9 98.2 3.5
3 34.2 43.5 27.2

Tabla 4.2: Comparativo de los valores de deformación en el centro del vano (flecha).

Deformación a 2373 d́ıas en [mm](*)
Caso Nº Medido Modelo computacional Error relativo [%]

1 -30.1 -30.4 1.0
2 35.6 26.9 24.4
3 87.6 71.7 18.2

La comparación entre los resultados obtenidos de la pérdida de pretensado

entre el modelo computacional y los resultados experimentales, permite con-

cluir que el modelo propuesto reproduce satisfactoriamente el comportamiento

de viga con pretensado no adherente a lo largo del tiempo, la validez estad́ısti-

ca de esta afirmación se presenta en la Sección 4.7. Si bien algunas diferencias

algo significativas se observan con respecto a la pérdida de pretensado para el

Caso N◦3, es oportuno mencionar que las tensiones en el hormigón superan el

ĺımite para considerar un comportamiento lineal de la fluencia y por lo tanto
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Figura 4.5: Evolución de la tensión en el hormigón en la sección central de la viga
para el Caso N ◦3.

no son válidas las hipótesis de linealidad, lo que puede estar dando lugar a tales

diferencias. Si asumimos que el coeficiente de rozamiento en curva es µ = 0.06

y que la relación entre el coeficiente de rozamiento parásito y el coeficiente de

rozamiento en curva es K/µ = 0.010 (del lado de la seguridad), el valor de la

pérdida por rozamiento entre el anclaje activo y la sección central de la viga

es del orden de 10980 N, que representa una pérdida del 1.25% (2.50% entre

las secciones extremas). El valor de la pérdida por rozamiento es relativamente

pequeño, por lo que es razonable utilizar la hipótesis de no adherencia perfecta

al modelar este tipo de elementos pretensados.

4.6.2. Ejemplo 2

Supongamos a modo de ejemplo que a la viga con pretensado interior no

adherente del ejemplo anterior, bajo las mismas condiciones de fabricación y

de exposición ambiental se le hormigona una losa a los 35 d́ıas. Consideremos

que la dimensión de la losa es de 1000 mm × 200 mm y que su resistencia

caracteŕıstica es de 25 MPa. Supongamos además que una carga permanente

uniformemente distribuida de 11.1 kN/m a los 35 d́ıas. Esta carga incluye el

peso propio de la losa y cualquier otra carga muerta. Se pretende calcular la

pérdida de pretensado.
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Los parámetros del hormigón han sido calculados de acuerdo al Model

Code 2010 (2012). El módulo de elasticidad del hormigón de la viga a los

35 d́ıas es Ec,G(35) = 30.28 GPa. Los coeficientes de fluencia de la viga son

φG(35, 8) = 1.039, φG(10000, 35) = 1.606 y φG(10000, 8) = 2.119, la retracción

es εsh,G(10000, 8) = −401.41×10−6 y εsh,G(35, 8) = −101.74×10−6. El módulo

de elasticidad de la losa a los 3 d́ıas de edad es Ec,D(3) = 19.96 GPa. El

coeficiente de fluencia de la losa es φD(9965, 3) = 3.288, y la retracción de la

losa es εsh,D(9965, 3) = −445.00 × 10−6. La pérdida de pretensado calculada

mediante la formulación propuesta a 10000 d́ıas es de 125.1 MPa (14.3%). La

Figura (4.6) muestra la evolución de la tensión en el hormigón en la sección

central de la viga.

Figura 4.6: Evolución de la tensión en el hormigón en la construcción compuesta
a diferentes edades.

Es importante observar a partir de este ejemplo que la construcción de la

losa del tablero en sitio, según el procedimiento descrito en este trabajo, tiene

un efecto beneficioso en lo que respecta a la redistribución de las tensiones en

el hormigón en zonas de momentos positivos y por lo tanto en la pérdida del

pretensado.

4.6.3. Ejemplo 3

La viga utilizada en este ejemplo corresponde a la viga YLB2 tomada del
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trabajo de Lou et al. (2013). Se trata de una viga continua de dos vanos,

pretensada con pretensado interior no adherente, cuya longitud de vano es 4800

mm. La sección de la viga es rectangular de dimensiones 150 mm × 300 mm,

el acero de pretensado consistente en un tendón no adherente de 140 mm2 de

sección, 197 GPa de módulo de elasticidad y 1941 MPa de resistencia máxima

caracteŕıstica. La tensión de pretensado efectiva es de 1193 MPa y su trazado

viene dado por la Ecuación (4.34). El esquema de armado de la armadura

pasiva está de acuerdo con la Figura (4.7) siendo las secciones de dicho acero

As1 = 603.2 mm2, As2 = 226.2 mm2 y As3 = 508.9 mm2 y su módulo de

elasticidad 200 GPa. El hormigón de la viga es de resistencia caracteŕıstica 33

MPa. La viga fue tesada a los 28 d́ıas de edad contra su peso propio. Dos estados

de carga fueron analizados: la viga sometida a la acción del pretensado y su peso

propio; y la viga sometida al pretensado, su peso propio y dos cargas puntuales

Q de 30 kN aplicadas a los tercios en cada vano, los que denominemos Casos

N◦1 y N◦2 respectivamente. Para ambos casos se estudiaron las deformaciones a

la edad de pretensado y a 600 d́ıas. Dado que el autor no dispuso de los datos

de temperatura y de la humedad relativa bajo las cuales fueron realizadas

las mediciones, se han considerado aqúı 20◦C y 50%, respectivamente, como

valores razonables.

Los valores del coeficiente de fluencia y de la retracción han sido calculados

de acuerdo a los lineamientos el Model Code 2010 (2012), siendo φ(600, 28) =

1.885 y es εsh(600, 28) = −350.66× 10−6.

dp(x) = −2.5297 · 10−5 · x2 + 0.1006 · x+ 150

para 0 ≤ x < 1988 mm

dp(x) = −3.0518 · 10−5 · x2 + 0.1214 · x+ 129.3

para 1988 ≤ x < 4320 mm

dp(x) = 1.4817 · 10−4 · x2 − 1.4225 · x+ 3463.9

para 4320 mm ≤ x ≤ 4800 mm

(4.34)

La Tabla 4.3 muestra la comparación entre los valores medidos y los calcu-

lados con el modelo computacional propuesto de la deformación máxima en el

vano a los 28 y a los 600 d́ıas; mientras que la Figura (4.8) muestra la gráfica

de la deformación vertical para ambos casos y para ambos instantes de tiempo.

La gráfica de la Figura (4.9) muestra los diagramas de momentos flectores.

El valor de la pérdida de pretensado calculado para el Caso Nº1 es de
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Figura 4.7: Viga YLB2 ensayada por Lou et al. (2013).

106.1 MPa, mientras que para el caso Nº2 es de 51.4 MPa, que representan

una pérdida del 8.9% y del 4.3%, respectivamente.

Figura 4.8: Deformación vertical w(x) (z positivo hacia abajo).

Con respecto a la reacción en el apoyo central, para el Caso Nº1 se produce

un aumento de ésta de 4633 N a 6061 N (hacia arriba) que es del orden del

31%, mientras que en el Caso Nº2 la reacción cuyo valor es de 84318 N luego

de aplicada la carga Q, tiene un aumento del orden del 2%. Con respecto al

momento flector, mientras que los momentos máximos en el vano se mantuvie-

ron aproximadamente constantes, los momentos sobre el apoyo tuvieron una

variación del 17% y del 37% para el Caso Nº1 y Nº2, respectivamente.

Nuevamente podemos decir que el modelo computacional propuesto repro-

duce satisfactoriamente el comportamiento de viga con pretensado no adhe-
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Figura 4.9: Diagrama de momentos flectores (momentos flectores positivos trac-
cionan las fibras inferiores).

rente a lo largo del tiempo. Si asumimos que la penetración de la cuña es de

5 mm (ya que este dato no es suministrado por los autores), que el coeficiente

de rozamiento en curva es 0.06 y que el coeficiente de rozamiento parásito es

de 5.24 × 10−4 m−1 (valores recomendados por los diferentes fabricantes), el

valor de la pérdida por rozamiento entre las secciones extremas de la viga es

del orden de 5812.5 N, que representa una pérdida del 3.48%.

4.6.4. Ejemplo 4

Supongamos a modo de ejemplo que a la viga continua con pretensado in-

terior no adherente ensayada por Lou et al. (2013) se le hormigona una losa

a los 60 d́ıas formando aśı una sección compuesta. Consideremos que la losa

tiene dimensiones de 1000 mm × 50 mm, que las condiciones de exposición

ambiental y de fabricación se mantienen iguales, que la resistencia caracteŕısti-

ca a compresión de la losa es igual a la de la viga y que en la losa es colocada

una armadura pasiva cuya sección es de As4 = 140 mm2 ubicada en la mitad

de su espesor. Supongamos además que a los 90 d́ıas de edad es aplicada una

carga muerta uniformemente distribuida de 3.5 kN/m.

Los parámetros del hormigón han sido calculados de acuerdo al Model

Code 2010 (2012). El módulo de elasticidad del hormigón de la viga a los
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28 d́ıas es Ec,G(28) = 29.32 GPa. Los coeficientes de fluencia de la viga son

φG(60, 28) = 0.999, φG(90, 28) = 1.197 y φG(10000, 28) = 2.441, los valores de

la retracción son εsh,G(60, 28) = −89.09×10−6, εsh,G(90, 28) = −138.31×10−6

y εsh,G(10000, 28) = −456.11 × 10−6. El módulo de elasticidad de la losa a

los 3 d́ıas de edad es Ec,D(3) = 22.67 GPa. Los coeficientes de fluencia de la

losa son φD(30, 3) = 2.366, φD(9940, 3) = 4.165 y los valores de retracción son

εsh,D(30, 3) = −303.14× 10−6 y εsh,D(9940, 3) = −597.09× 10−6.

Las gráficas de las Figuras (4.10) y (4.11) muestran al evolución de las

tensiones en las secciones ubicadas en x = 2.76 m y en x = 4.80 m. La primera

sección corresponde a la sección donde se produce el momento flector máximo

en el vano a los 10000 d́ıas de edad y la segunda está ubicada sobre el apoyo

intermedio. Las gráficas de las Figuras (4.12) y (4.13) muestran la deforma-

ción vertical y los diagramas de momentos flectores. La pérdida estimada de

pretensado a los 10000 d́ıas es de 125.7 MPa (10.5%).

Para la sección del vano se puede observar el efecto beneficioso de la redis-

tribución de las tensiones entre la viga y la losa, aliviando las tensiones sobre

ésta. En el caso de la sección sobre el apoyo, las tensiones generadas en la losa

producen su fisuración a edades tempranas, y si bien se produce redistribución

en las tensiones y variación en los momentos flectores a lo largo de la viga,

la fibra superior de la viga se mantiene algo traccionada sin que se produzca

fisuración, mientras que la losa continúa completamente fisurada. Es impor-

tante remarcar que luego de producida la fisuración es necesario que la fibra

de hormigón de la sección se comprima para continuar llevando tensiones. Con

respecto a la reacción en el apoyo central, a partir de los 90 d́ıas se produce

una disminución de la misma del orden del 8.3%, pasando de 38480 N a los

90 d́ıas a 35516 N a los 10000 d́ıas.

4.6.5. Ejemplo 5

Consideremos la losa unidireccional de tres vanos que se muestra de manera

esquemática en la Figura 14. Los datos han sido extráıdos de M. H. Harajli

(2012). El espesor de la losa es 250 mm, la longitud de los vanos extremos es

L1 = 8000 mm y la longitud del vano interior es L2 = 10000 mm. La losa

es postensada con tendones no adherentes de 98.7 mm2 de sección colocados

cada 250 mm (Ap = 394.8 mm2/m). La tensión de tensado es 1024.1 MPa,

su resistencia máxima caracteŕıstica es 1862 MPa y su módulo de elasticidad

es 196.5 GPa. El trazado de los tendones es parabólico y ha sido obtenido de
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Figura 4.10: Evolución de las tensiones en la sección ubicada en x = 2.76 m.

Figura 4.11: Evolución de las tensiones en la sección sobre el apoyo, x = 4.80 m.
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Figura 4.12: Deformación vertical w(x) (z positivo hacia abajo).

Figura 4.13: Diagrama de momentos flectores (momentos flectores positivos trac-
cionan las fibras inferiores).
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acuerdo a balancear el peso propio de la losa (T. Lin, 1963). Las excentricidades

del tendón son e1 = 75 mm a 0.4L1 desde el apoyo exterior, e2 = 95 mm sobre

los apoyos interiores y e3 = 95 mm en el centro del vano interior. La sección

de armadura pasiva inferior y superior es As = 513 mm2/m colocada con un

recubrimiento mecánico de 30 mm, su módulo de elasticidad es de 200 GPa.

La resistencia caracteŕıstica del hormigón es de 35 MPa.

Figura 4.14: Losa unidireccional de tres vanos.

Dado que el autor [30] no realiza un estudio de largo plazo se asume para

este ejemplo una temperatura de 20ºC, humedad relativa 70%, inicio de la

retracción ts = 7 d́ıas y edad de tensado t0 = 28 d́ıas. El coeficiente de fluencia

y la retracción han sido calculados de acuerdo a las formulaciones del Model

Code 2010 (2012), siendo Ec(28) = 29.89 GPa, φ(10000, 28) = 1.742 y es

εsh(10000, 28) = −354.31× 10−6.

En el primer caso de estudio se asume que la única carga de larga duración

corresponde al peso propio de la losa. En el segundo caso se asume que al peso

propio se le adiciona una carga muerta qDL de valor 4.50 kN/m2. Esta carga

muerta es agregada en t0 inmediatamente luego del tensado.

Las gráficas de las Figuras (4.15) y (4.16) muestran la deformación vertical

y el momento flector para la losa sometida a su peso propio y las gráficas de

las Figuras (4.17) y (4.18) muestran los mismos parámetros para el caso de la

losa sometida a su peso propio y a la carga muerta qDL.

La pérdida de pretensado a los 10000 d́ıas para la losa sometida a su peso

propio es de 92.2 MPa que corresponde a una pérdida de pretensado del or-

den del 9.0%. Para este caso de carga, el momento flector negativo máximo

aumenta con el tiempo, siendo del orden del 45% superior al momento corres-

pondiente a los 28 d́ıas, tanto el momento positivo máximo como el momento

negativo máximo del vano interior disminuyen, siendo esta disminución del

orden del 32% y del 57%, respectivamente.

Para el caso de la losa sometida a su peso propio y a la carga muerta qDL,
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Figura 4.15: Deformación vertical de la losa unidireccional sometida a su peso
propio.

Figura 4.16: Momento flector de la losa unidireccional sometida a su peso propio.
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Figura 4.17: Deformación vertical de la losa unidireccional sometida a su peso
propio y a la carga muerta.

Figura 4.18: Momento flector de la losa unidireccional sometida a su peso propio
y a la carga muerta.
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la pérdida de pretensado a los 10000 d́ıas es de 81.1 MPa que corresponde

a una pérdida del 7.9%. Los valores de los momentos flectores máximo en

los vanos extremos, los momentos sobre los apoyos intermedios y el momento

máximo en el vano central aumentaron a lo largo del tiempo, dicho aumento

es del orden del 13%, 8% y 27%, respectivamente. Es importante hacer notar

que para ambos casos de carga los valores de las reacciones se mantuvieron

aproximadamente constantes a lo largo del tiempo.

Con relación a las deformaciones máximas, mientras que para el caso de la

viga sometida a su peso propio las deformaciones verticales máximas a largo

plazo son el orden de una vez y media la deformación vertical instantánea,

para el segundo caso de estudio las deformaciones verticales máximas a largo

plazo son del orden de tres veces la deformación instantánea.

Si asumimos los mismos valores para la penetración de las cuñas, para el

coeficiente de rozamiento en curva y para el coeficiente de rozamiento parásito

que en el Ejemplo N◦3, el valor de la pérdida por rozamiento entre los puntos

de anclaje del acero de pretensado es del orden de 11825.2 N, que representa

una pérdida del 2.92%.

4.7. Validación estad́ıstica de la formulación

propuesta

A los efectos de validar estad́ısticamente la formulación propuesta podemos

utilizar la prueba T de Student para muestras relacionadas, una muestra con

los valores obtenidos por los ensayos disponibles en la bibliograf́ıa y la otra

con los valores calculados por la formulación propuesta (Gatti, 2005; S. Ross,

2007). Para los valores medidos y los calculados de la pérdida de pretensado

presentados en la Tabla 4.1, podemos hacer la hipótesis de que las medias de

ambos conjuntos de datos relacionados no difieren significativamente (hipótesis

nula). Para aceptar o rechazar esta hipótesis debemos realizar la prueba T de

Student para dos muestras relacionadas. Como esta metodoloǵıa es válida para

distribuciones normales, primero se debe realizar una prueba de normalidad

de la muestra. A tales efectos se puede utilizar la prueba de Shapiro - Wilk

(Shaprio y Wilk, 1965). Para estas muestras el valor calculado del estad́ıstico

W de Shapiro - Wilk es W = 0.91, el cual es mayor que el valor cŕıtico del

estad́ıstico obtenido por según el tamaño de la muestra y para un nivel de
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significación mayor al 5%, Wcrit = 0.77, por lo que se acepta la hipótesis nula.

En otras palabras la hipótesis de normalidad no puede ser rechazada. En la

Tabla 4.4 se hayan tabulados los parámetros de la prueba T de Student. El

valor del estad́ıstico T es -3.1460 y el valor cŕıtico del estad́ıstico con un nivel

de confianza mayor al 95% es Tcrit = 4.3027. Por lo que se acepta la hipótesis

nula.

Tabla 4.4: Parámetros de cálculo de la prueba T de Student para los valores de la
Tabla 4.1.

Medido Calculado
Media 93.133 98.867
Varianza 3372.143 3102.823
Observaciones 3 3
Coeficiente de correlación de Pearson 0.9993
Diferencia hipotética de las medias 0
Grados de libertad 2
Estad́ıstico T -3.1460
P (T ∗ <= T ) dos colas 0.0879
Valor cŕıtico de T (dos colas) 4.3027

En conclusión, la media de las pérdidas obtenidas en los ensayos, no difieren

significativamente de la media de las pérdidas calculadas por la formulación

propuesta, lo cual valida la utilización de esta última.

De manera análoga, podemos estudiar la validez de la formulación pro-

puesta para calcular las deformaciones diferidas. Para ello consideraremos los

tres resultados de las deformaciones diferidas de la Tabla 4.2 y los dos de la

Tabla 4.3 obtenidos para una edad del hormigón de 600 d́ıas. El estad́ıstico W

de Shapiro - Wilk es 0.836 y el valor cŕıtico del estad́ıstico es Wcrit = 0.762

por lo que la hipótesis nula no puede ser rechazada. En la Tabla 4.5 se hayan

tabulados los parámetros de la prueba T de Student. El valor del estad́ıstico

T es 1.5924 y el valor cŕıtico del estad́ıstico con un nivel de confianza mayor

al 95% es Tcrit = 2.7764. Por lo que se acepta la hipótesis nula.

Nuevamente podemos concluir que la media de las flechas diferidas obte-

nidas en los ensayos, no difieren significativamente de la media de las flechas

calculadas por la formulación propuesta.
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Tabla 4.5: Parámetros de cálculo de la prueba T de Student para los valores de la
Tabla 4.2 y los valores a t = 600 d́ıas de la Tabla 4.3.

Medido Calculado
Media 19.56 14.5
Varianza 2003.413 1449.415
Observaciones 5 5
Coeficiente de correlación de Pearson 0.9983
Diferencia hipotética de las medias 0
Grados de libertad 4
Estad́ıstico T 1.5924
P (T ∗ <= T ) dos colas 0.1865
Valor cŕıtico de T (dos colas) 2.7764

4.8. Conclusiones

En este trabajo se ha desarrollado una formulación para el análisis de vigas

compuestas de hormigón pretensado con pretensado interior no adherente en

estado de servicio. Esta formulación contempla tanto el análisis en el corto

como en el largo plazo, el estado no fisurado y fisurado del miembro, la fluencia

y la retracción del hormigón, la relajación del acero de pretensado y la presencia

de armadura pasiva. Adicionalmente, el trazado de la armadura de pretensado

puede ser genérico. A partir de dicha formulación se ha propuesto un algoritmo

computacional para el análisis de este tipo de vigas sin utilizar el método

de elementos finitos. Dicha implementación computacional permite el análisis

tanto de vigas estáticamente determinadas como el de vigas continuas.

Una de las principales ventajas del algoritmo computacional propuesto es

que se basa en los principios básicos de la resistencia de los materiales. Es por

ello que además de poder aplicarse en el diseño y el cálculo de las estructu-

ras, puede utilizarse como una herramienta de verificación para formulaciones

matemáticas más complejas.

La comparación entre los resultados obtenidos de la pérdida de pretensado

entre el modelo computacional y los resultados experimentales, permite con-

cluir que el modelo propuesto reproduce satisfactoriamente el comportamiento

de viga con pretensado no adherente en estado de servicio a lo largo del tiem-

po tanto para vigas estáticamente determinadas como para vigas continuas. Si

bien algunas diferencias fueron observadas para uno de los casos comparados,

es oportuno mencionar que para dicho caso las tensiones en el hormigón supe-

ran el ĺımite para considerar un comportamiento lineal de la fluencia y por lo

112



tanto no válidas las hipótesis de linealidad, lo que puede estar dando lugar a

tales diferencias.

Podemos concluir además que la construcción de la losa del tablero en sitio,

según el procedimiento descrito en este trabajo, tiene un efecto beneficioso en

lo que respecta a la redistribución de las tensiones en el hormigón en zonas de

momentos positivos y por lo tanto en la pérdida del pretensado.

113



Caṕıtulo 5

Análisis a lo largo del tiempo de
vigas de hormigón con
pretensado adherente
simplemente apoyadas y
continuas

Páez, P.M., Sensale-Cozzano, B. (2021). Time-dependent analysis of simply

supported and continuous unbonded prestressed concrete beams. Engineering

Structures, 240: 112376.

doi: 10.1016/j.engstruct.2021.112376

Impact Factor (2020): 3.548; Quartile 1.

5.1. Introducción

El pretensado interior no adherente es una tipoloǵıa de pretensado en el

que los cables de pretensado están embebidos en el hormigón pero no hay

adherencia entre éste y los cables. Este tipo de pretensado se caracteriza por

el hecho de que la tensión en los cables no puede determinarse mediante un

análisis seccional como en el caso del pretensado adherente. Por el contrario,

la tensión en los cables se debe determinar teniendo en cuenta la deformación

global del elemento.

El principal objetivo de los investigadores en este campo ha sido predecir el

comportamiento en rotura por flexión de elementos de hormigón con pretensa-

114



do interior no adherente simplemente apoyados y continuos. Algunos enfoques

se basan en el método de los elementos finitos y otros en métodos anaĺıticos.

Dentro de los métodos anaĺıticos se puede encontrar una extensa revisión de

la literatura para vigas simplemente apoyadas en Manisekar y Senthil (2006) y

Naaman y Alkhairi (1991a) y para vigas continuas y losas unidireccionales en

Cook et al. (1981), Du et al. (2016), M. H. Harajli (2011), M. H. Harajli (2012)

y Mattock et al. (1971). Dentro de los enfoques basados en el método de ele-

mentos finitos, podemos hacer referencia a los siguientes trabajos de Barbieri

et al. (2006), Lou et al. (2013), Moon y Burns (1997) y Vu et al. (2010).

Aunque es muy importante predecir el comportamiento de los elementos

de hormigón con pretensado interior no adherente en rotura, también es muy

importante predecir el comportamiento de este tipo de elementos bajo condi-

ciones de carga de servicio, particularmente bajo cargas de servicio de larga

duración. Cuando un elemento de hormigón está sujeto a acciones externas

de largo plazo, incluyendo la acción del pretensado, la fluencia y la retracción

del hormigón y relajación del acero de pretensado toman lugar. Estos fenóme-

nos reológicos provocan un aumento de las deformaciones y una pérdida de

tensión en el acero de pretensado. Si los parámetros anteriores no se estiman

correctamente, pueden ocurrir problemas en el estado de servicio del elemento

(Youakim et al. 2007).

Sin embargo, existen pocos trabajos que permitan predecir el comporta-

miento en flexión bajo acciones de larga duración en vigas de hormigón simple-

mente apoyadas y continuas con pretensado interior no adherente. El CEB-FIP

(2010), Gauvreau (1993) y Guo et al. (2018) propusieron ecuaciones simplifi-

cadas para estimar la pérdida de pretensado en vigas simplemente apoyadas

de hormigón con pretensado interior no adherente. Para tener en cuenta los

efectos de largo plazo, la ecuación del CEB-FIP (2010) se basa en el Método

de la Tasa de Fluencia (Glanville, 1930), mientras que la ecuación de Gau-

vreau (1993) se basa en el Método de Módulo Efectivo Ajustado por la Edad

(AAEMM) (Bazant, 1972). Ninguna de estas ecuaciones incluye la relajación

del acero de pretensado o el rozamiento entre los cables y sus vainas. La ecua-

ción de Guo et al. (2018) se basa en el AAEMM bajo supuestos de adherencia

y, aunque los autores lo aplican a cables no adheridos, este procedimiento no

es correcto. Páez y Sensale (2017) propusieron una ecuación simplificada para

estimar la pérdida de pretensado en elementos simplemente apoyados con pre-

tensado interior no adherente basados en el AAEMM. La ecuación incluye la
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fluencia y la retracción del hormigón y la relajación del acero de pretensado.

Moon y Burns (1997) desarrollaron un programa computacional para análisis

a lo largo del tiempo utilizando elementos de tipo h́ıbrido. En este modelo

numérico la deformación por fluencia se calcula utilizando el algoritmo de ca-

dena lineal de Maxwell desarrollado por Bažant y Wu (1974) basado en el

Método de la Tasa de Fluencia. El modelo tiene en cuenta el rozamiento entre

los cables y las vainas. El trabajo de Barbieri et al. (2006) se basa en el trabajo

de Moon y Burns (1997), por lo tanto, se pueden hacer comentarios similares.

Aunque el algoritmo de cadena lineal de Maxwell se ha utilizado ampliamente

para modelar el comportamiento del hormigón como material viscoelástico y

se ha demostrado que se obtienen resultados suficientemente precisos, Bazant

y Baweja (1995) demostraron que la hipótesis en la que se basa el Método de

la Tasa de Fluencia no es correcta. El modelo actual de fluencia utilizado por

las normativas se basa en el trabajo mencionado. Lou et al. (2013) propusieron

un modelo numérico basado en el método de elementos finitos. Este modelo

predice el comportamiento bajo carga de servicio a lo largo del tiempo de vigas

continuas con pretensado interior no adherente. Las rigideces de las secciones

de la viga se calculan dividiendo la sección en pequeñas capas. Sin embargo,

para el análisis a lo largo del tiempo, los autores utilizaran una función de

fluencia que no es la recomendada por las diferentes normativas a nivel mun-

dial. Tampoco se considera el rozamiento entre el acero de pretensado y las

vainas.

Aunque los diferentes normas permiten que los elementos de hormigón se

fisuren de forma parcial bajo ciertas condiciones de carga y/o exposiciones

ambientales, es decir, que los elementos tengan secciones fisuradas (Estado II),

en general, bajo carga de servicio de larga duración, o más precisamente bajo

la combinación cuasi-permanente de acciones, los elementos de hormigón pre-

tensado son diseñados para que sus secciones no estén fisuradas. La fisuración

debida a la carga variable es de naturaleza transitoria (Ghali et al. 2002).

El principal objetivo de este trabajo es obtener una ecuación para estimar la

pérdida de pretensado en vigas continuas de hormigón con pretensado interior

no adherente. Esta ecuación se basa en la hipótesis de perfecta no adherencia

entre el acero de pretensado y el hormigón y tiene en cuenta la fluencia y la

retracción del hormigón y la relajación del acero de pretensado.

Si bien la hipótesis de perfecta no adherencia es correcta para la mayoŕıa

de los casos prácticos, hay casos en los que dicha hipótesis no es del todo
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correcta, como ser por ejemplo en cables largos con muchos cambios en la

desviación angular. Para estos casos, el segundo objetivo de este trabajo está

relacionado con la fórmula utilizada para calcular la tensión en cada sección

del acero de pretensado no adherente teniendo en cuenta el rozamiento entre

los cables y sus vainas. En este art́ıculo, proponemos una ecuación de forma

integral, correctamente justificada, para calcular la deformación unitaria en

cada sección del acero de pretensado no adherente. Esta ecuación se basa en la

ecuación para la pérdida por rozamiento aceptada por las diferentes normas.

La deformación unitaria en cada sección del acero de pretensado se calcula a

partir de la deformación unitaria del hormigón a nivel del centro de gravedad

del acero de pretensado a lo largo de toda la viga.

El último objetivo de este trabajo es desarrollar un modelo numérico basa-

do en el método de elementos finitos para el análisis a lo largo del tiempo de

vigas simplemente apoyadas y continuas con pretensado interior no adherente.

El enfoque propuesto tiene en cuenta la fluencia y la retracción del hormigón,

la relajación del acero de pretensado, el acero pasivo de refuerzo y el roza-

miento entre los cables y sus vainas. La originalidad de este enfoque radica

en cuatro aspectos que mejoran la precisión en comparación con los enfoques

existentes: (1) para tener en cuenta el envejecimiento del hormigón, se utiliza

un modelo basado en el Método Paso a Paso y la función de fluencia es la

recomendada por las normas actuales; (2) el modelo numérico tiene en cuenta

el rozamiento entre los cables y sus vainas; (3) el acero pasivo de refuerzo se

modela como un elemento diferente al elemento de viga de hormigón y; (4) los

cables no adherentes se modelan utilizando un sistema de fuerzas y momentos

equivalentes aplicados a los elementos de viga.

5.2. Ecuaciones constitutivas instantáneas y

de largo plazo de los materiales

La deformación total en el tiempo t de un espécimen de hormigón cargado

axialmente puede expresarse mediante la Ecuación (5.1) (Bazant, 1982):

ε(t) = εe(t) + εcr(t, t0) + εsh(t, ts) (5.1)

donde εe(t) es la deformación instantánea, εcr(t, t0) es la deformación debida
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a la fluencia, εsh(t, ts) es la deformación debida a la retracción y t0 y ts, son la

edad del hormigón al momento de puesta en carga y la edad del hormigón al

comienzo de la retracción, respectivamente.

Asumiendo que en el estado de servicio del elemento de hormigón se cum-

plen las hipótesis de linealidad (A. Ross, 1958), es decir, es válido el principio

de superposición, el hormigón puede ser tratado como un material viscoelástico

lineal, y la deformación en el instante t causado por una historia de tensiones

puede obtenerse utilizando la Ecuación (5.2):

ε(t) =
σc(t0)

Ec(t0)
(1 + φ(t, t0)) +

∫ τ=t

τ=t0

1 + φ(t, τ)

Ec(τ)
dσc(τ) + εsh(t, ts) (5.2)

donde σc(t0) es la tensión de compresión en el hormigón en el instante t = t0

φ(t, t0) y φ(t, τ) son los coeficientes de fluencia entre los tiempos t0 y t y

entre los tiempos τ y t, respectivamente, y Ec(t0) y Ec(τ) son los módulos de

elasticidad del hormigón en los instantes t = t0 y t = τ , respectivamente.

Además, la relación tensión-deformación del hormigón en cualquier instante

en estado de servicio, bajo carga de corta duración, se puede expresar mediante

la Ecuación (5.3) (CEB-FIP, 2010):

εe(t) =
σc
Ec

para − 0.40 · fcm ≤ σc ≤ fctm (5.3)

donde fcm(t) y fctm(t) son la resistencia media a compresión y la resistencia

media a tracción del hormigón en el instante t, respectivamente.

Si se utiliza la “regla rectangular” para la integración numérica de la Ecua-

ción (5.2), se puede reescribir como Ecuación (5.4) (Gilbert y Ranzi, 2010):

ε(tj) = J(tj, t0)σc(t0) +

i=j∑
i=1

J(tj, ti)∆σc(ti) + εsh(tj, ts) (5.4)

donde ∆σc(ti) = σc(ti) − σc(ti−1) y J(tj, ti) representa la función de fluencia

calculada al tiempo tj relativa a una tensión unitaria aplicada en el tiempo ti;

su expresión viene dada por la Ecuación (5.5):

J(tj, ti) =
1 + φ(tj, ti)

Ec(ti)
(5.5)

siendo Ec(ti) el módulo de deformación del hormigón en el instante de tiempo
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ti.

Dado que bajo condiciones de carga de servicio la tensión en el acero pasivo

y en el acero activo permanece por debajo de sus respectivos ĺımites elásticos

caracteŕısticos, se puede asumir un comportamiento elástico lineal para ten-

siones hasta la tensión de fluencia. Luego, para el análisis a corto plazo, la

relación tensión-deformación para el acero pasivo y para el acero activo se

puede expresar como Ecuaciones (5.6) y (5.7), respectivamente:

σs = Esεs (5.6)

σp = Epεp (5.7)

donde σs, Es y εs representan la tensión, el módulo de elasticidad y la defor-

mación unitaria del acero pasivo, respectivamente, y σp, Ep y εp representan

la tensión, el módulo de elasticidad y la deformación unitaria del acero activo,

respectivamente.

Bajo la hipótesis de perfecta no adherencia, la fuerza en el cable de preten-

sado puede asumirse constante a lo largo de toda su longitud entre los puntos

de anclaje. Sin embargo, la fuerza del cable no será constante si se produce

rozamiento entre éste y la vaina. La deformación unitaria en el acero de pre-

tensado no adherente ubicado a una distancia x del extremo de la viga εp(x)

se puede escribir como en la Ecuación (5.8):

εp(x) = εp,0(x) + ∆εp(x) (5.8)

donde εp,0(x) es la deformación unitaria inicial del cable en una sección ubicada

a una distancia x luego que todas las pérdidas por rozamiento han ocurrido y

∆εp(x) es su cambio en la deformación unitaria.

La condición de compatibilidad para el acero de pretensado no adherente

requiere que su deformación sea igual al valor integrado de la deformación

unitaria del hormigón a nivel del centro de gravedad del acero de pretensado a

lo largo de toda su longitud. Bajo la hipótesis de la teoŕıa de vigas de Navier-

Bernoulli y considerando que el ángulo de inclinación del cable α(x) es pequeño,

dicha condición puede expresarse matemáticamente como la Ecuación (5.9)

(Gauvreau, 1993):

∆lp =

∫ x=l

x=0

∆εc,p(x)dx (5.9)
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donde ∆lp es la deformación del acero de pretensado no adherente, l es la

longitud de la viga entre los puntos de anclaje del cable y ∆εc,p(x) la variación

en la deformación unitaria en el hormigón a nivel del acero de pretensado.

La Ecuación (5.9) puede reescribirse en términos del cambio de deformación

unitaria del acero de pretensado, como en la Ecuación (5.10):

∆lp =

∫ x=l

x=0

∆εp(x)dx (5.10)

Debido a que la condición de perfecta no adherencia entre el acero de pre-

tensado y el hormigón no existe, se generará una pérdida en la fuerza de pre-

tensado por rozamiento entre una sección ubicada en x y una sección ubicada

en s. La pérdida por rozamiento se puede escribir en términos de la variación

de la deformación unitaria de acero, como en la Ecuación (5.11) Model Code

2010, 2012:

∆εp(x) = ∆εp(s)Ψ(x− s) (5.11)

donde Ψ(x− s) viene dado por la Ecuación (5.12):

Ψ(x− s) = e−(µ·α(x−s)+k·|x−s|) (5.12)

donde k es el coeficiente parásito, α(x− s) es el ángulo acumulado en radianes

a través del cual la tangente al trazado del cable ha girado entre los puntos

ubicados en las secciones x y s, µ es el coeficiente de rozamiento en la curva,

y |x− s| es la longitud entre las secciones ubicadas en x y s.

Supongamos que se aplica un cambio en la deformación unitaria en el hor-

migón ∆εc,p(s) en la sección s mientras que las otras secciones permanecen

indeformadas. Teniendo en cuenta las Ecuaciones (5.9), (5.10) y (5.11), e igua-

lando las Ecuaciones (5.9) y (5.10), se puede obtener la relación dada por la

Ecuación (5.13):

∆εc,p(s)ds =

∫ x=l

x=0

∆εp(s)Ψ(x− s)dx = ∆εp(s) · Πx(s) (5.13)

donde Πx(s) viene dada por la Ecuación (5.14):

Πx(s) =

∫ x=l

x=0

Ψ(x− s)dx (5.14)
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Ahora bien, si el cambio de deformación en el hormigón εc,p(s) se aplica a todas

las secciones, las condiciones de compatibilidad se pueden escribir como en la

Ecuación (5.15):∫ s=l

s=0

∆εc,p(s)ds =

∫ s=l

s=0

∆εp(s) · Πx(s)

l
ds =

1

l

∫ s=l

s=0

∆εp(x)

Ψ(x− s)
Πx(s)ds (5.15)

Reordenando la Ecuación (5.15), el cambio en la deformación unitaria del acero

de pretensado en la sección ubicada a una distancia x se puede escribir como

en la Ecuación (5.16):

∆εp(x) = l

∫ s=l

s=0

∆εc,p(s)ds

∫ s=l

s=0

Ψ(x− s)

Πx(s)
ds (5.16)

La relajación en acero se desarrolla para niveles de tensión superiores al

40% de su ĺımite elástico caracteŕıstico. Dado que el acero pasivo de refuerzo

está sujeto a bajos niveles de tensión en estado de servicio, la relajación en el

acero pasivo es insignificante. En cambio, el acero de pretensado está sujeto a

altos niveles de tensión, y por lo tanto se desarrollará una pérdida de tensión

a lo largo del tiempo. Luego, la relación tensión-deformación para el acero de

pretensado puede expresarse como en la Ecuación (5.17):

εp(t, x) =
σp(t, x) + ∆σ̄pr(t− t0, x)

Ep
(5.17)

donde ∆σ̄pr(t − t0, x) es la relajación reducida en una sección ubicada a una

distancia x. Ésta se puede calcular de acuerdo con el modelo del coeficiente de

relajación χr(x) (Ghali et al. 2002), Ecuación (5.18):

∆σ̄pr(t− t0, x) = χr(x)∆σpr(t− t0, x) (5.18)

donde ∆σpr(t − t0, x) es la relajación intŕınseca. La relajación reducida tiene

en cuenta que la relajación del acero de pretensado será un proceso de longitud

variable en lugar de un proceso de longitud constante.

El coeficiente de relajación puede calcularse de acuerdo con la Ecuación

(5.19):

χr(x) =

∫ ξ=1

ξ=0

(1− Ωxξ)

(
λx(1− Ωxξ)− 0.4

λx − 0.4

)2

dξ (5.19)
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en donde Ωx y λx vienen dados por las Ecuación (5.20):

Ωx =
∆σps(t− t0, x)−∆σpr(t− t0, x)

σp,0(x)

λx =
σp,0(x)

fptk

(5.20)

donde σp,0(x) es la tensión inicial del pretensado en una sección ubicada a

una distancia x, fptk es la resistencia caracteŕıstica a tracción del acero y

∆σps(t − t0, x) es la variación de tensión en el acero debido a la combinación

de los efectos de fluencia y retracción del hormigón y de la relajación del acero

en la sección x.

Finalmente, las relaciones de tensión-deformación del hormigón y el acero

para los tiempos t = t0 y t = tj se pueden escribir como en las Ecuaciones

(5.21) y (5.22), respectivamente:

σc(t0, x) = Ec(t0)ε0(x)

σs(t0, x) = Esεs,0(x)

σp(t0, x) = Ep (εp,0(x) + ∆εp(t0, x))

(5.21)

σc(tj, x) = Ec(tj) (ε(tj, x)− εsh(tj)) +

i=j−1∑
i=0

Fe(tj, ti)σc(ti, x)

σs(tj, x) = Esεs(tj, x)

σp(tj, x) = Ep(i) (εp,0(x) + ∆εp(tj, x)− εp,rel(tj, x))

(5.22)

donde Fe(tj, ti) = (J(tj, ti+1)− J(tj, ti)) /J(tj, tj) y εp,rel(tj, x) = ∆σ̄pr(t −
t0, x)/Ep

5.3. Ecuación simplificada para estimar la

pérdida de pretensado en vigas continuas

con pretensado interior no adherente

Consideremos una viga continua de hormigón con pretensado interior no

adherente con un trazado genérico del cable y cuya sección transversal es

simétrica con respecto al eje z. El eje ortogonal y pasa a través del centro
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de gravedad de la sección y el momento flector se aplica alrededor del eje y

(Figura (5.1)). Supongamos que todas las cargas externas de larga duración,

incluido el pretensado, se aplican en el tiempo t0, que existe perfecta no adhe-

rencia para el acero de pretensado y que, bajo la acción de todas las cargas

externas de largo plazo, el elemento está no fisurado. Además, se desprecia la

contribución del acero pasivo.

Figura 5.1: Sección transversal de la viga.

La Figura (5.2) muestra una sección ubicada a una distancia x medida

desde un extremo de la viga. En el tiempo t0, el momento interno debe ser

igual al momento externo en la sección, Ecuación (5.23) (Figura (5.2a)):

Fc,0(x) (ecp(x) + a(x)) =Mext = M̂(x) +Ms(x) (5.23)

donde Fc,0(x) es la fuerza interna en el hormigón; ecp(x) es la excentricidad

del cable; a(x) es la distancia desde el centro de gravedad de la sección hasta

el punto de aplicación de Fc,0(x); y Mext(x), M̂(x) y Ms(x) son el momento

externo total debido a las cargas de larga duración, el momento debido a la

carga externa de larga duración, incluido el pretensado, y el momento secun-

dario debido al pretensado. El equilibrio axial de las fuerzas internas en la

sección requiere, Ecuación (5.24):

Fc,0(x) = Np,0 (5.24)

donde Np,0 es la fuerza en el cable después de aplicar todas las cargas de largo

plazo (esta fuerza es diferente de la fuerza inicial de pretensado).

Para todo tiempo t > t0 se debe cumplir la relación dada por la Ecuación
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Figura 5.2: Análisis de las fuerzas internas a lo largo del tiempo en una viga
continua con pretensado interior no adherente: a) fuerzas internas en el tiempo t0;
b) fuerzas internas en el tiempo t > t0.

(5.25):

(Fc,0(x) + ∆Fc(t, x)) (ecp(x) + a(x) + ∆a(t, x)) =Mext

= M̂(x) +Ms(x) + ∆Ms(t, x) (5.25)

donde ∆Fc(t, x) es el cambio en la fuerza de compresión resultante en el hor-

migón y ∆Ms(t, x) es el cambio en el momento secundario.

Teniendo en cuenta que la viga continua es postensada (debido al uso de

cables no adherentes) y suponiendo que el hormigón de la viga se vierte en una

sola etapa, el cambio en el momento secundario se puede escribir como en la

Ecuación (5.26) (Neville, 1983):

∆Ms(t, x) =
Ms(x)

Np,0

∆Pp(t) (5.26)

donde ∆Pp(t) es el cambio en la fuerza de pretensado.

Por otra parte, el equilibrio interno requiere, Ecuación (5.27):

∆Fc,0(x) = ∆Pp(t) (5.27)

El cambio en la tensión en el hormigón a nivel del centro de gravedad

del acero de pretensado ∆σc,p(t, x) entre los tiempos t0 y t viene dado por la
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Ecuación (5.28):

∆σc,p(t, x) = σc,p(t, x)− σc,p(t0, x)

= −(Fc,0(x) + ∆Fc(t, x))

Ac
+ · · ·

· · ·+ (Fc,0(x) + ∆Fc(t, x)) (a(x) + ∆a(x))

Ic
ecp(x)

· · · − Fc,0(x)

Ac
+
Fc,0a(x)

Ic
ecp(x) (5.28)

donde Ac y Ic son el área y el momento de inercia de la sección de la viga.

Igualando las Ecuaciones (5.23) y (5.24), teniendo en cuenta la Ecuación

(5.27) y despreciando los términos de segundo orden, ∆a(t, x) puede expresarse

como la Ecuación (5.29):

∆a(t, x) = −(ecp(x) + a(x))

Fc,0(x)
∆Pp(t) +

êcp(x)

Fc,0
∆Pp(t) (5.29)

donde êcp(x) viene dado por la Ecuación (5.30):

êcp(x) =
Ms(x)

Np,0

(5.30)

Teniendo en cuenta la Ecuación (5.29) y despreciando los términos de se-

gundo orden, la Ecuación (5.28) se puede escribir como Ecuación (5.31):

∆σc,p(t, x) = −∆Pp(t)

Ac
− (ecp(x)− êcp(x))∆Pp(t)

Ic
ecp(x) (5.31)

Reordenando la Ecuación (5.2) y aplicando el AAEMM, el cambio en la

deformación unitaria en una fibra del hormigón ubicada al nivel del centro de

gravedad del acero de pretensado puede expresarse como la Ecuación (5.32)

(Bazant, 1972):

∆εc,p(t, x) =
σc,p(t0, x)

Ec(t0)
φ(t, t0) +

∆σc,p(t, x)

Ect(t, t0)
+ εsh(t, t0) (5.32)

donde Ect(t, t0) es el módulo de elasticidad ajustado por la edad y su expresión

viene dada por la Ecuación (5.33):

Ect(t, t0) =
Ec(t0)

1 + χ(t, t0)φ(t, t0)
(5.33)
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siendo χ(t, t0) el coeficiente de envejecimiento.

Luego, la deformación del cable no adherente (Ecuación (5.9)) se puede

expresar como Ecuación (5.34):

∆lp =
φ(t, t0)

Ec(t0)

∫ l

0

σc,p(t0, x)dx+ εsh(t, t0)l + · · ·

· · ·+ ∆Pp(t)

Ect(t, t0)

∫ l

0

[
1

Ac
+

(ecp(x)− êcp(x))

Ic
ecp(x)

]
dx (5.34)

teniendo en cuenta la relación dada por la Ecuación (5.35):

∆lp
l

=
∆Pp(t)

EpAp
+

∆σ̄pr(t− t0)

Ep
(5.35)

Luego, la pérdida de pretensado en una viga continua de hormigón con

pretensado interior no adherente puede calcularse como en la Ecuación (5.36):

∆Pp(t) =

1
l
φ(t,t0)
Ec(t0)

∫ l
0
σc,p(t0, x)dx+ εsh(t, t0)− ∆σ̄pr(t−t0)

Ep

1
EpAp

+ 1
lEct(t,t0)

∫ l
0

[
1
Ac

+ (ecp(x)−êcp(x))
Ic

ecp(x)
]
dx

(5.36)

5.4. Formulación mediante elementos finitos

Consideremos una viga continua de hormigón con pretensado interior no

adherente cuyo trazado del cable sea genérico y con acero pasivo de refuerzo

(Figura (5.3)). El enfoque de elementos finitos propuesto en este trabajo se basa

en el modelo propuesto por Páez y Sensale (2017), en el que la viga de hormigón

con pretensado interior no adherente y acero pasivo se modela mediante el

ensamblaje de elementos de viga y elementos de barra. Los elementos de viga

simulan la sección de hormigón, mientras que los elementos de barra simulan

el acero pasivo. En el enfoque propuesto, los cables se modelan utilizando un

sistema de fuerzas y momentos equivalentes aplicados a los elementos de viga.

Consideremos nuevamente que la sección transversal de la viga es simétrica

con respecto al eje z, el eje ortogonal y pasa a través de su baricentro y el

momento flector se aplica alrededor del eje y (Figura (5.1)). Las cargas externas

de larga duración se pueden aplicar en cualquier momento ts y el elemento se

encuentra no fisurado bajo la acción de todas las cargas externas de larga
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Figura 5.3: Viga continua de hormigón con pretensado interior no adherente, con
trazado genérico del cable y refuerzo de acero: discretización por elementos finitos.
x(l) y z(l) son ejes locales del elemento de viga y l(e) y α(e) son la longitud del
elemento de viga y el ángulo del segmento de cable (positivo como se muestra),
respectivamente.
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duración.

Debido a la respuesta no lineal de la estructura, es necesario utilizar mo-

delos numéricos para evaluar las ecuaciones que gobiernan el problema. Por lo

tanto, la longitud del elemento de viga debe ser suficientemente pequeña para

lograr la convergencia de la solución.

5.4.1. Análisis instantáneo

Dado que las cargas se pueden aplicar en cualquier momento t = ts, el

análisis instantáneo puede realizarse para cualquier tiempo t = ts.

La matriz de rigidez del elemento de viga de Navier-Bernoulli de dos no-

dos [K
(e)
b ] se puede escribir como Ecuación (5.37). La Figura (5.4) muestra las

convenciones de signo para los grados de libertad locales de un elemento de

barra genérico. Esta expresión de la matriz de rigidez supone que el desplaza-

miento axial es una función lineal y el desplazamiento vertical es una función

polinomial cúbica (Ghali y Neville, 1978; Oñate, 2009).

[K
(e)
b ] =



EcAc

l(e)
0 0 −EcAc

l(e)
0 0

0 12EcIc
(l(e))3

6EcIc
(l(e))2

0 −12EcIc
(l(e))3

6EcIc
(l(e))2

0 6EcIc
(l(e))2

4EcIc
l(e)

0 − 6EcIc
(l(e))2

2EcIc
l(e)

−EcAc

l(e)
0 0 EcAc

l(e)
0 0

0 −12EcIc
(l(e))3

− 6EcIc
(l(e))2

0 12EcIc
(l(e))3

−6EcIc
(le)2

0 6EcIc
(l(e))2

2EcAc

l(e)
0 − 6EcIc

(l(e))2
4EcIc
l(e)


(5.37)

donde Ec = Ec(ts) es el módulo de elasticidad del hormigón el tiempo ts; Ac

e Ic son el área y el momento de inercia de la sección transversal de hormigón

del elemento de viga, respectivamente; y l(e) es la longitud del elemento.

Figura 5.4: Convención de signos para los grados de libertad locales del elemento
de barra genérico.

La matriz de rigidez de un elemento de barra con dos grados de libertad
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viene dada por la Ecuación (5.38) (Oñate, 2009):

[K(e)
s ] =

EsAs
l(e)

[
1 −1

−1 1

]
(5.38)

La contribución del elemento de barra a la rigidez del elemento de viga

viene dada por la Ecuación (5.39):

[K(e)
s ]trans = [Ts]

T [K(e)
s ][Ts] (5.39)

donde [Ts] es la matriz de transformación obtenida por las relaciones geométri-

cas del desplazamiento y su expresión está dada por la Ecuación (5.40):

[Ts] =

[
1 0 −es 0 0 0

0 0 0 1 0 −es

]
(5.40)

donde es es la distancia desde el centro de gravedad de la viga al baricentro

del acero pasivo. Luego, [K
(e)
s ]trans viene dada por la Ecuación (5.41):

[K(e)
s ]trans =

EsAs
l(e)



1 0 −es −1 0 es

0 0 0 0 0 0

−es 0 e2s es 0 −e2s
−1 0 es 1 0 −es
0 0 0 0 0 0

es 0 −e2s −es 0 e2s


(5.41)

Si la viga tiene más de una capa de acero pasivo, como se muestra en la

Figura (5.2), [K
(e)
s ]trans se puede calcular usando la Ecuación (5.42):

[K(e)
s ]trans =

i=ms∑
i=1

EsAs(i)
l(e)



1 0 −es(i) −1 0 es(i)

0 0 0 0 0 0

−es(i) 0 e2s(i) es(i) 0 −e2s(i)
−1 0 es(i) 1 0 −es(i)
0 0 0 0 0 0

es(i) 0 −e2s(i) −es(i) 0 e2s(i)


(5.42)

donde ms es el número de capas de acero pasivo, As(i) y es(i) son el área de

acero pasivo de la i-ésima capa y la distancia desde el baricentro de la viga al
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baricentro del acero pasivo de la capa i-ésima capa, respectivamente.

Luego, la matriz de rigidez del elemento de viga de hormigón armado viene

dada por la Ecuación (5.43):

[K(e)] = [K
(e)
b ] + [K(e)

s ]trans (5.43)

5.4.2. Acero de pretensado no adherente

Consideremos el i-ésimo elemento de viga entre los nodos i y j cuya longitud

es l
(e)
i y su correspondiente segmento de cable entre los nodos î y ĵ cuya longitud

es l
(e)
p,i . Sean Fp,̂i y Fp,ĵ la fuerza del cable en los nodos î y ĵ, respectivamente, y

frîĵ la fuerza de fricción por unidad de longitud en el segmento de cable entre

los nodos î y ĵ, Figura (5.5a). La Figura (5.5b) muestra el diagrama de cuerpo

libre del segmento de cable îĵ, donde Np,̂i y Np,ĵ son las respectivas fuerzas

axiales internas en cada extremo del segmento de tendón. Según la convención

de signos comúnmente utilizada de la Resistencia de los Materiales, las fuerzas

axiales positivas producen tracción (Oñate, 2009) (Figura (5.5b)). Las fuerzas

Np,̂i y Np,ĵ dependen de la tensión unitaria del tendón y se pueden calcular

de acuerdo con la Ecuación (5.8). Luego, la relación entre las fuerzas axiales

internas y las fuerzas nodales de equilibrio viene dada por la Ecuación (5.44):

Fp,̂i = −Np,̂i

Fp,ĵ = Np,ĵ

(5.44)

Sean x
(g)
i,u , y

(g)
i,u , x

(g)
j,u y y

(g)
j,u las coordenadas globales de los nodos i y j del

i-ésimo elemento de viga en la posición indeformada, y x
(g)

î,u
, y

(g)

î,u
, x

(g)

ĵ,u
y y

(g)

ĵ,u
las

coordenadas globales de los nodos î y ĵ del segmento de cable, respectivamente

(Figura (5.6)).

Si las fuerzas del segmento de cable se proyectan sobre los ejes locales del

elemento de viga, éstas se pueden escribir como fuerzas y momentos concentra-

dos en los nodos del elemento y fuerzas y momentos distribuidos en su longitud

(Figura (5.5c)). Como el segmento de cable es pequeño, se puede suponer que

frîĵ es constante a lo largo de su longitud y, por lo tanto, se puede suponer que

mp,i, hp,i y qp,i también son constantes. Teniendo en cuenta la Ecuación (5.44),

las fuerzas y momentos equivalentes del cable se pueden obtener mediante el
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Figura 5.5: Discretización del i-ésimo elemento de viga entre los nodos i y j: a)
segmento de cable sometido a fuerzas nodales axiales y una carga axial distribuida;
b) fuerzas internas del cable; c) fuerzas y momentos equivalentes del cable.
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Figura 5.6: Relación entre las variables nodales.

equilibrio del elemento, y sus expresiones se dan en la Ecuación (5.45):

Hî = −Np,̂i · cos(α
(e)
i )

Vî = −Np,̂i · sin(α
(e)
i )

Mî = Np,̂i · ecp,i · cos
(
α
(e)
i

)
Hĵ = Np,ĵ · cos(α

(e)
i )

Vĵ = Np,ĵ · sin(α
(e)
i )

Mĵ = −Np,ĵ · ecp,j · cos
(
α
(e)
i

)
qp,i = frîĵ · sin(α

(e)
i ) =

(
Np,̂i −Np,ĵ

l
(e)
p,i

)
sin(α

(e)
i )

hp,i = frîĵ · cos(α
(e)
i ) =

(
Np,̂i −Np,ĵ

l
(e)
p,i

)
cos(α

(e)
i )

mp,i =

(
Np,̂i · ecp,i −Np,ĵ · ecp,j

l
(e)
p,i

)
cos(α

(e)
i ) +

(
Np,̂i +Np,ĵ

2

)
sin(α

(e)
i )

(5.45)
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El vector de las fuerzas nodales equivalentes se puede obtener aplicando

el principio de los trabajos virtuales. Los vectores de las fuerzas nodales equi-

valentes debido a una carga transversal uniformemente distribuida qp,i, a una

carga axial uniformemente distribuida hp,i, y a un momento uniformemente

distribuido mp,i, se pueden calcular de acuerdo con Oñate (2009, 2013) y sus

expresiones se dan en las Ecuaciones (5.46), (5.47) y (5.48):

[f (e)
qp,i

] = qp,i · l(e)i
[
0 1

2

l
(e)
i

12
0 1

2
− l

(e)
i

12

]T
(5.46)

[f
(e)
hp,i

] =
hp,i · l(e)i

2

[
1 0 0 1 0 0

]T
(5.47)

[f (e)
mp,i

] = mp,i ·
[
0 1 0 0 −1 0

]T
(5.48)

La acción del cable de pretensado sobre el elemento de viga se puede mo-

delar como un sistema de fuerzas y momentos de igual módulo pero de sentido

contrario a las fuerzas y momentos dados por la Ecuación (5.45). Luego, te-

niendo en cuenta las Ecuaciones (5.46) a (5.48) y que l
(e)
p,i ≈ l

(e)
i , la acción

del cable de pretensado sobre el elemento de viga puede escribirse como en la

Ecuación (5.49):

[P
(e)
i ] = −

[
Hî Vî Mî Hĵ Vĵ Mĵ

]T
+ · · ·

· · · −
(
Np,̂i −Np,ĵ

)
sin(α

(e)
i )
[
0 1

2

l
(e)
i

12
0 1

2
− l

(e)
i

12

]T
+ · · ·

· · · −
(
Np,̂i −Np,ĵ

2

)
cos(α

(e)
i )
[
1 0 0 1 0 0

]T
+ · · ·

· · · −

(
Np,̂i · ecp,i −Np,ĵ · ecp,j

l
(e)
p,i

)
cos(α

(e)
i )
[
0 1 0 0 −1 0

]T
+ · · ·

· · · −
(
Np,̂i +Np,ĵ

2

)
sin(α

(e)
i )
[
0 1 0 0 −1 0

]T
(5.49)

donde [P
(e)
i ] es el vector de las fuerzas nodales equivalentes debidas al preten-

sado.

De acuerdo con la dirección positiva del eje z, como se muestra la Figura

(5.4), la curvatura κ(x) en cualquier sección x de la viga está dada por la
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Ecuación (5.50) (Oñate, 2013):

κ(x) = −d
2w(x)

dx2
(5.50)

donde w(x) es el desplazamiento vertical de la viga en la sección (positiva hacia

abajo).

La deformación unitaria axial puede escribirse como en la Ecuación (5.51):

εr(tj, ξ) =
[
− 1
l(e)

1
l(e)

]
·
[
u
(e)
i (tj) u

(e)
j (tj)

]T
= [Ba][a

(e)
a (tj)] (5.51)

y teniendo en cuenta la Ecuación (5.50), la curvatura puede escribirse como

en la Ecuación (5.52) (Oñate, 2013):

κ(tj, ξ) = −
[

6ξ
(l(e))2

(−1+3ξ)

l(e)
− 6ξ

(l(e))2
(1+3ξ)

l(e)

]
·[

w
(e)
i (tj) θ

(e)
i (tj) w

(e)
j (tj) θ

(e)
j (tj)

]T
= [Bf ][a

(e)
f (tj)] (5.52)

donde ξ es una coordenada local normalizada para el elemento (ξ ∈ [−1, 1]),

[Ba] y [Bf ] son la matriz de deformación y la matriz de curvatura del elemento,

respectivamente, [a
(e)
a (tj)] y [a

(e)
f (tj)] son el vector de los desplazamientos axia-

les nodales y el vector de desplazamientos nodales en flexión en el tiempo tj,

respectivamente, y u
(e)
i (tj), w

(e)
i (tj), θ

(e)
i (tj), u

(e)
j (tj), w

(e)
j (tj), y θ

(e)
j (tj) son los

desplazamientos nodales del i-ésimo elemento de viga en el tiempo tj (Figura

(5.6)).

La deformación unitaria al nivel del acero de pretensado en los nodos i y j

en el tiempo tj puede escribirse como en la Ecuación (5.53):

εcp,i(tj) = εr(tj,−1) + ecp,i · κ(tj,−1)

εcp,j(tj) = εr(tj, 1) + ecp,j · κ(tj, 1)
(5.53)

Si las expresiones de las Ecuaciones (5.13) y (5.16) se evalúan utilizando

integración numérica, pueden reescribirse como las Ecuaciones (5.54) y (5.54),

respectivamente.

Πx,k =
i=n−1∑
i=1

(
Ψi,k +Ψi+1,k

2

)
l
(e)
i (5.54)
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∆εp,̂i = l
k=n−1∑
k=1

(
∆εcp,k +∆εcp,k+1

2

)
l
(e)
k

k=n−1∑
k=1

(
Ψi,k

Πx,k

+
Ψi,k+1

Πx,k+1

)(
l
(e)
k

2

)
(5.55)

La deformación unitaria en el acero de pretensado en el î-ésimo nodo viene

dada por la Ecuación (5.56):

εp,̂i = εp,0,̂i +∆εp,̂i (5.56)

Dado que la fuerza en el cable en el î-ésimo nodo es función de la deforma-

ción unitaria en dicho nodo, es decir, Np,̂i = Np(εp,̂i), se utiliza un algoritmo

iterativo para eliminar las fuerzas de desequilibrio para cada escalón de carga.

5.4.3. Análisis de largo plazo utilizando el Método de
Paso a Paso

La relación tensión-deformación para el hormigón, Ecuación (5.22), puede

reescribirse como en la Ecuación (5.57):

σc(tj, x, z) = Ec(tj) (εr(tj, x) + z · κ(tj, x)− εsh(tj)) + · · ·

· · ·+
i=j−1∑
i=0

Fe(tj, ti)σc(ti, x, z) (5.57)

La tensión en cualquier fibra del hormigón puede dividirse en la tensión

generada por la deformación axial y la tensión generada por la flexión. Consi-

deremos las tensiones y las deformaciones unitarias generadas por la flexión de

la viga. El principio de los trabajos virtuales aplicado a las tensiones internas

del elemento de viga se puede expresar como en la Ecuación (5.58):

∫
V
δε(tj, x, z) · σc(tj, x, z)dV =

∫
V
(z · δκ(t, x) · Ec(tj) · z · κ(tj, x)) dV + . . .

· · ·+
∫
V

(
z · δκ(tj, x) ·

∑i=j−1
i=0 Fe(tj, ti)σc(ti, x, z)

)
dV

=
∫
l(e)
Ec(tj)Icδκ(tj, x)κ(tj, x)dx+ . . .

· · ·+
∫
l(e)
δκ(tj, x)

∑i=j−1
i=0 Fe(tj, ti)Mc(ti, x)dx (5.58)

Considerando la Ecuación (5.52), el trabajo virtual de las tensiones internas
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se puede expresar utilizando la Ecuación (5.59):

∫
V
δε · σcdV = [δa

(e)
f (tj)]

T
(∫ +1

−1

[Bf ]
T [Bf ]Ec(tj)Icl

(e)

2
dξ
)
[a

(e)
f (tj)] + . . .

· · ·+ [δa
(e)
f (tj)]

T
(∑i=j−1

i=0 Fe(tj, ti)
∫ +1

−1

[Bf ]
TMc(ti,ξ)l

(e)

2
dξ
)

(5.59)

La primera expresión entre paréntesis corresponde a la matriz de rigidez para

el elemento de viga en flexión en el tiempo tj y la segunda corresponde a las

fuerzas nodales equivalentes debidas a la fluencia del momento flector resistido

por el hormigón.

Teniendo en cuenta la relación entre el momento flector y la curvatura, el

momento flector resistido por el hormigón en el tiempo ti puede expresarse

como en la Ecuación (5.60):

Mc(ti, ξ) = −Ec(ti)Ic
(
− 1

l(e)
θ
(e)
i (ti) +

1

l(e)
θ
(e)
j (ti)

)
+ · · ·

· · · − Ec(ti)Ic

(
6

(l(e))2
w

(e)
i (ti) +

3

l(e)
θ
(e)
i (ti)

)
ξ + · · ·

· · · − Ec(ti)Ic

(
− 6

(l(e))2
w

(e)
j (ti) +

3

l(e)
θ
(e)
j (ti)

)
ξ + · · ·

· · ·+
k=i−1∑
k=0

Fe(ti, tk)Mc(tk, ξ) (5.60)

Observar que Mc(tk, ξ) es conocido para todo tiempo tk menor que ti.

La Ecuación (5.60) se puede escribir en forma simplificada como la Ecuación

(5.61):

Mc(ti, ξ) = mc(ti) + m̂c(ti) · ξ (5.61)

Luego, teniendo en cuenta la Ecuación (5.61), el segundo término en la

Ecuación (5.59) puede reescribirse como en la Ecuación (5.62):

[δa
(e)
f (tj)]

T

(
i=j−1∑
i=0

Fe(tj, ti)

∫ +1

−1

[Bf ]
TMc(tj, ξ)l

(e)

2
dξ

)

= [δa
(e)
f (tj)]

T

i=j−1∑
i=0

Fe(tj, ti)

(∫ +1

−1

[Bf ]
T (mc(ti) + m̂c(ti) · ξ) l(e)

2
dξ

)
= [δa

(e)
f (tj)]

T [f
(e)
f,cr(tj)] (5.62)

donde [f
(e)
f,cr(tj)] es el vector de las fuerzas nodales equivalentes debido a la
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fluencia del momento flector resistido por el hormigón. Su expresión viene

dada por la Ecuación (5.63):

[f
(e)
f,cr(tj)] =

i=j−1∑
i=0

Fe(tj, ti)


− 2
l(e)
m̂c(ti)

mc(ti)− m̂c(ti)
2
l(e)
m̂c(ti)

−mc(ti)− m̂c(ti)

 (5.63)

El trabajo virtual de las tensiones internas debe ser igual al trabajo virtual

de las fuerzas externas, como se muestra en la Ecuación (5.64):

∫
V

δε(tj, x, z) · σc(tj, x, z)dV = [δa
(e)
f (tj)]

T [q
(e)
f (tj)]− [δa

(e)
f (tj)]

T

i=j−1∑
i=0

[f
(e)
f (ti)]

(5.64)

donde [f
(e)
f (ti)] y [q

(e)
f (tj)] son el vector de las fuerzas nodales equivalentes en

el elemento debido a las cargas transversales aplicadas en el instante ti y el

vector de las fuerzas nodales de equilibrio en el tiempo tj, respectivamente.

Consideremos ahora las tensiones generadas por las deformaciones unitarias

axiales del elemento de viga. La Ecuación (5.65) puede obtenerse aplicando el

principio de los trabajos virtuales a las tensiones internas:

∫
V
δε(tj, x, z) · σc(tj, x, z)dV =

∫
V
δεr(tj, x) · Ec(tj) · εr(tj, x)dV + . . .

· · · −
∫
V
δεr(tj, x) · Ec(tj) · εsh(tj, t0)dV + . . .

· · ·+
∫
V
δεr(tj, x)

∑i=j−1
i=0 Fe(tj, ti)σc(ti, x, z)dV (5.65)

Teniendo en cuenta la Ecuación (5.51), el trabajo virtual de las tensiones

internas se puede expresar como la Ecuación (5.66):

∫
V
δε · σcdV = [δa

(e)
a (tj)]

T
(∫ +1

−1

[Ba]T [Ba]Ec(tj)Acl(e)

2
dξ
)
[a

(e)
a (tj)] + . . .

· · · − [δa
(e)
a (tj)]

T
(∫ +1

−1

[Ba]TEc(tj)Acεsh(tj ,t0)l
(e)

2
dξ
)
+ . . .

· · ·+ [δa
(e)
a (tj)]

T
(∑i=j−1

i=0 Fe(tj, ti)
∫ +1

−1
[Ba]TNc(ti,ξ)l

(e)

2
dξ
)

(5.66)

La primera expresión entre paréntesis en la Ecuación (5.66) corresponde a

la matriz de rigidez axial del elemento en el tiempo tj, la segunda corresponde

al vector de las fuerzas nodales equivalentes debido a la retracción, y la tercera

corresponde al vector de las fuerzas nodales equivalentes debidas a la fluencia
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de la fuerza axial resistida por el hormigón. La fuerza axial resistida por el

hormigón en el tiempo ti puede expresarse como la Ecuación (5.67):

Nc(ti, ξ) = Ec(ti)Ac

(
− 1

l(e)
u
(e)
i (ti) +

1

l(e)
u
(e)
j (ti)

)
+ · · ·

· · · − Ec(ti)Acεsh(ti, t0) + · · ·

· · ·+
k=i−1∑
k=0

Fe(ti, tk)Nc(tk, ξ) (5.67)

La Ecuación (5.67) puede escribirse en forma simplificada como Ecuación

(5.68):

Nc(ti, ξ) = nc(ti) (5.68)

Luego, teniendo en cuenta la Ecuación (5.67), el tercer término en la Ecuación

(5.66) puede reescribirse como en la Ecuación (5.69):

[δa
(e)
a (tj)]

T

i=j−1∑
i=0

Fe(tj, ti)

(∫ +1

−1

[Ba]
TNc(tj, ξ)l

(e)

2
dξ

)

= [δa
(e)
a (tj)]

T

i=j−1∑
i=0

Fe(tj, ti)

(∫ +1

−1

[Ba]
Tnc(ti)l

(e)

2
dξ

)

= [δa
(e)
a (tj)]

T

i=j−1∑
i=0

Fe(tj, ti)nc(ti)
[
−1 1

]T
= [δa

(e)
a (tj)]

T [f (e)
a,cr(tj)] (5.69)

donde [f
(e)
a,cr(tj)] es el vector de las fuerzas nodales equivalentes debido a la

fluencia de la fuerza axial.

El trabajo virtual de las tensiones internas debe ser igual al trabajo virtual

de las fuerzas externas, como en la Ecuación (5.70):

∫
V

δε(tj, x, z) · σc(tj, x, z)dV = [δa(e)a (tj)]
T [q(e)a (tj)]− [δa(e)a (tj)]

T

i=j−1∑
i=0

[f (e)
a (ti)]

(5.70)

donde [f
(e)
a (ti)] y [q

(e)
a (tj)] son el vector de fuerzas nodales equivalentes debido

a las cargas axiales sobre el elemento aplicadas en el tiempo ti y el vector las

fuerzas nodales de equilibrio en el tiempo tj, respectivamente.

Teniendo en cuenta las Ecuaciones (5.62) y (5.69), las Ecuaciones (5.59),
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(5.64), (5.66) y (5.70) pueden escribirse como la Ecuación (5.71):

[K
(e)
b (tj)][D

(e)(tj)] = −[f (e)
cr (tj)] + Ec(ti)Acεsh(tj, t0)

[
−1 0 0 1 0 0

]T
· · ·+ [q(e)(t)]−

i=j−1∑
i=0

[f (e)(ti)] (5.71)

donde [f (e)(ti)] y [q(e)(tj)] son el vector de las fuerzas nodales equivalentes

debido a las cargas axiales y transversales sobre el elemento aplicadas en el

instante ti y el vector de las fuerzas nodales de equilibrio en el tiempo tj,

respectivamente; y [f
(e)
cr (tj)] es el vector de las fuerzas nodales equivalentes

debido a la fluencia de la fuerza axial y del momento flector.

La matriz de rigidez para el elemento de viga de hormigón armado en el

tiempo tj puede escribirse como Ecuación (5.72):

[K(e)(tj)] = [K
(e)
b (tj)] + [K(e)

s ]trans (5.72)

La relajación del acero de pretensado puede tenerse en cuenta mediante la

aplicación de un vector de fuerzas equivalentes, como se indica en la Ecuación

(5.73):

[∆P
(e)
pr,i] =

[
∆Hpr,̂i ∆Vpr,̂i ∆Mpr,̂i ∆Hpr,ĵ ∆Vpr,ĵ ∆Mpr,ĵ

]T
+ · · ·

· · ·+∆σ̄pr,̂i(tj − t0)Ap sin(α
(e)
i )
[
0 1

2

l
(e)
i

12
0 1

2
− l

(e)
i

12

]T
+ · · ·

· · · −∆σ̄pr,ĵ(tj − t0)Ap sin(α
(e)
i )
[
0 1

2

l
(e)
i

12
0 1

2
− l

(e)
i

12

]T
+ · · ·

· · ·+
∆σ̄pr,̂i(tj − t0)

2
Ap cos(α

(e)
i )
[
1 0 0 1 0 0

]T
+ · · ·

· · · −
∆σ̄pr,ĵ(tj − t0)

2
Ap cos(α

(e)
i )
[
1 0 0 1 0 0

]T
+ · · ·

· · ·+
∆σ̄pr,̂i(tj − t0) · ecp,i

l
(e)
p,i

Ap cos(α
(e)
i )
[
0 1 0 0 −1 0

]T
+ · · ·

· · · −
∆σ̄pr,ĵ(tj − t0) · ecp,j

l
(e)
p,i

Ap cos(α
(e)
i )
[
0 1 0 0 −1 0

]T
+ · · ·

· · ·+
∆σ̄pr,̂i(tj − t0)

2
Ap sin(α

(e)
i )
[
0 1 0 0 −1 0

]T
· · ·

· · ·+
∆σ̄pr,ĵ(tj − t0)

2
Ap sin(α

(e)
i )
[
0 1 0 0 −1 0

]T
(5.73)
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donde [∆P
(e)
pr,i] es el vector de las fuerzas nodales equivalentes debido a la

relajación. ∆σ̄pr,̂i(tj − t0) y ∆σ̄pr,ĵ(tj − t0) son la relajación reducida en los

nodos î y ĵ, respectivamente, entre los tiempos t0 y tj. ∆Hpr,̂i, ∆Vpr,̂i, ∆Mpr,̂i,

∆Hpr,ĵ, ∆Vpr,ĵ y ∆Mpr,ĵ son los cambios en las fuerzas nodales debido a la

relajación y sus expresiones vienen dadas por la Ecuación (5.74):

∆Hpr,̂i = −∆σ̄pr,̂i(tj − t0) · Ap · cos(α(e)
i )

∆Vpr,̂i = −∆σ̄pr,̂i(tj − t0) · Ap · sin(α(e)
i )

∆Mpr,̂i = ∆σ̄pr,̂i(tj − t0) · Ap · ecp,i · cos
(
α
(e)
i

)
∆Hpr,ĵ = ∆σ̄pr,ĵ(tj − t0) · Ap · cos(α(e)

i )

∆Vpr,ĵ = ∆σ̄pr,ĵ(tj − t0) · Ap · sin(α(e)
i )

∆Mpr,ĵ = −∆σ̄pr,ĵ(tj − t0) · ecp,j · Ap · cos
(
α
(e)
i

)
(5.74)

5.5. Validación y ejemplos numéricos

Hay dos etapas de carga para el análisis a corto plazo en el momento del

pretensado. El primero corresponde a la operación de pretensado y el segundo

corresponde a la aplicación de carga adicional. En el caso de tendones perfec-

tamente no adheridos, en el momento del pretensado, la fuerza de pretensado

efectiva Npe corresponde a un estado de equilibrio descrito por la viga y los

desplazamientos del tendón vinculado, que es en general la única información

disponible (Moreira et al. 2018). Npe es la fuerza de pretensado después de que

se hayan producido todas las pérdidas instantáneas. Esta fuerza permanece

constante a lo largo del tendón.

En la práctica, para los sistemas de postesado, la fuerza aplicada por el gato

suele ser conocida, por lo que considerando la penetración de las cuñas y y las

propiedades de fricción, ambas en general dadas por el fabricante del sistema,

la fuerza de pretensado efectiva Npe(x) en cada sección puede evaluarse. A esta

fuerza corresponde la deformación inicial εp,0(x).

5.5.1. Ejemplo 1: ensayo de Breckenridge y Bugg

Breckenridge y Bugg (1964) llevaron a cabo estudios experimentales de

largo plazo sobre vigas de hormigón de sección transversal en forma de I sim-

plemente apoyadas y pretensadas mediante barras de pretensado interiores

no adherentes en el Laboratorio de Ingenieŕıa Civil Naval en 1953. La sec-
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ción transversal de las vigas I se muestra en la Figura (5.7). El área de la

sección transversal y el momento de inercia son Ac = 11.645 × 104 mm2 e

Ic = 51.476 × 108 mm4, respectivamente. Las vigas teńıan una longitud de

vano de 12192 mm y se pretensaron con dos barras de acero de alta resistencia

ocho d́ıas después del vertido del hormigón. Cada barra de pretensado teńıa

28.5 mm de diámetro (Ap = 641.29 mm2), módulo de elasticidad de 168.9 GPa

y el pretensado efectivo se midió en 683.23 kN. Se asume perfecta no adheren-

cia. Los trazados de las barras de pretensado se dan en las Ecuaciones (5.75)

y (5.76). Las vigas se diseñaron para cargas vivas concentradas de 67.61 kN

aplicadas a los cuartos de la longitud. Dos de las vigas estaban sujetas solo

a su propio peso (LL = 0.0 P), mientras que otras dos estaban sujetas a su

propio peso y al 100% de la carga viva de diseño (LL = 1.0 P). Esta carga se

aplicó para una edad del hormigón de 22 d́ıas y se mantuvo constante hasta

la edad del hormigón de 2373 d́ıas. La temperatura promedio y la humedad

relativa promedio durante los 2373 d́ıas fueron de 15.6 ◦C y 72.8%, respecti-

vamente. El refuerzo de acero pasivo consist́ıa en ocho barras con un diámetro

de 9.50 mm (As = 70.79 mm2), ĺımite elástico caracteŕıstico de 335 MPa y

módulo de elasticidad de 200 GPa. Se usó cemento de resistencia normal, y

la resistencia caracteŕıstica a compresión del hormigón en probetas ciĺındricas

fue fck = 36.27 MPa (Ec(t0) = 26.44 GPa).

Figura 5.7: Sección transversal y disposición del acero pasivo en las vigas I ensa-
yadas por Breckenridge y Bugg (1964).
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dp(1)(x) = −3.5334 · 10−5 · x2 + 20.4605 · 10−2 · x+ 192.79

para 0 ≤ x < 2895.6 mm

dp(1)(x) = 488.95 para 2895.6 mm ≤ x < 9296.4 mm

dp(1)(x) = −3.5334 · 10−5 · x2 + 65.7029 · 10−2 · x− 2564.89

para 9296.4 mm ≤ x < 12192 mm

(5.75)

dp(2)(x) = −1.6119 · 10−5x2 + 9.3341 · 10−2 · x+ 471.32

para 0 ≤ x < 2895.6 mm

dp(2)(x) = 552.45 para 2895.6 mm ≤ x < 9296.4 mm

dp(2)(x) = −1.6119 · 10−5 · x2 + 29.9698 · 10−2 · x− 840.49

para 9296.4 mm ≤ x < 12192 mm

(5.76)

El gráfico de la Figura (5.8) muestra la flecha en función del tiempo después

del tensado y el gráfico de la Figura (5.9) muestra la pérdida de pretensado en

función del tiempo después del tensado. Ambos gráficos incluyen los valores

medidos y los valores calculados de acuerdo con los parámetros Model Code

2010 (2012) y ACI 209.2R-08 (2008).

Para ambos gráficos, los valores calculados utilizando los parámetros nor-

mativos y aplicando el enfoque propuesto están muy próximos uno del otro,

aunque pueden observarse algunas pequeñas diferencias con respecto a los valo-

res medidos. Podemos concluir que el enfoque propuesto fue capaz de predecir

con suficiente precisión, la flecha de la viga y la pérdida de pretensado para un

historial de cargas dado.

5.5.2. Ejemplo 2: viga continua con pretensado interior
no adherente

Burns et al. (1991) ensayó dos vigas continuas de hormigón con preten-

sado interior no adherente para monitorear la pérdida de pretensado debida

al rozamiento y al acomodamiento de las piezas de anclaje. Los autores no

estudiaron la pérdida de pretensado a lo largo del tiempo; sin embargo, una

de sus conclusiones se usa aqúı para mostrar la validez del enfoque propuesto.

Los autores expresaron que no hubo ningún efecto sobre la redistribución de
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Figura 5.8: Flecha en función de tiempo después del tensado.

Figura 5.9: Pérdida de pretensado en función del tiempo después del tensado.
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la tensión en el cable para los niveles de carga de servicio y ni para las cargas

de servicio repetidas.

La viga utilizada aqúı corresponde al espécimen No. 1 ensayado por Burns

et al. (1991). La viga es de sección transversal rectangular con un ancho de

304.8 mm y una altura de 355.6 mm. Es continua de dos vanos, cada uno de

ellos de 7620 mm de largo. Las cargas consistieron en su peso propio, una carga

muerta de 1.05 kN/m y dos cargas puntuales aplicadas a 4114.8 mm a cada

lado del apoyo central. El pretensado no adherente consistió en tres cables

de 12.7 mm de diámetro formados por 7 alambres, Grado 270 (resistencia a

tracción nominal de 1860 MPa) y baja relajación (Ap = 3 × 98.71 mm2). El

módulo de elasticidad del acero de pretensado fue de 196.5 MPa. La fuerza de

pretensado aplicada en el anclaje activo fue de 0.75fptk, la penetración de las

cuñas de anclaje fue de 1.27 mm y el coeficiente de rozamiento parásito y el

coeficiente de rozamiento fueron 3.28 × 10−3 m−1 y 0.07, respectivamente. Se

utilizó hormigón de peso normal con una resistencia caracteŕıstica en probetas

ciĺındricas de 34.5 MPa. El trazado de los cables en el vano izquierdo están

dados por la Ecuación (5.77). La Figura (5.10) muestra las propiedades de la

viga.

Figura 5.10: Espécimen ensayado por Burns et al. (1991). Esquema de la disposi-
ción del acero pasivo y el acero de pretensado.
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dp(x) = −0.8269× 10−5 · x2 + 5.7971× 10−2 · x+ 177.8

para 0 ≤ x < 3505.2 mm

dp(x) = −1.4729× 10−5 · x2 + 10.3255× 10−2 · x+ 98.4361

para 3505.2 ≤ x < 6858 mm

dp(x) = 6.4807× 10−5 · x2 − 98.7664× 10−2 · x+ 3839.2

para 6858 mm ≤ x ≤ 7620 mm

(5.77)

Antes de la transferencia de la fuerza de pretensado al anclaje, la pérdida

medida debida a rozamiento entre el anclaje activo y el anclaje pasivo fue

de 27.97 kN; es decir, la fuerza en el cable en el anclaje pasivo fue de 385.5

kN, y luego que la fuerza de pretensado fue transferida, esta diferencia fue de

14.29 kN, lo que significa que la fuerza en el cable en el anclaje activo fue

de 399.8 kN. Los valores calculados utilizando el modelo propuesto son 26.73

kN y 3.76 kN, respectivamente, y, por lo tanto, la fuerza calculada del anclaje

activo y en el anclaje pasivo son 390.2 kN y 386.4 kN, respectivamente, lo que

representa una diferencia del orden del 2.5% entre las fuerzas en el anclaje

activo y una diferencia de menos del 0.3% entre las fuerzas para el anclaje

pasivo. De acuerdo con Burns et al. (1991), al comienzo del ensayo, la viga

experimentó cierta pérdida en la fuerza de pretensado; sin embargo, no se

modificó la diferencia en la fuerza de pretensado entre ambos extremos.

Con el objetivo de estudiar el efecto de largo plazo, se analizaron dos si-

tuaciones de carga diferentes. En el primero, Caso No. 1, la viga es sometida

a su peso propio y la carga muerta desde el momento del tensado, digamos a

los 28 d́ıas luego de vertido el hormigón, hasta 10000 d́ıas. El segundo, Caso

No. 2, es similar al anterior, pero además se aplicaron dos cargas puntuales de

50.27 kN a los 42 d́ıas y se mantuvieron constantes hasta los 10000 d́ıas. Se

supone una temperatura de 20 ◦C y una humedad relativa del 70%.

Las Figuras (5.11), (5.12) y (5.13) muestran respectivamente la deforma-

ción vertical, el diagrama de momento de flector y la fuerza de pretensado al

momento del tensado y en el tiempo t = 10000 d́ıas para el Caso No. 1 y

las Figuras (5.14), (5.15) y (5.16) muestran respectivamente la deformación

vertical, el diagrama de momento de flector y la fuerza de pretensado para el

caso No. 2. De acuerdo con la convención de signos, una deformación vertical

negativa significa deflexión hacia arriba. Las gráficas de la fuerza de pretensado
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en función de la distancia para los diferentes tiempos son casi paralelas, lo que

concuerda con la conclusión de Burns et al. (1991).

Figura 5.11: Caso No. 1: diagrama de desplazamiento vertical instantáneo y dife-
rido.

Es importante hacer notar que se observa una pequeña diferencia entre

las deformaciones verticales en el vano izquierdo y el derecho. Esto se debe a

que la fuerza de pretensado no es simétrica con respecto al apoyo central. Sin

embargo, debido a que la longitud afectada por la penetración de las cuñas

es aproximadamente igual a la longitud del vano, todos los gráficos son casi

simétricos con respecto al apoyo central.

5.5.3. Ejemplo 3: viga continua con pretensado interior
no adherente

La viga continua de hormigón utilizada en este ejemplo corresponde a la

viga YLB2 ensayada por Lou et al. (2013). La viga tiene sección rectangular

de 150 mm de ancho y 300 mm de altura y la resistencia caracteŕıstica del

hormigón de 33.0 MPa. Se utilizó un cable de pretensado no adherente de 15

mm de diámetro formado por siete alambres (Ap = 140 mm2). Su módulo

de elasticidad y su resistencia a tracción nominal son 197 GPa y 1.941 MPa,

respectivamente. La fuerza efectiva de pretensado es de 1193 MPa. El trazado

del cable viene dado por la Ecuación (5.77). El acero pasivo longitudinal de
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Figura 5.12: Caso No. 1: diagrama de momento flector instantáneo y diferido.

Figura 5.13: Caso No. 1: fuerza de pretensado en función de la distancia al momento
de tensado y en el largo plazo.
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Figura 5.14: Caso No. 2: diagrama de deformación vertical a 28, 42 y 10000 d́ıas.

Figura 5.15: Caso No. 2: diagrama de momento flector a 28, 42 y 10000 d́ıas.
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Figura 5.16: Caso No. 2: fuerza de pretensado en función de la distancia a 28, 42
y 10000 d́ıas.

refuerzo consiste en barras de acero tratadas cuyo módulo de elasticidad es de

200 GPa. Las áreas del acero pasivo, As1, As2 y As3 son 603.2, 226.2 y 508.9

mm2, respectivamente, y se colocaron como se muestra esquemáticamente en

la Figura (5.17). De acuerdo con Lou et al. (2013), los cálculos se realizaron

bajo la hipótesis de perfecta no adherencia. Con el objeto de mostrar la pre-

cisión de la ecuación propuesta dos casos fueron analizados. En el primero se

consideraron asumieron las hipótesis de perfecta no adherencia y en el segun-

do, se tuvo en cuenta la fricción. Para ello, se supone que el coeficiente de

rozamiento parásito y el coeficiente de rozamiento son 5.24× 10−4 m−1 y 0.06,

respectivamente, y que la penetración de las cuñas es de 5 mm. Estos valores

son los recomendados por los fabricantes.

dp(x) = −2.5297 · 10−5 · x2 + 0.1006 · x+ 150

para 0 ≤ x < 1988 mm

dp(x) = −3.0518 · 10−5 · x2 + 0.1214 · x+ 129.3

para 1988 ≤ x < 4320 mm

dp(x) = 1.4817 · 10−4 · x2 − 1.4225 · x+ 3463.9

para 4320 mm ≤ x ≤ 4800 mm

(5.78)

La viga fue tensada a los 28 d́ıas después de vertido el hormigón y sometida

a dos casos de carga. En el primer caso, la viga estuvo sujeta a su peso propio
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Figura 5.17: Viga YLB2 ensayada por Lou et al. Lou et al. 2013.

y el segundo, la viga estuvo sujeta a su peso propio y a dos cargas puntuales

Q = 30 kN igualmente espaciados a lo largo de cada vano. Como no todos

los datos fueron suministrados por los autores, se asumió razonablemente 20
◦C y 50% de humedad relativa. Los valores del coeficiente de fluencia y de la

retracción del hormigón se calcularon de acuerdo con Model Code 2010 (2012),

siendo φ(600, 28) = 1.885 y εsh(600, 28) = −350.66× 10−6.

Las Figuras (5.18), (5.19) y (5.20) muestran respectivamente el diagrama de

deformación vertical, el diagrama de momento flector y la fuerza de pretensado

en función de la distancia en el momento del pretensado y en el tiempo t = 600

d́ıas para la viga sujeta a su peso propio y las Figuras (5.21), (5.22) y (5.23)

muestran las mismas variables pero para la viga sujeta a su peso propio y las

cargas puntuales. Las figuras también muestran los parámetros suponiendo se

cumpla la hipótesis de perfecta no adherencia (PU) y que dicha hipótesis no

se cumpla (NPU).

Para el primer caso de carga, las deformaciones verticales medidas hacia

arriba por Lou et al. (2013) en el momento de tensado y en el tiempo t = 600

d́ıas fueron 1.8 y 3.5 mm, respectivamente. Las deformaciones verticales cal-

culadas por el enfoque propuesto en para los mismos tiempos son 1.92 mm y

3.29 mm, respectivamente. Para el segundo caso de carga, las deformaciones

verticales medidas hacia abajo por los autores en el momento de tensado y en

el tiempo t = 600 d́ıas fueron 2.0 y 8.2 mm, respectivamente. Las deforma-

ciones verticales calculadas por el enfoque propuesto son 2.40 mm y 6.85 mm,

respectivamente. Tanto la deflexión como el momento flector solo muestran

pequeñas diferencias para los vanos izquierdo y derecho cuando se considera

el rozamiento. La Tabla 5.1 muestra los valores comparativos de las flechas

150



Figura 5.18: Diagrama de deformación vertical: viga YLB2 sometida a su peso
propio (R: rozamiento).

Figura 5.19: Diagrama de momento flector: viga YLB2 sometida a su peso propio
(R: rozamiento).

Tabla 5.1: Tabla comparativa: flecha a 28 y 600 d́ıas [mm] para la viga YLB2.

Caso Nº Medido Enfoque propuesto - FEM
1 1.8 1.92

3.5 3.29
2 2.0 2.40

8.2 6.85
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Figura 5.20: Fuerza de pretensado en función de la distancia: viga YLB2 sometida
a su peso propio (R: rozamiento).

Figura 5.21: Diagrama de deformación vertical: viga YLB2 sometida a su peso
propio y a la carga muerta (R: rozamiento).
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Figura 5.22: Diagrama de momento flector: viga YLB2 sometida a su peso propio
y a la carga muerta (R: rozamiento).

Figura 5.23: Fuerza de pretensado en función de la distancia: viga YLB2 sometida
a su peso propio y a la carga muerta (R: rozamiento).
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máximas a los 28 y 600 d́ıas para la viga YLB2.

En este ejemplo, la longitud afectada por la penetración de las cuñas es más

larga que la longitud de la viga. Se esperaba que los gráficos fueran asimétricos

con respecto al soporte central. Debido a que la fuerza entre el anclaje activo

y en pasivo es muy pequeña, aproximadamente a 5.8 kN (3.45× 10−2 · fpe), los
diagramas de deformación vertical y de momento de flector son casi simétricos.

Sin embargo, la diferencia entre los valores de los vanos izquierdo y derecho

son mayores que para los de la viga Burns et al. (1991).

La Tabla 5.2 muestra los valores de la pérdida de pretensado en el tiempo

600 d́ıas para la viga YLB2 para los dos casos de estudio, calculados usando

la ecuación propuesta. Estos valores se comparan con los valores calculados

usando el enfoque de elementos finitos con y sin acero de refuerzo bajo la

hipótesis de perfecta no adherencia para el pretensado. La ecuación propuesta

predice correctamente la pérdida de pretensado. Como se esperaba, el acero de

refuerzo tiene un efecto beneficioso sobre la pérdida de pretensado, reduciendo

su valor.

Tabla 5.2: Tabla comparativa: pérdida de pretensado para la viga YLB2 a los 600
d́ıas [MPa].

Caso Nº Ecuación PU-FEM sin PU-FEM con
propuesta acero pasivo acero pasivo

1 144.1 144.4 103.6
2 64.7 65.1 52.1

5.5.4. Ejemplo 4: losa unidireccional continua con pre-
tensado interior no adherente

Consideremos una losa unidireccional continua con pretensado interior no

adherente como se muestra en la Figura (5.24). Este ejemplo fue tomado de

M. H. Harajli (2012). Las longitudes de los vanos son L1 = 8000 mm y L2 =

10000 mm, el espesor de la losa es de 250 mm, se utilizan cordones de siete

alambre de 12.7 mm de diámetro, Grado 270, espaciados entre si 250 mm

(Ap = 394.8 mm2/m). La tensión de pretensado efectiva fue de 1024.1 MPa,

la resistencia caracteŕıstica a tracción de los cordones fue de 1862 MPa y su

módulo de elasticidad fue de 196.5 GPa. Se utilizó un trazado parabólico para

el cable y el método de la carga balanceada para equilibrar el peso propio de
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la losa. Las excentricidades son e1 = 75 mm a 0.4L1 medida desde el apoyo

extremo, e2 = 95 mm sobre el apoyo interior y e3 = 95 mm en el medio del vano

interior. Se colocó acero pasivo de refuerzo superior e inferior de área As = 513

mm2/m a lo largo de toda la viga con un canto útil de 220 mm. El módulo de

elasticidad del acero pasivo fue de 200 GPa y la resistencia caracteŕıstica a la

compresión en probetas ciĺındricas del hormigón fue de 35 MPa.

Figura 5.24: Geometŕıa esquemática de la losa unidireccional continua.

Como el autor (M. H. Harajli, 2012) no realizó un estudio a largo plazo,

asumimos para este ejemplo 20 ◦C, 70% de humedad relativa, el tiempo de

inicio de la retracción ts = 7 d́ıas y la edad de tensado t0 = 28 d́ıas. Los

valores del módulo de elasticidad del hormigón, del coeficiente de fluencia y de

la retracción se calcularon de acuerdo con el Model Code 2010 (2012) y son

Ec(28) = 29.89 GPa, φ(10000, 28) = 1.742 y εsh(10000, 28) = −354.31× 10−6,

respectivamente.

En el primer caso de estudio, se supuso que la única carga de larga duración

es el peso propio y, en el segundo caso, se supuso que las cargas de larga

duración son en el peso propio y una carga muerta de 4.50 kN/m. Esta carga

se aplica en el tiempo t0 poco después del tensado. El coeficiente de rozamiento

parásito y el coeficiente de rozamiento son los mismos que en el Ejemplo 3.

Las Figuras (5.25), (5.26) y (5.27) muestran el diagrama de deformación

vertical, el diagrama de momento flector y la fuerza de pretensado, respecti-

vamente, en función de la distancia en el momento del tensado y en el tiempo

t = 10000 d́ıas para la losa sometida a su peso propio y Las Figuras (5.28),

(5.29 y (5.30) muestran las mismas variables pero para la losa sometida su

peso propio y la carga muerta.

La Tabla 5.3 muestra los valores de la pérdida de pretensado a 10000 d́ıas

calculada utilizando la ecuación propuesta. Nuevamente, la ecuación propuesta

predice correctamente la pérdida de pretensado.
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Figura 5.25: Diagrama de deformación vertical: losa unidireccional sometida a su
peso propio (R: rozamiento).

Figura 5.26: Diagrama de momento flector: losa unidireccional sometida a su peso
propio (R: rozamiento).
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Figura 5.27: Fuerza de pretensado en función de la distancia: losa unidireccional
sometida a su peso propio (R: rozamiento).

Figura 5.28: Diagrama de deformación vertical: losa unidireccional sometida a su
peso propio y a la carga muerta (R: rozamiento).
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Figura 5.29: Diagrama de momento flector: losa unidireccional sometida a su peso
propio y a la carga muerta (R: rozamiento).

Figura 5.30: Fuerza de pretensado en función de la distancia: losa unidireccional
sometida a su peso propio y a la carga muerta (R: rozamiento).
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Tabla 5.3: Tabla comparativa: pérdida de pretensado para la losa unidireccional a
los 10000 d́ıas [MPa].

Caso Nº Ecuación PU-FEM sin PU-FEM con
propuesta acero pasivo acero pasivo

1 96.0 96.6 92.2
2 83.7 83.9 80.7

Para la losa unidireccional, la diferencia entre la pérdida de pretensado

calculada teniendo y no teniendo en cuenta el acero pasivo longitudinal de

refuerzo es menos significativa que para la viga YLB2. La razón de esto es que

la viga YLB2 tiene una cuant́ıa de acero pasivo elevada, mientras que la lasa

tiene una cuant́ıa de acero pasivo baja, una condición que mejor se ajusta a la

hipótesis de la ecuación propuesta.

5.6. Conclusiones

En este trabajo se propuso una ecuación para estimar la pérdida de preten-

sado en vigas continuas de hormigón con pretensado interior no adherente. La

ecuación tiene en cuenta la fluencia y la retracción del hormigón y la relajación

del acero de pretensado. Además, se desarrolló un modelo numérico basado en

el método de elementos finitos para el análisis a lo largo del tiempo de este

tipo de vigas. El enfoque incluye la fluencia y la retracción del hormigón, la

relajación del acero de pretensado, la presencia de acero pasivo longitudinal de

refuerzo y el rozamiento entre los cables y sus vainas. Además, se propuso una

ecuación de forma integral, correctamente justificada, para calcular la tensión

en cada sección del acero de pretensado no adherente teniendo en cuenta el

rozamiento entre los cables y sus vainas. Esta ecuación se basa en la ecua-

ción para la pérdida por rozamiento aceptada por las diferentes normas. La

deformación en cada sección del acero de pretensado no adherente se calculó

a partir de la deformación en el hormigón al nivel del centro de gravedad del

cable de pretensado a lo largo de toda la viga.

La ecuación propuesta y el modelo numérico se validaron comparándolos

con los resultados de ensayos experimentales y las siguientes conclusiones pue-

den ser deducidas:

1. Se observaron pequeñas diferencias entre los valores calculados usando

la ecuación propuesta y los obtenidos de los resultados de los ensayos.
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Estas diferencias provienen del carácter aproximado de la ecuación ya

que se desprecia la contribución del acero pasivo de refuerzo. Para ele-

mentos estructurales con una cuant́ıa de acero pasivo baja a media, estas

diferencias son de muy poca importancia. Mientras que en el caso de una

cuant́ıa de acero pasivo alta, estas diferencias tienen cierta importancia.

Sin embargo, las diferencias siempre están en el lado de la seguridad.

2. La principal ventaja de la ecuación propuesta radica en su resolución

mediante cálculos manuales. Además, puede ser de gran utilidad en el

diseño preliminar de vigas continuas de varios vanos e incluso para di-

seños finales.

3. Se puede observar que el acero pasivo es muy beneficioso sobre la pérdida

de pretensado, mejorando el comportamiento a lo largo del tiempo para

vigas continuas de hormigón con pretensado interior no adherente. Por lo

tanto, es muy conveniente colocar una cantidad mı́nima de acero pasivo

de refuerzo inferior y superior a lo largo de todo el elemento, incluso

en zonas de compresión donde el acero de refuerzo no es estrictamente

necesario.

4. Se ha demostrado que para la mayoŕıa de los casos, teniendo en cuenta los

parámetros de rozamiento sugeridos por los fabricantes, la fricción entre

los cables y la vaina tiene poca influencia sobre los momentos flectores y

las deformaciones verticales a lo largo del tiempo. Luego, la hipótesis de

perfecta no adherencia para el acero de pretensado no adherente puede

utilizarse en la mayoŕıa de las aplicaciones prácticas. Sin embargo, para

un elemento con longitudes de vano muy largas, teniendo muchas cur-

vas invertidas con desviaciones angulares grandes, esta hipótesis puede

no ser del todo correcta. Por lo tanto, el modelo numérico desarrollado

podŕıa ser una herramienta muy poderosa para estudiar y analizar el

comportamiento en tales casos.

5. El modelo numérico propuesto fue capaz de replicar el comportamiento

de las vigas de hormigón simplemente apoyadas y continuas con preten-

sado interior no adherente a lo largo del tiempo, independientemente de

la historia de carga, el trazado de los cables y la disposición del acero

pasivo de refuerzo, mostrando el gran desempeño del enfoque propuesto.

6. La ecuación propuesta y el enfoque de elementos finitos propuesto son

capaces de replicar el comportamiento de vigas de hormigón con preten-
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sado interior no adherente simplemente apoyadas y continuas a lo largo

del tiempo, independientemente de la historia de carga, los perfiles de

los tendones y la disposición de la armadura de refuerzo no pretensada.

7. Una de las principales ventajas del algoritmo computacional propuesto

es que se basa en los principios básicos de la resistencia de los materiales.

Es por ello que además de poder aplicarse en el diseño y el cálculo de las

estructuras, puede utilizarse como una herramienta de verificación para

formulaciones matemáticas más complejas.

8. La comparación entre los resultados obtenidos de la pérdida de pretensa-

do entre el modelo computacional y los resultados experimentales, per-

mite concluir que el modelo propuesto reproduce satisfactoriamente el

comportamiento de viga con pretensado no adherente en estado de ser-

vicio a lo largo del tiempo tanto para vigas estáticamente determinadas

como para vigas continuas. Si bien algunas diferencias fueron observadas

para uno de los casos comparados, es oportuno mencionar que para di-

cho caso las tensiones en el hormigón superan el ĺımite para considerar

un comportamiento lineal de la fluencia y por lo tanto no son válidas las

hipótesis de linealidad, lo que puede estar dando lugar a tales diferencias.

9. Podemos concluir además que la construcción de la losa del tablero en

sitio, según el procedimiento descrito en este trabajo, tiene un efecto

beneficioso en lo que respecta a la redistribución de las tensiones en el

hormigón en zonas de momentos positivos y por lo tanto en la pérdida

del pretensado.

10. El número de elementos en el que se divide la viga influye sobre la preci-

sión de la solución. En particular por el hecho de modelar el cable curvo

como segmentos rectos. En este trabajo se han utilizado longitudes de

elementos de entre un tercio y un canto de la viga mostrando una con-

vergencia casi absoluta.
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Caṕıtulo 6

Conclusiones finales

En este trabajo se ha profundizado en el análisis del comportamiento de

estructuras pretensadas con pretensado no adherente, habiendo cumplido con

los objetivos previamente establecidos.

Como principales conclusiones del Caṕıtulo 2 podemos mencionar:

1. Se observan diferencias poco significativas en el cálculo de los efectos pro-

ducidos por las deformaciones de segundo orden de la estructura entre el

método propuesto y los métodos de elementos finitos. En otras palabras,

los valores de las solicitaciones y de los desplazamientos de la estructu-

ra obtenidos mediante el método propuesto son suficientemente precisos

comparados con los obtenidos mediante el método de elementos finitos,

lo que confirma la validez de las hipótesis adoptadas en el desarrollo del

método.

2. El método propuesto mantiene la complejidad y rigurosidad matemática

de los métodos anaĺıticos, sin embargo ha sido concebido como un méto-

do de aplicación simple. Utiliza los conceptos básicos y más generales

desde el punto de vista de la ingenieŕıa estructural lo que permiten al

ingeniero visualizar rápidamente cuales son los parámetros que influyen

en el diseño.

3. El modelo propuesto utiliza directamente las funciones de estabilidad, lo

cual permite trabajar con mayor exactitud, sin la necesidad de realizar

aproximaciones y/o divisiones de los elementos entre cada tramo entre

tirantes. Es muy simple de programar, incluso a partir del uso de plani-

llas electrónicas como se ha realizado en este trabajo, pues no necesita

discretizar la estructura en un número grande de elementos para la con-
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vergencia. Es por esto que el método puede ser muy útil en las etapas

de diseño preliminar o anteproyecto con un ahorro importante de tiempo

en la etapa de diseño. En otras palabras, el método de elementos finitos

no presenta en la etapa de anteproyecto mayores ventajas que el método

propuesto.

4. En este trabajo también hemos podido establecer que la solución estruc-

tural de torre con base articulada es más conveniente desde el punto

de vista estructural, ya que, mientras que los desplazamientos máximos

presentan diferencias poco significativas, las fuerzas máximas en los ele-

mentos estructurales de la torre son menores que para el caso de torre

con base empotrada.

5. Si bien el trabajo se ha centrado en las torres de sección triangular

equilátera, con un arreglo para los tirantes de tres por nivel, el método

propuesto puede extenderse a otro tipo de arreglo de los cables y a otro

tipo de formas de sección. Por lo tanto, el método propuesto, inicialmen-

te desarrollado para el análisis de torres atirantadas puede extenderse al

análisis de pilones de puentes atirantados.

Como principales conclusiones de los Caṕıtulos 3 a 6 podemos mencionar:

1. Las ecuaciones propuestas y los enfoques de elementos finitos propues-

tos son capaces de replicar el comportamiento de vigas de hormigón con

pretensado interior no adherente simplemente apoyadas y continuas sin

losa de hormigón superior de segunda etapa a lo largo del tiempo, inde-

pendientemente de la historia de carga, los perfiles de los tendones y la

disposición de la armadura de refuerzo no pretensada.

2. Para elementos simplemente apoyados de hormigón pretensado con ca-

bles rectos, sin losa superior de segunda etapa y acero pasivo longitudinal

constante a lo largo de la viga, solo se observan pequeñas diferencias entre

la pérdida de pretensado calculada por la fórmula propuesta, la calcula-

da aplicando el Método Paso a Paso y los valores medidos en estudios

previos, mientras que para elementos de las mismas caracteŕısticas pero

con trazados genéricos para los cables, los valores obtenidos con la fórmu-

la propuesta muestran diferencias algo mayores. Por lo tanto, para los

propósitos prácticos de la ingenieŕıa estructural, la ecuación simplificada

propuesta permite estimar de manera simple y con suficiente precisión

la pérdida de pretensado en el acero de pretensado no adherente. Sin
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embargo, para aquellos casos que requieren mayor precisión, se puede

aplicar la formulación del Método Paso a Paso o del Método del Módulo

Efectivo Ajustado por la Edad.

3. La principal ventaja de la ecuaciones propuestas radica en su resolución

mediante cálculos manuales. Además, pueden ser de gran utilidad en

el diseño preliminar de vigas continuas de varios vanos e incluso para

diseños finales.

4. Los modelos numéricos propuestos fueron capaces de replicar el compor-

tamiento de las vigas de hormigón simplemente apoyadas y continuas

con pretensado interior no adherente a lo largo del tiempo, independien-

temente de la historia de carga, el trazado de los cables y la disposición

del acero pasivo de refuerzo, mostrando el gran desempeño del enfoque

propuesto.

5. Desde el punto de vista del costo computacional, la implementación del

SSM tiene un costo más alto que para los métodos basados en el módulo

ajustado por la edad. Esto se debe al hecho de que para cada intervalo

de tiempo en el SSM, se debe llevar a cabo un procedimiento iterativo

para obtener la fuerza de pretensado, que a su vez incluye un ajuste

del coeficiente de relajación del acero. Además, obtener las tensiones

en el hormigón en un tiempo dado requiere conocer las tensiones en el

hormigón en todos los instantes anteriores de tiempo. Sin embargo, este

costo computacional más alto se ve compensado por el hecho de que

el SSM permite un análisis más directo y preciso cuando la estructura

está sujeta a cargas aplicadas a diferentes edades, como es habitual en

la construcción de puentes, por ejemplo.

6. Se ha demostrado que para la mayoŕıa de los casos, teniendo en cuenta los

parámetros de rozamiento sugeridos por los fabricantes, la fricción entre

los cables y la vaina tiene poca influencia sobre los momentos flectores y

las deformaciones verticales a lo largo del tiempo. Luego, la hipótesis de

perfecta no adherencia para el acero de pretensado no adherente puede

utilizarse en la mayoŕıa de las aplicaciones prácticas. Sin embargo, para

un elemento con longitudes de vano muy largas, teniendo muchas cur-

vas invertidas con desviaciones angulares grandes, esta hipótesis puede

no ser del todo correcta. Por lo tanto, el modelo numérico desarrollado

podŕıa ser una herramienta muy poderosa para estudiar y analizar el

comportamiento en tales casos.
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7. Respecto al modelo computacional propuesto para el análisis de vigas

simplemente apoyadas y continuas compuestas por una losa superior

construida en segunda etapa, la comparación entre los resultados ob-

tenidos de la pérdida de pretensado entre el modelo y los datos experi-

mentales, permite concluir que el modelo propuesto reproduce satisfac-

toriamente el comportamiento de viga con pretensado no adherente en

estado de servicio a lo largo del tiempo tanto para vigas estáticamen-

te determinadas como para vigas continuas. Si bien algunas diferencias

fueron observadas para uno de los casos comparados, es oportuno men-

cionar que para dicho caso las tensiones en el hormigón superan el ĺımite

para considerar un comportamiento lineal de la fluencia y por lo tanto

válidas las hipótesis de linealidad, lo que puede estar dando lugar a tales

diferencias.

8. Podemos concluir que la construcción de la losa del tablero en sitio, según

el procedimiento descrito en este trabajo, tiene un efecto beneficioso en

lo que respecta a la redistribución de las tensiones en el hormigón en

zonas de momentos positivos y por lo tanto en la pérdida del pretensado.

9. Se puede observar que el acero pasivo es muy beneficioso sobre la pérdi-

da de pretensado y sobre el control de las deformaciones, mejorando el

comportamiento a lo largo del tiempo tanto para vigas simplemente apo-

yadas como para vigas continuas de hormigón con pretensado interior no

adherente. Por lo tanto, es muy conveniente colocar una cantidad mı́ni-

ma de acero pasivo de refuerzo inferior y superior a lo largo de todo el

elemento, incluso en zonas de compresión donde el acero de refuerzo no

es estrictamente necesario.
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Rüsh, H., Jungwirth, D. y Hilsdorf, H. (1983). Creep and Shrinkage: Their

Effect on the Behavior of Concrete Structures (N. Y. Springer-Verlag,

Ed.).
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Apéndice 1

Teoŕıas de vigas y de
vigas-columna: Euler-Bernoulli
y Timoshenko

1.1. Introducción

La denominada “teoŕıa de vigas de Euler-Bernoulli”, además de ser la más

simple de todas la teoŕıas de vigas, es la más utilizada dentro de los problemas

referentes a la Ingenieŕıa Estructural (C. Wang et al. 2000). La teoŕıa de vigas

de Euler-Bernoulli está basada en las siguientes hipótesis:

1. El material presenta un comportamiento elástico lineal.

2. Los desplazamientos verticales de todos los puntos de una sección trans-

versal son pequeños e iguales a los del eje baricéntrico de la viga.

3. El desplazamiento de la viga en la dirección transversal al plano que la

contiene es nulo.

4. Se desprecian los desplazamientos de los puntos del eje baricéntrico en

su propia dirección.

5. La tensiones transversales son mucho más pequeñas que las tensiones

normales y por lo tanto pueden despreciarse.

6. Las secciones normales al eje de la viga, permanecen planas y normales

al eje baricéntrico de la viga, después de la deformación.

La hipótesis n.º 6 constituye la base fundamental de la teoŕıa de vigas de

Euler-Bernoulli. Dicha teoŕıa modela adecuadamente el comportamiento de

vigas en flexión siempre que la longitud de ésta sea muy superior a su canto.

Sin embargo, cuando la longitud de las vigas es del orden de su canto o
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siendo éstas de elevada relación longitud - canto presentan poco rigidez frente

a los esfuerzos cortantes, la deformación transversal debidas a los esfuerzos

cortantes dejan de ser despreciables y la hipótesis n.º 6 deja de ser válida. Las

vigas y/o columnas reticulares y/o empresilladas y las vigas de alma aligera-

da, son ejemplos donde no pueden despreciarse las deformaciones por fuerza

cortante.

La primera teoŕıa de vigas que tuvo en cuenta la deformación por esfuerzo

cortante fue desarrollada por Engesser (C. Wang et al. 2000; Ziegler, 1982)

y fue conocida como “teoŕıa de la deformación por corte de primer orden”.

Luego siguieron los estudios realizados por Timoshenko (1921) dando lugar

a la denominada “teoŕıa de vigas de Timoshenko”, también conocida como

“teoŕıa de Engesser-Timoshenko”.

La teoŕıa de vigas de Timoshenko reemplaza la hipótesis n.º 6 de la teoŕıa

de vigas de Euler-Bernoulli de la siguiente manera:

Bajo la acción del momento flector y la fuerza cortante, las secciones pla-

nas y perpendiculares al eje de la viga antes de la deformación, perma-

necen planas pero no necesariamente perpendiculares al eje baricéntrico

de la viga después de la deformación.

La teoŕıa de vigas de Timoshenko considera un giro adicional de la sección

debido a la fuerza cortante. Bajo esta hipótesis se asume que la distribución de

las tensiones de corte es constantes a lo largo del canto de la sección de la viga.

Por lo tanto es necesario incorporar un factor corrector para tener en cuenta

la correcta distribución de las tensiones de corte en la sección transversal.

Se denominan vigas - columnas a aquellos miembros que están sometidos

a una fuerza axial de compresión y a un momento flector. La mayoŕıa de

los miembros sometidos a fuerzas axiales de compresión en las aplicaciones

prácticas de la ingenieŕıa estructural se clasifican como vigas - columnas.

La teoŕıa clásica de pandeo en columnas está basada en las hipótesis de

Euler-Bernoulli (Gere, 2006). Sin embargo, cuando los miembros poseen baja

rigidez a los esfuerzos cortantes, la carga cŕıtica de pandeo y/o de los efectos de

segundo orden, deben ser analizados considerando la deformación por fuerza

cortante.

Dos diferentes formulaciones han sido propuestas para analizar la influencia

de la fuerza cortante sobre la carga cŕıtica de pandeo y el efecto del segundo

orden en vigas - columnas en régimen elástico, una fue desarrollada por Enges-
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ser y la otra por Haringx (Ziegler, 1982). El modelo de Haringx fue discutido y

aplicado por Timoshenko y Gere y es conocido como “el enfoque modificado”

(“the modified approach”) (Timoshenko y Gere, 1961).

1.2. Teoŕıa de vigas de Euler-Bernoulli

Sea un sistema de ejes coordenados (x, y, z) tales que el eje coordenado x

es tomado en la dirección del eje longitudinal de la viga, el eje coordenado

z es tomado en la dirección de su canto y el eje coordenado y es tomado en

la dirección de su ancho, Figura (1.1). La viga, como un elemento lineal, está

contenida en el plano (x, z) y el eje de flexión de la viga es perpendicular a

dicho plano (respecto del eje y). De acuerdo a las hipótesis de la teoŕıa de

vigas de Euler-Bernoulli, el campo de desplazamientos de la viga (u, v, w) en

la dirección de los ejes coordenados (x, y, z), son funciones de x y z (C. Wang

et al. 2000). Luego, el campo de desplazamientos de los puntos de la viga puede

escribirse de acuerdo a la Ecuación (1.1):

u(x, z) = −z · dw0(x)

dx

w(x, z) = w0(x)

(1.1)

en donde w0(x) es el desplazamiento vertical de los puntos pertenecientes al

eje baricéntrico de la viga.

Supongamos que sobre la viga es aplicada una carga transversal q(x) por

unidad de longitud y ninguna otra carga es aplicada. Aplicando equilibrio en

un elemento diferencial de viga, obtenemos la ecuación de equilibrio de la viga

de Euler-Bernoulli, Ecuación (1.2) (C. Wang et al. 2000):

d2M(x)

dx2
=
dV (x)

dx
= −q(x) (1.2)

en donde M(x) y V (x) son el momento flector y el cortante interno en la

coordenada x (ver Figura (1.1)).

Teniendo en cuenta la linealidad del material y la relación lineal entre defor-

maciones unitarias y desplazamientos, obtenemos la relación entre el momento
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Figura 1.1: Desplazamientos, giros y fuerzas internas en un elemento de viga de
Euler-Bernoulli.

flector y el desplazamiento vertical, Ecuación (1.3):

M(x) = −E · Iy
d2w0(x)

dx2
(1.3)

en donde E es el módulo de elasticidad del material e Iy es el momento de

inercia de la sección respecto al eje baricéntrico y.

1.3. Teoŕıa de vigas de Timoshenko

De acuerdo a las hipótesis de la teoŕıa de vigas de Timoshenko, la sección

transversal de la viga rota un ángulo ϕ(x). Éste puede obtenerse como la

diferencia entre el ángulo que forma la curva elástica dw0(x)/dx y ángulo

debido a la deformación por fuerza cortante γ(x), Figura (1.2). Luego, el campo

de desplazamientos de los puntos de la viga puede escribirse de acuerdo a la
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Figura 1.2: Desplazamientos, giros y fuerzas internas en un elemento de viga de
Timoshenko.

Ecuación (1.4) (C. Wang et al. 2000):

u(x, z) = −z · ϕ(x) = −z ·
(
dw0(x)

dx
− γ(x)

)

w(x, z) = w0(x)

(1.4)

Teniendo en cuenta la linealidad del material y la relación lineal entre

deformaciones unitarias y desplazamientos, obtenemos la relación entre las

solicitaciones internas y las deformaciones, Ecuación (1.5) y (1.6):

M(x) = −E · Iy
dϕ(x)

dx
(1.5)

V (x) = G · Ωr

(
dw0(x)

dx
− ϕ(x)

)
(1.6)

en donde Ωr es la sección reducida, cuya expresión viene dada por la Ecuación
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(1.7) (Timoshenko, 1957):

1

Ωr

=
1

I2y

∫
µ(y, z)2

b(z)
dz (1.7)

siendo G el módulo de deformación por cortante, µ(y, z) el momento estático

de primer orden respecto al eje baricéntrico y b(z) el ancho de la sección.

Luego, planteando equilibrio en un elemento diferencial de viga, obtenemos

las ecuaciones de equilibrio que gobiernan el problema de la viga de Timoshen-

ko, Ecuaciones (1.8) y (1.9):

G · Ωr

(
d2w0(x)

dx2
− dϕ(x)

dx

)
= −q(x) (1.8)

d2ϕ(x)

dx2
= −G · Ωr

E · Iy

(
dw0(x)

dx
− ϕ(x)

)
(1.9)

1.4. Análisis de la viga-columna bajo las

hipótesis de Euler-Bernoulli

Consideremos un elemento prismático e isostático de longitud L que cumple

las hipótesis de la teoŕıa de vigas de Euler-Bernoulli. El elemento está sujeto

a una fuerza axial de compresión P , a los momentos extremos MA y MB, a

los descensos de los apoyos δA y δB, y a una carga transversal externa q(x),

Figura (1.3). La ecuación diferencial que gobierna el problema viene dada por

la Ecuación (1.10) (Galambos y Surovek, 2008):

d4w0(x)

dx4
+ k2

d2w0(x)

dx2
=
q(x)

EIy
(1.10)

en donde k viene dada por la Ecuación (1.11):

k =

√
P

EIy
(1.11)

Si la carga transversal es uniformemente distribuida, esto es q(x) = q, la

solución particular de la Ecuación diferencial (1.10) viene dada por la Ecuación
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Figura 1.3: Viga - columna isostática: configuración deformada bajo la acción de
cargas externas.

(1.12),

wP (x) = Ã+ B̃x+ C̃x2 + D̃x3 (1.12)

en donde Ã, B̃, C̃ y D̃ son constantes de integración. Operando obtenemos,

C̃ =
q

2k2EIy

D̃ = 0

(1.13)

Luego, la solución de la ecuación diferencial que gobierna el problema viene

dada por la Ecuación (1.14):

w0(x) = Â+ B̂x+ Ĉ sin kx+ D̂ cos kx+
q

2k2EIy
x2 (1.14)

y las constantes de integración Â, B̂, Ĉ y D̂ quedan definidas por las condi-

ciones de borde dadas en la Ecuación (1.15):

w0(0) = δA w0(L) = δB

w′′
0(0) = −MA

EIy
; w′′

0(L) = −MB

EIy
;

(1.15)

Operando se obtienen las expresiones de las constantes de integración Â,
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B̂, Ĉ y D̂, Ecuación (1.16):

Â = δA − MA

k2EIy
− q

k4EIy

B̂ =
δB − δA

L
+

MA

Lk2EIy
− MB

Lk2EIy
− qL

2k2EIy

Ĉ =
q

k4EIy

(
1− cos(kL)

sin(kL)

)
− MA cos(kL)

k4EIy sin(kL)
+

MB

k4EIy sin(kL)

D̂ =
MA

k2EIy
+

q

k4EIy

(1.16)

Reordenando los términos, la ecuación de la elástica queda definida por la

Ecuación (1.17),

w0(x) =

(
δA − MA

k2EIy

)
+

(
δB − δA

L
+
MA −MB

Lk2EIy

)
x+ . . .

· · ·+
(
MB −MA cos(kL)

k2EIy sin(kL)

)
sin(kx) +

MA

k2EIy
cos(kx) + . . .

· · ·+ qL4

(kL)4EIy

[(
1− cos(kL)

sin(kL)

)
sin(kx) + cos(kx)

]
+ . . .

· · ·+ qL4

(kL)4EIy

[
(kL)2

2

((x
L

)2
− x

L

)
− 1

]
(1.17)

La expresión del momento flector viene dada por la Ecuación (1.18),

M(x) =
qL4

(kL)4

[(
1− cos(kL)

sin(kL)

)
sin(kx) + cos(kx)− 1

]
+ . . .

· · ·+ 1

sin(kL)
[MB −MA cos(kL)] sin(kx) + . . .

· · ·+MA cos(kx) (1.18)

1.5. Análisis de la viga-columna bajo las

hipótesis de Haringx-Timoshenko

Sea la viga-columna de longitud de vano L sometida a una carga externa

arbitraria q(x) y a los momentos de extremos MA y MB como se muestra en
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la Figura (1.4). Supongamos que la viga - columna cumple con las hipótesis

de la teoŕıa de Haringx - Timoshenko.

Figura 1.4: Viga - columna de Haringx - Timoshenko. a) Cargas externas; b) Dia-
grama de cuerpo libre y fuerzas internas.

Planteando el equilibrio del cuerpo libre de la Figura (1.4) en la configura-

ción deformada a una distancia x del extremo A (Timoshenko y Gere, 1961),

obtenemos las relaciones para las fuerzas internas, Ecuación (1.19):

N(x) = −P + V (x)ϕ ≈ −P

V (x) =
(
1 + ϕ2

)−1
(VS(x) + Pϕ(x)) ≈ VS(x) + Pϕ(x)

M(x) =MS(x) + Pw0(x)

(1.19)

donde N(x) es la fuerza directa en la sección yMS y VS son el momento flector

y la fuerza resultante vertical debidos a la carga externa q(x) y a los momentos

de extremo, respectivamente.

Teniendo en cuenta las Ecuaciones (1.5), (1.6) y (1.19) obtenemos la ecua-
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ción diferencial que gobierna el problema, Ecuación (1.20),

d2w0(x)

dx2
+

P

ψEIy
w0(x) = −MS(x)

ψEIy
+

1

GΩr

dVS(s)

dx
(1.20)

en donde ψ se denomina factor de reducción por cortante y su expresión viene

dada por la Ecuación (1.21),

ψ =

(
1 +

P

GΩr

)−1

(1.21)

Si la carga q(x) es uniformemente distribuida, derivando dos veces la Ecua-

ción (1.20), la ecuación diferencial que gobierna el problema puede escribirse

como la Ecuación (1.22),

d4w0(x)

dx2
+ k2

d2w0(x)

dx2
=

q

ψEIy
(1.22)

donde k viene dado por la Ecuación (1.23),

k =

√∣∣∣∣ P

ψEIy

∣∣∣∣ (1.23)

Consideremos una viga - columna como la de la Figura (1.3) pero cuyo

comportamiento responda a las hipótesis de Haringx - Timoshenko. Observan-

do la analoǵıa entre las Ecuaciones (1.10) y (1.22) podemos deducir la solución

de la ecuación diferencial de la Ecuación (1.22), Ecuación (1.24):

w0(x) =

(
δA − MA

k2ψEIy

)
+

(
δB − δA

L
+
MA −MB

Lk2ψEIy

)
x+ . . .

· · ·+
(
MB −MA cos(kL)

k2ψEIy sin(kL)

)
sin(kx) +

MA

k2ψEIy
cos(kx) + . . .

· · ·+ qL4

(kL)4ψ2EIy

[(
1− cos(kL)

sin(kL)

)
sin(kx) + cos(kx)

]
+ . . .

· · ·+ qL4

(kL)4ψ2EIy

[
(kL)2

2
ψ

((x
L

)2
− x

L

)
− 1

]
(1.24)
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La expresión del momento flector viene dada por la Ecuación (1.25),

M(x) =
qL2

ψ(kL)2

[(
1− cos(kL)

sin(kL)

)
sin(kx) + cos(kx)− 1

]
+ . . .

· · ·+ 1

sin(kL)
[MB −MA cos(kL)] sin(kx) + . . .

· · ·+MA cos(kx) (1.25)

1.6. Momentos de empotramiento perfecto

para las vigas-columna

Consideremos la viga - columna de la Figura (1.5) cuyos extremos A y B

se encuentran empotrados, sometida a un fuerza axial de compresión P y a

una fuerza uniformemente distribuida q. La condición cinemática del problema

requiere que los giros en los apoyos, bajo la acción de las cargas externas, sean

nulos.

Figura 1.5: Viga - columna empotrada y sometida a una carga uniformemente
distribuida.

Si la viga - columna responde a las hipótesis de Euler-Bernoulli, la condición

se expresa como la Ecuación (1.26):

w′
0(x) = 0

w′
0(L) = 0

(1.26)

Teniendo en cuenta que δA y δB son nulos, derivando la Ecuación (1.17) y

considerando las condiciones de la Ecuación (1.26), obtenemos los momentos
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de empotramiento perfecto, Ecuación (1.27):

MF = −MA = −MB =
qL2

12

(
12

(kL)2

)[
1− kL

2 tan (kL/2)

]
(1.27)

Si la viga - columna de la Figura (1.5) responde a las hipótesis de Haringx-

Timoshenko, la condición se expresa como la Ecuación (1.28):

ϕ(x) = 0

ϕ(L) = 0

(1.28)

Teniendo en cuenta que δA y δB son nulos, derivando la Ecuación (1.24),

considerando las condiciones de la Ecuación (1.28) y la relación entre ϕ(x) y

w0(x), obtenemos los momentos de empotramiento perfecto, Ecuación (1.29):

MF = −MA = −MB =
qL2

12

(
12

(kL)2

)(
1

ψ

)[
1− kL

2 tan (kL/2)

]
(1.29)

1.7. Ecuaciones pendiente - deflexión con fuer-

za axial de compresión

Las ecuaciones pendiente - deflexión pueden obtenerse a partir de las Ecua-

ciones (1.17) y (1.24). Dado que esta formulación está orientada a un método

de análisis sistemático como lo es el método de la rigidez (the stiffness method),

se define una nueva convención de signos. Los momentos y los giros de extre-

mos son positivos si actúan y rotan en sentido horario, respectivamente, como

se indica en la Figura (1.6).

Figura 1.6: Convención de signos para los giros y los momentos de extremo; y para
las reacciones verticales.

La expresión de las ecuaciones pendiente - deflexión son independientes
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de la teoŕıa de vigas - columnas en las que se trabaje y vienen dadas por la

Ecuación (1.30):

MA =
EIy
L

[
C · θA + S · θB − (C + S)

(
δB − δA

L

)]
−MF,A

MB =
EIy
L

[
S · θA + C · θB − (C + S)

(
δB − δA

L

)]
+MF,B

(1.30)

en donde C y S son las funciones de estabilidad, y MF,A y MF,B son los

momentos de empotramiento perfecto en los extremos A y B de la viga -

columna, respectivamente.

No obstante, las expresiones de las funciones de estabilidad dependen de la

teoŕıa de vigas - columnas en las que se trabaje. Si la viga - columna responde

a la teoŕıa de Euler-Bernoulli, su expresiones vienen dadas por las Ecuación

(1.31) (Yoo y Lee, 2011):

C =
1− β · cot(β)

(2 tan(β/2)) /β − 1

S =
β · csc(β)− 1

(2 tan(β/2)) /β − 1

(1.31)

en donde β se denomina parámetro de pandeo y su expresión viene dada por

la Ecuación (1.32):

β =

√
PL2

EIy
(1.32)

Si se trabaja bajo las hipótesis de Haringx-Timoshenko, las funciones de es-

tabilidad vienen dadas por la Ecuación (1.33) (Dario Aristizabal-Ochoa, 2008):

C =
1− ψ · β · cot(β)

(2 tan(β/2)) /β − ψ

S =
ψ · β · csc(β)− 1

(2 tan(β/2)) /β − ψ

(1.33)
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y la expresión del parámetro de pandeo viene dada por la Ecuación (1.34):

β =

√∣∣∣∣ PL2

ψEIy

∣∣∣∣ (1.34)
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Apéndice 2

Modelo alternativo para la
torre: teoŕıa de viga-columna de
Euler-Bernoulli

2.1. Propiedades de la viga-columna equiva-

lente

La teoŕıa de vigas-columnas de Euler-Bernoulli también puede aplicarse

al cálculo de torres atirantadas (Páez y Sensale, 2017). Sin embargo, debe

tenerse presente que, como se ha mencionado, en las estructuras reticuladas

la deformación por esfuerzo cortante no es despreciable y por lo tanto ésta

debe ser tenida en cuenta en los cálculos. Sin embargo, el modelo de la viga

de Euler-Bernoulli desprecia la deformación por fuerza cortante. No obstante,

es posible tenerla en cuenta en los cálculos mediante un momento de inercia

reducido, que puede calcularse a partir de la teoŕıa de vigas de Timoshenko.

El modelo propuesto de cálculo de las deformaciones a partir de las ecuacio-

nes de pendiente - deflexión basadas en la viga - columna de Euler-Bernoulli

implica introducir dicho momento de inercia reducido en las ecuaciones de

pendiente - deflexión.

2.1.1. Obtención del momento de inercia reducido

Para la viga simplemente apoyada de la Figura (2.1), la curvatura puede

calcularse por medio de la Ecuación (2.1) (Ecuaciones (1.5) y (1.6)) (Timoshen-

ko, 1957),
d2w(x)

dx2
= − 1

E · Iy

(
M(x) +

E · Iy
Ωr ·G

dV (x)

dx

)
(2.1)
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siendo w(x) el valor de la elástica a una distancia x del extremo y M(x) y

V (x) son el momento flector y la fuerza cortante para una sección situada a

una distancia x del extremo.

Figura 2.1: Viga simplemente apoyada de luz de vano L, sometida a momentos de
extremo Mi y Mj y a una carga uniformemente distribuida q.

Tomando Ωr = A, la relación entre la flecha por fuerza cortante fcor y la

flecha por momento flector en el centro del vano ffl, puede calcularse aproxi-

madamente mediante la Ecuación (2.2),

Ψ =
fcor
ffl

=
128

5

Iy
A

(
1

L

)2

(2.2)

Por lo tanto, a los efectos de tener en cuenta la deformación por fuerza cortante,

puede utilizarse un momento de segundo orden equivalente de valor dado por

la Ecuación (2.3),

Iy,eq = (1 + Ψ)−1 Iy (2.3)
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Apéndice 3

Modelo matemático de los
tirantes

3.1. El cable flexible e inextensible: obtención

de la ecuación de la catenaria

Consideremos un cable que cuelga, bajo la acción de su peso, de dos puntos

fijos, perfectamente articulados, que se encuentran al mismo nivel y distancia-

dos lcb. Consideremos además que el área de la sección transversal del cable

Acb es muy pequeña en comparación con su longitud y admitamos en primera

instancia que el cable es un sólido flexible e inextensible, Figura (3.1).

Figura 3.1: Cable flexible e inextensible sometido al peso propio.

Planteando equilibrio horizontal de un elemento diferencial del cable ubi-

cado en las coordenadas (x,w), obtenemos las Ecuación (3.1), Figura (3.2)

(Irivin, 1981):

N(s)
dx

ds
+

d

ds

(
N(s)

dx

ds

)
ds−N(s)

dx

ds
= 0 (3.1)
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Figura 3.2: Elemento diferencial en equilibrio del cable flexible e inextensible so-
metido al peso propio.

operando obtenemos la Ecuación (3.2):

d

ds

(
N(s)

dx

ds

)
= 0 (3.2)

en donde N(s) es la fuerza de tracción del cable, s es la coordenada curviĺınea

del punto (x,w) en el sistema cartesiano, dx/ds y dw/ds son el coseno y el

seno del ángulo medido desde la horizontal a la tangente a la curva que forma

el cable, respectivamente.

La Ecuación (3.2) implica que la componente horizontal de la fuerza en el

cable NH es constante para en toda su longitud, Ecuación (3.3):

N(s)
dx

ds
= NH (3.3)

Planteando equilibrio vertical en el elemento, obtenemos las Ecuación (3.4),
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Figura (3.2):

N(s)
dw

ds
+

d

ds

(
N(s)

dw

ds

)
ds+ gcbds−N(s)

dw

ds
= 0 (3.4)

operando obtenemos la Ecuación (3.5):

d

ds

(
N(s)

dw

ds

)
= −gcb (3.5)

en donde gcb es el peso del cable.

Sustituyendo la Ecuación (3.3) en la Ecuación (3.5) y derivando con res-

pecto a x a ambos lados de la igualdad obtenemos la Ecuación (3.6):

d

dx

(
NH

dw

dx

)
= −gcb

ds

dx
(3.6)

Teniendo en cuenta que ds = dx
√

1 + (dw/dx)2, la Ecuación (3.6) se escri-

be como la Ecuación (3.7):

NH
d2w

dx2
= −gcb

√
1 +

(
dw

dx

)2

(3.7)

La Ecuación (3.7) es una ecuación diferencial de variables separables, y por

lo tanto puede reescribirse como la Ecuación (3.8):

NH
dw′

√
1 + w′2

= −gcbdx (3.8)

en donde w′ = dw/dx.

Aplicando el Teorema de la Derivada de las Funciones Inversas (Apostol,

1992) a g(y) = arg sinh(y) y f(x) = sinh(x), obtenemos la Ecuación (3.9):

d

dy
[arg sinh(y)] =

1
d
dx

sinh(x)
=

1

cosh(x)
= . . .

· · · = 1√
1 + sinh2(x)

=
1√

1 + g2(y)
(3.9)

Integrando la Ecuación (3.8) y teniendo en cuenta el resultado de la Ecua-
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ción (3.9) obtenemos la Ecuación (3.10):

arg sinh(w′) = − gcb
NH

x+ ĉ1 (3.10)

siendo ĉ1 una constante de integración.

Operando, la Ecuación (3.10) puede escribirse como la Ecuación (3.11):

dw

dx
= sinh

(
− gcb
NH

x+ ĉ1

)
(3.11)

integrado la Ecuación (3.11) obtenemos la Ecuación (3.12)

w(x) = −NH

gcb
cosh

(
− gcb
NH

x+ ĉ1

)
+ ĉ2 (3.12)

siendo ĉ2 una constante de integración.

Las condiciones de contorno para el cable de la Figura 3.1 son

w(0) = −NH

gcb
cosh (ĉ1) + ĉ2 = 0

w(lcb) = −NH

gcb
cosh

(
− gcb
NH

lcb + ĉ1

)
+ ĉ2 = 0

(3.13)

operando en la Ecuación (3.13) obtenemos las siguientes relaciones, Ecuación

(3.14):

ĉ2 =
NH

gcb
cosh (ĉ1)

cosh (ĉ1) = cosh

(
− gcb
NH

lcb + ĉ1

) (3.14)

Teniendo en cuenta que cosh(a) = (ea + e−a) /2 y operando obtenemos las

constantes de integración ĉ1 y ĉ2, Ecuación (3.15):

ĉ1 =
gcblcb
2NH

ĉ2 =
NH

gcb
cosh

(
gcblcb
2NH

) (3.15)
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Luego, la ecuación para el cable de la Figura (3.1) sometido a su propio peso

viene dada por la Ecuación (3.16), que se denomina ecuación de la catenaria:

w(x) = −NH

gcb

(
cosh

(
gcb
NH

[
x− lcb

2

])
− cosh

(
gcblcb
2NH

))
(3.16)

3.2. Longitud del cable

La longitud del cable puede calcularse mediante la Ecuación (3.18):

Scb =

∫ Scb

0

ds =

∫ lcb

0

√
1 +

(
dw

dx

)2

= · · · (3.17)

· · · =
∫ lcb

0

√
1 + sinh2

(
gcb
NH

[
x− lcb

2

])
dx

Teniendo en cuenta las propiedades de la funciones hiperbólicas (Apostol,

1992), Ecuación (3.18):

cosh2(a)− sinh2(a) = 1

2 cosh2
(a
2

)
= cosh(a) + 1

sinh(−a) = − sinh(a)

(3.18)

la longitud del cable puede calcularse mediante la Ecuación (3.20):

Scb =

∫ lcb

0

√
cosh2

(
gcb
NH

[
x− lcb

2

])
dx = · · ·

· · · =
∫ lcb

0

cosh

(
gcb
NH

[
x− lcb

2

])
dx = . . . (3.19)

· · · = 2NH

gcb
sinh

(
gcblcb
2NH

)

3.3. Alargamiento del cable elástico

Consideremos ahora que el cable de la Figura (3.1) está compuesto por un

material homogéneo y elástico lineal cuyo módulo de elasticidad es Ecb. La
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deformación unitaria del cable en la sección ubicada en la coordenada s viene

dada por la Ecuación (3.20):

ε(s) =
N(s)

EcbAcb
(3.20)

y por lo tanto el alargamiento del cable ∆Scb,u viene dado por la Ecuación

(Gimsing y Georgakis, 2012; Strasky, 2011):

∆Scb,u =

∫ Scb,u

0

N(s)

EcbAcb
ds =

NH

EcbAcb

∫ lcb

0

[
1 +

(
dw

dx

)2
]
dx (3.21)

en donde Scb,u es la longitud del cable sin tensión.

Teniendo en cuenta las propiedades de las funciones hiperbólicas, Ecuación

(3.18), la Ecuación (3.21) puede expresarse como la Ecuación (3.22):

∆Scb,u =
NH

EcbAcb

∫ lcb

0

cosh2

(
gcb
NH

[
x− lcb

2

])
dx = · · ·

· · · = NH

2EcbAcb

∫ lcb

0

[
cosh

(
2gcb
NH

[
x− lcb

2

])
− 1

]
dx (3.22)

Luego, el alargamiento del cable viene dado por la Ecuación (3.23):

∆Scb,u =
N2
H

2EcbAcbgcb

[
sinh

(
gcblcb
NH

)
+
gcb
NH

]
(3.23)

3.4. Fuerza transmitida por los cables al

mástil debido al desplazamiento

Consideremos nuevamente el sistema de la Figura (3.3). En la configura-

ción inicial del sistema, previo a la aplicación de la fuerza F , los cables se

encuentran pretensados con una fuerza inicial T0. Al aplicar la fuerza horizon-

tal F los cables a barlovento tendrán una fuerza T ′ y el cable a sotaventeo una

fuerza T ′′ cuya expresiones vienen dadas por las Ecuaciones (3.24) y (3.25),

respectivamente:

T ′ = T0 +

(
Esec,1

Esec,1 + 2 · Esec,2

)(
lcb
ccb

)
· keq · u (3.24)
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T ′′ = T0 −
(

2 · Esec,2

Esec,1 + 2 · Esec,2

)(
lcb
ccb

)
· keq · u (3.25)

por lo tanto la fuerza de compresión que los cables transmiten a la torre viene

dada por la Ecuación (3.26):

P = 3 · T0 ·
(
zcb
ccb

)
+ 2

(
Esec,1 − Esec,2

Esec,1 + 2 · Esec,2

)
·
(
zcb
ccb

)
· keq · u (3.26)

en donde zcb es la altura de anclaje de los tirantes, que en este caso coincide

con la altura del mástil.

Figura 3.3: Sistema tridimensional formado por el mástil y tres cables de igual
longitud de cuerda e igual inclinación.
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Apéndice 4

Métodos propuestos para el
análisis de mástiles atirantados

El objetivo de este apéndice es desarrollar las bases de los métodos pro-

puestos. En este sentido parte de la información del texto principal vuelve a

repetirse aqúı con el objeto de un mejor seguimiento del lector.

4.1. Introducción

Consideremos una estructura tipo mástil atirantado, de altura ht, con n

niveles de tirantes uniformemente espaciados entre śı una distancia hj. Sin

pérdida de generalidad, consideremos que la estructura está empotrada en la

base, como se representa en la Figura (4.1a).

La torre estará sujeta a cargas distribuidas verticales pz(z) como ser su peso

propio; cargas verticales puntuales Pz, debidas por ejemplo al peso de los acce-

sorios, pero en carácter general serán debidas al alargamiento y acortamiento

de los cables y a la carga de viento sobre los mismos; y a cargas puntales y

distribuidas horizontales, Px y px(z), respectivamente, básicamente debidas a

la acción del viento sobre el mástil, los cables y los accesorios.

Planteando equilibrio en la configuración deformada en el nodo j, en re-

ferencia a la Figura (4.1b) podemos escribir para el momento de continuidad
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Figura 4.1: a) Acciones exteriores sobre el mástil atirantado. b) Modelo matemático
de cálculo, configuración deformada.

j − 1, Ecuación (4.1),

Mj−1 = Mj +
i=n∑
i=j

(Hi + Px,i − keq,i · vi) · hi +
i=n∑
i=j

Me,i + . . .

· · ·+ (vj − vj−1)
i=n∑
i=j

(Pz0,i + Pz,i) + . . .

· · ·+ (vj − vj−1)
i=n∑
i=j

[
2

(
Esec,1 − Esec,2

Esec,1 + 2 · Esec,2

)
i

keq,i ·
zcb,i
ccb,i

· vi
]
+ . . .

· · ·+ (vj − vj−1)
i=n∑
i=j

(
3 · T0,i ·

zcb,i
ccb,i

)
(4.1)

siendo zcb,j la altura correspondiente al nivel j de tirantes, vj el valor de la

elástica para dicho nivel de tirantes, keq es el valor de la constante elástica

equivalente para el nivel j de tirantes, ccb,j es la distancia horizontal entre el pie

de los tirantes del nivel j y la torre, Hj es la fuerza resultante horizontal entre

dos niveles de tirantes, obtenida mediante la expresión de la Ecuación (2.10),

Pz0,j es la fuerza resultante vertical debida a la carga vertical uniformemente

distribuida entre dos niveles de tirantes, obtenida mediante la expresión de la
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Ecuación (4.3), Pz,j es la fuerza vertical en el nivel de tirantes j debida a la

acción del viento sobre éstos yMe,j es el momento debido a la excentricidad de

los cables en el nivel j de tirantes y su expresión viene dada por la Ecuación

(4.4).

Hj =

∫ zcb,j+hj/2

zcb,j−hj/2
px(z)dz (4.2)

Pz0,j =

∫ zcb,j−hj/2

zcb,j−hj/2
pz(z)dz (4.3)

Me,j = −

(√
3

6
Esec,1 +

√
3

3
Esec,2

)
j

a · Acb,j · zcb,j
l3cb,j

· vj (4.4)

4.2. Análisis de la estructura

Consideremos una viga – columna continua sobre apoyos elásticos discretos,

sometida a la acción de cargas externas para la que son conocidas las propie-

dades seccionales y de los materiales, Figura (4.2). Las ecuaciones pendiente -

deflexión con fuerza axial de compresión para la barra j entre los nodos j − 1

y j vienen dadas por la Ecuación (4.5) (Dario Aristizabal-Ochoa, 2008; Yoo y

Lee, 2011):

Mj−1,j =

(
E · I
h

)
j

[
C · θj−1 + S · θj − (C + S) · vj − vj−1

h

]
j

−MF,j

Mj,j−1 =

(
E · I
h

)
j

[
S · θj−1 + C · θj − (C + S) · vj − vj−1

h

]
j

+MF,j

(4.5)

Planteando equilibrio vertical y de momentos en el nodo j, en la configu-

ración deformada, obtenemos las Ecuaciones (4.6) y (4.7), respectivamente:

Vj,j−1 − Vj,j+1 − keq,jvj = Px,j +Hj (4.6)

Mj,j−1 +Mj,j+1 +Me,j = 0 (4.7)

Planteando equilibrio en la configuración deformada para la barra j y para

la barra j+1, obtenemos las expresiones de las fuerzas cortantes Vj,j−1 y Vj,j+1
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Figura 4.2: Configuración deformada de la viga – columna continua sobre apoyos
elásticos discretos para las barras entre los nudos j − 1, j y j + 1. Diagramas de
cuerpo libre para el planteamiento de las ecuaciones de pendiente - deflexión.

en los extremos de las barras, Ecuaciones (4.8) y (4.9):

Vj,j−1 =
Mj−1,j +Mj,j−1

hj
+
Pj
hj

(vj − vj−1) (4.8)

Vj,j+1 =
Mj,j+1 +Mj+1,j

hj+1

+
Pj+1

hj+1

(vj+1 − vj) (4.9)

Sustituyendo las Ecuaciones (4.8) y (4.9) en la Ecuación (4.6) y teniendo

en cuenta que los momentos de extremoMj−1,j,Mj,j−1,Mj,j+1 yMj+1,j pueden

obtenerse para la barra j y para la j+1 a partir de la Ecuación (4.5), obtenemos

el siguiente sistema de ecuaciones de equilibrio, Ecuaciones (4.10) y (4.11):

a2j,1θj+1 + a2j,2vj+1 + a2j,3θj + a2j,4vj + a2j,5θj−1 + a2j,6vj−1 = · · ·

· · · =MF,j+1 −MF,j −Me,j (4.10)
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a2j−1,1θj+1 + a2j−1,2vj+1 + a2j−1,3θj + a2j−1,4vj + a2j−1,5θj−1 + · · ·

· · ·+ a2j−1,6vj−1 = Px,j +Hj (4.11)

en donde los coeficientes ai,j vienen dados por las expresiones de la Ecuación

(4.12):

a2j,1 =

(
EI

h
S

)
j+1

a2j,2 = −a2j−1,1 = −
(
EI

h2
(C + S)

)
j+1

a2j,3 =

(
EI

h
C

)
j+1

+

(
EI

h
C

)
j

a2j,4 = a2j−1,3 =

(
EI

h2
(C + S)

)
j

−
(
EI

h2
(C + S)

)
j+1

a2j,5 =

(
EI

h
S

)
j

a2j,6 = −a2j−1,5 =

(
EI

h2
(C + S)

)
j

a2j−1,2 = −
(
2
EI

h3
(C + S)

)
j+1

+
Pj+1

hj+1

a2j−1,4 =

(
2
EI

h3
(C + S)

)
j+1

+

(
2
EI

h3
(C + S)

)
j

− Pj+1

hj+1

− Pj
hj

+ keq,j

a2j−1,6 = −
(
2
EI

h3
(C + S)

)
j

+
Pj
hj

(4.12)

Los coeficientes ai,j dependen de las propiedades geométricas de la viga, las

propiedades de los materiales, de las fuerzas de compresión, de las constantes

elásticas equivalentes y de las funciones de estabilidad. Los sub́ındices para las

expresiones entre paréntesis indican a la barra que corresponde, por ejemplo(
EI
h
S
)
j
indica que el módulo de elasticidad, el momento de segundo orden, la

longitud de vano y la función de estabilidad S, son las correspondientes a la

barra j.

Para una viga - columna de n tramos, a partir de la Ecuaciones (4.10) y

(4.11) se forma un sistema de 2n − 1 × 2n − 1 ecuaciones cuyas incógnitas

son los giros y los desplazamientos laterales de los nudos θ1 · · · θj · · · θn−1 y

v1 · · · vj · · · vn, respectivamente, ya que, por un lado, el extremo superior de

mástil se considera articulado, lo que implica que θn puede escribirse en función
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de θn−1; y por otro, cuando el extremo inferior está empotrado θn−1 = v0 = 0

y cuando está articulado v0 = 0 y θ0 puede escribirse en función de θ1.

Las funciones de estabilidad en los coeficientes ai,j dependen de la teoŕıa de

vigas - columnas en las que se trabaje. Si se trabaja bajo las hipótesis de Euler-

Bernoulli las funciones de estabilidad vienen dadas por la Ecuación (1.31),

mientras que bajo las hipótesis de la teoŕıa de Haringx - Timoshenko vienen

dados por la Ecuación (1.33). Análogamente para la expresión del momento

de empotramiento perfecto. Bajo las hipótesis de Euler-Bernoulli viene dado

por la Ecuación (1.27) y bajo las hipótesis de Haringx - Timoshenko mediante

la Ecuación (1.29).

Dado que los parámetros a introducir en las ecuaciones de las funciones de

estabilidad dependen de cada barra, reescribimos las ecuaciones antes citadas

para no perder de vista lo expresado. Bajo las hipótesis de la teoŕıa de Euler-

Bernoulli las funciones de estabilidad para la barra j (Ecuación (1.31)) se

reescriben como la Ecuación (4.13):

Cj =
1− βj · cot(βj)

(2 tan(βj/2)) /βj − 1

Sj =
βj · csc(βj)− 1

(2 tan(βj/2)) /βj − 1

(4.13)

y el parámetro de pandeo viene dado por la Ecuación (4.14):

βj =

√
Pjh2j
(EI)j

(4.14)

en donde el momento de inercia I corresponde al momento de inercia equiva-

lente calculado de acuerdo con la Ecuación (2.3).

Bajo las hipótesis de la teoŕıa de Haringx - Timoshenko las funciones de

estabilidad para la barra j (Ecuación (1.33)) se reescriben como la Ecuación

(4.15):

Cj =
1− ψj · βj · cot(βj)

(2 tan(βj/2)) /βj − ψj

Sj =
ψj · βj · csc(βj)− 1

(2 tan(βj/2)) /βj − ψj

(4.15)
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El parámetro de pandeo y el factor de reducción por cortante vienen dados

por las Ecuaciones (4.16) y (4.17), respectivamente.

βj =

√√√√∣∣∣∣∣ Pjh2j
(ψEI)j

∣∣∣∣∣ (4.16)

ψj =

(
1 +

Pj
GjΩr,j

)−1

(4.17)

La fuerza de compresión en la barra j, Pj viene dada por la Ecuación (4.18):

Pj =
i=n∑
i=j

(
P0,i + Pz,i + 2

(
Esec,1 − Esec,2

Esec,1 + 2Esec,2

)
keq,i

zcb,i
ccb,i

vi + 3 · T0,i
zcb,i
ccb,i

)
(4.18)

4.3. Obtención de la configuración deformada:

análisis de segundo orden método iterati-

vo

Para resolver el problema de forma simple, el método propuesto supone

conocida la forma inicial de la elástica de la torre bajo la acción de las fuerzas

externas, considerando para ésta una función parabólica y tal que el valor

máximo de la elástica sea menor que un valor prefijado vm,i, con vm,i = 0, 001 ·
ht. Las contantes elásticas equivalentes en cada uno de los niveles se calculan

a partir de los desplazamientos laterales supuestos. De esta manera puede

estimarse de forma razonable la relación entre la fuerza de compresión en la

barra j y la fuerza de compresión en la barra n de extremo. Sea ζ el factor de

relación entre dichas fuerzas, esto es Pj = ζ · Pn, de esta manera la relación

entre los parámetros de pandeo puede escribirse como, Ecuación (4.19):

βj =

√
ζ · (EI)n

(EI)j

(
hj
hn

)
βn (4.19)

Los pasos del procedimiento iterativo para la obtención del desplazamiento

lateral son:
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1. Se calculan los desplazamientos laterales de la torre, esto es vj para j = 1

a n. El método propuesto supone considerar que la curva elástica inicial

es una función parabólica.

2. Con los valores de los desplazamientos laterales calculados en el Paso 1

se obtienen los módulos de elasticidad Esec,1 y Esec,2 para cada nivel de

tirantes.

3. El nuevo desplazamiento lateral de la torre bajo la acción de las cargas

actuantes se obtiene resolviendo el sistema de 2n−1 × 2n−1 ecuaciones,

obtenido a partir de la Ecuaciones (4.10) y (4.11).

4. Si para cada uno de los niveles de tirantes, la diferencia entre el des-

plazamiento obtenido en el Paso 3 y el desplazamiento del Paso 1 es

menor que un valor predeterminado, se da por finalizado el proceso. En

caso contrario, con el desplazamiento obtenido en el Paso 3 se repite el

proceso hasta la convergencia.

5. Si la diferencia entre los desplazamientos en cada nivel de tirantes no

puede hacerse menor que un valor predeterminado, la estructura es ines-

table bajo la acción de las cargas actuantes. Deberá modificarse la rigidez

de la viga-columna y/o la rigidez de las contantes elásticas.

Luego, planteando las ecuaciones de equilibrio en la configuración deforma-

da para cualquier sección se obtienen las solicitaciones y se procede al dimen-

sionado de las secciones de los elementos que conforman la torre utilizando los

métodos habituales de resistencia de materiales y la norma que se tome como

referencia.

En relación a la Figura (4.2), para la barra j y para una sección a una

distancia x del extremo j−1, el momento en dicha secciónMj(x) viene dado por

la Ecuación (4.20) para el caso que la viga - columna sea modelada mediante

la teoŕıa de Euler-Bernoulli,

Mj(x) =
px,jh

4
j

β4
j

(
βj
hj

)2 [(
1− cos(βj)

sin(βj)

)
sin

(
βj
hj
x

)
+ cos

(
βj
hj
x

)
− 1

]
· · ·+ 1

sin(βj)
[Mj,j−1 −Mj−1,j cos(βj)] sin

(
βj
hj
x

)
+ . . .

· · ·+Mj−1,j cos

(
βj
hj
x

)
(4.20)

y por la Ecuación (4.21) para el caso que la viga - columna sea modelada
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mediante la teoŕıa de Haringx - Timoshenko.

Mj(x) =
px,jh

2
j

ψj

(
1

βj

)2 [(
1− cos(βj)

sin(βj)

)
sin

(
βj
hj
x

)
+ cos

(
βj
hj
x

)
− 1

]
· · ·+ 1

sin(βj)
[Mj,j−1 −Mj−1,j cos(βj)] sin

(
βj
hj
x

)
+ . . .

· · ·+Mj−1,j cos

(
βj
hj
x

)
(4.21)

4.4. Casos de estudio: comparación entre el

método de los elementos finitos y el méto-

do propuesto

A los efectos de validar el método propuesto (MP), se analizan dos estruc-

turas tipo mástil atirantado, una de 150 metros de altura y otra de 120 metros

de altura.

La primera de ellas es analizada a partir del método propuesto bajo las

hipótesis de la teoŕıa de Euler-Bernoulli y se consideran dos condiciones de

v́ınculo externo en su base, una empotrada y otra articulada. Los resultados

se contrastarán utilizando dos modelos diferentes por medio del método de los

elementos finitos (FEM) a partir del uso del programa SAP 2000. En el primer

modelo por medio de elementos finitos (FEM: retic.) la estructura se modela

como un reticulado espacial donde las barras trabajan principalmente a fuerza

directa y los cables se modelan como elementos tipo cable, Figura (4.3). En

el segundo modelo (FEM: viga-col.) la estructura se modela como una viga

– columna equivalente, mediante elementos que trabajan a flexión y a fuerza

directa, y cuyas propiedades geométricas se obtienen a partir del patrón de

construcción de una de las caras de la torre (Tabla 2.1). Se tienen en cuenta

las excentricidades de los cables en los niveles de tirantes y éstos se modelan

como elementos tipo cable. En ambos modelos los efectos de segundo orden se

consideran a partir de un análisis no lineal P −∆.

La segunda estructura, de 120 metros de altura, se considera con su extremo

articulado en la base. Para este caso los resultados se contrastarán unicamente

con el modelo tridimensional de reticulado (FEM: retic.).

Las cargas de viento sobre la estructura se calculan a partir de los linea-
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Figura 4.3: Modelo de reticulado espacial de la torre atirantada de 150 m de altura
en FEM. Configuración inicial: cables tensados al 10% de la tensión de rotura.
(Observar la configuración catenaria de los cables.)

mientos establecidos por la norma TIA 222-G y se considera una velocidad

caracteŕıstica de viento de 43.4m/s calculada como la velocidad media del

viento en un intervalo de 3 segundos a una altura de 10 metros sobre el nivel

de terreno para una categoŕıa de exposición C y cuyo peŕıodo de retorno es de

50 años.

4.4.1. Torre de 150 metros: aplicando la teoŕıa de Euler-
Bernoulli

La torre de 150 metros de altura es de sección triangular, de un (1) metro

de ancho de cara medida eje a eje de las barras verticales. Las barras son ma-

terializadas por perfiles tubulares circulares de acero de módulo de elasticidad

Es = 200 GPa. Los montantes (barras verticales) son de 73.00 mm de diáme-

tro exterior y 5.20 mm de espesor y las barras horizontales y las diagonales

de diámetro exterior 21.33 mm y 2.77 mm de espesor. La inclinación de las

diagonales es de 45.

Los tirantes son de acero EHS, de tensión de rotura 1400 MPa y módulo de
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elasticidad Ecb = 185 GPa. Están colocados con espaciamientos de 15 metros

en la altura. Los tirantes cuyas cota de anclaje a la torre es +15 m, +30 m y

+45 m, se anclan al terreno a una distancia de 30 m del eje del mástil y son

de diámetro nominal 6.35mm (Acb = 24.632 mm2). Los tirantes cuyas cotas de

anclaje son +60 m, +75 m y +90 m, se anclan al terreno a una distancia de 60

m y sus diámetros nominales son 6.35 mm, 8.00 mm y 8.00 mm (Acb = 38.511

mm2), respectivamente. Los restantes tirantes, cuyos niveles de anclaje a la

torre son +105 m, +120 m, +135 m y +150 m, se anclan al terreno a una

distancia de 90 m del eje de la torre y sus diámetros nominales son de 8.00

mm.

Las gráficas de las Figuras (4.4), (4.5) y (4.6) muestran los desplazamientos

laterales, las fuerzas directas y los momentos flectores obtenidos a partir del

MP y de los modelos mediante elementos finitos FEM: retic. y FEM: viga-

col. en el caso de que la base de la torre esté empotrada; y las Figuras (4.7),

(4.8) y (4.9) muestran los desplazamientos laterales, las fuerzas directas y los

momentos flectores en el caso de que la base de la torre esté articulada.

Figura 4.4: Torre 150m: curva desplazamiento lateral vs. altura de la torre para el
MP y para los modelos mediante elementos finitos FEM: retic y FEM: viga-col, con
la base de la torre empotrada.
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Figura 4.5: Torre 150m: diagrama de fuerza directa para el MP y para los modelos
mediante elementos finitos FEM: retic y FEM: viga-col., con la base de la torre
empotrada.

Figura 4.6: Torre 150m: diagrama de momento flector para el MP y para los
modelos mediante elementos finitos FEM: retic y FEM: viga-col., con la base de la
torre empotrada.
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Figura 4.7: Torre 150m: curva desplazamiento lateral vs. altura de la torre para el
MP y para los modelos mediante elementos finitos FEM:retic y FEM: viga-col, con
la base de la torre articulada.

Figura 4.8: Torre 150m: Diagrama de fuerza directa para el MP y para los modelos
mediante elementos finitos FEM: retic y FEM: viga-col., con la base de la torre
articulada.
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Figura 4.9: Torre 150m: diagrama de momento flector para el MP y para los
modelos mediante elementos finitos FEM: retic y FEM: viga-col., con la base de la
torre articulada.

4.4.2. Torre de 120 metros: aplicando la teoŕıa de Ha-
ringx - Timoshenko

La torre de 120 metros de altura es de sección triangular, de 1.20 metros

de ancho de cara medida eje a eje de las barras verticales. Las barras son ma-

terializadas por perfiles tubulares circulares de acero de módulo de elasticidad

Es = 200 GPa. Los montantes son de 73.00 mm de diámetro exterior y 5.20

mm de espesor y las barras horizontales y las diagonales de diámetro exterior

42.16 mm y 3.42 mm de espesor. La inclinación de las diagonales es de 45.

Los tirantes son de acero EHS, de tensión de rotura 1400 MPa y módulo de

elasticidad Ecb = 185 GPa. Están colocados con espaciamientos de 12 metros

en la altura. Los tirantes cuyas cota de anclaje a la torre es +12m, +24m y

+36m, se anclan al terreno a una distancia de 23 m del eje del mástil y son

de diámetro nominal 6.35mm. Los tirantes cuyas cotas de anclaje son +48m,

+60m y +72m, se anclan al terreno a una distancia de 46m y sus diámetros

nominales son de 8, 00 mm. Los restantes tirantes, cuyos niveles de anclaje a la

torre son +84m, +96m, +108m y +120m, se anclan al terreno a una distancia
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Figura 4.10: Torre 120m: curva desplazamiento lateral vs. altura de la torre para
el MP y el modelo mediante elementos finitos FEM:retic, con la base de la torre
articulada.

Figura 4.11: Torre 120m: diagrama de fuerza directa para el MP y el modelo
mediante elementos finitos FEM: retic, con la base de la torre articulada.
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Figura 4.12: Torre 120m: diagrama de momento flector para el MP y el modelo
mediante elementos finitos FEM: retic, con la base de la torre articulada.

de 69 m del eje de la torre y sus diámetros nominales son de 8.00mm.

4.4.3. Análisis discusión y comparación de resultados

4.4.3.1. Torre 150 metros

En relación a los desplazamientos máximos de la torre para el modelo cuya

base está empotrada, la diferencia entre los modelos MP y FEM: retic., es el

orden del 0.06% y la diferencia entre los modelos FEM: retic., y FEM: viga-col.,

es del orden del 2%. En el caso del modelo con la base articulada la diferencia

entre los modelo MP y FEM: retic., es el orden del 0.70% y la diferencia entre

los modelos FEM: retic. y FEM: viga-col., es del orden del 2.8%.

Para la torre con la base empotrada, la diferencia entre los momentos flec-

tores positivos máximos a partir de los modelo MP y FEM: retic., es del orden

de 2.2%, mientras que entre los modelos FEM: retic. y FEM: viga-col., son del

orden del 0.2%. En relación a los momentos flectores negativos máximos la

diferencia entre los modelos MP y FEM: retic., es del orden del 5.5% mientras

que entre los modelos FEM: retic. y FEM: viga-col., es del orden del 1.4%.

Para el caso de la base de la torre con v́ınculo externo tipo articulación,

la diferencia entre los momentos flectores positivos máximos a partir de los
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modelo MP y FEM: retic., es del orden de 2.7%, mientras que entre los mo-

delos FEM: retic. y FEM: viga-col., es del orden del 1.6%. En relación a los

momentos flectores negativos máximos la diferencia entre los modelos MP y

FEM: retic., es del orden del 7.8% mientras que entre los modelos FEM: retic.

y FEM: viga-col., es del orden del 10.1%.

Para los dos tipos de v́ınculo del extremo de la torre, las deformaciones

máximas, los momentos flectores positivos máximos y la fuerza directa presen-

tan diferencias muy poco significativas. Sin embargo, para el caso de la torre

con la base empotrada el momento negativo máximo ocurre en la base de la

misma y es del orden del 77% superior que en el caso de la torre con la base

articulada y por lo tanto, también lo es el esfuerzo en los montantes del apo-

yo. De esta manera podemos establecer que el modelo de la torre con la base

articulada es más conveniente como solución estructural.

4.4.3.2. Torre 120 metros

En relación al máximo desplazamiento de la torre, la diferencia entre el

MP y el FEM:retic. es del orden del 0.86%. La diferencia entre el máximo

momento flector positivo es del orden de 1.5%, mientras que entre el máximo

momento flector negativo es del orden del 12.8%. Con respecto a las fuerzas

axiales, solo pequeñas diferencias fueron observadas.

4.5. Conclusiones parciales: comparación en-

tre los métodos propuestos

En este apéndice se ha expuesto las bases teóricas de un método aproxima-

do propuesto para el cálculo de las deformaciones producidas por los efectos

de segundo orden en torres atirantadas de sección triangular. El método se

basa en las funciones de estabilidad y puede ser aplicado utilizando la teoŕıa

de vigas - columnas de Euler-Bernoulli o la de Haringx - Timoshenko. Si se

utiliza la primera de ellas, la reducción de la rigidez de la viga - columna de-

bido a la deformación por fuerza cortante es tenida en cuenta mediante una

inercia reducida, mientras que si se utiliza la segunda de ellas, dicho efecto que-

da contemplando directamente en las ecuaciones que gobiernan el problema.

Las propiedades geométricas para la viga – columna equivalente se obtienen
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según sea el patrón de reticulado de cada una de las caras de la torre. Los

tirantes son modelados como constantes elásticas de resortes equivalentes a

partir del módulo de elasticidad secante de los cables, y se tiene en cuenta las

excentricidades de los mismos en los puntos de anclaje a la torre.

El método propuesto ha sido validado numéricamente mediante dos casos

de estudio comparándolo con los métodos de elementos finitos. A partir de los

resultados expuestos las siguientes conclusiones pueden ser deducidas:

1. Se observan diferencias poco significativas en el cálculo de los efectos pro-

ducidos por las deformaciones de segundo orden de la estructura entre el

método propuesto y los métodos de elementos finitos. En otras palabras,

los valores de las solicitaciones y de los desplazamientos de la estructu-

ra obtenidos mediante el método propuesto son suficientemente precisos

comparados con los obtenidos mediante el método de elementos finitos,

lo que confirma la validez de las hipótesis adoptadas en el desarrollo del

método.

2. El método propuesto mantiene la complejidad y rigurosidad matemática

de los métodos anaĺıticos, sin embargo ha sido concebido como un méto-

do de aplicación simple. Utiliza los conceptos básicos y más generales

desde el punto de vista de la ingenieŕıa estructural lo que permiten al

ingeniero visualizar rápidamente cuales son los parámetros que influyen

en el diseño.

3. El modelo propuesto utiliza directamente las funciones de estabilidad, lo

cual permite trabajar con mayor exactitud, sin la necesidad de realizar

aproximaciones y/o divisiones de los elementos entre cada tramo entre

tirantes. Es muy simple de programar, incluso a partir del uso de plani-

llas electrónicas como se ha realizado en este trabajo, pues no necesita

discretizar la estructura en un número grande de elementos para la con-

vergencia. Es por esto que el método puede ser muy útil en las etapas

de diseño preliminar o anteproyecto con un ahorro importante de tiempo

en la etapa de diseño. En otras palabras, el método de elementos finitos

no presenta en la etapa de anteproyecto mayores ventajas que el método

propuesto.

4. En este trabajo también hemos podido establecer que la solución estruc-

tural de torre con base articulada es más conveniente desde el punto

de vista estructural, ya que, mientras que los desplazamientos máximos
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presentan diferencias poco significativas, las fuerzas máximas en los ele-

mentos estructurales de la torre son menores que para el caso de torre

con base empotrada.

5. Si bien el trabajo se ha centrado en las torres de sección triangular

equilátera, con un arreglo para los tirantes de tres por nivel, el método

propuesto puede extenderse a otro tipo de arreglo de los cables y a otro

tipo de formas de sección. Por lo tanto, el método propuesto, inicialmen-

te desarrollado para el análisis de torres atirantadas puede extenderse al

análisis de pilones de puentes atirantados.
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Apéndice 5

Breve descripción de los
métodos para el análisis
estructural de los efectos de la
fluencia

En esta sección se describirán brevemente algunos de los métodos para

el análisis estructural de los efectos de la fluencia, muchos de los cuales se

mencionan a lo largo de esta tesis. El uso del hormigón como un material de

construcción hace necesario no solo conocer la propiedades del material en si

mismo sino que es necesario comprender y por analizar como estas propiedades

afectan el comportamiento de las estructuras.

El análisis matemático de los efectos de la fluencia en las estructuras de

hormigón no es una tarea simple. No solo debido a la no-linealidad de las pro-

piedades del hormigón en si mismo, sino que el hormigón suele utilizarse como

un material compuesto con acero, tanto pasivo como activo. Por otra parte, el

análisis se vuelve aún más complejo cuando se analizan estructuras construidas

evolutivamente, como por ejemplo piezas compuestas por hormigones vertidos

a diferentes edades y/o vigas o elementos continuos que se forman a partir de

elementos prefabricados en los que la continuidad se proporciona mediante el

hormigonado en sitio de la juntas entre elementos. Además el fenómeno de la

fluencia suele estar acompañado del fenómeno de la retracción del hormigón.

Los métodos que trataremos aqúı son aplicables si la ley de fluencia es

lineal, lo que implica que es válido el principio de superposición. La ley de

fluencia es lineal si se cumplen las hipótesis de linealidad (A. Ross, 1958):
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1. la tensión en el hormigón es menor que 40% de la resistencia caracteŕısti-

ca a la compresión, fck;

2. ε es no decreciente; es decir, no se producen deformaciones unitarias de

magnitud decreciente;

3. no se produce un cambio significativo en el contenido de humedad de la

pieza;

4. no existen variaciones bruscas de la tensión. En la mayoŕıa de las apli-

caciones prácticas de la ingenieŕıa civil se cumplen dichas hipótesis por

lo que el principio de superposición suele aceptarse en la mayoŕıa de los

análisis y los cálculos.

La deformación unitaria en el hormigón en el tiempo t, para una historia

determinada de tensiones se obtiene a partir de la Ecuación (5.1):

ε(t)− ε0(t) =

∫ τ=t

τ=t0

J(t, τ)dσc(τ) (5.1)

siendo t es la edad del hormigón al momento de la observación, J(t, τ) es la

función de fluencia y ε0(t) es una deformación unitaria no dependiente de la

tensión aplicada al hormigón como ser la retracción o la deformación térmica.

Es oportuno mencionar que de acuerdo con el Model Code 2010 (2012) las

tensiones en el hormigón deben ser menores que 0.4 × fcm(t0), de acuerdo al

Eurocódigo el valor es 0.45× fck(t0) (UNE-EN 1992-1-1, 2016).

5.1. Método del Módulo Efectivo

El Método del Módulo Efectivo (Effective Modulus Method) es el más viejo,

simple y ampliamente utilizado para el analisis de los efectos de largo plazo

en elementos de hormigón. Fue propuesto por Faber (1927) a partir de en su

trabajo experimental.

El método consiste en obtener un módulo de elasticidad reducido que es

utilizado en el análisis elástico del elemento. La expresión para dicho módulo

viene dado por la Ecuación (5.2):

Ec,eff =
Ec(t0)

1 + φ(t, t0)
(5.2)

siendo φ(t, t0) el coeficiente de fluencia.
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Dado que el método no tiene en cuenta la historia de tensiones, proporcio-

na buenos resultados cuando el envejecimiento del hormigón es despreciable,

es decir para hormigones de edad avanzada. Si el elemento es sometido a una

historia de tensiones decreciente la deformación unitaria a lo largo del tiempo

es subestimada, mientras que para una historia de tensiones creciente la de-

formación unitaria es sobrestimadas. La tensión es subestimada en procesos

de relajación, es decir la tensión calculada es mayor que los valores reales. La

Figura (5.1) muestra la curva de relajación para una muestra de hormigón

sometida a deformación constante durante 140 d́ıas, la Figura (5.2) muestra

la deformación unitaria en el hormigón sometido a una historia de tensiones

creciente aplicada en cinco escalones de carga durante 112 d́ıas y la Figura

(5.3) muestra la deformación unitaria en el hormigón sometido a una historia

de tensiones decreciente también aplicada en cinco escalones de carga durante

113 d́ıas. En las Figuras se comparan los resultados obtenidos mediante varios

métodos de análisis con los valores observados del ensayo.

5.2. Método de la Tasa de Fluencia

Las bases del método (por su nombre en inglés Rate of Creep Method)

fueron establecidas por Glanville (1930) a partir su trabajo experimental. La

formulación matemática fue posteriormente desarrollada por Whitney (1932)

y aplicada a problemas estructurales complejos por Dischinger Rüsh et al. 1983
1.

El método se basa en asumir que la tasa de cambio de la fluencia con el

tiempo (dφ/dt) es independiente de la edad de carga, lo que significa que las

curvas de fluencia son paralelas para cualquier edad de aplicación de la carga.

Luego, solo se necesaria una curva del coeficiente de fluencia para la edad

inicial de puesta en carga del hormigón. Bajo estas hipótesis y asumiendo que

la deformación unitaria no dependiente de la tensión ε0 (como ser por ejemplo

la retracción) vaŕıa a la misma tasa que la fluencia, la Ecuación (5.1) se escribe

como la Ecuación (5.3):

dε

dφ
=

1

Ec(t)

dσc
dφ

+
σc

Ec(t0)
+
dε0

dφ
(5.3)

donde t0 es la edad del hormigón al momento de puesta en carga por primera

1El trabajo citado no es el original, el cual está escrito en idioma Alemán.

220



Figura 5.1: Tensión en el hormigón bajo deformación unitaria constante. La tensión
inicial de 2000 psi (13.79 MPa) causó una deformación unitaria inmediata de 36 ×
10−5 la que se mantuvo constante durante 140 d́ıas. Tomada de A. Ross (1958).
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Figura 5.2: Deformación unitaria en el hormigón sometido a una historia creciente
de tensiones. Tomada de A. Ross (1958).
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Figura 5.3: Deformación unitaria en el hormigón sometido a una historia decre-
ciente de tensiones. Tomada de A. Ross, 1958.
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vez. Esta ecuación diferencial de primer orden con variable independiente φ,

puede resolverse de manera exacta para numeroso casos prácticos.

La Figura (5.4) muestra de manera esquemática la representación gráfica

del coeficiente de fluencia de acuerdo con el Método de la Tasa de Fluencia.

El método no predice la recuperación por fluencia si la tensión es removida

en un tiempo t1 posterior a t0 (t1 > t0). Para una historia de tensiones cre-

cientes la deformación por fluencia es subestimada, Figura (5.2) y para una

historia de tensiones decrecientes es sobrestimada, Figura (5.3).

Figura 5.4: Representación esquemática del coeficiente de fluencia de acuerdo al
Método de la Tasa de Fluencia.

5.3. Método de la Tasa de Flujo

El Método de la Tasa de Flujo (Rate of Flow Method) fue propuesto por

England y Illston (1965). Los autores propusieron representar la función de

fluencia como la suma de tres componentes: la deformación unitaria elástica

instantánea εel, la deformación unitaria elástica diferida (recuperable) εd y la

deformación unitaria por flujo plástico (no recuperable) εf . De acuerdo con

England y Illston la deformación unitaria elástica diferida es independiente de

la edad de aplicación de la carga y las curvas del flujo plástico se asumen que

son “paralelas”. Por lo tanto, la función de fluencia para una tensión aplicada

en un tiempo τ posterior a t0 (edad de carga inicial) puede escribirse como en
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el Ecuación (5.4):

J(t, τ) =
1

Ec(τ)
+ Čd(t− τ) + Čf (t)− Čf (τ)

=
1

Ec(τ)
+
φd(t− τ)

Ec(τ)
+
φf (t)− φf (τ)

Ec(t0)
(5.4)

en donde Čd y Čf son las funciones de fluencia espećıfica relativas a la defor-

mación unitaria elástica diferida y a la deformación unitaria por flujo plástico,

respectivamente, y φd y φf los coeficientes de fluencia relativos a la deforma-

ción unitaria elástica diferida y a la deformación unitaria por flujo plástico,

respectivamente. Este tipo de función de fluencia fue utilizado por el CEB-FIP,

Model Code de 1978 (International Federation for Structural Concrete (FIB),

1978).

El Método de la Tasa de Flujo proporcionó una mejora considerable con

respecto al Método de la Tasa de Fluencia ya que fue capaz de modelar la

fluencia recuperable en un hormigón joven en descarga. Sin embargo la función

de fluencia en la que se basa el método no representa correctamente la fluencia

en un hormigón virgen cargado a edades t > t0 (Neville, 1983).

Basados en la función de fluencia propuesta por England y Illston (1965),

la Figura (5.5) muestra la deformación unitaria en función del tiempo, hasta

un instante tk >> t1, en un hormigón sometido a una tensión unitaria aplicada

en t0 y mantenida constante hasta t1.

5.4. Método de Dischinger Mejorado

Siguiendo el modelo para la función de fluencia propuesto por England

y Illston (1965), Bazant y Najjar (1973)1 propusieron tratar la componente

elástica diferida mediante la utilización de un módulo de elasticidad ficticio

Ec,d, ya que la deformación unitaria elástica diferida se desarrolla más rápida-

mente que la deformación debida al flujo plástico. De acuerdo con Rüsh et al.

(1983)2 el tiempo medio de desarrollo de la primera es del orden de los 30 d́ıas

mientras que el de la segunda es de 300 d́ıas. En vista de lo anterior, para un

1El trabajo citado no es el original, el cual está escrito en idioma Alemán.
2El trabajo original escrito por Rüsh y Jungwirth está en idioma Alemán.
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Figura 5.5: Deformación unitaria en función del tiempo debida a una tensión unita-
ria mantenida constante entre t0 y t1, de acuerdo a la función de fluencia propuesta
por England y Illston (1965).
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tiempo τ mayor que t0, Ec,d puede expresarse como en la Ecuación (5.5):

1

Ec,d(τ)
=

1

Ec(τ)
+

φd
Ec(t0)

(5.5)

y la expresión de la función de fluencia viene dada por la Ecuación (5.6)

J(t, τ) =
1

Ec,d(τ)
+ Čf (t)− Čf (τ) (5.6)

Nielsen (Bazant y Najjar, 1973) sugirió un valor de φd = 1/3 mientras que

Rüsh et al. (1983) adoptan un valor de φd = 0.40 para (t − τ) > 90 d́ıas.

En la Figura (5.6) se muestra la función de fluencia del método de Dischinger

mejorado. Las ĺıneas punteadas indican la función de fluencia propuestapor

England y Illston (1965).

La ecuación diferencial de acuerdo al método de Dischinger mejorado viene

dada por la Ecuación (5.7):

dε

dφf
=

(1 + φd)

Ec(t0)

dσc
dφf

+
σc

Ec(t0)
+
dε0

dφf
(5.7)

Figura 5.6: Función de fluencia para el método de Dischinger mejorado

227



5.5. Método de Paso a Paso

La Ecuación (5.1) no puede resolverse de manera exacta a menos que la fun-

ción de fluencia cumpla ciertos requisitos1. Por lo que para su resolución puede

ser necesario recurrir a métodos numéricos, como por ejemplo el denominado

Método de Paso a Paso.

El Método de Paso a Paso es el más general y puede aplicarse a cualquier

función de fluencia, cualquiera sea la historia de tensiones o de deformaciones

(Neville, 1983). El método consiste en dividir el tiempo total (tk − t0) en

intervalos de tiempo pequeños ∆tj y considerar que en cada intervalo se aplica

un incremento de tensión ∆σc(tj).

Existen diferentes métodos para realizar la integración numérica de la Ecua-

ción (5.1). Ghali et al. (2002) asumen que el incremento de tensión ∆σc(tj)

se aplica en el medio del j-ésimo intervalo y calculan el incremento de la de-

formación unitaria al final de dicho intervalo. Bazant y Najjar (1973) utilizan

una aproximación trapezoidal en donde la función de fluencia utilizada para

el incremento de tensión en el j-ésimo intervalo se aproxima como la media

aritmética de la función de fluencia calculada al inicio y al final de dicho inter-

valo. Gilbert y Ranzi (2010) utilizan tanto la aproximación rectangular como

la aproximación trapezoidal. En la aproximación rectangular el incremento

de tensión se aplica al inicio del j-ésimo intervalo y la función de fluencia se

calcula a partir del tiempo inicial del intervalo.

5.6. Método de Módulo Efectivo Ajustado por

la Edad

Si bien el método fue originalmente propuesto por Trost (Rüsh et al. 1983)2,

la formulación general y su demostración fue realizada por Bazant (1972) de

acuerdo con el siguiente teorema:

Si ε(t)− ε0 = ϵ0 + ϵ1φ(t, t0) para t ≥ t0 y σ = 0 para t < t0 en el cual ϵ0 y

ϵ1 son constantes arbitrarias, entonces se cumple la Ecuación (5.8):

∆σ(t) = Ēc(t, t0) (∆ε(t)−∆ε̂(t)) (5.8)

en donde ∆ε(t) = ε(t)− ε(t0) y ∆σ(t) = σ(t)− σ(t0). ∆ε̂(t) y Ēc(t, t0) vienen

1Como suced́ıa por ejemplo en los Métodos de la Tasa de Fluencia y la Tasa de Flujo.
2El trabajo citado no es el original, el cual está escrito en idioma Alemán.
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dados por las Ecuaciones (5.9) y (5.9), respectivamente:

∆ε̂(t) =
σ(t0)

Ec(t0)
φ(t, t0) + ε0(t)− ε0(t0) (5.9)

Ēc =
Ec(t0)

1 + χ(t, t0)φ(t, t0)
(5.10)

Ēc se denomina módulo de elasticidad ajustado por la edad y χ(t, t0) se de-

nomina coeficiente de envejecimiento (aging coefficient) y su expresión viene

dada por la Ecuación (5.11):

χ(t, t0) =
σc(t0)

σc(t0)− σc(t)
− 1

φ(t, t0)
=

Ec(t0)

Ec(t0)− ER(t, t0)
− 1

φ(t, t0)
(5.11)

en donde ER(t, t0) representa la función de relajación del hormigón, definida

como la tensión en el instante t debida a una deformación unitaria aplicada en

el instante t0 y mantenida constante durante el peŕıodo t0 a t.

La contribución más importante del teorema de Bazant (1972) es que tanto

el coeficiente de envejecimiento como módulo de elasticidad ajustado por la

edad son independientes de las constantes ϵ0 y ϵ1 y por lo tanto permanecen

invariantes para cualquier historia de deformaciones unitarias que sea lineal

con φ(t, t0) (Bazant y Najjar, 1973).

A partir de la Ecuación (5.1) y aplicando el método de integración pro-

puesto por Ghali et al. (2002) puede obtenerse la expresión para la relajación

entre t0 y tk, Ecuación (5.12):

ER(tk, t0) =
i=k∑
i=1

Ec(Ťi)

1 + φ(ti, Ťi)

[
1−

j=i−1∑
j=1

∆σc(Ťj)

(
1 + φ(ti, Ťj)

Ec(Ťj)

)]
(5.12)

en donde Ťj corresponde al tiempo medio del j-ésimo intervalo de tiempo, es

decir, Ťj = (tj + tj−1)/2 y ∆σc(Ťj) es la variación de tensión aplicada en el

instante Ťj.

La Figura (5.7) muestra la discretización del intervalo de tiempo tk− t0 en

k intervalos de tiempo. Dado que la tensión inicial σc(t0) se aplica de forma

instantánea, el primer intervalo se considera de duración nula, es decir t1−t0 =
0.

229



Figura 5.7: Discretización del intervalo de tiempo e incrementos de tensión para la
obtención de la función de relajación del hormigón.
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Apéndice 6

Diagramas de flujo

6.1. Programa para mástiles atirantados

La Figura 6.1 muestra el diagrama de flujo del algoritmo propuesto para

obtener la configuración deformada en el análisis de mástiles atirantados.

6.2. Programa vigas con pretensado interior

no adherente

Las Figuras 6.2 y 6.3 muestran los diagrama de flujo del algoritmo compu-

tacional propuesto para el análisis a lo largo del tiempo de vigas isostáticas

con pretensado interior no adherente mediante el Método de Paso a Paso.
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Figura 6.1: Diagrama de flujo: método iterativo para el análisis de mástiles atiran-
tados.
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Figura 6.2: Diagrama de flujo: Método de Paso a Paso en vigas isostáticas con
pretensado interior no adherente.
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Figura 6.3: Diagrama de flujo: subrutina Obtención Np.
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