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RESUMEN

El tema central de la tesis es el estudio de la asimetria en mercados de Lévy
y la visualizacion de ésta por medio de un parametro que encontramos de gran
relevancia. Introducimos los modelos de Lévy asimétricos, que tienen una medida
simétrica de saltos multiplicada por un factor exponencial de amortiguacién, con
el objetivo de estudiar la forma de la volatilidad implicita que simula la sonrisa
de una cara (smirk), extendiendo en este sentido los resultados obtenidos por
Fajardo and Mordecki [2006] y Carr and Lee [2009].

El factor de amortiguacion depende de un parametro [, que resulta en una
medida de la asimetria del modelo. Mostramos que la variacién de este pardametro
produce la sonrisa tipica observada en la curva de volatilidad implicita y obte-
nemos la propiedad de “bi-simetria” de la volatilidad implicita en términos del
logaritmo de la monetizacién y el parametro de asimetria 3. El principal resultado
encontrado en este contexto muestra cierto comportamiento de monotonia de la
volatilidad implicita de los modelos asimétricos alrededor del punto de simetria
f = —1/2. Con este resultado y la “bi-simetria” obtenemos respuesta negativa en
un contexto general al supuesto realizado en Fajardo and Mordecki [2014] sobre
el crecimiento del precio de una opciéon de compra como funciéon de 3. Mostra-
mos, por medio de un sencillo ejemplo no usual, que nuestro resultado no puede
ser extendido en un contexto mas general. Los resultados encontrados, que se
aplican a los principales modelos encontrados en la literatura, son independientes
del vencimiento de la opcion. Esto se diferencia de los resultados encontrados
ultimamente en la literatura, donde principalmente se estudia la smirk cuando el

vencimiento de las opciones tiende a cero (por ejemplo ver Gerhold and Giiliim



[2014] o Figueroa-Lépez and Olafsson [2015]).

El analisis visual correspondiente al parametro de asimetria 3 nos conduce a la
posibilidad de neutralizar el riesgo de un portafolio con respecto a este parametro,
con el objetivo de disminuir el riesgo de caer en grandes pérdidas. De esta forma
proponemos un portafolio AB-neutral (con derivada nula respecto al precio de
stock y al pardmetro f3) , este tipo de portafolio neutraliza el efecto de un cambio
grande en el precio de stock y un cambio en la smirkness. Obtenemos una sensible
reduccién de la varianza de las ganancias y pérdidas con respecto al portafolio
ATl'-neutral (con derivada primera y segunda nula respecto al precio de stock)
cuando usamos datos del indice SP&500 correspondientes al periodo del 2 de
enero de 2006 al 31 de diciembre de 2006, dando sustancial evidencia empirica
de la utilidad del portafolio AB-neutral. Una exploracién sobre la variabilidad en
el tiempo de los parametros del modelo usado en la calibraciéon para el céalculo
de derivadas (modelo Normal Inverse Gaussian), sobre los periodos de tiempos
utilizados en la evaluacion de la cobertura, muestran que el parametro con mayor
variacién relativa es justamente nuestro pardametro de asimetria, ratificando la
importancia de neutralizar la variabilidad en este parametro. Por otra parte,
obtenemos formulas para la esperanza y varianza de un portafolio al variar el
tiempo, bajo un modelo de Lévy, cuando éste estd formado por opciones de
compra y venta, el activo subyacente y el activo sin riesgo.

Una vez que hemos estudiado las caracteristicas de asimetria en términos del
parametro $ en modelos de Lévy, extendemos el marco de trabajo a procesos
con incrementos independientes (no necesariamente estacionarios), donde en par-
ticular estudiamos la relacién entre la asimetria estadistica y la asimetria riesgo
neutral con la introduccién de la transformada de Esscher. Consistente con la
literatura, utilizando datos de SP&500 encontramos nuevamente evidencia so-
bre la variabilidad temporal de los parametros para un vencimiento fijo (ver por
ejemplo Andersen and Andreasen [2000] o Cuadro 3 en Carr et al. [2002a]).

Volviendo a los modelos de Lévy, pero en un contexto general, estudiamos
la posibilidad de obtener féormulas para las griegas (derivadas de cualquier or-
den respecto a parametros de interés). En este sentido obtenemos férmulas para
funciones de pagos generales a partir de la férmula de Lewis (ver Lewis [2001]),
pero poniendo especial énfasis en las opciones de compra, obtenemos expresiones
agradables para las griegas de cualquier orden, en general dependiendo sélo de la

densidad del proceso.



ABSTRACT

The focus of the thesis is the study of skewness in Lévy markets and its visua-
lization through a parameter which is of great importance. We introduce skewed
Lévy models, characterized by a symmetric jump measure multiplied by dumping
exponential factor. This models exhibit a clear implied volatility pattern, where
the dumping parameter controls the skew of the implied volatility curve, resul-
ting in a measure of the skewness of the model. We show that the variation of
this parameter produces the typical smirk observed in implied volatility curves,
extending in this sense the results by Fajardo and Mordecki [2006] and Carr and
Lee [2009].

The dumping factor depends on a parameter 3. We show that the variation
of this parameter produces the typical smile observed in the implied volatility
curve and we get the “bi-symmetry” property of the implied volatility in terms
of log moneyness and 3. The main results found in this context shows a certain
monotony in the implied volatility of the skewed models around the point of
symmetry § = —1/2. With this result and the “bi-symmetry” property, in a
general context, we get negative response for assumption made in Fajardo and
Mordecki [2014], where they assume the call price growth as a function of 5. We
show, through an unusual example, that our results can not be extended in a more
general context. The results, which apply to the main models of literature, are
independent of the maturity of the option. This differs from the results found on
the literature lately, where the authors studied mainly smile when the maturity
tends to zero (see Gerhold and Giiliim [2014] or Figueroa-Lépez and Olafsson
[2015]).



The visual analysis of the asymmetry parameter (3, leads to the possibility
of neutralizing the risk of a portfolio with respect to this parameter, in order to
reduce the risk of large losses. Thus we propose a portfolio AB -neutral (zero-
derivative with respect to stock price and the parameter (). This type of portfolio
neutralizes the effect of a large change in the stock price and in smirkness. We
get a significant reduction in the variance of the gains and losses on the portfolio
AT -neutral (first and second zero-derivative with respect to stock price), using
index data SP& 500 for the period from January 2, 2006 to December 31, 2006,
giving substantial empirical evidence of the utility of portfolio AB -neutral. An
exploration on the time variability of the parameters, used in the calibration
model to calculate derivatives (Normal Inverse Gaussian model), on time periods
used in the evaluation of coverage, show that the parameter with more variation
is precisely our asymmetry parameter, confirming the importance of neutralizing
the variability in this parameter. Moreover, we obtain formulas for the expectation
and the variance of a portfolio by varying the time under Lévy model, when it is
made by buying and selling options, the underlying asset and the riskless asset.

Once we have studied the characteristics of symmetry in terms of the para-
meter £ in Lévy models, we extend the framework to processes with independent
increments (not necessarily stationary) , where in particular we study the rela-
tionship between skewness and neutral risk asymmetry by introducing the Esscher
transform. Using data from SP&500, we find evidence of the temporal variability
of the parameters for a fixed maturity, consistently with the literature (see for
example Andersen and Andreasen [2000] or Table 3 in Carr et al. [2002a]).

Returning to Lévy models, but in a general context, we studied the possibility
of obtaining formulas for the greeks (derivatives of any order with respect to the
parameters of interest). In this way, we obtain general formulas for payments
functions from the Lewis formula (see Lewis [2001]). When we use the european
options payments functions, we obtain nice expressions of the greeks of any order,

in general, depending only through the density process .
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INTRODUCCION

En este capitulo presentamos los principales elementos que funcionan como eje
transversal a lo largo de la tesis. La tesis es complementada con los Apéndices B y
C donde exponemos una breve introduccién a los procesos de Lévy y presentamos
las principales nociones de fijacion de precios y medidas martingalas.

En la seccién 0.1 mostramos las nociones generales de mercados de Lévy,
opciones, volatilidad implicita y la férmula de Lewis para valuacion de opciones
europeas, conceptos que usaremos a lo largo de la tesis.

En la seccién 0.2 introducimos tres conceptos distintos de asimetria encontra-
dos en la literatura, dando lugar al principal elemento desarrollado en la presente
tesis, la variabilidad en términos de un pardmetro que encontramos relevante a
la hora de cuantificar la asimetria de la volatilidad implicita.

Por tltimo, en la seccién 0.3 describimos los principales aportes realizados en
la tesis y comentamos algunas futuras posibles lineas de trabajo.



16 Introduccién

0.1. Elementos del mercado fincanciero

En esta seccién introducimos algunos conceptos importantes en el desarrollo
de la tesis como los mercados de Lévy, las nociones de opciones y la volatilidad
implicita. Con el fin de simplificar la exposicién y mantenernos en el contexto
de la tesis, hacemos referencia siempre a un proceso de Lévy, pero varias de
las nociones aqui introducidas no dependen del tipo de proceso al que hacemos

referencia como ser opciones, volatilidad implicita, etc.

Por un mercado de Lévy entendemos un modelo de un mercado financiero con
dos activos: una cuenta de ahorros determinista B = {B;}:>¢, con

donde tomamos By = 1 por simplicidad, y un activo con riesgo S = {S;}:>0, con
evolucién aleatoria, modelado por

Sy = So@Xt+rt, Sy > 0, (1)

donde X = {X;}:+>0 es un proceso de Lévy sobre el espacio de probabilidad
(Q, A, P) determinado por la terna caracteristica (v, o,II) (ver descomposicién
de Lévy-1t6: Proposicién B.1). Mediante la representacién de Lévy-Kinchine (ver
Proposicién B.2) obtenemos

E[ert] _ etw(z)7

donde

2

0 = G+ [ (= 1= h)N(ay)

y la funcién de truncacion usual es h(y) = ylyy<1y-

Bajo la condicion de riesgo neutral, consideramos la medida martingala Q,
equivalente a P, bajo la cual el proceso descontado {e¢™"S;} es una Q-martingala
(ver Apéndice C).

En términos del exponente caracteristico del proceso, esto significa que

¥(1) =0, (2)

Federico De Olivera Lamas



0.1 Elementos del mercado fincanciero 17

basado en el hecho que Ee™"S, = () = 1, la condicién (2) puede también ser
formulada en términos de la terna caracteristica (v, o, IT) del proceso X como en

la Proposicién B.6:

N =—0%/2 — /R (¥ — 1 —h(y))T(dy). (3)

Luego,
v =+ 25+ [ e =1 - sy
——s-9%+ [ e -n-se-nina @

A lo largo de la tesis, salvo que se quiera explicitar otro caso, a un proceso de
Lévy con terna (v, 0,1I) con la restriccién riesgo neutral (3) lo anotaremos

{X:, Q} (5)

Una opcion es un instrumento financiero derivado que se establece en un con-
trato que da a su comprador el derecho, pero no la obligacion, de comprar o
vender bienes o valores a un precio predeterminado (strike o precio de ejercicio),
hasta una fecha concreta (vencimiento). Si bien existe una gran variedad de op-
ciones, como por ejemplo las opciones digitales, activo-o-nada, etc. basicamente
son dos la mas usadas: las opciones de compra (Call) y las opciones de ventas
(Put).

Si el precio del activo es un proceso estocdstico S;, entonces, una opcién de
compra con precio de ejercicio K y vencimiento 7', tiene un valor a tiempo ¢t = 0
igual a

Call(K) = e ™ E(S; — K)™.

De forma anéloga una opcién de venta tiene un valor igual a

Put(K) =e ™E(K — S,)".

Si consideramos un mercado de Lévy y anotamos z = log(K/Spe "), el
logaritmo de la monetizacién, entonces Call(x) = Sy E(e*T — )t y Put(z) =
SoE(e® — eX1) T,

Aqui obtenemos una primera identidad, llamada paridad entre opciones de

compra y venta:

Federico De Olivera Lamas



18 Introduccién

Call(z) + Put(x) =Sy E(e™ — )" + SyE(e® — eXt)*
=Sy E(e™ — %) = Sy(1 — %) (6)

Ademas, a partir del valor de una opcién de compra o venta, podemos obtener
la ley del proceso X = {X;}i>0.

Sea xz € R entonces

0Call(x,T) +°°
or a / —e’ dya T)

XT>33)

donde hemos supuesto la existencia de densidad de la medida Q.

Este resultado es conocido en Dupire [1994] donde ademads, suponiendo la

existencia de densidad suave de S, se obtiene directamente:

9?Call(K, T)

BYe = fs,(K).

El modelo de Black-Scholes (ver Black and Scholes [1973]) es un pilar en la
valuacion de opciones. Dicho modelo puede verse en nuestro contexto quitando

los saltos correspondientes al proceso de Lévy.

Usando la simetria de la distribucién gaussiana obtenemos:

BSC(QZ, O') :S()N(dl) — S()€IN(CZ2), (7)
donde dy = 272 dy = 72y N(d) = - [* e T du.

Manteniendo fijos los restantes parametros y el precio de ejercicio, tenemos

que
0BS.(x,0)
do

Por lo tanto tenemos que BS.(¢) es una biyeccién entre los intervalos (0, 00) e

I = (50(1 - €I)1w<07 SO)

= Soo(dy)Vt > 0.

Federico De Olivera Lamas



0.1 Elementos del mercado fincanciero 19

De este modo, dado el valor de una opciéon de compra para un valor de z,

Call(x), existe un tnico o, () tal que

Call(x) = BSc(x, 0imp(2)).

La funcién oy, : I — (0,00) es llamada volatilidad implicita.

Hemos mostrado que la volatilidad implicita determina de forma tinica el valor
de una opcién de compra. Asi mismo, el valor de la opcién de compra en términos
del precio de ejercicio (o del logaritmo de la monetizacién), determina de forma
unica la ley del proceso de base y si éste es dado por un proceso de Lévy, por la
férmula de Lévy-Ito (ver B.1) queda determinada por su exponente caracteristico.
De forma resumida tenemos el siguiente esquema:

(U?H/}/) = ft(x)
T
P(z) = |Call(z)| & |ump(x)

En la Figura 1 mostramos la comparacion de la variabilidad de la densidad,
el precio de una opcién de compra y la volatilidad implicita cuando uno de los
parametros es modificado. Observamos la relevancia de la volatilidad implicita,
siendo su curva notoriamente mas sensible a los cambios en los parametros que
el resto de las curvas representadas.

Como tultimo punto haremos una breve introduccion a la férmula de Lewis,
la cual es una herramienta ampliamente utilizada en este trabajo a la hora de
determinar el valor de una opcién en un mercado de Lévy.

Formula de Lewis

Consideremos como antes que el precio de stock es modelado por S, = SpeXt+
donde X = {X;};50 es un proceso de Lévy que satisface E(e*t) = 1, ademas
supongamos que la funcién caracteristica de X; puede ser extendida sobre una
franja paralela al eje real Sy.

Consideremos también una funciéon de pagos w y supongamos que existe su
transformada de Fourier en términos de s = log(Sr) sobre una franja paralela al

Federico De Olivera Lamas



20 Introduccién
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Figura 1: Gréficos de densidad (izquierda), precio de una opcién de compra (cen-
tro) y volatilidad implicita (derecha) bajo el modelo Normal Inverse Gaussian
(arriba) y el modelo de Merton (abajo). Para el modelo Normal Inverse Gaussian
tomamos: en negro o = 70, § = =7, A = 1, en rojo a = 70, § = —10, A = 1.
Para el modelo de Merton tomamos: o = 0,1, 0; = 0,1, uy = —0,07, A = 0,5, en
rojo o = 0,1, 0; = 0,1, py = —0,1, A = 0,5. Otros parametros: 7' =1, r = 0,05,
So = 1000.
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0.1 Elementos del mercado fincanciero 21

eje real S:

w(z) = / e*w(s)ds,
R
donde z € S,,.

Por ejemplo, para la funcion de pago correspondiente a una opciéon de compra
tenemos w(s) = (e — K)" y aqui S, = {z € C' : Im(z) > 1} ya que

@(z) = /R ¢*(e* — K)*ds

:/ e (ef — K)ds,
s>log(K)

converge s6lo para Im(z) > 1y en tal caso obtenemos

W(z) = —K"/(2* —i2). (8)

Volviendo al caso general, sea S% la reflexién de Sx respecto al eje real, si
S% NS, # 0 entonces el valor de la opcién es dado por

—rT

V=" / e~ TYCAG(2)de, 9)
21 Jivsr

donde Y = In(Sy) + T, z =u+iv con v € Sx NS, (ver Lewis [2001]).

En particular, para una opcién de compra, de (8) y (9) tenemos:

T TV (—z
Ke / 6—iz(ln(50/K)+7"T)62—_)dZ7 (10)
2 Jiir S

donde v > 1, adicionalmente se agrega alguna condicién del tipo v < [ depen-
diendo del modelo de Lévy (ver Tablas 2.1 y 3.1 en Lewis [2001]).

Call(K) = —

A lo largo de la tesis usaremos mayormente el precio de la opcién de compra
en términos del logaritmo de la monetizacion x = In(K/Sy) — rT', de donde (10)

queda expresado en términos de x como sigue:

e eT\II(—z)

Call(z) = —— e dz. (11)

T
27 Jivar z4 =z
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Para una opcién de venta el desarrollo es andlogo, con la diferencia que la fun-
cién de pago w(z) = (e*—K)~ tiene una transformada de Fourier para Im(z) < 0.
Por ende las férmulas (10) y (11) se adaptan para una opcién de venta tomando
simplemente v < 0.

Para otras funciones de pago hacemos referencia a Lewis [2001] y Eberlein
et al. [2008].

0.2. Tres nociones de asimetria en mercados de

Lévy

Desde la introduccién del modelo Black-Scholes en 1973 (Black and Scholes
[1973] ) y su correspondiente férmula de precios para opciones, se han aclarado dos
hechos practicamente al mismo momento: por un lado la importancia de la contri-
bucién de este trabajo, que puede ser considerado fundacional de la matematica
financiera moderna, introduciendo, en particular, el concepto de “probabilidad
riego-neutral” y, por otro lado, las inexactitudes encontradas entre los precios de
las opciones de mercado y los de las opciones predichas por la formula de Black-
Scholes. Para distinguir la distribucién de probabilidad de los precios cotizados
con esta nueva nocién de probabilidad riego-neutral, fue utilizado el nombre de
medida de probabilidad “histérica” o “fisica”. Respecto a esto, consideramos que
la formula de Black-Scholes en finanzas juega un rol similar a la regresion lineal
en estadistica. Aunque se sobreentiende que en muchas situaciones las relaciones
entre dos variables no son lineales, la regresién lineal provee informacion rele-
vante sobre esta relacién, y puede ser considerada como un “primer orden” de
aproximacién para el modelo correcto. Y la propuesta alternativa de modelos,
que puede ser en términos matematicos considerada como una “aproximacion de
segundo orden”, abre un rango completo de diferentes posibilidades, resultan-
do de la sustitucion del movimiento browniano por familias mas sofisticadas de

procesos estocasticos, por supuesto, con mas parametros.

Varias caracteristicas empiricas, ambas de probabilidades estadisticas y de
riesgo neutral no corresponden a la exacta naturaleza del movimiento browniano.

En términos muy generales, clasificamos modelos alternativos en dos grupos,
los que preservan la propiedad de continuidad de las trayectorias (aqui tenemos
los modelos de un factor, donde la volatilidad tiene dependencia espacio-temporal
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y los modelos de dos factores que incorporan una segunda fuente de aleatoriedad),
y los que preservan la independencia de los incrementos, principalmente procesos
de Lévy.

Modelos de referencia en estas tres direcciones se pueden considerar, el mo-
delo de elasticidad constante por Cox and Ross [1976], el modelo de volatilidad
estocdstica de Hull and White [1987], y el modelo de difusién con saltos propuesto
por Merton [1976].

Una discusion interesante sobre la dicotomia “saltos o no saltos” puede en-

contrarse en el libro de modelado con saltos en finanzas por Cont and Tankov
[2004].

Un hecho relevante y definitivo relacionado con el éxito del modelo de Black-
Scholes es su dependencia practicamente de un sélo parametro o, la volatilidad.
Ninguno de los modelos alternativos, los cuales contienen la volatilidad como su
principal parametro, contienen un segundo parametro que puede ser trazado a lo
largo de diferentes modelos. Y esto es uno de los puntos débiles de los modelos con
saltos: ellos incorporan la medida de Lévy partiendo de modelos uniparamétricos
en el caso de Black-Scholes, a modelos infinito dimensionales en el caso de Lévy.

Una segunda caracteristica relevante en la modelaciéon en finanzas es la asi-
metria (skewness). En términos estadisticos, skewness es una medida de la asi-
metria de la distribucion de probabilidad de una variable aleatoria. En conclusion,
por un lado tenemos la volatilidad, que en términos estadisticos es una medida
del segundo momento centrado, y queremos incorporar en el anélisis una medida
del tercer momento centrado. En finanzas, distinguimos tres diferentes nociones

de asimetrias (skewness) que pueden ser encontradas en la literatura:
= La asimetria estadistica del logaritmo de los precios. Esta puede ser esti-
mada de los precios historicos, en la medida de probabilidad historica.

» La astmetria riesgo neutral del logaritmo de los precios, que puede ser
calculada (indirectamente) de precios de opciones.

s La asimetria de la volatilidad implicita o smirkness que mide la desviacion
de la simetria de la volatilidad implicita, cuando la consideramos como una
funcién del logaritmo de la monetizacién (log-moneyness).

Una discusién sobre la relacion entre la asimetria estadistica y la asimetria
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riesgo neutral es realizada en el capitulo 3, donde de forma general trabajamos

con procesos de incrementos independientes.

Uno de los principales puntos de interés de la presente tesis es el analisis de
la volatilidad implicita y su forma de sonrisa smirk. El analisis es realizado en
funcién de un parametro que encontramos especialmente de interés (3, pardmetro
de asimetria, basados en la simetria de la volatilidad implicita encontrada en
Fajardo and Mordecki [2006].

0.3. Contribuciones

En el presente trabajo se han abordado diferentes aspectos de los mercados
financieros, en particular nos concentramos en Mercados de Lévy y en el estudio
del comportamiento de la volatilidad implicita y sus consecuencias practicas como

son cubrir portafolios disminuyendo el riesgo de caer en grandes pérdidas.

Una de las contribuciones del trabajo realizado en la tesis es desarrollada en
el capitulo 1. La motivacién surge del articulo de Fajardo and Mordecki [2006],
donde se prueba que cuando el parametro de asimetria 5 toma el valor —1/2,
entonces la volatilidad implicita es simétrica respecto al logaritmo de la mone-
tizacién x = log(K/Sy) — rT. En este capitulo obtenemos un resultado atin no
advertido, en términos de 3, que da la “bi-simetria” de la volatilidad implicita
en términos de z y 8 (ver (1.7)).

También en este capitulo nos encontramos motivados en el estudio del cre-
cimiento de la volatilidad implicita, en términos del pardametro de asimetria [,
inicialmente estudiado en Fajardo and Mordecki [2014]. En dicho articulo se hace
el supuesto que el precio de una opcién de compra (y en consecuencia de la vola-
tilidad implicita) es creciente con el pardmetro 3 (ver Assumption 3.2 en Fajardo
and Mordecki [2014]).

En el capitulo 1, Teorema 1.1, probamos un resultado de monotonia de la
volatilidad implicita en un entorno de z = 0y § = —1/2, en particular obtenemos
que si x se encuentra en un semi entorno derecho del origen, entonces la volatilidad
implicita es creciente con respecto a § (en un entorno del punto § = —1/2).
Utilizando la simetria (1.7) obtenemos que si = se encuentra en un semi entorno
izquierdo del origen, entonces la volatilidad implicita es decreciente con respecto
a (8, en un entorno de 5 = —1/2. Este resultado muestra la no aplicabilidad,
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al menos en condiciones generales, del “supuesto 3.2” en Fajardo and Mordecki
[2014].

Asi también, en el citado articulo se termina motivando el anélisis en términos

del parametro de asimetria:

“However, we are interested in the possible misspecifications in the models
when using a fixed equivalent martingale measure. That is, if we change the para-
meter in the Lévy measure described by (16), what happens to the option price?
Unfortunately, we do not have a result that guarantees the validity of assumption
3.2. In that sense, the results obtained by Bergenthum and Rushendorf (2007) and
the use of the covariance inequality can give some insight, as shown in proposition
4.5. Also, for stochastic volatility models we only have numerical evidence of the
monotonicity properties of option prices with respect to the correlation parameter.

We conclude that this is not an easy task and is left as an open question.”

Entendemos que con lo desarrollado en el capitulo 1 se responde de forma
negativa dicha pregunta, ya que si en particular nos concentramos en z = 0
(at the money) entonces la volatilidad implicita es simétrica en el pardmetro
B respecto a f = —1/2 (ver (1.7)), lo que impide el crecimiento, al menos en
un entorno de dicho punto. También el ejemplo mostrado en la secciéon 1.6.3 no
permite encontrar la monotonia con [ incluso para x > 0. Vale acotar que si
algunos de los otros parametros del modelo se escribe en funcion de (3, entonces
el “supuesto 3.2” podra verificarse o no, dependiendo de la relacién impuesta en
un modelo particular (por ejemplo el modelo de Merton donde la varianza de los
saltos se ponga en funcién de ().

El ejemplo introducido en la seccién 1.6.3 es de gran importancia, mostrando
por un lado que los modelos de Lévy pueden generar graficas de volatilidades
implicitas que no se corresponden con las observadas en el mercado, pero dando
lugar a un aspecto tedrico de suma importancia al momento de buscar propiedades
generales para la volatilidad implicita bajo procesos de Lévy.

A raiz de este ejemplo, cabe preguntarse si para cierto rango de valores de
f y de precios de mercados (por ejemplo 8 € (—o0,—1/2) y & € (—00,0)) y
para cierta familia de modelos (por ejemplo modelos asimétricos con densidad
unimodal) la volatilidad implicita sea creciente con el pardmetro de asimetria.
Esto abre un camino de estudio a futuros trabajos.

El trabajo realizado en el capitulo 1 es motivo del articulo Implied Volatility
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Smirk in Lévy Markets (ver De Olivera et al. [2015b]), actualmente modificindose

con la incorporacion de ajuste a datos reales.

Un segundo aporte original de la tesis es referente a las coberturas de porta-
folios. En el capitulo 2 exponemos un nuevo tipo de coberturas, en este caso con
respecto al parametro de asimetria. Utilizando datos del indice SP&500 del ano
2006, comparamos dos tipos de portafolios: el usual portafolio AI'-neutral (con
derivada nula de primer y segundo orden respecto al precio de stock) y un porta-
folio AB-neutral (con derivada nula respecto del precio de stock y del pardmetro
de asimetria (). Los resultados obtenidos proporcionan evidencia sobre la impor-
tancia de neutralizar el portafolio respecto del parametro de asimetria en busca

de una disminucion de la varianza de las ganancias y perdidas.

El trabajo realizado en este capitulo nos aporta elementos para trabajar en un
articulo empirico sobre cobertura en el contexto de nuestro modelos asimétricos
(De Olivera et al. [2015a]).

Al momento de desarrollar coberturas en mercados de Lévy nos enfrentamos
a la necesidad de calcular las derivadas del precio de una opcién respecto de
determinados parametros de interés. En el capitulo 4 desarrollamos el calculo
de las derivadas parciales de una opcién europea con funcién de pago general,
con respecto a cualquier parametro de interés. Esas derivadas son usualmente
llamadas como “Griegas”. En particular desarrollamos formulas para el caso de
una opcién de compra o venta las cuales en su mayoria dependen solamente de
la funcién de densidad del proceso.

Este capitulo ha sido aceptado para la publicacién en “Trends in Mathematical
Economics” (De Olivera and Mordecki [2015a]).

Otro aporte realizado en la tesis corresponde a la visualizacién en finanzas.
Podemos considerar como punto de partida para la visualizacién en finanzas el
articulo de Bates [1997], donde en particular se analiza la prima por asimetria en
base a datos de SP&500 correspondientes al periodo del 31 de enero de 1983 al
31 de diciembre de 1993. En los capitulos 2 y 3 hemos trabajado en particular
con datos de SP&500 correspondientes al periodo del 2 de enero de 2006 al 31 de
diciembre de 2006. En particular hemos encontrado una fuerte tendencia de asi-
metria negativa expresada en términos del parametro de asimetria 3, lo cual a su
vez se es reflejado en la smirk de la volatilidad implicita. Con 8 hemos cuantifica-

do la asimetria de la volatilidad implicita desde un enfoque visual. Los desarrollos
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graficos obtenidos dan lugar al articulo en trabajo Smirkness Visualizations in
Lévy Models (ver De Olivera and Mordecki [2015b]).

0.4. Organizacion

En el capitulo 1 introducimos los modelos asimétricos de Lévy y obtenemos
la propiedad de “bi-simetria” de la volatilidad implicita en términos del logarit-
mo de la monetizacién y el parametro de asimetria §. Aqui ademads se prueba
nuestro principal resultado tedrico sobre el comportamiento de monotonia de la
volatilidad implicita en un entorno del punto x =0y f = —1/2 y también son
deducidas algunas relaciones para el exponente caracteristico, y en consecuencia
para la densidad en caso de existencia, en términos del parametro de asimetria.
Por tltimo mostramos algunos ejemplo y en particular introducimos un modelo
de Lévy que permite observar un comportamiento atipico de la correspondiente
volatilidad implicita mostrando la imposibilidad de extender la tesis de nuestro
Teorema principal.

En el capitulo 2 trabajamos sobre la cobertura de portafolios. Introducimos
férmulas, deducidas a partir de la férmula de Lewis (10), para el calculo de la
esperanza y varianza del valor de un portafolio en el tiempo, cuando esta confor-
mado por opciones de venta, compra, el activo subyacente y el activo sin riesgo.
Introducimos la neutralidad del portafolio con respecto al parametro de asimetria
B y analizamos la reducciéon de varianza de las ganancias y pérdidas de nuestro
portafolio AB-neutral con respecto al estandar portafolio Al'-neutral en base
a datos de SP&500 del ano 2006. Por tdltimo analizamos la variabilidad de los
parametros del modelo utilizado en los periodos usados en la calibracién.

En el capitulo 3 ampliamos nuestro marco de trabajo de los modelos asimétri-
cos, permitiendo la variabilidad temporal, en particular trabajamos con proce-
sos de incrementos independientes. Estudiamos la relacion entre la asimetria es-
tadistica y la asimetria riesgo neutral con la introduccién de la transformada de
Esscher. Estudiamos la prima de riesgo introducida por la incorporacion de saltos
y por ultimo analizamos la evolucion temporal de los parametros, dia a dia, en
base a datos de SP&500 del ano 2006.

El capitulo 4 es dedicado al célculo de las distintas griegas bajo modelos de
Lévy exponenciales, los resultados son comparados con algunas griegas calculadas
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en la literatura.

En el capitulo 5 se presentan los principales elementos considerados al mo-

mento de los calculos numéricos y las herramientas de visualizacion utilizadas.

Por tltimo, en el apéndice A probamos un resultado de monotonia de la
volatilidad implicita en téminos de la medida de Lévy. En los apéndices B y C,
siguiendo de cerca el libro de Cont and Tankov [2004], exponemos los principales
elementos de los procesos de Lévy y la construccion de reglas de precios y medidas

martingala.
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CAPITULO 1

VOLATILIDAD IMPLICITA EN MODELOS
ASIMETRICOS

En este capitulo introducimos los modelos de Lévy asimétricos, que tienen una
medida simétrica de saltos multiplicada por un factor exponencial de amortigua-
cién, con el objetivo de estudiar la smirk de la volatilidad implicita en mercados
de Lévy , extendiendo en este sentido los resultados obtenidos por Fajardo and
Mordecki [2006] y Carr and Lee [2009].

El factor de amortiguacion depende de un parametro [, que resulta en una
medida de la asimetria del modelo. Mostramos que la variacién de este pardametro

produce la sonrisa tipica observada en la curva de volatilidad implicita (ver Figura
1.1).

Nuestro principal resultado muestra cierto comportamiento de monotonia de
la volatilidad implicita de los modelos asimétricos alrededor del punto de si-
metria § = —1/2. Los resultados, que se aplican a la mayoria de los principales
modelos en la literatura, son independientes del vencimiento de la opcion. Esto
se diferencia de los resultados encontrados tltimamente en la literatura, donde
principalmente se estudia la smirk cuando el vencimiento de las opciones tiende a
cero (por ejemplo ver Gerhold and Giiliim [2014] o Figueroa-Lépez and Olafsson
[2015]))
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Figura 1.1: Volatilidad implicita en funcién de x = log(K/Sy) — rT, para una
opcion de IBM al 12 de enero de 2011 con vencimiento 12 de febrero de 2011.

1.1. Introduction

A partir de Black and Scholes [1973], se han realizado muchos intentos
por capturar el verdadero comportamiento de la volatilidad implicita. Los mas
conocidos son la volatilidad “smile” y “smirk”, que muestran que dependiendo
del logaritmo de la monetizacién (log-moneyness) y el vencimiento, podemos
observar un determinado comportamiento. Como por ejemplo el hecho que
opciones de venta out the money son mas caras que la correspondientes opciones
de compra out the money, este hecho ha sido ampliamente abordado por muchos
autores, entre ellos el trabajo de Foresi and Wu [2005] establece este hecho para
un gran conjunto de datos de precios de opciones para los principales indices
en doce paises. Ademds, Carr and Wu [2003] analiza el patrén de volatilidad
implicita smirk a través de vencimientos usando opciones del indice SP&500.
Sus hallazgos implican que el indice tiene una distribucién de riesgo neutral

asimétrica.

Por otro lado, es bien conocida la relacion entre la simetria de la volatilidad
implicita y la simetria de mercado o simetria put-call, como Fajardo and
Mordecki [2006] y Carr and Lee [2009] han mostrado para procesos de Lévy y
modelos de volatilidad local y estocastica, respectivamente. También, Fajardo
and Mordecki [2014] han mostrado la relacién entre “skewness premium” y el
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parametro de simetria de mercado.

En este capitulo nos enfocamos sobre una subclase de procesos de Lévy, donde
la amortiguacion exponencial controla la asimetria, usamos técnicas de dualidad
para obtener un resultado que nos permite relacionar la asimetria de la volatilidad
implicita y el parametro de asimetria de mercado. Aunque hay en la literatura
procesos mas generales, incluyendo modelos de volatilidad estocéastica, nosotros
nos centramos en una clase particular. Para esta clase conseguimos una visién més
profunda de cémo este proceso particular genera la asimetria. Mas exactamente,
el parametro de simetria de mercado esta profundamente conectado con el exceso
de kurtosis riesgo neutral, el cual nos permitira relacionar la asimetria y kurtosis
riesgo neutral con la asimetria de la volatilidad implicita. El principal resultado
obtenido muestra que todos los modelos asimétricos con densidad continua tienen
una derivada parcial cruzada de la volatilidad implicita positiva, con respecto a x
(el log-moneyness) y f en el punto z =0y 8 = —1/2, dando, como consecuencia,
un preciso comportamiento de monotonia de la volatilidad implicita en un entorno

de este punto.

1.2. El modelo

Bajo un mercado de Lévy (ver seccién 0.1), el precio de stock del activo

subyacente es completamente determinado por la terna caracteristica (v, o, II).

1.2.1. Modelos asimétricos

Estamos particularmente interesados en el caso donde {X;, Q} tiene una me-

dida de Lévy que pude ser representada de la forma,
[(dy) = e™Tly(dy), (1.1)

donde IIj es una medida de saltos de Lévy simétrica (no degenerada), i.e

Aﬂo(dy)zlAHo(dy),

donde —A = {y: —y € A} es la imagen simétrica de A. Asumimos que Il no
depende de 3. En este caso anotamos Q por Q. Como consecuencia, estudiamos
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el proceso de Lévy

{X:, Qs} (1.2)

con terna (s, 0,1lg) donde Ilz es como en (1.1) y
Y5 = —0?/2 — / (e — 1 — h(y))e”Iy(dy).
R

En este caso, anotamos el exponente caracteristico por 13 y escribimos fi(z; )
para la densidad de X; bajo Q4, cuando ésta existe. Para la existencia y suavidad
de la densidad de una distribucién infinitamente divisible ver secciones 27 y 28
en Sato [1999].

Esta parametrizacion nos permite cuantificar la smirkness del modelo por
s = +1/2, en vista que § = —1/2 (s = 0) proporciona simetria de la volatilidad
implicita como funcién del logaritmo de la monetizacién x = log K/F', donde K es
el precio de ejercicio de una opcién de compra y F' = Sye’! es el correspondiente
valor futuro del activo subyacente (ver Fajardo and Mordecki [2006]).

1.3. Dualidad Put-Call y volatilidad implicita.

Comenzamos la seccién mostrando un resultado que necesitamos para obtener
la simetria de la volatilidad implicita en x = log(K/F) y en s = 5+ 1/2. Este
resultado puede obtenerse directamente de la medida y el proceso dual definidos
en Fajardo and Mordecki [2006], sin embargo por el trabajo directo sobre nuestro
parametro de interés preferimos aqui hacer la prueba directamente.

Proposicién 1.1. Sea {X;, Qs_1/2} un proceso de Lévy como en (1.2) con f§ =
s — 1/2. Entonces

Qs-1/2(dx) = 7" Q_g_12(—dx)

En caso de existencia de densidad,

filz;s —1/2) = e fi(—z; —s — 1/2).

Demostracion. Observemos que
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@s_l/g(d.T) :e_xQ_s_1/2<—dI> si y solo si
/eizx(@s_l/g(dx) :/ eizxe_x(@_s_l/g(—dx) si y sélo si
R R
€iszS,1/2(d.’E) :/ei(Zi)szl/2<dx)7
R R

lo que a su vez es equivalente a que los exponentes caracteristicos sean iguales:

Uy(2) =0_g(—2 —i). (1.3)

Mostremos la igualdad entre las partes continuas por un lado y por otro entre
las partes de saltos.

2 2 2 2
—@(—z—z)% - (—z—i)2% = —iz% —22%. (1.4)
2242iz—1

De (1.4) y (1.5) se concluye (1.3) y esto prueba la tesis.

Como corolario tenemos una importante relacion, que puede ser encontrada de
forma general en Fajardo and Mordecki [2014]. Sin embargo, poniendo énfasis en

nuestro parametro de interés, nuevamente hacemos directamente la demostracion.

Corolario 1.1. Sea {X;,Qs_1/2} un proceso de Lévy como en (1.2) con =
s — 1/2, entonces:
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K,
Calls_1/2(K;) = FPUtfsfl/2(K—a:)7

donde F' = Spe™ y K, = Fe®.

Demostracion.

C’alls,l/g(:v) :G_TTES,1/2 <(ST — Kx)+)

[z,+00)

=e"Put_s_1/5(—x)
[

Observacion 1.1. Si tomamos B = —1/2 (s = 0) en la Proposicion 1.1, entonces
(1.6)

tenemos
fi(z; =1/2) = e fi(—x; —1/2).
Observacion 1.2 (Bi-simetria de la volatilidad implicita). A partir del corolario

(1.1) tenemos la siguiente relacion para la volatilidad implicita

(1.7)

Cimp(x,8 —1/2) = Oppp(—x, —8 — 1/2).

En Fajardo and Mordecki [2006] este resultado es obtenido para el caso s =0

(8=—-1/2)

Mostramos en la Figura 1.2, la volatilidad implicita para el modelo Variance

Gamma en términos de x y §. Aqui observamos la simetria en (1.7).

Corolario 1.2. Sea {X;,Qs} como en (1.2) con =s—1/2, entonces:

e /2 (So — C’alls,l/g(x)> = ¢%/? (SO — C’all,s,l/g(—x))
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Figura 1.2: Volatilidad implicita para el modelo Variance Gamma como funcion

de xz y . Otros pardametros son: « =5, A=1,T =1, r = 0,05.

Del corolario 1.1 y la paridad entre opciones de compra y venta

Demostracion.

(6) tenemos directamente

S()(l - em).

Calls_1/5(x) — e"Call_g_1j2(—)

Despejando obtenemos la tesis.

0

Del corolario 1.2 tenemos para x =

.2 3.

Observacién 1.

(0),

= Call_s_1/2

C’alls_ 1/2 (O)

de compra es simétrica respecto

on

.z

money) la opci

por lo tanto, para x = 0 (at-the

de s y en particular:

0)

8C'all5_1/2 (ZE

o0s
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1.4. Relaciones para las densidades de los mo-

delos asimétricos.

En esta seccion introducimos algunas relaciones distribucionales del proceso
{X:,Qs} como en (1.2), en términos del parametro de /5 o més explicitamente, en
términos del pardmetro de smirkness s = § 4 1/2. En particular la Proposicién
1.3 serd de suma importancia al momento de estudiar el comportamiento de la
volatilidad implicita en torno de f = —1/2.

Proposicién 1.2. Sea {X;, Qg} como en (1.2), entonces la distribucion de X,

es simétrica si y solo si f = 0.

Demostracion. Observemos que X, es simétrica respecto de tag, si y sélo si
c
(Xt — tag) = (—Xt + tag)

y esto es equivalente a

et(fizang\Il@(iz)) — E(éiz(thtaB)) — E(eiz(th+ta5)) — et(izaBJr\I/@(fiz))' (18)

Usando la condicién de medida martingala, E(e**) = 1 (lo que equivale a

1p(1l) = 0), al evaluar (1.8) en z = i obtenemos que el tnico posible eje de

Y-
2

simetria es ag = . Siendo

0s() = —=(G+ [ @-1-h) e () )+ + [ (2= 1-2h)e (),

o = ([ 1= h)e ) + [ =1+ h)e )
=t 5 [ = 1)) + [ (@ -1 h)e i)

e
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Luego, observemos que de (1.8) tenemos que la simetria es equivalente a
Us(iz) — Ug(—iz) = 2izag, donde

Ws(iz) — Ug(—iz) = — iz [02 + / (¥ —1— h(y)) (eﬁy + e’ﬂy>H0(dy)]

+ /R(eizy — 1 —izh(y))(e” — e P)y(dy)

= —iz [02 - /R(ey —1-"h(y)) <€ﬁy + 6_’8y>H0(d?/)]

N

TV
—2izag

Por tanto, X; es simétrica respecto de ag si y sélo si

/}R(eizy —1—izh(y)) (e — e PIy(dy) =0  VzeR. (1.9)

Consideremos los procesos de Lévy Y;B e Yt_ﬁ con ternas caracteristicas
(0, eP¥TIy(dy),0) v (0,eP¥TIy(dy), 0) respectivamente. La igualdad (1.9) es equi-
valente a Ytﬁ £ YT'B y por la unicidad de Lévy Kinchine, esto equivale a
Py (dy) = e P¥Ily(dy). Siendo IIy(dy) no concentrada en y = 0 tenemos que

X es simétrica si y sélo si § = 0.
O

Observacion 1.4. Observemos que en caso de simetria, § = 0, tenemos ag = 7o
y por ende el eje de simetria es dado por el término de tendencia (“drift”).

Si existe densidad, tenemos
fi(x 4+ t0;0) = fi(—z + t70;0). (1.10)

Proposicién 1.3. Sea {X;,Qs} como en (1.2). Entonces,

Vp(2) = Yo(z + B) — o(B) — zug. (1.11)

Si existe densidad tenemos

fillws B) = (=0 =) £ (2 p00) (1.12)

donde pig = Bo? + [p(ev — 1)(e? — 1)y (dy).
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38 1. Volatilidad implicita en modelos asimétricos

Demostracion. Definamos la medida (@ tal que:

d@ BXt—to(B)
— —ePt ) 1.13
0, (1.13)

Luego, a partir de la transformada de Esscher, {Xt,@} es un proceso de
Lévy con terna caracteristica (¥, o, e?Ily(dy)) donde 4 = Bo? + v + fR(eﬁy —
1)h(y)Io(dy).

Observemos que {X;,Q} y {X;,Qs} son ambos procesos de Lévy y sélo difie-
ren en el término de tendencia (drift) , por lo tanto

{X,,Qs} = {X, — tus, Q} (1.14)
donde 15 = B0 + 0 — 5 + [ (€ — 1)h(y)Io(dy).

A partir de (1.13) y (1.14) obtenemos:

Eﬁ(ezxt) :]E(ez[Xt_tﬂﬁ]) — ]Eo(e(z+ﬂ)Xz—t[wﬁ+wo(ﬁ)])’ (1.15)

y de (1.15) obtenemos (1.11).

Por otro lado, si existe densidad tenemos

1 ) )
fi; B) / et ) g
R

T om
1

— [ iz ptiboliztB)—vo(B)—izug) 1
2T R

_—tho(® L / o—iz(zttig) ghio(iz+B) g,
R

2T

_tho(® L / o= B)(@+tup) i) gy,
27T R

_ Blattug)—tio(8) L / o iw(+tas) o) gy,
21 Jr

:65(1+tﬂﬁ)*w0(5)ft<x + tug; 0),

lo que demuestra (1.12). O
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Observacion 1.5. Observemos que de la Proposicion 1.2 tenemos que la densi-

dad f;(x;0) en la Proposicion 1.3 es simétrica respecto de t~yq.

A continuacién probamos una relacion de simetria que vincula la densidad en

términos de f.

Proposicién 1.4. Sea {X;,Qs} como en (1.2). entonces,

Vp(2) = Yp(—2 —28) — 2(2 + B) (1 — 0)-

Si existe densidad tenemos

fila + thyo — ngls B) = €% ful—x + tho — ngl; B). (1.16)

Demostracion. Por la simetria de la distribucién para 8 = 0, de la Proposicion

1.2 tenemos

Yo(—2 — B) = Yo(z + B) — 2(z + B)70- (1.17)

Luego, de la Proposicién 1.3 y la igualdad (1.17) tenemos

V(=2 = 2B) =tho(—2 — B) — Yo(B) + (2 + 28)ps
=o(z + B) = 2(z + B)70 — Yo(B) + (2 + 28)ps
(2) =2(z+ B)ro + (22 + 25) s
(2) 4+ 2(z 4 B) (18 — 70)- (1.18)

5Z

=g

z

Por otro lado, si existe densidad, a partir de (1.18) tenemos
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40 1. Volatilidad implicita en modelos asimétricos

1 . .
fie(z; B) = 7 Re_mcetw(”)dz
L[ e pesciz29) 264 8) (as—0)] g,
27T R
_ 2B L / o izl 2 (g —0)] i (~iz—28) 1,
2 Jr
—iz—2f=iw e_Qtﬁ(MB_VO)i/e(iw‘f'QB)[ﬂC‘f'Qt(Mﬁ_VO)]etwﬁ(iw)dz
27T R
_ 2Bmp—no)2me L / piole+ 265 —0)] b i) .,
27T R
= 2Plettins =100l £, (2 — 2t (g — 70); B). 1.19
t J9%; Y0);

Mediante el cambio de variable x =y — t(113 — Yp) obtenemos la tesis.

]

Observacién 1.6. 1. Observemos que en la Proposicion 1.4 el término g —
Yo puede ser simplificado. En efecto, recordemos los términos involucrados
pg = Bo? + v — s + [y h(y)(€” — DIg(dy) y también el término de
tendencia vs = —0?/2 — [plev — 1 — h(y)]e®To(dy), tenemos

Wi — 0= (B +1/2)0” + / (@ — 1)e® — h(y)o(dy) (120

2. De (1.20) para = —1/2, por la imparidad (e¥ — 1)e™¥/? — h(y), tenemos

que se verifica fi_yjo — Yo = 0.

Por tanto, de (1.16), con f = —1/2 obtenemos nuevamente el resultado
(1.6). Ahora el resultado obtenido es vdlido para todo f3.

Para terminar esta seccién mostramos un resultado que vincula la distribucién

en términos del parametro [ con la distribucién en términos de —f.

Proposicién 1.5. Sea {X;,Qs} como en (1.2). Entonces,

Y_p(2) = Yp(—2) — 2(ps + p—g — 27)-
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Si existe densidad tenemos
fil@ +tlvo — psl; B) = fil—x 4ty — p—pl; =B).

Demostracidn. Recordemos que pig = 0% + 70 — 75 + [ (e? — 1)h(y)Io(dy) y
v = —0°/2+ [5(e¥ —1—h(y))Iy(dy). Luego, reagrupando términos y utilizando
la simetria de II; tenemos

Vp(=2) — 2(p-p + pp — 270) =
=z0” + z/(ey — 1 — h(y))ePTy(dy) + 2%0°/2
R

+ [ = 1 b))

-

v~

Jr(e?¥—1—zh(y))e~PyTIo(dy)
— 2ot [ e =1 ne ™+ (@ = Dh)
(e = 1= h(y)e™ + (* = 1)h(y)] To(dy) |
=—20%/2 — Z/R(ey — 1 — h(y))e Iy (dy) + z%0?/2

J/

i / (¢ — 1 zh(y)eTo(dy) — 2] / (e + =P — 2)h(dy) | Ty (dy)

TV
impar

=1_p(2)

Por otro lado, en caso de existencia de densidad tenemos,

1 . .
fi(=z +tlo — p_gl; —B) =5- / e H(mmHtho =g -5 (2) g
T JR

:i e~ (=a—tho—pp]) ot —p(iz)+tiz[u—p+rs =270 g,
21 R

_ L[ —iwtatho—pal) ghé- s (—iw)—tiwln_s+us—20] gy
21 Jr

:i e~ w(z+tho—ppl) pts(iw) 1,
2 Jr

= fi(x + t[yo — psl; B),
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42 1. Volatilidad implicita en modelos asimétricos

lo que concluye la prueba.

1.5. Volatilidad implicita en un entorno de x = 0
y B=-1/2.

En esta seccion presentamos nuestro principal resultado, describimos el com-
portamiento de la volatilidad implicita en un entorno de z =0y f = —1/2. Ob-
tenemos de esta forma la prueba, al menos en un entorno de x =0y = —1/2,

del comportamiento observado en la practica con los principales modelos.

Obtenemos dos resultado que involucran la volatilidad implicita. El primero
muestra que la volatilidad implicita como funciéon de § , en un entorno de g =
—1/2, es creciente cuando z esta en un entorno derecho de z = 0 y es decreciente
cuando x estd en un entorno izquierdo de z = 0. El segundo resultado muestra que
la volatilidad implicita, como funcién de x, en un entorno de x = 0, es creciente
cuando (3 estd en un entorno derecho de —1/2 y es decreciente cuando 3 esta en

un entorno izquierdo de —1/2.

Con el objetivo de formular el siguiente resultado, escribimos la férmula de
Black-Scholes en términos de x como

BS(Ky, Oimp(x, 8)) = SoN(d1) — K,e "' N(dy),

donde

—$+U7;2mp(.17,6)% _x_az?mp(xaﬁ)%

dl - Uimp(xa/g)\/f Y d2 - gimp($7ﬂ)ﬁ

Ahora, derivando respecto de x obtenemos

8BS(KI, Uimp(ilf, ﬁ)) i 8BS(KI, Jimp) 8Kx + ('3BS(KI, Uimp) (9aimp(x, ﬂ)
ox N 0K, ox 0T imp ox

= —Spe*N(dy) + \/Tgb(dl)agimg—f’ﬁ).

donde N y ¢ denotan la funciéon de distribucién y la densidad de la distribucion
normal estandar respectivamente. Por otro lado, el valor de una opcién de compra
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1.5 Volatilidad implicita en un entorno de x =0y = —1/2. 43

bajo el proceso de Lévy (1.2) es denotado por Call, y dado por

Call(z,B) = e "™ Es (Sp — K,)" = Sy /+0<>(ey —e")dQp. (1.21)

Para obtener la diferenciabilidad de la volatilidad implicita con respecto a x,
necesitamos obtener la derivabilidad de la funcién Call(x, 5) con respecto a x.
En vista de (1.21), la existencia de una densidad continua de la medida Qg es
una condicion suficiente para la diferenciabilidad de la funciéon C'all. De acuerdo
a la proposicién 28.1 en Sato [1999], la condicién

/ 502 |dz < oo (1.22)
R

implica la existencia de una densidad continua.

A lo largo de esta seccién asumimos la existencia de una densidad continua.

Luego, tenemos

0Call(x, B)

O = —Sgerg(XT > SL’),

y de la igualdad BS (K, 0imp(x, 8)) = Call(z, §), obtenemos

00 umple,B) 50 (V) = Qo(Xr > ) N(ay) — Qu(Xs > )
o S(d)VT - $(dx)V/T '

(1.23)

A continuacién, presentamos nuestro principal resultado.

Teorema 1.1. Para cualquier vencimiento T', si {X;, Qs} es un modelo asimétri-
co con densidad continua, entonces

1. existe € > 0 tal que:

a) si € (=5 — ¢ —3) entonces E)amg—(o’ﬁ) <0,
T
b) si € (—%;—4 +¢e) entonces %map—i?,ﬂ) >0,

2. existe € > 0 tal que:
00 imp(x, —1/2)
op

a) six € (0,¢), entonces > 0,
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44 1. Volatilidad implicita en modelos asimétricos

00 imp(x, —1/2)
op

< 0.

b) siz € (—¢,0), entonces
Con el objetivo de facilitar la prueba del Teorema 1.1 introducimos los dos

siguientes Lemas.

Lema 1.1. Si {X;,Qg} es un modelo asimétrico con densidad continua, entonces

fi(w; —1/2) < fi(0; —1/2)e”V/2® Vz € R.

Demostracion. Observemos que

fors = — 022470 — 71y + / h(y)(e /2 — 1)y(dy)
R

0+ [ (€= D = 1) lity) = 20 (1.24)

porque (¢Y — 1)e™¥/2 — h(y) es una funcién impar. Por otro lado,

1 . .
fe(x + 1703 0) =5 / e~ @) s (2)
T JR

1
21 Jp
1

efizx et[f’iZ’yo +ig(i2)] dz

cos(zx)etl =0 vol=) g, (1.25)

< i etl=izr0+do(i2)] 7.,
— 27 R

=fi(t10;0), (1.26)

donde en (1.25) usamos que la parte imaginaria de —iz7yy + 1 (iz) = —2%02/2 +
Je(€™¥ — 1 —izh(y))Ily(dy) se anula.

A partir de la Proposicién 1.3 y (1.24) tenemos

fila; =1/2) =e /2O £ (4 4 ty0; 0)

=£,(0; —1/2 e—Wft 1.27
FA0=172) e (t70;0) 20

Observemos que de (1.26), fi(ty0;0) # 0.
A partir de (1.26) y (1.27) obtenemos el resultado. O

Federico De Olivera Lamas
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El siguiente resultado admite una interpretacion en términos de una opcién
digital de compra. Bajo un modelo asimétrico, el precio de una opcién digital en

x = 0 es decreciente con f en f = —1/2.

Lema 1.2. Si {X;,Qg} es un modelo asimétrico con densidad continua, entonces

an(Xt > O) <
o6 —1/2

Demostracion. Por simplicidad, anotaremos f;(y) := fi(y; —1/2), la densidad de
la distribucién de X; en § = —1/2. A partir de la férmula de Lewis para una
opcién digital de compra (ver Lewis [2001]) tenemos

1 izx Ltepg(—iz)
S

Qs(Xi > 2) = —

27 Jiir (22

Luego, derivando respecto de 3 obtenemos

aQﬁ(Xt > 0)
op —1/2
1 ets(=2) Ota)g(—iz)
- : ‘ dz
27 Jivim 12 ap ~1/2
t etwﬁ(fiz)

=5 e [/R (e7™ —1+4iz(e¥ — 1))y6_y/21_[0(dy)] dz (1.28)
_ /R ve 2 Q1a(X, > —) ~ Qua(X, > 0) — (& — 1)£(0)| My(dy) (1.29)
= t/o N ye v/ [@—1/2(Xt > —y) — Q_12(X; > 0) — (e — 1)ft(0)] Iy (dy)

400
[ e [Qe > ) = QX > 0) = (¢ = ) (0)| ol
(1.30)

+o0
= t/ ye*y/2 [Q_l/g(—y < X < O) + ey@_l/Q(O < X < y)
0

—2(e” — 1) £(0) | Tl (dy),
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46 1. Volatilidad implicita en modelos asimétricos

donde en (1.28) usamos que Il no depende de /3, en (1.29) usamos el Teorema
de Fubini y en (1.30) usamos la propiedad de simetria de I,.

Sea g(y) := Q_1/2(—y < X; <0) +e¥Q_12(0 < X; <y) —2(e¥ — 1) £(0). De
(1.6), obtenemos que

9'(y) =fi(=y) +e'Q_1/2(0 < Xy <y) + e fi(y) — 2¢” f(0)
—e [Q_W(O < X, <y)+2fily) — ft(O)]]. (1.31)

A partir del Lema 1.1 y (1.31) tenemos

ey (y) = / " fi(s)ds + 20fi(y) — £i(0)
<f,(0) /0 e M2 ds + 2[f,(y) — f(0)]

=—2f,(0)e""* +-2fi(y) < 0.
Observemos que f;(0)e™*/2¥ no puede ser igual a f,(y) para cada y > 0 porque

en este caso, de (1.6), obtendriamos el absurdo f;(—y) = f;(0)e}/?¥ para y > 0.
Luego, existe un intervalo abierto I C R* tal que ¢/(y) < 0 para y € I.

Siendo ¢ decreciente, g(y) < ¢g(0) =0 paray >0y g(y) < 0 para y € I, esto

implica

an(Xt > 0) o oo —y/2
SO =t e et <o

lo que concluye el resultado. O

—-1/2

Prueba del Teorema 1.1. De (1.23) obtenemos:
aQO-imp(:Eaﬁ) _gagimp(xaﬁ)
0p0x 0B ox
[6() 55 — *557] — [N(dy) = Qs(Xr > )](—db) 53
gb(dQ)\/T

Observemos que

ody  T0%,(x, )27 — (2 + o

. imp BJ] - imp

a3 02, (@, B)T

imp

oB

(2, B)%) 55
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A partir de (1.7), tenemos 030my(0, —1/2) = 0 y luego 0zd2(0,—1/2) = 0

donde concluimos que, del Lema 1.2

820'imp(0, —1/2) _ S() aQﬁ(XT > O)
Y IR ;S B P At

2

A partir de (1.32) tenemos
iaoimp(ov B) ‘
op ox —1/2
1

luego, existe € > 0 tal que 0,04m(0, 3) es creciente como funcién de 5 € (—5 —
g;—3 + ). Los resultados 1(a) y 1(b) se obtienen de 9,0m,(0, —1/2) = 0.

> 0,

Ahora probaremos 2(a). El resultado 2(b) se obtiene de la simetria de la
volatilidad implicita (1.7).

Bajo condiciones de regularidad tenemos a%ggzé(xa:ﬁ) = 82"3%(;’5)7 luego de
(1.32) tenemos
8 80imp 820im (O —1/2)
— 0,—-1/2) = i > 0. 1.33
axaﬁ(, /2) 9105 (1.33)

A partir de (1.33) y la simetria (1.7) tenemos que existe € > 0 tal que, si
x € (0,¢) entonces

0T imp do;
i —1/2 (0, ~1/2) = 0.
T (@, =1/2) > (0, -1/2)
Esto concluye la prueba del Teorema. O]

1.6. Ejemplos

En esta seccion discutimos la aplicabilidad de nuestro Teorema a modelos
de actividad infinita, modelos de difusiéon con saltos y mostramos un ejemplo
complementario que muestra por qué los resultados obtenidos de monotonia de
la volatilidad implicita son sé6lo locales, mostrando que los resultados del Teorema
1.1 no pueden ser generalizados més alld de un entornode z =0y 8= —1/2, al

menos para los modelos de asimetria en general.
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48 1. Volatilidad implicita en modelos asimétricos

1.6.1. Modelos de Actividad Infinita.

El modelo Hiperbdlico Generalizado (GH), incluyendo el Variance Gamma
(VG) y el Normal Inverse Gaussian (NIG) y el modelo de Meixner, son mode-
los asimétricos. Casos particulares del modelo CGMY corresponden también a
modelos asimétricos.

Todos ellos tienen densidad continua, por tanto verifican las hipdtesis del
Teorema 1.1. A continuacién detallamos las correspondientes medidas de Lévy
para estos modelos.

El modelo Hiperbdlico Generalizado.

El modelo GH es de asimetria ya que su medida de Lévy es

_ eﬁyi *ooexp ( — \/mh/’)
Is(y) = 7] (/0 w2z(J3(0V22) + Y(0v/22))

donde los parametros satisfacen las condiciones 0 < |B| < a;, y § > 0;y Jy, Y, son

dz + 1{)\20})\6—a|y|>7

las funciones de Bessel de primer y segunda clase (por detalles ver Eberlein and
Prause [2002]). Dos casos particulares ampliamente usados en la literatura son el
VG y el NIG, obtenidos cuando A = 1 y cuando A = —1/2 respectivamente.

Para el modelo Variance Gamma la medida de Lévy resulta

donde 0 > 0y || < a. En este caso la funcién caracteristica con la restriccién

de medida martingala es

En la Figura 1.3 mostramos cémo la volatilidad implicita se mueve en términos

de (.

Para el caso NIG la medida de Lévy resulta
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Figura 1.3: Volatilidad implicita del modelo Variance Gamma en términos de

= log(K/Sy) — rT. Linea punteada =

izquierda § =

—0,5. Linea continua: Ariba a la
—1,5, arriba a la derecha § = —1, abajo a la izquierda § = 0,

abajo a la derecha 8 = 0,5. Otros parametros son: a« =4, 6 =2, T =1, r = 0,05.

(dy) = e

da
[yl

Ki(aly|)dy,

donde K es la funcién de Bessel de tercer tipo con indice 1.

El exponente caracteristico para el modelo NIG, con la restriccion de medida

martingala es:

W(z) =— 25<\/a2

— Va2 —(B+1) >

(5<\/a2

— Va2 —(B+2) )

(1.35)
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Modelo de Meixner

El modelo de Meixner, mediante un pequeno cambio de nombre en los parame-
tros, es un nuevo modelo asimétrico con medida de Lévy dada por

A

= Py
H(dy) = ysinh(my/a)

dy.

Modelo CGMY

El modelo CGMY fue introducido en Carr et al. [2002b]. Este tiene terna de
Lévy (7,0,II) con
cre Ny c el V

H(dy) = lezo + W1y<0] dy,

donde A\* >0, ¢* >0y 0 < a* < 2 (ver Cont and Tankov [2004]).

Con el objetivo de incluir este modelo en nuestra clase de modelos asimétricos,
debemos tomar algunas restricciones: A\=c" =c¢, 8= -AT=A"ya=a" =

a .

Ahora
TI(dy) = e* A|y|~ 1+ dy.

Por otro lado, v es determinado por la condicién de medida martingala.

1.6.2. Modelos de difusion con saltos

Observemos que todo modelo de difusién con saltos con componente de difu-
sién positivo (o > 0) tiene una densidad diferenciable de cualquier orden (eso se
deduce de usar el Teorema 4 V.4 en Feller [1971] y el Teorema 2.27 en Folland
[1999]).

Modelo asimétrico de Merton

El modelo de Merton tiene una medida de Lévy del tipo II(dy) = e**IIy(dy)
con Il simétrica, pero dependiendo de f3:
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x=log(K/F)

Figura 1.4: Volatilidad implicita bajo el modelo asimétrico de Merton con: T" = 1,
r=0,05, 0 =02, A =2, 0; =0,2. Linea continua = —0,5, Linea punteada:
£ = —0,6, linea discontinua: f = —0.4.

1 1 y—/w>2
TI(dy) =\ exp{ —= d
(dy) B p{ 2< p Yy

2
_ —l<—i:<f>2> gy 1 { Yy }
=(Xe 2977 )e expq —— o dy, 1.36

( V2mo P 202 y ( )

donde 3 = py/o% y py depende de 3. Por esta razén adaptamos el modelo de

Merton re-parameterizando su medida de Lévy.

Definicién 1.1 (Modelo asimétrico de Merton). Definimos el modelo asimétrico
de Merton como un proceso de Lévy con terna caracteristica (vy,0,11(dy)), donde

1 y?
By J
[I(dy) = e Nor exp { 5 3} dy.

El exponente caracteristico para el modelo asimétrico de Merton es

02 5253 z 2 1 2
Pp(z) = —2(1 — z)? + de 2 [e(ﬁJr?)Z"j —1- z(e(ﬁJr?)”J — 1)} :

En la Figura 1.4 mostramos el comportamiento de la volatilidad implicita en
un entorno de = —1/2.
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Modelo asimétrico de Kou

El modelo de Kou tiene densidad de salto dada por g(y) = pf1e®¥1(,<y +
(1 — p)bae™%Y1 -0y, donde p € (0,1) y 61,05 > 0. El siguiente caso particular

constituye un modelo asimétrico.

Definicién 1.2 (Modelo asimétrico de Kou). Definimos el modelo asimétrico de

Kou como un proceso de Lévy con terna caracteristica (v, o,11(dy)), donde

II(dy) = AP~y

La relacién entre los parametros del modelo general y el modelo asimétrico
son A=ph; = (1 —p)hy, 0y =F+ayb,=0—a.

1.6.3. Un ejemplo complementario

En esta seccién mostramos un ejemplo de un proceso de Lévy donde el
correspondiente modelo verifica las condiciones de regularidad del Teorema
1.1, pero no verifica 00;my(0,3)/08 > 0 para todo f§ > —1/2 ni tampoco
0 imp(x,—1/2)/0F > 0 para todo x > 0.

Definicién 1.3 (Proceso de difusién con Poisson a dos lados). Definimos el
proceso de difusion con Poisson a dos lados como un proceso de Lévy donde la

medida de salto es dada por

Is(dy) = Ae™ (5a(y) + 5_a(y)>dy.

Si el proceso de difusion con Poisson a dos lados tiene componente de difusién
positivo, entonces verifica el Teorema 1.1. Sin embargo, como mostramos en la
Figura 1.6, tenemos que 0,0;,,(0, §) no es positiva, tampoco negativa ! para todo
g > —1/2. Mostramos ademads en la Figura 1.5 que 0y, tiene minimos locales
en xr =ayx = —a, donde el resultado del Teorema 1.1 no puede ser extendido
a toda la recta real.

Es claro que este modelo no es interesante como un modelo realista, sin em-
bargo es un ejemplo importante cuando tratamos de derivar resultados sobre la

volatilidad implicita en el contexto de procesos de Lévy.

Observemos que aqui consideramos cualquier vencimiento, en contraste con los resultados
obtenidos en Gerhold and Giiliim [2014] para opciones de corto vencimiento.
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x=log(K/F)

Figura 1.5: Volatilidad implicita bajo proceso de difusién con Poisson a dos lados:
0 =20,01,a=0,5y A = 2. Linea continua: g = —0,5, linea discontinua: = —0,4.

0.135 0.140 0.145 0.150 0.155 0.160

-0.4 -0.2 0.0 0.2 0.4

Figura 1.6: Volatilidad implicita bajo proceso de difusién con Poisson a dos lados:
c=2001,a=01X=2T=1yr = 0,05 Linea continua: § = —0,5, linea
punteada: $ =1 y linea discontinua: g = 3.

1.7. Conclusiones

Los modelos asimétricos introducidos en este capitulo son caracterizados por
una medida de saltos simétrica multiplicada por un factor de amortiguacion ex-
ponencial que depende de un pardametro 3. Este parametro cuantifica la asimetria
del modelo, y su variacion captura la caracteristica tipica de “sonrisa” observada
en las curvas de volatilidad implicita. Nuestro principal resultado (ver Teore-
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ma 1.1) muestra que los modelos asimétricos con densidad continua exhiben un
comportamiento preciso de monotonia de la superficie de la volatilidad implicita,
como funcién del log-moneyness y el parametro de asimetria. Esos resultados son
independientes del vencimiento de las opciones, y aplican a la mayoria de los
principales modelos usados en la literatura. Otros modelos populares pueden ser
facilmente adaptados para ser modelos asimétricos. Finalmente, presentamos un
ejemplo simple que muestra que el comportamiento de monotonia obtenida no

puede ser extendido.

Nuestro propuesta establece un link entre el analisis visual de las curvas de
volatilidad implicita y su modelacién matemética, a través del parametro de
asimetria . También plantea varias cuestiones relativas a las demads derivadas
segundas de la superficie de la volatilidad implicita, por ejemplo conjeturamos la
presencia de un minimo absoluto de la volatilidad implicita en el punto z =0 y

f = —1/2 para la clase de modelos aqui trabajados.
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CAPITULO 2

COBERTURA ESTATICA SOBRE UNA OPCION DE
COMPRA

Nuestro principal objetivo es hacer cobertura del riesgo, generando portafolios
que neutralicen la posible variacién de determinadas variables que pueden afectar
sustancialmente el valor de nuestro portafolio. De esta forma, buscamos disminuir
el riesgo de obtener grandes pérdidas mediante la neutralizacién de éstos con

respecto a variables de interés.

Comenzamos este capitulo desarrollando formulas para la varianza de un por-
tafolio basado en opciones de compra y venta junto con el activo subyacente,
cuando este ultimo es modelado mediante un proceso de Lévy bajo la medida
riesgo neutral. Bajo este supuesto obtenemos también que el portafolio descon-
tado es una martingala.

Por otro lado, nos enfrentamos a la problematica de tratar de disminuir el
riesgo al emitir una opcién, en particular trabajamos con una opcién de com-
pra. Como es usual en la literatura (ver Hull [2006]), creamos un portafolio AI'-
neutral, es decir, con derivada primera y segunda nula respecto al precio de stock.
Aqui podemos obtener las ganancias y pérdidas (profit and loss: P/L) observando
el valor que toma nuestro portafolio en el mercado, luego de transcurrido cierto
tiempo y comparandolo con el valor de nuestro portafolio en el instante inicial,
con la debida actualizacién temporal.

En funcién de nuestro pardmetro de asimetria (3, introducimos una nueva
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forma de hacer cobertura. Construimos un portafolio AB-neutral, con derivada
nula respecto del precio de stock y del pardametro . Este tipo de portafolio
neutraliza el efecto de un cambio grande en el precio de stock y un cambio en la

smirkness asociada a la opcién de compra.

En la seccién 2.3 comparamos estos dos tipos de portafolios, Al'-neutral y
AB-neutral, con datos del indice SP&500 correspondientes al ano 2006. Aqui ob-
servamos que el portafolio AB-neutral logra una sensible reduccién del riesgo con
respecto al portafolio Al'-neutral, medida en una reducciéon de la varianza de
ganancias y pérdidas.

Por ultimo, analizamos la variabilidad de los pardametros del modelo NIG
(usado para armar los portafolios), donde encontramos evidencia que el pardmetro
de asimetria [ es el que presenta mayor variabilidad relativa y de esta forma se

justifica la neutralizacion del parametro en este sentido.

2.1. Introducciéon

Consideremos de forma general un mercado con d activos cuyos precios son
modelados por un proceso estocdstico Sy = (Si,...,S%), en particular algunos
de estos activos pueden ser funcién de otros, por ejemplo S? puede ser el precio
de una opcién de compra sobre el primer activo. Un portafolio dindmico es un
vector, dependiente del tiempo, que describe la cantidad de cada activo en poder

del inversor en cada instante:

Pr= (.- 0})-

El valor del portafolio al tiempo t es dado por:
d
ViP) = _diSi. (2.1)
i=1

Decimos que el portafolio es estatico cuando P; no depende de t, es decir,
cuando la cantidad de cada activo en poder del inversor no varia con el tiempo.

En este capitulo analizamos algunos portafolios estaticos. En un mercado real,
los portafolios son modificados, pero dichas modificaciones no suceden dentro de
pequenos intervalos de tiempo. En este sentido analizamos dos portafolios y la
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variacion de su valor en pequenos periodos de tiempo, por ende consideramos

portafolios estaticos para representar la forma usual de éstos en mercados reales.

Una institucion financiera que emite una opcién se encuentra con el problema
de gestionar el riesgo. Si la opcion en cuestion es negociada en la bolsa, se puede
neutralizar completamente el riesgo comprando la misma opcién. Este procedi-
miento no suele ser de utilidad, pues si bien se elimina completamente el riego,
bajo la condicion de libre arbitraje, también se elimina toda posibilidad de ga-
nancia, salvo costos administrativos. Por otro lado, si la opcién emitida se ha
adaptado a las necesidades de un cliente particular, es altamente probable que
no se encuentren en la bolsa otras opciones de iguales caracteristicas, con lo cual

hay que disenar estrategias para cubrir la exposicion al riesgo.

La gestion del riesgo es un tépico ampliamente desarrollado en la literatura.
Una importante referencia es el libro Hull [2006], el cual es basado en el modelo
Black-Scholes.

En la literatura son estudiados distintos tipos de coberturas, sin embargo, en
la practica los formadores de precios (market makers) suelen seguir una estrate-
gia parcialmente estatica, cubriendo su portafolio ante cambios en el precio del
activo subyacente, y reajustando su portafolio periddicamente para mantener la

neutralidad ante variaciones del precio del activo.

En lo que sigue consideramos un 1inico activo subyacente cuyo precio al tiempo
t es denotado por S; y anotamos con C; y P, el valor de una opcién de compra y

venta respectivamente para determinado precio de ejercicio y vencimiento.

Cobertura A-neutral.

Supongamos que tenemos un portafolio P dependiendo de un tnico activo de
interés y otros instrumentos financieros dependientes de éste como por ejemplo
opciones. A tiempo t = 0 queremos cubrirnos ante variaciones lineales del precio
del activo. En el corto plazo, si la derivada del valor del portafolio respecto a S;

la anotamos con Al tenemos:

oVi(P)
P t
AP = 5

Estamos interesados en transformar levemente nuestro portafolio, pasando de
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P a P* de modo que A" = 0. Para ello, una alternativa inmediata es comprar

o vender la cuota parte de activo, correspondiente a A}

En efecto, consideremos el valor del nuevo portafolio

Vi(P*) = Vi(P) — AT - 5.

En este caso hemos agregado a nuestro portafolio una fraccién del activo
obteniendo la neutralidad de éste en el corto plazo, respecto a variaciones del

precio del activo,

. OVo(P)
73 puy —0 pu—

El portafolio P*, construido de modo que la derivada de su valor respecto de
Sp se anule, es llamado portafolio A-neutral.

En virtud que AP cambia con el tiempo, la posicién del inversor estd “A
cubierta” por un periodo relativamente corto del tiempo. La cobertura tiene que

ser ajustada periédicamente, lo que se conoce como rebalanceo.

Cobertura Al'-neutral

Cuando construimos un portafolio A-neutral estamos disminuyendo el riesgo
ante aumentos del precio del activo en un pequeno intervalo de variaciéon de
precios. Si la derivada segunda del valor del portafolio respecto al precio del
activo es pequena, entonces AP cambia lentamente y por tanto los ajustes para
mantener el portafolio A-neutral se hacen bastante espaciados. Sin embargo, si la
derivada segunda del valor del portafolio respecto del precio del activo es grande
en médulo, AP es muy sensible a cambios en el precio del subyacente, y para

mantener el portafolio A-neutral se requiere un gran nimero de operaciones.

Una via de evitar ese gran ntimero de operaciones, las cuales llevarian a un
elevado costo administrativo, es neutralizar el portafolio también respecto a dicha
segunda derivada.

Definimos I' de un portafolio como la derivada segunda del valor del portafolio
respecto al valor del activo:
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FP — 62‘4(7))
T

Una posicién o un contrato “forward” en el propio activo subyacente, tiene
derivada segunda nula respecto del precio del activo, por lo tanto éstos no son
utiles para hacer un portafolio I'-neutral. Lo que se requiere es un instrumento que
no sea lineal con el precio del subyacente, como por ejemplo lo son las opciones
de compra y de venta.

Supongamos que tenemos un portafolio P, A-neutral a tiempo ¢t = 0 y una
opcién cotizada O tiene en el mismo momento, derivada segunda respecto del
precio del activo I'§. Si agregamos una proporcién w de estas opciones al porta-
folio, la derivada segunda respecto al precio del activo en el nuevo portafolio P*

sera:

7" =wry +17.

Si ahora queremos que dicha derivada se anule, debemos imponer
w=—Iy/T§. Al incluir la opcién cotizada es muy probable que la deriva-
da primera respecto a S; haya cambiado y por ende el nuevo portafolio no
serd A—neutral, por lo tanto la posicion en el activo subyacente debe cambiar-
se para volver a tener la A-neutralidad en el nuevo portafolio. Agregando una
fraccion del activo subyacente podemos modificar la derivada primera pero no
la segunda respecto de S;. En resumen el valor de nuestro nuevo portafolio al

tiempo t construido para ser Al'-neutral a tiempo t = 0 es

FP
Vi(Pr) = VitP) - 150, (af - (588 5
0

Al igual que antes, el nuevo portafolio es AI'-neutral s6lo por un periodo de
tiempo. Cuando el tiempo pasa, la Al'-neutralidad puede ser mantenida sélo si
la posicién en la opcién cotizada es ajustada.

Hacer que un portafolio A-neutral se convierta en AI'-neutral puede ser consi-
derado como una primera correccién para que la posicion en el activo subyacente

pueda no ser cambiada continuamente cuando se usa una cobertura A-neutral.
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La A-neutralidad provee proteccion contra movimientos de precios del stock
relativamente pequenos entre rebalanceos. La Al'-neutralidad provee proteccién

contra movimientos mayores en el precio de stock entre el rebalanceo.

También pueden ser consideradas otras variables al momento de neutralizar
portafolios. Por ejemplo es comun, bajo el modelo Black-Scholes, que se estudie

la neutralidad de un portafolio ante movimientos de la volatilidad o.

En el presente capitulo introduciremos la nocién de neutralidad respecto del
parametro de asimetria 3, haciendo necesaria la definicién de una nueva griega. El

estudio general de griegas bajo mercados de Lévy es desarrollado en el Capitulo
4.

A continuacién introducimos la notaciéon para cierto tipo de portafolios que
usaremos a lo largo del capitulo.

Consideremos un portafolio P = (¢!, ..., ¢¢) formado sobre el vector de acti-
vos constituidos por: el activo sin riesgo, el activo subyacente, una cantidad finita
de opciones de venta y compra. Si anotamos a una opcién de compra al tiempo t,
con precio de ejercicio K y vencimiento 7' mediante Cy (K, T') y la correspondiente

opcién de venta con P,(K,T) entonces el valor del portafolio es

n m m+2
Vi(P) =gl + 625 + S 6 CUKLT) + Y SR T) = 3. 60, (22)
i=3 i=n+1 =1

Donde O; representa de forma general e, S;, C,(K;, T;) o P(K;, T;).

En este contexto es util extender levemente la relacion de paridad entre op-
ciones de compra y venta (6) cuando nos movemos en el tiempo, esto es, a tiempo

t tenemos

Cally(K,T) + Put,(K,T) =e " E[(Sy — K)"|F] + e " T DE[(Sy — K)|F]
= "IV E[(Sr — K)|F)
—e" Ele T Sp|Fy] — e—r(T t)K
=e" Spe Xt Ele Tt F] — DK
=5, — e "TOK (2.3)
donde hemos usado que X7_; es independiente de F; y E(e*7-t) = 1 por estar
bajo la medida de riesgo neutral.
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2.2. Esperanza y varianza del portafolio

En esta seccién nos proponemos obtener de forma exacta la esperanza y va-
rianza de un portafolio como en (2.2) luego de transcurrido un tiempo ¢. Usando
la férmula de Lewis, obtenemos expresiones que no se pueden calcular de for-
ma exacta pero que pueden ser aproximadas de forma precisa y rapida usando
la transformada rapida de Fourier (en caso que se desee para varios valores de
precios de ejercicio).

Comenzamos por mostrar la propiedad martingala de un portafolio como
(2.2), la cual se deduce de la propiedad martingala para el valor del activo sub-
yacente. En efecto, sea S; = Spe**™ donde {X;,Q} es como en (5) y sea £ una
funcién tal que £(S7—_;) es integrable para t < T', entonces, de la independencia
de los incrementos de {X;} tenemos

E(E(f(ST—t)|fs> = E(f(ST—s))' (2-4)

La propiedad martingala del precio de opciones de compra y venta, asi co-
mo para otras opciones europeas, se obtiene directamente tomando £ como la

correspondiente funcién de pago descontada en (2.4).

A partir de esto, siendo nuestro valor del portafolio una combinacién lineal

de tales opciones, obtenemos:

Proposicién 2.1 (Propiedad martingala del portafolio). Sea P un portafolio,
con valor a tiempo t como en (2.2). Entonces el valor del portafolio descontado
es Q-martingala, esto es, para 0 < s <t <T':

E(e " V(P)|F) = e Vi(P).

Observaciéon 2.1. De la Proposicion 2.1 tenemos que el valor del portafolio
descontado es Q-martingala, de donde en particular obtenemos el valor esperado
para éste:

E(e™"Vi(P)) = Vo(P). (2.5)
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A continuacién nos ocupamos del problema de hallar la varianza del portafolio
luego de transcurrido cierto tiempo. En este caso recurrimos a la formula de
Lewis tanto para opciones de compra como de venta para obtener las varianzas
y covarianzas de los términos que integran el portafolio.

Proposicién 2.2 (Covarianza entre opciones de compra). Consideremos dos pre-
cios de ejericio Ky y Ko y dos vencimientos Ty y Ty. Entonces

La covarianza entre dos opciones de compra a tiempo t, descontadas, es dada
por:

Cov(e " Cy(K1, Ty); e " Cy( Ky, Ty)) =e " E[Cy(Ky, Ty) Oy ( Ky, Ty)]
- Co(Kl,T1>Co(K2,T2) (26)

donde

e P E [Cy(Kq, Th)Cy(Ka2, Tn)] =
1 2 K 121 K P29
— | — K K —T(T1+T2)/ / 1 2
(27’(‘) 15326 iR JivtR SOBT(T1—t) Soer(Tz—t) X

exp {(T1 W (—iz) + (T — )W (—izg) + 00 ( iz + 22>)}

2’12’2(2’1 — l)(ZQ — Z)

le dZQ,

(2.7)

con v > 1.

Demostracion. Es conocido que la covarianza entre dos variables aleatorias es
dada por Cov(X,Y) = E(XY)—E(X)E(Y). De la propiedad martingala para el
precio de la opcién de compra tenemos Ele™""Cy(K;, T;)] = Co(K;, T;), por ende
sélo nos falta el primer término en (2.6).

Usando la férmula de Lewis y expresando el producto de integrales como una
integral doble obtenemos,
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e " E [Cy(Ky1, Th)Ci(Ka, Tr)| =

1 2 ‘ K tz1+1l (T —t)W(—iz1)
LAY [ g ()
2m iv+R er(i=t) z1(z1 — i)
. K 22+l (To—t)¥(—iz2)
[ty
w+R er(T2=1) z9(20 — 1)

= i KiKse™ T1+T2)/ / 21 L iz .
on 1 4R Jiv+R SOBT(T1 t) Sper(T2=1)

exp {(T1 CW(—iz) + (Ty — )W (—izg) + tW(—i(z1 + z2))}

2122(21 — l)(ZQ — Z)

le dZQ,

lo cual concluye el resultado. O

Observacion 2.2. Si tomamos K = K1 = Ky yT =T, =T, en la Proposicion
2.2 obtenemos directamente la varianza de una opcion de compra descontada,

Var[e "Cy(K,T)] = e " E [C\(K,T)?] - [C’O(Kl,Tl)]2,

donde E [Cy(K,T)?] se obtiene como en (2.7).

Para obtener la covarianza entre dos opciones de venta o entre una opcion
de compra y una de venta basta considerar que la férmula de Lewis para una
opcién de venta es analoga a la opcion de compra pero cambiando la franja de
integracion v + R por 7w + R con w < 0, donde es posible tomar por ejemplo
w = —v (ver Lewis [2001]).

Proposicién 2.3 (Covarianza entre opciones de compra y venta y entre opciones
de venta). Consideremos dos precios de ejercicio Ky y Ko y dos vencimientos Ty
y Ts. Entonces

1. La covarianza entre una opcion de venta y una de compra a tiempo t, des-

contadas, es dada por:
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Cov(e " Cy(K 1, Th); e " Pi(Ky, Ty)) =e " E[CL(K1T)) P,(Ky, T3))
- CO(Kla TI)PO(K27 TQ)

donde tomamos a <0 y > 1 en (2.8)

2. La covarianza entre dos opciones de venta a tiempo t, descontadas, es dada
por:

Cov(e " Pi(Ky, Th); e " Pi(Ky, Th)) =e " E[P(Ky, T1) Pi(K,, T3)]
- PO(K17 TI)PO(K27 T2>

donde tomamos o = 3 < 0 en (2.8).

La esperanza del primer término se calcula tomando O como una opcion de

compra o venta sequn corresponda:

6727‘75E [Ot(KH?Tl)Pt(KQaTQ)} =
1 2 K 121 K. iz
—( =) K, K,e rTi+T2) / / 1 2
(27’(’) 1526 io+R JiB+R S()GT(TI —t) Soer(Tg—t) X

exp {(T1 W (—iz) + (Ts — )W (—izg) + tU(—i(21 + 2))

2122(21 — l)(ZQ — Z)

le dZQ.

(2.8)

Por dltimo, en el valor del portafolio (2.2) tenemos otro termino con aleato-
riedad, el valor del activo subyacente. Por esto debemos calcular su varianza y la
covarianza entre éste y las opciones de compra y venta.

Bajo la medida de riesgo neutral sabemos que E[e S| = Sj, ademds, la

varianza puede ser calculada directamente por medio del exponente caracteristico:

Var(e™S,) =S2R(e2Xt) — 52 = S2[eV® — 1] (2.9)

Por tltimo, la covarianza entre una opcién de compra (o venta) y el valor del

activo subyacente se obtiene nuevamente usando la férmula de Lewis:
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2.2 Esperanza y varianza del portafolio 65

Proposicién 2.4. La covarianza entre una opcion de compra (o venta) descon-

tada y el valor del activo subyacente descontado, es dado por

Cov(e ™ ™O{(K,T);e"S;) =e " E[Oy(K,T)S;] — Oo(K, T)Sy,

donde O representa C' o P segun se trate de una opcion de compra o venta y

1 A K iztl (T—t)W(—iz)
e—z’"tE[(f)t(K, T)S) =E — S}‘” ( ) e—dz
ia+R e’

T (T—1) 2(z —1)

Sg K iz+1 e(T—t)\IJ(—iz)+t\I/(l—iz)
= ( Soer(Tt))

dz,

“or ia+R z(z — 1)

donde o« > 1 si se trata de una opcion de compra y o < 0 si se trata de una
opcion de venta.

Una vez que tenemos las varianzas y covarianzas de los términos del valor del

portafolio podemos calcular la varianza de éste.

Sea Vi(P) el valor de un portafolio al tiempo ¢ como en (2.2), entonces

m—+2
Var(e "V, (P)) = Z(Qﬁi)QVar((’)i) + Z ¢'¢’2Cov(O;; O;),
i=1 .
1=1,....m+1
j=1+1,...,m+2
(2.10)

donde O; representa de forma general Cy(K;,T;), P,(K;,T;), 1 0 S;. Cada va-
rianza y covarianza es calculada segun las Proposiciones 2.2, 2.3, 2.4 y la igualdad
(2.9).

A continuacion, a modo de ejemplo, obtenemos la varianza del valor de una
opcién de compra en funcion del tiempo ¢, desde que se conoce su valor en el
mercado (t = tp). Usamos un modelo asimétrico de Merton (ver definicién 1.1)
para calibrar la volatilidad implicita correspondientes a opciones de IBM con
fecha 20 de julio de 2013. En la figura 2.1 se muestran los valores de la volatilidad
implicita junto con la curva calibrada del modelo.
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Figura 2.1: Volatilidad implicita bajo el modelo asimétrico de Merton calibrado
para datos de IBM al 20 de julio de 2013 con vencimiento 10 de octubre de
2013.Puntos: datos reales, linea continua: modelo

Figura 2.2: Varianza del precio de una opcién de compra sobre los datos corres-
pondientes a la figura 2.1, en funcién de los dias desde t, igual al 20 de julio de
2013 y el precio de ejercicio.

Federico De Olivera Lamas



2.3 Coberturas AI'-neutral y AB-neutral con datos de SP&500 67

En la figura 2.2 se muestra la evolucién de la varianza del call en términos del
tiempo desde que se conoce su valor de mercado, relativizada respecto al precio
de stock en tg (var[Call(S;)]/So). Aqui observamos el crecimiento de la varianza
al ir pasando los dias, ademas de tener un comportamiento muy proximo al lineal
para cada precio de ejercicio, ademas se observa la mayor varianza del precio de

la opcion de compra para precios de ejercicios menores.

En la presente seccién obtuvimos la esperanza y varianza del valor de un por-
tafolio cuando varia el tiempo, suponiendo que el activo subyacente es modelado
con un proceso de Lévy. Sin embargo, como veremos en la seccién 3.6 para datos

de SP&500, en los mercados reales los parametros suelen variar en el tiempo.

Con este objetivo, en la seccion 2.3 implementamos la construccion de porta-
folios en base a datos reales de SP&500, donde evitamos en todo sentido hacer
simulacién con el objetivo de apegarnos a las situaciones realmente ocurridas en
el mercado. La modelacién se hace con el tinico objetivo de construir los portafo-
lios Al'-neutral y AB-neutral, pero no es utilizada en la evaluacion posterior de
ganancias y pérdidas.

2.3. Coberturas Al-neutral y AB-neutral con
datos de SP&500

Estamos interesados en analizar la disminucion del riesgo al momento de emi-
tir una opcién de compra. Para ello disponemos de datos reales del indice SP&500

correspondientes al ano 2006.

Un elemento importante del presente analisis es que tratamos de evitar la
simulaciéon de valores para el precio del activo subyacente como de las opcio-
nes utilizadas. En su lugar usamos datos reales segtin el comportamiento que se
registré y del cual disponemos (SP&500 correspondientes al ano 2006).

En esta seccién consideramos que emitimos una opciéon de compra, con pre-
cio de ejercicio K = Spe’?, o equivalentemente en términos del logaritmo de la
monetizacién z = 0 (at the money). Dicha opcién la anotamos ATM. También
analizamos la cobertura sobre la emisiéon de una opciéon de compra in the money

(x < 0) y otra out the money (z > 0).

Aqui consideramos puntualmente los siguientes valores, para la opcién de
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68 2. Cobertura estatica sobre una opcion de compra

compra n the money consideramos x = —0,01 y para la opciéon de compra out
the money consideramos x = 0,01. Podriamos haber tomado otras elecciones, sin
embargo optamos por estos valores en virtud de que la variabilidad con respecto
a nuestro parametro de asimetria § se manifiesta de forma mas notoria en un

entorno de x = 0.

El procedimiento para conformar los portafolios es el siguiente: utilizando el
10 % del valor de la opcién emitida, conformamos dos portafolios que contienen
cuatro activos: la opcién emitida, el activo subyacente y otras dos opciones de
compra, de modo que, un portafolio sea Al'-neutral y el otro portafolio sea AB-
neutral. El 10 % es tomado como referencia, pero podria ser otra proporcién del

valor de la opcién de compra emitida.

A modo de resumen, buscamos construir dos  portafolios
Pt = (0,9, p"', $"2, ") sobre el vector de activos/opciones (C.y, Cyy, Cay, Sy)
con valor a tiempo ¢ dado por

Vi(P') = 09Cs + ¢"1C1 + §°2Cy, + 675, (2.11)

~~
0,1Ce ¢

donde 7 = 1, 2 corresponde al portafolio: i = 1 el portafolio es Al'-neutral e i = 2
el portafolio es AB-neutral. Por C,; anotamos el valor de la opcién de compra
emitida, al tiempo ¢, C; y Ca; son los valores de las opciones de compra, a
tiempo ¢, utilizadas para disminuir el riesgo (Ci; y Ca; son obligadas a tener
distinto precio de ejercicio que Ce ;) y S; es el valor del indice a tiempo t.

Los coeficientes del portafolio son determinados para cada portafolio segin
las restricciones exigidas. Admitiendo que podemos hacer la siguiente operacion
(determinante no nulo), para el portafolio P! tenemos en t = 0

ol o ¢ 8] o
o = A Ay Ag —0,9A,
¢1’3 I I'y I's —0,9I,

Mientras que para el portafolio P? tenemos en ¢t = 0

-1

¢2’1 Cl CQ St 0,106
¢2’2 = A1 AQ A3 _079Ae )
P*? B By Bs —0,98,
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donde recordamos que con B anotamos la derivada de la opcién o del activo segin

corresponda, respecto del parametro de asimetria 3 en el punto calibrado.

En la Figura 2.3 se muestra la curva de los valores de los portafolios AT'-
neutral y AB-neutral para las fechas 13 de marzo y 24 de abril de 2006 del indice
SP&500. Aqui se observa la similitud de ambos portafolios al variar el precio de
stock, sin embargo, también se observan diferencias, ademas de no contemplarse

la posible variaciéon de los parametros del modelo para una fecha préxima.

Con la construccion antes descripta de los portafolios podemos tener dos for-
mas posibles de evaluacion de ganancias y pérdidas, una mediante simulacién y
la otra tomando los valores reales observados en el mercado.

Con el uso de simulacién podemos obtener gran volumen de datos para ana-
lizar, sin embargo tiene algunos inconvenientes que deseamos evitar. El primer
inconveniente es la elecciéon del modelo. Es claro que si optamos por un mo-
delo, entonces la simulaciéon de nuestro futuro precio de stock se vera sujeta a
dicha eleccion, sesgando los resultados obtenidos. El segundo y mas importante
inconveniente de la simulacién para nuestro analisis es que, habiendo elegido un
modelo y calibrado los parametros de dicho modelo, no tenemos informacién para
provocar movimientos en los parametros. En el portafolio AB-neutral buscamos
neutralizar las posibles variaciones del parametro de asimetria 3, por tanto tra-
bajar con parametros constantes nos llevara a la inmediata conclusion de que es
preferible (en el sentido de disminucién del riesgo) el portafolio A'-neutral. Una
forma para evitar este problema es utilizar parametros dependientes del tiempo,
pero nos alejamos del objetivo inicial en esta seccién que es trabajar con procesos
de Lévy. La dependencia o variacion temporal de los pardmetros es analizada en

el capitulo 3.

La segunda forma posible para evaluar ganancias y pérdidas, que describimos
y consideramos a continuacion, es tomar los valores observados de mercado, tanto

para el precio del activo subyacente como para las opciones involucradas.

El procedimiento a seguir para obtener las ganancias y pérdidas es el siguiente:
calibramos nuestro modelo segin la informacién del dia corriente. Este modelo es
utilizado para calcular las derivadas necesarias al momento de construir los dos
portafolios de interés. A continuacién, usando la estructura descripta en (2.11)
tomamos dos opciones de compra y el activo (con los valores dados del mercado)

y conformamos nuestros portafolios Al'-neutral y AB-neutral.
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70 2. Cobertura estatica sobre una opcion de compra

Dado que hay gran cantidad de opciones disponibles, con distintos vencimien-
tos, debemos optar por algunas de ellas. En primera instancia nos restringimos
a utilizar para todas las opciones involucradas el menor vencimiento del cual se
tenga informacién, en el rango de 15 a 45 dias con respecto a la fecha en la cual
se hace la calibracion. Esta restriccion se justifica por la bisqueda de liquidez
entre las opciones utilizadas.

Con los precios de ejercicios disponibles para las opciones de compra, luego
de la anterior restriccion, seguimos el siguiente procedimiento. Calculamos para
todas las combinaciones posibles, las curvas del valor del portafolio en funcién del
precio de stock Sy y optamos por quedarnos con aquellas opciones de compra que,
verificando la neutralidad deseada del portafolio, sean tales que nuestro nuevo
portafolio se acerque lo mayor posible al portafolio constante como funciéon de
So. Esto es, optamos por las opciones de compra C (K1, T1) y Cot(Ky, Ts) de
modo que si el valor de nuestro portafolio como funcién de Sy a tiempo ¢ = 0 es

Vs, (P?) se minimice

1,05-Sg ‘
/ (VSO (,PZ) - C6,0)2 dSO (212)
0

,95-So

Donde el intervalo [0,9550;1,055] es considerado para acotar la posible va-
riacion de Sy en el corto plazo. Para los datos observados, el cambio de Sy nunca
excedié la barrera del 5% en cada sentido.

Con este criterio buscamos extender lo mas posible el concepto detrds de
la construccion del portafolio Al'-neutral, promoviendo que los cambios en el
precio de stock del activo subyacente afecten lo menos posible al valor de nuestro
portafolio. En el portafolio AI'-neutral uno asume que los parametros del modelo
son constantes en el tiempo o al menos que la variabilidad no afecta fuertemente el
valor del portafolio. No obstante ello, si los parametros cambian dia a dia entonces
la neutralidad en alguno de estos pardmetros (aqui analizamos neutralidad en el

parametro de asimetria ) ayudarfa a disminuir el riesgo.

Observemos que sélo utilizamos el 10 % del valor de la opcién emitida. En
caso de no tener esta restriccién y la opcion ser operada en el mercado, uno
puede eliminar todo el riesgo comprando exactamente la opcion. Este caso es

ajeno a la realidad y por ello la restriccién considerada.

Pasado un periodo de tiempo de construidos nuestros portafolios (por ejemplo
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un dia, tres dias o siete dias), evaluamos las ganancias y pérdidas que obtuvimos,
siempre utilizando datos reales (no simulaciones) de los valores tanto del indice

como de las opciones de compra involucradas.

Es importante aclarar este punto ya que, en el analisis presentado en esta sec-
cion, la modelizacién mediante modelos de Lévy sélo es utilizado a los efectos de
elegir nuestros coeficientes ¢%!, ¢*? y ¢*3, pero no es realizada ninguna valoracién
con respecto a la evolucion futura del precio y demas usando el modelo.

Este procedimiento es aplicado dia tras dia a lo largo de las fechas vélidas!
correspondientes al 2006.

A los efectos ilustrativos, exponemos los resultados obtenidos cuando el mo-
delo de referencia utilizado en el procedimiento es el modelo Normal Inverse
Gaussian. Otros modelos puede utilizarse, en particular optamos por este ya que
es ampliamente usado en la literatura, sélo cuenta con tres pardmetros (incluyen-
do nuestro pardmetro de asimetria ) y ademés calibra a los datos de SP&500
de forma precisa, obteniendo un error ¢? con pesos (ver 2.13) del orden de 1072

para todas las curvas de opciones calibradas.

El error #2 con pesos es definido como sigue,

err = Z / Vol (C’allabs(Ki) — C’allmodelo(Ki)>2, (2.13)

Vol

donde Vol(i) es el volumen efectivamente transado, Callyys(K;) v Calliodero( K;)
son los valores de la opcién de compra reales observados y ajustados segiin nuestro
modelo respectivamente, por iltimo K; con ¢ = 1,...,n, representa los precios
de ejercicios disponibles en cada fecha. Tomamos como pesos la raiz cuadrada
del volumen transado para amortiguar el efecto de gran heterogeneidad en los
volimenes transados que produce que los algoritmos se inclinen a optar por mi-

nimizar la distancia sélo para algunos puntos.

En la Figura 2.3, como ya mencionamos antes, se muestra un ejemplo tipico
de las curvas del valor del portafolio Al'-neutral y AB-neutral. Aqui se indica con
la linea vertical el nuevo precio de stock luego de tres dias de construido el porta-
folio. Observemos en el grafico de la izquierda que el portafolio AI'-neutral es més
proximo al valor original del portafolio para el nuevo valor de stock, sin embargo

!Entendemos por fechas véalidas aquellas fechas para la cual hay transaccién de la opcién
emitida y de las utilizadas en el portafolio, y a su vez también estan disponibles los valores en
la fecha de evaluacién posterior (un dia, tres dias o siete dias).
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Figura 2.3: Portafolios neutralizados para una opciéon de compra. Izquierda: op-
ciéon emitida el 13 de marzo de 2006 ; derecha: opcién emitida el 24 de abril de
2006, sobre SP&500. Azul: portafolio Al'-neutral. Rojo: portafolio AB-neutral.
Punto circular: valor de la opcion emitida y del portafolio al dia de emision. Linea
vertical: nuevo precio del activo luego de tres dias.

en este dia, con el portafolio AB neutral se obtienen ganancias por 0,49 délares
mientras que con el portafolio Al'-neutral se obtienen pérdidas por 2,34 ddlares.
Por otro lado, también en la Figura 2.3 (grafico de la derecha), observamos que
para el nuevo valor de stock los portafolios son practicamente indistinguibles, sin
embargo el portafolio Al'-neutral luego de tres dias produce ganancias por valor
de 1,6 ddlares, mientras que el portafolio AB-neutral produce ganancias sélo por
0,65 dolares. En términos relativos significa que el portafolio AB-neutral obtiene
una reduccién relativa de la variaciéon de 59 % con respecto al portafolio AT'-
neutral. Es importante aclarar que si bien en este dia el portafolio Al'-neutral
obtuvo mayores ganancias, lo que es deseable, el objetivo de la neutralidad no va
orientado a obtener mayor ganancia, sino que va orientado a disminuir la varia-
bilidad para asi disminuir el riesgo de caer en grandes pérdidas. De todos modos,
como se observa en el cuadro 2.1, en promedio se obtienen mayores ganancias y

menores pérdidas con el portafolio AB-neutral.

En la Figura 2.4 observamos la estimaciéon de densidad de las ganancias y
pérdidas obtenidas a lo largo del ano en estudio, cuando evaluamos ganancias y
pérdidas luego de uno, tres y siete dias de construido el portafolio. Dicha grafica
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Figura 2.4: Estimacién de densidad de ganancias y pérdidas segin los portafolios,

para una opcion de compra con precio de ejercicio correspondiente a x
(arriba), z = —0,01 (medio), x = 0,01 (abajo); sobre SP&500 del 2006. Linea azul:
portafolio Al'-neutral, linea roja: portafolio AB-neutral, linea negra: portafolio

0

sin cubrir. Tiempo para re-evaluado luego de neutralizado el portafolio: izquierda

1 dias, centro 3 dias, derecha 7 dias.
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es complementada con el cuadro 2.1 donde se muestran media y desvio estandar

en cada caso.

Se observa una disminucién de la variabilidad del portafolio AB-neutral res-
pecto al estandar portafolio AI'-neutral, medida en términos del desvio estandar
de las ganancias y pérdidas. Esta disminucién de riesgo es acompanada por una
media mayor en todos los periodos considerados, reflejando una disminucién del
riesgo acompanada con mayores ganancias (y menos pérdidas) en promedio.

En el cuadro 2.2 observamos la disminucién en términos relativos de la va-
rianza de las ganancias y pérdidas de los portafolios estudiados. Es importante
notar que con el portafolio AB-neutral obtenemos una disminucion relativa del
riesgo mayor al 10 % en todos los escenarios estudiados. La mayor disminucion
de varianza relativa se produce cuando lo opcién de compra corresponde a x = 0
y la evaluacién del portafolio es un dia después de construido, obteniendo una
reduccién del 35 % de la varianza.

Del cuadro 2.2 se puede intentar inferir que cuando la opcién a cubrir corres-
ponde a z = 0 es cuando se obtiene la mayor reduccion de varianza de ganancias y
pérdidas del portafolio AB-neutral respecto del portafolio Al-neutral, y que para
este precio de ejercicio, cuando nos alejamos en el tiempo para evaluar ganancias
y pérdidas, la reduccién de varianza disminuye (posiblemente porque comience
a afectar en mayor medida la variacién del precio de stock, neutralizada para
valores grandes por la derivada segunda en el portafolio Al'-neutral).

Para la opciéon emitida con precio de ejercicio correspondiente a x = 0,01,
con nuestro portafolio AB-neutral se obtiene una reducciéon de varianza con una
tendencia inversa a la que sucedia para el caso x = 0 en el tiempo, es decir, a
medida que nos alejamos en el tiempo la reduccién de varianza aumenta para
nuestro portafolio con respecto al Al'-neutral. Una posible explicacién es que
para valores x > 0, los cambios en el valor del activo afectan a los valores de las
opciones de compra y del portafolio, pero en menor medida que la variabilidad
producida por el cambio de asimetria, dando lugar a una mayor reduccién de
varianza del portafolio AB-neutral.

Cuando la opcién de compra tiene el precio de ejercicio correspondiente a
x = —0,01, en los tres periodos de evaluaciéon observamos reduccién de varianza
mayor al 12% con nuestro portafolio AB-neutral. Sin embargo no hay una ten-
dencia como sucedia para x = 0 o z = 0,01 cuando nos alejamos en el tiempo.
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5

H luego de 1 dia | luego de 3 dias | luego de 7 dias

x=0

Al-neutral | mean P/L -0.767 -0.848 -0.878
var P/L 2.190 3.587 4.566

AB-neutral | mean P/L -0.376 0.0895 -0.107
var P/L 1.415 2.361 3.406

sin cubrir mean P /L -1.846 -2.666 -1.947
var P/L 13.859 33.419 58.455

x = —0,01

ATl'-neutral | mean P/L -0.6410 -0.622 -0.716
var P/L 3.326 6.699 6.633

AB-neutral | mean P/L 0.0004 0.232 -0.182
var P/L 2.920 5.262 5.498

sin cubrir | mean P/L -2.544 -3.543 -2.773
var P/L 20.597 49.252 88.600

x = 0,01

Al-neutral | mean P/L -0.784 -0.848 -0.782
var P/L 1.142 1.443 2.371

AB-neutral | mean P/L -0.431 -0.648 -0.308
var P/L 1.008 1.651 1.915

sin cubrir mean P /L -1.265 -1.462 -1.297
var P/L 8.358 14.181 34.575

Cuadro 2.1: Media y varianza de Ganancias y pérdidas, para portafolios en base

a una opcién de compra con precio de ejercicio correspondiente a x = 0 (arriba),

x = —0,01 (centro) y x = 0,01 (abajo); luego de 1 dia de construido el portafolio
(izquierda), 3 dias (centro), 7 dias (derecha); sobre SP&500 del 2006.
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var(Pas) — 1 || luego de 1 dia | luego de 3 dias | luego de 7 dias
var(Par)
z =0 354% | 342% | -254%
z=—0,01 122% | 215% | -171%
z = 0,01 11.8% | -144% | -192%

Cuadro 2.2: Variacién relativa en porcentaje (+ aumento, — disminucién) del

riesgo del portafolio AB-neutral respecto del portafolio Al'-neutral, medida res-
pecto de la varianza, para portafolios en base a una opcion de compra con precio
de ejercicio correspondiente a x = 0 (arriba), z = —0,01 (centro) y x = 0,01
(abajo); luego de 1 dia de construido el portafolio (izquierda), 3 dias (centro), 7
dfas (derecha); sobre SP&500 del 2006.

Posiblemente esto sea explicado porque al pasar el tiempo el valor de stock tiene
mayor variabilidad, pero como se observa en la Figura 2.3 para valores x < 0 (in
the money) los portafolios neutrales se parecen mas al portafolio contante que
para valores z > 0 (out the money). Luego de tres dias la neutralizacién en el
pardmetro de asimetria § es mas efectiva que en la derivada segunda respecto al
stock, sin embargo, luego de siete dias la variacién del precio de stock es mayor y

el portafolio AI'-neutral tiene mayor capacidad de neutralizar estos valores altos.

En general podemos concluir que para los datos utilizados, el portafolio AB-
neutral obtiene una disminucién de la varianza mayor al 10 % con respecto al

portafolio AB-neutral en todos los casos analizados.

En el cuadro 2.4 observamos que hacer cobertura, tanto por portafolios AI'-
neutrales como por portafolios AB-neutrales, siempre disminuye el riesgo del
portafolio con respecto a no hacerla, medido en términos del desvio estdndar o
de la varianza de las ganancias y pérdidas. Asi mismo, la media siempre es mayor
para los portafolios con estas coberturas que para el portafolio sin cobertura.

En la seccién 2.3.1 estudiamos la variabilidad de los parametros como funcién
del tiempo, dando lugar a una explicacion del comportamiento antes descripto
de los portafolios AB-neutrales respecto de los portafolios Al'-neutrales.
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2.3.1. Variabilidad del modelo en el tiempo

Aqui analizamos la variabilidad del modelo en los periodos de evaluacion des-
criptos en la seccién anterior, en base a los datos del indice SP&500 del ano 2006.
En particular trabajamos con el modelo Normal Inverse Gaussian y analizamos
la variacion absoluta y relativa de los pardametros para una misma opcion luego

de uno, tres y siete dias, avanzando a lo largo del ano 2006.

Analisis estadistico de los parametros

En la seccién 2.3 observamos que construir un portafolio AB-neutral nos con-
duce a una disminucién del riesgo (mayor al 10 % en términos relativos, medido
sobre la varianza de las ganancias y pérdidas) respecto al portafolio estandar
AT'-neutral, usando datos de SP&500 para el ano 2006. Ahora nos disponemos
a analizar el comportamiento de los parametros con los datos utilizados para los

periodos de evaluacién de los portafolios: luego de uno, tres y siete dias.

Recordemos el procedimiento realizado para la evaluacion de los portafolios.
Tomamos una fecha valida y calibramos nuestro modelo, con esos valores se deter-
mina el portafolio con los requisitos explicados en la seccién 2.3. A continuacion
evaluamos el portafolio luego de uno, tres y siete dias donde se registran las ga-
nancias y pérdidas. Por iltimo, tomamos la siguiente fecha vélida y aplicamos el
mismo procedimiento. Este mecanismo es usado al recorrer por todas las fechas

véalidas.

En términos de los pardametros tenemos la siguiente situacion. El modelo es ca-
librado en una fecha valida de donde obtenemos un primer vector con los parame-
tros. Al momento de evaluar el portafolio (luego de uno, tres y siete dias) podemos
re-calibrar el modelo para estudiar cudnto han variado los parametros. Si bien es-
ta re-calibracion no es usada en la evaluacién de ganancias y pérdidas, nos aporta
informacion relevante sobre la variabilidad en el tiempo del modelo. A continua-
cién tomamos otra fecha valida calibramos y re-calibramos (luego de uno, tres
y siete dfas). Para la re-calibracién luego de un dia, se registran los pares de
vectores (pa’r’amim-c, pammre) y por tanto tenemos una muestra de parametros
calibrados y su respectiva re-calibracion. Lo mismo se hace para tres y siete dias.

Es importante observar que aqui no analizamos la evolucién a lo largo del

tiempo de una opcién particular, lo que buscamos es obtener la muestra co-
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rrespondiente de pardmetros calibrados y re-calibrados segin el procedimiento
empleado en la seccion 2.3. El estudio de la evolucién en el tiempo para una op-
cién de compra con precio de ejercicio y vencimientos determinados es realizado

en la seccién 3.6.

En la Figura 2.5 se observa la evolucién relativa de los parametros a, 8 y A
correspondientes al modelo NIG utilizado en la cobertura realizada en la seccién
2.3. Dicha evolucién relativa es calculada como sigue. Anotemos con ay(t), 5o(t)
v Ao(t) los pardmetros del modelo NIG para una fecha vélida ¢ (calibrados sobre
opciones de compra con un vencimiento fijo T') y anotemos con «;(t), 5;(t) v Ai(t)
los pardmetros re-calibrados (sobre las mismas opciones de compra) luego de i

dias . Entonces la evolucion relativa es calculada como sigue

Luego, al movernos por las fechas validas tq, ts, ..., t, obtenemos las muestra:

= Para re-calibracion luego de un dia:

(ERa1(t1), ERg1(t1), ERx1(t1)), ..., (ERa1(tn), ERg1(ty), ERx1(Ly)).

= Para re-calibracion luego de tres dias:

(ERas(t1), ERg3(t1), ER\3(t1)), .., (ERa3(tn), ERg3(ty), ER\3(ty)).

= Para re-calibracion luego de siete dias:

(ERa7(t1), ERg7(t1), ER\7(t1)), ..., (ERa7(tn), ERg7(ty), ERv7(ty)).
Es de observar que los parametros « y [ tienen una gran variabilidad en térmi-
nos absolutos. Adicionalmente \ varia en una magnitud diferente. Estudiamos la

variabilidad relativa con el objetivo de analizar conjuntamente la variacion de los

tres parametros segin el procedimiento descripto antes.

Evolucion relativa de los pardmetros

De la Figura 2.5 y el cuadro 2.3 se desprende que el pardmetro con mayor
variabilidad relativa es nuestro parametro de asimetria 8. Esto justifica tomar
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Figura 2.5: Evolucion de la variaciéon relativa de los pardmetros del modelo NIG
para datos de SP&500 del ano 2006. Arriba: variacion de «; centro: variacion de

[; abajo: variacion de .
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luego de 1 dia | luego de 2 dias | luego de 7 dias
std(ER,) 1.12 0.76 1.27
std(ERp) 1.90 1.22 1.80
std(ER)y) 0.69 0.55 0.77

Cuadro 2.3: Desviacién estandar de la evolucién relativa de los pardametros del
modelo NIG al re-calibrar luego de uno (izquierda), tres (centro) y siete (derecha)
dias, sobre SP&500 del 2006.

como principal pardmetro de variabilidad dicho parametro de asimetria 3 y por
ende se justifica también la construccion de un portafolio B-neutral.

El presente analisis de la variacion de los parametros en el tiempo es com-
plementado con el andlisis realizado en el capitulo 3, donde tomamos una opcién
de compra particular con vencimiento alejado y calibramos dia a dia, en funcion
de los datos reales de SP&500 del 2006, los parametros. En este caso tenemos
un desarrollo completo de la variabilidad donde ademas podemos incorporar la
variacion temporal real y completa para un modelo particular en una situacién

del mercado real.

2.4. Conclusiones

En el presente capitulo hemos introducido las nocién de cobertura, estudiando
en particular las coberturas Al'-neutral y las coberturas AB-neutral, donde B es
la derivada del valor del portafolio con respecto a nuestro parametro de asimetria

8.

Observando la variabilidad temporal del portafolio, en virtud de la variabili-
dad del precio de stock, utilizando la férmula de Lewis (ver Lewis [2001] ) hemos
obtenido férmulas explicitas para la esperanza y varianza de un portafolio que
utiliza opciones de compra y venta, junto con el activo riesgoso y el activo sin
riesgo, donde suponemos que el proceso de precios de stock es conducido por un
modelo de Lévy.

En términos de coberturas, nos hemos propuesto la situacién particular de la
emisién de una opcion de compra cuyo logaritmo de la monetizacion es x = 0.
También hemos evaluado la cobertura cuando la emisién es de una opcion de

compra con x = —0,01 y z = 0,01. Hemos evitado usar la simulacién al momento
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de evaluar las pérdidas y ganancia. El método utilizado consiste en tomar los
datos reales de la base de datos de SP&500 del ano 2006, donde se calibran
los valores iniciales con un modelo de Lévy a los efectos de la obtencién de los
coeficientes del portafolio, pero nunca simulamos precios futuros de stock con este
modelo.

Concluimos que en todas las situaciones analizadas, cuando la opcion de com-
pra emitida corresponde ax = 0, x = —0,01 y = = 0,01, re-evaluando el portafolio
luego de uno, tres y siete dias, el portafolio AB-neutral obtiene una reduccion de
la varianza de las ganancias y pérdidas de a lo sumo 10 % respecto del portafolio
usual Al-neutral. En el caso de la emision de una opciéon de compra correspon-
diente a = 0, hemos obtenido reducciones de varianza mayores al 25% (al
re-evaluar luego de siete dias) y llegando a obtener una reduccién de 35 % al re-
evaluar luego de un dia, valores todos en base a los datos reales de SP&500 del
ano 2006.

En adicion, nuestro portafolio AB-neutral presenta, para los datos analizados,
una media siempre mayor de ganancias y pérdidas que las del usual portafolio
AT'-neutral.

Con respecto a un portafolio sin cobertura, las reducciones de varianza de
ganancias y pérdidas del portafolio AB-neutral van desde el 85 % al 95 %, dejando
en clara evidencia la necesidad de hacer coberturas.

Por ultimo, analizamos la variacién de los parametros para el modelo Normal
Inverse Gaussian, con el procedimiento descripto y en los periodos utilizados.
Como conclusion se obtiene que el parametro de mayor variabilidad correspon-
diente a la base utilizada es nuestro pardametro de asimetria 3, justificando la
construccién de un portafolio que sea neutral en este parametro por encima de

la neutralidad en otro de los parametros.
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CAPITULO 3

ASIMETRIAS ESTADISTICA Y RIESGO NEUTRAL
EN PROCESOS CON INCREMENTOS
INDEPENDIENTES

En este capitulo consideramos un modelo de finanzas donde el precio de stock
del activo subyacente es conducido por un proceso con incrementos incrementos
independientes, y examinamos las diferentes nociones de asimetrias: estadistica
y riesgo neutral, a través del pardmetro de asimetria 3, el cual encontramos
relevante al momento de cuantificar y explicar los diferentes tipos de asimetrias

encontradas en los modelos de mercado.

Por ultimo, estudiamos la variabilidad de los parametros para distintos mo-
delos sobre datos de la volatilidad implicita de SP&500 correspondientes al ano
2006 mostrando la variabilidad temporal de éstos, consistentes con lo encontra-
do en la literatura (ver por ejemplo Andersen and Andreasen [2000], Carr et al.
[2002a]).
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84 independientes

3.1. Modelo de mercado

Al igual que lo introducido en la seccién 0.1, pero ahora en un contexto mas
general ya que incorporamos la dependencia temporal, consideramos un modelo
de mercado con dos posibilidades de inversion. Una cuenta determinista, mode-

lada a través de un proceso determinista {B;: 0 <t < T'} que satisface

B, = Bjyexp [/Ot'r(s)ds],

donde r(t) es una funcién continua determinista, y un activo aleatorio, S =
{S;: 0 <t < T} que satisface

Sy = Sy exp [/Ot (n(s) — 50(5)2)&; + /Ot o(s)dW(s) + Y;]

donde p(t) y o(t) son funciones continuas y deterministas. La estructura e hipdte-
sis sobre el proceso de saltos Y = {Y(¢): 0 < ¢t < T} son relevantes y las expli-

camos a continuacion.

3.1.1. Estructura de saltos

Asumimos que Y es un proceso con incrementos independientes, y también
una semimartingala especial, caracterizada por su medida compensadora de saltos
determinista I1(¢, dx), y por la funcién caracteristica de sus incrementos, dada por

E (exp(z(Y; — Y;))) = exp [/:/R (e® — 1 — zy)(r, dy)] (3.1)

Con el objetivo de que este proceso sea un modelo de precios de activos factible,
debe satisfacer la condicion

Ee¥ < oo, Vt € [0,7]

que, en términos de la medida compensadora, es equivalente a la condicion

¢
/ ey[/ H(s,dy)ds] dy < o0,
y>1 0

(ver seccion 25 en Sato [1999]). Esta cantidad dice que Y (y en consecuencia X) es
ezponencialmente especial (ver 11.8.25 en Jacod and Shiryaev [2003]). El supuesto

Federico De Olivera Lamas



3.1 Modelo de mercado 85

del proceso Y, que sea una semimartingala especial, no es estrictamente necesario
desde un punto de vista financiero, pero simplifica el tratamiento y las férmulas
abajo. En nuestro contexto, esto implica que la cola negativa de la medida de
saltos tiene primer momento finito, lo que es trasladado en un comportamiento

probabilista de los saltos negativos del proceso como tener esperanza finita.

En términos de la medida de saltos, la condicion es

/>1(|y| Ay?) [/Otﬂ(s, dy)ds} dy < oo, (3.2)

(ver 11.2.29 (a) en Jacod and Shiryaev [2003]). Se observa como una consecuencia
de nuestro supuesto (3.1) que el proceso Y es continuo por izquierda, y no tiene
puntos fijos de discontinuidades, y como consecuencia de (3.2), podemos tomar la
funcién de truncacién h(y) = y en su representacién de Levy-Ito, lo que conduce
a

Y, :/0 /]Ry(J(w,dt,dy) — II(¢, dy)dt).

(ver Corolario 11.2.38 en Jacod and Shiryaev [2003]), donde J(w,dt,dy) es una
medida aleatoria de Poisson tiempo-dependiente, completamente especificada por
su compensador II(¢, dy)dt.

El logaritmo del precio de stock es entonces el proceso {X;: 0 < t < T}
definido como

X = /0 (n(s) — %O’(S)Q)dé‘ +/0 o(s)dW(s) + Y.

Es de utilidad recordar que el proceso X es una semimartingala, y que este
puede ser construido por su terna caracteristica (B, C, v) (ver Jacod and Shiryaev

[2003]), que en este caso es determinista, y dada por

B = [, (1(s) — 30(s)?)ds,
Cy = fot o(s)?ds,
v(dt,dy) = 11(t, dy)dt.

3.1.2. Medidas de asimetrias de Lévy

Nuestro propoésito, con el objetivo de estudiar distintas nociones de asimetria

en finanzas, es restringir nuestro modelo a través de la forma del compensador de
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la medida de Lévy, en este punto extendemos los modelos asimétricos introducidos

en la seccion 1.2, asumiendo que
I1(t, dy) = ¢’y (dy) (3.3)

donde [(t) es una funcién determinista, y Ily(dy) es una medida de saltos de

Lévy simétrica (no degenerada).

Nuestra idea es fijar IIy en orden de obtener un modelo de dos pardametros:
la volatilidad del componente de difusién y £(¢). Llamamos a la cantidad 5(t) la
funcion de asimetria.

Dependiendo del ajuste a la hora de calibrar podriamos requerir incorporar
modelos con mas parametros de modo de captar las estructuras de volatilidad
implicita observadas (ver seccién 3.6). También podemos optar por modelos sin
componente de difusién, como por ejemplo el Variance Gamma o el Normal In-
verse Gaussian, los cuales tienen tres parametros, uno de ellos nuestro parametro

de asimetria, y se ajustan lo suficiente a los datos observados.

Procesos de Lévy como caso particular

Es relevante revisar nuestros resultados y supuestos en la clase de procesos
de Lévy, obtenidos cuando las funciones pu, o, I1(-,dy), y para consistencia del
modelo, r, son constantes. Algunas de las formulas desplegadas abajo estdn en
esta clase

B; = Byexp(rt),

1
S; = Spexp [(,u — 502)t + oW, + Yt} (3.4)

y en este caso el proceso de saltos, descripto a través de su representacion de

[to-Lévy, es

Y z/ot/Ry(J(w,ds,dy) — ™Iy (dy)ds).
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3.2. Modelos estocasticos de Lévy exponencia-

les

En algunos casos es conveniente modelar el riesgo a través de la exponencial
estocdstica en lugar de la forma de la exponencial usual en (3.4). (Ver la discusién
en Shiryaev [1999].) Definimos el proceso logaritmo estocdstico X = {X;: 0 < t <
T} a través de la férmula

~ 1 [t
Xt:Xt+§/o o?(s)ds + Z (eAXs —1—AXS).

=X, + % /Ot o?(s)ds + /Ot_/R(ey —1—y)J(w,ds,dy)
= /Ot [u(s) + /R(ey —1—y)I(s, dy)} ds + M, (3.5)

donde M = {M(t): 0 <t < T} es una martingala, dada por

M, = /Ot o(s)dWs + /Ot /R(ey — 1) (J(w, ds,dy) — 11(s, dy)ds). (3.6)
En esta via, el proceso S es la solucion de la ecuacién diferencial estocdastica
dS, = S,dX, (3.7)
partiendo del punto Sy tenemos, tomando en cuenta (3.5), que
Sy = 505()?,5) = Spexp(Xy).

En orden de analizar como la estructura de saltos se modifica cuando se pasa
del proceso logaritmo del precio de stock X al proceso de precios de logaritmo

estocastico X, observamos que de la forma (3.5) se sigue que
AX, =X — 1, (3.8)

lo que significa que la correspondiente medida compensadora de saltos satisface
la relacién
gt y)II(L, dy) = g(t, e’ — DI, dy)

“woS o,

donde siempre el simbolo refiere al proceso logaritmo estocéastico. En
particular, de (3.8) se deduce que AX; > 1 c.s. (de hecho esta condicién es

necesaria para que la solucién de la ecuacién (3.7) tome valores positivos). Si
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tenemos densidad de satos, i.e. II(t,dy) = p(t, y)dy, entonces la correspondiente
densidad del proceso logaritmo estocastico es

p(t,y) = p(t,log(1 +v)), y>1,

y, por ejemplo, si en nuestro modelo (3.3) tenemos densidad simétrica po(y), tal
que Iy(dy) = po(y)dy, tenemos entonces

plty) = ﬁpo(t,bg(l +y), y>L

3.3. Momentos

Con el objetivo de calcular los momentos del proceso logaritmo de los precios
X, intoducimos su funcién caracteristica. Por el teorema de Lévy-Khinchine, la

ley de nuestro proceso, que tiene incrementos independientes, es dada por
t 1 22 t
E (exp(:(X; ~ X)) =exp [z [ (ulr) = 3o P)dr+ 5 [ otryar

+ /:/R (ezy —1- zy)l__[(r, dy)]
Tomando s = 0 y anotando
W(t, z) = z/ot ((s) — %O’(S)Q>d8 + %2 /Ota(s)st
+ /ot/R (e — 1 — zy)I(s,dy)ds. (3.9)

Si )" denota la derivada de 1) con respecto a z, obtenemos

EX, =4/(t,0), VarX,=v"(t,0), E(X,—-EX,)?*=1"(t0),
E(X;, —EX,)* =" (t,0) — 3("(¢,0))>. (3.10)

y de etas férmulas, se sigue que
t 1 t
EX; = / (u(s) = 5o(s)*)ds +/ / yll(s, dy),
0 2 0 Jly>1

t t
VarXt:/ a(s)2d5+/ /yQH(s,dy),
0 0 JR
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y también que la asimetria estadistica es

E(X, —EX,)? _ fo Jo v’ (s, dy)
(Var X;)3/2 Uot o(s)?ds + fo fR Y211 s,dy)]3/2

Tomando en cuenta , tenemos

// (s, dy) = //ye o (dy)ds.

Proposicién 3.1. Sea I1y no trivial *.

'75<t> =

(a) Si B(t) = 0 sobre [0,T], entonces vs(t) = 0 sobre [0,T]. Ademds, si [(s)
tiene signo constante sobre [0, T] entonces vs(t) tiene el mismo signo sobre
0, T].

(b) Supongamos que = [5(t) es constante sobre el intervalo [0,T]. Entonces,

(i) La ley de X; es simetrica si y solo si f = 0.

(ii) El tercer momento centrado E(X, —E X;)* es una funcidn creciente de
B.

(i) FEziste un intervalo [—po, Po] tal que la asimetria s es una funcion
creciente de 3.

Demostracion. La prueba de (a) es una consecuencia de la férmula (3.10). Tene-
mos

E(X, —EX,)* =" (t,0) = t/ y3ePV o (dy).
R

Si f = 0 la simetria de IIy(dy) asegura la primer parte de (a), y para § > 0
obtenemos |(—y)3e’?“¥)| < |y3e|, obteniendo la segunda parte por la misma
propiedad de simetria.

Probemos la parte (b). La parte (i) fue probado en la Proposicién 1.2.

La prueba de (ii) es hecha derivando con respecto a (3. Tenemos
IE(X, — EX,)?
(X, 2 :t/a:‘LeﬁyHO(dy) > 0.
9p R

En lo que respecta a (iii), anotemos

T
a%:/o o(s)%ds, I(B,n) :téy"eﬁyﬂo(dy).

'Entendemos por no trivial la existencia de A # {0} tal que IIy(A) > 0.
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asimetria estadistica

0.3
I

0.2

-0.2 -0.1 0.0 0.1

-0.3
I

-4 -2 0 2 4

Figura 3.1: Asimetria estadistica como funcién de [ con saltos uniformes sobre
[—1, 1] Ho(dy) = 1|y‘<1dy.

Con esta notacion, después de derivar obtenemos

0. (o4 1(5,2)15.9) ~ 31(5,8)"

op (02 4+ 1(8,2))”*

Tenemos
(% + 1(8.2)1(5,4) ~ S1(8,37 > 1(8,D1(5.4) ~ S1(5.37  (3.11)

Como 1(0,3) = 0, y todas las integrales I(f,n) son simétricas en § (porque Il
es una medida simétrica), obtenemos la existencia de un intervalo simétrico para
[ donde la derivada es positiva, concluyendo la prueba. O

Observacién 3.1. Con respecto a la demostracion previa, deberia ser notado
que en la cota en (3.11) no perdemos generalidad, como por ejemplo los procesos
de saltos puros (i.e. cuando o(t) = 0) son incluidos y relevantes. Lo que es mds
desconcertante es el factor 3/2 en (3.11), que dificulta la aplicacion de la mo-
notonia de la desigualdad de Cauchy-Schwartz, que proporcionaria la monotonia
para toda la recta real. En la Figura 3.1 observamos la asimetria estadistica como
una funcion de 3, cuando lly(dx) = dx estd sobre el intervalo [—1,1], y op = 1.

Definimos ahora el exceso de kurtosis estadistico:

E(X, - E(X,)* _ Jo Je y'11(s, dy) |
(Var(X;))? U(f o(s)?ds + f(f Jg y?I1(s, dyﬂ2

Ry =
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Proposicién 3.2. Considere la medida de Lévy T(dy) = XePIly(dy) con
Io(dy) = Ilo(—dy). Luego

(a) Para k(M) tenemos:

(i) K(A) < 4;?(}6—(’2?2), para todo B y A > 0.

(i) limy— 100 £(A) = 0 para todo B.

(b) Para la asimetria estadistica () tenemos:
(i) Si >0, y(\) tiene un mdzimo (minimo para < 0) en A\ = 2%.
(i) limy— 100 Y(A) = 0 para todo B.

Donde I(B,n) =t [y nePTly(dy) y of = fo s)%ds.

Demostracién. (a). Para (i) tenemos:

9rN) _ 15, Hlo? ~ M(5.2)
O\ (62 +MNI[(B3,2))3

donde x(\) es creciente para A € [0 of ) v decreciente para A € (g

> 1(8,2)
of \ _ I(5,4)
“”§“<M&m)_4mua>

Para la segunda parte de (a) tenemos:

52),+oo)

Luego,

para todo Sy A > 0.

, L A (B,3) o L I(B3)
)\ETOOH<)\)—)\ETOO (U?—F)\I(ﬁ,z))Z—)\EToo)\( 1(8,2))? =0

(b) Anélogamente a la parte (a) tenemos:

o\ (Ut+)\I(ﬁ,2))

Ox(\)  1(8,3)[o7 — SAI(B, 2)].

Donde I(5,3) > 0 siy sélosi 8 > 0. El cdlculo del limite es similar a lo hecho
en (a). O

Observacion 3.2. El hecho que el exceso de kurtosis tienda a cero cuando X —
o0, es consistente con la aplicacion del teorema del limite central, cuando la
medida de saltos tiene colas livianas, que se sigue de la existencia de la kurtosis.
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3.4. De asimetria estadistica a asimetria riesgo

neutral

Una caracteristica de los modelos de saltos es la incompletitud del mercado,
lo que conduce a la necesidad de la elecciéon de una medida de probabilidad
riesgo neutral para la fijacion de precios. Una via usual de elegir la medida de
probabilidad riesgo neutral es la transformada de Esscher. Queremos encontrar
una medida de probabilidad P? tal que el precio del activo descontado sea una
P’-martingala. En nuestro contexto, el método de la transformada de Esscher
consiste en elegir una funcién determinista 6 = {#(¢): 0 <t < T'}, para construir

el proceso densidad

70 = exp [ / t&(s)dXs - KX(e)t} (3.12)

donde K*(0) es el cumulante de Laplace de @, definido por

KX = [ [005)(0n(5) = 50(9%) + 5 (05)0(5)°

T / (" 1= 0(s)y) (s, dy) | ds.

Basados en el resultado de Kallsen and Shiryaev [2002] (ver también III.7 en
Jacod and Shiryaev [2003]), obtenemos el siguiente resultado.

Proposiciéon 3.3. Considere la densidad definida en (3.12). Eziste una tuni-
ca funcion determinista 6 = {0(t): 0 < t < T} tal que el stock descontado
{B(t)"*S(t)} es una martingala bajo la medida de probabilidad dP’ = Z%dP.
Ademds, si las funciones r,p, o y II(-, dy) son diferenciables * con respecto a t,

entonces la funcion 6(t) es continua y diferenciable con respecto a t.

Demostracion. La unicidad se sigue del Teorema 4.2 en Kallsen and Shiryaev
[2002]. Es directo adaptar el Teorema III1.7.18 en Jacod and Shiryaev [2003] a
nuestro caso, una condicién necesaria y suficiente para que nuestro enunciado

esté presente, es

KXO+1), — K*(0), = /tr(s)ds. (3.13)

2Por diferenciabilidad de II(-, dy) entendemos la diferenciabilidad de la integral en (3.15).
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(El enunciado en el Teorema II1.7.18 en Jacod and Shiryaev [2003] puede ser
considerado el caso de tasa de interés cero.) Después de derivar respecto de ¢,y

alguna manipulacién, obtenemos que una condicién equivalente a (3.13), es

p(t) + 0(t)o(t)? +/ [ee(t)y (e — 1) — z|II(t, dy) = r(t). (3.14)
R

Esta es la ecuacion que debe resolverse para obtener el parametro de Esscher
en el caso de procesos de Lévy. Es bien conocido que, debido a la propiedad
de convexidad del exponente de Laplace, esta ecuacion tiene una unica raiz. En
nuestro caso, resolvemos esto para cada t con el objetivo de construir la funcién
6. Luego revisamos la regularidad de 0(t). Considere el Teorema de la funcién
implicita. Sea

F(t,0) = pu(t) + 0o (t)* + /]R (e — e — ) TI(t, dy) = r(t). (3.15)

Como la medida de saltos no es trivial, tenemos

oF _ o(t)? + / ey (e¥ — 1)II(t, dy) > 0,
a0 R

entonces la funcion F' es diferenciable con respecto a t, y las condiciones de
regularidad se siguen del Teorema de la funcién implicita. O

Una vez establecida la existencia y unicidad de la trasformada de Esscher,
recordamos que las caracteristicas del stock descontado bajo la nueva medida
de probabilidad PY puede ser obtenida en términos de la correspondientes carac-

teristicas bajo P, como

BY = fot [(,u(s) — %O’(S)2) +0(s)o(s)* + fR (69(5)9 — 1)yH(s, dy)} ds,
Cf = [ o(s)%ds, (3.16)
VO(dt, dy) = e?DVII(t, dy)dt.

Tomando en cuenta el supuesto para la medida de saltos (3.3), vemos que la

medida de saltos en (3.16) se convierte en
VO (dt, dy) = ORI (dy)dt,

obteniendo que, bajo la medida de riesgo neutral, el stock tiene la misma forma

de parametrizacién con una traslacion del pardmetro de asimetria.
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Ben(t) = 0(t) + Bs(t) (3.17)

donde agregamos el subindice en 3, para reforzar que éste es el valor estadisti-
co. El hecho interesante es que, bajo nuestro enfoque, el parametro de Esscher
gana un significado financiero, siendo una medida de la diferencia entre la asi-

metria estadistica y la asimetria riesgo neutral.

3.5. Asimetria y prima de riesgo por saltos

Definimos la prima de riesgo como la diferencia entre el valor esperado del
retorno del logaritmo estocastico del precio estadistico menos el correspondiente
valor esperado del logaritmo del retorno del proceso riesgo neutral.

Proposicién 3.4 (Prima de riesgo). En el modelo de mercado descripto en la
seccion 3.1 la prima de riesgo definida arriba, que denotamos A, se descompone
como

A=A, +Ay,

donde A, es la prima de riesqgo correspondiente al componente browniano del
modelo (i.e. correspondiente a la volatilidad o) y Ay es la prima de riesgo co-

rrespondiente a los saltos en el modelo, de acuerdo a las formulas

A (t) = —/0 0(s)o?(s)ds,
Ay(t) = —/0 /]R (ee(s)y —1)(e¥ — DII(s, dy)ds,

donde 0 es la funcion de la Proposicion 3.3.

Notemos que el signo de cada prima de riesgo es el opuesto al signo de 6. Mas
aun, cada prima de riesgo es monotona con 6.

Demostracion. Primero calculamos la distribucién del logaritmo estocéastico de
los precios bajo la probabilidad riesgo neutral, construyendo un proceso auxiliar

de logaritmo estocéstico de los precios X? con la fuente de aleatoriedad del espacio
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de probabilidad original, cuya distribucién coincide con la del proceso X bajo la
medida de riesgo neutral P?. De acuerdo con (3.16) tenemos

X! = /Ot [(,u(s) — %U(S)Q) +0(s)o(s)? + /R (eg(s)y - l)yH(s,dy)}ds

t
+/ o(s)dW, + Y/
0

donde el proceso de saltos es

t
:/ /x[Je(w,ds,dy)—e[e(sHB(s)]yHo(dy)ds].
0o Jr

Aqui J? es una medida aleatoria de Poisson con compensador el (dy)dt.
Ahora, como en (3.5), construimos el proceso logaritmo del precio de stock:

X! =X+ 1/ s)ds+ Y (eA¥ —1— AXY)

— /Ot [u(s) +0(s)a(s)* + /Reﬁ(s)y [ea(s)y (e —1) — y] Ho(dy)}ds
+ MY

donde MY = {M°(t): 0 <t < T} es una martingala, dada por

M = / 8)dW, + / / J9 (w, ds, dy) — <>+B<S>1yno(dy)ds]

Tomando en cuenta (3.5), obtenemos
a0 = [ [ut)+ [ (e =1 = )ts. ] as
= [ {0+ otsiot [ [ = 1) = s, i s
= [orter = [ [ (@00 =)= s

Obteniendo el resultado. O]

Observacién 3.3. Tomando en cuenta la ecuacion (3.14), la prima por riesgo

puede también ser calculada a través de

A(t) = /Ot [,u(s) + /R (e —1—y)I(s,dy) — r(s)] ds,

que sigue también directamente del hecho que {S(t)/B(t)} es una martingala bajo
P’
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Observacion 3.4. En un modelo sin saltos, i.e. II(t,dy) = 0, la funcion 0 es
explicita, i.e. tenemos

At) = /0 (1(s) —r(s))ds.

Si por otro lado, tenemos un modelo de saltos puros, i.e. o(s) = 0, entonces 6 no
es explicita, y

At) = — /Ot/R (" — 1) (e¥ — 1)I(s, dy).

Observaciéon 3.5. En el caso de procesos de Lévy, los pardmetros son calculados
independientemente del tiempo. Con esto en cuenta, el pardmetro de Esscher
es la solucidn de la ecuacion (ver Shiryaev [1999]):

©+ o +/R [eey(ey — 1) — y}H(dy) =r

y la prima de riesgo instantdnea es

d=p—r-— /R (e” —1)(e¥ — 1)I(dy).

3.6. Curva f(t) para SP&500

En esta seccién nos proponemos reconstruir la curva §(t) con datos de mercado

correspondientes al indice SP&500 durante el ano 2006.

Estamos interesados en trabajar con un proceso de incrementos independien-
tes pero no necesariamente incrementos estacionarios. Con ese objetivo propo-
nemos un modelo base sobre el cual calibramos los datos de mercado, es decir,
consideramos que el exponente caracteristico ¥ (¢, z) dado en (3.9) tiene medida
de Lévy independiente del tiempo ¢ entre periodos para los cuales se tiene infor-
macién. Si nos posicionamos a tiempo cero, y tenemos la informacién para los
vencimientos 1} < Ty < --- < T}, entonces proponemos un modelo aditivo cuyo

exponente caracteristico para t € (T;,T;41) es:

Y(t,2) =111 (2) + (To = T1)a(2) + -+ + (t = Tis1)i(2). (3.18)

Federico De Olivera Lamas



3.6 Curva S(t) para SP&500 97

alt) — B) A1)

te[0,Ty) 2120 399 27
te[l,Ty) 2295 -164.6 1.9
t e[y, T;) 2208 -174.0 2.3
te[T3,Ty) 2164 -1785 2.6
te[Ty,Ts) 2062 -188.9 0.5
te[lsTy) 2038 -191.3 0.5

Cuadro 3.1: Parametros para el proceso aditivo con modelo base NIG, en funcion
del tiempo, cuando se calibra una opcién de compra de SP&500 al 30 de agosto
de 2006 con vencimientos en dias T} = 17, T, = 52, T3 = 80, T, = 108, T5 = 199
y Tg = 290.

Aqui cada 1; con j = 1,...,n corresponde al exponente caracteristico del
modelo que llamamos base, por ejemplo Normal Inverse Gaussian dado por (1.35).
Para i # j, ¢;(2) se diferencia de 1;(z) en los parametros a, 5, A.

En la figura 3.2 mostramos la volatilidad implicita para el indice S&P500 al
30 de agosto de 2006 con distintos vencimientos. También mostramos el grafico en
escalera de la curva f(t) calibrada con un modelo base Normal Inverse Gaussian,
la cual es una representacion tipica de las encontradas al calibrar durante los
distintos dias.

Los gréficos de la figura 3.2 se complementan con la tabla 3.1. Aqui se observa
que (3 es positivo en primera instancia, cuando se estd muy préoximo al vencimiento
de la opcidén, luego [ toma fuertes valores negativos. El valor positivo de /3 al inicio
no es lo usual, lo cual puede observarse en la curva media, figura 3.3. Igualmente

la répida caida si corresponde al comportamiento usual de la curva [5(t).

En la figura 3.3 observamos la curva media ((t) suavizada, correspondiente
a calibrar con un proceso aditivo con modelo base NIG. Cada curva [5(t) es el
resultado de calibrar las opciones de compra para cada miércoles del anio 2006
con los distintos vencimientos. La curva media se obtiene haciendo el promedio
puntual de las distintas curvas y el suavizado es realizado mediante spline ctbico.

Se observa el comportamiento decreciente de (t) con el tiempo y la persis-

tencia de valores negativos.
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Figura 3.2: Arriba: Volatilidad implicita para una opcién de compra de S&P500
al 30 de agosto de 2006. Dias al vencimiento 1 = 17, Ty = 52, T3 = 80, T = 108,
Ts =199 y Ts = 290. Abajo: curva [3(t) para un proceso aditivo con modelo base
NIG, calibrada para la volatilidad implicita de arriba.
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Figura 3.3: Curva §(t) media para datos S&P500 correspondientes a todos los
miércoles de 2006 calibrados con un proceso aditivo con base NIG.

3.7. Conclusiones

En este capitulo hemos relacionado tres medidas importantes de asimetria
usadas en la literatura financiera para explicar propiedades distribucionales del
riesgo empirico y distribuciones de riesgo neutral. Cémo consecuencia hemos ob-
tenido una conexion entre la asimetria de la volatilidad implicita y un parametro
de asimetria obtenido de la estructura de los saltos del proceso riesgo neutral
subyacente, que nos ayuda a explicar la forma de la volatilidad implicita.

Mediante la curva de Esscher 0(t), ver (3.17), concluimos que cuanto mayor
es la diferencia entre la asimetria estadistica y la riesgo neutral, mayor sera el
monto de la prima de riesgo.

Hemos analizado datos reales de SP&500 mostrando evidencia de la variacién
temporal de los parametros del modelo usado, donde en particular se observa
la fuerte tendencia negativa del parametro de asimetria § y un comportamiento

general de decrecimiento de la curva 5(t).
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CAPITULO 4

GRIEGAS BAJO MODELOS DE LEVY

El célculo de Griegas en modelos de Lévy es realizado usualmente mediante
Célculo de Malliavin y otros métodos, como el cociente de verosimilitud y el
método de diferencias finitas.

En este capitulo nos proponemos obtener férmulas exactas para las Griegas
de opciones europeas basados en la férmula de Lewis (ver Lewis [2001]). Por
tanto, es posible obtener aproximaciones precisas usando el método rapido de la
transformada de Fourier discreta. Desarrollamos también las Griegas para una
de las opciones europeas mds importantes, la opcién de compra (Call option).
Mostramos el error para las Griegas en el modelo Black-Scholes, donde éstas
son calculadas de forma exacta (a menos de aproximaciones a la distribucién
gaussiana). Comparamos también algunos otros modelos usados en la literatura,
tales como el modelo de Merton y el modelo Variance Gamma.

Las férmulas aqui presentadas pueden alcanzar la precision deseada porque
nuestro enfoque genera error sélo a través de la aproximacién de la integral.
Ademads, para muchos modelos, gran parte de las griegas aqui presentadas de-
penden de funciones conocidas como por ejemplo su densidad.
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4.1. Introduccién

Nuestro objetivo es el calculo de las derivadas parciales de una opcion europea
con funcién de pago general, con respecto a cualquier parametro de interés. Esas
derivadas son usualmente llamadas como “Griegas”, y consecuentemente usare-
mos ese término Griegas para referirnos a cualquier derivada parcial del precio

de una opcién (de cualquier orden y con respecto a cualquier pardmetro).

Nuestro enfoque parte de la sutil observacién en Cont y Tankov (ver Cont
and Tankov [2004], p. 365):

“Contrary to the classical Black-Scholes case, in exponential-Lévy models the-
re are no explicit formulae for call option prices, because the probability density of
a Lévy process is typically not known in closed form. However, the characteristic
function of this density can be expressed in terms of elementary functions for the
magjority of Lévy processes discussed in the literature. This has led to the deve-
lopment of Fourier-based option pricing methods for exponential-Lévy models. In
these methods, one needs to evaluate one Fourier transform numerically but since
they simultaneously give option prices for a range of s and the Fourier transform
can be efficiently computed using the FF'T algorithm, the overall complexity of the
algorithm per option price is comparable to that of evaluating the Black-Scholes

formula.”

En otras palabras, en la necesidad de célculo de un rango de precios de op-
ciones, desde un punto de vista practico, la férmula de Lewis funciona como una
formula cerrada, ya que ésta puede ser implementada y calculada con aproximada-

mente la misma precisién y en el mismo tiempo que la formula de Black-Scholes.

Algunos articulos han tratado este problema. Eberlein, Glau y Papapantoleon
(ver Eberlein et al. [2009]) obtienen una férmula similar a la de Lewis, y obtienen
las derivadas Delta (A) y Gamma (I'), las derivadas de primer y segundo orden
respecto al valor inicial S;, para una funcién de pagos europea. Los supuestos son

similares a lo que nosotros requerimos en este trabajo.

Takahashi y Yamazaki (ver Takahashi and Yamazaki [2008]) también obtienen
esas Griegas en el caso de opciones de compra, basados en el enfoque de Carr y
Madan (ver Carr and Madan [1999]). La ventaja de la férmula de Lewis es que
ésta da precio de opciones para funciones de pago generales, mientras que Carr-

Madan sélo aplica para opciones europeas tipo “vanilla”. Ademas, en cuestion de
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complejidad, las formulas arrojadas para A y I' son muchos mas sencillas usando
la féormula de Lewis que la férmula de Carr y Madan .

Con respecto a las diferencias entre la férmula de Lewis y la de Carr y Madan,
en Lee [2004] encontramos una unificacion, en algin sentido, para ambas férmulas,
donde se estudia detalladamente el caso cuando la funcién de pago es del tipo:

Gi(x, k) = (" —eM)F bh=1,0=1,7€R

Gy(z, k) = (v — k) bo=1,0=0,z€R

Gs(x, k) = " 1(box > k) r e R"
Gy(x, k) = (byz)e"™1(bpx > k) r e R"

Aqui también se analizan cotas para los errores cometidos al aproximar las
férmulas. En dicho articulo no se presenta el calculo de griegas, las cuales, por
ejemplo para una opcién de compra y venta se pueden obtener directamente para
una amplia cantidad de modelos usados en la literatura, por medio del cuadro
4.6 de esta tesis.

Otros trabajos tratan con el problema del célculo de Griegas para funciones de
pago més generales, incluyendo opciones que dependen de la trayectoria (path-
dependent), ver por ejemplo Chen and Glasserman [2007],Glasserman and Liu
[2007],Glasserman and Liu [2008], Kienitz [2008], Boyarchenko and Levendorskif
[2009], Jeannin and Pistorius [2010]. Esos trabajos son basados en diferentes técni-
cas, tal como simulacién o diferencias finitas, introduciendo un error de método

que tiene que ser analizado, mientras que nuestro método no lo hace.

Para un anélisis del error referimos al lector a Crocce, F. et al. [2015], donde
se estudia una cota para el error en términos de la longitud del intervalo de corte
y el tamano de la particion.

4.2. Griegas para opciones europeas

En este capitulo asumimos trabajar sobre un mercado de Lévy definido en la
seccién 0.1 bajo la medida de riesgo neutral.

En cuanto a la funcién de pago, siguiendo Lewis [2001], como fue explicado

en la seccion 0.1, si anotamos s = In S7 y consideramos una funcién de pagos
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w(s), siendo w(z) la transformada de Fourier de w(s), la férmula de Lewis para
opciones europeas, evaluada a tiempo ¢, y denotando 7 = T — ¢ el tiempo al

vencimiento, es:

677‘7’

V, = / e—iz(ln(St)—l—rT)eT\Il(—z)ﬁ)\(z)d27 (41)
w+R

27

donde z € Sy = {u +iv: u € R} y v debe ser elegido dependiendo de la funcién
de pagos (ver Lewis [2001]).

Es importante aclarar que a lo largo de este capitulo usamos el subindice ¢
para considerar el instante donde se obtiene el precio de la opcion y por ende,
evitar confusion cuando se realiza la derivada respecto de S;, la cual es variable

con el tiempo.

En este contexto, es simple obtener algunas formulas generales para las Grie-
gas.

Con el objetivo de derivar bajo el signo integral, presentamos el siguiente
resultado.

Lema 4.1. Sea © C R un intervalo e Z =iw+R. Seah: Ix0 -Cyqg:Z —C
tal que

w h(-,0)g(-) es integrable para todo 6 € © y g es integrable.

= h(z,-) es derivable en © para todo z € T y S% es acotada.

Entonces, [, h(z,0)g(z)dx es derivable y

55 [t = [P g voee

Demostracion. Observamos que ‘W < Clg(z)| para todo z € Z, § € ©. El
resultado se obtiene a partir del Teorema 2.27 en Folland [1999]. O

En consecuencia, en lo que sigue, asumiremos que se verifican las condiciones
en el Lema 4.1 para la parte real del integrando, la parte imaginaria integra cero

y por ende no es necesario considerarla al derivar.
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4.2.1. Griegas de primer orden

En esta seccién presentamos la forma general para opciones europeas con
funcién de pago arbitraria. Para simplificar la notacién introducimos una funcién

auxiliar
B(z) = emi=nS0+r) T Hi2) ).

Partiendo del precio de la opcién (4.1), con el exponente caracteristico (4),

derivando bajo el signo integral obtenemos

M :% = /w+R<1 +i2)i(2)dz,
v, :% _ 7062_: /MR iz(1+ i2)0(2)dz,
o, :% = 62_: /m+R [U(—iz) — (14 iz)r]d(z)dz.

Usualmente, los modelos de Lévy usados en la literatura dependen de un
conjunto de parametros, especificado en la medida de salto, como por ejemplo
nuestro parametro de asimetria /5. Por tanto anotamos v(dy) = vp(dy) y ¥(2) =

Uy(z), luego:

%:7'67 / —ame(_lz)ﬁ(z)dz.
o 21 SR

4.2.2. Griegas de segundo orden

De forma similar a las griegas de primer orden, ahora podemos obtener las
griegas de segundo orden, las cuales presentamos también de forma resumida:

9%V, 1 e . .
n :a—s? — S—??/’i;}—i_R ZZ(l +ZZ>19(Z)dZ,
82% 1 efT‘T

Vanna; =

— _ 2 ;
9095, ~ TO S o /MR 22(1 4 i2)Y(2)dz,
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0V, e T 5. 1
Vommay =507 = T /MR [1+70%i2(1 +iz)]iz(iz + 1)9(2)dz,
2 1 e "7
Charmy 2885:;_ = _EBQW /ier]R iz[U(—iz) — (1 +iz)r]d(z)dz,
>V, e”’" ‘ ‘ . ‘
Veta; = =0 iz(1+142) [TV (—iz) — (iz + 1)r7 + 1]9(2)dz,
000t 21 Jivar
82‘/2 9 e ’T o 5
pr— = — 1 .
Vera, o T /w+R iz(iz + 1)*9(2)dz

Otras derivadas se pueden obtener de forma analoga. FEn este capitulo no anali-
zamos la forma genérica ni tampoco las condiciones generales dada que dependen
en conjunto del modelo de Lévy especifico y de la funcion de pago.

En la siguiente seccién nos enfocamos en el caso de una opcion de compra.
Esto nos permite obtener formulas mas explicitas en términos de la medida de
probabilidad y de la densidad riesgo neutral.

4.3. Griegas para opciones de compras

Con el objetivo de explotar la particularidad de la funciéon de pagos, desarro-
llamos exhaustivamente las griegas para opciones de compra derivando el precio
de la opcién dado por (11). Las correspondientes férmulas de griegas para opcio-
nes de venta se obtienen inmediatamente a través de la paridad Put-Call (6). Para
otras funciones de pago el procedimiento para obtener las griegas es andlogo, sin

embargo se requeriran las hipdtesis acordes para la funcion de pago particular.

Cuando el precio de ejercicio K es fijo, x = In(K/S;) — r7 es variable en
términos de S;, r y 7. Luego, debemos considerar esto para el calculo de las
griegas A, I', p y otras.

Con el objetivo de asegurar la aplicabilidad del Lema 4.1, debemos introducir

algunos resultados previos.

Lema 4.2. Sea {X,,Q} un proceso de Lévy como en (5) con e"u(dy) < oo

ly|>1
conv > 0. entonces, si z € v+ R
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i < (1D [ a2 [ e i)

ly[>1

el < (=P 1(G [ T) w2 [ @, (2

donde W ;(iz) = [ [e¥ — 1 —iz(e¥ — 1)]v(dy).

Demostracién. Sea I(z) = [, [e*¥ —1—izylyy <] v(dy). Aplicando el desarrollo
de Taylor con error de Lagrange en el punto y = 0, existe 6, con |6,| < |y| tal

que
N . . 5 9 eisz
e — 1 —izylyy <1y =izylyy>1y — 27y 5
120y ) eizey

== 2y = i<y + (129 — 29— ) Ly
g €7 izy

=2y Liyi<iy + (€ = D)1y sny

Luego

—i20y

Lyi<ny + (€7 — D)1y [v(dy)

121 < [ |- 25
R
evey
<P [ o+ [ e utay)
i<t 2

ly|>1

<kPG [ v+ [ e nut) (4.

ly[>1

Anotamos V; y Ue a la correspondiente parte de salto y parte continua del

exponente caracteristico. Usando (4.3) tenemos
Wy (=2)| =[I(=2) + izl (=)

ﬂw+wi/ﬂﬁmww/ (€ + 1)u(dy)

2 lyl>1
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Para la parte continua , sea We(—iz) = (iz — 22)%2, luego

(W(—iz)| <[Wo(=iz)] + [V, (—iz)]

e

<ef (G [ v+ )42 [ e

]

Lema 4.3. Sea {X,,Q} un proceso de Lévy como en (5) tal que E[e" 7] < oo
con v > 0.

1.8 [, & |2|7He ™) |dz < oo luego
1 eizm TW(—iz)
QX, >z)=— )T e dz, (4.4)
ww+
1 (1+4iz)z )
E(e* 1ix.50) = — T erv-ingy, (4.5)

27 Jipr 1412

2. 8i [, g |2"e™ T2 |dz < 00 para algin n € Z, luego X, tiene densidad de
clase C™ y

L) L[ e
— n _1zx T (74 . 4.
o o /w+R(ZZ) e'*e dz (4.6)

Demostracion. Para una opciéon de compra, la transformada de Fourier de la
funcion de pago es @(z) = e#MSI+H742) /(42(1 4 42)). Luego, del valor de la

opcién (4.1) tenemos, con x = log(K/S;) — rr,

o ( ) g e’ / eizazerlll(—iz) J (4 7)
xTr) = -— ——az. .
! 21 Jipum i2(iz + 1)

Por tanto, siendo z € [a, 8] y C} = méx,<,<p el 702

ae(1+iz)xer‘ll(—iz) [ZZ(’LZ 4 1)]—1

e < Cylz7Y[e™9)| € L (iv + R),

y por 2.27 en Folland [1999] podemos derivar bajo el signo integral. Por lo tanto,
con S; =1
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QX,>z)=—¢€" 0 /00(68 —e”)Q(ds)

o
__ =z t<x> _ _i LGTW(_lZ)dZ.
ox 27 Jivir 12

Por otro lado, con S; =1

B L on) = [ €Fs) = e [T - Dy

x

de*C, aC,
= axt(_x) = Ci(e) — af)
1+iz)z (1+iz)z
_ L / ST RS U BT
27 Jipim 12(1 4 i2) 2T Jivim 12
1 (1+iz)z )
=— — g,

27 Jipir 1+12

Para la segunda parte, observamos en (4.4) que si © € [o,8] y Cy =

£ —vT
maXa<z<p €

n+1e*? r0(—iz)
0 12

8xn+1

< Cylz"|e™ )| € LY (iv + R).

El resultado es obtenido del Teorema 2.27 en Folland [1999]. O

4.3.1. Foérmula de Black-Scholes generalizada para proce-

sos de Lévy.

Consideramos, por ahora, que X = {X;}i>0 en S; = Spe*X**"* es un proceso
estocdstico arbitrario que satisface la condicién de medida martingala E(eXt) = 1,
e introducimos la medida Q dada por

aQ
@—6 .

Esta nueva medida Q corresponde a la transformada de Esscher de Q con pardme-

(4.8)

tro 6 = 1, y fue nombrada por Shiryaev et al. Shiryaev et al. [1994] como la medida
martingala dual.
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Consideramos una opcién de compra con funcién de pagos (8), y anotamos = =
In(K/S;) —r7. Su precio, en el modelo que consideramos puede ser transformado
como

Cy(x) = e T R(Se" ™ — ST = S, E(e* — )T
= St E(eXT — ez)l{XT>$} = St (]E exfl{XT>m} —e"E 1{X7—>IE})

= S, (@(XT > ) — QX > x)) .

Por lo tanto, tenemos una férmula cerrada en término de la probabilidad Q
y Q. Esta férmula es obtenida en (Tankov [2010], p. 68) y es una generalizacién
de la férmula de Black-Scholes cuando el activo subyacente es modelado con una

variable normal Xr. Ademas, observamos que el primer término calculado
EeXT]_{XT>x} = @(XT > 37)

es el precio de una opcién activo o nada (asset or nothing), mientras que el
segundo término

E l{XT>$} = @(XT > $)

es el precio de una opcion digital de compra (digital call).

En el caso que el proceso X = {X;}>0 sea un proceso de Lévy bajo Q,
obtenemos la terna caracteristica (7, , ﬁ) bajo Q dado por

o =o,

[(dz) = e"I(dz),

7= 5+ [l =1+ h)iay).

Ademss, si X, tiene densidad f;(x), por (4.8), obtenemos la densidad f; de X,
bajo (@, dada por

fi(s) = € fi(s).

Recordemos que las férmulas (4.5), (4.6) y (4.7) son dadas a través de la
medida de probabilidad riesgo neutral Q.

4.3.2. Griegas de primer orden

En esta secciéon no asumimos requisitos generales, en su lugar especificamos

caso a caso los requisitos necesarios para obtener la correspondiente griega.
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Delta

Delta es la derivada de la opcién, en este caso de compra, respecto del valor
del subyacente. En el capitulo 2 se introdujo esta griega la cual es de gran interés
al momento de crear portafolios que disminuyan el riesgo ante variaciones del

precio del subyacente.

Al momento de hacer coberturas es importante conocer A y por tanto, es

imprescindible poder calcular de forma precisa esta griega.

Asumamos que [ o[z e™TP)|dz < 0o y S € [A, B]. A partir de (4.7)
obtenemos
AL _aCt(I(St))
Lo/
05
K 1 (14iz)z(St) ]
:—St—/ ?—_GT\I/(_M)CZZ
0S; 27 Jiam 12(1 +i2)
(1+i2)z (1+iz)z
:i / e—eT\If(—iz)dZ . i € GT\II(—iz)dZ
271 Jipiw 12(1 4 i2) 27 Jivim 02
1 (1+iz)z ] _
=—— O Vg, = Q(X; > z).
21 Jipar 1+12
Rho

Rho es la derivada de la opcién con respecto a la tasa de interés, mide la
sensibilidad de la opciéon ante cambios en la tasa de interés. Cuando conside-
ramos un modelo de Lévy para la modelacion del precio del activo subyacente,
implicitamente estamos asumiendo la no variabilidad de los parametros en el
tiempo, lo cual conlleva a la no variabilidad en el tiempo de la tasa de interés por
consistencia bajo la condicién riesgo neutral (ver seccién 3.1).

Sin embargo, es un hecho empirico que la tasa de interés varia en el tiempo,
por lo tanto es de utilidad conocer la sensibilidad del precio de la opcién, para
conocer la sensibilidad del portafolio, cuando varia la tasa de interés.

Recordemos que z = In(K/S;) — r7, donde = depende de la tasa de interés r.

Asumamos que [, o |2[7e™("#)|dz < 0o y r € [Ry, Ro). Entonces

v+R
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I :6Ct(x(r)) g 1 e(1+iz)z

— R Ay = 75,6 Q(X, > x).
P or 27 Jivir iz 2 =75 QX: > x)

Vega

Bajo el modelo de Black-Scholes, Vega muestra el cambio en la varianza del
logaritmo del precio.

En modelos de Lévy, la derivada de Cy(z) con respecto a o no da exactamente
la misma informacién. Sin embargo es un parametro de gran interés que ayuda
a estudiar la variabilidad de la opciéon de compra en términos del desvio del

componente gaussiano del proceso de Lévy usado.

Es claro que esta griega tiene interés solo cuando estamos considerando pro-
cesos de difusion con saltos, en el caso de procesos con actividad infinita, donde

es comun evitar el componente gaussiano, esta griega carece de sentido.

Asumamos que X tiene densidad f,, o € [¥1,35] con 1 >0y z € iv + R.
Sea

A g2 ez’zz+7fR(eizy—l—iz(ey—l))V(dy)
h z0 :eTzz(l—l—zz)T, 2) =
(2:0) 9(2) iz(1+1i2)
Luego, % es acotada. Por otro lado [, ..l9(2)ldz < oo porque

|E(e~?(v+9)Jr)| < E(e*/7) < oo, donde J; es la parte de salto de X,. Por el
Lema 4.1 podemos derivar bajo el signo integral.

Por lo tanto,

oC T izx , 7V (—2)
() / — Toiz(1 4 iz)dz

e
)/ AN A S -
¢ do o1 Jiar i2(iz+1)

=Siroe” fr(x).

Para completar la informacién provista por vega podemos calcular la derivada
con respecto a la intensidad de saltos.

Tanto o como A nos dan informacién del nivel en el que se encuentra la

volatilidad implicita (ver seccién 0.1 y apéndice A).
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Supongamos que fl ‘1’(_”)|dz < o0. Con el objetivo de introducir una

v+R ‘6 -
notacién uniforme para la intensidad de los saltos, consideremos I1(dy) = AI(dy)
donde podemos admitir que II(R) = 1 para procesos de difusién con saltos o

simplemente II no dependiente de A para procesos de actividad infinita.
Supongamos que A € [A1, A, luego sea

e7'/\ Jz [e*izy—l—ﬁ-iz(ey—l)] v(dy)

h(z,\) =
(2,4) T Jr [e_izy —1+iz(er — 1)}D(dy)7
elizHagriz(i+is) —izy _ v (d
g(z) = 2T ) T/R[ +iz(e! — 1)]o(dy),

donde 8h§§’A) es acotada y del Lema 4.2 [, . 1g(2)|dz < oo, entonces por el Lema

4.1 tenemos

dz

aTOt(I) a / e(iZ‘Fl)ﬁJeT\IJ(fiz)
w+R ZZ(ZZ + 1)

(tz4+1)x ;7O (—iz)

(-2,

2 Jypuw  i2(iz+1)

con U (—z) = [ e — 1+ iz(e¥ — 1)](dy). Usando el Teorema de Fubini

obtenemos

dz

OTC’t(:zc) o 1 / 6(i2+1)$67\1’(7’iz)
w+R

™ o ar iz(iz + 1)

e(ZZ-i-l)xeT\I/( ) .
=75 S 4iz(e? — 1)]p(dy)d
S e D L s

z—y ) TU(—i2)
:TSt|:/ <6y€ / ezz(x—y)e—dz
R 2T Jivam iz(1+4iz)

x ) eT\If(—iz)
. e’szdz
21 Jiar  i2(1+i2)

y ) e izxeT‘ll( zz)d 4
e = )g/erRe 1412 Z> (y)}

=] /R ("Cula —v) = ) = Sile? = DAX, > ) ) w(dy)]

(&

El uso del Teorema de Fubini es justificado por (4.3) y la hipdtesis adicional
S €7 dz < o0
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Theta

Theta es la derivada de la opcién respecto al tiempo al vencimiento. Mide la
sensibilidad del valor del derivado con el paso del tiempo.

Theta es una griega que toma mayor interpretaciéon cuando es utilizada en
opciones americanas. Aqui, el valor de una opcion puede ser descompuesto en el
valor intrinseco y el valor temporal, donde el valor intrinseco es la cantidad de
dinero que ganaria si se ejerce la opcion de inmediato y el valor del tiempo es el

valor de mantener la opciéon mas tiempo antes de decidirse a hacerla ejercicio.

Para opciones europeas, Theta nos proporciona una imagen de la variabilidad
en el corto plazo de la variabilidad futura del precio de la opcién.

Asumamos que [, .o |22V |dz < 00, T € [T1, Ta] v 2 € iv + R, sea

. . 1
h _ liz+l)zr ,7U(—iz) _ )

Luego, [, . l9(2)|dz < co, més atn, a partir de (4.2) y [, |2%e™"#)]dz < o0

7

Oh(z,T)
or

es acotada y por el Lema 4.1,

:e(iz+1)$767q'(_iz)< —r(l+idz) + \I/(—22)>

@L :87-Ct(x7-) _ gsti / e(iZ‘i’].)IT eT‘I’(*’L’Z) .
! or ot 271 Jiyur  i2(iz+1)

g 1 e(iz—i—l)a:TeT\If(—iz)
T Jouw i2(1+i2)

(W(—zz) —r(l+ Zz))dz

Usando el teorema de Fubini obtenemos

L 1 eliztl)ar oTU(~iz)
t t27T /iv+R ZZ(l —|—2z) ( ZZ) T( +ZZ) z

(iz4+1)zr 7V (—iz2)
:St |: — L / € - € dZ
27 Jivir iz
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1 e(iz+1)x7 eT\I!(—iz) o2
il (1 4 iz)
LT R Y (ZZ( +i2)5

+/R [e7 — 1 +iz(e? — 1)]H(dy)>d4

o2
=S, [re“ (X7 > z,) + 76”“]“7(%)

T—y ] TU(—iz2) z ) TU(—iz)
R 21 Jivir iz(1+iz) 27 Jiar  2(1+1i2)

y . e® iza}eT\Il(_iZ)d [(d
He' - )%/w%e 11z Z) <y)}

2
=5, [T‘BJCT (X, >x,) + %e””*fT(xT)}

+/R (eth(xT —y) — Cy(xr) — Sy(e’ — 1)@(XT > J;T))H(dy)‘

El uso del Teorema de Fubini es justificado por (4.3) y la hipétesis adicional
Jivsr |22e7 (52 |dz < o0,

4.3.3. Griegas de segundo orden

Las griegas de segundo orden complementan la informacién de las griegas de
primer orden. No obstante, como vimos en el capitulo 2, Gamma es de suma

utilidad al momento de disminuir el riesgo ante variaciones del precio del activo.

Gamma

Mide la tasa de cambio en la que Delta cambia con respecto al precio del

subyacente.

Una vez que obtenemos Delta, para obtener Gamma sélo debemos derivar
respecto de Sy una vez mdas. Asumamos que X, tiene densidad f y S; € [A, B],
luego
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0°Cilz(Sh) _ 0Q(X, > a(Sy))
0S? 05

1 - e’
— @ = S @),

If =

Vanna

Vanna es la derivada de vega respecto al precio del activo. Mide la variabilidad
de vega ante cambios en el precio del subyacente o, alternativamente, mide la

sensibilidad de Delta con respecto a la volatilidad del componente gaussiano o.

Asumamos que j;erR |2e™ (T2 |dz < 0oy 0 < 31 < 0 < By, luego

PCilx) _OVE _ s (5 /
o — g = o a(S)) = roe (f(a(S)) + fa(5)

=— 10" fl(z).

Vomma

Es la derivada segunda del precio de la opcién respecto a la volatilidad del
término de difusién. Al igual que las anteriores griegas que involucran derivadas
respecto de o, esta griega toma mayor interpretacion cuando se trabaja en el mo-
delo Black-Scholes. No obstante ello, siendo ¢ un pardmetro de gran importancia
en los procesos de difusién con saltos, es 1til obtener también ésta griega en este
contexto.

Asumamos [ o [2%™P|dz < 00y 0 < By <0 < Xy, seaz€iv+Ry

anotemos

eleT+T Jr (€Y —1—iz(e¥—1))v(dy)

2 Tzz(l+iz)"—2 o
h<Z7U) ze 2, g(Z) - 22

Luego ah(z ?) es acotado y |, i 19(2)|dz < oo, porque |E(e™*/7)| < E(e*'r) <

00, donde JT es la parte de salto de X,. Por Lema 4.1 podemos derivar bajo el

signo integral.
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2 L T
0 g’;gx) :8(;?; = Syre” f-(z) + StTaze—W/ ei”eT\I’(_”)TJ(iz — 2%)dz
w+R

—Sire* (fo(@) + To*[f1lx) + [1(@)]).

Charm

Charm nos proporciona la tasa instantanea de cambio de la griega Delta
sobre el pasaje del tiempo. Charm ayuda por ejemplo para medir o monitorear
una cobertura de un portafolio A-neutral, cuando transcurre un pequeno periodo

de tiempo sin transacciones en el mercado, como por ejemplo un fin de semana.

Asumamos que [, o[22 F)|dz < oo, 7 € [T}, To] y 2 € iv + R, sea
h(Z,T) _ Ze(inrl)x,—eT\I/(fiz)’ g<2) _

Luego, [, l9(x)|dx < ooy por Lema 4.2

7

Oh(z, )
or

es acotada. Por Lema 4.1,

= ze(iHDar gr¥(=i2) ( —r(1+idz)+ Q’(—zz))

?Cy(r) 0QX,>z,) 9 -1 . oY (—i2)

o705, or T or2m S 1+iz
TV (—iz
L (7“(1 tiz) — W(—iz))dz. (4.9)
27 Jivir 1+z

Usando el Teorema de Fubini obtenemos

82015({[‘) 1 (i241) eT\I’(*iZ)

gLAL) _ ~ 0o C (L fiz) — W(—iz))d

9rdS, o /MRe 1+ iz (T( +iz) = U ZZ)) ‘
2

=re” f(x,;) — %e“ T(zr)

Tr— TW(—iz T, TU(—iz)
_ / [eye Y / eiz(xT_y)e j )dz e / eizm;d'z
R 21 Jivar 1+1iz 27 Jivar 1+iz
xT . .
P [ e
27 Jivir
Tr ) TU(—iz)
_6 / elzmTe—,dZ}] V(dy)
27 Jivar 1412
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0.2
= — TefoT(fL‘T) + ?emTf;(xT)

+/R [— QX >z —y) + Q(X, > )
H&—n@w4m+©@;>mﬁﬁww

2

=re” fr(z,) — %e“ ()

_ /R [ey (@(XT > z,) — Q(X, >z, — y))

(e = Dem folar) | w(dy).
(4.10)

El uso del Teorema de Fubini es justificado por (4.3) y la hipétesis adicional
Jivsr |23e7 (=19 |dz < 0.

Veta

Veta mide el cambio de vega con respecto al pasaje del tiempo. Es de utilidad
cuando se hacen coberturas vega-neutrales basadas en el modelo Black-Scholes.
Aligual que Charm para la cobertura A-neutral, con veta obtenemos informacién
de la variabilidad en el tiempo de vega, la sensibilidad de la opcién ante cambios
en la volatilidad del componente de difusién.

Asumamos que [, . ]z%™"#)|dz < oo. Similar a Charmy, asumamos que
T € [T, T2 y z € iv+ R, y anotemos

. . 1
h(Z, 7_) — Z2e(zz+1)x7—€7‘ll(—zz)’ g(Z) —

Luego, [i wl9(2)]dz < 0oy por Lema 4.2

v

Oh(z,T)
or

ZZQG(iZ+1)zTeT‘I’(_iz)< —r(l+iz)+ W(—zz))

es acotada. Por Lema 4.1 podemos derivar bajo el signo integral,
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PCr) OVE  0Sioet f(x,)
dodr O or

T T Ter 9 izxr TV (—iz)
=S50 [e "fo(xy) —rre™ fr(x,) + —e* e dz
21 Jipyr OT

=S,0 [efoT(xT) —r7e’ ()

I ’ / g7 T (=2) (‘If(—zz) - riz) dz].
21 Jivyr

(4.11)

Usando el Teorema de Fubini obtenemos

82Ct (xr)

W :Stg [6 Tf7'<x7') —TrTe Tfr(xf)

+7’e T / eizzTe’T\I/(*iZ) (W(—Z’Z) o riz) dz
2T Jivtr
=Si0¢™ | folws) = 7 [fr(a) + fi(ar)
2
+ l / eiszGT\D(—iz){U_(iZ . ZZ)
w+R 2

27
+/R (7 — 1 +iz(e¥ — 1))V(dy)}d2}

2

—S,0e% [ Frar) = r7[folen) + fL(2n)] + T% [f () + F1(7)]

tr / (e =) = o) + (e = D) folr) ()|
(4.12)

Fubini es justificado por (4.3) y la hipétesis adicional [, . [2%™"()|dz < oo.

Vera

Vera es la derivada de veta respecto de la tasa de interés.

Supongamos que [, ™) |dy < 00,y 0 < N <0 < Ny,

v+R |Z€

0*Cy(z,) OVE . ,
agtér ) = 8; = S;Toe ’( —1fr(z,) — TfT(CL’r)>

= — Syrioe™ (fT(ZL‘T) + f;(xr)>
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4.3.4. Griegas de tercer orden

En la practica, las derivadas de tercer orden son menos usadas, sin embargo
pueden proporcionar informacién de utilidad para analizar la variabilidad de al-
gunas de las griegas de segundo orden mas usadas con respecto a los parametros

mas relevantes.

Color

Color es la derivada de Gamma respecto del tiempo al vencimiento. Es utili-
zada para medir la variabilidad de un portafolio Al'-neutral con el tiempo.

Supongamos que [ o |z*e™7P|dz < 0o, 7 € [T],T3). Sea z € iv+ Ry

h(Z, 7_) 2226(12+1)x-r eT\Il(fiz)

Luego, [, g l9(x)|dx < ooy por Lema 4.2

7

Oh(z, 1)

5 :,226("2“)’“6“1’(’”)( —r(1+idz)+ \Il(—iz))
-

es acotada. Por Lema 4.1 podemos derivar bajo el signo integral.

Luego,

3 L
OCi(z) Oy _ 1 / e(i”l)“eﬂp(_iz)( —r(iz+1)+ \I/(—z'z))dz. (4.13)

0S20r  or  S2rm
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Usando el Teorema de Fubini obtenemos

33C't(x) o 1
65?87‘ N St27T

/ elztDar T (—iz ( r(iz+1) + W(—zz))dz
ww+R
2

=@+ @) + G (@ + @)
1

LI / e 1 iz(e! — 1)v(dy)dz|
27T Jivir R
2

= 5 [ (@ + @) = T (@ + 1)
+/R <f7<$) —frle—y) (e - 1)f4($))V(dy)]- (4.14)

Fubini es justificado por (4.3) y la hipétesis [, , . |z*e™(7%)|dz < occ.

Speed
Speed es la derivada de tercer orden del valor de la opcion respecto del precio
del activo. Es 1til para monitorear un portafolio Al'-neutral.

Asumamos que [, o |ze™#)|dz < oo,

FCm) ort (= S 1a(5)) = LL@ED) S - O L (w(S)

9S3 98, S?
= - 5 (2@ + £i@).

Ultima

Ultima es la derivada de tercer orden del valor de la opcién respecto de la
volatilidad del componente de difusiéon. Nuevamente presenta su mayor utilidad
en el modelo de Black-Scholes. Siendo ¢ un parametro de gran influencia, también
es de gran utilidad en procesos de difusién con saltos.

afi™ (x)

6e7%(=12)|dz < oo. Primero calculemos 5, bara

Asumamos que [, o [2%
n=0,1,2. Para0 < ¥ <o <Yy z€iw+R, yanotando

12T

ho(z,0) = (iz)"F2e™ 2 g(2) = —
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Luego, f‘u+R lg(2)|dz < o0y W es acotada para n = 0,1,2. Por Lema 4.1

podemos derivar bajo el signo integral. Luego,

"f, 1 e e
J f (l‘) _ 9 _/ (Zz)nezz:reﬂll( ZZ)dZ
w+R

do  do2r
1 , .
—Tro— [(Zz)n—i—l . (Z-Z)n—i—Q]ezzxeT\I/(—zz)dZ
2T Jivtr
=70 (I (@) + [ (@)). (4.15)

Ahora, tenemos

FCyr)  0Sre(fow) + o [fi(@) + f1(@)])
9% do
=Sitoe” (3(f1(x) + £1(x)) + 70 [£1(x) + 27/ () + £ ()] ).

Zomma

Por ultimo, zomma es la derivada de Gamma respecto de ¢. Es de utilidad por
ejemplo cuando tenemos un portafolio I'-neutral y queremos anticipar cambios

en la eficacia de la cobertura respecto a cambios en la volatilidad.

Supongamos que LHR |2267‘I’(*"Z)|dz <ooy0< X <o <2y Luego,

PCy(z,)  OVannal  Oroe™) flL(z(S,))

05200 95, a5,

Toe”®

=~ 5 (f@) + @),

4.4. Ejemplos

En la presente seccion presentamos algunos ejemplos donde en particular com-
paramos resultados encontrados en la literatura. Es importante observar que para

muchos de los modelos usados en la literatura (por ejemplo Variance Gamma,
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Normal Inverce Gaussian y otros), se cuenta con expresiones explicitas (y de facil
aproximacién) para las densidades, con lo que el cuadro 4.6 se torna de gran
utilidad en estos casos.

No obstante, en casos de no conocer expresiones explicitas para las densidades,
por medio de la funcién caracteristica podemos obtener con gran precision los

valores de las griegas buscados, método que es usado en esta secciéon.

4.4.1. El modelo de Black-Scholes

Si asumimos que la funcién de distribucién y la densidad gaussiana se obtienen
de forma exacta en el software R, entonces podemos comparar las griegas para el

modelo de Black-Scholes usando la férmula de Lewis aproximada.

Para aproximar la transformada de Fourier cortamos la integral entre —A/2
y A/2 y tomamos una particién uniforme de [—A/2, A/2]| de tamano N:

. A2 A

[emo@zn [ g 1 3w gl
R —A/2 N k=0

donde z = —é + k‘ﬁ v wy son pesos correspondientes al método de integracion

numeérico.

En el cuadro 4.1 mostramos el error /o, en el modelo de Black-Scholes via
la representacion de Lewis y la transformada rapida de Fourier usando: S; = 1,
r=005T=10=0,1,A=300y N =222 El error /. es
l-error(GL) = max |GL— G|,

2€[—0,7,0,7]

para © = In(K/S;) —rr.

4.4.2. El modelo de Merton

En esta seccién mostramos algunos resultados para el modelo de Merton. Este
modelo tiene cuatro pardmetros (o, j17, 07, \) donde o es el pardmetro de difusion,
A es la intensidad de salto, p; y 0y son la media y la desviacién estandar de los
saltos, los cuales tienen distribucion gaussiana. La funcién caracteristica para el
modelo de Merton es:
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Griega Expresion {-error
Call C = SE(eX —e”)T 1.2e-07
Delta 0sC(x) 2.4e-07
Rho 0,Ci(x) 1.9e-07
Vega 0,C(x) 9.5e-08
Theta 0.C(x) 1.2e-08
Gamma 024C(x) 9.5e-07
Vanna 025C(z) 6.3e-07
Vomma 02,C(z) 7.5e-07
Charm 0% C(x) 6.8e-08
Veta 02 _C(x) 8.9e-08
Vera 02.C(z) 5.8e-07
Color 0%4.C(z) 5.6e-07
Speed D255C(x) 6.3e-06
Ultima 93 _C(x) 1.2e-05
Zomma D35, C () 9.5e-06

Cuadro 4.1: Error /, en el modelo Black-Scholes via la representacion de Lewis
y la Transformada rapida de Fourier usando : S; =1, r =0,05, T =1, ¢ = 0,1,
A=300y N =222

2 2 2 2
E(e*X7) =exp {zz [% - )\(e“”% — 1)} + 22% + )\(e”’”_ZQUTJ - 1)} . (4.16)

Todas las griegas para x = 0 (at the money) se muestran en el Cuadro 4.2
siguiendo la seccién 4.3. Aqui tomamos A = 500, N = 2% y A = 500, N = 2?2,
el error (., para x € [—0,7,0,7] es en todas las griegas menor que 107°. En la
Figura 4.1 se muestran las curvas en términos de x = In(K/Sy) — rT para todas
las griegas con la comparacién del modelo de Black-Scholes con volatilidad igual

a la volatilidad implicita para x = 0.

La funcién caracteristica en este caso es (4.16). Para calcular sensibilidades
respecto de py, 05 v A sélo necesitamos derivar el exponente carateristico con

respecto a esos parametros:

a\I]<_ZZ) —\iz [e;u+0'%/2 . efiqu72203/2:|
8uj ’
8\11(_@2) :)\O'J [ize,u(]—‘rzr?]/Q . Z2€—iz;u—2203/2}
80']' ’
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Figura 4.1: Griegas en términos de x = In(K/Sy) —rT para el modelo de Merton
con parametros igual a los del Cuadro 4.2 (linea continua). Linea discontinua:
Modelo Black-Scholes con volatilidad igual a la volatilidad implicita en z = 0
(imp(0) ~ 0,137).
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A =500, N =22

A =500, N =22

error

Call
Delta
Rho
Vega
Theta
Gamma
Vanna
Vomma
Charm
Veta
Vera
Color
Speed
Ultima

Zomma

C
9sC
0,C
0,C
0.C

024C
92.C
92 C
82 C
02.C
02.C

0%s,C

03ssC

e,

agSoC

0.0547129
0.5273560
0.4726431
0.3077754
0.0524286
3.0777536
0.1538877
0.9091776
0.1682859
0.1222075
-0.1538877
1.8556786
-4.6166303
-11.5390901
-21.6857596

0.0547129
0.5273562
0.4726433
0.3077755
0.0524286
3.0777550
0.1538878
0.9091780
0.1682860
0.1222076
-0.1538878
1.8556795
-4.6166325
-11.5390956
-21.6857699

2.6e-08
2.5e-07
2.2e-07
1.5e-07
2.5e-08
1.5e-06
7.3e-08
4.3e-07
8.1e-08
5.8e-08
7.3e-08
8.8e-07
2.2e-06
5.5e-06
1.0e-05

Cuadro 4.2: Griegas en el modelo de Merton con: Sy =1, r =0,05, 2 =0,T =1,
o=0,1, uy=-0,0050;=0,1, A =1.

OV (—iz)

OX;

y pa’rae :MJ7O-J7>\7

809([B)

00

er :
=75, — / e*
27 Jivir

. 2 il — 2252
—iz |:€/.LJ+O'J/2 . 1} 4 e ienI A a5/2 _ 1,

e™Vo (=) OWy(—iz)

iz(1+iz) 00

La derivada bajo el signo integral se justifica como antes.

Usando los mismos pardmetros presentados en el Cuadro 4.2 obtenemos las

sensibilidades para x = 0 dadas en el Cuadro 4.3.

A =500, N =220

A =1000, N = 222

error

[Lj-Sens
0 j-sens

A-sens

0.006703850
0.239001059
0.013407701

0.006703855
0.239001230
0.013407711

4.7e-09
1.7e-07
9.6e-09

Cuadro 4.3: Sensibilidades para el modelo de Merton con: Sp = 1, r = 0,05,
r=0,T=10=0,1, uy=—-0,005 0, =0,1, A =1.
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W;—sens
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L ! ! ! ! ! I
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Figura 4.2: Sensibilidades en términos de = = In(K/Sy) — rT" para el modelo de

Merton con parametros igual a los de el Cuadro 4.3.

En la Figura 4.2 mostramos las griegas en términos de x = In(K/Sy) — rT.

En Kienitz [2008] se muestran algunos resultados para una opcién Digital en

el modelo de Merton, las cuales fueron obtenidas aplicando la aproximacion por

diferencias finitas al precio de la opcién dado en Madan et al. [1998]. Ahora,

deducimos Delta, Gamma y Vega para una opcién Digital y luego comparamos

los

resultados.

La funcién de pago de una opcion Digital es dada por:

1{ST—K>O} = 1{X7—a:>0}-

Usando la representacion de Lewis, el valor para una opcién Digital es:

donde z = In(K/S;) — r7. Luego

(4.17)
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) - ), (418)
T - (1) + 1), (419
W) —ro(frta) + £10)). (420)

Observemos que las formulas (4.17)-(4.20) son validas en general para una
opcién Digital de compra con [, ]2 7¥)|dz < co. En (4.20), la derivada
bajo el signo integral es similar a (4.15).

Por lo tanto, nuestro resultado usando FFT es mostrado en el Cuadro
4.4. En Kienitz [2008] estos valores son (aproximaciones por diferencias fini-
tas) : D= 0,531270, D-Delta= 0,016610, D-Gamma= —2,800324 x 10~*, D-
Vega= —0,560070. Para obtener un precio de ejercicio dado definimos en FFT

N—1
(5 = QWW

D-Call D-Delta D-Gamma D-Vega
N =2% 0.531269863 0.016610445 -0.000280032 -0.560064360
N =222 0.531270245 0.016610457 -0.000280032 -0.560064763
error 3.8e-07 1.2e-08 2.0e-10 4.0e-07

Cuadro 4.4: Opcién digital y griegas en el modelo de Merton con:d = 0,01, Sy =
100, K =100, T'=1,r =0,07, 0 = 0,2, uy = 0,05, 05 = 0,15 y A = 0,5.

4.4.3. El modelo Variance Gamma

En esta secciéon comparamos algunos resultados encontrados en la literatura
referentes a griegas bajo el modelo Variance Gamma. Por ejemplo, en Glasserman
and Liu [2007] se muestran algunos resultados para este modelo con pardmetros
(p,v,0) donde la funcién caracteristica es:

12X T - pQV . 221027/
Ele X]:exp{;[zzln(l—Gy—T)—ln(l—zz@y—i— 5 )}}

Para obtener un precio de ejercicio dado en FF'T, definimos § = 2%%.

Luego, en el Cuadro 4.5 presentamos dos resultados para N = 22° y N = 222 con
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0 = 0,01. El error muestra la convergencia de la integral compleja. En Glasserman
and Liu [2007] esos resultados se obtienen aplicando el método aproximado de
diferencias finitas aplicado en el precio de la opcién dado en Madan et al. [1998]:
Call= 11,2669, Delta= 0,7282 y p-derivada = 23,0434 y en general con el método
LRM (método de cociente de verosimilitudes), el error es mayor a 10~2. mientras
que en nuestro caso, con poco costo informatico obtenemos un error menor a

1075 en todos los casos.

Call Delta Gamma %Z”
N =22 §=0,011]11.26689113 0.72818427 0.01427437 23.04334371
N =222 §=0,011]11.26689919 0.72818479 0.01427438 23.04336021

err< 8.1e-06 5.2e-07 1.0e-08 1.6e-05

Cuadro 4.5: Griegas para el modelo Variance Gamma con: (p,v,0) =
(0,2,1,-0,15), r =0,05, T =1, Sy = K =100 (x = —0,05).

4.5. Conclusiones

Las Griegas son un importante insumo para los formadores de precios (market
makers) en en la gestién de riesgo. Una gran cantidad de opciones son depen-
dientes de la trayectoria y no tienen una férmula explicita. Sin embargo, para
opciones europeas bajo modelos de Lévy tenemos la féormula de Lewis, la cual
nos permite obtener formulas cerradas para las griegas, muchas de las cuales
son s6lo dependientes de la densidad; otras requieren integracion. En general, to-
das las griegas pueden ser aproximadas con alta precisién porque sélo requieren

integracién simple, similar a lo que sucede con el modelo de Black-Scholes.

Un gran nimero de articulos estan dedicados a obtener griegas para funciones
de pagos mas complejas. Sin embargo, con el objetivo de estimar la precisién de
esos métodos, ellos aproximas las griegas de opciones europeas por el método de
diferencias finitas.

Para un precio de ejercicio fijo K, consideramos x = In(K/S;) — r7, con
7 = T — 7 el tiempo al vencimiento. Luego, las griegas para una opciéon de
compra pueden calcularse a través de el Cuadro 4.6.

Observamos que, si la densidad de X, es conocida, entonces muchas de las
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Cuadro 4.6: Griegas bajo modelos de Lévy en términos de x = In(K/S) — rr.

First order

Delta ICs(x) Q(X; > x)
Rho 0Cy(z) = 75¢"Q(X; > x)
Vega 0C,(x) Stoe” fr(x)
if TT = AT 0C\(z) = T{/R(eyC(x—y)—C(a:)
=S(er = 1DQX, > ))Ti(dy)]
Theta 9C;(z) = S[rer(XT > ) + U;e“”fT(x)} + %86’)\(1’)
Second order
Gamma *Css(x) = S7Le¥f (x)
Vanna 0*Cos(x) = —Toe”fL(x)
Vomma 0*Crp(x) = STe® (fT(a:) + 702 [fi(z) + f!(m)])
Charm 0*Csr(x) = ver (4.9) y (4.10)
Veta 0*Cyr(x) = ver (4.11) y (4.12)
Vera 82C,n(z) = —Srloe” ( Frl@) + f;(x))
Third order
Color 0°Cssr(7) ver (4.13) y (4.14)
Speed DCsss(r) = —S 2" <2f7(x) + f;(a:)>
Ultima PCroe(x) = ST0€° (3 (fi(z) + fl(z))
ro? [[2(2) + 22 (2) + F ()] )
Zomma DPCss5(x) = —10S571e” (f;(x) + f;’(:z:))
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griegas pueden obtenerse de forma exacta. Algunos ejemplos son: Normal Inverse
Gaussian, Variance Gamma, Generalized Hyperbolic, Meixner y otros.
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CAPITULO b

VISUALIZACION EN FINANZAS Y ASPECTOS
NUMERICOS

En este capitulo describimos algunos de los aspectos de cédlculo numéricos
asi como las principales lineas correspondientes a la visualizacién grafica desa-
rrollada a lo largo de la tesis. Los principales resultados encontrados en la tesis
se iniciaron a través de una exploracion grafica, convirtiéndose en la principal

herramienta y por ende entendemos de suma relevancia en el presente trabajo.
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A n:N=2"n w
g0 |[[1d |[13
50 r T

202.31 | [0.0021 | [0.225
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1
o
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0.14427
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1.88482
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Figura 5.1: Visualizacién grafica de volatilidad implicita y su calibraciéon con el
modelo asimétrico de Merton sobre datos de IBM, usando el paquete gWidget en

R.

5.1. Visualizacion

En esta seccion describimos los principales desarrollos visuales llevados ade-
lante en la tesis. Es de gran importancia recordar que la volatilidad implicita
para f = —1/2, resulta simétrica como funcién del logaritmo de la monetizacién
(moneyness) z = log[K/(Spe’™)], resultado que fue obtenido en Fajardo and Mor-
decki [2006] y complementado a la simetria en términos de x y /5 en el capitulo
1. Debido a esto, resulta de suma utilidad hacer los graficos en términos de = en
lugar del precio de ejercicio, pudiendo explotar la simetria antes comentada.

Un elemento de gran utilidad al momento de visualizar resultados es el pa-
quete gWidgets. Este paquete estd desarrollado para el software R y permite la
creacion de ventanas graficas interactivas, mediante las cuales podemos variar los
parametros de los modelos y visualizar en tiempo real el comportamiento de la

volatilidad implicita.

En la Figura 5.1 se observa una de estas salidas cuando calibramos la vo-
latilidad implicita de opciones de IBM usando el modelo asimétrico de Merton
introducido en la seccién 1.6.2.
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Figura 5.2: Visualizacion gréafica de volatilidad implicita bajo el modelo de

asimétrico de Merton. Negro: f = —0,5, rojo: variacién cuando [ aumenta o

disminuye.
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A raiz de este tipo de graficos nos planteamos estudiar la variabilidad de la
volatilidad implicita ajustada en términos del pardmetro de asimetria 5. Cuando
analizamos el comportamiento de la volatilidad implicita al variar 3, como se
muestra en la Figura 5.2, obtuvimos indicios para estudiar el comportamiento de
monotonia parax <0y f < —1/20x > 0y 3 > —1/2. No obstante, encontramos
modelos patolégicos como el modelo de Poisson a dos lados (ver seccién 1.6.3)
donde se observa que el comportamiento de monotonia no es valido en todas las
regiones indicadas, ver Figura 5.3.

La observacion de éstos graficos nos permitié ajustar las hipdtesis del Teorema
1.1, concluyendo que el comportamiento de monotonia si se verifica en nuestro

contexto pero en un entornode z =0y = —1/2.

Otra hipdtesis que permitié ajustar la visualizacién fue la familia de modelos
con la cudl trabajar, introduciendo los modelos asimétricos de Lévy definidos en
la seccion 1.2. En la Figura 5.4 mostramos la volatilidad implicita para el modelo
asimétrico de Merton y la misma para el modelo de Merton. Con estos graficos
estudiamos los movimientos que provoca un cambio en el parametro de asimetria
sobre la volatilidad implicita en diferentes modelos, observando que la medida II,
no debia depender del parametro de asimetria (3, pues en el caso de dependencia
como en el modelo de Merton, la variabilidad de ésta invalida el resultado que

buscamos.

En la Figura 5.5 observamos la volatilidad implicita para modelo de difusion
con Poisson a dos lados y el modelo Normal Inverse Gaussian en funcion de x
y B. Aqui se observa la simetria (1.7), sin embargo, en el modelo de difusién
con Poisson a dos lados se observa un comportamiento irregular de la volatilidad
implicita dando lugar nuevamente a la no monotonia en términos de x y 3 como

fue explicada en la seccién 1.6.3.

Otros resultados nacieron por medio de la visualizacién, por ejemplo los re-
lativos a la densidad de los modelos de Lévy asimétricos desarrollados en las
Proposiciones 1.2, 1.3, 1.4 y 1.5 (ver seccién 1.2) los cuales participan en diferen-
te forma en el Teorema 1.1.

En la busqueda por tratar de extender el marco de validez del Teorema 1.1
analizamos cierta subfamilia de modelos asimétricos, aquellos con densidad uni-
modal. La exploracién grafica indica que la volatilidad implicita es creciente con el
pardmetro de asimetria en el intervalo (—1/2, +00) para valores de x positivos. A
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Figura 5.3: Visualizacion gréfica de volatilidad implicita bajo el modelo Poisson
a dos lados. Negro: f = —0,5, rojo: variacién cuando  aumenta.

partir de la bi-simetria (1.7), la ocurrencia del crecimiento anterior es equivalente
a que la volatilidad implicita sea decreciente con f en el intervalo (—oo, —1/2)
para valores de x negativos, tal cual se observa en la Figura 5.2.

Hemos transitado distintos caminos, desde el uso de la férmula de Lewis para el
precio de una opcién de compra hasta la definicién de dicha opcién para modelos
con densidad por medio de la Esperanza. La funciéon de densidad no muestra un
comportamiento mondétono con respecto al pardmetro de asimetria, sin embargo
al integrar multiplicada por la funcién de interés ((e? — e*)7" fx, (y; beta)) resulta
verificar la monotonia antes descripta. Lamentablemente no hemos podido atin
concluir en la veracidad de este resultado para los modelos asimétricos de Lévy
con densidad unimodal, aunque todos los modelos utilizados indican que cumple,

al menos graficamente.

Hasta aqui hemos comentado algunos de los puntos importantes respecto a la
visualizacién en finanzas. En la siguiente seccién presentamos algunos elementos

referentes a los métodos numéricos empleados.
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Figura 5.4: Visualizacion gréafica de volatilidad implicita bajo el modelo de
asimétrico de Merton (arriba) y el modelo de Merton (abajo). Negro: 5 = —0,5,
rojo f = —0,3,—-0,4, —-0,6,—0,7.
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Figura 5.5: Visualizacion gréafica de volatilidad implicita como funcién de x y de
B bajo el modelo de difusién con Poisson a dos lados (arriba) y el modelo Normal
Inverse Gaussian (abajo). Los pardmetros usados son, para el modelo de difusién
con Poisson a dos lados: ¢ = 0,05, a = 0,3, A = 1; para el modelo NIG: a = 20,
A = 1. Otros valores: T'= 1, r = 0,05.
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5.2. Aspectos numéricos

5.2.1. Calculo del precio de opciones

Para el calculo de una opcién de compra para modelos de Lévy uno puede
basarse principalmente en dos métodos. El método de Carr y Madan (ver Carr
and Madan [1999]) y el método de Lewis (ver Lewis [2001]) ambos métodos se
encuentran también desarrollados en Cont and Tankov [2004]. En Eberlein et al.
[2009] también encontramos la valuacién de opciones mediante la transformada
de Fourier. El método de Lewis es el método que utilizamos a lo largo de la tesis y

es explicado en la seccién 0.1, a continuacién describimos rapidamente el método
de Carr y Madan.

Consideremos un proceso de Lévy con terna caracteristica (v, o,II) bajo la
medida riesgo neutral (3), tal que para algin a > 0

/ eI (dy) < oo. (5.1)
ly[>1

Queremos calcular el precio de la opciéon dado por
C(K) = e ™ E(Spe*r T — K)T.

Cémo no podemos obtener la transformada de Fourier de la funcién de pagos
para un rango de precios de ejercicios, la idea del método es sumar y restar una

funcién conveniente de modo de superar ese obstaculo. Consideremos
ZT(k> _ efrT E(SoeXTJrrT . ek)+ _ (SO _ ekfrT)Jr’ (52)
y sea (r(v) = [ €*Fzp(k)dk la transformada de Fourier de 27 (k).

Consideremos por simplicidad Sy = 1. Observando que
() =" [ (@ = ) (Lo — Lucorpr (o)
R
donde pr(x) es la densidad de probabilidad de X7

Luego, con algo de manipulacién y la condicién riesgo neutral se obtiene

eirUT(l _ em) ettivrT e(iv—i—l)w—&-ivrT
- - d
rlv) /R ( v+ 1 D) ) ) i

eT¥r(v+l) _

— _qurT
- ww(l+idv) (53)
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La condicién de martingala asegura que el numerador se anula para v = 0.
Bajo la hipétesis (5.1), el numerador de (5.3) es una funcién analitica y la fraccién
tiene limite finito cuando v — 0. Por lo tanto el precio de la opcién de compra

se calcula invirtiendo segin Fourier, la funcion:

k) = [ o)

En la igualdad (5.2), el término (Sp —e*"7)* suele sustituirse por el valor del
precio de la opcion bajo el modelo de Black-Scholes para un valor de o a determi-
nar. Este cambio tiene como consecuencia una mayor velocidad de convergencia

del término correspondiente al que aparece en (5.3).

Como se mencioné antes, a lo largo de la tesis usamos el método de Lewis
en lugar del de Carr y Madan, la principal razén es que la férmula de Lewis
es aplicable a varias funciones de pagos mientras que la de Carr y Madan, en
principio, solo se aplica para funciones de pago correspondientes a opciones de
compra o venta (ver discusién en la seccién 4.1 o directamente en Lee [2004]).
Otro de los motivos por el cual optamos por el método de Lewis esta relacionado
con la convergencia numérica. Si bien ambos métodos se calculan de manera
eficiente, utilizando el método de Lewis obtuvimos una mejor aproximaciéon en

igual relacién de tiempo.

Para el método que usemos, la aproximacion numérica puede ser realizada
de manera eficiente mediante la transformada réapida de Fourier (FFT), siempre
que necesitemos calcular el precio de la opciéon para una grilla de puntos y no

exclusivamente para un punto especifico.

La aproximacion mediante FFT fue introducida en la seccion 4.4.1, aqui reto-

mamos las generalidades y nos extendemos en la obtencion de la aproximacion.

Para calcular el precio de una opciéon de compra, en términos de x =
log(K/Sy) — rT usamos la igualdad (11):

e eT\Il(—z)

Call(x) = e dz.

_ —
27 Jivir z4 =z

En primera instancia obtenemos una aproximacion para valores de x no nega-
tivos, luego, con una traslacién de los datos obtenemos una aproximacion sobre

una grilla arbitraria de valores de z.
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A continuacién cortamos la integral entre —A/2 y A/2 y tomamos una parti-
cién uniforme de [—A/2, A/2] de tamano N:

e’ 12T
Call(z) = — o ) A — dz
em iv+A/2 ]
N - — e d 5.4
270 Jiv—as2 © 2" (54)

donde z, = iv — é + k% y wy son pesos correspondientes al método de
integracion numérico, por ejemplo, para el método trapezoidal tomamos wy =

wy_1=1/2ywpy=1parak=1,...,N —2.

Si tomamos z, = 2rni=! en (5.5), obtenemos la transformada discreta de
N-1

Fourier sobre los valores x,, = 2mn4
de forma eficiente usando el algoritmo FFT, para ello debemos considerar que la

Dicha transformada discreta se calcula

cantidad de sumandos en (5.5) sea una potencia de 2, es decir N = 2", ademds,
la grilla sobre la cual obtenemos la aproximacion se relaciona con la grilla de la

particién original en (5.4) obteniendo una grilla uniforme con incrementos

N -1

A =2 .
TNA

(5.6)

Por ultimo, trabajando en términos de x, es comun requerir calcular los precios
para valores de = negativos (in the money). Para ello podemos recurrir a una
propiedad de la transformada de Fourier sobre la traslacién:

ety ) 6T\II(—z)
Call(z — y) = — / e g, (5.7)
27 Jiar 22—z
et L.
=— — e d 5.8
e f(zy)dz, (5.8)
donde f(z,y) = e‘“”z)y%. Por lo tanto, ajustando la funcién a integrar,

obtenemos los valores de la opcién de compra para una grilla arbitraria de puntos.

Si en particular queremos obtener la aproximacién para ciertos valores es-

pecificos usando este método, entonces debemos ajustar N y/o A de modo que
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con el incremento A pasemos por dichos puntos, donde ademas debemos con-
templar que N y A estan en relacion directa con nuestra aproximacion al valor
de la opcién de compra, donde por ejemplo podemos exigir una tolerancia dada.
Ademas debemos considerar también la traslacién efectuada de modo de obtener
el calculo para valores de x negativos. Estos aspectos asi como el andlisis del error
son tratados en Crocce, F. et al. [2015].

5.2.2. Calculo de la volatilidad implicita

Una vez obtenido el valor de la opciéon de compra, la volatilidad implicita
es obtenida segin lo mostrado en la seccién 0.1. Recordemos rapidamente que
obtuvimos que la volatilidad implicita es el tnico valor de la volatilidad en el
modelo de Black-Scholes que iguala el precio en dicho modelo con el precio de
mercado dado.

Por tratarse de una funcién implicita, no tenemos forma directa de calcularla
y por lo tanto debemos obtenerla mediante algin algoritmo numérico. Los dos
algoritmos ensayados en esta tesis son: el método de Newton y el método de

biparticién.

Es conocido que el método de Newton es mas eficiente que el de biparticion, no
obstante ello, para el cdlculo de la volatilidad implicita en diferentes situaciones,
por ejemplo en modelos irregulares como el modelo de difusién con Poisson a dos
lados introducido en la seccién 1.6.3 o modelos usuales como Variance Gamma, o
Normal Inverse Gaussian con pardmetros un tanto extremos, resulté de notoria
utilidad el método de biparticion. Esto se justifica porque el modelo de Newton
depende de forma importante del parametro inicial, mientras que el método de
particién es mds robusto en ese aspecto (aunque mds lento también). En los
trabajos de visualizacion trabajamos con el método de biparticion exigiendo un
error entre el modelo de Black-Scholes y el precio de mercado menor a 1075,

5.2.3. Calibracion

Un punto importante, principalmente en los capitulo 2 y 3, es la calibracion,
tanto de opciones de compra como de la volatilidad implicita.

En esta seccién describimos rdpidamente el método usado para calibrar los
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datos obtenidos del mercado real, con algunos de los modelos de Lévy indicados
a lo largo de la tesis.

Una vez que podemos obtener los precios de las opciones de compra y la
correspondiente volatilidad implicita para un modelo dado, la calibracién se con-
vierte en un problema de optimizacién bien conocido. Sin embargo, al realizar la
programacion hay puntos especificos que merecen la atencion.

La funcién de error

La primera decisién al momento de calibrar datos es definir la funcién de error.
Aquti el principal problema corresponde especificamente a los datos obtenidos. Es
comun que las bases de datos de opciones vengan dadas para una grilla equidis-
tante de precios de ejercicio, sin embargo, no todos los dias todas las opciones
son operadas en el mercado, con lo cual los valores para los precios de ejercicio
que no fueron operados son estimados por algiin algoritmo que depende de quién
proporciona los datos.

Por esto, sélo los datos que presentan volumen operado positivo son los més in-
fluyentes para la calibracion. El problema a continuacién es seleccionar la funcién
de error adecuada, considerando que el volumen operado es una parte importante
y debe considerarse en los pesos para cada opcion.

Teniendo presente lo comentado antes, el primer intento para calibrar es con-
siderar como pesos para la funcién de error, directamente el volumen relativo

operado respecto al operado en la jornada, esto es:

n

erry = Z szloi/Ol ) (gobs(Ki) - gmodelo(Ki))Qa (59)

donde Vol(i) es el volumen efectivamente operado, &ups(K;) ¥ Emodeto(F;) son
los valores de la opcién de compra (o volatilidad implicita) reales observados y
ajustados segiin nuestro modelo respectivamente, por ultimo K; coni=1,...,n,

representa los precios de ejercicios disponibles en cada fecha.

El mayor problema que presenta esta funcién de error es que en muchos casos,
el volumen operado para una precio de ejercicio especifico presenta una magnitud

de orden diferente con respecto a los otros valores, provocando que el algoritmo se
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Figura 5.6: Volatilidad implicita de datos de IBM al 20 de julio de 2013, calibra-
dos con el modelo asimétrico de Merton. Circulos: datos en la base. Cuadrados
rojos: datos con volumen operado positivo. Izquierda: en la calibracién sélo se
consideran los datos con volumen positivo. Derecha: en la calibracién se adiciona
1 al volumen operado para considerar todos los datos. Linea verde: calibracion

con funcién de error (5.9). Linea azul: calibracién con funcién de error (5.10).
Otros valores: Sy = 202,31, r = 0,035, T" = 0,225.

ocupe casi exclusivamente de ajustar este valor, olvidando al resto de los precios
de ejercicio.

Consideramos que si bien es importante darle mayor peso a dicho precio de
ejercicio al momento de calibrar, también debemos darle relativa importancia a
los otros precios de ejercicios, aunque fueron operados con un volumen significa-
tivamente menor. Es por este motivo que optamos por trabajar con la siguiente

funcion de error:

- VVol(K
err = Z \/Voli <§obs(

que a diferencia de (5.9), considera los pesos proporcionales a la raiz cuadrada

5m0delo(Ki>>27 (510)

del volumen operado, dando mayor importancia a los precios de ejercicios con
mayor volumen operado, pero tratando todos los datos operados en el mercado

con un orden de magnitud similar.

Esta funcién de error permitié que los modelos se adapten mas a los datos
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Figura 5.7: Estimacion de densidad a través de 100.000 simulaciones de una
variable aleatoria con distribuciéon Normal Inverse Gaussian, con parametros a =
150, B = —60, A = ,3, u = 0 (linea discontinua). Linea roja, densidad real
calculada mediante (5.11)

observados. En la Figura 5.6 mostramos la calibraciéon obtenida cuando consi-
deramos éstas dos funciones de error sobre datos de opciones de IBM. En una
exploracién visual no se obtienen mayores diferencias usando las funciones de
error (5.9) y (5.10), sin embargo, cuando adicionamos 1 al volumen de todos los
datos (con el objetivo de considerar todos los datos al momento de calibrar), las
diferencias entre ambas funciones de error se hacen mas notorias.

5.2.4. Simulacién rapida de Procesos infinitamente divi-

sibles.

Un elemento extra que se desprendié al momento de estudiar las coberturas,
es la posibilidad de hacer la simulacién de procesos de Lévy, incluso més en ge-
neral, de procesos infinitamente divisibles, de forma mas rapida que los usuales
encontrados en la literatura (por ejemplo ver capitulo 6 en Cont and Tankov
[2004]). Un método para la simulacién rédpida de incrementos de un proceso de
Lévy se presenta en Boyarchenko [2012], el cual se basa en la descomposicion de
la parte de saltos del proceso en sus componentes positiva y negativa. En esta
seccion presentamos una via de obtener simulaciones de procesos de Lévy, para
procesos infinitamente divisibles, mediante la férmula de Lewis. Por medio de

dicha féormula podemos encontrar una forma para calcular la funcién de distri-
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bucién de una variable aleatoria infinitamente divisible, la cual puede ser vista a
través de una opcion Digital.

Sea X; un proceso infinitamente divisible con funcién caracteristica ¢;(z)
definida sobre una franja paralela al eje real andlogo a lo visto en 0.1. En términos
de x = log(K/Sy) — rT tenemos:

1 12T i
QX, > 7) = — o) )

a9 )
27 Jivsr 22

donde v > 0, por lo tanto

1 12T s
Ry =14+~ [ ez,

Z7
27 Jivyr iz

Una vez que obtenemos la funcion de distribucion F; de X;, simulamos

uy,...,u, de una variable aleatoria uniforme en el intervalo (0,1) y por tanto
z; = Inf{z: F(x) > w;}, i=1,...,n
son simulaciones iid de X;.

Este método es realmente mas rapido que hacer las simulaciones por caminos
y nos permite simular procesos de Lévy complejos, sélo conociendo su exponente
caracteristico.

En la Figura 5.7 se obtiene la estimacién de densidad a través de 100.000
simulacién de una variable aleatoria con distribucion Normal Inverse Gaussian,
donde ademas se compara con la funcion de densidad, la cual en este modelo es
conocida:

: o seepayarg K e/ + (@ — p)?)
flra = /N E (1 (5.11)

donde p € R, a, A > 0, || < a y K es la funcién de Bessel de tercer clase dada
por:

1 [ _
Ki(w) = 5/0 e/ gy
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5.3. Programacion

En esta seccion describimos las lineas generales usadas para la programaciéon
en el software R, para el calculo del valor de la opcion de compra segin el método
de Lewis descripto en la seccién anterior.

La idea es crear una funciéon con las variables requeridas de modo de hacer
eficiente el calculo en distintas situaciones. Para ello ahora exponemos el esquema
de dicha funcién:

1. Especificamos una funcién, que llamamos Call_Levy, con las variables re-
queridas, donde hemos especificado algunos valores por defecto:

Call_Levy<-function(S_0=1+0%*x,r=.05+0*x,T=1+0%x,sigma=.1+0%x,
parametros=c(0.1,-0.5,1)+0%x,A=800+0%*x ,N=2"18+0%x,

modelo="Merton_a",v=1.3+0*x,sal=.7+0%*x,sali=-sal+0*x,x=0)

2. Definimos la funcién caracteristica segtin el modelo elegido, observar que
los parametros introducidos en la funcion deben estar en correspondencia
con el modelo elegido:

if (modelo=="modelo elegido"){FuncCaract<-function(z)...}

3. Obtenemos la grilla y calculamos los valores usando FFT para la grilla

especificada

z<-seq(-A/2,A/2,1len=N)

tr=-sali

f<-exp(-(1lixz-v+1)*tr)*FuncCaract (-z-1i*v)/((1ixz-v)
*(1+1i*xz-v))

n=(N-1)*(z+A/2) /A;£[1]1=0.5%f [1] ;£ [N]=0.5*f [N]
u=2xpixn*(N-1)/(N*A)
CT=S_0*(1/(2*pi))*A/Nxfft(f,inverse=T)

*exp (1i*xA*u/2)*exp((1-v)*(u))

xT=u-tr;x=xT [xT>sali&xT<sal] ;CT=CT [xT>sali&xT<sall]

Observemos que con las variables “sal” y “sali” determinamos el rango de

valores para los que deseamos la salida, evitando asi sobrecargar la memoria
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Figura 5.8: Error de aproximacion del precio de la opcién, segun el método de
Lewis con aproximacién via FFT, con el modelo de Black Scholes, usando A =
107 (A = 27(N — 1)/(NA)). Izquierda: negro N = 22, verde N = 2, rojo
N = 2% azul N = 2!8 Derecha: negro N = 2%, verde N = 2?2, rojo N = 224.
Otros valores: So =1, 7 =0,05, T =1/12, 0 = 0,1.

del PC. De esta forma, en el vector C'T" queda la aproximacion de los valores
de la opciéon de compra, segin el método de Lewis, para los valores de
x = log(K/Sy) + rT registrados en el vector “xT”.

Otra observacion de utilidad es la introduccion de la variable “tr”, la cual
permite trasladar nuestro dominio en la transformada de Fourier para poder
calcular el precio para valores no necesariamente positivos de x, esto se hace
siguiendo (5.8).

En la Figura 5.8 mostramos el error cometido en términos de N cuando im-
ponemos A = 0,001 en (5.6) y usamos el modelo de Black-Scholes (7) (cuyo valor
depende sélo de la funcién de distribucion gaussiana, la cual asumimos de calculo

“casi” exacto).

En el cuadro 5.1 mostramos el error en fffDA’OA], dado por

5?307470,4] = sup |BS(z) — CL(x)|,

z€[—0,4,0,4]NG

cuando variamos N y A. Aqui se observa para ¢ = 0,1, que por ejemplo, tomando
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N = 218 para cualquier valor de A entre 200 y 1000, se obtiene un error apro-
ximado de 1,2 x 107%. Observemos que para cada N el valor de A que minimiza
el error es relativamente bajo, A = 200 para N = 2!2,213 214 v A = 300 para
N =215 216 921

Es de utilidad hacer notar que para el caso N = 28, el calculo del precio de
la opcidén, para toda la grilla requerida, demora aproximadamente 0,22 segundos.

N\A| 100 200 300 400 500 600 700 800 900 1000

21213381 7.44 7.74 7.89 10.00 13.01 17.74 26.48 43.31 73.83
21313390 3.66 3.86 3.90 393 416 493 587 6.96 8.21
21413394 1.89 193 195 196 197 198 198 221 249
21513396 1.01 0.96 097 0.98 099 099 099 099 0.99
216 13398 0.57 0.48 0.49 049 049 049 050 050 0.50
21713398 043 0.24 024 025 025 025 025 025 0.25
21813398 040 0.12 0.12 0.12 012 012 012 0.12 0.12
21913399 0.39 0.06 0.06 0.06 006 0.06 0.06 006 0.06
22013399 0.39 0.03 0.03 0.03 003 0.03 0.03 003 0.03
22113399 040 0.02 0.02 0.02 002 0.02 0.02 002 0.02

Cuadro 5.1: Error ﬁ‘[)f& 40,4] del precio de la opcién, multiplicado por 10°, segin el
método de Lewis con aproximacion via FF'T, con el modelo de Black-Scholes para
los valores de N (filas) y A (columnas) mostrados en el cuadro . Otros valores:
So=1,r=0,05 T = 1/12, 0 = 0,1. Resaltado se muestra el menor error por
fila.

El cuadro 5.1 es complementado con la Figura 5.9, aqui observamos el error
E‘[’fo, 1,0.4] Para distintos valores de o, resaltando el minimo obtenido del error para
cada valor de N en funcién de A. Es de notar que cuando la volatilidad crece,
entonces, A decrece para cada N, cuando buscamos el menor error.

El analisis del error en modelos de Lévy, asi como cotas para éste, han sido
estudiadas en Lee [2004] y Crocce, F. et al. [2015]. En el presente trabajo sélo
hacemos una exploracién refiriendo al lector interesado a dichos trabajos.
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sigma= 0.05

1000

sigma= 0.1

1000

sigma= 0.2

1000

Figura 5.9: Datos segin cuadro 5.1 para o = 0,05,0,1,0,2. Puntos rojos indican
el minimo para cada N.
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APENDICE A

MONOTONIA DE LA VOLATILIDAD IMPLICITA EN
FUNCION DE LA MEDIDA DE LEVY.

En esta seccion dejamos por un instante el pardmetro § y probamos un resul-
tado general el cudl indica que la volatilidad implicita es creciente en términos
de la medida de Lévy, esto es: si I1;(A) > II5(A) para todo A, entonces

Oimp,1 (K) Z aimp,Z(K)'

En primer lugar mostraremos que la volatilidad implicita es creciente en térmi-
nos de la intensidad de salto y también es creciente al agregarle una masa puntual
a la medida de Lévy, bajo la restriccion de conservar la propiedad de medida mar-
tingala.

Proposiciéon A.1. Sea {X;,Q} un proceso de Lévy con terna caracteristica
(v,0,10), con E(eXt) = 1. Consideremos un nuevo proceso de Lévy {X;, Qrq}
con terna (Vea,o0,pq(dy)) donde 1. (dy) = TI(dy) + €o.(dy) con € > 0 y
E¢q(eXt) = 1. Luego

: dCallp,  (x)
1. dado ¢ >0, si a 2 0 entonces + 20,

0Callg, ,(x)

5 >0

2. para todo a € R\ {0},

Demostracion. Sean 1(z) y 1yq(2) los exponentes caracteristicos de {X;,Q} y
{X:,Qpq} respectivamente. Luego:
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Ura(—2) =th(—=2) + L[e7* — 1 4+ iz(e” — 1)]

Observemos que para a = 0 y/o £ = 0 ambos modelos coinciden. Ademads

awf,a( Z) . a —iza A
 da =izt —e ) A
OV a(— i ,

—w&&(ﬁ ?) =e P — 14 iz(e® — 1) (A2)

Usemos la formula de Lewis, sin pérdida de generalidad consideramos Sy = 1,
tenemos

z T q(—iz)
€ .. € ’
Callyq(z) / e ——d
ww+R

"o iz(1+1i2) =
em v eTwé,a(_iZ)
Ee}a(@XTl{XT>x}) _ — % Re _1+ZZ dZ
w+

Luego,

T . TYp,0(—12) -
0Cally 4(x) :Te_/ e’”? . Oy a(—iz) &
da 21 Jiar  i2(1+1i2) da

T Ty, q(—iz T—a T q(—iz
:Tgeae_ eizze £a(=2) . TEGQG / eiz(z—a)L()dz
27 Jivir 142 27 Jivir 1+z
=T"le" Egya <€XT(1{XT>x—a} - 1{XT>90})>'
Por lo tanto,
oCally,
sia>0 %@;) = Tle" g (eXTl{XTew—a,z)}) >0
oCally,
sia <0 %@) = —T'le"Ey, (eXTl{XTe(x,x—an) <0.
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Por otro lado, estudiamos la derivada respecto de /,

0Cally o(x) Te’” eT¥ea(=12) O o(—i2)

— 12T

ol o fon® E(tin of

—Tel e / eiz(ir—a) eeal=) _ Tex/ ez eTeal~i2) dz
27 Jivar iz(1+1iz) 27 Jivar iz(1+1iz)
ez . erjl,a(_iZ)
+ (e — 1)/ e ———dz
27 Jiar 141z
+ +
=T [ea Eoq (eXT — e“”) —E¢q (eXT — e“”)
— (" =1)Epq (€XT1{XT>m})}
=T |:€a Eé,a <€XT(1{XT>x—a} - I{XT>x}))
—e"Eyq (1{XT>mfa} - 1{XT>Q;})}

=Te" ]EZ,a ((eXT - ex_a)(l{XT>J:—a} - 1{XT>I}))

Ahora,
dCally,
sia>0 &8—2’@7) = Te By, ((6XT - 6$_“)1{XTe(x—a,x>}> >0
dCally,
sia<0 aa—?(x) = Te" By ((e””‘“ - GXT)l{XTeu,x—a)}) > 0.

Observacion A.1. A raiz de la Proposicion A.1 tenemos

» De la igualdad BS(x, 0imp(2,4,a)) = Callyo(z),siendo 0,BS, > 0, tenemos
que a mayor valor de Cally,(z) obtenemos mayor valor de oipy(x,l,a),
para x y demds pardmetros constantes. Por lo tanto, de la Proposicion A.1
tenemos que Cally (%) y oimp(x, ,a) son crecientes con { y a.

» Dada cualquier medida no negativa v, ezxisten sucesiones {{; > O}tren y

{ar}aen tal que

n
v = lim E Ui, ,
n—-+o00
k=1
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©
@ — ]
o
<
N~ -
S
N
S
©
S
e |
-
0
S @
S
<
o © ]
o
T T T T T T T T T T
-04 -0.2 0.0 0.2 0.4 -04 -0.2 0.0 0.2 0.4

Figura A.1: Volatilidad implicita bajo el modelo asimétrico de Merton en funcién
de A. Izquierda: § = —0,5, derecha § = (—3). Negro: A = 1, azul: A = 1,3, rojo
A = 1,6. Otros valores: 0 = 0,2, 0; = 0,5, T'=1/12, r = 0,05.

donde la convergencia es en sentido débil. Por lo tanto el precio de una
opcion de compra, y por ende la volatilidad implicita, son crecientes con la
medida de Lévy.

En la Figura A.1 observamos en el crecimiento en términos del parametro
A, para el modelo asimétrico de Merton, donde presentamos dos casos: simetria
(8 = —0,5) y asimetria put-call con g = —3.
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APENDICE B

PROCESOS DE LEVY

Un proceso estocastico es una familia {X;}sc0r) de variables aleatorias inde-
xadas por el tiempo, el parametro de tiempo ¢ puede ser discreto o continuo, no
obstante ello, a lo largo de la tesis siempre es continuo. Para cada realizacién w,
la trayectoria X (w) : [0,7] — X;(w), define una funcién en el tiempo, llamada
trayectoria del proceso. Tales procesos estocasticos pueden también ser vistos
como funciones aleatorias: variables aleatorias que toman valores en espacios de

funciones.

Para definir un proceso estocastico como funciones aleatorias necesitamos po-
der definir medidas sobre espacio de funciones. La eleccién mas simple de espacio
de funciones para un proceso estocéstico con valores en R%, es el conjunto de todas
las funciones f : [0, 7] — RY, pero este espacio es demasiado grande pues contiene
muchas funciones patolégicas y no es facil definir medidas en este espacio.

Los procesos estocasticos con trayectorias continuas se pueden construir co-
mo variables aleatorias definidas sobre el espacio de las funciones continuas
C([0,T],R%). La topologia usual es definida por la norma supremo, la cual a
su vez puede ser usada para definir la o—&lgebra de Borel, sobre la cual se pue-
den definir medidas. Sin embargo, en esta tesis trabajamos con procesos que no
tienen trayectorias continuas, por lo tanto necesitamos un espacio de funciones
que permite funciones discontinuas. La clase de funciones cadlag es una clase
conveniente de funciones discontinuas.
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Definicién B.1 (Funcién cadlag). Una funcién f : [0,T] — R? se dice cadlag
st es continua por derecha con limite por izquierda en cada punto.

Si f es discontinua en t entonces el salto es Af(t) = f(t) — f(t7).

Para cada € > 0, el nimero de discontinuidades (saltos) en [0, 7] mas grandes
que € es finito (#{t : Af(t) > €} < 00). Asi una funcién cadlag tiene a lo sumo
una cantidad finita de saltos mas grandes que ¢, y posiblemente infinitos, pero

numerables, saltos menores que €.

Es posible definir una topologia y una nocién de convergencia en el espacio
de las funciones cadlag. Con esa topologia y la correspondiente o—algebra de
Borel, el espacio de funciones cadlag es conocido como el espacio de Skorokhod y
anotado D([0,T], R?) o simplemente D([0,T]). Una variable aleatoria con valores
en D(]0,7]) es llamado un proceso cadlag.

La interpretacion del indice ¢ como una variable de tiempo introduce un as-
pecto dinamico el cual necesita ser tomado en cuenta para definir la nocién de
informacion, causalidad y predictibilidad en el contexto de un modelo estocastico.

En un contexto dindmico, con el paso del tiempo, més informacién es progre-
sivamente revelada al observador. El resultado es que muchas cantidades que son
vistas como aleatorias en ¢ = 0 pueden cambiar su estatus después de ¢t > 0 si
su valor es revelado por la informacién disponible en ¢t. Debemos agregar algin
componente dependiente del tiempo a la estructura de nuestro espacio de proba-
bilidad (€2, F,P) para acomodar esta caracteristica adicional.

Definicién B.2 (Filtracion). Una filtracion o flujo de informacién sobre
(2, F,P) es una familia creciente de o—dlgebras (Fy)ieor) tal que si0 < s < t:

FsCFH CF.

Fi es interpretado como la informacion conocida al tiempo ¢, la cual crece
con el tiempo. Naturalmente, si comenzamos con un conjunto de eventos F,
entonces F; C F. Un espacio de probabilidad equipado con una filtracion es
llamado un espacio de probabilidad filtrado. Desde un punto de vista intuitivo, la
probabilidad de ocurrencia de un evento aleatorio cambiara con el tiempo, cuanta
mas informacion sea revelada. Sin embargo, en lugar de cambiar la medida de
probabilidad PP con el tiempo, mantenemos P fija, y modelamos el impacto de la

informacién condicionando sobre la informacion F;.
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Un suceso A € F; es un evento de modo que dada la informacién F; al
momento t, el observador puede decidir si A ha ocurrido o no. Un proceso cuyo

valor al tiempo t es revelado por la informacion F; se dice no anticipado:

Definicién B.3 (Proceso no anticipado o adaptado). Un proceso estocdstico
(Xt)te[()ﬂ"] se dice no anticipado con respecto a la estructura de informacion
(Ft)teor) (0 Fi— adaptado), si para cada t € [0,T] el valor X, es revelado al
tiempo t: la variable aleatoria X; es F;—medible.

Definicién B.4 (Historia de un proceso). La historia de un proceso X = {X;}i>0
es el flujo de informacion (}"tX)te[Oﬂ donde F; es la o—dlgebra generada por los
valores pasados del proceso, completada por los conjuntos nulos:

F=0(X,se0,t])\/ N

Notemos que F;X es completada con los conjuntos nulos; todos los conjuntos
nulos son conocidos en Fy, esto implica que si cierta evolucion de X entre 0 y T’

es considerada imposible, su imposibilidad ya era conocida en ¢t = 0.

Consideramos ahora un espacio de probabilidad (€2, F,P) equipado con un
flujo de informacién F;.

Definicién B.5 (Martingala). Un proceso {X}icjo,r) se dice una martingala si
X = {Xi}i>0 es no anticipada (adaptada o F;), E|X;| < oo para todo t € [0,T]
Y

E[X,|F]=X, Vs>t

En otras palabras, la mejor prediccion del futuro de una martingala es su

valor presente.

Una consecuencia inmediata es que las martingalas tienen esperanza constante

E[X] = E[Xo].

Hasta aqui tenemos definido un proceso estocastico {X;}icp,7) por considerar
cualquiera de los dos casos: como una funcién del tiempo con w fijo, o0 como una
funcién de w con t fijo. Es natural considerar esos dos aspectos juntos conside-
rando a X = {X;};>¢ como una funcién sobre [0, 7] x €. Esto requiere definir

o—algebras y funciones medibles en este espacio.
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Definicién B.6 (Proceso opcional). La o—dlgebra opcional es la sigma dlgebra 3
generada sobre [0, T x 2 por todos los procesos cadlag adaptados (no anticipados).
Un proceso X : [0,T] x Q — R? que es medible respecto de Y es llamado proceso

opcional.

Con esta definicién, cualquier proceso cadlag es opcional, pero las trayecto-
rias de un proceso opcional no necesariamente son cadlag en general: proceso
cadlag adaptados “generan” procesos opcionales del mismo modo que funciones

continuas generan funciones medibles.

Definicién B.7 (Procesos predecibles). La o—dlgebra predecible es la o— dlgebra
Y generada por todos los procesos adaptados continuos por izquierda sobre [0, T| X
Q. Un mapa X :[0,T] x Q — R? que es medible con respecto a ' es llamado un
proceso predecible.

A continuacion definimos los procesos de Lévy. Una referencia general sobre
estos procesos se encuentra en Jacod and Shiryaev [1987], Skorokhod [1991], Ber-
toin [1996], Sato [1999]. Para procesos de Lévy en Finanzas ver Boyarchenko and
Levendorskii [2002], Schoutens [2003] y Cont and Tankov [2004].

Definicién B.8 (Procesos de Lévy). Un proceso cadlag {X;}i>0 sobre (2, F,P)
con valores en R? tal que Xy = 0, es llamado un Proceso de Lévy si verifica:

1. Incrementos independientes: Para cada secuencia creciente de tiempos
to, ..., tn, las variables aleatorias X,, Xy, — Xy, .-, Xy, — Xy, , son in-
dependientes.

2. Incrementos estacionarios: La ley de X; ., — X; no depende de t.

3. Continuidad estocéstica: Ve > 0, ’lbirr(l) P(| X — X¢| =) =0
%

La tercera condicién no implica que las trayectorias sean continuas: a modo
de ejemplo, es verificada por el proceso de Poisson el cual tiene trayectorias
constantes por tramos. Esto sirve si para excluir procesos con saltos en tiempos

fijos (no aleatorios), que pueden ser considerados como “efectos calendario”.

Definicién B.9 (Distribucién infinitamente divisible). Una distribucion de pro-
babilidad F sobre R? se dice infinitamente divisible si para cualquier entero
n > 2, existen n variables aleatorias, independientes e idénticamente distribuidas
Yi,....Y, tal que Y7 + --- 4+ Y, tiene la distribucion F'.
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Si X = {X;}+>0 es un proceso de Lévy, para cada t > 0 la distribucién de X
es infinitamente divisible. Esto pone una restriccion sobre las posibles elecciones
de distribuciones para X;.

Proposicién B.1 (Divisibilidad infinita y procesos de Lévy). Sea (Xi)i>0 un
proceso de Lévy. Para cada t, X; tiene una distribucion infinitamente divisible.
Reciprocamente, si F' es una distribucion infinitamente divisible entonces existe
un proceso de Lévy (Xy) tal que la distribucion de X, es dada por F.

La funcién caracteristica de X; es

wi(2) == vx,(2) = E[eiZXt], vz € RY

Para t > s, escribiendo X5 = X + (Xiis — X;) y usando que (Xyps — X5)
es independiente de X, obtenemos que la funcién t — ®,(z) es multiplicativa:

indep

(10t+8(2) = ¢Xt+s<z) PX (Z)QOXH-S*XS (Z)
id

2 o @ex(2) = () (2)

La continuidad estocastica de t +— X; implica en particular que X £>t X;.
s—
Ademas, de la caracterizacion de la convergencia en ley, ¢ x_(z) X (z), enton-
s5—

ces t — 4(2) es una funcién continua de ¢. Junto con la propiedad multiplicativa
obtenemos que la funcién ¢ — ¢;(2) es una funcién exponencial:

Proposicién B.2 (Funcién caracteristica de un proceso de Lévy). Sea (X;)i>o
un proceso de Lévy sobre R?. Eziste una funcion continua v : R — R, llamada

el exponente caracteristico de X, tal que:
Ele] = V() z e R? (B.1)

Observacion B.1. Notemos que conocida la distribucion de X, queda determi-
nada entonces V1, y por (B.1) queda determinada la funcion caracteristica y con
ella la distribucion de X;. El unico grado de libertad para especificar un proceso

de Lévy es conocer la distribucion de X; para un tiempo especifico t (por ejemplo
t=1).
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Definicién B.10 (Medida aleatoria de Poisson). Sea (2, F,P) un espacio de
probabilidad, E C R? y u una medida positiva de Radon dada sobre (E, A). Una
medida de Poisson aleatoria sobre E con medida de intensidad p es una medida

aleatoria a valores enteros:

M:QxA— N
(w, A) = M(w, A),

tal que:

1. Para casi todo w € Q, M(w,-) es una medida de Radon sobre E con valores
enteros: para cada conjunto medible acotado A C E, M(A) < oo es una

variable aleatoria tomando valores enteros.

2. Para cada conjunto medible A C E, M(-, A) = M(A) es una variable alea-
toria de Poisson con pardmetro pu(A):

Vk € N, P(M(A) =k) = e_“(A)M. (B.2)

3. Para conjuntos medibles disjuntos Ai,...,A, € A, las wvariables
M(Ay),...,M(A,) son independientes.

Definicién B.11 (Medida de Lévy). Sea {X;}i>o un proceso de Lévy sobre RY.
La medida I1 sobre R? definida por:

I(A) =E[#{t €[0,1] : AX, #0,AX, € A}], A€ B(R% (B.3)

es llamada la medida de Lévy de X = {X,;}i>0: II(A) es el nimero esperado, por
unidad de tiempo, de los saltos cuyo tamano pertenecen a A.

Dado un Proceso de Lévy X;, II(A) es finita para cualquier compacto que
no contenga al cero: si esto no fuese cierto, el proceso tendria un numero infi-
nito de saltos de tamano no tendiendo a cero sobre [0,7], lo que contradice la
propiedad cadlag. Asf IT define una medida sobre R — {0}. Pero II no es nece-
sariamente una medida finita: La restriccion anterior todavia permite acercarse
a cero y X = {X;}>0 puede tener un nimero infinito de pequenos saltos sobre
[0,7]. En este caso la suma de los saltos se convierte en una serie infinita y su
convergencia impone alguna condicién sobre la medida II, bajo la cual obtenemos

la descomposicion de Lévy-Ito:
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Teorema B.1 (Descomposicién de Lévy-1td). Sea {X;}i>0 un proceso de Lévy
sobre R? y 11 su medida de Lévy, dado por la definicion B.11

= 11 es una medida de Raddn sobre R?\ {0} y verifica:

/ y’TI(dy) < oo / (dy) < oo
ly|<1 ly|>1

» La medida de salto de X = {X;}1>0, anotada por Jx, es una medida alea-
toria de Poisson sobre [0,00) x R? con medida de intensidad I1(dx)dt.

» Existe un vector v y un movimiento browniano d-dimensional (By)i>o con

matriz de covarianzas A tal que:

Xy = v+ B+ X, + li{% X¢, donde (B.4)

Xf = / yJx(ds x dy) y
ly|>1,5€[0,t]

X: = / y{Jx(ds x dy) — (dy)ds} = / yJx(ds x dy).
e<|y|<1,s€[0,t]

e<]y|<1,s€[0,t]

Los términos en (B.4) son independientes y la convergencia en el iltimo
término es casi sequra y uniformemente en t sobre [0,T].

La descomposicion de Lévy-Ito implica que para cada proceso de Lévy existe
un vector -, una matriz definida positiva A y una medida positiva II que deter-
mina su distribucién. La terna (v, A,II) es llamada la terna caracteristica o la

terna de Lévy del proceso X = {X;}i>0.

Un resultado importante de la descomposicion de Lévy-Ito es que cada proceso
de Lévy es una combinacién de un movimiento Browniano con drift y una suma,

posiblemente infinita, de procesos de Poisson Compuesto independientes.

Teorema B.2 (Representacion de Lévy-Khinchin). Sea {X;}i>0 un proceso de
Lévy sobre R? con terna caracteristica (vy, A, 11), luego:

E[e**t] = !, z € iR? (B.5)
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donde
U(z) =7v.z+ %Z.AZ +/ (e*¥ — 1 — z.h(y))I(dy)

R4
y consideramos la funcion de truncacion usual h(y) = ylyy<iy-

2

Para procesos de Lévy con valores en R, considerando ¢ = A, la férmula

(B.5) toma la forma:

E[e*Xt] = @) z €1iR

con W(z) = 2y + 2262/2 + [T2°(e** — 1 — zh(y))II(dx).

Proposicién B.3 (Procesos de Lévy de variacién acotada). Un proceso de Lévy
es de variacion acotada si y solo si su terna caracteristica satisface:

A=0 g /| (@) <o (B.6)

Si {X¢}i>0 es un proceso de Lévy entonces para cualquier ¢ > 0, la distribucién
de X; es infinitamente divisible y tiene una funcién caracteristica de la forma
(B.5). Sin embargo, X; no siempre tiene una densidad, si X; es un proceso de
Poisson Compuesto tenemos

P(X;=0)=e?>0 (B.7)

entonces la distribucion de probabilidad tiene un atomo en cero para todo t. Pero
si X = {X;}+>0 no es un proceso de Poisson Compuesto, entonces X; tiene una

distribucién continua:

Proposicién B.4 (Existencia de una densidad suave). Sea X un proceso de Lévy
a valores reales con terna de Lévy (v, o, 11).

» Sio >0 oll(R) =00 entonces X; tiene funcion de distribucion sobre R.

s Si la medida de Lévy 11 verifica

3p€(0,2),  liminte? / yPdTi(y) > 0 (B.8)
luego, para cada t > 0, X; tiene una densidad f;(.) tal que
d" i

fi() € CX(R) Vi > 1, 0 (B.9)
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Esta proposicién es tomada en Cont and Tankov [2004] de Sato [1999], sin
embargo en Cont y Tankov el primer punto afirma que si ¢ > 0 o II(R) = oo
entonces X; tiene funcién de densidad continua sobre R. Por ende en este punto

sugerimos la lectura de Sato [1999], secciones 27 y 28.

Proposicién B.5 (Momentos exponenciales). Sea (X;)i>oun proceso de Lévy
sobre R con terna caracteristica (v, A,11) y sea u € R. El momento exponencial

Ele“Xt] es finito para algin t o, equivalentemente, para todo t > 0 si y sdlo si
f‘y|21 eu(dy) < oo.

La nocién de martingala es crucial para la teoria de probabilidad y mateméatica
financiera. Se pueden construir diferentes martingalas desde procesos de Lévy

usando su propiedad de incrementos independientes.

Proposicién B.6. Sea { X, }1>0 un proceso de Lévy sobre R con terna caracteristi-

ca (y,0,11). El proceso exp(X;) es una martingala si y sdlo si f|y|>1 eIl(dx) < oo
Y
o2 +o0
TS / (e —1—h(y)I(dy) =0 (B.10)

B.1. Equivalencia de medidas

Recordemos que si Py P son medidas de probabilidad equivalentes, entonces
existe una variable aleatoria positiva, llamada la densidad de P con respecto a P
y denotada % tal que para cualquier variable aleatoria Z:

; dP
EF17) = B {252}
2] TP
Proposicién B.7. Sean {X,, P} y {X,, P} dos procesos de Lévy sobre R con
ternas caracteristicas (vy,0,11) y (fy,&,fl). Entonces Pr, y HNDE son equivalentes
para todo t (o equivalentemente para algin t > 0) si y sélo si las tres siguientes
condiciones son satisfechas:

1. o=o0.

2. Las medidas de Lévy son equivalentes con

/ (e?®/2 — 1)M1(dy) < oo

[e.o]
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donde ¢(y) = In (%)

3. 810 = 0 entonces debemos ademds tener

1 ~

7=y = [ alll- ().

1

Cuando P y P son equivalentes, la derivada de Radon-Nikodym es

d]fn‘ft — eUt
dP |.7:t
donde
no’t
Uy = nX; — —myt+lm | Y g(AX,) - t/ (e”®) — 1)T1(dy)
2 8\0 <t |y|>€
|AXs|>e

Aqui (XY) es la parte continua de (X;) yn es tal que

’y—’y—/_ £ — T0)(dz) = 0%

1

sio >0y cero sio=0.

U, es un proceso de Lévy con terna caracteristica (yy,ay,ly) dada por:

ay :02777
1—[U :H¢_1’
1 >0 -
o= 5 = / (e =1 —yly<) (Mo ™) (dy).

Este resultado muestra una importante caracteristica de los modelos con sal-
tos comparado con modelos de difusion: tenemos una considerable libertad en
cambiar la medida de Lévy, reteniendo la equivalencia de medida, pero, si un
componente de difusion esta presente nos limita la modificacion del drift.

En general se puede cambiar con libertad la distribucion de los saltos grandes,
pero uno debe ser muy cuidadoso con la distribucién de los saltos pequenos (que

es determinado por el comportamiento de la medida de Lévy cerca de cero). Esta
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es una buena propiedad ya que saltos grandes son los tinicos que son importan-
tes para el punto de vista de valuacién de opciones: ellos afectan la cola de la

distribucion de retorno y precios de opciones en una via importante.

Si en la Proposicién B.7 tomamos en particular Z, = "+~ *¥x:()  entonces
obtenemos la conocida transformada de Esscher.

Federico De Olivera Lamas



168 B. Procesos de Lévy

Federico De Olivera Lamas



APENDICE C

LREGLAS DE PRECIOS Y MEDIDAS MARTINGALA

Como ya observamos en el Apéndice B, un proceso de Lévy {X}icjo.71 puede
ser considerado como una variable aleatoria sobre el espacio Q = D([0,77]) de
caminos discontinuos (cadlag), equipados con una c-algebra F que indica que
elementos son medibles, o en otras palabras, que supuestos pueden hacerse sobre
esos caminos. La distribucién de probabilidad de X = {X,};>¢ define una medi-
da de probabilidad Py sobre este espacio de caminos. Ahora consideramos otro

proceso de Lévy {Y;}icpor) y Py su distribucién sobre el espacio de caminos €.

Entendemos la equivalencia entre las medidas de probabilidad Py y Py, en el
sentido que ellas definen el mismo conjunto de posibles escenarios,

Si Px y Py son equivalentes, entonces los modelos estocasticos X = {X;}i>0
e Y = {Yi}i>0 definen el mismo conjunto de evoluciones posibles. Enfatizamos
el hecho que estamos trabajando bajo una medida especifica anotando {X =

{Xi}izo, P}

Dada una medida de probabilidad IP sobre el espacio de caminos 2 = D([0,T7),
dada cualquier variable aleatoria (dependiente del camino) Z > 0 sobre € con
EF[Z] = 1, la nueva medida de probabilidad definida ajustando la probabilidad

de cada camino w € Q por Z(w):
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d
%g = 7, es decir, Q(A) = E¥[Z1,4],

es equivalente a PP. Si restringimos nuestra atencion a eventos ocurridos entre 0

y t, entonces a cada camino entre 0 y ¢ se le ajusta el peso por Z;(w) = E[Z|F]:

dQs,

=7, VNAcF, QA =E"[Z1,] (C.1)
dPr,

Por construccién, {Z;} es una martingala estrictamente positiva verificando
E[Z] = 1. Reciprocamente, cualquier martingala positiva {Z; }/cr) con E[Z] = 1
define una nueva medida sobre el espacio de caminos dado por (C.1). Aunque el
proceso definido por P y @Q comparten los mismos caminos, ellos pueden tener
muy diferentes propiedades analiticas y estadisticas. Por ejemplo, si P define un
proceso de Lévy X = {X;}i>0, el proceso Y definido por Q no necesariamente es
un proceso de Lévy.

Cuando X = {X; >0 e Y = {Y; };>0 son ambos procesos de Lévy, la equivalen-
cia de sus medidas da relaciones entre sus parametros. Dos proceso estocasticos
pueden definir medidas equivalentes sobre escenarios mientras que tienen diferen-
tes propiedades estadisticas.

Los cambios de medida equivalentes juegan un importante role en la teoria de
arbitraje de precios. Dos conceptos importantes para nosotros son la ausencia de
arbitraje, la cual impone limitaciones en como los instrumentos ponen un precio
en un mercado; y la nocién de riesgo neutral, que representa el precio de cualquier
instrumento en un mercado libre de arbitraje como su pago esperado descontado
bajo una apropiada medida de probabilidad llamada de “riego-neutral”. Esos dos

conceptos son expresados en términos matematicos usando la nocién de cambio

de medida.

Consideremos un mercado cuya posible evolucién entre 0 y 1" son descriptas
por un espacio de escenarios ({2, F): F contiene todas las declaraciones que pue-
den ser hechas sobre el comportamiento de los precios entre 0 y 7. Los activos

subyacentes pueden ser descriptos por un proceso no anticipado (cadlag):

S:[0,7] x Q — R4H!
(t,w) = (SY(w), SHw), ..., S4w)) (C.2)

donde Sj(w) representa el valor de un activo i al tiempo ¢ en el escenario w y
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S9(w) es un numerario. Un ejemplo tipico de numerario es una cuenta corriente
con tasa de interés r: S = exp(rt). El descuento es hecho usando el numerario
SY: para cualquier portafolio con valor V;, el valor descontado es definido por:

- W

Vi=—

t S?
y B(t,T) = S52/S% es llamado el factor de descuento. En el caso en que el
numerario es S} = exp(rt), el factor de descuento es simplemente dado por

B(t,T) = exp[—r(T —t)]. Anotamos con (F;):c(o,7] la informacién generada por
la historia del activo hasta t. Fy no contiene informacion y Fp = F es la historia
de todos los activos hasta 7'. Un reclamo contingente con vencimiento 7' puede
ser representado especificando su pago final H(w) en cada escenario: como H es
revelado en T, entonces es una funcién Fp medible H :  — R. En la practica,
uno no considera todos los reclamos contingentes pero son posibles varias elec-
ciones de subclases de pagos con ciertas propiedades . Anotamos al conjunto de
reclamos contingentes de interés con H. Por supuesto, los activos subyacentes
pueden ser vistos como reclamos contingentes particulares cuyo pago es dado por
el valor final Si: por lo tanto es natural asumir S% € H. Otros ejemplos son
opciones de compra y de venta europeos: H = (K — St)*, H = (K — SL)" y
opciones dependientes de los caminos, donde H puede depender sobre todo del
recorrido del subyacente H(w) = h(S;(w), t € [0,T1]).

Un problema central en este contexto es el problema de valuacion: jcomo
atribuimos una nocién de “valor” a cada reclamo contingente H € H?. Una regla
de precios (también llamado operador de valuacién) es un procedimiento que
atribuye a cada reclamo contingente H € H un valor II;(H) en cada punto del
tiempo.

Consideremos ahora los siguientes supuestos:

» II;(H) es un proceso no anticipado,

= un reclamo con un pago positivo debe tener un valor positivo:

Ywe, Hw)>0=Vte[0,T], II,(H) > 0. (C.3)

= el valor de un portafolio es dado por la suma (quizd infinita) de los valores

de sus componentes:
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() Hy) = > TL(H,). (C.4)

Admitiendo los supuestos anteriores se obtiene:

I, (H) = e """ YEQH|F). (C.5)

Por lo tanto tenemos que cualquier fijacién de precios II;, lineal, consistente
con el tiempo y verificando alguna propiedad de continuidad es dada por una

esperanza condicional descontada con respecto a alguna medida Q.

Asumamos ahora que, ademas de los escenarios de mercado Q, F y el flu-
jo de informacion JF;, conocemos algo sobre la probabilidad de ocurrencia de
esos escenarios, representado por una medida de probabilidad P. P representa
aqui cualquiera de las dos probabilidades “objetivo”, de escenarios futuros o la
vista subjetiva de un inversor. ; Qué limites adicionales, una regla de precios dada
por (C.5), debe verificar para que sea compatible con esta vista estadistica de la
evolucion futura del mercado?

Un requisito fundamental para una regla de precios es que ésta no genere
oportunidad de arbitraje. Una oportunidad de arbitraje es una estrategia au-
to financiada ¢ que puede conducir a una ganancia final positiva, sin ninguna

probabilidad de pérdida intermedia:

PVt € [0,T],Vi(¢) =2 0) =1, P(Vr(¢) > Vo(¢)) # 0.

Una consecuencia de ausencia de arbitraje es la ley de un solo precio: dos
estrategias auto financiadas con el mismo pago final deben tener el mismo valor
en todos los tiempos, en otro caso la diferencia puede generar un arbitraje.

Consideremos ahora un mercado donde los precios son dados por una regla
de precios como en (C.5) representada por alguna medida de probabilidad Q.
Considere un evento A tal que P(A) = 0 y una opcién que paga al titular 1
(unidad del corriente) si el evento A ocurre. Como el evento A es considerado
imposible, esta opcién es sin valor para el inversor. Pero la regla de precio definida

para QQ atribuye a esta opcion un valor en t = 0 igual a:

To(14) = e T EQ[14] = e "TQ(A).
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Entonces la regla de precios Q es coherente con la vision del inversor sélo si
Q(A) = 0. Reciprocamente, si Q(A) = 0 entonces la opcién con pago 14 > 0
es considerada sin valor; si P(A) # 0 entonces adquiriendo esta opcién (gratis)
conducira a un arbitraje. Entonces, la compatibilidad de la regla de precios Q
con el modelo estocéastico P implica que Q y IP sean equivalentes: ellas definen el

mismo conjunto de eventos posibles:

P~Q:VAEF Q(A) =0« P(A) =0. (C.6)

Consideremos ahora un activo S cotizado a precio S!. Este activo puede ser
tenido hasta T, generando un pago final S% o ser vendido por S;: la resultante
suma invertida a la tasa de interés r generard una riqueza terminal de "= 57,
Esas dos estrategias “compra y mantengo” son auto financiadas y tiene el mismo
pago final entonces ellas deben tener el mismo pago al tiempo t:

EQ[SL|F] = ER[e" T 0 Si| F] = e T D5 (C.7)
Dividiendo por S% = e’ obtenemos:

EC {—ZT|}}} = ﬁ, esto es EQ[SL|F] = S (C.8)

S0 S0
Por lo tanto la ausencia de arbitraje implica que el valor descontado Stl = e S
del activo negociado es una martingala con respecto a la medida de probabilidad
Q. Una medida de probabilidad que verifique (C.6) y (C.8) es llamada una medida
martingala equivalente. Hemos mostrado que cualquier regla de precios libre de

arbitraje es dada por una medida martingala equivalente.

Reciprocamente, es facil ver que cualquier medida martingala equivalente Q
define una regla de precios libre de arbitraje via (C.5).

Aqui tenemos una correspondencia uno a uno entre reglas de precio libre de

arbitraje y medidas martingalas equivalentes:

existe una regla de precios libre de arbitraje sobre (Q, F, (F;), P)

0

existe una medida de probabilidad Q ~ IP sobre los escenarios de mercado tal

que el precio de un activo negociado es martingala.
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Proposiciéon C.1 (Fijacién de precios segin riesgo neutral). En un mercado
descripto por una medida de probabilidad P sobre los escenarios, cualquier regla

de precios lineal y libre de arbitraje 11 puede ser representada como

IL(H) = e "I EQH|F, (C.9)

donde Q es una medida martingala equivalente: la medida de probabilidad sobre

los escenarios de mercado tal que

P~Q: VYAecF QA =0sPA) =0
y  Vi=1...d,  EYSi|F] =S5

Desde ahora, asumimos que hay una regla de precios libre de arbitraje/ medida
martingala equivalente, lo cual no es obvio en un modelo dado. Los argumentos
de arriba muestran que si una medida martingala equivalente existe, entonces el
mercado es libre de arbitraje. El resultado reciproco es mas dificil de mostrar,

algunas veces es llamado “Teorema fundamental de fijacién de precios de activos”:

Proposicién C.2 (Teorema fundamental de fijacién de precios de activos). El
modelo de mercado definido por (Q, F,(F;),P) y los precios de activo (S¢)icjo,r]
es libre de arbitraje si y solo si existe una medida de probabilidad Q ~ P tal que

~

el activo descontado (S)te[o,T] es martingala con respecto a Q.

Proposiciéon C.3 (Ausencia de arbitraje en modelos de Lévy). Sea {X,P} un
proceso de Lévy. Si las trayectorias de X = {X;}+>0 no son crecientes c.s. ni de-
crecientes c.s., entonces el modelo exp —Lévy dado por S; = e"Xt es libre de ar-
bitraje: existe una medida de probabilidad Q equivalente o P tal que (e7"Sy)iep,m)

es una Q—martingala, donde r es la tasa de interés.

En otras palabras, el modelo exponencial-Lévy es libre de arbitraje en los si-

guientes casos (no excluyentes):

X tiene componente gausiano no nulo: o > 0.

X tiene variacion infinita f_ll |z|I1(dz) = oo.

X tiene saltos positivos y negativos.

X tiene saltos positivos y drift negativo o saltos negativos y drift positivo.
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Ademas de la idea de ausencia de arbitraje, otro concepto importante ori-
ginado en el modelo de Black Scholes es el concepto de cobertura perfecta: una
estrategia auto financiada (¢?, ¢;) se dice de cobertura perfecta (o una replicacién)
para un reclamo contingente H si

T T
0 0

Por ausencia de arbitraje, si existe una estrategia de replicacién, entonces Vj
es Unica, pues dos replicaciones con diferente capital inicial dan lugar a un posible
arbitraje.

Un mercado se dice completo si cualquier reclamo contingente admite un por-
tafolio replicado: para cualquier H € H existe una estrategia auto financiada
(¢?, &) tal que se cumple (C.10) con probabilidad 1 bajo P.

Proposicién C.4 (Segundo Teorema fundamental de fijacién de precios de acti-
vos.). Un mercado definido por los activos (SP, S}, ..., St)epor, descripto como
un proceso estocdstico sobre (0, F, (F;),P) es completo si y sdlo si hay una inica
medida martingala Q equivalente a P.

Este teorema establece la equivalencia entre la nocién financiera de merca-
do completo- la posibilidad de una cobertura perfecta para cualquier reclamo
contingente- y la unicidad de una medida martingala equivalente, la cual es una
propiedad matematica del modelo estocéastico subyacente. El teorema se cum-
ple como se ha indicado antes en modelos de tiempo discreto. En modelos de
tiempo continuo uno tiene que definir cuidadosamente el conjunto de estrategias
admisibles, reclamo contingente y la nociéon de “medida martingala”. Desafortu-
nadamente en el caso donde S tiene saltos no acotados, el cual es el caso de la
mayoria de los modelos Lévy exponenciales, una formulacién rigurosa es bastan-

13

te dificil y requiere el uso de la nocién de “ o— martingala”. Cherny y Shiryaev
presentan un ejemplo, aunque no muy realista, de un modelo completo para el
cual no existe una medida martingala. No haremos uso de esas sutilezas en lo
siguiente, esto sugiere la siguiente “equivalencia”, que debe entenderse en sentido

amplio:
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Mercados completos:
cualquier reclamo contingente H € ‘H puede ser representado como el valor final
de una estrategia auto financiada: H = F[H| + fOT 0vdSy

)

hay unicidad de la medida martingala equivalente:

existe una unica medida de probabilidad Q ~ P tal que los activos descontados

son Q-martingalas.

Mientras la mayoria de los modelos estocasticos usados en valuacién de opcio-
nes son libre de arbitraje, s6lo unos pocos de esos modelos son completos: modelos
de volatilidad estocastica y modelos Lévy exponenciales, caen en la categoria de

modelos incompletos.

.La completacién del mercado es una propiedad deseable en un modelo de
valuacion de opciones?. Desafortunadamente, cobertura perfecta no existe en la
practica. Entonces si un modelo afirma que la opcién puede ser perfectamente
cubierta, es probable que dé una vision distorsionada del caracter aleatorio de las

operaciones con opciones, desestimando el riesgo inherente al firmar una opcién.
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