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RESUMEN

Estudiamos la ruptura espontánea de simetŕıa quiral de la Cromodinámica

Cuántica en el gauge de Landau. Utilizamos un modelo fenomenológico que

consiste en agregarle masa a los gluones en el Lagrangiano de Faddeev-Popov.

Como resultado principal obtenemos, bajo la aproximación rainbow, un méto-

do numérico eficiente que permite reproducir la ruptura espontánea de simetŕıa

quiral. Logramos una optimización de la velocidad computacional de hasta dos

ordenes de magnitud respecto a los métodos estudiados previamente, lo que

facilita el ajuste de parámetros del modelo bajo la aproximación rainbow.

Palabras claves:

CROMODINÁMICA-CUÁNTICA,

INTERACCIONES FUERTES, RUPTURA DE SIMETRÍA, SIMETRÍA

QUIRAL, TEORÍAS DE CAMPOS.
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ABSTRACT

We study the spontaneous chiral symmetry breaking of Quantum Chro-

modynamics in the Landau gauge. We use a phenomenological model that

consists of adding mass to the gluons in the Faddeev-Popov Lagrangian. As

the main result we obtain, under the rainbow approximation, an efficient nu-

merical method that allows to reproduce the spontaneous chiral symmetry

breaking. We achieved an optimization of the computational speed of up to

two orders of magnitude compared with the previously studied methods, which

enables the adjustment of model parameters under the rainbow approximation.

Keywords:

QUANTUM CHROMODYNAMICS, STRONG INTERACTIONS,

SYMMETRY BREAKING, CHIRAL SYMMETRY, FIELD THEORIES.
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Caṕıtulo 1

Introducción

Las interacciones fuertes (IF) son un tipo de interacciones fundamentales

de la f́ısica y son las responsables de mantener los núcleos de los átomos uni-

dos. Las part́ıculas que componen a los núcleos atómicos están compuestas, a

su vez, por part́ıculas más pequeñas que se denominan quarks y sus interac-

ciones están dominadas por las IF. Las part́ıculas mediadoras de este tipo de

interacción se denominan gluones. Luego del gran éxito de las teoŕıas cuánti-

cas de campos para describir las interacciones electromagnéticas (mediante la

Electrodinámica Cuántica (QED)), gran parte de la comunidad cient́ıfica se

abocó a la búsqueda de una teoŕıa de este tipo para explicar las IF. Es por

eso que uno de los resultados más importantes de la f́ısica del siglo XX fue el

descubrimiento de una teoŕıa cuántica de campos que reprodujera algunos de

los aspectos peculiares de las IF. Esta teoŕıa lleva el nombre de Cromodinámi-

ca Cuántica (Quantum Chromodynamics, QCD), que reproduce la libertad

asintótica de las IF [1, 2] y permite entender la existencia de part́ıculas que se

encuentran en la naturaleza. A pesar del éxito para describir estos fenómenos,

es dif́ıcil explicar varios de los aspectos de las IF a partir de QCD. Los proble-

mas surgen cuando intentamos tratar la teoŕıa perturbativamente a distancias

comparables o mayores al radio del protón, denominadas escalas infrarrojas

(IR) y es que, a estas escalas, los métodos usuales que se utilizan para calcular

cantidades observables fallan. Uno de los posibles oŕıgenes de este problema es

la aparición de copias de Gribov [3, 4], que surgen debido a la repetición de

términos equivalentes en los cálculos y cuya repetición no se sabe contar.

A falta de enfoques anaĺıticos para tratar el régimen IR de QCD que se ba-

sen en primeros principios, han surgido varios enfoques, tanto numéricos como
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semi-anaĺıticos. Se han realizado simulaciones numéricas en el lattice en el es-

pacio eucĺıdeo (requerimiento para este tipo de enfoques) basadas en el método

Monte Carlo para calcular cantidades observables. Los resultados muestran que

mientras los ghosts (part́ıculas ficticias de QCD) se comportan como no masi-

vos en el IR, los gluones (part́ıculas mediadoras de QCD) se comportan como

part́ıculas masivas en el IR [5]. Por otro lado, existen soluciones semi-anaĺıticas

basadas en métodos no perturbativos, como truncaciones en las ecuaciones de

Schwinger y Dyson, [6, 7] (aunque no completamente justificadas) que ofrecen

resultados similares a los del lattice [8, 9, 10].

Las observaciones del lattice impulsaron un nuevo enfoque perturbativo al

problema del tratamiento de las IF en el IR, que nació en dos trabajos de

Nicolás Wschebor y Matthieu Tissier en 2010 y 2011 [11, 12]. Este enfoque

elude los problemas teóricos de tratar con las copias de Gribov, proponiendo

una teoŕıa efectiva donde los gluones son part́ıculas masivas ya en el ultravio-

leta (UV). Esta teoŕıa ya hab́ıa sido trabajada en la literatura por Curci y

Ferrari [13], pero descartada por presentar problemas con las pruebas usuales

de unitaricidad [14] debido a que el lagrangiano no respeta la simetŕıa BRST

[15, 16].

En los trabajos iniciales de este nuevo enfoque, fueron reproducidos (a

primer orden de la teoŕıa de perturbaciones) algunos de los resultados del

lattice para la teoŕıa de Yang-Mills (QCD sin quarks) y luego QCD, [17, 18,

19], tomando como parámetros libres la masa del gluón, la masa de los quarks

y la constante de acoplamiento en el UV. Los resultados alcanzados lograron

describir de manera cualitativa y cuantitativa algunos de los del lattice. Sin

embargo, no se lograron reproducir ni siquiera de manera cualitativa algunos

otros (aún aśı, mejorando la calidad de los primeros). En trabajos recientes

se estudió el siguiente orden de la teoŕıa de perturbaciones en este modelo,

solucionando alguno de estos problemas [20, 21]. Además, los resultados en el

siguiente orden permitieron mejorar los ajustes que se hab́ıan obtenido en al

primer orden perturbativo, lo que es un punto a favor del modelo.

Aún aśı, estos trabajos no permiten solucionar uno de los problemas más

importantes, la peculiar caracteŕıstica de las IF de la generación de masa de

los quarks en el IR. Esta generación de masa permite que, a partir de quarks

livianos, se puedan componer part́ıculas ligadas de masa mucho mayor. El

fenómeno está relacionado con la ruptura espontánea de una simetŕıa denomi-

nada quiral [22] y solo puede ser capturado al considerar un número infinito
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de términos perturbativos, por lo que los cálculos en los trabajos menciona-

dos fallan en describir la generación de masa. Debido a las caracteŕısticas del

modelo, es posible considerar una aproximación conocida como desarrollo en

1/NC , donde NC está asociado con la simetŕıa de gauge de la teoŕıa. Cada

orden de este desarrollo, permite descartar un número infinito de términos.

Aún aśı, esto no es suficiente, debido a que no se saben sumar los términos

que sobreviven. Debido a observaciones obtenidas en el lattice (simulaciones

numéricas) el equipo de trabajo pudo obtener un esquema mejorado, que śı

permite llegar a ecuaciones que se pueden tratar numéricamente [23, 24]. Esta

aproximación recibe, en su primer orden, el nombre de aproximación Rainbow

(ya que coincide con las ecuaciones Rainbow conocidas previamente [25, 26]) y

la suma de sus términos reproduce la generación de masa en el IR. A partir de

estos resultados se pueden ajustar los datos del lattice de la masa del quark,

y lo que se conoce como función de vestido del quark. Mientras que con la

aproximación Rainbow los ajustes para la masa del quark son muy buenos, la

calidad de los ajustes a su función de vestido es mala. Esto puede mejorarse en

trabajos futuros como se menciona en la sección 5. Otro problema mayor de la

esta técnica es que los métodos numéricos utilizados en los trabajos son muy

poco eficientes. La convergencia a las soluciones es muy lenta, lo que imposi-

bilita poder ajustar de manera conjunta los datos de otras cantidades con las

del lattice, y los datos de la masa del quark y su función de vestido utilizando

la aproximación Rainbow.

El objetivo de este trabajo es encontrar un método numérico que permita

encontrar estas soluciones de manera eficiente, de forma que la aproximación

Rainbow pueda ser utilizada para el ajuste de los datos del lattice de mane-

ra de optimizar el error general del modelo. La importancia de la obtención

de este método es que a partir de trabajos futuros puede mejorar la calidad

de predicciones para experimentos en el lattice que permitan no solo testear

la validez del modelo de Curci-Ferrari sino también hacer predicciones sobre

cantidades directamente observables.
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Caṕıtulo 2

Fundamentos teóricos

2.1. Introducción al modelo fenomenológico

de QCD

El método de De Witt-Faddeev-Popov nos permite cuantizar teoŕıas de

gauge fijando un gauge arbitrario [27]. Con este método podemos, a menos de

un factor constante, escribir los elementos de matriz del tiempo ordenado de un

producto de operadores {Ô1(x1)Ô2(x2)...} que actúan en el espacio vectorial

de Hilbert donde viven los campos de la teoŕıa [28]. Esto se hace partir de una

integral funcional de los campos φ de la teoŕıa [29]:

〈T{Ô1Ô2...}〉V ∝
∫

[Dφ(x)]O1(x1)O2(x2)... exp[−S[φ]]. (2.1)

Donde S es una acción modificada de la teoŕıa original que depende del gauge

fijado y donde factores de la parte derecha de la ecuación que se cancelan al

normalizar los valores esperados son omitidos. Los O1(x1)O2(x2)... y φ’s en la

parte derecha de esta relación son, respectivamente, los operadores y los cam-

pos escritos en la representación de posición (recordamos que los operadores

son funciones de los campos y de sus derivadas y por eso deben ir dentro de

las integrales funcionales). Por último, el factor “i” que usualmente acompaña

a la acción en este tipo de integrales lo reemplazamos por un “-1” ya que

vamos a trabajar en el espacio eucĺıdeo (x0 → ix0) y por lo tanto tenemos

i
∫
d4xLM → −

∫
d4xLE.

En este trabajo no vamos a trabajar con un Lagrangiano que pueda asociar-

se en principio a la ecuación (2.1) al fijar el gauge, sino con uno modificado.

4



Sin embargo, vamos a tomar para este Lagrangiano la ecuación (2.1) como

válida. Dicho esto, a continuación vamos a llamar por comodidad a nuestro

Lagrangiano asociado a S simplemente Lagrangiano L.

Como es usual en el procedimiento de DW-F-P, se escribe primero el La-

grangiano de una teoŕıa de gauge no abeliana tomando en cuenta el término

que sirve para fijar el gauge y que depende de un parámetro ξ. La elección de

la forma de este término va a depender de la elección del parámetro ξ y nos

va a permitir fijar cualquier gauge lineal covariante. Estos incluyen como casos

particulares ξ = 1 (gauge de Feynman) o ξ → 0 (gauge de Landau) [29]. Por

último, agregamos un término de masa al campo de gauge (este Lagrangiano

constituye un caso particular del Lagrangiano de Curci-Ferrari [13]). Teniendo

en cuenta todas estas consideraciones el Lagrangiano queda de la forma:

L =

Lagrangiano DW-F-P en gauge lineal︷ ︸︸ ︷
1

4
Fα
µνF

α
µν +

Nf∑
i=1

ψ̄i(γµDµ +Mi)ψi + ∂µc̄
α(Dµc)

α +
1

2ξ
(∂µA

α
µ)2 +

m2

2
AαµA

α
µ︸ ︷︷ ︸

masa para el campo de gauge

. (2.2)

En nuestro trabajo vamos a usar el gauge de Landau, pero es conveniente

mantener el factor ξ al calcular los propagadores bare y tomar el ĺımite ξ → 0 en

su expresión final. Por otro lado, Aαµ y ψi son el campo de gauge y de materia

respectivamente y Fα
µν es el “tensor de fuerza”, escrito expĺıcitamente en la

ecuación (2.3) para una teoŕıa de constantes de estructura fαβγ. La derivada

covariante está definida para un campo φ cuya coordenadas φl transformen

bajo el grupo de gauge con los generadores (ta)ml como:

(Dµφ)l ≡ ∂µφl − igAαµ(tα)ml φm.

Por último, los cα y c̄α son campos (conocidos como ghosts) que apare-

cen t́ıpicamente al utilizar el método de De Witt-Faddeev-Popov [29] y con-

vencionalmente los ı́ndices griegos {α, β, γ, ..} corresponden a los objetos que

transforman de gauge en la representación adjunta y los ı́ndices {µ, ν, ..} co-

rresponden a los ı́ndices de espacio-tiempo.
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Las ecuaciones escritas hasta ahora sirven para un grupo de gauge general,

pero nosotros vamos a restringirnos a las simetŕıas de gauge que satisfagan el

álgebra de Lie de SU(3) en la representación fundamental [29]. Anotamos fαβγ

las constantes de estructura de dicha representación y λα sus generadores:

[λβ, λγ] = ifαβγλα.

En esta representación las fαβγ son, entre otras cosas, completamente anti-

simétricas en sus ı́ndices. Por definición, el tensor F se escribe entonces [29]:

Fα
µν = ∂µA

α
ν − ∂νAαµ + gfαβγAαµA

β
ν . (2.3)

Los campos de materia de esta teoŕıa se les denomina “quarks” ψi y los

campos de gauge Aα “gluones”.

2.2. Comentarios sobre la simetŕıa quiral para

QCD con gluones masivos

Uno de los aspectos que hacen a la teoŕıa de QCD tan exitosa es que

presenta la simetŕıa quiral aproximada SU(2) × SU(2) (SQA) en los sabores

de quarks 1. El mecanismo de ruptura de la SQA de QCD a la simetŕıa bajo

su subgrupo de isosṕın (generado por las matrices de isospin ti [30]) permite

predecir la existencia de un triplete de part́ıculas con masas pequeñas con

determinados números cuánticos [29]. Este triplete de part́ıculas se encuentra

en la naturaleza y las part́ıculas son conocidas como piones.

El Lagrangiano presentado en la ecuación (2.2) puede pensarse como una

teoŕıa efectiva que intenta describir las IF [14]. Como fue explicado en la sec-

ción anterior, este Lagrangiano es, en el caso de la simetŕıa de gauge SU(3),

similar al Lagrangiano de QCD al fijar el gauge de Landau. La única dife-

rencia es el término de masa de los gluones. Debido a que la simetŕıa quiral

SU(2)× SU(2) está asociada con una transformación en los campos fermióni-

cos, la introducción de una masa para los gluónes no afecta a la simetŕıa quiral

1Se puede pensar esta simetŕıa del Lagrangiano como una simetŕıa bajo las transfor-
maciones de dos grupos SU(2) que conmutan entre si, y cada una actuando en la parte
izquierda y derecha respectivamente (por eso el nombre SU(2)× SU(2)) [29].
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aproximada que presenta QCD. Y por lo tanto, las predicciones asociadas a

su ruptura espontánea se mantienen. Por completitud, mostramos una de las

maneras de escribir las transformaciones quirales SU(2)× SU(2):[
ψu

ψd

]
→ exp

(
i~α · ~t+ iγ5

~β · ~t
)[ψu

ψd

]

Donde ~α y ~β son vectores reales de 3 dimensiones y las ~t es un vector

cuyas componentes so las matrices ti de isospin. Es fácil ver a partir de las

propiedades de las matrices gamma que el Lagrangiano de la ecuación (2.2)

presenta simetŕıa quiral SU(2) × SU(2) si tenemos dos quarks (denominados

up y down) de masa nula. En el caso real, la masa de los quarks up y down

no es nula, pero es del orden de unos pocos MeV (lo que es muy pequeño

comparado con la escala de las IF, del orden del GeV ).

2.3. Reglas de Feynman

Las reglas de Feynman permiten asignar a cada uno de los términos del

desarrollo en las constantes de acoplamiento de la ecuación (2.1) con: un dia-

grama (diagrama de Feynman) y un factor multiplicativo (que toma en cuenta

el factor de simetŕıa del diagrama [31]). De esta manera, obtener todos los

términos del desarrollo en las constantes de acoplamiento se puede reducir a

dibujar todos los diagramas de Feynman posibles, calcular las expresiones aso-

ciadas, y agregar el factor multiplicativo asociado. Por otro lado, las reglas van

a depender de los operadores involucrados en (2.1).

Si bien obtenemos potencialmente todos los términos del desarrollo existen

varios problemas. Uno de ellos es que obtenemos los términos en forma de inte-

grales de funciones complicadas de tratar y que en muchos casos no convergen.

Este problema puede en algunos casos resolverse utilizando el método de gru-

po de renormalización [29]. Por otro lado, incluso si pudiéramos calcular cada

término del desarrollo de manera que sean finitos, no hay pruebas generales

de la convergencia de la serie resultante. Este último hecho no ha impedido

que, al considerar los primeros términos perturbativos en teoŕıas de campos

como QCD o QED, los resultados teóricos encuentren gran concordancia con

los experimentales.

Aclaramos ahora que cuando hablemos de interacciones nos vamos a referir

7



a los términos del Lagrangiano que no son cuadráticos en los campos (por

ejemplo, en este caso, el término −igψ̄iγµAαµ(λα)ψi es de interacción quark-

gluón, ya que involucra a los campos ψ y los campos A). Vamos a mostrar

los diagramas de Feynman asociados con los términos del desarrollo de la

ecuación (2.1) con los operadores Ψ̄(x)Ψ(y) dividido por 〈1〉V (el equivalente

en mecánica estad́ıstica a hallar el valor esperado de un observable). Esta

cantidad es conocida como propagador vestido del quark, y va jugar un rol

central en este estudio.

Regla (1): Podemos dibujar tres tipos de ĺıneas en los diagramas:

las ĺıneas suaves direccionadas (ĺıneas de quarks), las ĺıneas serpentean-

tes (ĺıneas de gluones) y las punteadas direccionadas (ĺıneas de ghost).

Regla (2): Existen cuatro tipos posibles de vértices:

En los que se unen dos ĺıneas de quarks con una de un gluón, en donde

las ĺıneas de quarks que se unen en el vértice deben mantener la dirección

antes y después del vértice.

En los que se unen tres ĺıneas de gluones.

En los que se une una ĺınea de gluón con dos ĺıneas de ghost, en donde

las ĺıneas de ghosts que se unen en el vértice deben mantener la dirección

antes y después del vértice.

En los que se unen cuatro ĺıneas de gluones.

Regla (3): Los diagramas deben ser cerrados a menos de dos ĺıneas de quarks

al diagrama, llamadas ĺıneas externas. Una debe ser entrante al diagrama y la

otra saliente. Las ĺıneas que no son externas se denominan ĺıneas internas.
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Regla (4): Dos diagramas de Feynman son equivalentes si podemos ir de

uno a otro moviendo solamente ĺıneas internas (sin generar cortes en las ĺıneas

ni nuevos vértices).

Regla (5): Los diagramas de Feynman equivalentes cuentan solo una vez, y

su factor multiplicativo se calcula distinguiendo sus vértices y contando todas

las formas de realizar el mismo dibujo pero intercambiando los vértices de

posición.

La regla (3) en en el caso general no impide que los diagramas sean desco-

nectados. Sin embargo, en este caso no podemos tener diagramas desconecta-

dos, ya que los vértices tienen un número par de ĺıneas de quarks y siempre

que conectemos un subdiagrama a una sola linea externa nos queda un núme-

ro impar de ĺıneas internas sin conectar (en el mejor de los casos, solo una, y

obtenemos un diagrama que contribuye al propagador del quark conectando

esa ĺınea una ĺınea externa). Por otro lado, la regla (5) en un caso más general

cuenta otras posibles permutaciones, pero en el caso particular analizado, la

regla se reduce a la mencionada.

Como ya mencionamos, hay una relación uno a uno entre las clases de

equivalencia de los posibles diagramas de Feynman definida por la Regla (4) y

los términos que aparecen en el desarrollo en las constantes de acoplamiento

de la ecuación (2.1). Para calcular los términos asociados es necesario definir
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cantidades que se conocen como propagador bare de los gluones, propagador

bare de los ghost y propagador bare de los quarks, también conocidas como

funciones de correlación a dos puntos de la teoŕıa gaussiana [31]. En este traba-

jo no necesitaremos el propagador bare del ghost, por lo que no damos detalles

del mismo.

Nuestro propagador bare del gluón tiene la siguiente forma (ver Apéndice

A):

Gαβ
0,µν(p) = δαβ

[ P⊥µν(p)
m2 + p2

+
P
‖
µν(p)

m2 + 1
ξ
p2

]
.

Donde P⊥µν(p) y P
‖
µν(p) son los proyectores ortogonal y co-lineal de p respecti-

vamente. Como nosotros trabajamos en el gauge de Landau, debemos tomar

el ĺımite ξ → 0. En ese caso el segundo término de la ecuación se hace cero y

obtenemos el propagador del gluón para nuestra teoŕıa:

Gαβ
0,µν(p) = δαβ

P⊥µν(p)

m2 + p2
. (2.4)

Para los quarks notamos que podemos identificar en la parte cuadrática en ψi

de nuestro Lagrangiano con el Lagrangiano de Dirac en el espacio eucĺıdeo.

Donde las γi son las matrices de Dirac modificadas (γ0 → −γ0; γi → −iγi;),
por lo que {γµ, γν} = 2δµνI4×4. La forma de su propagador gaussiano es am-

pliamente conocida (ver por ejemplo [32]) y la escribimos a continuación (para

cada uno de los “i” quarks):

S0,i(p) =
(i/p+Mi)

p2 +M2
i

. (2.5)

En donde definimos /p ≡ γµpµ. El último ingrediente que necesitamos es el

vértice de interacción gluón-quark (lo único que vamos a precisar de los otros

vértices es saber que son proporcionales a las constantes de acoplamiento), este

vértice está dado por el término del Lagrangiano que involucra a los gluones y

los quarks (el término de la derivada covariante de los ψi), también se conoce

ampliamente y se escribe en el eucĺıdeo:

V α
µ = igγµλ

α. (2.6)
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2.4. Aproximación Rainbow Improved para el

propagador del quark

Nuestro objetivo en esta sección será mostrar la aproximación que utili-

zamos en este trabajo para obtener el propagador vestido del quark. Estas

aproximaciones se basan en dos suposiciones. La primera, que reemplazar el

grupo de gauge de SU(3) por SU(NC) y tomar el ĺımite NC grande es una

buena aproximación para el caso f́ısico NC = 3. La segunda, que podemos

hacer un desarrollo perturbativo en la constante de acoplamiento en el sector

de gluones y ghosts (ver sección 2.8). Esta última suposición nos va a permitir

más adelante descartar cierto tipo de diagramas de Feynman y caracteriza la

parte “Improved” de la aproximación 1.

2.4.1. Desarrollo para NC grande

Describimos ahora la aproximación Rainbow, basada en un trabajo de

t’Hooft[33], para el caso en que nuestra teoŕıa tiene un solo quark “ψ” de

masa bare M . Veremos más adelante que considerar otros quarks no va a afec-

tar los cálculos realizados, ya que, a primer orden de la aproximación, en los

diagramas de Feynman que consideramos aparece el propagador bare de un

solo quark. Para hacer el cálculo más general consideraremos una teoŕıa con

simetŕıa de gauge SU(NC) (NC es el “número de colores”) en vez del caso

particular SU(3). La idea central de esta aproximación radica en que cuando

consideramos loops de color en un diagrama de Feynman (ver diagrama de

la Regla (4)) aparecen factores NC en el término asociado. Para ver esto lo

primero que debemos señalar es que cuando escribimos por ejemplo en el La-

grangiano (2.2) el término ψ̄Mψ (ya sin los ı́ndices “i” de los sabores quarks)

estamos omitiendo el ı́ndice de la simetŕıa de gauge. Explicitando este ı́ndice

tenemos ψ̄aMψa, donde sumamos en a = {1, 2, .., NC}, y convencionalmente

elegimos los ı́ndices {a, b, c} como los ı́ndices asociados a la representación fun-

damental de la transformación de gauge. En ese sentido, el propagador bare del

quark en la ecuación (2.5) se debe pensar como una matriz, cuyos elementos

están dados por:

1En el art́ıculo original donde es introducida la aproximación [23], la aproximación “Im-
proved”º tiene una connotación ligeramente diferente, sin embargo, en este trabajo le damos
este sentido.
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Sab0 (p) = δab
i(/p+M)

p2 +M2
. (2.7)

Para los campos de gauge existe otra asociación en este sentido que puede

verse cuando escribimos por ejemplo la derivada covariante:

(Dµψ)a = ∂µψ
a − igAαµ(λα)abψb.

Observamos que como hay N2
C − 1 generadores de las representaciones del

grupo, entonces hay N2
C − 1 gluones (contracción de ı́ndice α). Si definimos la

matriz Aµ de componentes Aabµ ≡ Aαµ(λα)ab usando que en la representación

fundamental tr(λαλβ) = 2δαβ obtenemos que:

Aabµ A
ba
ν = 2AαµA

α
ν . (2.8)

Podemos escribir la parte cuadrática del Lagrangiano (2.2) en función de las

matrices Aµ tomando en cuenta que en el cálculo anterior solo juegan los

ı́ndices de gauge y que los generadores son constantes del espacio-tiempo. Para

el término lineal en Aαµ del Lagrangiano la aparición de las matrices Aµ es

evidente (ya que en la derivada covariante aparece Aαµ contráıdo con λα) y

para el término cúbico el análisis es similar al cuadrático. Si a cada componente

independiente de la matriz Aabµ se le asigna un gluón (lo que está justificado por

la reescritura del Lagrangiano), entonces volvemos a obtener que los gluones

son N2
C−1 debido a que la traza de los generadores de SU(NC) es nula [34]. Más

adelante vamos a ver que si estamos considerando el ĺımite NC grande podemos

pensar a SU(Nc) como U(Nc), entonces en este caso vamos a aproximar al

número de gluones como si fueran N2
C en vez de N2

C − 1 y cada elemento de la

matriz Aµ como independiente.

Podemos entonces reescribir el Lagrangiano en términos de las matrices

Aµ, la pregunta que surge entonces es, ¿cómo se escribe ahora el propagador

bare del gluón?. Teńıamos en la ecuación (2.4) que G tiene ı́ndices αβ de la

representación adjunta, pero ahora vamos a tener que el propagador bare va a

tener 4 ı́ndices latinos de la representación fundamental, es decir:

AαµA
β
ν = Gαβ

0,µν → Gab,cd
0,µν = Aabµ A

cd
ν .

Como los términos de simetŕıa aparecen como factores en los propagaores
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bare, podemos definir a partir de la ecuación (2.4):

G0,µν(p) =
P⊥µν(p)

m2 + p2
. (2.9)

Luego, esta parte no se va a modificar cuando realicemos el cambio de pers-

pectiva para el gluón. Por lo tanto lo que va a ocurrir es un cambio en el factor

original δαβ a uno que llamamos dab,cd:

δαβ → dab,cd. (2.10)

De la forma de las matrices Aµ notamos que:

dab,cd = (λα)ab(λα)cd. (2.11)

Se puede probar que la forma de d es la siguiente [34]:

dab,cd =
(
δadδbc − δabδcd

NC

)
, (2.12)

Se puede ver fácilmente a partir de esta ecuación y de la restricción de la traza

nula a los generadores del grupo de gauge que daa,cd = dcd,aa = 0. Ya vimos

que los gluones Aµ tienen traza nula, pero en el caso del álgebra U(N) esa

restricción no existe, y el segundo término en la ecuación (2.12) no aparece.

En este sentido, podemos decir que cuando NC es grande, U(NC) ≈ SU(NC).

Para justificar la aproximación Rainbow vamos a considerar NC como gran-

de, por lo que vamos a tener de la ecuación (2.12):

dab,cd = δadδbc. (2.13)

Lo que quiere decir, como hab́ıamos anticipado, que cada elemento de matriz

Aµ lo tomamos como independiente (recordar que: Aabµ A
cd
ν ∝ dab,cd).

Finalmente obtenemos que el propagador del gluón se escribe (en este nuevo

sentido y en la aproximación NC grande):

Gab,cd
0,µν (p) = δadδbc

P⊥µν(p)

m2 + p2
. (2.14)

El desarrollo que presentamos a continuación se encuentra explicado en

detalle en el libro de Coleman [34]. Como va a ser central en nuestro trabajo,

esbozamos las ideas principales del argumento. Para esto va a ser importante
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destacar que este análisis solamente va a referir al factor de la simetŕıa de gauge

y lo único que vamos a tener en cuenta en lo siguiente es que: los factores de los

términos del desarrollo perturbativo que no tienen ı́ndices de gauge se pueden

calcular de manera independiente con las reglas de Feynman de la sección

anterior y multiplicándoles al final lo que definimos como “factor de color”.

Por conveniencia realizamos la siguiente redefinición de los campos y las

constantes de acoplamiento:

g → g√
NC

, (2.15)

Aµ →
√
NCAµ, (2.16)

ψ →
√
NCψ. (2.17)

Es fácil ver que cuando realizamos este cambio de normalización del Lagran-

giano (la parte que nos va a interesar, que no incluye ghost) se modifica como:

L → NCL. (2.18)

Este factor NC va a resultar útil, y va a aparecer en el cálculo del ya menciona-

do factor de color: es sabido que las constantes que multiplican a los términos

cuadráticos en el Lagrangiano aparecen dividiendo en el propagador y las cons-

tantes que multiplican los factores de las interacciones aparecen multiplicando

en los vértices [29].

Ya vimos que el propagador bare de los gluones tiene asociado a primer

orden en 1/NC un factor de gauge dab,cd (ecuación (2.13)) mientras que el

propagador del quark un factor δab (ecuación (2.7)). Para tomar en cuenta la

modificación del Lagrangiano a cada uno de estos factores hay que multipli-

carles un factor 1/NC . Por último por cada vértice vamos a tener un factor

multiplicativo NC asociado.

Si consideramos por ejemplo el diagrama de la Regla (4) de Feynman, donde

entra un quark de color e y sale uno de color f , el factor de color va a estar

dado por:

fC =
∑
a,b,c,d

δea
dab,cd

NC

δbc

NC

N2
Cδ

df = δef
∑
b,c

δbcδbc = NCδ
ef . (2.19)

Donde omitimos el factor NC , que aparece en todos los términos del desarrollo
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del propagador asociado a los quarks externos (ver la ecuación (2.17)) ya que

nuestro objetivo va a ser encontrar los diagramas al orden superior en potencias

de NC . Dado este ejemplo, busquemos una manera general de clasificar los

diagramas según la cantidad de factores NC en el factor de color. Por un lado

sabemos que podemos pensar a cada extremo de ĺınea gluónica α = (a1, a2)

con una pareja de ı́ndices que se conecta con los ı́ndices de su otro extremo

β = (b1, b2)

(Aa1a2µ Ab2b1ν → δa1b1δa2b2); y cada ĺınea de quark tiene un ı́ndice de de color

en sus extremos también comunicados (ψ̄aψb → δab). Luego, siguiendo la idea

de t’Hooft vamos a realizar la identificación de los diagramas de Feynman que

se muestra en la figura 2.1.

Figura 2.1: Regla de transformacion diagramas de Feynman. (Imagen tomada de
[34]).

A cada ĺınea de quarks se le sigue asignando la misma ĺınea simple direccio-

nada y a cada gluón dos ĺıneas simples direccionadas una con dirección opuesta

a la otra. Los vértices pasan a “despegarse”, de manera de que cada nueva ĺınea

gluónica simple esté conectada a una única ĺınea simple. La direccionalidad de

las ĺınas simples gluónicas va a estar dada de forma que se mantenga la direc-
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cionalidad de las ĺıneas iniciales. Es fácil convencerse que la figura resultante

tiene la misma orientación en cada una de las caras (la orientación queda dada

por la regla de la mano derecha).

Esta identificación permite seguir las ĺıneas de color fácilmente, donde cada

loop cerrado de color agrega un factor NC . Veamos ahora un par de ejemplos

y realicemos el conteo de factores NC para diagramas del desarrollo del pro-

pagador del quark.

Figura 2.2: Ejemplos de asignación de nuevos diagramas para el conteo de factores
NC .

En la primera ĺınea de la figura 2.2 vemos en la asignación solamente un

loop, dos vértices y dos propagadores internos, por lo tanto tenemos un factor

NC elevado a la potencia 1 + 2 − 2 = 1 . En el ejemplo de la segunda ĺınea

de la figura vemos que no tenemos ningún loop, cuatro vértices y cinco ĺıneas

internas, esto nos da un factor NC a la potencia 0 + 4 − 5 = −1. Se puede

probar (ver apéndice B) que el orden superior en NC para el cálculo del pro-

pagador del quark se da para diagramas donde 1- solo se agregan gluones a

una ĺınea inicial de quarks y 2- al pasar todas las ĺıneas gluónicas para uno

de los semiplanos definidos por la ĺınea de quark, los gluones solo se cortan en

vértices de interacción (diagramas “planares”). Como el primer diagrama de

la figura 2.2 es de este tipo, entonces el orden superior tiene un factor asociado

de color NC , y es el mismo orden que el del diagrama sin loops.

2.4.2. Diagramas a considerar en Rainbow Improved

Antes de comenzar con la justificación de la aproximación Rainbow Impro-

ved comentamos brevemente que, el hecho de que despreciemos la constante

de acoplamiento de las interacciones entre gluones y entre gluones y ghosts

(que llamamos gg) respecto a la interacción entre gluones y quarks, va a estar
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justificado por observaciones obtenidas de primeros principios a partir de si-

mulaciones Monte Carlo. Estas observaciones están desarrolladas en la sección

2.8 y solo se pueden entender pensando en los conceptos del grupo de renor-

malización. Esto es porque, en principio, podemos ver que la ecuación (2.2) los

acoplamientos posibles entre las part́ıculas es el mismo (todos descritos por la

constante g). Este comportamiento, para el cual los acoplamientos son iguales,

solamente corresponde a la región UV, donde la teoŕıa de perturbaciones usual

en QCD es válida. En el IR, el acoplamiento quark-gluón es significativamente

mayor a gg dando, en ese sector, un parámetro de desarrollo de orden 1. Por ese

motivo haremos un desarrollo en el sector de gauge pero no en el acoplamiento

quark-gluón.

Consideremos los términos del desarrollo del propagador del quark de la

figura 2.3. En el desarrollo NC grande (c) queda descartado por ser no planar.

Al despreciar las interacciones entre gluones y gluón-ghost, los diagramas (d),

(g), (i) y (j) quedan descartados. El diagrama (e) queda descartado por tener

otra ĺınea de quark, por lo que no aparece en el primer orden del desarrollo en

NC . Finalmente, los únicos diagramas que vamos a tener en la aproximación

Rainbow Improved para el propagador del quark son los que mostramos en la

figura 2.4.

Figura 2.3: Todos los términos en el desarrollo perturbativo del propagador del
quark con hasta dos loops.
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Figura 2.4: Algunos diagramas que aparecen en el cálculo del propagador del quark
en la aproximación Rainbow Improved.

2.5. Ecuación de recurrencia con cut-off para

la el propagador del quark

En la Sección 2.4 justificamos cuáles son los diagramas de Feynman que

contribuyen en nuestra aproximación al cálculo del propagador vestido del

quark o simplemente propagador del quark. Lo primero que vamos a observar

es que el propagador del quark S solo puede depender de p, el 4-momento

entrante del quark debido a que en cada vértice se conserva el 4-momento. Para

mantener la invariancia de Lorentz (o, en este caso, la invariancia eucĺıdea) la

forma de S(p) debe ser entonces:

S(p) = iÃ(p2)/p+ B̃(p2)I4, (2.20)

donde Ã y B̃ son funciones en los reales y donde usamos que /p2 = p2 y que

los ı́ndices de Lorentz deben estar contráıdos (los únicos objetos involucrados

en el cálculo del propagador del quark con ı́ndices de Lorentz son pµ y γµ).

Lo siguiente es recordar que S−1(p) se puede escribir en términos de la acción

efectiva Γ[φ] como Γ(2)(p) (la acción efectiva puede pensarse como el equiva-

lente mecánico estad́ıstico de la función de Gibbs, pensando la ecuación (2.1)

como la función de partición Z). Siendo más precisos, en el caso que tenemos

más de un sabor de quarks:

Γ
(2)
ij (p) ≡ δΓ

δψ̄iδψj

∣∣∣
ψ̄=ψ=0

(p). (2.21)

Es bien conocido que existen reglas de Feynman para el cálculo de Γ(2)(p),

y estas reglas son las mismas que las reglas para el cálculo del propagador

vestido, pero agregándoles una restricción más:
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Regla Γ(2)(p): Solo consideramos los diagramas que no quedan desconecta-

dos si cortamos una única ĺınea interna. Este tipo de diagramas son comun-

mente conocidos como diagramas 1PI. Tampoco consideramos al propagador

bare como diagrama 1PI.

Volvamos por un momento a la ecuación (2.20), de la misma manera que

justificamos la forma de S(p), justificamos la forma de S−1(p), entonces vamos

a tener:

S−1(p) = −iA(p2)/p+B(p2) =
−iÃ(p2)/p+ B̃(p2)I4

Ã(p2)2p2 + B̃(p2)2
. (2.22)

Donde A y B son funciones reales y la última igualdad la obtenemos por

cálculo directo al invertir la ecuación (2.20). La ecuación (2.22) puede ser

escrita en forma diagramática como se muestra en la figura 2.5, donde ya

tenemos en cuenta la aproximación Rainbow Improved, que mostramos en la

sección anterior:

Figura 2.5: Diagramas Rainbow para el inverso del propagador del quark. Imagen
de [23].

La parte entre paréntesis rectos de la figura 2.5 son los diagramas que

contribuyen a Γ(2) (diagramas 1PI) en la aproximación mencionada, y el primer

término de la parte derecha de la igualdad es el inverso del propagador bare,

escrito el la ecuación (2.5). Cada término que se encuentra dentro del paréntesis

recto tiene una ĺınea gluónica que “encierra” al resto del diagrama a menos de

las patas externas. Teniendo en cuenta este patrón y observando la figura 2.4

poremos reescribir la figura 2.5 como la figura 2.6.

Figura 2.6: Diagramas Rainbow del inverso del propagador del quark escrito de
manera abreviada. Imagen tomada de [23].
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La figura 2.6 resulta útil al considerar las ecuaciones (2.20) y (2.22), nos

permite escribir, teniendo en cuenta las ecuaciones (2.4), (2.5) y (2.6), la si-

guiente ecuación:

S−1(p) = S−1
0 (p) + g2

∫ Λ

q

Gαβ
0,µν(q + p)γµλ

αS(p)γνλ
β. (2.23)

Invirtiendo la ecuación (2.7) y por definición tenemos respectivamente:

S−1
0 (p) = −i/p+M, (2.24)∫ Λ

q

≡ 1

(2π)4

∫
|q|<Λ

d4q. (2.25)

Donde el cut-off Λ en la ecuación (2.23) lo escribimos para asegurarnos

que la integral sea finita. Considerando las ecuaciones (2.20), (2.22), y (2.23)

obtenemos entonces las siguientes ecuaciones (obtenidas en [23]):

A(p2) = 1− g2CF

∫ Λ

q

Ã(q2)
f(q, p)

(p+ q)2 +m2
, (2.26)

B(p2) = M + g2CF

∫ Λ

q

B̃(q2)
3

(p+ q)2 +m2
, (2.27)

donde definimos:

CF ≡
N2
C − 1

2NC

. (2.28)

f(q, p) ≡ 2p2q2 + 3(p2 + q2)(p · q) + 4(p · q)2

p2(p+ q)2
. (2.29)

Las ecuaciones (2.26) y (2.27) son ecuaciones que dependen de una escala Λ y

su significado f́ısico puede ser entendido a partir del grupo de renormalización.

Por el momento señalemos que es necesario que la escala de regularización

ultravioleta Λ sea mucho mayor que las escalas t́ıpicas del fenómeno estudiado

(en este caso m) por lo que es necesario que Λ� m (para una explicación más

detallada ver la sección 2.6). Por otro lado, si queremos estudiar la f́ısica en

todo el espectro en el que vale la teoŕıa de perturbaciones debemos utilizar el

métodos de grupo de renormalización. Este método es ampliamente conocido

en la literatura (ver por ejemplo [29]), sin embargo, daremos un breve resumen

de sus ideas principales antes de aplicarlo a nuestro trabajo por completitud y

para fijar notaciones.

20



2.6. Breve introducción al Método de Grupo

de Renormalización de Gell-Mann y Low

Existen dos variantes del grupo de renormalización en teoŕıas de campos,

la de Gell-Mann y Low y la de Wilson 1. Ambas llevan a los mismos resulta-

dos, sin embargo son a primera vista diferentes (en realidad, la aplicación del

grupo de renormalización de Gell-Mann y Low está restringida para teoŕıas

renormalizables). En esta sección nos enfocamos a introducir la variante de

Gell-Mann y Low, que es la que usamos en nuestro trabajo. Esta sección es

además un resumen de algunos de los temas desarrollados en el caṕıtulo 18 de

un libro de S. Weinberg [29] y mantenemos su notación.

Primero introducimos el conocido problema de los grandes logaritmos. Con-

sideremos una cantidad Γ (por ejemplo una amplitud de scattering) que cal-

culamos perturbativamente y que tiene dimensiones de [Energia]D. Si x re-

presenta los ángulos involucrados en el cálculo de Γ, E la enerǵıa t́ıpica del

proceso, g las constantes de acoplamiento adimensionadas renormalizadas a

una escala dada y m las masas de la teoŕıa tenemos, simplemente por análisis

dimensional:

Γ(E, x, gR,m) = EDΓ(1, x, gR,m/E). (2.30)

En el ĺımite E →∞ debeŕıamos tener que Γ se comporta asintóticamente con

una ley de escala. Sin embargo, se encuentra en muchas teoŕıas que apare-

cen factores ln(E/m). Esto solo se puede deber a la aparición de divergencias

en Γ(E, x, gR,m) cuando m → 0. Existen divergencias espećıficas al espacio

Minkowskiano para masas tendiendo a cero que no vamos a considerar aqúı.

Las otras divergencias surgen cuando renormalizamos las constantes de aco-

plamiento para eliminar la dependencia del cut-off Λ. En este procedimiento

se introducen términos ln(E/m). Una manera de eliminar este problema es

considerar una constante de acoplamiento gµ que dependa de la escala t́ıpica

de enerǵıa µ a la que estemos trabajando en vez de tener gR que calculamos a

una escala fija de manera arbitraria. Esto lleva a que gµ no dependa de m, al

menos para µ� m. El procedimiento es bien conocido: si queremos calcular Γ

en la escala de enerǵıa E � m, lo hacemos de forma similar la que calculamos

1Existe una tercera variante denominada GR de Callan-Symanzik, que se asemeja a la
de Gell-Mann y Low.

21



gR a partir de la teoŕıa bare: a partir de gR calculamos gµ1 tal que µ1/m no

sea tan grande que el | ln(µ/m)| arruine la teoŕıa de perturbaciones. Inducti-

vamente el gµn+1 se define a partir del gµn de la misma forma que gµ1 se define

a partir de gR cuidando ahora que µn/µn+1 sea de orden 1. De esta manera

obtenemos una ecuación para gµ′ :

gµ′ = G(gµ, µ
′/µ,m/µ). (2.31)

Para obtener esta ecuación es usual usar desarrollos perturbativos sobre Γ, por

lo que, en esos casos, el proceso tiene validez si gµ′ no se vuelve grande para

µ < µ′. En dichos casos se suele decir que la constante de acoplamiento está

“controlada”.

Trabajando estas ideas y tomando el ĺımite µ � m se llega a la conocida

ecuación de Callan-Symanzik:

µ
d

dµ
gµ = β(gµ), (2.32)

donde la función β queda definida por:

β(gµ) ≡ ∂

∂z
G(gµ, z,m/µ = 0)

∣∣∣
z=1

. (2.33)

Resumidamente obtenemos, en el caso en que la constante de acoplamiento

dependiente de la escala (conocida como “constante de acoplamiento running”)

esté controlada vamos a poder calcular la cantidad Γ a enerǵıas E utilizando

a gE como constante de acoplamiento del sistema:

Γ(E, x, gE,m, µ/E = 1). (2.34)

En muchos casos es necesario utilizar el grupo de renormalización para

calcular los elementos de matriz de operadores. Para eso, dado un operador Ô

definimos N
(Ô)
µ tal que:

Ôµ = N (Ô)
µ Ô, (2.35)

y tal que las divergencias introducidas son canceladas al calcular los elemen-

tos de matriz del operador Ôµ. Finalmente, se puede obtener una ecuación

diferencial para Nµ:
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µ
d

dµ
N (Ô)
µ = γ(Ô)(gµ)N (Ô)

µ , (2.36)

donde γ(Ô) está definido de la siguiente manera:

γ(Ô)(gµ) ≡ ∂

∂z
GÔ(gµ, µ

′/µ = z,m/µ = 0)
∣∣∣
z=1

. (2.37)

Donde GÔ se puede calcular a partir de los elementos de matriz del opera-

dor Ô perturbativamente, teniendo en cuenta de nuevo que las constantes de

acoplamiento sean pequeñas para el rango de µ en el que estemos trabajando.

Como dijimos, el grupo de renormalización puede verse como una aplica-

ción repetitiva de la renormalización de las constantes de acoplamiento y los

campos. El primer paso, gR es la renormalización de la constante de acopla-

miento renormalizada a una escala fija y la escala de renormalización asociada

debe ser una donde valga teoŕıa de perturbaciones inicialmente. Cada siguiente

paso caracterizado por µ+dµ es la renormalización a una escala de 4-momentos

infinitesimalmente menor µ. Por otro lado, la renormalización puede pensarse

como la realización de un cut-off en las integrales de momento. Por lo tanto,

lo que nos dice el método de grupo de renormalización es que para calcular

cantidades a una escala caracteŕıstica de enerǵıa E, debemos despreciar los

grados de libertad mucho mayores a los asociados al proceso. Mencionamos

además que el grupo de renormalización puede implementarse de manera que

las masas de la teoŕıa se tomen como constantes de acoplamiento y por lo tanto

tener un running asociado para las distintas escalas (ver por ejemplo [29]). En

nuestro trabajo utilizaremos este último enfoque.

2.7. Aplicación del grupo de renormalización

para el cálculo del propagador del quark

en la aproximación Rainbow Improved

En la sección anterior vimos una breve introducción al método del grupo

de renormalización. Vamos a estar interesados en aplicar estas ideas para el

cálculo del propagador del quark. Esto es debido a que se puede ver [23] que

a escalas UV aparece el problema de los grandes logaritmos al calcular el

propagador en la aproximación Rainbow-Improved. Definimos por lo tanto la
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renormalización de los campos, las masas y la constante de acoplamiento g a

una escala µ0:

{
Aaµ,R =

√
ZAA

a
µ,

ψR =
√
Zψψ.

(2.38)

(2.39)


MR = ZMM,

(m2)R = Zm2m2,

gR = Zgg.

(2.40)

(2.41)

(2.42)

Con la prescripción de renormalización de que a la escala µ0 el propagador

tenga la forma del propagador bare:

S−1(p = µ0, µ0) = −i /µ0 +M(µ0). (2.43)

Resaltamos que las constantes de renormalización dependen de la escala µ0

y al aplicar grupo de renormalización sus evoluciones van a estar relacionadas

con las funciones beta y gamma (ver ecuaciones (2.33) y (2.37)). Se pueden

probar que a primer orden en la aproximación Rainbow Improved que Zψ es

finito para todo el espectro de momentos [35] y que también se cumple la

siguiente relación [23]:

√
ZAZψZg = 1. (2.44)

Luego, usando la ecuación (2.36) obtenemos:

µ
d

dµ
ln(Zψ) = γψ. (2.45)

Por la ecuación anterior y por las ecuaciones (2.35) y (2.39) obtenemos:

γψS
−1 = µ

d

dµ

(
S−1
B Zψ

)
= µ

d

dµ
S−1 =

(
µ∂µ + βXi∂Xi

)
S−1,

donde SB es el inverso del propagador a nivel bare, que no depende de la escala

de momento del grupo de renormalización y los Xi representan las masas y la

constante de acoplamiento. Reescribiendo la ecuación anterior llegamos a que:

0 =
(
µ∂µ + βXi∂Xi − γψ

)
S−1. (2.46)

Se puede ver por cálculo directo que la solución para esta ecuación se escribe:
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S−1(p, µ,Xi(µ)) = zψ(µ, µ0)S−1(p, µ0, Xi(µ0)), (2.47)

donde zψ es:

ln zψ(µ, µ0) ≡
∫ µ

µ0

dµ′

µ′
γψ(µ′). (2.48)

A partir de las ecuaciones (2.47) y (2.22) podemos obtener expresiones para

la evolución del grupo de renormalización para A y B (evolucionan con zψ):

{
A(p, µ0) = z−1

ψ (p, µ0),

B(p, µ0) = z−1
ψ (p, µ0)M(p).

(2.49)

(2.50)

Además, usando que Zψ es finito obtenemos, a partir de (2.45) y de (2.48),

la relación entre el factor de la evolución del inverso del propagador S−1 (zψ)

y del factor de renormalización del campo ψ (
√
Zψ):

zψ(p, µ) =
Zψ(p)

Zψ(µ)
. (2.51)

Se puede probar que a primer orden de la aproximación Rainbow Improved

[23] y de las ecuaciones obtenidas a partir del grupo de renormalización (2.49),

(2.50) y (2.51) y las ecuaciones asociadas al propagador bare (2.26) y (2.27)

que:

pM ′(p) = γψ(p)M(p)− 3g2CF

∫
q

Zψ(p)

Zψ(q)

M(q)

q2 +M2(q)

2p2 + 2p.q

((q + p)2 +m2(p))2
,

(2.52)

γψ(p) = g2CF

∫
q

Zψ(p)/Zψ(q)

q2 +M2(q)

(
pµ

∂
∂pµ

f(q, p)

(p+ q)2 +m2(p)
− 2(p2 + p.q)f(q, p)

((q + p)2 +m2(p))2

)
,

(2.53)

Zψ(p) = 1 + g2(p)CF

∫
q

Zψ(p)/Zψ(q)

q2 +M2(q)

f(q, p)

(p+ q)2 +m2(p)
.

(2.54)

Donde fueron usados argumentos del estilo que se usó para derivar la ecua-

ción de grupo de renormalización (2.46), es decir, las derivadas en 4-momentos

de cantidades bare son cero e identidades como la de la ecuación (2.44):
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Z(m2) = ZψZg = 1. (2.55)

Nuestros últimos ingredientes son la evolución de la constante de acopla-

miento del vértice quark-gluón g y de la masa del gluón m. Para realizar este

estudio debeŕıamos aplicar las ideas del método de grupo de renormalización

de cantidades como el vértice quark-anti quark-gluón en la misma aproxima-

ción, estas ideas fueron implementadas recientemente [24]. Sin embargo, vamos

a seguir un procedimiento mucho más sencillo, y que da resultados similares.

Escribimos entonces un acoplamiento g(p) que cuando p se encuentre en la

región UV tenga la forma del acoplamiento de QCD y que a momentos bajos

se congele:

g2(µ) =
g2

0

1 + β0g2
0 ln
(
µ2+x2m2

x2m2

) . (2.56)

Donde g0 es una “constante de acoplamiento” que regula la amplitud máxima

de g, y x es un parámetro que fija la escala para la cual se congela g(p) (en

nuestro trabajo elegimos x = 5). El factor β0 en el denominador está para

recuperar la forma de g2(µ) de QCD en el ĺımite UV. Su valor está dado por

la ecuación [29]:

β0 =
1

16π2
(11/3NC − 2/3Nf ). (2.57)

Por otro lado, consideramos la masa del gluón m(p) fija debido a que se ha

estudiado que al orden 1-loop los datos que mejor ajustan al lattice reproducen

una masa de gluón constante a lo largo del flujo de renormalización [36].

2.8. Constantes de acoplamiento de la inter-

acción entre gluones y gluón-ghost

Esta sección se encuentra al final del marco teórico no por su falta de im-

portancia, sino que porque necesitamos tener en cuenta conceptos del método

de grupo de renormalización. Vamos a justificar la parte de la aproximación

Rainbow Improved que descarta las interacciones entre gluones y la interacción

gluón-ghost.

Como se explica en [14] el modelo para QCD que presentamos en la sección

2.1 puede pensarse como un modelo puramente fenomenológico, donde la masa
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del gluón se introduce como un parámetro a fijar para obtener concordancia

con los datos del lattice. Alternativamente puede pensarse como un modelo

que podŕıa deducirse de primeros principios encontrando algún método (hasta

ahora desconocido) para fijar correctamente el gauge (problema de las copias

de Grivov en el método de Fadeev Popov [3]). En cualquiera de los casos, al

ser un modelo fenomenológico vamos a utilizar alguna información del estudio

de QCD en el lattice (euclideano) para nuestro trabajo.

Como mencionamos en la sección 2.4 para poder justificar la aproximación

Rainbow Improved utilizamos que la constante de acoplamiento de los vértices

entre gluones y gluón-ghost eran pequeñas. Lo primero que recordamos es que

se puede ver que en QCD el parámetro de desarrollo perturbativo en loops es

en realidad λ(q) que toma la forma [29]:

λ(q) =
NCg

2(q)

16π2
≡ NCαS(q)

4π
. (2.58)

Donde definimos αS(q) la constante de acoplamiento de Taylor, que se define

a partir del vértice gluón-ghost-anti ghost [37]. Como vimos en la sección 2.6

las constantes de acoplamiento dependen del 4-momento, y su running queda

definido a partir de la forma de funciones calculadas a partir de la teoŕıa bare.

Por un lado la constante de acoplamiento de la interacciones entre gluones y

la interacción ghost-gluón puede definirse a partir del vértice ghost-gluón en

la teoŕıa de Yang-Mills (YM) (QCD sin quarks). Mostramos en la figura 2.7

los resultados de la simulación del lattice para la constante de acoplamiento

de Taylor asociada. En la figura podemos ver que en el UV y en el IR el

acoplamiento se hace cero, mientras que para valores intermedios toma su valor

máximo no mayor a 1.3. Si tenemos en cuenta que el verdadero parámetro de

desarrollo en el desarrollo en loops es αSNC/(4π) obtenemos para λ(q) valores

máximos de alrededor de 0.3.

Por otro lado, la constante de acoplamiento del quark y el gluón se calcula

a partir del vértice quark-gluón en QCD. En las simulaciones numéricas del

lattice se obtienen valores máximos de esta constante de acoplamiento de hasta

2 o 3 veces mayores que para las interacciones entre gluones y ghost [39]. Es

por eso que en la aproximación Rainbow Improved no podemos despreciar esta

interacción.

Si bien en este trabajo despreciamos las constantes de acoplamiento de

las interacciones de gluones y ghosts, se puede introducir estas interacciones
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Figura 2.7: Constante de acoplamiento de Taylor para la constantes de acopla-
miento de interacción gluón-gluón, gluón-gluón-gluón y gluón ghost (644 y 804 son
los tamaños del lattice y β está definido a partir de la constante de acoplamiento
renormalizada). Figura tomada de [38]

perturbativamente. Esta idea fue implementada en un trabajo reciente a primer

orden en teoŕıa de perturbaciones [24].
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Caṕıtulo 3

Metodoloǵıa

En esta sección vamos a mostrar el método que utilizamos para calcular el

propagador del quark en la aproximación Rainbow Improved. Luego, mostra-

remos la forma de implementar el método para 1- ecuaciones de juguete, 2-

las ecuaciones utilizando grupo de renormalización con una prescripción a una

escala µ = 10GeV y 3- las mismas ecuaciones pero con una prescripción a una

escala µ = 1GeV .

3.1. Métodos de recurrencia para resolver sis-

temas de ecuaciones

Recordamos que nuestro interés principal es resolver el sistema de ecua-

ciones (2.52), (2.53) y (2.54) y lo vamos a hacer de forma numérica. Este

sistema de ecuaciones se puede escribir de forma más general como el sistema

de ecuaciones funcionales:



f 1(p) = F 1[{f i(q)}],

f 2(p) = F 2[{f i(q)}],

f 3(p) = F 3[{f i(q)}],

f 4(p) = F 4[{f i(q)}].

(3.1)

(3.2)

(3.3)

(3.4)

Donde el ı́ndice i recorre los valores {1, 2, 3, 4} y una de las ecuaciones es la

relación entre M y M ′:

M(p) = M(p0) +

∫ p

p0

dqM ′(q). (3.5)
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El resto las ecuaciones representan a las relaciones (2.52), (2.53) y (2.54), donde

de las {f j} representan a las cantidades M ′, γψ y Zψ y las {F j} son funcionales

que dependen de las funciones {f j(q)}. Luego de reescribir las ecuaciones de

esta forma, vamos resolver el sistema de ecuaciones estudiando la convergencia

de los mapas definidos como:

f jn+1(p) ≡ F j[{f in(q)}]. (3.6)

Donde elegimos las funciones f j0 para ser funciones suaves de p. A diferencia

de la ecuación para M , el resto de las ecuaciones funcionales son no locales,

es decir, las funciones {f jn(q)} deben estar definidas para un intervalo de 4-

momentos p, en este caso, infinito. Por lo tanto, para calcular el paso n + 1 a

partir del paso n vamos a necesitar en principio un número infinito de ecua-

ciones. Si las sucesiones convergen, quiere decir que el ĺımite de la sucesiones

{f jn} son solución al sistema de ecuaciones {(3.1)− (3.4)}. Por la forma de este

sistema de ecuaciones nos referimos a este enfoque de estudio como método de

recurrencia.

Como ya mencionamos, vamos a considerar un enfoque numérico para re-

solver el problema, esto lo hacemos reduciendo el espectro continuo e infinito

de momentos a un espectro discreto y acotado por una escala Λ, que llamamos

red. La primera aproximación va a estar justificada si la solución que encontra-

mos no vaŕıa demasiado entre cada paso de la red y la segunda si la forma en el

infinito de las funciones f j no contribuye demasiado en los funcionales F j, por

lo que podemos despreciar su peso. Por ejemplo, si encontramos que Zψ(p) ≈ 1

y M(p) ≈ 0 para p > Λ, como debeŕıamos tener en el UV en QCD (ver por

ejemplo [18]), entonces se puede ver que las contribuciones en esta zona de las

integrales en las ecuaciones (2.52), (2.53) y (2.54) son prácticamente cero. En

nuestro caso tomamos como cota superior para el módulo del 4-momento de

Λ = 10GeV y un paso de la red dp de 0.1GeV . La última consideración que

tomamos es que, para evitar divergencias espúreas al evaluar las ecuaciones

para el módulo de 4-momento nulo, tomamos el inicio de la red en dp en vez

de en 0 GeV .

Para poder hallar la convergencia de las ecuaciones (2.26) y (2.27) utiliza-

mos el “método de recurrencia”. Puede surgir la pregunta: ¿ofrece el método

de recurrencia una solución única el sistema de ecuaciones {(3.1) − (3.4)} in-

dependiente a las condiciones iniciales {f i0(p)}?.
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Para simplificar el argumento consideremos el siguiente ejemplo: f(x) +

f(x)2 = 0, y buscamos por el método de recurrencia una solución para f(x).

Esto es, tenemos fn(x) que satisface:fn(x) = −fn−1(x)2 y definiendo f0(x)

buscamos una solución a la sucesión fn(x).

Una posibilidad es considerar la familia de funciones constantes y(x) = y

como condiciones iniciales. En este caso eso implica que el problema se reduce

a encontrar el ĺımite de la sucesión yn = −y2
n−1 dado y0. Resulta evidente

que si y0 = 0 o y0 = −1 la sucesiones respectivas a cada condición inicial

serán constantes. Es decir, encontramos dos posibles soluciones al problema

f(x)+f(x)2 = 0 dadas dos condiciones iniciales. Yendo más allá, como en este

caso fn(x) depende únicamente del valor de fn−1 en x, entonces conocemos

una familia infinita de soluciones a nuestro problema, aquellas que toman los

valores 0 o -1 para los distintos valores de x. Si bien el ejemplo es trivial, debido

en parte a que no hay relación entre los mapas fn(x) cuando cambiamos x, nos

permite ver que podŕıa existir más de una solución válida a nuestro problema,

dependiendo de la familia de ecuaciones estudiadas.

3.2. Modelo de juguete

Como dijimos, antes de atacar el problema real de resolver el sistema de

ecuaciones {(2.52), (2.53), (2.54)}, vamos a atacar un problema de “juguete”.

Este problema va a ser el de resolver el sistema de ecuaciones (2.26) y (2.27)

con el método presentado presentado en la sección anterior. Aśı, vamos a tener

los mapas: 
An+1(p2) = 1− g2CF

∫ Λ

q

Ãn(q2)
f(q, p)

(p+ q)2 +m2
,

Bn+1(p2) = M + g2CF

∫ Λ

q

B̃n(q2)
3

(p+ q)2 +m2
.

(3.7)

(3.8)

Donde definimos Ãn y B̃n en función de An y Bn de la misma manera que

definimos Ã y B̃ en función de A y B (ver ecuación (2.22)). Para tratar las

ecuaciones (3.7) y (3.8) observamos que los integrandos solo dependen del 4-

momento q a través de su módulo (que vamos a notar también q) y del ángulo

que forma respecto a p, que llamamos θ. Teniendo en cuenta la ecuación (2.22)

y trabajando con coordenades polares vamos a tener que ambas integrales son
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de la forma:

4π

∫ Λ

0

dq

(2π)4
q3 1

p2 + [B(p2)/A(p2)]2

∫ π

0

dθ sin2(θ)
G(q, cos(θ))

p2 + q2 + 2pq cos(θ) +m2
.

(3.9)

Usando el cambio de variables x = cos(θ) obtenemos:

2

∫ Λ

0

dq

(2π)3
q3 1

p2 + [B(p2)/A(p2)]2

∫ 1

−1

dx
√

1− x2
G(q, x)

q2 + p2 + 2pqx+m2
. (3.10)

Las integrales en la variable x se pueden evaluar anaĺıticamente (factorizando

de G(q, x) 1/A o 1/B en el caso que corresponda) y finalmente obtenemos dos

ecuaciones para An+1 y Bn+1. La forma de estas integrales no son particular-

mente reveladoras, por lo que omitimos escribirlas aqúı ya que de todas formas

no vamos a obtener soluciones anaĺıticas para A y B, sino que numéricas. Las

integrales a resolver son unidimensionales y usamos un método de integración

numérica adaptativo.

Para terminar con la descripción del método para resolver el modelo jugue-

te, mencionamos que los parámetros libres son la constante de acoplamiento

bare de la interacción quark gluón g y las masas bare del quark y del gluón

M y m respectivamente. Como vamos a estar interesados en estudiar el rom-

pimiento de simetŕıa quiral para masa bare del quark cercanas a cero, vamos

a tomarla pequeña y vamos a estudiar el comportamiento de las soluciones al

variar la constante de acoplamiento g. Mientras tanto, la masa bare del gluón

la tomamos como parámetro fijo. Elegimos las condiciones iniciales en todos

los casos como A0 y B0 constantes.

3.3. Método para encontrar las soluciones al

problema para las ecuaciones con Grupo

de Renormalización

Vamos a estudiar el método numérico para la resolución del sistema de

ecuaciones {(2.52), (2.53), (2.54)}. La gran diferencia que vamos a encontrar

con el estudio de las ecuaciones (2.26) y (2.27) estudiadas en la sección anterior

es que ahora vamos a fijar una escala de renormalización. Es decir, a la escala,
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que llamamos µ0, debemos imponer la prescripción dada por la ecuación (2.43).

Viendo las ecuaciones (2.49), (2.50) y (2.51) observamos que vamos a tener el

parámetro libre de la masa del quark a la escala µ0, que llamamos M0, y que

debemos imponer la condición:

M(µ0) = M0. (3.11)

Como fue discutido en la sección 2.2, uno de los aspectos importantes que

debe presentar una buena teoŕıa para las IF es el rompimiento espontáneo de

simetŕıa quiral a bajas enerǵıas, pero con una simetŕıa quiral aproximada a

altas enerǵıas. Por lo tanto vamos a tratar el ĺımite M0 → 0 en el caso que la

escala µ0 se encuentre en el ĺımite UV. Como en el caso de las ecuaciones de

juguete, vamos a tener además los parámetros libres m, la masa del gluón, y

g, la constante de acoplamiento de la interacción quark-gluón. Por los mismos

motivos que antes, mantenemos la masa del gluón fija, y el parámetro g lo

variamos variando g0 (ver ecuación (2.56)). Debeŕıamos encontrar, para un

sector de constantes de acoplamiento g0, una fase no quiral en el IR (donde la

simetŕıa quiral aproximada del UV desaparece a bajas enerǵıas).

Lo primero que vamos a hacer entonces es tomar la escala µ0 = Λ =

10 GeV , la escala a la cual realizamos el “cut-off”. A esta escala nos encontra-

mos en la zona en la que vale teoŕıa de perturbaciones en QCD [18], donde los

cálculos indican que algunos quarks son poco masivos (los relacionados con la

ruptura espontánea de simetŕıa quiral), por lo que tiene sentido entonces usar

masas pequeñas M0 a esas escalas.

Como veremos en la sección de resultados o en trabajos previos (por ejemplo

[23]) al trabajar a esas escalas de renormalización µ0 superamos ampliamente

la zona para la cual podemos despreciar la cola de las soluciones de M(p) y

Zψ(p) en las integrales del sistema {(2.52), (2.53), (2.54)} (régimen para el cual

vale M(p) ≈ 0 y Zψ(p) ≈ 1). Esto causa que la prescripción del grupo de renor-

malización al variar M0 a esta escala no tenga tanto efecto en la convergencia

de la sucesión {Mn,M
′
n, Zψ,n, γψ,n}, lo que hace que tengamos un flujo lento en

la evolución de Mn(p) y Zψ,n(p). Aún aśı, podemos encontrar, a partir de los

resultados de la convergencia de dicha sucesión (gran esfuerzo computacional

mediante), valores para M(p) consistentes con el desarrollo Rainbow Impro-

ved para distintas constantes de acoplamiento g y masas de quark a escala Λ,

M(µ0 = Λ) = M0.
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Una de las preguntas que puede surgir es cuánto mejora la velocidad de

la convergencia de dicho algoritmo si achicamos la escala de prescripción de

grupo de renormalización. Definimos por comodidad MΛ,g0(p) como los datos

obtenidos para M(p) para la prescripción de renormalización a la escala Λ

a una constante de acoplamiento definida a partir de g0. Vamos a estudiar

entonces la convergencia de las soluciones utilizando la prescripción M(µ0 =

1GeV ) = MΛ,g0(1GeV ).

Teniendo en cuenta que en el enfoque original del estudio de las sucesiones

asociadas a {(2.52), (2.53), (2.54)} la parte que contribuye más al cambio de

Mn+1(p) y Zn+1,ψ(p) es la de momentos más bajos, y con motivo de encon-

trar un enfoque de convergencia más rápida, redefinimos el esquema de las

sucesiones de la ecuación (3.6):

fn+1,r+1(p) ≡

fn+1,r(p) si p 6= pr+1,

F [{fn+1,r}](p) si p = pr+1,

con

{p1 = 10 dp; p2 = 9 dp; ... ; p10 = dp; p11 = 11 dp; ... ; p100 = 100 dp}, (3.12)

y

dp = 0.1GeV,

donde fn+1,0 = fn y definimos fn+1 ≡ fn+1,100. Cada una de las funciones fn+1,r

debe verse como un paso intermedio para calcular fn+1. Está claro que, para

cuando fn refiere a M vamos a tener fn,r(1GeV ) = cte. Mostramos el cambio de

método en la figura 3.1. Como vemos en el segundo recuadro, correspondiente

al nuevo método, vamos actualizando los valores de fn+1 primero desde 1GeV

hasta 0.1GeV y luego desde 1.1GeV hasta 10GeV , ya que de esta forma la

imposición de la prescripción del GR tiene más efecto sobre la “parte relevante”

ecuaciones.

Destacamos que si logramos una convergencia rápida de los mapas para

el sistema de ecuaciones {(2.52), (2.53), (2.54)} al cambiar la escala de pres-

cripción de grupo de renormalización, entonces vamos a poder encontrar una

manera más eficiente para encontrar valores para los parámetros libres g y m

que tengan un buen fit respecto a los datos del lattice al usar la aproximación
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RI.

Figura 3.1: Las ĺıneas verticales azules representan la discretización del momento.
Las flechas verdes apuntan a los puntos a ser calculados del mapa n+1. Cada flecha
parte de llaves verdes que marcan la dependencia del punto señalado. En el primer
esquema (recuadro superior), cada punto del paso (n + 1) depende únicamente de
los valores de los puntos del paso anterior, por este motivo la llave verde se mantiene
fija señalando todos puntos del mapa en el paso n. En el segundo esquema (recuadro
inferior), los puntos naranjas son puntos cuyos valores en el paso n + 1 ya fueron
calculados. Los pasos intermedios (n + 1)′ y (n + 1)′′ señalan el cambio de pr con
r < 9 a pr con r > 9 (ecuación (3.12)). El mapa n + 1 queda definido cuando
pintamos todos los puntos de naranja. Además, en violeta queda señalada la escala
poco relevante a las integrales en el sistema de ecuaciones {(2.52), (2.53), (2.54)}.

Por último, mencionamos la manera de implementar el mapa para M(p)

en función del mapa para M ′(p). Hab́ıamos escrito la ecuación (3.5), en vez,

podemos escribir la relación entre M ′(p) y M(p) (ya que vamos a considerar

una discretización del espacio de 4-momentos) a partir de la discretización de

la derivada:

M ′(p) =
M(p+ dp)−M(p)

dp
. (3.13)

De esta manera, sustituyendo M ′ en la ecuación (2.52), eliminamos una de las

ecuaciones funcionales en el sistema {f i}, quedándonos aśı 3 ecuaciones que

definen los mapas para las funciones {M,Zψ, γψ}.
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Caṕıtulo 4

Presentación de los datos,

Análisis, Discusión

4.1. Estudio sin Grupo de Renormalización

En esta sección estudiamos computacionalmente el sistema de ecuaciones

dado por {(2.26), (2.27)} al: variar la constante de acoplamiento de la inter-

acción quark-gluón g y la masa bare del quark M , y manteniendo m la masa

bare del gluón fija. Para esto, estudiamos la convergencia de la sucesión de

funciones An(p) y Bn(p) que evolucionan según las ecuaciones (3.7) y (3.8) y

a partir de esto estudiamos la masa vestida del quark M(p) ≡ B(p)/A(p) a

4-momento cero y M cero para diferentes constantes de acoplamiento g. Mos-

tramos en la figura 4.1 los resultados de una de las iteraciones para An y Bn.

Encontramos en este modelo, para esta configuración de constantes M y g que

A tiende a 1 en el UV y que B(p) tiende a cero lentamente en el UV. Esto

es esperable ya que sabemos que la teoŕıa de perturbaciones en el modelo de

Curci-Ferrari funciona bastante bien sin utilizar grupo de renormalización [12]

(aunque existen los problemas de los grandes logaritmos en el UV, por lo que

la convergencia de B a cero en este régimen no es tan rápida como podŕıa

esperarse).

Vale notar que si B0(p) = 0 y M = 0 entonces (2.27) se reduce a Bn(p) = 0

desacoplando el sistema de ecuaciones de manera trivial. Como fue menciona-

do en la sección 3.1, es posible encontrar más de una solución dado el sistema

de ecuaciones {(2.26), (2.27)} y la covergencia a cada una de las posibles so-

luciones va a depender de las condiciones iniciales A0(p) y B0(p). Estamos
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Figura 4.1: Convergencia de A(p) y B(p) para una constante de acoplamiento del
quark g = 6 y una masa bare del quark M = 0.02GeV . Los diferentes colores señalan
los pasos de la convergencia del algoritmo (de azul a rojo).

interesados en conocer las soluciones a las equaciones (2.26) y (2.27) dado que

M = 0. Si fijamos M = 0 corremos el riesgo de encontrar una solución que solo

contemple el caso B(p) = 0 (ya que seŕıa una posible solución). Con motivo

de no correr el riesgo de perder otra solución no trivial consideramos las con-

diciones iniciales: M = cte 6= 0 y A0 = 1 (propagador bare). Entonces, para

calcular B(p = 0;M = 0) en función de g consideramos, para los distintos g

el ĺımite de B(p = 0;M = 0+). De esa forma obtenemos los resultados de la

gráfica de la figura 4.2

3.5 4.0 4.5 5.0
0.0

0.2

0.4

0.6

0.8

g

MH p=0;Mbare®0 +L H GeV L

Figura 4.2: M(p = 0;M = 0+) en función de g.

En este gráfico mostramos M(p = 0;M = 0+) en función de g, y pode-

mos observar un comportamiento su cŕıtico para g ≈ 4. Este comportamiento

muestra que la solución M(p) = 0 pierde estabilidad para una constante de
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acoplamiento cŕıtica gC . Existe un rango en la constante de acoplamiento g

para la cual encontramos que la solución estable respeta la simetŕıa quiral en

el IR (fase simétrica) y para g > gC enconcontramos que se rompe la simetŕıa

quiral en el IR (fase rota).

Es interesante destacar que aunque los resultados obtenidos en el UV no

son buenos cualitativamente, śı podemos ver que en el IR el modelo presenta el

comportamiento esperado (existe una fase rota). Esto es lo esperado, ya que,

como ya hemos mencionado, el grupo de renormalización sirve para regular el

comportamiento de las cantidades para enerǵıas mucho mayores a las masas

del sistema.

Por otro lado, podemos ver por la forma de B(p) el cut-off a la escala

Λ = 2GeV de la ecuación no está bien justificado, debido a que B(Λ) no es lo

suficientemente chico como para poder despreciar el efecto de B(p > Λ) en las

integrales del sistema {(2.26), (2.27)}. Sin embargo, no pretendemos buscar

escalas mayores debido a que como mencionamos en la sección 2.6, los cut-

off pueden considerarse correctos para estudiar procesos a escalas de enerǵıa

caracteŕıstica del proceso, si consideramos cut-off mayores, ganaŕıamos al tener

menos de la función B para despreciar, pero perdeŕıamos en tener una menor

justificación del cut-off para obtener el comportamiento cualitativo a bajas

escalas de enerǵıa.

4.2. Estudio con Grupo de Renormalización y

prescripción a la escala µ0 = 10GeV

Ya vimos que al aplicar las ideas de grupo de renormalización a las ecuacio-

nes (2.26) y (2.27) obtenemos el sistema de ecuaciones {(2.52), (2.53), (2.54)}.
Realizamos ahora el estudio de estas ecuaciones al utilizar con una escala de

prescripción del GR a la escala µ0 = Λ = 10GeV .

De igual forma que con las ecuaciones en las que no aplicamos el GR,

observando la ecuación (2.52), vemos un desacople de las ecuaciones con la

masa M(p) si M(p)=0 inicialmente. Vamos a tener que siempre existe una

solución donde la simetŕıa quiral se mantiene a lo largo del espectro de 4-

momentos. Considerando el mismo procedimiento que utilizamos para el caso

“no renormalizado” y teniendo en cuenta que debemos fijar M(p = Λ) = M0

obtenemos convergencias para M(p) y Zψ(p) del estilo del como las que se
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muestra en la figura 4.2).
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Figura 4.3: Convergencia de M(p) y Zψ con g0 = 6.8 y M(Λ) = 0.0003GeV . Los
diferentes colores señalan los pasos de la convergencia del algoritmo (de azul a rojo).

Vemos que para esta configuración de parámetros (g0 y M0) encontramos

que existe una solución estable al sistema de ecuaciones en el que la simetŕıa

quiral aproximada del UV se rompe en el IR, obteniendo una masa a momento

cero que no tiende a cero aún en el ĺımite quiral. En el estudio se eligió una

masa de los quarks extremadamente pequeña. Es decir, aún más pequeña que

las masas f́ısicas de los quarks livianos (que son del orden de unos pocos MeV ).

Por otro lado, encontramos que a escalas UV, Zψ(p) y M(p) hacen que el

propagador vestido del quark tenga la forma del propagador bare, lo que indica

que los parámetros perturbativos se vuelven muy pequeños y los términos

dominantes son los de menor orden en constantes de acoplamiento (como es

esperable en el modelo de C-F). Este comportamiento además valida el haber

tomado el cut-off a la escala Λ = 10GeV (ver la sección 3).

Para calcular el ĺımite M(p = 0;M(Λ) → 0+) 1 realizamos una extra-

polación lineal teniendo en cuenta los resultados para M(p = 0;M(Λ)) con

M(Λ) cercanos a cero. Mostramos este procedimiento en la figura 4.4a, don-

de cada color diferente corresponde a un g0 distinto. Vemos en general que

cuanto mayor es la masa a la escala Λ, mayor es la masa a momento nulo

pero sin embargo, existen constantes de acoplamiento para las cuales el ĺımite

M(p = 0;M(Λ) → 0+) no es cero, y de hecho, crece con la constante de aco-

plamiento g0. Para ver este efecto, mostramos la figura 4.4b, donde tomamos la

1Estrictamente hablando, el ĺımite M → 0 debe tomarse en la extrapolación de M(Λ)
para Λ→∞. Sin embargo, a los efectos prácticos Λ = 10GeV es muy grande y en ese punto
los valores de las masas que corresponden al ĺımite quiral son extremadamente pequeñas y,
a los efectos de nuestro cálculo, pueden tomarse nulas.
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extrapolación lineal al 4-momento cero como valor de M(p = 0;M(Λ) = 0) y

lo graficamos en función de g0. Encontramos como en el caso no renormalizado

un comportamiento cŕıtico, solo que ahora la constante de acoplamiento cŕıtica

gC es mayor que para el primer caso (cuando no usamos GR). Entender dicha

diferencia requeriŕıa un estudio más detallado. Nuevamente vemos que para

g > gC aparece una solución estable distinta a la trivial y que se caracteriza

por mostrar una ruptura de simetŕıa quiral en el IR. Como ya mencionamos,

este comportamiento era esperable conociendo el comportamiento de las solu-

ciones del caso renormalizado, ya que, el cut-off realizado en el estudio anterior

nos permite ver el comportamiento de manera cualitativa para 4-momentos ba-

jos.

Definimos la convergencia del proceso iterativo cuando la diferencia numéri-

ca oentre un paso y el siguiente es menor a cierto margen de error (que elegimos

0.1MeV ). Por último mostramos en la figura 4.5, el gráfico del número de pasos

necesarios para alcanzar la convergencia (promedio de la convergencia para las

distintas masas M(p = Λ)) a la solución en función de las distintas constantes

de acoplamiento. Como es sabido, en las transiciones de fase de segundo orden,

cerca del comportamiento cŕıtico la longitud de correlación se vuelve infinita,

es por eso que esperamos que las convergencias cerca de gC sean más lentas

(ya que el sistema necesita “tener en cuenta” un mayor espectro de grados de

libertad (4-momentos)).

4.3. Estudio con Grupo de Renormalización y

prescripción a la escala µ0 = 1GeV .

En el siguiente trabajo buscamos las soluciones de las ecuaciones

{(2.52), (2.53), (2.54)} pero ahora con otra prescripción del grupo de renorma-

lización. Más precisamente, en esta sección estudiamos el problema empleando

una escala de renormalización distinta. Como fue explicado en la sección 3.3,

para conocer el valor de M(p = µ0 = 1GeV ) = M0 que sea compatible con la

aproximación Rainbow con una constante de acoplamiento g dada y con una

masa pequeña a escalas UV, usamos los datos obtenidos de la sección anterior.

Es de particular interés conocer la convergencia de las sucesiones asociadas

a {(2.52), (2.53), (2.54)} definidas en la sección 3.3. Recordamos que para la

escala de renormalización µ0 = 1GeV cambiamos la definición de las suce-
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Figura 4.4: En la gráfica (a) mostramos la extrapolación que utilizamos para ob-
tener M(p = 0;M(Λ) = 0+) para las distintas constantes de acoplamiento y en (b)
mostramos la gráfica de M(p = 0;M(Λ) = 0+) en función de g0.

siones asociadas a {(2.52), (2.53), (2.54)} para optimizar la convergencia a sus

soluciones.

Observamos en la figura 4.4a que para el régimen g0 > gC no pode-

mos recuperar una solución no trivial (M(p) 6= 0) para valores de M(µ) <

MΛ(µ;MΛ(Λ) → 0+). Esto es porque, dado g0, MΛ(p = 1GeV ;MΛ(Λ)) toma

su valor mı́nimo cuando MΛ(Λ)→ 0+. Este es uno de los motivos por los cua-

les, para tener una prescripción de GR a 1GeV compatible con MΛ(Λ) > 0,

debemos utilizar los datos obtenidos en la sección anterior.

En la figura 4.6 podemos ver un ejemplo del comportamiento comparativo

de la convergencia usando las diferentes prescripciones. En el caso de la pres-
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Figura 4.5: Número de pasos antes de que converja el algoritmo iterativo (el máxi-
mo tomado para el número de pasos para las distintas masas) en función de la
constante de acoplamiento g0.

cripción en µ0 = 1GeV la convergencia es dos órdenes de magnitud más rápida

que para la prescripción en µ0 = 10GeV . Esto puede explicarse teniendo en

cuenta que los procesos que nos interesan son a bajas escalas de enerǵıa (rup-

tura de simetŕıa quiral en el IR), y la renormalización a escala menor tiene

más efecto en los procesos a bajas enerǵıas (ver la sección 2.6).

Las consideraciones hechas acerca de la forma de las soluciones al sistema de

ecuaciones {(2.52), (2.53), (2.54)} ya fueron realizadas en la sección anterior,

el análisis es exactamente el mismo. Sin embargo, conclúımos esta sección

recordando que una de las implicancias más importantes de estos resultados

es que podemos tener un esquema numérico que permite tener en cuenta un

número infinito de diagramas de Feynman (aproximación Rainbow Improved)

cuya convergencia es mucho más rápida que en el esquema utilizando la escala

de prescripción a 10GeV . Estos resultados pueden ser de gran utilidad si lo que

buscamos es obtener un modelo cuyos parámetros libres (acoplamiento de la

interacción gluón-ghost, masa del quark a escala de prescripción µ0 y masa del

gluón) estén ajustados a partir de una optimización entre los resulultados del

propagador del quark del lattice y los resultados de la aproximación Rainbow

Imporved.
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Figura 4.6: Convergencia g0 = 6.4, las primeras dos imagenes son para M(p;µ)
y Zψ(p;µ) tales que M(µ;µ) = M(µ; Λ) con la prescripción M(Λ; Λ) = 0.001GeV
y las dos segundas imagenes M(p; Λ) y Zψ(p; Λ) tales que M(Λ) = 0.001GeV .Los
diferentes colores señalan los pasos de la convergencia del algoritmo (de azul a rojo).
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Caṕıtulo 5

Consideraciones finales

Damos en esta sección un resumen de los resultados obtenidos, discutimos

sus implicancias y proyectamos extensiones posibles del trabajo a futuro.

El modelo de Curci-Ferrari es un modelo que permite reproducir los resulta-

dos de las simulaciones numéricas con gran precisión (ver por ejemplo [12, 21]).

Uno de los resultados que logra predecir es la ruptura espontánea de simetŕıa

quiral a escalas infrarrojas. Este resultado solo se puede obtener al considerar

un número infinito de diagramas de Feynman [14], y una forma de considerar

infinitos diagramas de una manera justificada es con la aproximación Rainbow

Improved descrita en esta tesis.

Como mostramos en la figura 4.2, la solución obtenida para la masa del

quark refleja esta ruptura de simetŕıa: la masa es casi nula en el UV y adquire

masas finitas en el IR. Sin embargo, nuestro objetivo principal era obtener un

método numérico que nos permitiera conseguir la forma del propagador del

quark (y aśı la masa running del quark y su constante de renormalización) en

la aproximación Rainbow Improved de manera más eficiente a la que se hab́ıa

encontrado en los trabajos previos.

Como se observa en la figura 4.5, en el régimen de ruptura de simetŕıa

quiral en el IR, el primer método (que ya hab́ıa sido implementado en trabajos

anteriores) ofrece una convergencia a las soluciones muy lenta. Esto hace que

el ajuste de parámetros, como las constantes de acoplamiento bare, respecto a

los resultados del lattice (que sean consistentes con la aproximación Rainbow

Improved) sea muy poco eficiente numéricamente. En la figura 4.6, se pueden

observar los resultados del nuevo método (ver sección 3), que nos permiten

reproducir los resultados del método anterior con solamente 3 iteraciones, res-
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pecto a los 232 iteraciones necesarias para la convergencia del método anterior.

No obstante, aún existen maneras de mejorar los resultados obtenidos. Uno

de los problemas que presenta la aproximación Rainbow Improved es la falla al

describir el comportamiento del factor de renormalización Zψ [25]. Esta falla

aparece también al considerar el primer orden de teoŕıa de perturbaciones (TP)

al calcular el propagador del quark [12]. La causa al problema está asociada

a no considerar diagramas que incluyan la interacción entre gluones y gluón-

ghost (el primer orden de la TP falla porque solo incluye la interacción quark-

gluón). En un trabajo reciente [21] fue realizado el cálculo al siguiente orden

en TP del propagador del quark y se obtuvieron mejoras sustanciales para

describir la función Zψ. Debido a que con una cantidad finita de diagramas los

resultados mejoran bastante cualitativamente, el siguiente paso es buscar una

continuación de la aproximación RI que contenga este tipo de interacciones.

Por ejemplo, considerar el siguiente diagrama:

Para ver una lista más exhaustiva de posibles diagramas a agregar ver [24].
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Apéndice A

Cálculo del propagador bare del

gluón

Como es usual al utilizar el método de integrales de caminos de Feynman

[28] (para un Lagrangiano con una parte cuadrática en los campos), calculamos

el propagador bare del gluón considerando la parte cuadrática en Aα en la

acción (2.1) usando el Lagrangiano en (2.2).

I[A] = −
∫
d4x
{ 1

4
(∂µA

α
ν (x)− ∂νAαµ(x))(∂µA

α
ν (x)− ∂νAαµ(x))+

1

2ξ
(∂µA

α
µ)2 +

m2

2
Aαµ(x)Aαµ(x)

}

=
−1

2

∫
d4x
{
∂µA

α
ν (x)∂µA

α
ν (x)− ∂µAαν (x)∂νA

α
µ(x)+

1

ξ
(∂µA

α
µ)2 +m2Aαµ(x)Aαµ(x)

}

=
−1

2

∫
d4xd4y δ(4)(x− y)

[
− Aαν (y)[∂µ∂µA

α
ν (x)] + Aαν (y)[∂µ∂νA

α
µ(x)]−

1

ξ
Aαν (y)[∂ν∂µA

α
µ(x)] +m2Aαµ(y)Aαµ(x)

]
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I[A] =

∫
d4xd4y

−1

2
Aαρ (x)Aβλ(y)

[
δαβ(−δρλ∂µ∂µδ(4)(x− y)+

∂ρ∂λδ
(4)(x− y)

(
1− 1

ξ

)
+m2δρλδ

(4)(x− y))
]
. (A.1)

En el último paso usamos que las derivadas parciales son siempre en la

variable x. Recordamos que el término que nos interesa es el que acompaña al

factor −1
2
Aαρ (x)Aβλ(y) en la integral (parte gaussiana de los gluones de la integral

de la ecuación (2.1)). A este factor se le llama kernel, se denota D, e invertirlo

nos permite hallar el propagador gaussiano. Para hacer esto consideramos su

transformada de Fourier, que hallamos fácilmente escribiendo la delta de Dirac

en la ecuación anterior en términos de integrales de 4-momentos:

Dαβ
µν (x, y) =

1

(2π)4

∫
d4p eipρ(xρ−yρ)δαβ

[
δµν(p

2 +m2)−pµpν
(

1− 1

ξ

)]
. (A.2)

Donde definimos p2 ≡ pµpµ. Vamos a invertir el kernel invirtiendo su trans-

formada y nos va a ser útil definir los proyectores ortogonal y lineal del 4-vector

de componentes pµ:

P⊥µν(p) ≡ δµν −
pµpν
p2

, (A.3)

P ‖µν(p) ≡
pµpν
p2

. (A.4)

Es fácil ver que son ambos proyectores y que P⊥(p)P ‖(p) = 0. Escribimos

ahora:

D̄αβ
µν (p) = δαβ

[(
P⊥µν(p) + P ‖µν(p)

)
(p2 +m2)− p2P ‖µν(p)

(
1− 1

ξ

)]
=

δαβ
[(
m2 + p2

)
P⊥µν(p) +

(
m2 +

1

ξ
p2
)
P ‖µν(p)

]
.

Entonces podemos obtener (usando las ecuaciones (A.3) y (A.4)):
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D̄αβ
µρ (p)P⊥ρν(p) = δαβP⊥µν(p)

(
m2 + p2

)
D̄αβ
µρ (p)P ‖ρν(p) = δαβP ‖µν(p)

(
m2 +

1

ξ
p2
)
.

De lo que finalmente llegamos a que (usando el hecho de que P⊥µν(p) +

P
‖
µν(p) = δµν) la forma del propagador gaussiano del gluón en el espacio de

4-momentos es la siguiente:

Gαβ
0,µν(p) = δαβ

[ P⊥µν(p)
m2 + p2

+
P
‖
µν(p)

m2 + 1
ξ
p2

]
.

54



Apéndice B

Ĺımite NC grande, caso más

general

Siguiendo la idea de t’Hooft [33] vamos a realizar la identificación de los

diagramas de Feynman de vaćıo como la que se muestra en la figura 2.1.

La asignación de las reglas de Feynman mostrada en la figura 2.1 y discutida

en la sección 2.4 permite realizar una identificación con superficies de dos

dimensiones, eso es, unimos cada ĺınea doble y cada loop de color es una cara

del poĺıgono resultante. Observando el poĺıgono, por cada cara tenemos un

factor NC (loop de color), por cada borde un 1/NC (un propagador) y por

cada vértice (vértice de interacción) un factor NC . En resumidas cuentas el

factor NC para un diagrama asociado a un poĺıgono de C caras, B bordes y V

vértices es:

Nχ
C ≡ NC+V−B

C . (B.1)

Donde reconocemos a χ la caracteŕıstica de Euler. Por otro lado, como cada

cara del poĺıgono es orientada, podemos asociarle una superficie orientada: por

ejemplo una esfera, un toro, un disco, pero no una botella de Klein (ver figura

B.1).

Se puede probar que (para una idea de la prueba ver [34]), si definimos para

estas últimas superficies M el número de “manijas” (o asas), y A el número

de “agujeros” entonces

χ = 2− 2M − A. (B.2)

Este resultado nos dice dos cosas importantes, la primera, es que el orden
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Figura B.1: Cómo pasar de diagramas de vaćıo a superficies orientadas en el caso
de un disco y en el caso de una esfera.

superior del desarrollo está dado para los diagramas que son esferas (no manijas

ni agujeros). La segunda que este orden superior tiene asociado un factor N2
C .

Surgen ahora las siguientes dos preguntas: 1-¿Cómo podemos identificar las

esferas viendo los diagramas de Feynman?. 2- ¿Cómo podemos asociar este

razonamiento al desarrollo en NC del propagador del quark (elemento central

de nuestro estudio)?.

La pregunta 1 se resuelve fácilmente mirando el ejemplo de la figura B.1.

En la segunda ĺınea de esta figura damos un ejemplo de un diagrama de vaćıo

que se transforma en una esfera. Vemos entonces, que para tener una esfera

debemos tener una “superficie exterior”. La única manera de obtener esta

superficie es teniendo un gluón que sea el borde del diagrama. Por otro lado,

en una esfera, no podemos distinguir cuál cara es la de “arriba”. Es decir, la

Regla (4) de Feynman nos debeŕıa permitir hacer que cada uno de los loops

internos se transforme en el loop de gluones externo. Esto solo se puede obtener

si todos los loops son de gluones y si el diagrama es planar, lo que permite

identificar una parte interna al loop donde no hayan ĺıneas y otra externa donde

se encuentren todas las ĺıneas del diagrama. Un diagrama planar es aquel que

puede dibujarse (Regla (4)) de tal manera que los propagadores se corten solo

en vértices de interacción (ver figura B.3).

El siguiente orden en el desarrollo viene dado por las esferas con un agujero

(A = 1 y M = 0), por el argumento anterior, las esferas con un solo agujero

son equivalentes a diagramas planares con un loop externo de quark. Estos

diagramas de vaćıo son por las ecuaciones (B.2) y (B.1) de orden NC .

56



Figura B.2: Ejemplo diagramas planares y no planares. Abajo dos diagramas equi-
valentes por la Regla (4), mostrando que es planar.

Hasta ahora nos hemos encargado de la pregunta 1. Ahora nos encargare-

mos de la pregunta 2. Podemos responderla fácilmente notando que, si quere-

mos obtener el orden superior en un desarrollo en NC para el propagador del

quark, basta con tomar los diagramas de vaćıo que son equivalentes al disco

y cortar en un punto la ĺınea de quark exterior (ver figura B.3). Al cortar la

ĺınea del quark perdemos un loop de color, pero perdemos una ĺınea interna

por dos externas, por lo que el orden en NC se mantiene.

Figura B.3: Primer orden en NC para el propagador del quark incluyendo solo
gluones.
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