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Introduccién.

Este trabajo se enmarca en el contexto de Criptografia de Curvas Elipticas'. Uno de
los topicos principales en dicha area son los criptosistemas basados en el Problema del
Logaritmo Discreto? (PLD) en Curvas elipticas. Este es un caso particular de criptosis-
temas de clave publica que basa su seguridad en la dificultad de resolver el PLD en un
grupo abeliano.

Inicialmente se tomé como grupo, el grupo multiplicativo de un cuerpo finito. Al ser
descubierto un algoritmo de tiempo subexponencial para resolver el PLD en esos grupos
(basado en el Index Calculus) se necesitaban claves cada vez més largas para garantizar
un buen nivel de seguridad.

En 1985 independientemente Koblitz y Miller propusieron utilizar el grupo forma-
do por los puntos racionales de una curva eliptica definida sobre un cuerpo finito. La
ventaja primordial, es que se lograban alcanzar los mismos niveles de seguridad que uti-
lizando el grupo multiplicativo de un cuerpo finito utilizando claves mucho maés cortas.
Esta caracteristica lo hacia ideal para ser utilizado en dispositivos con entornos operativos
restringidos (limitaciones de memoria, ancho de banda, potencia, etc).

Hasta el momento no se ha encontrado un algoritmo de tiempo subexponencial capaz
de resolver el PLD en curvas elipticas en general y se ha convertido en uno de los prin-
cipales estandares a ser utilizado en la actualidad. No todas las curvas elipticas definidas
sobre el mismo cuerpo finito ofrecen el mismo nivel de seguridad respecto del PLD. Se
conocen criterios que hacen a una curva débil, todos ellos se reducen de alguna forma a
alguna condicién sobre la cantidad de puntos racionales que posea la curva. Sin embrago,
aun es un problema en abierto determinar si el hecho de que dos curvas (definidas sobre
el mismo cuerpo finito) posean la misma cantidad de puntos racionales implica necesaria-
mente que la dificultad de resolver el PLD en ambas curvas sea equivalente.

Una manera de probar la equivalencia del PLD en dos grupos es encontrando un
isomorfismo entre ambos grupos que tanto él, como su inversa puedan ser computados
eficientemente (digamos, en tiempo polinomial por ejemplo). Esto es facil de ver, dado
que los isomorfismos preservan el orden de los elementos. Generalizando esta idea, se
puede llegar a la conclusién que basta con que haya una cadena de homomorfismos de
grupo (cada una con kernel de cardinal pequeno® y conocido) que partiendo de uno de los
grupos llegue al otro; en este caso cada homomorfismo debe ser eficientemente computable.

LAbreviado ECC, por sus siglas en inglés.

2Se recuerda que el Problema del Logaritmo Discreto (PLD) en un grupo (G, +) consiste en, dados
dos elementos Py @ del grupo G con Q € (P), hallar n € Z tal que Q = nP.

3Suficientemente pequefio para poder calcular el PLD en ellos.
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6 INTRODUCCION.

Para el caso particular de curvas elipticas, los homomorfismos de grupo mas naturales
a considerar vienen dado por isogenias (que son mapas racionales entre ambas curvas que
preservan el elemento neutro). El tipo de curvas elipticas consideradas para criptografia
(en el contexto del logaritmo discreto) son las llamadas ordinarias. De ese modo, para
poder probar algun resultado de equivalencia entre el PLD entre diferentes curvas elipti-
cas, resulta natural considerar como objeto natural de estudio al grafo formado por curvas
elipticas ordinarias y aristas dada por isogenias.

En 1996 Kohel realizé un estudio sobre el grafo de isogenias de curvas ordinarias en su
tesis de doctorado [25], a partir de ahif una cantidad considerable articulos y trabajos en
ECC fueron desarrollados y actualmente sigue siendo un area de desarrollo activa; en la
seccién final de esta tesis (pagina 121), se da un resumen de los trabajos més destacados
en esta linea y algunos problemas en abierto en los que se sigue trabajando.

En direccién a determinar la equivalencia del PLD entre curvas elipticas de igual
cardinal, uno de los principales resultados es un Teorema de Jao, Miller y Venkatesan
(Teorema 1.1 de [24]) en donde prueban que, asumiendo la Hipdtesis de Riemann Gene-
ralizada, la respuesta es en cierto sentido afirmativa para curvas elipticas definidas sobre
el mismo cuerpo finito, misma cantidad de puntos y mismo tipo de anillo de endomorfismo.

El Teorema de Jao, Miller y Venkatesan es el primer resultado de autoreducibilidad
aleatoria en este contexto, el concepto de autoreducibilidad aleatoria se refiere de alguna
forma a que es posible reducir el peor caso a un caso aleatorio, de modo que informalmente
podriamos decir que la dificultad entre distintas instancias del problema es equivalente.

Visto desde el punto de vista practico, computacionalmente podemos aprovechar este
resultado de dos formas, segiin como se interprete. Una de ellas es, si tenemos seguridad de
que una curva eliptica es buena (por ejemplo porque ha sido usada por mucho tiempo en
la practica y ha resistido a variados ataques), entonces podemos computar masivamente
curvas buenas, implementando un algoritmo capaz de producir en forma sistematica curvas
con el mismo cardinal que la curva considerada buena, esta idea aparece en el articulo [30].

La otra interpretacién es, si se llegase a descubrir un algoritmo eficiente para resolver
el PLD en un conjunto S de curvas elipticas con el mismo cardinal que una curva elipti-
ca F, en la cual queremos resolver el PLD, entonces tendriamos que poder construir un
algoritmo capaz de computar el logaritmo discreto en E a partir de que conocemos como
resolver el logaritmo discreto en las curvas de S. Este es justamente el enfoque de esta
tesis, estudiar los aspectos computacionales y desarrollar algoritmos que estén vincula-
dos con esta interpretacién del resultado de autoreducibilidad aleatoria de Jao, Miller y
Venkatesan.

En esta tesis, observando cuales son los puntos clave que deberia tener un algoritmo
capaz de llevar a cabo esta autoreduccién aleatoria, definimos los axiomas de un tipo de
algoritmo que llamaremos (Ran,Red) y observamos que la estrategia que proponen Jao
Miller y Venkatesan en [24] entran en el marco del algoritmo de autoreducibilidad aleatoria
(Ran,Red). Analizamos en detalle cada una de las componentes del algoritmo (Ran,Red)
para este caso, describiéndolas paso a paso, e implementando todos los algoritmos usando
Sage [37].
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En la mayoria de los casos, se otorga el cédigo Sage para los algoritmos aqui im-
plementados; para algunos algoritmos que son utilizados como subrutinas, se los de-
scribe detalladamente pero se deja a disposicion el cédigo de Sage en mi pagina personal
http://www.fing.edu.uy/~cqureshi/.

Respecto a la estructura de la tesis, esta estd constituida de tres capitulos.

En el primer capitulo se exponen resultados cldsicos sobre curvas elipticas, algunas
ya vistas en la monografia pero desde otro enfoque, siguiendo escencialmente el libro de
Silverman “The Arithmetic of Elliptic Curves” (muchas veces dejandolo como referencia
para consultar detalles de algunos resultados).

En el segundo capitulo comenzaremos estudiando resultados muchos més especificos
en torno al grafo de isogenias de curvas ordinarias, que sirven para comprender el teorema
principal de Jao, Miller y Venkatesan sobre autoreducibilidad aleatoria [24], y dan base
para comprender los algoritmos desarrollados en Sage en el capitulo posterior. También se
dard una implementaciéon del grafo de f-isogenias en Sage para un caso concreto basado
en el articulo [14] y culminaremos el capitulo analizando en detalle los principales pasos
del Teorema de Jao, Miller y Venkatesan. En esta parte las referencias principales seran
la tesis de doctorado de Kohel, el excelente libro de David.A.Cox “Primes of the form
22 + ny®” y el articulo de Jao-Miller-Venkatesan referido anteriormente.

En el tercer y dltimo capitulo presentaremos nuestro algoritmo (Ran,Red) de autore-
ducibilidad aleatoria, analizaremos en detalle todas sus componentes, analizando los prin-
cipales algoritmos y problemas computacionales relacionados. En particular abordaremos
el problema de la computaciéon de polinomios modulares, repasando la teoria de formas
modulares relacionada y discutiendo los distintos enfoques utilizados por diversos autores
relacionado a su implementacion; se incluird ademés una implementacion realizada en Sage.
Se discutirdan algunos problemas (tedricos y de implementacién) en abierto que giran en
torno al Teorema de Jao, Miller y Venkatesan de autoreducibiliada aleatoria (que tiene
consecuencia directa con la eficiencia de nuestra implementacién del algoritmo (Ran,Red))
y en general respecto a algoritmos relacionados con la estructura del grafo volcan de iso-
genias. Se culmina dando una idea del estado actual del arte en lo referente a resultados
computacionales vinculados con la tesis de Kohel.






Capitulo 1
Conceptos basicos sobre curvas elipticas

En esta seccion haremos un repaso de algunos conceptos bésicos, pero importantes en
el posterior desarrollo de la tesis. Se daran todas las definiciones necesarias para entender
los resultados, pero en las pruebas a veces se utilizaran algunos conceptos bésicos de geo-
metria algebraica que pueden encontrarse, por ejemplo, en el libro de Fulton [15].

1. Geometria Algebraica Racional, Curvas Elipticas e Isogenias.

Denotaremos por K un cuerpo finito o de caracteristica 0 y fijemos K una clausura
algebrica de K, la ventaja de trabajar en tales cuerpos es que son perfectos (es decir, toda
extension algebraica es separable). Recordemos que una extensién K C L es algebraica si
todo s € L es algebraico sobre K (es decir, verifica un polinomio con coeficientes en K) y
que la extension sea separable significa que el polinomio irreducible de cualquier elemento
s € IL sobre K no posee raices miltiples cuando factoriza en una clausura algebraica de K
(que serd denotada de aqui en més por K). A las raices del polinomio irreducible de s sobre
K en K les llamamos los conjugados de s que denotaremos por s; = s, S, 83, . . ., S, (donde
n = deg(Irrk(s))). En el caso que K C L sea separable y finita entonces L. = K(s) para
algin s € L (Teorema del elemento primitivo), asi que tenemos exactamente n monomorfis-
mos de cuerpos o; : . — K caracterizados por la propiedad o;(s) = s; parai = 1,2,...,n.
Si todos esos morfismos verifican que su imagen esta contenida en L entonces decimos que
la extensién K C L es normal y el conjunto de tales morfismos forman un grupo con la
composicién, denotado por Gal(L/K) (el grupo de Galois de LL sobre K).

Para el caso que la extensiéon K C L sea finita y de Galois (es decir, separable y
normal), entonces el teorema de correspondencia de Galois establece una correspondencia
biunivoca entre los cuerpos intermedios entre K y L y los subgrupos de G = Gal(L/K).
La correspondencia viene dada por:

{Cuerpos intermedios entre K y L} -2 {Subgrupos de Gal(L/K)}
H s Gal(L/H)

Cuya inversa viene dada por:

{Subgrupos de Gal(L/K)} N {Cuerpos intermedios entre K y L}
Hw— LY ={z eL:o(x) =z para toda o € H}
Ademas tanto ¢ como v revierten las inclusiones y preservan los grados, es decir:

[Hy : Ho] = [p(Hsa) : o(H1)] y [Hy @ Ho] = [¢(Hz) : (H)].

En muchas ocasiones, especialmente cuando deseamos verificar racionalidad, nos in-
teresard trabajar con el grupo de Galois absoluto, que cuando el cuerpo base K es perfecto

9



10 1. CONCEPTOS BASICOS SOBRE CURVAS ELIPTICAS

no es otra cosa que Gal(K/K) = {0 : K — K : 0|x = idx} (observemos que la exten-
sién algebraica K C K es autométicamente normal y es separable porque K es perfecto
asi que es una extensién de Galois). El teorema de correspondencia de Galois en este caso
establece una biyeccién entre los cuerpos intermedios entre K y K y los subgrupos cerra-
dos de G = Gal(K/K) (donde la topologfa en G es la inducida por la topologia producto
II__—K, cada factor K con la topologfa discreta), la correspondencia es similar que para

reK .
el caso finito.

1.1. Curvas Algebraicas.

Definicién 1.1. El espacio afin n—dimensional sobre K viene dado por:

A" = A"(K) = {(21,22,...,2,) 1 €K, 1 <i < n}

Definicién 1.2. El espacio proyectivo n—dimensional sobre K viene dado por:
_ An—l—l _ {0}

~

P" donde P~ Q < IN € K, A # 0 tal que P = \Q

La clase de equivalencia de P = (x1,x2,...,2Tp4+1) serd denotada por [x1 : zg : ... :
Tni1] ={A\P: X €K }.

Sio € Gal(K/K)y P = (21,22, ...,2,) € A" definimos o(P) = (o(x1),0(x2),...,0(x,)),
esto define una accién de grupos Gal(K/K) x A" — A". Esta accién verifica o(AP) =
o(\)o(P) para todo P € A" y X e K (es decir P ~ Q = o(P) ~ o(Q)) asi que induce
una accién Gal(K/K) x P* — P,

Definicién 1.3. Decimos que un subconjunto D C P" (6 C A") estd definido sobre K
si D =o0(D) ={o(z) : « € D} para todo o € Gal(K/K) (obs: que D esté definido sobre
K no significa que los elementos de D estén definidos sobre K).

Si F € K[X,Y, Z] es un polinomio homogéneo de grado k (i.e. suma de monomios de
grado k) y P = (20,90, 20) € A% es tal que F(P) = 0 entonces para todo A € K tenemos
que F(AP) = F(\xo, \yo, \z0) = A F(z0,90,20) = 0, por lo tanto ser un cero de F' no
depende de la clase de equivalencia asi que tiene sentido hablar de los ceros de F en P2.

Definicién 1.4. Una curva plana proyectiva C es el conjunto de ceros en P? de un
polinomio homogéneo irreducible F' € K[X,Y, Z]:
C={PcP?.F(P)=0}

Decimos que la curva C esté definida sobre K si es el conjunto de ceros de un polinomio
F definido sobre K (es decir, tal que sus coeficientes estén en K). En este caso definimos
el conjunto de sus puntos racionales como:

C(K) = {P € C:0o(P) = P para todo o € Gal(K/K)}

Siun punto P = [z1 : ... : &py1] € P permanece fijo por todos los elementos de
Gal(K/K) entonces tomando cualquier coordenada z; # 0 tenemos que z;/z; € K para
1 < j <n+1, cuando esto pasa se dice que el punto P es K—racional o que estd definido
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sobre K.

Con esta ultima nomenclatura, los puntos K—racionales de la curva C/K no son otra
cosa que las raices de I’ que estan definidas sobre K. Se observa que este conjunto podria
ser vacio (por ejemplo si F(X,Y,Z) = X2+ Y2+ 722 y K= Q).

Definicién 1.5. El anillo de polinomios sobre la curva C : FI(X,Y, Z) = 0 viene dado

por:

K[X,Y, Z]

INC) = —~1—~
O Fx Y 2)

El ideal I = (F) es homogéneo, es decir, si G = Gy + G1 + ... + Gy, € I con G; poli-
nomio homogéneo de grado i (convenimos que el polinomio nulo es homogéneo de todos
los grados) entonces cada G; € I. En efecto, si H = Hy+ H; +...+ Hy con H; homogéneo
de grado ¢ entonces HF = HoF + H1F + ... + HiF', donde los H;F' son homogéneos de
distinto grado (pues F lo es) para i = 1,2,...,k. Concluimos entonces que cada una de
las componentes homogeneas de HF' van a ser también multiplo de F'.

Definicién 1.6. Si g € I'(C) decimos que g es una d-forma (o simplemente una forma
si se sobreentiende el grado) si g = G con G € K[X,Y, Z] homogéneo de grado d (donde G
denota la clase de G en I'(C)). Si existe algiin representante G € K[X,Y, Z] decimos que
la forma g estd definida sobre K o que es K—racional.

Observacién 1.7. Todo elemento g € T'(C) se escribe de forma tnica como suma de
formas no nulas.

Demostracion: Todo polinomio es suma de polinomios homogéneos asi que g es suma de
formas, para la unicidad observemos que si G—G' € I = (F) con G = Go+G1+...+Gr y
G' = Gy+G'+...+G), (con G; y G; polinomios homogéneos de grado i parai =0, 1,...,k)
entonces G — G' = Zf:o(Gi — G!) € I con G; — G homogéneo de grado i. Puesto que I
es homogéneo se tendrd que G; — G, € I parai=1,2,...,k como queriamos probar.

Como F es irreducible, el anillo de polinomios en C es un dominio de integridad por
lo tanto podemos considerar su cuerpo de fracciones y dentro de éste el subconjunto:

K(C) = {% : g, h formas del mismo grado en I'(C), h # 0}

cuyos elementos llamaremos funciones meromorfas en C. Dentro del cuerpo de funciones
meromorfas en C se encuentra el subcuerpo de funciones K—racionales dado por:

K(C) = {% : g, h formas K—racionales del mismo grado en I'(C), h # 0}

Definicién 1.8. Sea C la curva definida por F' (donde F € K[X,Y, Z] es un polinomio
homogéneo irreducible) y f = G/H una funcién meromorfa no nula en C, donde G y H
son polinomios homogéneos del mismo grado (G y H son las clases médulo F de dichos
polinomios). Si P € P? definimos el orden de P en C como:

ordp(f)=I1(P,FNG)—I(P,FNH)

donde I(P, F' N G) denota el indice de interseccion de F' con G en P (ver pag. 37 y 54 de
[15]) que es una medida de la multiplicidad de la interseccién de F' con G, por ejemplo, si
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ambas curvas se cortan transversalmente en P ese indice vale 1. Dicho indice solo depende
de P,F y f (y no de los polinomios G y H escogidos para representar a f).

Se puede demostrar que en el caso que ordp(f) > 0 su valor en P estd bien definido y
no depende del representante elegido para escribir a P, denotamos dicho valor por f(P)
ademds f(P) = 0 solo en el caso que ordp(f) > 0.

Definicién 1.9. Con las mismas notaciones que en la definicién anterior, tenemos dos
casos especiales a destacar:

» Siordp(f) = —n < 0 decimos que f tiene en P un polo de orden n.
» Siordp(f) =n > 0 decimos que f tiene en P un cero de orden n.

Observacién 1.10. El hecho que G y H sean no nulas, como F es irreducible, es equi-
valente a pedir que G y H no tengan componentes comunes con F', luego tanto (P, FNG)
como I(P, F N H) son naturales para cada P € P2. Ademds F y G no pueden tener infini-
tas raices comunes al no tener componentes comunes (es consecuencia directa de Bezout,
pero puede verse mucho més elementalmente por ejemplo en la pag. 9 de [15]) asi que
I(P,FNG) = 0 para todo P € P? salvo una cantidad finita de puntos (las rafces comunes
de F'y ), la misma conclusién vale con F'y H, por lo tanto toda funcién meromorfa en
C no nula solo puede tener un nimero finito de ceros y de polos en P2.

De hecho, usando Bezout podemos decir un poco maés, que la suma de los ordenes de los
ceros y polos contados con multiplicidades da 0. En efecto, con las notaciones anteriores,
dicha suma viene dada por:

> ordp(f) =Y I(P,FNG)— > I(P,FNH)=gr(F)gr(G) - gr(F)gr(H) =
peC peC peC

= gr(F)(gr(C) — gr(H)) = 0

1.1.1. FEspacios de Riemann-Roch. Una idea interesante para estudiar las curvas es
a través de sus funciones meromorfas, la idea es elegir una cierta cantidad finita de puntos
de la curva Py, P, ..., P, € C y considerar el conjunto de las funciones f que cumplan
con las restricciones ordp,(f) > n; para ciertos n; enteros prefijados (si n; = n > 0 es-
tamos pidiendo que f tenga un cero en P de orden al menos n;, si n; = —n < 0 que si
llega a tener polo en P; su orden no supere a n y si n; = 0 que no tenga polos en F;).
El conjunto de tales funciones junto con la funcién nula forman un espacio vectorial de
dimensién finita (los espacios de Riemann-Roch asociados a la curva C) cuyo estudio nos
brindaran informacion escencial de la curva C. La nocién de divisor en una curva C permite
una formulacién mas elegante de los resultados, asi que comenzemos definiendo esta nocién.

Definiciéon 1.11. Un divisor D en una curva C es una suma formal de puntos de
la curva, D = 3 pecnpP donde los np € Z son todos nulos salvo una cantidad finita.
Se conviene en que pueden omitirse aquellos términos que corresponden a puntos P con
np = 0, si np = 0 para todo P € C escribimos D = 0 y lo llamamos divisor nulo. Al
conjunto de todos los divisores de la curva los denotaremos por Div(C).

Se observa que Div(C) tiene estructura natural de grupo abeliano definiendo la suma
coordenada a coordenada y un orden dado por D =) p_onpP > D' =3 p o npP siem-
pre que np > n’p para todo P € C (que es lo mismo que decir que D — D’ > 0). Una
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importante cantidad asociada a un divisor es lo que llamamos su grado.

Definicién 1.12. Si D = ) . n;P; € Div(C) entonces definimos su grado como
deg(D) = >, n;.

Se observa que el grado deg : Div(C) — Z es un epimorfismo de grupos ordenados.

En el caso que la curva C este definida sobre K entonces la accién de Gal(K/K) en P?
se puede restringir a una accién en C (puesto que si P € C = F(o(P)) = o(F(P)) =0 (la
segunda igualdad es porque F tiene coeficientes en K) = o(P) € C). Para o € Gal(K/K)
y D =3%",n;P; € Div(C) definimos o(D) = >, n;o(P) (donde la accién de Gal(K/K) en
C es la accién en P? restringida), asi que para curvas K—racionales tenemos que Gal(K/K)
actua en el conjunto de divisores Div(C) en la forma que acabamos de mencionar.

Definicion 1.13. Un divisor D € Dz'v(_C) se dice que es K—racional o definido so-
bre K si o(D) = D para todo o € Gal(K/K) (obs: esto no implica que su soporte
sop(D) = {P € C : n, # 0} esté contenido en K).

Ahora definiremos una clase distinguida de divisores que vienen asociados a funciones
meromorfas.

Definicion 1.14. Sea f una funcién meromorfa no nula en la curva C, definimos su
divisor de ceros y polos como:

div(f) = Z ord(P)P

pPeC

Es efectivamente un divisor, pues como mencionamos antes (Obs. 1.10), toda funcién
meromorfa tiene una cantidad finita de ceros y polos. Al conjunto de dichos divisores los
llamaremos divisores principales.

Ademas como toda funcién meromorfa no nula tiene la misma cantidad de ceros que
de polos contados con multiplicidades, los divisores principales tienen todos grado cero.
Observemos que los divisores de grado cero son un subgrupo del grupo de divisores de una
curva.

Ahora ya tenemos todas las notaciones necesarias para definir en forma elegante los
espacios de Riemann-Roch.

Definicién 1.15 (Espacios de Riemann-Roch.). Sea C una curva y D € Div(C) defi-
nimos el espacio de Riemann-Roch asociado al divisor D como el conjunto:

L(D) = {f e K(C) : div(f) + D > 0} U {0}

Para cuando el divisor D estéd definido sobre K tenemos también la version K—racional
de dichos espacios:

Lx(D) = {f € K(C) : div(f) + D > 0} U {0}
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Observemos que si D = ), -npP tenemos que los np son todos ceros salvo para
una cantidad finita de puntos P € C, si np = n > 0 entonces le estamos pidiendo a f
que tenga un cero de orden al menos n en P mientras que si np = —n < 0 le estamos
pidiendo que si llega a tener polo en P su orden no supere a n. A partir de la observacién
no es dificil ver que los espacios de Riemann-Roch asociados son espacios vectoriales. Es
importante observar que para el caso de que el divisor D tenga grado negativo el espacio
L(D) = {0} (en efecto, si £L(D) tuviese alguna funcién meromorfa no nula f tendriamos
que 0 = deg(div(f)) > deg(—D) y por lo tanto deg(D) > 0). Un resultado importante es
que para cada divisor D, el espacio vectorial £(D) es de dimensién finita (cuya dimensién
lo denotaremos ¢(D)) y de hecho verifican el Teorema de Riemann-Roch:

Teorema 1.16 (Riemann-Roch). Eziste un divisor W € Div(C) y un natural g (lla-
mado género de la curva) tal que para todo divisor D € Div(C) se cumple que:

(D) = deg(D) +¢(W —-D)—g+1

Una prueba de este Teorema puede verse por ejemplo en la pagina 108 de [15].

Nota: En el caso que el divisor D estd definido sobre K entonces puede probarse que
dim(Lx (D)) = ¢(D), es decir, se puede encontrar una base de £(D) formada por funciones
meromorfas en C definidas sobre K (ver [35] pag.36).

1.1.2.  El género de una curva. Observemos que para divisores D tales que deg(D) >
deg(W) entonces deg(W — D) < 0y por lo tanto /(W — D) = 0. Luego en virtud de
Riemann-Roch se tiene que ¢(D) = deg(D) — g + 1 para divisores D con grado suficiente-
mente grande (de hecho para deg(D) > —(W — D)) luego el género g esta univocamente
determinado.

Para el caso particular de curvas planas, cuando el polinomio F' que define la cur-
va C es no singular (su gradiente nunca se anula) puede probarse que g = W
donde n = deg(F'). Cuando F es singular pero todos sus puntos multiples son ordina-
rios (sin tangentes multiples) entonces el género de la curva puede calcularse por g =
(n=Dn=2) _ > pec W donde mp es la multiplicidad del punto P (ver [15] Proposi-

2
cién 5, pagina 102).

Otra forma de calcular el género es a través de cubrimientos, para ello introduciremos
los mapas racionales entre curvas no singulares. Comenzamos recordando los conceptos de
singularidad, anillo local y uniformizantes.

Definicion 1.17. Si C es una curva definida por una curva £, un punto singular de la
curva es un punto P € C que verifica VF(P) = 0. Si la curva C no posee puntos singulares
se dice que la curva es no singular o suave.

1.1.8.  Anillo local, uniformizante, grado de un mapa racional. Si C es una curva y
P € C se define el anillo local de C en P como el conjunto de funciones f € K(C) definidas
en Py es denotado por Op(C). El anillo local Op(C) es efectivamente un anillo local en
el sentido que posee un tnico ideal maximal el cual es denotado por Mp(C), dicho ideal
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esté formado por las funciones que se anulan en P, las cuales son los elementos no inver-
tibles de Op(C) (por detalles ver [15] pagina 21).

Cuando P es un punto no singular de la curva C el anillo local Op(C) resulta ser
un anillo de valuacién discreta (y por lo tanto Mp(C) es un ideal principal), a un gener-
ador de Mp(C) se le llama uniformizante local de C en P (o simplemente uniformizante).
Toda funcién f € Op(C) se escribe como f = ut™ con u(P) # 0, ¢t una uniformizante
local y n € N, donde n estd univocamente determinado y se denota por ordp(f) (por
detalles ver [15] pagina 34). Si f tiene un polo en P entonces 1/f € Op(C) y se define
ordp(f) = —ordp(1/f); esta definicién coincide con la dada anteriormente usando el indice
de interseccién (ver [15] pagina 40).

Definiciéon 1.18. Si C es una curva no singular, un mapa polinomial es una fun-
cion ¢ = [py : p2 : p3] : C — P? donde p1,p2 v p3 € K(C), si P € C y t es una uni-
formizante en P entonces definimos ¢(P) = [t "p1(P) : t "pa(P) : t "p3(P)] donde
n = min{ordp(p1),ordp(p2),ordp(ps)}, dicho valor no depende de la uniformizante es-
cogida.

Definicién 1.19. Un mapa racional ¢ : C; — Cs entre dos curvas no singulares! C; y
Co, es un mapa polinomial que verifica que ¢(P) € Cy para todo P € C;.

Una remarcable propiedad de dichos mapas es que o bien son constantes o sobreyec-
tivos. En el caso que el mapa ¢ : C; — Co sea sobreyectivo este induce un morfismo no
nulo ¢* : K(C3) — K(C4) entre los cuerpos de funciones, dado por ¢*(f) = fo ¢ y por
ende una extensién de cuerpos ¢*K(Cs) C K(Ch).

Definicion 1.20. El grado de un mapa racional ¢ : C; — Cy entre dos curvas no
singulares se define como deg(¢) = [¢*K(C2) : K(C1)] (observemos que esta extension es
finita por ser ambos cuerpos finitamente generados y tener grado de trascendencia 1 sobre
K).

Considerando la clausura separable de ¢*K(Cz) en K(C1), que denotaremos por ¢*K(Cz)*?
podemos factorizar nuestra extensién como una parte separable ¢*K(Cy) C ¢*K(C2)*P y
una parte puramente inseparable ¢*K(Cq)*P C K(Cy).

Definiciéon 1.21. El grado de separabilidad de un mapa racional ¢ : C; — Co entre
dos curvas no singulares se define como deg (o) = [¢p*K(C2)*P : ¢*K(C2)] y el grado de
inseparabilidad como deg;(¢) = [K(Cy) : ¢*K(Ca)*P].

Observemos que deg(¢) = deg,(¢) deg;(¢) y que en el caso de caracteristica 0 no hay
inseparabilidad y por lo tanto deg;(¢) = 1 mientras que en el caso de caracteristica p > 0
se tiene que deg;(¢) = p* para algiin k € N (Corolario A.5 del Apéndice).

Ipara curvas con puntos singulares también se definen los mapas racionales, pero estos pueden no
estar definidos en todos los puntos, en estos casos la condicién que hay que pedirle es que ¢(P) € C2 para
todo P € C;1 en donde ¢ estd definida.
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Definicion 1.22. Un mapa racional ¢ : C; — Cs entre curvas no singulares se dice que
es separable si deg;(¢) = 1 y puramente inseparable cuando deg,(¢) = 1 (o sea, cuando
la extensién de cuerpos que genera es separable o puramente inseparable respectivamente).

Mas adelante, cuando hablemos de isogenias, veremos mas geométricamente que sig-
nificado tienen los grados de separabilidad e inseparabilidad. Por 1ltimo la nocién de
isomorfismo.

Definicién 1.23 (Isomorfismo). Un mapa racional ¢ : C; — C3 entre curvas no singu-
lares se dice que es un isomorfismo si es biyectivo y su inversa ¢! : Co — C; es un mapa
racional. Si existe un isomorfismo entre dos curvas se dice que las curvas son isomorfas.

Un isomorfismo entre dos curvas no singulares siempre induce un isomorfismo entre
los cuerpos de funciones correspondientes. El hecho de que un mapa racional sea biyectivo
no asegura que su inversa lo sea (un ejemplo es el morfismo de Frobenius que veremos més
adelante). No obstante, lo que si vale es que todo mapa de grado 1 entre curvas no singu-
lares resulta ser un isomorfismo, lo cual puede verse como consecuencia de un isomorfismo
de categorias que hablaremos a continuacién (Cor 2.4.1 [35]).

1.1.4. Isomorfismo categorico. Comenzemos recordando la definicion més general de
curvas.

Definicién 1.24 (Curvas en general). Una hipersuperficie (proyectiva) H es el conjun-
to de ceros en P* = P"(K) de un polinomio homogéneo irreducible F' € K[Xq, X1,..., X,].
Un conjunto algebraico (proyectivo) es una interseccién finita de hipersuperficies. Un
conjunto algebraico V es una variedad algebraica si no es unién de dos conjuntos al-
gebraicos propios no vacios (equivalentemente si el ideal de K[Xo, X1,...,X,] forma-
dos por aquellos polinomios que se anulan en el conjunto algebraico es un ideal pri-
mo). Si V es una variedad algebraica se definen, el anillo de polinomios sobre V como
r) = K[Xo, X1, ..., X,]/I(V), el cuerpo de funciones meromorfas en ¥ como K(V) =
{% : g, h formas K—racionales del mismo grado en T'(C), h # 0} y la dimensién de la va-
riedad algebraica V como el grado de trascendencia de la extensién K C K(V). Una curva
es una variedad algebraica de dimensién 1 (esta definicién coincide con la dada para curvas
planas en el caso en que n = 2).

Todos los conceptos vistos antes para curvas planas se generalizan para curvas alge-
braicas en general.

La extensién de cuerpos inducida por un mapa entre curvas no singulares (no nece-
sariamente planas) establece un isomorfimo de categorias (ver el libro de Silverman [35],
Teo. 2.4 por més detalles y referencias) entre la categoria que tiene como objetos curvas
no singulares definidos sobre K y como flechas mapas racionales no constantes definidos
sobre K y la categoria cuyos objetos son extensiones de cuerpo L|K de grado de trascen-
dencia 1 tales que LNK = K y cuyas flechas son los K-morfismos. De ese modo el cuerpo
¢*(K(Cq))*P resulta ser un cuerpo de funciones K(C) para alguna curva no singular C y el
isomorfismo anterior nos brinda una factorizacion de ¢:
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K(Cy) C1
Jp; lqﬁ

K(C2)*? = K(C) ~ C
Jer |o

K(C2) Co

de donde todo mapa ¢ factoriza como ¢ = ¢o0¢1 donde ¢ es separable y ¢ puramente
inseparable. Sacaremos mas provecho de este isomorfismo cuando veamos los teoremas de
factorizacién para isogenias en la seccién siguiente.

1.1.5.  Ramificacion. Consideremos un mapa ¢ : C; — Co entre curvas no singulares,
P un punto de la curva C; y t4(p) una uniformizante en ¢(P) para la curva Cy. Observe-
mos que ¢*typy(P) = typ)(¢(P)) = 0 por definicién de uniformizante, lo cual implica
que ¢*typy € Mp(C1) pero no necesariamente va a ser una uniformizante en P, cuando
esto sucede decimos que ¢ es no ramificado en P. Definimos ramificacién:

Definicién 1.25. Con las notaciones de antes, se define el indice de ramificacion de
¢ en P como ey(P) = ordp(¢*typy). Decimos que el mapa ¢ es no ramificado cuando
es(P) =1 para todo P € C; (o sea, cuando no hay ramificacion).

Geométricamente el grado representa la cantidad de preimagenes de un punto si conta-
mos cada preimagen tantas veces como lo indica su ramificacién (ver [35] Prop.2.6, pdgina
28).

FIGURA 1. Cubrimiento (o mapa) ramificado de grado 3

1.1.6. Foérmula de Hurwitz. Una interesante conexién entre mapas racionales entre
dos curvas no singulares y sus géneros viene dado por la famosa férmula de Hurwitz.

Teorema 1.26 (Férmula de Hurwitz). Si ¢ : C; — Cy es un mapa racional separable y
no constante, entre dos curvas no singulares de géneros g1 y go respectivamente se cumple
que:

291 — 2 > (deg ¢) (292 — 2) + Y _ (es(P) — 1)
PeCy
con iqualdad si y solo si la caracteristica del cuerpo es 0 o la caracteristica esp >0 y p
no divide a ningin eg(P) (ver [35] Teorema 5.9, pagina 41).
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Vamos ahora a concentrarnos de aqui en mas en el caso que nos interesa que son las
curvas de género 1.

1.2. Curvas Elipticas.

Definicién 1.27. Una curva eliptica definida sobre K es una pareja (C, Q) donde C
es una curva no singular K—racional de género 1 y O un punto K—racional de la curva C.

Por ejemplo si C es una curva plana definida por un polinomio homogéneo no sin-
gular F(X,Y) = Y2+ a1 XY + a3y — (X3 + a2 X? + a4 X + ag) (o sea por los ceros de
F (X,Y,Z) = Z3F(%, %) en P2) de tercer grado entonces, por la observacién hecha al
principio de 1.1.2, su género serd (3 —1)(3 —2)/2 = 1 y tomando por ejemplo el punto
O =1[0:1:0] € C resulta que (C,0) es una curva eliptica. De hecho toda curva eliptica
es isomorfa a una de esa forma, como observaremos mas adelante, recordando porque.

Observacion 1.28. Nos resultara 1til observar que si la curva eliptica (C, O) estd defini-
da por un polinomio cibico no singular F' como mencionamos arriba entonces las funciones
coordenadas v = X/Z e y = Y/Z tienen un polo de orden 2 y 3 en O = [0 : 1 : 0] respec-
tivamente y ningin otro polo.)

Demostracion: Observemos que los posibles polos de x e y solo pueden darse en los
ceros de Z, pero el sistema:

{ Y2Z + a1 XY Z +a3YZ? — X3 —asX%Z —ay X Z% — agZ> = 0
Z =0

tiene como solucién Z = X = 0 y por lo tanto el inico cero de Z es [0:1:0] = O.

Calculamos ahora los respectivos indices de interseccién de X,Y y Z con C en el punto

S

(0, XNF) = I((0,0), XNZ+a1 X Z+a3 2>~ X3 a9 X? Z—ay X Z*—ag Z%) = 1

IO, YNF)=0 puesO¢Y

1(0,ZNF) = 1((0,0), ZNZ4a1 X Z+a3 Z?— X3 —ay X2 Z—ay X 7% —as Z3) = 1((0,0), ZN—-X3) =3
Finalmente podemos calcular los érdenes que queriamos:

ordo(x) =I1(0,XNF)-1(0,ZNF) = -2

ordo(y) = 1(O,YNF)-I1(0,ZNF) = -3

O

Corolario 1.29. Se verifica que {1,z} es base de L(20) y que {1,z,y} es base de
L(30).

Demostracion: Consecuencia directa de la proposicién anterior y el Teorema de Riemann-
Roch.

Para el caso especial de curvas de género 1 el teorema de Riemann-Roch nos dice
que {(D) — (W — D) = deg(D) donde el divisor W tiene grado 2g — 2 = 0 (Coro-
lario de la Proposicién 8 de [15] pagina 107). Por lo tanto si deg(D) > 1 tenemos que
deg(W — D) = deg(W) — deg(D) < —1 < 0 y por lo tanto £(W — D) = 0 asi que se da la
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igualdad ¢(D) = deg(D) siempre que deg(D) > 0.

Teorema 1.30 (Forma Normal de Weierstrass.). Si E/K es una curva eliptica con
punto distinguido O € E(K) entonces existen f,g € K(E) tal que el mapa ¢ : E — P?
dado por ¢ = [f : g : 1] define un isomorfismo de E/K en una cibica no singular
C: Y2+ XY +a3Y = X3+ asX?+ asX + ag con ay,as,as,as,a6 € K cumpliendo
ademds que $(O) =1[0:1:0].

Demostracion: Como £(O) = deg(O) = 1 = el espacio de Riemann-Roch asociado
al divisor O esta formado por las constantes, luego no hay funciones con un tinico polo
simple en O.

Como £(20) = deg(20) = 2 = existe una base {1, f} —4 £(20) donde podemos elegir
f € K(E) dado que el divisor 20 es K—racional.

Como £(30) = deg(30) = 3 = Juna base {1, f,g} — L(30) con g € L(30) \ L(20)
luego g tiene un dnico polo triple en O (puedo elegir g € K(E) puesto que el divisor 30
estd definido sobre K).

Como £(60) = deg(60) = 6 y A = {1,f,g,f% fg, 3 ¢*°} C L(60) debe ser un
conjunto linealmente dependiente sobre K. Al ser 60 un divisor K—racional y el conjunto
A estar formado por funciones K—racionales, se puede probar de hecho que el conjunto
A resulta ser también un conjunto linealmente dependiente sobre K (Siverman [35],Lema
5.8.1.). Luego existen Aj, Ag, ..., A7 € K no todos nulos tales que:

Al + Aof + Asg+ Auf? + Asfg+ Asf> + A7g> = 0

Observemos que AgA7 # 0 pues si uno de ellos fuese nulo, la ecuacién de arriba nos
queda una combinacién lineal nula de funciones con polos de distinto orden en O y por lo
tanto el resto de los coeficientes también serian nulos contradiciendo nuestra suposicion.
Cambiando las funciones f y g por —AgAz7f y A2Az7g respectivamente (lo cual no afecta
el orden de ceros y polos, ni tampoco la K—racionalidad) nos queda:

Ar = ApAArf + AgAfAzg + AL ATAT? — As AGATfg — AGAT[* + A7 Agg” = 0
dividiendo entre Ag A2 de ambos lados y despejando términos nos queda una ecuacién de
dependencia lineal de la forma:

g +aifg+asg=f>+axf? +asf +ag

con ai,as,as, a4, ag € K.

Luego el mapa ¢ = [f : g : 1] : E — P? define un morfismo de curvas algebraicas entre
E ylactbicaC: Y24+ a1 XY +a3Y = X3 + asX? + ay X + ag. Si t es una uniformizante
local de E en O tenemos que ¢(O) = [t3f(O) : t3g(O) : 3(O)] = [0 : 1 : 0] puesto que f
tiene un polo de orden 2 en O y g un polo de orden 3.

Para probar que este mapa ¢ es un isomorfismo observemos primero que deg(¢) = 1, en
efecto, considerando el mapa « : [z : 1] : E — P! (P! visto como curva plana de ecuacién
Z = 0) resulta a~1([0 : 1]) = {O} (por ser el tinico polo) y e,(O) = 2 (pues coincide con
el orden de O como polo de z) asf que deg(a) = }_pey-1(g) €a(P) = €a(O) = 2 (toman-
do @ =[0:1] € P! en la férmula de Hurwitz) y como o*(K(P!)) = o*(K(X)) = K()
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resulta que [K(E) : K(x)] = 2. De forma andloga resulta que [K(E) : K(y)] = 3, de donde
[K(E) : K(z,y)] = 1 por dividir a ambos indices y como ¢*(K(C)) = K(z,y) resulta que
deg(¢) = 1.

Si la cibica C fuese no singular serfa posible construir un isomorfismo @ : C — P!
(Proposicién 1.6 pagina 53 de [35]), usando que el grado de la composicién es el producto
de los grados tendriamos el mapa ¢ o ¢ : E — P! que es un mapa de grado 1 entre curvas
no singulares y por lo tanto un isomorfismo lo cual se contradice con que P! tiene género
0.

O

Forma corta o reducida. Vimos que cuando la curva eliptica estd definida sobre K
siempre es posible encontrar un isomorfismo a una curva eliptica (C,[0 : 1 : 0]) dada por
una ecuacién de Weiestrass con coeficientes en K. Para el caso que car(K) # 2,3 se puede
construir ademds, un isomorfismo (de hecho un cambio lineal de coordenadas) entre una
curva eliptica (C,[0 : 1 : 0]) dada por una ecuacién de Weierstrass a una curva eliptica
(C',[0:1:0]) donde C’" estd dada por una ecuacién de la forma €’ : Y2 = X3 +aX +b con
a,b € K ([32], Cap.1.3.3.) que llamaremos ecuacién reducida de la curva. Para una curva
escrita en forma reducida, la no singularidad es equivalente a que A = —16(4a3+27b%) # 0.

De ahora en més, cuando necesitemos probar resultados manipulando las férmulas
explicitas, vamos a enunciar el resultado general pero veremos las pruebas para el caso de
caracteristica distinta de 2 y 3 usando las ecuaciones cortas.

1.2.1. FEl j-invariante e isomorfismos. Una importante cantidad asociada a una cur-
va eliptica viene dada por el j-invariante:

Definicién 1.31. Sea (E,0) una curva eliptica y C : Y? = X3 4+ aX + b una forma
corta para la curva eliptica F. Definimos el j—invariante de E como:
172845 {—EQT sia#0

i(E)=4.— "  — 4+27(a—.)
i(E) 4a? + 270 0 i sia=0

Veamos que no depende de la ecuacién reducida escogida (la cual no es tnica), més
ain, veremos que solo depende de la clase de isomorfimo de E. Comenzemos observan-
do que si C; : Y2 = X3 4+ a1 X + by es una forma corta para una curva eliptica E; y
Co: Y2 = X3 4 asX + by es una forma corta para E, donde E; y Es son isomorfas,
entonces dicho isomorfismo induce un isomorfismo entre C; y Cs, por lo tanto el hecho que
el j-invariante solo depende de la clase de isomorfismo (y en particular no depende de la
forma corta escogida) se desprende del siguiente resultado.

Teorema 1.32. SiCi : Y2 = X34+ a1 X+b yCo: Y% = X3+ asX +by son dos curvas
elipticas isomorfas y ¢ = [f : g : 1] : C1 — Ca un isomorfismo entonces existe u € K tal

que:
f=u’z
g=u’y

y en ese caso se cumple la siguiente relacion entre los coeficientes de C1 y Cy:

ay = u4a1
b2 = u6b1
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Corolario 1.33. Si C; y Cy son dos curvas elipticas escritas en forma reducida en-
tonces j(C1) = j(Ca).

Demostracion del Corolario: Con las notaciones del teorema, el hecho de que Cy y
Cy sean isomorfas implica que o bien a; = az = 0 (puesto que u # 0) o bien b3/a3 =
(u3b2)?/(u2az)® = b3 /a3 lo cual implica la igualdad de sus j-invariante.

Demostracion del Teorema: El isomorfismo de curvas ¢ : C; — Co induce un isomor-
fismo entre el cuerpo de funciones ¢* : K(C2) — K(Cy). Si llamamos z3 e y3 a las funciones
coordenadas de Ca tenemos que ¢*(z2) = z2(¢) = f € K(C1) y ¢*(y2) = y2(¢) = g € K(C1)
por lo tanto f y g tienen en ¢~ 1(O) = O polos de orden 2 y 3 respectivamente y ningin
otro polo (si P fuese otro polo de f 6 g entonces ¢(P) seria otro polo de x5 6 ya, pero el
unico polo de x2 e y2 es O) asi que f € L(20) y g € L(30).

Llamando x e y las funciones coordenadas de C1, en virtud del Corolario 1.29 tenemos
que:

{f:ax+b con a # 0 (1)

g=my+nzr+s conmz#0
donde a,b,m,n,s € K.
Como ¢(C;) = Co entonces las funciones f, g € K(C;) deben verificar g> = f3+aof +bo
sustituyendo f y g de las ecuaciones (1) y agrupando términos nos queda:

my? = a*x® — 2mnay + (3a%b — n?)z? — 2msy + (3ab* + aga — 2ns)x + (b* + agb + by — 5?)

Por otra parte, por la ecuacién que define C; debe cumplirse que m?y? = m?z® +
aym?x + bym? y como el conjunto {1,z,y, 2%, xy, 23} es linealmente independiente (por
tener polos de distinto orden en O) debe cumplirse el sistema:

m? = a3

—2mn:0:>puesm7é0
3azb—n2:O:>puesn:0ya7éO
—2m8:0:>puesm750

3ab?® + asa — 2ns = aym? = |asa = a;m? puesb=n=20

b3+ agb+ by — s> =bym? = |by = bym? | puesb=s=0

De la primer ecuacién, como 2 y 3 son coprimos existe u € K tal que m = u3 y a = u®

con u # 0 (pues am # 0) sustituyendo en las dos tltimas ecuaciones nos queda:

a2u2 = a1u6 = |ag = CL1U4
b2 = b1u6 = b2 = blu6

que nos da la relacién entre los coeficientes de ambas curvas.

3 a=u?b=mn=s=0en laecuacién (1) nos queda

f=u’x
g=uly

Sustituyendo los valores de m = u
que:

como queriamos probar.
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O

Como observamos, el teorema anterior mostraba que el j-invariante solo depende de la
clase de isomorfismo, veamos de hecho que es un clasificador de las clases de isomorfismo
(sobre K) de una curva eliptica.

Teorema 1.34. Dos curvas elipticas son isomorfas (sobre K) si y solo si poseen el
mismo j-invariante.

Demostracion: Ya vimos que el j-invariante solo dependia de la clase de isomorfis-
mo, consideremos ahora dos curvas elipticas E y E' con j(E;) = j(Es), sean C : Y? =
X34+ aX +byC :Y?=X3+dX +V formas reducidas para E y E’ respectivamente
(para car(K) = 2 o 3 trabajamos con la ecuacién de Weiestrass completa y el resultado
puede verificarse en forma parecida, supondremos para esta prueba que car(K) # 2,3),
por lo tanto E ~Cy E' ~ ('

Observemos primero que a = 0 & j(E) =0 < j(E') =0 < d = 0y en este ca-
so ambos b y b’ deben ser no nulos por la no singularidad, tomando cualquier v € K
tal que ub = bﬁ, nos queda que C : Y2 = X3 + «5 dividiendo ambos lados por u® nos
queda la ecuacién para C : (u3Y)? = (u72X)? + ¥ asi que C ~ C’' (con isomorfismo
é(x,y) = (u2z,u 3y)) lo cual implica F ~ E'.

aa’ # 0 por la no singularidad, en este caso tomando cualquier v € K tal que u* =

6

Para el caso b = 0 tenemos que b = 0 & j(E) = 1728 & j(E') = 1728 b =0y
a
a/

nos queda que C : Y? = X3 4 u/X dividiendo ambos lados por u5 nos queda la
ecuacién para C : (u3Y)? = (v 2X)3 + @/ (u2X) asf que C =~ C' (con isomorfismo
é(x,y) = (u2z,u 3y)) lo cual implica F ~ E'.

Y por ultimo, si ab # 0 (que implica a’_ # 0 por la primera observacién) podemos
considerar la funcién f : K — {—4/27} — K dada por f(x) = ﬁf;?x que es inyectiva

(recordar que estamos en el caso car(K) # 2,3) y dado que b%/a® y b?/a? son distintos
de —4/27 (puesto que A(C) y A(C’) son distintos de cero) tenemos que:

b2 b/2 b2 b/2
(i) =i —ite) = (1) = 5 =1

a3

De la tltima igualdad, dado que b # 0, resulta que (%)3 = (2,)2 y al ser 2 y 3 coprimos

entonces existe (y es tinico) v € K tal que &= vy 5 = v3. Tomando cualquier u € K
tal que u? = v nos queda que C : Y? = X3 + u'a’ + vV dividiendo ambos lados por u°
nos queda la ecuacién para C : (u3Y)? = (u™2X)3 + d/(u™2X) + b asi que C ~ C' (con
isomorfismo ¢(z,y) = (u~2x,u~3y)) lo cual implica que E ~ E’ culminando asf la prueba.

O

Observacion 1.35. El Teorema anterior puede expresarse como:

j : {E/K curva eliptica (méd K — isomorfismo)} — K estd bien definida y es inyectiva

Veamos de hecho que es sobreyectivo, y més aun, veremos que toda curva eliptica
estd definida sobre la extensién generada por su j-invariante.
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Teorema 1.36. Sea K un cuerpo de caracteristica distinta de 2 y 3 (el teorema vale
en general pero hay que modificar brevemente la prueba [ver por ejemplo [35] Prop.1.4 c,

pdg.50])

1. Para cada j € K existe una curva eliptica C/K con j(C) = j.

2. Dada una curva eliptica E/K con j-invariante igual a j, existe una curva eliptica
C en forma reducida con coeficientes en K(j) isomorfa a E (i.e. toda curva eliptica
E estd definida, salvo isomorfismo, sobre K(j(E))).

Demostracion: Para la primer parte basta exibir para cada j € K una curva eliptica
Cj con j-invariante igual a j:

Para j = 0 definimos C; : Y2 = X3 + 1 es no singular pues A = —2133 =£ 0.
Para j = 1728 definimos C; : Y? = X3 + X es no singular pues A = —26 =£ 0.

Para j # 0,1728 busquemos una curva de la forma C; : Y? = X% +aX + a donde a
debe verificar:

6912 - 275
s+ Z )T gams =)
Tomando ese valor de a su discriminante queda A = —16a2(4a + 27), como j # 0y
car(K) # 3 tenemos que a # 0, por otra parte tenemos que:
27j 2636
da + 27 = ﬁ +1= T8 #0 puesto que car(K) # 2,3

por lo tanto A # 0 y por lo tanto C; es una curva eliptica con j-invariante j.

Para la segunda parte del Teorema basta observar que si F es una curva eliptica con
J(E) = j entonces E ~ C; por tener el mismo j-invariante y claramente C; esta en forma
reducida y tiene sus coeficientes en K(j).

O

Observacién 1.37. Dado que E estd definida sobre K (salvo K-isomorfismos) si y
solo si j(E) € K, tenemos una correspondencia biunivoca dada por el mapa:

j : {E/K curva eliptica (méd K — isomorfismo) } — K

Observemos que dos curvas K-racionales pueden ser K-isomorfas pero no K-isomorfas,
esto ocurre cuando los isomorfismos que llevan una a la otra no estan definidos sobre K,
esto nos lleva al concepto de twist.

1.2.2.  Twist de Curvas FElipticas.
Definicién 1.38. Sean E; /Ky E3/K curvas elipticas decimos que son twist una de

la otra si son K-isomorfas pero no son K-isomorfas.

Mientras que el j-invariante distingue clases de isomorfismos sobre K pueden haber
varias curvas que no son K-isomorfas con el mismo j-invariante como veremos a continua-
cién.
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Teorema 1.39. Sea C : Y2 = X3 4+ aX + b una curva eliptica con a,b € K y con
§(C) & {0,1728}. Sea v € K* \ K*? entonces la curva
Co:vY?=X>+aX +b

es una curva eliptica twist de la curva C (a tales twist los llamaremos twist cuadrdticos).
Ademas estos son los unicos twists de la curva C salvo K-isomorfismos y dos de tales twists
Cv, Yy Cy, son K-isomorfos si y solo si vi = ve (méd K*2).

Demostracion: Recordemos que siC: Y? = X3 +aX +byC :Y? = X3+a' X +¥ son
dos curvas elipticas isomorfas con j-invariante distinto de 0 y 1728 entonces el isomorfismo

entre ellas viene dado por qb(:z:,g/) = (/u2x,u3y) donde u € K verifica u* = %l y ub = %,
de donde se deduce que u? = = Zfbb € K* (recordar que el j-invariante distinto de 0 y

1728 implica que los coeficientes de la curva sean no nulos). Dadas las dos curvas C y C’
los tinicos dos posibles valores de u son opuestos en signo por lo tanto ambos isomorfismos
entre C y C' estdn definidos sobre K o ninguno de los dos lo estdn, asi que para que C’ sea
twist de C esta tltima debe ser de la forma C’ : Y2 = X3 + o2aX + a3b donde o = u? € K
no debe ser un cuadrado en K (o lo que es lo mismo, u ¢ K).

En resumen, todas las curvas twist de C deben ser de la forma C, : Y? = X3 4+ aa?X +
ba? donde o € K no es un cuadrado, en tal caso solo hay dos isomorfismos entre ambas
curvas y ambos estdn definidos en una extensién cuadratica de K (que es K(y/a)). Observe-
mos ademds que C, es K-isomorfa a la curva de ecuacién (a?Y)? = (aX)?+aa?(aX)+ba?
que no es otra que el twist de C por a (basta dividir ambos lados de la igualdad por o?).

Para probar la iltima parte del Teorema consideremos v; y vo en K ninguno de ellos
nulo ni cuadrado perfecto. Si vy = v9 (méd K*2) entonces vy = c?v; con ¢ € K* y tenemos
Cp, : 1Y% = X3 +aX +bes K-isomorfa a v1(cY)? = X3+aX +b que es la ecuacién de C,, .

Para probar el reciproco supongamos que C,, es K-isomorfa a C,,. Como C,, es K-
isomorfa a Cj, : Y? = X3 + aviX + b} y Cy, es K-isomorfa a C), : Y2 = X3 + av3 X + bv3
por transitiva resulta que las curvas C,, y C,, son K-isomorfas. En virtud del Teorema

— 2 3
1.32, existe u € K tal que u* = % y ub = I;Z—% y por lo observado al principio v debe
estar en K para que el isomorfimo entre ambas curvas esté definida sobre K, dividiendo la

segunda ecuacién por la primera obtenemos u? = Z—f y por lo tanto v1 = vy (mdd ]K*2).D

Para el caso j = 0,siC: Y2 = X34+ by C : Y2 = X3 +b conbyd en K son
twist sobre K, entonces los isomorfismos entre ellas seran de la forma ¢(x,y) = (u?x, udy)
donde u € K verifica u® = % € Ky u ¢ K (de lo contrario serfan K-isomorfas) y por
lo tanto b # b’ (méd K*9). Reciprocamente, si b = &' (méd K*®) entonces &' = ub para
algin u € K* y el mapa ¢(z,y) = (u?x,udy) resultarfa un K-isomorfismo entre las curvas
C:Y?2=X34+by(C :Y?2=X3+1¥, asi que serfan K-isomorfas (y por lo tanto no
serfan twist una de la otra). En resumen, en este caso tenemos tantos twists como clases
en K*/K*6 (donde bK*® — Y? = X? + b (méd K-isomorfismos) serfa la correspondencia
entre clases médulo potencias sextas y twist salvo K-isomorfismos).

Para el caso j = 1728, si C: Y2 = X3 +aX y C' : Y2 = X3 4 0/ X son isomorfas con
a y a’ en K* son twist sobre K, entonces los isomorfismos entre ellas serdn de la forma
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é(z,y) = (v’ z,uy) donde u € K verifica u* = % y v ¢ K (de lo contrario serfan K-
isomorfas) y por lo tanto a # o’ (méd K**). Recifprocamente, si a = a/ (méd 4) entonces
a' = u*a para algiin u € K* y el mapa ¢(z,y) = (u?z,uy) resultarfa un K-isomorfismo
entre las curvas C : Y2 = X3 4+ aX y C' : Y2 = X3 +d’X y no serfan twist una de
la otra. En resumen, en este caso tenemos tantos twists como clases en K*/K** (donde
aK** ' Y2 = X3 4 aX (méd K — isomor fismos) seria la correspondencia entre clases
médulo potencias cuartas y twist salvo K-isomorfismos).

Nos serd de especial interés las curvas definidas sobre un cuerpo finito K = F, donde
g = p" con p primo y supondremos para simplificar que p # 2 vy p # 3. En algunas
ocasiones el Teorema anterior continua valiendo atin para j =00 57 = 1728.

Observaciéon 1.40. El Teorema anterior sigue siendo valido cuando j = 0 siempre
que ¢ = —1 (mdéd 6) y para j = 1728 siempre que ¢ = —1 (médd 4).

Demostracion: Recordemos que el grupo multiplicativo K* es ciclico de orden ¢ — 1. Si
g = —1 (méd 6) entonces med(qg—1,3) = 1y por lo tanto todo elemento es un cubo perfec-
to (i.e. K*0 = K*?) y en virtud del comentario previo tenemos una biyeccién entre K*/K*2
y los twist salvo K-isomorfismo dado por bK*? — Y2 = X3 + b (méd K — isomor fismos).
Si g = —1 (mdd 4) entonces med(q — 1,4) = 2 y por lo tanto todo cuadrado es también
una potencia cuarta (i.e. K** = K*?) y en este caso la biyeccién entre K*/K*? y los twist
salvo K-isomorfismo viene dada por aK*? — Y? = X3 4+ aX (méd K — isomor fismos).
O

Cabe observar que si bien en estos casos solo tenemos twist cuadraticos (en el sentido
que el isomorfismo entre las curvas twist estd definido en una extensién de grado 2 del
cuerpo base), estos no son necesariamente de la forma del Teorema, pues por ejemplo si
¢ = —1 (mdd 4) entonces para todo v € K* existe p € K* tal que v? = p* (porque como ya
vimos todo cuadrado es potencia cuarta en este caso) asi que vY? = X34+ aX ~ (12Y)? =
WX)P +ar?(wX) ~Y? = X3 +ap’X ~ (1PY)? = (P X)3 4+ ap*(p®X) ~ Y2 = X3 +aX
donde todos los isomorfismos estan definidos sobre K asf que para este caso vY? = X3+aX
siempre es K-isomorfo a Y2 = X34 aX, es facil verificar que esto implica autométicamente
que la cantidad de puntos sobre F, es exactamente ¢+ 1. Para el caso en que j = 1728,q =
—1 (méd 6) entonces para todo v € K* existe u € K* tal que v = p? (porque en este caso
vimos que todos son cubos) asf que Y2 = X3 +vb~ (vY)? = (uX)? +vb~vY?= X3+
asi que en este caso todos los twist cuadraticos son como en el Teorema anterior.

Este caso en realidad corresponde al llamado caso supersingular; curvas supersingu-
lares son débiles a los efectos del logaritmo discreto asi que no nos va a interesar este caso
(en el final de este capitulo hablaremos un poco més sobre este punto).

Por 1ltimo nos toca observar que pasa para el caso que nos queda, que es cuando j = 0
yg=1(méd 6)y j=1728 y g =1 (méd 4).

Observacion 1.41. En el caso j =0y ¢ =1 (mdd 6) tenemos exactamente 6 twist
salvo K-isomorfismos y en el caso j = 1728 y ¢ = 1 (mdd 4) tenemos exactamente 4 twist
salvo K-isomorfismos.
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Demostracion: Basta recordar que en el caso j = 0,g = 1 (mdd 6) habian tantos twist
como #F} / F*6 y este cardinal es 6 puesto que [y, es ciclico y 6|q — 1 mientras que en el caso
j = 1728, = 1 (méd 4) habian tantos twist como #[F /IE‘;4 y este cardinal es 4 puesto
que [y es ciclico y 4|g—1. O

En el Capitulo 3 (Lema (3.5)), probaremos que para el caso ordinario (que es el que
nos interesa a los efectos del logaritmo discreto) curvas que son twist una de la otra tienen
distinto cardinal sobre F,. Por lo tanto para este caso se cumple que el j-invariante jun-
to con la cantidad de puntos sobre F, clasifican las clases de F4-isomorfismos de curvas
elipticas.

1.2.83. FEstructura de grupo, isomorfismo con el grupo de Picard y consecuencias.
Recordemos que las curvas elipticas poseen estructura de grupo abeliano definida geométri-
camente por el método de las cuerdas y las tangentes (ver por ejemplo [32]). Veamos ahora
la versién algebraica de dicho grupo a través del grupo de divisores, recordemos que la
estructura de grupo estaba caracterizada por la propiedad de que PHQ & R = O si y solo
si P,Q y R estdn alineados. Comenzemos definiendo el grupo de Picard.

Definicién 1.42. Sea C/K una curva eliptica, Div(C) su grupo de divisores. Denote-
mos por Div?(C) el subgrupo de los divisores de grado 0 y DiwP"¢(C) al subgrupo de
divisores principales (recordar que los divisores principales tienen grado 0). Entonces el
grupo de Picard reducido de C viene dado por:

Div®(C
Pic°(C) = er()c)
Observacion 1.43. Para P, P, y P; son puntos de (C(K), O) se tiene:

Pi®P,® Py = O < Py, Py, P3 alineados <> div(r) = Py + Po+ P3—30 donde r es la recta
que pasa por Py Py <> P+ Po+P3—30=0 (mdd Dz'fup””c) <
(PL—0)+(P,—0)+(P3—0)=0 (méd Div?""c)

En particular:
P (-P)2O0=0= (P-0)+((-P)-0)=0 (mdéd DivP""*)
En vista de dicha observacion tenemos bien definido un morfismo de grupos:

¢:CK)— Pic®C) /| P—»P-0
Veamos que dicho morfismo es efectivamente un isomorfismo.

Proposicion 1.44. El mapa ¢ definido anteriormente es biyectivo.

Demostracion: Veamos primero la inyectividad, sea P € C(K) tal que P — O = 0
(méd DivPT"¢) entonces Ir € K(C) tal que div(r) = P — O pero como no hay funciones
sobre C con un tunico polo de orden 1 en O (pues £(O) = 1 = L(O) = K) se tiene que
P=0yr=0.
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Ahora la sobreyectividad, dado D € Div?(C), queremos ver que 3P € C(K) tal
que D = P — O (méd Divf””m) o equivalentemente queremos encontrar P € C tal que
D+ O =P (méd DivP™"c).

Consideremos el espacio de Riemann-Roch £(D + O) cuya dimensién es (D + O) =
deg(D+0) = 1 por lo tanto existe una funcién no nula f € £(D+0) como div(f)+D+0O >
0y deg(div(f) + D+ O) = 1 entonces div(f)+ D+ O = P para algin punto P € C como
queriamos probar.

0

Ahora definiremos nuestro principal objeto de estudio para atacar el problema del
logaritmo discreto que son las isogenias.

Definicién 1.45 (Isogenias). Si Cj y Ca son curvas elipticas sobre K, llamaremos iso-
genia a cualquier mapa racional ¢ : C; — Co que preserve la estructura de grupo. Decimos
que la isogenia esta definida sobre K si es un mapa K-racional.

Una de las principales consecuencias del isomorfismo entre el grupo de la curva eliptica
con su grupo de Picard es que facilita muchisimo varios resultados que de otra manera
serian mas complicados de probar. Por ejemplo el siguiente resultado sobre isogenias que
sera de gran importancia para nuestro estudio.

Teorema 1.46. Todo mapa racional entre curvas elipticas ¢ : C1 — Co tal que
?(01) = Oy (donde Or y Oy son los puntos distinguidos de C1 y Co, neutros para la
estructura de grupo) es una isogenia.

Demostracion: (idea) Un mapa racional ¢ : C; — Cy induce un mapa lineal ¢, :
Din®(Cy) — Din®(C2) dado por ¢.(>"pnpP) =Y pnpd(P), este mapa verifica que lleva
divisores principales en divisores principales ([35], pdg.34 por detalles y referencias) por
lo tanto induce un morfismo entre el grupo de Picard de ambas curvas definido por la

propiedad ¢.(P) = ¢(P).

Para ver que ¢ : C; — C induce un morfismo de grupo entre ambas curvas alcanza
verificar la conmutatividad del siguiente diagrama:

Cl L) CQ
o1 4 1 v2
PiCO(Cl) d)—*) PiCO(Cg)
donde ¢; : C1 — Pic®(C1) vy @2 : Co — Pic%(Cq) son los isomorfismos que llevan

P P —O; (méd DivP™"¢(C;)) para i = 1,2 respectivamente.

En efecto, para todo P € C; se tiene:
P50 p(P) = ¢u(p(P)) = (P —O1) = ¢(P) = $(O1) = ¢(P) — O2 = p2(d(P)) = p209(P)
O

En la préoxima seccién definiremos algunos conceptos bésicos sobre las isogenias y
algunas propiedades elementales.
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2. Hechos basicos sobre Isogenias.

Aunque muchos de los resultados que expondremos aqui valen para curvas elipticas
sobre cualquier cuerpo K, nos centraremos en el caso que mas nos importa que es cuan-
do K = F, con ¢ = p" siendo p (primo) su caracteristica. Varios de los resultados en
donde usaremos las ecuaciones explicita de la curva, enunciaremos el teorema general y
haremos la prueba para cuando p # 2,3 usando la forma reducida, aunque puede hacerse
en general usando la ecuacién de Weiestrass completa. En esta seccion entonces nuestras
curvas elipticas las supondremos dadas en forma reducida E : Y2 = X3 + aX + b con
4a3 4 27b% # 0 (y con punto distinguido O = [0 : 1 : 0]).

Desde ahora en mas, usaremos las siguientes notaciones para denotar al conjunto de
isogenias entre dos curvas elipticas (definidas sobre un cuerpo finito o no).

Notacién 1.47. Sean E; /K y F3/K dos curvas elipticas, denotaremos por:
Hom(E, E9) = {¢: E1 — E3: ¢ isogenia}
Si E/K es una curva eliptica denotaremos al conjunto de sus endomorfismos como:

End(E) = Hom(E, E)

Para denotar al conjunto de las isogenias o endomorfismos que estan definidos sobre
el cuerpo base K usaremos Homg (E1, F3) y Endg (E).

Cuando queramos restringirnos a isogenias de cierto grado /¢ fijo (como en el siguiente
capitulo) entonces notaremos por Homy(F1, E2) al conjunto de isogenias de grado ¢ (o
(-isogenias) que van de E; a Fs.

2.1. Los mapas [m] y el Endomorfismo de Frobenius ¢,. Una importante fa-
milia de endomorfismos de una curva eliptica lo constituyen los m-mapas y para el caso
de cuerpos con caracteristica finita (especialmente nos interesan los cuerpos finitos Fy)
tenemos ademads un endomorfismo disntinguido que es el endomorfismo de Frobenius.

Definicién 1.48. Se denota por [m] : E — E el mapa multiplicacién por m (o m-
mapa):
m(P)=P&P&...®P

m veces

No es dificil ver que los mapas [m] : P — mP son de hecho endomorfismos en E,
recordemos que con un sencillo argumento geométrico es posible obtener férmulas ex-
plicitas para la duplicacién y la suma de puntos y que estas son de hecho funciones
racionales de los coeficientes de los puntos ([32] pdg.23). Por ejemplo para m = 2y

P € E(K) tenfamos que:

9(P 0:1:0] siP=0o0P=(z,y) cony=0.
A = ((?22;5:)2)’ ff;SBg) = [2yda(x) : wa(z) : 8y3] si P = (z,y) con y # 0.

donde los polinomios ¢2 y wo vienen dados por:
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$o(7) = 2* — 2a2? — 8bx + a?
wo(z) = 2% + 5azt + 2002 — 5a%x? — dabx — a3 — 8b*

Observemos de hecho que la dltima expresién para [2] es valida para todo P € E(K),
para P = O como ¢2 y wy tienen polo de orden 8 y 12 respectivamente (pues x tiene polo
de orden 2 en O) e y tiene polo de orden 3 en O tenemos que:

2 wg 8
[2y¢o () : wa(z) : 8Y°)(O) = [% : y—i : &] (O)=[0:1:01=0
Y para P = (z9,0) € E tenemos que:
[2yda(z) = wa(z) : 8Y3](P) = [0 : wa(xo) : 0]

Luego nos queda verificar solo que wy(xg) # 0, observemos que el hecho que y(P) =0
implica azg +azo+b =0y asi que alcanza verificar que los polinomios ws(z) y 2%+ az +b
no tienen raices en comin. Si b = 0 entonces a # 0 (pues 4a® + 276> # 0) y se chequea
directamente que ninguna de las raices de 2 4+ ax = 0 anula a wy. Para el caso que b # 0
el resultado se desprende del siguiente conjunto de ecuaciones:

wo(r) = (23 +4ax+19b) (23 +ax+b)—(9a*2*+27abr+a>4+-27b%)
9a3 (2 +azx+b) = (ax—3b)(9a’ x> +27abr+a>+27b%)+(4a>+27b%) (2ax+3b)
8a® (23 +ax+b) = (4a’x*—6abr+4a>+9b?)(2ax+3b)—b(4a>4-27b%)

Al ser 4a® +27b% # 0 si ¢ fuese una raiz comin de wa(z) y 22 + azx + b esto implicaria
que b = 0 contradiciendo nuestra suposicién. Concluimos que:

9] = <¢2($) w2(l’)>

(29)*" (29)°
es un endomorfismo de F definido sobre K (el cuerpo base de E).

Usando un razonamiento por inducciéon usando la duplicacién y la formula de la suma
de puntos, puede probarse que en general se tiene (en [35], pag. 105, se da una gufa para
una prueba por induccién):

ml(p) = (220, enl)

Um(P)?" m(P)?
donde las funciones ¢,, y wp, se escriben en funcién de las (¢, )n>0 como:

{ Om = 3371)7271 — Vm+1¥m—1

4ywm = 1/1m+21/151_1 - wm—2¢72n+1

Y las funciones (¢, )n>0 se definen de forma inductiva:

(=0
P =1
o =2y

3 = 3zt + 6ax? + 12bx — a®

Yy = dy(2® + baxt + 20b2? — 5a?x? — dabx — 8b? — a?)
Vom41 = Umi2Vi, — Ym—1¥3, 1, param > 2

2ythom = Ym (Vmi205, 1 — wm—2¢¢2n+1)7 para m > 3

A los polinomios 1, se los conoce como los polinomios de m-divisién (que juegan un
papel importante en la construccién de isogenias de curva elipticas definidas sobre cuerpos
finitos). Se puede probar que para m par resulta que ¢, wn, € Klz] y ¥, € yK[z] mientras
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que para m impar se tiene que ¥y, ¢y € Klz] v wy € yK[z]. Con respecto a los grados
como polinomios resulta que 12, es un polinomio en z (sustituyendo y? por 2® + ax + b)
de grado m? — 1 si m no divide a la caracteristica de K, mientras que ¢,, es un polinomio
en x de grado m? y dichos polinomios son coprimos en K[x] ([35], Ej.3.7, p4g.105).

2.1.1.  Puntos de m-torsion y separabilidad de los mapas [m]. Observemos que [m] =
[Bmthm : wm : 3] v al no tener ¥y, y wy,, puntos en comin (si Py = (0, o) fuese tal que
Vi (Py) = win(Py) = 0, como w2, = ¢3, + agms, + bypS entonces xq serfa una rafz comtin
de ¢y, v 12, contradiciendo la coprimidad), resulta que los puntos P = (x,y) € ker([m])
son justamente los que verifican ¥, (x,y) = 0.

Usando la accién del pullback en el diferencial invariante se prueba que [m] es sepa-
rable si y solo si p{m (donde p > 0 es la caracteristica del cuerpo), la teoria involucrada
y los detalles de este resultado en particular se encuentra en el libro de Silverman [35],
Capitulo 3.5. en especial el Corolario 5.5.

Otra propiedad importante de los mapas [m] que se obtiene como consecuencia de la
dualidad (repasaremos las principales propiedades de la dualidad en la seccién 2.3.4), es
que su grado es deg([m]) = m?, asi que para el caso en que p { m (o sea cuando [m] es

separable) resulta que #ker([m]) = m?.

Otra consecuencia del resultado anterior es el teorema de estructura para la parte
de m-torsién E[m] = ker([m]) cuando m es coprimo con la caracteristica, en efecto, si
E[m] ~ Z/miZ x Z/moZ X ... x L/myZ con my|ms|...|my tenemos que E[m/my| =
mpE[m] = {0} = my = m y como myms ... my = m resulta k = 2,m; = mg = m por lo
tanto:

Y/ Z

—_ X RN
mZ  mZ
Para el caso en que m = p' con p = car(K) como consecuencia de la dualidad se tiene

que E[p!] ~ {O} para todo t o E[p'] ~ Z/p'Z para todo t segtin el dual del Frobenius @
sea separable o no respectivamente ([35],Cor.6.4., pig.89).

E[m] ~ siempre que m no divida a la caracteristica de K

2.1.2. End(F) como Z-mddulo. Observemos que al ser los polinomio de m-divisién
¢m Y wm no nulos en E resulta que los m-mapas son no nulos, en particular tenemos una
inyeccién

Z — End(E), m~— [m]
El conjunto End(E) con la suma y composicién resulta entonces un anillo de caracteristica
0. Cuando Z & End(E) decimos que E/K tiene multiplicacién compleja, la nomenclatura
proviene de la teoria de curvas elipticas complejas, que visto como toros complejos corres-
ponde a multiplicaciones por complejos no reales ([32] Cép. 2).

2.1.8. El mapa de Frobenius. Para el caso de curvas elipticas sobre cuerpos finitos
siempre tienen multiplicacién compleja, pues tienen un endomorfismo distinguido (el en-
domorfismo de Frobenius) que definiremos a continuacién. En esta parte supondremos que
K es un cuerpo perfecto de caracteristica p y ¢ una potencia de p.

Definicién 1.49. Sea E/K una curva eliptica dada por ecuacién reducida F : Y? =
X34+ aX+b, ¢ = p' y definimos la curva E@ : Y2 = X3 4+ q2X +b9. El mapa de Frobenius
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viene dado por
g E = ED, (z,y) = (2%,y)

(observemos que si K = [F; entonces E9 =Fy ¢q resulta un automorfismo de E).

Observemos de hecho que la curva E@ es una curva eliptica pues su discriminante
—16(4a® +27b%9) = —16(4a® + 27b*)? # 0 pues E es no singular. Que ¢,(E) = B9 puede
verse ficilmente, en efecto, si (x,y) € E(K) se tiene que y* = 23 + ax + b luego

(yq)2 = (y2)q = (1173 + ax + b)q = ($q)3 + alrd + be

Observemos ademas que si E/K (es decir, si a,b € K) entonces ¢, es de hecho un auto-
morfismo (pues a? =a y b? =b).

Respecto a la extensién de cuerpos inducida por el Frobenius ¢ = ¢4, usando que
K es perfecto no es dificil ver que ¢*(K(E@)) = K(E)? y por lo tanto ¢ es puramente
inseparable, al serlo la extensién K(E)? C K(E) (ver Prop.A.6 del Apéndice).

Un poco maés dificil es ver que deg(¢q) = ¢, la clave es un resultado sobre uniformizantes
que prueba que el cuerpo de funciones K(E) de una curva eliptica es una extension finita
separable de K(¢), para toda uniformizante t en algin punto P de E (Prop.1.4, pdg.22 de
[35]). Considerando una uniformizante ¢ = ¢p resulta que por un lado K(E)%(t) C K(E)
es separable (por ser una subextensién de la extensién separable K(¢) ¢ K(E)) y por
otro puramente inseparable (por ser una subextensién de la extensién puramente insep-
arable K(E)? C K(F)) asi que debe darse la igualdad K(E)?(t) = K(E). Por otra parte
el grado del elemento primitivo ¢ de la extensiéon (puramente inseparable) K(E)? C K(E)
debe tener grado divisor de ¢ (ver Prop.A.6 del Apéndice), para probar que su grado es

exactamente g basta probar que th ¢ K(E)4, en caso contrario, si tr = flcon f e K(E)

entonces q/p = ordp(t%) = ordp(f?) = q ordp(f) lo cual implica ordp(f) ¢ Z lo cual es
absurdo, por lo tanto ¢ tiene grado ¢, lo cual implica que la extensiéon K(E)? C K(FE) tiene
grado q.

En esta misma seccién veremos algunas propiedades que hacen del Frobenius un mapa
sumamente relevante, veremos de hecho que es el causable de la parte no separable de
una isogenia en el sentido que toda isogenia no separable se factoriza por un Frobenius
(en la subseccién que habla de Factorizacién de Isogenias). También juega un papel fun-
damental en el trabajo de Kohel (que hablaremos en el préximo capitulo), para reconocer
la F,-racionalidad de curvas elipticas.

2.2. Grado de Isogenias. En 1.1.3 dimos las definiciones de grado de un mapa
racional entre curvas, asi como del grado de separabilidad e inseparabilidad, que se apli-
can al caso particular de isogenias. La estructura de grupo de una curva eliptica hace
que muchas propiedades locales sean independientes del punto P en virtud de los mapas
translacién (que no son isogenias por no dejar fijo el origen pero si son isomorfismos como
mapa racionales).

El resultado principal lo establece el Teo.4.10, pég.76 de [35], que dice que la cantidad
de preimédgenes no depende del punto (Q € F5 y esta coincide con el grado de separabilidad
del mapa ¢ y que la ramificaciéon tampoco depende del punto P € E; y esta coincide con
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el grado de inseparabilidad del mapa ¢.

Proposicion 1.50. Sea ¢ : By — E5 una isogenia entre dos curvas elipticas E1 y Fo
se tiene:

i) deg,(¢) = #¢~'(Q) VQ € E».
ii) deg;(¢) = e4(P) VP € E.

Idea de la Demostracion:

i) Sean Q y @’ puntos en Eo y sea Py € ¢~ (Q' — Q) entonces el mapa P+ P + Py
resulta claramente una biyeccién entre ¢~1(Q) y ¢~ (Q’), esto pruba que la can-
tidad de preimagenes es independiente del punto ) € E5. La Prop.2.6, pag.28 de
[35] establece que la igualdad deg,(¢) = ¢~!(Q) es valida para mapas racionales
entre curvas no singulares pero podria fallar en finitos casos, la homogeneidad que
acabamos de ver implica que nunca falla.

ii) Sean Py P’ puntos en F1, las translaciones son isomorfismos, por lo tanto inducen
un isomorfismo entre los anillos locales via composicién en particular preserva
ordenes (es decir ordp(f) = ord,(forp_ps) donde 7 es el mapa translacién). Sean
Q = ¢(P),Q" = ¢(P') y tomamos como uniformizantes tg y tg = tgorg_¢ en Q
y Q' respectivamente. Entonces ¢*ty, = tgotg_grop = tgodpoTp_pr = ¢*tgoTp_pr
por lo tanto eg(P) = ordp(¢*tp) = ordp/(¢*tp) = ey(P’). Llamemos e = eg4(P)
para cualquier P € F7, usando que ZP€¢,1(Q) es(P) = deg(¢) (Prop.2.6, pag.28

de [35]) y que #¢1(Q) = deg,(¢) resulta que deg,(¢) - e = deg(¢) y por lo tanto

e = dog,(0).
‘6:3
Q2ie=3
Q)
l¢ deg,(P) = 2
deg;(P) =3
P

Ficura 2. Comportamiento homogéneo del grado de una isogenia entre
curvas elipticas debido a su estructura de grupo.

2.3. Teoremas de Factorizacion. En esta subseccién repasaremos los resultados
mas relevantes que refieren a factorizacién de isogenias incluyendo la construccién de la
isogenia dual.

2.8.1.  Factorizacion por Frobenius. En 1.1.4 vimos que todo mapa racional ¢ : C; —
C, entre curvas no singulares factorizaba como ¢ = ¢ o ¢; donde ¢ : C; — C es un mapa
puramente inseparable y ¢o : C — Co es un mapa separable. Para el caso en que el mapa
¢ sea una isogenia entre dos curvas elipticas C; y Co se puede dar una descripcién més
explicita de dicha factorizacién.
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En efecto, recordemos que el cuerpo de funciones K(C) de la curva no singular C (a
priori no sabemos que se trate de una curva eliptica) correspondia con la clausura sepa-
rable de K(C2) en K(C;) por lo tanto la extensiéon K(C) C K(C;) es una extensién finita
puramente inseparable por lo tanto su grado debe ser ¢’ = p”, potencia de la caracteristica
del cuerpo K y K(C1)? C K(C) (Prop.A.7 del Apéndice). Por otra parte, como vimos ante-

riormente la extensién K(C;)? < K(Cy) tiene grado ¢ y es la inducida por el endomorfismo
de Frobenius ¢y : C; — C%q), asi que comparando grados resulta K(C) = K(Cl)q/ que por
(¢’

el isomorfismo functorial resulta que C = C; ) Y ¢1 = ¢g = ¢, es la potencia r-ésima del
Frobenius elevar a la p.

~

(€ Ci

p. l¢>1=¢q/=¢;

se l(m

(C2) Co

j )
K(C) = K(€1)? =K(c{") = ¢ —cl)

~

En resumen, cuando el cuerpo K tiene caracteristica p (nos interesa especialmente el
caso cuando K = F, un cuerpo finito con ¢ = p™ elementos) la parte inseparable de una
isogenia corresponde siempre a una potencia del Frobenius ¢,, en muchos casos esto nos
permite restringirnos a isogenias separables y jugard un papel importante en el posterior
desarrollo. Cuando el cuerpo K tiene caracteristica 0 entonces toda extensién resulta se-
parable y la descomposicién anterior queda trivial.

2.8.2.  Factorizacion por inclusion de kernel. Observemos que si una isogenia v :
E — E' factoriza como producto de dos isogenias 1 = X o ¢ entonces necesariamente debe
cumplirse que ker(¢)) D ker(¢). Esta condicién también es suficiente cuando ¢ es separable.

Proposicién 1.51. Si ¢ : By — Es es separable y ¢ : E1 — E3 es tal que ker(y) D
ker(¢) entonces existe una isogenia A : Eo — Ej tal que el diagrama:

FE oo FEs conmuta, es decir, se cumple que ¥ = A¢.

[
DY
1/’\41/

Ej

Demostracion: Recordemos que cada isogenia induce un mapa entre los cuerpos de
funciones, es clave entonces entender mejor dicha extensién de cuerpos y para ello estu-
diamos que pasa con los automorfismos que dejan fijo el cuerpo base (para usar Teorfa de
Galois).

En primer lugar observemos que si T' € ker(¢) y 77 : E1 — E; es el mapa translacién
por T entonces este mapa induce un automorfismo en el cuerpo de funciones 7. : K(E;) —
K(E1) dada por f — forr que verifica que para toda g € ¢*(K(E2)) se cumple 75:(g) = g.
En efecto, g = ho¢ para algin h € K(E3) y por lo tanto 77.(g) = gorr = hogorp = hop = g
(para la pentltima igualdad se usa que T' € ker(¢)). Asi que 77, € Aut(K(E1)/¢*K(E»))
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para todo T' € ker(¢).

De hecho es fécil ver que valores distintos de 7" inducen morfismos distintos en K(E})
(basta evaluar en las funciones coordenadas) y que son todos (mirando cardinalidad),
detalles pueden verse en [35] Teo.4.10, pag.76. Asi que resulta:

Aut(K(Ey)/¢*"K(Ey)) = {77 : T € ker(¢)}
En el caso que ¢ sea separable se cumple la cadena de igualdades:

[K(EL)/¢"K(E2)] = deg(¢) = degy(¢) = #ker(¢) = #Aut(K(E1)/¢"K(E2))

y por lo tanto, en este caso, la extension resulta ser de Galois.

Ahora bien, la inclusién de kerneles ker(¢) C ker(¢) implica la inclusién Gal(K(F;)/¢*K(Es)) C
Aut(K(E1)/v*K(E3)) asi que todo elemento 70 € Gal(K(E})/¢*K(E>)) deja fijo los ele-
mentos del cuerpo *K(E3) asi que por Teoria de Galois se tiene la inclusiéon ¥*K(E3) C
¢*K(F3) que corresponde (por el isomorfismo functorial) a una isogenia \ : Ey — Ej
obteniendo la factorizacién deseada:

K(Ey) Eq
l¢

¢*K(E2) ~ v By
| lA

Y K(E;3) Es

Esta proposicién tiene un importante corolario.

Corolario 1.52. Si ¢ : E1 — Ey separable con ker(¢) = K = ¢ es unica, salvo
isomorfismo, con esa propiedad.

Demostracion: En efecto, si 1 : E1 — Ej3 es otra isogenia con ker(1)) = K la proposicién
anterior nos brinda la existencia de dos isogenias A : Fo — E3y pu: EF3 — Fo que verifican
Y=Apy ¢ ===y ¢ = pulp, que por la sobreyectividad de las isogenias se
tiene A\ = 1g, y pA = 1p,.

O

Observacién 1.53. El mapa T +— 77 resulta un isomorfismo entre ker(¢) y su ima-
gen {75 : T € ker(¢)}, cuando ¢ es separable vimos que este conjunto coincide con
Gal(K(E1)/¢*K(FE2)) asi que resulta isomorfo como grupo a ker(¢).

2.8.8. La Curva cociente. De hecho, dada la curva eliptica F7 y un subgrupo finito
N de E; siempre existe una isogenia separable ¢ : E; — Es con ker(¢) = N. Este re-
sultado es nuevamente consecuencia del isomorfismo functorial, considerando la extensién
K(E))N" € K(F;) que resulta ser Galois finita, por una de las equivalencias del Teorema
de correspondencia de Galois (ver Teo.2.10.A del Apéndice), donde N* = {7, : P € N};
al ser finita, K(El)N " tiene grado de trascendencia 1 sobre K y por lo tanto es el cuerpo
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de funciones de una curva no singular Es, la correspondencia nos asegura la existencia de
un mapa racional no constante ¢ : By — FEa:

K(El) El
|¢
K(El)N* = K(EQ) ~ E,

Se prueba que ¢ es no ramificado chequeando que para todo € Ej se tiene que
#¢~1(Q) = deg(¢) [Prop 2.6 y Cor 2.7 Silverman] y luego como consecuencia directa de
la férmula de Hurwitz para el género se deduce que E5 tiene género 1 y por lo tanto ¢
resulta una isogenia tomando como punto distinguido de Es el punto ¢(Opg,) (por detalles
ver [35], Prop.4.12, pag.78).

La curva Fy queda determinada salvo isomorfismo segin el corolario anterior y se la
denota por Ej/K (su grupo de puntos serd isomorfo al grupo E1/K). Més atn, si la curva
E; y K estan definidos sobre K entonces la curva cociente Fj/K también estard definida
sobre el cuerpo base K ([35], Remark 4.13.2, pag.78).

2.8.4. La isogenia dual. Tal vez una de las consecuencias mas importantes de los
teoremas de factorizacién es la existencia de la isogenia dual (que también puede verse de
alguna manera como otro teorema de factorizacién sobre los mapas [m]).

Comenzemos observando que si ¢ : E1 — Fs es una isogenia no nula, con | ker(¢)| = m
entonces por el Teorema de Lagrange, para todo P € ker(¢) tenemos que mP = 0 por lo
tanto se tiene la inclusién de kerneles ker(¢) C ker([m]) = FE1[m]. En el caso que ¢ sea
separable, el Teorema de factorizacion por inclusion de kernel nos asegura la existencia de
una isogenia ¢ : Fo — FE7 tal que hace conmutar el diagrama:

E1—¢>E2

|
[m1\J¢

Ey

Teorema 1.54. (Isogenia dual). Para toda isogenia ¢ : Ey — Fa no nula con | ker(¢)| =
m, existe una unica isogenia ¢ : By — Ey tal que ¢ o ¢ = [m].

Demostracion: Primero se observa que si existe es unica, pues si qubl y qubg fueran dos
isogenias duales para ¢ entonces (¢; — ¢2)¢ = 0 pero al ser ¢ no nula (y por lo tanto
sobreyectiva) se tiene que ¢ = ¢s.

Para la existencia separamos en casos. El caso en que ¢ es separable es consecuencia
directa del Teorema de factorizacién por inclusién de kernel como acabamos de ver. Para
el caso en que ¢ = ¢, el p-Frobenius, primero se chequea que el mapa [p] no es separable
y por el Teorema de factorizacién por Frobenius tenemos que [p] = ¢ o ¢;, con ¢ separable

y s > 1 (pues [p] es no separable) de modo que podemos tomar ¢ = v o QS;_l. Luego

se chequea sencillamente que si ¢ y v son isogenias duales para ¢ y @ respectivamente,
entonces 1 o ¢ es una isogenia dual para ¢ o1, el resultado general se sigue nuevamente del
Teorema de descomposicién por Frobenius pues toda isogenia ¢ no nula puede factorizarse
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como ¢ = 1 o ¢, con ¢ separable y ¢, el p-Frobenius (més detalles pueden verse en
[35],Teo.6.1,pag.84).

0

De esta forma tenemos un operador dualidad tal que a cada isogenia ¢ le hace co-
rresponder su isogenia dual ¢. Culminaremos esta seccién enunciando las principales
propiedades de este operador dualidad.

Proposicién 1.55 (Propiedades de la dualidad). Sean E1, Ey y E3 curvas elipticas,
entonces se cumple.

—

L (Aditividad) ¢+ ¢ =g $ +

>€>

Vo, € HOII](El,EQ).
—¢ot) V¢ € Hom(Ey, Ey), ¢ € Hom(Ey, E3).

) ¥
3. (Idempotencia) gg (b V¢ € Hom(E, Es).
4. (Z-invariancia) m=m VYm e Z.

2. (Anticonmutatividad

La demostracién puede verse en ([35] Teo.6.2, pag 86) Observemos que la anticonmu-

tatividad es inmediata de verificar pues ((b w) (Yog) = bo (1/; P)ogp = $o [deg(¥)]op =
[deg(v))]pop = [degw)][deg(gb)] [deg(i,b ¢)]. La Z-invariancia se deduce de la aditividad,
utilizando que m + m+1=m+1 y que 1 = 1 que es directo de Verlﬁcar La 1dempoten01a

se deduce de la Z-invariancia, como (b o€l = qﬁ o = qﬁ ¢ = qﬁ qﬁ de donde ¢ = (b
(observemos que vale la cancelativa pues aff = 0 = deg(«)deg(f) = deg(af) = 0 luego
uno de los mapas tiene grado nulo asi que debe ser el mapa nulo y por lo tanto @« = 0 o
B = 0). Luego la tnica parte no inmediata es la aditividad donde puede consultarse en la
referencia anterior.

3. Curvas ordinarias y supersingulares.

El objetivo de esta seccién es mostrar que para el caso de curvas elipticas sobre un
cuerpo finito F,, solo hay dos posibilidades para End(E) y es que sea isomorfo (como
anillo) o bien a un orden en un cuerpo cuadratico imaginario (caso ordinario), o bien
a un orden en un dlgebra de cuaterniones (caso supersingular). Comenzaremos enuncian-
do un teorema de estructura para End(E) que serd probado en las siguientes dos secciones.

Teorema 1.56 (Estructura de End(E)). Sea E/K una curva eliptica y End(E) su
anillo de endomorfismos, se cumplen las siguientes dos propiedades:

i) End(E) es un Z—mddulo libre de rango a lo sumo 4.

ii) Posee una antiinvolucion ¢ — gg que cumple <;5<$ € ZT para toda isogenia no nula
¢ € End(E).

3.1. Estructura de End(F) como Z—mdédulo. En esta parte probaremos la primer
parte del teorema de estructura, es decir, que End(F) es un Z—médulo de rango r < 4.
Probaremos algo un poco mas general, que si 1 y Eo son curvas elipticas sobre un cuerpo
K entonces Hom(F1, E2) como Z—mdbdulo es libre de rango a lo sumo 4.

La idea principal es conseguir una inmersién de Hom(E;, F3) en un Z-médulo més
grande. Quien jugard el papel de ese Z-mddulo méas grande serd Hom(Ty(E1),Ty(E2))
donde Ty(F) es el f-moédulo de Tate de la curva eliptica E' que definiremos a continuacién.



3. CURVAS ORDINARIAS Y SUPERSINGULARES. 37

Definicién 1.57. Sea E[("] el conjunto de puntos de ¢"-torsién de la curva eliptica
E, donde /¢ es un primo que no divide a la caracteristica de K, definimos el /-mdédulo de
Tate de E' como:

Ty(E) = lfim E["
donde el limite inverso se hace respecto de los f-mapas E[("*!] — E[("] : P+ (P.

Es decir, un elemento P € Ty(E) es una sucesion infinita P = (P1, Py, Ps,...) donde
P, € E[("] y {P;y1 = P; para todo i € Z7.

Describir la estructura del ~-médulo de Tate es muy sencillo: como ¢ no divide a la
caracteristica de K tenemos para la parte de {"-torsién el isomorfismo E[¢"] ~ % X %.
Cada punto de E[¢"] tiene ¢? levantados a E[¢"*1], en efecto, el kernel del mapa 7, :
E["tY] — E[¢"] : P + (P es justamente E[(], los puntos de /-torsién, su cardinal es
#E[() = # (£ x Z) = (> = #E[(""']/#E[("] por lo tanto m, es sobreyectiva y cada
elemento de E[("] tiene £? levantados a E[¢"T!]. Observemos ademés que si {P’,Q'} es un
generador (como Z-médulo) de E[¢"] entonces todo levantado {P, Q} es un generador de
E[¢"F1]) en efecto, si X € E[¢("*1] entonces £X € E[("] por lo tanto existen «, 3 € Z tales
que /X = aP’ + BQ’; por definicién de levantado P’ = /P y Q' = {(Q asi que cancelando
¢ tenemos que X = aP 4+ Q) como queriamos probar.

Tomando P; y (1 tales que E[{] = %Pl o %Ql y P,Q € Ty(F) tales que P = (Py,...)
y Q@ = (Q1,...), por lo visto anteriormente E[{"] = %PH @ %Qn y los isomorfismos
on @ E[0"] — ZJ0"Z x Z/¢"Z dado por aPy, & bQ, — (a,b) inducen un isomorfismo de
grupos o = (op,)n>1 entre Ty(E) y 1&1 % X % que a su vez es isomorfo a Zy X Z, (via

((ans Bn))n=1 = ((n)n>1, (Br)n>1))-

Para A = (A1, A2,...) € Zyy P = (P, P,...) € Ty(F) podemos definir el producto
AP = (A P, M2 Ps,...), es directo verificar que esta sucesion resulta coherente con respec-
to al f-mapa y por lo tanto AP € Ty(FE), de hecho esta operacién le da estructura de
Zyp-médulo a Ty(E) y el mapa o resulta no solo ser un isomorfismo de grupos sino también
un morfismo de Zy-moédulos.

Ahora vamos a determinar los morfismos entre los /-médulos de Tate de dos curvas
elipticas.

Comenzemos por observar que si tenemos una isogenia ¢ € Hom(FEp, E2) y si P €
E,[0"] entonces ¢(P) € Eq[0"] (pues {p(P) = ¢({P) = ¢p(O1) = Os), luego cada ¢ €
Hom(E,, E5) induce un mapa ¢y, : Eq[¢"] — E3[¢"] entre los puntos de ¢"-torsién de una
y otra curva dado por ¢y, (P) = ¢(P). Asi que el mapa ¢y = (¢, )n>1 define un mapa en-
tre los ¢-médulo de Tate de una y otra curva. En efecto, si P = (P, Py,...) € Ty(Ey)
entonces £oppi1(Prt1) = Ld(Prt1) = ¢(lPrt1) = O(Pn) = ¢un(Pn) y por lo tanto
¢e(P) = (¢4 (Pn))nz1 € To(P).

Definiciéon 1.58. Un morfismo entre los f-médulos de Tate de dos curvas elipticas
E,/Ky E3/K es un mapa

(255 : Tg(El) — T[(EQ)
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inducido por una isogenia ¢ € Hom(E;, E2) como mostramos anteriormente. Al conjunto
de morfismos entre los ~-médulo de Tate de E1 y Es lo notaremos por Hom(7y(E1), Ty(Es)).

El mapa ¥, : Hom(E1, Ey) — Hom(Ty(E1),Ty(E2)) dado por ¢ — ¢y induce una
estructura natural de anillo en Hom(7y(E1),Ty(E2)) de forma que ese mapa resulta un
morfismo de anillos (en particular de Z-médulos). No es dificil verificar que v, es inyec-
tivo, en efecto, ¢, = 0 implica que E[("] C ker(¢) Vn > 1, luego ¢ = 0 por tener kernel
infinito.

Asi que conseguimos una inyeccién de Z-médulos:
U, : Hom(E1, Ey) — Hom(Ty(E4), Ty(E2))

lamentablemente este iltimo médulo es de dimensién infinita como Z-médulo (pues por
cardinalidad, Z lo es). Por suerte no todo esta perdido, tenemos que Hom (7y(E1), T;(E>))
> Moy 2(Zy) (eligiendo una Zy-base para cada uno de los médulos de Tate) que tiene dimen-
sién 4 pero como Zg-médulo. Como rangoz(Hom(E, Eq)) < rangoz,(Hom(E1, E) @ Zy)
(Corolario C.5 del Apéndice) alcanzaria probar que Hom(E, Fs) ® Zy estd inmerso como
Zg-mé6dulo en Hom(Ty(E1), Te(E2)) que tiene Zg-rango igual a 4.

Teorema 1.59. La funcion ¥y anteriormente descripta, se extiende a Hom(E7, Fs) ®
Zy de la siguiente forma:

\I/g : HOII](El, Eg) ® Zg — Hom(Tg(El), Tg(EQ))
Z oW @\ Z /\i%i)

Esta extension continua siendo inyectiva y ademds resulta un morfismo de Zg-mddulos.

Probaremos previamente un resultado sobre mddulos finitamente generados como
lema.

Lema 1.60. Si Mc Hom(FE1, E2) es un Z—submddulo finitamente generado entonces
el Z—submddulo M4 = {x € Hom(Ey, Ey) : nx € M para algin n € Z} también es
finitamente generado.

Demostracion del Lema. Recordemos que Hom(E, E5) es libre de torsién como Z—mo-
dulo por lo tanto también lo serd M y al ser finitamente generado entonces M = myZ &
moZ®...emyZ con m; € M. Por los teoremas de extension de generadores y conjuntos L.
del producto tensorial (ver apéndice), tenemos M — MR = m;R&moR®. . .&myR = RY
(el isomorfismo como espacio vectorial). Veamos que la inyeccién natural ¢ : M — M @ R
dada por t(m) = m ® 1 se extiende a ¢ : M4 < M @R. Siz € MW yn € Z* es tal que
nx € M definimos ¢(x) = nzr®1/n € M ®R. Esta extension estd claramente bien definida
puesto que si z € M y n,m € Z son tales que nx, mx € M se tiene que:

nr®l/n=mnx®1l/nm=mz®1l/m

Ademss si z,y € M son tales que tx = 1y entonces nz ® 1/n = my ® 1/m (donde
n,m € Z* son tales que nx,my € M), multiplicando por mn de ambos lados nos queda
que mnzr ® 1 = nmy ® 1 asi que mnx = nmy (ver apéndice) y como Hom(E}, Es) es li-
bre de torsién tenemos que x = y, claramente esa inmersién es un morfismo de Z—madulos.
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Como M < Hom(Ej, E2) entonces la restriccion de la forma cuadrética deg define una
forma cuadratica en M, por el teorema de extensién de médulos cuadraticos (ver apéndice)
esa forma cuadratica se extiende a una R—forma cuadratica ae\g : M ®R — R, que resulta
una funcién continua considerando en M ® R la topologia heredada de R! a través del
isomorfismo (ver apéndice).

Al estar M%" C Hom(E1, F») entonces deg(x) € Z* para todo 2 € M% x # 0 por

—1 .

lo tanto deg (—o00,1) es un abierto de R = M ® R que corta a M%" solo en 0, por lo
tanto M es un subgrupo discreto de R? y por lo tanto es finitamente generado como
Z—mbdulo.

O

Demostracion del Teorema. Para ver que se extiende a un morfismo de Z—mddu-
los dado por la férmula de arriba, alcanza observar que el mapa Hom(Ey, Fy) X Z; —
Hom(Ty(E1),Ty(E2)) dado por (¢, ) — ¢¢\ es Z—bilineal y equilibrada lo cual es in-
mediato de verificar. Una vez que sabemos que el mapa W, esta bien definido también es
inmediato verificar que es un morfismo de Zy,—mddulos, solo hace falta chequear la inyec-
tividad.

Tomemos ¢ € Hom(FE7, E2) ® Zy tal que ¢y = 0, queremos probar que ¢ = 0. Sea
¢ =" 10N = > N¢; con la identificacién usual, donde los ¢; € Hom(E1, Es)
y Ai € Zy para i = 1,2,...,n. Consideremos M = Y " | Z¢; (Z—mbdulo finitamente
generado de Hom(FE}, Fs)), se tiene que ¢ € M ®Z,. Ademds M% es finitamente generado
(por Lema) y libre (por ser Z—submdédulo de Hom(FE7, Es) que es libre), por lo tanto:

MW = Ty ® Zipo @ ... @ Zapy  con 1, 2o, ..., Py H/Z
Como ¢ € M @Zy C MU QZp =Tyt ® Zptha ® ... D Ly (ver apéndice, propiedad de
extensién de base del producto tensorial), asi que podemos escribir:

=11 + s+ ... a, o €Zyg

queremos probar que a; =0 parai=1,2,...,t.

Sea r € ZT y sean ay,as,...,a; € Z tales que a; = o; (méd £7) Vi : 1 <4 <t (por
ejemplo tomar a; = r-ésima coordenada de o).

Por la linealidad de ¥, tenemos que ¢y = a1 (91)¢ + aa(V2)e + ... + (V).

Para todo P € E[¢"] el mapa ¢, coincide con ai(11)s + a2(¥2)e + ... + ar(¥r)e = ne
donde n = a191 + agthes + ... + ar)y € Hom(Ey, E»).

Como ¢y = 0 = n(P) = 0 VP € E[{"] = ker[l"] C kern siendo [¢"] separable
pues ¢ Jcar(K) asi que por el Teorema de Factorizacién por inclusién de kernel, existe
A By — Es tal que n factoriza como n = Ao [("|g, = [("] o A = ¢"\ € M lo cual implica
que A € M% y por lo tanto:

)\:b1¢1+b21/12+...+bt¢t b, €7

Como 1,%s, ..., son Li sobre Z entonces a; = £"b; para i = 1,2,...,t asi que o =
a; =0 (méd £7), 1 < i < t. Es decir, la r—ésima coordenada de a; = 0 para todo r € ZT,
1=1,2,...,t=>a; =0parai=1,2,...,¢ y por lo tanto ¢ = 0 como queriamos probar.
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O

Observacién 1.61. El monomorfismo de Z;,—moddulos dado por el teorema ante-
rior prueba que rangoz, Hom(E, Es) ® Zy < rangoz, (Hom(T;(E1),Ty(E2))) = 4 y co-
mo el Z—rango de Hom(E, E2) no puede superar al Zy,—rango de Hom(E, E2) ® Zy
se deduce que Hom(E1, E3) es finitamente generado como Z—médulo (con rango a lo
sumo 4). Como consecuencia de esto tltimo tenemos la igualdad rangoz(Hom(E1, E2)) =
rangoz,(Hom(E1, E3) ® Zy) (Corolario C.5 del Apéndice).

Corolario 1.62. EIl anillo Hom(FE1, Es) es un Z—mddulo libre de rango a lo sumo 4
(lo cual prueba la primer parte del Teorema de estructura para Hom(Ey, E2) ).

3.2. Antiinvolucién en End(F). Comenzemos recordando la definicién de involu-
cion.

Definicién 1.63. Sean R y R’ dominios integrales de caracteristica 0, una anti-
involucién de R en R’ es una funcién™: R — R’ que verifica las siguientes tres propiedades:

i) (Linealidad) Para todo x,y € Ry a, 8 € Z se cumple que o + 5@/ = aZ + fY.
ii) (Anticonmutatividad) Para todo z,y € R se cumple que Ty = YT.

ili) (Idempotencia) Para todo z € R se cumple que T = z.

Decimos que R posee una anti-involucién cuando existe una anti-involuciéon™: R — R.

Si F1 y E5 son dos curvas elipticas, la dualidad de isogenias define una involucién de
Hom(E1, E2) en Hom(FEs, E1). Recordemos las propiedades de la dualidad enunciadas en
la Prop.1.55, observamos que la dualidad cumple la anticonmutatividad e idempotencia.
Observemos ademds que ax = Ta = o donde en la tltima igualdad se uso la Z-invariancia
v la conmutatividad de escalares, esto junto con la aditividad implican linealidad.

En el caso particular que E; = Fo = E tenemos que la dualidad define una antiin-
volucién en el anillo End(E).

3.3. Implicancia del Teorema de Estructura. Veamos ahora que solo hay tres
posibilidades para Hom(FE1, F2) donde E; y Es son dos curvas elipticas sobre un cuerpo
K. El objetivo de esta seccién es probar el siguiente teoremas:

Teorema 1.64. Si R es un dominio integral de caracteristica O con las propiedades:

i) R es un Z—mddulo libre de rango a lo sumo 4.
ii) R posee una ani-involucion o« — & tal que para todo o € R* se cumple que ad €
7.

Entonces se tienen las siguientes posibilidades para R:

a) R=Z.
b) R = O, un orden en un cuerpo cuadrdtico imaginario.
c) R=3, un orden en un dlgebra de cuaterniones.

Recordemos algunas definiciones.
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Definicién 1.65 (Orden sobre una Q—algebra.). Si K es una Q—4&lgebra (no nece-
sariamente conmutativa) de dimensién finita (como Q-—espacio vectorial), un orden O
en IC es un subanillo de K que como Z—mdédulo es libre y finitamente generado y satis-
face ademas que O ® Q = K (es decir, existe una Z—base {r1,rs,...,r} de R tal que
R=7Zri®Zro®...07Zr; yK:@Tl@QTg@...@QTt).

Definicion 1.66 (Algebra de Cuaterniones.). Un dlgebra de cuaterniones es un algebra
de la forma:

K=Q+ Qa+ QB+ Qap

con las reglas multiplicativas:
052,,82 GQ, 052 <07 52 <07 ,805:—045

Definicién 1.67 (Norma y traza.). Si R es un dominio integral con una anti-involucién
que verifica las hipdtesis del teorema anterior, para r € R definimos la traza Tr(r) =r+7
y la norma N(r) = r7.

Proposicion 1.68. Se tiene las siguientes propiedades respecto la traza y la norma:

i) La traza Tr : R — Z es una funcion Z—lineal y la norma N : R — Z es multi-
plicativa.

i) La traza y la norma se extienden a Tr: R Q - Q y N: R® Q — Q de forma
que la traza es Q—lineal y la norma sigue siendo multiplicativa.

Demostracion: Para la primera parte comenzemos observando que N(«a) = aa € Z
por hipétesis y con respecto a la traza tenemos:

Na-1)=(a-Da-1D=(a—-1)@—-1)=ad - (a+a)+1=N() - Tr(a) +1
y por lo tanto Tr(a) = N(a) = N(a—1)+1 € Z.

Ahora la linealidad de la traza, sin,m € Z y «a,8 € R se tiene:

Tr(na+mpB) = (na+mp) + (na/—i-\mﬁ) = na+mpB +nd +mpB = n(a+a) +m(B + B)
=nTr(o) + mTr(B)
Respecto la norma, para «a, 5 € R se tiene:

N(ap) = (aB)aB = a(BB)a = a@BB = N(a)N(B)

Para ver la segunda parte, basta ver que la anti—involuciA(’)n puede extenderse a R ® Q
(0 sea ha de verificarse (& = ¢, 2 +y =2+ 7, 2) = §2 y T = « para todo z,y € R® Q
y ¢ € Q) y que ademds para todo x € R ® Q se verifique 2 € Q. Una vez que tengamos
extendida la anti-involucién cumpliendo las propiedades anteriormente descritas entonces
definimos para x € R® Q, Tr(z) =+ 7 y N(z) = 2Z. Luego, argumentando como en la
parte anterior, se tiene que Tr: R® Q — Q es Q—lineal y N : R — Q es multiplicativa y
claramente extienden la traza y norma de R.

La funcién R x Q — R ® Q dada por (r,q) — 7 ® q es bilineal y balanceada, por lo
tanto define un morfismo Z—lineal en R ® Q que serd nuestra anti-involucién que verifica
@ = 7 ® ¢q. Recordemos que al ser Q el cuerpo de fracciones de Z todo elemento de
R®Qesdelaformar®@qgconr e Ry q e Q (ver apéndice) asi que facilmente se verifican
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las propiedades, sean x = 1y ® q1 # 0,y =13 ® ¢2,a € Z* tales que aqi,aq2 € Zy q € Q
(si x = 0 se verifican trivialmente) se tiene:

) @@=rQqu=m®qqn

—

. 1 —_— 1 ~ ~ 1 o~ o~
i) z+y=(aqr1 + agrz) ® P aqim1 + CMJ2T2®E = (GQ1T1+GQ2T2)®E = r1Q®q1+7284g2

=T+7y
i) Ty=rirs ® g2 = M2®q1q2 = MO = (R®e@)(M©q) = T
v) T=moqa=10u =1y =1

Y por ultimo:
v) 2Z=(moq)(leqa)=rfeg¢=n®q =qnecQ"
donde n = r;7; € Z™T lo cual culmina la prueba.

O

Demostracion del Teorema 1.56. Consideremos la Q—4élgebra K = R®Q y recordemos
que dimg(K) = rangoz(R) < 4 (ver apéndice). Si el Z—rango de R es 1 tenemos R = Z
que es una de las posibilidades, asi que supondremos de aqui en més, que el Z—rango de
R es mayor que 1 y por lo tanto K tendra dimensién al menos 2 como Q—espacio vectorial.

Consideremos la traza, la norma y la anti-involucién en K inducida por la anti-
involucién en R como en la proposicién anterior. Observemos que para todo a € K se
tiene:

(X —a)(X —a)=X?—-Tr(a)X + N(a) € Q[X]
por lo tanto, todo elemento de K tiene grado 2 sobre Q (recordemos que como K puede ser
no conmutativo, K no es necesariamente un cuerpo cuadrético). De lo anterior se concluye
ademés que si a € K es no nulo con T7(a) = 0 tenemos que a? = —N(a) € Q.

Sea « 6 K,a ¢ Q, podemos suponer que Tr(a) = 0 (en caso contrario tomamos
B =a—-3Tr(a) ¢ Qpues a ¢ Qy Tr(a) € Qy Tr(f) = Tr(a) — Tr(zTr(a) =
Tr(a)—2- 3Tr(a) = 0).

Si K = Q(a), como Tr(a) =0y a # 0 (pues a € Q) por la observacién previa o < 0
y por lo tanto K es un cuerpo cuadratico imaginario y R es un orden en K.

Si K # Q) tomemos v € K,7 € Q(«a). Observemos que para cualquier r € Q

tenemos que § = ~ — 1Tr(7) — ra & Q(a) (pues ¥ ¢ Q) y 3Tr(1) +ra € Q(a)) y
ademés Tr(B) = Tr(y) —2- 3Tr(y) — rTr(a) = 0. Queremos que Tr(a3) = 0, como:

Tr(af) =Tr(ay) — %Tr(v)Tr(oz) —rTr(a?)

dado que Tr(a?) = 202 # 0 (pues a? € Q y a # 0) podemos elegir r tal que Tr(afB) = 0.

Resumiendo tenemos que «, 3 € K verifican o? < 0, Tr( ) =0, B¢ Q(), Tr(p)
0,7r(aB) = 0 lo cual implica que a® < 0,32 < 0y aff = —046 = —Ba = —(-p8)(—a)
—Ba (donde en la primera igualdad se usé que Tr(af) = 0y en la tercera que Tr(a) =
y Tr(8) = 0) y por lo tanto:

Qla, ] =Q+aQ+Q+apQCK

0
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es un dlgebra de cuaterniones. Vamos a probar que K = Q[a, f].

Como K es un Q—espacio vectorial de dimension a lo sumo 4, alcanza probar que
{1,a, 8,af} es Li. sobre Q. Sean a,b,c,d € Q tales que a + ba + ¢ + daff = a + ba +
B(c+da) =0, como 5 ¢ Qo] esto implica que a +ba =0y ¢+ da =0, como « ¢ Q esto
implica a =b =0y ¢c=d =0 como queriamos probar.

O

3.4. Caso de curvas elipticas sobre un cuerpo finito F,. Denotemos como
antes F, el cuerpo finito de ¢ = p® elementos con p primo y sea E/F, una curva elipti-
ca; veremos que en dicho caso el endomorfismo de Frobenius ¢ = ¢, vive efectivamente
en una extensién cuadratica de Q y por lo tanto End(F) resulta estrictamente mayor que Z.

3.4.1. La ecuacion caracteristica del Frobenius. Recordemos primero que la norma
del Frobenius N(¢) = deg(¢) = ¢ (Seccién.2.1.3).

Por otra parte en el Cor.5.5, pag.83 de [35] se prueba usando un criterio de separabil-
idad via diferenciales (Prop.4.2, pag.35 de [35]) que los mapa m + n¢ son separables para
m,n € 7 tales que p /m y en particular el mapa ¢ — 1 resulta separable. Aceptando eso
calculemos la traza del Frobenius, observamos primero que:

P =(z,y) € ker(¢p — 1) & ¢(P) = (27,y7) = (v,y) & P € E(Fy)

y por lo tanto, en virtud de la separabilidad de ¢ — 1 se tiene que deg(¢p — 1) =
#ker(¢p —1) = #E(F,).

Ahora utilizamos la relacién tr(¢) = N(¢) — N(¢ — 1) + 1 vista en la demo. de la
Prop.1.69 (pdg.40), donde N = deg y nos queda:

t=q+1—#E(F,)

donde t es la traza del Frobenius. En resumen, nos queda que N(¢) = éﬁ\qS =q€Zy
t=tr(¢) =p+¢=q+1— #E(F,) € Z por lo tanto ¢ (y @) es raiz del polinomio ménico
con coeficientes enteros:

X2 tX+4¢=0
que se conoce como ecuacién caracteristica del Frobenius.

3.4.2. Forma cuadrdtica deg y el Teorema de Hasse. Comenzemos observando que el
par (End(FE), deg) resulta un grupo cuadratico (definicién D.2 del Apéndice), para ello hay
que ver que deg : E' — Z resulta una forma cuadratica. Como deg(—¢) = deg(—1) deg(¢) =
deg(¢) falta probar la propiedad de bilinealidad, sea entonces (¢, ¢) = deg(¢p+1)—deg(¢)—
deg(1)) y observemos que (Cor.6.8., pig.88 [35]):

(0.0) = @+ )@ +1) = 66 — b = 6y + D¢
donde se ha identificado como es usual los mapas [m] con los enteros (via la inyeccién
m +— [m]). De la ecuacién anterior es facil verificar la linealidad respecto a cualquiera de sus
dos variables usando la linealidad de la dualidad (seccién 3.2). Como ademés deg(¢) > 0
para todo ¢ € End(F) con igualdad si y solo si ¢ = 0, la forma cuadrética deg resulta

una forma cuadratica definida positiva y en particular es vélida la desigualdad de Cauchy-
Schwarz (Teorema D.5 del Apéndice).
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Teorema 1.69 (Teorema de Hasse). La traza de Frobenius cumple [t| < 2./q.

Demostracion: . Aplicando la desigualdad de Cauchy-Schwarz con el Frobenius ¢ y la
identidad 1 nos queda:

(6, 1)] < 21/deg(¢)v/deg(1) = 24
la conclusion se obtiene observando que (¢, 1) = — (¢, —1) = —(deg(¢p—1) —deg(¢)—1) =
O

Observemos ademas que si ¢ = p® con s impar entonces ¢ no puede ser un cuadra-
do perfecto y la desigualdad serd estricta en Cauchy-Schwarz, en ese caso vemos que el
polinomio caracteristico de Frobenius (el que aparece en la ecuacién caracteristica del
Frobenius) tiene discriminante:

A=t*—dg = (t| - 2y/a)(|t| +2v/a) <0
por la desigualdad de Cauchy-Schwarz y por lo tanto End(E) seréd estrictamente mayor
que Z en este caso.

Para el otro caso, cuando ¢ = p® con s = 2h par, puede darse el caso que la traza del
Frobenius 2 = 4¢ (cuando t = 2ph) y por la ecuacién caracteristica del Frobenius resulta
que ¢ =t/2 = pheZ (obs. ph = V/q)- Este caso de hecho ocurre a veces, pero solamente
para el caso supersingular (ver [22],Te0.4.10) que es cuando End(E) resulta un élgebra de
cuaterniones, en este caso el Problema del Logaritmo Discreto (PLD) puede transferirse al
PLD sobre un cuerpo finito (Fys,.) con s < 6 en donde el Index Calculus resuelve el PLD
en tiempo subexponencial (la transferencia vale en contextos méas generales, pero en el caso
de curvas elipticas supersingulares se prueba que la extensiéon de F, de grado a lo sumo
6). Tal ataque es conocido como Frey-Ruck attack, por més detalles puede consultarse en
[17] o [10].

Para algunos casos de curvas ordinarias también se conocen ataques eficientes para el
Problema del Logaritmo Discreto (PLD) pero no se conocen ataques generales para este
caso. Como nuestro principal interés es estudiar el PLD, podemos restringirnos entonces
al caso ordinario.



Capitulo 2
El grafo de Isogenias

En el capitulo previo hemos cubierto gran parte de los preliminares generales, en este
capitulo nos centraremos en un objetivo especifico que es definir y mostrar las principales
propiedades del grafo de j-invariantes y ¢-isogenias (o simplemente grafo de f-isogenias)
donde ¢ serd un primo distinto de p, la caracteristica del cuerpo [F,. Dicho grafo sera de-
notado de ahora en mas como G, n¢, para ciertos pardmetros ¢, N y ¢ que definiremos a
continuacion.

El grafo G, n ¢ jugard un papel clave en el algorimo de autoreducibilidad aleatoria que
trataremos en el capitulo siguiente, el cual es motivador de este trabajo, asi que comen-
zaremos por definir dicho objeto.

1. El grafo de isogenias.

Consideremos un cuerpo finito F, de caracteristica p, un entero N € Z, = [¢ + 1 —
2,/q,q+1—2,/q] en el intervalo de Hasse tal que exista al menos una curva eliptica ordi-
naria! E/F, con #E(F,) = N y un primo £ # p.

1.1. Definicion del grafo de isogenias. Comenzaremos describiendo en primer
lugar el conjunto de vértices V' del grafo G, n ¢, los vértices del grafo vendrdn dados por
[F-clases de isomorfismo de curvas elipticas E/F, con #E(F;) = N, es decir:

V = {[E)s, : E[F, #E(F,) = N}

donde [Elp, denota la Fy-clase de isomorfismo de la curva eliptica E/F,.

En otras palabras, los vértices estdn representados por F4-clases de isomorfismos de
curvas elipticas definidas sobre F, que contengan por lo menos algin representante con
exactamente N puntos F,-racionales. Observemos que si E' € [E]r,, donde [E]r, es un
vértice, entonces es claro que E’ estd definida sobre Fy (pues E y el isomorfismo entre E 'y
E’ lo estd) y que #E'(F,;) = N (pues el isomorfismo entre E y E’ induce un isomorfismo
de grupos entre E(F,) y E'(F,)). Por lo tanto cualquier representante de la clase verifica
E'[Fgy #E'(Fg) = N.

Recordemos que el j-invariante clasifica F,-clases de isomorfismos de curvas elipticas,
por lo tanto tenemos bien definida la funcién [E]r, — j(E) (que también llamaremos j)

dado que curvas F, -isomorfas son en particular F_q—isomorfas. El reciproco no es cierto
debido a la existencia de twists (ver Seccién 1.2.2), por lo tanto no es claro que j : V. — F,

LCasi siempre va a existir alguna curva con esa propiedad, salvo unos pocos casos bien determinados,
en virtud del Teorema de Waterhouse (Teoremas 9.10.11 y 9.11.2 de [19]).

45
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sea inyectiva (recordar que E/F, = j(E) € F,).

En el préximo capitulo (més precisamente en el Corolario 3.6) probaremos que si para
E/F, definimos j,(E) = (j(E),#E(F,;)) entonces esta funcién j, es un clasificador de
F,-clases de isomorfismo, es decir, para Iy y Ea curvas elipticas definidas sobre F, se
cumple que existe un isomorfismo definido sobre F, entre ellas si y solo si j,(E1) = j4(E2).
En consecuencia, si dos vértices [E]r,, [E2]r, € V tienen el mismo j-invariante entonces
J(Ey) = j(Esy), pero como #E (F,) = #E»(F,) resulta que j,(E1) = j,(E2) y por lo tanto
[E1]r, = [E2]r,, 0 sea, tenemos la siguiente proposicion.

Proposicién 2.1. La funcion V — F, dada por [Elr, — j(E) es inyectiva.

Esa proposicién nos permite indexar los vértices de V' con elementos de F, sin am-
bigliedad (en el sentido que a vértices distintos corresponden elementos distintos) a través
del j-invariante, asi que en general cuando usemos que V C F,, estaremos usando la
identificacién anterior por medio del j-invariante (muchas veces resulta mas conveniente
representar los vértices como elementos de F, en lugar de F,-clases de isomorfismo de
curvas elipticas).

Antes de pasar a describir el conjunto de aristas, vamos a definir una relacién de equi-
valencia entre isogenias.

Definicion 2.2. Dos isogenias ¢ : E — E1 vy ¢2 : E — FE5 son equivalentes si existe
un isomorfismo 1 : E1 — F» tal que ¢o = 1¢q.

Observemos que no estamos pidiendo que las isogenias ni el isomorfismo estén definidos
sobre F,. Vamos a denotar por ~ a la relaciéon anterior, que es facil observar que es una
relacion de equivalencia. Un criterio util para decidir cuando dos isogenias son equivalentes
lo da el siguiente resultado.

Proposicion 2.3. Sean ¢1 : E — Ey y ¢o : E — FEy dos isogenias. Se tiene que
b1 ~ 2 & ker(¢1) = ker(¢2) y deg(¢1) = deg(¢z).

DEMOSTRACION. El directo es evidente mientras que el reciproco es consecuencia del
Corolario 1.52 para el caso en que las isogenias ¢ y ¢o sean separables. Para el caso no
separable comenzemos observando que:

_deg(¢1)  deg(¢a) oo
deg;(¢1) = #ker(d1)  #ker(og) deg;(¢2)

donde hemos usado que el grado de separabilidad es el cardinal del kernel y el grado
es el producto del grado de separabilidad por el de inseparabilidad. Si denotamos por
t = deg;(¢r) para k = 1,2 entonces las isogenias factorizan como ¢ = )y o f; para
k = 1,2 donde f, es el p-Frobenius y 1 es una isogenia separable (Seccién 2.3.1 del
Capitulo 1). Ahora como v : E®) 5 By v Py E®) — Fy son isogenias separables y
ker(1)1) = ker(1)2), caemos en el caso separable y tenemos que Y1 = nibo donde n € Aut(Es)
y por lo tanto ¢1 = 97 o fIt) =g o fIt) = n¢9 lo cual implica que ¢ ~ ¢s. O

Observacion 2.4. La hipétesis de que las isogenias tengan el mismo grado es funda-
mental, pues para cualquier isogenia ¢ resulta que ker(¢) = ker(¢ o f,) (donde f, es el
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p-Frobenius) pero ¢ ~ ¢ o f,, (pues deg(¢ o f,) = pdeg(¢) > deg(¢)).

Ahora vamos a definir las aristas del grafo G, y ¢, que serd en realidad un multigrafo
(es decir, cada arista tiene asociada una multiplicidad).

Si [Er]r, v [E2]r, son dos vértices de Gy v, decimos que estdn conectados si
Homy(E1,E?)

~

Homy(E1, Es) # &, en este caso definimos la multiplicidad de la arista como #
donde ~ es la relacion de equivalencia entre isogenias definida anteriormente.

Para ver que la definicién anterior tiene sentido debemos probar que si Ef y E) son
curvas elipticas isomorfas sobre F, a E; y Ey respectivamente entonces Homy(E1, Ey) #
Homy(E1,E Hom (E} ,E! .
@ < Homy(E{,E)) + Dy # Om‘(w L52) — 4 Oml(Nl 2). esto se obtiene como consecten-
cia directa de la siguiente proposicién.

Proposicién 2.5. Sean Ey y E curvas elipticas, entonces # Homy(E1, E3) y
#Homl(El,Eg)

son finitos y solo dependen de la clase de isomorfismo de Ey y Es.
DEMOSTRACION. Para ver la finitud, en virtud de la proposicién anterior, alcanzaria
con ver que solo hay una cantidad finita de posibilidades para el kernel de una f¢-isogenia
¢ : E1 — Es. Dicho kernel serd un subgrupo de orden ¢ de E;[¢] que es finito como ob-
servamos en la Seccién 2.1.1 del Capitulo 1 y por lo tanto solo habra un nimero finito de
posibilidades (en la Prop.2.23 se da una versién més precisa de este resultado).

Ahora consideremos dos curvas elipticas E| y E) tales que existen isomorfismos 1; :
E; — E! parai = 1,2. Para demostrar la proposicién alcanza con construir una biyeccién
F : Homy(Ey, Ey) — Homy(E], E)) que preserve la relacién de equivalencia. La funcién
vendrd dada por F'(¢) = aotpy L es claro que estd bien definida (es decir, preserva el
grado) y que es biyectiva, vamos a ver que preserva la relacién de equivalencia. Si ¢1 ~ ¢9
entonces existe ¢ € Aut(Fs) tal que ¢o = ¢, por lo tanto F(p2) = F(1p1) = hathpdrp1 =
Porpy Pagiiby = (Yatnhy ') F(¢r) ~ F(¢1) como querfamos probar. O

Definicién 2.6. Sea ¢ = ([E1]r,, [E2]r,) una arista del grafo de isogenias Gg n,¢. De-
#Homg(El,Eg)

~

finimos la multiplicidad de la arista e como mult,(e) = . Para simplificar

notacién definimos multy(E1, Ez) = mult,([E1]r,, [E2]r,)-

La siguiente cuestion es respecto si el grafo de f-isogenias puede considerarse como
grafo no dirigido, vamos a ver que la respuesta es afirmativa en casi todos los casos.

Proposicién 2.7. Supongamos que p # 2,3 y sea ([E1]r,, [E2]r,) una arista de Gy n g
tal que j(E;) # 0,1728 para i = 1,2. Entonces multy(Eq, Es) = multy(Es, Ey).
DEMOSTRACION. Sean ¢, € Homy(E, E»), observemos que
¢~ Ine Aut(E2) 1 ¢ = np & ¢ € Aut(E2)y

Por otro lado, si j(F3) # 0,1728, como car(K) = p # 2,3 resulta que #Aut(Ey) = 2
y por lo tanto Aut(E;) = {1,—1}.
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Luego resulta que ¢ ~ 1) < ¢ € {1, —}.

En este caso, como Aut(Es) C Z, la dualidad pasa al cociente, es decir, queda bien

definida
A HOIIlg(El,EQ) _ Homg(Eg,El)

~ ~

como funcién de clases. En efecto, si ¢1 ~ ¢o = ¢1 = £ = a = i@; = a ~ @ Del

hecho que gg = ¢ para todo ¢ € Homy(FE>, E1) se deduce la sobreyectividad de la dualidad
también a nivel de clases, por lo tanto tenemos que:

multg(El, Eg) > m’u,ltg(Eg, El)

siempre que j(E2) ¢ {0,1728}. En el caso que también j(E;) ¢ {0,1728} entonces vale
la otra desigualdad y por lo tanto en este caso se deduce la igualdad mult,(Eq, Fy) =
multg(EQ,El). O

Esta proposicién nos permite considerar al grafo de isogenias G, n¢ como grafo no
dirigido para el caso en que el conjunto de vértices no contenga los j-invariantes 0 y 1728.
Generalmente esta es la filosofia adoptada, suponer que se estd trabajando en el caso
genérico y tratar al grafo G, y ¢ como grafo no dirigido (como por ejemplo en el articulo
de Jao-Miller-Venkatesan [24]).

Observacién 2.8. Para toda arista e = ([E1]r,, [E2]r,) de Gy ¢ se tiene que
multg(El, Eg) . #Aut(Eg) = multg(Eg, El) . #Aut(El).

DEMOSTRACION. De la prueba de la proposicién anterior se tiene que
Homg(El, Eg)

~

= {Aut(E2)y : ¢ € Homy(Eq, Eg)}

luego, por propiedad de relaciéon de equivalencia podemos escribir

t
Homy(E1, Es) = H—J Aut(E2)y donde t = multy(E7, E9)
i+1
de donde # Homy(E1, Ey) = t - #Aut(Ey) y por lo tanto multy(Ey, Eq) - #Aut(Ey) =
# Homy(E1, E3). De la misma forma resulta que mult,(Es, Eq)-#Aut(FEy) = # Homy(FEs, F1)
y usando la involucién canénica resulta que # Homy(FE1, Es) = #Homy(FEs, E1) y por lo
tanto multy(Eq, ) - #Aut(Es) = multy(Es, Ey) - #Aut(Eq). O

Comentario 2.9 (sobre otra posible definicién para el grado?). Observemos que en
realidad la proposicién 2.7 es consecuencia de la observacién anterior dado que #Aut(E) =
2 siempre que j(E) # {0,1728}. Otra definicién alternativa para el grado (multiplicidad)
de una arista podria ser multy(E1, Es) - #Aut(Es) en lugar de mult,(Ey, Es) y de esa
forma el grafo de isogenias puede considerarse como grafo no dirigido siempre, incluso que
hayan j-invariantes 0 o 1728, con esa definicién alternativa para la multiplicidad conti-
nuan valiendo las propiedades expansoras que seran probadas en la seccién 4.2 y por lo
tanto cualquiera de las dos definiciones para el grado son igualmente tutiles para nuestro
proposito. Continuando con la linea clasica vamos a continuar usando la primer definicién
para el grado.

2Cuidado de no confundir! Cuando nos refiramos al grado de una arista del grafo de isogenias, nos
estaremos refiriendo siempre a su multiplicidad como arista del grafo, nunca al grado de las isogenias que
representan la arista.
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Definicién 2.10 (Grafo de ¢-isogenias). El grafo de (-isogenias G, y ¢ es el grafo cuyo
conjunto de vértices V' viene dado por las clases de Fy-isomorfismo de curvas elipticas F
con #E(Fy) = N y conjunto de aristas E C V? donde ([E1]g,, [E2]r,) € E < existe una

(-isogenia ¢ : Ey — Es, la multiplicidad de dicha arista viene dado por mult,(Eq, Es) =
Hom, (£1,E»)
"

Comentario 2.11 (sobre calculo eficiente de la multiplicidad de una arista). Con
respecto a como calcular efectivamente la multiplicidad de una arista para el grafo G, v,
una forma posible es a través de un polinomio simétrico con coeficientes enteros ¢, €
Z[X,Y] llamado polinomio modular, que tiene la propiedad que dada una curva eliptica
E, /F, entonces:

{j €Fy: de(j(E1),j) =0} = {j(E2) : Ey es l-iségena a E1}
Ademas la multipliciadad de la raiz j(F3) coincide justamente con la multiplicidad de
la arista (j(E1),j(E2)) en el grafo G, n . Mas detalles y referencias sobre el polinomio
modular, asi como métodos para calcularlo, seran dadas en el préximo capitulo (méas pre-
cisamente en la seccién 4.2).

Asociados a los grafos de £-isogenias G, ¢, tenemos los grafos Sy, g que definiremos
q7 b ’ 7q7
a continuacion.

Definicién 2.12 (El grafo de isogenias Sy 4 p). Consideremos un entero positivo
B > 2 ysea L(B) = {¢ : ¢ es primo,/ < B}. Entonces se define el grafo de isogenias
SN ¢,B cOMO

SNgB = U Gy Nyt
LeL(B)
es decir su conjunto de vértices coincide con el conjunto de vértices de G, n¢ (que no
depende del primo ¢ tomado), mientras que dos vértices j; y jo estdn conectados en Sy ¢ B
si y solo si existe un primo ¢ < B tal que j; y jo estdn conectados en el grafo G, v, en
cuyo caso definimos la multiplicidad de la arista e = (j1, j2) como:

mult(e) = Z #—Homg(El,Eg)
(eL(B) ~

donde E; y E3 son curvas elipticas definidas sobre F, con #E;(F,) = N y j(E;) = ji
para ¢ = 1,2. Vamos a suponer que los grafos G, ¢ son no dirigidos suponiendo que
no contienen los j-invariantes 0 o 1728 (observe que el conjunto de vértices de G, n ¢ no
depende de ¢) y de esa forma el grafo Sy 4 p resulta no dirigido.

Respecto a la conectividad del grafo Sy 4 p observemos que a medida que B crece,
los grafos Sy 4 p (fijados N y ¢) tendran cada vez més aristas (en el mismo conjunto de
vértices) y es de esperarse que en algin momento se llegue a un grafo conexo. Este hecho
puede verse como consecuencia del siguiente Teorema de Tate.

Teorema 2.13 (Tate). Sean E, Ey dos curvas elipticas sobre Fy, entonces existe una
isogenia definida sobre Fy entre ellas si y solo si #E1(Fq) = #E2(F,).

Demostracion: Vamos a ver en detalle una de las implicancias (la parte facil) y dar
una idea y referencias para la otra implicancia. La direccién facil es el directo, suponemos
que existe una isogenia ¢ : Fy — FEo definida sobre F, y queremos probar que las curvas
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elipticas poseen el mismo cardinal sobre Fg,, o equivalentemente que el Frobenius para
E; y E5 tiene la misma ecuacion caracteristica (dado que la traza del Frobenius de FE
es ¢+ 1 — #FE(F,)). Sea 22 — tx + ¢ = 0 la ecuacién caracteristica del endomorfismo de
g-Frobenius m en Ej, como ¢ estd definida sobre [, entonces pm = myp, luego si Q €
E5 consideramos P € E; tal que ¢(P) = @ (recordar que toda isogenia no nula es
sobreyectiva) y se tiene:

(r* —tr +q)Q = (7* — tm + q)p(P) = ¢ ((x* — tm + q)P) = p(0) = O

donde en la segunda igualdad se usé que ¢ es una isogenia que conmuta con 7, luego
el Frobenius 7 tiene la misma ecuacién caracteristica en Fo lo cual implica, como men-
cionamos anteriormente, que #E1(F,) = #E»(F,).

Para el reciproco, siguiendo la linea de la demostracién del articulo de D.Charles [7],
podemos utilizar una técnica llamada Levantamiento de Deuring (que enunciaremos a con-
tinuacién) que nos permite llevar el problema a un problema de curvas elipticas complejas
(toros complejos) donde es mds facil de atacar, y de esa forma probar la existencia de
una isogenia ¢ : £y — Ej definida sobre F, (en realidad prueba que estd definida sobre
F, salvo F -isomorfismo, pero esto nos alcanza para nuestros propésitos). Por detalles y
referencias puede verse el articulo [7] que mencionamos anteriormente.

0

Teorema 2.14 (Levantamiento de Deuring). Dada una pareja (E/Fp, ?) donde E es

una curve eliptica ordinaria definida sobre Fy, y ¢ € End(E) entonces existe una tripleta
(E/L, ¢, p) donde E es una curva eliptica definida sobre un cuerpo de nimeros L (el ring

-~

class field del orden O = End(FE)), ¢ € End(E) y p un primo de L encima de p (o sea

~

plp) tal que E y ¢ reducen a E y @ respectivamente, mdodulo .

Demostracion: La demostracién es un poco técnica y requiere varios prerrequisitos por
lo que no serd expuesta aqui, la demostracién puede encontrarse en el libro de Lang [27],
en el Capitulo 13, Teoremas 12 y 14.

0

Corolario 2.15 (del Teorema de Tate). El grafo Sy, es conexo para B suficiente-
mente grande.

Demostracion: (Basada en el Teorema 25.1.2 de [19]) Todos los grafos Sy, p tienen
en comun el mismo conjunto de vértices V' = {[E]p, : E/F,, #E(F,;) = N}. Como conse-
cuencia de la Proposicién 2.1 resulta que #V < ¢ en particular V' es un conjunto finito y
basta probar que para cualquier par de vértices v y v’ existe un B = B(v,v’) tal que v y
v’ son conectables por camino en Sy 4 5 (luego tomando por ejemplo By como el méximo
de los B(v,v") con (v,v") € V2, resulta que Sy 4 p serd conexo para todo B > By).

Sean entonces v y v' dos vértices de V' y sean E y E’ representantes de v y v’ respec-
tivamente tales que E y E’ estdn definidos sobre F, y #E(F,) = #E'(F;) = N. Por el
Teorema de Tate, sabemos que existe una isogenia 1) : E — E’ de grado n definida sobre
F,, en el sentido que el subgrupo ker(¢) < E(F,) es Gal(F,/F,)-invariante.

Primero podemos factorizar a ¢ = ¢ o f; donde ¢ : Ey — E’ es una isogenia separable
(Ey = EP" la curva que surge de elevar a la p” todos los coeficientes del polinomio definidor
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de la curva E) y f, en el morfismo de Frobenius (ver Cap.1 Sec.2.3.1). En primer lugar
tenemos el camino de isogenias:

E di E®) . pr(p*):EO

Cada una de las curvas E®") est4 definida sobre F, (pues E/F, y E®") es elevar los coe-
ficientes de E a la potencia p’) y ademés todas tienen el mismo cardinal N sobre F,,
dado que el morfismo de Frobenius induce una biyeccién f, : E(p%l)(Fq) — E®)(F,) (con
inversa fq/,), por lo tanto cada una de la curvas E®") estan en V (en realidad sus clases)
para 1 < i < r y estdn conectadas en G, n, (en particular en S, y g para B > p). Ahora
solo resta probar que Ey y E’ son conectables en Sy 4 p para algin B adecuado.

Podemos suponer que no existe m > 1 tal que E[m] C ker(¢), en caso contrario pode-
mos tomar el mayor n € Z* tal que E[n] C ker(¢) y en virtud de la Proposicién 1.51
(dado que [n] es separables y E[n] = ker([n])) es posible factorizar ¢ = 1 o [n] donde
Y : By — E’ es una isogenia, que serd también separable (pues ¢ lo es) y definida sobre
F, (pues Ey/F,y j(E/ker(¢)) = j(E') € Fy), por lo tanto bastaria con remplazar ¢ por 1.

Descomponemos ahora deg(¢) = (145 ...¢; donde ¢; son primos (no necesariamente
distintos) para i = 1,2,...,t (recordar que deg(¢) = # ker(¢) dado que ¢ es separable).

Por el Teorema de Cauchy, podemos tomar P; € ker(¢) de orden ¢1, veamos que (P;)
esta definido sobre [F,: Consideremos o € Gal(F,/F,), como o(P) C o(ker(¢)) = ker(¢)
(pues ¢ estd definida sobre F,) tenemos que (P,o(P)) C ker(¢).

Pero l10(Py) = o((1P1) = o(O) = O por lo tanto (P,o(P)) € E[¢;] (la inclusién
estricta es porque estamos suponiendo que E[¢1] € ker(¢)) luego, dado que el orden de
E[t1]) es £2 ({1 # p pues ¢ es separable), por Lagrange el subgrupo (P, o(P)) tiene orden
p y por lo tanto o(P) € (P) (es decir, (P;) estd definido sobre F).

Luego aplicando nuevamente la Proposicién 1.51 podemos factorizar ¢ : Ey — E’
como:

) ¢
Ey——= Ey/(P\) = By —>['

Observemos que la separabilidad de ¢ implica la separabilidad de ¢}. Ademds como
(P1) esta definido sobre F; entonces E; también (escogiendo un representante adecuado de
la clase de isomorfismo) y luego también lo estard ¢ (pues j(E1/ker(¢))) = j(E') € Fy)
y deg(¢)) = laols... L. Podemos repetir el mismo argumento hecho para ¢ con ¢] y
asi sucesivamente, obteniendo al final un camino de isogenias:

E, é1 B ¢2 ¢tEt:E,
donde cada ¢; es una /;-isogenia definida sobre I, (en el sentido que su kernel estéd definido
sobre [F;) y por construccion cada curva F; estard definida sobre Fy y ademés #E;(F,) = N
por la parte facil del Teorema de Tate. De esa manera la cadena de isogenias anterior induce
(tomando clases) un camino en el grafo S, v p para B > By := max{{; : 1 < i <t} que
conecta [Ep|r, con [E'|r,. Por lo tanto para B > méx{By,p} las curvas E y E’ estardn
conectadas en Sy 4 B como queriamos probar.

O
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Observaciéon 2.16. En la demostracion hemos usado el término “isogenia definida
sobre F,” para referirnos a una isogenia ¢ : E — E’ donde E y ker(¢) estdn definidos
sobre F,, esto implica que ¢(x,y) = 1 o ¢y donde ¢ es un F-isomorfismo y ¢o(z,y) =
(fi(z,y), f2(x,y)) donde fi, fo son mapas racionales (por eso a veces es usado el término
“isogenia definida sobre [, salvo F g -isomorfismo”, cuando queremos recalcar esa diferen-
cia). En el capitulo 3 (el principal de este trabajo), la construccién eficiente de dicho camino
de isogenias jugard un papel clave, pero vamos a necesitar ademas que nuestras isogenias
induzcan funciones ¢ : E(F,) — E'(F,) y para eso necesitamos un poco mas, necesitare-
mos que las isogenias estén compuestas por mapas racionales por lo tanto serd necesaria
una pequena modificacién en nuestro argumento para crear una versién implementable.

Observacién 2.17. En la version implementable que haremos en el siguiente capitulo
vamos a restringirnos al caso en que ¢ = p primo, en este caso el morfismo de Frobenius
resulta un endomorfismo y en este caso la igualdad #E(F,) = #E'(F,) implica que E y E’
serdn iségenas por una isogenia separable (en virtud del Teorema de Tate y de la Proposi-
cién 1.51). En este caso podria omitirse la primer parte de la demostracién del Corolario
resultando que F y E’ conectables para B > By (en lugar de méax{ By, p}), realmente esto
es lo que ocurre para este caso, el B que hace que Sy 4 p sea conexo es mucho menor que
p (cuando p = ¢q), esto es clave para que el algoritmo de reducibilidad aleatoria sea eficiente.

En la seccién 4 de este capitulo, generalizaremos este resultado (sobre la conectividad
de Sy, B) mostrando que en realidad resulta ser un grafo expansor (restringiendonos a
cierto subconjunto), que informalmente quiere decir que podemos llegar de un vértice a
otro con caminatas al azar con probabilidad no despreciable.

Comentario 2.18 (sobre el grado Sy 4 p). Una pregunta natural que surge aqui es
porque restringirnos a isogenias de grados primos y porque considerar solo aquellas cuyo
grado estd acotado por cierto B, en otras palabras porque el grafo Sy 4 p resulta un objeto
interesante de estudiar. Una respuesta parcial a esta pregunta es que, como mencionamos
antes, tener un algoritmo que nos permita pasar de una curva a otra por medio de iso-
genias, serd clave para el algoritmo de reducibilidad aleatoria del préximo capitulo y la
complejidad de computar una isogenia aumenta a medida que el kernel se vuelve més
grande, por esa razon tener una isogenia descompuesta en isogenias de grado pequeno
parece ser ventajoso (lo cual justificaria también la cota B) y la maxima descomposicién
posible se obtiene con isogenias de grado primo (por el Corolario 2.15). Otra razén es que
resulta mas facil reconocer curvas que se relacionan por una isogenia de kernel ciclico (a
través del polinomio modular) que por una que no lo es, y las isogenias de grado primo
necesariamente tienen kernel ciclico.

1.2. Niveles del grafo de isogenias. En su tesis de doctorado, Kohel observé que
los anillos de endomorfismos de dos curvas elipticas ordinarias f-iségenas (con ¢ primo)
estan relacionados por inclusion, en funcién de esto clasifico las aristas del grafo de isogenia
segin el tipo de inclusién dandole estructura adicional al grafo de ¢-isogenias (particio-
nando los vértices en niveles). En esta subseccién desarrollaremos el concepto de niveles
en el grafo de isogenias y en la siguiente subseccién hablaremos més sobre los distintos
tipo de isogenias, en funcién del nivel de salida y el de entrada.
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Primeramente, para poder hablar de inclusién entre los anillos de endomorfismo de
dos curvas elipticas tenemos que poder ver dichos anillos dentro de un mismo espacio
ambiente. Comenzaremos observando que si dos curvas elipticas son iségenas entonces sus
anillos de endomorfismos son ordenes para el mismo cuerpo cuadratico imaginario.

En efecto, consideremos una curva eliptica ordinaria E y sea ¢ : E — E’ una isogenia.
Sea O = End(F) el anillo de endomorfismo de E, que por ser ordinaria resulta ser un orden
en un cuerpo cuadratico imaginario K. Por propiedad de 6rdenes resulta que K = O ® Q
y se tiene la siguiente inmersién:

1: 0 =End(E) - K: ¢ — o @n donde n = deg(p)

es sencillo probar de hecho que esta inmersién no depende de la isogenia ¢ ([25],pag.44).

Consideremos de esta manera un grafo de isogenias Sy 4 B y su conjunto de vértices
V = {[Elr, : E/Fq,#E(F;) = N} (que no depende de B), escojamos una curva de cada
clase Ey, E1, ..., Ep tal que E;/F, y #E;(F,) = N parai=0,1,...,h. Por el Teorema de
Tate, todas esas curvas son isdgenas asi que podemos considerar para cada i, 1 <+¢ < h una
isogenia ¢; : Fg — E; y sus respectivas inmersiones inducidas ¢; : O; — K (que no depen-
den de la eleccién de la isogenia) donde O; = End(E;) y K = End(Ey) ®z Q; o sea, todas
los anillos de endomorfismos podemos verlos inmersos dentro del mismo cuerpo cuadratico
imaginario K y de esa forma la inclusion O; C O; sera entendida como ¢;(O;) C ¢;(0y).

Comentario 2.19 (consideraciones practicas). En la practica, o sea, en el momento
de implementar, no es necesario calcular explicitamente las inmersiones ¢ para decidir si
un anillo de endomorfismo estd contenido en otro. Recordemos que dados dos érdenes
O y O dentro de un mismo cuerpo cuadritico imaginario K entonces O C O’ si y solo
si dor|dp (donde dpr y do son los discriminantes de O’ y O respectivamente), luego el
tipo de inclusién esta determinado por la relacién de divisibilidad entre sus discriminantes.

Para terminar esta subseccidon observemos que a curvas isomorfas les corresponde el
mismo tipo de érden, en efecto, sin: E — E’ es un isomorfismo entre dos curvas elipticas
entonces dicho isomorfismo induce un isomorfismo End(E’) — End(F) dado por ¢ — 5jen
(es un célculo directo verificar que es un isomorfismo de anillos). De esa forma el tipo
de anillo de endomorfismo, solo va a depender de la clase de isomorfismo de una curva
eliptica y entonces a cada clase v = [E]r, € V' (que representa un vértice del grafo Sy ¢ B)
podemos asociarle su orden O, = End(FE). Esta correspondencia no seré en general inyec-
tiva, de forma que a varios vértices les puede corresponder el mismo orden (o sea tienen el
mismo tipo de anillo de endomorfismo), luego podemos particionar al conjunto V segin
el tipo de anillo de endomorfismo, formando lo que Kohel llamé de niveles.

Definicién 2.20. (Niveles del grafo de isogenias). Un nivel del grafo de isogenia Sy 4 B
es una clase de equivalencia de vértices, donde dos vértices v1 y v son equivalentes si y so-
lo si Oy, = O,,, donde O, es el orden asociado al vértice v (es decir End(E) ~ O, VE € v).

1.3. Isogenias ascendentes, descendentes y horizontales. Supongamos que
E/F, es una curva eliptica ordinaria y ¢ : E — E’ una (-isogenia, con ¢ primo. Observemos
primero que si & € O = End(F) entonces, denotando por O = End(E’) se tienen las
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igualdades 2a = Lol = (Pp)a(Py) = P(pap)p € pO'¢ de donde se obtiene la inclusion:
Z+EO0CZ+ 50y

Por otra parte, para todo 3 € O’ resulta que P3¢ € O y por lo tanto Z + O'p C O, que
junto con la inclusién anterior resulta en la siguiente cadena de inclusiones:

Z+0POCZ+300CO

Respecto al indice de la inclusién Z + 20O C O, observemos que [Og : O] = f = O =
Z+ fwgZ = T+ 020 = 2+ 2 fugZ = (O : Z+20] = £2f de donde [O : Z+ £?0] = 2,
que como £ es primo tenemos solo 3 posibilidades para los indices de las inclusiones en la
cadena anterior. En funcién de estas posibilidades Kohel determina las posibilidades para
la inclusiones entre los anillos de endomorfismos de dos curvas f-isogenias.

Proposicién 2.21. (Prop.21, pdg.44 de [25]) Sean E y E' dos curvas elipticas definidas
sobre Fy, L-isogenias (¢ primo, ¢ # p), con anillos de endomorfismo O y O respectiva-
mente y sea ¢ : E — E' una (-isogenia definida sobre Fy. Entonces, denotando por C; a
una inclusion de indice i, se tienen 3 posibilidades:

" Z+P2O0CT+300C,0=0=0.
R 2420 Z+30pCr0=0COy[0:0]=L
R 24+ POCpZ+300C,0=0C0 y[0:0] =L

Demostracion: En primer lugar podemos ver ambos o6rdenes inmersos en el mismo
cuerpo cuadratico imaginario K como vimos en la subseccion anterior.

Recordemos que el orden de conductor f en K viene dado por O = Z + fwgZ donde
WK = M (dk el discriminante del cuerpo K), luego si O es el orden de conductor
f entonces Z + kO es el orden de conductor kf. Llamemos f el conductor de O y f’ el
conductor de O, entonces el conductor de Z + O’ = 7Z + £O" es Lf’.

Denotando por Ok el orden maximal, la proposicién se sigue de la relacion:
Uf' =[Ok Z+ 30" =[Ok : O] - [0 : Z+ O] = [0 : Z+ §O'¢] - f
En efecto, en el primer caso se tiene que £f' = 0f = f' = f = O’ = O, en el segundo caso
Uf' =0Pf= f =0f =0 CyOyenel tercer caso {f' = f = O C, O'.
O

En funcién de las posibilidades anteriores se dice que una f-isogenia ¢ : £ — FE’ es
ascendente, descendente u horizontal segin [O : O] = £,[0' : O] = /¢ u O = O’ respecti-
vamente.

Con respecto al grafo de f-isogenias tiene sentido hablar de aristas ascendentes, des-
cendentes u horizontales dado que el anillo de endomorfismo de una curva eliptica E/F,
solo depende de la clase de isomorfismo (sobre Fy).

Definicién 2.22. Sean ¢ : E — E’ una arista del grafo de (-isogenias G, y ¢. Decimos
que ¢ es ascendente, descendente u horizontal segin se tenga O C O, 0’ C O u O = O’
respectivamente (O y O denota los anillos de endomorfismos de E' y E’ respectivamente).
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1.4. Cantidad de /-isogenias y el piso de racionalidad. Para ir comprendiendo
mejor el grafo de f-isogenias, comenzemos acotando el grado de los vértices.

Proposicién 2.23. Sea E/F, curva eliptica ordinaria fija y £ primo.

1. Si € # p entonces existen exactamente £+ 1 isogenias ¢ : E — E' de grado £ (salvo
isomorfismos y no necesariamente definidas sobre Fy).

2. Si ¢ = p entonces existen exactamente 2 isogenias (salvo isomorfismo), una pu-
ramente inseparable dada por el Frobenius ¢, : E — EW®) y la otra es separable y

viene dada por la isogenia dual del Frobenius <$p : B — E/P) (en este caso ambas
estdn definidas sobre Fy).

Demostracion:

1. Para el caso en que ¢ # p recordemos que dado K < E = E(F,) con #K = ¢, salvo
isomorfismo existe una unica isogenia separable ¢ : E — E/K con ker(¢) = K
entonces hay que ver cuantas posibilidades hay para K (es decir, cuantos subgru-
pos de orden ¢ tiene E). Observemos que si K < E,#K = { entonces K C E[/]
(Lagrange) donde E[f] ~ Z/{Z x Z/¢Z (Cap.1, Sec.2.1.1, pag.28). Si hubiesen ¢
subgrupos de orden ¢, como todos ellos deben ser ciclicos (pues ¢ es primo), todo
punto salvo O de E[{] tiene orden ¢ y dos de tales subgrupos se intersectan tri-
vialmente (Lagrange) entonces t(£ — 1) = £2 — 1 de donde t = £ + 1.

2. Para el caso £ = p hay que considerar ademas la posibilidad de que la isogenia no
sea separable. Recordemos que toda isogenia ¢ : E — E' factoriza como ¢ = ogy
donde 1) es separable y ¢, Frobenius. Igualando grados resulta que p = deg(%))p"
y por lo tanto r =0 o r = 1. SirT =1 (que es el caso en que ¢ no sea separable)
tenemos que 1 resulta ser un isomorfismo y por lo tanto ¢ ~ ¢,. Si r = 0 entonces
¢ resulta ser separable y su clase de equivalencia queda determinada por su kernel,
como E es ordinaria resulta que E[p] es ciclico de orden p (Teorema 3.1, Cap.5 de
[35]) y por lo tanto tenemos una unica isogenia separable que va a estar definida
sobre F, (pues su kernel E[p] es Gal(F,/F,)-invariante). Analizando con mas detalle
se puede obtener una descripcién mas explicita del mapa separable, para curvas
elipticas ordinarias, el dual del Frobenius es separable (implicito en la prueba del
Corolario 6.4 del Cap.3 de [35] y Teorema 3.1 del Cap.5 de [35]), si E/IF, entonces
E@ = E luego el p-Frobenius en E@/P) tiene como imagen la curva E@ = E
y su dual ap : E — E(/P) ¢s una isogenia de grado p separable y como vimos
anteriormente, es la Unica p-isogenia separable partiendo de E salvo equivalencia.

O

Observacion 2.24. El salvo isomorfismo de la proposiciéon anterior significa salvo
isomorfismos de F’, es decir, si ¢ : E — E' y v: E' — E’ es un isomorfismo, entonces a ¢
vy a v o ¢ las contamos como iguales.

Corolario 2.25. El grado mdzrimo de los vértices del grafo de £-isogenias es £+1.

Demostracion: Dada una curva eliptica E/F,, de las £ +1 curvas is6genas pueden
haber algunas cuyo j-invariantes no esté en Iy, por lo tanto, cuando tomemos clases para
formar el grafo de f-isogenias dichas isogenias no seran contadas y el grado de los vértices
en el grafo G, n ¢ podria llegar a ser menor estricto que ¢+1 (siempre serd menor o igual).
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O

Observemos que todos los vértices del grafo de f-isogenia G, n ¢ contienen, por defini-
cién, alguna curva E/F, y #E(F;) = N y por tanto su anillo de endomorfismo O = End(E)
contiene al morfismo de Frobenius m = 7, (es decir, el morfismo 7, serda un endomorfismo
puesto que como cada coeficiente de ' estd en [F, permanece invariante al ser elevado a la
q), como vimos antes, el endomorfismo de Frobenius 7 verifica la ecuacién caracteristica
del Frobenius X? —tX 4+ ¢=0dondet=¢qg+1— N yel N es el mismo para cada vértice.
FEn resumen, tenemos el siguiente resultado:

Proposicion 2.26. Los anillos de endomorfismo de las curvas del grafo de isogenia
Gy.Nie (0 SN B ya que los vértices son los mismos) corresponden con drdenes O tales que
Z[r] € O C Ok, donde 7 verifica X? — (¢ +1— N)X +q = 0 (que corresponde con el
endomorfismo de Frobenius) y Ok es el orden mazimal. Como consecuencia la cantidad
de niveles en el grafo de isogenias resulta a lo sumo® la cantidad de drdenes que contienen
al orden Z[r|; o sea, estd acotado superiormente por la cantidad de divisores del conductor

de Frobenius fr =[Oy : Z]r]].

Demostracion: La primera parte ya la vimos. Para la segunda se usa simplemente que
si O es un orden en el cuerpo imaginario Q[r], entonces O contiene a Z[r| si y solo si su
conductor f = [Of : O] divide al conductor de 7.

0

Ahora definiremos algunas nomenclaturas que son comunes (y otras quizas no tanto)
en la literatura.

Definicién 2.27 (Piso de racionalidad). Decimos que una curva E/F, estd en el
piso de racionalidad cuando se verifica la igualdad End(E) = Z[r], donde 7 denota el
g-Frobenius. En el grafo de isogenias Sy 4B decimos que un vértice v = [E]]Fq estd en
el piso de racionalidad si E' lo estd (claramente no depende del representante), o sea, en
virtud de la Proposicién 2.26, el piso de racionalidad corresponde al nivel mas pequefio (si
ordenamos los niveles por inclusién).

La siguiente observacion es consecuencia directa de la Proposicién 2.26 y la definicién
de isogenia descendente.

Observacién 2.28. Si E/F, esta en el piso de racionalidad, entonces (su clase) no
posee aristas descendentes en el grafo de isogenias Sy 4 p (donde N = #E(F,)).

Definicién 2.29 (Superficie o crater). Decimos que una curva E/F, esta en la superfi-
cie (o crater?) cuando se verifica la igualdad End(E) = Ok. En el grafo de isogenias Sy 4 5
decimos que un vértice v = [E]r, estd en la superficie si E lo esta (claramente no depende
del representante), o sea, en virtud de la Proposicién 2.26, la superficie corresponde al

3Bl “a lo sumo” es porque podrian haber érdenes O con Z[r] C O C Ok tal que no exista ningin
vértice j(E) en el grafo G, v ¢ tal que End(E) = O. Esto en realidad nunca sucede como quedard claro una
vez visto el Teorema de Kohel (Teorema 2.38), de modo que la cantidad de niveles coincide con la cantidad
de 6rdenes intermedios entre Z[r] y O, o sea la cantidad de divisores del conductor del Frobenius.

4E] nombre viene de que cuando dibujamos el grafo de isogenias para el caso no degenerado, ordenando
por altura los niveles, el grafo de ¢-isogenias tiene forma de créter (ver el ejemplo mostrado en la seccién
siguiente).



1. EL GRAFO DE ISOGENIAS. 57

nivel més grande (si ordenamos los niveles por inclusién).

El andlogo a la Observacion 2.28 seria:

Observacién 2.30. Si E/F, esté en la superficie, entonces (su clase) no posee aristas
ascendentes en el grafo de isogenias Sy 4 p (donde N = #E(F,)).

Las definiciones anteriores respecto del grafo de isogenias Sy 4 p varian ligeramente
cuando queremos estudiar localmente el grafo de f-isogenias G, n ¢.

Definicién 2.31 (Piso de racionalidad respecto de ¢). Decimos que una curva E/F,
estd en el piso de racionalidad respecto de ¢ cuando se verifica vy ([Ok : End(E)]) =
ve ([Ok : Z[r]), donde 7 denota el g-Frobenius y vy la valuacién ¢-adica (o sea vy(n) es
el exponente de £ en la descomposicién factorial de n). En el grafo de /-isogenias G, n ¢
decimos que un vértice v = [E]r, esta en el piso de racionalidad (respecto de /) si E lo
estd (claramente no depende del representante).

Observacién 2.32. Si E//IF, esté en el piso de racionalidad respecto de ¢, entonces (su
clase) no posee aristas descendentes en el grafo de ¢-isogenias G, y (donde N = #E(F,)).

Definicién 2.33 (Superficie o crater respecto de ¢). Decimos que una curva E/F,
estd en la superficie (o crater) respecto de ¢, cuando vy (End(E)) = vy (Ok). En el grafo de
(-isogenias G, n ¢ decimos que un vértice v = [E]r, esta en la superficie si E lo esta (clara-
mente no depende del representante).

Observacién 2.34. Si E//F, esta en la superficie, entonces (su clase) no posee aristas
ascendentes en el grafo de (-isogenias G, n ¢ (donde N = #E(F,)).

Definicién 2.35 (Caso degenerado o genérico y caso no degenerado). Decimos que
el grafo de (-isogenias es degenerado (6 genérico) cuando ¢ t [Ok : Z[r]], en ese caso (en
virtud de la Proposicién 2.21) todas las aristas en el grafo G, y¢ serdn horizontales (es
en realidad el caso mds importante para nosotros). Cuando ¢ | [Ok : Z[r]] decimos que el
grafo G, n¢ es no degenerado.

Definicién 2.36 (Grado vector y grado). En el grafo G, n, usaremos la notacién
Gr(E) = (gra(E),gry(F),grq(F)) para indicar que la cantidad de f-isogenias ascen-
dentes ¢ : E — FE’ es grqo(F), la cantidad de f-isogenias horizontales ¢ : E — FE’
es grp(FE) y la cantidad de f-isogenias descendentes ¢ : E — E’ es grq(E) (las isoge-
nias son contadas al menos de equivalencia). El grado simplemente serd denotado por
gr(E) = gra(E) + grin(E) + gra(E).

1.5. El Teorema de Kohel. El objetivo de esta subseccion es obtener una férmula
explicita para el grado vector. Comenzaremos probando un lema sobre 6rdenes en cuerpos
cuadraticos imaginarios que nos sera de utilidad.
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Lema 2.37. Sean 7 € C\ R y End(r) = {a € C : «a(l,7) C (1,7)} (donde
(x,y) = 2Z+yZ es el Z-mddulo generado por x ey). Supogamos que End(7) = O un orden
en un cuerpo cuadrdtico imaginario y que T verifica una ecuacion at?® +br +c¢ = 0 con
a,b,c € Z y med(a,b,c) = 1 entonces dp = b*> — 4ac (donde do denota el discriminante

del orden Q).

Demostracion: Se pueden verificar las cuentas directamente aunque la forma més corta
es hacer uso del Teorema 7.7 de ([11], pdg.137), si consideramos la forma cuadratica
f(x,y) = ax® + bry + cy?® que serd primitiva (pues med(a,b,c) = 1) y definida positiva
(a #0pues 7 € R asi que 7 = % € End(7) = O C K con K cuerpo cuadratico imagi-
nario y por lo tanto D = b —2ac < 0), el Teorema 7.7 de ([11]) nos dice que el Z-médulo

aZ + %Z = a(l,7) es un ideal (fraccionario) propio del orden Op de discriminante
D = End(r) ={a € C:a-a(l,7) C (1,7)} = Op y por lo tanto O = Op el orden de
discriminante D.

O

Teorema 2.38 (Kohel [25]). Sea E una curva eliptica con j(E) € Fy y £ un primo
distinto de p, entonces en el caso no degenerado se tiene que:

(0 1+ < > l{— <—>> st B estd en la superficie
Gr(E) = (1,0,4) st B esta en la zona media
(1,0,0) si B estd en el piso

Mientras que en el caso degenerado solo hay aristas horizontales y se tiene que gr(E) =
1+ (%K)
Caso (dK) =-1 Caso #K Caso <%K> -
A
Demostracion (basada en la prueba del Teo.4, Apéndice 11.5 de [16]): Sea E/F, con
anillo de endomorfismo End(E) = O un orden en un cuerpo cuadrético imaginario, si de-

notamos por Ok y Z[r] el orden maximal y el orden generado por el frobenius 7 € End(E)
tenemos las inclusiones Z[r] C O C Ok.

o %O%
L
y

Usando el levantamiento de Deuring obtenemos una curva eliptica compleja E/L (L
un cuerpo de numeros) con anillo de Endomorfismo O, componiendo con un isomorfismo
de ser necesario podemos suponer que £ = C/A con A = (1,7) (todo toro complejo puede
llevarse a esa forma a través de una rotohomotecia), ademés por Lema 2.37 7 verifica
una ecuaciéon de la forma A7%2 + B+ C = 0 con A,B,C € Z con med(A,B,C) =1y
discr(0) = D = B? — 4AC.
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La idea va a ser probar el resultado para E = C/A, luego reduciendo obtenemos el
resultado para una curva en la clase de isomorfismos de E y de esa forma determinamos
el grado vector para el j-invariante de E en el grafo de ¢-isogenias correspondiente.

Consideremos las isogenias ¢; : A — A dadas por z + A — z+ A; donde Ag = (3 7 T)
y A = (1 ,T+k> para k = 1,2,...,¢ son superlattices de A de indice ¢ (no es dificil de
verificar que A C Ay paraO <k §€y que los mapas % — % 17+ + A a (mdd /)
y /X“ — Z a4+ (THEb+A) — b (méd £) para 1 < k < ¢ estdn bien definidos y son
biyectivos).

Para probar que las curvas elipticas F; = /% son un conjunto de representantes de las
curvas f-iségenas a E salvo isomorfismo recordamos que el kernel de una isogenia deter-
mina la clase de isomorfismo de la isogenia (y por lo tanto de la curva de llegada) y como
hay ¢ 4 1 de tales clases (Prop.2.23) alcanza con probar que las isogenias ¢; tienen todas
kerneles distintos.

En efecto, como ker(¢;) = ﬁ para probar que % =+ % observemos que % + A &
{n+m (T+k) +A} puessi 3 — (n + m (T}fk)) = W — T E€N=Z+7Zconm,n €L
como {1, 7} es £.i. sobre R entonces mi =1 (méd ¢) y m =0 (méd ¢) lo cual es imposible.
Con un razonamiento similar para ver que % #* % con 1 < i < j < /£ basta observar que

- (n+m (TJ{])> = 7i_mg_nz+—l}m7' € Aconm,n €Z = { m=1 (mdd £)

. . =>i1=
i=myj (méd /)
(méd ¢) lo cual es absurdo puesto que 1 <1i < j < /.

Ahora veamos cuantas isogenias de cada tipo hay segiin End(F;) (o lo que es lo mismo,
segun su discriminante D;) descartando las isogenias descendentes en el caso que E esté en
el piso de racionalidad (ya que las curvas de llegadas corresponderian a j-invariantes que
no estan en I, por la observacién 2.32).

Observemos que Ej =~ < - donde A(lT)%2+BL(61)+02C = 0y dado que med(A, B,C) =
1 resultan tres posibilidades para d = mcd(A, B(,(2C) = 1,£ 0 ¢?. Como (B)?—4A({2C) =
¢2D resulta que Do = (2D si d = 1 (isogenia descendente), Dy = D si d = / (isogenia
horizontal) o Dy = 52 si d = ¢? (isogenia ascendente).

Para 1 < k < ¢ tenemos que Ej = ﬁ donde x = T}'k verifica A(lx — k)? + B(lx —
[

k) + C = Al?2? — (2Ak — B)lx + (Ak*> — Bk + C) = 0 y dado que mcd(A, B,C) =1 =
med(A,2Ak — B, Ak*> — Bk +C) = 1 = d = mcd(A%, (2Ak — B), Ak*> — Bk +C) = 1,4
0 (2. Como ((2Ak — B)l)* — 4(A?)(Ak? — Bk + C) = 2D resulta que Dy = 2D sid = 1
(isogenia descendente), Dy = D si d = ¢ (isogenia horizontal) o Dy, = 522 si d = ¢? (isogenia
ascendente).

Denotemos por f(k) = Ak? — Bk + C y analizemos primero el caso no degenerado

(£/[Ox : Z[x]]):

I) Caso en que F esté en la superficie: Vamos a separar aqui 5 casos, cada caso represen-

tard una posibilidad para el simbolo de Legendre <%K). Recordemos que D = [Ok : O%dx



60 2. EL GRAFO DE ISOGENIAS

que como £t [Ok : O] pues E esté en la superficie resulta que (%K) = (%).

Caso 1) A # ¢, (%) = —1 (corresponde a (‘%) =-1):

En este caso med(A, B¢,¢>C) = 1 por lo que E — Ej es descendente. Como (%) =-1

el polinomio f no posee raices médulo ¢ por lo tanto para 1 < k < £ resulta que f(k) # ¢
lo cual implica que med(Af2, (2Ak — B)Y, f(k)) = 1 y por lo tanto todas las isogenias
E — Ej seran también descendentes para k =1,2,...,/.

Caso 2) A # 1, (%) = 0 (corresponde a (%K) =0):

Al igual que el caso anterior E — Fj serd descendente, pero esta vez el polinomio f
tiene raiz doble % médulo ¢ (usamos aqui también que ¢ # 2). Sea kg el tnico entero k
con 1 <k </talque k=L (méd ).

Sik # ko, 1 < k < £ entonces f(k) # ¢ asi que med(A2, (2Ak — B), f(k)) = 1 y las
isogenias ' — Ej, seran descendentes también (hay ¢ — 1 valores de k).

Si k = ko entonces med(Al?, (2Aky — B)Y, f(ko)) = £ o £? pero el segundo caso im-
plicaria una isogenia ascendente desde E lo cual es imposible si E estd en la superficie por
lo tanto med(A€?, (2Aky — B!, f(ko)) = £ y E — Ej, seré horizontal.

Caso 3) A # ¢, (%) =1 (corresponde a <%K) =1):

También aqui como A # / 1a isogenia £ — FEj serd descendente. Esta vez el poli-
nomio f tendra dos raices simples médulo ¢ (pues ¢ # 2) que llamaremos k; y k2 con
1<k <ky <UL

Para k # ki, ke, 1 < k </ tenemos que f(k) # ¢ y como vimos en el caso anterior las
correspondientes isogenias F — Ej seran descendentes (hay ¢ — 2 valores de k).

Por otra parte mcd(A¢%, (2Ak; — B)Y, f(k;)) = £ o £? para i = 1,2 pero el segundo
caso implica la existencia de una isogenia ascendente desde E que estd en la superficie por
lo tanto mcd(Af?, (2Ak; — B){, f(k;)) = £ y las isogenias E — Ej, seré horizontales para
i=1,2.

Caso 4) A = {, B # { (corresponde a (‘%) =1) yaque D=B? (méd £) y B #{):

En este caso med(A, BL,(2C) = ¢ por lo que E — Ej serd horizontal. El polinomio
f(k) = =Bk + C (méd ), como B # ¢ tendra una tnica raiz médulo ¢, llamemos k{, a la
unica raiz médulo ¢ en el conjunto {1,2,...,/¢}.

Sik #kj, 1 <k </ entonces f(k) # ¢ y las correspondientes isogenias E — Ej, seran
descendentes (hay ¢ — 1 valores de k).
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Si k = k{, como med(Al?, (2Ak) — B), f(k{)) = £ o £2 y no hay isogenias ascendentes
desde FE, deducimos como en los casos anteriores que E — Ek(r) es horizontal.

Caso 5) A = {, B = { (corresponde a (%K> = 0):
En este caso med(A, BL,£?C) = £ o £? pero el segundo caso implica que E — Ej sea

ascendente, lo cual es imposible si E estd en la superficie, asi que en este caso £ — Ejy
resulta horizontal.

Como med(A,B,C) = 1 resulta que C # { asi que f(k) = C # 0 (méd ¢) Vk =
1,2,...,¢ y por lo tanto med(A¢?,(2Ak — B), f(k)) = 1 y E — Ej, resultan ser todas
descendentes para 1 < k < /.

En resumen, juntando los 5 casos anteriores resulta que

(0,0,04+1) si (%) =-1
Gr(E)=<{ (0,1, si (%) =0
(0,2, —1) si (%) =-1

Ambos casos pueden resumirse en Gr(E) = <0, 1+ (‘%) A — (%K)).

IT) Caso en que E esté en la zona media: Comenzemos observando que de los 5 ca-
sos discutidos para el caso anterior, los casos 1,3 y 4 implican ¢ { [Ok : O] (puesto que
(1D =[Ok : O)?dk) y por lo tanto no pueden darse en este caso.

Caso 2) A # ¢ , (%) = 0: El mismo argumento que usamos para el caso en que E estaba
en la superficie sirve para probar que las isogenias I — Ej son todas descendentes para
k # ko, donde kg es el tinico entero 1 < kg < £ que verifica kg = % (méd ).

Para k = kg el argumento aqui es un poco distinto, como F no estd en la superfi-
cie resulta que ¢|[Ox : O] lo cual implica que ¢?|D = [Ox : O)%dx asi que 4Af(kg) =
(24ky — B)2 — D = 2 (vya que ko = % (méd £) = 2akog — B = ). Como A # £y £ # 2
resulta que f (ko) = £ lo cual implica que med(A¢2, (2Aky — B), f(ko)) = €% y por lo tanto
la isogenia F¥ — EJj, serd ascendente.

Caso 5) A = ¢,B = {: Recordemos que en este caso teniamos que C #* ¢ ya que
med(A, B,C) = 1, ademds como £|[Ok : O] entonces ¢?|D = [Of : O]?dk y como /|B
tenemos que ¢2|B?> — D = 4AC. Como £ # 2 y £ { C resulta que ¢2|A y por lo tanto
med(A, BC,12C) = £2 lo cual implica que la isogenia E — Ej sers ascendente.

Por otra parte, al igual que en el caso en que E estaba en la superficie, como f(k) =
C #0 (méd ¢) Vk = 1,2,...,¢ todas las demds isogenias E — Ej resultan descendentes
para 1 < k < /.
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En resumen, para el caso en que E se encuentre en la zona media se tendra en todos
los casos Gr(E) = (1,0,7).

IIT) Caso en que E esté en el piso de racionalidad: Este caso es igual al caso anterior
pero con la diferencia que debemos descartar las isogenias descendentes. Los casos 1,3 y 4
no pueden darse, mientras que los casos 2 y 5 dan lugar a una tnica isogenia ascendente,
por lo tanto en este caso tenemos siempre que Gr(E) = (1,0,0).

Asi que reuniendo todos los resultados para el caso no degenerado obtenemos los va-
lores para Gr(FE) que nos dice el Teorema.

Para el caso degenerado, es decir, cuando ¢ t [Ok : Z[r]] vale el mismo andlisis que
hicimos para el caso no degenerado cuando E estaba en la superficie (es decir, cuando
01Ok : O)) excepto que esta vez debemos descartar las isogenias descendentes. De esta
manera todas las aristas resultan horizontales y gr(F) = (%) +1. Este caso sera de especial
importancia para nosotros.

O

2. Una implementaciéon en Sage del grafo de /-isogenias.

Es esta seccidn usaremos la informacion sobre el grado-vector de los vértices del grafo
Gqg.ne (Teorema de Kohel) para poder implementar un ejemplo en Sage de un grafo de
f-isogenias. La implementacion del ejemplo esta basada en el articulo de Fouquet y Morain
[14], pero considerando la posibilidad de que aparezcan aristas multiples.

Vamos a suponer que los j-invariante 0 y 1728 no formen parte de nuestro grafo de
Gg,N,¢ Para poder suponer que nuestro grafo es no dirigido®, en este caso identificamos
cada arista con su dual y no hay ambigiiedad en hacer esto.

Partiremos entonces de una curva E/F, calculamos su cardinal® N = #E(F,), es-
cogemos un primo £ # p y nuestro objetivo serd calcular la componente conexa de
v = [E]r, en el grafo de (-isogenias G, . En nuestro ejemplo vamos a tomar la cur-
va E:Y? = X3 4+ 7478X + 1649 en el cuerpo finito Figggg:

> E=EllipticCurve(GF(10009),[7478,1649])
> E.cardinality()
10057

Como #E(Figo09) = 10057, su F,-clase serd un vértice del grafo de ¢-isogenias G, ¢
con N = 10057,q¢ = 10009 y en principio £ un primo diferente de 10009 cualquiera.

Como mencionamos al inicio de la seccién anterior, una buena forma de representar
los vértices del grafo G, v es a través de su j-invariante y eso es lo que haremos, comen-
zaremos por calcular el j-invariante de nuestra curva de ejemplo.

En caso contrario igual podriamos suponerlo cambiando la definicién de grado (Comentario 2.9).
6Existen varios algoritmos eficientes para el célculo de #FE(F,), el més cldsico es el Algoritmo de
Schoof, pero hay versiones mds eficientes. Para mds informacién puede verse el Cap.IV del libro [10].
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> E.j_invariant()
83

Ahora precisamos poder calcular a partir de un vértice del grafo G, v, representado
por un j-invariante, todos sus j-invariantes vecinos y a través de cuantas aristas (clase
de equivalencia de (-isogenias) se conecta. Como mencionamos en la seccién anterior, una
forma de lograrlo es usando el polinomio modular ¢,(x,y) que tiene la propiedad de que
si j/ es una raiz con multiplicidad m de ¢,(x,j) entonces la arista (j,j’) aparece en el
grafo G, v ¢ con multiplicidad m. Existe mucha literatura relacionada a la computacién
del polinomio modular, lo cual esté lejos de ser un problema trivial. En el préximo capitulo
volveremos a ese punto, pero por el momento imaginemos que tenemos dado el polinomio
modular ¢y (méd q).

Para nuestro ejemplo vamos a elegir £ = 3 (el polinomio modular ¢3(x,y) lo extrajimos
de [25], Cap.3, pag.27), lo definimos como polinomio en el anillo Fyggg9[z, y].

> R2.(x,y)= GF(10009) [ ]

> phi3=z? + y? 4 18554258718720000000002 + 4529848320000002% 4 3686400023 +
1855425871872000000000y — 770845966336000000zy + 89002229760002:% 3y —
106995623 y+452984832000000%% +8900222976000xy> 4258791808622 1% +2232x3 12
+36864000y3 — 1069956213 + 2232x2y3 — x3y>

Por lo dicho anteriormente, ahora no tenemos dificultad en calcular los j-invariantes
vecinos de un j-invariante jo dado en el grafo G, v, simplemente hacemos y = jo en el
polinomio ¢3(z,y) y calculamos las raices en [, del nuevo polinomio (en una variable) que
nos queda. Implementamos esa sencilla rutina en Sage:

Algoritmo 1. Calculo de los vecinos de un j-invariante en el grafo de f-isogenias.
Entrada: Un vértice j de Gy n¢ v el polinomio ¢-modular phil= ¢, (méd ¢).
Salida: Una lista de parejas (j',m’) donde multy(j, ;') = m’ en el grafo G, n .

1. def vecinos(j,phil):

2. F= phil.base ring()
3. Rl.(z)= F[ ]

4. p=phil.subs(y=j)

5. p=R1(p)

6. return p.roots()

En nuestro ejemplo nos queda:

> vecinos(83, phi3)
> [(6038,1),(2930,1),(2907,1),(2631,1)]

Nos serd de utilidad definir una funcién altura que distinga niveles, otorgaremos al
nivel mas bajo con respecto de ¢ altura h = 0 (que corresponde al piso de racionalidad res-
pecto de £) y queremos que cuando exista una ¢ isogenia ascendente desde el j-invariante
j1 hasta el j-invariante jy entonces h(j2) = h(j1) + 1. Es facil verificar que la siguiente
funcién altura cumple con los requisitos.

Definicién 2.39 (Altura). : Si E/F, una curva eliptica ordinaria, definimos su altura
(con respecto de ¢) como h(E) = vy ([End(E) : Z[r]]) (donde v, es la valuacién ¢-adica).
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Observacion 2.40. Dado que si ¢ : E1 — FEs es una isogenia ascendente entonces
[End(E») : End(E;)] = £y como [End(E?) : Z[r]] = [End(Es2) : End(E1)]- [End(E) : Z[nx]]
tomando valuacién f-ddica resulta h(FEy) = h(E7) + 1.

Observacion 2.41. Dado que dos curvas isomorfas tienen anillo de endomorfismos
isomorfos (y por lo tanto le corresponden el mismo orden), entonces la altura es en realidad
una funcién de su j-invariante. De esa manera podemos hablar de altura de un j-invariante.

Vamos a ver ahora como calcular la altura; comenzamos con la observacién de que
usando la funcién “vecinos” es facil distinguir cuando una curva (6 j-invariante) tiene
altura 0 (o sea cuando estd en el piso de racionalidad respecto de ¢).

En efecto, como consecuencia del Teorema de Kohel tenemos para el caso no degen-
erado que h(j) =0 < gr(j) =1 (ver Definicién 2.36) mientras que en el caso degenerado
todas las curvas se encuentran en el piso de racionalidad y gr(£) = 0,1 o 2. En el caso
no degenerado se tiene ademds que gr(E) = ¢+ 1 > 3 (para cualquier ¢ primo) cuando
F no esta en el piso de racionalidad, o sea en cualquier caso podemos garantizar que el
Jj-invariante j estd en el piso si gr(F) < 3.

La otra observacion fundamental para implementar un algoritmo para calcular la al-
tura es que o bien h(j) = 0 o bien existe un tnico j' adyacente a j tal que h(j') = h(j)—1
(es decir, existe entre sus vecinos una tnica isogenia descendente, esto es también conse-
cuencia directa del Teorema de Kohel), podemos aprovechar esa observacién para crear
una cadena de isogenias descendentes hasta una curva del piso de racionalidad y midiendo
el largo de dicha cadena obtenemos la altura. Definiremos por conveniencia previamente
una funcién auxiliar piso que detecte cuando una lista de j-invariantes tenga algun j-
invariante del piso de racionalidad respecto de .

Algoritmo 2. Para detectar cuando una lista contiene un j-invariante en el piso de
racionalidad respecto de £. Usa como subrutina la funcién vecinos.
Entrada: Una lista L de j-invariantes de G, n¢ y el polinomio /-modular phil
= ¢y (méd q).
Salida: True si L contiene un j-invariante del piso y False en caso contrario.
1. def piso(L,phil):
2. for j in L:

gr = sum([x[1] for x in vecinos(j,phil)])

if gr<3:

return True

return False

o O w




2. UNA IMPLEMENTACION EN SAGE DEL GRAFO DE ¢-ISOGENIAS. 65

Algoritmo 3. Calculo de la altura de un j-invariante.

Usa como subrutina las funciones vecinos y piso.

Entrada: Un j-invariante de G, n¢ y el polinomio ¢-modular phil= ¢, (mdd g).
Salida: La altura h(E).

1. def altura(j,phil):

2. A=[j]

3. m=0

4 while piso(A,phil)==False:
5. m=m+1

6. B=[ 1

7. for x in A:

8. B=B+vecinos(x,phil)
9. A=[b[0] for b in B]

10. return m

Observemos que en el m-ésimo paso del algoritmo anterior la lista B estard formada
por todos aquellos j-invariantes que estan a distancia menor o igual a m del j-invariante
inicial j, luego por la observacién previa, para m < h(j) existird un unico j-invariante
Jjm € B tal que h(jn,) = h(j) — m y los demds elementos de la lista B tendran altura
mayores. El algoritmo para la primera vez que encuentra un j-invariante con altura h = 0,
en ese momento el contador m nos indica cuantos pasos necesitamos para llegar al piso
por lo que en esa instancia m = h(j).

Computamos la altura para el ejemplo que estabamos considerando que correspondia
al j-invariante j = 83 en el grafo de /-isogenias G, y ¢ con N = 10057,¢ = 3 y ¢ = 10009:

> altura(83,phi3)
1

El Teorema de Kohel (para un / fijo) nos dice que cada j-invariante j contiene un inico
j-invariante j,, en la superficie tal que se puede llegar desde j hasta j,, por un camino de
aristas ascendentes. El Algoritmo 4 nos da dicho j-invariante, analizaremos dicho algorit-
mo.

Observemos que en cada iteracién del while (punto 3.), comparamos la altura de j con
la de cada uno de sus vecinos hasta encontrar un vecino con altura mayor o igual a la de j.
En caso de no encontrarlo es porque j ya estaba en la superficie. Si lo encontramos hay dos
posibilidades: Si el vecino tiene la misma altura de j entonces j esta en la superficie (pues
aristas horizontales en G, y, solo son posibles entre vértices de la superficie con respecto
de ¢), caso contrario cambiamos nuestro j por otro j-invariante por encima y repetimos el
proceso.

Para nuestro ejemplo computamos maxz(83, phi3) = 2631 donde altura(2631, phi3) =
2, esto nos dice que estamos en un caso no degenerado y que nuestro grafo de f-isogenias
tendra exactamente 3 niveles que corresponde a h = 0,1y 2.
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Algoritmo 4. Calculo de un j-invariante en la superficie por encima de un
j-invariante dado. Usa como subrutina las funciones sup, vecinos y altura.
Entrada: Un j-invariante de G, n¢ y el polinomio ¢-modular phil= ¢, (mdd g).
Salida: El tnico j-invariante j,, en la superficie por encima de j.

1. def max(j,phil):

2. Fin=False

3. while Fin==False:

4. V=vecinos(j,phil)

5. 1=1len(V)

6. h=altura(j,phil)

7. i=0

8. while altura(V[i] [0],phil)<h and i<1-1:
9. i=i+1

10. if i<1-1:

11. if altura(V[i] [0],phil)==h:
12. Fin=True

13. else:

14. j=V[il (0]

15. if i==1-1:

16. if altura(V[i] [0],phil)<=h:
17. Fin=True

18. else:

19. j=V[i] [0]

20. return j

Ahora queremos un algoritmo que dado un vértice (j-invariante) del grafo G, v ¢, cal-
cule todas los vértices de la superficie de la componente conexa de j. Primero aplicamos
la funcién max para obtener un vértice a por encima de j, luego consideramos todas las
posibilidades para su grado horizontal grh(a) (por el Teorema de Kohel este nimero solo
puede ser 0,1 o 2 y no depende de la curva de la superficie que tomemos), teniendo las
posibilidades de vértice aislado, loop o ciclo (compuesto de dos o més vértices). A la fun-
cién calculada por nuestro algoritmo llamaremos de “superficie”.

Por comodidad definiremos previamente la funcién auxiliar vecinoshor que nos da una
lista de los j-invariantes vecinos a un j-invariante dado, que se encuentran en la misma
altura (que serd una lista vacia salvo tal vez en el caso que el j-invariante se encuentre en
la superficie).

Algoritmo 5. Calculo de vecinos horizontales. Usa como subrutina las funciones
vecinos y altura.
Entrada: Un j-invariante de G, n¢ y el polinomio /-modular phil= ¢, (mdd g).
Salida: Una lista con los vecinos de j que estén conectados horizontalmente con j.
1. def vecinoshor(j,phil):
2. L=[ 1
h= altura(j,phil)
for x in vecinos(j,phil):

if altura(x[0],phil)==h:

L=L+[x]

return L

No ok w
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Algoritmo 6. Calculo del subgrafo inducido por los vértices de la componente conexa
que esta en la superficie. Usa como subrutina la funcién vecinoshor.

Entrada: Un j-invariante de G, n¢ y el polinomio ¢-modular phil= ¢, (mdd g).
Salida: Una lista L=[S, ES] donde S es una lista con los vértices de la componente
conexa que contiene a j y que estan en la superficie y ES es una lista con las aristas
entre los elementos de S.

1. def superficie(j,phil):

2. a=max(j,phil)

3. L=[a]

4 Vh=vecinoshor(a,phil)

5. grh=sum([v[l] for v in Vh])

6.  if grh==0:

7. return [L,[]]

8. if gh==1:

9. e=[a, Vh[0][0]]

10. return [e, [e]l]

11. if gr==2 and len(Vh)==1 and Vh[0] [0]==a:
12. e= [a,a]

13. return [[al, [e,e]]

14. if gr==2 and len(Vh)==1 and Vh[0] [0]!=a:
15. return [[a,Vh[0][0]], [[a,Vh[0][0]], [Vh[O][0],a]l]]
16. if gr==2 and len(Vh)>1:

17. L=L+[Vh[0] [0]]

18. while L[len(L)-1]!=a:

19. y=L[len(L)-2]

20. for x in vecinoshor(L[len(L)-1],phil):
21. if x[0]!=y:

22. L=L+[x[0]]

23. e=[[L[i],L[i+1]] for i in [0..len(L)-2]]
24. return [L[0:1len(L)-1], el

Comentemos un poco sobre este ultimo algoritmo. Como dijimos antes, hay tres posi-
bilidades para la superficie (vértice aislado, loop o ciclo), analizemos con detalle dichas
posibilidades. El algoritmo comienza tomando un vértice a en la superficie por encima de
j y calculando grh(a) que puede ser 0,1 y 2. En el caso que grh(a) = 0 entonces a no tiene
conexiones horizontales y corresponde claramente al caso de vértice aislado, si grh(a) =1
entonces tenemos una tnica arista (a,b). Ademads en este caso se tiene necesariamente que
a # b por la siguiente observacion.

Observacion 2.42. Si ¢ : E — F es una f-isogenia (con {-primo) entonces ¢ y QAS no
son equivalentes (y en consecuencia la presencia de loops implica grh(E) > 2).

Demostracion: Por la Proposicién 2.3, basta probar que ¢ y ngb tienen distinto kernel.
En el caso £ = p es porque como vimos en la demostracion de la Prop.2.3 una es separable

y la otra no. En el caso ¢ # p tenemos que E[{] ~ Zy X Z;, sean Py Q en E(F,) tal que
(P) =ker(¢) y E[f] = (P) ®(Q).

Como @ ¢ (P) (y por lo tanto ¢(Q) # O) pero ¢(Q) € E[l] (pues {Q = O =
19(Q) = ¢(LQ) = ¢(O) = O), entonces ¢(Q) = iP + jQ con j # 0 (méd ¢). Luego
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= 1Q = ¢$(Q) = ip(P) + jd(Q), por lo tanto si (P) = O tendriamos que $(Q) = 0
(puesto que j Z 0 (méd £)) lo cual seria una contradiccién. De esa forma <;5( ) # 0 lo cual
implica (P) Nker(¢) = {0} (pues #(P) = £ primo). Luego ker(¢) # ker($) (en realidad no
es dificil de ver que ke (qg) (@)) y por lo tanto ¢ y ngb son no equivalentes.

0

Por tltimo tenemos el caso en que grh(a) = 2; en este caso la superficie resultard un
(multi)grafo 2-regular conexo y por lo tanto puede ser un loop (doble), un arista doble
entre dos vértices distintos o un ciclo de largo ¢t > 3.

Computamos el algoritmo que nos da la superficie para nuestro ejemplo:
> [S, ES] = superficie(83, phi3)
> S ; ES
[2631, 9171, 1157, 5711, 8992, 8578, 8077]
[[2631,9171],[9171,1157],[1157,5711],[5711,8992], [8992,8578],
[8578,80771,[8077,2631]1]

La primer lista corresponde a los vértices que se encuentran en la superficie de la

componente conexa del grafo de ¢-isogenia que contiene a nuestro j-invariante j = 83, la
segunda a sus conexiones.

5711 8992

1157, 8578

9171 8077

2631

F1GURA 1. Resultado de superficie(83,phi3).

Para calcular la componente conexa de un j-invariante, la idea serd pararnos en cada
curva de la superficie y calcular el arbol colgante que tiene como nodo principal dicho
j-invariante, por comodidad definiremos una funcién auxiliar vecinosdes, que es andloga a
vecinoshor pero esta vez nos quedamos con aquellos vecinos que estdn a una altura inferior
(acompanado de su multiplicidad de conexién).
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Algoritmo 7. Célculo de vecinos descendentes. Usa como subrutina las funciones altura
y vecinos.

Entrada: Un j-invariante de G, n¢ y el polinomio ¢-modular phil= ¢, (mdd g).

Salida: Una lista con los vecinos de j que estén conectados horizontalmente con j.

1. def vecinosdes(j,phil):

2. L=[ ]

3. h= altura(j,phil)

4. for x in vecinos(j,phil):
5. if altura(x[0],phil)<h:
6. L=L+[x]

1. return L

Algoritmo 8. Célculo del arbol colgante de un j-invariante. Usa como subrutina las
funciones piso y vecinosdes.
Entrada: Un j-invariante de G, n¢ y el polinomio ¢-modular phil= ¢, (mdd g).
Salida: El subgrafo E=[D,ED] inducido por los vértices que estdn por debajo’ de j
(incluyendo j), donde D es el conjunto de vértices y ED sus conexiones.
1. def arbol(j,phil):
2. N=[[31,[1,[3]]
while not piso(N[2],phil):
N2=[ ]
for x in N[2]:
for y in vecinosdes(x,phil):
N[0]=N[0]+[y[0]]
N[1]=N[1]+y[1]*[[x,y[0]]1]
N2 = N2+[y[0]]
N[2]=N2
return N[0:2]

HBHeoNOo R

= o

Recordemos que para nuestro ejemplo tenfamos maz(83,phi3) = 2631, calculamos
entonces el arbol colgante con nodo principal j = 2631 obteniendo:
> [V,E]=arbol(2631,phi3)
> V ; E
[2631,3527,83,8123,2146,1353,6038,2930,2907]
[[2631, 3527], [2631, 83], [3527, 8123], [3527, 2146], [3527, 1353],
[83, 6038], [83, 2930], [83, 2907]]

2631

3527 83

1353 2146 8123 2930 2907 6038

FIGURA 2. Resultado de arbol(83,phi3).
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Finalmente podemos implementar el algoritmo que calcula la componente conexa de
un j-invariante dado, utilizamos la funcién super ficie para obtener la parte de la super-
ficie de dicha componente conexa y luego con la funcién arbol aplicada a cada vértice de
la superficie obtenemos la componente conexa deseada.

Algoritmo 9. Calculo de una componente conexa del grafo de ¢-isogenias.
Usa como subrutina las funciones superficie y arbol.
Entrada: Un j-invariante de G, n¢ y el polinomio ¢-modular phil= ¢, (mdd g).
Salida: La componente conexa del grafo de f-isogenias que contiene a j.
1. def grafoisogenias(j,phil):
2. E=[[ 1,[ 1]
S=superficie(j,phil)
for v in S[0]:
[A,EAl=arbol(v,phil)
E[0]=E[0]+A
E[1]=E[1]+EA
E[1]=E[1]+S[1]
return E

00N AW

Lo calculamos para nuestro ejemplo concreto (7 = 83 y (¢, N,¢) = (10009, 10057, 3)):

> [V,E]l=grafoisogenias(83,phi3)

>V
[2631, 3527, 83, 8123, 2146, 1353, 6038, 2930, 2907, 9171, 9968, 7994,
8734, 3965, 1071, 8030,6430, 2689, 1157, 9295, 7251, 7793, 7508, 2500,
7964, 5521, 5334, 5711, 6484, 3656, 5946, 2391,1472, 9336, 1969, 1438,
8992, 4091, 667, 9218, 8351, 6770, 9599, 2392, 1898, 8578, 6085, 1978,
7518, 3480, 1578, 8143, 3665, 1380, 8077, 8798, 2403, 9241, 7657, 996,
9143, 7146, 3218]

> E
[[2631, 3527], [2631, 83], [3527, 8123], [3527, 2146], [3527, 1353],
[83, 6038], [83, 2930], [83, 29071, [9171, 9968], [9171, 7994],
[9968,8734], [9968, 3965], [9968, 10711, [7994, 8030], [7994, 6430],
[7994,2689], [1157, 92951, [1157, 7251], [9295, 77931, [9295, 7508],
[9295,2500], [7251, 7964], [7251, 5521], [7251, 5334], [5711, 6484],
[6711,3656], [6484, 5946],[6484, 2391], [6484, 1472], [3656, 9336],
[3656,1969], [3656, 1438], [8992, 4091], [8992, 667],[4091, 9218],
[4091,8351], [4091, 6770], [667, 9599], [667, 2392], [667, 1898],
[8578,6085],[8578, 1978], [6085, 7518], [6085, 3480], [6085, 1578],
[1978,8143], [1978, 3665], [1978, 1380],[8077, 8798], [8077, 2403],
[8798,9241], [8798, 7657], [8798, 996], [2403, 9143], [2403, 7146],
[2403,3218], [2631, 91711, [9171, 11571, [1157, 57111, [5711, 8992],
[8992,8578], [8578, 8077],[8077, 2631]]

Al grafo de /-isogenias se le suele llamar grafo volcan de £-isogenias, porque justamente
para este caso (no degenerado y ( %) = 1) cada componente conexa puede ser dibujada en
forma de volcan y al conjunto de vértices de la superficie suele llamarse de volcan.

Estos algoritmos requieren como precomputacién el polinomio modular ¢,(X,Y") médu-
lo p, donde p es la caracteristica de ;. La computacién de dichos polinomios no es tarea
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8578 8992 5711
O O o}
8077 1157
! 2
631 9171
48798
/3527 83 9968 /9% \ 251
@ ]
(o) o <] o o o ©
© o o o 5 065 8734 10712689 8030 ¢ 5521 7964
9% 7657 1353 2146 81232930 2907603%B9658734 6430

F1GURA 3. Resultado de grafoisogenias(83,phi3).

trivial, hay muchos articulos al respecto y varios resultados nuevos. Se comentard més
sobre este punto en el préximo capitulo.

A lo que refiere al problema principal que es el de implementar un algoritmo de au-
toreducibilidad aleatoria, uno de los ingredientes claves es la realizacién de una caminata
al azar en el grafo de isogenias Sy ¢ p (unién de todos los grafos de f-isogenias G, n ¢, para
¢ < B primo), claramente no es necesario calcular todo el grafo de isogenias para realizar
dicha caminata (lo cual serfa muy costoso).

En el articulo de Jao-Miller-Venkatesan [24], es probado que la familia de grafos Sy 4 5
posee buenas propiedades expansoras (en un sentido que explicitaremos mdas adelante),
asumiendo una cierta generalizacién de la hip6tesis de Riemann (GRH), lo cual es escencial
para probar (condicionalmente a GRH) que el algoritmo de autoreducibilidad aleatoria
puede computarse en tiempo polinomial. Este sera el tema de la seccién 4.

3. El grafo de isogenias y el grafo de clases de ideales.

Una importante herramienta para el estudio del grafo de isogenias es una correspon-
dencia entre este y cierto grafo de Cayley de clases de ideales. En esta seccién daremos
una idea de dicha correspondencia que es usada en la seccién siguiente para estudiar las
propiedades expansoras del grafo de f-isogenias y serd usada en la primer parte del algo-
ritmo de autoreducibilidad aleatoria que implementaremos en el siguiente capitulo.

3.1. Curvas complejas generadas por ideales de un orden de un cuerpo
cuadratico imaginario. Recordemos que el grafo de /-isogenias estd separado por nive-
les que corresponden a ordenes en un cuerpo cuadratico imaginario O asi que vamos a
concentrar nuestra atencién a un nivel O particular.

Consideremos un ideal a propio de O, es decir, un Z-médulo de rango 2 tal que su
anillo de multiplicacién compleja End(a) = {z € C: za C a} = O (estos corresponden a
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los ideales invertibles en el grupo de ideales fraccionarios del orden O) ([11], cap.7).

Si K es el cuerpo cuadratico que contiene a O, como es imaginario de grado 2 (sobre
@), su unico automorfismo no trivial coincide con la conjugacién compleja y por lo tanto
N(x) = 2% = ||z||*> (donde || || denota la norma euclidea), es un resultado cldsico que
N(Ok) C Z y por lo tanto D(0,1) N Ox = {0} (donde D(0,1) es el disco abierto unidad
con centro en el origen), asi que Ok resulta un subgrupo aditivo discreto de C y por lo
tanto un ldtice. En particular todo suborden O y todo ideal fraccionario a de cualquier
orden O seréan latices (ya que son subgrupos de Ok de Z-rango igual a 2).

Ahora supongamos que tenemos un orden O dado, a cada ideal propio a de O le pode-
mos asociar una curva eliptica compleja E; = C/a (ya que como observamos anteriormente
a es un ldtice). Recordemos que los endomorfismos de E, vienen dados por multiplicacién
por escalar, es decir, son de la forma = 4+ a — ax + a donde a € C es tal que aa C a.
Como es usual, asociando el mapa multiplicacién por « con el complejo «, el anillo de
endomorfismo de la curva eliptica E, resulta End(F,;) = {a € C: aa C a} = O (la dltima
igualdad es porque el ideal a de O es propio).

3.2. Clases de isomorfismo de curvas elipticas y el grupo de Picard de
un orden. Supongamos que tenemos una curva eliptica C/a como en la parte anterior,
donde a es un ideal propio del orden O. A cada ideal propio ¢ podemos asociarle la isogenia
C/a — C/ac™! dada por z +a > x4+ ac™! (¢! es el ideal fraccionario inverso del ideal ¢
en el grupo de los ideales propios® del orden O, como ¢ C @ = ¢! D O y por lo tanto el
mapa anterior estd bien definido). Observemos ademéds que:

ac™! _a 0

a ac ¢

y por lo tanto el grado de la isogenia asociada al O-ideal propio ¢ serd #g = N(c), o sea
la norma del ideal c.

Reciprocamente, dada una curva eliptica compleja C/A con End(C/A) = O como
latices homotéticos dan lugar al mismo anillo de endomorfismo entonces el Teorema 10.14
de ([11], p4g.209) nos dice que A serd homotético a un ideal fraccionario propio de O, de
hecho a un ideal propio ya que todo O-ideal fraccionario es homotético a un O-ideal y por
lo tanto C/A ~ C/a donde a es un O-ideal propio.

Proposicion 2.43. Si ¢ : % — % es una £-isogenia entre las curvas elipticas % Y %,

ambas con anillo de endomorfismo el mismo orden O de un cuerpo cuadrdtico imaginario
; ; : c o C cC o _C . . . C C
entonces exzstgn ideales propios a y ¢ tales que § ~ =y 55 >~ —=7. gdemaé’ sihyrF = ¢

Yy Po % — —=1 son isomorfismos, entonces la isogenia wgqﬁl/Jl_l 1 ¢ — =1 vendrd dada

por z+a — x+ac~! (0 sea es la isogenia asociada al ideal propio ¢, en particular N(c¢) = £).

Demostracién: Como vimos antes, el hecho de que las curvas elipticas C/A y C/A’
tengan como anillo de multiplicacién compleja el mismo orden O implica la existencia de
O-ideales propios a y b e isomorfismos ¢; : C/A — C/a y ¢, : C/A’ — C/b. Supongamos
que el mapa wégbwl_l : C/a — C/b viene dado por z + a — «az + b donde a € C verifica
aa C b entonces de hecho o € K (pues aa C b = a € ba™! C K) y la inclusién de O-ideales

8Recordar que un ideal I de O es propio si End(I) = O.
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fraccionarios propios aa C b implica la existencia de un O-ideal propio ¢ tal que aa = be
lo cual implica que a~!b = ac~!. Consideremos ahora el isomorfismo v : C/b — C/a~'b
dado por z + b+ a2z 4+ a71b y definimos 1y = 51},

C/A —2>C/a

|

C/N —=C/b 'a;(C/ac‘l

Finalmente chequeamos 1o¢thy ! (z+a) = ¢ (bt (z+a)) = ¢ (az+b) = z+a~ b =
z +ac”! como querfamos.

0

3.3. Grafo de isogenias como grafo de Cayley de clases de ideales de un or-
den. Volvamos ahora al grafo de /-isogenias G y consideremos un nivel fijo, llamemos O al
orden asociado a dicho nivel. Usando el Teorema de Levantamiento de Deuring obtenemos
un isomorfismo con un grafo cuyos vértices son clases de isomorfismos de curvas elipticas
complejas, todas con anillo de endomorfismo isomorfo a O y dos clases estan relacionadas
si existe una f-isogenia entre un representante de cada clase.

Por lo visto en las subsecciones previas, toda clase de isomorfismo de curvas elipticas
complejas contendra alguna curva de la forma C/a donde a es un O-ideal propio y si C/c
es otra curva de la misma clase (con ¢ otro O-ideal propio) de isomorfismo entonces los
ideales a y ¢ son homotéticos como latices y por lo tanto son equivalentes médulos ideales
principales, es decir [a] = [¢] en C(O) el grupo de clases de ideales del orden O, de esa
manera cada una de estas clases de isomorfismo de curvas complejas tendra asociado un
unico elemento del grupo de clases de ideales C(O).

Ademads vimos en la Prop. 2.43 que dadas dos clases de isomorfismos entre las cuales
existe una f-isogenia entre un representante de cada clase entonces es posible encontrar
una isogenia C/a — C/b asociada al ideal ab™! (si b = ac™! = ¢ = ab™!) de norma ¢. Si
C/a' ~ C/ay C/b' ~ C/b entonces existen z,y € K tales que o’ = za y b’ = yb entonces
ab' ! = zy~ - ab~! que es equivalente al ideal ab™! médulo ideales principales por lo
tanto a cada arista que conecta dos clases se le puede asociar un tnico elemento de C'(O)

dado por [a][b] 7.

Si consideramos la funcién que a la clase de isomorfismo que contiene a C/a le co-
rresponde [a] € C(O) obtenemos un isomorfismo con un grafo cuyo conjunto de vértice
es C(O) el grupo de clases de ideales del orden O y dos vértices [a] y [b] estan conec-
tados si y solo si existen representantes x € [a] e y € [b] tal que N(zy~!) = ¢, dado
que [zy~!] = [a][b] 7, otra forma de decirlo es que dos clases [a] e [b] estén relacionadas
si la clase [a][b]~! contiene un ideal de norma £ o sea, las aristas son todas de la forma
{[a], [a][¢]} para [¢] € S = {Z € C(O) : T~! contenga un ideal de norma ¢} (recordar que
como [a][a™!] = [aa™!] = [0] = 1 entonces [a] ™! = [a~!]).

Para cada B fijo vamos a considerar la unién de los grafos de f-isogenias para cierto
nivel O también fijo donde ¢ recorre todos los primos menores que B, que denotaremos
por G, n¢(O) a ese grafo. Por la correspondencia previa, este grafo resulta isomorfo a un
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grafo de clases de ideales con aristas de la forma {[a], [a][c]} para [¢] € S = {Z € C(O) :
Z~! contenga un ideal de norma primo < B}, el Teorema de la Cota de Minkowski nos
asegura que a partir de un B el conjunto S sera un generador del grupo de clases de
ideales de C'(O) y nos queda el grafo de Cayley asociado al grupo C'(QO) y generador S (en
particular resultard un grafo conexo).

4. Expansividad del Grafo de Isogenias.

En esta seccién analizaremos las propiedades expansivas del grafo de isogenias, las
cuales jugaran un papel fundamental en el algoritmo de autoreducibilidad aleatoria que
veremos en el capitulo siguente.

4.1. Relacién entre los grados y propiedades espectrales con respecto a la
expansividad. Consideraremos para un orden O, los grafos

Sna8(0) = |J Gunu(O)
¢<B
¢ primo
donde G, v ¢(O) es el nivel O del grafo de (-isogenias G, y ¢ como en la seccién previa. Los
grafos Sy 4,5(0) son grafos regulares y a medida que B crece también lo hace el grado de
sus vértices. El siguiente resultado clasico de Teoria de Grafos nos serd de utilidad.

Proposicion 2.44. Sea G un grafo k-reqular con h vértices, A su matriz de adyacen-
cia y supongamos que el unico vector propio asociado al valor propio 1 son los multiplos del
vector constante 1 = (1,1,...,1). Supongamos ademds que existe ¢ < k tal que para todo
otro valor propio \ se verifica |\| < c. Consideremos ademds x € V y S C V. Entonces
2h

lo
. B\ Vs : o
todo camino al azar de largo r > rg = “Tos(5) que comienze en T terminard en un punto
c
.. S
de S con probabilidad P > %
Demostracion: Dada una ordenacién de los vértices V- = {v1,v9,..., v}, tenemos una

correspondencia natural entre vectores de R" y funciones en L?(V), de esa manera A
resulta un operador autoadjunto en el espacio de Hilbert L?(V), haremos uso de esa co-
rrespondencia.

Para r fijo, denotemos por Cg(x,r) la cantidad de caminos de largo r que parten de
x y terminan en S. Como la cantidad de caminos al azar de largo r que parten de = es k"
(pues el grafo es k-regular) entonces la probabilidad de que un camino al azar partiendo

de z termine en S serd P = %

Recordemos que (A");; nos da la cantidad de caminos de largo desde v; hasta v; y por
lo tanto, para z = v; resulta que A" x, es la columna i-ésima de A", luego A" x,(y) nos da
la cantidad de caminos de largo r que parten de y y terminan en = (que es lo mismo que
contar los caminos de largo r que empiezan en x y terminan en y ya que el grafo en no
dirigido). Por otra parte se observa que (xs, f) = >_,cg f(v) luego se tiene la férmula:

Cs(z,r) = (x5, A" Xx)
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Llamemos W = 1R y P la proyeccién ortogonal sobre W, tenemos que P(xs) = (xs, 1) —||11H2 =

|—}5;‘1 y P(xz) = Xz, 1) H11||2 = %1 y de esa forma conseguimos la descomposicién ortogonal:

—@1—1—11 —ll—i-v
Xs = h y Xx—h

con (u,1) = (v,1) = 0. Como Al =kl = A"l =k"1 = A"x, = 51 4+ A"v y como A es
autoadjunta también resulta (A"v,1) = 0.

Sustituyendo arriba nos queda que Cg(z,r) = %kzr + (u, A"v) y por lo tanto

S| (u, A™v)
p=l, WY
R
A continuacién acotamos |(u, A"v)|:
[(u, A"0)| < [|ul|-[[A" 0[] = [lul|-[[A" |y o]| < [Jul[-[[A"lpw |[{[o]] < [[Alw L[]0l < ¢ [lul]]-|]v]]

donde la primer desigualdad es por Cauchy-Schwarz y la 1ltima es porque por hipdtesis
W es el subespacio propio asociado al valor propio k y como A es autoadjunta entonces
los valores propios de Aly,1 son los de A excepto k y vale la cota de la hipdtesis.

Finalmente usando Pitdgoras tenemos que ||u|| < [|xs|| = V/IS| ¥ lw|] < |Ixz|| = 1,
sustituyendo en la tltima desigualdad obtenemos la cota |(u, A"v)| < ¢"4/|S|. Para que
P < % alcanza con que

lo cual es equivalente a que (%)T < G- & (%)T > % & rlog (%) > log (\;—%) y como

k > c esto ultimo equivale a que r > “Tos(5) = rg. Por lo tanto fijando de antemano un

c
r > 1o si realizamos una caminata al azar de largo r entonces la probabilidad de caer en

|5]

un punto de S serd de al menos 5 donde h es la cantidad de vértices total del grafo.

O

4.2. Propiedades espectrales del grafo de isogenias. Como vimos en el Teo-
rema anterior, las propiedades expansivas del grafo de isogenias estan relacionadas con la
separacion espectral (més precisamente entre el primer valor propio y los restantes).

En esta parte daremos un resumen de las ideas que aparecen en el articulo de Jao,
Miller y Venkatesan [24] sobre el Teorema de separacién de autovalores del grafo de iso-
genias. Los autores utilizan principalmente resultados de formas modulares y series 6 y
en esa parte del articulo ([24], secciones 4 y 5) se referencia principalmente al libro de
Iwaniec [23] en lo referente a resultados sobre formas modulares. Otra referencia mas
introductoria sobre formas modulares (donde aparecen todas las definiciones requeridas
para comprender esta seccién) es el libro de Diamond y Shurman [12].

Para demostrar propiedades espectrales del grafo de isogenias se utiliza el isomorfismo
con el grafo de Cayley de clases de ideales y las propiedades espectrales se demuestran
para este ultimo, asumiendo la Hip6tesis de Riemann Generalizada (GRH). Recordemos
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que los vértices del grafo de clases de ideales H viene dado por un conjunto de repre-
sentantes V = {aq, o, ...,ay} del grupo de clases de ideales de un orden en un cuerpo
cuadratico imaginario O y las aristas entre dos vértices «; y «; son representadas por
O-ideales propios 3 tales que Sa; = aj médulo ideales principales. Ademés el grado de la
isogenia corresponde con la norma del ideal 3, de modo que restringirnos a isogenias de
grado £ equivale a restringirnos a los ideales 8 de norma £.

La idea es encontrar una base de autovectores simultaneos para las matrices M (n)
cuya entrada ¢j nos da la cantidad de aristas entre o; y «; en el grafo H restringiendo las
aristas a ideales de norma n, esto se consigue utilizando teorfa de formas modulares. Una
vez conseguido esto, lo siguiente es expresar los autovalores en funcién de ciertas sumas
que involucran los caracteres del grupo de clases de ideales C1(Q), cada autovalor corres-
ponde con un caracter, luego utilizando teoria analitica de nimeros y formas modulares
se consigue una cota no trivial para la suma de caracteres que determinan los autovalores,
asumiendo la Hipdtesis de Riemann Generalizada.

Consideremos entonces para cada n € Z la matriz M (n), su entrada ij la denotaremos
por Mg, o,;(n) y viene dada por:

Mai,aj(n) ={<0:pa; =a;, N(B) =n}
donde = denota equivalencia de ideales médulo ideales principales.

. .z : e} n
Consideremos la funcién generatriz ) 2 | My, o,;(n)g" que encapsula de alguna forma
toda la informacion del grafo de clases de ideales. Reescribamos dicha funcién generatriz
de una forma mas conveniente.

Primero observemos que si 3 <1 O es un O-ideal propio tal que Sa; = «; entonces
existe un O-ideal fraccionario principal (z) = zO que verifica (2)a; = «;f y resulta que
- N . - _

N(B) = N((2)a;a; b= ﬁ Ademsis (2) = a; ‘a8 C a; 'a; pues B C O.

Reciprocamente, cada O-ideal principal propio (z) C a; 104]- determina un O-ideal pro-
pio 8 = zaiaj_l que verifica Sa; = «;.

Asi que podemos reescribir la funcién generatriz original en la forma:

e N(z) N(z)
S M, 3 T e 1 NG
v n — N(B) — N(ai as) — _ N(ai as)
g, (n)q q q J o E q J
n=1 p<0 (z)Ca;laj zea;laj
Baj=a;

Donde e es el nimero de unidades del orden O (se usa que (z) = (/) & z = uz’ con
u unidad).
Fijando una Z-base del ideal ozi_lozj, la funcién z — % resulta una forma
7 J
cuadratica ([11], pdg.141) y por lo tanto la dltima suma que aparece es una serie 6 que la
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N(z)

N(a,

denotaremos por 00_71%_ (@) =>_ ) , que resulta ser una forma modular holo-

-1
zEa; “aj q

morfa®, de peso 1 para I'o(|D|), donde D = discr(O) ([24], seccién 4.2 - [23], Teo.10.9.).

La idea para la diagonalizacién simultanea es considerar la matriz Ag = >, < M(n)g"

para cada |q| < 1, y diagonalizar simultaneamente todas las M (n) equivale a diagonalizar
simultaneamente todas las matrices A, (encontrando una base de vectores propios, que no
dependan de ¢)*.

Se consideran entonces los caracteres del grupo de clase de ideales' de O, que son
interpretados como vectores de C* via evaluacién en los «; (es decir, identificamos x con
el vector columna cuya coordenada i-ésima es x(«;) y las matrices M (n) como operadores
que actuan en £2()) obteniendo:

h h
(A (e) = = 3 1 @X(0) = 3 by (x0105) = - | D b (@)x(0) | x(0)
j=1 j=1 J=1
Lo cual implica que:
(edg)x = bx(a)x (2)

donde 0,(q) = Z?Zl 0a,(q)x(cvj) seria entonces, el valor propio de eA, asociado al vec-
tor propio x. Observemos ademds que como cada 6,,(q) € M1(To(|D|)) para cada i =
1,2,...,h entonces 0, € M;(I'o(|D])). De hecho el conjunto {6, : x caracter de Cl(O)}
resulta una base de forma modulares formada por autoformas para los operadores de Hecke
(sus elementos son conocidos como funciones 6 de Hecke) (por detalles y referencias [24],

pag.31).

Si desarrollamos 0, = > "7 | an(X)¢" y comparamos coeficientes de ¢" en la ecuacién
(2) resulta que eM(n)x = an(x)x. El grafo de isogenia Sy g5 = Uj<p Gq,n,e donde los
fndices ¢ de la unién varian en el conjunto de primos menores que B, que tiene matriz de
adyacencia ), 5 M ({) con vectores propios los caracteres y. Ademas se tiene que

S M = - 3 alx

¢<B (<B

por lo que el valor propio asociado al valor propio x es A, = % Y vep ap(X)-

Haciendo cuenta con ideales JMV prueban que an(X) = > ;. n(q)=n X(@) donde a varia
en los ideales enteros de norma n ([24] pag.31), de forma que el valor propio asociado al
caracter x puede expresarse en funcién de ideales como:

M= Y X 3)

I<B a<Ok:
N(a)=¢

9Con respecto a la variable s donde g = 2™

101,05 valores propios por otra parte, van a tener necesariamente que depender de ¢
10O sea, homomorfismos de grupo x : CI(O) — C* donde CI(O) es el grupo de clases de ideales del
orden O.
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Como |x(a)] < 1 Va < Ok, el autovalor de norma méaxima se obtiene para x = 1 el
caracter trivial y este corresponde por lo tanto al autovalor trivial. Entonces el problema se
resume en encontrar una buena cota para los autovalores A\, para x caracter no trivial y es
aqui donde JMV utilizan la Hipdtesis de Riemann Generalizada (GRH) que es una anélo-

go a la Hipétesis de Riemann pero para las L-series de Dirichlet'? L(y,s) = S XT(LZ) v

dice que si L(x,s) = 0 con 0 < Re(s) < 1 entonces Re(s) = 3. La parte més dificil para
encontrar una cota no trivial, bajo la GRH, para los autovalores no triviales, consiste en

probar el siguiente resultado (Lema 4.1. de [24]):

Proposicion 2.45. Sea D < 0 y O es el orden cuadrdtico de discriminante D. Si x es
un caracter no trivial del grupo de clases de ideales del orden O entonces la Hipdtesis de
Riemann Generalizada para L(s, ) implica que \,, = O(v/Blog(|BD|)) con una constante
absoluta implicada'.

La demostracién es complicada y utiliza Teoria analitica de niimeros incluyendo formas
modulares, el hilo de la demostracién y referencias se encuentran en [24], principalmente
la seccion 5.

En la siguiente subseccién veremos como de la proposiciéon anterior y el Teorema 2.44
se obtiene la propiedad expansora de los grafos de isogenias.

4.3. El Teorema de expansividad de JMV para el grafo de isogenias. Antes
de enunciar y probar la propiedad expansora para los grafos de isogenias, analizaremos
con un poco mas de cuidado el enunciado de la proposicion 2.45.

Si llamamos D = {D : D = discr(O) para algin orden O de un cuerpo cuadratico
imaginario} entonces para B € Z*, D € Dy x un caracter del grupo de clases de ideales de
O, teniamos el autovalor A\, = A\ (B, D) dado por la ecuacién (3). Entonces la proposicién
2.45 nos dice que asumiendo GRH, existe una constante K independiente de B y D tales
que

mé‘XX?’éXtrm )‘X(Bv D)

vBlog(|BD])

para todo D € Dy B > 1. Por simplicidad de ahora en més definiremos \* = max{|\, | :
X caracter no trivial}.

Ahora, para 0 < < 1 a cada grafo de isogenias Sy 4 p(O) podemos asociarle un
ntimero (que llamaremos de gap ponderado) dado por gz = )\f;* donde \* es el segundo
triv

mayor valor propio en médulo y Ay, €l valor propio predominante (que coincide con el
grado del grafo regular Sy, p(O)). Dado que el orden O queda univocamente determinado
por su discriminante D = discr(O) el gap ponderado puede verse como funcién de N, ¢, B
y D, es decir gg = g3(N,q, B, D).

127) igual que la funcién Zeta de Riemann, esta serie converge para Re(s) > 1 y se extiende por

prologancién analitica a todo el plano complejo, salvo polos aislados.
3Recordar que f = O(g) significa que el cociente ‘—g‘ permanece acotado por cierta constante, en

nuestro caso dicha constante es independiente de B y de D.
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Fijado ¢, tenemos finitas posibilidades para N (pues |¢+1— N| < 2,/g por la desigual-
dad de Hasse) y también para D (pues D[t?> — 4q donde t = ¢ + 1 — N por contener al
orden asociado la frobenius), diremos que un par (N, D) es adimisible para g si el grafo de
isogenias Sy 4 p contiene un nivel asociado al érden de discriminante D (que obviamente
no depende de B). Llamaremos A(q) al conjunto de todos los pares (NN, D) admisibles para

q.

Fijamos un 6 > 0 y establescamos B(q) = (log(¢))**?, definimos entonces

= max N.q,B D

95.6(q) (NvD)EA(q)g( ,4,B(q), D)
o sea, el mayor gap ponderado posible para los autovalores de cualquier grafo de isoge-
nia Sy 4 5,p fijado el ¢ y B = B(q). La siguiente proposicién (que como veremos es un
corolario del Teorema 2.45) nos dé un resultado sobre el gap ponderado para los grafos
de isogenias, que serd clave para probar la propiedad expansora para los grafos de isogenia.

Proposicion 2.46. Para cada § > 0 existe un 8 € (%,1) tal que la funcion ggs es
acotada (vista como funcion de la variable q)'*.

Demostracion: Sean § > 0y B = (log(q))?*%. Consideremos un grafo de isogenias

Sn,q,B(O) con autovalor principal Ay, en virtud de la ecuacién (3), para el caracter
trivial se tiene que:

1
Atriv = g#{ﬂﬂ Ok : N(a) = ¢, para algiin primo ¢ < B}

Si existe un ideal a de norma N(a) = ¢, entonces ¢ descompone o ramifica (que corres-
ponde con (%) = 1y ¢|D respectivamente, donde D es el discriminante de O ), cuando

descompone lo hace en dos ideales (a e @) por lo tanto

27q4(B)

Mrio = = - (2ma(B) + 7. (B)) 2

donde 74(B) y m(B) son la cantidad de primos ¢ < B que descomponen y ramifican en
K respectivamente.

Como la densidad de los primos que descomponen en un cuerpo cuadratico es % (Teo-
rema de densidad de Cebotarev) resulta que 2m4(B) es asintético a 7(B) y por lo tanto

también serd asintético a i ;ZB) por el Teorema de los nimeros primos. En particular,

existe go > 0 tal que
B

Nppil >
" = 9¢log(B)

para ¢ > qo (pues la desigualdad vale para B suficientemente grande y B — oo cuando

q — 00).

Ahora, en virtud de la proposicién 2.45, resulta natural intentar acotar superiormente
la cantidad BY/?log(|BD|). Para comenzar recordemos que como todo nivel O admisible
para el grafo Sy, B debe contener al orden asociado al frobenius, cuyo discriminante es

MFgste resultado es el que en el articulo [24] de Jao,Miller y Venkatesan, lo expresan como A, =
o}

t’riv)'
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t2 —4g < 0 (donde t = ¢+ 1 — N es la traza del frobenius) se tiene que |D| < [t? — 4q| =
4q — t? < 4q, luego:

Bz log(|BD|) < B? log|4Bq| = B (log(14B]) + log(q)) - (4)

1
Ahora bien, por 6rdenes existe g; > 0 tal que log(|4B|) < B2+ para q > ¢ (puesto que
1
B — oo cuando ¢ — 00) y como B = (log(¢))**t = log(q) = B>+, sustituyendo en (4) se
tiene:

zﬁbngbgB%@ﬁ%+BﬁQ:QB%ﬁg (5)

1,1 B
Luego para cualquier 5 > % + 2+r5’ existe gz = q2(8) > 0 tal que B2T 2+ < (W@(B))

1 1
para todo ¢ > g (puesto que (2¢)? - (log(B))? < B?~G*255) para B suficientemente
grande), como % + 2—}% < 1 es posible escoger 8 < 1. sustituyendo en (5) resulta que:

B2 log(|BD|) < 2 B B<2ﬂ
8 = "\ 2elog(B)) — Tt

para ¢ > méx{qo,q1,q2}. Para ¢ < méax{qo,q1,q2} solo hay un nimero finito de posi-

bilidades para D y por lo tanto un nimero finito posible de valores para B 2 log(|BDY)
(recordar que B = (log(q))?*?), por lo tanto se puede afirmar que B2 log(|BD|) = O()\frw)
y luego por la proposicién 2.45 resulta que \* = O(\y,-,) para cualquier grafo de isogenias

SnN,q,B(0) lo cual implica que gg(g) es una funcién acotada de gq.
U

Por ultimo enunciaremos y probaremos a partir de la proposiciéon anterior el Teorema
de expansividad de JMV para el grafo de isogenias.

Teorema 2.47. Ezisten polinomios p(x) y q(z) (independientes de N y q) tal que
para B = p(log(q)) y ro = g(log(q)), se tiene que fijando r > rq, un vértice v, un conjunto
de vértices S del grafo S q.5(O) entonces todo camino al azar de largo r que comienze en
v terminard en S con probabilidad P > %, donde h es el niumero de vértices del grafo

SquvB (O) N

Demostracion: Fijemos § € Z*1 y consideremos el polinomio pg(z) = z2+9, como vimos
en la proposiciéon anterior, tomando 3 tal que % + 2_41r6 < B < 1 resulta que \* = O(Agrin)-
En virtud de la Proposicién 2.44, basta probar que

2h_

bg(sé)
log (£)

para algin polinomio g, donde h es la cantidad de vértices del grafo Sy . 5(O), k = Airiy

es su grado y ¢ es una cota superior para los autovalores no triviales, en este caso podemos
tomar ¢ = \*.

< g(log(q))

Por la proposicién anterior, existe una constante C' > 0 (independiente del grafo de
isogenias escogido) tal que ¢ < Ck? lo cual implica que % >C B perol —B>0y

k> ﬁ;@) — oo cuando ¢ — oo (puesto que B = (log(q))?*?) asi que tenemos % > e
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para ¢ suficientemente grande, digamos para todo ¢ > qo (para cierto go > 0), de donde:
log [ -2
® <|s% _ log(2h)

log (§) ~ log (%)

para ¢ > qo. Esto prueba el Teorema para ¢ suficientemente grande (mayor que o).

< log(2h) < log(2q) = log(2) + log(q) < 2log(q)

Para ¢ < ¢o solo hay un ndmero finito de grafos de isogenias de la forma Sy 4, 5(O)

(donde B = p(log(q))), cada uno de esos grafos tiene un nimero igi((zg )) asociado, conside-

c

remos una cota superior M > 0 para todos esos valores (que son una cantidad finita), o
sea para ¢ < gop tenemos:

2h
og | =
<5|%> < log(h) _ .
log ()~ log(¢) ~
En general tenemos que:

ﬁ < 2log(q) + M = g(log(q))
log (8) ~

tomando el polinomio g(z) = 2x + M.

Para terminar la prueba, solo falta ver que se verifica la hipdtesis de separacion es-
pectral del Teorema 2.44 para primos pequenos (es decir cuando g < qp). Para esta parte
también debemos recurrir a otro teorema clasico de Teoria de grafos.

Teorema 2.48. Sea G un (multi)grafo k-regular no dirigido.

i) La cantidad de componentes conexas de G coincide con la multiplicidad de k como
autovalor de G.
ii) Si G es conexo y —k es un autovalor de G entonces G es bipartito.

La demostracion de este Teorema puede encontrarse en el libro de Brouwer y Haemers
[6], la primer parte es la Prop. 1.3.8 y la segunda la Prop. 3.4.1. Ahora concluiremos la
prueba del Teorema 2.47 para g pequeno a partir de estos resultados de grafos.

Como todo ideal propio de un orden O en un cuerpo imaginario descompone como
producto de ideales primos propios, usando la correspondencia vista en la secciéon 3 entre
el grafo de isogenias Sy 4 B restricto a un nivel O y el grafo de Cayley del grupo de clases
de ideales de O con generadores clases de ideales que contengan algin ideal de norma
menor que B, resulta que, para B suficientemente grande este grafo resultara conexo. Més
aun, es posible (aunque bastante dificil) probar que cada clase de ideales debe contener
algin ideal primo (Teoremas 7.7 y 9.12 del libro de Cox [11]), por lo tanto a partir de
un B, cualquier par de vértices estara conectado por alguna arista, de modo que el grafo
Sn.,q,8(0) no puede ser bipartito.

De esa forma, por el Teorema 2.48 se verifica la hipdtesis de separacion espectral para
cualquier grafo Sy 4 g(O) para B suficientemente grande. Como cada grafo Sy 4 p tiene un
nuimero finito de niveles O y por cada ¢ hay solo un nimero finito de posibilidades para N,
entonces existe una constante K > 0 (solo dependiente de gg) tal que para cualquier grafo
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de isogenias Sy q,5(0) con q < qo se verifica la hipdtesis de separabilidad para B > K.

Esto prueba entonces que el Teorema 2.47 vale (tanto para ¢ grande como para q
pequefio) con p(z) = 270 + K y g(x) = 2z + M.

0



Capitulo 3
Algoritmo de Autoreducibilidad aleatoria

El objetivo de este capitulo es implementar un algoritmo de autoreducibilidad aleatoria
como lo sugiere el articulo [24] de Jao-Miller-Venkatesan. Para comenzar repasaremos
la nocién de autoreducibilidad aleatoria en general probando como ejemplo y sobretodo
para fijar ideas que el Problema del Logaritmo en un grupo ciclico de orden primo es
autoreducible. En las siguientes secciones enfocaremos la atenciéon a nuestro problema
de interés que es la autoreducibilidad aleatoria aplicado al problema de determinar si
curvas elipticas definidas sobre el mismo cuerpo finito y con la misma cantidad de puntos
racionales poseen la misma dificultad respecto al Problema del Logaritmo Discreto.

1. Autoreducibilidad aleatoria en general.

Que un problema posea autoreducibilidad aleatoria significa que es posible construir
algoritmos eficientes (por ejemplo de tiempo polinomial o subexponencial) capaces de re-
ducir el problema de una instancia cualquiera dada a una instancia tomada al azar con
cierta distribucién.

Veremos una posible formalizacién de las propiedades que debe cumplir un algoritmo
para garantizar la autoreducibilidad aleatoria de un problema. Probaremos como ejemplo
que el PLD en un grupo de orden primo es autoreducible construyendo un algoritmo que
verifique dichas propiedades.

Supongamos que queremos computar cierta funcion f que toma valores en un conjun-
to finito A cuyos elementos son llamados “instancias” (el conjunto A puede depender de
algunos pardmetros) y devuelve valores en un conjunto no necesariamente finito B (valores
de salida). Supongamos que tenemos un conjunto finito K que llamamos conjunto comodin
y que asociado a cada instancia a € A tenemos un subconjunto K(a) C K.

Definicién 3.1 (Autoreducibilidad aleatoria). Un algoritmo de Autoreducibilidad
aleatoria para el problema de computar la funcién f es la construccién de una pareja
(Ran, Red) donde:

1. (La parte aleatoria) El algoritmo Ran es un algoritmo probabilistico que tiene
asociado una funcién deterministica

r:{(a,k):ac A keKa)}CAxK—A
llamada funcién de transicién. Si a € A es una instancia dada entonces Ran(a) =
(d', k) tales que:
a) k €r K(a) con cierta distribucién® tal que para cada ag € A se tiene que
P (tr(a,k) = ag) > 55 donde A = #A.

1E] sfmbolo €r denota la relacién de pertenencia usual, el subindice R (que viene de “Random”) es
simplemente para recalcar el hecho de que ese elemento fué elegido al azar dentro del conjunto considerado.

83
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b) o =tr(a,k).
¢) Tanto la construccién del comodin k& como la computacién de tr(a, k) se debe
poder hacer en tiempo polinomial.
2. (La parte de reducibilidad) La funcién de reduccién Red : B x K — BU{L} es
una funcién que se debe poder computar en tiempo polinomial y que verifica la
propiedad Red (f (a'),k) = f(a), donde a' = tr(a, k).

En concreto lo que hace Ran es cambiar una instancia dada a por una instancia al
azar a’ con distribucién cercana a la uniforme, guardando ademds una informacién extra
que es el comodin k, que luego, junto con el valor de f(a’) es usado por el algoritmo Red
para calcular f(a). Si justo nos topamos con un a’ tal que f(a’) puede calcularse efectiva-
mente entonces también podremos calcular efectivamente f(a) a partir del algoritmo de
autoreducibilidad aleatoria.

La condicién (a) de la parte aleatoria puede relajarse (y en nuestro problema concre-
to lo vamos a necesitar) introduciendo el concepto de compatibilidad de una relacién de
equivalencia.

Definicién 3.2. Sea f : A — B una funcién, una relacién de equivalencia R se dice
compatible con el problema de computar f si a;Ray implica que computar f(a1) y f(as2)
son problemas computacionalmente equivalentes (es decir, existe un algoritmo polinomial
para calcular f(aq) a partir de conocer f(agz) y viceversa).

De esa manera podemos fijar de antemano una relacién de equivalencia R compatible
con el problema de computar f y cambiar la condicién (a) por:

a’) k €r K(a) con cierta distribucion tal que para cada [ag] € A/R se tiene que

P(tr(a, k)] = [ag]) > o donde r = #A/R.

Estamos interesados especialmente en problemas relacionados con el Problema del lo-
garitmo discreto (PLD) asi que vamos a introducir una notacién que nos sera de utilidad:

Notacién 3.3. Si G es un grupo de orden finito N denotamos por PLD¢ a la funcién
PLD¢ : G* - Z U {1} dada por

[ min{teN:h=g'} si{teN:h=g'}#02
PLD(;(g,h)—{ 1 si{teN:h=g¢'} =02

Observemos que en el caso que {t € N : h = g'} # @ entonces denotando por ty al
menor elemento de ese conjunto se tiene que h = g' <t =t; (mdd o(g)) (donde o(g) es el
orden de g). En particular, el conjunto de exponentes ¢ tales que h = g' serd en este caso
NZ-invariante, por eso a veces consideraremos como dominio de PLDg a Z/NZ U {1}
(tomando clases) en lugar Z U {_L}.

Recordamos que el PLD en un grupo G consiste en dada una pareja (g,h) € G? tal
que h € (g) computar algin t € Z tal que h = g'. En el caso que tengamos algoritmos
eficientes para computar |G| y los érdenes de los elementos, asi como un método para
determinar si h € (g) para una pareja dada (g,h) € G? entonces resolver el PLD en G es
equivalente a computar la funcién PLDg (sit € Z es tal que h = g' y tg es el resto de
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dividir ¢ entre o(g) entonces tg = PLD¢g(g,h)).

1.1. Autoreducibilidad aleatoria del logaritmo discreto. Para fijar ideas va-
mos a probar autoreducibilidad aleatoria para el PLD en un grupo finito de orden primo,
este ejemplo estd sacado del libro de Galbraith [19] (Cap.2.1.4).

Como |G| = p primo entonces todo elemento g # e (donde e es el elemento neutro)
tiene orden o(g) = p y es un generador del grupo, por lo tanto dados (g,h) € G2 si
g # e entonces h € (g) Vh € G y si g = e entonces h ¢ (g) salvo si h = e. Asi que en
este caso, podemos considerar como conjunto de instancias para el PLD en G al conjunto
A=A(G)={(g,h) : g € G*,h € G} (donde G* = G—{e}) y el PLD consiste en computar
f=PLDg: A— Z/pZ tal que f(g,h) =b< h =g’

Proposicion 3.4. El PLD en un grupo finito G de orden primo p es autoreducible.

Demostracion: Sea (g,h) una instancia particular y elegimos (z,y) € {1,2,...,p —
1} x {0,1,2,...,p — 1} al azar con distribucién uniforme. Calculamos (g*, h*¢*¥), como
cada par (g1, g92) € A(G) proviene de exactamente un par (z,y) (del x tal que ¢* = g1 y
del y tal que gi = g2h™%, aqui utilizamos que todo elemento distinto de e es generador
lo cual es cierto pues G tiene orden primo) de esa manera construimos una instancia
al azar uniformemente. Si tenemos la solucién para la instancia que obtuvimos aleatoria
f(g*, h*g™) = a entonces h*¢g™¥ = ¢*® < hg¥ = g* (usamos que p{z) < h = g* ¥ luego
tenemos para la instancia original la solucién f(g,h) = a —y.

0

La construcciéon de un algoritmo de autoreducibilidad aleatoria para el problema de
computar una funcién f : A(G) — Z/pZ que resuelva el PLD nos dice en algin sentido
que la dificultad de computar el PLD en un grupo finito G fijo de orden primo es inde-
pendiente de la instancia considerada.

Analizemos la demostracién anterior en términos de la construcciéon de un algoritmo
(Ran, Red):

Como conjunto de instancias tenemos A = G* x G y consideramos como relacién
de equivalencia en A la trivial ([a] = {a},V.A), como conjunto de posibles salidas tene-
mos B = Z/pZ y la funcién f : A — Z/pZ a computar es PLD¢, la que nos brinda
el logaritmo discreto en el grupo G. El conjunto comodin en este caso viene dado por
K={12,...,p—1} x{0,1,2,...,p— 1} y el subconjunto de comodines asociado a cada
instancia a € A viene dado en este caso por K(a) = K.

La funcién de transicién en este caso viene dada por tr ((g, h), (x,y)) = (g%, h*g"™Y).

Los comodines en este caso se eligen al azar uniformemente, suponemos siempre que
tenemos un generador de nimeros aleatorios con valores en un intervalo a especificar,
donde cada valor de dicho intervalo es equiprobable, de esa forma, aplicando ese genera-
dor obtenemos = € {1,2,...,p—1} ey €r {0,1,2,...,p — 1} y calcular (g%, h*¢g"¥) se
logra en tiempo polinomial usando el algoritmo de exponenciacién binario (suponiendo que
tenemos un algoritmo eficiente para computar las operaciones de grupo). De esa manera
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el algoritmo Ran(g,h) = ((¢%, h"g™), (z,y)) puede realizarse efectivamente.

Con respecto a la funcién de reduccién, en este caso viene dada por Red : Z/pZ x K —
Z/pZ,(a,(z,y)) = a — 7y (donde § = y (méd p)) que claramente puede efectuarse en
tiempo polinomial (suponemos que el orden p del grupo G lo tenemos precomputado),
sia = f((g%, h*g")) entonces h*g*¥ = ¢*® como vimos en la demostracién esto implica
que f(g,h) = a — y asi que conociendo el comodin (x,y) es inmediato computar a —y =

Red (f ((¢%,h*g™)) , (z,y))-

1.2. Curvas elipticas sobre F, con el mismo cardinal. Eltrabajo de Jao-Miller-
Venkatesan [24] es un resultado tedrico motivado a responder la pregunta de si la dificultad
del logaritmo discreto en una curva eliptica solo depende de su cardinal (que es lo que se
hace en la practica, se escoge una curva eliptica E/F, y se calcula®? #F(F,) = N) y en
funcién de este nimero se discrimina si una curva es buena o mala para fines criptograficos.

Especificamente se consideran 3 pardmetros que son ¢ (el orden del cuerpo finito de
definicién de las curvas), N de forma que exista al menos una curva ordinaria E/F,
con #E(F,) = N y O = End(E) el tipo de endomorfismo de la curva E (que que-
da determinado a través de su discriminante D). El conjunto de instancias en este caso
serd A(q, N,0) ={E/F,: #E(F,) = N,End(F) = O} y la funcién f a computar en este
caso serd E — PLDpg para cada E € A(q, N, O) (ala funcién f la notaremos como PLD).

Hay dos puntos a considerar, el primer punto es aclarar qué es tener una funcién
(o devolver una funcién) PLDpg, tener una funcién significa tener un método eficiente
para poder calcular su valor en cualquier instancia determinada. El segundo punto es
respecto al concepto de eficiencia, qué significa ser eficiente, en este caso el conjunto de
instancias A queda determinado por los tres pardmetros N,q y O (o respectivamente su
determinante D) como vimos previamente, dado que N € [¢ +1 — 2,/q,q + 1 + 2,/q]
y D < d; = t?> — 4q < 4¢® (donde d, es el discriminante del Frobenius y t su traza
y la ultima desigualdad es porque ¢t = ¢ + 1 — N también pertenece al intervalo de
Hasse) se tiene que N = O(q) y D = O(q?) y por lo tanto el largo de la entrada es

O(log(q) + log(q) + 2log(q)) = O(log(q))-

Por las consideraciones anteriores diremos que un algoritmo con instancias en el con-
junto A es eficiente si su costo es polinomial en log(g). Respecto la funciéon PLDp, cada
instancia es una pareja de puntos de E(F;) cuyo tamaio es del orden de log(q) asi que
una implementacién eficiente de PLDpg también debe ser de costo polinomial en log(q).

La construccién de un algoritmo eficiente de autoreducibilidad aleatoria para este caso
nos dice que la dificultad del Problema del Logaritmo Discreto en una curva eliptica E/F,
solo dependen del cuerpo de definicién F,, del cardinal N = #E(F,) y del tipo de anillo
de endomorfismo End(F), que es un paso en la direccién de probar que la dificultad del
PLD en una curva eliptica definida sobre un cuerpo finito solo depende de su cardinal.

En este caso nos convendrd utilizar una relacién de equivalencia en A = A(q, N, O)
compatible con el problema de computar f que sea distinta de la trivial. Para sacar prove-
cho de los resultados de Jao-Miller-Venkatesan sobre las propiedades expansivas del grafo

2Hay buenos algoritmos para calcular N = #FE(F,), por ejemplo el algoritmo de Schoof [34] que
calcula N en tiempo polinomial y otras versiones mejoradas.
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de isogenias vamos a definir la relacién de equivalencia en A dada por F1 ~ Ey < j(Ey) =
j(Es9). Para poder usar esta relacién en un algoritmo de autoreducibilidad aleatoria debe-
mos probar que es compatible con el problema de computar f.

Probemos previamente el siguiente lema:

Lema 3.5. Sean E,/F, y E3/F, dos curvas elipticas ordinarias definidas sobre F,.
Supongamos que j(Ey) = j(E2) y que existe una isogenia ¢ : By — Ey definida sobre F,
entonces existe un isomorfismo 1 : By — Eo definido sobre F,.

Demostracion: Para comenzar recordemos que dos curvas son iségenas sobre F, si y
solo si tienen la misma cantidad de puntos sobre F, (Teorema de Isogenia de Tate) y
observemos que si E/F, y x es el caracter cuadrético en F, entonces el nimero de puntos
sobre F, para una curva eliptica E : Y? = f(X) con f(X) = X® + aX +b € F[X]
estd dado por:

HE([F) =1+ > (1+x(f(2))) (6)
z€lF,
En efecto, si x(f(zo)) = 1 este zg aporta 2 = 14+x(f(xo)) puntos (xo, yo) € E(F,) (donde
Y5 = f(x0)), si x(f(x0)) = —1 entonces aporta 0 = 1+ x(f(zo)) puntos y si x(f(z)) =0
entonces aporta 1 = 1+ x(f(zo)) punto que es (x0,0) € E(F;) y el 1 de adelante es por
el punto O del infinito. Observemos que reagrupando esta ecuacién es equivalente a:

== 3 x(f@) ™)

z€lFy

donde t = g+ 1 — #E(F,) es la traza del Frobenius en la curva eliptica FE.

El caso més sencillo es cuando j = j(Ey) = j(E2) # 0,1728 donde tenemos dos
clases de F,-isomorfismo para curvas con j(E) = j (Teo.1.39), consideramos un represen-
tante de cada clase E : Y2 = f(X) y E, : vY? = f(X) donde f(X) = X?>+aX + b
y v e F;/F;z. Observemos que para cada x € F, si x(f(xz)) = 1 entonces aporta
0 =1—x(f(x)) puntos a E,(F,), si x(f(x)) = —1 aporta 2 = 1 — x(f(x)) puntos a
E,(F,) y si x(f(xz)) = 0 aporta 1 = 1 — x(f(x)) puntos a E,(F;) por lo tanto para el
twist se tiene #E,(F,) =1 ‘1‘29061&1 (1 = x(f(z))) y usando la ecuacién (6) obtenemos que
#E(F,)+#E,(F;) = 2(¢+1). Ahora si tomamos E;/F, y E/F, dos curvas elipticas ordi-
narias que verifiquen las hipétesis del lema, si estuviesen en distinta clase de F4-isomorfismo
entonces una seria isomorfa sobre IF, a I y la otra a E,, supongamos que F sea isomorfa
sobre F, a E y que Ey lo sea a E,, dichos isomorfismos inducen isomorfismos de gru-
pos sobre los puntos F,-racionales de donde #E1(F,) = #E(F,) y #E2(F,) = #E.(F,),
por el Teorema de Isogenias de Tate se tiene ademds que #E, (F,) = #E»(F,) por lo tan-
to #E1(Fy) = #E2(F,) = ¢+1 contradiciendo que sean ordinarias (ver [22], Teorema 4.6).

El caso j =00 j = 1728 es un poco mas complicado, la idea en ambos casos es utilizar
la féormula de la traza del Frobenius (7).

Para el caso j = 0, toda curva es de la forma F : Y2 = X3 + b y se puede calcular
explicitamente la traza obteniendo t = (;’i) b* donde ¢ = 6s + 1 (el caso ordinario solo
puede darse para j = 0 cuando ¢ = 1 (méd 6)). De esa forma, si By : Y? = X3 + by y
Ey :Y? = X3 + by con by, by € [F, son dos curvas elipticas ordinarias que verifican las
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hipétesis del Lema con j(E;) = j(E2) = 0, al ser F-iségenas tienen la misma cantidad

de puntos sobre F, y por lo tanto la traza de sus Frobenius ¢; = (g‘;) Ty t= (;’i) b3
a1
coinciden. Esto ultimo implica que <2—f) ¢ = 1, que a su vez implica que 2—? = u5 para

algiin u € F} y por el Teorema 1.32 las curvas Fy y F» resultan isomorfas sobre F.

Para el caso j = 1728, el caso ordinario solo puede darse cuando ¢ = 4s+1 y las curvas
elipticas para ese j-invariante son de la forma F : Y2 = X3+ aX. Con un célculo explicito
usando (7) resulta que t = (255) a® y con un razonamiento andlogo al anterior se llega a que
dos curvas Fy : Y2 = X34+ a1 X y Fy : Y2 = X3 4+ ap X is6genas sobre F, deben cumplir

g-1
(Z—f) t=1 (por tener la misma traza de frobenius) de donde Z—f = u? para alglin u € F7,

luego, por el Teorema 1.32 las curvas E y E» resultan isomorfas sobre F,.

Miés detalles sobre las cuentas puede verse en [22] (Cap.4, Teo.4.14, pag.113).
O

Corolario 3.6. Dos curvas elipticas ordinarias Ey/Fy y Eo/F, son Fy-isomorfas

& (§(E1), #E1(Fg)) = (§(E), #Ea(Fy)).

Proposiciéon 3.7. La relacion de equivalencia en A determinada por el j-invariante
es compatible con el problema de computar f = PLD.

Demostracion: Sean Ey/Fy y E5/F, dos curvas elipticas en A(g, N,O) con j(E;) =
j(E9) = j, tenemos que ver que el problema de computar PLDpg, puede reducirse eficien-
temente al problema de computar PLDg,.

Como #FE, (F,) = #E»(F,;) = N, las curvas elipticas Ey y Ey son F-iségenas (Teorema
de Isogenias de Tate) y al tener el mismo j-invariante resultan ser Fy-isomorfas por el Lema
3.5. Si denotamos F; : Y2 = X3 + ;X + b; para i = 1,2 entonces por el Teo.1.32 todo
F,-isomorfismo ¢ : By — Es es de la forma (X,Y) — (u?X,u?Y) con u € F, (el Teorema
dice que todo isomorfismo es de esa forma para algin u € IE‘_q, que esté definido sobre I,
implica que u? € F,y u? € F,, lo cual implica u € F,) verificando el sistema:

ay = ’U,4CL1 ( 8)
b2 = u6b1
donde ademads cada solucion del sistema nos brinda un isomorfismo.

Resolviendo el sistema (8) (con incégnita u) podemos hallar explicitamente el isomor-
fismo ¢ : E1 — Fs. Separamos en 3 casos, si j # 0, 1728 entonces ajasbi1by # 0y dividiendo
tenemos que u? = Z;—Ig? asi que el problema se reduce a resolver una raiz cuadrada en el
cuerpo finito F,. Si j = 0 entonces a1 = a2 = 0y b1ba # 0 asi que la condicién resulta
en este caso u® = lg—f y el problema se reduce a resolver en este caso una raiz sexta en
F, (o equivalentemente una rafz cuadrada més una rafz ctibica). Si j = 1728 entonces
by = by =0y ajaz # 0, la condicién sobre u € F, queda ut = Z—f y el problema se reduce

a la resolucién de una raiz cuarta en F, (o equivalentemente dos raices cuadradas).

Una vez construido el isomorfismo ¢ : Fy — E3, como estd definido sobre [y, este
induce un isomorfismo de grupos ¢ : Ey(F;) — E»(F,) dado por ¢(z,y) = (v’z,uy)
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que tiene una implementacién eficiente (dado (z,y) € E1(F;) computar ¢(z,y) requiere
apenas dos multiplicaciones en F,) al igual que su inversa ¢~ !(x,y) = (u2x,u=3y).
Por lo tanto si queremos computar PLDp, en una instancia (P', Q") € E3(F,) hallamos
(P,Q) = ¢~ 1(P',Q’), resolvemos t = PLDp,(P,Q) y ese mismo valor verifica Q' = (P')!
(pues los isomorfismos preservan el orden).

Ahora debemos ver que la reduccién se puede llevar en forma eficiente. Como vimos,
el costo computacional de la reduccién es el de computar explicitamente un isomorfismo
entre las dos curvas elipticas y este se resume en tultima instancia a algunos de estos tres
problemas

» Calculo de una raiz cuadrada sobre F, (si j # 0,1728).
» Calculo de una raiz cuadrada y una raiz cibica sobre F, (si j = 0).
» Calculo de dos raices cuadradas sobre F (si j = 1728).

Luego la reduccién puede llevarse a cabo de forma eficiente ya que la extracciéon de
raices cuadradas y cubicas sobre cuerpos finitos puede hacerse en forma eficiente, como
puede verse por ejemplo en [31] y [10] pag.221.

O

Ahora que tenemos la relacién de equivalencia definida en A vamos a construir la
pareja (Ran, Red) para implementar el algoritmo de autoreducibilidad aleatoria para el
problema de computar f = PLD en A= A(q, N, O).

2. La parte Aleatoria.

El resultado Teédrico clave para una eficiente implementacién del algoritmo Ran es el
que aparece en el articulo [24] de Jao-Miller-Venkatesan (Teo.1.1.) que es la existencia
de dos polinomios p(z) y g(z) independientes de N y ¢ tal que para B = p(log(q)), el
grafo Sy 4 p(O) resulta un grafo expansor, en el sentido del Teorema 2.47, es decir, para
cada par de vértices j y j' dados de Sy 4 5(0), si tomamos un camino al azar de largo
ro = g(log(q)) comenzando en j entonces la probabilidad de que termine en j' es de al
menos - donde & es la cantidad de vértices de Sy 4 5(0).

2.1. Construccién de la funcién de transicién. Antes de definir la funcién de
transicion para el algoritmo Ran vamos a definir nuestro conjunto X de comodines, en este
caso nuestro conjunto de comodines K vendra dado por todos los caminos {(Eop, ¢1, 92, - - -, Pros Erg)
con By € A= A(q,N,0) y ¢; : Ei_1 — E; isogenias definidas sobre F, de grado primo
¢ < Bypara 1l <i<ry; donde B = p(log(q)) y ro = g(log(q)) son los del Teo.1.1. de [24]
(como Ey/F, y las isogenias ¢; estdn definidas sobre F, para 1 <1 < ry entonces las curvas
elipticas F; estardn también definidas sobre F, para ¢ =1,2,...,rp). Para cada instancia
E € A definimos su conjunto de comodines asociados como aquellos caminos de isogenias
que comienzan en F, es decir K(E) = {(Eo, ¥1, 92, .-, rys Fry) € K : Eg = E}.

Para cada pareja (E, k) donde E € Ay k= (E,p1,92,...,¢r, Ery) € K(E) definimos
la funcién de transicién como tr(E, k) = E,, (o sea, como la curva de llegada del camino k).

2.2. Construccién del comodin. Un aspecto sutil en la implementacién del algo-
ritmo Ran es la construccién del comodin y aqui entra en juego las propiedades expansivas
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del Grafo de Isogenias (cuyos vértices estd formado por j-invariantes).

Para comenzar Ran toma como entrada una instancia particular F € A(q, N, O), cal-
culamos a continuacién su j-invariante j(E) = jg, ese j-invariante serd un vértice del grafo
de isogenias (o grafo de j-invariantes) Sy 4 5(O), que recordamos, sus vértices consisten en
Jj-invariantes de curvas elipticas E/F; con #E(F;) = N y End(E) ~ O (donde O era un
orden en un cuerpo cuadratico imaginario) y dos vértices [E] y [E’] (donde [E] es la clase de
[F,-isomorfismo de E) estan conectados si E'y E’ son (-isogenias, para algin primo impar ¢
menor que B y distinto de p (donde B = p(log(q)) del Teorema de Jao-Miller-Venkatesan).

Observemos que al ser el j-invariante un caracterizador de la clase de isomorfismo, el
conjunto de vértices del grafo Sy 4 p(O) resulta ser exactamente el conjunto cociente del
conjunto A = A(q, N, O) por la relacién de equivalencia dada por el j-invariante.

Navegamos ahora en el grafo de isogenias Sy 4 p(O) realizando una caminata al azar
de longitud ry = g(log(q)), el Teorema 2.47 nos garantizaba que para un j' dado (vértice
del grafo Sy 4.5(0)), la probabilidad de que el camino termine en j' es de al menos %
donde h = ho es la cantidad de vértices del grafo Gg(O) (que coincide con el nimero de
clases del orden O como consecuencia del isomorfismo de grafos visto en el Cap.2.2). Si
llamamos (jo = j(E), ji,52,---,jr,) al camino de j-invariantes obtenidos entonces cons-
truimos a partir de esta lista de j-invariantes una sucesiéon Ey = E, Ey, Es, ..., E,, de
curvas elipticas en A(q, N, O) tales que j(E;) = j; y para cada i = 1,2,...,7¢ una isogenia
@i : Ei_1 — E; definida sobre F, de grado primo menor que B = p(log(q)). El comodin
que nos devuelve el algoritmo Ran en este caso serd (Ep, 1,92, .-, @rg, Erg)-

Veamos ahora que se verifica la propiedad (a’) que debe verificar el algoritmo Ran
respecto a la relacién de equivalencia dada por el j-invariante. En efecto, aplicando la fun-
cién de transicién obtenemos tr(E, k) = E,, que por construccién tiene j-invariante jy,,
por lo visto anteriormente para un j' dado (que corresponde a una clase de equivalencia
de A(q, N, 0)) la probabidad Prob([E,,] = j') = Prob(j,, = j') > o donde h = #A/ ~.

Finalmente debemos ver que se verifica la propiedad (c¢) del algoritmo Ran, es decir,
que todo puede computarse eficientemente (polinomial en log(q)). Es claro que la funcién
de transicién tr es eficiente asi que solo queda ver que la cadena de curvas elipticas (el
comodin) puede obtenerse en forma eficiente.

Uno comienza con una curva eliptica F € A(q, N, O) y desea construir una cadena de
isogenias

P1 P2 #ro E

0

Ey=FE

Ey

cumpliendo con la condicién que j(E;) = j; para 0 < i < rg (donde (jo = j(E), j1,J2,- - -+ Jro)
se habia obtenido a partir de la caminata al azar), alcanza tener un algoritmo que dada
una curva eliptica E € A(g, N,O) y un j-invariante j' € F, tal que ¢¢(j(E), ;') = 0 nos
brinde una curva eliptica E' € A(g, N,O) y una isogenia ¢ : E — E’ definida sobre F,.
Vamos a ver dos métodos para lograrlo, el primero estd basado en las férmulas de Vélu y
se lo puede aplicar siempre, el segundo es a través del Algoritmo de Elkies que aunque es
mas eficiente que el anterior tiene algunas restricciones (no muy importantes).
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2.2.1.  Las féormulas de Vélu. Antes de enunciar las formulas de Vélu observemos que
dadas dos curvas elipticas F; : Y2 = X3 + ;X + b;,i = 1,2 sobre F, dadas en forma
reducida (suponemos p # 2,3) se tiene que toda isogenia separable ¢ : 1 — FE5 definida
sobre F, puede expresarse en la forma

p(z,y) = (p1(2), cyer () (9)
con @1 € Fy[X] y ¢ € F,. En efecto, usando que y? = 23 + ayx + by resulta que ¢(z,y) =
(p1(x) + 2(2)y, 3(2) + pa(x)y) ¥ usando que —(z,y) = (z, —y) en By (aqui usamos que
estd en forma corta) tenemos que pa(x) = @3(x) = 0. Para probar que 4 (z) = ¢ (z) se

usa que ¢ es separable y se analiza la accién del pullback de ¢ en el diferencial invariante
de Ey (Te0.9.7.5. del libro de Galbraith [19]).

Una descripcién mucho més detallada para cuando ¢ es una f-isogenia con ¢ impar
(que es el caso que nos interesa) aparece también en el libro de Galbraith [19] (Lema
9.6.13 pég.175, comentarios en pag.546, Corolario 25.1.8. pag.550):

u(z) ywi(z)
LY) = , 10
o) = (25 s (10)
donde uw y v son polinomios coprimos de grado £ y Z_Tl respectivamente y wi; un poli-
nomio con gr(w;) < 3(¢ —1)/2. Ademads el kernel de ¢ queda determinado por v como

ker(¢) = {Op} U {(zp, £yp) € E (Fy) : v(x,) = 0} (observar que y, # 0 pues ker(¢) no
posee puntos de orden 2 ya que ¢ = deg(y) es impar).

La version original de las férmula de Vélu expresa la isogenia en términos de E/F, y
los puntos de un subgrupo finito G < E(F,) que resulta ser el kernel de dicha isogenia
([19] Teo.25.1.6. pdg.547) en su lugar usaremos la version de Kohel [25] de las férmulas de

Vélu que expresa la isogenia en términos del polinomio definidor del kernel de la isogenia.

Teorema 3.8 (Férmulas de Vélu.). Sea E : Y? = X3 + aX + b una curva eliptica
definida sobre Fy, y G < E(F,) un subgrupo finito de orden impar £ = 2d + 1. Si consi-
deramos G1 C G tal que G = {0} UG U{—-Q : Q € G1} y consideramos el polinomio
(definidor del kernel):

Y(x) = H (. —2q) =2’ — 5127 4 50292 4 L 4 (=1) sy
QeG1

donde s; es el i-ésimo polinomio simétrico elemental en las raices de v (equivalentemente,
en las x-coordenadas de los puntos de G sin repeticion). Entonces existe una isogenia

p: E — E' con ker(p) = G de la forma ¢(z,y) = (1;42((?), f;(f(f}) donde A(z) y B(z,y)

son polinomios. Mds concretamente
A(z)

= L —fr— 25 —4(2% +a
i) = i = b 20— 4 a4 )

Y’ (x)
()

Y’ (x)
()

>/ —2(32% 4 2b)

Demostracion: Ver el libro de Galbraith [19], la demostraciéon de la versién original
se prueba en Teo.25.1.6. pag.547 y la version de Kohel aparece como ejercicio guiado, a
partir de la versién original, en la pag.552 ejercicios 25.1.17, 25.1.18, 25.1.19, 25.1.20.

0

Observacién 3.9. Si G estd definido sobre F, entonces todo elemento o0 € G =
Gal(F,/F,) permuta los elementos de G, si (zo,y0) € G entonces (zg, —yo) € G, ademds
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como G tiene orden impar se tiene que yy # 0 y por lo tanto cada x-coordenada de un
punto de G se repite exactamente dos veces. Luego G permuta las raices de ¢ y por lo
tanto ¢ € Fy[z]. En particular s; € Fy asi que la férmula para ¢; muestra que la primer
coordenada de ¢ es un polinomio en Fy[z] y usando (9) resulta ¢ € F, y por lo tanto E’
estd definida sobre F,.

El algoritmo para construir una pareja (F’, ¢) donde E’ € A(q, N, O) con j(E') = j
a partir de una curva E € A(q, N,O) y un j-invariante j' con ¢y(j(E),j’) = 0 usan-
do la férmula de Vélu seria computar primero vy, el polinomio de ¢-divisién para F
(Cap.1 Seccién 2.1.) y calcular una raiz xzo de 1y (en alguna extensiéon de Fy), luego

hallar Py = (zo0,y0) € E(F;) usando la ecuacién de E, computar (Pp) (el grupo ciclico
generado por Fy) y verificar que esté definido sobre [, usando el Frobenius.

Una forma de implementarlo es factorizar ¢y en Fy[z] y tomar un factor irreducible F'y
considerar la rafz Py =7 € Fy[z]/(F) (la extensién serd F . = F,[z]/(F) donde t = gr(F'))
y verificar que (P) estd definido sobre F trabajando con aritmética médulo F' (podemos
considerar solo factores irreducibles F' con gr(F) < Z_Tl ya que si es mayor entonces (Fp)
no estard definido sobre I, (Galbraith [19] p4g.487). Una vez que conseguimos un sub-
grupo G = (Fy) de orden ¢ podemos aplicar las férmulas de Vélu para obtener la isogenia
(en principio solo la primer coordenada ¢; pero a partir de esta podemos hallar la segunda
w9 usando (9) con ¢ = 1, ver [19] Teo.25.1.6 pdg.547, Ej.21.1.11 pdg 550) y finalmente
podemos hallar la curva eliptica buscando una combinacién lineal @2 = 3 + a’¢1 + b con
a',b € Fy (sistema con 2 incdgnitas).

Chequear si esa curva tiene j-invariante j’, en caso contrario volver a repetir el pro-
cedimiento®.

2.2.2.  El Algoritmo de Elkies. Otra forma de calcular ¢-isogenias cuando su grado es
pequeno respecto la caracteristica del cuerpo F, es utilizando el Algoritmo de Elkies. Este
algoritmo toma como entrada la curva eliptica de partida E/F,, el grado ¢ (primo impar)
de la isogenia a hallar y el j-invariante } de la curva de llegada y devuelve el polinomio
definidor del kernel de una f-isogenia ¢ : E — E con j (E) = .

Observemos que si queremos computar una ¢-isogenia racional partiendo de una curva
eliptica E/F, usando las férmulas de Vélu precisariamos computar primero un grupo de
orden ¢ que esté definido sobre F,, mientras que usando el Algoritmo de Elkies solo se
precisa un j-invariante en F, de una curva f-iségena a E (que puede obtenerse de forma
particularmente facil a través del polinomio modular ¢;(X,Y") (méd p) como comentamos
en el capitulo anterior, padg.49). Por esa razén privilegiaremos en nuestra implementacién
el Algoritmo de Elkies frente a las férmulas de Vélu. Lamentablemente el Algoritmo de
Elkies tiene algunas restricciones como ser, £ < p—2 (entonces no es aplicable para cuerpo
de caracteristica pequena), j(E) # 0,1728 y que el j-invariante de la curva de llegada no
sea raiz multiple de ¢4(j(E),z) (para esos casos podemos aplicar por ejemplo Vélu como
mostramos anteriormente).

3En realidad podemos hacer algo diferente que es utilizar la férmula de Vélu para obtener el j', esto
puede afectar la aleatoriedad de la caminata al azar, cuando hablemos del costo de implementacién de
Ran y comentarios analizaremos esto con méas detalles.
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El pseudocddigo completo del Algoritmo de Elkies puede encontrarse en el libro de
Galbraith [19], Algoritmo 28.

Como comentamos anteriormente, el algoritmo de Elkies no es aplicable para el caso
de caracteristica pequena debido a la restriccion de que £ < p — 2. Para este caso puede
emplearse otros métodos, por ejemplo el de Couveignes (ver [19] Cap25.2.3).

2.2.8. Costo de la implementacion de Ran y comentarios. Vamos a analizar cada
etapa de la construccion del algoritmo Ran para estimar los costos, junto con algunas
consideraciones importantes a tener en cuenta en la implementacién.

En primer lugar observemos que el costo del algoritmo es la de calcular el comodin
(la cadena de isogenias) partiendo de una curva eliptica E = Ey € A(q, N, O). En primer
lugar necesitamos almacenar una lista con los primeros primos ¢ hasta B = p(log(q)) y

tales que <%K) = 1%, esto se puede realizar por ejemplo con el Algoritmo de la Criba de

Eratéstenes que tiene complejidad O(B'*¢) (y por lo tanto polinomial en logq) y luego

para cada ¢ verificar que (%K) =1 es de costo O(log(dk) log(¢)) donde dx = O(q?*) (como

vimos al inicio de la seccién 1.2) resulta de costo polinomial y por lo tanto construir esta
lista de primos tendra también complejidad polinomial.

Otra lista a almacenar (la que lleva mds trabajo) es para cada primo ¢ de la lista
anterior computar los polinomios modulares ¢, (méd p) (p la caracteristica) esta etapa se
puede realizar por ejemplo con los algoritmos de Broker, Lauter y Sutherland que tiene
costo O(£37¢) = O(B3*€) para cada £ y por lo tanto polinomial (ver [19], p4g.488). Una
vez computada la tabla con las parejas (¢, ¢,) estas son utilizadas para cualquiera de las
instancias E € A(q, N,O). No vamos a contar el costo de la construccién de dicha tabla
en el costo del algoritmo Ran sino que vamos a suponer que ya la tenemos precomputada.

La primera etapa consta de la construccion de la cadena de j-invariantes, es preciso
notar aqui que las aristas {j(E), j'} del grafo de isogenias estdn ponderadas por la canti-
dad de clases de f-isogenias que hay partiendo de E (para ¢ < B) y llegando a una curva
de j-invariante j'°, por lo tanto cuando realizamos la caminata al azar hay que tenerlo en
cuenta.

En nuestro caso elegimos un ¢ al azar (en la lista de primos ¢ < B, <%K> =1y

luego calculamos las raices de ¢y(j(E),x) = 0 que correspondan a isogenias horizontales
en el grafo de isogenias, que seran dos valores contados con multiplicidades (excepto para
aquellos ¢ que dividen al conductor de O para los cuales no hay aristas horizontales) por
el Teorema de Kohel (Cap2.1.4.) y luego elegimos una de las dos raices al azar obteniendo
una pareja (¢, j'). El costo de computar F(x) = ¢p(j(F),z) (dados ¢(y,z) y j(E)) es
O(£3*¢log(g)?) mientras que computar una raiz sobre F, de F tiene costo O(£>7¢log(q)?)
([19] Ex.25.2.2, pag.554) y como ¢ < B con B = p(log(q)) este proceso tiene costo polino-
mial.

4En este caso todo ¢ nos brinda exactamente dos clases de isogenias
5Aqui hay un detalle cuando j' = 0,1728 ver Galbraith [19] Remark 25.3.2, pig.558
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Como la multiplicidad de j' en ¢;(j(FE),z) coincide con la cantidad de clases de (-
isogenias desde E hasta una curva con j-invariante j' y fijado ¢ tenemos exactamente 2
posibilidades para j' (contada con multiplicidad), el método anterior nos otorga un j-
invariante j' con la probabilidad adecuada (por la férmula de probabilidad total)®.

Una vez construida la cadena de j-invariantes y primos [(¢1,71),- -, (rys jro)], vamos

a ver como realizar el primer paso E 7 E7 luego se repite el proceso rg = g(log(q))
veces hasta llegar a una cadena de largo rg. Tomamos j1 y 1, si j1 resulta una raiz doble
de ¢¢, (jo,x) o si £1 = 2 entonces utilizamos las férmulas de Vélu para construir (i, E1)
donde E; es una curva eliptica con definida sobre F, con j(E1) = j1 vy ¢1 : E = E
es una f-isogenia también definida sobre F,, el costo de aplicar este método es de O(£?%)
([19],Ex.25.1.21, pag.552). En caso de que j; sea una raiz simple de ¢y, (j(E), z) entonces
aplicamos el Algoritmo de Elkies cuyo costo es O(£?) ([19],Ex.25.2.4, p4g.556). Ambos
métodos son polinomiales en log(q) y el largo de la cadena ry también por lo tanto el costo
total de la construccién del comodin (E = Ey, ¢1, 92, - .., ¢ry, Er,) también lo seré.

3. La parte de reducibilidad

Debemos implementar ahora la funcién de reducibilidad Red : B x K — B donde en
este caso B = {PLDg : E € A(q,N,0)} (y el conjunto de comodines K definidos co-
mo en la seccién previa). Recordemos que la funcién f a computar es f = PLD por lo
tanto la propiedad que debe cumplir la funcién Red es Red(PLDpg/,kr) = PLDE donde
(E',kg) = Ran(E).

La primera entrada del algoritmo es una funcién, para calcular el costo de la funcién
Red. No tendremos en cuenta el costo que implica la implementacién de PLDpgs (que
de hecho no sabemos), suponemos que teniendo PLDpg podemos calcular PLDg/(P’, Q")
para cualquier instancia (P’,Q’) con costo unitario (o sea, pensaremos PLDp: como un
oraculo tal que cada llamada tiene costo de una unidad de computo). Esto implica que si
tenemos Ran(E) = (E’',kg) y contamos con un algoritmo eficiente para calcular PLD g/
(polinomial en log(q)) y Red solo realiza una cantidad de llamadas a PLDps también
polinomial en log(q) (en nuestro caso realizara solo una llamada) entonces tendremos un
algoritmo eficiente para resolver PLDpE en cualquiera de sus instancias.

Sea E € A una instancia para f y sea (E',kp) = Ran(F), veamos como definir
Ran(F,k) tal que si k = kg y F = PLDp entonces Ran(F,k) = PLDg. Tomemos en-
tonces una pareja (P, Q) con P, Q € E(F,) tales que Q = nP, como una primera posibilidad
podemos aprovechar las isogenias de k para obtener una instancia del logaritmo discreto
en E' definiendo (P, Qo) = (P,Q) vy (P;,Q;) = pi(Pi—1,Q;—1) para i = 1,2,...,rg. La
pareja (P, Qr,) es una instancia particular del problema del logaritmo discreto en E,,
de esa forma usando F' = PLDp, podemos obtener n' € Z* tal que Q,, = n'Py,.

Hay un caso de instancia (P, Q) en donde la reduccién se trivializa.

Definicién 3.10. Una pareja (P, Q) con P,Q € E(FF;) decimos que es fiel respecto la
cadena k = (E = Eg, 1,92, -, @rys Br, = E') (donde las ¢; : E;_1 — E; son isogenias

6pPodriamos considerar aquellos £ tales que £|dx pero entonces tendriamos que modificar el método de
la eleccién del j-invariante ya que estos £ nos aportan una unico j-invariante.
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definidas sobre Fy) si o(Pi—1) = o(P;) para 1 <1i < rg, donde Py = Py P; = ¢;(Pj_1) para
1 <i < rg (es decir, si cada isogenia preserva el orden cuando vamos iterando el punto
P).

Observacién 3.11. Usando el Primer Teorema de Isomorfismo en ¢; : (Pi—1) — (F;)

<P@'7 > ~
resulta que m -

las dinicas opciones son o(P;—1) = o(FP;) u o(P;—1) = o( B;)L.

(P;). Si deg(pi) = # ker(yp;) = £ primo entonces por Lagrange

En el caso que partamos de una instancia (P, Q) fiel a la cadena k, si Q,, = n'P,,
entonces yendo hacia atrds iterativamente tenemos que Q; = n/P; para 0 < i < rg en
particular con i = 0 resulta que Q = n/P y habremos conseguido resolver el problema del
logaritmo discreto en Ey = E para esa instancia particular.

Cuando nos topamos con una isogenia ; : E;_1 — E; que no preserva el orden de
P;_1, por la observacién previa tenemos que o(P;—1) = £ - o(P;). Conociendo n; tal que
Q; = n; P;, si queremos determinar n;_1 tal que @Q;_1 = n;_1F;_1 entonces sabemos que
necesariamente n;—1 = n; (méd o(P;)) (pues Q;—1 = ni—1Pi—1 = Q; = n;—1P; aplican-
do ¢; a ambas partes) y por lo tanto n;_1 = n; + to(FP;) que sustituyendo nos queda
Qi—1 = ni—1Pi_1 = n;P,_1 + to(P;)P;—;. Llamando Q' = Q;—1 — n;P,_1 y P’ = o(P) P,
el problema se resume a hallar ¢ tal que Q' = tP’ donde t queda determinado mddulo
o(P'") = o(P;_1)/o(P;) = £. Como para nuestro algoritmo los grados de las isogenias son
primos ¢ < B = p(log(q)) pequeiios podemos aplicar algin algoritmo genérico (por ejem-
plo Baby Step - Giant Step) obteniendo ¢ (y por lo tanto n;—1) en 5(6) pasos’, de esa
forma podriamos ir para atrds partiendo de P,_; = n’Q,,, realizando el proceso anterior
en una cantidad ro = g(log(q)) de pasos obtener ng tal que P = ngQ.

El método anterior requiere por ejemplo computacién en cada una de las curvas F;
donde se requiera hacer la reduccién, vamos a utilizar en su lugar una estrategia alternati-
va. Observemos que si partimos de una pareja (P, Q) (con P,Q € E(F,), Q = nP) tal que
el orden de P es B-smooth (es decir, o(P) descompone como producto de factores primos
menores que B), al ser B polinomial en log(q) entonces podemos resolver directamente el
problema del logaritmo discreto para dicha instancia (P, Q) sin utilizar la reduccién (que
llamaremos a tales instancias triviales).

Por lo tanto dada una instancia cualquiera (P, Q) para el problema del logaritmo dis-
creto en E vamos a partir el problema en dos instancias (de PLDg), una instancia (Py, Qo)
que este formada por una pareja fiel (para la cual el proceso de reduccién sea trivial) y una
instancia (P’, Q') trivial (donde el PLDp se resuelve efectivamente con métodos genéricos
para dicha instancia) y luego con el Teorema del Resto Chino reunir ambas informaciones
para obtener PLDg(P, Q) como resultado.

3.1. Descomposicién de una instancia para PLDpg en una pareja fiel y otra
trivial. Supongamos que tenemos precomputada una factorizacion de N en un producto
N = Ny - p*p5?...p¢" donde p; < B para 1 <i <ty mecd(Np,B!) =1 (es decir tal que

7Se recuerda que F(t) = O(g(t)) < f(t) = O(g(t) log(g(t))™) para algin m € N.
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Ny no acepte en su descomposicién factorial factores primos menores o iguales que B)S,
llamemos N’ = pi"p5?...pY"* ala parte B-smooth de N.

Consideremos una instancia particular (P, Q) del logaritmo discreto en E y conside-
remos a partir de ella dos instancias (Fp, Qo) = (N'P,N'Q) v (P',Q") = (NoP, NoQ).
Observemos que o(Py) = o(P)/med(o(P),N") y como o(P)|N entonces o(P0)|% =Nyy
por lo tanto o(FPy) no posee factores primos menores o iguales que B, esto implica que la
pareja (Pp, Qo) resulte fiel con la cadena k (obtenida a partir del algoritmo Ran) ya que
las isogenias que aparecen todas tienen grado primo ¢ < B. En efecto, si alguna isogenia
p; : E;_1 — E; no preservara el orden de P,_; por lo visto en la observacién 3.11 esto
implicaria que £|o(E;_1) y por iteracién hacia atras estarfa implicando que ¢|o(E) lo cual
es absurdo puesto que ¢ < B. De la misma forma llegamos a que o(P’")|N' que como N’ es
B-smooth (donde B = p(log(q)) polinomial en log(q)) podemos computar PLDg(P’, Q")
eficientemente usando algoritmos genéricos.

Ahora supongamos que tenemos computado PLDpg para las instancias (Py, Qo) ¥
(P',Q’), supongamos que Qy = noFPy y Q' = n'P’, si queremos hallar n € Z* tal que
Q = nP, claramente n verificard también Qo = nPyy Q' = nP’ y por lo tanto el sistema
de congruencias:

{ n=mny (méd Ny) (1)
n=n' (méd N’)

resolviendo obtenemos una soluciéon médulo N (pues med(Ng, N') =1y N = NgN') y
reduciendo médulo o(P) obtenemos n = PLDg(P, Q) como queriamos.

3.2. Algoritmos genéricos para la parte trivial. Aqui expondremos un repaso
de resultados sobre el PLD¢ cuando el orden del grupo G es smooth”. Si bien todos los
resultados que expondremos son clasicos y muy conocidos, vamos a colocarlos aqui por
conveniencia.

En nuestro caso, el grupo a considerar es E(F,) donde E € A(q, N, O), si bien el orden
|E(F,)| = N no tiene porque ser smooth, cuando realizamos la descomposicién de una ins-
tancia (P, Q) obtenemos una nueva instancia (P’, Q") donde el orden de P’ es B-smooth.
Como dijimos antes esta instancia puede ser resuelta usando algoritmos genéricos, vamos
a dar un pantallazo de cuales serian esos posibles algoritmos:

3.2.1. Baby step - Giant step. Queremos resolver el PLD¢g en un grupo G en una
instancia (g, h) donde h = g* con t < n y n es una cota conocida (por ejemplo n = |G| o
n = o(G)). Consideramos m = [n], tomando divisién entera por m sabemos que nuestro
t serd de la forma t = im + j con 0 < i < my 0 < j < m sustituyendo resulta que
h=g' < ¢’ = h(g~™)" asi que tenemos el siguiente algoritmo para el célculo de t:

1. Computamos gg = g~ = (¢~ )™ '
2. (Baby step)_ Para j = 0,1,2,...,m — 1 calculamos ¢’ y almacenamos todos los
valores (j,¢7) en una tabla.

80Observemos que si bien el problema de factorizar N es dificil para N grande (aqui N es del orden de
q que es exponencial en log(q)), realizar dicha descomposicién puede hacerse en forma efectiva ya que los
primos p; estdn acotados por B que es polinomial en log(q).

9Es decir, cuando descompone en producto de primos pequenos.
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3. (Giant step) Para i =0,1,2,...,m — 1 calculamos vamos calculando hg(i) (usando
que hgh = hgé_1 - go) hasta encontrar una colisién con alguna segunda componente
¢’ de las parejas almacenadas en el paso anterior (resultando una ecuacién de la
forma hgl = ¢’ que implica h = g"™+7).

4. Retornar tm + j.

Sin contar el paso de verificar la colisién (que puede hacerse en forma eficiente uti-
lizando un Hash), el costo de este algoritmo resulta del orden O(v/%).

3.2.2.  Levantamiento p-ddico. Cuando queremos resolver una instancia (g,h) del
PLDg en un grupo G y el orden de g factoriza en forma no trivial entonces podemos
reducir el costo de calcular PLD¢(g,h) = t. El caso més sencillo es cuando o(g) = p® con
p primo y a € Z*, a > 1 (suponemos conocida dicha factorizacién o precomputada de
antemano).

a—1

En primer lugar podemos considerar la instancia (g1,h1) = <gp ,hle) que como

el orden o(g1) = o(g)/p®~! = p tenemos una cota para t; = PLD(g1,h1) que es p asf que
podemos aplicar por ejemplo Baby step - Giant step para obtener ¢; con un costo O(,/p).
Claramente t = PLD¢ (g, h) también verificard hy = g} asf que tenemos la relacién t = ¢
(méd p).

Veamos ahora el paso del levantamiento, supongamos que conocemos t; tal que ¢t = ¢;
(mdd p') con i < a (recordar que ¢ (méd p®) es lo que queremos hallar) queremos ;41 tal

que t =t;11 (méd p'th). Definamos (gi, hi) = <9pa7i, hpaii) para 0 <14 < o y observemos
que h =g' = hiy1 =gt 41 y sustituyendo ¢ por t = t; + ap’ (donde a queda a determinar)
obtenemos h;11 = gﬁl - g¥ (pues gfjrl = ¢1) donde el problema se reduce a hallar a tal
que gf = hi+1 g;ﬁ con a < p (pues o(g1) = p) y por lo tanto podemos aplicar nuevamente
Baby step - Giant step para hallar a en O(,/p) pasos y de esa forma obtener ¢;1 = t; + ap
repitiendo este proceso podemos obtener ¢ en o luego de « pasos. Escribamos el algoritmo
en pseudo codigo:

i

1. Calculamos en forma iterativa g; = g*" 'y h; = h?"" (usando (ga, ha) = (g,h) y
(gi—1,hi—1) = (7, h?)) parai = a,a—1,..., 1.
2. Hallamos t; solucién de h; = g'il usando Baby step - Giant step.

3. Parai=1,2,3,...,a—1 calculamos ¢; = hi+1g;:’i hallamos a solucién de ¢; = ¢f
usando Baby step - Giant step y definimos ¢;,11 = t; + ap (de esa forma iterativa-
mente para obteniendo to,t3,. .., ty).

4. Retornar t,,.

Observemos que tenemos que resolver en total « logaritmos discretos con base g1 que
tiene orden p, podemos aprovechar el almacenamiento de los Baby step ya que es comun
a todas las instancias.

Respecto al costo, la primer parte del algoritmo tiene costo O(alog(p)) (de hacer
2a elevaciones a la p), la segunda parte O(,/p), la tercer parte para cada i tenemos
O(log(p)) para el célculo de ¢; y O(\/p) para resolver el logaritmo discreto (en total
O(log(p) + /p) = O(y/P)) y como hay « iteraciones resulta un costo de O(a/p). Como
log(p) resulta despreciable respecto ,/p el costo del algoritmo se estima en O(a,/p) (que

es mas eficiente que O(p%) si @ > 1 que es el costo de aplicar directamente un método
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genérico).

3.2.8.  Reduccion usando Teorema del Resto Chino. El caso anterior es un caso par-
ticular en donde se quiere resolver PLDg es una instancia (g,h) donde se tiene una
factorizacién no trivial de o(g), para ver el caso general supongamos que tenemos una
factorizacién conocida de o(g) = p{'ps? ... p%m con p; primos distintos y a; € Z™1 y el pro-
blema a resolver es hallar n tal que h = g". Definimos a; = o(g)/p;" para i =1,2,...,m,
como o(g*) = o(g)/a; = p;" podemos para cada i resolver el PLD¢ para la instancia
(g%, h%) con costo O(w;/p;) usando levantamiento p;-ddico (obteniendo como salida un

n; tal que h% = (g%)™).

Como h = ¢g" = h% = (¢%)" entonces n = n; (mdd p;*) por lo tanto podemos hallar
n como solucién del sistema de congruencias

n
n

ni  (méd p{t)
ne (méd p5?)

n=mn, (mod pim)

Por el Teorema del Resto Chino este sistema tiene solucién inica médulo o(g) = p{'p5? ... por.

Respecto a costos, denotemos por N = o(P) = p{'p3*...p%. En primer lugar

utilizamos m = O(log(NN)) veces el método del levantamiento para obtener los n; que
tiene un costo total de O(ai\/p1 + ... + Qmy/Pm) = O(map) = O(log(N)?p) donde
a = max{aj,a9,...,ay,} = O(log(N)) v p = max{p1,p2,...,Pm}, luego tenemos que
resolver el sistema de congruencias. Para ello debemos resolver m = O(log(N)) algorit-
mos de Euclides extendidos con entradas (N, N/p;") para i = 1,2,...,m cuyo costo es
O(log(N)?) para cada i (Cap.10 de [10]) asf que en total tenemos un costo para la segunda
parte de O(log(N)3) (pues m = O(log(N))). Reuniendo ambas partes el costo total es de
O (log(N)? (log(N) + p)) donde p es el mayor primo divisor de N.

3.3. Costo de la implementacion de Red y comentarios. El algoritmo Red
toma como entrada (F,k) donde F = PLDp y k = (E,1,92,...,¢r,, E"), st E" # E'
devolvemos L en caso contrario procedemos como a continuacion.

Recordemos la convencién de tomar como costo unitario la evaluacién de F' = PLD g
en cualquiera de sus instancias, el primer paso entonces consiste en dada una instancia
(P,Q) de PLDp descomponerla en dos parejas (P, Qo) vy (P, Q') la primera fiel res-
pecto de la cadena k y la segunda trivial. Suponemos precomputada la factorizacién de
N = NyN' con med(Ny, B!) =1y N’ B-smooth, obtener Py = N'P,Qo = N'Q, P’ = NyP
y Q' = NoQ requiere O(4log(N)) = O(log(q)) duplicaciones de puntos en E, cada dupli-
cacién requiere O(1) operaciones en F, y cada operacién sobre F, tiene costo O(log(g)?)
asi que el costo total es de O(log(q)?).

Resolver el PLDg para la instancia (P’,Q’) utilizando métodos genéricos vimos que
requeria O (log(N)? (log(N) + po)) donde N = #E(F,) = O(log(q)) y po el mayor primo
divisor de o(P’) (el orden de P’ en E(F,;)) que es menor que B = O(p(log(q))) por con-
struccién (p es el polinomio del Teorema de Jao-Miller-Venkatesan) asi que este paso tiene
costo O(log(q)?p(log(q))) y por lo tanto polinomial en log(q).
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La siguiente instancia consta de las sucesivas evaluaciones ¢;(Pi—1,Qi—1) = (P;, Q)
para ¢ = 1,2,...,r9 donde cada isogenia tiene grado ¢ acotado por B = O(p(log(q))).
El costo de evaluar una f-isogenia es del orden O(¢?log(q)?) = O(log(q)?p(log(q))?) vy la
cantidad de evaluaciones es 79 = g(log(q)) (donde g es el polinomio del Teorema de Jao-
Miller-Venkatesan) asf que el costo total es O(log(q)*p(log(q))?g(log(q))) que también es
polinomial en log(q).

La obtencién de ng = PLDg/(Py,,Qr,) convenimos que tiene costo unitario. Una vez
obtenido n’ = PLDg(P',Q") y no = PLDg(Py, Qo) (recordemos que PLDg(Py, Qo) =
PLDg/(Pr,,Qr,) puesto que (Pp, Qo) era fiel respecto la cadena k) resolver el Teorema
del Resto Chino (11) consiste en resolver el Algoritmo de Euclides Extendido para hallar
(z,y) tales que Ny + yN’ = 1 que tiene costo O(log(q)?) (pues Ny y N’ son de orden
O(N) = O(log(q))) v luego obtenemos n = n'zNy + noyN’ (méd N) que tiene orden

O(log(q)?).

La etapa mds costosa es la segunda que tiene un costo preponderante de
O(log(q)*p(log(q))%g(log(q))) por lo tanto es la que domina el costo total del algoritmo.

Un comentario importante es que en la préactica se suele elegir un N de forma que tenga
un gran factor primo preponderante f y para E € A(q, N, Q) solo interesan instancias de
la forma (P, Q) con o(P) = f en este caso (si f > B) la instancia (P, Q) ya es de por si
fiel respecto de k y por lo tanto se evita asi la primer parte y la dltima del algoritmo, de
todas formas esto no baja la complejidad asintética del algoritmo.

4. Implementacién en Sage de (Ran, Red)

En esta seccidon describiremos una implementacién realizada en Sage de un algorit-
mo de autoreducibilidad aleatoria (Ran, Red) para el problema de determinar si dos
curvas definidas sobre el mismo cuerpo finito, con la misma cantidad de puntos y el
mismo tipo de anillo de endomorfismo tienen la misma dificultad respecto del proble-
ma del logaritmo discreto. Para resumir solo describiremos a grandes rasgos los prin-
cipales pasos del algoritmo. Més detalle sobre la implementacién (asi como los cédigos
completos de los algoritmos implementados en Sage) pueden verse en mi pagina personal
http://www.fing.edu.uy/~cqureshi/.

4.1. Parametros a fijar y precomputaciones previas al algoritmo. Vamos
a discutir en primer lugar los parametros a fijar previos al algoritmo. Supongamos que
estamos interesados en resolver el PLD para cierta curva eliptica E’/F, y conocemos algo-
ritmos para resolver el PLD para cierta familia S de curvas elipticas, todas ellas definidas
sobre F,, con cardinal N = #E'(F,;) y anillo de endomorfismo O = End(E’). Lo primero
a determinar serd entonces los pardmetros ¢ y N (esas variables que se definen al inicio
no deben ser modificadas en el resto del algoritmo).

Determinacién de B y rg del Teorema 2.47. Recordemos que segin la construccién
B = p(log(q)) vy o = g(log(q)) para ciertos polinomios p y g, donde p lo elegiamos de la
forma p(x) = 2?*° + Oy con § > 0 y la tesis del Teorema 2.47 se verificaba (asumiendo
GRH) para cierto polinomio g de la forma g(z) = 2z + Co donde las constantes'® C; y Oy
no son explicitas. Como por el momento no tenemos forma de estimar dichas constantes,

10Ey el sentido que no dependen de ¢, de N ni de D = discr(O), solo depende del § > 0 escogido
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vamos a dejarlas como pardmetros fuera del algoritmo, seria interesante como linea de
trabajo futura encontrar buenas estimativas para B y rg, dependiente o independiente de
GRH.

En resumen, antes de comenzar a correr el algoritmo debemos fijar los parametros

(N7Q7B7TO)-

4.2. Los polinomios modulares ¢,(x,y). El siguiente paso previo al algoritmo es
la determinacién de una lista de polinomios -modulares médulo p, donde p es la carac-
teristica de Fy (en realidad nosotros nos enfocaremos en el caso en que ¢ sea primo y por
lo tanto p = ¢q). Como dijimos antes, la propiedad de los polinomios ¢, que nos interesa
es que para curvas elipticas E y E’ definidas sobre F, existe una (-isogenia ¢ : E — E’
definida sobre F,, si y solo si ¢ (j(E),j(E")) = 0.

En esta subseccion describiremos la teoria que envuelve dichos polinomios modulares y
su propiedad de caracterizar relacion de isogenias entre curvas elipticas, asi también como
algoritmos para su computacion.

4.2.1.  Definicion de polinomios modulares y vinculo con Teoria de Formas modulares.
En primer lugar cabe destacar que los polinomios modulares surgen naturalmente de la
Teoria de formas modulares, vamos a repasar los principales puntos siguiendo el libro de
Cox [11] (Capitulo 11, secciones B,C y D). Algunos resultados sobre funciones modulares
que fueron estudiados en mi monografia de grado [32] (Capitulo 2) serdn asumidos.

Un papel clave en la teoria de formas modulares lo juega la funcién j, asi que va-
mos a comenzar repasando sus propiedades. En el Capitulo 1 Seccién 1.2.1 se definié el
j-invariante de una curva eliptica, en el Capitulo 2 de mi monografia de grado probamos
que curvas elipticas corresponden con toros complejos (C/A donde A es un latice) via la
funcién p de Wierstrass (Teoremas 2.19 y 2.20 de [32]), de ese modo se podia definir la
funcién j de un latice como j(A) = j(Ej) donde Ej) es la curva eliptica compleja que
corresponde con el toro C/A. Del hecho que curvas elipticas isomorfas corresponden con
latices homotéticos resultaba que j era invariante por rotohomotecias (vista como funcién
de latices). Recordemos ademas que todo latice puede llevarse via una rotohomotecia a
un latice de la forma A; = Z + 7Z con Im(7) > 0, por lo tanto basta conocer j en los
latices A, de modo que resulta natural considerar j como funcién del semiplano superior
H ={z € C:Im(z) >0} avalores complejos dada por j(7) = j(A;).

Esa funcién j : H — C resulta ser una funcién modular, es decir, meromorfa en H,
[-invariante!! (donde T' = Sl3(Z) es el grupo modular), y meromorfa en el infinito!?. De
hecho fue probado que j es una funcién modular holomorfa en H con un polo simple
en oo (Teorema 2.26 y Proposicién 2.30 de [32]). Ahora probaremos el importante hecho
de que toda funcién modular holomorfa en ‘H puede expresarse como un polinomio en j(7).

HRecordar que I' = Sl2(Z) es el grupo de matrices 2 X 2 a coeficientes enteros y determinante 1, que
actuan en el semiplano superior via transformaciones de Mobius.

1213 condicién de T-invariancia implica periodicidad con periodo 1 por tanto posee g-expansion de la
forma f(7) = 3.7 _a,q" donde g = €*™". El hecho de que sea meromorfa en oo quiere decir que existe

n=-—oo

un no tal que a, = 0 para todo n < no.
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Lema 3.12. Toda funcion modular holomorfa en H y sin polos en oo debe ser cons-
tante.

Demostracion: Recordemos que asociado con el grupo modular I tenemos un subcon-
junto asociado

Rr:{TGH:%lgRe(T)gé,HzHzl}U{oo}

llamado region fundamental de I' que cumple la propiedad que cada punto de H es I'-
equivalente a algin punto de Rr. Sea f una funcién modular holomorfa en H, para probar
que f es constante basta probar que K = f(H U {oco}) es compacto (por el Principio del
médulo maximo), por la I-invariancia K = f(Rr). Denotemos por Rp(N) = {7 € Rr :
Im(7r) < N}y consideremos (f(7,))n>1 una sucesién en K, con 7, € Rr para todo n > 1.

Si la sucesién (7,)n>1 estd contenida en Ry (V) para algin N, como Rr (V) es com-
pacto entonces existe una subsucesién convergente en Rr, (7, )x>1y por lo tanto (f(7n,)) >
serd una subsucesién convergente de (f(7,))n>1. En caso contrario existe una subsucesion
(T, Jk>1 convergente a oo y por lo tanto f(7,,) — f(co0) (recordar que por hipétesis f no
posee polo en oo, por lo tanto f(oo) € C estd definido) y nuevamente encontramos una
subsucesién convergente de (f(7,))n>1, por lo tanto f(Rr) es compacto y por lo tanto f
es constante.

0

Proposicion 3.13. Toda funcion modular holomorfa en H puede expresarse como un
polinomio en j(T).

Demostracion: Si f es una funcion modular holomorfa con g-expansién de la forma
f(r) =p(g™) + X0 g ang", como j(7) tiene un polo simple en co (por lo tanto j(7) =
o+ 2220 ang") entonces es posible conseguir un polinomio A(X) tal que A(j(7)) =
—p(g™ ) + Y02y alg". Por lo tanto f — A (j(7)) es una funcién modular holomorfa en H,
sin polos en co y por lo tanto constante por el lema previo.

O
El grupo modular I" posee ciertos subgrupos importantes que definiremos a continua-

cién.

Definicién 3.14 (Subgrupos de congruencia). Un subgrupo de congruencias para el
subgrupo modular I" es un subgrupo de la forma

=
=}
2
Il
—
7 N\
Q

b _ .
. d)ef.c:O (modm)}
donde m € Z* (se observa que I' = T'g(1)).

Asociado al subgrupo de congruencia I'g(m) tenemos un conjunto de matrices C'(m)
que nos ayuda a tener una descripcién mds explicita del conjunto cociente I'/Tg(m) =

{To(m)y:v €T}
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Definicién 3.15. Definimos el subgrupo de matrices C(m) asociado al subgrupo de
congruencia I'g(m) como

C(m) = {( g Z > € Mayxo(Z) :ad =m,a > 0,0 <b < d,med(a,b,d) = 1}

m 0
0 1
cacién por m, es decir, Oy(7) = m7 para todo T € H. La descripcién de las clases laterales
de I' por el subgrupo de congruencias viene dada por la siguiente proposicién.

Observemos que C(m) posee el elemento 6y = que actua como multipli-

Proposiciéon 3.16. Eziste una correspondencia biunivoca entre C(m) y el conjunto
de clases laterales derecha T'/To(m) = {To(m)y: v € T'} dado por § — (6;'T0) NT.

Demostracion: Es un ejercicio béasico de Teoria de grupos, el enunciado es el Lema
11.11 del libro de Cox [11] y su demostracién estd como ejercicio guiado en el mismo libro
(Ejercicio 11.8).

El siguiente hecho es clave para la definicién de los polinomios modulares:

Lema 3.17. Sean v1,72,...,% € I' un conjunto de representantes'® de las clases
laterales por To(m) y sea s € C[Xq,...,Xs| un polinomio simétrico en las variables
X1,...,X¢. Entonces la funcion f: H — C dada por:

f(1) =s(j (mynt,myar,...,myT))

es una funcion modular holomorfa en H (y por lo tanto un polinomio en j(1)).

Demostracion: En primer lugar observemos que si I'y; = I'v) = j(my;7) = j(m~yiT).
En efecto, si I'y; = 'y} por la Proposicién 3.16 tenemos que 7,7 € o 7o para el mismo
o € C(m) por lo tanto m~y; = pjoc y mvy, = /o con p, ' € I' de forma que

J(myir) = j(uif7) = j(or) = j(f7) = j(my'r).

Ahora observemos que, para cualquier v € I' las coclases I'yq, ..., son una per-
mutacién de I'yyv,...,I'vy de donde resulta que j(m~yi7),...,7(my7) son uns per-
mutacién de j(my1y7),...,j(myy7) y al ser s una funcién simétrica de sus variables
resulta que f(7) = f(y7) para todo vy € I'; o sea, f es I'-invariante.

Claramente f es holomorfa en H (al serlo j, 7; para 1 <i <ty 0y), asi que solo resta
probar que f es meromorfa en oo.

Por la primer parte, resulta que para cada i tenemos que j(m~;7) = j(67) para algin

ﬁ ) entonces ¢q(071) = ¢ (%er) — g (a2'r+ab) _

m

6 € C(m). Supongamos que 0 = < 8
2miT 2miab

2 1
cp- g% donde g, =qm =e m ycy=e m esuna constante.

13En el sentido que I' =To(m)y1 WTo(m)y2 W ... W Lo (m):.
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Como j tiene un polo de orden 1 en infinito, entonces j(my;7) tendra una g-expansién '

de la forma
jmyT) = — + Z enchaly”

Luego f(7) tendrd una g-expansién de la forma.

N [e'e)
= Z bndy," + Z anQm
n=1 n=0

de modo que para m > N/m se tiene que limy,,(7)—oo q"f(T) =0y por lo tanto f tiene
un polo en oco.

O

Ahora estamos listos para probar la existencia de los polinomios modulares.

Teorema 3.18. Existe un polinomio ¢ (X,Y) € C[X,Y] tal que
om (X, 5(1) = [ (X—i67) (12)

0eC(m)
Demostracion: Consideremos 71, ..., € I' un conjunto de representantes de las clases
laterales por T'g(m), la Proposicién 3.16 establece una biyeccién « : C(m) — {y1,..., %}

definida para 6 € C'(m) por la propiedad (HO_IFG) NI =Ty(y) & a(f) = ;. Pero a(f) =

Vi = i = 051730 con 7; € T = 0oy = 3,0 = j(O1) = j(7:07) = §(00viT) = j(myT),
luego:

¢ ¢
T X =30 =] (X = jtmwm) = S (=D s (Gmmnr), .. imyr) X°
0eC(m) i=1 i=0
(13)
donde s; € C[Xy,...,X;] es la i-ésima funcién simétrica elemental. Por el Lema 3.17,

resulta que cada s; (j(myi7),...,j(my7)) = Pi(j(7)) para algin polinomio P; € C[Y],
sustituyendo en (13) se tiene que:
t
[T x=5n) = (-0""Py (7()) X' = (X, 7(5)) (14)
0eC(m) i=0
para algin polinomio ¢,, € C[X,Y] como queriamos probar.
O

Definicién 3.19 (Polinomio modular). Al polinomio ¢,, del Teorema anterior lo lla-
mamos el m-ésimo polinomio modular o polinomio m-modular.

Usando un poco de Teoria de Galois es posible probar de hecho que ¢, € Z[X,Y]
(Teorema 11.18 del libro de Cox [11]) y que ¢ (X,Y) = ¢ (Y, X) (Teorema 3, Capitulo
5.2 del libro de Lang [27]).

14Aqu1' estamos haciendo un abuso de notacién (la misma que el libro de Cox [11]) ya que en general
el término g-expansiéon se usa para denotar un desarrollo en potencias de g pero en este caso el desarrollo
1

es en potencias de ¢, = g™ .
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Observacién 3.20. Para el caso en que m = £ primo, el grado del polinomio modular

G(X,Y) es #CO(0) =L+ 1.

Antes de probar que el polinomio modular ¢;(X,Y’) parametriza pares de curvas {-
is6genas, vamos a prestar atencion al conJunto C(¢). Observemos primero que

(o)) (o t)er

10

por lo tanto, a todos los efectos la matriz < 0 ¢

> € C(¢) puede ser sustituida por

< L¢ ) en el conjunto C'(¢). Con ese cambio nuestro conjunto C(¢) nos queda:

(S ) e

14

01 > (como lo veniamos haciendo antes) y

Denotaremos de ahora en mas oy = (

ak:<(1) @)paralgkgé.

Teorema 3.21. Sea ¢ primo. Si dos curvas elipticas complejas E y E' verifican que
o0 (J(E'),j(E)) = 0 entonces existe una {-isogenia ¢y : E — E'.

Demostracion: Sea EE = C/A, sabemos que todo latice A es rotohomotético a un latice
A =7+ 7Z con T € H, luego existe un isomorfismo n : £ — C/E; donde E; = C/A; y
tenemos que j(F) = j(E;) = j(7). En la demostracién del Teorema de Kohel (Teorema
2.38) se prob6 que salvo isomorfismo hay ¢ + 1 curvas f-iségenas a E y son de la forma
E; =C/A; donde Ag = (1, 7) y Ay = (1, =5%) para 1 < i < L.

Observamos ahora que

80 =3 ((7.7)) =3 () = iter) = i oot

Mientras que para k =1,2,...,¢ se tiene que

i) =i ((1755)) =i (5F) =i (o)

Pero por definicién del polinomio modular, las raices del polinomio ¢y (X, j(F)) = ¢¢ (X, j(7))
son j (or(7)) para k =0,1,...,¢ ; que por lo visto anteriormente coincide con j(F}) para
k=0,1,...,¢

Luego si E'/C es tal que ¢; (j(E'),j(E)) entonces j(E') = j(F;) para algin i y por
lo tanto existe un isomorfismo v : E; — E’, si llamamos ¢; : E, — E; la f-isogenia que
conecta E, con F; entonces tenemos la f-isogenia vop;on: E — E' entre E'y E’, por lo
tanto £y E’ son f-iségenias como queriamos probar.

O

De esta forma queda claro que el polinomio modular ¢¢(X,Y’) parametriza curvas ¢-
iségenas, al menos para curvas elipticas complejas. Puede probarse que todo reduce bien
moédulo p # £ obteniendo el resultado para curvas sobre cuerpos finitos, esto estd hecho
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en el libro de Lang [27], pero la prueba escapa del alcance de este trabajo.

4.2.2.  Computacion de polinomios modulares. Existe mucha literatura sobre la im-
plementacion de los polinomios modulares ya que ellos son usados en muchos algoritmos
de Teorfa de nimeros computacional relacionada con curvas elipticas, como por ejemplo
la versién mejorada de Elkies para el algoritmo de Schoof [13], [34]; para algoritmo de
G. Bisson y A. Sutherland para computar el anillo de endomorfismo de una curva eliptica
ordinaria [3] y por supuesto, para nuestro algoritmo de autoreducibilidad aleatoria.

Los primeros algoritmos para el calculo de los polinomios modulares fueron basados
en la ecuacion ¢, (j(7),7(m7)) = 0 (que se obtiene directamente de la ecuacién (12) eva-
luando en X = j(m7) observando que oy € C(m)), comparando la g-expansién de j(7) y
j(mr), algunos articulos basados en este método son [4], [13], [21].

Otro enfoque para calcular los polinomios modulares consiste en calcular ¢y(X,Y)
(méd p) para varios primos p y luego utilizar el Teorema del Resto Chino para obten-
er ¢¢(X,Y) (méd p). La idea es escoger (inteligentemente) curvas elipticas E/F, y con
las férmulas de Vélu obtener curvas elipticas E’ definidas en alguna extensién de F)
que sean (-isogenias a E, cada par (F,E’) de curvas f-isogenas son brinda una ecuacién
o0 (J(E),7(E")) = 0 (cuyas incégnitas son los coeficientes del polinomio modular ¢y). D.
Charles y K. Lauter utilizan este enfoque utilizando isogenias entre curvas supersingulares
en [8]; A. Sutherland, R. Broker, K. Lauter implementan versiones mejoradas basandose
en el grafo de isogenias para curvas ordinarias (eligiendo habilmente los primos p) en [5]
y [43]. Nuestra computacién de polinomios modulares la haremos siguiendo este iltimo
enfoque.

Ingredientes del Algoritmo polymod2 implementado en Sage para la computacion del
polinomio modular:

= Algoritmo jvecinostodos2 — Algoritmo casipolymod2 — Algoritmo polymod2

El algoritmo jvecinostodos2 toma como entrada una curva eliptica E//F, y un primo

£ > 3 tal que p > ZZT_I (donde p es la caracteristica de F,) y devuelve una lista de j-

invariantes [j <%) P e E[E]} (donde E[f] ={P € E(F,) : {P = O}) y el cuerpo finito

donde viven esos j-invariantes. Los principales pasos de este algoritmo son:

i) Calcular el polinomio de ¢-divisién 1, para E.

ii) Factorizar ¢y en Fy[x] y calcular t = 2mem{gr(p) : p es un factor irreducible de 1,}
(esto t garantiza que las coordenadas de los puntos de E[f] se encuentran en la
extension F:).

iii) Crear una lista Lroots formada por todas las raices de 1), en Fg[z] (esta lista
contiene todas las coordenadas-x de los puntos de E[{]).

iv) Tomar un zg en la lista Lroots y hallar 3o € Fy ¢ tal que P = (xo,0) € E (se tiene
en realidad que P € E[(]).

v) Calcular una lista Pmult cuyos elementos son los multiplos de P (Pmult= [nP :
0<n</{).

vi) Hallar 1 en Lroots, tal que x; no sea una coordenada-x de ningin punto de la
lista Pmult y calcular y; € Fy tal que @ = (21,y1) € E (se tiene que Q € E[/]

pero Q & (P)).
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vii) Del hecho que E[{] = ZP @ ZQ obtener los £ + 1 subgrupos de orden ¢ de E[/]
(aqui se usa que E[f] ~ % X % para { # p).

viii) Para cada subgrupo G = {(z1,41), ..., (%s,ys), (1, —¥1),- .-, (s, —ys), O} de or-
den ¢ (donde s = £51) caleular el polinomio fg(z) = (z — z1)(x — 22) ... (x — )
que serd el polinomio definidor del kernel de una f(-isogenia ¢g : E — E/(T) y
crear una lista J con cada j-invariante j(E/(T)).

ix) Devolver la pareja .J, F.

Como ejemplo, tomemos la curva E : y? = 234299z + 59 definida sobre F33; que tiene
j-invariante igual a 3 y tomemos el primo ¢ = 5:

E=EllipticCurve(GF(331),[299,59])

E.j invariant(): 3

(J,F) = jvecinostodos2(E,5)

J:

[166,129a> + 250a2 + 230a + 300, 59a3 + 140a® + 195a + 37,9,
202a> + 81a? + 101a + 36, 272a> + 191a® + 136a + 101]

F: Finite Field in a of size 331%.

F.an_element () .charpoly(): x%+ 322 4290z + 3

VvV V VV

>
>

Esto quiere decir que los j-invariantes de curvas 5-iségenas con E/Fs3; (definidos en
F331) vienen dados por los elementos de la lista J, donde a = X (méd f(X)) es un ele-
mento del cuerpo finito Fgq14 = F331[X]/{f(X)) donde f(X) = X%+ 3X2 + 290X + 3 (se
observa que f € F33;[X] es un polinomio irreducible).

El algoritmo casipolymod?2 toma como entrada lo mismo que el algoritmo anterior
y devuelve el polinomio p(X) = ¢,(X,j(E)). Este algoritmo es simple de describir, uti-
lizamos el algoritmo anterior para crear una lista J con todos los j-invariantes que se
relacionan con j(FE) por una /(-isogenia. Por propiedad del polinomio modular estas son
las raices de p(X) y por lo tanto podemos reconstruir p(X) = [[;c;(X —j). Se observa que
aunque los elementos de J no estén en F,, el polinomio resultante p(X) tiene coeficientes
en [F),.

Aplicando este algoritmo para el ejemplo anterior (para E : y? = 23 + 2992 + 59 /F33;
y £ =5) obtenemos:

> casipolymod2(E,5): 2+ 132° + 1592* + 21723 + 1323 + 329z + 193

Y por ltimo, el algoritmo polymod2. A grandes razgos el algoritmo consiste en
usar el algoritmo casipolymod?2 para distintos valores de j, por cada valor de j obten-
emos los coeficientes del polinomio p(X) = ¢¢(X,7), que nos brinda una relacién entre
los coeficientes del polinomio modular ¢,(X,Y’), con suficientes ecuaciones conseguimos
determinar los coeficientes del polinomio modular.

El algoritmo consiste en dos partes, la primer parte consiste en capturar una lista de
j-invariantes para aplicarle el algoritmo casipolymod2. La clave aqui estd en la forma de
elegir esos j-invariantes. Recordemos que el algoritmo casipolymod?2 usa el algoritmo jve-
cinostodos2, el cual necesita extender el cuerpo de definicién de las curvas E de forma de
contener las coordenadas de todos los puntos de ¢-torsién y cuanto mayor esa extension,
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mucho menos eficiente se vuelve el algoritmo'®. Asi que necesitamos escoger cuidadosa-
mente esa lista de j-invariantes.

La segunda parte toma la lista de j-invariantes L = [jo,j1,.--,J¢] v les aplica el
algoritmo casipolymod2, cada uno de esos j-invariantes j; nos brinda una ecuacién de la
forma:

bo (X, ji) = X+ by X4+ ...+ b X + by (15)

Si escribimos al polinomio modular ¢;(X,Y’) como polinomio en Z[Y][X] nos queda una
expresion de la forma

Go(X,Y) = XM 4 p(NX 4+ 4+ p1(Y)X +po(Y) + V! (16)

donde cada py es un polinomio de grado menor o igual que ¢, o sea de la forma pi(Y) =
apeY +ag oY 4. 4 ap Y 4 agp, determinar el polinomio modular ¢¢(X,Y") (médulo
p), equivale a determinar cada uno de los coeficientes a; para 0 < k,i < /.

Para cada i = 0,1,...,¢, colocando Y = j; en la ecuacién (16) y comparando con (15),
obtenemos que pg(j;) = by si k # 0y po(Ji) —|—jf+1 = bp, es decir, para i = 0,1,...,£ se
tiene:

{ aoedé + ap e—1ji 4 .. aorji +ago = bip — ji Tt parak =0
akgjf—Fak g_ljf_l—i-...—l-aklji—i-akoZbik para k # 0

Matricialmente obtenemos una ecuacién de la forma AJ = B donde

apo agl --- Qo 1 1 ... 1
e a.lo a‘11 a.u = ,7'0 ,7.1 ]'e
a.go a.gl ... Qg jg jf ... j'f
boo — j6Tt bio— Tt ... b — jiT
v B b?l b%l e b@
bos be ... b

Como J resulta ser una matriz de Vandermonde y los j; son distintos dos a dos, en-
tonces resulta ser una matriz invertible y podemos calcular la matriz A como A = BJ L.

Por ejemplo, implementando esta rutina en Sage podemos obtener los primeros poli-
nomios modulares para g = 331:

> polymod2(3,331,6)
—2y? + 23 4 16422y + 164zy® + y° — 14122 + 133zy — 141y? + 7o + Ty + 111

> polymod2(3,331,6)
—a3y3 — 8523y? — 852293 + 2t — 16423y — 11822y? — 164x1> + y* — 13223 4 5da?y +
54xy? — 132y3 — 15022 — 19zy — 150y% — 117z — 117y

> polymod2(5,331,4)
— 255 7925y 47924 y° — 212593 — 792yt — 21239 ° + 15725 y? + 1482 y3 414823y +
1572%y° 4 26 4 1432%y — 1342%y? — 1623y3 — 13422y* + 143xy° + b — 1362° —
12824y — 138232 — 13822y3 — 128xy* — 136y° — 1502* — 8423y — 3522y? — 8day> —
150y — 10823 + 16222y + 162xy? — 108y> + 10322 — 102y + 103y? — 422 — 42y + 106

15Cuidado: extensiones de grado mayor que 24 casi siempre hacen caer el servidor de Sage del Cmat!
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El dltimo pardmetro corresponde al maximo grado de la extensién permitida para los
j-invariantes que son usados para obtener el polinomio modular, el cual puede ser estimado
observando el orden de magnitud del minimo comin multiplo de los factores irreducibles
del polinomio de ¢-divisién para varias curvas E/IF,,.

Detalles sobre la implementacion en Sage pueden ser encontrados en mi pagina per-
sonal http://www.fing.edu.uy/~cqureshi/, en la worksheet llamada computando poly-
mods.sws.

4.3. Implementacion de la parte aleatoria: Algoritmo Ran. En esta parte
describiremos mas en detalle la parte aleatoria del Algoritmo de Autoreducibilidad aleato-
ria (RAN,RED) para el problema de determinar si curvas elipticas definidas sobre el mismo
cuerpo Iy, con la misma cantidad de puntos y el mismo tipo de endomorfismo tienen la
misma dificultad respecto al problema del logaritmo discreto.

Recordemos que suponemos predeterminados los pardmetros (B, rg,q, N) del algorit-
mo, asi como que tenemos precomputado una diccionario Phi de polinomios modulares
de la forma Phi= {2:phi2, 3:phi3, 5:phi5, 7phi7, ..., {y:phily} donde ¢, es el mayor primo
menor o igual a B (en realidad nuestro algoritmo funciona aunque el diccionario Phi no
esté completo).

Por claridad antes de definir el algoritmo Ran, vamos a definir y describir algunas
subrutinas (algoritmos previos) por separados que son Vecinoshorizontales, Isogenia-
Haciaj, condicionElkies y Elkies.

Algoritmo Vecinoshorizontales ‘ ‘Algoritmo IsogeniaHaciaj

\ /

‘ Algoritmo RAN ‘

/ \

Algoritmo condicionElkies ‘ ‘ Algoritmo Elkies

Comenzemos primero con el algoritmo Vecinoshorizontales, este algoritmo toma un
vértice j del grafo G, y ¢ y el polinomio modular ¢, (mdéd p) y nos devuelve una lista con
todos los vecinos horizontales de j en el grafo G, n .

Conociendo ¢y podemos calcular facilmente la cantidad de vecinos de un j-invariante
J como vec(j) = {j' € Fy : ¢u(j',j) = 0} (multiconjunto, cada j' se cuenta tantas veces
como su multiplicidad como cero de ¢y(X, 7)) v su grado gr(j) = #vec(j).

» Paso 1: Calcular vec(j) y gr(j).

Aqui pueden presentarse varias posibilidades, si gr(j) = 0 entonces j no posee vecinos
horizontales (por no poseer vecinos) y el algoritmo devuelve la lista vacia [ |.

Si gr(j) = 1 entonces hay dos posibilidades, asi que calculamos vec(j') donde j' es el
(nico) vecino de j. Sivec(j’) = [j] entonces necesariamente estamos en el caso degenerado
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(y por lo tanto la arista (j,j’) es horizontal) y devolvemos [j']. Caso contrario (o sea, si
gr(j') > 1) entonces estamos en el caso no degenerado y j esté en el piso, por lo tanto no
posee vecinos horizontales y el algoritmo devuelve la lista vacia [ |.

Si gr(j) = 2, esto solo puede darse en el caso degenerado (y (%K) = 1) y por lo tanto

ambos vecinos de j son horizontales y el algoritmo retorna vec(j).

Si gr(j) > 2 entonces estamos necesariamente en el caso no degenerado y j es un
vértice que no esta en el piso del grafo G, n ¢, en este caso definimos la lista A = [[v, j,v] :
v € vec(j)] y vamos al paso 2.

» Paso 2: Sustituir cada tripleta [v,j1,j2] € A por todas las tripletas de la forma
[v, jo, j3] donde j3 € vec(j2), js # ji1. Si luego de realizar todas las sustituciones,
tenemos alguna tripleta [v, j2, j3] con gr(js) = 1 (o sea js en el piso) vamos al paso
3, en caso contrario volvemos a repetir el paso 2.

Observar que las primeras tripletas en llegar al piso, son de la forma [v, jo, j3] donde
v es un vecino descendente de j, asi que si eliminamos esas tripletas de la lista A, nos
quedaremos con tripletas [v, jo, j3] donde v es un vecino horizontal o ascendente de j.

» Paso 3: Eliminar todas las tripletas de la forma [v, jo, j3] con gr(j3s) = 1de Ay
definir una nueva lista Jhor = [ ].
» Paso 4: Tomar una tripleta [v, j1,j2] € A y calcular vec(ja).

e Si para algin j3 € vec(ja) se tiene que gr(j3) = 1 (j3 estd el piso, lo cual
implica que v era un vecino horizontal de j), agregar v a la lista Jhor y quitar
de la lista A a todas las tripletas que comienzen en v.

o Si A =@ = retornar Jhor.
o Si A # ¢ = volver al paso 4.

e Si vec(j2) no tiene vértices del piso, entonces quitar [v, ji, jo] de la lista A (o
bien v estd es un vecino ascendente de j o bien es un vecino horizontal y la
tripleta [v, j2, j3] no se obtuvo de un camino estrictamente descendente).

o Si A =@ = retornar Jhor.
o Si A # ¢ = volver al paso 4.

En el final obtenemos una lista Jhor formado por los vecinos horizontales de j.

Ahora describiremos el algoritmo IsogeniaHaciaj, este algoritmo toma como entrada
una curva eliptica £/F,, un primo £ y un j-invariante j, € Fy tal que ¢4(j(E),j2) =0. y
devuelve una f(-isogenia ¢ : E — Ey definida sobre F, con j(E2) = ja.

A grandes razgos, sin detalles de implementacion, el algoritmo consiste en consider-
ar todos los subgrupos G de orden ¢ de E[{] y construir para cada uno, una isogenia
fa: E— E/G, cuando encuentre un G tal que j(E/G) = jo entonces devuelve fq.

Antes de ir a la implementacién, una proposiciéon que nos servira para mejorar la efi-
ciencia del algoritmo.

Proposicién 3.22. Sea E/F,; una curva eliptica y P € E un punto de {-torsion (no
necesariamente definido sobre Fy). Entonces una condicion necesaria para que j(E/(P)) €
Fq es que #orb(P) < ¢, donde orb(P) = {ok(P) : k > 0} es la drbita por la accién del
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grupo de Galois Gal(F,/F,) (y o, es el g-frobenius).

Demostracion: Observemos que j(E/(P)) € F, es equivalente a que el subgrupo (P)
esté definido sobre I, y esto es a su vez, equivale a que o4(P) € (P) puesto que si o4(P) =
mP = 04(kP) = tkoy(P) € (P) (como E/F, entonces las coordenadas de z(kP) son una
funcién racional con coeficientes en F, de z(P) y por lo tanto oq4(x(kP)) = z(kog(P))).
Pero a su vez o4(P) € (P) implica que orb(P) C (P) (pues o4 preserva el orden de los
puntos de F, dado que E estd definida sobre ;). Por otra parte O ¢ orb(P), asi que
orb(P) C (P)\{O}, luego, tomando cardinales resulta que se debe tener que #orb(P) < L.

O

Corolario 3.23. Sean { primo impar diferente de p, 1, el polinomio de £-division de
E (con £ impar, L #p), y [ € Fylz] un factor irreducible de 1y de grado mayor que £ — 1.
Si mg € F,, verifica f(zo) =0 y Py = (z0,y0) € E[{] entonces (P) no estd definido sobre
Fq (y por lo tanto j(E/(P)) ¢ F,)

Demostracion: Las raices de f en Fy estd dada por la Gal(F,/F,)-6rbita de zg, que a
su vez son las coordenadas-x de los puntos de orb(Py) por lo tanto #orb(FPy) > #orb(xg) =
gr(f) > ¢. Por absurdo, si (P) estuviese definido sobre F, entonces por la Proposicién an-
terior tenemos que #ord(Py) < ¢ contradiciendo #orb(Fy) > ¢. Luego (P) no esta definido
sobre [Fy.

O

Comentario 3.24. En realidad es posible probar que el corolario vale para gr(f) >

Z_Tl (que es menos restrictivo que pedir que gr(f) > ¢ — 1), esto aparece mencionado en
el libro de Galbraith [19], Capitulo 25.2.

Ahora comentamos la sobre la implementacion del algoritmo, vamos a ver primero el
caso en que £ = 2s + 1 sea impar.

= Paso 1: Computar una lista L formada por los factores irreducibles del polinomio
de /-divisién de E, que tengan grado menor que /.

En Sage tenemos los comandos E.division_polynomial(¢) (donde E es la curva eliptica
en cuestién) para obtener el ¢-ésimo polinomio modular de E y factor(i)y) para factorizar
el polinomio de #-divisién 1, en producto de polinomios irreducibles.

» Paso 2: Tomar f € L, calcular x € F, tal que f(z) =0ey € F, tal que (z,y) € E[/]
y calcular og(P).

Para calcular una raiz de f en una clausura algebraica en Sage es necesario conocer
alguna extensién finita donde viva esa raiz, si llamamos r = gr(f), es claro que cada raiz x
de f genera una extension de grado 7 sobre Fy, por lo tanto podemos encontrar las raices
de f en Sage a través del comando f.roots(IF,-). En realidad, como luego vamos a resolver
la ecuacién (en y) y? = 23 + ax + b (donde E : Y2 = X3 + aX + b), conviene trabajar en
el cuerpo F2r en lugar de Fgr. Un detalle adicional de implementacion es que para poder
trabajar con el punto P = (z,y) € E[¢] entonces debemos extender el cuerpo de definicién
de la curva E, eso se logra con el comando E.base_extend(F zr).

» Paso 3a: Si 04(P) & (P) entonces quitamos f de la lista L y volvemos al paso 2.
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» Paso 3b: Si 04(P) € (P), tenemos que (P) = {O} U {(z1,y1),...,(xs,ys)} U
{(x1,—y1),..., (s, —ys)} donde iP = (z;,y;) para 1 < ¢ < s. Computamos el
polinomio f(X) = (X —x1)...(X — ) (polinomio definidor del kernel).

= Paso 4: A partir del polinomio f definidor del kernel calculamos la isogenia ¢ : £ —

% (es Sage se usa el comando EllipticCurvelsogeny (E,f)) y calculamos j' = j(%)

(en sage usamos el comando ¢.codomain().j_invariant()).
= Paso 5: Si ' = jo entonces devolvemos la isogenia ¢ calculada en el paso 4. Caso
contrario quitamos f de la lista L y volvemos al paso 2.

En el caso que ¢ = 2 es mucho més sencillo (y eficiente), si £ : Y2 = f(X) entonces
hallamos las raices de f en F, (pues para orden 2 vale (P) estd definido sobre F, si y
solo si P lo estd). Si zp es una de esas raices entonces calculamos la isogenia que tiene
como polinomio definidor del kernel al polinomio X — xg, al igual que en el caso £ impar,
comparamos el j-invariante del codominio con el j» que queremos. Repetimos esto con
cada raiz hasta obtener la isogenia con codominio de j-invariante jo.

Con respecto a los algoritmos condicionElkies y Elkies, el primero es simplemente
para verificar que estemos en las hipdtesis de algoritmo de Elkies, el segundo es el algoritmo
de Elkies, cuyo pseudocédigo fue escrito en la seccion 2.2.2 en este capitulo. Recordamos
que este algoritmo tomaba como entrada una curva eliptica E/Fg, un primo ¢ > 2, el
polinomio modular ¢;(X,Y) (méd p) y un j-invariante jo € F, tal que ¢(j(E),j2) = 0.
En caso de cumplirse las condicién:

.. O¢p,. .. Opy,. .
31‘32‘%(]1732)'%(]1732)7é0

donde j; = j(F) (esto es chequeado justamente con el algoritmo condicionElkies), el
algoritmo Elkies devuelve el polinomio definidor del kernel de una /¢-isogenia definida

sobre F, ¢ : E — E, donde j(E3) = jo. Algunos detalles sobre este algoritmo pueden
encontrarse en el libro de Galbraith [19], Capitulo 25.2.1.

Ahora finalmente describiremos el algoritmo Ran, este algoritmo toma una curva
eliptica E/F, cuyo j-invariante j(E) = j representa un vértice del grafo de isogenias
SNq.B (donde N = #E(F,)) y devuelve una pareja (k, E'). Escencialmente este algoritmo
consiste de tres partes, la elaboracién de una lista de primos con distribucién adecuada (a
continuacion aclararemos que quiere decir esto), el sorteo de un primo ¢ de esa lista y la
elaboracién de una ¢-isogenia que hard parte de nuestro comodin (aqui hay que distinguir
dos tipos de primos) y la construccién de la funcién de transicién. Pasaremos a discutir
ahora el cédigo Sage del algoritmo Ran (ver pagina 113).

El algoritmo comienza construyendo una lista de primos ¢ < B con la distribucién
adecuada, eso es realizado en las lineas 2-12.

Llamemos O = End(F), recordemos que nuestro comodin estard compuesto por iso-
genias horizontales, por lo tanto es necesario que O esté en la superficie con respecto del
¢ considerado (esto siempre se cumple para el caso degenerado) y en ese caso la cantidad

de aristas que salen de un vértice dado serd 1+ <dL). Los primos £ tales que (%) =-1
K K

no aportaran aristas horizontales y por lo tanto pueden ser omitidos de la lista £. Aquellos

primos tales que (ﬁ) = 0 aportardn una arista horizontal (si O es maximal respecto de

) y les otorgaremos peso 1 mientras que los primos tales que (%) = 1 aportaran dos
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aristas horizontales (si O es maximal respecto de ¢) y les otorgaremos peso 2.

Hay dos tipos de primos a considerar, recordemos que O es maximal con respecto de ¢
(lo que equivale a decir que O corresponde a un nivel maximal en el grafo G, n¢) si y solo
si £ 1 [Ok : O], por lo tanto los primos que dividen al conductor de O deben ser descartados.

Pero calcular el conductor de O es muy caro, asi que en su lugar, consideraremos los
primos ¢ que dividen al conductor del frobenius (recordar que Z[¢p,] C O por lo tanto el
conductor de O divide al conductor del frobenius) y los llamaremos de primos problemati-

0s'6. Los primos no problematicos corresponden siempre al caso degenerado y en ese caso,
cualquier arista que tomemos va a ser horizontal, pero en el caso problematico debemos
asegurarnos de que nuestro orden O sea maximal respecto de £ y de que la arista sorteada
sea horizontal.

El segundo paso es la construccién del comodin (lineas 13-39), nuestro comodin comien-
za con nuestra curva eliptica E y luego le sigue una cadena de {-isogenias horizontales (con
¢ € L) de largo rg y culmina con la curva imagen de la iltima isogenia considerada (que
coincide con la funcién de transicién tr aplicada a (E, k) donde k es el comodin construi-
do). Para construir dicha cadena de isogenias sorteamos en cada paso un primo ¢ € L (con
la distribucién dada anteriormente) y separamos en dos casos seguun el primo sorteado
sea problematico o no.

En el caso que el primo ¢ sea problematico (lineas 16-30), calculamos una lista V for-
mada por sus vecinos horizontales usando el algoritmo Vecinoshorizontales. En caso de
que esta lista sea vacia, esto indica que O no es un nivel maximal respecto de ¢ (recordar

que ya habiamos descartados los primos ¢ tal que <%) = —1) y por lo tanto borramos

a £ de nuestra lista. Caso contrario sorteamos algtin j° € V y calculamos una f-isogenia
hacia una curva E’/F, con j-invariante igual a j usando Elkies si condicionElkies=True
o IsogeniaHaciaj en caso contrario.

En el caso que el primo ¢ no sea problematico (lineas 31-39), no tenemos el problema
de poder salirnos del nivel, en ese caso calculamos una lista V formada por sus vecinos
(que van a ser necesariamente horizontales), sortemos j' € V' y construimos una isogenia
hacia una curva E'/F, con j(E') = j' usando Elkies si condicionElkies=True o Isogeni-
aHaciaj en caso contrario.

Repetimos ese procedimiento hasta obtener una lista de isogenias de largo g y agreg-
amos al comodin k la curva E’, curva imagen de la tiltima isogenia obtenida (lineas 40-41),
esta curva E' = tr(E, k) por lo tanto retornamos el par [E’, k.

Todos los algoritmo en Sage utilizados (incluyendo los algoritmos previos a Ran)
pueden encontrarse en mi pagina personal http://www.fing.edu.uy/~cqureshi/.

16pyoblematico en el sentido que hay que tener especial cuidado de asegurarnos que O sea maximal
con respecto de £, ya que sin ese cuidado podriamos estar sorteando una isogenia que se escape del nivel
O de nuestro grafo.
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Algoritmo Ran. Usa como subrutina los algoritmos Vecinoshorizontales, IsogeniaHaciaj,
condicionElkies, Elkies. Requiere precomputacién previa de un diccionario Phi de
polinomios modulares y establecer los pardmetros B y ro.

Entrada: Una curva eliptica E/F,.
Salida: Una pareja (E', k) donde k es el comodin y E' = tr(E, k).

1. def Ran(E):

2 F= E.base field() (# Construccién de primos con distribucién adecuada.)
3 dK=NumberField(E.frobenius polynomial(),’a’).discriminant ()

4. dpi = E.frobenius order().discriminant(); cpi = ZZ(sqrt(dpi/dK))

5. P1=[ 1 ; P2=[]

6 for 1 in prime range(B):

7 k = kronecker(dK,1)

8

. if k==0:
9. P1.append (1)
10. if k==1:

11. P2.append (1)

12. P=P1+P2 ; R=len(P1)*[1]+len(P2)*[2]; Ds=GeneralDiscreteDistribution(R)

13. Comodin=[E]; isog=E.ident ity_morphism() (# Comenzando a construir el comodin)
14. while len(Comodin)<rO+1:

15. E = isog.codomain(); j= E.j_invariant(); 1=P[Ds.get_random element()]
16. if 1 %Cpi ==0: (# Primos problematicos por separado.)
17. V=Vecinoshorizontales(j,Phi[1])

18. if len(V)==0:

19. P.remove (1)

20. if dK %1==0:

21. R.remove(1)

22. else:

23. R.remove(2)

24, Ds=GeneralDiscreteDistribution(R)

25. else:

26. j2=choice(V)

27. if condicionElkies(E,1,j2,Phi[1]):

28. f=Elkies(E,1,j2,Phi[1]); isog = EllipticCurveIsogeny(E,f)

29. Comodin+=[isog]

30. else:

31. isog=IsogeniaHaciaj(E,1,j2); Comodin+=[isog]

32. else: (# Primos no problematicos.)
33. if 1 in Phi:

34. T.(x)=F[ 1; g=T(Phi[1].subs(y=j))

35. j2= choice([x[0] for x in g.roots()])

36. if condicionElkies(E,1,j2,Phi[1]):

37. f=Elkies(E,1,j2,Phi[1]); isog = EllipticCurveIsogeny(E,f)

38. Comodin+=[isog]

39. else:

40. isog=IsogeniaHaciaj(E,1,j2); Comodin+=[isog]

41. else:

42. f = isogenia2(E,1); isog = EllipticCurveIsogeny(E,f)

43. Comodin+=[isog]

44, E2=iSOg . codomain() (#Calculando la funcién de transicién.)

45. wildcard = Comodin+[E2]
46. trans = wildcard[len(wildcard)-1]
47. return [trans,wildcard]

Cdédigo Sage del Algoritmo Ran.
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Como ejemplo corremos este algoritmo en Sage comenzando con la curva E : Y? =
X3 4+ 299X + 59/F33; tomando como pardmetros (B,7q) = (20, 10).

E= EllipticCurve(GF(331),[299,59]); N= E.cardinality()

g=331 ; (B,r0)=(20,10)

[E2,k]= Ran(E)

E2 :

Elliptic Curve defined by y? = x> + 2881 + 126 over Finite Field of size 331
> for i=[1..r0]:

print k[i]

>
>
>
>

» Isogeny of degree 13 from Elliptic Curve defined by y? = 2 + 299z + 59 over
Finite Field of size 331 to Elliptic Curve defined by y? = 23+312+197 over
Finite Field of size 331

» Isogeny of degree 5 from Elliptic Curve defined by y? = 23 + 31z + 197 over
Finite Field of size 331 to Elliptic Curve defined by 3? = 23+2522+231 over
Finite Field of size 331

» Isogeny of degree 13 from Elliptic Curve defined by y? = 23+ 2522+ 231 over
Finite Field of size 331 to Elliptic Curve defined by y? = 23+1492+326 over
Finite Field of size 331

Podemos ver los mapas racionales que definien las isogenias usando el comando
o.rational_maps() (donde ¢ es la isogenia a la que le queremos determinar sus mapas
racionales), por ejemplo aplicindolo a nuestra primer isogenia ¢; = k[l] resulta que
¢1 = (f,g) donde f e g son mapas racionales dados por:

f= 213419322 414211 417321 °+292° 489258421227 +2072° +1802° 432224 +2102° + 58224972 +110
— T Z2124193z 1115921049029+ 32248+ 21327 +6325+ 10025+ 20352 +273x3 + 1492242210+ 121

'8y 41242' Ty42432 9y 421621 y+-3521 1 y+352 3y 2852 2y 42112  y+112 0y 42622y +...
9= 18 4124217498216 4307215 +158x14 4117213 +42212+315211 4232210427329 +...

4.4. Implementacién de la autoreducibilidad: Algoritmo Red. En esta parte
veremos como implementar el algoritmo Red en Sage. La descripcién a grandes razgos de
esta etapa ya fue vista en la Seccién 3, ahora daremos el c6digo en Sage (en la siguiente
carilla) y luego describiremos los principales aspectos de la implementacion.

Este algoritmo escencialmente consiste en definir una funcién F que compute el PLD
en E a partir de una funcién G que compute el PLD en E' = tr(E, k), la eficiencia del
algoritmo para computar F' dependerd exclusivamente de que tan eficiente sea G para
calcular el PLD en la curva E’. Como observamos, hay cuatro etapas bien distinguidas del
algoritmo.

La primer etapa consiste en la descomposicién de la pareja (P, Q) a la cual quere-
mos calcularle el PLD a través de la funcién F (lineas 3-8). Comenzamos descomponiendo
N = NgN; con N7 B-smooth, aqui una pequena diferencia respecto a lo comentado en la
seccién 3 para mejorar aun mas la eficiencia del algoritmo, observemos que en la descom-
posicién de (P, Q) en (P, Qo) = (N1P,N1Q) y (P1,Q1) = (NoP, No@), para probar que
(P, Qo) era fiel, solo usamos que ord(Fy) = Ny no divide al grado de ninguna isogenia que
aparece en k, por lo tanto no tenemos problema en dejar que Ny tenga primos pequenos
siempre que estos no dividan al grado de ninguna de las isogenias que aparecen en k, por lo
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tanto tomaremos N7 como la parte de N que contiene a los primos que aparecen en alguna
isogenia de k (en lugar de contener a todos los primos menores que B) y Ny coprimo con
N tal que med(Ny, Ny) = 1.

Algoritmo Red. Supone determinado el pardmetro V.
Entrada: Una funciéon G = PLDg y un comodin k.
Salida: Si (E', k) = Ran(E) devuelve F = PLDp.

1. def Red(G,k):

2 def F(P, Q) : (#Definiendo F = PLDpg a partir de G = PLDyg/)
3 NO=N 5 N1=1 (#Descomponiendo N = Ny - N1)
4. for f in k[1:1len(k)-1]:
5. 1=f.degree(); v=NO.valuation(l); t=1"v
6 NO=ZZ(NO/t); N1= Nixt

. [PO s QO] =[N1xP s Nl*Q] (#Descomponiendo (P, Q) en una parte fiel (P, Qo)
8 [Pl ) Ql] = [NO*P ,NO*Q] y una trivial (P1, Q1))
9. for i in [1 . len(k) ‘2] : (#Translado por isogenias de (Py, Qo))
10. phi=k[i]
11. PO=phi (P0) ; QO=phi (Q0)
12. n0=G (P0,Q0)
13. nl=discrete log(Ql,P1,operation=’+’) (#Resolviendo F(P;,Q;) con métodos

genéricos)

14. (d, a,b) =Xng(NO N Nl) (#Recuperando el n a través del Teorema
15. n=(n1*a*xNO+n0*bxN1) %N del Resto Chino)
16. return n

17. return F
Cédigo Sage del Algoritmo Red.

La segunda etapa (lineas 9-12) consiste en transladar la parte fiel (Fy, Qo) a través
de las isogenias que aparecen en el comodin k obteniendo al final un punto (P, Q') € E’
(donde E" = tr(E,k)), aqui resolvemos PLDg/(P’, Q") usando nuestra funcién G, obte-
niendo ng = G(P', Q") y como (Py, Q) es fiel resultard que ng = PLDg(Py, Qo).

La tercera etapa consiste en resolver PLDg(P;, Q1) usando métodos genéricos, en Sage
tenemos la funcion bf discrete_log que utiliza Pohlig-Hellman y Baby-Step Giant-Step para
calcular el logaritmo discreto en un grupo genérico. Observar que aqui es fundamental que
o(Py) = Nj sea B-smooth, para que pueda resolverse el PLD con métodos genéricos en
forma eficiente.

La cuarta y tltima etapa consiste en utilizar los datos n; = PLDg(F;, Q;) parai = 0,1
de las etapas anteriores y obtener F'(P,Q) = PLDg(P, Q) utilizando el Teorema del Resto
Chino.
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Como ejemplo consideremos la curva eliptica E : Y2 = X3 4+ 299X + 59 sobre el cuer-
po finito F33; (la misma que en el ejemplo para el algoritmo Ran), utilizamos los valores
de (E2,k) = Ran(E), o sea, nuestra curva de llegada era Ey : Y? = X3 + 288X + 126
obtenidos al correr el algoritmo Ran en el ejemplo anterior. Vamos a tomar como funcién
G = PLDg, la que nos da Sage para resolver el logaritmo discreto con métodos genérico.

> def G(P,Q):
return discrete_log(Q,P,operation=’+’)

Consideremos ahora los puntos P = (223,96) y Q = (270,21) en la curva F y vamos a
resolver el PLDg(P, Q) usando la funcién G como funcién que resulve el PLD en la curva
Es.

> P=E(223,96); Q=E(270,21); PLD=Red(G,k)
> PLD(P,Q): 97
> Q==97%xP: True

Lo mismo tomando P = (59,216) y Q = (218,112).

> P=E(59,216); Q=E(218,112); PLD(P,Q): 123
> Q==123*%P: True

Claro, este algoritmo para resolver el PLD en F es ineficiente puesto que la funcién G
utilizada para resolver el PLD en F» lo es. Esto fue solo a modo de ejemplo para verificar
que la reduccién funciona bien.

En la préctica, seria interesante si sabemos resolver el logaritmo en un subconjunto
significativo S del grafo de isogenias Sy 4,5(0), por ejemplo para un conjunto de cardinal
hTO, donde ho es el cardinal de Sy 5(O) y ¢ € Z™ cierta constante fija independiente de
g y queremos un algoritmo para resolver el PLD en una cierta curva E ¢ S pero cuyo
invariante pertenezca al mismo grafo Sy, p(O). Entonces podriamos aplicar el algoritmo
Ran a E reiteradas veces para obtener un comodin k que termine en alguna curva E' € S
(se necesitaran en promedio unas 2c¢ tiradas para tener probabilidad cercana a % de que eso
ocurra). Luego aplicando el algoritmo Red con el comodin k obtenido en la parte anterior,
tendrfamos un algoritmo eficiente para resolver el PLD en E (desde que el algoritmo para
resolver el PLD en E’ € S sea eficiente).

4.5. Discucion de la elecciéon de B y ry para nuestro ejemplo. Recordemos
que del Teorema de Jao Miller Venkatesan (Teorema 2.47) deducimos que bajo la GRH!7,
tomando B = p(log(z)) y ro = g(log(z)) donde p(z) = (logz)?>™® 4+ C; con § > 0y
g(x) = 2x + Cy donde Cy y Cy son constantes (solo dependiente de § > 0), pero dichas
constantes no eran computadas ni estimadas en forma explicita.

Para justificar que nuestra elecciéon de parametros B = 20y rp = 10 tomados en nuestro
ejemplo son buenas elecciones se debe tener al menos que paseando al azar con caminatas
de largo ro = 20 en Sn,4,B(O) (para nuestros parametros N = 312, = 331,B = 20 y
O = End(F) donde E : Y? = X3 4 299X + 59/F331), partiendo de un vértice dado ten-
dremos probabilidad de caer en otro vértice cualquiera dado de al menos 1/2h donde h

17Hipé‘cesis de Riemann Generalizada.
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es el niumero de vértices del grafo Sy 4 p(O) (que por la correspondencia con el grafo de
Cayley del grupo de clases de O-ideales, resulta ser igual al nimero de clases del orden
O). Claramente esta condicién implica conectividad del grafo Sy 4 p(O).

Observemos que para este caso tenemos traza de Frobenius igual at =¢+1— N = 20
y por lo tanto:

de =t —4g=-924=4-(-231), c;=2 y dg=-231

donde d, y ¢, son el discriminante y conductor del Frobenius respectivamente y di el
discriminante del orden maximal Ok que contiene O. Con Sage podemos calcular el niimero
de clases del orden maximal Ok,

> K=NumberField(E.frobenius polynomial(),’a’)
> K.class number(): 12

Como 1+ (%31) = 2 entonces podemos concluir que cada uno de esos 12 vértices que

se encuentran en el orden maximal, tiene dos vecinos horizontales y como su grado es tres,
cada uno de ellos tendré exactamente un vecino horizontal (que corresponden al suborden
de conductor 2, el generado por el frobenius). Reciprocamente, cada vértice del orden
correspondiente al frobenius tiene un vecino ascendente que corresponde a un vértice del
orden maximal, de esa forma tenemos una correspondencia biunivoca entre los vértices
del orden maximal y el generado por el frobenius de modo que podemos concluir que el
nimero de clases correspondiente al orden generado por el frobenius también tendrd car-
dinal h = 12.

Aplicando el algoritmo del Capitulo 2 Seccién 2 para construir la componente conexa
del grafo de 2-isogenia que contiene a j(F) = 3 obtenemos 6 curvas en el nivel corre-
spondiente al orden maximal y 6 en el nivel correspondiente al suborden de conductor 2
(observar que el tinico caso no degenerado se obtiene con ¢ = 2, pues es el inico primo
que divide al conductor del Frobenius).

Como 1+ (%) = 1y 31 ¢, entonces el grafo de 3-isogenia es unién de aristas disjun-
tas (alguna posiblemente degenerando en un lazo); utilizando el polinomio modular para
f = 3 resulta que cada vértice encontrado al computar la componente conexa de j = 3
para el grafo de 2-isogenias, esta conectado con un nuevo vértice que no se encuentra en
dicha componente. De esa forma encontramos los otros 12 vértices del grafo Sy 4 g que nos
faltaban, por la biyeccion entre niveles, 6 corresponderan al nivel maximal y 6 al generado
por el frobenius.

Los vértices de abajo corresponden al orden generado por el frobenius, mientras que
los de arriba corresponden al nivel asociado al orden maximal. Como nuestro j-invariante
j = 3 corresponde al orden O generado por el frobenius, estamos interesados en el grafo
Sn,q,B(O) cuyos vértices consiste de los j-invariantes V' = {3,6,83,165, 170, 237,42, 210,
166,192,9,201}.

Para facilitar notacién vamos a enumerar los vértices V' con elemento de Z/2Z x Z x 6Z,
donde la primer coordenada indica en que componente conexa se encuentran (asignamos
0 a la componente conexa de j = 3 y 1 a la otra) y numeramos en cada componente los
vértices en sentido horario comenzando con j = 3 y j = 42. De ese modo (denotando por
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39 97
e 13 m
83 166
237 3 6 501 S 210

FicurA 1. El grafo de 2-isogenias G312 331,2-

ab al par (a,b) € Z/27 x 7 x 6Z) nos queda:

j-invariante: 3|6 |8 ]165| 170|237 |42 (210|166 |192| 9 | 201
valor asignado: {00 |01 02| 03 | 04 | 05 |10 | 11 | 12 | 13 |14 | 15

donde en la primera linea aparecen los elementos de V' y en la segunda el corres-
pondiente elemento de Z/27Z x Z x 6Z. Los grafos de (-isogenia (para el orden O) para

¢=3,57,11,13 y 19 (como 1 + <%) = 0 entonces el grafo de 17-isogenias resulta un

conjunto de vértices aislados) se muestran a la figura 4.5.

Observemos que la 7-isogenia entre los vértices representados por 00 y 13, conecta las
dos componentes del grafo de 5-isogenias por lo que para B > 7 el grafo Sn=312,4=331,8(O0)
ya resulta conexo, para B = 20 obtenemos el dibujo de la figura 4.5

Ademas en la figura 4.5 se ve claramente los grafos de ¢-isogenia como grafos de Cayley,
observemos que el caso de aristas disjuntos se da cuando 1+ (%) =1,o0seaparal =3,7
y 11. Por otra parte, para que un grafo de Cayley tenga esa forma, el conjunto generador
de aristas debe estar formado por un elemento no nulo g tal 2g = 0 (usando notacién
aditiva), en Z/27Z x Z/67Z esto ocurre para g = 03,10 y 13 que corresponde justamente

para los casos £ = 11,3 y 7 respectivamente.

Valores de /: 3|15 |7 (111319

Generador del grafo de f-isogenias como grafo de Cayley: | 10 [ 12 | 13 | 03 | 11 | 11

Volviendo a nuestro asunto de interés, que es discutir sobre nuestra eleccién de (B, rg) =
(20,10) para nuestro ejemplo, en principio pasa el test de conectividad (es decir, el grafo
resulta conexo dado que B > 6), pero eso no alcanza. Debemos asegurarnos de que si
seleccionamos dos vértices j y 5, la probabilidad de que realizando una caminata al azar

en el grafo S312331,20(O) que comienze en j de largo 1o = 10 termine en j' sea de al menos
1 1

2n T 24°

Con la ayuda de ser grafos de Cayley, es sencillo computar en Sage las matrices de
adyacencia de los grafos Gsi2331¢ para ¢ = 3,5,7,11,13 y 19; luego la suma de dichas
matrices nos dé la matriz M generadora del grafo Ss12331,20(O).
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00 o o 10 14 % 12 00 o o 13

01 _ 11 01 _ _ 14

0z o 12 0 04 02 o 10

Be 413 15 13 03 4 o 10

05 4 15 0 05 05 o . 12
11 ° °

00 00
01 _ _ 04
02y 405 0 02 0 02
13 4 o 10 10 12 10 12
14, ., 11 .
15 o 12 0 03 0 03
- - 14 14

Caso { =11 Caso £ =13 Caso £ =19

F1GURA 2. El grafo de (-isogenias G312 331,¢(O) para £ = 3,5,7,11,13 y 19.

Fijando j y 7/, recordar que la cantidad de caminos de largo ro = 10 que parten de j y
llegan a j’ viene dado por M'°(j, j/), como la cantidad de largo 79 = 10 que hay partiendo
de j es 919 (pues el grado del grafo regular S312,33120(0) viene dado por Y, (%) =9
donde ¢ varia en todos los primos con 3 < ¢ < 20). Por lo tanto la probabiliad de saliendo
de j llegar a j' con un camino al azar de largo ro = 10 viene dado por

Calculando ese valor en Sage tomando j = 3 (que corresponde al valor 00), para los
distintos valores de j' obtenemos:
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FicuraA 3. El grafo de isogenias S312 331,20(O).

Valor de j" | Probabilidad de llegar a j” partiendo de j = 00
00 0.0900859350265288
01 0.0900830145706505
02 0.0900857881863628
03 0.0900830145706505
04 0.0900857881863628
05 0.0900830145706505
10 0.0765835541547727
11 0.0765808295813814
12 0.0765837009949386
13 0.0765808295813814
14 0.0765837009949386
15 0.0765808295813814

Todas esas probabilidades superan ampliamente el valor minimo aceptado que es
ﬁ = 0,041666 . .. (ademés estdn muy préximos al valor de distribucién uniforme que seria

cuando cada probabilidad es igual a % = 0,08333...). En el grafico de probabilidades de

la figura 4.5 la linea de abajo representa el valor minimo aceptado i y la segunda linea

el valor 1—12 correspondiente a una distribucién uniforme.

Probabilidades

0.08

0.06

0.04F

0.02f

FiGURA 4. Probabilidades de caer en cada curva.
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Podemos repetir esto con cada vértice j o verificar si el grafo S312331,20(0) es vértice
transitivo'®, esto se puede hacer en Sage con el comando G.is_vertex transitive(), donde
G es el grafo considerado.

> G= Graph(M)
> G.is vertex transitive(): True

Por lo tanto considerando diferentes vértices j, al realizar una tabla de probabilidades,
los valores obtenidos resultaran ser una permutacion de los obtenidos para j = 3, de modo
que también tendremos probabildades mayor que i de caer en ellos.

Por las consideraciones hecha anteriormente, podriamos concluir que (B, 1) = (20, 10)
son valores aceptables para correr nuestro algoritmo para nuestro ejemplo concreto. Cabe
recalcar que este andlisis fue hecho con propdsito puramente ilustrativo, puesto que re-
sulta completamente inviable realizar un andlisis similar para valores grandes de ¢, la
determinacién de buenos valores para B y ry es todavia un punto a resolver para una
implementacién eficiente de nuestro algoritmo para valores grandes de gq.

5. Conclusion y Perspectivas.

En el articulo de Jao, Miller y Venkatesan, “Do All Elliptic Curves of the Same Order
Have the Same Difficulty of Discrete Log?” [24], se prueba el primer resultado de au-
toreducibiilidad aleatoria para el problema de determinar si la complejidad del Problema
del logaritmo discreto entre curvas elipticas del mismo cardinal, definidas sobre el mis-
mo cuerpo finito son equivalentes. Este resultado puede ser interpretado de dos maneras,
digamos optimista o pesimista'®. Visto de la manera optimista serfa que, si tenemos se-
guridad de que el logaritmo discreto es dificil de resolver para cierta curva E/F,, entonces
podemos estar seguros que también lo serd para cualquier otra curva eliptica E’/F, con
#E(F,) = #FE'(F;) y End(E) ~ End(E’). Adoptando este punto de vista, este hecho
puede ser aprovechado computacionalmente para intentar obtener muchas curvas elipticas
buenas desde el punto de vista criptografico a partir de alguna curva que consideremos
fuerte, eso es por ejemplo lo que hacen los autores del articulo [30], que obtienen un méto-
do para la computacién masiva de curvas buenas (a partir de ciertos parametros ¢ y N
que se consideren seguros) analizando las componentes conexas de los grafos de ¢-isogenia
(que son llamadas de cordilleras).

La perspectiva pesimista seria sin embargo, si se lograse quebrar el problema del lo-
garitmo discreto para un cierto conjunto de curvas elipticas definidas sobre el mismo
cuerpo finito Fy, con igual cardinal N y tipo de anillo de endomorfismo O (que represente
una proporcién significativa de dichas curvas), entonces podriamos quebrar el problema
del logaritmo discreto para cualquier curva eliptica que comparta los mismos parametros
(N, q,0). ;Pero en este caso que podriamos hacer desde el punto de vista computacional?
FEn este caso podria resultar conveniente crear un algoritmo que sea capaz de resolver
el PLD en cualquier curva con parametros (NN, q,O) a partir de que sabemos resolverlo
en algin conjunto de curvas S con los mismos parametros. El algoritmo Ran-Red que
describimos en este capitulo nos proporciona una forma sistematica de hacerlo que sirve

180 sea, para cada par de vértices del grafo ji y j2, existe un automorfismo del grafo que lleva j; a
J2-
pesde el punto de vista del criptégrafo, no de la persona que desee quebrar el critosistema.
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para cualquier problema de autoreducibilidad aleatoria, en el caso de curvas elipticas, el
resultado de Jao Miller y Venkatesan nos asegura que (asumiendo GRH) este algoritmo
funciona en forma eficiente para ¢ es suficientemente grande.

En el desarrollo de esta tesis ademas se detalla, en el capitulo 1, los resultados ge-
nerales sobre curvas elipticas (especialmente para las definidas sobre cuerpos finitos) que
estan vinculados con el algoritmo y en el capitulo 2 se brinda un resumen, mucho mas
especifico, de herramientas y teoria viculadas con el grafo de isogenias. Se trata ademas el
tema de la computacién de polinomios modulares que son usados para nuestro algoritmo
junto con referencias de los principales trabajos relacionados a la implementacién de dichos
polinomios (que continua siendo un drea activa), con cédigo Sage para poder computarlos.

Cuando no es demasiado extenso se brinda el cédigo para implementar nuestros algo-
ritmos en Sage y en otros casos se los describe y se da referencia a mi pagina personal
http://www.fing.edu.uy/~cqureshi/ para quien estuviese interesado en implementar-
los.

Directamente vinculado con este trabajo quedan varias cosas para hacer, por ejem-
plo una estimacion de los parametros B y rg, generalizar el resultado para curvas entre
diferentes niveles o mejoras en la implementacién del algoritmo. Respecto de generalizar el
resultado para curvas entre diferentes niveles, los propios autores de [24] ya notaron que el
resultado de la autoreducibilidad aleatoria se puede prescindir de la condicién de estar en
el mismo nivel siempre que el conductor del orden asociado al endomorfismo de frobenius
no sea divisible entre un primo muy grande y experimentalmente comprobaron que eso
es lo que suele suceder en la practica, al menos con las curvas estandares mas utilizadas.
También puede generalizarse al caso de curvas con niveles comparables?® o que no haya
ningtin primo muy grande dividiendo a alguno de los conductores, como es observado por
Galbraith en [18].

Respecto a mejoras en la implementacion podemos destacar el articulo de Galbraith
[18] en donde propone un par de estrategias que mejoran la eficiencia del algoritmo para
el célculo de isogenias via caminatas al azar (que se aplica directamente a nuestro algorit-
mo de autoreducibilidad aleatoria Ran-Red). Una de las estrategias consiste en favorecer
isogenias de grado pequeno, esto implica en un aumento en el largo de la caminata (por
hacer menos “aleatoria”’ la caminata) pero este costo extra es compensado (ampliamente)
con el abaratamento en el costo de computo de las isogenias que forman parte del camino;
esta estrategia también puede ser aplicada en la parte de la construccion del comodin,
mejorando la eficiencia del algoritmo Ran-Red. La otra idea propuesta por Galbraith es
utilizar una estrategia de colisién paralela, que consiste en primero utilizar un conjunto
de curvas distinguidas X tal que sea facil verificar si £ € X, luego utilizar 2t servidores
(con t > 1) cada uno computando una caminata al azar hasta alcanzar una curva en X (¢
de los servidores comienzan en Ey y los otros ¢t en E7, donde Ey y E7 son las curvas que
deseamos hallar una isogenia), cuando uno de los servidores llega a una curva de X esa
informacion es guardada por el servidor para encontrar una colisién (que luego es usado
para construir el camino de isogenias) y el servidor reinicia nuevamente realizando una
nueva caminata al azar. Esta estrategia no puede ser aplicada directamente para mejorar
una parte concreta de nuestro algoritmo de autoreducibilidad Ran-Red, més bien sugiere

20Decimos que los niveles O y O’ (érdenes en un mismo cuerpo cuadratico imaginario) son comparables
si para todo primo grande ¢ tenemos que el exponente de £ en ambos conductores es el mismo.
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una nueva implementacién en donde tenga en cuenta el conjunto de curvas S (en las cuales
sabemos como resolver el logaritmo discreto) y utilizando ¢ de los servidores para realizar
caminatas aleatorias partiendo de F (la curva a la cual le queremos aplicar el algoritmo
Ran) y t servidores para realizar caminatas aleatorias partiendo de una curva al azar de S,
seguramente esto implique una mejora significativa en el tiempo de ejecucién de nuestro
algoritmo (en lugar de aplicar varias veces el algoritmo Ran(FE) hasta caer en una curva

de 9).

Es importante recalcar que aunque el problema de computar una isogenia entre dos
curvas elipticas y el problema de la autoreducibilidad aleatoria para el caso de curvas
elipticas (en el sentido de Jao Miller y Venkatesan) son problemas intimamente relaciona-
dos (una mejora para el primero implica una mejora para el segundo), no son lo mismo.
La existencia de un algoritmo de autoreducibilidad aleatoria de tiempo polinomial no im-
plica que dadas dos curvas elipticas podamos computar una isogenia entre ellas en tiempo
polinomial?!. De hecho atin no se conoce ningiin algoritmo de tiempo polinomial o subex-
ponencial (incondicional o condicional a HRG), para resolver el problema de computar
una isogenia entre dos curvas elipticas. Basados en este hecho algunos autores han pro-
puesto criptosistemas basados en la dificultad de computar una isogenia entre dos curvas
elipticas, como en [33] y [38].

Aunque son desconocidos algoritmos cldsicos polinomial o subexponencial para calcu-
lar una isogenia entre dos curvas elipticas dadas, A. Childs, D. Jao y V. Soukharev han
encontrado un algoritmo cudntico de tiempo subexponencial para resolver dicho proble-
ma. Desde la perpectiva cuantica seria interesante también ver si es posible obtener un
algoritmo polinomial cudntico incondicional a HRG, que resuelva el problema de la au-
toreducibilidad aleatoria.

Vinculado con el grafo de isogenias de curvas elipticas ordinarias (también llamado
grafo volcan de isogenias), ha habido mucha investigacién y teoria desarrollada que ha
servido para resolver varios problemas computacionales, en su mayoria relacionados con
criptografia basada en curvas elipticas. Un buen articulo expositorio que resume gran parte
de la teorfa y recientes desarrollos es el articulo de Sutherland [42].

Entre esas investigaciones recientes relacionadas con el grafo volcan de isogenias, se
encuentra un articulo de S. Ionica y A. Joux [20], en donde utilizan pairing de curvas
elipticas para mejorar la computacién de isogenias horizontales o ascendentes sin necesi-
dad de calcular todas y luego verificar cuales son horizontales o ascendentes (que era lo que
bésicamente hacia nuestro algoritmo Vecinoshorizontales), por lo cual es muy posible que
utilizando pairing podamos mejorar la eficiencia del algoritmo Ran-Red. Otro resultado
es la implementacién de Sutherland [41] de un algoritmo que determina el tipo de curva
eliptica (si es ordinaria o supersingular) en tiempo O(n3log®n) que mejora el tiempo del
algoritmo mas eficiente conocido hasta el momento para resolver dicho problema, este al-
goritmo esta las diferencias estructurales entre el grafo volcan de isogenias y el grafo de
curvas supersingulares.

En resumen quedan ain varios problemas abiertos en torno al problema de autore-
ducibilidad aleatoria para curvas elipticas y en general para algoritmos basados en la

21polinomial en log(q) donde Fq es el cuerpo finito donde ambas curvas estan definidas.
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estructura del grafo de isogenias que tienen directa relacién con criptografia. Ademaés ex-
iste mucha teoria desarrollada en torno a esa drea y es un tema de investigacién actual, lo
cual lo hace un area interesante para investigacion.



Apéndice A
Tipos de Extensiones y Teoria de Galois.

Cuando estudiamos curvas sobre cuerpos finitos F, con g = PP (p primo), aparecen nat-
uralmente las extensiones finitas de cuerpos infinitos de caracteristica p (que corresponden
a los cuerpos de funciones de dichas curvas) y por lo tanto es necesario comprender mejor
dichas extensiones. Lo que se expone en esta seccién suele verse en un curso inicial de
Algebra de licenciatura y puede encontrarse en casi cualquier libro introductorio de Teoria
de Cuerpos, pero damos como referencia [29], Capitulo 4, de donde baso este resumen.

Todas las extensiones de cuerpos que aparecen en esta seccién se asumiran finitas,
salvo que se diga lo contrario.

Se observa que cuando la caracteristica es cero, toda extension finita es separable, lo
cual es consecuencia de que si f es irreducible entonces es coprimo con f’ (en caracteristica
p falla pues f’ podria ser nula), asi que de aqui en mas nuestros cuerpos tienen caracteristi-
ca positiva p.

Al comienzo del Capitulo 1 se recuerdan las definiciones de extensiones finitas separa-
bles y extensiones normales, cuando una extensién no es separable se dice que es insepa-
rable. Hay un caso extremo de extensién inseparable, que son las extensiones puramente
inseparables.

1. Extensiones puramente inseparables.

Definicién A.1l. Una extensién K C L se dice puramente inseparable si para todo
s € L su polinomio irreducible sobre K tiene exactamente una raiz en K (K es una clausura
algebraica de K que contiene a L).

Observacién A.2. Si K C F C L, como para todo s € L se tiene que Irrg(s)|[Irrk(s)
se tiene que si K C L es puramente inseparable entonces K C F y IF C L también lo serén.

El grado una extensién puramente inseparable debe ser necesariamente una potencia
de la caracteristica p sobre el cuerpo base, esto es consecuencia del siguiente resultado
sobre polinomios irreducibles.

Proposicién A.3. Todo polinomio irreducible f € K[z se escribe como f = q(zP")
con k € N y q € K[z] un polinomio irreducible separable.

Demostracién: Tomar k méximo con esa propiedad, si ¢ = 0 entonces ¢(z) = T(a:k)
con r € K[z] contradiciendo la maximalidad de k, asi que ¢’ no es el polinomio nulo asi
que es coprimo con ¢ lo cual implica la separabilidad de q.
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O

Corolario A.4. Si K C L es puramente inseparable y s € L entonces Irrg(s) =

k k . .,
aP” — sg con sop = sP € K (es decir, el grado de todo elemento en una exrtension pura-
mente inseparable es potencia de la caracteristica p).

Demostracién: Si escribimos Irrg(s) = g(z?"), como la extensién es puramente insep-
arable entonces gr(q) =1 y por lo tanto ¢ = z — sy con sy € K.

Corolario A.5. Si K C L es puramente inseparable entonces [L : K] = q con ¢ = p*

para algin entero k.

Demostracion: Sea K C K; C Ko C ... C Ky = L con K; C K;41 mondgena y pu-
ramente inseparable (pues K C L lo es) y por lo tanto [K;y; : K;] = p¥i por corolario
anterior, asi que [L : K] = II[K;; : K;] también serd potencia de p.

Las siguientes propiedades sobre extensiones puramente inseparables nos sera de util-
idad cuando estudiemos el Frobenius. Un caso especial de extensiones puramente insepa-
rables viene dado por las extensiones LY C L donde LY = {s9: s € L}.

Proposicion A.6. La extension de cuerpos LY C L es puramente inseparable. En el
caso de ser mondgena, su grado es un divisor de q.

Demostracion: Si s € L entonces es raiz del polinomio f(x) = 2 — s? € LI[x], luego
Irryjra(s)|f(x) = (z —s)? y por lo tanto el polinomio irreducible de s sobre L7 posee una
Unica raiz en la clausura algebraica. Por lo visto anteriormente, el grado de todo elemento
no puede superar a g y por el Corolario 2.5 debe dividir a gq.

0

Observar que en general la extension LY C IL no serd mondgena y por lo tanto no puede
concluirse a priori nada sobre el grado de dicha extensién. La siguiente proposicién prueba
que toda extensién (finita) puramente inseparable es una subextensién de una extensién
ese tipo.

Proposicion A.7. Si K C L es una extension separable de grado q entonces L1 C K.

Demostracion: Si s € L, por lo anteriormente visto su polinomio irreducible es de la
forma xp% — 50 con 59 € Ky p' = grr(s)|g, y por lo tanto s?* = sy € K lo cual implica
s1 = sg/ P eK.

0

2. Extensiones separables y clausura separable.

Recordemos que una extensién K C L es separable si todo s € L es separable sobre
K (lo cual quiere decir que su polinomio irreducible sobre K no tiene raices multiples en
K). Las extensiones separables se comportan bien con respecto a las subextensiones en el
sentido de que si tenemos una cadena de extensiones K C F C LL se cumple que K C LL es
separable si y solo si K C F y F C LL lo son. Puede probarse ademéas que una extensién
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es separable si y solo si estd generada por elementos separables (ambos resultados estéan
probados en [29],Cép.4). A partir de lo anterior se define clausura separable.

Definicién A.8. Sea K C L una extensién de cuerpos (algebraica y finita), definimos
Ls =K({z € L: z es separable sobre K}) como la clausura separable de K en L (a veces
denotada también como K*? en lugar de Ly).

Observacion A.9. La extension K C K*P resulta separable y maximal entre las ex-
tensiones separables de K contenidas en L.

Usando la propiedad de maximalidad de la clausura separable puede probarse que
K% C L resulta puramente inseparable de donde toda extension finita K C L puede
descomponerse de la forma:

Esta descomposicién jugard un papel fundamental cuando estudiemos isogenias entre
curvas elipticas a traves de extensiones entre los cuerpos de funciones que estas inducen.

3. Equivalencias con el Teorema de correspondencia de Galois.

Una de las principales herramentas para estudiar extensiones separables es la Teoria
de Galois. Al principio del primer capitulo se recuerda el Teorema de correspondencia de
Galois para el caso finito y el caso infinito, que bajo la hipétesis de que la extension K C L
sea Galois (es decir, algebraica, separable y normal) establece una biyeccién que invierte
inclusion y preserva grados entre los cuerpos intermedios y ciertos subgrupos del grupo de
Galois de la extensién.

Serd util recordar las distintas versiones equivalentes de la correspondencia, que gen-
eralmente se conoce como el Teorema principal de la Teoria de Galois.

Teorema A.10. (Teorema principal de T.de Galois finita). Sea K C L extensién de
cuerpos. Las siguientes afirmaciones son equivalentes.

1. La extensién K C L es finita (y por lo tanto algebraica), separable y normal.

2. La extension K C L es finita y se cumple el Teorema de correspondencia entre los

cuerpos intermedios y subgrupos de Aut(L/K).

K = L% para algiin subgrupo finito G' de Aut(L).

La extension K C L es finita y #Aut(L/K) = [L : K].

5. L es el cuerpo de descomposicién de un polinomio ménico separable f con coefi-
cientes en K.

Ll



128

A. TIPOS DE EXTENSIONES Y TEORIA DE GALOIS.

Para el caso infinito (sobretodo nos interesa el grupo de Galois absoluto) tenemos la
siguiente versién.

Teorema A.11. (Teorema principal de T.de Galois infinita). Sea K C L extensién
de cuerpos. Las siguientes afirmaciones son equivalentes.

1.
2.

W

La extension K C L es algebraica, separable y normal.

La extension K C L es algebraica y se cumple el Teorema de correspondencia entre
los cuerpos intermedios y subgrupos cerrados de Aut(LL/K).

K = L% para algiin subgrupo compacto G de Aut(L).

LL es la unién de todos sus subcuerpos [E que son Galois finitos sobre K.

L es el cuerpo de descomposicién de una familia de polinomios moénicos separables
con coeficientes en K.

Se recuerda que la topologia en Aut(LL) es la inducida por la topologia producto en
I, .z K, cada factor con la topologia discreta.



Apéndice B
Enteros /—adicos.

Recordar que los enteros ¢-adicos estan definido como el limite inverso de los Z/(Z:

.7
Ze=lmyg
Por lo tanto un elemento A € Z; puede verse como una sucesién A = (Ay, Ag,...) donde

Xi € ZJOZ y N\it1 = A (méd £7). Con la suma y producto miembro a miembro Z, tiene
estructura de anillo con neutro multiplicativo 1 = (1,1,1,...).

Los enteros pueden verse dentro de Zy en forma fiel bajo la correspondencia:
7 — 7y dada por n—n-1=(n,n,n,...)

Esta correspondencia preserva la estructura de anillo.

La valuaciéon £—adica de los enteros puede extenderse a los enteros /—adicos de la
forma obvia:

ve(N) =k—-1 donde k es el indice de la menor coordenada no nula de A

Para A = 0 definimos v4(\) = 400 como en los enteros. Es claro que para valores enteros
coincide con la valuacién /—adica usual.

Observacion B.1. Todo entero {—adico A # 0 se escribe de forma tnica como
A=10"X con vp(N) =0, n=wvp(N).

Demostracion: Sea vy(A) = n asi que A, = 0 (mdd £") luego para todo i > 1 ten-
emos que A\yp; = Ay, = 0 (m6d £7) asi que A\yp; = AA™ (méd £77) (observemos que M|
estd determinado unfvocamente médulo £). Veamos que ese N = (A}, \,,...) funciona,
en efecto, para 1 < i < n se cumple que "X, = 0 (méd ') y como A\; = 0 (méd )
para 1 < i < n = vy(\) se cumple que \; = ("A,. Para ¢ > n tenemos que "\, = A\,
(méd 7)) = ("N = Nppy (méd £9) y Ay = A (méd £7) asi que £\, = X\; (méd £7).
Juntando ambas cosas tenemos que A = ")\ ademds como N[ ¢" = \,1 Z 0 (méd £*F1)
se tiene que \| Z 0 (méd ¢) y por lo tanto vy(\') = 0.

U
Proposiciéon B.2. Si A\, u € Zy entonces vg(An) = ve(N)ve(p).

Demostracion: Para el caso en que ambos tengan valuacién £—&adica nula es directo,
pues A1 Z 0 (méd £) y p1 # 0 (méd £) implica A\jpug # 0 (mdd £) pues £ es primo, asi
que Ay también tendrd valuacién ¢—Aadica nula. Supongamos que vy(\) = n y ve(pu) = m
entonces por la observacin previa podemos escribir A = ("X y u = £y’ con vp(N) =
ve(p') = 0. Luego Ap = "N 1! con vy(N ') = 0 (pues vy(N) = (') = 0), claramente
esto implica vy(Ap) > n + m, veamos que da igual, en efecto, A\ptm+1 = Ay =0 (mdd £7)
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Y Mtmt1 = App1 Z 0 (méd €71 entonces Apimi1 = al® (méd 77 con a #
de forma similar pi,1mi1 = 60™ (méd AT asi que A\pimaifinimer = abl®tm
(méd £7*+™m+1) puesto que £ fab como queriamos probar.

0y
Z0
0

Teorema B.3. Z, es un Z—mddulo libre de rango infinito.

Demostracién: Sea X\ € Zy y n € Z* ninguno de ellos nulos entonces vy(\) < ooy
ve(n) < oo por lo tanto vg(nA) = vg(n) + v(A\) < co y por lo tanto nA # 0.

Si fuese de rango finito n entonces Zy = Z"™ como Z—mddulo, en particular la existencia
de esa biyeccién implica

No = #LZ =H#L" = #Li = #R =,

lo cual es absurdo (para la penultima igualdad se usa que las sucesiones infinitas formadas
por 1,...,¢ estan en biyeccién con los reales).

0

Teorema B.4. Los elementos invertibles de Zy son los de valuacion (— ddica nula (en
particular un entero es invertible si y solo si no es miltiplo de €).

Demostracion: Como vy(1) = 0y vp(x) € NU {0} Vo € Zy, para que Ay = 1 es
necesario que ambos vy(A) = vy(u) = 0 (pues vg(A\) +v¢(u) = v¢(1) = 0). Reciprocamente,
si A tiene valuacién £—adica nula entonces A\ no es multplo de £ asi que para todon > 1
tampoco A, puede ser miltiplo de £ pues A\, = A1 (méd ¢). Para cada n > 1 sea pu, €
ZJ0"Z tal que ppl, = 1 (méd €7), como ppAy, = 1 = pinp1Ansl = tnt1An (méd £7)
entonces fi,+1 = i, (mdd £") asi que p € Zy y claramente Ay = 1.

0



Apéndice C
Producto tensorial.

Sean R y S dos A-modulos, los elementos de R ® 4 .S son sumas finitas de la forma
>, ri®s;dondelos r; € R, s; € S. Laigualdad r®s = ' ®s’ no implica que r =7"y s = ¢/,
estd construido para que se cumpla (r1+72)®s = r1®s+ro®s, r@(s1+52) = rs1+resyy
ar®s = r®as. Esta ultima propiedad permite definir en R® .S una estructura de A—modu-
lo, por supuesto la accién viene dada por a - (r ® s) = (ar) ® s = r ® (as). El producto
tensorial estd caracterizado por la siguiente propiedad:

Propiedad universal del producto tensorial. Toda forma bilineal f: R xS — L
(donde L € A—méd) balanceada (o sea que f(r,as) = f(ra,s) Va € A) se extiende a un
morfismo de A—mddulos:

f:R®S—>L / f(Zm@sz-) =D flrisi)

En el caso que S sea ademds un anillo (es decir, que S sea una A—algebra), el A—modu-
lo R® S gana estructura de S—mddulo definiendo la accién por §'-Y . ri®@s; = >, r;®@s;s’.
Esta accion estd bien definida, para verlo basta considerar la funcién f: Rx S - R® S,
(r,s) = r ® ss’ la cual es facil chequear que es bilineal equilibrada y por lo tanto define

-~

una funcién en R® S dada por f(>°, 7 ® s;) =Y, 1 @ s;5'.

Como veremos a continuacién, bajo ciertas condiciones, R puede identificarse como un
A-submédulo de R ® S bajo la correspondencia r — r ® 1.

Proposiciéon C.1 (Inmersién en el producto tensorial). Sean R y S A—mddulos con
R finitamente generado y libre de torsion sobre A (i.e. a # 0 y ax = 0 entonces x = 0
para x € R), con A dip entonces R — R® S dada por r — r®1 es un morfismo inyectivo
de A—mddulos.

Demostracion: Por teorema de estructura de moédulos sobre dips, si R es un A—mddulo
finitamente generado y libre de torsién entonces R = A™ como A—mddulo. Es decir, exis-
ten r1,7r9,...,7, € R tales que R = Ar1 ® Aro® ... P Ar, y consideremos 7; la proyeccién
i—ésima (es decir m; : R — A es tal que m;(3_; a;r;) = a; parai=1,2,...,n).

Claramente 7 — r ® 1 define un morfismo de A—mddulos, para probar que es inyectiva
alcanza ver que tiene kernel trivial. Sea x € R tal que x ® 1 = 0, queremos probar que
x = 0 o equivalentemente que 7;(z) =0 para i =1,2,...,n.

Sea i fijo, 1 < ¢ < n y consideremos el mapa R x S — S dado por (r,s) — m;(r)s
que es claramente bilineal y balanceada y por tanto define un morfismo de A—mddulos
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fi: R®S — S definido por f;(r®s) = m;(r)s. Pero entonces m;(z) = fi(x®1) = f;(0) =0
para todo i =1,2...,n y por lo tanto x = 0.

O

Hay un caso particular de producto tensorial donde las cosas se vuelven mas faciles
que es cuando A es un dip y S su cuerpo de fracciones (por ejemplo A=7Zy S =Q):

Proposicion C.2. Si R es un A—mddulo con A dominio de integridad y S el cuerpo
de fracciones de A entonces todo elemento de R® S es de la formar®s conr € Rys € S.

Demostracion: Sea x = Y ' r; ® s; y consideremos a € A,a # 0 tal que b; = as; € A
para todo i =1,2,...,n (por ejemplo tomando a el producto de los denominadores de los
s;), se tiene que:

S £ (o) el) - (Fu) o

) ) 7
Tomando r =Y " b;r; y ¢ = 1/a se cumple que z = r ®g.
O

Los siguientes resultados son sobre la conservacion de generadores y conjuntos Li.
cuando se toma tensores.

Proposicién C.3 (Conservacién de generadores.). Sea S una A—dlgebra y M es
un A—mddulo, supongamos que {mi,ma,...,my} C M sea un generador de M (como
Z—mddulo) entonces {m1 @1,ma®1,... m,®1} C M ®S serd un generador de M ® S
como S—mddulo.

Demostracion: Sea x = Z';le ri®s;, EMRSconx; €« Mys; € Sparai=1,2,...,t.
Como z; € M entonces x; = Z?:l a;;m; con a;; € A, y por lo tanto:

n

t t n t
T = Z:EZ ® s; = Zzaijm]‘ @ s; = Z(Z aijs;)(m; @ 1)
=1

i=1 j=1 j=1 i=1

como queriamos probar.

Proposiciéon C.4 (Conservacién de independencia.). Sea S una A—dlgebra y M un
A—mddulo y my,ma, ..., my un conjunto l.i sobre A (es decir que si Zzzl a;m; =0 con
a; € A, Vi entonces a; = 0 Vi) entonces mi®@1,mo®1,... m®1 € M®S es un conjunto
l.i sobre S.

Demostracion: Consideremos M’ = miA + mgoA + ... + m;A por la independencia
{m1,mg,...,my} es una A—base de M’ y por lo tanto tenemos definidas las proyecciones
m : M — A para 1 < i <t dadas por m(zj ajm;) = a; donde los a; € A.

Supongamos que Z§:1 Ai(m;®1) = 2;:1(m¢®)\,~) =0con A1, A, ..., A\ € S queremos
probar que \; = 0 para todo j. Para cada ¢ las funciones f; : M’ x S — S dada por
@A — m;(x)\ son claramente bilineales balanceadas y por lo tanto definen en el producto
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tensorial morfismos de A—médulos f; : M’ ® S — S tales que fi(m ® \) = m;(m)X en
particular tenemos que:

t

t t
0=f Z(m, ®)\Z) = Zf(m] ®)\]) = Zm(mj))\j =)\ parai=1,2,...,t
j=1

J=1 Jj=1
como queriamos probar.

O

Corolario C.5. En particular esto prueba que rangos(M) < rangos(M ® S) (donde
el rango se define como el mdzrimo cardinal de un conjunto l.i. sobre los escalares consid-
erados).

Corolario C.6. Si M = miA @ meA & ... mA entonces M @ S = miS ®&mhS &
... ®mS donde m; =m; ® 1.

Observaciéon C.7. Hay que tener cuidados especiales a veces cuando se identifica M
con el conjunto {m®1:m e M} C M ®S. Por ejemplo consideremos M € Z—Mod, dado
por M = \/2Z.&+/3Z y tomemos S = R tenemos que M @R = (v2®1)R® (v/3®1)R, bajo
la identificacién descrita arriba tenemos que V32 — /23 # 0 (la cual debe entenderse
como V3(v2® 1) — v2(v/3® 1) # 0) dado que v2® 1y v/3® 1 son Li sobre R. Por eso
algunas veces cuando pueda causar confunsion, no usaremos dicha identificacién.

Para terminar, veremos que en ciertos casos alcanza la invertibilidad de los enteros no
nulos para conseguir el cuerpo de fracciones.

Proposicion C.8. Sea R un dominio conmutativo, con una involucion o — Q que
verifica ad € ZT Yo € R, # 0 entonces R® Q = Ry, el cuerpo de fracciones de R (el
producto en R® Q queda definido por (11 @ q1)(r2 ® q2) = 1172 ® q192.

Demostracion: Observemos que en Ry ® Q se cumple que:

T T1 _ Tor .
—Rl=—Q —==rm® —
T2 T2 2T r2T2

para todo r1,79 € R con ro # 0. En funcién de lo anterior parece natural definir el mapa
i de la siguiente manera:

T . 1
¢:Rf +R®Q / —ll—>7‘17’2®—A
T2 raT3
Veamos que esta bien definida, si r1,79,7 € R con r9 # 0,7 # 0 entonces:

TTl —~ 1 ~ o~ 1 —~ 1 Tl
pl— ) =rrmrr e —— =TT ® ———= =T — =p | —
rro TTrorTe rororT roT9

Veamos que respeta la suma:

1 S1 7182 + 1981 . 1 PN 1 PN 1
ol —+—)=p| ——— | = (rsa+s1712)M2520——— = 117252520 ———+51 521272 @ ———
T9 59 T959 95979259 97259259 T9Tr9S89S
1
= (’p —_
T2

51
(%)
52



134 C. PRODUCTO TENSORIAL.

Con respecto al producto se tiene:

rr S ~ ~ 1 ~ 1 ~ 1 71 S1
pl—— | =7r18112852 80 ————— = | MM ® — |- [ 192 — | =p| — || —
2 82 2527252 rar2 5252 (] 52

Por lo tanto ¢ resulta un morfismo de anillos entre Ry y R ® Q, para probar que es
un isomorfismo basta construir su funcién inversa, consideremos la siguiente funcién:

YV:RQ—Ry |/ r®qw—qr

Esté bien definida dado que el mapa (7, q) — gr es claramente bilineal y equilibrada, falta
chequear que es la inversa de ¢. Sea x € R® Q pongamos x = ) . 1; ® ¢; donde ¢; = m;/n;
con m;,n; € Z, n; # 0, se tiene que:

Ty ~ 1
povte) = (e ) = Lo () = Srmie

i

:ZT‘Z'®ZL'Z:‘Z':ZT‘Z'®%:ZM®%:$
. 1Y
(]

. 1 .
K3 K3

donde se usé que N =n si n € Z (pues a — @ es una involucién).

Reciprocamente, si y € Ry entonces y = r1/ry con ri,r9 € Ry ro # 0, se tiene:
- 1 1

T/)O(,D(y):ﬂ) Mm@ — | =rirg-—= =1y

2T

rar

por lo tanto ¢ : Ry — R ® Q establece un isomorfismo de cuerpos.



Apéndice D
Modulos cuadraticos.

Definicién D.1. Sea A un subanillo de R y M un A—mddulo, una forma cuadrética
en M es una funcién g : M — A que verifica las siguientes dos propiedades:

i) g(x) = q(—=x) para todo x € M.
ii) La funcién (z,y) = q(x + y) — q(z) — ¢(y) es una forma bilineal.

Si ademés verifica la condicién de positividad:
iii) g(x) > 0 con igualdad si y solo si x = 0.

Entonces decimos que la forma cuadratica ¢ es definida positiva.

Es para nosotros de particular interés el caso en que M sea un grupo (i.e. un Z—modu-
lo).

Definicién D.2. Un A-médulo cuadrético es una pareja (M,q) donde M es un
A—mobdulo y ¢ una forma cuadratica en M (para el caso A = Z lo llamaremos grupo
cuadratico).

Comenzemos viendo que propiedades de las formas cuadraticas se siguen conservando
para formas cuadréticas sobre moédulos.

Proposicién D.3. Siq es una forma cuadrdtica en M entonces q(0) = 0.

Demostracion: Por ii) tenemos que 0 = (0,0) = ¢(0) — 2¢(0) = —q(0) = ¢(0) = 0.
]

Proposicién D.4. Si q es una forma cuadrdtica en M entonces q(\x) = \q(x) para
todo A€ A,x € M.

Demostracion: Observemos primero que se cumple para a = 2, en efecto, por un lado
(z, —x) = q(0)—q(z)—q(—2z) = —2¢(z) y por otro lado (z, —z) = —(z,z) = —q(2z)+2q(z)
asi que igualando tenemos que —2¢(z) = —q(2z) + 2¢(x) = q(2z) = 4q(z).

Observemos ahora que (z,z) = ¢(2z) — 2q(x) = 2q(z) asi que 2q(A\z) = (\z, \x) =
A2z, z) = A% - 2q(x), cancelando los 2 de ambos lados tenemos lo que querfamos.

O

Teorema D.5. [Desigualdad de Cauchy-Schwarz] Si q es una forma cuadrdtica en M
definida positiva entonces para todo o, 5 € M se tiene que:

(e, B)] < 2/ q(a)V/q(B)

135
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ddndose la igualdad si y solo si a y [ son colineales (i.e. a,b € A no ambos nulos tales
que aac+ b3 =0).

Demostracion: Es simplemente adaptar la prueba cldsica de Cauchy-Schwarz, observe-
mos que Z C A por ser A un anillo contenido en R. Observemos que si a = 0 se da el
igual, asi que podemos suponer que a, 5 € M con o # 0. Sear =n/m € Qconn € Z y
m € ZT, por la positividad:

0 < g(na +mp) = (na,mp) + q(na) + ¢(mp) = nm(a, B) + n’q(a) + m*q(B)

2

dividiendo de ambos lados de la desigualdad por m* nos queda que:

0 < r{a, ) +r’q(a) + q(B)

por lo tanto el polinomio (con coeficientes reales) f(z) = g(a)x?+{a, B)z+q(B) que cumple
f(z) > 0Vz € Q cumplird también f(x) > 0 Vz € R (por continuidad) asi que su discrim-

inante A = {(a, 8)? — 4q(a)q(B) < 0 = (a,B)? < 4q(a)q(B) = [{a, B)] < 2+/q(a)\/q(B)

que es la primer parte del teorema.

Para terminar observemos que la igualdad se da siy solosi A =0< 3z € R/f(z) =0
observemos que los coeficientes de f estdn en A asi que si tiene raiz doble x esta debe estar
en el cuerpo de fracciones de A (de hecho z = —%) asi que lo anterior es equivalente

a que existan n,m € A tales que f(n/m) = 0 < glan+ pm) =0 < an+ pm =0
culminando la prueba.

O

Observemos que para el caso ¢ definida positiva, podemos definir como es usual
l|z|| = \/{z,2) = \/2¢(x) y con esta notacién la desigualdad de Cauchy-Schwarz quedarfa
[{a, B)] < [|a]| - ||B]|, similar a la versién cldsica para espacios vectoriales (o sea cuando el
anillo A es un cuerpo).

A continuacién veremos un teorema de extensién de formas cuadraticas al ampliar los
escalares.

Al igual que antes tenemos un A—mdédulo cuadrético (M, q) donde A es un subanillo
de R, supongamos ademds que M es libre de torsién sobre A (es decir, si am = 0 con
a # 0 entonces m = 0) entonces tenemos la inclusion M — M ®4 R dada por supuesto
por m — m ® 1. Queremos extender el A-médulo cuadratico (M,q) a un R—mddulo
cuadratico (M ®4 R, q) de forma que g(x) = ¢(z) para todo x € M, veremos ademas que
si ¢ es definida positiva entonces también lo serd ¢.

Teorema D.6 (Extensién de mddulos cuadraticos). Sea A C R un subanillo y M €
A—mad.

i) Si (M,q) es un A—mddulo cuadrdtico entonces eziste un R-mddulo cuadrdtico
(M ®4R,q) tal que qlpr = q.

ii) Siq es definida positiva y M es libre y finitamente generado (como A-mddulo), con
A dip, entonces q es semidefinida positiva. Si la matriz asociada a q en cualquier
A—base de M tiene determinante no nulo entonces q es definida positiva.

Demostracion: i) La clave es extender primero la forma bilineal inducida por ¢ dada
por (z,y) = q(x+y) —q(xz) —q(y). Para cada y fijo consideremos ¢, (z) = (z,y) es A-lineal
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y claramente la funcién M x R — R dada por (z, A) — ¢, (z)\ es A—bilineal y balanceada
por lo tanto define una funcién A-lineal en M ® 4 R dada por:

T,: M®sR - R

T @ N oy(z)A

Consideremos ahoraun w = ) |, m;®@\; € M®4R fijo y consideremos la funcién M xR — R
dada por (y,A) = Ty(w)A = >, @y(ms) A = >, (my, y) i\ es claramente A—lineal con
respecto a la segunda variable pero también con respecto a la primer variable (usar la
linealidad respecto de la segunda variable de la forma bilineal inducida por ¢) y balanceada
(tambien por lo mismo). De esa forma tenemos inducida una funcién A—lineal en M @ 4R
dada por:

So: M®sR—=R

yRA = Ty(w)A = Z(mi,yw\i)\

Finalmente definimos la forma bilineal en M & R:
(w,w)2 = Su(W')

Es decir, si w =37, m; ® A\; y w' = >, m; ® X entonces:
(w,w)a =Y (my, mi) AN
tog

que es claramente una extension a M ® R de la forma bilineal asociada a ¢. Definimos
la funcién ¢ : M ® R — R como q(w) = %(w,wh, con un chequeo directo se vé que
w4+ w) —qw) — ) = (w,w)2. Ademds si w =), m; ® \; se cumple que:

~ 1 1 ~
¢(~w) =3 DO emi —my) Ak = 3 DD (mma —mp Ak = Gw)
i g i g
lo cual prueba que ¢ es efectivamente una forma cuadrética, que extiende a g es inmediato.

ii) Por el teorema de estructura para médulos f.g. sobre dips, como M es libre de torsién
resulta que M = A" como A—mdédulo para algtin n € Z*1. Sea {m1,mo, ..., m,} una base
de M como A—mddulo, tenemos que M = miAP®msA P ... ®m,A por la propiedad de
extensién de bases del producto tensorial tenemos también que R = miR & moR H ... B
m,R = R™ y g resulta ser un polinomio homogeneo de grado 2 en las coordenadas en la
base {m1, ma,...,my,}.

Sean ¢y, ca, ..., ¢, elementos en el cuerpo de fracciones de A, supongamos que ¢; = a;/b;
con a; € A, b; € A* y definimos A = b1by ... b, € A*. Tenemos que:

)\2§(c1m1 + coma + ...+ cymy) = g(Aeymy + Aeama + ...+ Aepymy,) >0

pues ¢ es definida positiva y al ser A # 0 resulta que g(x) > 0 para todo z € m1 Ay +
moAs+...+m,As donde A; denota el cuerpo de fracciones de A. Al ser A un subanillo
de R, tenemos que Q C Ay y por lo tanto:

q(x) >0 para todo z € M’ = m;Q + msQ + ... +m,Q

Como M’ es denso en M ® R y q continua en M ® R = R" se deduce que ¢ debe ser
semidefinida positiva. Para probar la segunda parte basta considerar {mi, mo,...,m,} la
base para la cual la matriz () asociada a ¢ en esa base es no singular, por la parte anterior q
es semidefinida y la matriz () continua siendo una matriz asociada a g (pues los m; forman
una R—base de M ® R) por lo tanto sus valores propios son no negativos y ninguno puede
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ser nulo (pues det(Q) # 0) asi que todos sus valores propios son positivos y ¢ resulta ser
definida positiva.

O

Para terminar una dltima observacion sobre formas cuadraticas definidas sobre R.

Proposicion D.7. Si M es un R—espacio vectorial de dimension finita (por ejem-
plo cuando M=M @A R con M un A—mddulo finitamente generado) y q una forma
cuadrdtica en M entonces q es un polinomio homogeneo de sequndo grado (en particular
continua, considerando M con la topologia producto de R).

Demostracion: Consideremos {e1,ea, ..., e,} una R—base de M yseax =) . xie;. Si
(,) denota la forma bilineal inducida por ¢ entonces:

q(z) = %(x, => > %(61'7 €j)TiT;

i=1 j=1

que es un polinomio homogeneo de segundo grado en las variables (z1,z2,...,zy).
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