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Abstract

In this thesis we compute the Hochschild cohomology H*(A) of a certain type of algebras called
toupie algebras, and we describe the Gerstenhaber structure of @{°, H'(A).

A quiver Q is called toupie if it has a unique source and a unique sink, and for any other vertex
there is exactly one arrow starting at it and exactly one arrow ending at it. The algebra A is toupie
if A = kQ/Z with Q a toupie quiver and 7 any admissible ideal.

We first construct a minimal projective resolution of A as A®-module adapting to this case
Bardzell’s resolution for monomial algebras. Using this resolution, we compute a k-basis for every
cohomology space H(A). The structure of H'(A) as a Lie algebra is described in detail as well as
the module structure of H'(A) over H'(A).






Capitulo 1

Introduccion

Esta tesis se enmarca en el estudio de la teorfa de Representaciones de Algebras y dentro de
ésta en aspectos (co)homoldgicos de las algebras toupie. Un carcaj toupie es aquel que tiene un
Unico pozo, una tnica fuente y para todo punto que no es pozo ni fuente una sola flecha sale de él
y una sola flecha llega a él. Un dlgebra toupie es el cociente de un algebra de caminos kQ, con Q
un carcaj toupie, por un ideal admisible.

La importancia de las 4lgebras toupie radica en el hecho de que el carcaj asociado a cualquier
algebra triangular se escribe como unién de carcajes toupie. Si bien algunas algebras de esta fami-
lia habian sido tratadas anteriormente, el primer trabajo dedicado completamente a esta familia es
[6]. En él los autores determinan cudles de ellas son hereditarias, inclinadas, casi inclinadas, shod,
débilmente shod o laura. Posteriormente en [14] se calcularon las dimensiones de los espacios de
cohomologia de Hochschild de estas dlgebras. En el marco de la tesis de maestria [?], clasifiqué a
las dlgebras toupie segtin su tipo de representacion.

El objetivo principal de esta tesis es describir completamente la cohomologia de Hochschild
de un algebra toupie a partir de una resolucién proyectiva minimal de A como A°-mdédulo, para
de este modo calcular bases explicitas de cada uno de los k-espacios de cohomologia H'(A) y asi
poder describir luego la estructura de dlgebra de Lie de H'(A) y la de cada H'(A) como represen-
tacion de Lie de H'(A).

El Capitulo 2 comienza describiendo el objeto de estudio, las dlgebras toupie. Luego, con la
ayuda del Lema del Diamante de Bergman, construimos un conjunto minimal de generadores del
ideal asociado al dlgebra que seréd el punto de partida de los célculos en los capitulos posteriores.
Maés adelante repasamos las nociones bésicas de (co)homologia de Hochschild y definimos en la
Seccién 2.3.5 la resolucién Bar E-reducida, una variacién de la resolucién Bar que nos resultard
mads conveniente. Por tiltimo, repasamos los conceptos basicos sobre deformaciones de algebras y
sobre algebras de Lie.

En el Capitulo 3 adaptamos a nuestro caso la resolucién minimal para dlgebras monomiales
descripta por Bardzell y Skolberg en [3] y [24], respectivamente. Para esto usamos la nocién de
n-ambigiiedad y probamos sus principales propiedades. Utilizamos ideas relacionadas a [9].

En el Capitulo 4 realizamos el calculo de la cohomologia de Hochschild de las 4lgebras toupie.
Uno de los nudos centrales a resolver es el cilculo de H'(A) y H2(A) ya que difieren del caso
monomial. En cada uno proponemos un algoritmo de construccién de bases. Estos resultados se
demuestran en 4.2.4 y 4.3.3. En el caso de H*(A) los resultado obtenidos corresponden al Teorema
4.3.4.



El Capitulo 5 contiene una definicién recursiva de los morfismos de comparacién entre la re-
solucién minimal hallada en el Capitulo 3 y la resolucién Bar E-reducida definida en el Capitulo
2. Dichos morfismos son ttiles para calcular el producto cup y fundamentales en la descripcién
del corchete de Gerstenhaber. Damos férmulas explicitas para los morfismos en grados bajos y
probamos algunos resultados generales que nos ayudaran a describir mas adelante H'(A) como
representacion de H'(A). El célculo de los morfismos de comparacion entre la resoluciéon Bar y la
resoluciéon minimal de Bardzell para algebras de carcaj truncadas se encuentra en [1].

El Capitulo 6 se centra en la descripcion de la estructura de Gerstenhaber de la cohomologia de
Hochschild de las dlgebras toupie complejas. La estructura explicita de Gerstenhaber es conocida
hasta el momento solo para pocas familias de dlgebras. En [26] Strametz estudi6 la estructura
de 4lgebra de Lie del primer grupo de cohomologia de Hochschild para adlgebras monomiales
de dimensién finita. Luego, Sdnchez estudi6 en [21] y [22] la estructura de representaciones de
Lie de los grupos de cohomologia de Hochschild para algebras monomiales de radical cuadrado
cero cuyas dimensiones fueron calculadas en [12], ver también [23]. Por otro lado, Bustamante
en [5] estudio la estructura de Gerstenhaber de las algebras string probando que el producto cup
es trivial para las triangulares string cuadréticas y que el corchete de Gerstenhaber se anula en
las dlgebras triangulares gentiles si partimos de elementos en H™(A) y H"(A) con m, n mayores
que 1. Més recientemente, se estudio la estructura de Gerstenhaber [/] de las dlgebras triangulares
cuadraticas monomiales. En este Capitulo demostramos en primer lugar para las dlgebras toupie
resultados similares a los expuestos por Bustamante en [5]. Para hacer esto usamos fuertemente
cudl es la forma de un carcaj toupie. Luego damos una descomposicién de H'(A) como &lgebra
de Lie en el Teorema 6.4.5, estableciendo condiciones para que ésta sea abeliana o semisimple (ver
Teorema 6.4.1 y Corolario 6.4.8). En las secciones siguientes describimos la accién de H'(A) sobre
H'(A), tratando en primer lugar los casos i = 2 e i = 3 para los cuales tenemos las férmulas
explicitas de los morfismos de comparacién. Luego generalizamos para cualquier i mayor que 2.

En el Capitulo 7, utilizando el célculo del segundo espacio de cohomologia de Hochschild
estudiado en el Capitulo 4, daremos familias uniparamétricas de deformaciones de las algebras
toupie. En particular probaremos que dado un elemento { € H?(A), si denotamos fy, el cociclo
correpondiente en Homy (A ® A, A), este serd siempre integrable, pudiendo incluso tomar f; = 0
para todo i mayor que uno. Probamos que la familia de las dlgebras toupie es cerrada bajo dichas
deformaciones.

A lo largo de esta tesis k denota un cuerpo y cuando hablamos de dlgebra nos referimos a una
k-algebra asociativa con unidad.



Capitulo 2

Preliminares

2.1. Algebras toupie

Esta familia de algebras cuya definicién recordaremos en esta seccion, aparecié por primera
vez en el articulo "Toupie algebras, some examples of Laura algebras"de Diane Castonguay, Julie
Dionne, Francois Huard y Marcelo Lanzilotta [6]. Las dlgebras toupie se pueden ver como una
generalizacion de las dlgebras canénicas definidas por Claus Ringel en [20]. Un carcaj Q se llama
triangular si no contiene ciclos orientados.

El interés en las algebras toupie proviene del hecho de que cualquier carcaj triangular puede
pensarse como unién de subcarcajes toupie. En trabajos posteriores a [6] se estudi6 la dimensién
de la cohomologia de Hochschild de las algebras toupie [14] y se clasifico esta familia de dlgebras
segln su tipo de representacion [2].

A continuacién daremos algunas definiciones y notaciones relacionadas con las dlgebras tou-

pie.
Definicién 2.1.1. Dado un carcaj conexo Q y dos vértices x e y de Q, se dice que x es un pozo si

no hay flechas que comiencen en él y que y es una fuente si no hay flechas que terminen en éL.

Definicién 2.1.2. Un carcaj Q es toupie si tiene una tnica fuente, un tinico pozo, y para cualquier
otro vértice x de Q, hay exactamente una flecha que comienza en x y exactamente una flecha que
termina en x.

Denotaremos 0 a la tinica fuente y w al tinico pozo.

Definicién 2.1.3. Un algebra A = kQ/Z es toupie si Q es un carcaj toupie.
Denotaremos con D a la dimensién del k-espacio vectorial egAe,, donde, como es habitual, si

x es un vértce de Q, ey es el camino de largo cero correspondiente a ese vértice.

Observacion 2.1.4. Las algebras canénicas son un caso particular de dlgebras toupie.

Los caminos de 0 a w se llaman ramas. A continuacién presentaremos algunas notaciones que
nos serdn utiles mds adelante.

n Z={aV, &, .. al¥}esel conjunto de las flechas de Q que vande 0 a w,



2.2,

Y = {alot, ), ... @V} es el conjunto de las ramas que no son flechas y no participan en
relaciones,

W = {aloetH) () glatlim)) og 6] conjunto de las ramas que contienen relaciones mono-
miales,

T = {alottimtl) «(2) | glatlFmin)} eg el conjunto de las ramas que participan en relaciones
no monomiales.

Lema del Diamante

Sea A = kQ/Z un &lgebra toupie. Nuestro objetivo es fijar una k-base conveniente del alge-
bra A para calcular los invariantes cohomolégicos que buscamos. Para esto utilizaremos el Lema
del Diamante de Bergman [4]. A continuacién daremos algunas definiciones y recordaremos el
teorema principal del articulo de Bergman.

Dado un conjunto X, denotemos (X) al monoide con unidad 1 generado por las palabras en X;
sea k(X) la k-4lgebra asociativa libre con k-base X.

Definicién 2.2.1. » Un sistema de reduccion S de X es un conjunto de pares T = (Wy, f;) con

Wr € (X) y fr € k(X).

Para cada T € Sy para cada par de elementos A, B € (X), sea rap : k(X) — k(X) el anico
morfismo que verifica Tag(AW,B) = Af.B, y fija el resto de las palabras. Los morfismos de
esta forma reciben el nombre de reducciones.

Sea a € k(X). Decimos que a es irreducible si rag(a) = a para todo A, B € (X); y para todo
TeS.

Sea a € k(X). Una sucesion finita de reducciones 1y, ..., T se dice finalen asitpo---ory(a)
es irreducible. El elemento 1, o - - - o 71 (a) se llama imagen de a por una sucesion final.

Un elemento a € k(X) se dice de reduccion finita si para cada sucesion infinita de reducciones
{ri}ien, existe ng € N tal que para todo n > ny, r, actda trivialmenteen rp,_j o --- ory(a).

Un elemento a € k(X) se dice de reduccién iinica si es de reduccidn finita y existe b € k(X)
irreducible tal que 1 o - - - ory(a) = b para toda sucesién 1y, ..., Ty final en a.

Al tratar de reducir una palabra aparecen dos tipos de indeterminaciones: las de tipo solapa-
miento y las de tipo inclusién. En el caso de las dlgebras toupie solo pueden aparecer indetermina-
ciones de tipo solapamiento pero definiremos ambos tipos por completitud.

Definicién 2.2.2. » Una 5-upla (1,m,A,B,C) con T, € Sy A, B, C una terna de elementos en

(X) —{1} tal que W, = AB, y W,; = BC, se llama una indeterminacion de tipo solapamiento,
o simplemente un solapamiento. Un solapamiento (t,m, A, B, C) se dice resoluble si existen
reducciones ry v’ tales que r(f:C) = r/(Afy).
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» Una 5-upla (1,1, A, B, C) con 1,1 elementos distintos de S y A, B, C una terna de elementos
en (X) tal que W = B, y W,, = ABC, se llama una indeterminacion de tipo inclusién, o simple-
mente un inclusién. Una inclusion (t,1, A, B, C) se dice resoluble si existen reducciones ry 1’/
tales que r(Af:B) = 1/(fy).

Para poder enunciar el teorema principal de [4] necesitamos definir un orden parcial sobre (X)
que cumpla con algunas propiedades que veremos a continuacion.

Definicién 2.2.3. » Un orden parcial < sobre (X) se llama orden parcial de semigrupo si para todo
par de elementos B, B’ € (X) tal que B < B/, vale que ABC < AB’C para todo A, C € (X).

» Un orden parcial sobre (X) tiene la propiedad de cadena descendente si toda cadena de mono-
mios A; > Ay > ... se estanca.

» Un orden parcial de semigrupo en (X) se dice compatible con S si para todo t € S, f; es
combinacién lineal de monomios Ay, ..., A, € (X) con A; < W, para todo i.

Teorema 2.2.4. [4, Theorem 1.2] Sea X un conjunto, sea S un sistema de reduccién para k(X) y sea < un
orden parcial de semigrupo en (X) compatible con S con la propiedad de cadena descendente. Las siguientes
condiciones son equivalentes.

i) Todas las indeterminaciones de S son resolubles.
ii) Todos los elementos de k(X) son de reduccion iinica.

iii) La clase de los monomios irreducibles es una k-base del dlgebra k(X) /Z donde T es el ideal bildtero
generado por el conjunto (W, —fr : 1t € S}

Observacion 2.2.5. Sea w : X — IN una funcién de conjuntos y sea < un orden total en X. Podemos
definir un orden en (X) de la siguiente manera.

Dados Xi,...,%n,Y1,...,Ym € X, decimos que Xj...xn < Yj...Ym si y solo si ) i w(xi) <
Yhiwy) 6 X wx) = X w(yi) yexiste k € N tal que x; = yiparai=1,...,k—1y
Xk < Yk.

Proposicién 2.2.6. El orden definido en la observacion anterior es un orden de semigrupo y, si X es finito,
tiene la propiedad de cadena descendente.

La demostracién de esta proposicion se encuentra en [8, Proposicion 4.1.5]

2.2.1. Aplicacién

Vamos a mostrar ahora como construir un sistema de reduccion para un dlgebra toupie A =
kQ/Z. Llamamos Qg al conjunto de vértices de Q y Q; al conjunto de flechas. Sea R’ un conjunto
minimal de generadores de Z. Escribiremos R’ = {07,...0q,p1,...pp} donde o71,... 04 son rela-
ciones monomiales y pj, ... pn son relaciones no monomiales. Notemos que puede ser ¢ = 0 o
p = 0. Para la parte monomial incluiremos en S los pares (03,0) con 1 < i < q. Para la parte no
monomial comenzaremos definiendo a continuacién nuevos generadores py, ... p,. Sabemos que
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existen escalares aj; tales que
at+l+m+n

pi = Z aij(x(j)/

a+14+m+1

donde o) son las ramas que participan en la parte no monomial.
Sea B = (by;) la forma escalerizada reducida de la matriz C = (ay;). Definamos

p{ — O((ki) + Zbij(x(j)/ 1 S 1 S P,
i>ki

donde k; es el pivote de la i-ésima fila.
Es claro que < py,...pp >=< py,...pp >,y sii’ > ientonces ki > ki.

Llamemos Rinon = {01, 02, ... 0¢}, Rnomon = {P1,- - Pp} ¥ R = Rinon U Rnomon. Finalmente consi-
deremos los pares (%), — 2_j=k, bij o).
Es claro que el conjunto de pares

S = {(0—110)1- cegeeey (quo)/ ((X(k])/_ Z b]](x(]))/ ey ((X(kp)/_ Z bp)(x(]))}

i>kq i>kp

forma un sistema de reduccién para A.

Para poder aplicar el Teorema 2.2.4 necesitamos definir un orden parcial de semigrupo en (Q1)
compatible con & que tenga la propiedad de cadena descendente. Utilizando la Proposicién 2.2.6
definiremos un orden en las flechas y una funcién w : Q; — IN que luego extenderemos a (Q;). Si
oci es la i-ésima flecha de la rama j del carcaj toupie, entonces oc{ <alsij>qoj=qei<k Sea
w : Q1 — IN tal que w(a) = 1 para todo « € Q1. Observemos que este orden es compatible con el
sistema de reduccion por definicién del mismo.

Ahora si, aplicando el Teorema 2.2.4, podemos afirmar que los monomios irreducibles forman
una k-base de A ya que todas las posibles indeterminaciones son resolubles al encontrarse en la
parte monomial y por definicién anularse en el dlgebra.

A partir de esta construcciéon obtenemos una base de A como k-espacio vectorial en la cual
aparecen todos los caminos no nulos de A salvo los que son primeros elementos en los pares del
sistema de reduccion. Llamemos B a dicha base.

2.3. Homologia y cohomologia de Hochschild

En esta seccion desarrollaremos las nociones bésicas acerca de la homologia y cohomologia
de Hochschild de un bimédulo sobre una k-dlgebra. La (co)homologia de Hochschild

se puede definir en general en el caso en que k es un anillo conmutativo unitario y A una k-
algebra, nosotros trabajaremos con k un cuerpo. Como libro de referencia utilizaremos [27].
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Dada una k-dlgebra A, sea A® = A ®y A°P el algebra envolvente de A. Podemos ver a los
A-bimédulos con A®-moédulos a izquierda o a derecha. Veremos este resultado en lo que sigue.
La importancia del mismo -para nuestros fines- radica en el hecho de que, siendo la categoria de
A-bimédulos naturalmente isomorfa a una categoria de médulos resulta tener suficientes objetos
proyectivos.

Definicién 2.3.1. Un bimddulo sobre el dlgebra A es un k-médulo M, con acciones a derecha e
izquierda de A, tales que

(am).a’ =a.(m.a’) YmeM, Va,a' €A.

y las acciones de k inducidas a izquierda y derecha coinciden.
Dados dos A-bimédulos M y N, un morfismo de bimédulos es una transformacién k-lineal
f: M — N que es morfismo de A-mddulos tanto a derecha como a izquierda.

Proposicién 2.3.2. La categoria de A-bimédulos es naturalmente isomorfa a la categoria de A®-médulos a
izquierda.

Demostracién. Llamemos oModa a la categoria de A-bimédulos y AcMod a la categoria de A°-
modulos a izquierda.

Sea @ : AModa — a<Mod el funtor tal que en un objeto M es la identidad sobre el k-espacio
vecotrial subyacente, cuya estructura de A°-médulo a izquierda se define por:

(a®a’)m =ama’ Va,a’ € A,¥Ym € M.

El funtor @ es la identidad en los morfismos.
Es claro que @ es un isomorfismo que ademads es natural. ]

En forma andloga se prueba que la categoria de A-bimédulos es también naturalmente iso-
morfa a la categoria de A¢-modulos a derecha definiendo la accién como m.(a ® a’) = a’ma.

2.3.1. Homologia

Dado un A-bimédulo M construiremos un complejo de cadenas al que notaremos C,(A, M).
La componente de grado n-ésimo del complejo serd (C.(A, M))n = M ®y A®™ para n positivo,
Msin =0y 0sin < 0. En adelante consideraremos que A“? = k.
Dadosn > Tei € {0,...,n}, los diferenciales del complejo se definen a partir de los morfismos

M M@A®T 5 M@ A

dados por
ma@a®--- X an, i=0,
MR ® - -®ap) =< MO @+ ® aiGi+] ® An, 0O<i<n,
aaMmMRa; X...Adn—1, i=n,

y son de la forma:

n
bp=) (1)} :MRA®™ 5 M@A“™,
i=0

Asi obtenemos el complejo:

13



P2 MOARA S MOA S M —0 C+(A,M).

Definicién 2.3.3. La homologia de Hochschild de A con coeficientes en M es la homologia del complejo
C+(A,M). Utilizaremos para esta homologia la notacién habitual H. (A, M).

Veremos luego que el n-ésimo espacio de homologia de Hochschild H;,,(A, M) es isomorfo a
Torﬁf (A, M). Al ser la homologia de Hochschild el funtor derivado a izquierda del funtor — ®aec A
se puede usar cualquier resolucién proyectiva de A como A-bimédulo para calcularla.

2.3.2. Cohomologia

Dado un A-bimédulo M construiremos un complejo de cocadenas al que notaremos C*(A, M).
La componente de grado n-ésimo del complejo sera C"*(A, M) = Homy (A®", M) paran > 0, es
decir, el espacio de las funciones k-multilineales de A en M y el complejo serd nulo en grados
negativos.
Dadosn > 0ei€{0,...,n+ 1}, consideremos los morfismos

6; : Homi (A®™, M) — Homy (A®™T M)

definidos por:

. aoflar ® -+ ®@an), i=0;
Oh(flla®---®an) =1 flag: - ®aiqit1 ®...an), O<i<n+1,;
flapg®...an_1)an, i=n+1.

Los diferenciales del complejo serdn de la forma:

n
b™ =) (—=1)'d : Homy(A®™, M) — Homy (A“™, M).
i=0

Asi obtenemos el complejo:

0 1 2
0 — M - Homy (A, M) 25 Homi(A @ A, M) 25 ... C*(A,M).
donde identificamos Homy(k, M) con M de manera estandar.

Definicién 2.3.4. La cohomologia de Hochschild de A con coeficientes en M es la cohomologia del
complejo C*(A, M) y utilizaremos para esta cohomologia la notacién habitual H*(A, M).

Como en el caso de la homologia, la cohomologia de Hochschild también es un funtor deriva-
do, en este caso a derecha.
2.3.3. Complejo Bar

A continuacién definiremos un complejo que denotaremos Cgqr(A), que resultard una resolu-
cién proyectiva de A como A°-mddulo. Luego veremos la relacion entre este complejo y la coho-
mologia de Hochschild de A con coeficientes en un A-bimédulo M.

14



Definicién 2.3.5. Dado n > —1, el complejo Bar tiene como componente de grado n-ésimo a
A®(M+2) Paran > 0 los diferenciales del complejo 5, : A®(+3) — A®+2) ge definen como

n+1

dn(ap® -+ ®@any2) = Z(—Uiao ®...QiQi1 @ Any2.
iz0

Definimos 8_1 : A ® A — A como la multiplicacién, o sea, _1(ap ® aj) = apay.

Observacién 2.3.6. El k-espacio vectorial A®("+2)

Dados o, B EAY Qy @ -+ @ apy1 € AP+

tiene estructura de A-bimédulo como sigue.

a(ap® - @ an1)Pp = xap @ - - - ® anq1P.
La siguiente Proposicion es un resultado clasico y se encuentra en [27].

Proposicién 2.3.7. El complejo Cpqar(A) es una resolucion proyectiva de A como A¢-modulo a derecha.

Demostracién. En primer lugar, al ser k un cuerpo, A®™ es un k-médulo libre y por lo tanto A®("+2) ~

AP ® A€ es A¢-libre para todo n > 0. Ademas es sencillo verificar que § = {8n}n>_1 es una fami-
lia de morfismos de A®-moédulos. Para ver que se trata de una resolucién basta probar que tiene
homologia nula. Esto se puede hacer definiendo una homotopia, o sea una familia de morfismos
de A-médulos a derecha s’ = {s/}n> 1, s}, : A®2) 5 A®(M+3) de forma tal que s’ 0§+ 505’ = id.
Definiremos s} () ® -+ @ an+1) = 1® ap ® - - - ® an4g para todon > —1. O

Teorema 2.3.8. [27, Corollary 9.1.5] Sea A una k-dlgebra. Para todo A-bimédulo M y para todo n > 0
se cumple que:

Hn(A, M) ~ Tor* (A, M).

HY(A, M) ~ Extl.(A, M).

2.3.4. Cohomologia de Hochschild relativa a una subdlgebra

Gerstenhaber y Schack probaron en [17] un resultado sobre la cohomologia de Hochschild que
muchas veces simplifica su cdlculo. El enunciado es el siguiente.

Teorema 2.3.9. (Teorema 1.2 de [17])
Si € es una subilgebra k-separable de A, entonces T : Extg 4o (N, M) — Exth.(N, M) es un isomorfismo
para todo i, que es natural en M.

Para entender completamente este enunciado recordaremos algunas definiciones y propieda-
des, ver [17] por més detalles.

Definicién 2.3.10. Un 4lgebra semisimple de dimension finita E sobre un cuerpo k se dice separable
si para toda extension de cuerpos k C 1, la l-dlgebra E; = E ®y | es semisimple.

La definicién anterior es equivalente a pedir que E sea proyectivo como E®-mddulo a izquierda.
La prueba se encuentra en el capitulo 9 de [27].

15



Ejemplo 2.3.11. Dada A un dlgebra de la forma A = kQ/Z con Q un carcaj finito e Z un ideal admisible,
la k-dlgebra B = kQq es separable ya que E es semisimple a izquierda y a derecha lo que implica que E es un
E€-mddulo proyectivo.

Definicién 2.3.12. Sean k un anillo conmutativo unitario, A una k-algebra asociativa, M y N dos
A-bimédulos y E C A una k-subdlgebra separable.
1. Unmapade A-bimédulos ¢ € Homae(N, M) es E-admisible si existe un mapa de E-bimédulos
f: M — N que satisface pfPp = ¢.
2. Un A-bimédulo P es E-proyectivo relativo si satisface el criterio de levantamiento usual pa-
ra morfismos E-admisibles, es decir, que dado el epimorfismo E-admisible ¢ : N — My
el morfismo E-admisible f : P — M, existe un morfismo g : P — N tal que ¢ og = f.
Graficamente

P
f
.

N M

3. Una E-resolucion proyectiva P, de N es una sucesion de A-bimédulos E-proyectivos relativos
y morfismos E-admisibles:

Po:oo dmyp dng . Gyp dp g
que es exacta en grados positivos y tal que Po/Im(d;) es isomorfo a N como A-bimédulo.

Definicién 2.3.13. El bifuntor cohomolégico de Yoneda E-relativo
Extt pe(— —) 1 (aModa)®P x AModa — Mod

es el i-ésimo funtor derivado E-relativo de Homae (—, —).

Dado un A-bimédulo M, el k-médulo ExtiE, Ae(N, M) se puede calcular como el espacio de
cohomologia de grado i del complejo Homae(Po, M) donde P, es una E-resolucién proyectiva de
N.

Observacién 2.3.14. Notemos que dadon € N, el mapa d,, es E’-admisible para toda k-subalgebra
E’ de E. Por lo tanto, si P, — N es una E’-resoluciéon proyectiva de N, la propiedad de levan-
tamiento provee un morfismo de complejos P, — P, que a su vez induce un mapa de coca-
denas de Homae(Ps, M) en Homae(P], M) y asi obtenemos el morfismo T : ExtiE,AE(N, M) —
ExtiE,,Ae (N, M) para todo i. Observemos que Ext}(,Ae (N,M) = Ext}\e (N, M).

A continuacién recordaremos un resultado de [17] que es necesario para demostrar el teorema
principal antes citado.

Lema 2.3.15. (Lema 1.1 de [17]) Supongamos que E es una extension separable de k y que M, N son A®-
médulos. Se cumple lo siguiente:

1. un mapa de A-bimédulos ¢ : M — N es E-admisible si y solo si es k-admisible,
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2. un médulo M es E-proyectivo relativo si y solo si es k-proyectivo relativo.

El teorema del articulo de Gerstenhaber-Schack nos resultara util para calcular la cohomologia
de Hochschild de un algebra toupie A = kQ/Z tomando E = kQp ya que al tomar productos
tensoriales sobre E en lugar de sobre k el complejo resultard més simple.

2.3.5. Complejo Bar E-reducido

Sea A una k-dlgebra de dimensién finita que contiene una k-subdlgebra E C A separable. A
continuacién daremos una variante de la resolucién Bar (A®(™+2) 5.) expuesta anteriormente a la
que llamaremos resolucién Bar E-reducida. Dicha resolucién es un cociente de la resolucién Bar
que resulta de tomar en primer lugar tensores sobre E en lugar de k y luego, para cadan > 0,
considerar el subespacio vectorial de A2 D, = (ay ®f a1 ®f - -+ ®F A QD Anyq ¢ I, 1 <
i < ntalque a; € E). Al observar que 6,,(Dyy1) C Dy vemos que D = (Dy, dn-1lp,,) €s un
subcomplejo de (A®E™2,§,) y el complejo cociente Cpqye(A) resulta:

CASATT R AL AREA T @ A L AR AREA S AREA T A 50
donde A = A/Ey §; es tal que §;(ap ®¢ @1 Q¢ - - - QF Gi7 ®F Ai2) = 8i (A @ a1 @+ - ® Aiy1 @ Aiy2).

La prueba del siguiente lema se encuentra en [10].

®E2

Lema 2.3.16. El complejo Cgqre(A) es una resolucion proyectiva de A como A°-mddulo.

Demostracién. Veamos que A ®¢ A% ®E A es A-proyectivo. Como E es separable, E¢ serd semi-
simple y por lo tanto todo E®-médulo serd E®-proyectivo. En particular A sera E¢-proyectivo.
Esto implica que A ®¢ A QF A es A¢-proyectivo. Para ver que A ® A es proyectivo basta ob-

servar que A ®r A = A ®¢ E ®g A y E es E®-proyectivo. Para probar que es una resoluciéon cons-
truimos una homotopia contractante t = {ti};>_; con

tit ARE K@)Ei REA 2 AQE KQOEH—] ®e A
de forma tal que Sot+tod =1id. Para eso basta considerar t;(ay @ @7 ®f - - - D Tir1 OF Aisr2) =
1 Qe Gp Qe @1 Qf - -+ QF Ciy1 QF Qis2 O

Llamaremos a Cgqre(A) la resoluciéon Bar E-reducida de A. Para simplificar notacién seguire-
mos llamando &, a los diferenciales de dicha resolucién.

2.3.6. Estructura de la cohomologia de Hochschild como algebra graduada

Para calcular la cohomologia de Hochschild de A podemos utilizar la resolucion Bar y aplicar-
le el funtor Homae(—, A). Utilicemos ahora el conocido isomorfismo Fx : Homac (A X ® A) —
Homy (X, A) natural en X dado por Fx(¢)(x) = @(1 ® x ® 1). El complejo resultante tiene como
espacio vectorial graduado subyacente a @{°; Homy(A®!, A) sobre el cual podemos definir un
producto llamado el producto cup que da al complejo una estructura de dlgebra diferencial gra-
duada.

Definicién 2.3.17. Dados elementos homogéneos ¢ € Homi(A®", A) y ¢ € Homy (A®™, A), el
producto cup de @ y ¢ es el elemento ¢ — ¢ € Homy (A®M+m A} definido por:

e — P ®  Pantm) =1 @+ R an)P(ant1 @ -+ @ Angm)-
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Lema 2.3.18. Sean ¢ y ¢ elementos homogéneos de grados . y m respectivamente. EI producto cup satis-

face
Onim(@ — @) =dn(@) — ¢+ (=1)""¢ — dm(P).

El lema anterior garantiza que el producto cup puede definirse en la cohomologia de Hochs-
child dando a la misma estructura de k-dlgebra graduada.

Observacién 2.3.19. El producto cup en la cohomologia de Hochshchild coincide con el producto
de Yoneda. Una prueba de este hecho se encuentra en [27].

Partamos ahora de la resolucién Bar E-reducida. Al aplicarle el functor Homae(—, A) y consi-
derar el isomorfismo Fx : Homae (A ®g X ® A) — Homge (X, A) natural en X dado por

FX)(@)(x) = o(1 ®Ex ®g 1)

obtenemos el complejo:

0 — Homge(E,A) =% Homge (A, A) 5 Homge (A @ A, A) 25 Homge (A7, A) —

——QXEn

Definiremos ahora el producto cup reducido en @, Homge (K&i, A).Dados ¢ € Homge(A™ ", A)

——QEm

y ¢ € Homge (A~ 7, A),
P —red POTR - RUm) =@M R @A)P(A T ® - @ Angm)-

El producto .4 también induce un producto en cohomologia que utilizando la Definicién 2.3.13,
la Observacion 2.3.14 y la observacién anterior se prueba que coincide con el producto cup usual
asi que lo denotaremos simplemente —.

Existe otro producto en la cohomologia de Hochschild llamado corchete de Gerstenhaber que
puede definirse sobre @{°; Hom (A®}, A) dandole una estructura de superélgebra de Lie.

Definicién 2.3.20. Dadas f € Homy(A®",A) y g € Homy (A®™, A), se define el asociador de f
y g, que notaremos fo g € Homy (A®™"=1 A) el cual evaluando en a; ® - - - ® anim_1 da como
resultado

n
D (N)EM (@ ®a 1 ®g(ai®@ - ® Aipm 1) © Qi @+ @ Angpmo1)-

i=1
Se define luego el corchete de Gerstenhaber como:
[f,gl =fog— (=)™ VM Tgof.
Teorema 2.3.21. [15, Theorem 3] Dadas f € Homy (A®™, A) y g € Homy (A®™, A), se cumple quie:
8(fog)=rfod(g)+ (=)™ '8(f)og+ (1) (f— g—(~1)""g — ).

El teorema anterior implica que si definimos el corchete del producto cup [f,g]~ = f — g —
(—1)™rg — fen @) H(A) este se anula lo que le da a @{°; H!(A) estructura de 4lgebra graduada
conmutativa.

Enunciaremos ahora una proposicién cuya demostracién es consecuencia del hecho que el
asociador da a @, Homy (A%, A) estructura de dlgebra de pre-Lie y del Teorema 2.3.18 para la
tercera identidad.
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Proposicion 2.3.22. Con las notaciones anteriores, sean f, g y h de grados n, m y p respectivamente.
Valen las siguientes igualdades
1. [f, gl = —(—1)(=1m=N[g f],
- (=N)DEEILE, gl )+ (- 1) " lg, W, 114 (=)=, 1], g =0,
3 5([f, ) = [f, 8(g)] + (=1)™" () 9].

Las identidades 1y 2 son las que dan a @°, Homy (A%}, A) una estructura de superalgebra
de Lie, mientras que la identidad 3 asegura que podemos definir el corchete de Gerstenhaber en
cohomologia.

Observacion 2.3.23. La restriccion del corchete de Gerstenhaber a Homy (A, A) da a este espacio una
estructura de dlgebra de Lie que a su vez da estructura de dlgebra de Lie a H'(A). Estudiaremos
esta estructura para el caso de las dlgebras toupie en el Capitulo 6 Ademas, utilizando el corchete
de Gerstenhaber, H'(A) serd una representacion de Lie de H'(A).

En forma similar al producto cup, podemos definir en @2, Homge (K@, A) el asociador de f

®gm+n—1

con g, fog € Homge(A A) el cual evaluado en aj ®k - - - ® AGnrm_1 da como resultado

n
D (1) EIMUR(E @ - - @ G 7 QF 9(@@ Qk - OF Topm 1) QF T OF -+ - QF Gy 1)-

i=1

Si ahora definimos el corchete de Gerstenhaber reducido como
[f, glyea = fog— (=)™ VM gof,

obtenemos que el corchete de Gerstenhaber queda bien definido en cohomologia y coincide con el
definido a partir de la resolucién Bar. Una prueba detallada de esto se encuentra en el apéndice B
de [21].

2.4. Familias uniparamétricas de deformaciones

Esta seccion contiene los conceptos y resultados basicos que necesitaremos para el calculo de
las deformaciones de las 4lgebras toupie. Para mds detalles ver [8] y [16]

Definicién 2.4.1. Sea A una k-dlgebra asociativa. Una familia uniparamétrica de deformaciones
de A, o simplemente una deformacién de A, es un producto asociativo en A[[t]] determinado por
la extension k[[t]]- bilineal de una funcién f; : A x A — A[[t]] dada por:

fe(a,b) = ab+fi(a,b)t+ f2(a, b)t* +
cona,b € A, donde f; : A X A — A es k-bilineal para todo i € IN.

Sea A, o simplemente A; una deformacién de A , la condicién de asociatividad del nuevo
producto es equivalente a:

ft(f‘t(a/b)/ C) - ft(al 1,:t(b/ C)) — 0 va/ b/ cc A'
Desarrollando la ecuacién anterior y utilizando la k-bilinealidad, esta condicién se traduce en:

> filfj(a,b),c) — fila, (b, c)) =0 Va,b,c € A, Vs € N,

it+j=s
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y donde fo(a, b) = ab, el producto en A.
Despejando los términos correspondientes a (i,j) = (s,0) e (i,j) = (0,s), para todo s € INp,
obtenemos las siguientes ecuaciones

> fiofy =DbA(f)

it+Hj=s 1j>0

donde f; o fj es el asociador de f; y f; y b? es el diferencial en grado 2 del complejo de Hochschild
Homy (A®*, A). Estas ecuaciones suelen llamarse ecuaciones de deformacién. Observamos que
para s = 0 estas ecuaciones describen la asociatividad del producto de A y para s = 1 dicen que
bz(ﬁ) = 0, es decir, f; debe ser un 2-cociclo de Hochschild. Mds en general, si A¢, es una familia
uniparamétrica de deformaciones de A tal que f; = f, = --- = 1 = 0, entonces f,, es un
2-cociclo de Hochschild ya que en ese caso las ecuaciones de deformacién dicen que:

Z fi e} f] = bz(fn)

i+H=n 1j>0
y fi = 0 para todo i < n.

Definicién 2.4.2. Sea f; un 2-cociclo de Hochschild. Decimos que f; es integrable si existen {f}i>>
tales que la familia {f;}icy verifica las ecuaciones de deformacion, es decir, si existe una familia
uniparamétrica de deformaciones que comienza con fj.

Definicién 2.4.3. Dos familias de deformaciones, Af, y Ag, se dicen equivalentes si existe un
isomorfismo de k[[t]]-dlgebras @; : A;, — A4, dado por la extensién k[[t]]-lineal de

Oi(a) = a+ dr(a)t+ dala)t? + - -

donde ¢; : A — A es k-lineal para todo i € IN. Decimos que una familia Ay, es trivial si es
equivalente al producto usual de A[[t]]. Un dlgebra A es rigida si toda deformacién de A es trivial.

En general, si A¢, es equivalentea Ay, al desarrollar laigualdad ®¢(f¢(a, b)) = g¢(®D¢(a), O¢(b))
se deduce que f; = g1 + b'(¢); sin embargo el reciproco es falso, un mismo 2-cociclo podria inte-
grarse de dos maneras no equivalentes.

Terminaremos esta seccién citando algunos resultados clasicos de la teoria de deformaciones
que usaremos en los préximos capitulos.

Proposicién 2.4.4. [8, Proposicion 3.2.18] Sea f una familia uniparamétrica de deformaciones de A no
trivial. Existe n € IN, y una familia uniparamétrica de deformaciones A4, de A que cumple que g1 = - - - =
gn—1 = 0y gn es un 2-cociclo no cohomdélogo a cero equivalente a As,.

Corolario 2.4.5. Si H?(A) = 0, entonces A es rigida.

Proposicién 2.4.6. Sea A, una deformacion trivial de A distinta del producto usual de A[[t]]. Sea iy € N
el minimo de los 1 € IN tal que f; # 0. Entonces fi, es un 2-coborde.
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2.5. Algebras de Lie.

A lo largo de esta seccion enunciaremos muchos de los resultados basicos de dlgebras de Lie
que seran utilizados més adelante. Un andlisis mds detallado del tema se puede encontrar en [13]
y [19]. Las algebras de Lie con las que trabajaremos seran siempre de dimension finita.

Definicién 2.5.1. Un dlgebra de Lie g es un k-espacio vectorial con un mapa bilineal antisimétrico,
[, Jrgxg—0
que satisface la siguiente identidad para todo X, Y, Z € g:
X IY, Z+ 1Y, [Z, X)) + [Z,[X, Y]] = 0.

El mapa bilineal se llama corchete de Lie y la identidad anterior se llama identidad de Jacobi.
Dada un élgebra de Lie g, una subalgebra de Lie ) de g es un subespacio vectorial tal que [h, h] C b.
Un morfismo entre algebras de Lie es una transformacion lineal que preserva el corchete de Lie.

Ejemplos 2.5.2. 1. Sea V un k-espacio vectorial. Consideremos el conjunto de los endomorfismos de V
al que llamaremos End(V). La aplicacion:

[, ]:End(V) x End(V) — End(V)

definida por: [X,Y] = X oY —Y o X es un corchete de Lie.

2. Dadomn € N, sea sl (C) el conjunto de las matrices con coeficientes en C de tamafio n x ny de traza
nula. La formula [A,B] = AB — BA da a sl (C) una estructura de dlgebra de Lie que puede verse
como una subdlgebra de Lie de End (V) si V es un C-espacio vectorial de dimension n e identificamos
los endomorfismos de V con las matrices n X n.

Definicién 2.5.3. Una subdlgebra h de un algebra de Lie g es un ideal si paratodo X € heY c g
verifica que [X,Y] € bh. Un élgebra de Lie se dice simple si es de dimensién mayor a uno y no
contiene ideales no triviales.

Definicién 2.5.4. Dada un édlgebra A, una k-derivacién de A en A es un mapa k-lineal D : A — A
que verifica la regla de Leibniz, o sea tal que D(ab) = aD(b) + D(a)b para todo a,b € A. Denota-
mos Dery(A) al conjunto de todas las k-derivaciones de A. Este conjunto es un dlgebra de Lie con
el corchete inducido por el de Endy(A).

Sean by y ¢ dos dlgebras de Lie y b : h — Dery(£) un morfismo de algebras de Lie. Consideremos
el espacio vectorial h @ ¢. Puede probarse facilmente que el mapa:

[(h, %), (W, k)] = ([h, h],8(h) (k") — 8(h') (k) + [k, k'T)

es un corchete de Lie en h @ ¢ el dlgebra de Lie asi obtenida se llama el producto semidirecto de
by ty se escribe b x5 £. Pensando a b y £ como subconjuntos de f x5 £ en la forma usual, h resulta
una subdlgebra y £ un ideal. Reciprocamente, si un algebra de Lie g se puede descomponer de
la forma g = h @ ¢, en la cual h es una subalgebra y £ un ideal, entonces existe un morfismo de
dlgebras de Lie 6 : h — Der(t) tal que g es isomorfa a b x; .
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Observacién 2.5.5. Supongamos que g es un algebra de Lie, que ¢ C g es un ideal y que h es una
subdlgebra de g. El dlgebra g es producto semidirecto de h por € si y solo si la aplicacién natural
g — g/t induce un isomorfismo entre ) y g/¢£.

Definicién 2.5.6. Dada un élgebra de Lie g, el centro de g es Z(g) = {X € gtales que [X,Y] =
0, VY € g}. Diremos que un algebra de Lie es abeliana si Z(g) = g.

Ejemplos 2.5.7. 1. Todo espacio vectorial sobre C se puede ver como un dlgebra de Lie abeliana defi-
niendo [u,v] = 0 para todo u,v € V.
2. El subconjunto de sl (C) formado por las matrices diagonales de traza nula al que llamaremos b con
el corchete inducido es un dlgebra de Lie abeliana.

Definicién 2.5.8. La serie central descendente de g es una sucesion de ideales
Dog DD1g D029 D -

definidos recursivamente por Dog = g, Dxg = [Dx_19, 9], para todo k > 1. El élgebra g se dice
nilpotente si existe m > 0 tal que D,,g = 0.

Definicién 2.5.9. La serie derivada de un algebra de Lie g es la sucesién de ideales
@09391939293

definidos recursivamente por ®°g = g, kg = [D* g, D% 'g], para todo k > 1. El algebra g se
dice soluble si existe m > 0 tal que ®™g = 0. Decimos que el dlgebra g es semisimple si no tiene
ideales solubles no nulos.

Ejemplos 2.5.10. 1. Sid, es el subconjunto de sl,,(C) formado por las matrices triangulares superiores
de diagonal nula se tiene que 0. con el corchete inducido es una subdlgebra de Lie nilpotente.
2. La subdlgebra de Lie t © 04 de sl (C) compuesta por las matrices triangulares superiores de traza
nula es un dlgebra de Lie soluble.

Observacién 2.5.11. Para que un algebra de Lie sea semisimple basta con pedir que no tenga ideales
abelianos no nulos.

La suma de dos ideales solubles es soluble. Consideremos la suma de todos los ideales solubles
en g, que resulta ser un ideal soluble maximal al que llamaremos radical de g y denotaremos
Rad(g). Observemos que g/Rad(g) es semisimple.

A continuacién veremos la descomposicién de Levi de un dlgebra de Lie.

Teorema 2.5.12. Sea g un dlgebra de Lie de dimension finita sobre C. Existe una descomposicion,
g =p X Rad(g)
con p ~ g/Rad(g).
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2.5.1. Representaciones de dlgebras de Lie

Definicién 2.5.13. Una k-espacio vectorial V es una representacién de un dlgebra de Lie g si existe
un mapa de algebras de Lie
p:g— gl(V) =End(V)

o equivalentemente una accién de g en V tal que:
(X, YI(v) = X(Y(v)) = Y(X(v))

paratodov € V.

Decimos que una representaciéon V # {0} es indescomponible si no se puede escribir como suma
directa de dos subrepresentaciones propias de V. La representacion serd ademas irreducible si no
tiene subrepresentaciones propias.

Ejemplos 2.5.14. 1. Dada un dlgebra de Lie g, podemos considerar el espacio vectorial V = C con la
accion X(v) = 0 para todo X € gy v € C. Esta es claramente una representacion irreducible de g a
la que llamaremos representacion trivial de dimension 1.
2. Si consideramos g = sl (C) y V = C" con la accién de multiplicar la matriz por el vector obtenemos
una representacion a la que llamaremos representacion estdndar. Es fdcil ver que esta representacion
es irreducible observando como actiian las matrices elemententales By con 1 # j.

De aqui en adelante todas la representaciones seran de dimension finita.

Dado un C-espacio vectorial V, recordemos que gracias a la descomposicién de Jordan, to-
do X € End(V) se puede escribir de forma tinica como X = X; + X, con X; un endomorfismo
diagonalizable y X;, un endomorfismo nilpotente que conmutan entre si.

Teorema 2.5.15. [13, Theorem 9.20] Sea g un dlgebra de Lie semisimple. Para cualquier elemento X € g
existen Xy y Xn € g tales que para cualquier representacion p : g — End(V) resulta p(Xs) = p(X)s y

p(Xn) = p(X)n-

2.5.2. Representaciones de sl,(C)
Dada el dlgebra de Lie sl,(C), podemos considerar la siguiente descomposicion
Sln(C) = D+ S h bo_

donde ?. es el conjunto de matrices triangulares superiores de diagonal nula, 0_ es el conjunto
de matrices triangulares inferiores de diagonal nula y § es el conjunto de matrices diagonales de
traza nula.

Dada una representacion V de sl (C), utilizando el Teorema 2.5.15 deducimos que § acttia en
forma diagonalizable y por lo tanto podemos descomponer a V' a partir de sus valores y subespa-
cios propios.

Definicién 2.5.16. Sea V una representacién de sl, (C). Para cada A € h* definimos
Vi={veV:xv=2AKx)v,Vx € b}

Si Vi # 0, entonces A es un peso y V; es un espacio de peso de ) en V; la multiplicidad de A en V
es la dimension de V.

Un vector maximal v € V es un vector no nulo tal que x.v = 0, para todo x € ? y existe A € h*
tal que v € V). En ese caso A se dice un peso maximal de hen V.
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La siguiente proposicion se encuentra en [19]

Proposicion 2.5.17. Si 'V es una representacion no nula de sl (C), entonces

V= Vi
AEP(V)

donde P (V) es el conjunto de los pesos de hen V.

Ejemplo 2.5.18. Si V = C" es la representacion estdndar de s1,,(C) y Ly € b* es tal que

hy 0 ... 0
0o .
L; = hy, entonces h.e; = Li(h)e; ; Vh € b.
: .0
0 ... 0 hm

Luego Ly, Ly, - - - Ly, son los pesos de b en 'V con multiplicidad 1y L es el tinico peso maximal.

Los siguientes dos teoremas son casos particulares de teoremas demostrados en el capitulo VI
de [19].

Teorema 2.5.19. Dada una representacion no nula V de sl,,(C),
1. V tiene algiin vector maximal v de peso maximal .
2. Si W es la subrepresentacion generada por el vector maximal v, entonces:
a) W es irreducible,
b) la multiplicidad de A en W es 1.

Teorema 2.5.20. Toda representacion irreducible de sl (C) tiene un inico peso maximal que ademds tiene
multiplicidad 1. Si dos representaciones irreducibles de sl,,(C) tienen el mismo peso maximal, entonces son
isomorfas.

Este tltimo resultado es 1til para clasificar representaciones irreducibles de sl,(C) a menos de
isomorfismos.
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Capitulo 3

Resolucidn del dlgebra como bimédulo

A partir de este capitulo trabajaremos siempre con un algebra toupie A = kQ/Z.

3.1. Construccion de la resoluciéon minimal

En esta seccién construiremos una resolucién minimal para un algebra toupie A como A®-
modulo con el objetivo de calcular luego su cohomologia de Hochschild. Nuestra resolucion resul-
tard una adaptacion de la que dio Bardzell para dlgebras monomiales en [3]. Para la construcciéon
de dicha resolucién minimal utilizaremos algunos resultados del articulo [24] adaptados a nuestro
caso.

3.1.1. Las n-ambigiiedades

El concepto de n-ambigiiedad es central para la comprensiéon de los A°-médulos proyectivos
que participan en la resolucién minimal, especialmente en grados altos.

Definicién 3.1.1. Decimos que un camino u es un divisor a izquierda (resp. divisor a derecha ) de un
camino v si existe un camino s tal que v = us (resp. v = su).

Definicién 3.1.2. Dado n € IN U {0}, una n-ambigiiedad a derecha p es un camino en Q que cumple
las siguientes condiciones:
1. se escribe como p = uyg...u, con u; caminos de largo mayor o igual a 1 para todo i,
2. ningtnu;estienZ,coni=0,...,n,
3. el camino uy € Qq,
4. paratodoitenemos que ujuiy; € Zy ujuno estd en 7 para todo u divisor propio a izquierda
de ui

Notemos que una 0-ambigiiedad es una flecha y una T-ambigiiedad es una relacién monomial.

Definicién 3.1.3. Dado n € IN U{0}, una n-ambigiiedad a izquierda p es un camino en Q que cumple
las siguientes condiciones:

1. se escribe como p = wy ... W con w; caminos de largo mayor o igual a 1 para todo i,

2. ningtn w; estdienZ, coni=0,...,n,

3. el camino wy € Qq,
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4. paratodo itenemos que wi1w; € Z'y wwj no estd en Z para todo w divisor propio a derecha
de wiy

El siguiente lema corresponde al Lema 1 de [24]. La prueba esta incluida para trabajar con la
notacién propuesta y reafirmar el concepto de n-ambigiiedad.
Dado un camino p en Q, denotamos con [p| el largo de dicho camino.

Lema 3.1.4. Un camino es una n-ambigiiedad a izquierda si y solo si lo es a derecha.

Demostracion. Supongamos que tenemos uy, ..., U, tales que u,j...u, es una j-ambigiiedad a
izquierda para todoj =0,...,n.
Afirmamos que se puede factorizar cada w; = u/u]’, con |u/| > 0 de forma tal que

/.1 !/ 1 !/
UplUpy -« Uy U Uy
es una i-ambigiiedad a derecha para todo i > 0y tal que para i = 0 uj sea una 0-ambigiiedad a
derecha.
Probaremos la afirmacién anterior por induccién en i.

Para i = 0 la afirmacién es evidente ya que podemos considerar la factorizacién uy = uguy
donde uy es la primera flecha en uy; asi u] resulta ser una 0-ambigiiedad a derecha.

Supongamos ahora que la afirmacién se cumple para i dado. Como w{u/ui;1 = ujui posee
un elemento de R como factor a izquierda, podemos escribir ui”_ 14illiy1 = urwcont € R como en
la Seccién 2.2.1 y [w| maximal. Notemos que T no tiene que ser necesariamente el elemento de R
que es factor a izquierda de ujui4;. Si verificamos que u!’ ;u; es un factor propio de ur, entonces

: / "o _ P :
podemos elegir u;,; de forma tal que u;” juju;, ; = ur. Aqui W ;uu/ ; tiene un elemento de
R como factor a derecha y no tiene divisores a izquierda ya que |[w| es maximal, por lo tanto
1,1 / 1 / : L
Uyluy ... ui W’ ;ui es una i-ambigiiedad a derecha.

Si este no fuera el caso tendriamos un factor propio a derecha de u;_ju; conteniendo un ele-

mento de R como factor, contradiciendo el hecho de que u;_; ... u, es una (n —1i+ 1)-ambigtiedad.

Como |uy,| =1, se tiene que u] =0y up...un es una n-ambigiiedad a derecha. O

Desde ahora hablaremos simplemente de i-ambigiiedad cuando nos querramos referir a una
i-ambigiiedad a derecha o a izquierda. Notaremos con V! al conjunto de las i-ambigiiedades, en
particular V% = Q. Denotaremos kVV al k-espacio vectorial generado por las i-ambigiiedades,
que tiene estructura natural de kQo-bimédulo.

Lema 3.1.5. Siuy v son n-ambigiiedades, entonces u no es un divisor propio de v.

Demostracién. Supongamos que u = Ugl; ... U, es un divisor propio de v = vovy... vy y que n es
el menor entero que cumple con esta condicién. Es claro por la definicién de n-ambigiiedad, que
n > 2.Sean t1 y t2, no ambos de largo cero, tales que tjut, = v. La minimalidad de n implica que
Vo ...Vj es un divisor a izquierda de tju,...u; paratodoj = 1...,n—1, por lo tanto u,_ju, es
un divisor de v,_1vn. De lo anterior se deduce que [t;| = 0 ya que v,_1v, no puede tener divisores
propios a izquierda en Z. Un argumento simétrico al recién expuesto se utiliza para probar que
Iti] = 0, lo que nos lleva a una contradiccion.

d
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Lema 3.1.6. Seai > 0.

1. Si ab y bc son (2i + 1)-ambigiiedades con a,b, ¢ de largo positivo y a,c no estin en I, entonces
existe una (2i 4 2)-ambigiiedad que es factor de abc.

2. Sea w una 2i-ambigiiedad. El conjunto de factorizaciones u = uNu@ul) con u? una (2i —1)-
ambigiiedad tiene exactamente dos elementos, uno con lu =0 y el otro con u| =o.
Demostraciéon. 1. Como ab es una (2i + 1)-ambigiiedad, por definicion escribimos

ab = woywiwows ... Woiy.

Andlogamente bc = vovivav3...Vvzi4+1. Observemos que como wy es una flecha y a no per-
tenece a Z, entonces, considerando el orden de los vértices de ab de izquierda a derecha,
t(wo) < t(a) y tiwq) > t(a).

A continuacién deduciremos la posicién de cada uno de los caminos vy, v1, ..., V241 re-
lativa a los caminos wg, W1, ... Wii1.

En primer lugar observemos que t(vy) < t(wq) ya que v es una flecha, y, comowiw; € 'y
no tiene divisores a izquierda en Z, entonces t(vi) > t(w;). Utilizando que w,wsz € 7'y que
Vv1v2 no tiene factores propios a izquierda en Z, necesariamente es t(v;) < t(ws3).
Probemos ahora por induccién lo siguiente:

w t(vy5) < t(wyyq1) paraj >0,

» t(vy_1) > t(wy;) paraj > 1.

El caso base de la induccién ya fue probado, comencemos con el paso inductivo.
Sabemos que t(vyj—2) < t(wpj—1) y que t(vyj—3) > t(wyj_2) por hipétesis inductiva. Como
woj—1wy; € I y no tiene divisores propios a izquierda en 7, entonces t(vj_1) > t(wy;). Dado
que Vv2;_1v2; € I y no tiene divisores propios a izquierda en Z, obtenemos que t(vy;) <
t(waj1).

En particular t(v2i—1) > t(wyi) y existe al un elemento en R que comienza luego de t(wy;).
Consideremos aquel que comience més a la izquierda y llamémoslo o. Sea w); , al camino
tal que 0 € Wi W), Y t(wh ) = t(o).

Para probar que Wy ... Wi41W);,, es una (2i 4 2)-ambigiiedad verifiquemos primero que
W, no pertenece a Z. Para esto observemos que wj; , es divisor de vy;,1. Por otro lado
Wi W5y 4, o tiene divisores a izquierda en 7 al haber considerado el elemento de R que
comenzaba més a la izquierda luego de t(w>;). En conclusién, con o completamos la (214 1)-
ambigiiedad ab en abc para obtener la (2i + 2)-ambigtiedad buscada.

2. Siu = upuy...up = Wyi...wiwp, consideremos la 2i-ambigiiedad u? = wouy ... ugig,
entonces u = uNu@ul) con [u| = 0. Si tomamos ahora la 2i-ambigiiedad de la forma
u@ = wy ... wiwy, resulta que u = uMu@uB) con [ul)| = o. Supongamos que existe

otra factorizacion posible u = uMu@uB) con ul?) una (2i— 1)-ambigiiedad. En ese caso,
considerando las (21 — 1)-ambigiiedades upuy ... uz_1y ul2’) podemos usar la primera parte
del lema y asegurar que existe una 2i-ambigiiedad que es un factor propio de u, lo cual
genera una contradiccion.

O]

3.1.2. Laresolucion

A continuacién presentaremos el complejo que serd una resolucién proyectiva minimal de A
como A°- médulo. En este capitulo todos los tensores serdn sobre E = kQj.
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Notacién 3.1.7. Dado un camino w € Q, cuando escribimos )_ uMoud @ul e A @ A®c A nos
referimos a la suma de todas las formas posibles de factorizar wu como el producto uMul2uB) = 1. Siul?) es

una flecha escribiremos _ u'V @ u® @ uB). En el caso en que p] es una relacién no monomial, sabemos que

es de la forma ki) 4 Zj>k_l by o), entonces cuando escribimos Z[p{]“) ® [pﬂ(z) ® [p{]m nos referimos

a Y [ @[] @ [qki)]B) 4 Zj>k~ by S [ @ (0] @ [oT)]3),

Dado i > 0, la i-ésima componente del complejo seré:

A®E A, si i=0,
AR kVO @p A,  sii=l,
AQpkRQpA,  sii=2,
A kVED @ A, sii>2.

Py =

Observemos que A ®¢ A =~ A ®¢ kQo ®¢ A y que VI = Ryon.

Los diferenciales d; son los tinicos morfismos de A-bimédulos tales que si u = ug...u =
Wi ... W es una i-ambigtiedad,

uRTI—-—1u sii=0,
di(Teuel) = Zum @u? @ub  conul? e vi-l siiesimparei > 1T,
Wi QWi .. WRT—-T®up...u4_1®u; siiesparei> 2.

Si p{ es una relacién no monomial definimos:

%
dil@p{@1) =) iV epl? e p]?.

Asi obtenemos:

Conin(A) ... — P ISPy 2y p, Syp dypr g

Lema 3.1.8. Cin(A) es un complejo.

Demostracion. Debemos probar que d;_; o d;i = 0 para todoi > 1.
= Veamos primero que dp o dy = 0.
Dada una relacién monomial o,

— —

doodi18men) =d(Y o 0o? @ o) = Y oVdo(1 & o & 170
UPe) 2, 3
:Zgi (Gi ®]_]®0-1 )Gi :]®Gi_o-i®]:0-

El calculo para una relacién no monomial p{ es analogo.
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= Veamos ahora que d; o d; = 0.
Dada una 2-ambigiiedad v = voviv, = wawiwy,

diod(T®VR1)=di(w23Wiwy® 1) —di(1 ® vovi ® v2)

—wrdi(T@wiwy®1)—di (1 @vov; @ 1),
( 2 3
=wy (Y (wiwo)V @ (wiwg)® @ (wiwg)?)

— (Do) @ (vov1)® @ (vov1) P )va.

Si algtin término apareciera en la primera suma y no en la segunda, entonces (wjwg)®®

estarfa estrictamente incluido en v;, por lo tanto (wiwy) (2)(wiwy)B) estaria incluido en vy, al

%
ser (wiwg)?

) una flecha, lo que implicaria que w; (Wywy) (M 5 vyv; = 0. El mismo argumento
se utiliza para probar que todos los términos no nulos de la segunda suma estan también en
la primera. En conclusién, dj o d; = 0.

= Veamos que para todo i > 2, dy;—» o dyi—1 =0.

Dada una (2i — 1)-ambigiiedad v =ug ... uzi_1 = wai_1... Wy, .
dyisody1(1®VR1) = dZi—Z(Z vl & v(2) X V(S)), donde v1? € v(2i-2)

Consideremos el conjunto finito F = (v @ v2) @ v3) /v[1y2,B8) = 12 ¢ vIZi=2)} v
llamemos n al cardinal de F. Vamos a definir un orden en F: diremos que e g v]@ <

j j
vg) ® vi(z) ® v?) si Iv]ml < Iviml. Observemos en primer lugar que si tuvieramos |v]m| = |vim|

. 2 ; . . . 2 2 P . .
para i # j, entonces vj( ) estaria estrictamente incluido en vg ) 0 vg ) estaria escrictamente in-

cluido en VJ@ y esto contradice el Lema 3.1.5.
(2)

Utilizando la segunda parte del Lema 3.1.6 sabemos que v;~ tiene solamente dos diviso-
res en V(%73) a los cuales llamaremos v| y vj. A su vez, vgz) tiene dos divisores en V23,

llamémoslos v} y vj. Observemos que si v5 # v5/, por la primera parte del Lema 3.1.6, obten-

driamos una (2i — 2)- ambigiiedad entre vgz) y véz) y esto no es posible por el orden elegido,
(2) (2)

or lo tanto v, = vJ/. En general, v;"’ tiene dos divisores v/ y v/, ; mientras que v."; tiene dos
2 2 j j j+1 j+1
. . / I
divisores Vi1 ¥ Vi
. 2
Escribamos ahora v§ ) — v].’ Uy 2j = wﬁ,z,jv]f ,1- Observemos que uy; 27 = U2 ya que

/ ! .
Vi =UolUg... U3 Y W2 2n = W2i2 Yyaque Vn+1 = W32i{—-3...WiWy. Entonces:

n
1 3 1 3
dai20dy1(T®@V®I) = ZVJ( Wi RV ®v]§ ) —ng ) @V ®u21,2/jv} )
=1
=W W22 @y @1 —1® V] @ Uzi2Usig
=0.
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= Veamos finalmente que sii > 2, entonces dyi_1 o dy; = 0.
Dada una 2i-ambigiiedad u =ug ... up = wyi ... wy,

di1odi(TRU®T) =di 1 (Wi @Woi1.. W@ 1) —dp1(1 @ Ug ... up_1 @Uuy)
= WZi(Z v @yl @viBl) — (Z 2V ® 29 @ 28Ny

1) 3)

con vyl =W2i_1...Wy, v(2) € V(Ziiz), 21)z(2)73) — Up... W21y 212 S v(2i-2),
Consideremos los sumandos de la forma zV ® z(?) ® z(®) y supongamos que s(z?) <
t(wyi), probaremos que en ese caso 2By = 0. Si s(z?)) coincidiera con s(ws;), esto im-
plicaria que 2@ = uy...wi, 2B = wyiy y por lo tanto 2B3)uy;=0. Si no, escribamos a la
2i-ambigiiedad 22 = xpxq ... %2i_2. Al ser xy una flecha sabemos que t(xp) < t(wyi). Como
waiwzi—1 € Z y no tiene divisores propios a derecha en Z, resulta que t(wzi_1) < t(x1). Sa-
bemos también que x1x; € 7'y que no tiene divisores propios a izquierda en Z por lo tanto
t(wazi—2) > t(x2). Continuando con este proceso obtenemos que t(w;) > t(x2i—2) lo que im-
plica que wywy es un divisor de z*1,; y asi concluimos que z®uy; = 0.
De forma andloga podemos probar que si tenemos un sumando de la forma v(" @ v(?) @ v(3)
con t(v?)) > s(uy;), entonces wov(") = 0. En conclusién, tenemos los mismos sumandos no

nulos en cada una de las sumas y por lo tanto d;—7 o d; = 0.
O

Observacién 3.1.9. La resoluciéon minimal que acabamos de definir coincide con la resolucién de
Bardzell a partir de P3 = A ® kV!2) ®¢ A ya que si i es mayor o igual que 2, las i-ambigiiedades
se construyen solamente utilizando las relaciones monomiales.

Lema 3.1.10. Los A®-mddulos de Cpnin(A) son A¢-proyectivos.

Demostracién. Observemos en primer lugar que los A®-mddulos de Cyin son todos de la forma

A ®ekS®g A con S = {wy,...,w;} un conjunto finito de caminos. A continuacién probaremos

que kS es E°-proyectivo. Para esto consideraremos el morfismo de E-bimédulos i : kS — (E®)"

que manda a cada wj en S ala r-upla (0,0, ..., s(wj) ® t(wj),0,...,0). Dicho morfismo se escinde
—_—

j—ésimo lugar
por el morfismo de E-bimédulos p : (E®)" — kS que manda a la m-upla (a] ® a?,a} ® a3, ..., a]-] ®
ajz, coo)a )y g wysis(wy) = alL y twg) = ai y a cero en caso contrario. En consecuancia kS es

E€ —proyectivo y por lo tanto A ® kS @ A es A®-proyectivo. O

Para probar que efectivamente Cyin(A) es un resolucién proyectiva, veamos que el siguien-
te complejo tiene homologfa nula. Para esto definiremos morfismos de A-médulos a izquierda

{si}i>—1 como en el siguiente diagrama en el que p denota la multiplicacién:

S0P B A9KRRA B AgkvORA B AgA A5 A o 0

$1

N S S_1
d, o 1l Id | S o1al 1l
S5 P B AQKROA B AgkVO oA B AgA B A S 0
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y probaremos que se trata de una homotopia de contraccién, o sea que:
= us g =1d,

m s_ju—+doso = 1d,

m parai >0, sid; + dit1si41 = Id.

Proposicién 3.1.11. Cyin(A) es una resolucién proyectiva de A como A°-médulo.

Demostracién. Basta definir una familia de morfismos de A-médulos a izquierda {si}i>_1 y probar
que se trata de una homotopia de contraccién. Dado i > —1, sea a un elemento de la k-base de
caminos irreducibles 5, sean ey, el camino de largo cero en el comienzo del camino b y ey, el
camino de largo cero en el final del camino b. Definamos en primer lugar

s_1(a) = a®eyq), paraa € A.

Para i > 0, observemos que basta definir s; en los elementos de la forma e,,) @w® a € Piy
extenderlo de forma tal de obtener un morfismo de A-médulos a izquierda. Sean

— —
so(eg(q) ®a) = —Z aV®a?®@a® con a? e Q1.

eo®p{®ew, si oca:Wp{;
s1(esq @a®a) =14 ey ®0;@b, siaa=ojbenQ conoj € Rmon;
0, en cualquier otro caso.

Parai=2,dador € R,

silem@r®a)==> (rd)V®(ra)? @ (ra)?

con (ra)?) € V@ si ra contiene una 2-ambigiiedad y cero en caso contrario.
Observacion 3.1.12. Sir = p{ es una relacién no monomial, entonces s;(es;) ® 1 ® a) = 0.

Parai > 2,dadow € Vi1,

si(esp) @W® a) = (=1)! Z(wa)(” @ (wa)? @ (wa)b

con (wa)? € VU si wa contiene una i-ambigiiedad y cero en caso contrario.

Observacion 3.1.13. Observemos que como todos los tensores son sobre E, si(esy) @ w® a) =
si(l@w® a)

Observacion 3.1.14. Observemos que la homotopfia {s;}i>_1 definida anteriormente coincide salvo
por los signos con la definida en [24] en la parte monomial del dlgebra. Esta diferencia de signos
proviene del hecho de que la homotopia definida aqui es de A-médulos a izquierda mientras que
la de [24] es de A-m6dulos a derecha.

Probemos que {si}i>_1 es una homotopia de contraccién:
» Veamos primero que us_; = Id. En efecto,dado a € A, us_j(a) = pula ® ey(q)) = a.
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» Probemos que s_jpu+b’sy = Id. Dado a € B, s_jp(egq) ® a) = s_i(a) = a ® eyq)-
Por otro lado,

H
doso(es(q) ® a) = do(— Z adV®ad? ® a(3))
— -
=—Y adVad?@ad¥+Y aVga?a®
=—a®eq) t+esqa

y obtenemos el resultado buscado.
» Parai =0, veamos que sodp + dys7 = Id. Dado e;3) ® B® acona € By 3 € Qy considera-
remos tres casos:
1. Ba € B: en este caso

sodo(es(p) ® B ® a) =so(B ® a—eyp) @ Pa)
H %
=—>Y (Ba"®ad?®d¥ +(Ba)V @ (Ba)? @ (Ba)?)

[5)®[3®a.

Por otro lado, s1(esp) ® B ® a) = 0y la ecuacion se verifica.
2. pa =W, para alguna relacién no monomial p;: en este caso

sodo(es(p) @ P @ a) =so(f ®a—eyp @ pa)
— Y paea? ®a®+ ¥ by ¥l & @02 @ (o),

j>ki
<7
Por otro lado d;s;(esp) ® B ® a) = di(eg ® p{ @ ew) = ¥ (Ba)V @ (Ba)? @ (Ba)®) —

> o1 by LM @ [0 @ [«]13) por lo tanto (sodo + dis1) (es(p) © B ® a) = e5p) ©
B ® ay la ecuacion se verifica. (.

3. Ba = 0: en este caso spdp(esp) @ P®a) = so(p®a) = —)_ pall) Joad. A
su vez tenemos que d;si(egp) ® B ® a) = di(eyp) @ 0'1 ®b) si Ba = O'lb en Q, con

0; € Rinon. Luego, di(egq) ® 0 @b) = 3 Gm g2) ® O{S)b; ademads observemos que
— A
Y pRd"®ad¥®d¥ =-3% crg) Ez] ® G b+ es(p) ® B ® a por lo que obtenemos

el resultado buscado.

= Consideremos el caso i = 1y probemos que s;d; + d;s; = Id. Hay dos casos posibles.
e Sit=p/ € Ryomon, consideremos €s(p/) ® p{ ® a. Como los tensores son tomados sobre
E, suponiendo sin pérdida de generalidad que a = e, resulta s;di(ey ® p] ® eq) =
s1di(ep® M) @ ey) —s1d1(e0 @ fp, @ ew) = €9 ® p{ ® eq. Ademds s;(ey @ p] ®ew) =0,
por lo que concluimos que la ecuacion se verifica.
e Si 0y € Ripon, Sabemos que

1 2
s1di(ego) @01 ®@a) =51 [0V @ [0 @ [01]% ).

Llamemos {p1,p2,...,pn} al conjunto ordenado de las relaciones monomiales inclui-

<—
das en oja, en particular p; = o0;. Vemos que s; (3 [0V ® [0]? @ [01)®)a) resulta
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ser pL, ® pn ® pl, donde P!, es la parte de oia que queda a la 1zqu1erda de pn y pn
la parte que queda a la derecha. Por otro lado, si llamamos W = Wwu, = whww)
a la 2-ambigiiedad que se obtlene a partir de las relaciones p; y pj41 tenemos que
d2sz(eso) ® 01 ® a) = dZ(Z "W'@ W ® W) donde W] es la parte de oia que
queda a la izquierda de w y [w ] la parte que queda a la derecha. Al aplicar d, obtene-
mos €(y,) & 03 ® a— pn ® pn ® Py, va que los términos del medio se cancelan entre si.
Asi obtenemos el resultado deseado y la ecuacién se verifica.

= Para el casoi > 1, veamos que sid; + di;1si+1 = Id.
Como a este nivel la parte no monomial de la resolucién no aparece la igualdad se sigue de
los céalculos de [24].
O

Observacién 3.1.15. Para ver que la resolucién proyectiva Cpnin(A) es minimal consideremos r¢, el
radical de Jacobson de A°. Este radical estd generado por los elementos de la forma o ® e; y ¢; @ f3
coni,j € QyapB € QryaqueradlA®AP) = A®rad(A°P) 4+ rad(A) ® A°P. Para probar
que Cpin(A) es minimal debemos chequear que Im(d;) C P;_;7®. Esto es claro, considerando las
férmulas de los diferenciales.

Ejemplo 3.1.16. Consideremos el dlgebra toupie A = kQ /7 donde Q es el carcaj de la siguiente siguiente
figura con #Qo = 13, #Q1 = 15:
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/3.3 .44 2.2 2 3 C Ll s
Sean p; = &30} — XyX| Y O = oo, 06,08, 3coni=0,...,4eZ = (p;,0i : 1 =0,...,4,).

Notemos que la dimension del dlgebra es 2, no hay flechas de punta a punta, hay una rama de largo mayor
que uno que no participa de relaciones, una rama que contiene relaciones monomiales y dos ramas que
participan de relaciones no monomiales; es decir queD =2, a =0,l=1,m=1yn =2

Describiremos a continuacion los A-bimdédulos de la resolucion minimal y su dimension.

Sii>3, A®r kVY @ A = {0} ya que en este ejemplo el conjunto de i-ambigiiedades es vacio.

Para el caso en que i = 3, veamos que V) = {«?}:
Escribiendo a «'2 como ambigiiedad a derecha con la notacién de la Subseccion 3.1.1, a2 = ugugurus
con U = od, w = ododed, up = cxf! yuz = ocgocégc%.

Si ahora vemos a o) como ambigiiedad a izquierda, resulta ol = wywawiwy con wy = oc%, wy =

20242 — o2 — 2o

Notemos que en la ambigiiedad escrita a derecha las relaciones 03 y 04 quedan ocultas mientras que

escribiendo la ambigiiedad a izquierda, son las relaciones o, y 03 las que quedan ocultas.

En conclusion, A ¢ kVB) @ A = (eg ® «¥) @ ey) y por lo tanto dimy A @ kVE) @¢ A = 1.

Para i = 2 observemos que en la tercera rama hay cuatro 2-ambigiiedades:

ull = ododadodad, u? =odododaded, ub) =adodododal y u? = adododolad .

Luego,
AkVY @ A= (coul®d:1=1,2,3,4 c,deB,t(c)=su?)ys(d) =tu?))
y en consecuencia dimA Qg kV@ @ A = 20.
Vemos que A Qe kR ®g A es el k-espacio vectorial generado por la union de los conjuntos

{c®o5®d,j=0,...,4 c,de B,t(c) =s(oj) y s(d) = t(oj)}

{c®@pi®d; ¢, d € B, t(c) =s(pf) ys(d) = t(pj)}.
Luego, dimyA ®¢ kR @g A = 34.

El espacio vectorial A ®¢ kQ1 ®g A estd generado por el conjunto

eoal®d:1<i<40<j<7 ¢,deBte)=s(ad) ys(d) =t(a})

. Luego dimyA Qg kQ1 ®e A =15+224+214+204+124+6+2 =98.

Por iiltimo
AREA=(c®d:c,de€ B, t(c) =s(d)).

Realizando el cdlculo de la dimension en este caso obtenemos que dimyA @ A = 13 +30+433 + 26 +
15+8+3 =128
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Capitulo 4

Calculo de la cohomologia de Hochschild

El célculo de las dimensiones de los espacios de cohomologia de Hochschild de un algebra
toupie A ya fue realizado en [14]. Aqui construiremos una base explicita para cada uno de los
espacios HY(A), con i € N U{0}. Esto nos permitird, entre otras cosas, describir las deformaciones
del algebra.

Nuestro objetivo en este capitulo es describir explicitamente una base de HY(A) para cada i. Para
comenzar el cdlculo aplicamos el funtor Homae(—, A) a la resolucién minimal Cyin(A) y obtene-
mos:

0 —  HomaelA@EE®EAA) oMo Himac(A ©kQ @ A A)  —
. Homae(A@pkVE D @p A, A) oA A e (A @ kVE @ A,A) —

Es bien conocido que dado un E-bimédulo X, existe un isomorfismo Fx : Homae(A ®g X ®¢
A,A) — Homge(X, A) dado por F(¢)(x) = @(1 ® x ® 1) que es natural en X. Asi identificamos el
complejo anterior con el siguiente complejo:

0 — Homge (E, A) 2% Homge (kQp, A) 25 Homee (kR, A) 22 Homge (kVZ,A) — ...

donde D; = Fo Homae(d;, A) o F! para todo i.

Dado un E-bimédulo kW y un morfismo no nulo f € Homge (kW, A), se cumple que para todo i,
j € Qo y paratodow € W, vale la igualdad e;f(w)e; = f(e;we;), por lo tanto f(w) debe compartir
con w el origen y el término. Dado w € W, denotaremos w||f(w) al mapa que manda w a f(w) y
el resto de los elementos de W a cero.

Dados conjuntos A y B, denotaremos k(B||A) al k-espacio vectorial generado por los elementos
de la forma bllacon b € By a € A. Observemos que como las dlgebras toupie no tienen ciclos
orientados resulta Homge(E, A) Qo I Qo

Recordemos que llamamos Z = {oc U, ol ... «l} al conjunto formado por las flechas de 0 a w

eY = {ale*V, . ., ale*V} al conjunto de ramas que no son flechas y que no contienen relaciones
monomiales ni part1c1pan en relaciones no monomiales.
Sea X = {al1), al2),... alid)}, el conjunto de todas las ramas que aparecen en f, para alguna

relacién no monom1a1 p’. El conjunto o8B, = XU Y U Z es una base de eyAe,,. Observemos que la
dimensién D del algebra a coincide con a+ 1+ d.

A continuacién describiremos los espacios vectoriales restantes que aparecen en el complejo que
vamos a usar para calcular la cohomologia de Hochschild.
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En grado 1,
Homee (kQ1, A) = k(Qi[[Q1) + k(Z[|(0Bw — Z)).

En grado 2,
Homge (kR/ A) = k(RnomonHOBw) + k(O(Rmon)wHOBw)

Finalmente, parai > 2,

Homge (kV1, A) = k(o(VY) o [[0Bw)
Ahora daremos la férmula explicita de los diferenciales. Dado o € Qqy f € Homge(E, A),
Do(f)(«) = F(Hom(do, A)F ' (f))(«) = Hom(do, A)F ' (f) (1 @ x® 1)
—F ) (do(1T®@a®1)=F'(f)la®1 -1«
=of(1)—f(1)e.
En particular, si f = e e; resulta Do(f) = 3 y(a)=i /| — 3 5.5)=i BIIB-
En forma andloga calculamos D, considerando distintos casos.
Dadas 0; € Rmon v f € Homge (kQ1, A),

Ds(f)(01) = F(Hom(d, A)F (f))(cn) = Hom(d1,A)F—‘(f)(1 ®o®1)
<—) —

— 1 2 3
= E I ](I)(GE)®G E O' O'E)
——

» Sif = q| a5y & no esta incluida en oy, entonces D1 (|| aj)(03) = 0, ya que f(O‘lz)) = 0 para
todas las factorizaciones de oj.

» Sif = a]|o y «; estd incluida en o3, entonces D1 (|| «;)(01) = 0, ya que existe una factori-
<—

zacion de o; de la forma Boyy y por lo tanto ) O'g)f 012)) (3) = Bf(oy)y = Poyy =0en A.
» Sif = oo con oWl € Z|(oBw — Z), entonces Dy(a«™||ali))(0;) = 0, ya que o™
(_
2)

no estd incluida en o; al ser una flecha de 0 a w y por lo tanto f(o;
factorizaciones de oj.

) = 0 para todas las

Dadas p] = olki) 4 Zj>k-1 by o)) € Ruomon y g € Homee(kQq, A)
D1(g)(p{) = F(Hom(ds, A)F'(g))(p{) = Hom(dy, A)F ' (g)(1 ®p{ ® 1)

)(Z k() & x(k)2) Cx(ki)(3)) + Z bijF_] (9)(Z oI & x0)(2) Cx(])(3))
j>ki
— Z “(ki)(])g((x(ki)(z))(x(ki)(z’) + Z bi; Z oc())“)9(0((1)(2))0((])(3).

i>ki
» Sig = o] e y & no estd incluida en alguna rama que participa en p/ entonces D1 (o | o) (p])
%

se anula ya que g(a!*)?)) = 0 para toda factorizacién de ) y g(al})?)) = 0 para toda fac-
torizacion de o) en f ol
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» Sig = oo y o estd incluida en una rama «'P) que participa en la relacién no monomial
p/, entonces D1 (o[ o) (p!) = by, alP). Recordemos que by, = 1.

" o

» Sig=oaM|a® cona™||a € Z||(oBw — Z), entonces Dy (a!™ || o)) (p!) = 0, ya que «!
%
esté incluida en ninguna rama que participe en p! y se cumple que g(«*?)) = 0 para toda

factorizacién de al*t) y g(l)?)) = 0 para toda factorizacion de ol en for.

En conclusion,

. b o) si A () (3) !
Di (ot o) = 2 iabiep Pillbyal) si- o estd en o« y al)es una rama de pf,
0 en caso contrario

Dy (! al) = 0si o™ ||V € Z]|(Bw — Z).

Para i > 2 probaremos en tres pasos que D; = 0.
1. Primero probaremos que D, = 0.
Dados w = wawiwy = voviva € V12 y f € Homge(kR, A),
D, (f)(w) = F(Hom(dy, A)F' (f))(w) = Hom(ds, A)F ' (Al (T@w®1)
=F'(N1owel)=F (f)w,@wimw®1—1@vv @V,)

= wf(wiwg) — f(vovi)va.

Como wiwy y vov; son relaciones monomiales que no van de 0 a w, resulta que f(wiwp) =
f(vov1) = 0y por lo tanto D, = 0.

2. Probaremos ahora que sii > 2, entonces D1 = 0.
Dados w € V(Z-1) yfe Homge (kV12—2) A)
Dai 1 (f)(w) = F(Hom(dai 1, A)F ' (f)) (w) = Hom(dai 1, A)F () (1 @w® 1)
=F'(Ndpa(lowel)=F ()Y wleow?ow
— Z wmf(w(z))wm,

donde w'?) € V(%=2) Como la (2i — 2)-ambigiiedad w!?) no va de 0 a w para ninguna facto-
rizaciéon de w, esto implica que f(w?)) = 0y concluimos que D;_ = 0.

3. Por ultimo probaremos que sii > 2, entonces Dy; = 0.
Dadas W = wyi ... Wy =Vp...vy € V(2 yfe Homege (kVEZE-1 A)
Dai(f)(w) = F(Hom(dai, A)F () (w)
= Hom(dy;, A)F ' ()1ew® 1)
=F'(Ndlewal)
=F 1) wi @Wri1.. wo@1T—1Qvp...v2i_1 Vi)

=wpf(Wai1...wo) —f(vo...vai_1)vai.
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Como las (21 — 1)-ambigtiedades wyi1...Wo y Vo ...V2i—1 no van de 0 a w, entonces
f(WZi,1 cee Wo) = f(Vo .. .\)2171) =0

y concluimos que Dy; = 0.

4.1. Calculo de Ho(A)

Para calcular H’(A) = kerD, probaremos primero que 2_icq, €illei pertenece al subespacio

kerDy y luego veremos que dicho elemento genera todo este subespacio.
Utilizando la linealidad y la definicién de Dy sabemos que:

Do | ) elles] =) Doleille =3 | 3 alla— > BB

1€Qo 1€Qo 1€Qo \t(a)=i B:s(B)=i

Dada una flecha « € Qj, el término «||cc aparecerd una vez en Dy(ey(q |/€i(«)) ¥ aparecera una
vez como —«||« en Do(eg(q)|l€s(«))- Esto implica que la suma anterior se anula y que por lo tanto
2_icq, €illei € kerDo.

Para probar que H(A) = kerDg = (i, €illei) supongamos que:

0=Do | > Aeiflec| =) ADoleifle)=> M| > 0<||<X— Z l3||f5

i€Qo i€Qo 1€Qo oct(o)=1 Bs(
Si existe algtin j tal que A; # 0, entonces para toda flecha « que termina en e;j, resulta que Ag(y) = A;
ya que « aparecerd como |/« en Do(ej||ej) y como —a|la en Do(es(q)||€s(x))- Usando el rrusmo
argumento, para toda flecha 3 que comienza en e; resultard que Ayg) = 7\ Al ser Q un carcaj

conexo, concluimos que todo elemento en kerDy es de la forma A; (Zier eil| ei).

4.2. Calculo de H'(A)

Para calcular H'(A) = kerD;/ImD,, la idea es partir de una base de kerD; y modificar sus
elementos hasta obtener otra base que incluya una base de ImD;.

Utilizando las ramas del carcaj de largo mayor o igual a uno sin relaciones monomiales del
dlgebra toupie construiremos un grafo Q, de la siguiente forma.

Definicién 4.2.1. Sea Q, el grafo tal que:
1. los vértices se corresponden con las ramas de Q que no son flechas y no contienen relaciones
monomiales,
2. hay una arista entre los vértices al® y «(P) si existe una relacién que involucre a ambas
ramas.
Llamemos {Qf : k = 1..., 7} al conjunto de componentes conexas de Q.

A continuacién consideraremos cuatro subconjuntos de k(Qq||B) cuya unién resultara una
base de ker(D1).
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1. Sea A1 = {oc} | ocji : alY) es una rama que contiene relaciones monomiales para todo j}.
En segundo lugar consideremos A; = Z||oBy.
3. Definamos

Az ={oglog —opl[og 1§ # 0O, |«P| > 1y sin relaciones monomiales}.

N

4. Finalmente consideremos el conjunto A4 = {Z“(UEQE obfjoh sk =T1... 7}

Lema 4.2.2. El conjunto H = |J{_; A; es una base de ker(Dy).

Demostracién. Conocemos por [14] que dimgH'(A) = r+ m+ Da — 1. De lo anterior deducimos
que dimyker(Dj) = r+m+ Da +#Qo — 2. Por construccién, H es linealmente independiente.
Veamos ahora que el cardinal de Hes r+ m+ Da+#(Qp) — 2. Como A; U A3 es una unién disjun-
ta, resulta que #(A; U A3) = #(A1) +#(A3). Ademas, el conjunto A; U A3 estd en biyeccién con el
conjunto formado por todas las flechas que no comienzan en 0 y por las flechas de la parte mono-
mial que comienzan en 0. Por lo tanto #A; 4+ #A3 = #Qp — 2 + m. Como claramente #A; = Day
#A4 =1, concluimos que #H = r+m + Da + #Qp — 2. O

El siguiente paso serd modificar H de modo tal que el conjunto resultante incluya una base de
ImDy. Para eso realizamos el siguiente procedimiento.

1. Consideremos los elementos de A de la forma oc}|| ocji con j # 0y reemplacemos dichos ele-
mentos por los de la forma of|og — o || og. Llamaremos A al conjunto que contiene a los
elementos modificados y A}’ al subconjunto de A; de los elementos que no fueron modifica-
dos, es decir A} = {of|| o) : «'Y es una rama que contiene relaciones monomiales}.

2. El siguiente paso depende de si hay flechas de 0 a w o no.

» Si a > 0, en primer lugar reemplazamos los elementos de la forma o'V ||V con i # 1
en A, por oV||alV) — «M||alV y a continuacién reemplazamos también al elemento
oo por s = ¥ o oo,

» Sia =0, llamemos «'P) a la tltima rama del 4lgebra toupie y consideremos el elemento
de H que contiene a of |af al cual reemplazamos por s = 3 ) och || o}

Sea C el conjunto obtenido a partir de H luego de realizar las modificaciones. Es claro que el
k-espacio vectorial generado por H coincide con el k-espacio vectorial generado por C. A conti-
nuacion describiremos una base de Im(Dy)

Lema 4.2.3. El conjunto K = {s}|JA] U A3 es una base de Im(Dy).

Demostracién. Sabemos que dimyIm(Dy) = #Qo — 1 ya que por un lado dimyker(Dy) = 1y por
otro lado dimHomee(E,A) = #Qo. Como K C Im(Dy), basta observar que #(A]) + #(A3) =
#(Qo) — 2y que K es linealmente independiente. O

La prueba del teorema que enunciaremos a continuacién se deduce directamente de los lemas
previos.

Teorema 4.2.4. Las clases de los elementos de C — K en ker(D1)/Im(Dy) forman una base de H'(A).

Notacién 4.2.5. Para el caso a > 0 asignaremos las siguientes notaciones a los elementos de la base de
H'(A) construida anteriormente :

» yi = o[l con V) una rama con relaciones monomiales.
» wpg = alP)||ald conp #£qyp,q=1...,a
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2 =alB|lal) cont=1,...,ay «®) €y By — Z.
n xy = alV]jal —aV||aMcont=2...,a
"t =D aieqk bl conk=1,...,7.

De ahora en adelante omitiremos la barra que denota la clase de equivalencia cuando querra-
mos referirnos a elementos de H'(A) siempre y cuando no genere confusion.

4.3. Calculo de H'(A) coni > 2

Continuando con el calculo de la cohomologia de Hochschild obtendremos una base de H2(A).
Para esto hallaremos en primer lugar una base de Im(D1) que luego modificaremos a una maés
conveniente. Por otro lado partiremos de una base de Homge (kR, A) y reemplazaremos algunos
de sus elementos por los de la base obtenida para Im(Dj), de modo tal de obtener una nueva
base de Homge (kR, A) que incluya a una base de Im(D1). Recordemos que D, = 0 y por lo tanto
ker(D;) = Homge(kR, A).

Observacién 4.3.1. Recordemos que escribimos las relaciones no monomiales como

p{ = Oc(ki) + Z bij oc(j).
j>ki

A continuacién daremos un orden en dichas relaciones. Diremos que p; <’ pj’ si ki < k;. Este
orden a su vez induce un orden en los elementos de Rnomon||0Bw de la siguiente forma,
pill™ < o[V sip{ <" pop{=p/yk <L

Para cada componente conexa de Q, correspondiente a relaciones no monomiales existe una
relacion con ki méximo. Llamaremos a dicha relacién la altima de la componente conexa.

Para construir una base de Im(D;) consideraremos los siguientes subconjuntos de k(R||oBw):
= B = {pi’||fp{ : p{ € Rnomon ¥ tal que k; no es médximo de ninguna Qk=1,...,1},
s B, = {Zt“(k)ep{,“(k]#“(ki) p{Hbik(x(k)},

Notemos que #By =n—d+1—ry #B; = d.
Lema 4.3.2. El conjunto By U B, es una base de Im(Dy).

Demostracién. Es claro que By UB; C Im(D1) ya que By C {Dy(oh|joh) : o) = W, para algtn i} y
By = {D1 (o] o)) : al¥) € X}. Sabemos que dimyker(D7) = r+m+ Da+#Qo — 2 y por otra parte,
dimyHomee (kQ1, A) =#Q1+ (D —1)a=m+1+n+ Da+#Qp — 2. De lo anterior se deduce que
dimIm(Dq) =1+n—7r.Como #(B; UB;) = #B7 +#B, = l +n —1, alcanza con probar que B; U B;
genera Im(D1). Como D1 (o] o)) = Dy (oc}H oc}) para cualquier flecha oc} que no es la primera en la
rama o'V y Dy(Y ) €QX olles) = 0, para toda componente conexa QF de Q,, el resultado queda
probado. O

Para modificar la base By U B; realizaremos los siguientes pasos.
1. Cada vez que tengamos en B, un elemento con un sumando de la forma pj |® donde

(k

ol¥) es la primera rama de f,; y p; no es la tltima relacion de ninguna componente conexa
)

de Qy, le restamos a dicho sumando p;||f,;. Llamemos B} al conjunto obtenido a partir de
)
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B, luego de las modificaciones. Observemos que el espacio vectorial generado por B; U B;
contiene al espacio generado por B; U B} ya que los elementos modificados se obtienen como
combinacién lineal de elementos de B; y B.

2. Consideremos el orden inducido por el sistema de reduccién en las relaciones no monomia-
les y luego en las ramas. Podemos construir entonces un orden en Ryomon|oBw- A partir de
este orden consideremos la matriz asociada a B} y escalericemos dicha matriz para obtener
a partir de ella un nuevo conjunto BJ.

Llamemos M al conjunto B; U B y observemos que (M) = (B; UB}) = (B; UB;) y por lo tanto
M también es una base de Im(D1).

El conjunto N = {p{[|a!® : p! € Ruomony a!® € ¢Bu}U{oi[| ™ : 61 € o(Rmon)wy a!¥ € ¢By}es
una base de Homge (kR, A).
Nuestro objetivo es ahora modificar esta base para obtener una nueva base que incluya a M. Para
eso seguiremos los siguientes pasos.

1. Para tener a los elementos de By en nuestra base reemplazamos en C los elementos de la
forma p/|| oa® con «® con el k menor de fpif por el elemento de By correspondiente, o sea,
pi, pr{'

2. Para tener los elementos de B} dentro de la nueva base consideramos el pivot correspon-
diente a cada elemento de B} y reemplazamos el elemento correspondiente a este pivot en
la base N por dicho elemento de B/

Llamemos N’ a la base luego de las modificaciones. De todo lo anterior se obtiene el siguiente
teorema.

Teorema 4.3.3. Las clases de equivalencia en Homege(kR, A)/Im(D1) de N’ — M forman una base de
HZ(A).

El siguiente teorema tiene como objetivo describir una base de la cohomologia de A en grados
mayores o iguales que 3.

Teorema4.3.4. Dadoi > 3, el conjunto By = {wj||a¥ : «l¥) € (B y wj € VIV, s(wj) =0, t(w;) = w}
es una base de H(A).

Demostracién. Como D; = 0 para i > 3, se cumple que H'(A) = Homge (kVE-1), A). Como B; es
una base de este tltimo espacio vectorial, resulta entonces una base de la cohomologia. ]

Observacion 4.3.5. En el caso particular de las dlgebras canonicas, Dieter Happel probé en [18] que
HO(A) ~ k y HY(A) =0 para i > 3. Ademas, dada un &lgebra canénica de pesos pi,...,pt ¥
definiendo d,, = (t —2) — ZL] 1/pi, se probo en [18] que si dp, > 0 entonces dimH?(A) =t—3y
H'(A) = 0. En el caso en que d;, < 0 sabemos que el dlgebra serd de tipo doméstico y por lo tanto
podemos asegurar que H?(A) = 0.

Ejemplo 4.3.6. Retomemos el Ejemplo 3.1.16 y calculemos la cohomologia de Hochschild en ese caso. El
cdlculo de H°(A) es estdndar y resulta HO(A) = (Xicq, €illei)-

Para el cdlculo de una base de H'(A), con las notaciones propuestas anteriormente, observemos que
en este caso a = 0 y por lo tanto A, = {}. Con la iinica rama con relaciones monomiales obtenemos que
Al ={od| o3}y con la inica componente de Q,, obtenemos que Ay = {o¢3]| o + o ||} Luego cambiamos
o3| o + oif|| o por s = o || + o || og + o3 || + of|| of i obtenemos que H (A) = (o || o).

41



Con el objetivo de obtener una base de H%(A), observemos que By = {p1]] ™} es una base de Im(D1)
que estd contenida en la base estandar {p]||o¥, p}||a!’} de Homee (kR, A). En este caso particular, quita-
remos simplemente a p|||o!®) de la base estdndar y tomaremos clase del elemento restante.

En definitiva H*(A) = (p{|| V).

Es sencillo ver que H3(A) = {0} ya que las 2-ambigiiedades que aparecen no van de 0 a w.

Como «?) es una 3-ambigiiedad de 0 a w, resulta H*(A) = (o) ||al®), a2 || (1)),

Por wltimo H'(A) = {0} para i > 4.
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Capitulo 5

Morfismos de comparacion

Para el célculo de la cohomologia de Hochschild utilizamos una resolucién minimal en lu-
gar de la resolucion Bar E-reducida definida en la Seccién 2.3.5, ya que esto simplifica mucho
los célculos. Sin embargo, tanto las deformaciones del dlgebra como el corchete de Gerstenhaber
estdn definidos a partir de la resolucién Bar y se pueden adaptar a la Bar E-reducida pero en
principio no sabemos como verlos en la resolucién minimal. Necesitaremos morfismos de compa-
racion para pasar de alguna de estas resoluciones a la minimal y viceversa. Como la resolucién
Bar E-reducida es una variante mas econémica de la resolucion Bar donde también estan bien de-
finidos los productos vamos a tomar morfismos de comparacién entre esta y la minimal. Dichos
morfismos resultan dificiles de calcular en la mayoria de los casos. Comenzaremos con el célculo
en los grados mas bajos.

5.1. Construccién general.

La existencia de los morfismos de comparacién esta garantizada porque tanto la resoluciéon
minimal como la resolucién Bar E-reducida son resoluciones proyectivas de A como A®-moédulo.
Llamaremos @ : Cinin(A) = Cgare(A) y M : Ceare (A) = Crin(A) a los morfismos de comparacion
entre las dos resoluciones. Se trata de morfismos de complejos, es decir que el siguiente diagrama
es conmutativo:

CAQERVA @EA 2 AR kROEA L A®EkQI QA X A®EA S A 0
P3 lTﬂs P2 lTﬂz P1 le Po lTﬂo H
CAQEAT 9E A 2 AQEAT? @A 2L A®EA®EA 2% A®EA —A 50

Los mapas entre dos resoluciones proyectivas de un médulo son tinicos a menos homotépia.
Las composiciones n o ¢ y ¢ o1 son homotépicas a las identidades correspondientes.
Luego de aplicar el funtor Homae(—, A) y de realizar las identificaciones naturales obtenedremos
los mapas @* y n* y el siguiente diagrama conmutativo:
d5 4i 43
0 — Homge(E,A) —% Homge(kQq,A) —5 Homege (kR, A) —25 Homge(kV(Z),A) ...
ns g ni o n; o3 n3 oy

%

5 — &% — — 5% —
0 — Homge(E,A) - Homege (A, A) —4 Homege (A ®g A, A) - Homee (A®E3,A) e
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Los mapas ¢* y n* inducen isomorfismos a nivel de cohomologia que seguiremos llamando
(p* y T]*.

A continuacién construiremos morfismos de comparacién @ y 1 que levantan la identidad de
A.

En primer lugar, tanto ¢y como 1y serdn la identidad en A ®g A.
Ahora definiremos en forma inductiva los mapas ¢; con i positivo. Para esto utilizaremos la
homotopia considerada en la Seccién 2.3.5 para el complejo Bar E-reducido.

Definicién 5.1.1. Dadoi € N y dado 1 ®¢ u®g 1 € P; fijamos:
Ci(TREU®e ) =t 101 1di1(1 ®pu®g 1).

Notemos que si bien ¢;_; y di_1 son morfismos de A®-mdédulos, ti_1 solo es morfismo de A-
modulos a derecha.
Extendemos @; para que sea un morfismo de A-bimédulos, o sea, dados A, 1 € B:

Pi(A @ u e 1) = Ati1@i1dig (1 ®p u®e 1.
Por dltimo extendemos linealmente.
Proposicién 5.1.2. La familia de funciones ¢ = {@i}icnujo) €s un morfismo de complejos.

Demostracién. Para probar que ¢ es un morfismo de complejos debemos verificar que los dia-
gramas correspondientes conmutan, o sea, que d;@i;1 = @id;, para todo i. Lo probaremos por
induccién.
El paso base es claro.

Para el paso inductivo supongamos que 8j_1¢@; = @j_1dj_; para algtn j > 0 y probemos que
8;@j+1 = @;dj. Observemos en primer lugar que basta probar la igualdad para los tensores de la
forma 1 ®s u®g 1 € Pj11, ya que todos los mapas que intervienen son morfismos de A-bimédulos.
Por la definicién de ¢j 1, resulta que:

5@+ (T ®e u®e 1) = 35t505dj(1 ®e u e 1)
= (Id —tj_18j-1)jd;(1 @ u @ 1).

Para obtener el resultado buscado bastaria entonces con probar que:
t]'_]éj_1 (p]'dj(] ReEu®e 1) =0.

Utilizando la hipétesis inductiva, sabemos que 6;_1@; = @;_1d;_1, luego el término de la izquierda
es:
ti—1@j—1dj—1dj (1 QEu®e 1)

que se anula ya que dj_1d; = 0. O

Definiremos a continuacién de forma andloga los mapasn; con i > 0. En este caso utilizaremos
la homotopia construida para la resolucién minimal en la Subseccién 3.1.2.
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Definicién 5.1.3. Dadoi € Nydado 1 ®r @1 Q¢ - Qr @t Qe 1 € A @ ATE ®E A, fijamos:
Ni(l @@ @ -+ @ G Qe 1) = 8i-1Mi-10i1(1 ®p @7 Qg - - - @ a1 @ 1).
Luego extendemos 1 para que resulte un morfismo de A-bimédulos, o sea, dados A, pu € B:
Ni(A ®F a1 Q -+ - Qe @G @ 1) = AsimMi—18i-1(1 ®p a1 Q - - - @ @ Qp 1)
Por tltimo extendemos linealmente.

Utilizando argumentos similares a los de la prueba de la Proposicién 5.1.2 podemos probar el
siguiente resultado. A continuacién enunciaremos dicho resultado.

Proposicién 5.1.4. La familia de mapas n = {ni}ieN es un morfismo de complejos.

5.2. Férmulas explicitas

Veamos ahora las férmulas explicitas de los morfismos ¢; y i parai=1,2,3.
Comenzaremos con @1.
Sea A ®¢ o ®g 1 un elemento no nulo de P;:

©1(A Q@ e Q1) = Ato@o(ax Qe 1T -1 ®E o) Jut
Alto(a @ 1) —to(1 ®E o))
M @QEax®e1—1®e1®p x)p
= AR X Qg |

yaque 1 ®¢ 1 ®¢ ase anulaal ser 1 = 2_icQ, €i un elemento de E = kQo.

Sigamos con @;. Dado A ®¢ r ®¢ p un elemento no nulo de P;:
1 ND) 3
©2(A e T @ 1) = Alt197 (ZT( ) @ 1@ @ 1 )> 1

z 1 2 3

—}\(t1( T()®ET()®ET())H
z 2 3

= A Qe r(1) &®E l'( ) XE l'( )},l..

Notemos que cuando 1V € Q, el correspondiente término de la tltima suma se anula.

— = —

Observemos también, que como 1(?) es una flecha podemos identificar a 1?) con 1) en B =
B —{ex : x € Qop}. De ahora en adelante, cuando se trate de una flecha omitiremos la clase en A.

Por ultimo veamos la férmula explicita de @3. Dada u = upujuy; = wowiwy € vi2) VAR U®E

u un elemento no nulo de P3, resulta
@3(A Qe u®E 1) = A (t202(w2 @ wiwg g 1 —1 @ uouy ®e uz)) 1

T 2 3
=A <’QZW2 ®e (wiwo) N @ (wiwg) ' @ (wiwp)' )> B
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—m 2 3
—A <tzz] ®e (uowr) M @ (uoun)? e (uowr)® 2> M

= 2 3
= > A@ewz @k (wiwo) D @¢ (wiwo)? @ (Wiwo)P

ya que al aplicar t,, el segundo sumando se anula en el complejo Bar E-reducido.
Pasemos ahora a los morfislnos nicon i = 1,2,3. La férmula explicita de n; se calcula como
sigue. Sea A ®F A Qp U € A Qp A @ A:

MAREa®e n) =Alsono(a®e 1 —1Rg a))p
=Aso(a®e1—1®ea)p
<_
= 3 na e a? e a

yaque sp(a ®g 1) =0.
Sigamos conm;. Dado A ®f a1 @y a; Qg 1 € A ®¢ K@)Ez ®eAconar, a; € B=B—{e,:x € Qpl,

M2(A @ a1 ®r a2 @ 1) = A(s11101(1 @ a1 ®p a; Qg 1))
=Asma QFE R T —-TQra1a; e 1+1 Q¢ a1 Qf az) ).

Debemos considerar tres casos:
1. Si aja; € B, entonces

MR Qray®e 1) = Z a]ag]) QE a;z) &QE (123)
%
— > (@1a)!" @ (ar1a2)? @k (a1a2)®
%

+3 iV @e df? ®e o) a.

Esta suma se anula ya que el segundo sumando es igual a la suma del primero con el
tercero.
En conclusion, si aja; € B:
M2(A ®e a1 @ az g p) = 0.

2. Si aja; contiene al menos una relaciéon monomial sea {07, 03, ..., 0p} el conjunto de relaciones
monomiales que aparecen en aja,, ordenado de acuerdo al orden de aparicién de sus inicios
en a;. Para cada, oj, podemos escribir aja; = (01)toi(07)" donde (o;)' es la parte de aja; que
queda a la izquierda de o3 y (0y)" la parte que queda a la derecha. Aplicando la definicién
demns,

<_
2
M2(A ®e a1 ®F ar Qg 1) =A (Z s1(ay aé” ®E aé = a§3))> ®

PN PNENE
+}\<ZS1(G] ®Ea] ®Ea] (12))}1



El primer sumando se anula ya que a; € By esto implica que no hay relaciones que

comiencen luego de final de a; en aja,. Con respecto al segundo sumando, observemos que
(_
(2) (3)

si a;” es una flecha anterior a la primera flecha de o}, entonces a;" a, = 0 ya que contiene a
Op.
En conclusién, si aja, contiene alguna relacién monomial:

M2(A @ a1 ®f a3 R ) = A(op)' @ 0p R (0p)" R

3. Siaqja; = WP{ para alguna relacion p; € Rnomon, resulta que nz (A ®¢ a; ®¢ ap Q¢ p) esigual a:

PN PNENE ‘ PN PNENE
AS] (Z aa, Qea,” Qpay — Z(fpi’)“) ®E (fp{)(z) ®E (fp{)m +2 a; ®eay Qeq a2> H.

Vemos que s se anula sobre las dos primeras sumatorias y aplicindolo a la tercera la expre-
sién anterior resulta ser igual a:

A ®E pi DF I

En conclusién, si aja; = WP{ para alguna relacién p; € Rnomon:

M (A ®F a1 ® a2 @ 1) = A Q p{ OF 1.

Resumiendo,
0 siajay € B,
MmA®E a1 @ a4 @ ) =4 Alop)' ®p 0p Qe (0p)'1 siajay €7,
A ®g pi/®EFL si CL](lzZWp{.

Por tultimo daremos la férmula explicita de ns.

Dados aj, ay, a3 € B consideramos A ®f a1 @ a; Qf a3 Q¢ i € A Qf K®E3 ®g Ay obtenemos
que 13(A ® a1 @ a2 ®f a3 Qg ) es igual a:

Alsyn2(a1 ®ea; ®E a3 ®e 1 -1 R a1a; ® a3 Qe 1+ 1 Qe a1 ®F a2a3 @ 1 — 1 R a1 R a2 @ a3)) 1.

Vamos a considerar cuatro casos.
1. Comencemos considerando el caso en el cual aja; € By azaz € B. Aplicando la definicién
de 1, resulta

MN3(A R a1 Qp a2 Qg a3 Qe ) = A(s2(M2(1 Qe a1a2 ® a3 ®e 1) +12(1 @ a1 R azaz @ 1)) 1.

Hace falta distinguir a su vez tres casos:
(I) Si ajaza3 € B, ambos sumandos se anulan y 13(A ®¢ a1 ®¢ a; ®¢ a3 Qg 1) =0.
(II) Si ajaa3 € Z, obtenemos:

M2(A ®e a1ax @ a3 Q@ 1) =M2(A Qe a1 @ 0203 R 1)
= }\(Gp)l ®E Op QE (O-p)ru

donde o}, es la relacién més a la derecha de aja;as.
Lo anterior implica que n3(A ®¢ a1 @ a; ®g az Qg 1) se anula en este caso.
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(II) Siajazaz =W, para algin p{ € Rnomon,
M2(A @ ara; Qe a3 Qe 1) =M2(A ®e a1 @ 203 Qe 1)
= A ®E p{ Q 1
y nuevamente 13(A ®¢ a; ®¢ a ¢ a3 Qg p) = 0.
En conclusién, siaja; € By aza3 € B:
M2 (A ® aja; ®f a3 @ 1) = 0.
2. Pasemos ahora al caso en el cual aja; € By ayaz € Z. En este caso,

N3(A Qe a1 ®p az @ a3 Qe 1) = Alspn2(a) @ a2 Qe a3 Qe 1 — 1 Qe a1a; ® a3 Qe 1.

Por definicién de 1, obtenemos que
N3(A ® a1 ® a; ¢ a3 Q¢ ) = A(s2(ar(0p)! @ 0p @k (0p)" — a1(0p)' @ 0p R (0)7))1t

ya que la relaciéon mds a la derecha de aa3 coincide con la relacion més a la derecha de
ajazas.

En conclusién, si aja; € By axa3 € Z,
N3(A ®e a1 @ a2 Qg a3 @ n) =0.
3. Sigamos con el caso simétrico al anterior, o sea aja; € Zy apaz € B.
N3(A ® a1 ® a2 e a3 QO 1) = Alson2(1 @ a1 Qe @203 Qe 1 — 1 a1 ®F a2 Qe a3))p.
Aplicando la definicién de 1, en este caso obtenemos que:
n3(A @ a1 ® a2 O a3 O 1) = A(s2((8:)' ®E 8r R (8:)" — (0q)' R 0q @ (04)"a3))p

donde &, es la relacién més a la derecha de ajaya3 y o4 es la relacién maés a la derecha de
ajajz.

Observemos que el primer término se anula ya que 4.(5;)" no contiene 2-ambigiiedades.
Aplicando s; al segundo término obtenemos la siguiente expresion:

)\(Z(Uq)l(cqcrgag))(]) RF (gqgaag)(Z) Qe (Uqgaag)(.%)))u

con (o oq az)? e vi2),
Consideremos el conjunto {07, ..., 0p} de las relaciones monomiales contenidas en ajasas
ordenado de acuerdo al orden de apariciéon de sus inicios en a;. Paracada 1 <i < p—1,
llamaremos w; a la 2-ambigiiedad que se obtiene a partir de o; y 0i,1. Reescribiendo, si

aia; € Zy maz € B:

p—1
M3\ @ a1 ®F 4 @ a3 Qe p) = ) A(wi)" QO wi Qe (wi)'p.
i=q
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4. Por ultimo analizaremos el caso en que aja; € Zy aaz € Z. Aqui, luego de aplicar la
definicién de n; resulta que:

n3(A ©F a1 ® 4y Op a3 Qe 1) = A(s2(a18; @ by O 8 — 0 Op 0q Qp 04a3))p

donde 8, es la relacién mads a la derecha de aa3 y o4 es la relacion maés a la derecha de a;a;.
Al igual que en el caso anterior el primer término se anula ya que 6,0} no contiene 2-
ambigiiedades.

Observemos ademds que si 8, y 04 son disjuntas, las expresiones 8! ®¢ &, @ 8! y oq
0q ®F O'q se anulan directamente. Si 6, y o4 no son disjuntas y consideramos {oj, ..., 0'p} el
conjunto ordenado de las relaciones monomiales contenidas en a;a;az de acuerdo al orden
de aparicioén de sus inicios en ajay,

p—1
M3\ Qe a1 @ 4 @ a3 Qe W) = ) A(wi)" Q wi @ (wi)'p
i=q

siendo wj la 2-ambigiiedad que contiene a las relaciones o y 0i41.

Resumiendo:

T‘Is(?\®Ea1®Eaz®Ea3®EH):{ Z DT @ewi @ (wi)'ln sima; €Ty 8 Noq # O,

0 sino,

donde {wi}i—q,..,p—1 es el conjunto de las 2-ambigiiedades contenidas en ajaya3, tales que
s(wi) > s(oq) con 04 la relacion més a la derecha de ajay.

Las siguientes proposiciones, aunque no daran la férmula explicita general para los morfis-
mos de comparacion, nos ayudaran a trabajar con ellos y obtener algunos resultados generales en
grados maés altos.

Proposicion 5.2.1. Dadosi € Nyw =wy... wi_1 = Wwi_1...up una (i— 1)-ambigiiedad. Entonces el
morfismo de comparacion @i aplicado a e, ®E W QF ey tiene siempre la siguiente forma,

Pi(1QEW®g 1) = Z 1®r a) @ - - - @ aV @ altt!

aM . .at+D=w
donde aV) con 1 < j < 141 son caminos no nulos en A.

Demostracién. Para los casos en que i es 1, 2 o 3 utilizamos la férmula explicita hallada anterior-
mente. Supongamos ahora que se cumple la tesis para un cierto i — 1 € IN par. Utilizando la
féormula inductiva de oy,

Pi(1T@Ew®e 1) =ti1@idi (1 @ w®e 1)
=t 101U 1 QEui2... Uy R 1)
—ti1@im1(1 ®EWwp ... Wiy @ Wi_1).

Observemos que el segundo sumando se anula en el complejo Bar reducido luego de aplicar la
hipétesis inductiva y la definicién de t;_;. Por lo tanto, @;(1 ® w ®g 1) serd igual a,

tic (Wis1 @i (1 @ Wwig ... up Qg 1)).
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Luego, utilizando la hipétesis inductiva en @;_1(1 ®¢ ui—...up ®¢ 1) y la definicion de t;_; obte-
nemos el resultado buscado.
Veamos ahora el caso en que i — 1 es impar. Aqui,

Pi(1T@Ew®e 1) =ti1@i1di (1 QEw®e 1)
= Z tig (w1 (1 @ w? @ Hw)
w

= Z Z tig (wm RF W@E C®p b(i)w(3))
w p(l

)b =w(2)
=Y Y 1@ew @bl @ @ bliw),
Wb b)=w(2)
Ast, wb . b@wB) = y la tesis se verifica. =

Proposicion 5.2.2. Dados i > 3y ay,...,a; caminos no nulos en B. Los morfismos de comparacion m;
aplicados a 1 Q¢ a1 Qk - - - Q¢ a3 Q¢ 1 tienen siempre la siquiente forma,

NI Qe Q- Qe ®e 1) = Z a0 @ a? @ a?
a

2) (3)

con «(1y,(2),3) € k, aMa@qB) =q= ar...apy a? S vi-1,
En particular, si el camino ay ... a; no contiene (i — 1)-ambigiiedades

M1 ®e a1 Qg -+ - ®e a; Qe 1) =0.

Demostracién. El paso base es para i = 3 y se prueba con la férmula explicita. Para el paso induc-
tivo,

Ni(1 Qe a1 Q- Qe 1 Qe 1) = 5i-1Mi-10i-1(1 RF a1 Qg - - - Qa4 @ 1)
=a15i-1Mi—1 (1 Q¢ - - Qe a; Qe 1)
i .
+ Z(—1)J81—1m—1(1 Qg+ QF Qjaj11 Q-+ D 1)
=1
+ (=D sis Mis1 (1 @ a1 Qk - - - @ 1 ay).

Utilizando la hipétesis inductiva y la definicién de s;_; en todos los sumandos obtenemos el re-
sultado buscado. O

Proposicién 5.2.3. Dada A un dlgebra toupie se cumple quen o ¢ = 1d

Demostracién. Al igual que las proposiciones anteriores, probaremos este resultado por induccién

completa. Los casos i = 0 e i = 1 son casi inmediatos utilizando las férmulas explicitas corres-

pondientes. Sea i > 2. Observemos que basta verificar la igualdad para los elementos de la forma

TQru®el € Py

Veamos en detalle el caso i = 2. Comencemos con una relacién monomial o;. Aplicando la
definicién de @,,

T

N2¢2(1 ® 0y Qg 1) :TIZZ 1 ®e UE” ®E 012)

0i

XQE 0{3)
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=1®g 0} Q1
B=1.

ya que, por definicién de 1, el tinico sumando que no se anula es cuando o;”' =

Partamos ahora de una relacién no monomial de la forma
p{ = Oé(ki) + Z bij(x(j).
j>ki
Luego,

2 3
Me2(1@ep{ @e1) = Y ma(1 @ (ak)D @ () @ (al)3))
olki)

—

£ by 3 ol s (@00 g (0N g () O))
j>ki o)
En la primera sumatoria, el tinico sumando no nulo es cuando (a3 =1 y ese caso nos da

1 ®¢ p{ @¢ 1. La segunda suma se anula por definicién de n; y obtenemos la igualdad.
Veamos ahora el casoenquei > 3.Siw =wp...Wi_1 =uj_;...upes una (i— 1)-ambigiiedad,
Niei(1 QW e 1) = simi1di1ti @i 1di (1 QEw®e 1).

Como t; es una homotopia contractante para el complejo Bar E-reducido se cumple que &;_1ti_1 =
Id —t;—28;— y la expresién anterior nos queda igual a

SicMi—19i—1di 1 (1 ®EW®e 1) — si—miciti20i 2@i1di1 (1 ®E w®e 1).

Como ¢ es un morfismo de complejos entre Cpin(A) v Cpare(A) tenemos que & r¢@i1di1 =
@i—2di_2di—1 = 0lo que implica que el segundo término se anula. Utilizando la hipétesis inductiva
en el primer término basta probar que

Sic1dii (T REWRET) =1 QR w®e 1.
Comencemos suponiendo que i es impar, entonces

$i1di 1 (T QWX 1) =uwi 811 (1 @ ui—2...up R 1)
—si (1 @Ewp ... Wi 2 @ wiq)
= (=" @ w g 1.

Por altimo, si i es par,

$i1di (1 REWRE 1) =51 Z w(l) XE w2 ®E w3
w2 ev(i-2)
=1Qew®g1
y el resultado queda probado. O
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Proposicion 5.2.4. Seaw =wy ... Wi = zi_1...zo una (i— 1)-ambigiiedad entonces, para todoi > 1,
M1 QEWy R -+ QEWi 1 Qe 1) = TR w®g 1.

Demostracion. Observemos en primer lugar que wj, z € B para0 < j, k < i—1 por lo que no serd
necesario tomar clase de wj o zx en A. El caso i = 1 es claro utilizando la definicién de ;. Para
i = 2, utilizando la férmula explicita de n;

n2(1 ® wo @ Wy @ 1) = (0p) ®¢ 0p Rk (0p)"

donde o}, es la relacion monomial més a la derecha de wyw;. Como no puede haber una 1-
ambigiiedad estrictamente contenida en wyw;, necesariamente es 0, = wow; y se cumple la tesis.
Para el paso inductivo,

Mi(T Qe Wo Qf - - - QEWi—1 Q1) = 5i-1Mi-10i-1(1 R Wo R - - - Qe Wi—1 R 1)
= $i1Mi—1(Wo R - - - QE Wi—1 ®¢ 1)

i-2
+ Z(—] P siomic1 (1 ®f - - - R Wijwiq @ -+ @ 1)
j=0

+ (=D i (1 @ Wo @k - - - @ Wi_1).

Los sumandos que no son ni el primero ni el dltimo se anulan ya que wywj;; € Z para todo
j=0,...,i—2.
Utilizando la hipétesis inductiva en el tltimo sumando, obtenemos que es igual a:

(—1)si1(1 @ Wow1 ... Wi_2 @ Wi_1)

y por definicién de s;_ la expresiéon esiguala 1 ®¢ w ®¢ 1, ya que w es la tinica (i — 1)-ambigiiedad
contenida en wy ... wi_1.

Por dltimo falta ver que el primer sumando se anula. Utilizando el Lema 5.2.2 11;_1 (1 ®¢ W1 ®¢
.- @ wi_1 ®¢ 1) serd combinacién lineal de elementos de la forma a!V @¢ a'® ®¢ a®) con a =
aMa?ab) un camino de s(w1) a t(wi_1) y a® una (i— 2)-ambigtiedad. Como el camino w; no
comienza en 0 y el carcaj es toupie, el tinico camino de s(wy) a t(wi_1) es wy...w;_;. Luego este
sumando es igual a Zawoocm,(z),(g)am ®e a? ®@¢ a® con x1),2),3) € ks a? ¢ vi=2) Por dltimo,
Wosi—1(D_4 oc(])(z)mam @ a? @ a®) =0, ya que ningtn sumando puede contener una (i — 1)-
ambigiiedad al ser aMa@aB) =wy . wig. O
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Capitulo 6

Estructura de Gerstenhaber de H*(A)

En este capitulo serd k = C. Para toda k-dlgebra A, el k-espacio vectorial H'(A) con el corchete
de Gerstenhaber tiene estructura de dlgebra de Lie. Este resultado se encuentra en [15]. Describire-
mos completamente dicha estructura cuando A es un élgebra toupie en el Teorema 6.4.5. Ademés,
el corchete de Gerstenhaber induce morfismos k-lineales H' (A) @ H(A) — HY(A) para todo i que
dan a cada H!(A) estructura de médulo de Lie sobre H'(A). En las Secciones 6.5 y 6.6 mostraremos
una descripcién explicita de esta estructura parai = 2 e i = 3, respectivamente.

6.1. Producto cup

En el articulo [14] se prob6 que el producto cup de la cohomologia de Hochschild de las alge-
bras toupie se anula en grados postivos. A continuacién daremos una prueba alternativa de este
resultado con las técnicas que venimos utilizando.

Proposicion 6.1.1. Sean A un dlgebra toupie, f € H*(A) y g € H™(A) con m,n > 0. El producto cup
de f con g se anula en H™ ™ (A).

Demostracién. Queremos probar que f —eq g = f — g = 0 en H™™(A). Supongamos que no, esto

implica que f ~—¢q g no es un coborde y en particular existen a1 ® - - - ® anym € AT pales

que
fred 9(A1 ® -+ @ apym) = fla1 ® - ® an)g(Ant1 ® -+ - ® aAnym) #O.

Necesariamente fnoseanulaena; ® ---® ap y gnoseanulaen ay1 ® - - - ® antm. Como existen
f y g hallados a partir de la resolucién minimal tales que

fla® - @a) =A@ Qay) =fM(1@a® - @a,®@1))

9(0n+1 ® - ® Ungm) = n;(g)(anﬂ ® -+ ® antm) = ﬁ(ﬂmﬂ RUAn+1 Q- QX Anpm & 1));

tanto f(a1 ® - - - ® an) como g(an41 @ - - - ® Antm) serdn combinacion lineal de caminos de largo
mayor o igual a uno que comienzan en 0 y por lo tanto su producto se anula lo cual es absurdo.
En conclusién, f —;.q g = 0. O
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6.2. Corchete de Gerstenhaber

A continuacién veremos que si feH™A)yg € H"(A) con m,n > 1, el corchete de Gersten-
haber de f con g se anula en H™1(A).

Proposicién 6.2.1. Sea A = kQ/Z un dlgebra toupie, f € H*(A) y g € H™(A) con m,n > 1. El
corchete de Gerstenhaber [f, ) se anula en H™ ™ 1(A).

Demostracion. Queremos probar que [f, gl,.q = [f, gl = 0en H™™"1(A), 0 sea, que [f, glreq €s un co-

. _— = ~1
borde. Supongamos que no, en tal caso, en particular debe existir a1 ® - - - ® anpm—1 € AZEmnl

tal que [f, glrea(a1 ® - -+ ® angm—1) # 0. Por definicién del corchete:

[f, glrea = fog— (—1)mI=Ngof,

Recordemos que fog(a; ® - - - ® anim—1) es igual a:

n
D (EDEVM (@ @ a1 ©9(a @ @ Aipm1) © Qiym @ -+ @ Anym).

i=1

Veremos que todos los sumandos se anulan. Supongamos que ¢(a; ® - -+ ® aizm—1) # 0 en A.
Como g(a; ® -+ ® aigm-1) = M1 ® a1 ® - - - @ ajym—1 ® 1)) con g hallado a partir de la re-
soluciéon minimal, sabemos que serd una combinacién lineal de caminos de 0 a w y escribimos

g(ai @+ @ Qitm-1) = X 4i)e,B,, AjalV) pero a; ®g -+ - ®p ai—1 ®p &) @F Qiym ®F - OF Anpm1

se anula en E@)En y f o g = 0. Con un razonamiento andlogo obtenemos que g o f = 0 y concluimos
que [f, gl = 0 en H™™=T(A). O

Ejemplo 6.2.2. Consideremos el dlgebra toupie A = kQ /L con Q como en la siguiente figura:
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e T = (ogod, o3 o3). Observemos que o'®) = o33 od es una 2-ambigiiedad.
Realizando el cdlculo de la cohomologia de Hochschild obtenemos que,

(S pepllep - € Q) sii=0;
(o Voo, ogllog),  sii=I;
(o] oM, a3 ||y, i i=3;
0 sii#0,1,3.
Como calculamos la cohomologia de Hochschild a partir de la resolucién minimal debemos utilizar los
morfismos de comparacion correspondientes pam calcular el corchete de Gerstenhaber. Calculemos ahora el

corchete de f = o'V ||adod € H'(A) con g = «® ||V € H3(A) aplicado a la 2-ambigiiedad oo o3,

HY(A) =

[f, g1(®)) = @37 (), n3(g)) (&) = I (F), m3 (@3 (1@ o @ 1),
Aplicando la férmula explicita de @3 obtenemos que
16PN =10010308+100 a0 R ® 1

y el primer término se anula en el complejo Bar E-reducido. Por lo tanto, aplicando la definicion de asociador
y corchete de Gerstenhaber,

[f, gl(®)) = i (£),M3(9)](ed ® of ® o)

=1 (F)(M3(9)(0d ® o ® o3)) —13(g) (M} (F)(0d) ® of ® o)
) (o3 —13(9) (0 ® o @7 (f)(03)).

|
3
Q%
(o]
&
®
3
— %
=
=
&
K
o
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Trabajemos ahora con cada uno de los cuatro términos.
Comencemos con el primero.

N H)M3(9)(ed @ od ® o3)) =i (F) (P a1 @@ @3 @ 1)

Aplicando la férmula explicita de 3 o la Proposicion 5.2.4 sabemos que,
Bl =10a¥ @1

y la expresion anterior nos queda,

n (f)(cxm) = (ocmHoc(z)oc%)mU @ oV ® 1) = oc(z)oc%.

n3(9) (M} (f)(0d) ® o ® o) :n§(g)( Dedod)m(T@od®1) @ of @ od)
=n3(9) (o] oGod) (0]) @ of @ o).

El término anterior se anula ya que (o1 ||odod) (o) = 0.
Razonando en forma andloga el tercer y cuarto término también se anulan.
En conclusion,
oo, o] V1(®)) = oot

y el corchete de Gerstenhaber no se anula en este caso.
Generalizando este ejemplo, si consideramos una i-ambigiiedad con i > 1 en lugar de una 2-ambigiiedad
podemos construir ejemplos en los cuales el corchete de H'(A) con HY(A) es no trivial.

La estructura de H'(A) como algebra de Lie y la estructura de H'(A) como representacion de
H'(A) se describiran completamente en capitulos posteriores.

6.3. El corchete de Gerstenhaber en H'(A)

Notacién 6.3.1. Dados o||h € Homge(kQq,A) y un camino @ en A, notaremos a*I™ a la suma de
todos los caminos no nulos que se obtienen reeemplazando cada aparicion de « en @ por h. Si el camino a

no contiene a la flecha « o si al reemplazar « en & por h no resulta un camino no nulo en A, definimos
aclih =0,

Lema 6.3.2. Dados «||h € Homge(kQ1,A), b € By f € Homge(A, A), valen las siguientes igualdades:
1. ni(ef|h) (b) = blM,
2. @7(f) = X aeq, Zafceqr B Aace|lc, sifla) =3 cpAacc.

Demostracién. Comencemos probando la primera igualdad. Dados «||h € Homge(kQ1,A) y b €

B, notaremos («||h) al elemento de Homae (A ®¢ kQ1 ®¢ A, A) obtenido a partir de «|/h mediante
la identificacion canénica de Homge (kQ1, A) con Homae (A ®¢ kQ1 ®¢ A, A). Evaluando 1 («||h)
enb,

P — ——
Ple|n) () = (| mi (T @eb@e 1) = («f[h) )b @b @eb® = 3 b (af|h)(b®)p.
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» Si «x es una flecha contenida en b, entonces 1; («||h) (b) = o'ha” donde o es la parte que esta
alaizquierda de @ en b y " la parte que esté a la derecha.
» Si o no es una flecha contenida en b, entonces nj («x|/h)(b) = 0.
Por lo tanto la igualdad queda probada.
A continuacién demostraremos la segunda igualdad. Dados f € Homge (A, A) y « € Q1, nota-
remos f al elemento de Homae (A ®¢ A ®¢ A, A) obtenido a partir de f mediante la identificacién
canénica de Homge (A, A) con Homae (A ®p A @ A, A). Supongamos que f(o) = D ceB Mo,

@7 (f) (o) = flo1(1 @ a®@g 1)) = f(1 Qe a @ 1) = f(x).

Concluimos que @7 (f) = 3 ,cq, 2_afceq, (B Aac&|c. O

El siguiente teorema da una férmula para el corchete de Gerstenhaber restricto a H'(A). El
resultado correspondiente para dlgebras monomiales ya fue probado en [26].

Teorema 6.3.3. Sea A un dlgebra toupie. El corchete de Gerstenhaber en H'(A) puede expresarse en tér-
minos de la resolucién minimal como:

(||, B[|b] = B[b*IN — | [RPIP,
con OCHh, BHb < HomEe (kaA)

Demostracion. Dados o|lh, B||b € Homge(kQq, A), calcularemos [«||h, 3||b] € Homee (kQq, A) uti-
lizando los morfismos de comparacién. Dadoy € Qq,

[x|[h, Bb](v) = @77 (e|[h), 7 (B]|D)(Y)
M7 (x|[h),n7(BlIb)]e1(1 ®ey ®e 1)
M7 («|/h), 7 (BIB)I(v).

Aplicando ahora la definicién del corchete de Gerstenhaber en la resoluciéon Bar E-reducida
resulta:

it (]| h), (B0 (Y) = nj(a|[h) oni(BlID)(v) —ni(B]b) omi(a|[h)(y)
= (yBIPyalin _ (yadinyBlo,

= Siy =, entonces YPII® = b y si a su vez b contiene a &, reemplazamos « por h en b.
» Siy = «, entonces y*I" =h y si a su vez h contiene a 3, reemplazamos 3 por b en h.
» Siy # ayy # B, entonces [x|/h, B||bl(y) = 0.

En conclusién, [x||h, B]|b] = B||bXI" — o|[hPIIP,
El célculo que acabamos de realizar en términos del complejo induce la férmula del corchete de

Gerstenhaber en H' (A).
O

Observacién 6.3.4. Si af|oc y B||B son elementos en H'(A), entonces [«||«, B]|B] = 0.
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6.4. Descomposicién de H'(A) como 4lgebra de Lie

A continuacién recordaremos la notacién utilizada en el Capitulo 4 para la base de H'(A).
Escribimos:

» yi = ob||o} con Y unarama con relaciones monomiales.

Wpq = alP|[alD conp £Zqyp,q=1...,a.

zys = a|al® conu=1,...,ay ) €y By — Z.

X = &M« — x|« cont’ =2...,a.

m ty = Z‘xmtes OCBHOCB conk=1,...,r.

— i . . ‘
Recordamos que A}’ : a'Y) es una rama con relaciones monomiales
En el préximo teorema utilizaremos la notacién dada en la Seccién 2.1.

Teorema 6.4.1. Sea A un dlgebra toupie. El dlgebra de Lie H'(A) es abeliana siy solosia =00D < 1.

Demostracién. Veamos quesia =00 D < 1, entonces H'(A) es abeliana. Recordemos del Capitulo
4 que:
Homee (kQ1, A) =k(Q1 — Z||Q1 — Z) + k(Z][oBw)-

Si a = 0, entonces Z es vacio y Homee(kQ1, A) estd generado por los elementos de la forma | o
para algiin « € Q;. Utilizando la Observacién 6.3.4, concluimos que H'(A) es abeliano.
SiD < 1 podemos distinguir dos casos:

= si a =0, argumentamos como lo hicimos anteriormente.

» Sia =1, entonces Z = {alV} y Homge(kQ1q, A) estd generado por los elementos de la for-
ma of|x con « € Q7 — Z junto con {«V| !V}, Utilizando nuevamente la Observacién 6.3.4
concluimos que H'(A) es abeliano.

Para probar el reciproco, supongamos que a > 0y D > 1. Aqui consideraremos dos casos:

1. Si D = a, hay al menos dos elementos en Z que llamaremos o' y «?). A partir de ellos
consideremos w;; y wi; los elementos de la base de H'(A) construidos a partir de o1 y a2,
Calculando el corchete de estos elementos, vemos que:

[W21/W12] — [(X(Z)HCX(U,CX“)HCX(Z)] _ 0((””(0((2))06[2)”“(” N OC(Z)H((X(”)(X“)H“(Z) — # 0.

2. Si D > a, existe por lo menos un elemento en Z al que llamaremos «!") y un elemento en
oBw — Z al que llamaremos «(P), que se encuentra en una componente conexa Q¥ para algtin
k. Consideremos los elementos de la base zy,, y ty,

zip, tid = [V, Y o]

talVeqQk

_ Z (OCEH(OCB)“(”HOC(P] _OCU)H(O((P])O‘EHO‘}))

De ahora en adelante supondremos que a >0y D > 1.
Para describir la estructura del dlgebra de Lie de H'(A) demostraremos el siguiente lema.
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Lema 6.4.2. Sea A un dlgebra toupie con a > 0. El centro del dlgebra del Lie H'(A) es el k-espacio vectorial
generado por Al ={y;:i=1,...,m}.

Demostracién. Probemos primero que Aj C Z(H'(A)). Dado y; € A7, sabemos que y; = oo
con a'!) una rama que contiene al menos una relacién monomial. Utilizando la Observacién 6.3.4,
vemos que los corchetes [y;, tx] y [yi, x,/] se anulan para todo ty y v’/ =2,..., a.

Por otro lado, dado wpqconp #qyp,q=1,...,q,

[Yi, Wpql = 0‘0”0‘01 (p)H(x(q)] — (X(p)H((x(q odlled 1|| al®fjala) _ 0.

Notemos que cada término se anula ya que «/P) y «(%) son flechas de 0 a w, mientras que o) es
la primera flecha de una rama que contiene alguna relacién monomial.
Finalmente, dado zqj conq =1,...,ay aV) € 4By, — Z,

Ll o j )l o)
[yi,qu] = [ocb”ocb/ “(Q)H(x())] H ocOHoco _ “0” al@ o) _ 0,

donde nuevamente que cada término se anula ya que x4 es una ﬂecha de 0 a w, «) es una rama
que no es flecha sin relaciones monomiales y o es la primera flecha de una rama que contiene
alguna relaciéon monomial.

Veamos ahora que todo elemento del centro del dlgebra de Lie puede escribirse como combi-
nacion lineal de elementos de A7’
Sea I' un elemento de Z(H'(A)). Escribamos I" en términos de la base de H'(A):

F=> Avxp+) Bpowpg+ ) Cuszus+ ) Diti+ ) Eyeo
T/ P.q uw,s k i

Como el corchete de I" con cualquier elemento de A{’ debe ser nulo, veremos a continuacién cuales
son las restricciones sobre los coeficientes de I' que esto impone. Sabemos que para todo k,

0=t = Z Cu sZus, ti] = Z Cus zus, i = Z Cu sZus-

Como el conjunto de los z,; es hnealmente 1ndepend1er1te, necesariamente C,, s se anula para todo
syparatodou=1,...,a.

Sabemos también que paratodor’' =2,...,a:
0=1[Nx]=1aa™]—,a|«] Z By, qWpq, & o] — [Z Bp,qWpq, M jaM],

ya que la Observacién 6.3.4 implica que [xj, !V ||a!V] = 0 para todoi=1,...,ay que ya sabemos
que los coeficientes C; s se anulan. Siguiendo con el célculo:

[F, XT’] = — Z(BprT,WPT, + Bp,]W—p]) + Z(Br/,qwrlq — B],qW]q)
P q
= _ZBl,‘r’er’ + ZBr/,lw‘r’l - Z Bp,r’wpr/
p#!
+ Z Br/’qwrlq + Z Bpjwp] — Z B1,qW1q.
q71 p#r q7T
Como el conjunto de los wpq es linealmente independiente, concluimos que B, ; = 0 para todo
p#4yp,q=1...,a
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Veamos ahora que A,s = 0 parar’ = 2,..., a. Si tomamos ahora un elemento de la forma wyq
paraalginpyalginqconp #qy 1 <p,q < qa, resulta

Sip,q #1:

0= wpgl = (Ap —Ag)wpq
de donde vemos que A, = Ay.Sip = 1:

0= wigl = ZA )H‘X(T,),Wm] _ZAr’[‘XmH‘erWm]
T/
TJ

por lo tanto A; =0 paratodoq =2,...,a
Finalmente, dados uy s tales que 1 <u < ay «!®) € B, entonces:
0= zul =) Dilti,zus] = > Dilty, o™ ||«¥)] = Dyzys

si «l8) pertenece a Qk Luego Dy = 0 para todo ky por lo tanto I' = }_; Ejy;. O

Recordemos que el carcaj a-Kronecker Q, es un carcaj con dos vértices, uno fuente y el otro
pozo, con a flechas que van de la fuente al pozo. En la siguiente proposicién probaremos que si
el carcaj del dlgebra toupie tiene a Q, como subcarcaj, entonces el dlgebra de Lie H'(A) contiene
una subdlgebra de Lie isomorfa a la cohomologia de grado 1 del dlgebra de caminos del carcaj
a-Kronecker.

Proposicién 6.4.3. La subdlgebra de Lie de H' (A) generada por

{x;,Wpq con p#¢q; p,q=1,...,.ay v’ =2,...,0a}
es isomorfaa H' (kQ.).

Demostracién. Sea Qa el carcaj correspondiente al dlgebra toupie A. Notemos primero que kQ, es
un 4lgebra toupie. Por lo tanto tenemos una base de H'(kQ,) como la descripta en el Capitulo 4.
Explicitamente, la base es:

{X;1,Wpq cOn p#q; p,q=1,...,ay v =2,...,a

La inclusién de Q4 en QA induce un morfismo k-lineal inyectivo kQq — A y también un morfismo
k-lineal de H' (kQq) en H'(A) que manda x,/ a X,/ y cada wpq a Wpq. Este mapa es inyectivo e
induce un isomorfismo de lgebras de Lie entre H' (kQ,) y su imagen. O

La prueba de la siguiente proposicién se encuentra en [21, Corollary 2.2.4]. Daremos el isomor-
fismo en forma explicita ya que sera utilizado mds adelante.

Proposicién 6.4.4. La subdlgebra de Lie de H'(A) generada por el conjunto {X,;, Wpq con p #dq; p,q =
1,...,ay v =2,...,a}es isomorfa a sla(C).
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Demostracién. El isomorfismo lleva a x,s en la matriz diagonal de tamafio a X a que tiene un 1 en
la entrada (r/,1'), un —1 en la entrada (1, 1) y cero en el resto de sus entradas, y lleva a wyq en la
matriz elemental £, de tamafio a X a. O]

En el siguiente teorema daremos una descomposiciéon de H'(A) como élgebra de Lie.

Teorema 6.4.5. Sea Q un carcaj toupie, Q, el carcaj descripto en la Seccion 4.2 y{Qf 1k =1,..., 1} en
conjunto de las componentes conexas de Q. EI k-espacio vectorial:

L=(tx,zus:k=1,...,71 u=1,...,ay stalqueoc(s) € oBw—Z2)

es un ideal soluble de H' (A ). Mds aiin,
1.siSi=(tk:k=1,...,myLi=(zys:u=1,...,ay s: «8) € 4By, — Z), entonces Sy es una
subdlgebra de Lie abeliana, L, es un ideal abeliano, y se cumple que:

L=S§ ~L,.
2. H! (A) = <yi ‘Yi € A]N> @ sla(C) x (S7 x Ly).

Demostracién. Probaremos primero que L es una subdlgebra de Lie de H'(A). Para esto, utilizando
la Observacién 6.3.4, vemos que [ty, ty/] = 0 ya que todos los sumandos que aparecen al desarrollar
son de la forma | ocHoc [SH[S

Ademas, si «!8) € Q

. . (w (s
[ty zus] = Z [och || och, o] 8] = Z (oc(“)H(oc(s Jobllod — o [ (ock)* ™l )>:qus

aeQk «WeQk

y cero en cualquier otro caso.
Finalmente,

zus, Zwsr) = [ al®), o[ als] = oWV (oclsNyx™ llad®) gl (gelshyoe™ e —
ya que al) y a*’) son flechas de 0 a w y tanto «(s) como «8") son ramas que no son flechas.

A continuacién verificaremos que L es un ideal. Dada k, 1 < k < r, si utilizamos nuevamente
la Observacién 6.3.4 concluimos que [x,/, ty] se anula para todo r"=2,...,a.Por otro lado, es claro
que dadosp # qconp,q = 1,...,a se tiene que [wyq, ti] se anula, ya que las flechas de 0 a w no
participan en ty.

Finalmente probaremos que dadou = 1,...,ay s tal que ¥ € (B, — Z, tanto [wyq, zus) como
[X;r, zys] pertenecen a L para todos los p, q,r talesque p # qyp,q = 1,...,ay ademds r’ =
2,...,4:

Wpg, zus) = [P ]|, o | ols)] = ]| (o)) 1) _ o) (@)™ — 5z

(X1, Zus] = [(X(r’) ||(x(r/), o ||oc(5)] _ [oc“) H‘sz oW H‘X(S)] = (=81 + 81u)Zus

Veamos ahora que L es soluble. Sea L, como en el enunciado. Observemos que [L, L] C L, y que L,
es abeliano.
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A partir de los cédlculos realizados al comienzo de esta demostraciéon podemos deducir que S,
es una subdlgebra abeliana y que L, es un ideal. Ademas [L,, L;] = 0y por lo tanto L, es abeliano.
Finalmente, como la proyeccion 7’ : L — L/L; induce un isomorfismo entre Sy y L/L; resulta

LZS]D(Lz.

—_——

Por otro lado observemos que H'(A) := H'(A)/Z(H'(A)) es también un dlgebra de Lie. Si consi-

P e g

deramos ahora la proyecciéon 7t : H'(A) — H'(A)/L, ésta induce, pasando al cociente, un isomor-
fismo entre sl (C) y H'(A) /L, lo que implica que:

P

HI(A) ~ slq(C) x L

Utilizando este isomorfismo y el lema 6.4.2 que describe el centro del dlgebra obtenemos la des-
composicién buscada para H'(A).
O

Corolario 6.4.6. Sea A un dlgebra toupie y sea L como en el Teorema 6.4.5. El radical del dlgebra de Lie de
H'(A) se descompone como sigue:
rad(H'(A) =A@ L.

Demostracion. Como L es un ideal soluble y A{’ es abeliano, L & A" es un ideal soluble. Ademas el
cociente de H'(A) por L@ A{ esisomorfo a slq(C), que es semisimple.Obtenemos asi el resultado
buscado. O

El siguiente corolario da una descomposiciéon similar a la del Teorema 6.4.5. Se prueba facil-
mente utilizando el corolario anterior y la descomposicién de Levi.

Corolario 6.4.7. Sea A un dlgebra toupie y L el ideal del corolario anterior. El dlgebra de H'(A) se descom-
pone de la siguiente forma:
H'(A) = (L@ A{) x s14(C).

Vimos antes que H' (A) es no abeliana si y solosi a > 1y D > 2. El siguiente corolario dice que
en esa situacién, H' (A) es semisimple solamente cuando el carcaj de A es el carcaj a-Kronecker.

Corolario 6.4.8. Sea A un dlgebra toupie tal que H'(A) es no abeliana. El dlgebra de Lie H'(A) es semi-
simple siy solosia =D ym = 0.

Demostracion. En primer lugar probaremos que si H'(A) es semisimple, entonces a = D y m = 0.
SiH'(A) es semisimple, por definicién es rad(H'(A)) =0 y por lo tanto #A{ = m = 0. Utilizando
el Corolario 6.4.6 sabemos que H'(A) es isomorfo a sly(C), mediante la identificacién de slq(C)
con (X;,Wpq :p#q; p,q=1,...,ay rv'=2,...,a) como en el Corolario 6.4.4. Al ser H'(A) no
abeliana, existe al menos una flecha de 0 a w a la que llamaremos o' € Z. Si a fuera estrictamente
menor que D, entonces existiria una rama oV € yBy, — Z. El elemento z;; = oV I «V es no nulo y
pertenece a H'(A), lo cual genera una contradiccion.
Probemos ahora el reciproco. Sabemos que si a = D y m = 0, la base de H'(A) no contiene
elementos de la forma yj;, zys ni ty/, por lo tanto H' (A) ~ s1,(C).

O]
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6.5. HZ?(A) como representacién de H'(A)

En esta secciéon describiremos la accién a izquierda del dlgebra de Lie H'(A) en H2(A). Dado

un camino ¢, llamaremos <c(_” a la primera flecha de c. Consideremos en primer lugar una relacién
monomial o que sea uno de los generadores del ideal admisible Z. Sean « € Q7 y b un camino
tal que s(a) = s(b) = 0y t() = t(b). Sean p una relacién de 0 a w y ¢ un camino de 0 a w en A.
Calcularemos [c||b, p[|c] € HZ(A):

(x|, pllcl(0) = @37 (e||b), M3 (pllc)](0)
_ ——
=3 mi(alo),n3(pllc)](1 ® 01 @ ¢?) @ o)
2

3
= > _nilafb) omz(plle) (oM @ 6o
o

L " T @ o2 5(3)
> milplle)mi(«][o) (o) ® 0?0

. =
= ni(pllc) (o @nj(«|b)(a1?))c?,

donde la suma es sobre todas las descomposiciones posibles de o como al comienzo de la Subsec-
cion 3.1.2.
Comencemos con el clculo del primer sumando:

> mi(al[b) om3(plle) (oM @ 0ol = 3 ni(«f|b)((pllc) m2(1 @ o) ® 0P @ 1))03).
o o

o
Como la relacién monomial o no contiene ninguna otra relacion, el términon;(1 ® oV ® ocd¥®1)

se anulara salvo en el caso en que o'®) sea 1. Luego,

> milalb)((plle)ma( 2@ @ 1)0®) =nj(«/b) (pllc)m2(1®@ 6 @ T

—_—

)

= i («l|b)(p][c) (o)
= 8,03 (][ b) (@)

= Spo(x|[D) M1 ®@T®1))
H
=8p0 ) _(af[b)(cV @ @),

C

b 1
_{ Sprgc"‘” , sia=clV;

0, si no.

En cuanto al segundo sumando,
— —

5 milplle)ni (o0} (@) @ o) ol = { ~Tolpllemi@ oM@ @10, sia=ol;
0, si no.

Para el calculo en el primer caso utilizamos que « debe ser la primera flecha de o y esto implica

que « = b. En el segundo caso observamos que n; («||b)(cV) = («|[b)(m1 (1 ® 6V @ 1)) = 0.
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Tomando en cuenta nuevamente que o0 no contiene otras relaciones, sabemos quen )(TeoD®
H
02 ® 1) se anulara salvo cuando o®) = 1; en tal caso,

|

- —— -
=Y (pllem2(1® oM @ d® @ 10" = —(p[le)n2(1 ® 0 @ 6 @ 1) = —(p[|c)(0) = =g pc.
o

Terminando la descripcién de la accién de H'(A) en H3(A) para el caso en que o es una relacién
monomial, probaremos que el tltimo sumando se anula. Calculamos:

%

T o (o)) . .

— 5 m3plle)(1 @ o @n; () (01?) @ 1)0! {—nz(pHC) eTed oo Y sia=oll;
S1 Nno.

4

R T
Observemos que 1 ® T® o) @ 1 se anula en el complejo Bar E-reducido y por lo tanto el tercer

sumando se anula.

Consideremos ahora una relacién no monomial, que es necesariamente de la forma

— a4 Y byall

i>kq
para algin i,
[x|[b, pl[c](pi) = @3 M7 (x|[b),n3(p]|c)]
x x TN (2 ki)y(3)

= > Mi(«]b),m5(pllc))(1 @ (alki))1 @ (&)@ @ (o)) )

olki)
- — X
> by Y ilafb),m3lplle)] (1@ (@« @ (ai)@ @ (o))
]>k (x()]
<—

= Z 7 (@[b) o3 (plle) (1 ® ()T @ () D @ (alk0))3))

(2 \(3
ZbuZm «||b) om3(pllc) () @ ()@ @ ()3
i>ky o3)
> m3lplle) M (alb) () M) @ (o)) (alkt)) )
alki)
ZbuZﬂz plle) (7 (e[ (o)1) @ ()2 (1))
i>ki oli
- an plle) ()1 @1 () (o)) 12))) (o))
Zbuan plle) (&)1 @i (ax]|B) (o)) ()3,
j>ki ol
Comencemos con el clculo del primer sumando:
e
2 nilafb)oni(ple)(1 @ (al)V @ (a ) @ (o))

alki)
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= > nilalb)((plle) mal(al))M @ ()@ (aclk))3)),
alki)

%
El término 1> ((«(k)) (N @ (a))12)) se anula salvo cuando («*))3) = 1, y en ese caso da p;.

Por lo tanto,

S i) (plle) ()1 © ()@ (alk4))3)) = mf (][ b) (p][c) (1)

(ki)

ot
= 8p,pm7 ([[b)(C)
:6pp1(‘x|‘b MmI®cxl))
H
= pplcaHb c;
0, si no.
El segundo sumando se anula ya que,
Zbuzm «[[6) o3 (plle)(1 @ ()T @ (al)? & (o))
>ki o«
—Zbuzm a/[0) ((pllc) M2 () & (&) 12))) (l))3)
i>ki oli
=0

porque nz ()M @ («li))2)) = 0 para todo j > k;.

Para comenzar a trabajar con el tercer sumando debemos considerar también dos casos.
1. Si « no es la primera flecha de «(*i) entonces:

= >_mi(elle)nilad[o) (o)D) @ ()@ () = .

ki)

2. Si «es la primera flecha de a!*, lo que implica que b = «, entonces:
— > m3(plle)mi (el (k) 1) @ (o)) @) (o *e)) )

olki)

==Y mlplla)((afe)(m (1@ («) D @ 1) @ (o)) ()

ki)

al

- _ Z 13 (pllc) ((e))(D ® (ac®i)) 2y ((ki))3)

==Y (pllema((alk))M @ ()12 (oK),

<7

El término 1, ((«(k))() @ («(%))(?)) se anula salvo que («(%))(3) = 1, y en ese caso
[ —

M2 ((alk))(D @ («%))(2)) = p; . Por lo tanto,

= 2_(pllema( ()M @ (o)D) (o)) = —(p[|e)ma () @ (o)) 2)
(ky)
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= —(pl[lc)(pi)
= _6P/Pic

El cuarto sumando se anula. Esto puede verse haciendo un calculo similar al anterior, salvo que
%

aquin,((oi)M @ («li))?)) = 0 para todo j mayor que k;.

Finalmente verificaremos que los dos tltimos sumandos también se anulan. Para el quinto
sumando, observemos que

%
=3 oM (plle) ()M @i (ef|b) ((a®))@)) (k1)) se anula si & no es la primera flecha de
_ S
ki) y da —(p|[c)m2(T® ()2 (x*1))B3) g 10 es.
%

A su vez, 1® (a!®))? se anula en el complejo Bar E-reducido y concluimos que el quinto
sumando se anula.

El célculo del tltimo sumando es similar.

En resumen, dados «||b € H'(A) y p||c € H?(A):

Mo
[]|b, p]|c] zémwpuc —6“W<—mp||c
, W

Observacion 6.5.1. Dada una relacién p de punta a punta monomial 0 no monomial. El k-subespacio
vectorial V, = {p||a™ : «l¥) € (B,,) es una subrepresentacion de Lie de H'(A) en H?(A).

A continuacién describiremos la accion de slq(C) como subélgebra de Lie de H'(A) en H2(A).
Teorema 6.5.2. Consideremos un dlgebra toupie A con a > 0y sea
E = {p||«™ : pes una relacion de 0 a w y M e By — 7}

visto como subconjunto de HZ(A). La descomposicion de HZ(A) como representacion de slq(C) es:

HA)~ @ Voo @ V

dimy<E> p:s(p)=0,t(p)=w

donde Vy ~ C es la representacion trivial y V es la representacion estdndar de slq(C).
Demostracién. Comencemos observando que: H*(A) = ({p||a!Y : p es una relacién de 0a wy oV €
Z}U{p|lc? : p esuna relaciéon de 0 a w y o« € oBy, —Z}). Aunque la unién de estos conjuntos
resulta ser una base de Homee (kR, A), al pasar a la cohomologia el conjunto formado por las clases
de estos elementos no es en general una base de HZ(A).

Utilizando la Proposiciéon 6.4.3 y la Proposicion 6.4.4 identificamos a los generadores de sl4(C)
con el conjunto {X,;, Wpq con p#4q; p,q=1,...,a y ' =2,...,a}en H(A).

Consideremos
b= {braM eV + b || + - -+ x| i by +by4 -+ bg =0} = (xpr:cont' =2,...,a).

Sabemos por el Teorema 2.5.15 que h acttia en forma diagonalizable en H?(A).Paracadai, 1 <i<
a,sea L; € h* definido por L;(b; oV Hoc(” + -+ beal®) = b;. Vemos que h* =C{Ly,..., Lo}/ (Li+
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R La>-
Dados by ||V + - - + box(¥||«(®) € B, p una relacion de 0 a w y ¥ € Z,

b el + - + b [l pl|a'] = bipl| V)

para todoi = 1,...,a y por lo tanto p||«lY es vector propio asociado al peso L;. Veamos que
L; es peso maximal de HZ(A). Para esto basta observar que dado wy; = oV ||oc(j) conj < i, es
[wyj, p||!!] = 0. Utilizando los Teoremas 2.5.19 y 2.5.20 concluimos que la representacién irre-
ducible generada por p||«(V, que resulta ser ({p|la(!) : pesunarelacionde0a wy ¥ € Z}) es
isomorfa a la representacion estdndar para cada p de 0 a w.

Si en cambio &V € (B, — Z, resulta

[bwcm ch(” 4. +ba“(a)|‘“(a), p||0<(i)] -0

y esto implica que si p||a(t) es no nula en H?(A), entonces es un vector propio asociado al valor
propio 0. Como ademés en tal caso la subrepresentacién generada por p||«V, que es C.p||«(, es
isomorfa a la representacion trivial, obtenemos la descomposicién buscada.

O

Teorema 6.5.3. Sea A un dlgebra toupie con a > 0. La descomposicion de H(A) como representacion de
Lie de H'(A) es la siguiente:

H%(A) = ) A

p:s(p)=0,t(p)=w

donde V, = (p||oa™ : «l¥) € (By). Ademds, para toda relacién p de 0 a w, el H'(A)-mddulo V, es
indescomponible. Mds aiin, si D = a, V,, es irreducible para todo p. EI reciproco vale si existe alguna
relacion monomial p de 0 a w.

Demostracién. Es claro que podemos escribir H2(A) = Zp:s(p)zo,t( o)—w Yoy que Vo N Xy, Vyr = {0}
para todo pde 0 a w.

Veamos ahora que V, es indescomponible para toda relaciéon p de 0 a w. Sabemos que, como a > 0,
existe al menos una flecha de 0 a w, a la que llamaremos «(!. Podemos asegurar que p|/«(") no
se anula en H2(A) ya que p|/«!") no pertenece a Im(D;). En el caso particular en que D = 1, se
cumple que dimV, = 1y V, es indescomponible. Si D > 1, dado ) € (B, con i # 1:

]|, pletM] = pl|V.

Esta igualdad implica que la 6rbita de la accién de H'(A) sobre p||«l!) es V, y por lo tanto V, es
indescomponible.

Probaremos a continuacién que si D = a, entonces V, es irreducible para toda relacién p de
0a w. Como D = g, utilizando el Teorema 6.4.5, sabemos que H'(A) = Al @ slq(C). Llamemos
V, a la representacién de la subélgebra de Lie sl,(C) cuyo espacio vectorial subyacente coincide
con V,. Utilizando el Corolario 6.4.8, \A/; ~ V donde V la representacion estdndar de slq(C) que,
como ya sabemos, es irreducible. Faltaria ver que lo anterior implica que V, también es irredu-
cible. Si V, tuviera alguna subrepresentacién estricta no nula M de H'(A), M también seria una
subrepresentaciéon no nula de sl,(C) lo cual es absurdo. Por dltimo probaremos que si existe una
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relacién monomial p de 0 a w y V, es irreducible, entonces se cumple que D = a. Supongamos
que D # a. En ese caso existe alY € (B, — Z tal que p||«?) es no nulo en H?(A). Observemos que
H := (p||alV) es una representacién de H'(A) contenida en V,, ya que dado o|c € H'(A),

e, pll o™ =8 rmello =8 el

Finalmente, como a > 0, esto es una contradiccion al ser V,, irreducible; concluimos entonces que
D=a.
O

La tdltima afirmacién del enunciado del teorema no tiene por que ser valida cuando p es una
relacién no monomial, para esto veamos el siguiente ejemplo.

Ejemplo 6.5.4. Sea A =kQ/Z con Q:

/222 3.3 4 4 5.5
e = (a§o s, Xgo;, o] — Q7).

Denotemos 01 = ogotas, 02 = oo ¥ p] = ago — oo

Utilizando la notacion propuesta en el Capitulo 4, si y1 = od||o, y2 = odl|od, zi5 = all[|al) y

t = o || g + o3| o3 entonces
H] (A) - <UI/UZI Z15, t] >
Aplicando el Teorema 6.4.5 y el Corolario 6.4.7 a este ejemplo obtenemos la siguiente descomposicion:
H'(A) = (S x L) DAY
siendo A]/I = <y1,y2>, S = <t1> Y L = <Z15>.
En definitiva, el corchete en H'(A) se anula en todos los elementos de la base elegida salvo en [t1,z15] =

—lz15,t1] = z15.
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Con respecto al segqundo espacio de cohomologia, es sencillo verificar que el conjunto
{o1llegect, o2l oo, ol ™), oaf |, pr !, pi [logect}

es una base de Homee (kR, A) y {p] || ocgoc?} es una base de Im(D1) por lo cual

HA(A) = (o [o3e, o[ wded, o[, o], pf ).
Utilizando la descomposicién obtenida en el Teorema 6.5.3,

HZ(A) =Vo, ® Vo, ® Vp§

donde V,, Vs, y Vi son representaciones indescomponibles.

Aqui se cumple que V,r = (p1|| V) es irreducible pero D # a. Observemos ademds que Vo, y Vo, 1o

. . 5 5 5 5 . .
son irreducibles ya que (o1 ||03oq) y (02| o) son subrepresentaciones de Vi, y Vs, respectivamente.

6.6. H3(A) como representacién de H'(A)

Dados « € Qg con s(x) = 0, un camino b con el mismo comienzo y final que «, una 2-
ambigiiedad de 0 a w v = v,v;vy y un camino c de 0 a w, consideramos «||b € H'(A) y v||c €
H3(A). Supongamos que w = w,wiwy es una 2-ambigiiedad de 0 a w y evaluemos el corchete de
Gerstenhaber:

[x||b, v]|c](w) = @3] («b),n5 (v )] (w)
i

7 («/[b),n3(v][c)lps(T@w® 1)
- :
= Y Milafb),n3v]I0)I(wz @ (wiwo) D @ (wiwo) ) (wiwg) ),

que utilizando la definicién del corchete de Gerstenhaber resulta igual a:
2 vorwe (M7 ([|B) o3 (v][€) (W2 @ (Wiwo) 1) @ (wiwg) D) (wiwo) ) =37, o m3(vlle) (nf («][b) (W2) @

- - — —_———
(Wrwo) '@ (Wiwo) @) (wiwg)® =3~ 3 (v]le) (w2 @i (]| b) (wiwo) D) @ (wiwg) 1) (wywig) 3) —

> worwe M3 (V1) (W2 @ (wiwo) M @i (]| ) ((wrwo) @) (wiwo) ).

Vamos a analizar cada uno de los cuatro términos por separado. Aplicando la definicién de n;
al primero, queda:

%
> Wil (vems(1 @Wz @ (wiwo) D @ (wiwg)? @ 1) (wiwg) ).

Wiwo

Al ser 2-ambigiiedad, w no contiene estrictamente otra 2-ambigiiedad y por lo tanto es nece-
sario que (wywp)®) sea igual a 1 para que el término correspondiente no se anule. En tal caso

(wiwg)@ = wy y por lo tanto (wiwg)M = wy. Utilizando la Proposiciéon 5.2.4 n3(1 @ wy @ wy ®
wo® 1) =1®w® 1. Luego, el primer término resulta ser igual a:
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) Sy et s = <c(_”
N («[b)(v][e) (W) = dyalet|[b) .V @ cP @cl® = ov'w ;o SLe=0C00
y S1 NoO.

Realizando los cédlculos correspondientes, el segundo término queda:
<___
> : (M
—OywC, six=w,;

— Y iy M) (x[[D)(T@W2 @ 1) @ (Wiwo) D) @ (wiwp) @) (wiwg) ) = 0 :
’ S1 1no.

El tercer y cuarto término se anulan ya que dado un camino f que no comienza en 0,
ni («][0)(f) = («][bImi (T @ f@ 1) = 0.

En resumen, dados o||b € H'(A) y v||c € H3(A):

ofb

(]|, v]|c] = 6<c(—”’“v]|c — 6‘<ﬁ’av“c.

Observacién 6.6.1. Dada una 2-ambigiiedad w de 0 a w, el k-subespacio vectorial de H3(A) V,, =
(w|o® con «® € 4B,) es una representacién de Lie de H' (A) que se inyecta en H3(A).

A continuacién describiremos, al igual que para H2(A), la accién sobre H3(A) de la subalgebra
de Lie sly(C).

Teorema 6.6.2. Consideremos un dlgebra toupie A con a mayor que cero. Sea
E= {wHoc(k) : wes 2-ambigiiedad de 0 a w y ™ e By —Z).
La descomposicion de H3(A) como representacion de slq(C) es:

D—a
H(A)~ P Vo b v
i=1

wis(w)=0,t(w)=w
donde Vy >~ C es la representacion trivial y V es la representacion estdndar de slq(C).

La demostracion es andloga a la de HZ(A).

Teorema 6.6.3. Sea A un dlgebra toupie con a mayor que cero. La descomposicion de H3(A) como repre-
sentacion de Lie de H'(A) es la siguiente:

A= @V

wis(w)=0,t(w)=w

donde Vy, = (w||a®con o™ € 4B,,). Notemos ademds que para toda 2-ambigiiedad w de 0 a w, el médulo
V,, es indescomponible. Mds aiin, la representacion V., es irreducible si y solo si D = a.

La demostracién de este teorema es también similar a la de H2(A).
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6.7. H'(A) como representacién de H'(A)

Dados & € Q7 y b un camino no nulo en A tal que 0 = s(«) = s(b) y t(«) = t(b) consideremos
«|[b € H'(A). Luego, dada u una (i — 1)-ambigiiedad de 0 a w y ¢ un camino en (B, considere-
mos u|lc € H'(A). A continuacién calcularemos el corchete de Gerstenhaber de dichos elementos
evaluado en una (i — 1)-ambigiiedad w:

[oc|[b, uf[c](w) = @i M7 (][b),ni (w][c)](w)
= Mi(efo) n{(uflNei(T@w® 1)
=17 («[b) oni (uflc)(@i(1@w® 1)) —=ni(ufc) onj(af[b)(@i(T@W®1)).
Desarrollando el primer término obtenemos que,
N7 (eef[b) (i (wf[e) (i1 @ w® 1))
i (ef[b) ((ufleni(ei(1@w® 1))
ni (o) (uflc)(Tew® 1)
6u,wTﬁ(‘x||b)(C)

N7 (ed][b) omi (uflc) (@i (1T @W® 1))

5

= duw(x||b) Z Ve ec®
C

<_
b ooy .
:{ 6wluc°‘” , sia=cl;

O, en caso contrario.

Observemos que en la tercera igualdad utilizamos la Proposicién 5.2.3.
Pasemos ahora al siguiente término. Por la Proposicién 5.2.1 que tiene que ¢;i(1 ® w ® 1) tiene
la siguiente forma

Z 1d)®- - ®al @atth,

aM...at+D=w
Entonces,
ni(ullc)omi(afb)(@i(T@wa )= >  nifufc)enj«b) (1@ - ©aeah).
aM . .alt+)=pw
A su vez, utilizando la definicién de asociador, lo anterior es igual a
.i' —_— —_— e .
> oniwfe Y (@@e-eni(«b)al) @@ al)al ),

aM . .alt+)=pw =1

Sij # 1, como « es siempre la primera flecha de alguna rama, se tiene que 1;(o/|b) (a)) =0 por
lo tanto de la expresién anterior nos queda,

Y nife)(mi(lb) (@M @ @ aW)alt).
aM . alt+=pw
Luego, aplicando la definicién de nj, utilizando nuevamente que « es la primera flecha de alguna

rama, la Proposicién 5.2.1 y la Proposicién 5.2.3 en la tercera igualdad,

il eni@plelewe =5 3 iV @)
’ aM L ali+)=p
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5 <—)(u|IC)m( Z MTdV®--- ®ad ® a(m)))

o,all

=]

aM...ali+D=pw
=5 (ol ewe)
a,a
=dywd «—=c.

En resumen, dados «f|b € H'(A) y u|c € HY(A):

b

[ac]|b, ul|c] = 6<C(—”,“uHc — 61tm,cquC'

Los Teoremas 6.5.3 y 6.5.2 para i = 2 se cumplen en general para i > 2. Los enunciaremos a
continuacién y la demostracion la omitiremos al ser anédloga a la de dichos Teoremas.
Observacion 6.7.1. Dada una (i — 1)-ambigiiedad u de 0 a w, el k-subespacio vectorial de Hi(A)

Vi = (uf|a® con «® € (B,,) es una representacién de Lie de H'(A) que se inyecta en H!(A).

Teorema 6.7.2. Consideremos un dlgebra toupie A con a mayor que cero. La descomposicion de H'(A)
como representacion de slq(C) es:

D—a
H(A) ~ P Vo P \%
i=1

ws(uw)=0,t(u)=w

donde Vi >~ C es la representacion trivial y V es la representacion estdndar de slq(C).

Teorema 6.7.3. Sea A un dlgebra toupie con a mayor que cero. La descomposicion de H'(A) como repre-
sentacién de Lie de H'(A) es la siguiente:

HA)= @ W

ws(uw)=0,t(u)=w

donde Vy, = (u|oa®con ¥ € 4B,,). Notemos ademds que para toda (i — 1)-ambigiiedad w de 0 a w, el
médulo Vy, es indescomponible. Mds aiin, la representacion Vy, es irreducible si y solo si D = a.
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Capitulo 7

Calculo de las deformaciones del algebra

En este capitulo construiremos familias uniparamétricas de deformaciones de las algebras tou-
pie utilizando el calculo de H?(A) visto en el Capitulo 4. También veremos que la familia de las
algebras toupie son cerradas bajo dichas deformaciones.

7.1. Forma genérica de un 2-cociclo
Recordemos que en la Seccién 2.4 vimos que si dos deformaciones A¢, y Ay, con:

fi(a,b) = ab+f1(a,b)t+ f2(a, b)t> +...

gt(a,b) =ab+gj(a,b)t + fz(a,b)t2 +...

resultan equivalentes, necesariamente f; = gy en HZ?(A). Por lo tanto, si partimos de dos elementos
distintos en H2(A) f; y g7 con f1, g1 € Homy (A ® A, A) podemos asegurar que A¢, y Ag, N0 serdn
equivalentes. Por esta razén comenzaremos considerando un elemento 1P € H?(A) calculado a
partir de la resolucién minimal como en el Capitulo 4 y le asociaremos f, € Homy(A ® A, A).

Dada un 4lgebra toupie A = kQ/Z, sea oR,, un conjunto minimal de generadores de las rela-
ciones de 0 a w. Observemos que:

ORw = O(Rmon)w U Rnomon

con o(Rmon)w C {071,...,04}. Podemos suponer, sin pérdida de generalidad, que o(Rmon)w =
{01,...,0m, }. Recordemos que en la Seccién 4.3, cuando realizamos el cdlculo de H2(A) aplicando
el Lema 4.3.2 y el Teorema 4.3.3, obtuvimos una base de H?*(A) que puede expresarse como la
unién de los conjuntos

{Gj||ocm = 1,...,mpa® € yBy)

{bg:bg = > Apfllal cong =1,..., dimH*(A) —miD y A, € k).

1%

pj/ € Rnomon
(X(l) S OBw
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Definimos [ = {g : i con 7\8]. # 0}. Un elemento de H%(A) puede expresarse de la siguiente forma:

dimgHZ(A)—m; D

b= > kyolaV+ > Hgbyg. (7.1)

1,...,11’1] g=1
)

conkij, g € k.

Con el objetivo de calcular las deformaciones del dlgebra debemos considerar el elemento
fy € Homy(A ® A, A) correspondiente a \p € Homee(kR, A). Dicho elemento surge de utilizar
la resolucién Bar de A y aplicar el funtor Homae(—,A). A lo largo de esta tesis trabajamos con
la resolucién Bar E-reducida que es una variante de la resolucién Bar. En el Apéndice A de [21]
se definen morfismos de comparacion entre Cgqr(A) y Cpare(A) que inducen isomorfismos en
cohomologia, aqui utilizaremos p : Cggr(A) — Cpare(A) que se define como

PiA®K A Rk - O a; Qx 1) = A Qp 07 Qf * - - QF @ Qg W

coni € IN,A u,ay,...,0; €A.
Explicitamente, dado \p € Homge (kR, A) resulta que fy, =n;p; (). Evaluando,

fylar @k az2) =n3p; (V) (a1 ®x a2) =13 (P)p2(1 @k a1 @y az 1)
=1 (P)(1 @ @ Qe @ Qe 1) =P (n2(1 @ a7 @ @ ®¢ 1))
a;,a; € A.

Aplicando la definicién de 1, y el hecho de que al evaluar 1 en un camino el resultado puede
ser no nulo solo si el camino va de punta a punta, obtenemos que:

2ol Ba, kijodV, ~ siaja; = oj para algnj =1,...,my;
fyla ® az) = derj 2 By 7\3]. alV, siaja; = W, para algtin p; € Rnomon; (7.2)
0, en cualquier otro caso.

7.2. Integrabilidad y rigidez

En esta seccién vamos a estudiar la rigidez de esta familia de 4lgebras.

Lema 7.2.1. Sea A un dlgebra toupie. Dados \ y X en H2(A) sean fy, y fy los elementos correspondientes
a1 yxen Hom (A ® A, A). El asociador fy, o fy se anula.

Demostracion. Utilizando la definicién de asociador,
fy o fylar ® a; ® a3) = fy(fy(a1 ® a2) ® a3) — fy (a1 ® fy(az @ a3)).

Por lo visto en la Ecuacion 7.2, tanto fy(a ® b) como fy(a ® b) son combinaciones lineales de
ramas de punta a punta del algebra toupie para todo a,b € A. Por lo tanto si fy(a; ® az) # 0,
resulta que fy(fy (a1 ® az) ® a3) = 0, ya que f,(a; ® az)az no forma una relacién monomial de
0 a w ni es igual a ij/ para ningin pj/ € Rnomon. Con el mismo razonamiento obtenemos que

fy(a; ® fy(az ® az)) = 0y concluimos que fy, o fy, = 0. O
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En la siguiente proposicién se prueba que los 2-cociclos construidos en la seccién anterior son
siempre integrables y que una forma posible de hacerlo es tomando f; = 0 para todo i mayor que
1.

Proposicién 7.2.2. Sea A un dlgebra toupie. Dado \ € H2(A) y fy, su correspondiente en Homy (A ®
A, A). Si{fi}i>, integra fy, para obtener una familia uniparamétrica de deformaciones, entonces todo f; con
i > 2 es también un 2-cociclo. Ademds, f., puede integrarse tomando f; = 0 para todo i > 2.

Demostracion. Dadop € HZ(A) y el elemento correspondiente fy, en Homy (A ® A, A), si{fi}i>; in-
tegra fy, sabemos que debe ser fy, o fy, = b2(f;). Utilizando el Lema 7.2.1, lo anterior implica que f;
también serd un 2-cociclo. En particular, si tomamos f; = 0 se verifica dicha ecuacién. La siguiente
ecuacién nos dice que fy o f, +f, 0 fy, = b?(f3). Utilizando nuevamente el Lema 7.2.1 concluimos
que fy, o f; =0y f; ofy = 0y por lo tanto f3 debera ser un 2-cociclo y en particular podemos tomar
f3 = 0. Continuando inductivamente con este procedimiento obtenemos el resultado buscado. [

El siguiente corolario es una consecuencia directa de la proposicién anterior y muestra que en
las 4lgebras toupie la rigidez es equivalente a que el segundo espacio de cohomologia se anule.
Esta equivalencia fue probada en [11] para algebras monomiales de la forma kQ/Z con Q un
carcaj dirigido y para dlgebras truncadas que satisfacen ciertas condiciones en [10]. También se
probé para algebras fuertemente simplemente conexas de crecimiento polinomial en [25].

Corolario 7.2.3. Sea A un dlgebra toupie. El dlgebra A es rigida si y solo si H*(A) = 0.

Demostracién. Si H*(A) = 0, sabemos por el Corolario 2.4.5 que A es rigida. Para probar el reci-
proco por absurdo, sea 1 € H?(A) un 2-cociclo que no es coborde, consideremos f,,. Utilizando
la proposicién anterior podemos considerar la deformacién que se obtiene de completar f, con
fi = 0 parai > 1. Como esta deformacion debe ser trivial al ser A rigida, utilizando la Proposicién
2.4.6 concluimos que fy, es un coborde lo cual es absurdo. O

7.3. Deformaciones con f; =0 parai > 1

A continuacién describiremos las deformaciones de A tales que f; = 0 para todo i mayor que
uno.

Sea 1\ un elemento cualquiera de HZ(A) como en la Ecuacién 7.1 consideramos fi(aj, a;) =
aja; + fy(a; ® az)t. Utilizando la Ecuacién 7.2 obtenemos que:

aja + (Zoc“)eon ki,jfx(i))t, siajay = ojparaalganj =1,...,my;
fe(ar, az) =< ajax+ (derj 2 alieBa 7\19,1. «W)t, siaja; = ij/ para algtin p; € Rnomon;  (7.3)
ajay, en cualquier otro caso.

Como en el primer caso aja; = oj para alginj =1,...,m; resulta aja; = 0 en A. Llamemos *
al nuevo producto en A[[t]]. La relacién oj pasa a ser una relacion del tipo:

a; *ay = ( Z ki,joc(i))t.

ald) Eon
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En el segundo caso aja; = ij/ para algin pj’ € Rnomon y por lo tanto aja; = fpj/ en A. En este

caso resulta:
—f, g (1)
ap xay = fpj + (Z Z 7\i’j0( )t.
gEFJ (x(i]eon

Fijando el t, observemos que el carcaj asociado al dlgebra deformada es igual al original pe-
ro cambian las relaciones. Notemos ademads que el nuevo ideal podria no ser admisible ya que
alguno de sus generadores puede transformarse en una suma que contenga como alguno de sus
sumandos a una flecha de punta a punta. Este problema se soluciona utilizando la siguiente pro-
posicion.

Proposicién 7.3.1. Sea A = kQ/Z un dlgebra toupie. Si el dlgebra deformada Ay, tiene un ideal asociado
no admisible por contener en alguno de sus generadores un miiltiplo escalar de un camino de largo 1 como
sumando, entonces existe otra dlgebra toupie A’ =kQ'/Z' isomorfa a As,.

Demostracién. Supongamos que existe una relacién o en el algebra deformada que involucra una
flecha de punta a punta a la que llamaremos «P). En primer lugar, realizando operaciones ele-
mentales en las nuevas relaciones del dlgebra deformada, podemos suponer que «P) aparece solo
en la relacién . Sea Q" = Q —{«!P} el carcaj que se obtiene del original quitando la flecha a'P).

Consideremos el morfismo de élgebras F : kQ — kQ’ que manda a todos los vértices en si
mismos y a todas las flechas en si mismas salvo «P). Para definir F(«(P)) consideraremos dos
casos posibles:

1. Si o esdel tipo aj * a; — (Z(x(i)eolgw Ki; at con aja; = oj paraalginj = 1,--- ,my defini-

mos
F(O((p)) = t71 (kp,j)il (a1 * A) — Z ki,j (Xm)t).
i€oBw i#p

2. Sioesdeltipo aj xa; — fpj’ + (derj >
definimos

icoBe 7\?/1. «W)tcon aja, = pj para algn p; € Rnomon,

Fla™) =t} M) Marxaa—fy—( ) > AL,
9

g€l i#p oVl e By, ,i#p

Observemos que si Zy, es el ideal del dlgebra deformada generado por un conjunto minimal Ry, e
' = (R¢, —{0}), entonces F(R¢, —{0}) = R, — {0} y F(0) = 0. Esto implica que podemos definir a
partir de F un morfismo de &lgebras F : kQ/Z;, — kQ’/Z’. El morfismo F es un isomorfismo al
ser una transformacién k-lineal sobreyectiva entre espacios vectoriales de la misma dimensién.

Debemos repetir este proceso en todas las nuevas relaciones del algebra deformada que con-
tengan alguna flecha de 0 a w.

O

Corolario 7.3.2. Dada un dlgebra toupie A, toda deformacion definida a partir de un elemento\p de H?(A)
de la forma:

felar, az) = arapy + fy(ag @ ay)t

es isomorfa a un dlgebra toupie.
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Proposicién 7.3.3. Dados un dlgebra toupie A = kQ/Z, un elemento \p de H*(A) y A la deformacion
definida a partir de la extension k[[t]]-bilineal de:

fe(ar, a2) = ajax + fy (a1 ® a)t,
las dlgebras deformadas Ay, y Ay, son isomorfas para todo par t,t, con ty # to y ambos no nulos.

Demostracién. Consideremos el endomorfismo F : kQ — kQ que manda los vértices a si mismos
y las flechas a si mismas salvo las primeras flechas de los ot e oBw que estdn involucradas en
las relaciones de Ay,, las cuales van a I—Zocg“). Es claro que F es un isomorfismo. Si Zy, es el ideal
admisible asociado a Ay, e Zy, el asociado a Ay,, veremos que F(Zy,) = Z,.

Siaja; = ojparaalginj =1,...,m; y *¢, es el producto en Ay, resulta que

Flay *ty az) Z kq] Z kl]F

G()Bw GOBw
Z kl]t = ( Z k-m-oc(l))tz = aq *¢, .
EoB ! oc“)eon

Siqia; = W, para algan pj’ € Rnomon, entonces
)
Fla *¢, az) Z Z 7\ Z Z 7\ Nt = ay *, ap.
Qer;oc E()B QEFJDL 606

Por lo tanto F induce un isomorfismo entre Ay, y Ay, .
O

Concluimos esta tesis realizando el cdlculo de alguna de las deformaciones del élgebra vista
en el Ejemplo 6.5.4.

Ejemplo 7.3.4. Retomemos el Ejemplo 6.5.4. Alli teniamos A = kQ /Z con Q:

77



e L = (ogotod, adod, oo — odod). Denotando

2.2 2 3.3 / 4 4 5.5
01 = g3, 02 = XyX7 Y P = Koy — XyX7,

obtuvimos que H*(A) = (o1||egod, 02|03 e, o7 ||V, 0| V), p] || x(1)).
Consideremos ahora b = o, || o303, luego fy, =n5p3 (b)) y

fo(od @k o) = 13p3(¥) (g @k o) =W (1 Rk o @k off R 1)
=P(M2(1 @ o @ o @ 1)) = (1 ®p 02 Re 1)

oo

Observemos ademds que fy, se anula para el resto de los tensores elementales en A @y A. Por lo tanto, si
consideramos la familia uniparamétrica de deformaciones A¢, con

fi(a,b) = ab +fy(a,b)t

y llamamos * al nuevo producto en A, obtenemos que:

o o = (a3t

En definitiva, fijado t € k*, el dlgebra Ay, es isomorfa a KQ/Zs, con Q el carcaj original de A e Iy, =

20202 0303 — (0303t adad — aBad
(agaqag, ogoy — (agaq)t, aga — agog).

Tomemos ahora ¢ = p1llaV) y gy el elemento correspondiente en Homy (A @y A, A). Evaluado en el
tensor elemental ocg ® oc‘]1 obtenemos,

9o (0§ @i of) = b(n2(p2(1 @x o @i of @i 1) = !,
Consideremos ahora la familia uniparamétrica de deformaciones A4, con
gi(a,b) = ab+gy(a, bt

y llamemos x al nuevo producto en Ag,. Se tiene que

o o = odod + (!t

En este caso el nuevo ideal no resulta admisible y debemos utilizar la Proposicién 7.3.1. Asi, fijado t € k¥,

Ag, es isomorfa a kQ'/Zy, con Q' que se obtiene de Q quitando la flecha o'V e Ty, = (0dod o, odo3).
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