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Resumen

Acciones parciales propias

Damiian FERRARO

El objetivo final de este trabajo es lograr enunciar y mostrar, en el contexto de las
acciones parciales, algunos de los Teoremas de Imprimitividad ya conocidos para acciones
en C*-dlgebras (como el Teorema de Imprimitividad de Raeburn [Rae88]). Con tal fin
se estudian las posibles definiciones de accién propia en una C*-dlgebra (en especial las
de Buss-Echterhoff, Kasparov y Meyer [BE13, Kas88, Mey, Mey01]) para traducirlas
al contexto de las acciones parciales. Los teoremas de imprimitividad para acciones
parciales aqui incluidos son una generalizacién de los resultados de Buss y Echterhoff,
y son demostrados utilizando la nocién de F. Abadie [Aba03] de equivalencia de Morita
de acciones parciales, tal como lo hacen Curto, Muhly y Williams en [CMW84] para las
acciones globales. Para lidiar més facilmente con los productos cruzados por acciones
parciales, dedicamos una parte del trabajo a estudiar una nocién de equivalencia entre
fibrados de Fell que implica la equivalencia de Morita entre las C*-dlgebras seccionales.
Otro punto importante de la tesis es el estudio de la globalizacién de acciones parciales
en C*-dlgebras y en médulos de Hilbert. Damos una condicién necesaria y suficiente para
la existencia de una globalizacién, la cual usamos para estudiar cuales de las posibles
definiciones de accién parcial propia (en una C*-dlgebra) implica la existencia de una

globalizacién.
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Abstract

Acciones parciales propias

(Proper partial actions)

Damiin FERRARO

The final goal of this work is to state and prove, in the context of partial actions, some of
the well known imprimitivity theorems (as Raeburn’s Symmetric Imprimitivity Theorem
[Rae88]). To that end we study several notions of proper action on C*- algebras (specially
those of Buss-Echterhoff, Kasparov and Meyer [BE13, Kas88, Mey, Mey01]) and show
how to translate them to the realm of partial actions. Our imprimitivity theorems for
partial actions are a direct generalization of those of Buss and Echterhoff. We prove them
using F.Abadie’s notion of Morita equivalence for partial actions [Aba03], as has been
done by Curto, Muhly y Williams for global actions [CMW84]. To deal with crossed
products by partial actions we include a chapter were we develop a notion of Morita
equivalence for Fell bundles and show that this induces a Morita equivalence between
the correspondig cross-sectional C*-algebras. Another important topic is the study of
globalizations of partial actions on C*-algebras and Hilbert modules. We give a necessary
and sufficient condition for the existence of a globalization and use this criteria to study

when our proper partial actions (on a C*-algebra) admit a globalization.
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Introduccion

Cuando queremos contar a alguien un viaje que hemos hecho seguramente lo primero
que le comunicamos es a dénde fuimos, y no cémo hicimos para llegar (aunque a veces
no importa a dénde sino cémo). De manera similar creemos que lo més conveniente es

contarle al lector primero el final y luego el principio.

El objetivo de este trabajo es estudiar las diferentes definiciones de acciones propias en
C*-algebras y tratar de llevarlas al contexto de las acciones parciales. Los intentos de
traducciéon del concepto de accién propia en un espacio topologico al de accién propia en
una C*-algebra, estuvieron siempre ligados a la obtencién de teoremas de imprimitividad.
Asi que dentro del objetivo final también esta lograr mostrar teoremas de ese tipo para

acciones parciales.

La palabra “imprimitividad” no aparece en el diccionario de la Real Academia Espaiiola
pero la usaremos en este trabajo para referirnos a no tener la cualidad de ser primitivo.
Esa palabra es una traduccién de imprimitivity, la cual (en el contexto que nos interesa)

surge en la bisqueda de representaciones no primitivas de grupos.

Como lo explica Mackey en [Mac49] las representaciones imprimitivas de un grupo son
aquellas que provienen (en cierto sentido) de representaciones de subgrupos (ver [Rie74,
pag. 178]). Desde sus inicios, la Teoria de Equivalencia de Morita para C*-dlgebras
[Rie74] estuvo relacionada a los Teoremas de Imprimitividad de Mackey, por lo que el
término imprimitivity pasé a teoremas sobre equivalencia de Morita que involucraban
C*-4lgebras de grupos. Posteriormente Green mostrd [Rie82] que tales teoremas eran
casos particulares de otros en los que intervenian dos grupos (topoldgicos de Hausdorff
y localmente compactos, HLC') actuando por acciones libres, propias y que conmutan.
Los resultados de Green fueron generalizados por Raeburn [Rae88] y Kasparov [Kas88]*.
Desde ese entonces se ha dedicado mucho esfuerzo a generalizarlos y la expresién “Teo-

rema de Imprimitividad” se ha adoptado para referirse a resultados similares a los de

! Ambos trabajos datan del afio 1988 y no se mencionan mutuamente. Suponemos que los teoremas
de equivalencia de Morita de productos cruzados fueron descubiertos independientemente, siendo los de
Raeburn mas generales.
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Raeburn. Incluso se ha intentado llevar este tipo de resultados al contexto de los gru-
poides [MRW8T].

Desde la formulacién de Green estuvo claro que la presencia de las acciones propias en
espacios topolégicos era un punto clave. Por ese motivo Rieffel intent6 llevar el concepto
de accién parcial propia de los espacios topolédgicos a las C*-adlgebras [Rie90]. Para
explicar mejor esta idea recordemos qué es una accién propia y cémo seria la traduccién

de ese concepto a las C*-dlgebras.

Supongamos que X es un espacio HLC y llamemos Cy(X) al conjunto de las funcio-
nes continuas de X en C que se anulan en infinito. Dicho conjunto es una C*-algebra
conmutativa con las operaciones punto a punto y la norma del supremo. El Teore-
ma de Gelfand-Naimark establece que toda C*-dlgebra conmutativa se obtiene de es-
ta manera. Tomemos ahora una accién (continua) de un grupo topolégico HLC G
en X, 0: G x X — X con la notaciéon (¢,z) — o(x). Ella define una accién de G
por automorfismos O(o): G x Cy(X) — Co(X) — Co(X), (t,a) — f o os-1. Ahora
bien, se dice que o es propia si para todo par de compactos K,L C X el conjunto
((K,L)) :={t € G: oy(K) N L # (0} es compacto en G. La idea bésica para lograr
la traduccién es encontrar una propiedad P para ©(c) de forma que o es propia si y
solamente si ©(o) tiene la propiedad P. Es importante requerir que P no haga uso del
hecho de que Cy(X) es conmutativa, sino sélo de su estructura de C*-algebra. De esa
manera P puede enunciarse para toda accién por automorfismos de G en una C*-dlgebra
(conmutativa o no) y se ha logrado una interpretacién del concepto de accién propia a
las C*-dlgebras. Enfatizamos que se ha logrado una interpretacién porque podria exis-
tir una propiedad @ (distinta de P) para acciones de G por automorfismos de forma
que O(o) tiene la propiedad @ si y solamente si o es propia’. Asi P y @ “coinciden
en el caso conmutativo” pero no en general. Ejemplos de traducciones del concepto de
accién propia se encuentran en [Kas88, Rie90, Rie04, Exe00, Mey, Mey01l, BE13]. No
todas esas traducciones son equivalentes. Por nombrar un ejemplo el concepto de accién
Kasparov propia (originado en [Kas88]) no coincide con el de accién débilmente propia
(weakly proper en [BE13]) porque las acciones de la primera clase son promediables® y,

sin embargo, existen acciones débilmente propias no promediables.

El punto de vista adoptado en [Rie90] es ligeramente diferente, en opiniéon de quien
escribe. Para explicar nuestra interpretacién tomemos una accién propia ¢ de G en X.
Es un hecho conocido que el espacio de o—drbitas X/G es HLC, por lo que Cy(X/G) es
una C*-dlgebra. Por otro lado el producto cruzado asociado a o es, de por si, construido

a partir de (o) sin utilizar la conmutatividad de Cy(X), asi que no se necesita una

2Esto es similar a la propiedad de “ser compacto” y de “ser secuencialmente compacto”. Son propie-
dades diferentes para los espacios topoldgicos en general que coinciden en los espacios métricos.
3Traduciremos amenable como promediable.
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traduccién del producto cruzado Cp(X) x G. Como se describe en [Rie90] Co(X/G) es
equivalente Morita a un ideal I de Cy(X) x G. La pregunta es jcomo se construyen
Co(X/G) y el bimédulo de equivalencia en términos de ©(c)? Para responder a la
pregunta deben hacerse algunas hipétesis acerca de O(o) (siempre dejando de lado la
conmutatividad) que permitan construir un bimédulo. Luego se dird que una accién
por automorfismos es propia si cumple aquellas hipétesis. Este punto de vista es muy
interesante pues la propia definiciéon de “accién propia por automorfismos” implica la
existencia de un objeto andlogo a Cy(X/G) y de un bimédulo de equivalencia. Asi
el teorema de imprimitividad obtenido es una consecuencia mas o menos directa de
la definicién que se ha logrado. En gran medida ese es el enfoque adoptado en esta
tesis. Probaremos los teoremas de imprimitividad adoptando una definicién de “accién
(parcial) propia por automorfismos” que permita la construcciéon de un bimédulo de
equivalencia. Los teoremas de imprimitividad que demostraremos en el Capitulo 5 siguen
la regla: “bajo las hipétesis (a) (b) ... se puede construir el objeto X que es un A —

B—bimoédulo de equivalencia de Morita”.

Hasta ahora poco o nada hemos dicho de las acciones parciales. La motivaciéon para
buscar teoremas de imprimitividad para acciones parciales surge de que tales acciones
son utilizadas para describir algunas clases de C*-algebras como productos cruzados de
acciones parciales [Exe94c, Exe94b, Exe94a, Exe95, EL99, ELQO02] (ver también [Exe00]
en combinacién con [Exel4d, IT 27]). Asi que naturalmente uno puede esperar usar los

teoremas de imprimitividad para acciones parciales en esas clases de C*-algebras.

Los resultados de F. Abadie y L. Marti [Aba03, AMP09] establecen que todo producto
cruzado de una accién parcial es equivalente Morita a un producto cruzado de una accién
global. Por ese motivo desde el inicio de la elaboracion de este trabajo una pregunta que
se intent6 responder es si los teoremas de imprimitividad que se obtuvieran para acciones
parciales no serian consecuencias de teoremas ya conocidos para acciones globales. El
pasaje de lo parcial a lo global podia encontrarse, al menos en principio, utilizando
globalizacién de acciones parciales directamente o utilizando globalizacién de acciones
a menos de equivalencia de Morita [Aba03]. El segundo camino parecia poco factible
porque en los teoremas de imprimitividad de Buss y Echterhoff se trabaja con acciones
débilmente propias, y la propiedad de ser débilmente propia no se preserva a por la
equivalencia de Morita de acciones. Asi que esto nos dejaba en la situacién de intentar
globalizar directamente las acciones parciales, lo que nos llevé a buscar un criterio para

determinar cuédndo una accién parcial en una C*-dlgebra admite una globalizacion.

En este punto hemos explicado casi todos temas que motivaron cada uno de los Capitulos
de este trabajo, asi que pasamos a describir los mismos. Unicamente nos queda explicar

por qué dedicamos un capitulo a los fibrados de Fell. Los motivos son varios. El primero
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es que cada accién parcial tiene asociado un fibrado de Fell de forma que el producto
cruzado de la accién es la C*-dlgebra seccional del fibrado [Exe97]. Por otro lado en
[Aba03, AMPO09] se muestran teoremas de equivalencia de Morita para C*-dlgebras sec-
cionales de fibrados de Fell y se relaciona la equivalencia de Morita de acciones parciales
con los fibrados de Fell. Ademds, como se explica en [CMW84, Kas88]|, los teoremas
de imprimitividad pueden obtenerse como consecuencia de la equivalencia de Morita de
ciertas acciones. Todo esto atn no justifica por qué hemos decidido trabajar en fibrados
de Fell en general y no sélo en fibrados provenientes de acciones parciales en médulos de
Hilbert. La razén es que todos los argumentos usados podian ser expresados para fibra-
dos en general sin necesidad de cambiar nada y, por otro lado, se ganaba en generalidad

simplificando la notacién.

Ahora si hemos tocado cada uno de los temas que se tratan en esta tesis, por lo que

pasamos a describir su contenido.

El inicio del primer capitulo es una introduccién a la teoria de acciones parciales, que
también usamos para fijar la notacién y presentar la mayoria de los objetos que usaremos.
Sobre el final del capitulo estudiamos las diferencias y similitudes entre globalizar una

accién parcial en un espacio topoldgico, en una C*-algebra o en un moédulo de Hilbert.

En el segundo Capitulo trabajamos con fibrados de Fell y nos enfocamos en estable-
cer isomorfismos o equivalencias de Morita entre sus C*-algebras seccionales. También
introducimos las acciones parciales que conmutan y con ellas construimos acciones par-
ciales del producto de los grupos en cuestion y acciones parciales en productos cruzados
(tal como se hace para las acciones globales). El lector familiarizado con este tipo de
objetos encontrarda que las definiciones que usamos no son originales, sino que fueron
tomadas directamente (o son leves modificaciones) de las que aparecen en la literatura

oportunamente citada.

Los resultados principales del tercer capitulo son dos teoremas que dan condiciones
necesarias y suficientes para poder globalizar, por un lado, una accién parcial en una
C*-algebra y, por otro, una accién parcial en un médulo de Hilbert. Sobre el final del
capitulo se encuentran varios resultados técnicos de extension de operadores. Dichos
resultados no son usados hasta el final del Capitulo 4 para tratar temas relacionados a

la restriccién de “acciones parciales propias” en C*-algebras?.

En el cuarto capitulo exploramos el concepto de accién parcial propia en espacios topold-
gicos e intentamos llevarlo a las acciones parciales en médulos de Hilbert basdndonos en
los trabajos de Meyer [Mey, Mey01]. La clave para eso son las acciones parciales cuadra-

do integrables,, que son una extensién natural de las square integrable actions de Meyer.

4Las comillas porque el concepto accién parcial propia en una C*-dlgebra es poco preciso en este
punto.
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Varios son los temas que nos ocupan en esta parte. Especificamente trabajamos con ac-
ciones parciales cuadrado integrables en C*-dlgebras conmutativas mostrando que ellas
siempre admiten una globalizacién (también cuadrado integrable) y que son, exactamen-
te, las que provienen de acciones parciales propias en espacios HLC. Posteriormente nos
ocupamos de dar condiciones de cudndo una accién parcial cuadrado integrable (en una
C*-4lgebra) admite una globalizacién (que, en todo caso, serd cuadrado integrable). Al
final del capitulo trabajamos con acciones parciales cuadrado integrables en C*-4lgebras
unitales, acciones que no pueden ser globales si el grupo en cuestion no es compacto. Da-
mos un teorema que establece cudles son (todas) las posibles acciones parciales cuadrado

integrables de grupos discretos y libres de torsién en C*-algebras unitales.

Finalmente, en el Capitulo 5, trabajamos con otras dos posibles traducciones del con-
cepto de accién parcial propia: las acciones parciales Kasparov propias y las débilmente
propias. En la segunda parte del capitulo utilizamos estas iltimas para probar nuestros

teoremas de imprimitividad.

Como anexo hemos incluido dos apéndices, uno relacionado a los fibrados de Banach y
otro a la equivalencia de Morita de C*-dlgebras. El primero contiene algunos resultados
usados en la tesis de los cuales no encontramos una referencia directa. En el segundo
reproducimos algunas ideas de como pensar la equivalencia de Morita debidas a F.

Abadie, las que atn no han sido publicadas.



Capitulo 1

Acciones parciales

En este primer capitulo recordamos las definiciones béasicas, lo que nos servird para
introducir la notacién. En el final analizaremos algunos aspectos relacionados a la glo-
balizacién de acciones parciales en espacios topoldgicos, en C*-4lgebras y en médulos de
Hilbert. Estos son, a no ser por un ejemplo aislado, los tinicos tipos de acciones parciales

que estudiaremos en esta tesis.

Siempre que sea posible trabajaremos en un contexto general, en especial en lo relativo a
las globalizaciones, donde veremos que la nocién de globalizacién depende (tinicamente)

de las restricciones y los isomorfismos.

Seguramente el lector percibird que no hemos seguido completamente la notacién de
los textos que citamos. Esto tiene dos razones fundamentales. Por un lado mantener
la notaciéon nos llevaria a denotar de manera diferente conceptos que pensamos como
iguales. Por otro lado cada notacion enfatiza aquello que se considera relevante; asi que
nuestro cambio de notacién también se debe a que deseamos resaltar aspectos diferentes

a los tratados en los textos que citaremos.

La expresion “accién parcial” serd seguida por otra (secundaria) que indica el contexto

en que trabajamos. Comenzamos por la definicién fundamental.

Definicién 1.1 ([Exe94c, McC95, Exe97]). Diremos que o es una accion parcial en con-
juntos de G en X si G es un grupo, X es un conjunto no vacio y 0 = ({o¢ heq, { Xt }eq)
cumple las siguientes condiciones:

(1) Para todo t € G, X; es un subconjunto de X y X, = X, siendo e la unidad de G.
(2) Para todo t € G, o X;—1 — Xy es una funcién y o, = idx (la identidad).

(3) Dados s,t € Gy x € X;-1NX;—14-1 se cumple que 0¢(z) € X1y 05(0¢(x)) = ost().

6
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El conjunto I'y := {(t,z) € G x X: 2z € X;-1} es el dominio de 0. La evaluacion
de o es la funcién ev,: T'y — X, ev,(t,x) = oy(x) y el grifico de o es el conjunto
Gr(o) :={(t,z,y) e G x X x X:x € X;-1, y = o(z)}. Diremos que o es una accion
global (o simplemente una accién) si I'y; = G x X.

Observacion 1.2. La Definicién anterior es equivalente a la Definicién 2.1 de [Exel4]. Por
lo tanto las Proposiciones 2.4-2.6 de ese texto implican que oy es invertible, o3~ = 0,1

y 0¢( X1 N Xs) = Xy N Xy, para todo s,t € G.

Dadas acciones parciales en conjuntos, o y 7, de G en X e Y, respectivamente, un
morfismo de acciones parciales en conjuntos f: o — T es una funciéon f: X — Y tal
que para todo t € G : (i) f(X:) C Y; y (ii) para todo z € X;—1, 7e(f(z)) = f(or(z)). La
composicion de morfismos es la composicién de funciones y el morfismo identidad de o,
idy, es la identidad de X.

Observacion 1.3. Una vez que hemos definido la composicién de morfismos y el morfismo
identidad asociado a una accién parcial (en este caso en conjuntos) queda definida la
nocién de isomorfismo. Diremos que o es isomorfo a 7 si existen morfismos f: 0 = 7y
g: T — o de manera que go f =id, y fog =id,. Esta Observacién serd valida en cada

uno de los contextos que trabajaremos.

El siguiente es un ejemplo de [Exe94c|. La primera Definicién explicita de una accién

parcial fue dada por Mc Clanahan en [McC95] y es posterior a él.

Ejemplo 1.1. Dados un conjunto X y funciones entre subconjuntos de X, f: Y — Z y
g: U — V, la funcién g o f es aquella con dominio f~(Z NU), codominio g(U N Z) y
que en x € f~YZ NU) vale g(f(z)). Tomemos un conjunto X y una biyeccién entre
subconjuntos de X, f: U — V. La accién parcial 0 = ({X,,}nez, {on}nez) se define

recursivamente como: oo = idy, opi1 =0p 0 f Yy o_pn1=0_no f~1 (n>0).

Lema 1.4. Sean o y T acciones parciales en conjuntos de G en X e Y, respectivamente,
y f: 0 — 7 un morfismo. Luego [ es un isomorfismo de acciones parciales en conjuntos
si y solamente si: (i) f(X¢) =Y para todo t € G y (i) f es biyectiva como funcion de
X enY.

Demostracion. Sig: 7 — o es el morfismo inverso de f entonces es la funcién inversa de

f y por lo tanto f es biyectiva. Ademds para todo t € G f(Xy) C Y; = fog(YV;) C f(Xy).

Reciprocamente veamos que la funcién inversa de f es un morfismo de acciones parciales
en conjuntos. Para cada t € G f~1(Y;) = f~1(f(X:)) = X;. Ademds, para todo y € Y;-1

FHm) = FH @) = f o floe(f7 ) = oe(F 7 ()

Luego f~': 7 — o es un morfismo de acciones parciales y f es un isomorfismo. O



I Acciones parciales 8

La o—drbita de U C X es oU = Uego(Xy-1 NU) y se dice que U es o—invariante
si cU C U o, equivalentemente, si cU = U. La o6rbita de U es el menor subconjunto

o—invariante que contiene a U.

1.1. En espacios topolégicos

Supongamos que ¢ es una accién parcial en conjuntos de G en X, que G es un grupo
topolégico y que X es un espacio topoldgico. A menos que se indique explicitamente lo

contrario la topologia del dominio de o es la relativa a la topologia producto de G x X.

En varios contextos (espacios topoldgicos, C*-dlgebras, médulos de Hilbert) estamos
interesados en requerir que la evaluacién de o sea una funcién continua. Pero sélo en las
acciones parciales topolégicas nos interesa que el dominio de ¢ sea abierto en G x X. Por

esto distinguimos entre acciones parciales continuas y acciones parciales topolédgicas.

Definiciéon 1.5. Diremos que o es una accion parcial continua de G en X si G es un
grupo topolégico, X es un espacio topoldgico y o una acciéon parcial en conjuntos de G
en X de manera que la evaluacién ev,: I'; — X es continua. Una accién accion parcial
topologica de G en X es una acciéon parcial continua de G en X tal que su dominio es
abierto en G x X. Finalmente, diremos que ¢ es una accion parcial HLC de G en X si es
una accion parcial topolégica y las topologias de G y X son de Hausdorff y localmente

compactas (HLC).

Observacion 1.6. Toda accién parcial en conjuntos, o de G en X, puede pensarse como

una accién parcial HLC considerando en Gy X las topologias discretas.

Definicion 1.7. Dadas acciones parciales continuas, o y 7 de G en X e Y, un morfismo
de acciones parciales continuas f: 0 — T es un morfismo de acciones en conjuntos que
es continuo como funciéon de X en Y. Los morfismos entre acciones parciales topolégicas

(o HLC) son los morfismos en tanto acciones parciales continuas.

Observacion 1.8. Si o es una accién parcial topolégica de G en X entonces cada X; es
abierto en X y para cada compacto K C X el conjunto {s € G: K C X} es un abierto

que contiene a la identidad de G.

Uno de los conceptos fundamentales en acciones parciales es la restricciéon, también es

una manera general de obtener acciones parciales a partir de acciones globales.

Lema 1.9. Sean o una accion parcial en conjuntos de G en X e Y un subconjunto de
X. Sipara cada t € G se define Y; :=Y No (Y NX,;-1) entonces o(Y;—1) = Y. Ademds,

si 1 Yi-1 — Yy es la restriccion de oy entonces oy := ({7 hea, {Yi}eq) €s una accion
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parcial en conjuntos de G en'Y. En caso que o sea una accion parcial continua también
lo serd oly; y si o es una accion parcial topoldgica (HLC) e Y abierto entonces oly es

una accion parcial topologica (HLC).

Demostracion. Para cualquier t € G se tiene que Y;-1 = 0,-1(Y N X)) NY N X;-1. Por
lo tanto O't(}/t—l) =YnN Xt N O't(Y N Xt—l) = th

Para simplificar la notacién llamaremos 7 a oy . Es claro que 7 satisface las condiciones
(1) y (2) de la Definicién de accién parcial en conjuntos. Para verificar la tercera tomemos
s, teGeyeY-1NYmig-1. Luego 7 (y) = 0¢(y) € or(Yi-1 NYj—1-1) C Xy N X -1 NY.
Ademés os(i(y)) = os(ou(y)) = ouly) € Y y n(y) € Y Nog1(XsNY) = Y.
Finalmente 75(7(y)) = 0s(01(y)) = 0st(y) = 7s(y).

Habiendo mostrado que 7 es una acciéon parcial en conjuntos nos ocuparemos de la
continuidad. La definicién de 7 nos dice que I'; C I', y la topologia de I'; relativa a
G X Y es la topologia de I'; relativa a I',. Ademds ev, = ev, |r_, lo que implica que
T es continua si o lo es. Supongamos ahora que Y es abierto en X y ¢ es una accién
parcial topolégica. En este caso I'; es abierto en G x Y pues I'; = (G x Y) Nev, (V).
Finalmente, si o es una accién parcial HLC e Y es abierto en X entonces la topologia
relativa de Y es HLC. O

Definicién 1.10. La restriccion de o a Y es la accién parcial oy del Lema anterior.

FEjemplo 1.2 ([Exe94c]). Tomemos un espacio HLC X y un homeomorfismo entre abiertos
de X, f: Y — Z. La accién parcial o construida como en el Ejemplo 1.1 es una acciéon
parcial HLC.

Los siguientes dos ejemplos son algo particulares pero sencillos. Serdn utilizados en

capitulos siguientes como contra-ejemplo.

Ejemplo 1.3. En X = (0, 1]U[2,4]U[5, 6) llamemos o a la accién parcial de Z construida a
partir del homeomorfismo f: (0,1]U[2,3) — (3,4]U[5,6), f(x) = x+3. Esta accién puede
pensarse como la restriccién a X de la accién de Z en Y := Uez[2 +3m, 4+ 3m| C R
definida por el homeomorfismo ¢g: Y = Y, g(y) =y + 3.

FEjemplo 1.4. En X = (0,1] U [2,4] U [5,6) llamemos T a la accién parcial de Zy = {0, 1}
tal que 70 =1idx y 71: (0,1]U[2,3) U (3,4] U [5,6) — (0,1]U[2,3)U(3,4]U[5,6) consiste
en simetrizar con respecto a 3/2 en (0,1]U[2,3) y con respecto a 9/2 en (3,4]U[5,6). Es
decir () =3 —zsixz <3y 7i(z) =9 —x si x > 3. Esta accién parcial puede pensarse
como la restriccién de una accién global de Zo en la compactificacién por un punto de

X, Xo. Basta con extender 71 a X, mediante 71(3) = 0o y 71 (00) = 3.

Lema 1.11. Sean o, G, X e Y son como en el Lema 1.9 y Z un subconjunto de Y.

Luego 0|z = oly|z.
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Demostracion. Llamemos T a 0|z y v a ol|y|z. Para diferenciar los dominios de 7 y v

definamos Z7 == o (X;-1NZ)NZ y Z7 = (oly)i(Yi-1 N Z) N Z. Veamos que Z] = Z;.

Tomemos x € Z]. Como Y C Z, x € Z] = ZNoy(Xy—1 N Z) C Y;. Luego (oly)s-1(x) =
op-1(z) € Z]_1 C ZNY,-1 y por lo tanto z € (oly)i(ZNY;-1)NZ = Z. Reciprocamente
tomemos = € Zy. Luego z € Y; y 04-1(x) = (oly)-1(x) € ZNY;-1 C ZN X4-1. Eso
implica que x € o (Z N Xy—1) N Z = Z] .

Ya que hemos mostrado que 7 y v tienen el mismo dominio tomemos t € Gy x € Z[_,.

Luego 74(x) = 01(x) = (oly)i(2) = vi(2). O

En el Capitulo 5 daremos una generalizacion de ciertos Teoremas de Imprimitividad
que, en el caso de acciones globales, requieren acciones libres que conmutan. Ambos

conceptos son conocidos para acciones parciales.

El tipo de acciones parciales libres que consideraremos son libres en el sentido mas
restrictivo: son topolégicamente libres [ELQ02, Definicién 2.1] con la topologia discreta.
La siguiente es la Definicién 4.59 de [Aba99).

Definicién 1.12. Sea 0 = ({0t }tec, {Xt}teq) una accién parcial topolégica. El estabi-
lizador dex € X es Gy :={t € G: v € X;-1, oy(x) =x} y o es libre si para todo x € X
se cumple que G, = {e}. Sélo en caso que sea necesario hacer referencia a o escribiremos

G7 en lugar de G.

Las acciones de los Ejemplos 1.3 y 1.4 son libres.

Observacion 1.13. Cada estabilizador es un subgrupo y si x € X;-1 entonces Gg, () =
tG4t~!. Por otro lado, si f: 0 — T es un morfismo de acciones parciales (en conjuntos)
de G en X e Y entonces G C Gy(,). En particular, si Z C Xy f:olz = o es la

inclusion canénica entonces |z es libre siempre que o lo es.

En cuanto a las acciones que conmutan adoptaremos una definicién equivalente a la
Definicién 4.34 de [Aba99]. La equivalencia se obtiene usando que un conjunto U C X

es o—invariante si y solamente si 04(X,-1 NU) = X; N U, para todo s € G.
Definicién 1.14. Sean o = ({O’t}teH, {XtH}teH) yT = ({Tt}teK, {XtK}teK) acciones
parciales de H y K en X. Diremos que ¢ y 7 conmutan si

(1) Para todo (s,t) € H x K, X es 7—invariante y XX es o—invariante.

(2) Para todo (s,t) € Hx K yz € X2, n XK\, 7(0s(z)) = 05(re(w)).
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Las acciones parciales de los Ejemplos 1.3 y 1.4 conmutan. Afortunadamente sélo cuando
In| < 1 la interseccién X2 N XZ2 es no vacia, con lo cual es fcil verificar que cada XZ
es T—invariante y cada X22 es o—invariante. Cuando n = 0 o m = 0 es inmediato que

Om (T () = Tn(om(x)). En otro caso o (1, (z)) = mh(om(z)) = 6 — 2.

A partir de acciones parciales que conmutan es posible definir una accién parcial del

producto de los grupos, tal como para las acciones globales.

Lema 1.15. Sean 0 = ({Ut}teH,{Xg{}teH) yT = ({Tt}tEKa{XtI(}tEK) acciones par-
ciales que conmutan. Definamos, para cada (s,t) € H x K, X(54) = XHnXEy
Vist): X(sp)-1 = X(op) como vy () = 75(0e(x)). Luego v = ({vthemxic, { Xt henxx)

es una accion parcial en conjuntos de H x K en X.

En caso que o y T sean acciones parciales continuas (topolégicas, HLC) v también es

una accion parcial continua (topoldgica, HLC).

Demostracion. Es inmediato que v verifica las condiciones (1) y (2) de la Definicién 1.1.
En cuanto a (3) tomemos (r,s),(p,q) € H X Ky € X(34-1 N X(54)-1(p,q)-1; €8 decir
T € Xgl N Xglp_l N thfl N thflq_l. Luego las definiciones de accién parcial y acciones

parciales que conmutan implican que
Vi) () = Ti(0s()) €T (Xf N X;il NnxX.n thflq,l) =XHn lefl nxk OX;il.

En particular v () € lefl N X;il = X(pg)-1-

Ahora tan sélo nos resta mostrar que vy, 4)(V(s)(Z)) = V(ps,q)(z). Observemos que
Vip,q) (V(s,t) (7)) = Tg(0p(Te(0s()))). De los célculos de arriba deducimos que os(z) €

X]ffl N XK, y por lo tanto 0,(r¢(05(x))) = 7¢(0p(0s(x))). Entonces, como o y 7 son

acciones parciales: v(p7q)(v(5,t) (x)) = 1q(Te(0op(0s(2)))) = Tgt(ops(x)) = U(ps,qt) ().

Supongamos que o y 7 son continuas y definamos 7: H x K x X — H x X como
m(s,t,x) = (s,z)y p: Hx K x X - H x X como p(s,t,xz) = (t,z). Es inmediato que
I, =7 YT,) Np~1(T;). Puesto que 7 y p son continuas es evidente que I',, es abierto
sil'; y 'y lo son. Ademéds H x K x X es HLC si H, K y X son HLC. Por lo tanto todo

lo que nos resta es ver que v es continua.

La funcién v: 7= 1(T,) — K x X, v(s,t,x) = (s,04()), es continua pues sus coordenadas
lo son. Ademéas v~!(T';) = T, por lo tanto ev,ov: I', — X es continua. Luego v es

continua porque ev, ov = ev,, . O

Definiciéon 1.16. Sean o y 7 acciones parciales como en el enunciado de arriba. La
accion parcial producto de o y T es la accién parcial v antes construida, la cual sera

denotada o7.
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1.1.1. Globalizaciones

En lo que sigue trabajaremos sélo con acciones parciales topolégicas o HLC.

Definicién 1.17 ([Aba03]). Sea o una accién parcial topolégica de G en X. Una globali-
zacion de o es una 4-upla (7, ¢, Z,Y) donde 7 es una accién global topoldgica de G en Z,
Y es un abierto de Z y ¢: ¢ — 7]y es un isomorfismo de acciones parciales topoldgicas.

Diremos que (7,¢, Z,Y) es minimal si 7Y = Z.

La definicién expresa el hecho de que o es isomorfa a una accién parcial obtenida de
restringir una accién global. A partir de cualquier globalizaciéon (7,¢, Z,Y’) podemos

construir una globalizacién minimal, basta con tomar (7|;y,¢, 7Y,Y).

Teorema 1.18 (Abadie [Aba03]). Toda accion parcial topoldgica o de G en X tiene
una globalizacion topoldgica y minimal (1,1, Z,Y) con la siguiente propiedad universal:
para toda accion global topologica v de G y todo morfismo f: o — v existe un Unico

morfismo f: T — v de manera que fo L= f.

Vale la pena observar que si X tiene la topologia discreta entonces Z también. Por lo
que si o es una accién parcial en conjuntos entonces 7 es una accién global en conjuntos

equipada con la topologia discreta.

Corolario 1.19. Si (1,¢,Z2,Y) y (7',/, Z",Y") son globalizaciones con la propiedad uni-
versal del Teorema anterior entonces T es isomorfa a 7. Es mds, existe un tinico iso-

morfismo de acciones parciales topoldgicas f: T — 7' de manera que for=1.

Dada la unicidad (a menos de isomorfismos) llamaremos espacio envolvente de o al
conjunto Z y accion envolvente de o a la accién global 7 del Teorema 1.18. Con frecuencia

la envolvente de o sera denotada o€ y el espacio envolvente X°©.

Observacion 1.20. De la Observacién 1.13 se deduce que o es libre sii o€ es libre.

El siguiente resultado parece estar implicito en [Aba03].

Teorema 1.21. Toda globalizacion minimal de una accion parcial topoldgica tiene la

propiedad universal del Teorema 1.18.

Demostracion. Sean o una accién parcial topolégica de G en X y (7,¢,Z,Y) una glo-
balizacién minimal de o. Por otro lado tomemos una accién global topolégica, v de G
en W, y un morfismo f: ¢ — v. El morfismo f: T — v tal que fo t = f debe cumplir
f(rs(e(x)) = vi(f(x)) (Vt € G,z € X) lo que determina f en 7Y = Z. Luego f, de

existir, es inico y lo anterior nos dice como definirlo.
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Supongamos que z,y € X, s,t € Gy que 75(¢(x)) = 7(e(y)). Luego 7,-14(¢e(y)) = t(z) €

Y N7e-14(Y). Como ¢: 0 — 7|y es un isomorfismo se tiene x € X -1, y

o1-15(2) = 1 (10p15(2)) = T HT, (@) = T ouly) = .

Entonces vs(f(z)) = vi(v-14(f(x))) = ve(f(op-14(2))) = ve(f(y)). De esto deducimos
que existe una tmica funcién f: Z — W tal que f(r(c(x))) = v (f(z)) (Vt € G,z € X).

Para mostrar que f es continua observemos que para todo ¢t € G se tiene .ﬂn(y) =
fou o1, porlo que f es continua en 7(Y). Como Z = 7Y tenemos que f es

continua en Z.

Ahora tan s6lo nos resta mostrar que f es un morfismo de acciones globales en conjuntos.

Dados z € Z 'y s € G tomemos x € X y t € G tales que z = 7((z)) para deducir que

f(7(2)) = [(ma (@) = va(f(2)) = vs(vi(f(2))) = vs(f(2)).

O

Toda accién parcial HLC tiene una accién envolvente, que puede o no ser HLC. El

Corolario anterior nos dice que ese hecho depende tinicamente de la accién parcial.

Teorema 1.22 (Abadie). Sea o es accion parcial HLC de G en X. Luego una (y por
lo tanto todas) sus acciones envolventes seran HLC' si y solamente si el grifico de o es
cerrado en G x X x X.

Ejemplo 1.5. Tomemos las acciones o y 7 de los Ejemplos 1.3 y 1.4. Ellas tienen grafico ce-
rrado porque sus envolventes son HLC. Como esas acciones parciales conmutan podemos
construir la accién o7 de Z x Zy. Dado que X(_; 1) = (0,1]U[2,3) y o7(_1,1)(7) = 6 — z;
la sucesiéon {((—1,1),3 — 1/n,3 + 1/n)},, estd contenida en Gr(oT) pero su limite no
pertenece a Gr(o7). Vemos entonces que el producto de dos acciones puede no tener una

globalizacién (HLC) atn cuando cada una de las acciones la tiene.

Ademas de la restriccién a un subconjunto podemos restringir a un subgrupo. Suponga-
mos que 0 = ({04 }req, { Xt }teq) es una accién parcial topolégica y que H es un subgrupo
de G, considerado con la topologia relativa. La restricciéon a H de o, o|g, es la accién
({ot}tem, { Xt }er) , que también es una accién parcial topolégica. Notemos que si Y es

un subconjunto (abierto) de X entonces o|g|y = oly|u.
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1.2. Familias continuas

En las siguientes secciones trabajaremos con acciones parciales en C*-dlgebras y en
moédulos de Hilbert. Para definir tales objetos utilizaremos la nocién de familia continua
de subespacios. Algunos resultados de esta seccion aparecen sin demostracién pues sus

pruebas se encuentran en [Exe97].

Definicién 1.23. Dados espacios topolégicos X e Y y una familia F' = {F,},cx de
subconjuntos de Y, diremos que F' es una familia continua si para cada abierto U C Y
el conjunto Up :={z € X: UNF, # 0} es abierto en X.

Lema 1.24. Supongamos que F' = {F;}zex es una familia de subconjuntos de Y, de-
finamos Bp = {(x,y) € X xY:y € F,} y sea n: Bp — X la proyeccion en la primer

coordenada. Luego F' es continua st y solamente si w es abierta.

Definicién 1.25. Dada una familia continua F' de manera que F}. es no vacio para todo

z, el fibrado asociado a F es Bp.

Una F—seccién es una funciéon f: X — Y de manera que f(x) € F,, para todo =z € X.
Diremos que una seccién f pasa pory € F, si f(z) = y y que F tiene suficientes secciones

continuas si por cada y € F, pasa una seccién continua.

Toda seccién (continua o no) del fibrado Br es de la forma g: X — Br, g(x) = (z, f(z)),

para alguna F—seccion f. Es més, g es continua si y solamente si f lo es.

Los fibrados de Banach (Banach bundle en [FD88, IT 13.4]) estan estrechamente relacio-

nados a las familias continuas de subespacios de un espacio de Banach.

Lema 1.26. Sean X un espacio HLC, Y un espacio de Banach y F = {Fy},ex una
familia de subespacios cerrados de Y. Luego el fibrado Br es un subfibrado de Banach
del fibrado trivial X xY — X.

Corolario 1.27. Dados un espacio HLC X, un espacio de Banach Y y una familia de
subespacios cerrados de Y, F = {F,},ey, las siguientes afirmaciones son equivalentes.
(1) F es continua.

(2) Existe un conjunto S formado por F—secciones continuas de manera que para cada
x € X, S(x):={f(x): f €S} es denso en Fy.

(8) Eziste un conjunto S formado por F—secciones continuas de manera que para cada
e X, S(x) =F,.
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1.3. C*-algebras

Llamaremos x—homomorfismo a cualquier funcién entre x—algebras que preserve la es-
tructura de x—algebra (suma, producto por escalares, producto e involucién). Todo

«x—homomorfismo entre C*-dlgebras es contractivo y serd una isometria sii es inyectivo.

A continuacién describimos algo de la notacién sobre médulos y algebras. Si M es un
médulo (a derecha) sobre el dlgebra A, U C Ay V C M, denotamos UV al conjunto
{uv: uw € U, v € V}. El espacio generado por V serd denotado span V.

Un subconjunto I de un algebra A es un ideal algebraico (bilateral) si es un subespacio
y AIUIA C A. El subconjunto I de la C*-dlgebra A es un ideal (bilateral) si es un ideal
algebraico (bilateral) y es cerrado con la topologia de la norma de A. En ese caso I = I'*

e I es una C*-dlgebra con la estructura heredada de A (una C*-subélgebra).

El Teorema de Cohen-Hewitt implica que si I y J son ideales de una C*-dlgebra A
entonces I NJ = IJ. Por otra parte, si J' es un ideal de J (como C*-dlgebra) entonces

la existencia de unidades aproximadas en J implica que J’ es un ideal de A.

Definicién 1.28 ([Exe94c, McC95, Exe97]). Diremos que « es una accion parcial en C*-
dalgebras de G en A si: G es un grupo HLC, A es una C*-dlgebra, o = ({au }req, {At}iea)
es una accion parcial continua de G en A, {A;}icc es una familia continua de ideales

(bilaterales y cerrados) y cada oy es un *—homomorfismo.

Definicién 1.29 ([Aba03]). Sean ay 3 acciones parciales en C*-dlgebras de G en Ay en
B; : a — [ es un morfismo de acciones parciales en C*-dlgebras si es un morfismo de
acciones parciales en conjuntos y también un *—homomorfismo. El morfismo identidad

de « es id4 y la composiciéon de morfismos es la composicién de funciones.

Definicién 1.30. El fibrado asociado a la accién parcial en C*-dlgebras o de G en A

es el fibrado asociado a {A¢}ieq, el cual serd denotado Ba.

Siguiendo la notacion de Exel para los elementos de Ba, escribiremos ad; en lugar de

(t,a) cuando (t,a) € Ba.

Observacion 1.31. El fibrado asociado a a y el dominio de o son subfibrados de Banach
del fibrado trivial G x A. La funciéon T'y, — Ba, (t,a) — (t,a¢(a)), es un isomorfismo

isométrico de fibrados de Banach.

Notacién 1.32. Dado un conjunto o un espacio topolégico X, escribiremos X4 cuando

consideremos a X como espacio topologico con la topologia.

Teorema 1.33. Sean G un grupo topolégico HLC, A una C*-dlgebra y o una accidn

parcial en C*-dlgebras de G en A. Las siquientes condiciones son equivalentes:
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(1) o es una accion parcial en C*-dlgebras de G en A.

(2) « es una accion parcial continua de G en A y existe un conjunto S C C(G,A) de
{A;}req—secciones tales que, para cada t € G, S(t) genera una x—subdlgebra densa

en A;.

(8) Eziste un conjunto S C C(G,A) de {At}iec—secciones de manera que (i) para cada
t € G, S(t) genera una x—subdlgebra densa de Ay y (ii) para toda f € S la funcion
G — A, te au(f(t™1)), es continua.

Demostracion. En las afirmaciones (2) y (3) puede asumirse que S es una x—subdlgebra
de C(G, A) (basta considerar la x—subalgebra generada por S en C(G, A)). Por lo tanto

podemos asumir que cada S(t) es un subespacio denso de A;.

El Corolario 1.27 implica que (1) y (2) son equivalentes. Por otra parte es inmediato que
(2) implica (3). Veamos que (3) implica (2). El Corolario antes mencionado implica que
basta con mostrar que ev,,: I'y — A es continua. Si Ba es el fibrado asociado a {A;}eq
y equipamos a I', y a Ba con la estructura de Fibrado de Banach heredada del fibrado
trivial G x A; basta mostrar que el mapa de fibrados F': I’y — Ba, (t,a) — (t,a¢(a)), es
continuo, para lo cual recurrimos a [FD88, II Proposicién 13.6]. Es claro que (para todo
t € G) la imagen por F' de la fibra sobre ¢ de T, es la fibra sobre t de Ba. Ademés F' es
una isometria, por lo tanto las hipétesis (i) y (ii) de la Proposicién se satisfacen para F.
Sea S’ la familia de secciones de T, de la forma t +— (¢, f(t~1)), para alguna f € S. Esta

familia de secciones cumple la condicién (iii) de la Proposicién, luego F' es continua. [J

Corolario 1.34. Si a es una accién parcial en C*-dlgebras de G en A e I es un ideal

de A, entonces la restriccion de « a I es una accion parcial en C*-dlgebras de G en I.

Demostracion. Llamemos f a la restriccién a|7. El Lema 1.9 implica que [ es una accién
parcial continua de G en A. Ademés, para cada t € G, I; = I Ny (I N A;—1) es un ideal
de I porque tanto I como ay(I N A;—1) son ideales de A. Por otro lado cada (; es un
x—homomorfismo por ser la restriccién de «a; a I;, luego § es una acciéon parcial en
C*-algebras de GU en A y también una accién parcial continua de G en A. Habremos
terminado la prueba si logramos construir una familia de {I; };cc—secciones como en la

condicién (2) del Teorema anterior.

Dados a,b € I y una {A;}ieg—seccién continua f definamos [a,b, f]: G — I como
[a,b, fl(t) = aay(bf(t™1)). Luego [a,b, f] es una {I;};cg—secciéon continua. Sea S la
familia de secciones de la forma [a, b, f]. El Teorema de Cohen-Hewitt implica que S(t) =

I}, para todo t € G. O
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1.3.1. C*-algebras conmutativas

El Teorema de Representaciéon de Gelfand-Naimark establece que toda C*-algebra con-
mutativa A es isomorfa al dlgebra de funciones continuas que se anulan en infinito de

un espacio HLC, es decir que A = Cy(X) para algun espacio HLC X.

Para cada ideal I C A existe un tnico abierto U C X de manera que I es el subconjunto
de las funciones de Cy(X) que se anulan fuera de U; I = Cy(U). La correspondencia
U «vw Cy(U) es un isomorfismo de latices entre los abiertos de X y los ideales de A

(ordenados con la inclusién).

Supongamos que o = ({0t heq, { Xt }teq) es una accién parcial HLC de G en X. Luego
(para cada t € G) 0y: Co(Xy—1) — Co(Xy), 0,(f) = f o 041, es un isomorfismo de C*-
algebras. Puede mostrarse [Aba99, Aba04] que O(o) := ({0 }req, {Co(Xt) }ea) es una
accién parcial en C*-dlgebra y que toda accién parcial en una C*-dlgebra conmutativa

se obtiene por este procedimiento.

Sea T otra acciéon parcial HLC, de Gen Y,y f: ¢ — 7 un isomorfismo. Esta funcién define
un isomorfismo O(f): O(a) — O(8) donde O(f)(a) = a o f, para toda a € Cy(X;-1)
y todo t € G. Todo isomorfismo de acciones parciales en C*-algebras conmutativas se

obtiene de esta manera.

Maés adelante utilizaremos extensivamente la correspondencia o «~ O(0).

1.4. Mobdulos de Hilbert

La teoria de acciones parciales en médulos de Hilbert que desarrollaremos bien podria ser
desarrollada en C*-anillos ternarios (ternary C*-rings, [Zet83, Definicién 0.1]). Hemos
optado por trabajar con médulos de Hilbert ya que éstos aparecen mas frecuentemente
que aquellos en la literatura. Las definiciones que exponemos son casos particulares de

las expuestas en la Seccién 4 de [Aba03].

Como parte de la introduccién de nuestra notacién recordamos algunos hechos que
utilizaremos frecuentemente. La referencia principal es [RW98]. Si X es un A—mddulo
de Hilbert (a derecha a no ser que se indique lo contrario) el producto interno de X
con valores en la C*-dlgebra A serd denotado ( | ), ( | )a o (| )» (el subindice r hace

referencia al lado derecho, right en inglés). La norma en X es ||z := || (z|z)|/2.

Dados conjuntos U,V C X y W C A definimos (U|V) = {(z|y): (z,y) € U x V},
UW = {za: (x,a) € U x W} y Ay es el ideal (cerrado) generado por (U|U). Si U
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es un submodulo (algebraico) entonces span(U|U) es un x—ideal algebraico de A y
Ay =span (U|U).

Para cada unidad aproximada de Ay, {e;};, y cada x € U se cumple que xe; — x. Luego
U C span (U(U|U)). El Teorema de Cohen-Hewitt implica que si U es un submédulo
cerrado de X e I un ideal de A entonces Ul es un submédulo cerrado de X y que
U=UAy =UA.

Un ideal de X es un subconjunto U de X para el cual existe un ideal I de A tal que
U = XI. Equivalentemente, si U es un submédulo cerrado que cumple alguna de las
siguientes condiciones: X(U|U) Cc U, X(U|X) C U, X(X|U) CU o U = X Ay.

Toda C*-algebra B es un médulo de Hilbert sobre si misma con el producto interno
(alb) := a*b. Los ideales de B en tanto médulo de Hilbert son los mismos que sus ideales

en tanto C*-algebra.

Diremos que X es pleno (a derecha) si A = Ay. Cuando digamos que X4 es un médulo

de Hilbert estaremos diciendo que X es un A—modulo de Hilbert pleno.

Una funcién T: X — ) entre A—moddulos de Hilbert es adjuntable si existe una funcién
T*: Y — X tal que para todo x € X e y € ) se cumple que (Tz|y) = (z|T*y). Toda
funcién adjuntable es lineal y acotada. El conjunto de los operadores adjuntables de X

en ) serd denotado B(X,)). La norma de B(X,)) es la norma de operadores.

Dado xz € X definimos |z): A - X y (z|: X - A como |z)(a) := za y (z|(y) := (z|y).
Escribiremos |z)(y| en lugar de |z) o (y|. Se cumple que (z|o|y)(a) = (z|y)(a) (z,y € X),
es decir que (x| o |y) es el operador de multiplicacion por (z|y) y podemos escribir

(z]oly) = (z]y).

El conjunto de los operadores compactos generalizados de X en ), K(&X', ), es la clausura
del espacio generado por |[V)(X| = {|y){z|: v € X, y € YV} en B(X). Si & = Y
escribiremos B(X) y K(X) en lugar de B(X,)) y K(X,)).

El producto interno a izquierda canénico de X es (z|y)! := |z)(y|. Con este producto
interno y la accién canénica de K(X') en X, Tx := T (z), X es un K(X') — Ay —bimddulo

de equivalencia de Morita.

La estructura de espacio vectorial del mddulo conjugado de X, X , es la del espacio
conjugado de X. Es decir que como conjuntos X = X. Para cada 2 € X escribiremos Z,
o z”, cuando pensemos a r como elemento de X. Lo mismo vale para los conjuntos, si

U C X entonces U es U como subconjunto de X.

La estructura de X como K(X)—médulo de Hilbert es 2T := (T*z)™~ y (ZPrx) =

|z)(y|. Esta construccién implica que X es pleno a derecha. Ademds existe un tnico
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isomorfismo de C*-dlgebras 7: Ay — K(X) tal que ((x|y) 1) = |Z)(7], para todo z,y €

X. Usando este isomorfismo podemos pensar X=2X.

En tanto espacios topoldgicos X y X son el mismo ya que la funcién x — T es una
isometria. Por otro lado, para cada conjunto U C X se cumple que U es un ideal de X

si y solamente si U es un ideal de X.

Dado un subconjunto U de X denotaremos K(X)y al ideal de K(X) generado por
(UlU)g(xy =: [U){U|. En los resultados que siguen estd implicito el hecho de que para
cada submoddulo inducido por ideales ) C X existe un unico isomorfismo de C*-dlgebras
m: K(Y) — K(X)y de manera que w((x|y)x(y)) = (z|y)k(x), para todo x,y € ). Por

este motivo podemos pensar a K())) como un ideal de K(X').

Lema 1.35. Supongamos que X es un A—mddulo de Hilbert y que Z es un espacio
topolégico HLC. Para cada familia de ideales de X, {X.}.cz, las siguientes afirmaciones

son equivalentes.

(1) {X.}.cz es una familia continua.
(2) {Ax.}.cz es una familia continua.

(3) {K(X)x,}zez es una familia continua.

Demostracion. Para simplificar la notaciéon escribamos A, en lugar de Ay, . El Lema
4.1 de [Aba03] nos dice que (2) implica (1). Reciprocamente, dadas {X, }.cz—secciones
continuas, f y g, definamos (f|g): Z — A como (f|g)(z) := (f(2)|g(z)). Es claro que
(flg) es una {A,},cz—seccién continua. Llamemos S al conjunto formado por todas
las secciones de la forma (f|g), de forma que para z € Z se cumple que span S(z) =
span (X,|X.) = A,. En esta situacién el Corolario 1.27 implica que {A,}.cz es una

familia continua. La equivalencia entre (1) y (3) se deduce de la anterior usando X. [

1.4.1. Morfismos de médulos de Hilbert y acciones parciales

La definicion de acciones parciales en modulos de Hilbert sera un caso particular de la
definicién de accién parcial en C*-anillos ternarios [Aba03, Definicién 4.3]; en ella juegan
un papel fundamental los homomorfismos de C*-anillos ternarios, que en nuestro caso

llamaremos homomorfismos de médulos de Hilbert.

Definiciéon 1.36. Diremos que ¢: X — Y es un homomorfismo de modulos de Hilbert
si X e Y son m6dulos de Hilbert (no sobre la misma dlgebra, necesariamente) y ¢ es una

funcién lineal tal que para todo x,y,z € X cumple que ¢(x(y|z)) = d(z){p(y)|P(2)).
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En nuestro caso la Proposicién 4.1 de [Aba03] implica lo siguiente:

Proposicion 1.37. Sea ¢: X4 — Vp un homomorfismo de modulos de Hilbert. Luego
existe un dnico x—homomorfismo ¢": A — B tal que para todo x,y € X cumple que
¢"((x|y)) = (p(x)|d(y)); lo que implica que ¢ es contractivo. Ademds ¢ es inyectivo (un

isomorfismo) sii ¢" es inyectivo (un isomorfismo).

Corolario 1.38. Sea ¢: X4 — YVp un homomorfismo de mddulos de Hilbert. Luego
existe un tnico x—homomorfismo ¢': K(X) — K(Y) tal que para todo x,y € X cumple
que ¢"(|z) (y|) = |o(x))(d(y)|. Ademds ¢ es inyectivo (un isomorfismo) sii ¢ es inyectivo

(un isomorfismo).

Observacién 1.39. La linealidad y continuidad de ¢, ¢" y ¢! implican que para todo
r€X,a€ Ay yT € K(X) se cumple que ¢(x)¢"(a) = ¢(xa) y que ¢(Tx) = ¢'(T)d(x).

Corolario 1.40. Si¢: X — Y y: Y — Z son homomorfismos de médulos de Hilbert
entonces 1 o ¢ también lo es y (Yo d)" =Y " o ¢", (Yo @)l =Yl o, (idy)" = ida, e
(idy)" = idg(x) -

En caso que ¢ sea un isomorfismo (¢~1)" = (¢")7' y (671! = (¢!)"L. En este diltimo
caso @' es la conjugacion por ¢ y el isomorfismo entre B(X) = M(K(X)) y B(Y) =
M(K(Y)) inducido por ¢' es, también, la conjugacién por ¢.

Ahora tenemos todos las herramientas necesarias para definir las acciones parciales en

modulo de Hilbert y obtener algunos resultados inmediatos y fundamentales.

Definicién 1.41 (c.f. [Aba03] Definicién 4.3). Diremos que v es una accion parcial
en mddulos de Hilbert de G en X si G es un grupo HLC, X es un médulo de Hilbert,
v = ({1 tea, {Xi}tec) es una accién parcial continua de G en X', {X; }1c¢ es una familia

continua de ideales y cada 7 es un homomorfismo de moédulos de Hilbert.

Es practicamente evidente que toda accién parcial en C*-dlgebras es una accién parcial

en médulos de Hilbert, pensando a la C*-algebra como un médulo sobre si misma.

El siguiente Teorema se deduce de la Proposicion 4.3 de [Aba03] (ver también el Lema
1.35 y el Teorema 1.45). Por esta razén omitimos la prueba, pero aclararemos algunos

puntos referentes a la notacion.

Tomemos una accién parcial v en médulos de Hilbert de G en X', siendo X un A—modulo.
Luego cada X; es un A—modulo de Hilbert y Ay, C Ax. Cada v; define un isomorfismo
de C*-algebras y": Ax,_, — Ax, (el dado por la Proposicién 1.37).

Antes del Lema 1.35 indicamos cémo podemos pensar a cada K(X;) como el ideal
K(X)x, de K(X). Ademés para cada ¢t € G tenemos un isomorfismo de C*-dlgebras
' K(X1) = K(&).
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Proposicion 1.42. Sea v = ({t } e, { X }rec) una accion parcial en modulos de Hilbert
de G en Xa. Luego 7" = ({Ax,}ec: {n" hec) v 7' = <{K(Xt)}t66‘, {%l}tee) son
acciones parciales en C*-dlgebras de G en A y en K(X). Ademds para todo t € G, x €
Xy-1,a€ Ay, yT € K(X)Xt—l se tiene vi(Tx) = v (T)ve(x) y v (za) = ve(x)y] (a).

Notacién 1.43. A; := Ay, y K(X); := K(X)x, = K(X).

Definicién 1.44 ([Aba03]). Dos acciones parciales en C*-algebras, o y /3, son Morita
equivalentes si existe una accion parcial en médulos de Hilbert v de manera que " es

isomorfa a a y 4! a 8 (como acciones parciales en C*-algebras).

En general pensaremos 7" = o y 7' = 8, omitiendo toda referencia explicita al isomor-

fismo.

Teorema 1.45. Sean G un grupo topoldgico HLC, X un mddulo de Hilbert y v =
({vihea, { X Yeeq) una accion parcial de médulos de Hilbert de GV en X. Las siguientes

condiciones son equivalentes.

(1) 7 es una accion parcial en médulos de Hilbert de G en X.

(2) v es una accion parcial continua de G en X y existe una familia S C C(G,X) de

{ X hreg—secciones tal que, para cada t € G, S(t) genera subespacio denso de X;.

(3) Existe un conjunto S C C(G,X) de {X;}tec—secciones de manera que (i) para cada
t € G, S(t) genera un subespacio denso de X; y (ii) para toda f € S la funcion
G — A, t= v (f(t™h)), es continua.

Demostracion. En las condiciones (2) y (3) puede asumirse que S es un subespacio de
C (G, X) (considerando el espacio generado por S en C(G, X)). El resto de la demostra-
cién consiste en seguir la demostracién del Teorema 1.33 cambiando « por v, A por X

y la expresién “C*-algebra(s)” por “mddulo(s) de Hilbert”. O
El ejemplo que damos a continuacién, bien conocido para acciones globales, tiene gran
importancia en la segunda mitad de la tesis, donde trabajamos con acciones en moédulos.

En el resto de la tesis llamaremos p a la medida de Haar invariante a izquierda de
los grupos HLC, su funcién modular se denotarda A. En caso que sea necesario hacer

referencia al grupo utilizaremos subindices (ug y Ag).

Dado un espacio de Banach E y una funcién f € C(G, E) llamamos soporte de f al

conjunto sop(f) := {t € G: f(t) # 0}. El conjunto de las funciones de soporte compacto
de G en E serd denotado C.(G, E) y escribiremos [ f(t)dt para la integral de f €
C.(G, E) con respecto a L.
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Para construir el ejemplo tomemos una accién parcial en modulos de Hilbert v =
{1 }ea, { X tea), de G en X4 (p.e. una accién parcial en C*-dlgebras). Llamemos
CY(G, X) al conjunto de las {X; }1e¢ secciones continuas de soporte compacto. El Corola-
rio 1.27 junto con el Lema de Uryshon implican que para cada = € A} existe f € C7(G, X)
tal que f(t) = x, en particular C7(G, X') es no nulo.

Notacién 1.46. Si llamamos B al fibrado de Banach asociado a la familia {X;}icq
existe un dnico isomorfismo lineal isométrico CY (G, X) — C.(B), f + f9, de forma que
fo(t) = f(t)d:. La topologia del limite inductivo en C&(G, A) es, por definicién, aquella
con la cual el isomorfismo lineal anterior es un homeomorfismo si consideramos en C.(B)
la topologia del limite inductivo. El inverso del isomorfismo serd denotado g — ¢gé~", de

forma que f66 ' = fygi 6 =g.

La estructura de A—médulo a derecha en C7(G,X) estd dada por (fa)(t) = f(t)a
y el producto interno se define como (f,g) = [ (f(t),g(t))dt. El médulo L2(G, X)
es el A—médulo de Hilbert obtenido de completar C) (G, X) con respecto a la norma
I £1l := [I{f, £)]|*/?. Para simplificar la notacién llamaremos ) a L2(G, X).

Definamos, para cada t € G, A, := Ay, y Vy := YV A;. El Lema 1.35 implica que {Y; }icc
es una familia continua. Ademads, para cada t € G, L%(G, X); es la clausura de ) :=

span C) (G, X) A;.

Sea o := 4", por lo que ay: A;—1 — Az es un x—homomorfismo isométrico. Definamos

62 Yo = VP como &(f)(r) = w(f(¢t 7). Tenemos que d; es una isometria pues

<mem=4mmrwmmw%mm=/%wmmmwwwmmm

G

con lo cual extendemos d; a una isometria de Y,—1 en ).

Ejemplo 1.6. Definiendo cada ); = L%(G’, X)¢ y 0 como arriba, 0 := ({0 }req, { Vi }eq)

es una accién parcial en médulos de Hilbert de G en L%(G, X).

Comencemos por verificar que cada d; es un homomorfismo de médulos de Hilbert. Para
cada t € Gy f,g,h € Y. tenemos que &(f)(d:(g),0:(h))(r) = 6:(f)(r)ew({g, h)) =
(P an(g, ) = w(FEr) g, ) = (g, BYE) = 6(flg, h))(r). Por lo
tanto d:(f)(d:(g),0:(h)) = 6:(f(g,h)) y utilizando que &; es continua deducimos que es

un homomorfismo de mdédulos de Hilbert.

Veamos ahora que ¢ es una accién parcial. Tomemos f € V-1 N YVi—14-1 = Y(A4A;-1 N
A;-14-1). Luego existen sucesiones {fn}, C CY(G,X), {an}n,{bn}n C A-1 N Aj-15-1
tales que ||f — fnanby|| — 0. Como &;( franby) = 6i(fnan)au(by) € yg,l, a(by) € Ag-1 y
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O¢(frnanbn) — 6¢(f), tenemos 6;(f) € Vy-1. Ademds

05 (0t (fanbn))(r) = 'YS(’Yt(fanbn(rilsil)» = ’Yst(fanbn((St)ilﬂ) = 0st(fanbn)(r),

por lo que 65(0:(f)) = limy, §5(0¢(fanby)) = limy, dst(fanbyn) = dst(f), probando que § es

una accién parcial.

Para terminar apelaremos al Teorema 1.45. Dada f € CY(G,X) y g € CY(G, A) de-
finamos [f,g] € CY(G,Y) de manera que [f,g](r) = fg(r). Llamemos S al conjunto
formado por todas las funciones de la forma [f, g]. Dados t € G, u € Yy y € > 0 tomemos
feCIG X)yaec A tal que ||lu— fal| < e. Ahora tomemos g € C%¥(G, A) tal que
g(t) = a. Luego ||u — [f, g](t)|| < e, de lo que deducimos que S(t) es denso en ).

Fijemos [f,g] € Sy tp € G y mostremos que u: G — Y, t — &([f, g](t)), es continua en
to. Tomemos un entorno compacto U de tg. Luego, para cada t € U, sop(d:([f, g](t))) C
Usop(f) =: K por lo que

18 ([f, 91 (2)) — b0 ([f, gl (ko)) I < (K 166(LF, 9)(t)) = 8t ([, 9] (20)) |5

Nos bastara con probar que u es continua con la norma del supremo.

Tomemos una red {t;}; que converge a ty. Para mostrar que {u(t;)}; converge uniforme-
mente a u(tyg) basta con probar que para toda red convergente {r;}; (a cierto r € G) se
cumple que u(t;)(r;) — u(to)(r). Esto se deduce de que v, f y a son continuas pues ello
implica que

limu(t;)(rs) = Hmy, (f (6~ ri)alt) = v, (f(to~'7)a(to)) = 8t ([f, gD (r) = ulto) (r).

(2

Concluimos que ¢ es una accién parcial en médulos de Hilbert de G en Y = L?/(G, X).

Observacion 1.47. L%(G, &) es un A—mébdulo pleno. Para mostrar esto basta con pro-
bar que todo funcional lineal continuo ¢: A — C que se anula en (),)) es nulo. Si
¢: A — C es lineal, continuo y se anula en (), )) entonces para todo f,g € C7(G,X)
y A € Ce(G) se tiene que 0 = ¢((\f,g9)) = [o A(t)o((f(t),g(t)))dt. Tomando A(t) =
o((f(t),g(t)dt) deducimos t — ¢({f(t),g(t))) es la funcién nula. Luego ¢ se anula en
span{(f(e),g(e)): f,g € CY(G,X)}, que es un ideal denso de A. Luego ¢ = 0.

Observacion 1.48. De la construccién de § se deduce que 0" = «".

Volviendo a la teoria de acciones parciales en médulos de Hilbert definimos los morfismos.

Definicion 1.49. Sean v y § acciones parciales en modulos de Hilbert de G en X e ).

Diremos que ¢: v — § es un morfismo de acciones parciales en modulos de Hilbert si
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¢: X = Y es un homomorfismo de médulos de Hilbert que también es un morfismo de

acciones parciales en conjuntos.

La composicién de morfismos de acciones parciales en modulos de Hilbert se define como

la composiciéon de funciones y la identidad de ~ es la identidad en X.

1.4.2. Construccién de acciones parciales

Enunciamos tres resultados que se encuentran en [Aba03] en el contexto de los C*-anillos.

Lema 1.50. Si v es una accion parcial en médulos de Hilbert de G en X y para cada
t € G se define Y ‘5(:1 - :Et como Yi(z) == y(x)~, entonces ¥ := (ﬁt}tecp{?t}tec)
es una accion parcial en modulos de Hilbert de G en X.

Corolario 1.51. El isomorfismo candnico de Ax con K(X) es un isomorfismo entre 4"

y 4. Luego v es isomorfa a 3.

Proposicion 1.52. Si ¢: v — § es un morfismo de acciones parciales en médulos
de Hilbert entonces ¢": " — 6" y ¢': ~' — 8 son morfismos de acciones parciales
en C*-dlgebras. También se cumple que, dado otro morfismo ¥, (¢ o )" = ¢" o ",
(o)t = ¢ ot id," = id, e idyl = idy . Por lo tanto, si ¢ es un isomorfismo

entonces ¢" y ¢! son isomorfismos.

Como en el caso de las C*-dlgebras podemos obtener nuevas acciones parciales en moé-

dulos de Hilbert restringiendo acciones parciales a ideales.

Lema 1.53. Supongamos que v accion parcial en médulos de Hilbert de G en Xa y que

I es ideal de A. Luego la restriccion | x1 es una accion parcial en médulos de Hilbert y

’Y‘XIT =~"|r. Ademds, ’y!)([l = VI‘K(XI)-

Demostracion. Para simplificar la notacién llamemos o a 4", Y := XI, f = a|r y
0 := |y. El Lema 1.9 nos dice que J es una accién parcial continua. Veamos que para

cada t € G se cumple que YV, = XI;. En efecto

V=YV X-1NY)= (X)) Ny (XA-1) N (X)) = (XI) Ny (Xy-1 Ap—1 1)
=(XDHNXNa(A—1I)=XI Nag-1(A-11)) = X1,
Luego el Lema 1.35 implica que {)};}tcc es una familia continua de ideales de Y.

Para terminar de mostrar que d es una accién parcial en médulos de Hilbert apelamos

al Teorema 1.45. Dado € X' y una {I; };cg—seccion f definamos [z, f]: G — ) como
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[z, f](t) = 2 f(t). Luego [z, f] es una {)} }+c—seccién continua. Llamemos S al conjunto
formado por tales secciones, luego S(t) = )y, para todo t € G. Ademés t — §;([z, f](t71))

es continua pues coincide con t — y(zf(t71)).

Habiendo mostrado que ¢ es una accién parcial en mdédulos veamos que 6" = (3. Estas

acciones tienen los mismos dominios pues [y, = span (X, X)I; = I;. Por otra parte

para cada t € Gy z,y € V-1 tenemos que Si({z,y)) = (ve(x),7(y)) = (0:(2),0:(y)) =

07 ({z,y)). Esto implica que f3; coincide con d; en un conjunto denso, por lo tanto ; = 0;.

La igualdad 6" = 7"|g(y) se deduce de lo anterior considerando la accién adjunta 5. [

1.4.2.1. Sumas directas

Tomemos dos médulos de Hilbert, X' e ), sobre la misma C*-dlgebra A. La suma directa
X @ Y puede equiparse con dos estructuras diferentes de médulo de Hilbert: una de

A—mbdulo y otra de A ® A moédulo siendo sus respectivos productos internos

(T1 @ y1, 22 DY2)a = (x1,22) + (Y1,¥2) ¥ (€1 D Y1, 22 D Y2) awa = (T1,22) ® (y1,y2)-

En el caso A = X =) = Cp(X) el segundo de estos mdédulos es Cp(X LI X), donde LI
denota la unién disjunta de espacios topoldgicos. Para evitar confusiones denotaremos

X B Y al segundo tipo de suma directal.

Maés en general tomemos un conjunto no vacio J y una familia de moédulos de Hilbert

{Xj}jes, donde X es un Aj—moddulo no necesariamente pleno (j € J). Definamos
Bjcs X :={z €lljc;X;: J = R, j— |z(j)|, se anula en infinito}, (1.4.1)

con la norma del supremo y las operaciones de suma y producto por escalares punto a
punto. La suma Hje s A; estd equipada con la multiplicacién e involucién punto a punto,
con lo cual obtenemos una C*-dlgebra. El producto interno y la accién de HjesA; que

hacen de Hjc;X; un médulo de Hilbert son
(@,y)(k) = (x(k),y(k)) y za(k) = z(k)a(k), V 2,y € Bjcs&;, a € HjesAj,k € J.
Llamamos la atencién al lector de que en la Ecuaciéon 1.4.1 hemos elegido la frase “se

anula en infinito” en lugar de “esté acotada superiormente” para obtener la identificacién

Co(UjesX;) = BjcsCo(X;) siempre que {X;}jes sea una familia de espacios HLC.

!Seleccionamos un simbolo cuadrado para recordarnos al simbolo cuadrado de unién disjunta.
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Proposicién 1.54. Sea J un conjunto no vacio, G un grupo HLC y {~’ }ies una familia
de acciones parciales en médulos de Hilbert, donde 7 es una accién parcial de G en XjAj.
Luego existe una inica accion parcial v de G en Hjc;X; de forma que para todo t € G
se tiene que v¢: Bjeg Xj,o1 — Bjesdj, satisface y(v); = v (x;), para todo j € J y
xr € BjesXj,—1. Ademds y" = EEIjEJ7jr.

Demostracién. Definamos X := H;c &), A = HjcjA; y parat € G & := Hjc &, v
At = EﬂjEJAjt'

Para mostrar que X es pleno tomemos a € Ay ¢ > 0. Existe un conjunto fini-

to K C J de forma que [la(j)| < ¢/2 si j ¢ K. Por otro lado para cada j € K

. . n4
existen xj1,...,Tjn;sYjls---»Yjn;, € X; de forma que [la(j) — X2 (zjp Yip) || < e
Sea m := max;ck n;. Completando las listas de los z;, e y;, con 0 podemos asu-
mir que n; = m para todo j € K. Para cada p = 1,...,m definamos 2 € X como

2P; =0sij ¢ KyaPj =xj,sije K. Definiendo y? andlogamente obtenemos que

m
p=1

mos, ademas, que cada A; es un ideal de A y que lo anterior implica que Ay, = A;.

lla — (P, yP)|| < &, con lo cual demostramos que X es un A—mdédulo pleno. Note-

Para construir una familia de {X;};cq secciones continuas llamemos, para cada j € J,

S; al conjunto de las {X}, };cq secciones continuas. Sea
A:={uelljc;S;: {j € J: uj # 0} es finito}.

Para cada u € A definamos Fy,: G — X como F,(t) = u;(t). Luego S := {F,: u € A}
es una familia de {X} }4c¢ secciones continuas. Combinando los argumentos del segundo

parrafo con el hecho de que {v(t): v € S;} = &j, para todo t € Gy j € J, deducimos
que {F(t): F' € S} es denso en A;.

Dejamos al lector la verificacién de que v := ({AX;}eq, {7Vt }tec) es una accién parcial
en moédulos de Hilbert si consideramos en G la topologia discreta. Ahora apelamos al
Teorema 1.45 para afirmar que basta con mostrar que para cada F, € S la funcién
t — 1 (Fyu(t™")) es continua. Para cada j € J se tiene que v (F,(t™1)); = 7, (u;(t™1)),
por lo que ¢t — v(F(t71)); es continua. Como {j € J: u; # 0} es finito lo anterior

implica que t +— v, (F,(t™!)) es continua. O

Definicién 1.55. La accién vy dada por la Proposicién anterior se denota Bjc;v/ vy
se denomina suma directa externa de la familia {7/};c;. En caso que J = {j1,...,Jjn}

escribiremos 71 B - - - B ~Jn.

Para definir el segundo tipo de suma directa tomemos un conjunto J, una C*-4lgebra

Ay una familia de A—médulos {X;}c;. Denotemos P al conjunto de partes finitas de
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J, que ordenamos de acuerdo a U < V sii U C V. Dados z,y € 1ljc;X; y un conjunto
finito U C J definimos > 1 (z,y) := > ;e (7, y;) y denotamos @je;X; al conjunto de
las = € ILjc s X tales que {> ;;(z,z)}yep es una red de Cauchy en A.

Note el lector el uso de los simbolos H y & para los diferentes tipos de sumas directas de
moédulos. Es inconveniente usar indistintamente los simbolos & y H atn tratandose de
C*-algebras pues ; qué significaria, en tal caso, A@ A? Con nuestra notacién si pensamos

en una C*-4lgebra escribirmos AH Ay A @ A si pensamos en el A—mdbdulo.

Proposicién 1.56. Dadas x,y € ®jcsX; la red {3 (x,y)}uep es de Cauchy. Ademds
®jesXj es un A—mddulo de Hilbert con la accion xa(j) = x(j)a y el producto interno

(z,y) = lUmy >y (z,y). El médulo ©je X; es pleno sii 3 ;e ; Ax; es denso en A.

Demostracién. Ver [RW98, Ejemplo 2.14 y Proposicién 2.15]. O

Proposicién 1.57. Supongamos que {X;}jc; una familia de A—mddulos de Hilbert
plenos, que o es una accion parcial de G en A y que {'yj}jeJ es una familia de acciones
parciales en médulos de Hilbert de manera que 47 es una accién parcial en Xy 7" = a.
Luego existe una unica accion parcial en modulos de Hilbert, v, de G en Y := ®jc X}

de manera que v = o y v(x); = yg(%-), para todo x € Y1 = YA, t€G yjeJ

Demostracion. Para que 7" sea o debemos definir ), := Y Ay, por lo que {),; }1cc es una
familia continua. Dada € V-1 definamos v;(x) € Il ;X de acuerdo a (), = ~! (x5).
Para cada U € P tenemos que > (v:(x), %e(z)) = a: (> (z, x)). Como « es continua y
z eV, v(r) € V= ®jcsX;A;. Ademas y es lineal y si x,y, 2z € J;-1 entonces

e (@) (e (), 11(2)) = (F (@3) (7 (w3), A (D)) ges = (3 (2(y, 2)5)) jes = w(a(y, 2)),
con lo que mostramos que y;: YV,—1 — Y, es un homomorfismo de médulos de Hilbert.

Probemos que v = ({vt}eq, {Vi}ec) es una accién parcial en médulos de Hilbert. Es
evidente que 7. = idy . Siz € Y,-1N)Y,—1,-1 entonces (x) € @jefyg(é’(jt_l NXj,—1,-1) C
BjesXj1 = Vo1 ¥ 1s(n(@)) = (A (7)) jes = (@) jes = vse(@)-

Dada f € C’gj(G,Xj) definamos [j, f] € CY(G,Y) como [j, fl(t)r = 0si k # jy
[j, f1(t)x = f(t) si k = j. El conjunto S = {[j, f]: j € J, f € CI (G, X;j)} cumple, para
todo t € G, que span S(t) = ), pues todo x € ), puede aproximarse arbitrariamente por
un elementos 2’ € Yy tales que {j € J: x; # 0} es finito. Ahora bien, si [j, f] € S en-

tonces para todo s, ¢ € G [|7s([5, /1(s7) = ([, SIE DI = 102 (F(s7H) = A7 (FE I
Por lo que la continuidad de ¢ + ~4([j, f](s7!)) se deduce de la continuidad de t ~

H(f(s7). =
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Definicién 1.58. La accion parcial dada por la Proposicién anterior se denomina suma
directa de {’Yj}jej vy se denota @jej'yj. En caso que J sea finito, J = {ji,...,Jn},

escribimos Y/t @ - - - @ y9n.

1.4.2.2. Productos tensoriales

Tomemos acciones parciales en médulos de Hilbert, vy d, de G en X4 e Vg, respectiva-

mente. Llamaremos a a 4"y B a §".

Definicién 1.59. Una funcién ¢: A — B(Y) es un homomorfismo («,y)— equivariante

si es un *—homomorfismo y para todo t € G, a € A;-1 e y € Y,-1 cumple que

¢(ai(a))di(y) = 6:(¢(a)y).

Diremos que ¢ es un homomorfismo de construccion de productos tensoriales si es un

homomorfismo equivariante y para todo t € G, ¢(A)YV; = ¢(A) .

Fijemos un homomorfismo de construccién de productos tensoriales ¢: A — B()). En
el producto tensorial algebraico X ® ) consideremos el pre-producto interno® ¢ que

satisface ¢(x @ y,z © w) = (y, ¢({x, z) 4)w) .

En el cociente X @0 Y =X ©Y/{u € X ©Y: q(u,u) = 0}, q define un producto interno
(', ) y tenemos una proyecciéon canénica 7: X © Y — X ®p Y, n(x ©y) = z ® y. El
médulo X ®4) es la completacion de X ®y) con respecto a la norma ||| := ||(u, u)||*/2,
la accion de B en X ®4 ) es la tinica que satisface (z®y)b = 2 ® (yb). Ademas se cumple
que za @y = ® ¢(a)y.

Observacion 1.60. Para todo S € B(X) existe un tnico operador S ® 1 € B(X ®4 V)
tal que S ® 1(z ® y) = Sz ® y. Si, ademds, ¢(A) esta contenido en el centro de B(Y)
entonces para cada T € B()) existe un tnico operador 1 ® T' € B(X ®4 V) tal que
1T (xr®y) =2 ® Sy. En este tltimo caso definimos, para cada (S,T) € B(X) x B(Y),
SRT:=S®1)o(1eT)=10T)o(S®1).

Ya considerando las acciones parciales observemos que para cada t € G tenemos que
(X ®y Y)By =span YA ® Y, =5pan X ® ¢p(A)Y; =span X ® ¢(Ay) Ve = X Q@4 Vi

Teorema 1.61. Supongamos que v y § son acciones parciales en modulos de Hilbert de
G en Xy eYVp y que ¢p: A — B(Y) es un homomorfismo de construccion de productos
tensoriales (respecto de o :=~' y §). Luego existe una tnica accién parcial de mdodulos

de Hilbert, v ®¢ 0, de G en X ®4 Y de manera que

2Queremos decir que se cumplen las condiciones algebraicas de los productos internos de médulos de
Hilbert a no ser (z,z) = 0=z =0.
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2 (X Ry V)i = X @4 Vi para todo t € G y

» (VR4 0)i(z®y) =1(z) ®0:(y), para todo t € G, x € Xy-1 ey € Vy-1.

T

Ademds Bxg,y es un ideal 0" —invariante de B y (y ®4 6)" es la restriccion de 0" a ese

ideal. S ¢ es no degenerado entonces (7 ®q 0)" = d".
Demostracion. Los comentarios previos al enunciado implican que (X ®4 )); := & ®4
Vi = (X ®¢ Y)By, lo que nos dice que (X ®4 V); es un submoédulo inducido por ideales.

Fijemos t € G. Dados z1,...,2, € Xj-1 € y1,...,Yn € V-1 definamos u:=> ,2; @ y; €
X1 ®@g V-1 y v =2 ve(5) @ 6 (i) € X ®g Vi Luego |lul| = ||v|| pues

07 ({wsu)) = D7 (0u(wi), 0u(@ (i 23))ys)) = D (0u(w), (), 7e(5)))0u(y))
i,j=1 i,j=1

= (v,v);

por lo que existe un tinico mapa lineal e isométrico 0;: X1 ®¢ Vi1 — &X; @4 Yy tal que

O(x @ y) = y(x) ® 4 (y). Ademas, para x; € X-1 e y; € V-1 (i =1,2,3):

Or(x1 @ y1){Or(m2 @ y2), Or(x3 @ y3)) = 1 (21) @ (1) (0t (y2), p({ve(x2), 12 (w3)) 0 (y3))
= v¢(z1) ® 6 (y1 (Y2, o((x2, 23)y3)
= 0i(z1 @ y1 (2 @ Y2, T3 @ y3)).

Con argumentos de linealidad y continuidad se deduce que lo anterior implica que 6; es

un homomorfismo de mdédulos de Hilbert.

Si existe la accion parcial de la tesis entonces ésta debe ser 6 := ({0 }+eq, {X; @y Vi }ea) -
Veamos que  es una accién parcial en conjuntos. Para simplificar la notacién llamemos
ZaXR4Vy 2= X ®pVy. Tomemos u € Zi-1NZ-14-1. Como ¢p(A)V(By-1Bp-15-1) =
O(Ay1 Ay 13 1)V (By1 By1y 1), se cumple que

Zi1N 211 = XARy V(Bi-1By-14-1) =X R d(A)Y(Bi-1By-14-1)
= XAt—lAt—ls—l ®¢ th—lBt—ls—l
= (Xt—l N Xt—15—1) Qg (yt—l N yt—15—1).

Con lo cual 0;(Z2;-1NZ—15-1) = (GNX—1) R4 (ViNVs—1) = ZiNZ—1. Ademés, para cada
T € X-1NXp—14-1 ey € Vy-1NY;—1,-1 se tiene que O5(0,(xRy)) = vs(7(x)) @5((y)) =
Yt () ® 0t (y). Aproximando u por sumas de tensores elementales, usando la linealidad

y continuidad de cada 6, y la igualdad anterior, se deduce que 04(0;(u)) = Os(u).
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Para terminar de mostrar que 6 es una accién parcial en médulos de Hilbert usaremos
el Teorema 1.45. Dadas f € CY(G,X) y g € C2(G,Y) definamos [f, g] € CY(G, Z) como
[f,9](t) = f(t) @ g(t). Sea S := {[f,g]: f € CA(G,X)y g€ C(G,Y)}. Paracadat € G,
x € Xy ey € Yy es posible encontrar [f, g] € S tal que [f, g](t) = z®y. Por lo tanto S(¢)
genera un espacio denso en Z;. Ademas 0,([f,g](t™!)) = w(f(t™1) @ & (g(t™1)), por lo
que t — 0:([f,9](t™1)) es continua.

Por dltimo calculamos 6". Como Bz N By-1 = Bzp, , = span(Y;-1,¢(A-1)Y;-1) ¥y
6 ((YVi=1, (A1) Y1) = (Y, 9(Ar) V), se cumple que 67 (BzNB;-1) = BzNB;. Ademas
se verifica facilmente que ] coincide con 6] en los elementos de (V;—1,p(A;-1)V—1) =
(Z4-1,24-1), por lo que 6] es la restriccion de 6;. Esto muestra que §"|g, = 6". En caso
que ¢ sea no degenerada Bz = span (), ¢(A4)Y) =span(Y,Y) = B. O

Definicién 1.62. La accién parcial v ®4 ¢ construida en el teorema anterior se llama

producto tensorial de vy § (segin ¢).

Ejemplo 1.7. Supongamos que y es una acciéon parcial en médulos de Hilbert de G en X4
y que H es un espacio de Hilbert, considerado con la accién trivial (1%) de G y con su
producto lineal en la segunda variable. E1 homomorfismo trivial ¢: C — B(X), ¢(\) =

Aidy es de construccién de productos cruzados, lo que nos permite construir el producto

17.[ ®¢ 7.

Recordemos que si X es el médulo adjunto de X4, la inclusién canénica ¢: K(X) — B(X)

es un *—homomorfismo y que B(X) = M(A) (el dlgebra de multiplicadores de A). Por
lo tanto la inclusién candnica ¢: A — IB%(AN’ ) es un *—homomorfismo. Con ellos podemos
construir los productos tensoriales X Ry X'y X @y X. Los isomorfismos canénicos son

X@pX 5 A TRy (T)y) y X 0y X 5 KX), 207 — |2){y).

Teorema 1.63. Los isomorfismos candnicos X Qe X = Ay X ®y X ~ K(X) dan

isomorfismos ¥ @y ~ 4 y vy ®7 ~ 4", respectivamente.

1.5. Operadores adjuntables

Para poder hablar de operadores adjuntables entre dos médulos de Hilbert necesitamos
la misma &lgebra (a la derecha), es més, asumiremos que las acciones parciales en los
moédulos inducen la misma accién a derecha. Esto no es un inconveniente ya que podemos
cambiar el algebra a la derecha (por una isomorfa) sin cambiar la accién parcial en el

modulo.

Definicién 1.64. Diremos que 7 es una a—accién parcial (de G en X4) si v es una

accién parcial en médulos de Hilbert de G en X4 y 4" = «.



I Acciones parciales 31

Recordamos que la notacién X4 quiere decir que X es un A—mddulo de Hilbert pleno,

por lo que « es una accién parcial en A.

Definicion 1.65. Sean 7y y § dos a—acciones parciales de G en X4 e )4 respectivamente.
Un operador adjuntable de v en ¢ es un morfismo de acciones parciales (en conjuntos)

T:~ — 6 que también es un operador adjuntable como funcién de X en ).

Denotaremos B(+, d) al conjunto formado por todos los operadores adjuntables de 7 en
0y K(7,0) :=B(v,0) NK(X, V).

Supongamos que que 7: X — ) es adjuntable. Luego para todo t € G se cumple
que T'(X;) = T(XA;) = T(X)A; C Vi Para verificar si T es un morfismo de acciones
parciales basta verificar que para todo t € Gy x € X,—1 se cumple que T(vy(x)) =

(T (z)).

La notacién B(v,d) no deberia dar lugar a confusiones con los operadores adjuntables
entre médulos de Hilbert ya que, fijado un grupo HLC, todo médulo (X') puede equiparse
con la accién global trivial del grupo (vx). Con nuestra notacién tenemos B(X,)) =
B(yx,vy) v K(X,Y) = K(va,7vy). Esta compatibilidad se extiende un poco més alld
de lo anterior, como lo muestra el enunciado del Lema que veremos luego de recordar

algunas definiciones y conceptos topoldgicos.

Observacion 1.66. Identificando el algebra de multiplicadores de K(X) con B(X) se tiene
que B(y') = B(7).

Fijemos dos médulos de Hilbert, X e ), ambos sobre la misma &lgebra. Cada elemento
z € X y cada y € Y dan lugar a seminormas p,: B(X,)) — Ry ¢,: B(X,)) — R,
definidas como p,(T") := ||Tz|| y qy(T) := ||T"y||. La topologia fuerte, o de la conver-
gencia puntual, en B(X,)) es la topologia localmente convexa generada por la familia
de seminormas {p,}scx. Esta topologia se denota SOT (por Strong Operator Topo-
logy). La topologia * SOT es la topologia localmente convexa generada por la familia
{Pz}zexU{qy}yey. Esta tltima topologia es completa, es decir que B(X, V) es un espacio
de Fréchet con la topologia * SOT .

Llamemos 7 a la topologia de B(X,)) definida por la norma de operadores. Utilizan-
do la equivalencia entre la continuidad y la convergencia de redes es facil mostrar que
id: (B(X,Y),7) = (B(X,)),«S0OT) eid: (B(X,)),*SOT) — (B(X,Y),SOT) son con-
tinuas, por lo tanto SOT C % SOT C 7. Esto implica que todo conjunto SOT cerrado es

* SOT cerrado y todo conjunto * SOT cerrado es cerrado segtn 7.

En conjuntos acotados de B(+y,d) las topologias SOT y * SOT pueden describirse con

familias de seminormas bastante menores que las de arriba. Luego de probar un resultado
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sobre ese tema mostraremos otro sobre operadores adjuntables y la estructura de espacio

vectorial topolégico de B(vy, d).

Lema 1.67. Supongamos que v y § son a—acciones parciales de G en X4 e Y4 y que

UCX yV C)Y son conjuntos tales que [YUA] = X y [0V A] = Y. Llamemos u a la

topologia vectorial localmente convexa de B(~,d) generada por las seminormas {ps}rcv
y v a la generada por la familia {ps}rcv U {qy}yev. Luego en conjuntos acotados de

B(v,0) u coincide con la topologia SOT y v con la xSOT .

Demostracion. Supongamos que C' C B(v,d) es un conjunto tal que todos sus elementos
tienen norma menor o igual a K. Como las familias de seminormas que definen a u y v
estan contenidas en las familias que definen a SOT y xSOT, la identidad id: B(y,d) —
B(7,d) es SOT —u y * SOT —v continua. Por lo tanto u C SOT y v C *SOT.

Supongamos ahora que la red {T;}; C B(y,0) estd acotada y u—converge a T € B(v, d).
Sin pérdida de generalidad podemos asumir que ||7;|| < 1 para todo i (eso implica que
|T|| <1). Tomemos z € X' y € > 0y encontremos un ig de manera que si ¢ > ip entonces

p(T; — T) < €, eso implicard que en conjuntos acotados u es igual a SOT .

Como [yUA] es denso en X es posible encontrar ti,...,t, € G, z1,...,2, € Uy
ai,...,a, € A de manera que si z 1= 37 %, (zja;) entonces [z — 2| < &/3. Lue-
go

2e
po(Ti = T) = ||Tiw — Taf| < 2llo — 2l + [Tz — Tz|| < 5 + [|Tiz — T%]]

2¢e 2¢e
<5+ Y T = T) oy, (za; — zjag)|| < 3t > (Tij — Taj)ay]|
j j

2e
<=+ b, (T~ Tl
J
Como el ultimo sumando tiende a cero con ¢ podemos encontrar ig de manera que Vi > g
Pz (Tl — T) <eE.

Si ahora suponemos que {7 }; v—converge a T' (seguimos asumiendo que estén acotadas)
entonces lo probado anteriormente implica que T; — T y T;* — T, ambas convergencias
segtin SOT . Es decir que T; — T segin * SOT. O

Lema 1.68. Supongamos que 7,0 y 0 son a—acciones parciales de G en X4, V4 y Z4,

respectivamente. Luego las siguientes afirmaciones son verdaderas.

(1) B(v,0) o B(o,7) CB(o,0) y B(v,9)* =B(d,7).

(2) B(v,0) es un subespacio SOT cerrado de B(X,)) y B(y) es una C*-subdlgebra de
B(X).



I Acciones parciales 33

(3) Si T € B(v,0) es invertible en B(X,)) entonces T~! € B(d,).

(4) Para cada T € B(v,0) tal que T(X) es denso en Y y T*(Y) es denso en X existe
un inico unitario U € B(v,8) de manera que T = U|T|, siendo |T| := (T*T)"/2.

(5) Todo unitario U € B(v,0) es un isomorfismo de acciones parciales en mddulos de
Hilbert.

Demostracion. Tomemos dos operadores adjuntables: T: v — 6 y S: 6 — o. Luego
SoT: X — Z es adjuntable y SoT: vy — § es un morfismo de acciones parciales en

conjuntos. Por lo tanto S oT': v — ¢ es adjuntable.

Veamos ahora que T%: ) — X es un morfismo de acciones parciales. Fijemos t € G e
y € Y;—1. Para mostrar que T*0;(y) = v(T™*y) basta mostrar que para todo = € A} se
cumple que (T%6;(y)|z) = (n(T"y)|z) ya que T*6,(y), 7(T*y) € A. Ademds

(T76¢(y)|x) = (6e(y)|Tx) = ar((ylre-2(T2))) = (Y| Ty (2)))
= ((T"y|ye-1(2))) = (n(T7y) ).

Para mostrar la segunda afirmacién tomemos una red {T;}; C B(y,d) converge segin
SOT a T € B(X,)). Dados t € Gy x € X;—1 se cumple que

6t(Tx) = lim 6¢(Tiw) = lim Tiye(x) = Tye(),

luego T es un morfismo de acciones parciales en conjuntos y B(v,d) es SOT cerrado. En
particular es * SOT y 7 cerrado. Ademads es facil mostrar que B(y,d) es un subespacio
de B(X,)). Luego B(y) es una C*-subélgebra de B(X).

Veamos la tercera afirmaciéon. Como T es adjuntable y biyectivo para todo t € G se
cumple que T(X;) = T(XA4;) = T(X)A; = YA, = V4; el Lema 1.4 implica que T~ es

un morfismo de acciones parciales que también es adjuntable como funciéon de ) en X.

Pasemos a mostrar la cuarta afirmacion. Afirmamos que |T'| tiene rango denso. En efecto,
como Ty T* tienen rango denso y 7™ es continua, T*T'(X') es denso en X. Ademads
IT|(X) O |T|(|T|(X)) = T*T'(X). Por otro lado, para todos z,y € X se tiene que
(|T|x||T|y) = (T*Tx|ly) = (Tx|Ty). Luego existe una tnica isometria lineal U: X' —
Y tal que U|T|z = Tz. Es més, U es sobreyectivo y por continuidad se deduce que
(Uz|Uy) = (z|y), para todo z,y € U. Luego U es adjuntable y U* = U~!. Es evidente
que T' = U|T.

Veamos que U es un morfismo de acciones parciales en conjuntos. Fijemos ¢t € G. Debido

aque [T'| € B(y) y a que |T[(X;-1) es denso en X1, para mostrar que U oy¢|x, , = d;0
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Ulx, , basta mostrar que para todo @ € X;—1, Un(|T|z) = 6,(U|T|z). Pero Uy (|T|z) =
U|T|ve(x) = Ty(xz) = 0(Txz) = 6,(U|T|x), lo que implica que U: v — § es un operador
adjuntable.

En cuanto a la dltima afirmacién es evidente que para todo x,y,z € X se cumple que
U(z(ylz)) = U(x){y|lz) = U(x){(U(y)|U(z)), lo que nos dice que U es un morfismo de
acciones parciales en médulos de Hilbert. Ademés U~! = U* € B(d,7) es también
unitario y por lo tanto un morfismo de acciones parciales en modulos de Hilbert. Luego

U es un isomorfismo. O

Del resultado anterior se desprende inmediatamente lo siguiente.

Corolario 1.69. Dadas dos a—acciones parciales, v y 0, B(~y,d) contiene un elemento
invertible en B(X,Y) si y solamente si B(vy,d) contiene un unitario. Ademds las dos

condiciones implican que 7y es isomorfo a & como accion parcial en modulos de Hilbert.

Fl siguiente Teorema puede pensarse como un reciproco del Corolario anterior.

Teorema 1.70. Supongamos que v y § son acciones parciales en modulos de Hilbert de
G en X4 e Vp, respectivamente, y que ¢: v — § es un isomorfismo. Luego es posible

dar a Y una estructura de A—mddulo de Hilbert de manera que

(1) Para todo xz,y,z € Y se cumple que x(y|z)a = x(y|2)B.

(2) § es una accion parcial en mddulos de Hilbert de G en Y4 y 6" =~".
(8) ¢: v — 0 es adjuntable y unitario.

Demostracion. Como ¢ es un isomorfismo 7 := ¢": A — B es un isomorfismo de C*-

algebras. Definamos en ) las operaciones de A—mddulo de acuerdo a ya := yn(a) y

(zly)a = 7' ((z]y)B). Es evidente que z(y|z) 4 = 27~ ({y[2) ) = z(y|2) .

Como los productos internos de ) definen la misma norma, la familia de dominios de
v, {Vi}iec, es una familia continua de )4. Veamos que es una familia de ideales. Para
cada t € G se cumple que YA, = Y (A;) = YBy = Vi, luego cada )y es un ideal de V4.

Ademas, para cada x,y,z € V-1 se cumple que

Yz (ylz)a) = n(z(y|2)B) = % (@) (W) |7e(2) a4 = % (z) (v ()| 7e(2)) B

Lo que implica que « es una accién parcial en médulos de Hilbert de G en Y4.
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Arriba vimos que para todo t € G se cumple que YA; = ). Luego " y " tienen
el mismo dominio. Por otro lado, si x,y € );-1, el hecho de que 7: " — 6" es un

isomorfismo de acciones parciales en C*-dlgebras implica que

7 ({aly)a) ="(m T (2ly) ) = 7 (8 (zly) ) = 7 ((8e(2)10"(y) )
= 0"t({x]y) a);

lo que implica que 4" = 0" ya que cada 7", y "¢ son lineales, continuas y A; =
span (X Ay).

Para terminar veamos que ¢ es un unitario. En efecto, dados x,y € X se cumple que

(zly)a = 7~ (7((zly)a)) = 77 ({6(2)|0(y)) B) = (pz|py)a. Esto implica que ¢~' = ¢*.
Luego ¢ € B(, d) es un unitario. O

1.6. Globalizaciones

La teoria de globalizacién de acciones parciales en C*-dlgebras estd estrechamente re-
lacionada, o puede pensarse como equivalente, a la teoria de globalizacion de acciones
parciales en espacios HLC [Aba03]. En otros contextos, como en el algebraico [DE05],

también es posible definir la globalizacién de acciones.

En los articulos antes citados podemos apreciar que el concepto de globalizacién (envol-
vente o no) depende tnicamente de dos cosas: los morfismos y las restricciones. En el
caso topoldgico se consideran restricciones de acciones a abiertos, en las C*-dlgebras a

ideales cerrados y en el algebraico a ideales algebraicos.

Definicién 1.71. Supongamos que « es una accién parcial topoldgica, HLC, en C*-
algebras, o en mdédulos de Hilbert de G en X e Y es un subconjunto de X. Diremos que
aly es una restriccion admisible si Y es abierto, abierto, ideal, o un ideal, respectiva-

mente.

Con las restricciones admisibles y los isomorfismos obtenemos las globalizaciones:

Definicién 1.72. Sea « una accién parcial topoldgica, HLC, en C*-4lgebras, o en médu-
los de Hilbert de G' en X. Una globalizacion de « es una cuaterna (53,¢, Z,Y) de manera
que: (3 es una accién global del mismo tipo que « (topoldgica, HLC, en C*-dlgebras, o en
modulos de Hilbert, respectivamente) de G en Z; |y es una restriccion admisible de g
y t: a — S|y es un isomorfismo de acciones parciales topolégicas, HLC, en C*-algebras,

en modulos de Hilbert, respectivamente.
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La nocién de restriccién minimal se obtiene de ordenar las restricciones admisibles de

acuerdo a By < By sii U C V.

Definicién 1.73. La globalizacién (8,¢, Z,Y) es minimal si para toda restriccién ad-

misible y global 3|y > By se cumple que Sy = 5.

Observemos que la restriccién S|y es global sii W es f—invariante.

Proposicién 1.74 ([Aba03]). Supongamos que o es una accién parcial topolégica, HLC,
en C*-dlgebras o en médulos de Hilbert de G en X y que (3,1, Z,Y) es una globalizacion

de a.. Si definimos

= W :=BY en caso que a sea una accion parcial topoldgica o HLC, y

» W :=span Y en caso que « sea una accion parcial en C*-dlgebras o en mddulos
de Hilbert;

entonces (Blw, 1, W,Y) es una globalizacion minimal de o. Ademds (8,1, Z,Y) es mini-
mal sit W = Z.

Demostracion. Si « es una accién parcial topolégica entonces W = Y = Ueae(Y)
es abierto y por lo tanto S|y es una restriccién admisible. Ademés Slw|y = Bly v
por lo tanto ¢: @ — Blw|y es un isomorfismo. Esto nos dice que (8|w, ¢, W,Y) es una
globalizacién de a. Si Blw|v = S|y > Bly es una restriccién admisible y global, entonces

V es un abierto f—invariante tal que Y C V' C W. Por lo tanto V. =W y Blw|v = Blw.

Supongamos ahora que « es una accién parcial en médulos de Hilbert. Veamos que W es

un submodulo de Z inducido por ideales. Claramente W es un subespacio cerrado, que

es f—invariante pues V s € G : S(W) = [88s(W)] = W. Ademads, como Z(Y,Z) C Y,
ZW,Z) =span{Z(B(Y),Z): t € G} =span {:(2(Y, 2)): t € G} C W;

con lo que mostramos que W es un submédulo inducido por ideales y que S|y es una

restricciéon admisible y global.

Para mostrar que ¢: @ — S| |y = 8|y es un isomorfismo basta con proceder como en el
primer péarrafo. Si B|lw|v = 8|y > Bly es una restriccién admisible y global entonces V'

es un submédulo S—invariante inducido por ideales. Luego V. =W y Blw|v = Blw. O

En el desarrollo de la teoria de acciones parciales topoldgicas la nocién de accién minimal
ha aparecido ligada a cierta propiedad universal (Teorema 1.18). Sin embargo, como

veremos més adelante, la propiedad universal y la mimimalidad no son equivalentes.
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Si bien la propiedad universal del Teorema 1.18 puede enunciarse para acciones parciales
en C*-dlgebras, parece ser dificil mostrar la existencia de una globalizacién con tal
propiedad universal. Para explicar mejor el problema supongamos que 5 es una accién
global en C*-dlgebras de G en B, A es un ideal de B de forma que span A = By
definamos « := f|4. Los resultados contenidos en [Aba03] nos dicen que la clase de

isomorfismo de § depende tinicamente de «. La pregunta es si es verdad que

Dada una accion global en C*-dlgebras, 0 de G en C, y un morfismo de acciones
parciales en C*-dlgebras m: o — 0 existe un inico morfismo de acciones parciales

en C*-dlgebras 7:  — 0 tal que 7|4 = 7.

Esta ultima condicién es extremadamente fuerte y desconocemos si es verdadera, falsa
o indecidible. Sin embargo de [Aba03] se deduce que si, adicionalmente, hay un ideal D
de C de forma que 7: ae — 6|p es un isomorfismo entonces existe 7 como arriba. Es por

ese motivo que adoptamos la siguiente definicién.

Definicién 1.75. Sea « una accién parcial topoldgica, HLC, en C*-dlgebras o en mo-
dulos de Hilbert de G en X. Una globalizacion envolvente de o es una globalizacion
(8,1, Z,Y) de a con la siguiente propiedad universal: para toda globalizacién de «,
(v,k,V,U), existe un unico morfismo de acciones parciales topolégica, HLC, en C*-

algebras o en médulos de Hilbert (respectivamente) &: 8 — v de manera que K o t = k.

Observacion 1.76. Si (8,1, 2,Y) y (v, K, V,U) son globalizaciones envolventes de «, en-

tonces K es un isomorfismo con inverso .

Siempre que exista una globalizacién minimal y envolvente toda globalizacién envolven-
te serd minimal. El Teorema 1.21 nos dice que para las acciones parciales topolégicas
las globalizaciones envolventes son las mismas que las globalizaciones minimales. Sin

embargo esto no es siempre asi.

Digamos que « es una acciéon parcial en R—espacios vectoriales de G en V si: o =
({at}iea, {Vitieq) es una accién parcial en conjuntos de G en V, V es un R—espacio
vectorial, {V; }tcq es una familia de subespacios de V' y cada oy es lineal. Los morfismos
entre acciones parciales en R—espacios vectoriales seran los morfismos de acciones par-
ciales en conjuntos que también son funciones R—lineales. Las restricciones admisibles

seran restricciones a subespacios; con lo cual quedan definidas las globalizaciones.

Tomemos como grupo Zs = {0, 1,2} y la accién « de Zs en R definida como ag = idg,
con: 3 la accién global de Zs en R de manera que 1 permuta la base canénica de

acuerdo a (e, ez, e3) > (e2,e3,e1), 7 es la acciéon global de Zz en R? de manear que ;
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es la rotacién horaria de angulo 27/3, «(z) = (2,0,0) y x(z) = (x,0). Tanto © como =
son globalizaciones minimales de «, pero 8 no es isomorfa a v porque R3 no es isomorfo

a R? (como espacio vectorial). Ademds € es envolvente.

Teorema 1.77. Si a es una accién parcial topolégica, HLC o en C*-dlgebras entonces

toda globalizacion minimal de o es una globalizacion envolvente.

Demostracion. Para las acciones parciales topoldgicas el enunciado es exactamente el
enunciado del Teorema 1.21. En caso que « sea una accién parcial HLC llamemos o*°P
a « considerada como accién parcial topolégica. Tomemos una globalizacién minimal
de a, Q = (8,1, Z,Y), y una globalizacién cualquiera de «, (v, k, V,U). Como {2 es una
globalizacién minimal de o'°P, también es envolvente para a'°P y por lo tanto existe un
unico morfismo de acciones parciales topoldgicas k: 8 — 7 tal que K ot = k. Ademés &
es un morfismo de acciones parciales HLC y su unicidad se deduce del hecho de que todo

morfismo de acciones parciales HLC es un morfismo de acciones parciales topoldgicas.

Supongamos ahora que « es una accién parcial en C*-dlgebras de G en A y tomemos
globalizaciones (8,:,C,B) y (v,k,E, D) de a, siendo la primera minimal. Sea E' :=
span [yD], con lo cual (v|g,k, E', D) es una globalizacién minimal de «. El Teorema
2.1 de [Aba03]? implica que existe un tinico morfismo f: 3 — 7|g de manera que
fot= k. Sea R la composicién de f con la inclusién de | en . Luego K: f — 7 es
un morfismo y kK ot = k. Si existe otro morfismo v: f — 7 tal que v o1 = k entonces
v(C) = v(span [fB]) = span [yD] C E’; por lo que podemos pensar a v también como

un morfismo de 5 en 7|gs. La unicidad de f implica que v = f, o sea que v = K. O
En el siguiente enunciado recurrimos a la correspondencia © entre acciones parciales en
C*-algebras conmutativas y acciones parciales HLC descrita en la Seccién 1.3.1.
Teorema 1.78 (Abadie). Si o es una accion parcial HLC de G en X entonces las
stguientes afirmaciones son equivalentes:

(1) o tiene una globalizacion.

(2) ©(o) tiene una globalizacion.

(3) Gr(o) es cerrado en G x X x X.

Ademds (1,1, Z,Y) es una globalizacién (minimal, envolvente) de o si y solamente si
(©(1),0(1),Co(Z),Co(Y)) es una globalizacion (minimal, envolvente) de ©(c).

3Alli la nocién de envolvente corresponde con nuestra nocién de minimal, esa diferencia en la termi-
nologia serd irrelevante luego de mostrado el presente Teorema.
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Los resultados anteriores plantean dos preguntas: jes verdad que toda globalizacion mi-
nimal de una accién parcial en médulos de Hilbert es envolvente? y ;puede darse una
condicién necesaria y suficiente (andloga a la tercera del Teorema anterior) para deter-
minar si una accién parcial en C*-dlgebras tiene una globalizacion? Ambas preguntas
tienen respuestas afirmativas; la justificacion es parte de lo que desarrollamos en la

siguiente secciéon mientras que la justificacién de la segunda es tema del Capitulo 3.

1.6.1. C*-algebras y médulos de Hilbert

Supongamos que 7 es una accién parcial en moédulos de Hilbert de G en X y que Y es

un subconjunto de X. El espacio generado por la érbita de ) es
[vY] = span{y(X;-1 NY): t € G}. (1.6.1)

Teorema 1.79. Si vy es una accion parcial en médulos de Hilbert de G en X4 e Y es

un submdédulo cerrado de X, entonces [y))] es el submddulo de X generado por la drbita

de Y y [vY] es el menor submédulo cerrado y—invariante que contiene a Y.

Por otra parte, si I es un ideal de A e Y = X1, entonces [y"I]| es un x—ideal algebraico

de A y [vY] = X[y"1I]. Ademas ’y[w’" = 7T|W.

Demostracion. Llamemos « a 4". En cuanto a lo primero es evidente que [y)] es el
espacio generado por la érbita de ). Para mostrar que [y)] es un submddulo basta con
mostrar que cada Uy := (X1 N'Y) es un submdédulo cerrado. Como 7, es lineal y
Y-1(Up) = X1 N'Y es un subespacio, U; es un subespacio. Tomemos z € X;-1NY y
a € Ay probemos que y(z)a € Uy, con lo cual mostraremos que [y)] es un submodulo.

Si {e;}; es una unidad aproximada de A; entonces, como X;-1 N} es un submédulo:

Ye(z)a = lim vy (z)e;a = <h’m Tay-1 (em)) €n(X-1NY).

Lo que acabamos de ver implica que [y))] es un submédulo cerrado que contiene a )y,

ademads, estd contenido en todo submédulo cerrado e invariante que contiene a ). Para

mostrar que [y))] es invariante tomemos t € G y veamos que y(X;-1 N [yY]) C [vV].
Debido a que X;-1 = XA;-1 y que [7)] es un submoddulo, X;—1 N [y)] es denso en

Xi—1 N [yY]. Como ~; es una isometria basta mostrar que v (X,—1 N [yY]) C [yY)].

Para cada x € X,-1 N [y))] existen s1,...,8, € Gy x1,...,2, € X de manera que
rp € XaNY (i=1,...,n)yz = >;7s(x). Si {e;}; es una unidad aproximada de

Ay-1 entonces v (z) = lim; v (zej) = Hm; >°; v (s, (2i)e;) . Por otra parte, si {fi}r es
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una unidad aproximada de A, entonces

Vi (Vs (i)ej) = limye (s, (zi)ejfx) = im e, (zias,~1(ejfr)) -

Ahora bien, la ecuacién anterior implica que v (7, (z;)e;j) es el limite de una red en

Visi (Xg;=1 N V) Ag,—14-1) C Yis; (X,—14-1 N Y) C [vY] pues ag,-1(e;f) € Ag,—14-1, para

todo k. Luego v¢(z) = lm; >, v (s, (x4)e;) € (YY)
Con respecto a la segunda parte del enunciado, [al]* = [af] porque cada az(As;-1 N I)
es un ideal de A. Lo visto en los parrafos anteriores implica que [al] es un submdédulo

(a derecha) de A, o sea [al|A C [al]. Ademas Alal] = ([al]*A*)* C [al], mostrando
que [al] es un x—ideal algebraico. Luego [a]] es un ideal de A. Por otro lado, para cada
t € G se tiene v (X;-1 NY) = W(X—1 (A1 N 1)) = Xpa(Ay-1 N I) = Xy (A1 N ).

Luego el Teorema de Cohen-Hewitt implica que

W] =) (X1 nY) =D Xay(AaI) = XY oy(Ayr N 1) = X[ad].

teG teG teG

Para terminar observamos que el Lema 1.53 implica que 7|WT = | XﬁT = a|m. O

Corolario 1.80. Si « es una accion parcial en C*-dlgebras de G en A e I es un ideal

de A, entonces [al] es el menor ideal a—invariante que contiene a I.

Corolario 1.81. Si v es una accion parcial en modulos de Hilbert de G en X4 e I es
un ideal de A entonces I es v"—invariante si y solamente si XI es y—invariante (si y

solamente si K(XI) es v'—invariante).

Demostracion. Basta probar la equivalencia entre las primeras dos afirmaciones, ya que

el resto se deduce utilizando la accion parcial adjunta de ~.

De los resultados anteriores deducimos que X'I es y—invariante sii X1 = [XI] y que
es v"—invariante sii I = [y"I]. Ademas dados ideales J y K de A se tiene que J = K

sii XJ = XK, pues X es no degenerado. Luego I es 7" —invariante sii I = [y"]] sii

XTI = X[yI] sii XI = [yX1] sii X1 es y—invariante. O
Corolario 1.82. Si v es una accion parcial en médulos de Hilbert de G en X vy
(6,t,2p,)) es una globalizacion de v entonces (0",.", B, By) es una globalizacion de
7"y (88, L, K(Z2),K(Y)) es una globalizacion de +*. Ademds todas estas globalizaciones

son minimales st y solamente si alguna de ellas es minimal.

Demostracién. Llamemos I a By, luego ZI = Y y el Lema 1.53 implica que §"|; = d]y".

Ademés la Proposicién 1.52 implica que (6", ¢", B, I) es una globalizacién de ~".
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Supongamos que (6,¢, Z,)) es minimal y tomemos una restricciéon admisible y global
0"y > 6"|;. Luego J es 0"—invariante y ZJ es un ideal d—invariante que contiene a
Y = ZI. Como (0,¢,2,Y) es minimal d|z; = §, con lo cual ZJ = ZB y 0"|; = ¢".
Reciprocamente, si (6",:", B,I) es minimal y d|yy > 0|y es una restriccion admisible y
global entonces K := By es un ideal 0" —invariante, por lo cual §"|x es una restriccion

admisible y global mayor o igual a §"|;. Luego K = B, lo que implica §|;y = 6.
El resto de se deduce de lo anterior considerando la accién adjunta 7. O

Corolario 1.83. Sea o una accion parcial en C*-dlgebras de G en A y llamemos v a «
constderada como accion parcial en modulos de Hilbert. Luego a tiene una globalizacion

st y solamente si ~y la tiene.

Demostracion. Si « tiene una globalizacién entonces esta tltima es una globalizaciéon de
~. En cambio, si v tiene una globalizacién entonces el Corolario anterior nos dice que

v" = « tiene una globalizacién. O

La relacién entre las acciones parciales en C*-dlgebras y en médulos de Hilbert pue-
de explotarse ain mas a través de la linking algebra, expresion que traducimos como

“algebra de enlace”.

Fijemos una accién parcial en médulos de Hilbert v de G en X 4. El algebra de enlace
de X, L(&X), es K(X & A). Nos serd mas ttil la descripcién matricial de L(X). Sea

(K(ff) X) ~{(52): SeR@), nye X, ac Al

equipado con la suma y producto por escalares punto a punto. El adjunto y la involucién
) Sz\* _ (S*y\. (S= T2\ . [ STH|z)(w| Tz+za
estan dados por (5a> _(Ea*)’ (ya) (Jb) .—( Tt <y’z>+ab>.

Existe un tnico *-homomorfismo v : (K()}{() j) — L(X), 9 (‘gz) ()= (ﬁjﬁgb) .

De hecho 9 es biyectivo y la C*-norma inducida por v en las matrices es equivalente a
la norma del supremo [RW98, Lema 3.20 y Corolario 3.21].

Para cada t € G podemos pensar L(X;) C L(X), de hecho L(&}) es un ideal. Ademas

. L(S) ye(x)
Lo L)~ L) L (§7) = (970,

es un *—homomorfismo.

Definicién 1.84. La accion parcial de enlace de vy es L(7y) := ({L(v) }teq, {L(X) heq)

tal como en [Aba03]. Esta es una accién parcial en C*-lgebras.
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La prueba del siguiente enunciado es directa y consta tnicamente de verificaciones alge-

braicas utilizando el Corolario 1.40 y la Proposicion 1.42.

Proposicion 1.85. Supongamos que v, 6 y o son acciones parciales en mddulos de
Hilbert de G y que ¢: v — 6 y : 0 — o son homomorfismos de acciones parciales

en modulos de Hilbert. Luego existe un unico homomorfismo de acciones parciales en

. £ l 5 ’
C*-dlgebras L(¢): L(y) — L(0) tal que L(¢) (%a) - (%(%)) j)”((a))) )

Ademds L(y) olL(¢) = L(¢p0¢) y L(idy) = idy(y) - Si ¢ es un isomorfismo entonces L(¢)
también y L(¢)~t = L(¢1).

Como consecuencia obtenemos:

Proposiciéon 1.86. Si Q := (0,¢,24,)) es una globalizacion (minimal) de v entonces
L() := (L(3),L(:),L(Z),L(Y)) es una globalizacion (minimal) de L(~).

Demostracion. Llamemos B al ideal de A tal que ZB = Y. Observemos que L()) es
un ideal de L(Z) porque ) es un ideal de Z. Probemos que a := L(J)|r(y) es igual a
B :=1L(d|y). El rango de B, Ry, estd formado por todas las matrices de la forma

. ( ST + 1)) (el S+ dula)b )
T*6:1(y) + vo;(a*)  (0e(y), ) + 67 (a)b

con S,T € K(Y), z,y,u,v €Y, a,b € B. Como ' es una globalizacién de 7' tenemos
{64(S)T: S,t € K(I)} = K());. Por otro lado podemos encontrar z,w € Y y ¢,d € B
tales que x = zc y v = wd. Luego |6;(x))(v] = |6;(2¢6!_,(d)))(w| y debido a que &' es
una globalizacién de ' se tiene zcé!_;(d) € Y;-1. Por lo tanto |6;(z))(v] € K();. De
estas consideraciones concluimos que los coeficientes de la primer fila y primer columna
de M pertenecen a K(Y); y que todo elemento de K()); se obtiene de esta manera. Con
argumentos andlogos a lo anterior deducimos que R; = L()%); de lo que se desprende que

Bt v oy tienen el mismo dominio y codominio. Por otro lado, si (§i> € L()%) entonces

y
Sxz\ _ [ 0S) oe(m)\ Sz . . B
at(fyva)—((i@d{(a))—Bt(ga).Loquelmphcaa—B.

Puesto que ¢: v — d|y es un isomorfismo tenemos que L(¢): L(y) — L(d]y) = L()|ry)
es un isomorfismo, probando que L(f2) es una globalizacién de L(y). En caso que 2 sea

minimal el Corolario 1.82 implica que

[L(&)LOY)] = span {(‘;i%) (f(("”;) .8, T e K(Y)z,y,u,0 € Va,be B} —L(2),

con lo cual IL(€2) es minimal. O

Teorema 1.87. Toda globalizacion minimal de una accién parcial en médulos de Hilbert

es universal.
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Demostracion. Supongamos que Q := (§,¢, 2,)) y = := (o, k, V,U) son globalizaciones
de la accién parcial en médulos de Hilbert v, de G en X4, siendo €2 minimal.

Sabemos que L(€2) es minimal para L(v) y que L(Z) es una globalizacién de L(v). Por
el Teorema 1.77 existe un tnico morfismo L(x): L(d) — L(p) tal que L(x)oL(¢) = L(k).
Definamos Py: L(V) = Veincz: £ — L(Z) como Pz (52) =z yinc(z) = (J&). Con

ellos definimos K := Py o L(k) oincz: Z — V. Afirmamos que 7 es el unico morfismo 7

de 0 en p tal que ™ot = k.

La ecuacién 7 ot = k determina el valor de m en ). Como 7 es lineal y un morfismo
de acciones parciales en conjuntos también queda determinado el valor de m en [0)].

Ademéds 7 es continua y por lo tanto queda determinado el valor de 7 en [§)] =V, lo

que muestra la unicidad de .

Observemos que k es un morfismo lineal de acciones parciales en conjuntos porque es la
composicion de morfismos con tales caracteristicas. Por otra parte, si dados z,y,z € Y

definimos u := R(z)(K(y), R(z)) entonces

(88) = (970)) (97®))" (97E)) = L(x) (incz(x)) L(x) (incz ()" L(r) (incz(2))
= ]IT(;) [incz(z)incz(y)*incz(2)] = ]IT(;) (8 I(%ﬂ) ) = (8/@(%%/72))) :
con lo cual mostramos que k(x)(k(y),x(2)) = k(z(y, 2)). O

El reciproco de la Proposicién 1.86 se sigue del siguiente resultado, que utilizaremos més

adelante en otro contexto.

Teorema 1.88. Supongamos que v es una accion parcial en modulos de Hilbert de G en
XA y que P € B(v) es una proyeccion. Luego Y := PX es un submddulo y—invariante
y la restriccion y|y es una accién parcial en modulos de Hilbert. Ademds, si~y tiene una

globalizacion entonces |y también la tiene.

Demostracion. La imagen de P, ), es un subespacio cerrado porque P es una proyeccion
y es un submédulo porque YA = P(X)A = P(XA) = Y. También es y—invariante
porque para todo t € G Y N A, = P(A};) v, por lo tanto, 7(Y N Xj-1) = 7(P(X-1)) =
P(u(X,1)) = P(X) = Y X,

La restriccién 6 := 7|y es una accién parcial continua porque es la restricciéon de una
accién parcial continua. Ademaés cada §; es la restriccién de un homomorfismo de médulos
de Hilbert, por lo que también es un homomorfismo de médulos de Hilbert. Finalmente

{¥Y N X }ieq es una familia continua porque {Po f: f € CY(G,X)} es una familia
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continua {Y N A} }yeg—secciones continuas tal que para todo t € G S(t) = Y N A;. Con

esto mostramos que ¢ es una accién parcial en médulos de Hilbert.

Supongamos ahora que «y tiene una globalizacion (9, ¢,Up, Z). La conjugacién 7: B(y) —
B(|z), T + toT ot~} es un isomorfismo de C*-algebras por lo que 7(P) es una
proyeccién. Por lo visto antes en esta prueba | g\ﬂ( pz=20 \w( p)z €s una accion parcial
en médulos de Hilbert y t|y: v[pxy — d|r(p)z es un isomorfismo de acciones parciales
en modulos de Hilbert. Como la propiedad de tener una globalizacion se preserva por
isomorfismos, v|px tiene una globalizacion si y solamente si § ],r( p)z la tiene; con lo cual

podemos pensar que v = |z y X = Z, lo que haremos hasta el final de la prueba.

Sean V := [P))|, I :=span (Y,Y), C := [6"I] y 0 := d|y. La prueba habré concluido una
vez que demostremos que V es un C'—mddulo de Hilbert (con la estructura heredada de

U), que VI =Y, que o es una accién parcial en médulos de Hilbert y que oly = 7.

Una de las claves es mostrar que d5())(), d:())) C Y, para todo s,t € G. Notemos que
s V)V, 0:())) C 65(X)(X,8,(X)) C XsNA,. Por lo tanto, dados x,y,z € Y, si {e;}; es

una unidad aproximada de Ag N A; entonces

ds(x){y, 0e(2)) = h’zm ds(x)(y, 6¢(2))e; = lim lim 65(x)e; (y, 6:(2))e;

? J

= lim lim Ys(Pxyl-1(ej(y, 0¢(2))e;))

= lim 1lim Pry,(zy;-1(ej(y, 0¢(2))e;)) € PX =Y,
7 J

donde hemos usado que v = 0|y y que 4" = d"| 4.

La otra clave es mostrar que (), :())) C I, para todo ¢t € G. Esto tltimo se deduce de
que para todo x,y € Y, t € G y unidad aproximada de A; {e;}; vale que

(x,0:(y)) = h}n(x, 3e(y))ei = li%n<Pm, de(y)ei) = li{n(Pm,P(&t(y)ei)) el

Para mostrar que span (V, V) = C observemos que

Spat (V, V) = spam {8 ((V, 6:()): s,¢ € G} = spam {3L((V, V)): s € G} = [5'1] = C.

Ademés VC' C V porque VC = span{0,())(ds(Y),0:(Y)): r,s,t € G} y para cada
rs,t € G se tiene que 8, (V){8,(¥), 5(V)) = 0L(6, 1, (X)), 841,(V))) € (V) € V.
Con esto mostramos que V es un C'—mddulo de Hilbert pleno. Por otra parte VI =
Y porque Y = YI C VI y VI = span{6;(V)(V,V): s € G} C Y; donde lo tdltimo
se deduce de que para cada s € G, z,y,z € ) y unidad aproximada {e;}; de A; :
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ds(x)(y, z) = lim; d5(2)(y, 2)e; = lim; Pys(zy]_1((y, 2)e;)) € V. Hasta aqui sabemos que
Y es un submoédulo inducido por ideales del C—médulo de Hilbert pleno V.

Para mostrar que o es una accién parcial en médulos de Hilbert de G en V observemos
que es una accién parcial continua y global porque V es §—invariante y § es una accién
parcial continua. Por otra parte cada o; es la un homomorfismo de moédulos de Hilbert
por ser la restriccién de uno de tales homomorfismos. Finalmente es evidente que oy =
dlyly = dly = v, o sea que ~y es una restriccién admisible de una accién global en

moédulos de Hilbert; lo que implica trivialmente que ~ tiene una globalizacién. ]

Corolario 1.89. Supongamos que vy es una accién parcial en modulos de Hilbert de G en
XAy quep € B(y') yq € B(y") son proyecciones. Luego pXq es un span g ApAq—mddulo
de Hilbert pleno (con la estructura heredada de X ); también es y—invariante y y|pxq €s
una accion parcial en modulos de Hilbert. En caso que v tenga una globalizacion |pxq

también la tiene.

Demostracion. Sea 7 la accién parcial conjugada de 7. Luego g € B(y") = B(?!) = B(7)
y, por el Teorema anterior, q/"(~ es un médulo de Hilbert 7 invariante. Ademas ﬁ|q 7 es
una accién parcial en médulos de Hilbert que tiene una globalizacién siempre que 7 la
tiene. Traduciendo esto en términos de v hemos mostrado que Xq es un gAg—mddulo
de Hilbert y—invariante y |x, es una accién parcial en médulos de Hilbert, que tiene

una globalizacién siempre que - la tiene.

Sea 7: B(X) — B(Xq) el x—homomorfismo definido por 7w(T)x = T'z. Tenemos 7(p) €
B(v|xq) porque m(B(v)) C B(v|xq); ademas m(p) es una proyeccién. Utilizando el Teo-
rema anterior deducimos que pXq = 7(p)Xq es un span gApAg—mobdulo de Hilbert
v|xg—invariante y v|pxq = ¥|xqlprq € una accién parcial en médulos de Hilbert, que
tiene una globalizacion siempre que | x4 la tiene. Como Xq es y invariante, pXq C Xq y
pXq es y|xq—invariante, pX'q es y—invariante. Si vy es globalizable entonces 7| x4 también

lo es y, por lo tanto, v|px, es globalizable. O

Corolario 1.90. Si v es una accion parcial en médulos de Hilbert entonces ~y tiene

una globalizacion si y solamente si () tiene una globalizacion (como accion parcial en
C*-dlgebras).

Demostracion. El Corolario 1.83 implica que () tiene una globalizacién, considerada
como accién parcial en médulos de Hilbert, si y solamente si la tiene como accién parcial

en C*-dlgebras. Por lo tanto el directo se deduce de la Proposicién 1.86.

Para mostrar el reciproco digamos que = es una acciéon parcial de G en X4. Sean p,q €

B(L(X)) las proyecciones p = (§§) vy ¢ = 1 — p. Sin mayor dificultad puede mostrarse
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que p,q € B(L(7)) y que L(y)" = L(y)! = L(v); con lo cual L(7)[pL(x)q €8 una accién

parcial en médulos de Hilbert que tiene una globalizacién (asumimos que () la tiene).

Notemos que pL(X)q = {(}%): 2 € X} y definamos ¢: X — pL(X)g como ¢(z) =
(3%). Es pricticamente inmediato que ¢ es un isomorfismo de acciones parciales en

médulos de Hilbert entre v y IL(7)[,L(x)q, luego 7 tiene una globalizacion. O



Capitulo 2

Equivalencia de Morita de
Fibrados de Fell

La teoria de fibrados de Fell desarrollada en [FD88|, donde estos fibrados son llamados
C*-algebraic bundles, es la herramienta bésica para trabajar con productos cruzados por
acciones acciones parciales’. La conexién entre ambos objetos es la construccién de Exel
[Exe97] de un fibrado de Fell a partir de cada accién parcial en C*-dlgebras. En general,
como aqui, Ba representa el fibrado asociado a la accion parcial a. El producto cruzado
por « es la C*-algebra seccional (cross sectional C*-algebra [FD88, VIII 17.2]) de Ba,
C*(Ba) y el producto cruzado reducido es C(Ba) [EN02].

Parte de los contenidos de este capitulo estdn motivados por el siguiente Teorema, que
se encuentran en [AMP09] y [Aba03] (para las versiones plenas y reducidas respectiva-

mente).
Teorema 2.1. Si a y 3 son acciones parciales (del mismo grupo) equivalentes Morita

entonces C*(Ba) es Morita equivalente a C*(BS) y Cr(Ba) lo es a C}(Bp).

La idea es desarrollar una nocién de “equivalencia de Morita de fibrados de Fell” de

manera que las siguientes afirmaciones son verdaderas:
(I) Si a y 8 son acciones parciales (del mismo grupo) equivalentes Morita entonces
Ba es equivalente Morita a BS.

(IT) Si Ay B son fibrados de Fell (sobre el mismo grupo) equivalentes Morita entonces
C*(A) es equivalente Morita a C*(B) y C*(A) lo es a C}(B).

!Para los grupos discretos la teorfa es considerablemente menos técnica y puede explicarse sin nece-
sidad de recurrir al texto citado.

47
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La estrategia para esto es pensar a los fibrados de Fell como C*-4lgebras y preguntarse
qué deben ser los bimoédulos, los operadores compactos, la linking algebra, etc. Parece
claro que la equivalencia entre fibrados estara dada por un fibrado de bimédulos con algo
de estructura extra, objetos que llamaremos fibrados de equivalencia. Lo esencial aqui
es poder construir uno de estos fibrados a partir de toda acciéon parcial en médulos de
Hilbert, lo que nos dara (I). Con cada fibrado de equivalencia construiremos un fibrado
de Fell que serd una especie de linking algebra y llamaremos fibrado de enlace. En la
segunda etapa usaremos el fibrado de enlace para deducir (II) a partir del Teorema 1.1

de [AMPO09], cuya prueba completaremos.

Este capitulo también tiene otras partes, que presentamos a continuaciéon. En la primera
recordaremos cémo construir un fibrado de Fell a partir de una accién parcial en C*-
algebras, qué son las C*-dlgebras seccionales plenas y reducidas asi como la conexién
entre las envolventes de Morita de acciones parciales y los fibrados de Fell. También
mostraremos algunos resultados relativos a subfibrados de fibrados de Fell. En la segunda
parte desarrollaremos una teoria de isomorfismos de fibrados de Fell que sélo tiene en
cuenta a sus C*-dlgebras seccionales y algunos ideales de ellas, luego relacionaremos
esto con fibrados de Fell construidos a partir de acciones parciales que conmutan. En
la parte final desarrollaremos la teoria de equivalencia de Morita de fibrados de Fell.
En Capitulos siguientes demostraremos los Teoremas de Imprimitividad para acciones

parciales combinando los contenidos de las dos ultimas partes.

Cada vez que utilicemos algin resultado o definicién de [FD88] indicaremos el capitulo
y la seccién explicitamente. Por ejemplo la definicién de fibrado de Banach se encuentra
en [FD88, II 13.4] y la de fibrado de Fell (C*-algebraic bundle) en [FD88, VIII 16.2]. A
su vez esta ultima definicién depende de [FD88, VIII 2.2 y 3.1]. La C*-dlgebra seccional
(universal) del fibrado de Fell B es C*(B) [FD88, VIII 17.2]. Utilizaremos la nocién de
Exel y Ng de C*-dlgebra seccional reducida C}(B) [EN02] y los resultados de [Aba03] al

respecto.

2.1. Productos cruzados y fibrados de Fell

Tomemos una accién parcial en C*-algebras, «, de G en A. El fibrado Ba (Definicién

1.30) es de Banach, de hecho es un fibrado de Fell [Exe97] con las operaciones

(ads)(bo) = as(ag-1(a)b)ds v (ads)™ := ag-1(a*)ds-1.

El producto cruzado (pleno o universal) A xo G es A Xy G := C*(Ba) y el reducido
A Xy G = C}(Ba).
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Bajo ciertas condiciones todo fibrado de Fell B puede construirse como un Ba (ver
[Exel4, Teorema 27.11] y [Seh14]) o como el fibrado de Fell asociado a una twisted partial
action [Exe97]. Por este motivo pasamos a trabajar con fibrados de Fell en general y no

sélo con fibrados provenientes de acciones parciales.

Asumamos que B es un fibrado de Fell sobre G, como siempre G es HLC. A diferencia
de [EN02, FD88] denotaremos C.(B) al conjunto de las secciones continuas de B con
soporte compacto. El Lema 2.1 de ese articulo establece que C.(B) es un B.—mddulo
con las operaciones fa(t) := f(t)ay (| ): Ce(B) x Ce(B) = Be (flg) :== [ f()*g(t) dt.
Su completacién respecto de la norma || f| := [|[(f|f)]|'/? es un B.—médulo de Hilbert

que denotaremos L?(B). Es un hecho conocido que L?(B) es pleno.

En [Aba03] se demuestra que para cada t € G y a € B, existe un tnico operador
A, € B(L?(B)) de manera que A.f(r) = af(t™'r) V f € C.(B) y r € G. También se
demuestra que A: B — B(L?(B)) es una *—representacién integrable. Su forma integrada
[FD88, VIII 11], A: C*(B) — B(L2(B)), es una representacién. La imagen de A es, por
definicién, C}(B). La representacion reqular de B es A y la de C*(B) es A. Se dice que B
es promediable? si la representaciéon regular de C*(B) es fiel. Denotaremos Np al nticleo
de A, por lo que C#(B) es isomorfa a C*(B)/Ng y B es promediable sii Ng = {0}.

La accién parcial en C*-dlgebras « es promediable si Ba es promediable. Por otra parte

una accion parcial HLC o es promediable si ©(c) lo es.

Lema 2.2. Para toda f,g € C.(B) se cumple que 1~\f(g) = fxg (la convolucion, que es
el producto de C*(B)). Ademds A es inyectiva en L*(B).

Demostracion. La igualdad /N\f (9) = f*g es parte de la tesis del Teorema 3.1 de [Aba03].

En cuanto a la segunda afirmacién comenzamos por observar que dadas f,g € C.(B) se

tiene (f,9)ra) = Jo f(O)"9(t) dt = [ A THF () g(t™h) dt = f* x g(e).

Tomemos f € L'(B) tal que /~\f = 0 y una sucesién {f,}, C C.(B) que converge a f en
LY(B). Dadas g,h € C.(B) la sucesion {g* * f, * h}, C C.(B) converge uniformemente
en compactos [FD88, VIII 14.3 y 14.4]. Llamemos ¢* * f x h a su limite puntual (que
pensamos como un elemento de L!(B)). Como g* x f,, * h(e) = (g, Kfn h) — (g, th> =0,
tenemos (¢* * f xh)(e) = 0. De la prueba de [FD88, VIII 16.4] deducimos que f =0. O

De ahora en mas pensaremos a C.(B) y a L(B) como *—subélgebras densas de C*(B)
y de C*(B).

En el resto de esta seccién estableceremos algunos resultados relacionados a subfibrados

de Fell que usaremos en lo que queda de la tesis.

2Traduccién del inglés de amenable.
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Un subfibrado de Fell del fibrado de Fell B es un subfibrado de Banach A C B tal que
AAU A* C A. Con la estructura heredada de B A es un fibrado de Fell. Diremos que
Z es un ideal de B si es un subfibrado de Fell y ZB C Z (equivalentemente BZ C 7).
En caso que A sea un subfibrado de Fell de B tal que ABA C A diremos que A es un

subfibrado hereditario.

El siguiente enunciado es la Proposicién 3.2 de [Aba03] junto con algunas consecuencias

inmediatas (ver también el Corolario 3.1 de ese articulo).

Proposicion 2.3. Si A es un subfibrado de Fell de B entonces C}(A) es isomorfa a
la clausura de L'(A) en C*(B). En caso que A sea hereditario (un ideal) C}(A) es
hereditaria (un ideal) de C}(B).

Demostracion. Como lo mencionamos antes la primer parte de la prueba es exactamente
la Proposicion antes citada. Si A es hereditario en B de la fé6rmula del producto de C.(B)
se deduce inmediatamente que C.(A)C.(B)C.(A) C C:(A). Dado que C.(B) (C.(A)) es
denso en C}(B) (C}(A)) se tiene C¥(A)CF(B)C(A) C CH(B), es decir que C}(A) es
hereditaria en C(B).

En caso que A sea un ideal de B se tiene C.(Z)C.(B) C C.(Z) y razonando como antes
se deduce que C}(Z) es un ideal de C}(B). O

La version universal de la Proposicién anterior se deduce de la Proposiciéon 3.34 de

[Aba99]. Para la conveniencia del lector reproducimos aqui la prueba.

Proposiciéon 2.4. SiZ es un ideal del fibrado de Fell B entonces C*(I) es isomorfa a
la clausura de L'(Z) en C*(B) y C*(Z) N Ng = Nt.

Demostracion. Durante esta prueba llamaremos G al grupo de base de B y de Z. Co-
mencemos observando que L'(Z) es isomorfa a la clausura de C,(Z) C C.(B) en L*(B),
que es un ideal de L'(B). Entonces L'(Z) es un x—ideal (cerrado) de L!(B).

Sean J la clausura de L'(Z) en C*(B) y ¢: LY(Z) — J la restriccién a L'(Z) de la
inclusién canénica L'(B) € C*(B). Tomemos una *—representacion fiel y no degenerada
m: C*(Z) — B(X). De acuerdo con [FD88, VI 19.11] la restriccién |1 (7) admite una
tinica extension p: L'(B) — B(X). Como C*(B) es la C*-algebra envolvente de L!(B)
podemos pensar que p es una k—representacién de C*(B). Luego p|j ot = 7, lo que
muestra que J es (isomorfa a) la C*-dlgebra envolvente de L!(Z). En otras palabras
C*(T) es isomorfa a J. Que J es un ideal de C*(B) se deduce de que L!(Z) es un x—ideal
de LY(B) y de que L'(B) es denso en C*(B).

La igualdad Nz = C*(Z) N Ng se deduce de la Proposicién 2.3. O
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Para demostrar lo anterior para subfibrados hereditarios en lugar de ideales necesitamos

algunas herramientas extras.

Lema 2.5. Sean B un fibrado de Fell y € C B un subfibrado de Banach de manera que
EB C &. Definamos

De:={beBe: ||b]| <1, e1,...,cn €E tales que b=c1"c1 + -+ ¢ en}

Luego Dg es un subconjunto dirigido de B y span(B. N (E*E)) es denso en Be si y

solamente si {\} xep, es una unidad aprozimada de B.

Demostracion. Para mostrar que es un conjunto dirigido tomemos a,b € D¢ para mos-
trar que existe ¢ € Dg tal que a < ¢ y b < c¢. Pensemos a cada fibra & como un
Be—modulo de Hilbert, lo que nos permite pensar a & como un moédulo de Hilbert sobre
la, unitizacién de B. (en caso que B, no tenga unidad). Supongamos que a = >_1; ¢;*¢;

y b=>",d;*d;. Luego

di=a(l—a) ' +b(1-b)"' = zn:(ci(l—a)_I/Q)*ci(lfa)_1/2+(di(1fb)_1/2)*di(1—b)_1/2

c o= Cl(l + c’)fl _ Z(Ci(l i a)*l/z(l + c’)*1/2)*cz-(1 . a)*l/Z(l +c/)71/2_’_
=1

(d;(1=b) V21 + )V dy(1 — b)"V2(1 + )72
1

+

n
1=
Razonando como en [Mur90, Pag. 78] deducimos que ||c¢|| < 1y quea < cy b < c.

Ademas las ecuaciones de arriba implican que ¢ € Dg.

Asumamos que & := span(B. N (£*E)) es denso en B.. Basta mostrar que para todo
b € B se tiene que ||b — bA|| — 0 (porque toda unidad aproximada de B, es una
unidad aproximada de B). De la prueba del Teorema 3.1.1 de [Mur90] se deduce que
A+ ||b—bA|| es decreciente, por lo que basta encontrar, para todo € > 0, un A € D¢ tal
que ||[b—bA|| < e. El Be.—modulo @ec&; (ver la Seccion 1.4.2.1) es pleno. Luego el punto
(ii) del Lema 7.2 de [Lan95] implica que para todo € > 0 existe fi,..., fn € ®ecé: tales
que [|b—=b((f1, fr) + -+ (fn, fu))l <&y [[(f1, 1) + -+ 4 (fn, f) | < 1. Cada producto
interno (fx, fx) puede ser aproximado por elementos de la forma c1*c1 + -+ + ¢ ¢, de
lo que deducimos que existe A € Dg lo suficientemente cera de (f1, f1) + -+ + {(fu, fn)

como para que ||b— bA|| < e.
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Reciprocamente, si {\} ep, es una unidad aproximada de B, entonces para todo a € B
se cumple que a = limy a'/2X\a'/2 vy que a'/2X\a'/? € &, (para todo A). Esto implica que

BF C &, por lo que & es denso en Be. O

El primer Teorema de [AMP09] es el siguiente, del cual completamos la prueba.

Teorema 2.6. Sean B un fibrado de Fell y A, € C B subfibrados de Banach de manera
que A es un subfibrado de Fell de B, AE UEB C &, EE* C A y para todo t € G,
span(E*E N By) es denso en By.

Luego C*(A) es isomorfo a la completacion de C.(A) en C*(B) y la completacion de
C.(E) en C*(B), C*(€), es un C*(A) — C*(B)—bimddulo de equivalencia de Morita que
induce el nicleo de la representacion reqular de C*(A) en el nicleo de la representacion
regular de C*(B).

Demostracién. Llamemos || ||.4 a la C*-norma maximal de L*(A). En la primer parte de
la prueba de [AMP09, Teorema 1.1] se considera la norma || ||g en L!(€) definida como
flle == |If * f*Hi(Q. No esta claro que f +— ||f||g sea una norma porque para ello se
necesita que f * f* sea positivo en C*(.A), no sélo positivo en C*(B). Para probar que

| ||E es una norma basta con mostrar que f * f* > 0 en C*(A), para toda f € C.(&).

Sea {A}rep, la unidad aproximada de B dada por el Lema anterior y tomemos f €
C¢(A). En lo que sigue consideraremos la accién de elementos de 5 como multiplicadores
de L'(B); como en [FD88, VIII 5.8]. Sabemos que {(fA) * f*} ep, converge a f*x* f con
respecto a || [|1. Fijado X existen x1,...,x, € £ tales que A = xjz1 + - - - + 2;,2,,. Luego
(fN) * f* =20 (fasay)  [* = X0 (fo}) * (fo})" y fa} € Ce(A) porque si x; € &,
entonces [fz}](t) = A(t;) f(ttj)z; € EE* C A. Esto implica que (fA) x f* > 0 en C*(A),

tomando limite (con respecto a || ||1) deducimos que f * f* > 0 en C*(A).
A partir de aqui continuamos como en la demostraciéon de [AMP09, Teorema 1.1]. [

Corolario 2.7. Sean B un fibrado de Fell y A, C B subfibrados de Banach de manera
que A es un subfibrado de Fell de B, BEUEA C &, E*E C A y para todo t € G,
span(EE* N By) es denso en By.

Luego C*(A) es isomorfo a la completacion de C.(A) en C*(B) y la completacion de
C.(€) en C*(B), C*(€), es un C*(A) — C*(B)—bimddulo de equivalencia de Morita que
induce el nicleo de la representacion regqular de C*(A) en el nicleo de la representacion
regular de C*(B).

Demostracion. Siendo F := {z*: z € £} C B observemos que C.(€)* es el conjunto

de todas las secciones continuas de soporte compacto de B con imagen contenida en
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F. Ademids {f(t): f € C.(€)*} = F, de lo cual deducimos que F es un subfibrado
de Banach de B. De la igualdad C.(€)* = C.(F) y del Teorema anterior se deduce

facilmente la tesis del presente Corolario. O

Ahora estamos listos para mostrar la inclusién de las C*-algebras seccionales de los
subfibrados hereditarios. La prueba que aparece a continuacién se debe a F. Abadie,
a quien el lector debe agradecer que no incluyamos la primer prueba que conseguimos

completar.

Teorema 2.8. Si A es un subfibrado hereditario del fibrado de Fell B entonces C*(A)
es isomorfa a la clausura de L'(A) en C*(B) y C*(A) N Ng = N4.

Demostracion. Como siempre G serd el grupo de base. Sea £ C B definido de forma
que & = £ N B, = span ((AB) N B;). Para mostrar que £ es un subfibrado de Banach
de B construiremos un conjunto de £—secciones. Dada f € C.(A) y b € B definamos
[f,b]: G — B como [f,b](t) := f(ts~1)b. Es inmediato que [f,b](G) C £ y que [f,b] €
C.(B). Ademés para toda u € C(G) se tiene u[f,b] = [uf,b]. Si S := span{[f,b]: [ €
C.(A),b € B} entonces lo anterior implica que C(G)S C S. Por otro lado para cada
t € G {u(t): u € S} es denso en & porque A, = {f(t): f € C.(A)}. Luego £ es un
subfibrado de Banach de B.

Puesto que A = AA tenemos A C £ y de la definiciéon de £ puede mostrarse facilmente
que AEUEB C £y que EE* C A. SeaZ C B definido de forma que Z; = span (B;N(E*E)).
Imitando la demostracion de que £ es un subfibrado de Banach se demuestra que Z es
un subfibrado de Banach de B. De las Observaciones hechas al inicio de este parrafo
se deduce que Z es un ideal de By que A C £ C Z, AE UEZ C &. Por construccién
Z. = span (B, N (E*E)), luego el Teorema anterior implica que C*(.A) es la clausura de
L'(A) en C*(Z). La Proposicién 2.4 implica que C*(Z) es la clausura de L'(Z) en C*(B),
por lo que C*(A) es la clausura de L'(A) en C*(B).

Finalmente la igualdad C*(A) N N = N 4 se deduce de la Proposicién 2.3. O

Cerramos esta seccién con dos resultados relacionados a la restricciéon de acciones y a

los subfibrados.

Proposiciéon 2.9. Supongamos que « es una accion parcial en C*-dlgebras de G en
A, B es un ideal de A y que llamamos 3 a la restriccion de o a B. Luego BB es un
subfibrado hereditario de Ba, B x5 G es la clausura de LY(BB) en A x, G, B xg G es
hereditario en A x4 G y (B x5 G) N Npo = Npg.

En caso que B sea a—invariante BB es un ideal en Ba y las afirmaciones anteriores son

verdaderas si se reemplaza “hereditaro” por “ideal”.
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Demostracion. Sabemos que B es un fibrado de Fell y que en tanto conjuntos B3 C Ba.
La topologia de BfS es la relativa a B x (G, que es la relativa a A x G, por lo tanto B
es un subfibrado de Banach de Ba. Dado que 3 es la restriccién de « las operaciones
x—algebraicas de B son las restricciones de las operaciones de Ba, esto muestra que
Bf es un subfibrado de Fell de Ba.

Para mostrar que Bf es hereditario tomemos ad,,cd; € BB y bds € Ba. Digamos que

ad,bdscdy = db,s, debemos mostrar que d € Bygt = Baygt(A;-14-1,—1B). Por un lado
A6yt = a6, (b840D) = (-1 (a)xs (e (B))) et
Usando una unidad aproximada de A,-1, {e;};, se deduce que
d = a,(a,—1(a)as(ag-1(b)c)) = h’zm acy (as(ag-1(b)c)e;) € A
Por otro lado
dérst = (adybds)cdy = aups (g—1(a,—1(a)b)c) dyst.

Sea f := ap-15-1,-1(d) = -1 (ag-1(a,-1(a)b)c). Como a,-1(a,-1(a)b)c pertenece a
ag-1(A,-1A,—1)By C By se tiene f = ;-1 (ag-1(a,—1(a)b)c) € B. Si {e;}; es una unidad
aproximada de ag—1(A,~1A;-1)B; C Ag-1,-1A,-1A; entonces

f=a;-1 (ag-1(a,-1(a)b)c) = lim ay—1 (ag—1(c,—1(a)b)ce;)

= lizm a1 (ag-1(a,—1(a)bas(ce;))) = lign a1 (ag—1 (-1 (aay, (bas(ce;)))))

=limay-14-1,-1 (aa, (bas(ce;))) € Aj—14-1,-1.

Luego f € BAj-15-1,-1 5 d = apst(f) € Boyst(Aj-14-1,-1B).

En caso que B sea a—invariante ad,bds = ay(a,—1(a)b)dys y ar(c,-1(a)b) pertenece a
ay(A,-1BA;) C BA,,. Luego ad,bds € BS y Bf es un ideal de Ba.

El resto de las afirmaciones se deduce de los resultados anteriores sobre fibrados de Fell

hereditarios. O

Proposicion 2.10. Supongamos que « es una accion global en C*-dlgebras de G en A, B
es una C*-subdlgebra hereditaria y a—invariante de A y que llamamos 3 a la restriccion
de o a B. Luego BB es un subfibrado hereditario de Ba, BxgG es la clausura de LY(BB)
en A xq G, B xg G es hereditario en A xo G y (B xg G) N Ny = Npg.

Demostracion. Que BB es un subfibrado de Fell de Ba se deduce razonando de manera

similar a lo hecho en la demostracion de la Proposicién anterior. Como alli tan sélo
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necesitamos mostrar que B3 es hereditario en Ba. Si ad,, cd; € BB,bds € Ba 'y diys =

ad,bdscd; entonces
d = a,(a,-1(a)as(ag-1(b)c)) = ar(a,-1(a)bas(c)) € a.(ABA) C a,(A) C A.
Con lo cual di,s € BB y BfS es hereditario en Ba. O

A modo de ejemplo de la utilidad de los resultados anteriores enunciamos un corolario
que permite estudiar el producto cruzado de una accién parcial (global en particular) a

partir de la restriccién a los ideales del algebra.

Corolario 2.11. Supongamos que o es una accion parcial en C*-dglebras de G en A, J
es un conjunto ordenado y que {B;}jes es una familia creciente de ideales de A de forma
que Uje B; = A. Definamos Bj := alp;, para cada j € J. Luego {Bj x5, G}je; es una
familia creciente de C*-subdlgebras hereditarias de A xo G y W =Ax,G.

Ademds la afirmacion andloga para los productos cruzados reducidos también es vdlida.

Demostracion. Si j < k entonces 3; = a|p;, = a|p, |, = Bk|B]. y Bj es un ideal de
By,. Por lo tanto Bf; es un subfibrado hereditario de B y Bj x5, G estd contenida en
By, xgr G (pensando todo dentro de A x G).

Tomemos una unidad aproximada® de A, {ug}rcx. Sea L := K x (0,1) con el orden
(kye) < (k,e') sii k < K, & < e (en (0,1) consideramos el orden de R). Puesto que
UjesB; = A, para cada | = (k,e) € L existen j € J y b, € Bj tales que |lugp — || < e.
Notemos que {b; };cr, es una red acotada de A" contenida en UjesBj. Ademas para todo
a € A se tiene lim; ab; = lim; bja = a. En efecto, dados @ € A y € > 0 tomemos kg € K
de forma que ||a — aug|| < £/2 para todo k > ko. Si lp = (ko,m) y tomamos

[ = (p,0) > lp entonces

1S
la = abill = lla = aup|| + [lall[lup = bil] < 3 + [lal] <e
2 2

&
(llall +1)
Luego lim; ab; = a (para todo a € A) y lim; bja = (lim; a*b;)* = a.

Recordemos la Notacién 1.46 que relacionaba los elementos de C.(Ba) con C&(G, A).
Fijada fé € C.(Ba) definamos, para cada [ € L,

FO(E) = bag (a1 (F(£))b)0; = bibo f(£)8:bi0e.

Por construccion {fj0}ier, C UjesBj xp, Gy para cada | € L sop(f;d) C fd. Habremos
completado la demostracién si logramos probar que {f;0};c converge a fo en A x, G,

para lo cual es suficiente probar la convergencia uniforme.

3Unidad aproximada en tanto C*-4lgebra.
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En el lenguaje de [FD88] sabemos que B := Ba tiene unidades aproximadas fuertes, por
lo que para todo t € G B.B; y BB son densos en B;. En esta situacién [FD88, VIII
2.13] implica que cualquier unidad aproximada del dlgebra de Banach B, es una unidad
aproximada fuerte de B. En particular {b;d.};cr, es una unidad aproximada fuerte de B.

Puesto que para todo t € G

1£10(t) = FO@)|| < [[b10efo()bide — bide fO(2)|| + [|brdefO(t) — FO(2)]]
< o[l £6(E)bide — FOE)] + [|bide fO(E) — fO ()],

de [FD88, VIII 2.12] se deduce que {f;d};cr converge uniformemente a fé en sop(f) y

por lo tanto uniformemente en G.

En cuanto a los productos cruzados reducidos basta observar que los argumentos ante-

riores son validos cambiando por productos cruzados universales por los reducidos. [

2.2. La accién Morita envolvente

Supongamos que « es una acciéon parcial en C*-algebras de G en A. Recordemos que
CHMG,A) = C(Ba), f fo (fo(t) = f(t)d:), es un isomorfismo lineal. En [Aba03] se
demuestra que existe una tinica accién parcial en médulos de Hilbert, v, de G en L?(Ba)
de manera que 7" = a y v (f0)(r) = A@t)Y2f(rt)d,, para toda f6 € C.(Ba)A-1 y
r,t € G. Otro de los resultados fundamentales de Abadie es que 4! es globalizable. Con

la envolvente de 4! podemos construir una Morita envolvente:

Definicién 2.12. Sea « una accién parcial en C*-dlgebras de G en A. Diremos que

, B, I) es una Morita envolvente de « si 8 es una accién parcial en C*-dlgebras de G
p g

en B, I es un ideal de B, [BI] = B y « es Morita equivalente a §|; (Definicién 1.44).

La accién (3 estd determinada, a menos de equivalencia de Morita, por « [Aba03, Pro-

posicién 6.3]. En el Corolario 3.8 damos una prueba alternativa de ese hecho.

Lema 2.13. Si ~y es la accion parcial de G en L?(Ba) descrita arriba y ' la accion
parcial de G en L2(G, A) del Ejemplo 1.6, entonces existe un tinico unitario U € B(7y,v')
tal que U(£8)(r) = A(r)~"Y2a,(f(r~Y)), para toda f € C(G, A) yr € G.

Demostracién. Definamos U: C.(Ba) — C(G, A), U(f6)(r) = A(r) 2o, (f(r~1)). Es

facil mostrar que U es una biyeccién lineal. Como

WU 20 = [ AG)  ar(fG) g6 dr

= [ AG) 0o (7)) )g(r)) dr = (5,900 125,
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U es una isometria y tiene una tinica extension continua de L?(Ba) en L2 (G, A); también
llamada U. Con argumentos elementales de continuidad deducimos que U preserva el

producto interno y es unitario porque tiene rango denso.

Para mostrar que U € B(~,’) tomemos t € Gy f§ € C.(Ba)A,-1. Luego

Uye(f0)(r) = At~ ') Pan(f(r~'1) = ar(A( )™ Py, (F(r7H)))
=7 (U(f9))(r).

De lo anterior deducimos que U o+; coincide con 7, o U en C.(Ba)A;-1, que es denso en
L?(Ba)A;. Entonces U oy, = v, o U. O]

En el resto de la tesis trabajaremos con L2(G, A) mas que con L?(Ba) pues los te-
mas relacionados a las acciones cuadrado integrables (globales) [Mey, Mey01] han sido
desarrollados utilizando La(G, A).

2.3. Equivalencia de representaciones por isomorfismos

Recordemos de [FD88] que una x—representacién de un fibrado de Fell B es una funcién
T: B — B(X) donde X es un espacio de Hilbert y se cumple que (i) T es lineal en cada
fibra (ii) para todo a,b € B, Tyy = T,Ty y T = 1, y (iii) para todo x € X la funcién

B — X, b+— Tyx, es continua.

Se dice que T es no degenerada si T'(B)X genera un espacio denso en X, esto es equiva-
lente a que T'|p, sea no degenerada y, por el Teorema de Cohen-Hewitt, esto equivale a
que X =T (B.)X.

Para cada x—representaciéon T': B — B(X) existe [FD88, VIII 11] una tinica *—represen-
tacion T': C*(B) — B(X) tal que T¢(h) = [ Tyuyhdt ¥ f € Co(B) y h € H. Esta tltima
representacion se denomina la forma integrada de T. De hecho toda x—representacién de
C*(B) se obtiene de esta forma y T' es no degenerada si y solamente si T lo es. Adem4s
si la x—representacién 7: C*(B) — B(X) es no degenerada entonces existe una tnica

«—representacion T': B — B(X) tal que T = .

La nocién mas fuerte de isomorfismo entre fibrados de Fell estda dada por los morfismos
de fibrados de Fell, que requieren que los grupos en cuestién sean isomorfos. Supongamos
que A y B son fibrados de Fell sobre G y H respectivamente. Una funcién p: G — H es

un isomorfismo si es un isomorfismo de grupos que también es un homeomorfismo.

Definiciéon 2.14. La funcién ¢: A — B es un morfismo de fibrados de Fell si es una

funcién continua para la cual existe un isomorfismo p: G — H tal que:
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1. Para todo t € G': ¢(A) = B,y v ¢|a, es lineal.

2. Para todo a,b € A: ¢(ab) = ¢(a)p(b) y ¢(a*) = ¢(a)*.

Seguramente el lector se preguntara por qué admitimos la posibilidad de que G # H pero
requerimos un isomorfismo entre G 'y H. Esto se debe a que més adelante tendremos dos
grupos HLC, K y L, y fibrados sobre K x L y L x K; entonces nos interesara cambiar

K x L por L x K pero para hacer eso necesitamos mostrar que el cambio puede hacerse.

Ejemplo 2.1. Supongamos que B es un fibrado de Fell sobre G y que ¢: H — G es
un isomorfismo de grupos HLC. La retracciéon de B por ¢ [FD88, VIII 3.17], C, es un
fibrado de Fell sobre H. De hecho como espacios topoldgicos puede pensarse C = B y si
7m: B — G es la proyeccién de B entonces ¢! o7 es la proyecciéon de C. Asi la fibra C; es

Bt como espacio de Banach y p: C — B, ¢+ ¢, es un isomorfismo de fibrados de Fell.

La definicién tiene varias consecuencias. La primera es que el isomorfismo p estd deter-
minado por ¢, escribiremos p = py. La composicién de morfismos es un morfismo, por

lo que definimos la composicién de morfismos como composicién de funciones.

Todo morfismo entre fibrados de Fell es contractivo porque ¢| 4, es un *—homomorfismo
entre C*-4lgebras y ello implica que para todo a € A : ||¢(a)||* = ||¢(a*a)|| < |la*al| =
lla||?. El morfismo ¢ preservara la norma si y solamente si es inyectivo A. y siempre que
sea biyectivo su funcién inversa serda un morfismo de fibrados de Fell. La dificultad para
probar esto tltimo es demostrar que la inversa es continua, lo que es inmediato de los

comentarios anteriores y de [FD88, II 13.17].

Recordemos que Np representaba el nicleo de la representaciéon regular de C*(B).

Proposicion 2.15. Supongamos que ¢: A — B es un morfismo de fibrados de Fell y
definamos p := py: G — H. Luego existe un unico *—homomorfismo ¢: C*(A) — C*(B)
tal que o(f)(p(t)) = ¢(f(t)), para toda f € C.(A). Ademds se cumple que ¢(N4) C Np.
En caso que ¢ sea un isomorfismo 5 también lo es, %‘1 = gg:l Y $(N,4) = Np3.

Demostracion. Recordemos que la construccién de C*(B) no depende de la medida de
Haar invariante a izquierda que utilicemos, por lo que podemos asumir que p transforma

la medida elegida en G, pu, en la elegida en H, v.

Definamos ¢: Co(A) = Co(B) como ¢(f) := ¢ o f o p~L. Es claro que ¢ es continua y,
ademds, [3(Nlo-) < 18D = fy 16 ONdv(t) < Jo 1F ) duls) = Il
Luego existe un tnico *—homomorfismo de L!'(A) es C*(B) que extiende a ¢. Como
C*(A) es la C*-4lgebra envolvente de L'(A) esta extensién admite, a su vez, una tnica
extensién a un *—homomorfismo de C*(A) en C*(B), que llamaremos ¢. Esto muestra

la existencia, la unicidad se deduce de que C,(.A) es denso en C*(A).
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Para mostrar la tltima afirmacién tomemos una x—representaciéon 7': B — B(X) tal que
T|p, es inyectiva. Sea A : H — B(L?(H)) la representacién regular de H. Tal como en
[EN] construyamos T := T @ A : B — B(X ® L?(H)) como la tnica *—representacién
tal que para b € By, T @ M (b) = Ty ® AF. La forma integrada de T?, ZTA, es una
«—representaciéon de C*(B) cuyo nicleo es Np [EN]. Por otro lado definamos S :=
To¢: A— B(X)yU: L}(G) — L*(H) como U(§) = £ o p~t. Observemos que U es un
unitario y que U o A o U* = /\f(t). Luego V :=idx ®U: X ® L*(G) - X ® L?*(H) es
un unitario y para toda f € Co(A), z € X y a € L*(H) :

Vo Sfa(f) oV¥(x®a) = /GT °0psp@Uo )\tG o U*(a)du(t)
= [ To by @ Miy(@dn(t) = [ T 067,19 © M (@dv(s)

=TN(f)(z @ a).

Esto tltimo implica ||5’V)‘(u)\| = ||CF>‘ o p(u)|| ¥ u € C*(A). Para todo u € N4 se tiene
[EN] SA(u) = 0, lo que implica ¢(u) € Np.
Si ¢ es un isomorfismo entonces 50 5—7 = 17171 = idg+ ) ¥ 5—7 o 5 = iﬁg = idg+(B) -

Para terminar observemos que Nz = ¢(¢—1(Ng)) C ¢(N4) C Ng. O

Del resultado anterior deducimos que si A es isomorfo a B entonces C*(A) loes a C*(B) y
lo mismo sucede con los productos cruzados reducidos ya que el isomorfismo en cuestion

se factoriza en un isomorfismo entre C*(A)/Na y C*(B)/Np.

Esta nocién de isomorfismo es extremadamente fuerte ya que requiere que los grupos
de los fibrados sean isomorfos como grupos HLC. Mas adelante en la tesis trabajaremos
con fibrados sobre grupos no isomorfos pero atn nos interesara establecer isomorfismos

entre sus C*-dlgebras seccionales (plenas y reducidas). Esto motiva lo siguiente.

Definiciéon 2.16. Dados dos fibrados de Fell, A y B, diremos que A es r-isomorfo a
B si existe un isomorfismo ¢: C*(A) — C*(B) tal que ¢(N4) = Np. La funcién ¢ es

llamada un r—isomorfismo.

Observacion 2.17. Si A es r—isomorfo a B entonces C*(A) es isomorfo a C*(B) y C(A)

a Cr(B). Ademéds A es promediable si y solamente si B lo es.

Ejemplo 2.2. La Proposiciéon de arriba nos dice que fibrados de Fell isomorfos son

r—isomorfos.

La nocién de r—isomorfismo relaciona las representaciones de los fibrados més que los
fibrados en si. Para explicar este punto més claramente supongamos que ¢: C*(A) —

C*(B) es un r—isomorfismo. Dada una representacién no degenerada T7: B — B(X)
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existe una tnica representacion no degenerada T¢: A — B(X) tal que T¢ = To ¢.
Observemos que (T ‘75)‘?57l = T, por lo que la correspondencia T — T? es biyectiva.
Ademés T se factoriza a través de C*(B)/Ng si y solamente si T9 se factoriza a través
de C*(A)/N 4.

En el resto de esta seccién nos dedicamos a encontrar isomorfismos entre C*-algebras
seccionales de fibrados de Fell sobre grupos distintos. También daremos condiciones bajo

las cuales esos isomorfismos son r—isomorfismos.

En caso que a sea una C*-accién parcial y B un fibrado de Fell diremos que « es
r—isomorfa a B si Ba es r—isomorfo a B. Si ¢ es una accién parcial HLC diremos que
o es r—isomorfa a B si BO(c) es r—isomorfo a B. Asi es que el r—isomorfismo puede
establecerse entre dos cualesquiera de los siguientes objetos: acciones parciales en C*-
algebras, acciones parciales HLC y fibrados de Fell. En cualquier caso estaremos diciendo

que los fibrados de Fell correspondientes (Ba o BO(o) segin el caso) son r—isomorfos.

En lo que sigue utilizaremos las construcciones de fibrado seccional parcial* (partial cross
sectional bundle en [FD88, VIII 6]) de fibrado C*-completacién (bundle C*-completion
en [FD88, VIII 16]), de retraccion (retraction en [FD88, VIII 3.17]) y de reduccién
(reduction en [FD88, II 13.3]).

Teorema 2.18. Sean B un fibrado de Fell sobre G y N un subgrupo normal y cerrado
de G. Si C es el fibrado seccional parcial sobre H := G/N derivado de B y D el fibrado

C*-completacion de C entonces C*(B) es isomorfo a C*(D).

Demostracion. Denotaremos tIN a la clase de t € G en H. En el resto de la prueba
utilizaremos la notacién del Capitulo VIII de [FD88], excepto para referirnos a las sec-
ciones continuas de soporte compacto de un fibrado. En aquel texto se denota £(B) pero
nosotros escribiremos C¢(B). De acuerdo a [FD88, VIII 6.7] existe una tnica isometria
sobreyectiva ®: L'(B) — L'(C) de manera que ®(f)(tN) = fl:n, para toda f € C.(B)
y tN € H. Esto nos da un isomorfismo entre las C*-completaciones de las x—algebras de
Banach L'(B) y L!(C). Debido a que ® es un isomorfismo de C*-algebras L'(C) es re-
ducida, y la pensamos como una *—subalgebra densa de su C*-completacién C*(L(C)).
Luego ® admite una tinica extension de C*(B) en C*(L(C)), que también llamaremos ®.
Hemos mostrado que existe un tinico isomorfismo de C*-algebras ®: C*(B) — C*(L(C))
tal que ®(f)(tN) = flin, para toda f € C.(B) y tN € H.

Por otro lado la construccién de D en base a C nos dice que para cada h € H la fibra Dy,
es una completaciéon de Cp, con respecto a una norma dominada por la norma de Cp; por

lo tanto existe un inico morfismo de fibrados ¢: C — D de manera que t|¢, es la inclusion

‘Este es, quizés, en tnico lugar en de este trabajo donde “parcial” no hace referencia a una accién.
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canonica de C, en Dy. La construccion de la topologia de D implica que existe una tnica
contracciéon con rango denso W: L'(C) — L'(D) de manera que ¥(f) = v o f, para toda
f € C.(C). Ademéas ¥ es un *—homomorfismo porque es continuo y su restriccién a
C.(C) es un *—homomorfismo. Luego existe un tinico *—homomorfismo de C*(L*(C))
en C*(D) que extiende a ¥, también denotado W. Observemos que este tltimo mapa es

sobreyectivo porque ¥(C.(C)) es denso en C.(D) en la topologia del limite inductivo.

La prueba habra concluido si mostramos que V¥ es inyectiva. Tomemos a € C*(L'(C)) tal
que ¥(a) = 0. Sabemos que existe una *—representacién no degenerada 7: C*(L(C)) —
B(X) tal que [|[7(a)|| = [|a||. La restriccién p := 7|11 (¢) es una *—representacién de LY(C).
Luego [FD88, VIII 13.2] existe una dnica x—representaciéon 7': C — B(X) tal que T = p;
es decir p(f)z = [ Tfwxdt, para toda f € Cc(C) y © € X. La construcciéon de D a
partir de C [FD88, VIII 16.7] implica que existe una tnica representacion no degenerada
S: D — B(X) tal que Sov=T. Luego Sow = p porque para toda f € C.(C) y z € X :

p(f)({L‘) = /GTf(t){L‘ dt = /GSL(f(t)){B dt = /GSq,(f)(t)x dt = go \I/(f)(x)

Entonces [|a| = [|p(a)]| = |S o ¥(a)|| < | ¥(a)| =0y a=0. m

Uno espera que el isomorfismo ¥ o & construido arriba sea un r—isomorfismo. Para
determinar si esto es verdad necesitamos calcular ¥ o ®(Ng), lo que haremos estudiando

cémo transforma W o ® las representaciones de B en representaciones de D.

Recordemos la construccién de [EN02] de algunas representaciones inyectivas de C}(B).
Sean £ un fibrado de Fell sobre K y A: K — B(L?(K)) la representacién regular de
K. Dada una *—representacién T: €& — B(X) definamos \X @ T': £ — B(L*(K) ® X)
como AKX @ T(b) = AKX ® Ty, cuando b € B;. Se cumple que si T'|g, es inyectiva entonces
el niicleo de la forma integrada de A\ @ T, (AKX @ T)™, es N¢.

En los parrafos donde mostramos que ¥ es inyectiva describimos como ¥ convierte una
s—representacion no degenerada T de C en una TV de D de manera que T = TV o ¥,
El pasaje de una x—representaciéon no degenerada 7' de B a una 7% de C de manera que

T = T%0® se describe en [FD88, VIII 15.9]. A continuacién usamos ambas conversiones.

Tomemos una x—representacion R: B — B(X) no degenerada y definamos
S =N g R: B— B(L*(G/N) ® X) como S(a) :=A\Y" @ Ry, sia € B,

Sea 8" :=(\“® S )‘I’\I], la cual es la tnica representacién de D que satisface S olod =
(A ®8)~. Sean U: L*(G/N)® L*(G)® X — L*(G) ® L*(G/N)® X el unitario tal que
Urowezr) =wevery Y =L2(G) X yT = ()\G®R)¢’\P: D — B(Y). Dados
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tN € G/N, f € Co(B|tN) C Ciy, v € L*(G/N), w € L*(G) y z € X :

Uo(/\G/N®T)L(f)(U®w®x)—U<)\G/N ®/ AG®R)f(m)(w®x)dn)

_U</ AN () (w)@Rf(m)(a:)dn>
= [ U (M 0) 9 A6 @) © Ryn(@) dn
—/ AG (w) @ AN (0) @ Ry(umy () dn
:/N)\tn w) ® Sty (v @ x) dn
:/N()\G®S)f(m)(w®v®l‘)dn

= ()\G®S)¢’\I’L(f) oU(v@w® ).

Con esto mostramos que A°/N @ T' es unitariamente equivalente a S’ = (\¢ ® S )‘I’\P. En

Lo N G/N a oY e .
términos de R esto significa que A ® {()\ ® R) } es unitariamente equivalente a

(\G @ AC/N @ R)®”

Asumamos que R|s, es inyectiva, en cuyo caso también lo es (A @ R)|p,. Ademéas [EN02]
la forma integrada de A¢/N @ (\¢ @ R)CD\II se factoriza a través de C(D). Entonces en

las hipétesis del Teorema anterior (donde Ker es el niicleo):

Np C Ker ([/\G/N 2 {()\G’ ® Rﬂ‘l’r) — Ker ([(,\G 2 AN o R)w}”)

CUod (Ker (A @AYV @R|")) = ¥od(Ng).

. . v . . . . .
Observacion 2.19. En caso que (A ® R)®" sea inyectiva en D, las inclusiones anteriores

son igualdades y W o ® es un r—isomorfismo.

Teorema 2.20. Supongamos que H y K son grupos HLC y que B es un fibrado de Fell
sobre G := H x K. Si identificamos K con G/H, B|H es promediable y D se construye

como en el Teorema anterior entonces B es r—isomorfo a D.

Demostracion. Utilizaremos la Observacién que hicimos antes del enunciado. Tomemos
una x—representacion R: B — B(X) de manera que R|g, es no degenerada y fiel y
sea V: L}(G) — L?*(H) ® L*(K) el isomorfismo canénico (de espacios de Hilbert).
Recordemos que C. = L'(B|H). Para toda f € C.(B|H), u®v € L*(H) ® L*(K) y
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x € X se tiene que

(/\G®R)?O(V®1X)*(u®v®m):/ Age)(uv)@mﬂt)xdt:/ A (u)v ® Ry dt
H

—/ )‘t ®U®Rf(t)a})d

(V*@1x) o (A @ (112() ® R))™(u®@ v ® ).

Luego (A ® R)<I>|L1(B\H) es unitariamente equivalente a (A ® (1r2(x) ® R))™[ L1 (81m)-

Dado que B|H es promediable y que (12(x)®R)|s, es inyectiva, ()\G®R)¢’|L1(B|H) define
la norma universal (y la reducida) en L'(B|H) = C.. Esto implica que D, = C*(B|H) y
que (\¢ ® R)‘I)\I]]De es inyectiva (porque es la tinica extensién de (A® ®R)®|ipm). O

2.4. C*-acciones parciales que conmutan

Utilizaremos los resultados de la seccién anterior, en especial el Gltimo, en los teoremas

de imprimitividad. En aquellos teoremas tenemos acciones parciales que conmutan.
Proposicion 2.21. Siy y § son acciones parciales en mddulos de Hilbert de H y K en
Xa, respectivamente, y v conmuta con § entonces valen las siguientes afirmaciones

1. 4" conmuta con 6" vy, por otro lado, 4 conmuta con d'.

2. v6 es una accion parcial en modulos de Hilbert de H x K en X y +"6" una accion

parcial en C*-dlgebras de H x K en A.

3. (v6)" =7"0" y (v6)' =+'d".

Demostracion. Recordemos que si I 'y J son ideales de A entonces XINXJ = X ([J) =
X(INJ). Luego X" n XJK = x(AH N AF), para todo (s,t) € H x K.

Veamos que « := " conmuta con 3 := §". Observemos que para cada s € H yt € K :

(AL, 0 AK) = spama, (X1, AR, X1, AK)) = spam (v, (XM 0 X5), 7,(X 0 25))
=span (X7 NnxF xP nxl)y = AT n AK.

Esto muestra que cada AtK es a—invariante y por simetria tenemos que cada AH es
[B—invariante. Por otro lado, como <X H N e i K , X H nxz K 1) genera un subespacio denso

de AH_1 N A ', y para todo x,y € lel N X %, se cumple que

Bi(as((2,9))) = (0:(7s(2)), 0e(75(9)))) = as(Be({z,9)));
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deducimos que S;(as(a)) = as(Bi(a)), para todo a € A%, N AKX, Con esto mostramos

que « conmuta con f.

Observemos que y conmuta con ¢ si y solamente si 4 conmuta con 8. Por lo tanto, de lo

visto antes, se deduce que ' = 3" conmuta con &' = ".

Veamos ahora que { X7 n X/ }(s,)erxk €s una familia continua o, lo que es lo mismo,
que {AY N A} (s nemxx es una familia continua. Dadas f € C2(H, A) y g € C2(K, A)
definamos [f,g]: H x K — A como [f,g](s,t) = f(s)g(t). Luego S := {[f,g]: f €
C&(H,A), g € CH(K,A)} es una familia de {A N A} yepx i —secciones continuas.
Ademés para cada (s,t) € H x K se cumple que S(s,t) = C*(H, A)(s)C?(K, A)(t) =

AG A = AG N AL Por lo tanto {A® N A} 5 emx es una familia continua.

Para mostrar que 6 es una acciéon parcial en médulos de Hilbert tan s6lo debemos
ver (Lema 1.15) que cada (76)(8,15) es un homomorfismo de médulos de Hilbert, lo que
se deduce inmediatamente del hecho de que s y 6; son homomorfismos de mdédulos
de Hilbert. Un argumento anélogo (para homomorfismos de C*-dlgebras) se usa para

mostrar que a8 es una accién parcial en C*-algebras.

Para mostrar que (79)" = 470" notemos que ambas acciones tienen el mismo dominio y

que si x,y € <X£1 N Xt[fl,)(gl N thfl> entonces

(Y0) (s, (2, 9)) = (0t (75(2)), 0 (75 (9))) = Bieexs(w, y)) = (B) s,y (%, ))-

Esto muestra que (76)’("57” coincide con (Ba)(sy en (X2 N XK, X2, N xK). Como
ambas funciones son continuas y lineales y (X sffl NX, t]fl , X Slfl NX, ffl> genera un subespacio

denso de A, n AKX, (75)7(”3725) = (Ba)(s,p)- Con esto mostramos que (76)" = Ba.
Con respecto al lado izquierdo tenemos que (y8)! = (y8)" = (70)" = 376" = ~'4'. O
Supongamos, por el resto de esta seccién, que a y [ son C*-acciones parciales que

conmutan de H y K en A. Con ellas construiremos acciones parciales de K en A x, H

yen Ax,, H.

La Proposicién 2.9 nos dice que para cada t € K el fibrado de Fell correspondiente
a la restriccién «f A Ba| AK, €8 un ideal del fibrado Ba. También nos indica cémo
identificar el producto cruzado (pleno y reducido) de «f AK COMO un ideal del producto

cruzado (pleno, reducido) de «.. De ahora en mas usaremos esa identificacion.

Modificamos levemente la notacién de productos cruzados para escribir

AK x, H = C*(Ba|Af<) y AK Hpo H = C:(BQ|A{<)-
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Intencionalmente omitimos escribir «| AK €n lugar de « en el subindice de x porque de lo
contrario la notacién queda muy cargada y el ideal A{{ aparece repetido. Asi, en general,

B % H significa B x|, H, y lo mismo para el producto cruzado reducido.

Continuando con las acciones parciales que conmutan observamos que para cada t € K
existe un tnico isomorfismo de fibrados de Fell (Ejemplo 2.2) p;: Ba| 4x — Ba| ax de
B

manera que pi(ads) = [(a)ds. Luego existen tinicos isomorfismos
Br: C*(Balyr ) = C*(Bal i ) ¥ i CF(Bal aie ) = Cf (Baur )

de forma que @(f) = Btr(f) = pyo f, para toda f € CC(BOZ|AK_1).

Teorema 2.22. Supongamos que « y 3 son C*-acciones parciales que conmutan de
H y K en A. Pensando a {AF x, H}icx como una familia de ideales de A x, H

y a {AK XNpro H}ex como una familia de ideales de A %, H tenemos que [ =
({Af{ X o H}teK,{gt}teK) Yy Er = ({Af Xro Her, {BNtr}tGK> son acciones parciales

en C*-dlgebras.

Demostracion. Recordemos [FD88, VIII 12] que existe un tinico *—homomorfismo in-
yectivo ¢: A — M (A x, H) de manera que ¢(a)f(s) = adef(s), para toda f € C.(Ba).
Sife C’C(Ba|A{<) y {ei}; es una unidad aproximada de A entonces {¢(e;)f}; converge
en la topologia del limite inductivo a f. Esto implica que AX x, H = ¢(AK)A x, H.

Ademas
HAE N AKYA o H = (AK N A wy H = (AK xq H) N (AK %, H),

por lo que Cc<Ba’A£(A£<) es denso en (A x, H)N (AX %, H).

Dadas f € C/(K,A) y g € C¥(G, A) definamos [f,g]: K — A x4 H como [f,g](t) =
o(f(t)go. Luego S := {[f,g]: f € CP(K,A), g € C¥(G, A)} C C.(Ba) es una familia
de § secciones continuas y S (t) es denso en AX %, H, para todo t € G. Por otro lado
para cada [f, g] € S se tiene que la funciéon K — C.(Ba), t — Bt([f, g](t™1)), es continua
en la topologia del limite inductivo y por lo tanto también con respecto a la C*-norma

universal.

Fijemos s,t € Ky f € (AK

s—1t—

1 o H) N (AK, %, H). Existe una sucesién {f,,}, C
ol \x

K
Ce(Ba| yx L AK 1) que converge a f. Tomemos {gn}n C Ce Lt (K, A) tal que
sT At sT .
fn = gnd. Para cadanatural ny z € H : B5(fn)(2) = Bs(gn(2))d.. Como Bs(gn(z)) € Affl
tenemos que {Bs(fn)}n C AE | x, H. Tomando limite en n deducimos que Bs(f) €

Atfil X, H. Por otro lado gt(gs(fn))(z) = Bi(Bs(gn(2)))dz = Bis(gn(2))d, = Bts(fn)(z),
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por lo que B¢(Bs(f)) = limy, Bi(Bs(fn)) = limyp Bis(fn) = Bis(f). Esto termina de mostrar

que 3 es una accién parcial en C*-algebras.

Con respecto a Br basta usar lo anterior combinado con la representacion regular de
C*(B). Por ejemplo, considerando la familia AS := {Aou: u € S} y lo visto antes
es inmediato que la familia {AX %, H}iex = {A(AK x, H)}iex es continua. Por
otro lado, si s,t € Ky f € (AK, | x,q H) N (AKX, %, 4 H) entonces existe f/ €
(AK %o H)N(AK | i, H) tal que A(f') = f. Luego 85 (f) = A(Bs(f)) € AKX, %, o H
y @T(B;T(f)) = A(Bus(f')) = B;T(f) Finalmente es inmediato que para cada v = Aou €
AS la funcién K — A MNpo H, t— Bi(v(s™1)) = K(gt(u(t_l))), es continua. O

Relacionado con los teoremas de la seccion anterior tenemos el que sigue.

Teorema 2.23. Supongamos que « y 3 son C*-acciones parciales que conmutan, de H
y K en A, y que E es la accion parcial dada en el teorema anterior. Entonces, por un
lado, A xop5 (H x K) es isomorfo a (A xq H) x5 Ky, por otro, A Xy (H X K) es
isomorfo a (A X, o H) X, 5 K. 5i a es promediable entonces afS es r—isomorfa a f3.

Demostracion. Para simplificar la notacién escribiremos B en lugar de Baf. Como en
el Teorema 2.20, pensaremos a H como un subgrupo normal y cerrado de G = H x K
e identificaremos K con G/H canénicamente. Construyamos C y D a partir de B tal
como en el enunciado del Teorema 2.18. La primera parte de la prueba estard completa

si logramos mostrar que D es isomorfo, como fibrado de Fell, a BA.

Si observamos la construccién de C a partir de B en [FD88] notamos que la fibra C; =
LY (B|H x {k}) (t € K) se identifica naturalmente con Ll(Ba|Ag<)5t C (BB);. Esto nos

da un mapa lineal v;: C; — BBt. Definimos v: C — BE de manera que v|¢, = v;.

Para mostrar que v es continuo usaremos [FD88, II 13.16]. El hecho de que v; sea una
contraccion se debe a que si f € Ll(Ba\Af) entonces la norma de f8; € Bf es 1 fllc (Ba)
la cual es menor o igual a ||f|i = ||fllc,- Dada f € C.(B) definamos f € C.(C) como
() = flux {ty- Como conjunto de secciones I' del enunciado [FD88, II 13.16] tomemos
.=/ f:fe C.(B)}. Notemos que I' cumple las condiciones requeridas porque define
la topologia de C [FD88, VIII 6]. Calculemos v o f para f € C.(B). Sabemos que existe
una tnica g € C*5(H x K, A) tal que f = gé. Luego v o f(t) = v (f(t)) = gl 10t
Como g tiene soporte compacto y es continua, la funcién K — C¢(Ba), t — gl {4}, €8
continua en la topologia del limite inductivo; lo que implica que v o f es continua. Con

esto terminamos de mostrar que v es continua.
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En este punto es conveniente reproducir parte de la construccion de D a partir de C.

Recordemos que se define || ||.: C = R como
|lallc :== sup{||Ta||: T es una x —representacién de C},

y que || ||c es una norma en C dominada por la norma de C. Para cada t € K definimos
N :={a € C;: ||lal|c = 0}. Luego D; es la completacion de Hausdorff del espacio normado
Ci/N¢ (con la norma cociente de || ||.). Esto nos da un mapa canénico contractivo ¢: C —
D. Es evidente que ¢(C;) es denso en D;. Las operaciones en D se definen canénicamente,
de manera que ¢ es multiplicativo, lineal y preserva la involucién. La topologia de D se

define por la familia de secciones {¢ou: u € C.(C)}.

Tomemos una representacion 71': IS’B — B(X) de manera que T |(BE)E es inyectiva, lo
que implica que es isométrica en cada fibra. Luego T o v es una x—representacién de C
y existe una tnica x—representaciéon 7": D — B(Y') tal que 7" o+ = T o v. Para todo
a € C se tiene |[v(a)|| = ||T ov(a)| = [T o t(a)|| < |le(a)], por lo que existe una tnica
funcién v/: D — Bf tal que /(D) C (BB); (para todo t € K) y 1/ o1 = v. Luego 1/ es
multiplicativa, lineal en cada fibra y preserva la involucién. Ademés v/ es contractiva.
Observemos que si IV := {to f: f € T'} entonces para cada t € K, I"(t) es denso en D,
y para cada g = 1o f € I, tenemos que v/ o g = v o f es una seccién continua de BE.
Luego [FD88, II 13.15] ¢/ es continua.

Observemos que /(D) D v(Ci) y v(C) = Ll(Ba|Ag<)5t es denso en Bf;. Por lo tanto
V' (Dy) es denso en Bf;. Si logramos mostrar que v/|p, es una isometria entonces v/ es
una isometria (porque tanto D como BB son fibrados de Fell). Esto implicard que v/ es
biyectiva y, por [FD88, II 13.17], v/ es un isomorfismo de fibrados de Fell. A su vez, esto
dltimo junto con el Teorema 2.18 y la Proposicién 2.15 implicard que A x5 (H x K) =
C*(Baf) es isomorfo a C*(D) = C*(BS) = (A x4 H) x5 K lo que probara la primera

afirmaciéon del enunciado.

La clave es mostrar que v/|p, es una isometria. Por construccién D, es la completacién
de C. = L*(B|H) = L'(Ba) con respecto a la C*norma || ||.. Por otro lado (Bf). es
la completacién de C. = L'(Ba) con respecto a su C*-norma universal, que llamaremos
| |lu. Tenemos que mostrar que || |lclc. = || ||u- En [FD88, XI 11] se dan condicio-
nes suficientes para la igualdad. En el lenguaje de aquel texto debemos mostrar que
toda x—representacion de C. es C—positiva. Especificamente nos gustaria usar [FD88,
XTI 11.19] pero no podemos porque nuestros fibrados no seran saturados, a menos que
las acciones sean globales. Afortunadamente podemos modificar aquella prueba para

adaptarla a nuestro caso.
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Fijemos una x—representaciéon S: C. = L'(Ba) — B(X) y elementos t € K, by, ..., b, €
L' (Ba| Af) y Z1,...,Tyn € X. Escribiremos b;0; cuando pensemos a by como elemento

de C;. Si {e;}; es una unidad aproximada de L'(Ba| 4« 1) entonces
©

n

n
> (S(b;80) (vi60) 1 ) = lim D (S8 €6, 1 (16, 1) b5 15 T5)
Jl=1 gl=1

n
Z (ei6,-1) b1 Tl S(es6, 1) b;5:L5) = 0.

Apelando a la demostracién de [FD88, XI 11.19] vemos que esta desigualdad implica

que || [lele. = 1| ||u- Esto muestra que v/ es una isometria.

Asumamos, sélo en este parrafo, que a es promediable, lo que equivale a que B|H sea
promediable. Luego el r—isomorfismo entre af y B se deduce de lo que probamos hasta

aqui y del Teorema 2.20.

La tltima parte de la prueba consiste en encontrar un isomorfismo entre A X, o5 (H x K)
y (Ao H) X5 K. Tomemos una x—representacién no degenerada 7': B — B(X) de
manera que T'|g, es inyectiva. Como T'|g, es inyectiva, A X, o5 (H x K) es isomorfo a la

clausura de U := [(A @ MK @ T)(C.(B)).

Recordemos el isomorfismo ®: C*(B) — C*(L*(C)) construido en la prueba del Teorema
2.18. Observemos que para toda f € C.(B) se tiene que ®(f) = f. Sea T": C — B(Y) la

tinica *—representacién de manera que [T’ o ® = [(\ & T)).

Sea v": C — BB la tnica funcién tal que v"(f&;) = f&;, para toda f € Cc(Boz|A{<) y
todo t € K (donde identificamos C; con L'(Ba/| A{()). Con los mismos argumentos que
mostramos que v es continua, lineal y que preserva la involucién y el producto; probamos
que " tiene las mismas propiedades. Notemos, ademés, que {v" o f:fe C.(B)} es denso

en la topologia del limite inductivo en C.(BS").

Recordando los calculos hechos antes del enunciado del Teorema 2.20 e identificando C,
con L'(Ba) vemos que T'|c, = A\ @ (T'|gjrr)- Dado que T'|gg|gjH, = s, es inyectiva,
la norma definida por 7" en C. = L'(Ba) es la C*-norma reducida. Luego existe una
lnica *—representaciéon 1" : BBT — B(X) de manera que 7" ov” = T". Observemos que,
por definicién, T"”| ~=r es inyectiva y por lo tanto (A X, H) x_~r K es isomorfo a la

[BIB }E — 7/8
clausura de V := [ A @ T"({v" o f: f € C.(B)}). Por otra parte, para toda f € C.(B)
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y x € X se cumple que

/ QT o fla = /K (K @ T, Jodux ()

B /K /H()\tK BN @ Ty(s,0))x dpp (s)dpk ()

_ /()\K 0\ @ T)(f)z.
Esto implica que U = V. Como U es isomorfo a Ax, og(HXK)yV a (AX, o H) X5 K,
la igualdad U = V implica el isomorfismo que buscabamos. ]

Corolario 2.24. Si a y 8 son C*-acciones parciales que conmutan, de H y K en A,
entonces (Axq H) x5 K es isomorfa a (AxgK)x=H y, por otro lado, (A X, H) Nr,ETK
es isomorfa a (A x5 K) x5 H.

Demostracion. Observemos que el fibrado Baf3 es la retraccion de BB« por el isomorfis-
mo ¢: Hx K — K x H, ¢(s,t) = (t, s); lo que nos coloca en la situacion del Ejemplo 2.1
y de la Proposicién 2.15. Luego Ba3 es r—isomorfo a Ba. Estos argumentos formalizan

otro mas directo: a8 = Ba si pensamos H X K = K x H.

Por un lado (A x, H) NEK es isomorfa a A X,5 (H x K), que por lo visto antes es

isomorfa a A x5, (K x H); que a su vez es isomorfo a (A x5 K) x; H.

La afirmacion sobre los productos cruzados reducidos se demuestra andlogamente. [

2.5. Equivalencia de Morita de Fibrados de Fell

Nuestros Teoremas de Imprimitividad para acciones parciales propias (Capitulo 5) se
basaran en Teoremas de equivalencia de Morita entre C*-dlgebras de secciones de fibra-
dos de Fell, resultados que obtendremos usando fibrados que llamaremos “médulos de
Fell-Hilbert”.

2.5.1. Fibrados de mdédulos

La utilizacién de la teoria de fibrados de Fell simplifica muchos argumentos al momento
de trabajar con acciones parciales en C*-dlgebras. Queremos desarrollar una teoria de
fibrados de moédulos de Hilbert que nos permita manipular las acciones parciales en
modulos de Hilbert con facilidad. Afortunadamente no debemos inventar los objetos de

la nada sino utilizar los definidos por otros autores. El lector podra notar que la siguiente
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definicién es casi igual a la Definicién 2.13 de [BM13]. Para fibrados sobre grupoides el
lector puede consultar [Yam91, Muh01, MWO08].

Supongamos que B es un fibrado de Fell sobre el grupo G, ambos fijos para el resto de

esta seccidn.

Definicién 2.25. Un B—mddulo de Fell-Hilbert (a derecha) es un fibrado de Banach
& sobre G junto con dos operaciones continuas: el producto interno ( , ): &€ x & — B,

(z,y) — (z,y), y la accién a derecha & x B — &, (z,a) — xa, de forma que:

1. (Es, &) C By—14 y EBy C Egt, para todo s,t € G.

2. La restriccién de la accién a derecha a cada producto de fibras & x B; es lineal en

ambas variables.

3. La restriccion del producto interno a cada producto de fibras £ x & es lineal en

la segunda variable.
4. Para todo z,y € £ y a € B se cumple que (z,y)* = (y,z) y que (x,ya) = (x,y)a.
5. (z,z) > 0 en B, para todo = € £.
6. ||z||> = ||{z, z)|| para todo x € X.

Ejemplo 2.3. B es un B—modulo a derecha con la multiplicaciéon como accién a derecha

y el producto interno (a, b) := a*b.

Definicién 2.26. Se dice que € es pleno (a derecha) si para todo ¢t € G se cumple que
span{(z,y): x € &, y € Est, s € G} es denso en By.

La definicion del médulo de Fell-Hilbert a izquierda es andloga a la anterior, con unas

pequenas variantes:

Definicién 2.27. Un B—mddulo de Fell-Hilbert (a izquierda) es un fibrado de Banach
& sobre G junto con dos operaciones continuas: el producto interno (, ): &€ x & — B,
(z,y) — (x,y), y la accién a izquierda B x £ — &, (a,x) — ax, de forma que:

1. (&s,&) C By—1y Bs& C Egt, para todo s,t € G.

2. La restriccién de la accién a izquierda a cada producto de fibras Bs x & es lineal

en ambas variables.

3. La restriccion del producto interno a cada producto de fibras £ x & es lineal en

la primer variable.

4. Para todo z,y € £ y a € B se cumple que (z,y)* = (y,z) y que (az,y) = a{z,y).
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5. (z,z) > 0 en B, para todo = € £.
6. ||z||? = ||{z, x)|| para todo x € X.

Definiciéon 2.28. Un A — B—fibrado de Fell-Hilbert £ es un fibrado de Banach que es
un A—fibrado de Fell-Hilbert a izquierda, un B—fibrado de Fell-Hilbert a derecha y para
todo z,y,z € £, a € Ay b € B se cumplen las siguientes igualdades

(ax)b = a(xb); alzr,y)z = x(y,2)B; a{x,yb) = 4{xb*,y) y (az,y)p = (x,a™y)B.

En esta situacién diremos que £ es pleno si es pleno a derecha e izquierda.

A continuaciéon haremos algunos comentarios para fibrados de Fell-Hilbert a derecha, el
lector puede deducir la respectiva observacién para fibrados a izquierda realizando las

modificaciones correspondientes.

Observacion 2.29. Todo fibrado de Fell-Hilbert puede hacerse un fibrado de Fell-Hilbert
pleno a derecha de la siguiente manera: supongamos que £ es un B—fibrado de Fell-
Hilbert a derecha. Definamos, para cada t € G, A; :=span{(z,y): © € &, y € Es, t €
G}. Afirmamos que A := UicgA; es un sub-fibrado de Fell de B. Es inmediato que
A es cerrado por la suma, producto por escalares, la involucién y el producto de B.
Consideremos la familia de A—secciones I formada por las funciones de la forma ¢ —

71(fi(s),g;(st)), siendo fj,g; € Ce(€) (j = 1,...,n) y s € G. Dado que & tiene
suficientes secciones continuas se cumple que {f(¢): f € I'} es denso en A;, para todo
t € G. Luego [FD88, IT 13.18] existe una tnica estructura de fibrado de Banach en A con
la cual los elementos de I' son secciones continuas. Esa estructura debe ser la heredada
de B. Ademas es evidente que & es un A—fibrado de Fell-Hilbert pleno a derecha (con

el producto interno y la accién a derecha heredadas).

De la ultima propiedad de la definicién de médulo de Fell-Hilbert deducimos que x € &
es nulo sii (x,y) =0 ((y,x) = 0) para todo y € &. Esa propiedad y la asociatividad del
producto de B implican la asociatividad de la accion a derecha: dados x € &, a € Bs y

b € B; se tiene que x(ab), (za)b € £ y para todo y € &4

{y, z(ab) = (za)b) = (y,x)(ab) — (y,za)b = (y, z)(ab) — ({y, x)a)b = 0,
de lo que concluimos z(ab) = (za)b.

La definicién implica, directamente, que cada fibra & es un B.—moddulo de Hilbert y

también que para cada x,y,z € E, A€eCyaeB:

Az +y,2) = Nz, 2) + (y, 2), vy (za,y) = a*(z,y).
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Observacion 2.30. Para todo xz,y € £ y a € B se cumple que |za| < |z||al v que
Iz, ) | <l (lflyl]-

Demostracion. La primera desigualdad se deduce de que
lza]|? = |[(za, za)|| = [la* (z, 2)a]| = ||(z, 2)"2a|* < ||a|* ||z, @) = [al*|=]*.

Para mostrar la segunda desigualdad observemos que si ||(z,y)| = 0 es evidente que
Izl < Jl2llllyll. Bn caso que |[(z,y)l| # 0 digamos que z € & e y € &. Como
x(x,y) € E y & es un Be—modulo de Hilbert tenemos que

Iz ) 11* = [y, 2) (@, )| = Kz (@ ) p)ll < Nz, p)lly] < lllllylll iz, )l

Luego [[(z, y) || < [l [lly| {22} = [=]lly]l- O

Proposicion 2.31. Si € es un A—fibrado de Fell-Hilbert a izquierda y un B—fibrado de
Fell-Hilbert a derecha, siendo pleno a derecha e izquierda, entonces £ es un A—B—fibrado

de Fell-Hilbert si y solamente si para todo z,y,z € € se cumple que A{x,y)z = x(y, z)B.

Demostracion. Para probar la primera igualdad de la Definicién de arriba fijemos r, s €
Gy x € &. Definamos R, S: A, X Bs — &ps como R(a,b) = a(zb) y S(a,b) = (ax)b.
Luego R y S son lineales en cada variable y continuos; para mostrar que vale la primera
igualdad de la Definicién 2.28 (R = S) basta con probar que R(a,b) = S(a,b), para todo
a= p{z,w) y b= (Z,w')p. Esa igualdad se deduce de

R(A<Zv w)? <Z/7 wl>3) = (A<Z7 w>x) <Z/7 w,>B = (Z<w7 x>3)<zl7 w/>B = Z(U), x<zlv wl>3>3

!/

= A<Z7w>(x<z/7wl>3) = S(A<Z,'w>, <Z 7w/>3>'

Utilizando argumentos similares al anterior deducimos que para mostrar la tercera
igualdad de la Definicién 2.28 basta con mostrar que 4(z,yb) = a(xb*,y) para todo

b= (z,w)p. Eso se deduce de que

Az, y(z,w)B) = AT, Ay, 2)w) = 4z, w) A(z,y) = alalz, w)2,y)

= A<$<w7 Z>37 y> = _A<$<Z, w>B*7y>‘

La dltima igualdad se demuestra andlogamente. O

Asi como es posible construir un fibrado de Fell a partir de una accién parcial podemos

construir un médulo de Fell-Hilbert a partir de una accién parcial en médulos de Hilbert.
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Notacion 2.32. En la teoria de acciones parciales es usual escribir ads en lugar de (a, )
para denotar los elementos de Ba. Para mantener esa convencién escribiremos zds en

lugar de (z,s) (z € Xj).

Teorema 2.33. Supongamos que v es una accion parcial en modulos de Hilbert de G
en X4 y llamemos « a 4. Luego el fibrado sobre G Ev := {(x,t) € X x G: x € X;} es
un Ba—fibrado de Fell-Hilbert pleno (a derecha) con la estructura de fibrado de Banach
heredada del fibrado trivial X x G — G y las operaciones

(X0, YOr)y 1= ag—1({x, Y)r)ds—14 x0sa0; = Vs (Ve-1(x)a)dst.

Demostracion. El hecho de que £y — G, zds — s, es un fibrado de Banach se deduce
exactamente como en la construccién de los fibrados de Fell asociados a acciones parciales
en C*-algebras [Exe97].

Sea L(v) la accién parcial de enlace de v (Seccién 3.2). Definamos tx: €y — BL(7),
ta: Ba — BL(y), Py: BL(y) — &y y Pa: BL(y) — Ba como ty(xzdy) = (%) 0
LA((Z(St) = (8 2)515; PX {(§§> 515} = xdt y PA [(52) 54 = aét.

Con esta notacién se verifica facilmente que (xds, y0;)r = Pa(tx(xds)*tx(yds)) y xdsad; =
Px(tx(xds)ta(ad;)). Esto nos permite pensar a £y y Ba como subfibrados de BL(7).
Pensando a este dltimo como un fibrado de Fell-Hilbert sobre si mismo deducimos in-

mediatamente que £v es un Ba—fibrado de Fell-Hilbert.

Ahora que sabemos que £v es un fibrado de Fell-Hilbert veamos que es pleno a de-
recha. Recordemos que A; = Span (X}, X;), = Span (X, A}),. Luego span&v.Ey =
span (X, X;),0r = Bay. O

Teorema 2.34. En las hipétesis del Teorema anterior, si B =K(X) y 8 :=+' entonces

E~v es un BB—fibrado de Fell-Hilbert pleno a izquierda con las operaciones
l<$557 y5t> = ﬂs(l<vs*1(l')7 Vi1 (y)>)5st*1 Y adsrdy = 73(63*1(61)1")5815'

Demostracion. Continuando con la notacion de la prueba anterior definamos tp: B8 —
BL(v) como tp(T4,) = (L 8)6,. Luego ;(xds,yd:) = Pp(tx(xds)ix(yds)*) y Torxds =
Px(tp(Toy)ex(xds)). Esto nos permite pensar a £y y B como subfibrados de BL(7)
y deducir la tesis facilmente a partir de que BL(7y) es un BL(y) — BL(vy)—fibrado de
Fell-Hilbert. O

Corolario 2.35. Con la estructura de By'—fibrado a izquierda y By"—fibrado a derecha
Ev es un Byt — By"—fibrado de Fell-Hilbert pleno.
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Demostracion. Se deduce inmediatamente observando las demostraciones de los resul-

tados anteriores. O

Con respecto a los isomorfismos de fibrados de Fell-Hilbert nos bastara con lo siguiente.

Teorema 2.36. Supongamos que € y F son un A y un B fibrado de Fell-Hilbert plenos
sobre G, respectivamente, y que p: € — F es una funcion continua que satisface las

stguientes condiciones:

(a) Para todo t € G, p(&) = Fr.

(b) p es inyectiva y lineal en cada fibra.

(¢) Para todo x,y,z € &, p(x(y,2)) = p()(p(y), p(2))-

Luego p es una isometria en cada fibra, su inversa satisface las propiedades (a)-(c) y
existe un dnico morfismo de fibrados de Fell p": A — B tal que p"((z,y)) = (p(z), p(y)),
para todo x,y € £. Ademds p" es un isomorfismo y (p") "' = (p~1)".

Demostraciéon. Si pensamos a las fibras & y a F; como mdédulos de Hilbert sobre A, y
B., respectivamente, entonces p|g,: & — F; es un homomorfismo inyectivo de médulos
de Hilbert; por lo tanto es isométrico. Esto implica que p es una isometria y de [FD88,

1 1

IT 13.17] deducimos que p~' es continuo. Es evidente que p~* satisface (a) y (b); por

otra parte dados u,v,w € F la condicién (c) implica que

P (w)(p~ (v), p (w)) = p~ o plp~ (W) (p~ (), p (W) = p~ (ulv, w)).

De existir p" éste queda determinado en cada fibra & en el denso Uf := span{(&,£)NA}.

Luego p" es tnico porque es continuo y queda determinado enun conjunto denso.

Probemos que para cada t € G existe una Unica funcién lineal p;: Utg — U{ tal que
we({z,y)) = (p(z), p(y)). Para hacer esto basta mostrar que dados x1,...,Zn,Y1,...,Yn €
& tales que (zj,y;) € A, se tiene que z = 377 1 (z;,y;) es nulo si y solamente si

w =37 1 {p(z;), p(y;)) es nulo. Si z = 0 entonces w = 0 porque

n

lw][* = [|lw*w]| = || Xn: (i) o)) (), ol | = 1D pynla, yi)), p(zi)) |

J:k=1 j.k=1

1S (s, ) = 0.
k=1

Reciprocamente, utilizando lo que acabamos de mostrar pero esta vez para p~! deduci-

mos que w = 0 implica z = 0. Esto implica la inyectividad de p.
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Observemos que si (z,y) € Ay entonces u((z,5)* = (p(2), pU))* = ps ({pr)) =
-1 ({z,y)*); lo cual implica que py(a)* = p-1(a)*, para todo a € Uf y t € G. Por otro

lado, si (z,w) € &, entonces

({2, 9)) e ((2,0)) = (p(x), p(y)) (p(2), p(w)) = (p(x), p(y)(p(2), p(w)))
= (p(@), p(y(z,w)) = pur (2, y(z,w))) = pur ({x, y) (2, w));

lo cual implica que js(a)pr(b) = pr¢(ab) para todo a € US, b e U y r,t € G.

Lo anterior implica que pe: US — UZ es un *—homomorfismo; de hecho es un *—isomor-

fismo porque su inversa se construye a partir de p~*

exactamente como construimos p
a partir de p. Ademés US es denso en A, y U lo es en B, porque £ y F son plenos.

En esta situacién de [FD88, VI 19.11] deducimos que p, es una isometria. Esto implica

1> = llue(a)pe(a)

que cada i es una isometria ya que para todo a € UF ||u(a) I =

le(aa®)|| = llaa*[| = [lal|.

Definamos p": A — B de manera que para cada t € G p"|4, es la tnica extensién
continua de py; luego p” es una isometria. Utilizando argumentos de continuidad y lo
mostrado dos parrafos méas atras deducimos que p” es lineal en cada fibra, preserva la

multiplicacién y la involucién. Ademés p"(A;) = B; porque B; = UitjC = p"(Uf).

Para mostrar que p” es continua utilizaremos [FD88, II 13.16]. Dadas f € C.(€) y
r € & definamos [f,z]: G — A como [f,z](t) = (f(rt~1),z); con lo que definimos
I :=span{[f,z]: f € C.(E), x € £}. Notemos que para cada ¢t € G se cumple {u(t): u €
I'} = span((€,€) N A;) es denso en A;. Para mostrar que p” basta con observar que
{prou: e} =A{[po f,p(x)]: feCf), z €&} C Ce(B). Como p" es una isometria,

lo anterior junto con [FD88, II 13.17] implica que (p")~! es continua.

Para terminar observamos que ('OT)_1|UtF = (,0_1)’"|Ut;, para todo t € G. Luego (p") !

coincide con (p~!)” en un conjunto denso y por lo tanto son iguales. O
Otra de las construcciones que necesitamos es la de fibrado adjunto:

Teorema 2.37. Para cada A — B—fibrado de Fell-Hilbert pleno sobre G, £, existe un
unico B — A—fibrado de Fell-Hilbert pleno & con las stguientes propiedades:

(a) para todo t € G es & = E-1 como espacios de Banach.

(b) para todo x,y € g, a€ Aybe B, si- representa las acciones a derecha e izquierda
de AyBen&: (z,y)l = (x,9)B, (z,9)F = (z,9)A, ax =2 -a*, 2b=b" 1.

(¢) para toda f € Co(€) la funcién f: G — E, t — f(t~1), es continua.
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Demostracion. Observemos que las condiciones (a) y (b) determinan, excepto por la
topologia de g , toda la estructura de E. Por otra parte para todo t € G se tiene que
{f(t): f € Cu(E)} = E-1 = &. Luego [FD8Y, II 13.16] la condicién (c¢) determina
la topologia de E. Lo que debemos hacer es mostrar que todas estas estructuras son

compatibles.

Sea m: £ — G la proyeccién de €. Como conjuntos debe ser E=€ y consideramos en £
la topologia de &, por lo que (c) se cumple trivialmente. Cambiemos la proyeccién por
p: € = G, p(z) = m(z)~!. Es evidente que p es continua, sobreyectiva y abierta y que
p~ () =77 (t71) = £-1 = &. La estructura de fibrado de Banach de € es la de & con el
producto por escalares conjugados. Como no hemos cambiado la nocién de convergencia

ni la suma en las fibras ni la norma es evidente que & es un fibrado de Banach sobre G.

Los productos internos de & son continuos porque como funciones entre espacios topo-
l6gicos son los mismos que los de £. Por otra parte la accién a derecha de & es continua
porque se obtiene como la composicién de las funciones continuas ExB = Bx £,
(x,a) — (z,a*), y BxE =&, (byy) — b-y. De forma anédloga se muestra que la accién

a izquierda es continua.

El resto de las propiedades a verificar no involucran la topologia de g y se deducen

directamente de las propiedades respectivas de &£. 0
Definicién 2.38. El fibrado £ dado por el Teorema anterior es el fibrado adjunto de E.
Usaremos el fibrado adjunto para “pasar resultados de derecha a izquierda” como lo
ejemplificamos en el siguiente enunciado.

Corolario 2.39. Supongamos que £ y &' son A—B— y A’ — B'—fibrados de Fell-Hilbert
plenos, respectivamente, sobre el grupo G y que existe una funcién continua p: € — &’

tal que:

(a) Para todo t € G, p(&) = &].

(b) p es continua, inyectiva y lineal en cada fibra.

(¢) Para todo w,y,z € €, p(x(y, 2)F) = p(x)(p(y), p(2))F -

Luego existen tdnicos isomorfismos de fibrados de Fell p": B — B’ y p': A — A’ tales
que p"({z,9)F) = (p(@), pW))F o' ((, 9)7) = (p(), p(y))7"'s para todo z,y € €.

Demostracion. La existencia de p” se deduce del Teorema 2.36 olvidando en € y &' sus

operaciones como fibrados de modulos a izquierda.



11 Fibrados de Fell 7

Para mostrar la existencia de p' consideremos los médulos adjuntos g y & y la funcién
vi € & , definida como aquella que coincide con p (recordemos que tenemos la igualdad
de conjuntos € =€ y & = &').

Es inmediato que v cumple las condiciones (a) y (b) del Teorema 2.36, para mostrar que

cumple la (c) observemos que dados z,y, z € € se tiene que

v(a) - (w(y)v(2)" = (p(), pW)) p(x) = p(2)(p(y), p(@))Y = p(z(y, @)7)

= p((z.9)1'z) = v(a(y, 2)7).
Luego v es un isomorfismo entre A y A’. Si p! := " entonces para todo =,y € &£ se
cumple que p!((z,y)f') = v"((x,9)7") = (v(@), v();* = (p(x), p(y)7"- -

2.5.1.1. Operadores adjuntables

Fijemos un B—fibrado de Fell-Hilbert &.

Definicién 2.40. Un par (S,7) es un centralizador doble de £ de orden s € G si: (i)
S,T: & — & son continuas (i) S(&) C Es y T(E) C E,-14 paratodo t € G (iii) (Sz,y) =
(x,Ty), para todo x,y € £ y (iv) existe una constante C' > 0 tal que ||Sz| < C||z||, para
todo z € £.

Una funcién S: &€ — £ es un operador adjuntable de orden s € G si existe un centralizador
doble (11,T>) de £ de orden s tal que S = T7.

Notacién 2.41. B(&) es el conjunto formado por los operadores de orden s de €.

Ejemplo 2.4. Si £ es un A — B— fibrado de Fell-Hilbert entonces todo elemento a € A

define un centralizador doble (L,, R,) por la férmula L,(z) = ax y R.(z) = a*z.

La definicién anterior implica que para cada centralizador doble de orden s, (S,T), cada
restriccion S|g,: & — € es un operador adjuntable entre B,—modulos de Hilbert con
adjunto T'|g,,. Por lo tanto el par (S,7T") queda completamente determinado por S o por
T. A T lo llamaremos adjunto de S y lo denotaremos S*. Para mantener la notacién
usual de médulos de Hilbert, cuando digamos que S es un operador adjuntable de orden

s de & estaremos diciendo que S es el primer elemento de un centralizador doble (S, T).

Observacion 2.42. El conjunto {||S|g,||: t € G} = {||T¢,||: t € G} esta acotado supe-

riormente y (7',.S) es un centralizador doble si y solamente si (S,7T) lo es.

De la igualdad (S(za) — (Sz)a,y) = {za, §*(y)) — a*(Sz,y) = a*{z, §*(y)) — a* (S, ) =
0, vélida para todo z,y € £ y a € B, se deduce que S(xa) = (Sx)a. Por lo tanto

escribiremos Sza tanto para S(za) como para (Sz)a.
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Proposicion 2.43. Supongamos que £ es un B—fibrado de Fell-Hilbert sobre G. Luego
dados s € G, A\ € C y S,T € Bs(E) se tiene que la funcion \S +T:E — &, © —
AS(z) + T(z), es un operador de orden s con adjunto AS* + T*. Ademds Bs(E) es un
espacio de Banach con la suma y producto por escalares anteriores y la norma ||S|| :=
sup{||Sz||: x € &, ||z|| < 1}. Para todo s,t € Gy S € Bs(E) y T € B(E) se cumple que
IS 0TIl < [ISINTI, 1S*[| = [IS1] y [[5* o S|l = [1S]I>.

Demostracion. Observemos que para todo S € Bs(£) todo t € & la restriccion Slg, es
un operador adjuntable de & en &g con adjunto S*|¢,,, donde pensamos a las fibras de £
como B.—modulos de Hilbert. Durante la prueba utilizaremos las siguientes igualdades,

que se obtienen o bien directamente o por las consideraciones anteriores:

151 = f{C € [0, +00): [|S(2)[| < Cllz]| V = € £}
= sup{[|Sle, [|: t € G} = sup{[|(Sle,)" o Sle. | : ¢ € G}
= sup{[|S* o Slg,||: t € G} = [|S" o 5.

En caso que T € By(E), para todo = € £ se cumple que ||SoT(x)|| < |ISIIIT]||=||, por lo
que [|S o T < [[SIIT]-

La identidad ||S*|| = ||S|| es otra forma de expresar la Observacién 2.42.

Supongamos ahora que S,T € B,(€). La funcién AS +T: € — &, = — AS(x) + T'(z),
estd definida porque para todo x € & se tiene AS(z),T(z) € Es. Por otro lado, dados
z,y € & tenemos (AS(z) + T(x),y) = Mz, S*(y)) + (z,T*(y)) = (2, AS*(y) + T(y)).
La continuidad de las funciones A\S + T: y AS* + T se deduce inmediatamente de la
Proposicién A.1 utilizando los homeomorfismos G — G, t +— st y t — ts~! y el conjunto
I' = Cp(&). Ademas, si ||z]| < 1 entonces ||AS(x) +T(z)|| < (IMIS||+ ITI)|lx||- De esto
concluimos que (AS+T, AS*+T*) es centralizador doble y que |AS+T| < [A||S||+ T

De lo que nos resta mostrar lo més complicado es la completitud. Tomemos una sucesién
de Cauchy {7}, € B5(€). Dado t € G la sucesién {1, |g, }n C B(E, Est) es una sucesion
de Cauchy y por lo tanto es convergente; llamemos R; a su limite. Afirmamos que la
funciéon R: £ — &, definida como R(z) = R(x) para x € &, es un operador adjuntable

de orden s.

Para mostrar que R es continua apelaremos a la Proposicién A.1. Por construccion
R(&) C & v R es lineal en cada fibra, por lo que consideramos el homeomorfismo
ms: G — G, t — st, para utilizar la Proposicién antes referida. Cada restriccion R|g,
tiene norma menor o igual a k := lim, ||T5,||. Luego ||R(x)| < k|/z||, para todo = € &.

Puesto que & es un fibrado de Banach sobre un espacio HLC, Cy(€) es un espacio
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de Banach con la norma del supremo y para cada = € & existe f € Cy(€) tal que

L es el limite

f(m(z)) = x. Notemos que si f € Cy(E) entonces la seccién R o f omy
puntual de {T}, o f o m'},. Por otro lado {T}, o f om '}, es de Cauchy porque ||T}, o
fomzl =Ty ofomIY <||T — Tl f|l, luego el limite puntual de {7}, 0 fom '}, es
una seccién continua de €. Entonces Ro f omg! € Cy(€), para toda f € Co(€); lo que

implica que R es continua.

Observemos que {7}, es una red de Cauchy en B,-1(E), por lo que {7} '}, converge
puntualmente a una funcién continua S: & — £. Dados z € & e y € & tenemos
(R(z),y) = lim, (T (x),y) = lim,(z, T,,"(y)) = (x, S(y)). Con esto mostramos que R €
Bs(&). Finalmente ||R(x) — T, (x)|| = limy, |Tn(x) — T (x)|| < limsup,, ||Tm — Tnl (el

limite superior); de lo que deducimos que {7}, }, converge a R. O

De forma inmediata, sin necesidad de demostracid, deducimos el siguiente resultado.

Corolario 2.44. B.(€) es una C*-dlgebra con la composicion como producto, la involu-
cton de multiplicadores como involucion y la estructura de espacio de Banach dada por

la Proposicion anterior.

Extendiendo, por analogia, el concepto de operadores compactos podemos enunciar lo

siguiente:

Lema 2.45. Dados x € & ey € & la funcion |x){(y|: € — &, z — x(y,z), es un
operador adjuntable de orden st=1 con adjunto |y){z|. Ademds |||z)(y||| < ||lz|||ly]|-

Demostracion. Para todo z € &, se tiene que |z)(y|(2) = z(y, 2) € Eg-1, ¥ |||x)(y|(2)]] =
lz(y, 2)[| < llzllllyllllz]. Ademas, si w € & entonces (|z){yl(z),w) = (z(y,2),w) =

(z,9) (@, w) = (2, y(z, w) = (2 [y) {z[(w)).

Para terminar basta con observar que &€ — &, z — |z)(y|(2) v 2z — |y)(z|(2), son

continuas porque las operaciones de médulo son continuas. ]

Definicion 2.46. El espacio de operadores compactos generalizados de orden s de &,

Ks(€), es la clausura en B, (E) de span{|z)(y|: z € &, y € &1, T € G}.

Dejamos al lector la demostracion del primer parrafo del siguiente Lema. El segundo es

consecuencia inmediata del primero y de los resultados anteriores.

Lema 2.47. Para todo mddulo de Fell-Hilbert £ se cumple: Bs(E)* = By-1(E), Br(€) o
Bs(€) C Brs(€), Ks(€)" = Ky-1(€) y K (€) 0 Bs(E) C Kys(E). En particular Ke(E) es
un ideal (cerrado) de la C*-dlgebra B.(E).
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2.5.1.2. El fibrado de enlace

Inspirados en la construccién del dlgebra de enlace (linking algebra) de un médulo de
Hilbert construimos, a partir de cualquier médulo de Fell-Hilbert, una especie de “fi-
brado de enlace” (linking bundle). Hasta el momento esta construccién no aparece en la

literatura pero F. Abadie la desarroll6 antes que yo al menos para grupos discretos.

Fijemos un B—fibrado de Fell-Hilbert £ sobre G. Para cada t € G definamos
Lwﬁ::“gg):SGKA&,xG&,yeéq,aeB&, (2.5.1)

al cual equipamos con las operaciones de suma y producto por escalares entrada a
entrada. Llamemos L(€) al fibrado sobre G de espacios vectoriales cuya fibra sobre

t € G es L(E). En este fibrado definimos las operaciones de multiplicacién e involucién
(52) (D)= (ot sy (Se) = (5 2). (2.5.2)

Observemos que L(&),L(E)s C L(E),s y que L(E)," = L(£),-1. Ademé&s sin mayores di-
ficultades podemos mostrar que la multiplicacién es bilineal en cada fibra y la involucién
es conjugado lineal. Para dar una estructura de fibrado de Fell a L(£) nos falta definir

su C*-norma y su topologia, primero describimos la norma.
En el siguiente enunciado escribiremos los elementos de &, @ B, como columnas.

Lema 2.48. Para cada r,s € G existe una unica funcion lineal ¢rs: L(E), — B(Es @
Bs, Ers © Bys) tal que

o(58) (1) =(Guim), v (58) €L®n (D e&@B ysed.
Ademds se cumple que

wlors (52N <I(52) 1= 1S+ llzll + Iyl + llall, para todo (5 %) € L(E).

u ¢t,rs(R)¢r,s(T) = ¢tr,s(R o T) Yy ¢T’,S(T)* = ¢r*1,rs(T*)) para todo T,S,t € G7
T e L(€), y R € L(E):.

Demostracion. Dada T := (5 ﬁ) € L(€), definamos T* := (‘S: (f) € L(€),-1 y obser-
vemos que ¢,-1,(T*) es el adjunto de ¢, s(T") porque

(Drs(T) (), (2)) = (Su+zb,v) + ((y,u) + ab)*c = (u, S*v + ye) + b*((x, v) + a*c)
= <(%) 7¢s7‘,s*1(T*> (Z)>
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Por otro lado observemos que

s (58) (5D 1P = 1{Sw, Swll < ISP lull* < ISIPN (5) 117
s (§5) () 117 = Iab, 2}l < Nl®llo)* < [l 1] (5) 117
lors (98) GV U2 = 6w )12 < Nyl llull® < Nyl (3 112
r,s (§2) (5D 117 = lladl* < llall[lol1* < llal®[ (5) 11

con lo cual la desigualdad triangular y la linealidad de ¢, ;s implican la cota de las normas.

Por tltimo la igualdad ¢t ,s(R)drs(T) = ¢4 s(R o T') se deduce de que

Orrs (8) 0rs (405) (6) = 60ns (§5) (i Toe) = (it vase)

- () =0 [(3) L)) 1)
O

Teorema 2.49. Para cada B—fibrado de Fell-Hilbert £ sobre G existe un unico fibrado
de Fell L(E) sobre G de manera que:

(a) La fibra sobre t es L(E): (Ecuacion 2.5.1), para todo t € G.

(b) La suma y multiplicacion por escalares es entrada a entrada (en cada fibra) y la

multiplicacion e involucion son las de las Ecuaciones 2.5.2.
(¢) Para todot € G ya € L(E); se tiene ||a| = sup,eq || ¢r,s(a)ll-

(d) Para todo r € G, a,b,c,d € Co(€) y e € Co(B) la funcion [r,a,b,c,d, e]: G — L(E),
definida como [r,a,b,c,d,e](t) := (la(fi?i&)(r)l zgg) , €S una seccion continua.
Demostracion. Comenzaremos por verificar las propiedades algebraicas, lo que equivale
a pensar que G tiene la topologia discreta. Observemos que el Lema anterior implica que
para cada t € G {a — [|¢:,(a)| }rec es una familia acotada de seminormas, por lo tanto
su supremo es una seminorma en LL(£);. Mostraremos que ese supremo es una norma
completa viendo que es equivalente a la norma || (5 g) I := max{||T||, ||zl ||y, [|a] }-

Si M = (5 g) € L(E):, z € & y {ei}i es una unidad aproximada de B, entonces las
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desigualdades

T2 = (T2, T)| < IKT2,T2) + (yz, 92 = ger (55) G < 1M1=
> = |G 2) | = lm les(ar, @)ei]] < lm||(wes, wes) + (aes)* (aes)|
<limfre (52) ()17 < M)

Iyl = 11w v, )1l < KTy, Ty + @ w) )| = g (T8) (B 12 < [IMIP[l1:

lal* = ll(aa)(aa")| < ll(wa*, wa") + (aa”)aa )] = geemr (T2) (2) 1P
< [IM|[|al.
implican que ||M]||,, < ||M]|. Del Lema anterior deducimos que || - |, < || - || < 4| - ||m,
con lo cual || - || es una norma completa porque || - ||, lo es.

Con lo que acabamos de mostrar y el Lema anterior podemos mostrar la asociatividad

del producto de la siguiente manera: tomemos a € L(E),, b € L(E)s y ¢ € L(€);. Luego

la(be) — (ab)c|| = sup [¢rstu(a(be)) — drstul(ab)e)|l
= sup H(;St,stu(a) © ¢st,u(b0) - ¢Ts,tu (ab) © ¢t,u (C) H
ueG
= ilelg “¢t,stu(a> © (¢s,tu(b) © ¢t,u(c>) - (‘br,stu(a) © ¢s,tu(b)) © ¢t7u(c)“

=0;

lo cual implica a(bc) = (ab)c.

Con respecto a la compatibilidad del producto con la norma, si a y b son como arriba:

lab]| = sup [|prs,u(ad)|| = sup [[¢rsu(a) o ¢su(®)| < all[l0] ¥
ueG ueG

la*all = sup [|¢e.u(aa)[| = sup [|¢,-1 pu(a*) © dru(a)l] = sup [¢r.u(@)* o drula)|| = [lal*.
ueG ueG ueG

Otro punto delicado es mostrar que a*a > 0 para todo a € L(£). La x—representacién
de L(€) @seqde,s es inyectiva porque ella define la norma de L(E)¢; por lo que a*a >
0 sii ¢es(a*a) > 0 para todo s € G. Sia € L(E), y s € G entonces ¢, s(a*a) =
Orrs(a)*ors(a) >0, lo cual implica que a*a > 0.

El resto de las verificaciones algebraicas (bilinealidad, compatibilidad del producto e

involucién, etc) se muestran con operaciones andlogas.

Ahora nos ocuparemos de la topologia de LL(E). Sea I' el espacio generado por

Lo :={[r,a,b,c,d,e]: r € G,a,b,c,d € Cc(E),e € C.(B)}
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en las secciones de L(£). Para dar una estructura de fibrado de Banach utilizaremos
[FD88, II 13.18], que nos dice que basta con mostrar que (i) para todo ¢t € G el conjunto
{u(t): w € T'} es denso en L(&); y (ii) para toda u € I" la funcién G — R, t — [Ju(t)]], es
continua. La propiedad (i) se verifica inmediatamente recordando la definiciéon de L(E);
(v de Ki(&)) y que & = {u(t): u € C.(E)} (para todo t € G).

Observemos que una vez verificada (ii) el resultado citado implica la unicidad de la
topologia de L(£). El resto de la estructura de fibrado de Fell estd completamente deter-
minada por las condiciones del enunciado, por lo que tan sélo con verificar (ii) habremos

mostrado la unicidad de la estructura de fibrado de Fell.

Veamos que si u € T' entonces ¢ — |lu(t)| es continua. Basta con mostrar que ¢t —
lu(t)]|? = [Ju(t)*u(t)|| es continua, lo que es implicado por la continuidad de la funcién
G — L(E)e, t — u(t)*u(t). Bastard con mostrar que t — u(t)*v(t) es continua, para

toda u,v € I'g. Si u = [r,a,b,c,d,e] y v=1s, f,g,h,i,j] entonces u*(t)v(t) es

[b(r){altr), f(ts)) ()l + dENEED] br)atr), h(t)) +d(E1)i()
9(s){f(ts), () {e(t), h(t)) +e(t)*5(t)

Debemos mostrar que cada una de las entradas de u(-)*v(-) son continuas, lo que es
claro para todas excepto para la esquina superior izquierda. Observando la matriz de
arriba deducimos que basta con mostrar que |a)(b|: G — K(E), t — |a(t))(b(t)], es
continua (para cualquier a,b € C.(£)). Esto ultimo se deduce del siguiente enunciado,

que también utilizaremos mas adelante.

Lema 2.50. Supongamos que tenemos redes convergentes de € (indexadas en el mismo
conjunto) a; — a y b; — b de manera que, para todo i, a; y b; estan en la misma fibra.

Entonces {|a;)(bi|}i converge a |a)(b| en K(E).
Dado = € £ con ||z|| < 1, para todo i se cumple que

llaz) {bsla — |a) (bl||® < [, bi) ({as, ai) {bis &) — (@i, a) (b, 2))]|+
+ (=, b)({a, a) (b, z) — (a, a;)(bi, z)|
< [|balll[{bifai, ai) — bla, a;), z) ||+
+ [[oll[I{b{a, a) — bi{ai, a), z)||
< [[6a[[[[bi{ai, ai) — bla, ai} || + [[o]|1b(a, a) — bi{as, a}[| =: Ai.

Como lim; vA; = 0y 0 < |[|a;){b;] — |a){b]|] < /A, tenemos lim; |||a;){(b;| — |a){b]|| = 0.
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En este punto hemos dado a L(€) estructura de fibrado de Banach con un producto y
una involucién que satisfacen las propiedades algebraicas de un fibrado de Fell. Es decir

que sb6lo nos resta mostrar la continuidad del producto y la involucion.

Para mostrar que el producto de L(€) es continuo utilizaremos [FD88, VIII 2.4], que
establece que basta con mostrar que, dadas u,v € T, la funcién G x G — L(&), (s,t) —
u(s)v(t), es continua. Tomemos una red {(s;,t;) }; C Gx G convergente a (sg,tg) € GxG.
Basta con mostrar que u(s;)v(t;) — u(so)v(to). De acuerdo a lo observado en [FD88, II
13.18] basta con mostrar que para toda w € I" se cumple que ||u(s;)v(t;) — w(sit;)|| —

l|lu(so)v(to) — w(soto)||. En nuestro caso nos bastara con mostrar que, definiendo

i = (u(si)v(ti) — w(sits))" (u(si)v(ts) — w(siti))

0 == (u(s0)v(to) — w(soto))*(u(so)v(to) — w(soto));

[1]

(11

se cumple que Z; — =g en L(E). La diferencia =; — = es una suma de elementos de la

forma

|a(si t))(b(si, ti)|  c(sisti) | [ la(so,t0)){b(s0,t0)| c(s0,t0)
d(si, ti) f(sisti) d(so, to) f(s0.t0) |

para ciertas funciones continuas a,b: G X G — &;¢,d: G xG = & v f: G X G = B,
con a(s,t) y b(s,t) en la misma fibra de &, para todo (s,t) € G x G. Luego el Lema 2.50
junto con el hecho de que la C*-norma de L(€). es equivalente a || - ||, implican que
=Z; — =¢. Para terminar mostramos que la involucién es continua, para lo cual apelamos
a [FD88, VIII 3.2], que establece que basta con mostrar que para toda u € I' la funcién

t — u(t)* es continua. Claramente basta con suponer que u € I'y.

Razonando como en el caso del producto deducimos que basta con mostrar que, dados
una red {t;}; C G convergente a t € Gy u,v € Iy, la red {(u(t;)* — v(t; 1)) *(u(t;)* —
v(t; ™) }i converge a (u(t)* —v(t 1)) *(u(t)* —v(t!)) en L(£).. De nuevo podemos imitar

1o hecho antes para deducir que la diferencia
(uti)* — o(t: )" (ut:)* — v(t: ™) = (u(t)” — vt~ (u(t)* — v(t™)
es una suma de términos de la forma
( la(t)(b(t:)|  clti) ) B ( la(®)(b(t)]  c(t) )
dt)  f(t) dt)  ft)

para ciertas funciones continuas a,b: G — &; ¢,d: G = E. y f: G — B con a(s) y b(s)

en la misma fibra (para todo s € G). Aqui también usamos el Lema 2.50 y el hecho
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de que la C*-norma de L(&). es equivalente a || - ||, pero esta vez para deducir que

t — u(t)* es continua. O

Corolario 2.51. Para cada B—fibrado de Fell-Hilbert € existe un dnico fibrado de Fell
K(&) de forma que:

(a) K(&)s = Ks(E), para todo s € G.

(b) La multiplicacion en K(E) es la composicion, la involucion corresponde a tomar
adjuntos, la suma y multiplicacion por escalares (en cada fibra) es punto a punto y

la norma es la norma de operadores adjuntables de E.

(¢) Para cada f,g € Co(E) yr € G la funcion [r, f,g]: G — K(E), t — | f(tr))(g(r)], es

una seccion continua.

Demostracion. Las condiciones (a) y (b) determinan la estructura algebraica de manera
unica. Por otro lado, si I' := span{[r, f,g]: v € G, f,g € C.(€)}, entonces para cada
t € G tenemos que {u(t): u € I'} es denso en K(€),. Luego la unicidad de la topologia
estd dada por [FD8S, II 13.18].

Para mostrar la existencia consideramos la funcién p: K(&) — L(E), p(T) = (%9).

Observemos que la imagen de p es un subfibrado de Fell de L(£) y que p preserva las
operaciones algebraicas y es una isometria en cada fibra. Ademds {powu: u € I'} es una
familia de secciones continuas de L(€). Luego la topologia a considerar en K(&) es la
Unica con la cual p es un homeomorfismo sobre su imagen. Es evidente entonces que

K(€) es un fibrado de Fell con esta estructura. O

Corolario 2.52. Todo B—fibrado de Fell-Hilbert £ es un K(E€) — B—fibrado de Fell-
Hilbert pleno a izquierda con la accion a izquierda Tx = T(x) y el producto interno a

izquierda (x,y); = |x)(y|.

Demostracion. Dado que la C*-norma de L(€) es equivalente a || - ||, podemos pensar
(de acuerdo a [FD88, II 13.16-17]) &, B,K(€) C L(E) identificando

E€={(§5): 28}, B=A(§a):aeB}, KE) ={(72): T K&}

De esta manera las acciones a izquierda y derecha y los productos internos se convierten
en las restricciones de la estructura natural de IL(£) como L(€) — L(€)—fibrado de Fell-
Hilbert, de lo que deducimos la tesis. O

Tal como en los médulos de Hilbert existe, a menos de isomorfismos, una inica manera

de hacer de un fibrado a derecha (pleno) un fibrado “bilateral”.
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Corolario 2.53. Si & es un A— B—fibrado de Fell-Hilbert pleno entonces A es isomorfo
como fibrado de Fell a K(&).

Demostracion. Sea F el K(£) — B—fibrado de Fell-Hilbert construido a partir de €&,
considerado este dltimo tan s6lo como un B—fibrado de Fell-Hilbert pleno a derecha.
Llamemos ¢ a la identidad de £ en & pero pensada como funcién de £ en F. Es inmediato

que ¢ satisface las condiciones (a)-(c) del Corolario 2.39, el cual implica que A es isomorfo
a K(&). O

Corolario 2.54. 57 £ es un B—fibrado de Fell-Hilbert pleno sobre G entonces existe un
unico fibrado de Fell-Hilbert sobre G, F := & ® B, tal que

(a) Para cada t € G, Fy = & @ B, como espacios vectoriales topoldgicos.

(b) Para cada x @ z,y ®b € F y c € B se cumple (x @ a,y & b) = (z,y) + a*b y

(r®a)c=zcd ac.

(¢) Para toda f € C.(€) ya € C.(B) la funcion [f,a]: G — E& B, t — f(t) ®a(t), es

una seccion continua.
Ademas K(E & B) es isomorfo a L(E).

Demostracion. La unicidad se demuestra como lo hicimos en casos anteriores. Para
mostrar la existencia basta considerar la funcién p: F — L(E), p(z ® a) = (§%),
observar que su imagen es un subfibrado de Banach de L(£) y trasladar toda la estructura

de p(F) a F utilizando p. De hecho podriamos definir £ @& A como p(F).

Pensando B como sub-fibrado de Fell de L(£) definamos en p(F) la estructura de L(€) —
B—fibrado de Fell-Hilbert como M - u := Mu, u-a := ua, {(u,v); = uv* y (u,v), = u*v.
La definicién de L(£) implica que p(F) es pleno a derecha e izquierda. Como, ademds,
p(u(v,w)) = p(u)p(v)*p(w) el Corolario 2.53 nos dice que K(€ @& B) es isomorfo a L(E)
(mediante p'). O

Corolario 2.55. Si~ es una accion parcial en modulos de Hilbert de G en X4 entonces

BL(7) es un fibrado de Fell isomorfo a L(E7).

Demostracion. Como siempre llamaremos avay”. Sea F := {(2)&;: x € Xp,a € Ay, t €
G} C BL(7y). Observemos que F es un subfibrado de Banach de BL(7) y que es un
BL(vy) — Ba—fibrado de Fell-Hilbert pleno con las operaciones T' - u := Tu, ua := ua,

(u,v); = uv* y (u,v), := u*v.
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De acuerdo con el Corolario anterior basta mostrar que la funcién
v: 5"}/ ® Ba — BL(’)/), I/(l’é,j D a(5t) = (8 g)ét

cumple con las condiciones (a)-(c) del enunciado del Corolario 2.39. La condicién (a)
es evidente. En cuanto a la (b) lo tnico no inmediato es que v es continua; lo que se
deduce de [FD88, II 13.16] y del hecho de que para cada f € CJ(G,X) y a € CY(G, A)

la funcién ¢t — v(f(t)d: ® a(t)d:) es una secciéon continua de F.

Para verificar la condicién (c) observemos que si 20, @ ad,, yds ® bds, 20, ® cdy € Ev D Ba

entonces

v (zd, ® ady(yds & bds, 20; ® ¢bt)) = v (2, ® ady)((yds, 20;) + bdicdy))

= ( 0 [’Yr*l(x)asfl“y? Z) + b*C)] ) Opg—1¢-
0 o [ar_l(a)as_1(<y, Z> + b*c)] rs

Por otro lado, calculando primero el producto de los dos ultimos términos:

v (S v () v (52) = (82 8L ((32) (8 ) -
L(’Y ((gl:ll(a))>(0a,1 (y,2) +b*)>)5s—1t
)

_(o P [ (@) (o >+wm>5_w
0 o [ap-1(@)ag1({y,2) +0%c)] ) "

Esto termina de mostrar que v satisface las condicién (c) del teorema anterior, por lo

que ! es un isomorfismo entre L(E(7y)) y BL(y). O

2.5.2. C*-algebras seccionales

La idea ahora es construir, a partir de un A — B—fibrado de Fell-Hilbert pleno £, un
C*(A) — C*(B)—bimbdulo de equivalencia de Morita. Este bimédulo inducird el nicleo

de la representacion regular de C*(B) en el nicleo de la representacién regular de C*(.A).

El lector familiarizado con el trabajo de Abadie y de Marti [Aba03, AMP09] podra
imaginarse c6mo hacer lo anterior una vez que contamos con el fibrado de enlace L(E).
La idea es: reemplazar A por K(&) (esto es un cambio menor ya que A es isomorfo a K(&)
y por lo tanto son r—isomorfos) y construir C*(€) como la completacion en C*(L(E)) de

C.(€) (pensando € como subfibrado de L(€)). Si todo funciona correctamente entonces

CH(L(€)) = L(C™(€)), K(C*(£)) = C*(K(E)) y C*(€ ® B) = C*(€) ® C*(B).
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Lo primero es lidiar con las C*-normas universales. Siempre que £ sea un B—mdédulo de

Hilbert pensaremos £, K(€) y B dentro de L(£) como

E={({§): 2l B=A(§2):acByK(E&) ={(§8): T € UrecKs(E)}.

En caso que & sea un A — B—fibrado de Fell-Hilbert sabemos (Corolario 2.53) que A es
isomorfo como fibrado de Fell a K(E), por lo que pensamos A = K(&) C L(E).

Proposicién 2.56. Si £ es un A — B—fibrado de Fell-Hilbert pleno entonces C*(A) y
C*(B) isomorfas a las las clausuras de C.(A) y Ce(B) en C*(IL(E)), respectivamente.

Demostracion. Basta con notar que A y B son subfibrados hereditarios de L(€) (obser-

vando las filas y columnas nulas de las matrices) y usar el Teorema 2.8. O

Agradecemos a F. Abadie por haber resumido considerablemente los contenidos de esta
seccién con los dos enunciados siguientes. En versiones anteriores de la tesis la prueba

del Teorema 2.58 ocupaba un lugar considerable.

Proposicién 2.57. Sean B una C*-dlgebra, R un ideal (cerrado) derecho de B tal que
span R*R = B y definamos A := span RR*. Si m: B — B(H) es una representacion
y pensamos a R como un A — B—bimddulo de equivalencia, entonces el nicleo de la

representacion inducida por m a través de R es A Nker(mw).

Demostracion. Para pensar a los espacios de Hilbert como médulos de Hilbert traba-
jaremos con productos internos lineales en la segunda variable. Sean K := R ®,; H
y ma: A — B(K) la representacién inducida de 7. Dado a € A se tiene m4(a) = 0 &
Vb,c€ Rh,k € H: {(ab®h,c®k) =0<=Vb,ce€ R:7(c*ab) =0« m(R*aR) = 0. Puesto
que A tiene unidades aproximadas y A C R se tiene 7(R*aR) =0 < w(a) = 0. O

Teorema 2.58. Sea L(E) el fibrado de enlace del A—B—fibrado de Fell-Hilbert pleno &,
y representemos por || ||e cualquiera de las C*-normas universal y reducidas de L*(IL(E)).
Si F es un subfibrado de Banach de L(E), indicamos por Ci(F) la clausura de L'(F)
en Cy(L(E)). Entonces se tiene: C3(E) es un Cy(A) —Cy(B)—bimddulo de equivalencia,
que induce N 4 en Npg.

Demostracién. Primero trabajaremos con la C*-norma universal, por lo que omitimos
el subindice o en la notaciéon Cg( ). Pesemos A y B como subfibrados hereditarios de

L(€) como lo indicamos arriba. Consideremos los subfibrados de L(£) £ = (§%) v



II Fibrados de Fell 89

R := ({4 §). Utilizando que A, B y L(£) tienen unidades aproximadas y el Teorema de

Cohen-Hewitt puede mostrarse que

LEL=L LL=LE) LL=B LB=C
RL(E)=R R*R=L(E) RR*=A AR =R.

Estas igualdades junto con el Teorema 1.1 de [Aba03] (ver el Teorema 2.6 y su Corolario)
implican que C*(L£) es un C*(L(&)) — C*(B)—bimoédulo de equivalencia y que C*(R) es
un C*(A) — C*(L(&))—bimdbdulo de equivalencia.

El producto interno y la accién de estos bimédulos provienen de la estructura de C*-
dlgebra de C*(IL(£)), por lo que el producto tensorial C*(R)®c+ (L)) C* (L) es (unitaria-
mente equivalente a) X := span C.(R)C.(L). Dado que RL = &, tenemos C.(R)C.(L) C
C.(€) y por lo tanto X C C*(€). Por otro lado de [Aba03, Teorema 3.2] se obtiene
LY(R)LY(B) = LY(R), por lo que si f € L*(£) € LY(R) y {e;}; es una unidad aproxi-
mada de L'(B) C L'(£) entonces {f *e;}; C X converge en C*(IL(£)) a f. Esto implica
que LY(£) C X, por lo que X = C*(€) es un C*(A) — C*(B)—bimédulo de equivalencia.

Con respecto a la induccién del niicleo de la representacién regular tomemos una repre-
sentacién 7: C*(B) — B(H) tal que ker(m) = Np. Para mostrar que el ideal inducido
por Np a través de C*(€) es N4, basta con mostrar que N4 es el ideal inducido por
Np a través de C*(R) @c=w(g)) C*(£). Observemos que C*(L£) es un ideal izquierdo en
C*(L(E)) tal que span C*(L)*C*(L) = C*(B) y span C*(L)C*(L)* = C*(L(E)). Luego
la versién de la Proposicion 2.57 para ideales izquierdos junto con el Teorema 2.8 im-
plica que C*(£) induce Ng en Np(g). Usando nuevamente esos resultados se deduce que
C*(R) induce Ny g) en Ny. Luego C*(R) @c+ 1 (gy) C* (L) induce N en N4.

Para mostrar las afirmaciones concernientes a la norma reducida basta con repasar
los argumentos anteriores considerando esa norma. Una demostracion mas directa se
obtiene considerando la representacion regular A: C*(L(E)) — C*(L(£)). De lo mostra-
do anteriormente se deduce directamente que C}(£) = A(C*(€)) es un A(C*(A)) —

A(C*(A))—bimédulo de equivalencia, mientras que la Proposicién 2.3 nos dice que

Cr(A) = AM(C*(A)) vy que CF(B) = A(C™(B)). -

Corolario 2.59. Supongamos que £ es un B—fibrado de Fell-Hilbert pleno sobre G, por
lo que es un K(&) —B—fibrado de Fell-Hilbert pleno. Luego, como C*-dlgebras, K(C*(£))
es isomorfo a C*(K(E)) y L(C*(&)) lo es a C*(L(E)). Si E = B, considerado como fibrado
de Fell-Hilbert sobre si mismo, entonces C*(E) es la C*-dlgebra C*(B) con su estructura
natural C*(B)—mdodulo de Hilbert.
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Demostracion. De la Teoria general de bimddulos de equivalencia (ver por ejemplo
[RW98]) sabemos que si X' es un A— B—bimddulo de equivalencia entonces A es isomorfo
a K(X). El Teorema anterior nos dice que C*(€) es un C*(K(€)) — C*(B)—bimbdulo de
equivalencia, por lo que K(C*(£)) es isomorfo a C*(K(E)).

Para identificar L(C*(&)) con C*(LL(€)) utilizaremos que L(C*(€)) = K(C*(E)®C*(B)).
Dadas f € C.(€) y g € Ce(B) definamos u(f @ g) € C.(€ & B) C C.(L(E)) como
w(f @ g)(t) = f(t) @ g(t). Operando en C.(L(E)) tenemos que

(W(fog),uhok))=Ff«h+g xk=(f®ghdk);

con lo cual p: C.(€) & Co(B) — C.(€ & B) tiene una tnica extension lineal e inyectiva
que preserva el producto interno. Ademas u(C.(€) @ C.(B)) = C.(€ ® B), por lo que
la extensién de p es un unitario de C*(€) @ C*(B) en & := C.(€ @ B). Considerando a
K(€ ® B) como L(£) deducimos que XX es denso en C*(LL(E)), por lo que L(C*(£)) es
isomorfo a K(X') = C*(L(&)).

Adn resta mostrar la afirmacién referente al caso &€ = B. Con la inclusién B C L(€) la
identificacion C*(€) = C*(B) se deduce directamente del Teorema 2.8. O]

Sin necesidad de una demostracién, del teorema anterior obtenemos la siguiente conse-

cuencia.

Corolario 2.60. Si A y B son fibrados de Fell sobre G de manera que existe un
A — B—fibrado de Fell-Hilbert pleno entonces existe un C*(A) — C*(B)—bimddulo de
equivalencia de Morita que induce el nicleo de la representacion reqular de derecha a

izquierda; por lo que C}(A) es Morita equivalente a C}(B).

También de la demostracién del teorema anterior se obtiene lo siguiente, sin necesidad

de una demostracion.

Corolario 2.61. Para todo A — B—fibrado de Fell-Hilbert £ existe un bimddulo de
equivalencia de Morita que induce el nicleo de la representacion regular de derecha a

izquierda entre cualesquiera dos de las C*-dlgebras nombradas a continuacion:
C*(A), C*(K(£)), C*(IL(&)) y C™(B).

Ademds las respectivas C*-dlgebras seccionales reducidas son equivalentes Morita y B es

promediable < A es promediable < L(E) es promediable < K(E) es promediable.

Los siguientes dos resultados son parte de [Aba03, AMPO09], los incluimos aqui para

referencia futura y porque se deducen de los resultados anteriores de forma directa.
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Corolario 2.62. Para toda accion parcial en modulos de Hilbert v de G en X, existe
bimaodulo de equivalencia de Morita que induce el nicleo de la representacion reqular de

un lado a otro entre cualquiera de los productos cruzados

K(X) >4,,/l G, A )4,\{7“ G Yy }L(X) ><]]L( )G

o

Ademds los respectivos productos cruzados son equivalentes Morita y ' es promediable

< 4" es promediable < L(7) es promediable.

Para terminar este capitulo mostramos un resultado sobre representaciones de fibrados,

relacionada con fibrados de Fell-Hilbert y multiplicadores.

Teorema 2.63. Supongamos G es un grupo HLC, £ es un B—fibrado de Fell-Hilbert
sobre G y que A es un fibrado de Fell sobre G. Si a cada a € Ay (t € G) le asignamos

un operador adjuntable ®, de € de orden t de manera que:

(a) Poirp = Do + APy, para todo a,b € Ay, A€ C yteG.
(b) ©op = Py 0Py y D,° = Py+ para todo a,b € A.

(¢) La funcion Ax & = &, (a,x) — Pqz, es continua.

Entonces existe una unica x—representacion T: A — B(C*(E)) de manera que para toda
feC(E),ac A yteGTuf)t) = Baf(r ). Ademds, si T es la forma integrada
de T, entonces para toda f € C.(A), g € Ce(E) yt € G se cumple que ff(g) €Ceé)y
Ty(9)(t) = Jg ®y(ryg(r—"t) dr.

Demostracion. Para cada a € A; definamos A, pig: K(E) = K(E) como A\ (S) = Py 0 S
y la(S) = S o @,. Probemos que para a € A; el par ¥, := (Aq, tg) €s un multiplicador
de orden t del fibrado K(&), en el sentido de [FD88, VIII 2.14]. En efecto, las igualdades
Aa(ST) = Na(S)T, Spa(T) = 1a(ST) y Spa(T) = Aa(S)T son consecuencia inmediata
de la asociatividad de la composicién de funciones. Ademaés el Lema 2.47 nos dice que
A(K(E)r) C K(E)yr v que pa(K(E),) C K(E),¢ y es inmediato que tanto A, como fi,
son lineales en cada fibra. Necesitamos mostrar que A\, y p, son acotados. Para esto
observemos que ®|4,: Ae — B.(€) es un x—homomorfismo entre C*-algebras, por lo

que es contractivo. Luego, para todoa € Ay S € K(£) :
IXa(S)1? = 15" 0 @7 0 By 0 S| = [|5* 0 Bgrq 0 S|| < [|S]|a*all = |S]?]al?,
lo que implica [|[A,(5)]| < ||a||||S]]- La desigualdad ||uq(S)| < [la||||S]| se obtiene de

la(S) T = 1[(S 0 @a)*[| = [[@a= © ST = [[Aa= (S| < [la™[{1S*]| = [lall[lS1]-
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Probemos que A, es continua usando la Proposicién A.1. Usaremos el homeomorfismo
my: G — G, s+ ts, donde a € A;. Como conjunto de secciones I' C C(K(£)) tomemos
aquél formado por todas las funciones u: G — K(&) para las cuales existen r; € Gy
[i95 € Ce(€) (7 =1,...,n) tales que u(s) = >°7_; | f;(s7;))(g;(r;)|. De la demostracién
del Corolario 2.51 se deduce que para todo s € G {u(t): u € I'} es denso en K(&). Por

otro lado, con © como antes:
Aaouwomy (s) = |@alfi(t™ " 55)))(g;(r))];
j=1

con hj(s) := ®,(f(t1s)) se tiene h; € Co(E) y Agouom; (s) = i [hi(sr5)) (g5 (rj)]-
Luego A\g o uom, L€ 'y A\, es continua. Para mostrar que p, es continua basta con
observar que f,(S) =S 0 &, = (A= (5*))*. Con esto terminamos de mostrar que ¥, es

un multiplicador de K(&).

Apelando a [FD88, VIII 5.8] deducimos que para cada a € A; existe un unico mul-
tiplicador ¥/, de L*(K(€)) tal que W, (f)(s) = W, f(t"!s), para toda f € C.(K(£)) y
seq.

Probemos ahora que todo multiplicador de L(K(€)) se extiende a un multiplicador de
C*(K(€)). Tomemos una x—representacion fiel y no degenerada 7: C*(K(€)) — B(H),
por lo que la restriccion de m a LY(K(E)) es fiel y no degenerada. Luego {r(f)z: f €
LY(K(E)),z € H} es denso en H y {n(a): |lalli < 1} es una familia equicontinua.
Ademéas L'(K(£)) tiene una unidad aproximada, por lo que las Proposiciones 1.11 y
1.12 de [FD88, VIII] implican que para cada multiplicador M de L'(K(£)) existe un
unico m(M) € B(H) tal que T(M)w(a) = 7(Ma) y w(a)T(M) = n(aM). Luego a — Ma
y a — aM son acotadas con respecto a la C*norma universal de L}(K(€)) y por lo

tanto existe un tinico multiplicador M de C*(K(€)) cuya restriccién a L (K(£)) es M.

Definamos R: A — M(C*(K(£))) como R, := V.. La unicidad del multiplicador M
descrita en el parrafo anterior y las condiciones (a) y (b) de la hipétesis implican que R

es lineal en cada fibra y que para todo a,b € A se cumple que Ry, = RoRp y R} = Rg-.

Para probar que R es una x—representacion basta con mostrar que existe un conjunto
denso C C C*(K(€)) tal que, para toda v € C, a — R,(u) es continua. Tomemos
C =T, con I' como antes. Notemos que C.(G)I' C T" y que, como lo observamos antes,
{u(t): t € I'} es denso en K(€) para todo t € G. Luego (Lema A.5) I' es denso en la
topologia del limite inductivo en C.(K(&)) y por lo tanto es denso en C*(K(E)).

Mostrar la continuidad de a — R,(u) para todo u € I' es equivalente a mostrar
la continuidad para u de la forma s — |[f(st))(g(t)], con f,g € C.(§) y t € G. Si
p: A — G es la proyeccién de A entonces, con u(s) = |f(st))(g(t)|, se tiene Ry (u)(s) =
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|®of(p(a)Lst)){(g(t)]. Luego sop(Ra(u)) C p(a)sop(f)t~! y basta con mostrar que a
Ry(u) es uniformemente continua. Esto tltimo se deduce facilmente de la hip6tesis (c)

y de que para todo z € £

I(Ra(u)(s) = Re(u)(s))zll = [(@af(p(a) " st) — Pof(p(b) " st)){g(t), )|
< [|@af(p(a) " st) — @ f(p(b) " st)lg] [l

De la identificacién C*(K(E€)) = K(C*(E)) se obtiene M (C*(K(E))) = M(K(C*(£))) =
B(C*(€)). Esto nos da una tnica x—representacion T': A — B(C*(£)) tal que T,(f*g)
R.(f)*g, paratodo f € C.(K(E))y g € Cc(€) (donde x es la multiplicacién de C(L(E))).

Tomemos f € C.(K(E)) y g € Ce(E). Luego Ry(f) € C.(K(E)), por lo que T,(f % g) =
Ru(f)g € C(K(E))Ce(E) C C.(€). Ademas, para a € Ay,

Tu(f +9)(s) = Bulf) v g(s) = [ Ru(£))gr"s)dt
= [ gt ) dr = [ @u(s g dr (253
G G
=0, ([ 79 dr) = @£ g(t7 1))

Supongamos ahora que { f; }icr C Cc(L(£)) es una unidad aproximada de C*(IL(£)) como
la construida en [FD88, VIII 5.11]. Lo que es més, observando la construccién de Fell
y Doran facilmente podemos asegurarnos de que f;(t) € L(€) sea una matriz diagonal
para todo t € G e i € I. Luego cada f; es una suma de un elemento f;1 € C.(K(E))
y un elemento f;2 € C.(B). Esta construccién nos asegura que f; x g = fi1 %9y,
que {fi1 * glicr C C.(€) converge en la topologia del limite inductivo de C.(L(€)) a
g. Repasando los argumentos de [FD88, VIII 5.11] observamos que la convergencia es
también en la topologia del limite inductivo de C.(€). De lo anterior se desprende que
{T,(fiq1 * g)}i converge a To(g) en C*(E). Por otro lado la funciéon F': C.(€) — C.(€)
dada por F,(u)(s) = ®,(f(t~!s)), es continua en la topologia del limite inductivo porque
para cada compacto K C G se tiene F,(Ck(€)) C Cix(€) y la restriccion de F, a
Ck(€) es un operador acotado por ||al|. Luego {F,(fi1 * g)}i converge a F,(g) en la
topologia del limite inductivo de C.(€), por lo tanto también en la topologia del limite

inductivo de C.(L(£)) y en C*(€). Las igualdades de la Ecuacién 2.5.3 implican que
Fa(fix* g) = Ta(fin * g), por lo que To(g) = Fa(g) € Ce(£).

Probemos ahora la afirmacién referente a Tf(g), para f € Ce(A) y g € Ce(E). Definamos
u: Gx A — € como u(a,t) = ®,f(p(a)~'t) = T(f). Que u es continua se deduce de (c).
Ademds u tiene soporte A—localmente controlado (Seccién A.4) porque dado ag € A,

si U es un entorno compacto de p(ag), entonces V' := Uy Ay es un entorno de ag de
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manera que si (a,t) € V x (G — Usop(f)) entonces u(a,t) = 0. El Lema A.6 implica
que A — C.(E), a — T,(f), es continua en la topologia del limite inductivo, por lo
que v: G — Ce(€), v(t) = Tu(g), es continua en la topologia del limite inductivo.
Ademés sop(v) C sop(f) y sop(v(t)) C sop(f)sop(g) =: K, por lo que podemos pensar a
v € Cu(G,Ck(E)).Sit: Cg(E) = C*(€) es lainclusién candnica entonces ¢( [ v(r) dr) =
Jet(o(r))dr = ff(g), lo que implica ff(g) € C(€). Por otra parte, si ev;: Cg(€) —
& es la evaluacion en t € G entonces ff(g)(t) = evi(Jgu(r)dr) = [qv(r)(t)dr =
Jo @ pmyg(r=1t) dr. O

Ejemplo 2.5. Supongamos que £ es un B—fibrado de Fell-Hilbert y para cada a € K(&)
definamos ®,: £ — £ como P,(z) = azx. En esta situacién las hipdtesis del Teorema
anterior se satisfacen® y la forma integrada T: C*(K(E)) — B(C*(€)) es exactamente la
inclusién canoénica de C*(K(E)) = K(C*(€)) en B(C*(E)).

El caso concreto que nos interesa es el que describimos a continuacién.

Supongamos que 3 es una C*-accién parcial de G en B, v una accién parcial en mo-

dulos de Hilbert de G en X4 y que ¢: B — B(X) es un homomorfismo fuertemente no

degenerado y equivariante. Como siempre a = 4.

Teorema 2.64. Para cada bés € Bf la funcion Ops,: Ey — E7v definida por Ops, (x6) :=
Ys(d(Bs-1(b))x)dst, €s un operador adjuntable de orden s. Ademds © cumple las condi-
ciones (a)-(c) del Teorema 2.63.

Demostracion. Observemos que O, estd definido porque si xd; € £ entonces
gzb(ﬁsfl(b))x S QZ)(Bs—l)Xt = ¢(Bs—1)XAt = XsflAt =X,—1 N A,

Eso implica que ’Vs(gb(ﬁs—l(b))x) € Xs N Xy y que 'Ys(gs(ﬁs—l(b))x)&st € Est-

La continuidad de ®ps5, se deduce de la continuidad de 7y, de forma que ®p5: tam-
bién es continua. Mostrar que (®ps, 26, yds) = (26, Pos:ydy) equivale a mostrar que
(75 (A(Bs—1(b))x)bsr, ydr) = (x0y, Y51 (P(Bs(Bs—1(b*)))y)0st). Esa igualdad es equivalente
8 @ty (95 (B(Bmt (6))2), 1)) = At (2,741 ($(6)y))) - Llamernos z al primer miem-

bro y w al segundo, de la igualdad anterior. Por un lado
Z € Qp-14-1 (<X5 N X, Xt>) CA 1A -1 1A -14-14

y por otro w € a,—1({X, Xg-1 N Xy-1;) C A,—1A4,-14,-1A,-1,-1,. Luego para mostrar que

z = w basta con probar que zb = wb para todo b € A,—1A,-1,-1A4,-15-14.

®Por la propia definicién de las operaciones de K(E).
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Para todo b€ A,-1A,-1,-1A,-1,-1; se cumple que

2b = a1 ((1s(D(Bs-1(0))2), y)) b = p-15-1 (V5 (P(Bs-1(0))2), yausr (b))
= ap-1-10 (((B5-1(0))2, Y51 (yasr (b)) = -1 ({2, @(Bs-1 (0%) )51 (yasr (b))
= a1 ({2, 751 (P(07)yasr (b)) = a1 ((,75-1(9(07)y)) vr (b))
= a1 ({2,751 (8(07)y)) ar (b)) = a1 ({2, 75-1(0(07)y))) b = wb.

Lo anterior prueba que ®;5 = ®ps:. Ademads la linealidad de ® en cada fibra se demuestra
usando la linealidad de v y de ¢. Para mostrar que ® es multiplicativo tomemos ad,, bds €

Bp3. Para todo xd; € £ tenemos que

Das, © Pps, (6t) = Pas, (Vs (9(Bs-1(D))2) 65t) = Vi (B(Br-1(a))vs (#(Bs-1(b))x)) brst

y también que

Pas, 00, (T0t) = P51 (a))srs (20t) = Vrs (B(Bs=1,-1(Br(Br-1(a)b)))z) Orst
= Vrs (¢(Bs—1 (ﬁr—l (a)b))x) 5rst-

Las igualdades de arriba nos dice que, para demostrar que ® es multiplicativa, basta con

probar que z := 5, (8,1 (a))7s ($(By-1 (9)2)) € w = Yrs (B(By- (B (a)0))2)

Por un lado z € 7 (X,-1 N Xs N Xgt) = X N Xps N Xt = X(ArArsArst) vy por otro
w € Yps (Xg-1 N Xy—1,-1 NA) = X (A, ArsArst). Entonces la igualad z = w quedard
demostrada una vez que probemos que zc = we, para todo ¢ € A, A,sA,s. Para c en esa

situacién se cumple que

Vs (9(Bs-1(b))x)) ¢ = 1 (D(Br-1(a))ys (@(Bs-1 (b)) -1 (c))

Vs (@(Bs-1(b))xas-1,-1(c))) = (#(Br-1(a))p(b)7s (xas-1,-1(c)))
Br-1(a)b)ys (zag-1,-1(c))) = 7 (75 ((Bs=1(Br-1 (a)b))xas-1,-1(c)))

= Yrs (0(Bs=1 (Br-1(a)b))wes-1,-1(¢)) = Yrs (P(Bs-1 (Br-1(a)b))2) ¢ = we.

Que cada 5, es acotado se deduce facilmente de

1®os, 2t = [[7s(¢(Bs-1 (b)) 2)dstll = [|@(Bs-1 (0))|| < [[bl[l| ]| = [b6ds |l

Finalmente, la continuidad de Bf x £y — &7, (a,x) — Pyz, se deduce directamente de

la continuidad de v y . O
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Corolario 2.65. Con las hipdtesis del Teorema anterior existe una x—representacion
T: BB — B(C*(Ey)) de manera que para todo f € C.(BB) y g € C.(E) se cumple que
Ty(9) € Ce(€7) y Ty(9)(t) = Ji O p(y9(s™'1) ds.

Demostracion. Se deduce directamente de los resultados anteriores. O



Capitulo 3

Globalizacion de acciones

parciales

Los resultados principales de este capitulo son dos teoremas que dan condiciones necesa-
rias y suficientes para la existencia de globalizaciones de acciones parciales en C*-dlgebras

y en médulos de Hilbert.

Comenzaremos por ocuparnos de la situacion en C*-dlgebras y pasaremos a los médulos

de Hilbert por intermedio de la linking algebra.

3.1. C*-algebras

Veamos una condicién necesaria para poder globalizar una accién parcial en C*-algebras.
Asumamos que « es una accién parcial en C*-algebras de G en A y que (3,¢,C, B) es

una globalizacién de a.

Tomemos (t,a,b) € G x A x A. Observemos que S;(c(a))u(b) € p(B) N B = By = 1(Ay).
Definamos ug(a, b) := t~(B:(¢(a))¢(b)). Para determinar u;(a, b) basta con determinar los
productos ug(a,b)c, con ¢ € A; arbitrario porque u(a,b) € 1~(3;(B)B) = A;. Usando
que ¢: @ — f|p es un isomorfismo obtenemos las igualdades ¢(u:(a, b)c) = Bi(t(a))i(be) =

Be(t(ac-1(bc))) = t(ag(acy-1(ch))), por lo que u(a,b)c = ay(acy—1(ch)).

Antes de mostrar que la anterior es una condicion suficiente mostramos un Lema que
caracteriza la norma del algebra envolvente. Enunciamos ese resultado en términos de
médulos para utilizarlo més adelante. La idea de la prueba fue tomada de [Aba03,

Teorema 2.1].

97
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Lema 3.1. Supongamos que v es una accion parcial en modulos de Hilbert de G en X 4.

Luego para cada ideal I de A y cada x € [YXI] se cumple que

]| = sup{[lz7t (a)[|: a € TAp-1, flal| <1, t € G}

Demostracion. Comenzaremos mostrando el resultado para el caso en que X es una C*-
algebra con su estructura natural de médulo (sobre si misma). Suponemos entonces que
X =Ay~y=17". Sea B la C*-dlgebra formada por las funciones acotadas f: G — A
tales que f(t) € v(A;-11), para todo t € G. Las operaciones en B son punto a punto y

la norma es la del supremo.

Para cada a € [yI] definamos m(a): B — B de manera que (7(a)f)(t) = af(t). Puede
mostrarse con facilidad que m(a) es un multiplicador de B con adjunto m(a*). También
puede mostrarse facilmente que 7: [al] — M(B), a + m(a), es un *—homomorfismo.

El punto clave es mostrar que 7 es inyectivo.

Si m(a) = 0 entonces ab = 0 para todo b € v(A;-11) y todo t € G. Luego alal] = 0, lo

que implica que a = 0. Por lo tanto 7 es una isometria y

lall = [lm (@)l = sup{llav: (D)[|: b € Aps 1, |} <1, t € G}

Esto prueba la tesis en el caso en que X es una C*-algebra. Volvamos al caso general.

Si x € [yXI] = X[y"I] entonces (z|z)'/? € [y"I] y

2]l = I[(zl2) /2] = sup{[(z|z) e (b)l|: b € AL, [lb] <1, t € G}
= sup{lu (") lz) (D) /2: b € AT, B <1, t€ G}
= sup{||zay(b)]|: b € A1 1, ||b|| <1, t € G}.

O]

El siguiente Teorema es una versiéon para C*-algebras del Teorema 3.1 de [DDRS07].
La idea es utilizar que toda C*-4lgebra A es s—unital en un sentido aproximado: dados
a€ Aye>0existe b € A tal que ||a — ba|| < e (ver los comentarios previos al Lema
2.4 en [DDRS07]).

Teorema 3.2. Sea o una accién parcial en C*-dlgebras de G en A. Luego las siguientes

afirmaciones son equivalentes:

(a) « tiene una globalizacion.
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(b) Para cada (t,a,b) € G x A x A existe (un tunico) elemento ui(a,b) € A; tal que
ug(a,b)e = ag(acy-1(be)) para todo ¢ € Ay.

Demostracion. El directo se deduce de la discusion previa al enunciado, por lo que
basta con mostrar el reciproco. Sean A% el conjunto de las funciones de G en A y
X = {f € AY: sup,e¢; || f(t)|| < o<}, equipado con las operaciones punto a punto y
la norma del supremo. Pensaremos a X como una C*-dlgebra y un médulo de Hilbert

sobre si mismo.

Definamos \: G — Aut(X) de manera que \;(b)(s) = b(t~'s). A partir de A definimos
B: G — Aut(B(X)) como B¢(T) = N1 0T o A\s. Observemos que f3; estd definida porque
para todo f,g € X

(Be(T) ()9 = M(TA=1(£))" Ae=1(9)) = M1 (/)T © A=1(9)) = FB(T)(9)-

Ahora construiremos un s—homomorfismo ¢: A — B(X). Afirmamos que para cada
a € A existe un tnico operador ¢(a) € B(X) tal que ¢(a)f(r) = u,-1(a, f(r)). El adjunto
de t(a) deberia ser ¢(a*), por lo que para mostrar que t(a) estd definido basta con
mostrar que wu,—1(a, f(r))*g(r) = f*(r)u,—1(a*,g(r)) (Vv f,g € X y r € G). Observemos
que ambos miembros de la igualdad pertenecen a A,-1, por lo que si {e;}; es una unidad

aproximada de A,-1 entonces

up1(a, f(r))"g(r) = lim e;u,—i (a, f(r))"g(r) = lim a1 (aa, (f(r)ei)) g(r)e;
= lima, 1 (ar (e f*(r))a”)"g(r)e; = lim a1 (e (e f*(r))a”ar(g(r)es))
= lime; f*(r)an-1(a”ar(g(r)e:)) = limei f* (r)u,—1(a”, g(r))e;

= [T (r)up-1(a®, g(r))-

La unicidad de los elementos u¢(a, b) (dada por la existencia de unidades aproximadas)
implica que cada u; es lineal en ambas variables, lo que a su vez implica que ¢ es lineal

y que cada ¢(a) es lineal (cosa que ya sabemos pues ¢(a) es adjuntable).

La condicién de que ¢ sea multiplicativo es equivalente a que u,(a, u,(b,c)) = wu,(ab,c)

Va,b,c € A, r € G. Para mostrar esa igualdad observemos sus dos miembros pertenecen
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a A,. Luego, si {e;}; es una unidad aproximada de A, :

Uy (a7 Ur(bv C)) = limu, (aa ur(ba C))ei = lim ar(aar*1 (ur(b7 C)ei))
= lim o (ac,—1 (- (bay—1(ce;)))) = lim o (aboy,—1(ce;))

= lim u,(ab, c)e; = u,(ab, c).

Probemos ahora que ¢t: @ — (3 es un morfismo de acciones parciales en C*-dlgebras.
Sabemos que ¢ es un *—homomorfismo y, como [ es global, tan sélo debemos mos-
trar que ¢(a¢(a)) = Bi(t(a)), para todo t € Gy a € A;—1. Esa igualdad es equivalente
a que u,.—1(at(a), f(r)) = u.—1(a, f(r)), para toda f € X y r € G. De la hipdte-
sis deducimos que u,-1(aq(a), f(r))A,—1 C ap-1(AtA,-1) C A,—1;A,—1 y también que
u—14(a, f(r) Ap=1p C o1y (Ap1 Apry) C A1 A1y Luego tanto u,—1(ag(a), f(r)) co-
mo u,—1;(a, f(r)) pertenecen a A,-1A,-1;. Si {e;}; es una unidad aproximada de ese

ideal entonces

-1 (au(a), £(r) =1 u,-s (aala), £(r))e = lm o, (u(@)an (F(r)er))
= 1w 1 (0 a0y 1, (f (1)) = 1 s (a1, (F(r)ex))

= H{n u—14(a, f(r))e; = u—14(a, f(r)).

Para continuar nuestra construccién de la globalizacién de « llamemos B a [Bi(a)] =
span {fi(t(A)): t € G}. Claramente B es una C*-dlgebra [S—invariante, por lo que
f := [|p es una accién global en C*-algebras. Para mostrar que (6,¢, B,t(A)) es una
globalizacién (minimal) de « basta con mostrar que (i) ¢(A4) es un ideal de B y (ii)
L(A) N O:(L(A)) = t(As) para todo t € G.

La definicién de B junto con la condicién (ii) implican que ¢(A)B = span {¢(A)f,(A): t €
G} C (A) y Bu(A) = (1(A)B)* C 1(A). Por lo tanto basta con mostrar (ii). Ademads
L(As) = tlog(Ap=1)) = 0:(L(Ag=1)) C ¢(¢(A)), con lo cual deducimos que ¢(A:) C t(A) N
0:(1(A)). Nos resta mostrar que si t(a) € t(A)0(c(A)) entonces a € A;. En caso que
t(a) € 1(A)b(L(A)) existe b € A de manera que para toda f € X' y r € G se tiene que

up—1(a, f(r)) = va) f(r) = 0:(u(0)) f(r) = up-1,(b, £(r)).

En particular, como {f(e): f € X} = A, uc(a,c) = ug(b,c), para todo ¢ € A. De la
hipétesis se desprende inmediatamente que ac = ue(a, ¢), por lo que aA = u (b, A) € Ay.

Tomando una unidad aproximada {e;}; de A deducimos que a = lim; us(b, ;) € Ay.
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Para terminar nos resta mostrar que 6 es continua. Como es global basta mostrar que
para cada b € B la funcién ¢t — 6;(b) es continua. Pero, como [fi(a)] es denso en B y
cada 6, es una isometria, basta mostrar que para cada a € A la funcion ¢ — 6:(c(a)) es

continua en e.

Consideremos, tan sélo en este parrafo, a G con la topologia discreta. En este caso
(0,1,B,1(A)) es una globalizacién (minimal) de a y el Lema 3.1 implica que para cada

ac A

16:(e(a)) = a)l| = sup{[|6:(a) f(r) = e(a) f(r)l|: fFe X, [fl <1reG}
= sup{|[u,-1(a, f(r)) —u—1(a, f())]: f € X, [[fI <1, reG}
= sup{|lure(a,b) — ur(a,b)||: b€ A, ||b] <1, r e G}.

Como la topologia de G es irrelevante en la igualdad anterior, la igualdad es valida en

general.

Utilizaremos la igualdad anterior para mostrar que lim;_. ||0;(¢(a)) — ¢(a)|| = 0. Fijemos
re Gybe A con |b| < 1. Sabemos que u,(a,b) — ur(a,b) € A + Ay, por lo
que si {e;}ier es una unidad aproximada de A,; + A, entonces ||u,(a,b) — u,(a,b)|| =
lim; ||(upe(a, b) — up(a,b))es|.

Fijemos ahora i € I. Puesto que ¢; € (A4 + A,)" existen [Ped79, Proposicion 1.5.9]
c€ Al y de Al tales que e; = ¢+ d, en particular ||d|, ||c|| < |les]| < 1.

Por un lado, si {u;}; e es una unidad aproximada de A; entonces
[ (ure(a, b) — ur(a,b))cl| = [uri(a, b)c — ur(a, b)c|| = [|0ri(aby-1,-1(bc)) — Or(a)be]|

= [10r¢(aby-1,-1(b¢)) = Ort(6;-1(a)0y-1,-1 (be)) |
= lim [|afy-1,-1(be) — Op—1(uj)0p—1 (a)fy-1,-1 (be)|
J

— 1t [0y 1,1 (be) — 01 ()61 (a)fy 1,1 (bC) |
J

<limsup ||a — 0;-1(uja)| = limsup ||a — oy-1(uja)l|.
J J

Por otro lado, usando lo anterior, deducimos que para toda unidad aproximada {vg }rex
de A;-1 se cumple que ||(upt(a,b) — up(a,b))d|| < limsupy ||a — az(vga)||. De esto dedu-

cimos que

lure(a, b) — up(a,b)|| < lim sup la — a;-1(uja)|| + limksup |la — cy(vga)l|.
J
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Para acotar ||6:(¢(a)) — ¢(a)|| tomemos una unidad aproximada {e;};c;, de C§(G, A)
contenida en C¢(G, A). Esto implica que, para cada t € G, {e;(t)}ier es una unidad

aproximada de A;. De los cédlculos anteriores deducimos que

0 < limsup [|0;(c(a)) — o(a)|| < limsup limsup |ja — ay—1(e;(t)a)| + |la — ay(e;(t71)a)].
t—e t—e l

Dado que la funcién G — G dada por ¢t — t~! es continua, para concluir la prueba nos
basta con mostrar que 0 = lim;_,. limsup; |la — az(e;(t71)a)||. Tomemos £ > 0. Como
'y = A, (t,b) = a4(b), es continua, existen un entorno U de e y un 6 > 0 de manera
que si (¢,b) € (U x B(a,0)) NT, entonces ||a:(b) — a|| < /2. Debido a que la familia
{Ai}teq es continua, el conjunto V := {t € G: A; N B(a,d) # 0} ! es un entorno de e.
Probemos que si t € VNU entonces limsup, |la — az(e;(t71)a)|| < e. Para cadat € VNU
se tiene que la distancia de a a A;—1 es menor a d. Luego [Ped79, Lema 1.5.4] existe
I; € L de manera que ||a —e;(t~1)a|| < d, para todo | > I;. Dado Iy > I;, para todo [ > Iy
se cumple que (¢, ¢;(t~1)a) € (U x B(a,d)) NTy y por lo tanto ||a — ay(e;(t1)a)|| < /2.
Con esto mostramos que sup;s;, [|[a — ay(e;(t™1)a)|| < e/2 (V i1 > Iy) y por lo tanto
lim sup; ||a — ay(e;(t~1)a)|| < &, para todo t € UNV. O

Observacion 3.3. La globalizacion construida en el Teorema anterior es minimal y por

lo tanto envolvente.

Para que exista una globalizacién los elementos (-, -) deben estar definidos en “sufi-

cientes” elementos de A x A, como lo establece el siguiente resultado.

Lema 3.4. Dada una accion parcial en C*-dlgebras, o de G en A, la condicion (b) del
teorema anterior es equivalente a que existan conjuntos D, E C A de manera que (i)
span D =span E = A y (ii) para todo (t,a,b) € G x D x E existe ut(a,b) € Ay tal que
ut(a,b)c = ar(aay-1(bc)), para todo ¢ € As. Ademds la funcion A x A — A, (a,b) —

ut(a, b), es lineal en ambas variables y ||ut(a, b)|| < ||al|||b||, para todo (t,a,b) € Gx Ax A.

Demostracion. La condicion (b) del Teorema anterior implica (i) y (ii) para A = D = E.
Para mostrar el reciproco fijemos a € D. Para todo t € G, b,c € E, A\ € Cy d € A,
se tiene que (ut(a,b) + Aut(a, ¢))d = ar(aa—1((b+ Ac)d)). O sea que ut(a, b) + Aug(a, c)
es el tnico elemento z € A; tal que z¢c = ag(aay—1((b + Ac)d)), para todo ¢ € As.
Luego podemos asumir que u.(-,-) estd definida para todo (t,a,b) € G x D X span E.
Con un argumento andlogo probamos que wu;(a,b) estd definida para todo (t,a,b) €

G x (span D) x (span E); y que cada u; es lineal en ambas variables.

Por otro lado, dado (t,a,b) € G x (span D) X (span E), si {e; }; es una unidad aproximada
de A; entonces ||lu(a,b)|| = lim; ||oy(ac,-1(be;))|| = lim; ||ac-1(be;)|| < ||al||b]|- Luego,

fijados t y a, la funciéon span £ — A, b — us(a,b), es lineal y acotada.
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Continuemos con (t,a) € G x span D fijo. Dado b € A tomemos una sucesién {b, }, C
span E tal que b, — b. Luego {u;(a,byn)}n C A; es de Cauchy y por lo tanto convergente
en A, llamemos x a su limite. Para todo ¢ € A; se cumple que

xe = 11'7rln ut(a, by)e = 11'7an ar(ac-1(bpe)) = ar(acy—1(be));

lo que implica que z = u(a,b). Con esto mostramos que u;(a, b) esté definida para todo
(t,a,b) € G x (span D) x A. Con un argumento anélogo mostramos que estd definida en
G x AxA.

El resto de la tesis se deduce de que lo que acabamos de mostrar implica (i) del Teorema

anterior y por lo tanto implica (a) y (b) para D = E = A. O

Corolario 3.5. Sea o una accidn parcial en C*-dlgebras de G en A. Las siguientes

afirmaciones son equivalentes:

1. « tiene una globalizacion.

2. Existen subconjuntos D, E C A tales que (i) A =3span D = span E y (ii) para todo
(t,a,b) € G x D x E existe us(a,b) € Az tal que ui(a,b)c = ar(acy—1(bc)), para
todo ¢ € Ay.

El siguiente resultado admite una demostracién directa aunque algo mas extensa que la

que exponemos aqui, en la que utilizamos lo que acabamos de mostrar.

Corolario 3.6. Dada una accion parcial HLC, o de G en X, las siguientes afirmaciones

son equivalentes:

(a) o tiene una globalizacion.
(b) El grifico de o es cerrado en G x X x X.

(¢c) Para cada t € G el grifico de op: Xy—1 — Xy, Gr(oy) == {(z,y) € X x X:z €
X1, y=o(x)}, es cerrado en X x X.

Demostracion. La equivalencia entre (a) y (b) estd dada por el Teorema 1.78. Veamos
ahora que (b) es equivalente a (c). Sabemos que (b) es equivalente a que la accién par-
cial en C*-dlgebras definida por o en Cy(X), (o), tenga una globalizacién. El Corolario
anterior (o el Teorema precedente) nos dicen que la topologia de G es irrelevante al mo-
mento de determinar si #(o) tiene una globalizacién; y por lo tanto podemos considerar
la topologia discreta. En otras palabras: en (b) es indiferente considerar la topologia
original de G o la discreta. Ademds, las condiciones (b) y (c¢) son equivalentes cuando G

es discreto, lo que nos dice que (b) es equivalente a (c) en el caso general. O
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3.2. Modbdulos de Hilbert

Tomemos una acciéon parcial en médulos de Hilbert, v de G en X4. La idea, para encon-
trar una condicién necesaria y suficiente para la existencia de una globalizacién de +, es
usar los resultados expuestos en la seccién anterior y el Corolario 1.90, que establecia

que v tiene una globalizacién si y solamente si L(7) tiene una.

Teorema 3.7. Dada una accion parcial en modulos de Hilbert, v de G en X, las si-

guientes afirmaciones son equivalentes:

(a) ~ tiene una globalizacion;
(b) L(v) tiene una globalizacion;
(c) v y " tienen una globalizacion;

(d) Para todo (t,xz,a) € GXX x Ay (s,y,z) € GxX xX existen (inicos) elementos
w(z,a) € Xy vs(y,z) € As tales que u(z,a)b = w(zoy-1(ab)) y vs(y, z)c =
(y,vs(zag-1(c))), para todo b € A; y c € As.

Demostracion. El Corolario 1.90 establece la equivalencia entre (a) y (b) y el Corolario

1.82 nos dice que (a) implica (c).

Probemos que (c) implica (d). Denotemos u}(a, b) y u}(a,b), a los elementos u(a, b) (del
Teorema 3.2) de 4! y 4", respectivamente. Fijemos (¢,,a) € G x X x A. Como X = XA

existen 7’ € X y b € A tales que z = z’'b. Para todo ¢ € A; se cumple que

y(@ag-(ac)) = w(a'bay-1(ac)) = (2’ a1 (o (bay-1(ac)))) = (' -1 (ar(boy-1 (ac))))
= ye(a' o1 (ug (b, a)e)) = ye(a' o1 (uf (b, a)))c.

Luego definimos ut(2'b, a) := v(2' ;-1 (u} (b, a))). Las igualdades de arriba implican que

la definicién no depende de la factorizacién x = z'b.

Tomemos ahora (t,y,2z) € G x X x X. Como X = K(X)X existen S,T € K(X) e
y', 2 € X tales que y = Sy’ y z = TZ. Para toda unidad aproximada {R;}; de K(X}) y
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todo ¢ € A; se cumple que
(Y 9(zae-1(e))) = (SY', (T2 a1 () = (W, (T oy-1(c)))
= lm(y', RiS™ (T2 -1 (c)))
= h’gn li]m<y’,’yt(’yi_1 (RiS*)TR;2 a1 (c)))
= lim 1f§n<y/,%le(’7§71(RiS*)TRj)’Yt(Z/Oét—l(C)»
= lim(y', 7 (T*;-1 (SR:) n(# a-1(0))
= (v u (T, 8) (2 a1(0)) = (¥ (i1 (w (T, 8))))e.
Entonces basta con definir v;(Sy’, Ty') := (/, v (v_1 (ul(T*, 5)*)2")).

El dltimo paso es mostrar que (d) implica (b), para lo que usaremos el Corolario 3.5.

[u)(v]  w
D=F:= UV, W, XY, 2 €EX p .
{( ; <w>) a }

Claramente span D = span E = L(X).

Sea

Tomemos M, My € Dy Ms € L(X) y calculemos L(vy;)(M1L(~y;-1)(M2M3)). Si

M; = , 1= 172737
T o

entonces L(v;) (M1 L(y-1)(MaMs)) es

= L(y) S1 wy %{—1(5253 + |wo)(xs|) -1 (Saws + woas)
= . o |
r1 V-1 (S5xo + w3a3)™ -1 ({22, ws) + azas)

(3.2.1)

(1]

—_—

Analizaremos por separado las cuatro entradas de =. Asumamos que S; = |u;)(v;| y
a; = (yi,zi) (i = 1,2). Ademéas S3 € K(X,), ag € Ay y wi,z1 € X;. En lo que sigue
utilizaremos [RW98, Proposicién 2.31] que establece que para todo £ € X existe &’ € X
tal que & = & (¢, ¢'). Cuando escribimos a® (T¢) queremos decir (¢/,¢') (|€/)(¢)); de
forma que & = T¢¢" = ¢'at.



IIT Globalizaciones 106

La entrada (1,1) de E, Z; 1, es ’yﬁ(Swé,l(5253+|w2)(:U3|))+%(|w1)(%_1(S§x2+x3a§)|) €
K(A}). Por un lado, para todo n € X; se cumple

Ve (S17}-1 (295 + |wa)(xs])) (1)
= 1(S17-1(5283(n) + w2(zs,m)))
= Ye(u1(v1, -1 (uz(v2, S3n) + walzs,n)))
= e (ua (v, Ye-1 (U2 vz, S3m)))) + e (wr (v, Y1 (walxs, m))))
= Ye(urvp-1(v1, uz) -1 ((v2, S3m))) + Ve(wrve-1 (vi, w2)v-1 ({23, m)))
= Y (u1vp-1(v1, uz)) (v2, S3m) + Y (Urvp-1(v1, w2)) (23, 7)
= [e(urve-1(v1,u2))){(v2|S3(n) + [y (urv-1 (v, w2))) (@3] (n).

Por otro lado

Y(w) (V-1 (S3z2 + 2303)]) () = Ye(wi (-1 (Sj22 + 2303), -1 (n)))

—_~ o~

a®(S525,m))) + v (wiv/-1 (az(xs, n)))

wy, a*?)(S3ah,n) + u(wi, az)(x3,n)

I
£

I
g
-
—
S
iy
S
8
N
~—
~
—~
8
iy
&
—
3
~—
+
g
Sy
—
S
=
&
N
~—
~
—~
8
w
—
3
~—

Los célculos anteriores nos dicen que las entradas (1,1) y (1,2) de «") (M7, My) deberfan

definirse como

W) (M, Ma)1y = |y (urvp-1 (vi, u2))) (v + [ug (wy, a™)) (@h)
uH‘(V)(Ml, M3)1 2 = y(urv-1(vi, we)) + we(wi, ag).

Ahora analizaremos la entrada (2,2) de Z. Esa entrada es

52,2 = 7{ (<$1,’yt71 (Sgwg + w2a3)> + a17:_1(<1'2, ’11)3> + a2a3)) € Ay,
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por lo tanto (para la unidad aproximada de antes):

Eo2 = v (1,71 (u2(ve, w3) + waaz)) + ar1y{-1 ((v2, w3) + (Y2, 22)as))

= lizm<~yt(xlei),uQ<v2,w3> +waaz) + vy (eja1)((w2, w3) + (y2, 22)as)
= lilm<v2(u2, ve(z1e;)) + zaye(aje;), ws)

+lm [(ye(w16:), w2) + (y27i (ar€:), 22)] a
= lm(vovy(ug, 21)7; (ei) + (=1 (227 (aes))), ws)

+1m [(wa, y(z160)" + (1 (-1 (9277 (aiei))), 22)] a3

= (vovg(uz, 1) + vt (wp-1 (22, ay)), wz)

+ [ve(wa, 21)" + (Ve (up-1(y2, a1)), 22)] as.

Las igualdades anteriores nos sugieren que las entradas de 1) (My, My) deberian ser

ul ) (My, Ma)1y = |ye(urvp-1 (v1, ug))) (v + [us(wr, a*)) (wh)|
u]l‘(V)(M17 M3)1 2 = y(urvp-1(vi, we)) + we(wi, ag)
ul ) (My, M)y := [vavi(ug, 1) + 7t (up-1 (w2, a}))]™
ul ) (My, My)a s = vi(wa, 21)* + (v (w1 (32, a})), 22).-

De acuerdo a las calculos anteriores sabemos que los coeficientes (1,1) y (2,2) de E y
U]L(’Y)(Ml,Mg)Mz coinciden. La prueba habrd terminado una vez que mostremos que

también coinciden los coeficientes (2,1) y (1,2). El tdltimo de ellos es

Z12 = 7 (S17-1(Saws + waag) + wivy—1 ((x2, w3) + azaz))
= Ye(u1(v1, ye-1 (U2 vz, w3)))) + Ye(ur (v, v-1 (w2a3)))
+ (w11 (@ (h, ws))) + e (w1v;-1 (aza3))
= Ye(urvp-1(v1, uz)y-1 ((v2, w3))) + Y (Urve-1 (v1, w2)yi-1(asz)))
+ (g1 (wr, ™)y ((2h, ws))) + ve(up-1 (wi, az)vi-1(a3))
= Ye(u1v-1 (v, u2)) (v2, w3) + Ye(urve-1 (v1, w2))as
+ e (w1 (wi, a"2)) (@5, ws) + e (up-1 (w1, az))as

_ uL('y)(Mh M) 1ws + uL('Y)(JWl7 M3)1,2a3.
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Finalmente, para calcular el coeficiente (2,1) de Z tomamos una unidad aproximada de
A1, {e;};i. Luego

B = -1 (9395 + |w3) (wal)z1 + 7,1 (S5w2 + w305 )ai]™
= Hm|(9355 + [as)(wa|)ye(z1e:) + (Sgz2 + w3a3)71 (a1e:)]”
= lim[S5(Szm(z1e:) +w2i (are:)) + x3((wz, w(z1e:)) + azy (ayed)]”
= li%n[S’;%(xlei) + w271 (aye;)]” Sz + ((ye(z1e:), wa) + v (€ia1)az)x3
= lim[va{uz, ve(z1€i)) + 2297 (a7er)]™ S + Hm({y(z1es), wa) + ¢ (eia1)az)a3
= liﬁn[vgvt(w, r1)og(e;) + ve(u-1(z2,a7))e;]™Ss
+lm((wa, ye(w1€0))” + (i (a1€:), 22)) 73
= [vave(u2, z1) + Ye(u—1 (22, a1))]™ 3
+lm((ve(wa, w1)ae(en)” + (v (y27 (ar€d), 22))3
= WOV (M, Ma)o 1S3 + (v (wa, 21)* + lm{ye(u-1 (g2, a1)au(ei)), 22))23

= uFO) (M, M3)21S3 + u“) (M, My) 273,

Hemos mostrado que L(y)s(MiL(y)—1 (MaMs)) = Z = w0 (My, M) Ms y, por cons-
truccién, ) (M, My) € LL(X;). El Corolario 3.5 implica que L(v) tiene una globaliza-

cién. O

En principio podria preguntarse si dada una accién parcial en médulos de Hilbert, v, es
verdad que 7 tiene una globalizacién siempre que 4" (o 4!) la tiene. Eso es falso y hay

muchos ejemplos de este tipo.

Ejemplo 3.1. Tomemos una C*-accién parcial, a, que no admita una globalizaciéon. Como
ejemplo concreto podemos pensar en G = Zz, A = Co([0,1]), ap = ida y an =1id 1/9) -
Tomemos ahora una Morita envolvente! de o, (3, ¢, B, I). Por definicién existe una accién
parcial en Médulos de Hilbert, v, de forma que ' = B|; y ¥ = a. Luego 4! tiene una

globalizacién pero 4" no la tiene.

El siguiente resultado es equivalente a la Proposicion 6.3 de [Aba03], en la cual se muestra
la unicidad (a menos de equivalencia de Morita) de la accién Morita envolvente de una

accion parcial. Ofrecemos aqui una prueba en términos de los resultados anteriores.

Corolario 3.8. Supongamos que (0,t, A, I) es una Morita envolvente de « y (n, K, B, J)

una de B y que o es Morita equivalente a 8. Luego 6 es Morita equivalente a n.

'Ver la Definicién 2.12 y los comentarios anteriores a la misma.
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Demostracion. Sabemos que 0|7 es Morita equivalente a a, « loes a 8y 5 a n|;. Como
la equivalencia de Morita es transitiva [Aba03] 0|1 es Morita equivalente a 7| ;; digamos

a través de una accién parcial en médulos de Hilbert +.

Como 7' = 6|7 y 4" = n|; tienen globalizaciones, v tiene una globalizacién minimal
(6,7, Z,Y). Luego (8!, 7!, K(Z), K())) es una globalizacién minimal de 7' y por lo tanto
6! es isomorfa a 6. Anidlogamente se deduce que 6" es isomorfa a 1 y, por lo tanto, 7 es

Morita equivalente a 6. O

3.3. Homomorfismos y globalizaciones

En los capitulos siguientes trabajaremos con ciertos homomorfismos de una accién par-
cial que tiene una globalizacién en otra accién parcial. Estamos interesados en obtener
condiciones sobre el homomorfismo que aseguren que la segunda accién tiene una globa-
lizacién. Comenzamos por estudiar las acciones parciales en C*-dlgebras conmutativas,

o sus equivalentes topoldgicos.

Teorema 3.9. Supongamos que o y T son acciones parciales HLC de G en X e Y,
respectivamente, y que f: X — Y es un morfismo de acciones parciales tal que para
todo t € G se cumple que f~1(Y;) = X;. Luego o tiene una globalizacion siempre que T

tiene una globalizacion.

Demostracion. Tomemos una red {(t;, z;,y;) }i C Gr(o) que converge a (¢,z,y) € GxX x
Y. Luego (i, f(x:), f(yi)) — (¢, f(x), f(y)) v {(ti, f(x:), f(yi))}i es una red contenida en
el grafico de 7. Por lo tanto (t, f(x), f(y)) € Gr(7) y f(z) € Y;-1. Luego x € f~1(Y;-1) =
X1 y la continuidad de ¢ asegura que lim; y; = lim; oy, (x;) = o4(z). En otras palabras
(t,z,y) € Gr(o). O

Ya que tenemos una caracterizacién de las acciones parciales en C*-dlgebras que admiten
una globalizacién, queremos traducir el teorema anterior a las acciones parciales en C*-

algebras.

En la situacién anterior f define un *—homomorfismo ¢: Co(Y) — Cp(X), ¢(a) = ao f,
vy puede mostrarse directamente que es equivariante respecto de o := @(a) y B= G)(T)

(en el sentido de la Definicién 1.59).

Para lograr una traduccién completa al lenguaje de las C*-dlgebras probamos que las

siguientes condiciones son equivalentes

(a) Para todo t € G se cumple que f~1(V;) = X;.
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(b) Para todo t € G se cumple que ¢(Cp(Y7))Co(X) = Co(Xy).

Asumamos que se cumple (a) y tomemos a € Co(X) y b € Co(Yy). Si x ¢ X; en-
tonces f(x) ¢ Y; ya que en caso contrario f(z) € Y; y ¢ € X;. Luego ¢(b)a(z) =
b(f(x))a(x) = 0. Hemos mostrado que ¢(Cy(Y;))Co(X) C Co(Xy). Por otra parte, co-
mo Cy(X) es conmutativa, el Teorema de Cohen-Hewitt implica que ¢(Cp(Y3))Co(X)
es un ideal de Cy(X). Lo que vimos antes implica que existe un abierto U C X; tal
que ¢(Cp(Y:))Co(X) = Cop(U). Tomemos un punto arbitrario z € X;. Luego existe
a € Cy(X) tal que a(z) = 1. Ademds, como f(z) € V;, existe b € Cy(Y;) tal que
b(f(x)) = 1. Es evidente entonces que ¢(b)a(z) = b(f(z))a(x) = 1. Lo anterior implica
que Cy(U) = Cp(Xy), esto completa la prueba de que (a) implica (b).

Reciprocamente, tomemos t € Gy mostremos que f~1(Y;) C X;. Si f(x) € Y; entonces
existen a € Cyp(X) y b € Cp(Yy) tales que a(z) = b(f(z)) = 1. Luego ¢(b)a(x) =1y
d(b)a € Cy(Xy), lo que implica que x € X;. Asumamos ahora que z € X; y tomemos
a € Cy(X;) tal que a(z) = 1. La condicién (b) nos dice que existen b € Cy(Y;) y
c € Cyp(X) tales que a = ¢(b)c. Luego b(f(z))c(x) = a(x) =1y b(f(x)) # 0. Como b se
anula fuera de Y; debe ser f(z) € Y, en otras palabras x € f~1(V}).

Para enunciar el Teorema de arriba en el contexto de las C*-dlgebras recordamos que
Cy(X) es canénicamente isomorfo al dlgebra de multiplicadores de Cy(X), M (Cp(X)) o
B(Ch(X)) si pensamos a Cp(X) como un médulo de Hilbert. El morfismo f se sustituye

por un homomorfismo equivariante ¢: Co(Y) — Cp(X).

Teorema 3.10. Supongamos que o y 3 son acciones parciales en C*-dlgebras de G en
A y B, respectivamente, y que ¢: A — M(B) es un homomorfismo equivariante tal que
para todo t € G cumple que ¢(Ay)B = By. Luego, si a tiene una globalizacion entonces

B también.

Demostracion. Como « tiene una globalizaciéon ella es isomorfa a una restricciéon de
una accién global, luego podemos asumir que « es la restriccion de una accién global.
Especificamente: existen accién parcial en C*-algebras, v, de G en C y un ideal A de C
tales que a = y|4. En este caso, ui(a,b) = y(a)b, siendo w.(-,-) la funcién dada en el

Teorema 3.2.

Es importante observar que la hipétesis implica que ¢(A)B = ¢(Ae)B = B, = B, o sea
que ¢ es no degenerada. Por otro lado, también se cumple, para toda unidad aproximada

{ei}i de A; y todo b € By, que ¢(e;)b — b. Estos hechos serdn utilizados més adelante.

Veamos que [ tiene una globalizacién utilizando el Teorema 3.2. Fijemos (t,a,b) €

G x B x B. Luego existen z,y € Ay ¢,d € B tales que a* = ¢(z*)c* y b = ¢(y)d. Como
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xy-1(y) € Aj—1 tenemos que cop(zy;-1(y)) € (¢p(Ar)B)* = By y tiene sentido definir
ug(a,b) = Br(cp(zy-1(y)))d. Es evidente que u € By. Ademas, si z € By y {e;}; una

unidad aproximada de A; entonces

ut(a,b)z = Bir(ch(ey-1(y)))dz = Bi (co(xy-1(y)) Bp-1 (d2))
= Bi (c¢(a-1(1e(2)y)) Br-1(d2)) = B (cB-1(P(i(2)y)d2))
= lim By (B (Pleive(w)y)dz)) = lim By (cfr-1 (Plar(ap-1(ei)2))d(y)dz))
= lim By (ch(ap-1(ei))o(2) Bi-1 (9(y)d2)) = Bi (cp(z)Bi-1 (4(y)d2))
= b1 (aB-1(b2)) .

Lo anterior implica que wu(a,b) tiene la propiedad requerida por el Teorema 3.2. O

El enunciado del Teorema anterior tiene sentido incluso si 8 es una accién parcial en
moédulos de Hilbert.

Corolario 3.11. Supongamos que o es una accion parcial en C*-dlgebras de G en A
que tiene una globalizacion, que v es una accion parcial en moédulos de Hilbert de G en
X y que ¢p: A — B(X) es un homomorfismo equivariante de manera que para todot € G

se cumple que ¢p(A))X = X;. Luego +' tiene una globalizacion.

Demostracion. Denotemos 3 a 7' y B a K(X). Luego M(B) = B(X). Veamos que
¢ es equivariante respecto de o y (. Para probar que para todot € G, a € A;-1 y
T e K(X);-1 = K(X,-1) se cumple que ¢(ay(a))B:(T) = Bi(¢p(a)T). Basta probar que la
igualdad se cumple para todo T de la forma |z)(y|, con z,y € X,-1, ya que [3; es continua
y lineal y K(X);-1 = span [ X;-1)(X}-1].

Para todo z € X se cumple que

¢(ai(a))Bi(|2)(y])(2) = ¢au(a)) Bi(2) (Bi(y)|z) = Bir(¢(a)z){Bi(y)lz)
= Bi(lp(a)z)(yl)(2) = Bir(¢(a)]x)(yl) ().

La igualdad implica que ¢ es equivariante respecto de v y 8. Por otra parte, para cada

t € G se cumple que
¢(A;)B = span [p(A)X)(X| = span |X;) (X | = span | A;) (X | = K(X); = By.
]

Con las hipétesis del Corolario anterior no es verdad que y sea globalizable. Conside-

remos la situaciéon del Ejemplo 3.1. Tomemos una accién en méddulos de Hilbert, ~, de
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manera que 4! tiene una globalizacién pero 4" no la tiene (ver el Ejemplo mencionado
antes). El homomorfismo canénico ¢: K(X) — B(X) es equivariante respecto de 6 y § y

d(K(X))X = X,. En este caso vy no tiene una globalizacién porque 7" no la tiene.

En el caso del Teorema de arriba el homomorfismo puede extenderse a las globalizaciones

de manera candnica.

Teorema 3.12. Supongamos que « y B son acciones parciales en C*-dlgebras de G
en Ay By que (0,,,C,I)y (n,k,D,J) son globalizaciones envolventes de o y 5 (res-
pectivamente). Para cada homomorfismo equivariante ¢p: A — M(B) con la propiedad
de que para todo t € G ¢(A)B = By, existe un tdnico homomorfismo equivariante
Y: C — M(D) tal que para todo a € A y b € B se cumple que k(¢p(a)b) = (i(a))r(b).

Demostracion. Como ¢: o« — 0|1 y k: B — n| son isomorfismos de acciones parciales
en C*-dlgebras, existe un tinico homomorfismo equivariante (con respecto a é|; y n|)
¢ I — M(J) tal que ¢'(t(a)) = K o ¢(a) o k~ 1. Luego basta probar que existe un
unico homomorfismo equivariante ¢¥: C' — M (D) tal que para todo ¢ € I y d € J
¢'(a)b = (a)b. En otras palabras: podemos asumir que I = A, J = B, a = 0|1 y

B =nls, lo que haremos de ahora en mas.

Comenzaremos por mostrar la unicidad asumiendo la existencia. La funciéon C' — M (J),
¢ — 1(c)|s, es una extension de ¢. Como ¢ es no degenerada (¢(I)J = ¢(I.)J = J. = J)
e I es un ideal de C, ¢ tiene una unica extension a un *x—homomorfismo de C' en M (J).
Llamaremos ¢ a esta extension (cuya existencia no depende de la existencia de ¢). Luego

debe cumplirse que (c)|; = ¢(c).

Asumiendo que 1 existe, para todoa € I, b€ J y s,t € G debe cumplirse que

»(0s(a))me(b) = me(P(0-15(a))b) = Me(D(04-15(a))b),

lo que determina el valor de 1 (6;(a)) en términos de ¢ (porque [nJ] = D). Ademaés,

como ) es continua y [#I] = C, los valores de 1 en la érbita de I determinan 1. Luego

1 queda determinada por ¢.

Ahora probaremos la existencia. De acuerdo a la discusién anterior, si ¢ existe entonces
es una contraccion y para todo si,...,Sn,t1,...,tm € G, a1,...,anp € Ayby,..., by € B

debe cumplirse que

A= {13 my (6(0,-15,(@)b) | < 113 05, (an) 11l 32 ms; (b)) (3.3.1)
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Para probar la desigualdad recurriremos al Lema 3.1. Basta mostrar que para todo r € G

y d € J con ||d]| <1 se cumple que

rd—HZm (01,-15,(a))b;) |KHZ@JMWZmJ (3.3.2)

Con solo calcular n,—1 en el elemento de D del lado izquierdo de la desigualdad obtenemos

que

A(r, d) —HZm—lt (0, -15,(ai))bj)d||-

El elemento 7,-1,, (5(0%_7181_ (ai))bj)d pertenece a J,—1, = ¢(I.-1,,) B. Ya que las sumas
son finitas podemos conseguir unidades aproximadas {eg\} ade Iy -1,y { fﬁ} pde Jy -1,

todas indexadas en el mismo conjunto?. Luego se cumple que

A(r, d) = lim lim | Zcb A1y (A 011, ($(04, 15, (@i)bs)dB, 11, (f)]
—hmhmHZqﬁ Qp =1y, ex))ﬁrltj(a(etjflsi(ai)) 37051 r(d )fJ)H
0.
= lim lim | Z Bre1y, ($(€0,, -1, (i) bjmy, 1, (d) £1)]|
= hm hm || Z ¢ —1t )ar_lsi (ai))ﬁr—ltj (bjmj—lr(d)f,{)ll
:liinli)r\nHZqﬁ Qp—1y; e/\))g( r—ls; (a )))@«*H (b T, —1 (d )f])H
0]
= liﬁn I Za(grflsl- (ai)))ﬁrltj (bjmjflr(d)fi)ll
= hm I Zéb —1s 77r—1t ( j)dﬁtj—lr(fﬁ)n
= ||Zd> O-15,(ai))) -1, (b )d||
< HZ@r 15;(a:) HZm 1, ()l
ﬂZ%%HZ%b
i J
Como indicamos mas arriba las desigualdades anteriores implican la desigualdad 3.3.1.
Denotemos B(D) al conjunto de los operadores lineales continuos de D en D. La de-

sigualdad 3.3.1 implica que existe un tnico operador lineal y contractivo ¢: C' — B(D)
tal que 1(0s(a))ni(b) = Bi(¢(0;-15(a)b)), para todoa € I, b€ Jy r,s € G.

2Basta tomar una unidad aproximada de cada una y construir nuevas unidades aproximadas utilizando
como conjunto de indices el producto de los conjuntos de indices.
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Necesitamos mostrar que la imagen de 1 estd contenida en M (B). Para esto basta
mostrar que, para cada r € Gy a € I, ¥(0s(a)) es adjuntable con adjunto 1 (6,(a*)).

Utilizando argumentos de linealidad y continuidad vemos que basta mostrar que para
todo ¢,d € J y s,t € G se cumple que (¢Y(0,(a))ns(c)|n(d)) = (ns(c)|(0-(a*))n(d)).

Es evidente que (1(0r(a))ns(c)|ne(d)) = ns(c*d(05-1,(a*))ns-1,(d)). Observamos que el
producto c*¢(0y-1,(a*))ns-1,(d) pertenece a Jy-1, N J-1; = ¢(I5-1,)J -1, pues

C*(b(as*lr(a*)) S (&(95*17"([))4)(])‘])* = (¢(98*1T(I)I)J)* = (Qb([s*lr)‘])* = Jg-1p.

Si {ex} es una unidad aproximada de I;-1; y {f,}, una de J;-1, entonces

(W (0r(@))ns () me(d)) = Hm i (" d(en) §(Os17(a"))ne14(d) Bo14(fu))
= lim H;\Il 773(C*¢(€A93—1r(a*))ﬁs_lt(dfﬂ))

“w
= Hﬁn li;\n ns(c" plag-1¢(ap-15(ex)0p-1,.(a")) Bs—14(dfn))

= limlim 7s(c"By-1(d(a-15(ex)0;-1,(a”))df,))
= lim1imn,(¢"Bom1i(Ser-14()) d(0r-11(a"))df))
= lim (¢ Bem14 (P01, (a")) df))
= lim (" ns-16(6(0-1r(a7))d) Bo14(fu))
1s(¢"Ns=14(¢(0p-1,(a”))d))
= 1s5(c) e ($(0;-1,-(a™))d))
= (ns(c) (0 (a™))me(d)).

Para terminar de mostrar que ¢: C' — M (D) es un *—homomorfismo basta mostrar que
es multiplicativo. Esto se reduce a mostrar que para todo a,b € I, c€ Jy r,s,t € G
se cumple que 1 (8s(a))(0,(b))m(c) = ¥(05(a)b,(b))n:(c). Comparado con los célculos

anteriores esto es sencillo, ya que

Y (05(a)) (0 (b)) () = 1(05(a))ne($(0;-1,(b))e) = m(6(0p-14(a))(0p-1,(b))c)
= 0e(@(0-15(a)0p-1,(0))¢) = 1 (D(0p-15(abs-1,(b)))c)
= ¥(0s(a0s-1,(0)))n:(c) = (0s(a)0r(b))ne(c).

Lo ultimo que nos resta mostrar es que v es equivariante, para lo cual es suficiente
mostrar que ¥(0,(0s(a)))n-(n:(c)) = n-(0s(a)n(c)). La definicién de ¢ y el hecho de que
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6 y n son acciones en C*-dlgebras implican que

»(0:(05(a)))nr () = P (Ors(a))mre(c) = mre(P(0;-15(a))c)
= 0 (t(¢(0;-15(a)))) = 1 (¢(0s(a))me(c)).

O]

Recordemos que el centro de un algebra B es Z(B) :={b€ B: Y c € B ¢b = bc} y que
un homomorfismo entre algebras, ¢: A — B, es central si ¢(A4) C Z(B).

Corolario 3.13. Con la notacion del enunciado anterior se cumple que ¢ es central si

y solamente si v lo es.

Demostracion. Mostremos primero que para todo 7' € M(A) las siguientes condiciones
son equivalentes: (i) 7" conmuta con todos los elementos de M(A) y (ii) 7' conmuta con
todos los elementos de A. Es evidente que (i) implica (ii). Reciprocamente, para todo
S e M(A) y a € Asecumple que T'S(a) = T'Sa = SaT = STa = ST(a), lo que nos
dice que ST =1TS.

En caso que 9 sea central para todo b € By a € A se cumple que x(¢(a)b) = 9(a)k(b) =
k(b)Y(a) = (Y(a*)k(b*))* = (k(p(a*)b*))* = k(bo(a)), y como k es inyectivo esto implica
que ¢(a)b = bé(a).

Veamos ahora que v es central si ¢ lo es. Utilizando los argumentos del primer pa-
rrafo y argumentos de linealidad y continuidad observamos que basta con mostrar que
(3 (@) ((D(aI)) = e((6(a)0)) (1 (1(a))), para todo 7, t € G a,a’ € Ay be B,
Esa igualdad se deduce de la siguiente secuencia de igualdades, en las cuales resulta con-

veniente suponer A C C'y B C D para simplificar la notacién (¢ y k son las inclusiones

canonicas):
»(Or(a)me(d(a’)b) = e ($(6-1,(a))d(a’)b) = (¢(9t ( )a")b)
=1t (¢(0p-1,(a)a’)b) = 1t (b$(0;-1,(a)a’))
=1t (b (0p-1,(a))p(a’)) = ne (o’ )bw(Htflr(a)))
e (

¢(a’)b)) ¢(6r(a))-

t

O

En algebras con unidad la condicién necesaria y suficiente para la existencia de una

globalizacién se reduce a que todos los dominios sean unitales.
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En la siguiente prueba utilizaremos dos hechos. Digamos que I y J son ideales cerrados
unitales de la C*-4lgebra A, siendo sus unidades 17 y 1. El primero es que 1; conmuta
con cualquier elemento de A y el segundo es que 171 es la unidad de I N J. Lo segundo
es inmediato. En cuanto a lo primero, tomando a € A se tiene 1ja,al; € I y por lo

tanto 1;a = 17al; = alj.

Para acciones en algebras el siguiente resultado se debe a Dokuchaev y Exel [DEO05].
Observe el lector toda accién parcial en una C*-algebra que tiene una globalizacién
es una accién parcial en una C—algebra que tiene una globalizacién (en el sentido de

[DEO05]). Por ese motivo la prueba del directo es idéntica a la de Dokuchaev y Exel.

Teorema 3.14. Supongamos que o es una C*-accion parcial de G en A y que A tiene

unidad. Luego o tiene una globalizacion si y solamente siV t € G Ay tiene unidad.

Demostracién. Para mostrar el directo podemos asumir que A es un ideal de una C*-
algebra By que existe una C*-accién parcial § de G en B de manera que oo = |p. Si 14
es la unidad de A entonces ;(14) es la unidad de ;(A) y por lo tanto 1; := 145;(14)
es la unidad de A; = AN Gi(A).

Para demostrar el reciproco utilizaremos el Teorema 3.2. Definamos u;(a, b) = a;(al;—1)b.

Luego para todo ¢ € A; se cumple que
u(a,b)ec = ay(aly—1)be = ap(ali—104-1(be)) = ay(acy—1(bc)).

En estas condiciones el Teorema 3.2 nos asegura que « es globalizable. O

Observacion 3.15. En las condiciones del Teorema anterior, y si « tiene una globalizacion,
entonces la funcién ¢ — 1; es localmente constante porque es continua y {1;};cc es una
familia de proyecciones que conmutan dos a dos, por lo que la distancia entre cualesquiera

dos de sus elementos es 1 o 0.

3.4. Operadores adjuntables

Digamos que 7 y ¢ son a—acciones parciales de G en X e Y y que (9,t, Z4,2ZI) y
(x, k,Up,UJ) son globalizaciones envolventes de « y ¢, respectivamente (I es un ideal
de Ay J uno de B).

El Corolario 1.82 nos dice que (o",", A, I) y (X", k", B, J) son globalizaciones envolventes
de « y, ya que son universales, existe un tnico isomorfismo 7: ¢" — x"de manera que
mo " = K". De hecho, procediendo como en el Teorema 1.70, podemos hacer de I/ un

A—moédulo de Hilbert (utilizando el isomorfismo 7) de manera que x es una accién
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en moédulos de Hilbert en Uga, (x, K, Us,UI) es una globalizacién de ¢ (con la nueva

estructura de médulo en U) y (", k", A, I) = (o",.", A, I).

Supongamos que ya hemos hecho los cambios explicados arriba y llamemos 3 a o”. Luego
0y x son B—acciones y (" = K". Lo que queremos es comparar B(vy,d) con B(p, x).

Veremos que son isomorfos en algin sentido.

Lo primero es dejar de trabajar con globalizaciones para pasar a trabajar con restriccio-

nes.

Lema 3.16. Supongamos que o y o’ son acciones parciales en C*-dlgebras, que vy y & son
a—acciones parciales, que ' y &' son o/ —acciones parciales y que ¢: v — ' y: § — &
son isomorfismos de acciones parciales en modulos de Hilbert tales que ¢" = ¢". Luego
para cada T:~y — & adjuntable se cumple que 1 o T o ¢~1: " — § es adjuntable y
(YoTop™H)* = poT*op™t. Ademds la funcion p: B(v,8) — B(y/,0'), T+ poTod™ !,
es una isometria lineal que es un SOT —SOT (x SOT — x SOT ) homeomorfismo.

Demostracién. Es claro que ¢voTo¢ ™! es un morfismo de acciones parciales en conjuntos.
Para mostrar que es adjuntable necesitamos dar nombres a los médulos. Digamos que

v, 0, 7y ¢ son acciones parciales en X4, Y4, X5y Vj, respectivamente.

Para cada v € X’ e y € ) se cumple que

(WoToo  ()ly)p =4 (Tod (&)™ (y))a) =¥ (67 (@)|T" 0~ (1)) 4)
=" (67 (@) T* 0™ (y))a) = (ald o T 0™ (y)) 5,

lo que prueba que 1oTo¢~! es adjuntable con adjunto ¢oT*otp 1. Ademas |[1poTop™ || =

IIT||, ya que ¢ y 1 son isometrias sobreyectivas; es decir que p es una isometria.

Veamos que p es SOT continua. Si la red {T;}; C B(vy,d) SOT —converge a T' € B(~, d),

entonces para todo z € X’

p(T)(x) = $(T6 () = Hm (T3~ () = lim p(T3) ().

Esto muestra que p es SOT continua. Ademéas es un homeomorfismo respecto de estas

topologias ya que p~1(S) = ¢po SorpL.

Si ahora asumimos que la red converge segin la topologia * SOT, entonces {p(T;)};
SOT —converge a p(T). Como p(T})* = p~Y(T;*) lo de arriba implica que {p(T})*};
SOT —converge a p(T). Esto muestra que p es * SOT continua e implica que p~' es

* SOT continua. O
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Para mostrar el isomorfismo entre B(vy,d) y B(p, x) necesitamos un resultado que nos

permita extender operadores adjuntables.

Lema 3.17. Supongamos que v y d son a—acciones parciales en médulos de Hilbert
de G en X4 e YVa, respectivamente, que I es un ideal de A y que T: X1 — YI es
homomorfismo de I—mddulos y un morfismo de acciones parciales continuas entre v|xr

y 6|lyr. Luego existe una unica funcion lineal y continua [T]: [XI] — [VI] que extiende a

T, es un morfismo de A—mddulos y es un morfismo de acciones parciales en conjuntos

entre las restricciones de vy y § al dominio y codominio de [T, respectivamente. Ademds

17 = ITT71]-

Demostracion. Probemos que T es un morfismo de A—moddulos. Tomemos z € X, a € A,

y una unidad aproximada (fx) de I. Como T es continua se cumple que

T(xza) = lilgn T(xfra) = h’llgn T(z)fra = (lilgn T(x)fr)a =T(z)a.

En cuanto a la construccién de [T] el Teorema 1.79 implica que podemos asumir, sin

pérdida de generalidad, que [yXI]| =X, [0VI] =Y vy [al] = A.

En caso de existir [T] ésta queda determinada por sus valores en [yXI]. Ademds, como
también debe ser una funcién lineal, queda determinada por sus valores en la érbita de

X1I. Fijemos t € Gy x € 3 (X,—1 N XT). Luego la unicidad de [T] se deduce de que

[T](x) = [T](ve 0 y-1(2)) = 0e(Tye-1 (2))-

Ahora el problema reside en construir [T']. Primero construiremos lo que serd la res-

triccién de [T] a [X1], que serd llamada [T]. Tomemos un natural n, t1,...,t, € Gy
r1,...,Tn, € X de manera que x; € &;,-1 N XI. Los comentarios del parrafo anterior

implican que debe cumplirse que

I 0 (w0)) = 3 61, (T()) (3.4.1)

Para ver que existe una tnica funcién lineal continua [T]: [X¥I] — ) que cumple
la ecuacion anterior basta mostrar que || >; 0, (T(z:))|| < [|T|||| X2; v, (zi)]]. Para es-

to usaremos el Lema 3.1. Fijemos s € Gy a € A,1I con |ja|| < 1. Veamos que

1223 01, (T (i))exs (@) | < (T2 ves (i) -
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A partir de unidades aproximadas de cada A;, podemos construir unidades aproximadas
{e};}ke K, de Ay, todas indexadas sobre el mismo conjunto dirigido®. Luego el hecho de

que T: y|xr — dys es un morfismo de acciones parciales continuas implica que
100 (T(z:))evs (@) = Tim | Z 0, (T (i) epas(a)ll
—hmnzat ( o, 1 (ehas(a) |
= lim 255 , (T zi)a, -1 (ehas(a)) |
= lim Zas% (T(wiy, - (ehas(a)) |

(3.4.2)

Nétese que en la tercera igualdad usamos que T'(z;)ay, -1 (ejas(a)) € y 1N y ~1, Y que

ds es una isometria. En la cuarta igualdad usamos que 1" es un morﬁsmo de A— modulos.

Ahora, para poder cambiar d;-1,, o T por T o 7,1, debemos mostrar que el elemen-
t0 Ye-1¢, (wiy,—1(efas(a))) pertenece a X1. Si {fi}; es una unidad aproximada de A,

entonces

Vo1, (@01 (e (0)) = 7o (0 (10,1 (s (@) = 7ot (1) ()
= lillm Vo1 (%i (l’i)eiflas(a))

= lilm Yo—1 (’Yti (xi)e};fl) ae X
De la igualdad entre el primer y tltimo término de las igualdades (3.4.2) se deduce que

130T @)@ =lim|T (Za g, (wioy, - (ehas(a >>)> H
< T | 32 8-y, (wicw, -1 (chas(a)) |
< |71 |32 60, (wicw, 1 (chas(@))) |

|

< T || 3 b, () errs(a)
i
< NTUIED e ()l
i
Esto implica que existe una unica transformacién lineal acotada [T]: [yXI] — ) que

cumple la ecuacién (3.4.1). De hecho puede mostrarse facilmente que [T)(XI) C VI

después de observar la ecuacién (3.4.1) y que T'(z;) € T(X)IA;—1 C YV;-1NYI. Definimos

3Por ejemplo el conjunto dirigido puede ser el producto de los conjuntos de indices de cada una de
las unidades aproximadas
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[T] como la unica extension continua de [T']. Es evidente que ||T|| = ||[T]|| ya que

[T < [|IT|| vy que [T] es una extensién de 7.

Veamos ahora que [T'] es un morfismo de A—mddulos. Para mostrar esto basta ver que
[T](ve(x)a) = [T](y¢(z))a para todo € X,-1 NXI,a € Ayt e G. Si{e;} es una unidad

aproximada de A; entonces

[TI(v(x)a) = 1im [T)(n(war-1 (eia)) = lm oy (T (z0,-1(eia))

0(T(z)ay-1(ea)) = lim (T (2))esa = [T](n(2))a.

1

:

Habiendo mostrado que [T] es un morfismo de A—mddulos tenemos que, para cada

te G, [T(X) = [TI(XA;) = [TI(X)A; C VA, = V.

Finalmente, para mostrar que [T](v(z)) = §:([T](x)), para todo x € X;-1 y t € G, basta
mostrar la igualdad para todo x € v5(XI N Xy-1) N X—1 y todo s € G. Debido a que
Vs (XT N Xy=1) N X1 = v5(XT N Xy—1 N Xy-1,-1) se cumple que

[T1(ve()) = [T (s (V=1 () = 0ts(T (v5-1(2))) = 61 (3s(T (-1 (2)))) = 8 ([T ())-

O]

Corolario 3.18. Supongamos que vy, §, G, X, YV, A, I, a yT son como en la tesis del
lema anterior, que ¢ es una a—accion parcial en Z4 y que S: YI — ZI es un morfismo

de I—mddulos y un morfismo de acciones parciales continuas entre y|yr y o|zr. Luego

[SoT] =1[S]o[T] y [idx/] = ldzg -

Demostracion. La funcién [S]o[T] es un morfismo continuo de A—mddulos y un morfismo

de acciones parciales que extiende a SoT. Luego [S o T| = [S] o [T]. Ademas es evidente

que idW es una extension de idx; que es un morfismo de A—modulos continuo y es un

morfismo de acciones parciales. ]

Teorema 3.19. En las hipétesis de Lema 3.17, T es adjuntable si y solamente si [T es

adjuntable. Ademds, si T es adjuntable entonces [T*] = [T] y T es autoadjunto (nor-

mal, unitario, isometria) si y solamente si [T] es autoadjunto (respectivamente normal,

unitario, isometria).

Demostracion. El reciproco de la primera afirmacién es facil de mostrar. En efecto,
debido a que [T] es un morfismo de médulos tenemos que [T] (VI) C X 1. Si llamamos
R: YI — X1 a la restricciéon de m* a VI es evidente que R es el adjunto de T" ya que

(Tx|y) = ([Tz]|ly) = (x| R(y)), para todo z € XI e y € VI.
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En cuanto al directo, si T es adjuntable entonces el Lema 1.68 implica que T™ es un mor-

fismo de acciones parciales de d|yr en v|xr, que ademds es un morfismo de A—médulos.

Luego el Lema anterior nos da una extensién [T*]. Para mostrar que [I] = [T"*] basta

mostrar que ([T]z|y) = (z|[T*]y) para todo = en la érbita de X' y todo y en la 6rbita
de VI.

Fijemos s,t € G, € v(X,-1 N XI) e y € 3,(Vs-1 N VI). La igualdad ([T]z|y) =
(x|[T*]y) seré obtenida a partir de una larga secuencia de igualdades, donde usaremos
(reiteradamente) unidades aproximadas. Fijemos una unidad aproximada {e;}; de A; N

as(Ag—11) y una de A1 I, {fi}r.

Comenzamos observando que ([T]z|y) € Aras(A—11), luego

([T]aly) = Mm (6T (-1 (2))|yei) = lim oy ((Tye- ()01 (yei))).-

Ahora observamos que (T7;-1(x)|d0;-1(ye;)) € IA;—1 porque v4-1(x) € XAy-11. Conti-

nuando con la ecuacién de arriba tenemos que

([TTely) = im0 (T2 () 61 (ye) i)
=l lim a1 (2) [T (5,1 (yeso1 (fe)

= 11’?1 lf]lill<ﬂ?|%T* (01 (yeiap-1(fr)))) = H?l HI?@JHT*} (yeiay-1(fx)))

Ahora usamos que [T%] es un morfismo de A—mdédulos, que (z|[T*](y))e; € ar(A;—11)

porque x € Y (X;-1I) = Xay(A1I), y que (z|[T*|ly) € Ap-1as(Ag—11) porque = €
Xop(Aj-1I) ey € Yag(Ag—1I). Luego

([Tly) = lm lim | [T*] (yescp-1 (f))) = lmlim(z[[T*](y))eicvp— (fi)

7

= lim{z|[T*)(y))e: = (z|[T"](y))-

Esto concluye la prueba de que [T] es adjuntable si T lo es. Por otra parte, si T es
e _

autoadjunto entonces [T [T*] = [T']. Reciprocamente, si [T] es autoadjunto entonces

T lo es porque T* es la restriccién de [T*] = [T] a XI. Por otro lado, si T' es normal
entonces [T] [T] = [T*T] = [I'T*] = [T][T] ; y si [T] es normal entonces TT* y T*T son,

ambos, la restricciéon de m*m y por lo tanto T = T™*T. Por otro lado, si T' es una

isometria entonces [T] también pues [T] [T] = [idx;] = idz77 - De lo anterior se deduce

que si T es unitario entonces [T'] también lo es. Los reciprocos de las dos afirmaciones

anteriores se demuestran analogamente a las anteriores. O
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Al inicio de la seccién 3.4 hemos indicado cémo, a partir de dos a—acciones parciales y
globalizaciones envolventes de las mismas, construir globalizaciones para colocarnos en

las hipétesis del siguiente Teorema.

Teorema 3.20. Supongamos que v y d son a—acciones parciales de G en X4 e Va,
(B,m,B,J) es una globalizacion de «, (0,t,Zp,ZJ) una de v y (n,k,Ug,UJ) una de §
de manera que: B =x" =090" ym =" = K". Luego la funcion p: B(~,d) — B(o,n), T —
m, es una tsometria lineal sobreyectiva que restricta a cualquier conjunto aco-
tado es un SOT — SOT (* SOT —*SOT ) homeomorfismo. Ademds p~*(S) = k= 1oS|zot.

Demostracion. De acuerdo con el Lema 3.16 podemos asumir que A = J, X = ) =
ZJ] =UJ, o = By, vy =0lz7y d =nlzsy que t = kK = ids. En esta situacién

p(T) = [T] y el Lema 3.17 nos dice que p es una isometria y por lo tanto es inyectivo.

Ademads la unicidad dada por la tesis de ese Lema implica que p es lineal.

Veamos que p es sobreyectivo. Dado S € B(p,n) sabemos que S(X) = S(ZJ) = S(2)J C
UJ =Yy que S*(Y) C X. Luego la restriccién S|y: X — Y es adjuntable. También
es un morfismo de acciones parciales en conjuntos entre v y 4 pues S: o — 7 es un
morfismo de acciones parciales en conjuntos, v = g|x y § = n|y. La unicidad de p(S|x)

nos dice que S = p(S|x). Por lo tanto p~1(S) = S|x.

Supongamos que C' es un conjunto acotado de B(+, ). Luego p(C') es acotado en B(o, 7).
Estamos en condiciones de utilizar el Lema 1.67 con U = X, ya que todas las globaliza-

ciones que estamos considerando son minimales.

Dado x € X llamemos p,: B(y,0) = Ry p.: B(o,n) — R a las seminormas que define

x. Luego p(T) = ||Tx| = ||[T)z] = pl(p(T)). Es decir que p, = p, o p. Esto tltimo y
el Lema 1.67 implican que p|c: C — p(C) es un SOT —SOT homeomorfismo. Con la

topologia * SOT se procede andlogamente. O

Corolario 3.21. Si (,t,Y, Z) es una globalizacion envolvente de la accién parcial en
mddulos de Hilbert ~y, entonces B(y) — B(d), T + [toT o™, es un isomorfismo de

C*-dlgebras que en conjuntos acotados es un SOT y * SOT homeomorfismo.

Demostracion. Sabemos que p es biyectivo, y ademads el Corolario 3.18 y el Teorema

3.19 implican que p preserva la involuciéon y que es multiplicativo. O



Capitulo 4

Acciones parciales propias

Todos los autores que hoy dia trabajan con acciones globales propias concuerdan en qué
es una accién global propia en un espacio HLC (o en una C*-algebra conmutativa). El

consenso desaparece al pasar a las dlgebras no conmutativas.

En este capitulo buscaremos definir el concepto de accién parcial propia. La tarea tiene
dos dificultades. La primera es definir las acciones parciales propias en espacios HLC, y

la segunda reside en generalizar la definicién obtenida a las C*-dlgebras en general.

Primero daremos una definicién de accién parcial propia en espacios HLC discutiendo
entre varias posibilidades, adoptando aquella que permite construir un espacio de orbitas
HLC. En las C*-algebras en general, o en los médulos de Hilbert, elegimos generalizar
la definiciéon de Meyer [Mey01] de accién cuadrado integrable. Luego probaremos que
toda accién parcial cuadrado integrable en una C*-algebra conmutativa da lugar a una
accién parcial propia en el espectro del algebra. También mostraremos el Teorema de
Estabilizaciéon de Kasparov, el cual utilizaremos para mostrar algunos resultados sobre
acciones parciales cuadrado integrables y globalizaciones. Finalmente describiremos (a
menos de isomorfismo) todas las posibles acciones parciales de grupos libres de torsién y

discretos, finitos o no', en C*-dlgebras unitales, y calcularemos sus productos cruzados.

4.1. En espacios topologicos

Como punto de partida tomaremos la definicién de accién global propia en un espacio
HLC. Supongamos que o es una accién global HLC de G en X. Se dice que o es propia si
para todo par de compactos U,V C X el conjunto ((U,V)) :={t € G: o,(U)NV # 0} es

!Existen acciones parciales propias de grupos no compactos en C*-ilgebras unitales.

123
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precompacto? en G. Equivalentemente (Lema 4.4) si Gx X — X x X, (t,x) — (v, 04(x)),

es propia (la preimagen de todo compacto es compacta).

Sucede que para las acciones parciales las traducciones directas de esas dos condiciones
no resultan equivalentes. Para establecer las traducciones supongamos que ¢ es una

accién parcial HLC de G en X. Llamemos (P1) y (P2) a las siguientes propiedades

(P1) Para todo par de compactos U,V C X el conjunto

(U, V) :=={t € G: o1(X;-1 NU) NV £ (} es precompacto.
(P2) La funcién P,: Ty — X x X, (t,z) — (x,04(x)), es propia.

Hay situaciones, bastante simples, con la propiedad (P1) pero no con (P2).

Ejemplo 4.1. Tomemos Y = R? — {(0,0)}, G = R y 7 la accién parcial definida por el
flujo de la ecuacién diferencial (&,y) = (1,0). Para ver que 7 tiene la propiedad (P1)
tomemos dos compactos de Y, U y V. y llamemos A y B a sus respectivas proyecciones en
la primera coordenada. Luego ((U,V)) C A— B, lo que nos dice que ((U, V') estd acotado
y por lo tanto es precompacto. Para mostrar que 7 no tiene la propiedad (P2) llamemos
U al segmento de recta [(—2,1),(=1,0)] y V := [(1,1),(1,0)]. Luego P, (U x V) =
{(t+2,t,-1—1t):t € [-2,1)} no es compacto y P; no es propia.

La propiedad (P2) siempre implica la (P1), en realidad implica algo més fuerte:

(P3/2) Para todo par de compactos de X, U y V, el conjunto ((U,V)) es compacto.

Observacion 4.1. Si o es una accién parcial HLC de G en X entonces dados conjuntos
U,V,W C X se tiene (UUV,W)) C (U,W))U((V,W))y (U,VUW)) C ((UV))U
((U,W)). Ademés la unién de una cantidad finita de subconjuntos precompactos de un

espacio HLC es precompacto. Luego la propiedad (P1) es equivalente a

» Dados z,y € X existen entornos U, y Uy, de x e y respectivamente, tales que

((Us,Uy)) es precompacto.

Lema 4.2. Para toda accion parcial HLC se cumple que (P2) = (P3/2) = (P1) pero

ninguno de los reciprocos es verdadero en general.

Demostracion. Supongamos que o es una acciéon parcial HLC de G en X. Como G es de

Hausdorff todo compacto de G es cerrado y por lo tanto también precompacto. Luego

2Tiene clausura compacta.
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(P3/2) implica (P1). Asumamos que se cumple (P2), tomemos un par de compactos de
X, U y V,yuna red {t;};c; contenida en ((U,V')). Basta mostrar que {t; };c; tiene una

subred convergente.

Existe una red {z;},c;r C U de manera que {(t;,z;)}ier C I's y {01, (zi)}ier C V. Por
lo tanto { (i, x;) }ier C K = P, (U x V). Como K es compacto {(ti, z;) }ier tiene una

subred convergente. Luego {t;};cs tiene una subred convergente.

Para mostrar que (P1) no implica (P3/2) basta tomar el Ejemplo 4.1 con los conjuntos
U y V que alli aparecen y observar que ((U,V)) = [-2,—1). El ejemplo que damos a
continuacion tiene la propiedad (P3/2) pero no la (P2), por lo que damos por terminada

la prueba. O

Ejemplo 4.2. Pensemos en lo que seria el “tiempo 1”7 de la acciéon parcial del Ejem-
plo 4.1. Explicitamente, Z = R?\{(0,0)}, G = Z y v := ({Tu}nez, {Yn}nez), donde
T = ({7 }ter, {Yi}ter) es la accién parcial del Ejemplo anterior. Utilizando argumentos
analogos a los del Ejemplo 4.1 se demuestra que v tiene la propiedad (P3/2). Para ver

que no tiene la (P2) observamos que

P ([(-1,1), (=1,0)] x [(1,1), (1,0)]) = {2} x ([(~1,1),(~1,0)] = (~1,0))
no es compacto.

La propiedad de ser una acciéon parcial propia deberia ser invariante por isomorfismos.

Desafortunadamente esto no nos ayuda a elegir entre las propiedades (P-).

Lema 4.3. Las tres propiedades (P-) son invariantes por isomorfismos y toda restriccion

a un abierto de una accion parcial (HLC) con la propiedad (Pk) tiene la propiedad (Pk)
(k=1,3/2,2).

Demostracion. Supongamos que f: o — 7 es un isomorfismo de acciones parciales HLC,
siendo o y T acciones parciales de G en X e Y, respectivamente. Para todo par de compac-
tos U,V C X se cumple que ((U,V)) = ((f(U), f(V))). Como f es un homeomorfismo
de X en Y la igualdad anterior implica que o tiene la propiedad (Pk) (k = 1,3/2) siy

solamente si 7 la tiene.

Por otra parte las funciones g: 'y, — T'z, g(t,z) = (¢, f(x)), y h: X x X = YV x
Y, h(z,y) = (f(x), f(y)) son homeomorfismos y para todo compacto C C X x X se
cumple que g(P,1(C)) = P,71(h(C)). Luego o tiene la propiedad (P2) si y solamente

si 7 la tiene.

Supongamos ahora que Y es un abierto de X y que 7 = ol|y. Dados compactos de Y,

U y V, éstos con compactos en X y se cumple que ((U,V)), = ((U,V)),, donde el
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subindice indica cudl accién parcial estamos usando para calcular el conjunto ((U,V)).

De lo anterior se deduce que 7 tiene la propiedad (Pk) (k = 1,3/2) si o la tiene.

Finalmente supongamos que o tiene la propiedad (P2). Dado un compacto C C Y x Y,
P,7(C) es compacto en T, porque C es compacto en X x X. Ademés P, 1(C) c T, y
P,~Y(C) = P,~Y(C), por lo que P,~1(C) es compacto en T';. O

Lema 4.4. Sea o una accion parcial HLC de G en X. Si o tiene una globalizacion (en

tanto accion parcial HLC) entonces las tres propiedades (P-) son equivalentes para o.

Demostracion. Por el Lema anterior podemos asumir que existe una accién global HLC,

7,de GenY, que X es un abiertode Y, que 7|x =Y y que 7X =Y.

De acuerdo con el Lema anterior basta con mostrar que 7 tiene la propiedad (P2). Es
un hecho conocido que para acciones globales en espacios HLC las propiedades (P2) y
(P1) son equivalentes (ver la Observacién 4.1 y [Bou66, 111.4.4-5]), luego nos alcanza con

mostrar que 7 tiene la propiedad (P1).

Tomemos compactos C, D C Y. A partir de que X es HLC y de que Y = Uiegi(X)
se deduce facilmente que existen compactos Uy,..., U, C X y r1,...,r, € G tales que
CUD C Uj_y7;(Uj). Con Vj := 7,(U;) la Observacién 4.1 implica que ((C,D)) C
U7 k=1 ((Vj, Vi)). Nos bastard con mostrar que ((Vj,Vy)) es precompacto. Escribamos
((y )ey ((,))r para indicar la accién parcial con la que calculamos el conjunto (( , )).
Por un Tado ((Vj, Vi))» = (U, U))ery "y, como o = rlx, (U3, Ui)r = (U5, U)o
Entonces ((Vj, Vi))r = m:((Uj, Uk))arj_1 es precompacto porque ((Uj,Uy))s lo es. O

Una propiedad muy usada de las acciones globales propias es que ellas tienen espacios
de orbitas HLC. Para tomar una decisién de cudl propiedad (P-) queremos, podemos

ver cuales de ellas dan buenos espacios de érbitas.

Digamos que ¢ es una accién parcial topologica de G en X. La o—odrbita de x € X, ox, es
el conjunto formado por los puntos y € X para los cuales existe t € G tal que x € X;-1 e
y = o(x). Es evidente que todo punto pertenece a su 6rbita. Dos érbitas, oz y oy, o bien
son iguales o bien son disjuntas. En efecto, si existe z € caxNoy tomemos cualquier punto
w € ox. Luego existen r,s,t € G tales que x € X,—1,y € X;-1, x € X;-1 y o) = 2,
os(y) = z y or(x) = w. Por lo tanto w = o,(z) = 0,(04-1(2)) = or(04-1(0s(y))). La
definicién de accién parcial en conjuntos implica que y € X, 4)-1 y que w = or(7) =
or(0p-1(2)) = or(04-1(05(y))) = orst(y), lo que nos dice que w € oy. Esto muestra que

ox C oy, por simetria oy C ox.
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Definicién 4.5. Dada una accién parcial topoldgica, o, el espacio de orbitas de o es el
espacio cociente X /o := {ox: € X} equipado con la topologia cociente. La proyeccién

canodnica sera denotada m o 7.

Recordemos que la érbita de un conjunto U C X ha sido definida® como oU :=
Uteqoi(X-1 NU) = Ugepoz. Ademas 7~ 1(n(U)) = oU y esta igualdad implica que
la 6rbita de todo abierto es abierta. En otras palabras la proyeccién canénica es abierta.
De ahora en mas pensaremos a cU tanto como un subconjunto de X como uno de X/o.

En cada caso quedara claro por contexto de cudl de las dos se trata.

Los espacios de érbitas de los Ejemplos que hemos presentado en este capitulo son faciles

de calcular. Veamos que uno de ellos no tiene espacio de érbitas de Hausdorff.

Ejemplo 4.3. Sea v la accién parcial descrita en el Ejemplo 4.2. Cada 6rbita corta exac-
tamente una vez al conjunto W := ([—1,0) x R)U ((0, 1] x {0}), asi que podemos pensar
que W es el espacio de érbitas. Con la topologia cociente W no es de Hausdorff porque
todo entorno de (—1/2,0) corta a todo entorno de (1/2,0). En efecto, tomemos abiertos
v—invariantes, U y V, de (—1/2,0) y (1/2,0) respectivamente. Podemos encontrar £ > 0
de manera que (—1/2,¢) € U y (1/2,e) € V. Ademés v1(—1/2,¢) = (1/2,¢). Luego
UNV # 0 porque (1/2,¢) e UNV (U es v—invariante).

Adaptando la Proposicién 4.62 de [Aba99] se deduce directamente lo siguiente:

Lema 4.6. Supongamos que o es una accion parcial topolégica de G en X y que
(1,0, Z,Y) es una globalizacion minimal de o. Luego para todo x € X se cumple que
tox) = Ti(x) NY. Ademds la funcion X — Z/1, x — 7i(x), es constante en las
o—orbitas y la funcion que ella induce entre los espacios de drbitas, X/o — Z/T, ox

Ti(x), es un homeomorfismo.

En [Wil07, 3.6] y en [Bou66, I11.4.1-2] se encuentra la prueba del siguiente resultado.
Lema 4.7. Dada una accion global propia y HLC todas sus orbitas son cerradas y su
espacio de orbitas es HLC.

Nos resta saber si es que toda accién parcial HLC con la propiedad (P2) tiene una
globalizacién, también con la propiedad (P2).

Lema 4.8. Para toda accion parcial HLC o (de G en X ) las siguientes afirmaciones

son equivalentes.

(a) o tiene la propiedad (P2).

3Después de la Definicién 1.1
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(b) o tiene una globalizacién* (1,1, Z,Y) con T propia.

(c) o tiene una globalizacion y si (1,1, Z,Y) es una globalizacion envolvente de o en-

tonces T propia.

Demostracion. Es evidente que (c) implica (b). Si (b) es verdadera el Lema 4.3 nos
dice que 7|y tiene la propiedad (P2) y, como 7|y es isomorfa a o, o también tiene la
propiedad (P2).

Veamos que (a) implica (c). Para mostrar que o tiene una globalizacién basta mostrar que
Gr(o) es cerrado en G x X x X. Supongamos que la red {(¢;, zi,yi)}i C Gr(o) converge
a (t,x,y) € G x X x X. Sean U y V entornos compactos de x e y, respectivamente. El
conjunto D := P, (U x V) es compacto, y ya que (z;,04,(2:)) = (zi,y:) — (2,9) ¥
U x V es un entorno de (z,y), existe un ig de manera que {(¢;, z;)}i>i, C D. Como D
es compacto en I'; podemos encontrar (s, z) € I'; y una subred {(t;,,z;,)}; de manera
que (t;;,z;;) — (8,2). La unicidad del limite en los espacios de Hausdorff implica que
(s,z) = (t,x). Luego (t,z) € I'y y ou(z) = lim; oy, (z;) = lim; y; = y, lo que claramente

implica que (¢, z,y) € Gr(o).

Ahora que sabemos que o tiene una globalizacién podemos tomar una globalizacién
envolvente (arbitraria) (7,¢, Z,Y). El Lema 4.3 implica que podemos asumir que o = 7y
tiene la propiedad (P2) y del Lema 4.4 deducimos que basta mostrar que 7 tiene la

propiedad (P1), para lo que basta con reproducir la prueba de ese Lema. ]

Corolario 4.9. Fl espacio de orbitas de toda accion parcial HLC con la propiedad (P2)
es HLC.

Demostracion. Basta usar el Lema anterior junto con los Lemas 4.6 y 4.7. O

Creemos que en este punto tenemos los motivos suficientes para justificar lo siguiente.

Definicion 4.10. Diremos que una acciéon parcial es propia si es HLC y tiene la pro-
piedad (P2).

Ahora el lector puede volver a interpretar los resultados anteriores como resultados para
acciones parciales propias. Por ejemplo el ultimo Corolario dice que el espacio de orbitas

de toda accién parcial propia es HLC.

Lema 4.11. 5S¢ o es una accion parcial HLC de G en X entonces o es propia si y
solamente si para toda red {(t;,x;)}; contenida en el dominio de o, Iy, y de forma que

{(zs,00,(x:)) }i estd contenida en un compacto de X x X, ewiste una subred {(t;;,z;,)};

4Como accién parcial HLC
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de forma que {(ti;,z;;)}; es convergente en 'y (es decir que tiene limite en G x X y

que su limite pertenece a Ty ).

Demostracion. Para mostrar el directo tomemos una red {(t;, z;)}; como la dada en la
tesis. Sabemos que la funcién f: 'y — X x X, (t,x) — (x,0.(x)), es propia y que existe
un compacto C C X x X de forma que {(t;,7;)}; C f~1(C) C T',. Luego la compacidad

de f~1(C) implica lo que queremos mostrar.

Para mostrar el reciproco supongamos que C C X X X es compacto. Ahora nues-
tra hipdtesis nos dice que toda red {(t;,7;)}; C f~1(C) tiene una subred convergente,
{(ts;,zi;)};, a un punto (t,x) € I';. La prueba habra concluido si logramos mostrar que
(t,z) € f~4C). Observemos que f~1(C) es cerrado porque f es continua, C' es com-
pacto y X x X es de Hausdorff. Luego (t,2) € f~1(C) porque es el limite de una red
contenida en f~1(C). O

En particular, si X es compacto y o es una acciéon parcial HLC en X, entonces o es

propia si y solamente si su dominio es compacto.

4.1.1. Funciones del espacio de orbitas

Una propiedad importante de las acciones (globales) propias, digamos o de G en X, es
que dada a € C.(X) puede promediarse el valor a en cada érbita para tener una funcién
constante en las érbitas. Esto también puede hacerse para las acciones parciales propias.

Este hecho y otros méas se deducen del siguiente resultado.

Lema 4.12. Supongamos que o es una accion parcial propia de G en X y que para cada
x € X definimos G* := {t € G: x € X;}. Luego cada G* es abierto. Por otro lado si
dados a € Co(X) yx € X se define

Fo(z)(t) := Z(U.t;;x;)xsz' teG” |

entonces Fo(x): G — C, t — Fu(z)(t), es continua y de soporte compacto. Ademds
F,: X = Co(G), v — F,(x), es continua y acotada y para cada punto x € X existen un

entorno W de x y un compacto K C G de manera que sop(Fu(y)) C K siy € W.

Demostracion. De acuerdo con el Lema 4.8 podemos asumir que existe una accién global
propia, 7, de G en Y, que X es un abierto de Y y que 0 = 7|x. Fijado € X el conjunto
G? es la preimagen de X por la funcién ev,: G — Y, t — 74-1(x), que es continua. Por

lo tanto cada G* es abierto.
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Tomemos a € C.(X) C Co(Y) y v € X. Observemos que Fy(x) = a o evy, por lo que
F, es continua. Ademds {t: a o ev,(t) # 0} C (({z},s0p(a)))~! =: C y C es compacto
porque 7 es propia. Por lo tanto sop(Fy(z)) es compacto. De hecho C C G*, lo que
implica que sop(F,(z)) C G®.

Es evidente que || F,(z)| < ||al|, lo que nos dice que F, estd acotada por ||al|.

Fijemos x € X y mostremos la existencia del entorno y el compacto de la tesis. To-
memos un entorno compacto de z contenido en X, digamos W. Como 7 es propia
K := (W,sop(a)))~! es compacto. Siy € Wy F,(y)(t) # 0 entonces a(r,-1(y)) # 0, o
sea que t € K. Esto muestra que si y € W entonces sop(Fg(y)) C K.

Para terminar mostremos que F, es continua. Fijados x € X y € > 0 tomemos W y K

como en el parrafo anterior. Para cada y € W se cumple

[Fa(@) = Fa()ll = supla(ri-+(y)) — al(ri-+(z))].

Como a y 7 son continuas, para cada t € K existen un entorno U; de = y uno V; de
t tales que si (s,y) € Vi x Uy entonces |a(7,-1(y)) — a(r—1(z))| < €/2. Como K es
compacto existen t1,...,t, € K de manera que K C Vi, U---U V. Llamemos W' a
WnNU, N---NU,. Siy € W yte K entonces existe un indice ¢ = 1,...,n tal que
(t,y) € Vi, x Uy, lo que implica que |a(74-1(y)) — a(ry-1(x))| < /2. Tomando supremo
en t € K obtenemos que para todo y € W’ ||Fy(x) — Fo(y)|| <e/2 < e. O

De ahora en més pensamos a F, como un elemento de Cy(X,Cy(G)). Si el lector no
estd familiarizado con la topologia del limite inductivo en este punto es conveniente que

consulte la seccién A.3 (en especial para familiarizarse con la notacién que usaremos).

Corolario 4.13. En las hipdtesis del Lema anterior para cada a € C.(X) la funcion
Fo: X — C.(G) es continua en la topologia del limite inductivo, y por lo tanto con
respecto a cualquier norma || ||, (1 < p < o0) siendo ||f|l, = (Jo|f(@)P dt)l/p para
1<p<oo.

Demostracion. Llamemos i.1.t. a la topologia del limite inductivo y , a la definida
por || ||p. Bastard con mostrar que k, C i.1.t.. De la seccién A.3 sabemos que Koo C
i.1.t.. Tomemos ahora p € [1,+00). Basta mostrar que la identidad id: (C.(G),i.1.t.) —
(Ce(G), kp) es continua. Para cada compacto K C Gy f € Ck(G) se tiene

1/p
lidoucHll = ([ 1#OP dt) " < u(5)7] )

Esto implica que id otk : (Ck(G), || |so) = (Ce(G), Kp) es continua para todo compacto

K C G, lo que implica que id es continua. ]



IV Acciones parciales propias 131

Teorema 4.14. En las hipdtesis del Lema anterior para cada a € Ce(X) la funcion
P:X =G,z H/ Fu(x)(t) dt,
G

es continua, acotada y constante en las orbitas.

Demostracion. Para mostrar que P, es continua consideremos I: C.(G) — C, I(f) :=
Je f(t) dt. Evidentemente I es una funcional lineal continua con respecto a || |1 y por
lo tanto con respecto a la topologia del limite inductivo. Luego el Corolario anterior

implica que P, = I o F, es continua.

Para mostrar que P es constante en las érbitas tomemos t € Gy z € X,;-1. Las propie-
dades de acciones parciales implican que tG* = G°t(*) Haciendo el cambio de variables

s = t~1r deducimos que

Plor(a) = |

sl ds = [ alorg1 @) ds = Puo)

t T

Ahora sabemos que P, es continua y constante en las érbitas, y por lo tanto existe una
tinica funcién continua P,: X/o — C tal que P,(z) = P,(ox), para todo = € X. De
hecho P, tiene soporte compacto. En efecto, si ﬁ;(o’m) # 0 entonces ox Nsop(a) # 0,
lo que nos dice que sop(ﬁl) C osop(a). Como P, es continua y tiene soporte compacto

estd acotada, de lo que deducimos que P, estd acotada. O

Corolario 4.15. El conjunto PCo.(X) := {P,: a € Co(X)} es un s—ideal denso en
Co(X /o) contenido en C.(X /o). Ademds PC.(X) es denso en Co(X /o) con respecto a

la norma del supremo y en C.(X0o) con respecto a la topologia del limite inductivo.

Demostracion. En la prueba del Teorema anterior mostramos que PC.(X) C C.(Xo).
El Teorema de Stone-Weierstrass implica que para mostrar que PC.(X) es || ||co—denso
en Cy(X /o) basta con mostrar que es un x—ideal que separa puntos y no se anula. Para
ver que no se anula tomemos = € X. Existe a € C.(X)T tal que a(z) = 1, o sea que

F,(z)(e) = 1. Esto implica que P,(z) > 0.

Tomemos dos érbitas distintas, ox # oy. Por el Lema 4.8 podemos asumir que o es la
restriccién de una accion global propia 7, de G en Y. Luego cx = 7 N X. Es un hecho
conocido que las érbitas de una accién global propia son cerradas, o sea que Y\7x es
abierto en Y. Por lo tanto X N (Y\72) = X\72 = X\oz es abierto en X y ox es cerrado
en X. Como y € X\ox y oz es cerrado en X existe a € C.(X)* tal que a(y) = 1y
a|sz = 0. Esto implica que P,(y) > 0y Py(z) = 0. Hemos mostrado que PC.(X) separa
puntos de X/o.
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Recurriendo a la férmula de Fj, puede mostrarse directamente que para toda a,b € C.(X)
YyAEC Fyynp = Fyu+ AFy y For = Fp*. Luego Pyyxp = P+ APy y Py = P,*, lo que
implica que PC.(X) es un subespacio cerrado por la involucién. Pensemos a Cy(X/0)
como la subdlgebra de Cy(X) de las funciones constantes en las drbitas. Dada h €
Cy(X/a) se tiene Py (02) = [ a(o,-1(2))h(0ay1(2))ds = Pu(ox)h(ox). La formula
nos dice que P,h= Py, € PC.(X), lo que implica que PC.(X) es un ideal y por lo tanto

una subalgebra.

Para mostrar que PC.(X) es denso con la topologia del limite inductivo recurriremos
al Teorema A.4. Tomemos a € C.(X/o) y un compacto K que contiene al soporte
de a. Sea b € C.(X/o) de forma b es constante igual a 1 en el soporte de a. Dado
e > 0 tomemos ¢ € PC.(X) tal que ||b — c|lo < &(||alloo + 1)7L. Luego ac € PC.(X)
porque ¢ € PC.(X), sop(ac) C K y |lac — aljec = |lac — abl|x < €. Esto muestra que
a € PC.(X)NCr(X/o) 1> O

4.2. En modulos de Hilbert

Los Teoremas de Imprimitividad, en particular los de Green y Raeburn [Rie82, Rae88],
han provocado intentos por generalizar la nocién de accién propia a las acciones en C*-
algebras. El primer intento explicito en este sentido es [Rie90]. También se ha intentado
utilizar las acciones propias en C*-dlgebras conmutativas para trabajar con dlgebras no

conmutativas [Kas88].

Nuestro objetivo es estudiar acciones parciales propias en C*-algebras (conmutativas o
no). En primera instancia hay dos opciones a elegir: tomar la definicién de accién parcial
propia en C*-algebras conmutativas y tratar de generalizarla o tomar una definicién de
accion global propia (en C*-dlgebras) generalizarla a las acciones parciales. En el segundo
caso seria deseable que la definicién obtenida sea equivalente a la definicién de accién
parcial propia en el sentido analizado en la seccién anterior. Aqui optaremos por la

segunda alternativa.

Necesitamos una definicion de accién global propia que en las algebras conmutativas
resulte ser la definicién usual. En [Rie04] encontramos tal cosa (Teorema 4.7). Podemos
intentar generalizar la definiciéon de accion propia que alli aparece, pero esto parece bas-
tante complicado. En lugar de eso buscamos una definicién equivalente que sea mas facil
de tratar para las acciones parciales. Por ello utilizaremos la definicién de accién par-
cial cuadrado integrable de Meyer [Mey]|. Esta es en realidad una definicién de acciones

parciales en médulos de Hilbert.
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Supongamos que 7y es una a—acciéon global de G en X4. Dados z,y € X se define
({(zly: G = A, t — (v(z)]y). La idea general es decir que x es cuadrado integrable si
para todo y € X se tiene que ((z|y € L?(G, A). El conjunto de los elementos cuadrado
integrables de X se denota Xy, donde el subindice s¢ viene del inglés square integrable.

La accién v seréd cuadrado integrable si Ay es denso en X.

Tenemos la dificultad de que en las acciones parciales s6lo podemos calcular v, (z) si z €

X;-1. Para subsanar esta dificultad es que introducimos ciertas unidades aproximadas.

Fijemos una a—accién parcial de G en Xy, 7. Llamaremos C%*(G, A) al conjunto for-
mado por las {A; };cc—secciones continuas. Es evidente que C*(G, A) C C(G, A). Tam-
bién definimos C§'(C, A) := C*(G, A) N Cy(G, A), C§(C, A) := C*(G,A) NCy(G,A), y
CYC,A) := CG,A)NC(G, A).

Puede mostrarse facilmente que C§(G, A) es un ideal de Cy(G, A) y por lo tanto uno de
Co(G,A). Luego C§(G, A) es una C*-algebra. También es posible encontrar unidades
aproximadas de C§ (G, A) contenidas en C%(G, A). En efecto, supongamos que {e;}ier
es una unidad aproximada de C§(G, A) y sea {f;};cs el subconjunto de los elementos
de C.(G) con imagen en [0, 1] ordenadas segun el orden de Cy(G). Sea K := I x J con
el orden (i,7) < (i',5') & i<y j<j.Dadok = (i,j) € K definimos g € C¥(G, A)
como gi(r) := fj(r)ei(r). Puede mostrarse que {gx}rex es una unidad aproximada de
C§(G, A) contenida en CY(G, A).

El A—médulo L?(G, A) es el producto tensorial L?(G) ® A, donde el producto interno
usual en L?(G) se define para que sea conjugado lineal en la primera variable y el

producto tensorial se construye con la inclusién canénica C — B(A), A +— Aidg.

Otra forma de construir (a menos de isomorfismo) L?(G, A) es completando C.(G, A)

U: L*(G,A) — C.(G, A) de manera que U(f ® a)(r) = f(r)a, para todo f € C.(G),
acAyred.

con respecto al producto interno (f|g) := [, f(t)*g(t)dt. Existe un tnico unitario
)

Otra herramienta que utilizaremos es el *—homomorfismo M : Cy(G, A) — B(L%(G, A))
tal que Myg(r) = f(r)g(r), para toda f € Cy(G,A), g € C.(G,B) y r € G.

Para cada z € X y f € CY(G, A) definimos

((zlp: X = LXG, A), {(als@)e = (u(afEN)Iy)- (4.2.1)

Para simplificar la notacién escribiremos ((z|fy en lugar de ((z|¢(y).

Definicién 4.16. Un elemento x € X es cuadrado integrable (respecto de 7y) si para

todo y € X existe una unidad aproximada {e;}; de C§(G, A) contenida en C%(G, A) de
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manera que {((x|¢,y}; es de Cauchy en L?(G, A). El conjunto de los elementos cuadrado
integrables de X' serd denotado Xy o XJ. Diremos que v es cuadrado integrable si X

es denso en X.

Antes de dar un ejemplo concreto de elemento cuadrado integrable nos ocuparemos
de un detalle técnico relacionado con las unidades aproximadas que aparecen en la
Definicién. En primera instancia pareceria que para cada z y cada y la red {({x|¢,y}:
puede converger para algunas unidades aproximadas pero no para otras. En realidad
esto no es asi: si para una unidad aproximada converge entonces converge para todas

las unidades aproximadas y el limite es el mismo para todas ellas.

De ahora en més pensaremos CY(G, A) C C.(G, A) C L*(G, A), por lo que L2(G, A) es
(isomorfo como médulo de Hilbert a) la clausura de C%(G, A) en L?(G, A). Notemos que
L2(G, A) es un A—submédulo pues C¥(G, A)A C CX(G, A) y que M(C§(A,G))L*(G, A)
es un cerrado y denso en L2 (G, A), por lo tanto M (C§(A, G))L*(G, A) = L2(G, A). Otro
punto fundamental en nuestro desarrollo es que toda red de la forma {((x|c,y}; esta
contenida en C¢(G, A), por lo que su limite en L?(G, A) (en caso de existir) pertenece
a L2(G, A).

En la demostracién del siguiente Lema utilizaremos el isomorfismo de C*-algebras
m: Gy (G, A) = G (G, A), w(f)(r) = ar(F(r7H),

el cual cumple que 7(C§ (G, A)) = C¢(G, A) y que 7% = id.
Lema 4.17. Para todo x,y € X las siguientes afirmaciones son equivalentes
(a) Existe una unidad aproximada {e;}; de C§(G,A) contenida en C&(G,A) de ma-
nera que {{{z|e,y}:; es de Cauchy en L*(G, A).
(b) Para toda unidad aprorimada {e;}; de C§(G,A) contenida en C&(G,A) la red

{{{z]e;y}i es de Cauchy en L*(G, A).

Ademds, el limite de la red {{(z|c,y}i (si existe) no depende de la unidad aprozimada y

para toda f € CH (G, A) se cumple que My (g« lim;((z|e,y = ((z]sy.

Demostracion. Es evidente que (b) implica (a). Asumamos que se cumple (a) y tomemos
[ € C¢(G, A) para mostrar que My sy lim;((z]e,;y = (((z[sy|h). Para simplificar la
notacion definimos ¢ := lim;((x|,y. Dada h € C¢(G, A) se tiene que

(alsolt) = [ whe@f G M) dr = [ whe@fea () dr. (422)



IV Acciones parciales propias 135

Definamos, para cada i, F; € C¥(G, A) como Fi(r) = (y|y-(ze;(r 1) f(r Ha,—1(h(r))))
y F € C2(G, A) como F(r) = (y|yv-(xf(r~')a,-1(h(r)))). La Ecuacién 4.2.2 nos dice que
(({x|rylh) = |z F(r)dr. Probemos ahora que [, F(r)dr = lim; [, Fi(r) dr. Los soportes

de todas las F; y el de F estan incluidos en el soporte de h. Luego

| [ Feydr = [ Feyar < [ IRG) = POl dt < psop()1F; = Fll.

Para mostrar que lim; [ F;dt = [, F dt basta mostrar que {F;}; converge uniforme-

mente a F. Para todo r € G se cumple que

1E5(r) — F(r)|| = [yl (@(ei(r™ ) £ a1 (h(r)) = £(r™ ) ag—1 (h(r))))]]
< llyllllz(llle: f(h) = fr(h)]loo = 0.

Luego ({(z|sylh) = lim; [, F;(r)dry

(Walplh) = tim [ Fi(r)dr = tim [ (gl (wesr=) F0 s (k) dr
=1im [ (yhe (e Dar (- hr) dr
= 1t [ (yly (aes )/ )h(r) dr

= H?l< <<x|eiy‘M7r(f)h> - <9|M7r(f)h> = <M7r(f)*g’h>'
Como h es arbitrario se tiene que My (s)-g = ((z|sy.

Para terminar de mostrar que (a) implica (b) tomemos una unidad aproximada {f;};cs
con las caracteristicas que aparecen en (b). Las conclusiones del parrafo anterior y

los comentarios anteriores al enunciado de este Teorema implican que {((z|s,y}jes =

{Mz(s;)+9}jes converge a g = lim; ((x]e,y. O
Corolario 4.18. X es un subespacio de X.
Demostracion. Dados z,y € X, A € Cy z € X; para cualquier unidad aproximada {e; };

como la dada en (a) del Lema anterior se cumple que {{((z 4+ Ay|z}; = {{{z]z + X\ ({y|z}
es de Cauchy en L2(G, A). Luego = + \y € X O

Definicién 4.19. Dado x € Xy el operador ((z|: X — L2(G, A), y — ((z|y, se define
como ((z|y := lim;((z|e,y, siendo {e;}; una unidad aproximada como la del enunciado
del Lema anterior.

El siguiente resultado fue probado, en el caso de las acciones globales, por Ralf Meyer.

Teorema 4.20. Para cada x € Xy; el operador ((x| es lineal y acotado.
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Demostracion. Para probar que ((z| es acotado basta mostrar que tiene gréfico cerrado.
Supongamos que {y,}, es una red en X que converge a 0 y que {(z|y, — g € L2(G, A).
Luego para toda h € C%¥(G, A) se cumple que

{glh) = Hm(((z[yn|h) = HmHm({{z]e;yn|h) = M {((z]e;yn[h). (4.2.3)

Por otra parte

(Walectnl) = [ (allaest™ Dbt dt = [ (al(alemle D)yt (42

Para cada i la funcién ¢ — (y, |y (z[e;n(h)](t71))) tiene soporte contenido en el soporte

de h y, como e;m(h) converge uniformemente a mw(h), al tomar limite en i obtenemos que

lm(((@le,yalt) = [ onlu(an((e1) dt.

Luego

[ (((z]e; g 2) S/GIIynHIISCIIHW(h)(t_l)IIdtS IIynllHl‘Il/GIIW(h)(t_l)Hdt

y esto implica que 1im,, lim; (({z|¢,yn|h) = 0. Al sustituir esto en la Ecuacién 4.2.3 dedu-
cimos que (g|h) = 0 para toda h € C¥(G, A) y por lo tanto (g|g) = 0, lo que nos dice

que g = 0 y que ((x| tiene grafico cerrado. O

De hecho puede mostrarse que ((z| es adjuntable. Para ver cudl operador deberia ser
el adjunto observemos la Ecuacion 4.2.4. De ella podemos deducir que para todo f,g €

CY(G,A) y todo z,y € X se cumple que

({{=lrylg) = <y|/G%(:B[fﬁ(g)](t_l))dt% (4.2.5)

Si en la férmula anterior f es un elemento de una unidad aproximada {e;}; de C¢(G, A)
y x es cuadrado integrable, entonces el lado izquierdo converge a (((z|y|g) y el lado
derecho converge a (y| [ vi(zm(g)(t™1)) dt) (ver los argumentos de la prueba del Teorema
anterior). Luego, si es que ((z| es adjuntable, entonces su adjunto queda determinado

por la féormula

((a]*(g) = /G (@ (g)(t™)) dt,

ya que C¢(G, A) es denso en L2(G, A).
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Asi como el Teorema anterior el que sigue se debe a R. Meyer (para acciones globa-
les) y nos da una caracterizacién de los elementos cuadrado integrables que nos serd

extremadamente 1til en los resultados que le siguen.

Teorema 4.21. Para cada x € X las siguientes afirmaciones son equivalentes:

(a) x es cuadrado integrable.

(b) La funcion |z)): CX(G,A) = X, g — [ov(zoy-1(g(t)))dt, es la restriccion de un
operador adjuntable de L(G,A) en X.

Ademds, si x es cuadrado integrable entonces ((x|: X — L2(G, A) es adjuntable y ({x|*

es la extension de |x)).

Demostracion. Supongamos que x es cuadrado integrable. Los argumentos que utiliza-
mos antes del enunciado para establecer que |z)) debe ser la restriccién del adjunto de
({(x| (si es que este adjunto existe) implican que para todo y € X' y g € C¥(G, A) se
cumple que (((z|y|g) = (y||z))g), independientemente de que ({x| sea adjuntable o no.

Como ((z| es continuo, para toda g € C¢(G, A) se cumple que

llz))gll = sup{[[{yllz))g) I = llyll < 1} = sup{[[{{{z[ylg)]I: [lyll < 1} < [[{{]lll|gll

La desigualdad previa muestra que |z)) es acotado y por lo tanto tiene una unica ex-

tensién a un operador continuo y lineal de L2 (G, A) en X, operador que llamaremos

|z))-

Por continuidad la igualdad (((z|ylg) = (y||z))f), valida para todo y € X y g €
C2(G, A), puede extenderse a todo g € L2(G, A), lo que nos dice que ((x| es adjun-
table y que ((z|* extiende a |z)).

Reciprocamente, asumamos que |z)) se extiende a un operador adjuntable. De igual ma-
nera que dedujimos la Ecuacién 4.2.5 (ver también la Ecuacién 4.2.4) podemos mostrar

que para todo y € X' y todo f,g € C%(G, A) se cumple que

(=l rylg) = Wlle)) (Mz-1(5)9))-

Tomemos una unidad aproximada de C§ (G, A) contenida en C¢ (G, A), {e;}i. Para todo

iy toda g € C¥(G, A) se cumple que

<<<x|€¢y|g> = <M7r—1(e;‘)|x>>*y|g>v
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lo que nos dice que ((z|e;y = My-1(c)|2))"y, para todo i. Ademds lim; My —1(ex)|x))"y =
|x))*y, lo que implica que z es cuadrado integrable. De lo anterior deducimos que ((x|
es adjuntable y ((z|* = |z)). O

Corolario 4.22. Si ¢: v — § es un isomorfismo de acciones parciales en modulos de
Hilbert, siendo v una accion de G en X4 y 6§ una de G en Vg, se cumple que ¢(Xs;) = Vsi.

En particular ~ es cuadrado integrable si y solamente si 0 lo es.

Demostracion. Basta mostrar que ¢(Xs) C Vsi. Definamos o :=+" y  := 0". Sabemos

que ¢": o — ( es un isomorfismo de acciones parciales; luego p: C§ (G, A) — Cg (G, B),

p(f)(t) = ¢"(f(t)), es un isomorfismo de C*-dlgebras de manera que p(C(G,A)) =

C8(G, B). Ademais existe un tinico isomorfismo de médulos de Hilbert U L%(G, B) —

L2(G, A) tal que U(f) = p(f) y U" = ¢". Veremos que para cada x € Xy el operador
ol|z))oU: L%(G, B) — Y es adjuntable y extiende a |¢(x))).

Dada f € C5(G, B) tenemos que

o |z)) o /% za (67 (1)) dt = /@ 2)By1 (f(2))) dt
= [¢(z)))(f),

lo que muestra que ¢ o |x)) o U~! es una extensién de |¢(z))). Para terminar la prueba
basta mostrar que U o ({(x| o ¢~ ! es el adjunto de ¢ o |z)) o U~!. En efecto, para f €
CHG,B)eye)

(@ole)) o UTH(f)ly) = ¢"((|2)) o UTH(NIo™ () = 6" (U (H)((zl 0 67 (1))
= (fIU o ({z] 0 ¢~ (4)).
Por continuidad la igualdad se extiende a toda f € L%(G, B). O

Corolario 4.23. Para las acciones globales la Definicion 4.16 coincide con la Definicion
de Meyer [Mey01].

Demostracién. Cuando «a es global L2 (G, A) = L*(G, A), C¥(G, A) = C.(G, A) y para
cada z € X el operador |z)): C.(G, A) — X estd dado por

() = [ o (@) dt = [ @) d

lo que muestra que nuestra funcién |z)) coincide con la definida por Meyer. El resto se

deduce del Teorema anterior y de los comentarios al inicio de la Seccién 4 de [Mey01]. [
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Adicionalmente probaremos que los operadores ((x| son 7 — d—equivariantes, donde § es

la accién parcial definida por a en L2 (G, A) que describimos en el Ejemplo 1.6.

Teorema 4.24. Si z es cuadrado integrable entonces ((z| € B(~, ).

Demostracion. Ya sabemos que ({x| es adjuntable y, puesto que 4" = o = ¢", nos basta
con mostrar que |z)) € B(4,7). A su vez nos serd suficiente mostrar que para todo t € G

y [ € C&(G, A)—1 se cumple que yi(|z)) f) = |))(0:(f))-
Como veremos mas adelante, para calcular |z))(d;(f)) debemos integrar (respecto de s)
el factor s (zagy—1(f(t71s))) . La clave es observar que zag—1(f(t71s)) € Xy-1 N Xy y
por lo tanto que s (zag—1(f(t71s))) = 1y-1, (zag—1(f(t71s))) . Luego
@) = [ 2w @) ds = [ 3 (za(eu(r75)) ds
= [ (waun(s)) ds = [ i, (0 (£(715)) ds
= [ 2wt ) ds = [ 72 an(r(s)) ds)
= (|2)f)-

O]

Ademas de ser un subespacio, X es un submddulo en el sentido de que X5 A C Xy;. Este
hecho esté relacionado con la representacién regular de Ba, que puede pensarse como
una representacién de Ba en L2(G, A) ya que L2(G, A) es isomorfo a L?(Ba) (Lema
2.13).

Traslademos la representacién regular de Ba a una representacion de Ba en B(L2 (G, A))
utilizando el unitario U construido en el Lema 2.13. De hecho utilizaremos U*, que queda
determinado por U*(f)(s) = A(s) ™Y 2as(f(s~))ds. Tomemos ad; € Ba, f € C¥(G, A)
y r € G. Luego

Aas, o U*(f)(r) = a8, U*(F)(t ') = adi A 7)™ oy, (F(r71))6,-1,
= Aty (g (@), (F(r7E)) 6
= AW2AG) ara,y (- (@), (F(r71)) 6

lo que junto con la expresion para calcular U* implica que

U o Ags, o U*(f)(r) = A) 2y (=1 (@) oy=1,-1 (f(r1))) . (4.2.6)
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La funcién ®: Ba — B(L2(G, A)), b +— U o Ay o U*, es la representacion reqular de
Ba en L2(G, A) y su forma integrada, d=UoAoU *  es la representacién regular de
C*(Ba) en L2(G, A). Por construccién @ es unitariamente equivalente (a través de U)
a la representacion regular de C*(Ba), por lo que ®(C*(Ba)) es isomorfo a C*(Ba) y el

nicleo de & coincide con el de la representacién regular de C*(Ba).
Teorema 4.25. Para cada x € Xg, t € G y a € A1 se cumple que vi(xa) € Xg.

Ademds |yi(za))) = A(t)~V?|z)) o Dys, -

Demostracién. El operador A(t)~Y/2|z)) o ®4s,, es adjuntable y por lo tanto la tesis
quedard demostrada una vez que probemos que su restriccién a C& (G, A) es |y:(za))).

En los cédlculos siguientes {e;}; es una unidad aproximada de 4; y f € C&(G, A).

A(8) 7 2[2)) 0 s, (f) = A(H) ! /G % (w1 (e (u(@)ag (F(st71))))) ds
= A0 [ 7 (00 (@@ (Fst7))) ds
= AW [ e (e (@ (£(st7)) ) ds
= [ 2 e (an(@ag (7)) ds
= [t (v (au(@)eias (£(5)) ds
= /Gh’szyS (ve(za)ejag—1(f(s))) ds
= [ s () (7)) ds
= Iy(za))(f)-

Corolario 4.26. Si definimos X x C¥(G,A) = X ,(x, f) — x = f, siendo

v fim [ AW s ) de,
G

entonces para todo x© € Xg; y f € C¥(G, A) se cumple que x * f € Xy y
@ f)) = |a)) 0 (f0).

Demostracién. Basta con mostrar que |z)) o ®(f) extiende a |z * f)): C(G, A) — X.
Fijemos g € C%(G, A). Luego
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200 8(0)(9) = ) ([ @poslo)at) = [ la)) o @y o)t

AW AWM 1)) 0 @5, ) de

AW s (@ () )

= [ [ A0 (s @ )1 () dsdt
G

AW (wf(0) dta, 1 (9(5)) ) ds

A®) (e (671 diay +(g() ) ds

Corolario 4.27. X;; es un submddulo de X en el sentido de que XA C Xg;.

Demostracion. Del Teorema anterior se deduce directamente que para todo a € A = A,

el elemento xa = ~.(za) es cuadrado integrable si x lo es. O

Corolario 4.28. Si~" = 6" y T € B(v,0) entonces T(Xs;) C Vsi. Ademds para cada
x € Xs; se cumple que |T'(x))) =T o |x)).

Demostracion. Digamos que X e ) son A—mddulos plenos y que « := ~" = §". Luego

para cada z € Xy y f € C¥(G, A) se cumple que

Ta)) = /G Su(Twoy (f(1))) dt = /G T (S (zapr (F(1))) dt = T o [2))(f),

por lo que |T'z)) es la restriccién del operador adjuntable T' o |x)). O

Ya que nuestra definicién de elementos cuadrado integrables coincide con la de Meyer

[Mey01] nos preguntamos si L2 (G, A) es cuadrado integrable con su accién canénica.

Recordemos que hemos identificado C%(G, A) con C.(Ba), lo que nos da una topologia
del limite inductivo en C¢(G, A). Para describir directamente esta topologia definamos,
para cada compacto K C G, C% (G, A) := C3(G,A) N Ck(G, A). Luego cada C% (G, A)
es un espacio de Banach con la norma del supremo. La topologia del limite inductivo
en C¢(G, A) es la mayor topologia localmente convexa con la cual todas las inclusiones

vk Cf(G,A) — C&G,A) son continuas (considerando en el dominio la norma del
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supremo). De hecho esta descripciéon implica que la topologia del limite inductivo de

CY(G, A) es la restriccion de la topologia del limite inductivo de C.(G, A).

Teorema 4.29. Para cualquier accion parcial en C*-dlgebras, digamos o de G en A, se
cumple que C¥(G, A) C L2(G, A)g;, considerando en L2(G, A) la accién § definida por
a (Ejemplo 1.6). Por lo tanto § es cuadrado integrable.

Demostracién. Tomemos f € CY(G, A) y veamos que |f)): C¥(G, A) — L2(G, A) tiene

una extensién a un operador adjuntable. Para cada g € C¥(G, A)

g) = /G Su(fapr (g(1))) dt

Para cada t € G el soporte de 0;(fay-1(g(t))) € C¥(G, A) estda contenido en tsop(f).
Ademas F': G — C¥(G, A), F(t) :== 6:(foy-1(g(t))), es continua con respecto a la norma
del supremo, tiene soporte compacto y su imagen estd contenida en CZ op(g)s0p( f)(G, A).
Por lo tanto F' es continua con respecto a la topologia del limite inductivo. Esa topologia

contiene a la topologia relativa a L2(G, A) ya que para cada compacto K C Gy a €
Ck(G, 4)

1/2
lallzzen = I [ at®rat ' < ([ @ at) < k)2 ale

Luego, si k: C%(G, A) — L2(G, A) es la inclusién canénica entonces,

. < IR0 dt) = [ (P dt = D))

lo que nos dice que |f))(g) € C¥(G, A) y que podemos pensar |f))(g) = [ F(t)dt

Como la evaluacién ev,: C§(G,A) — G, h — h(r), es continua con respecto a la
topologfa del limite inductivo: |f))(9)(r) = [o F(t)(r)dt = [ au(f(t7 r)a-1(g(t))) dt.

Definamos f € C.(Ba) como f(t) := A(t)" Y2, (f(t1))d;. De las ecuaciones de arriba

y la Ecuacion 4.2.6 deducimos que

M) = [ a7 a1 o(rt) di
= [ A® 2am(ars (A0 (£ a1, 1) d
= [ 5,0 dt = (Do),

~ o~

Lo anterior nos dice que |f)) es la restriccion de ®(f), por lo tanto |f)) es la restriccion

de un operador adjuntable. O



IV Acciones parciales propias 143

Como sucede en gran parte de la literatura nuestro banco de pruebas son las algebras
conmutativas. Ya que hemos desarrollado suficiente maquinaria para trabajar con las
acciones cuadrado integrables es hora de ver qué podemos hacer con ellas en nuestros

casos de prueba.

4.3. Estudio de caso: Algebras conmutativas

En las paginas siguientes caracterizaremos los elementos cuadrado integrables de las
acciones parciales en algebras conmutativas y mostraremos que las acciones parciales
propias (en espacios HLC) son exactamente aquellas que provienen de una accién parcial
cuadrado integrable. Eso tltimo es conocido para las acciones globales y fue probado
por Rieffel en [Rie04].

Fijemos una accién parcial HLC o de G en X, llamemos A a Cp(X) y « a la accién

parcial en C*-algebras de G en A definida por o.

Por un lado sabemos que L?(G,Cy(X)) es un Co(X)—médulo de Hilbert pleno. Por
otro lado es posible equipar a Z := Cy(X, L?(G)) con una estructura de Co(X)—médulo
de Hilbert pleno con las operaciones (f, g)(x) = (f(x),g(x)) y fa(z) = f(x)a(x). Este
nuevo Cy(X)—mébdulo de Hilbert también es pleno. En efecto, sabemos que Span (Z, Z)
es un x—ideal de Cy(X) y por lo tanto es una C*-subélgebra. Para ver que es densa basta
mostrar que separa puntos y no se anula. Tomemos x,y € X distintos. Sean g € C.(G)
y a € C.(X) tales que (g,9) = 1, a(x) = 1 y a(y) = 0. Definamos f: X — L*(G) como
f(z)(t) = a(x)g(t). Es evidente que (f, f)(z) = 1y que (f, f)(y) = 0. Esto muestra, a

la vez, que span(Z, Z) separa puntos y no se anula.

Lema 4.30. Existe un tinico unitario U: L*(G,Cy(X)) — Co(X, L*(GQ)) de manera que
para cada f € C.(G,Cy(X)) se cumple que U f(z)(t) = f(t)(z).

Demostracion. Pensemos Co(X) ® Co(G) C Co(X, L*(G)) vy
CLlG) ® Co(X) € CulG, Cy( X)) € LA(G, Co(X)) = LA(G) & Co(X),

donde © es el producto tensorial de espacios vectoriales y ® el producto tensorial con
respecto al homomorfismo C — M (Co(X)), A — Al (pensando a L?(G) como un
C—modulo de Hilbert).

Sea U: C.(G)©Ch(X) — Cp(X) ®C.(G) la tnica funcién lineal tal que U(a©b) = b@a.
Esta funcién es una isometria porque para todo = € X, a,a’ € Co(G) y b,b' € Cp(X)

(@@ b,d o), = /G a(D)d (1) dib(@)V () = /G aOb@)d (DY (z) dt = (b a,b' ® d)s.
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De hecho las igualdades anteriores implican que U preserva el producto interno. Como
C.(G) ® Cy(X) es denso en L?(G,Co(X)) v Co(X) ® Ce(G) 1o es en Co(X, L*(GR)), U
admite una tinica extensién a un unitario de L?(G, Co(X)) en Co(X, L?(G)), que también

llamaremos U.

Notemos que si a® € Cy(X)OC(G),x € X yt € G entonces U(a®b)(x)(t) = a(x)b(t) =
(a®b)(t)(x). Esto implica la unicidad de la funcién de la tesis, lo que debemos hacer es

probar la condicién de la tesis.

Sea f € C.(G,Cy(X)). Usando el Lema de Uryshon puede encontrarse un compacto
K C G y una sucesiéon {f,}n C Ck(G) @ Cyp(X) que converge uniformemente a f. Esa
sucesiéon también converge en la topologia del limite inductivo de C.(G, Cy(X)), la cual
contiene a la topologia relativa a L?(G,Cy(X)). Entonces {Uf,}, converge a Uf en
Co(X, L*(G)). La convergencia en ese espacio implica la convergencia puntual, asi que
para todo # € X {Ufn(x)}, converge en L%(G) a U f(x). Notemos que ||U fn(x)(-) —
O @)oo < [fr = flloo = 0y que {U fn(2)}n € Cr(G). Luego {U fn(2)}n converge en
L*(G) at s f(t)(x), de lo que se deduce que U f(z)(-) = f(-)(z) en casi todo punto. [

Para determinar los elementos cuadrado integrables de Cp(X) nos serd util el siguiente
Lema, que no es nada novedoso.

Lema 4.31. Para toda funcion f: G — [0,+00) para la cual existe un abierto U de
manera que f es continua en U y se anula fuera de U, las siguientes condiciones son

equivalentes
1. I:={[sfgdt: g C(U)", 0<g <1} estd acotado superiormente.

2. J:={[x fdt: K es un compacto de U} estd acotado superiormente.

3. f es integrable.
Ademds si f es integrable entonces [ f dt =sup =supJ.

Demostracién. Llamemos C.(U); al subconjunto de C.(U) formado por las funciones
con imagen contenida en [0, 1]. Para mostrar que (1) implica (2) tomemos un compacto
K C U. Luego existe g € C.(U){ constante e igual a 1 en K. Por lo tanto [, fdt <
Je: fgdt < supl. Esto nos dice que J estd acotado superiormente y que sup J < sup /.

Reciprocamente, dada g € C.(U)] se tiene K := sop(g) estd contenido en U. Luego
Jo fgdt < [ fdt <supJ. De donde deducimos que I esta acotado superiormente y que
sup I < supJ.
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Veamos que (3) implica (2). Dado un conjunto V' denotaremos Iy a la funcién indicador®
de V. Si K es un compacto de U entonces [, fdt = [ flxdt < [ fdt. Luego J esta
acotado superiormente y sup J < [ f dt.

Veamos ahora que (2) implica (3). Recordemos que una funcién h: G — R se dice simple
si existen conjuntos disjuntos, medibles y de medida finita Uy,...,U, C G y escalares
Ay, A € R tales que h = Zj Ajlly;. Recordemos también que f es integrable si
y solamente si Sy := {[;hdt: hessimple y h < f} estd acotado superiormente, en
tal caso [, fdt = supSy. Habremos completado la prueba si logramos mostrar que
para toda funcion simple h: G — R tal que 0 < h < f y todo € > 0 se cumple que
Jahdt <supJ+e.

Supongamos que h = >; Ajlly; es simple y 0 < h < f. Podemos asumir que todos los
A; son positivos, con lo cual Uy U...UU, C U. Como cada U; es medible y de medida
finita, para cada j existe un compacto K; C U; tal que pu(U;\K;) < e(nM)~!, siendo
M =1+ 3%, |)\]. Llamemos K a la unién de los K y b := 37, \jlk;.

Por un lado tenemos que | [ hdt — [ h'dt] <37, |\;|u(U;\K;) < €. Por otro lado, para
cada j, )\j]IKJ. < )\jI[Uj < f]IUj < f. De donde deducimos que )\j]IKj < f]IKj. Luego

/Gh’dtg%:/Gf]IKjdt:/Gf(;]IKj)dt:/detSsupJ,

donde las dos igualdades se deben a que los K son disjuntos. De lo anterior deducimos

que [ohdt < [ohdt+e<supJ+e. O

En las algebras conmutativas, pensadas como médulos sobre si mismas, es posible de-

terminar exactamente los elementos cuadrado integrables.

Teorema 4.32. Supongamos que o es una accion parcial HLC de G en X, que « es la

accion parcial en A := Cy(X) definida por o y que a € A. Si definimos

Foi X Lo(G). Fu(a)(t) = 1 (@) ste e X

0siz¢ Xy

entonces a es cuadrado integrable si y solamente si (i) para todo x € X : Fy(x) € L*(G)
y (ii) F, es continua y acotada como funcion de X en L?(G). Ademds si a es cuadrado

integrable entonces ((a| = sup,cx || Fa(2)||2.

Demostracion. Supongamos que a,b € A y tomemos una unidad aproximada {e;}; de
C§(G, A) contenida en C¢(G, A). Ya que el operador U de la tesis del Lema 4.30 es

5Vale 1 en V y 0 fuera de V.



IV Acciones parciales propias 146

una isometria, la red {((ale,b}; serd una red de Cauchy en L?(G, A) si y solamente si
{U{{ale,b}; es una red de Cauchy en Co(X, L*(G)).

Llamemos I' al abierto {(t,z) € G x X: z € X;} y pensamos a C.(I') como un *—ideal
denso de C§(G, A). Para construir una unidad aproximada de C§ (G, A) contenida en
C.(I") tomemos como conjunto dirigido, A, a los elementos positivos de C,(I') de norma
menor o igual a 1, ordenado con el orden usual. Evidentemente {A} cp es una unidad
aproximada de C§ (G, A) contenida en C¢(G, A). Por conveniencia definimos, para cada
A€ A N(s,z) := ANs L o,1(x)). La red {N},ca también es una unidad aproximada

pues I' =T, (s,2) = (571 0,-1(z)), es un homeomorfismo.

Necesitamos tener una férmula para ({a|yb que nos permita calcular U((a|yb. Si s € G

y © € X, entonces con la notacién del Lema 4.12

({alxb(s)(z) = (as(@X (s™))Ib) () = alos-1 (@)X (s, 04-1(2))b(x)

= Fy(x)(s)b(x)A(s, x).

Luego U({{a|xb(z)(s) = Fo(z)(s)A(s,z)b(z) para todo x € X y s € G.

Asumamos que a es cuadrado integrable y probemos que para cada xg € X se tiene
Fu(z0) € L*(G) y que F,: X — L*(G) es continua. Sabemos que existe una funcién
b € C.(X) constante e igual a 1 en un entorno V de zg. Para cada x € Vy s € G
tenemos que ({a|yb(s)(xz) = F,(x)(s)\(s,z). Por otra parte {U{(a|yb}\ converge en
Co(X, L*(G)) y, por lo tanto, para cada x € V la red {U{({a|xb(x)}, converge en L*(G).

Es evidente entonces que {||U{{a|yxb(z)||3}, es convergente. Para cada z € V
I@) = [ Fa@)(s)PA(s.2)* ds = |U{{alb(a) 3 (4.3.)

de lo que deducimos, inmediatamente, que {I(z)} eca es creciente y por lo tanto acotada
superiormente. Por definicién | F,(z)(-)|? se anula fuera del abierto G* = {t € G: = € X;}
y es evidente que |F,(z)(+)|? es continua en G*. Para mostrar que |Fy(z)(-)|? es integrable
apelaremos al Lema anterior. Dado un compacto K C G* el conjunto K x {z} C T es
compacto. Luego existe A\g € A constante e igual a 1 en K. Es evidente entonces que
Jxc | Fa(z)(s)?ds < In,(z) < supycp In(z). Esto implica que F,(z) € L*(G). De esto
tiltimo y de la Ecuacién 4.3.1 deducimos que ||F,(z)||3 = lmy I\(z) = supyecp Ir(2).

Luego {U{{a|xb(z)} converge a F,(z) en L?(G) pues

1Fa(x) — Ul{alxb(@)lI3 = /G |[Fa(@)?(1 = A(s,2)%) ds = || Fu() 13 — Lyz2(z) — 0.

Hemos mostrado que en V' F,, coincide con U {{a|b; luego la primera es continua en V' pues

la segunda lo es. Pero V era un entorno de un punto arbitrario zg, luego F,: X — L%(G)
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es continua. Veamos ahora que es acotada.

Definamos T,,: Co(X) — C(X,L%(@)), b + Tu(b), donde T,(b)(x) = b(x)F,(x). Ob-
servemos que T, = U o ((a| pues para cada b € Co(X) se tiene U((a|yb(x)(s) =
Fu(x)(s)A\(s,2)b(z) v {Fa(z)(s)A(s,2)}x converge en L*(G) a Fu(x)(s). Luego T, es
acotado y || T, || = ||{{a|||. Puede mostrarse sin dificultad que Ty, es acotado si y solamen-
te si Fy estd acotada y que en ese caso ||T,|| = sup{||Fa(z)||2: z € X}. Esto prueba el

directo y determina la norma de ||((all|.

Reciprocamente, si F, es continua, definamos T, : Co(X) — Co(X, L%(G)) como antes.
Luego T, es un operador lineal acotado y ||T,|| = sup{||F.(x)||2: © € X}. De los ar-
gumentos expuestos hasta aqui deducimos que para cada b € Cyp(X) y z € X la red
{U{{a|xb(x)}r converge a T,(b)(x). Esto implica que T,(b) es el tnico posible limite
de {U{{a|yb}r. Todo lo que nos resta mostrar es que limy U((a|xb = T,(b). Para tal

propésito observamos que

I1Ta(b) () = U{{alxb(z)]5 = Ib(x)\Q/G [Fa(@)(s)](1 = A(s,2)*) ds, Vo € X, (4.3.2)

La estrategia es acotar ||T,(b) — U({a|xb||? = sup,ex [|Tu(b)(x) — U{{a|xb(z)||3 escri-
biendo ese supremo como el maximo de dos supremos, uno tomado sobre un compacto

de X y el otro sobre su complemento.

Fijemos ¢ > 0 Ya que b se anula en infinito existe un compacto C C X de manera que

Ib(z)|? < 1+”T e S e ¢ C. Luego, para todo x € X — C la desigualdad 4.3.2 implica que

62

S WHTCLW <€ (4.3.3)

ITa(0)(x) = Ulalxb(@)|5 < [b(x) || Fa(2)]* <

Ahora acotaremos ||T,(b)(x) — U{(a|xb(z)||2 para x € C. Mas arriba mostramos que

para todo z € X se cumple que
IF) I = sup [ F(2) ()P (s, =) .

Luego V x € C existe A\, € A tal que [ |Fo(2)(8)|*Aa(s,2)2dt > || Fo(x)||? — £2/]|b].

Consideremos ahora la funcién u: G x X — R, u(s,z) = |Fy(2)(s)|*Ax(s, 2)?. Sabemos
que u es continua y tiene soporte compacto; por lo tanto z fG u(s, z) ds es continua.
I

Por otra parte z — ||Fy(2)||* también es continua. Estos hechos y la tltima desigualdad

del parrafo anterior implican que cada x € C' tiene un entorno U, de manera que para
todo y € Uy se cumple que [ [Fa(y)(s)[*Aa(s,y)* dt > [[Fa(y)[|* — */[b].
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Ya que C es compacto podemos encontrar xi,...,z, € C de manera que C' C Uy, U
-+ -UU,, . Tomemos \g € A mayor o igual a todos los Az, (i =1,...,n). Luego para cada

r € C existe un j tal que z € Uy,, lo que implica que

L@@ dt > [ Fu@))P (s ) dt > [Fala) | = /0],
G G
De la ecuacién 4.3.2 deducimos que para cada x € C se cumple que

62 2

I7a(8)(@) = U{(alayb@)ls < bl 7 = <

Usando la ecuacion 4.3.3 obtenemos que |7, (b) — U({al),b|| < e. Ademads la norma de
To(b) — U{{a|xb decrece con A, lo que implica que para todo A > X¢ se cumple que
ITa(8) — UGalb]) < e. m

Ejemplo 4.4. Supongamos que G es un grupo HLC, tomemos X = G y o(z) = tz (la
traslacién a izquierda). En este caso a € Cy(G) serd cuadrado integrable si y solamen-
te si [ |a(t™!)|?dt < co. En efecto, si a es cuadrado integrable entonces F,(e)(t) =
a(op-1(e)) = a(t™!) y Fu(e) es cuadrado integrable. Eso quiere decir, exactamente, que
Jola(t™1)[?dt < co. Reciprocamente, definamos v € L*(G) como v(t) = a(t™!) y sea
A: G — B(L*(G)) la representacién regular a izquierda (A\(u)(s) = u(t!s)). Luego
Ae(0)(t) = a((z71)™Y) = a(t™'z) = Fy(x) y F, es continua pues A es continua con

respecto a la topologia SOT.

Es esperable que exista una diferencia si construimos la accién en G = X con la multipli-
cacién por la derecha, es decir 74(x) = 2t~!. En este caso F,(z)(t) = a(zt) y sia € Co(X)
es cuadrado integrable entonces [, |a(t)|? dt < oc. Reciprocamente, sia € Co(X)NL*(G)

entonces F,(x) = A\z(a) y a es cuadrado integrable.

Ya que [ |a(t™1)|[?dt = [5 A(t71)|a(t)]* dt podemos esperar que existan elementos de
Co(G) cuadrado integrables con respecto a o pero no con recepto a 7 (y viceversa) sélo si
G no es unimodular®. Sin embargo C.(G) es cuadrado integrable tanto con respecto a o

como a 7 y por lo tanto las acciones que ellas definen en Cp(G) son cuadrado integrables.

De la siguiente Observacién se deduce que no existen acciones parciales cuadrado inte-

grables (en Cp(X)) con puntos fijos (en X) de grupos conexos no compactos.

Observacion 4.33. Supongamos que ¢ es una accién parcial HLC de Gen X y que zg € X
es un punto fijo de o; es decir que si zg € X,;-1 entonces o;(xg) = xo. En caso que o defina
una accién parcial cuadrado integrable en Cp(X) el conjunto H := {t € G: xg € X;} es

un subgrupo compacto y abierto de G.

SUnimodular es, por definicién, que la funcién modular del grupo sea constante 1.
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En efecto, es un subgrupo porque e € H y si s,t € H entonces zg € X1, xg = 04(xp) €
X,y 04-1(x) = x0. Esto implica que s~ € H. Por otro lado o(xg) € X,-1, por lo que
x0 € Xy—14-1 y 0st(x0) = 05(01(x0)) = 05(x0) = w0, con lo cual st € H. Ademdas H es
abierto porque el dominio de o es abierto en G x X. Luego H también es cerrado y para

terminar nos bastard con mostrar que tiene medida finita (ver [HR63, IV 15.9]).

Tomemos a € C.(X) de manera que a(xg) = 1. Luego para todo t € H se tiene que
Fu(2)(t) = a(op-1(x)) = a(z) = 1y F,(z) € L?>(G) es cuadrado integrable. Entonces la
medida de H es finita pues coincide con [ F,(z0)(t) dt.

Veamos un ejemplo concreto para una acciéon parcial no global.

Ejemplo 4.5. Tomemos G = R, X = (0,400), ambos con sus topologias usuales, y o
la accién parcial de G en X definida por la ecuacién diferencial & = —z2. Es decir que
o¢(z) = (t+1/x)~! y el dominio de o es {(t,z) € Gx X: t > —1/x}. Evidentemente esta
es una accién parcial no global. Si a € Cp(X) es cuadrado integrable entonces F,(1)(t) =
a((I+6)7Y) y [T a((1 +¢)~")[2dt < co. Como veremos a continuacién la finitud de

la integral es una condicion necesaria y suficiente para la cuadrado integrabilidad.

Las acciones ¢ de los Ejemplos 4.4 y 4.5 tienen las siguientes caracteristicas:

(a) o es transitiva, es decir que existe un punto xg € X tal que ozg = X (su 6rbita es

X). Equivalentemente, para todo = € X se cumple que oz = X.

b) Para cada z € X la funcién ev,: {t € G: z € X;-1} = X, t — oi(x), es un
t
homeomorfismo local en un entorno de la identidad. Es decir que existen abiertos U

y V, de e € G y x respectivamente, tales que ev, |y: U — V es un homeomorfismo.

Proposicion 4.34. Supongamos que o es una accion parcial HLC de G en X. Luego para
cada (t,z) € T, tal que Fy(z) € L*(G) se cumple que Fy(ot(z)) € L3(G) y Fu(ow(x)) =
M (Fu(z)), siendo \: G — B(L?(Q)) la representacion regular a izquierda.

Si, ademds, o tiene las propiedades (a) y (b) de arriba y definimos ¢ : Co(X) — L>¥(G)
como P(a)(t) = Fu(zo)(t), entonces Co(X)s; = Y~ HL>®(G) N L3(G)) y para cada a €
Co(X)si se cumple que Fo(oi(xo)) = Me(¢(a)).

Demostracién. Tomemos (t,x) en el dominio de ¢ tal que F,(z) € L*(G) y veamos
que Fy(oi(z)) = A—1(Fu(x)). Sabemos que oy(x) € X, si y solamente si x € X;—1, N
X,-1. Por lo tanto, si o¢(z) € X entonces F,(04(2))(s) = a(o,-14(z)) = Fy(x)(t1s) =
Me(F,(z))(s). En cambio, si o(z) ¢ X, entonces Fy(oi(z))(s) = 0 = Fy(z)(t™ls) =
A¢(Fu())(s). Hemos mostrado que F,(o4(z)) = M\(Fu(x)) € L2(G).
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Pasando a la segunda parte de la tesis, de acuerdo con nuestro Teorema de caracte-
rizacién de elementos cuadrado integrables, es evidente que si a € Cp(X)g entonces
P(a) = Fy(xo) € L°(G) N LA(G), es decir que Co(X)s C 1~ 1(L®(G) N L*(G)). Asu-
mamos ahora que F,(zg) = v(a) € L*(G). En este caso lo probado en el parrafo an-
terior implica que F,(y) € L*(GQ) y ||Fa(z0)|l2 = ||Fa(y)|]2 para todo y € oxg = X. Es
evidente entonces que F,: X — L?(G) es acotada y nos resta mostrar que es con-
tinua. Dado z € X tomemos t € G tal que g € X;-1 y o¢(xrg) = x. Tomemos,
ademds, un entorno U de e € G y uno V de x de manera que ev, |y es un homeo-
morfismo de U en V; llamemos h a la inversa de ese homeomorfismo. Podemos asumir
que U C X; pues z € X; y X; es abierto. Luego, para cada y € V, tenemos que
Fo(y) = Fulon) (7)) = Fa(ong)(To)) = Ap(y)e(¥(a)). Como A es SOT —continua y h es

continua en V, F, es continua en V. Luego F, es continua en todo punto. ]

4.3.1. Equivalencia propias - cuadrado integrables

Rieffel demostré [Rie04] que las acciones integrables (que son las mismas que las cuadrado
integrables) en C*-dlgebras conmutativas son exactamente las acciones que provienen de
acciones propias en el espectro del algebra. En esta secciéon demostraremos este hecho

para las acciones parciales.

El lector familiarizado con el articulo de Rieffel podré a apreciar que nuestra prueba es,

basicamente, la prueba de Rieffel. Las modificaciones introducidas son menores.

Recordemos que si o es una accién parcial HLC de G en X hemos llamado (en la Seccién
1.3.1) ©(0) a la accién parcial que define o en Cy(X), la cual es una accién parcial en

C*-algebras.

Teorema 4.35. Si o es una accién parcial HLC y propia de G en X entonces Co(X) C
Co(X)si y por lo tanto O(o) es cuadrado integrable.

Demostracion. Para simplificar la prueba definamos « := (o). Pensemos primero que
o es global, el caso general se deduce de este. Dados a € C.(X) y 9 € X tomemos
un entorno compacto V de xg y llamemos C a la clausura del soporte de a. Veamos
que F,(y) € L*(G) para todo y € V y que F,: X — L?*(G) es continua en z (esto es

suficiente para mostrar que F, es continua).

Sea D :={(t,z) € GXX: (x,04-1(z)) € VxC}, que es compacto, y tomemos g € C¢(G x
X) constante e igual a 1 en D. Definamos f € C.(GxX) como f(t,x) = a(o4-1(x))g(t, z).
SizeVy f(t,x) # 0, entonces o;-1(c) € C'y f(t,z) = alop-1(x))g(t,x) = alop-1(x)) =

F,(x)(t). En cambio six € V' y f(t,x) = 0 entonces o bien a(oy;-1(z)) = 0, en cuyo caso
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flt,x) = Fo(x)(t), o g(t,z) = 0. En este tltimo caso tiene que ser o,-1(x) ¢ C' y por
lo tanto f(t,z) = 0 = a(oy-1(x)) = Fy(z)(t). Hemos mostrado que Fy(z)(t) = f(t, z)
para todo (t,x) € G x V. Luego, para todo z € V, F,(z) es continua y tiene soporte
compacto, lo que implica que F,(x) € L*(G).

Para mostrar que Fj, es continua en x( llamemos K a la proyeccién sobre G del soporte
de f. Luego para todo z € V || Fy(z) — Fu(x0)|13 < u(K)||f(-;z) — f(-,70) | s0- La funcién
X — Co(G),z — f(-,z), es continua pues f € C.(G x X), lo que implica que ||Fy(x) —

Fu(z0)||3 — 0 cuando = — z. Luego F, es continua en x.

Lo tnico que nos resta mostrar, en el caso de las acciones globales, es que F; esta
acotada. Llamemos 7 a la proyeccién canénica de X en su espacio de érbitas X/G. Lo
que mostramos antes, junto con la Proposicion 4.34, implica que la funciéon X — R, z —
||Fa(x)]|2, es continua y constante en las érbitas; por lo tanto existe una tnica funcién
continua h: X/G — R tal que h(ox) = ||Fy(z)||2. Por otro lado, si ox Nsop(a) = 0
entonces Fy(xr) = 0 y por lo tanto h(cx) = 0; deducimos que h se anula fuera del
compacto m(50p(a)), y de ello se desprende que h estd acotada. Esto ultimo implica,

inmediatamente, que F, estd acotada superiormente.

Pasemos a ocuparnos del caso general. De acuerdo con el Lema 4.8 podemos asumir que o
es la restriccién de una accién parcial propia 7 de G en Y, con lo cual estamos asumiendo
que X es un abierto de Y y que Y es HLC. Pensemos Cy(X) como un ideal de Cy(Y)
de la manera usual, con lo cual C.(X) C Cc(Y). Luego C.(X) C Co(Y)si. Llamemos F;]
a la funcién F, construida a partir de a € C.(X) con la acciéon 7 y F?¢ a la construida
con 0. Luego F7:Y — L%*(G) es continua y acotada. La prueba habrd concluido si
mostramos que F]|x = F7. Dado z € X, si x € X; entonces F7(x)(t) = a(o4-1(x)) =
a(1—1(x)) = F7 (z)(t). En cambio si x ¢ X, entonces 7,—1(x) ¢ X pues en caso contrario
x € X N7 (X) = Xi. De esto deducimos que FJ(x)(t) =0 = a(ry-1(z)) = F] (x)(t). O

Dividiremos la demostracién del reciproco del Teorema anterior en varios Lemas. Co-
menzamos observando que el Teorema anterior se cumple para las acciones cuadrado

integrables.

Observacion 4.36. Si ©(0) es cuadrado integrable entonces C.(X) C Cp(X)si. Esto se
debe a que Cy(X) es conmutativa y Cy(X)s un ideal a derecha y denso, por lo tanto es
un ideal denso y debe contener al ideal de Pedersen [LS75] de Cp(X), que es Cq(X).

Lema 4.37. Si ©(0) es cuadrado integrable entonces tiene una globalizacion y su glo-

balizacion envolvente también es cuadrado integrable.

Demostracion. Para mostrar que ©(o) tiene una globalizacién basta mostrar (Teorema

1.78) que el grifico de o, Gr(o), es cerrado en G x X x X. Supongamos que la red
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{(ti,zs,yi) }i C Gr(o) converge a (t,x,y) € G x X x X. Tomemos a € C.(X) tal que
a(y) # 0. Luego F,(y;) — Fu(y) en L*(G) y Fa(yi) = Falot, (i) = A,—1 (Fa(w;)). Puesto
que |A]] = 1 para todo 7 y F,(x;) — Fu(z) en L?(G), tenemos que ||\, (Fu(x;)) —
A (Fa(x))||l2 — 0, deducimos que [[Fo(y) — Ae(Fu(z))|l2 = 0, Fu(y) = M(Fa(x)) en casi
todo punto. Por lo tanto el interior de {s € G: Fy(y)(s) # Fu(x)(t 's)} es vacfo. Ya
que la identidad de G, e, no puede estar en el interior de ese conjunto existe una red
{s;}; que converge a e tal que F,(y)(s;) = Fu(z)(t"'s;) para todo j. La definicién de
F, implica que F,(y) es continua en e y Fy(y)(e) = a(y) # 0. Luego el Teorema de
conservacién del signo implica que existe jo tal que, para todo j > jo, Fu(z)(t71s;) # 0.
Entonces para todo j > jo debe cumplirse que z € X;-1,, y que a(o,,-1,(z)) # 0. Lo
tltimo nos dice que {o,,-1,(z)}; C sop(a) y, ya que sop(a) es compacto y el dominio de
o es abierto, podemos encontrar un entorno de e, U, tal que U x sop(a) C I',. Por otra
parte existe un ji > jo tal que s;, € U y por lo tanto es posible calcular oy, (0, -14(2)).
La definicién de accién parcial nos dice entonces que z € Xy y o) (05, -1,(2)) = 0¢().

La continuidad de ¢ implica que y = lim y; = lim; oy, (x;) = o¢(x).

Habiendo demostrado que o tiene una globalizacion podemos asumir que existe una
accion (global) HLC de G en Y, que X es un abierto de Y cuya 7—drbita es Y y que
o = 7|x. El resto de la prueba consiste en mostrar O(7) es cuadrado integrable pues

ella es una globalizacién envolvente de (o).

Como lo hicimos en la demostraciéon de Teorema 4.35 podemos mostrar que para todo
a € Ce(X) C Co(Y) se cumple que F? = FT|x, pensando Cy(X, L%(G)) C Co(Y, L*(G)).
Deducimos entonces que C.(X) C Cy(Y)s. Por otra parte el Teorema 4.25 implica que
[TC:(X)] C Co(Y)si. Ademés [T7C.(X)] es denso en Cy(Y) porque [7Cy(X)] es denso en
Co(Y), luego Cp(Y)si es denso en Cp(Y) y ©(7) es cuadrado integrable. O

Para no ser repetitivos conviene enunciar lo siguiente.

Definicién 4.38. Diremos que una red {z;}; del espacio topolégico Z tiende a infinito

si para todo compacto C' de Z existe un jo de manera que si j > jo entonces z; € Z\C.

Recordemos que la compactificacién por un punto de Z, o la compactificaciéon de Ale-
xandroff de Z, es Zo, := Z U {00}, siendo Z abierto en Z, y los entornos de oo son
los complementos -en Z..- de compactos de Z. O sea que las redes de Z que tienden a

infinito son exactamente aquellas redes que tienden a oo en Z,.

Lema 4.39. Supongamos que {t;}; es una red de G que tiende a infinito. Luego para
toda f,g € L*(G) se cumple que lim;j(\, (f),g) = 0.
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Demostracion. Supongamos primero que f,g € C.(G). Ya que la multiplicaciéon de G
es continua C := 50p(g) ~'s0op(f) es compacto. Por lo tanto existe jo tal que si j > jo
entonces t; € G\C. Por otra parte, si t € G\C'y r € G, entonces f(t~1r)g(r) = 0 pues
en caso contrario t~!r € sop(f) y r € sop(g), lo que implica ¢ € sop(g) " 'sop(f) C C. Es

evidente entonces que si j > jo se cumple que (A, (f),9) = [ f(t71r)g(r) dr = 0.

En el caso general, para cada € > 0 sean f.,g. € C.(G) tales que ||f — fell2 < €y
llg — gell2 < . Luego, para todo j,

[ (), )] < ellgllz + ([ fll2 + €)e + [(A; (f2), g2)];

de lo que se deduce facilmente la tesis. ]

El siguiente resultado es una consecuencia del Teorema 4.7 de [Rie04]. Para poder usar
ese resultado debemos hacer algunas observaciones. Supongamos que « es una accién
global del grupo HLC G en la C*-dlgebra A. Dados a € Ag, b,c € Ay g € C.(G) se

tiene que

|a)) ({albgze = /G at(a*a)beg(t) dt.

Cambiemos ¢ por un elemento de una unidad aproximada de A, {¢;};, y tomemos g tal
que 0 < g < 1. Luego tomemos limite en la unidad aproximada y en g (con el orden

usual de C.(G)") simultdneamente. El limite (existe y) es |a)){(a|b porque a € Ag.

Por otro lado limglim;((albyg. = limglim; g((albc; = limg g((alb = ((a|b. Entonces
limy [ ai(a*a)bg(t) dt = |a))((alb. En términos de [Exe00, Definicién 2.1] esto nos dice
que a*a es a—integrable. Luego [Rie04, Proposiciéon 4.4] implica que si a es cuadrado

integrable entonces es propia en el sentido de [Rie04, Definicién 4.5].

Luego de los comentarios anteriores el lector puede utilizar directamente el Teorema 4.7
de [Rie04] para mostrar el lema que sigue. Ofrecemos una prueba directa que resume las

ideas de ese articulo.

Lema 4.40. Si O(0) es global y cuadrado integrable entonces o es propia.

Demostracion. Sabemos que a := ©(0) es global si y solamente si o lo es, por lo tanto
asumiremos que o es global. De acuerdo al Lema 4.4 basta con mostrar que para todo

par de compactos K, L C X es posible encontrar un compacto que contiene a ((K, L)) :=
{te G: o y(K)NL #0}.

La demostracion sera por absurdo. Si ((K, L)) no esté contenido en un compacto entonces
para todo compacto j C G existe t; € ((K,L))\j, con lo cual existe z; € K tal que

o;(w;) € L. Ordenando lo compactos de G de acuerdo a j <[ <« j C [ obtenemos un
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conjunto dirigido y por lo tanto {t;}; v {x;}; son redes. Es evidente que {t;}; tiende a

infinito.

Ya que K es compacto podemos encontrar una subred {z;, }; convergente a cierto x € K.
Pasando a una subred nuevamente podemos asumir que {oy i (zj;)}x converge a cierto
y € L. Definamos xy := z;, y ty :=tj, y observemos que {t;} tiende a infinito porque

ha sido construida como una subred de una red que tiende a infinito.

Sea a € C.(X) constante e igual a 1 en L. Ya que F,(y) es continua en e y F,(y)(e) =
a(e) # 0 tenemos que ||F,(y)|l2 > 0. Por otro lado A, (Fy(zk)) = Fu(oy, (zx)) — Fu(y)
en L2(G). Ademés || M, (Fu(z)) — My (Fu(zr))|l2 = |Fa(z) — Fu(zg)|2 — 0, de lo que

deducimos || A, (Fo(x)) — Fo(y)|l2 = 0. De acuerdo al Lema anterior

0 =lim{Ar, (Fa()), Fa(y)) = [ Fa(y)ll2 > 0,

lo que claramente es absurdo. O

Ahora podemos mostrar el reciproco del Teorema 4.35.

Teorema 4.41. Si ©(0) es cuadrado integrable entonces o es propia.

Demostracion. Sabemos que si O(o) es cuadrado integrable entonces o tiene una globa-
lizacién envolvente 7 (de G en Y') y que O(7) es cuadrado integrable. El lema anterior

implica que 7 es propia y del Lema 4.8 deducimos que o es propia. 0

4.4. Restricciones y Globalizaciones

Con respecto a las restricciones de las acciones cuadrado integrables tenemos dos resul-
tados, el primero sobre restricciones de acciones parciales y el segundo sobre globaliza-

ciones.

Teorema 4.42. Supongamos que v es una accion parcial en modulos de Hilbert de G en
XayqueY =XI esunideal de X (I =span(),))). Sia:=~",6 =7y, f:=0 =alr
Y pensamos L%(G, I) C L2(G, A) entonces Y N X, C V. Ademds para todo y € Y N X,
se cumple que ((y|"|y = ((y]° y que |y>>'y|L%(G’I) = |y))° (el supra indice indica la accion

con respecto a la cual se calcular los operadores ((-| y |-))).

Demostracién. Probemos que dados y € YNX), 2z € Vy f € C’f(G, I) se cumple que
<(y[‘}z = <<y|5fz En efecto, como ¢ es la restriccién de vy a ) para todo ¢t € G se tiene

{(yl3=(t) = (@S Dly) = (el f ()l = (lF ).
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Probemos ahora que, con y y z como antes, ((y['z € L%(G,I). Dada g € C%(G,A)
se tiene que ((y|7z(t) = (v(yg(t™")),2). Por un lado se tiene y(yg(t™')) € (VA1)
y por otro z € Y, luego ((y[jz(t) pertenece al ideal de A asociado a la interseccién
de y(YA;-1) con Y, que es Iy := y(YA;-1) N. Si {e;}; es una unidad aproximada
de C§(G, A) contenida en Cg(G, A) entonces {((y|7,z}; estd contenida en L%(G,I) y
converge a ((y|7z, luego ((y|7z € L%(G, I).

Tomemos ahora una unidad aproximada de C’g (G,I) contenida en C?(G,I), también
llamada {e;};. De los dos tltimos parrafos se deduce que {((y|2 z}; = M e (Y72}
converge en L%(G,I) a ({y|"z. Como z € Y es arbitrario y € Y% v ({(y|® = ((y|"]y.

Para terminar observemos que, con y como arriba y f € CCB (G, 1), se tiene que

) = [ awBa (POt = [ o (7)) dt = ) (1)

Entonces el operador |y))° coincide con |y))Y en C#(G,I) y ambos son continuos, por lo
tanto coinciden en CF (G, I) = L% (G, I). O

Teorema 4.43. Supongamos que v es una accion global en mddulos de Hilbert de G

en Xp y que A es un ideal de B de manera que [yX Al = X. Definamos Y := XA y
d:=7]y. Luego Vs = Xs;NY y 7y es cuadrado integrable si y solamente si d lo es.

Demostracion. Utilizaremos supra indices en los operadores | )) y (( | para indicar segiin
estemos considerando 7 o §. Llamaremos 3 a 7' y o a 6. Recordemos que 3|4 = a. Del

Teorema anterior se deduce que X5 N Y C V.

Para demostrar la otra inclusion tomemos z,y € )y y una unidad aproximada de
C4(G, B) contenida en C%(G, B), {e;}:. De la demostracién del Teorema anterior (segun-
do parrafo) deducimos que ((z|7.y € CZ(G, A). Si ahora { fi }1, es una unidad aproximada
de Cf (G, A) contenida en CZ (G, A) entonces ((z[2,y = limy M5, )((z[2,y. Por otro lado,
para todo t € G :

Mg (a2 y () = ar(fe(t™ ) (e(zei(t)),y) = (i@ frei(t™)), y)
= (@ frei(t™1)), y) = Ma(ppen (P (t) = Mgy M (2] (t),

Tomando limite en k£ obtenemos ((z|J.y = My, {{x|°y porque el hecho de que C§(G, A)
sea un ideal de C§(G, B) implica que Mﬂ(ei)«xl‘;y € L2(G, A). Tomando limite en i se
deduce que {{(z| y}; converge en L2 (G, A) a {(z[’y.

Nos serd muy ttil mostrar que si z,y € J'y {e;}; es una unidad aproximada de C§ (G, A)
contenida en C%(G, A), entonces la red {(<m|g]y} ;j tiene como limite puntual la funcién

[z,y]: G — A, [z,y](t) = (v(z)|y). En efecto, fijemos z,y € YV y s € G. Luego [z,y](s) €
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Bs(A)(X|X)A C As y, ademas, {Bs(e;j(s71))}; es una unidad aproximada de As. Por lo
tanto [a, y](s) = 1y (ys(ze;(s™)ly) = 1m0 (we; (s7)|y) = Ly (]2, y(s).

Sea M: Co(G, B) — B(L*(G, B)) la representacién por operadores de multiplicacién y
7: Co(G, B) — Co(G, B) el isomorfismo dado por 7(f)(s) = Bs(f(s™')). Supongamos
x € Vs y tomemos y € YV y {fr}r una unidad aproximada de Cy(G, B) contenida en
C.(G, B). Recordando que Mej<<x\5y = (<:c|g]y y calculando los siguientes limites en
L?*(G, B) obtenemos

(aljy = 7(lay) = i Me,m(f)l, o] = im{(alS

= lim Me,m(p)((2]°y = lim M, M) ((x]°y = My(p)((z|y.

Luego la red {{(x }ky}k converge en L2(G, B) a {{(z|°y.

Fijemos = € Vs, queremos mostrar que x € Xg;. La Ultima concusién del parrafo anterior
nos dice que para todoy € Y lared {(<x|}ky}k tiene limite (en L?(G, B)) {(x|°y. Para ver
que el limite también existe para todo y € [y)] llamaremos p a la accién que definen, en
L?*(G, A), B y la representacion regular a izquierda de G. Veamos quesiy € Yy s € G
entonces {((xﬂk%(y)}k converge a gs(((z|°y). Para cada k definamos fi(t) := fi(s~'t).
Luego {f} }r es una unidad aproximada de Cy(G, B) contenida en C.(G, B). Un célculo
directo muestra que g,—1 (({z|7(ys(y))) = (<:c|71,cy. Por lo tanto la red {o,-1 (((z[}, 7s(y))}x
converge a ({z|%, de lo que se deduce que {((x\'}kvs(y)}k converge a o,(({z|%). Por
linealidad concluimos que para todo z € [yY] la red {{(z}, z}& tiene limite (y que no

depende de la unidad aproximada).

Podemos pensar a {(z|” como una funcién lineal de [y))] en L?(G, B), equivariante con
respecto a v y ¢ y que coincide con ((z|® en ) (por lo tanto es continua en ))). Puesto
que ((z|” coincide con un operador adjuntable en ), la restriccion T' := ((z|7[y: Y —
L?*(G, A) es un morfismo continuo de A—médulos (algebraicos). Como ademas ((z|7 es
~ — p—equivariante, T' es un morfismo de acciones parciales entre § y v := g| 12(G,A)- En
estas condiciones podemos usar el Lema 3.17 para concluir que existe un inico morfismo
(continuo) de B—médulos T¢: X — L?(G, B) que extiende a Ty es v — gp—equivariante.
Ademds | T°)] = |T) = |Gz,

Para terminar mostremos que para todo z € X" la red {<<x|}kz} x tiene limite en L?(G, B).
Para z fijo tomemos una sucesion {z,}, C [7)Y] que converge a z. Fijada fj la sucesion
{((az\}k 2z }n converge en L2(G, B) porque converge en el limite inductivo a <<x|}kz Por

lo tanto para toda fi tenemos que

<<x\}kz = li£n<<x|}kzn = li};n My, ((x]"zp = li}ln My, T(2n) = My, T¢(2).
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Como M es no degenerada h’mk<<x|}kz = T°(2); lo que termina de mostrar que = €
Xsi- ]
De la demostracién anterior y del hecho de que ||T'|| = ||7¢|| deducimos lo siguiente:

Corolario 4.44. Con la notacion del enunciado anterior, para cada x € Vg se cumple
que ((z|"|y = ((=° y [{{]]| = [{{= ]

Corolario 4.45. Si vy es una accion parcial en médulos de Hilbert y (0,1, 2,Y) es una
globalizacion envolvente de v, entonces v es cuadrado integrable si y solamente si § lo

€s.

Demostracion. Sin pérdida de generalidad podemos usar la notacién del Teorema de
arriba (asumimos 7|y = ¢). Si v es cuadrado integrable entonces X5 A C Vs es denso en

Y, y por lo tanto ¢ es cuadrado integrable.

En caso que § sea cuadrado integrable entonces X5 N')Y = Vs es denso en ). Como Xg;

es 7 invariante [y)si] C Xy es denso en X, luego v es cuadrado integrable. O

4.5. Sumas directas y productos tensoriales

En esta seccién veremos céomo se comportan las acciones cuadrado integrables con res-

pecto a las sumas directas y los productos tensoriales.

Supongamos que G es un grupo HLC, a una accién parcial en C*-algebras de G en A y

que 0 una accién parcial en mdédulos de Hilbert de G en ).

Definicién 4.46. Diremos que ¢: A — B(Y) es un homomorfismo fuertemente no

degenerado (con respecto a « y d) si es un s—homomorfismo que para todo t € G
satisface que ¢(A)Y = V.

En caso que 7 sea una accién parcial en modulos de Hilbert de G en X4 diremos que
¢: A — B(Y) es fuertemente no degenerado (con respecto a y y ¢) si es un homomorfismo

fuertemente no degenerado con respecto a " y 4.

Ejemplo 4.6. Recordemos el Ejemplo 1.7 donde construimos la accién parcial 14 ®
de G en H ® X, siendo H un espacio de Hilbert y « una accién parcial en médulos de
Hilbert de G en X. Definamos un homomorfismo ¢: B(X) — B(H ® X') de forma que
d(T)(h®x) = h®Tz. Para poder definir ¢ basta con mostrar que para todo hy, ..., h, €
Hy x1,...2n € X se cumple que >, ;(h; @ T'xi, hj @ Txy) < T > i j(hi ® i, hy @ xj).
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La matriz h := ((hs, b))} ;=1 € M (C) es positiva’ y por lo tanto existe una matriz a :=
(ai;)i'j—1 € My(C) tal que h = a*a. Luego 3, ;(hi @z, hj @ x5) = 32, ; pakiTi, ag;x;).

Ademas la féormula es valida si cambiamos x; por Tx;.
Definamos y; 1= Y, arizi € y := (Y1,...,Ym) € X™. Si diag(T*T) € M, (B(X)) es la

matriz diagonal que tiene a T*T en cada entrada de la diagonal entonces

> (hi ® Tag, hy @ Taj) = (diag(T*T)y, y) < |T*T|[(y, y) = |T1* D (hi @ 25, hj @ xj).
i,j i,J

Habiendo mostrado que ¢ estd definida llamemos p a su restriccién a K(X). Sin mayores
dificultades puede mostrarse que p es equivariante respecto de 4! y 1 ® . También se

cumple, para todo t € G, que
PKX))H@X)=HIK(X): X =H® (X) = (H®X),
lo que nos dice que p es fuertemente no degenerado.

Los Corolarios del siguiente Teorema implican, en particular, lo siguiente: si vy es cua-

drado integrable entonces 7' y 1 ® 7 lo son.

Para las acciones globales tanto el siguiente Teorema como sus Corolarios son debidos a
Meyer [Mey, Mey01].

Teorema 4.47. Dadas acciones parciales en médulos de Hilbert, v y 0 de G en Xa
y VB respectivamente, y un homomorfismo fuertemente no degenerado y equivariante
(respecto de v" y 0) ¢: A — B(Y) se cumple que Xy © Y C (X @4 V)si- En particular
7 ®¢ 0 es cuadrado integrable siy lo es.

Demostracion. Para simplificar la notacién llamaremos a a y" y B a &". Sea L%(G,Y) el

A—mébdulo de Hilbert obtenido luego de completar
CIG,Y) = {f € CGY): [() €NV L€ G)

con el producto interno (f|g) = [~ (f(t)|g(t))dt (ver el Ejemplo 1.6). Afirmamos que
existe un tnico unitario U: L2(G, A) ®y ¥ — L3(G,Y) de manera que U(f ® z)(t) =
o(f(t))x. En efecto, la igualdad

(F@slg@y) = wir((fla)e) = [ wir(F© a®)) = [ =(F@)wir(e)a)

"Porque para cualquier vector £ € C™ se cumple que (h&,€) > 0.
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implica que existe una tnica isometrfa lineal U: C¥(G,A) ® Y — L3(G,Y) tal que
U(f @x)(t) = ¢(f(t))x. Es evidente que C.(G)Im U C Im U, ademés el hecho de que
¢ es fuertemente no degenerada implica que para cada t € G {f(t): f € Im U} = W,
de lo que deducimos que ImU es densa en la topologia del limite inductivo (Teorema
A.5) y por lo tanto ImU es densa en L2(G,Y). Luego U tiene una tinica extensién a un

unitario de LZ(G, A) ®, Y en L3(G,Y), que también llamaremos U.

Tomemos x € Xy e y € Y. Probaremos que [z ®y)): C#(G, B) — Y tiene una extension
a un operador adjuntable de L%(G , B) en ). Haremos esto encontrando un operador ad-

juntable T': L%(G, B) — L%(G, V) de manera que el siguiente diagrama es conmutativo

|e@y))
L3(G,B) ——= X ®)Y

Tl Tlﬂf»@idy

LG, V) —= Li(G, A) @Y

Definamos p,: C2(G, B) — C2(G,Y) como py(f)(t) = d:(yBi-1(f(t))). Afirmamos que
py tiene una extension a un operador adjuntable. Para mostrar eso comencemos obser-

vando que dada u € CJ(G,)Y) se cumple que

(py(f) 1) = /G Ou(yBis (F(1))u(t)) dt = /G BB ()10, (u(t)))) dt
= /G £ Bul(ylo (u(t)))) dt.

Luego el adjunto de p, deberfa cumplir que p,*(u)(t) = B¢((y|d;-1(u(t)))). Definamos
S(u)(t) := Be((y|ds—1(u(t)))). Para mostrar que p, es adjuntable basta mostrar que es
acotado, ya que las formulas de arriba implicaran que S también es acotado y que es el

adjunto de py.

Mostraremos que para cada f € C2(G, B) se cumple que {p,(f)|py(f)) < Ilyll?(f|f)-

Para esto necesitamos una unidad aproximada de C’g (G, B), {e;}:. Luego

eaONP0) = [ (61 uBs (FE)IBeuBin (£(2)))
= [ BB (FO)yBis (FO))) dt
_ /G lim By ((yei(t™") B (F(0))lyei(t™) B (f()))) dt
= [t () Bul st Hlyedt IO dr
< [ 1w F0) Buleat™) et )1 (0) de

< ol [ £(2)" Bules(t™Deut™ DI dt = [ylP1).
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Ahora todo lo que nos resta por mostrar es que para toda f € C2(G, B) se cumple que
lz @ y))(f) = (|z)) ®idy) o U* o py(f). Para esto necesitamos una manera de calcular
(|z)) ®idy) o U* en C2(G,Y). Dados v € C2(G, A), z € Y y una unidad aproximada de
C*(G, A), {e;}i, se cumple que
|z)) ® idy(v® 2) = /nyt(matq(v(t))) ® zdt = ‘/G’lim’)/t(l’Ei(til)Oét—l(’U(t))) ® zdt
= / lm v, (ze; (1) @ d(v(t))z dt
Gt
= [ tin(y® 8)ula @ dles(t)51 (0(u(t))2) di

- /G (v ® 6)ela @ 61 (U™ (v ® 2)(t)) dt.

Ahora bien, ya que para cada g € C’g (G,)) es posible encontrar un compacto C' C G
y una sucesién {g,}n € C& (G, A) ® Y tal que todos los elementos de {U*(gy)}n tienen
soporte contenido en C, y esa sucesién converge uniformemente a g, deducimos que para

toda g € C%(G, ) se tiene que

(|2)) ® idy) o U*(g) = /G (v ® 0)i(z ® 0,1 (g(1)) dt.

A partir de esa férmula se deduce que para toda f € C’f (G, B)

(lz)) @idy) o U* 0 py(f) = /G(W ®0)i(z @y (f(1))) dt = |z @ y))(f),

de lo que es evidente que |z ® y)) es la restriccién de un operador adjuntable. O

Corolario 4.48. Si « es una accion parcial en C*-dlgebras de G en A, 6 una accion
parcial en modulos de Hilbert de G en Yp y ¢: A — B()) es fuertemente no degenerado

entonces ¢(As;))Y C Vsi. En particular 6 es cuadrado integrable si o lo es.

Demostracion. Sea V: A ®4 )Y — ) el Gnico unitario tal que V(e ® y) = ¢(a)y. Es
facil mostrar que V' es un isomorfismo de acciones parciales en moédulos de Hilbert. El

Corolario 4.28 y el Teorema anterior implican que V(Ag ® V) = ¢(As)Y C V- O

Corolario 4.49. Para cada accion parcial en modulos de Hilbert v se cumple que v es

cuadrado integrable si y solamente si ' lo es.

Demostracion. Digamos que v es una accién parcial de G en X4. Si v es cuadrado
integrable, como 7! = v ®, 7 (siendo ¢: A — B(X) = M(A) la inclusién canénica), el

Teorema de arriba implica que 7' es cuadrado integrable.
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Reciprocamente, la inclusién canénica de K(X) en B(X) es un *—homomorfismo fuer-
temente no degenerado y equivariante respecto de 7' y 4. Por lo tanto v es cuadrado

integrable si 4 lo es. O

Ahora pasamos a estudiar las sumas directas de acciones parciales en médulos de Hilbert

y su relacion con las acciones parciales cuadrado integrables.

Teorema 4.50. Sea J un conjunto no vacio, G un grupo HLC'y {y'} ;e una familia de
acciones parciales en médulos de Hilbert, donde +7 es una accion parcial de G en XJ’A]-'
Si EEIje(;’yj es la accion parcial definida en la Proposicion 1.54 entonces las siguientes

afirmaciones son equivalentes:

(I) Bjecy’ es cuadrado integrable.

(II) Para todo j € J, ¥/ es cuadrado integrable.

Demostracion. Asumamos que (I) es verdadera y tomemos j € J. Llamemos ) a &
pensado dentro de la suma X := Hjc;X; y B a A; pensado dentro de A := Hjc ;4.
Luego B es un ideal de A y XB = Y. Ademas Y es v := Hjcey’ —invariante y 7|y es
isomorfa a 7. Por otra parte X B es denso en Y y, por el Teorema 4.42, esté contenido

en V. Luego 7/ es cuadrado integrable porque 7|y lo es.

Para mostrar el recirpoco definamos, para cada j € J, t;: X; — X como ¢j(x)(k) = d; 2.
Probemos que ¢j(&X;;) C &s. Dado z € &), { € X y una unidad aproximada de
CgT(G,A) contenida en C)' (G, A), {e;};, definamos fi: G — A; como fi(t) = e;(t)(5).
Luego {f;}i es una unidad aproximada de ngr(G7 A) contenida en CY’ (G, A).

Identifiquemos Lgr (G, A) con EEkeJszT(G, A},) candénicamente y sea Q) : Lfyjr(G, Aj) —
L2,(G, A) la inclusién canénica. Luego {((1j(x)]e,£}s = {Q5({(2]£,£(4))}i es convergente,
por lo que ¢j(z) € Xs;.

Sabemos que > ;c;tx(X;) es denso en X. Luego > oy ue(Xj,) es denso en X y estd

Jsi

contenido en Xy, lo que implica que Xy es denso en X. ]

Teorema 4.51. Supongamos que G es un grupo HLC, J es un conjunto, {v;}jcs es
una familia de acciones parciales de G en A—mddulos de Hilbert plenos y que ¥ no
depende de j € J. Si vy = @jefyj entonces las siguiente afirmaciones son equivalentes:

(I) 7 es cuadrado integrable.

(II) Para cada j € J se cumple que 9 es cuadrado integrable.
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Demostracién. Digamos que 4/ es una accién parcial en &; y llamemos X a @jcsX;.
Supongamos que 7y es cuadrado integrable y tomemos j € J. La proyecciéon candénica
Pj: X — X es adjuntable, un morfismo de acciones parciales y es sobreyectiva. Luego

Pj(Xsi) C &), es denso en &; y 77 es cuadrado integrable.

Reciprocamente, para cada j € J se cumple P;*(X} ) C Ay y como X es un subespacio

tenemos 3 c; P (Xj;) C Xsio Ademds 37 ¢ ; Py (Xj;) es denso en X' y por lo tanto v

es cuadrado integrable. d

Definiciéon 4.52. Supongamos que v y d son acciones parciales de G en mddulos de
Hilbert. Diremos que v es un sumando directo de ¢ si (a) existe una accién parcial en
moédulos de Hilbert, o, de manera que 4" = ¢" y (b) existe un isomorfismo de acciones

parciales en médulos de Hilbert ¢: v @ ¢ — 9.

Observacion 4.53. Todo sumando directo de una acciéon parcial cuadrado integrable es

cuadrado integrable.

Teorema 4.54. Si v y & son acciones parciales en médulos de Hilbert de G en X4 e
Ya, respectivamente, y y" = 0" entonces vy @ d tiene una globalizacion si y solamente si
v y 0 la tienen. Es mds, en este dltimo caso se cumple que si (7,1, 2, X") y (0, k,U, V)
son globalizaciones de v y 0 entonces (v &6, 1Bk, ZOU, X' ®Y') es una globalizacion
de v @® 0.

Demostracion. Asumamos que g := v @ J tiene una globalizacién. Sea P € B(p) la
proyeccion P(x @ y) = x@0. El Teorema 1.88 nos dice que la restriccion de g a la imagen
de P es una accién parcial que tiene una globalizacién. Esa acciéon parcial es isomorfa
a 7y, por lo que ~ tiene una globalizacién. Para mostrar que 0 tiene una globalizacién

basta razonar andlogamente con la proyeccion I — P.

Ahora nos ocuparemos en mostrar el reciproco. Asumamos que tenemos globalizaciones
(0, 2B, X') v (8',k,Uc,Y') de v y & respectivamente. Como 4" y §"" son globali-
zaciones de 4" = 0" podemos cambiar &’ por una accién isomorfa a ella de forma que
7" = §", en particular B = C. Por otro lado podemos asumir directamente que X’ = X,
YV =Y,9|x =7y |y =9; en cuyo caso ¢ y k son simplemente las inclusiones canéni-
cas. Pensando X ® )Y como un subespacio de Z @ U la prueba se reduce a mostrar que

Y @ |xgy =7 @ 0.

Para todo t € G tenemos que

(V& d)(XeY)]N(X oY) =) eqd)n(Xed)
= (@) NX) @ (GV)NY) = (X & V).
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Ademas para todo z @y € (X & )V);-1 es evidente que

(7 @8Nz @ y) = v (x) ® 0t (y) = 1(x) ®de(y) = (v 0)e(z S y).

De lo anterior deducimos que v' & §'|ygy =7 ® 4. O

Observacion 4.55. Si (7,1, Z,X") y (¢, k,U,)") son globalizaciones envolventes entonces
Yaed ok ZaU,X ®)') es envolvente. Esto se debe a que [y X'] @ [6')'] es denso
en Z@®U y esta contenido en [y & &'(X' @ V).

Corolario 4.56. Todo sumando directo de una accion parcial globalizable es globalizable.

Demostracion. Se deduce del Teorema anterior y del hecho de que tener globalizaciones

es invariante por isomorfismos de acciones parciales en médulos de Hilbert. ]

En lo que sigue denotaremos ¢ al espacio de Hilbert formado por todas las sucesiones
indexadas en los naturales de cuadrado sumable, es decir L?(N,v) siendo v la medida

de conteo en N.

Definicién 4.57. Dada una accién parcial en C*-dlgebras de G en A, a, si v es la accién
parcial definida por a en L2 (G, A); se define NL?a como la accién parcial 15, ® v de G
en H, :=ly ® L2(G, A).

Del Ejemplo 4.6, del Teorema 4.29 y de los Corolarios del Teorema 4.47 deducimos que

NL?a es cuadrado integrable independientemente de si a lo es.

4.5.1. El Teorema de estabilizacién de Kasparov

Béasicamente el resultado que queremos mostrar establece que si v es una accién parcial
en un médulo de Hilbert separable entonces v es cuadrado integrable si y solamente
si es un sumando directo de Nv". Para esto nos serd extremadamente 1til el siguiente

resultado auxiliar.

Lema 4.58. Supongamos que v es una accion parcial en modulos de Hilbert de G en

Xa. Luego para cada x € X se cumple que x € Span {|z))(f): f € CHG,A)}.

Demostracion. Fijemos x € X' y € > 0. Sabemos que existe a € A tal que ||z — za|| < e.
Sea f € CY(G, A) tal que f(e) = a y para cada entorno compacto V' de la identidad de
e € G tomemos ¢y € C(G)T tal que: (i) sop(¢y) C V' y (ii) [4 ¢v(t)dt = 1. Para cada
V' definamos fy € C&(G, A) como fy(t) = ¢v(t)f(t). Basta mostrar que existe V' de

manera que ||za — |z))(fv)| < e.
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Llamemos ¢ a la funcién G — X, ¢t — v(z7" -1 (f(t))). Ya que g es continua y g(e) = za

existe un entorno V' de e de manera que ||za — g(t)|| < /2 si t € V. Luego

Jza = o) (f )l =1 [ (20 = g@)ov(©)dt] < [ aa—glt)ov () d
< [ eoviyzar<e.
G

O]

Corolario 4.59. En las hipotesis del Lema anterior para cada conjunto denso D C X
se cumple que {|z))(f): x € D, f e CY¥G,A)} es denso en X.

Demostracion. Llamemos Y al conjunto de la tesis. El lema anterior implica que D C Y

y por lo tanto X = D =Y. O

El siguiente enunciado del Teorema de Estabilizacién de Kasparov es basicamente el
enunciado del Teorema 8.5 de [Mey], que es un teorema sobre acciones globales en
médulos de Hilbert. Antes de enunciarlo recordamos que el A—moddulo de Hilbert X
es numerablemente generado si existe un conjunto numerable D C X tal que X =
span DA. Notemos que DA C DAy, por lo que X es numerablemente generado si y
solamente si existe un conjunto D C X tal que X = span DAy. Luego la propiedad de

ser numerablemente generado es una propiedad de X en tanto C*-anillo ternario.

Teorema 4.60. Supongamos que « es una accion parcial en C*-dlgebras de G en A,
que v es una accion parcial en modulos de Hilbert de G en X4, que v = a y que X es

numerablemente generado. Luego las siguientes afirmaciones son equivalentes:

(1) v es cuadrado integrable.

(2) 4 es cuadrado integrable.

(3) Existe un operador adjuntable y unitario U: v ® NL?a — NL?a.

(4) v es un sumando directo de NL?a.

Demostracion. La equivalencia entre (1) y (2) es exactamente el Corolario 4.49. Ademaés
es evidente que (3) implica (4) y la Observacién 4.53 junto con el hecho de que NL?«
es cuadrado integrable® nos dicen que (4) implica (1). Luego basta con mostrar que

(1) implica (3). De acuerdo al Lema 1.68 es suficiente construir un operador adjuntable

T:NL?a — v @® NL?a de manera que Ty T* tengan rango denso.

8Ver los comentarios inmediatos siguientes a la Definicién 4.57
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Asumamos que 7 es cuadrado integrable. Sea D = {vj,ve,...} C X tal que X =
span DA. Como X es denso en X, para cada n,m € Z' existe yp.m € Xy tal que
lvn = Ynmll < 1/m. Si E := {ynm}nmez+ entonces X = span DA C span EA C X.
Notemos que span EA = span (E\{0})A, por lo que podemos asumir que E no contiene
a 0. Digamos que E = {1, x9,...}, lo cual es posible porque E es numerable. Susti-
tuyendo x, por |||z,))|| 'z, podemos asumir que |||z,))|| < 1y que span EA = X.
Si ahora cambiamos la sucesion x1,x9,T3,... por xi,x1, T2, T1,T2, T3, T1,... podemos

asumir también que cada z,, aparece infinitas veces en {zy, },.

Los elementos de H, son sucesiones f = {f,}, tales que f, € L3(G,A) y la suma
S ulfn, fn) es convergente? en A. Luego {||fulln}n s una sucesiéon acotada y por lo
tanto {|||zn))(fn)|l}n también lo es. Lo anterior nos permite definir una funcién 7': H, —

X @& H, como
T({fu}n) Zz M) (fn) © {47 fm}m-

La adjunta de T deberia ser la funcién S: X & H, — H, definida como
S@ @ {fatn) = {27 (znle +47"fn},
Notemos que {27"((zp|z + 47" f,}, es un elemento de H, ya que
@7 (znlz + 47" fo, 27 (@nla + 47" fu) < 47" lal® + 87l |||l full + 1677 £ul .

Luego S esta definida.

La igualdad S = T™* se deduce de que para toda {f,}n,{gn}n € Ha y © € X se cumple

(T{fn}n),z & {gn}tn) = 22_"<!3«"n>>(fn)793> +47"(fn, gn)
= <{fn}m S(z @ {gntn))-

Veamos que 7' es equivariante, sabemos que cada |z,)) es equivariante (Teorema 4.24)
con respecto a la accién canénica en L2 (G, A), que llamaremos 6. Luego si f = {fn}n €
L3(G, A)

9La sucesién de sumas parciales converge en A, no requerimos que la serie converja absolutamente.
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T(NL?ou(f)) = Y 27" |an)) (6e(fa)) © {47"0(fu) }n
=D 27" %(lza)) (fn)) © {47"6e(fa) }n

= (y® NL*a)(T(f)).

Probemos que S tiene rango denso viendo que el rango de S contiene a todas las suce-
siones que se anulan a no ser en una cantidad finita de naturales, llamemos H. a este
subespacio de Hy. Si f = {f,}n € H. entonces g ={4"f,}p, € H.y S* (0D g) = f.

Probemos que T tiene rango denso. Llamemos Y a la clausura del rango de 7. El primer
paso es mostrar que X @ 0 C Y. Dada f € L2(G, A) y un natural n llamemos f4, al
elemento de H, que vale cero a no ser en n, donde vale f. Luego T(fd,) = 27" |z,))(f)®
47" f6,, de lo que deducimos que |z,))(f) & 27" f0, € Y para todo n y todo f. Ya que
cada x,, aparece infinitas veces en {x,}, tenemos que |z,,))(f) ® 0 € ). Dados n,
f e C¥G,A) y a € A notemos que si {e;}; es una unidad aproximada de C§(G, A)

contenida en C¢(G, A) entonces

el (fa= [ timy @ (@) adt = [ 1imy @ () ebads
= /G lim y (21 (f(t)es(t)a)) dt = /G W (Tny-1 (f(t)a)) dt
= [e))(fa) €9,

Como Y es un subespacio cerrado span {|z,,))(f)a ® 0: f € L2(G,A), a € A} C Y, lo
que junto con el Corolario anterior implica que X $0 = span EA$®0 C ). De lo expuesto
hasta aqui deducimos que 0 & f&, = 2"(|zn))(f) & 27" f6, — |xn))(f) & 0) € V; luego
XPH.CYe)Y=XDH,. O

4.6. Globalizaciones

En la Seccién 4.3 mostramos que toda accién parcial cuadrado integrable en un algebra
conmutativa tiene una globalizacién (envolvente), que también es cuadrado integrable.
En completa generalidad (acciones parciales en médulos de Hilbert) esto es falso, sin

embargo en muchas situaciones de interés el resultado es verdadero.

Comenzamos por dar un ejemplo general de acciones parciales (en médulos de Hilbert)

cuadrado integrables que no tienen globalizaciones.
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Ejemplo 4.7. Sea v una accién parcial en C*-dlgebras, de G en A, no globalizable. Como
médulo consideraremos L2 (G, A) con la accién parcial v definida por a. El Teorema
4.29 nos dice que v es cuadrado integrable. Sin embargo v no tienen una globalizacién

pues 7" = « no la tiene.

En el Ejemplo anterior parece ser clave que v' # v # ~". Esta diferencia entre las
acciones derecha e izquierda de una accién parcial en médulos de Hilbert desaparece si
el médulo es una C*-dlgebra (considerada como moédulo sobre si misma). La pregunta
serfa jes verdad que toda accién parcial cuadrado integrable en una C*-4lgebra tiene una
globalizacién? Desafortunadamente no sabemos la respuesta en general, pero tenemos

dos Teoremas que nos permiten suponer que la respuesta es afirmativa.

Observacion 4.61. Toda accién parcial cuadrado integrable en una C*-4lgebra conmu-

tativa tiene una globalizacién (Lema 4.37).

Teorema 4.62. Supongamos que G es un grupo discreto y « una accién parcial en

C*-dlgebras de G en A. Si « es cuadrado integrable entonces tiene una globalizacion.

Demostracion. El Teorema 3.2 nos da condiciones necesarias y suficientes para la exis-

tencia de una globalizacion de a.

Fijemos a € Ag, b € Ayt € G y tomemos una unidad aproximada de C§ (G, A)
contendida en C¢(G, A), {e;};cs. Definamos d; := oy (e;(t)a*)b. Veamos que {d;};cs es

convergente. Basta con mostrar que es de Cauchy. Dados ¢ < j tenemos que
0 < (di —dj)*(di — dj) < ({{ale;b = {(ale,b, {{ale,b = {{ale,b) < [[{{ale,b — {{ale;b]1%,

luego ||d; — dj|| < [|{{ale;b — ({ale;bll, lo que implica que {d;};cs es de Cauchy.

Sea d :=lim; d;. Ya que {e;(t)};cs es una unidad aproximada de A;, para todo xz € A;

tenemos que

dr =limdjz = lim oy (e; (t)a*ay-1(bx)) = ay(a™ -1 (bx)).
J J

Hasta ahora hemos mostrado que para cada a € Ag*, b € Ay t € G existe un (dnico)
d € Ay tal que dz = ay(aay—1(bx)), para todo x € A;. Como Ag™* es denso en A, usando

el Corolario 3.5 con D = Ag* y F = A deducimos que « tiene una globalizacién. O

Recordemos que se dice que una C*-algebra A es o—unital si continene una sucesién
acotada y creciente de elementos positivos, {a,}n, de forma que para todo a € A se
cumple que lim,, ||a — aa,|| + ||l — ana| = 0. Toda C*-algebra separable es o—unital y

las siguientes afirmaciones son equivalentes
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» A es o—unital.
= Existe un elemento a € AT tal que si 1 es un estado de A entonces v(a) > 0.

= A como A—méddulo de Hilbert, es numerablemente generado.

Demostrar la equivalencia entre estas afirmaciones no es una tarea simple. Quizas lo mas
dificil es mostrar que la segunda afirmacién implica alguna de las otras dos. Para probar

tal cosa referimos al lector al Lema 2.3 de [Bro77].

Teorema 4.63. Si G es un grupo HLC, A una C*-dlgebra o—unital y « es una accion

parcial en C*-dlgebras cuadrado integrable de G en A, entonces a tiene una globalizacion.

Demostracion. Por el Teorema de Estabilizacién de Kasparov (4.60) podemos asumir
que o ® NL?a = NL?a y A@® H, = H,. De la Seccién 2.2 sabemos que si v es la
accién definida por o en L2 (G, A), entonces 4! tiene una globalizacién. En el Ejemplo 4.6
construimos un *—homomorfismo fuertemente no degenerado y (y' —NL2a-) equivariante
p: K(L2(G, A)) — B(H,); en esta situacién el Corolario 3.11 implica que (NL?a)! tiene

una globalizacién. Veamos que esto implica que « tiene una globalizacion.
Utilicemos la identificacién
K(A K(H,, A A K(H,, A
kaomy~ [ EA@  KHon) _ (Ha, 4)
K(A,H,) K(H,) K(A,H,) K(Hy)
y la proyeccion p = (§§) € B(NL?«). El Corolario 1.89 nos dicen que NL*o! |,k (4,
es una accion parcial en médulos de Hilbert que admite una globalizaciéon. Veamos que
con la identificacién canénica A = pK(A @ H,)p, la restriccién NL?a! |pK(A®HL)p S€
identifica con a. Tomemos a € A;-1 y pensemos a € K(A & H,). Podemos encontrar
¢,d € A-1 de manera que a = bc*, o sea que a es el operador |b){(c|: A — A. Luego

NL2a'y(a) = NL%/ (|b @ 0)(c ® 0) = |au(b)  0)(aur(e) @ 0] = (0 0) = ay(a).

De esto deducimos que « tiene una globalizacién como accién parcial en moédulos de
Hilbert, el Corolario 1.83 nos dice que también la tiene como accién parcial en C*-

algebras. 0

4.7. Algebras con unidad

Es un hecho conocido -que mostraremos a continuacién- que sélo los grupos compactos

admiten acciones globales cuadrado integrables en C*-algebras con unidad. Para explicar
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por qué sucede esto supongamos que A es una C*-dlgebra con unidad 1 y que « es una

accién parcial cuadrado integrable de G en A.

Observacion 4.64. En la situacién anterior Ag; = A. En efecto, como Ay es denso y A
tiene unidad (1) Ay debe tener algtin elemento invertible, digamos a. Luego 1 = aa~! €

AgA C Ag y por lo tanto para todo b € A se tiene que b = 1b € Ag;.

En caso que « sea global, para cada g € C.(G)* tenemos que ((1],1(t) = ¢(t)1, por lo
tanto la definicién de elemento cuadrado integrable implica que [[((1|1]| = [; 1 dt1 < oo.

Entonces la medida de Haar de G es finita y por lo tanto G es compacto.

Volvamos al caso en que « es parcial y cuadrado integrable, manteniendo A con unidad.
El conjunto Gy := {t € G: A, = A} es abierto porque, si U es el conjunto de los
elementos invertibles de A, entonces U es abierto en Ay Gy = {t: Ay NU # 0} pues
cada A; es un ideal de A. Esto implica que H := GoN Gy~ ! es abierto en G. En caso que
a es global es evidente que H = G y en general H es un subgrupo de G. Para mostrar
esto observemos que e € H y que si t € H entonces t—! € H. Por otro lado, si s,t € H
entonces A; = Ay = Ag—1 = A;-1 = A, con lo cual oy o s: A — A. Como s es una

extensién de oy o ag debe ser A = A(ts)—l = A, con lo cual ts € H.

Veamos ahora que [ := ({aq}ren, {Athen) es una accién global cuadrado integrable de
H en A. Es fécil, si no inmediato, verificar que /3 es una accién global en C*-dlgebras.
Para mostrar que [ es cuadrado integrable observamos que, dado que H es abierto
y cerrado en G, podemos pensar C.(H,A) C C%¥(G,A), con lo cual identificamos a
L?(H, A) con la clausura de C.(H, A) en L2(G, A). Ademés existe un tinico operador
P € B(L2(G, A),L*(H, A)) tal que Pf = f|u, para todo f € C¥(G,A). Un calculo
directo muestra que para cada a € A = A% el operador ((a|* o P* es una extension de
{(a|: C.(H,A) — A, por lo que Afi = A.

Por lo visto anteriormente H debe ser compacto. De la discusiéon anterior deducimos
que: si a es una accién parcial en C*-dlgebras y cuadrado integrable de G en A, A con
unidad, entonces H = {t € G: Ay = A = A,~1} es un subgrupo compacto de G. En
particular no existen acciones globales cuadrado integrables de grupos no compactos en
algebras con unidad; asi como tampoco existen acciones parciales cuadrado integrables
de grupos conexos no compactos en algebras con unidad. Sin embargo los razonamientos
anteriores no pueden pulirse hasta mostrar que no existen acciones parciales propias de

grupos no compactos en dlgebras unitales, como lo ilustra el siguiente ejemplo.

Ejemplo 4.8. Sea G un grupo discreto y tomemos un conjunto finito y no vacio con n
elementos, X C G. Consideremos en X la topologia discreta y llamemos o a la restriccion
a X de la accién por traslacién a izquierda. Esto es: Xy = XNt X y o4(x) = tz. Esta accién

parcial es propia ya que su globalizacion (la traslacion a izquierda en (i) es propia. Luego
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la accién parcial definida por o en C'(X) = C" es cuadrado integrable, siendo C(X) un
algebra con unidad. El producto cruzado (pleno y reducido) de esta accién parcial es el

algebra de las matrices complejas n x n y el espacio de érbitas contiene un tinico punto.

Veamos dos construcciones que nos permiten obtener mas acciones parciales propias en

espacios compactos.

Producto cartesiano

Tomemos dos acciones HLC, o y 7, de un grupo G en espacios X e Y, respectivamente.
En Z := X x Y definamos la accién o x 7 (el producto cartesiano de o y 7) de la
siguiente manera: para cada t € G se define (o x 7);: X;-1 x V-1 — X; x Y, como

(0 x 7)(z,y) = (0u(x), 7(y)). En lo que sigue escribimos Z; en lugar de X; x Y;.

Lema 4.65. El producto cartesiano v := o X T es una accion parcial HLC.

Demostracion. La prueba de que v es una accién parcial en conjuntos es directa y se
deja al lector. Para mostrar que el dominio de v, 'y, = {(t,z,y): v € X;-1, y € Y;-1},
es abierto en G x Z = G x X x Y llamemos ', y ['; a los dominios de ¢ y 7. Sean
u:GXx X XY - GExX, (t,x,y) = (t,x) yv: GXx X XY = G XY, (t,z,y) — (t,y) las
proyecciones canénica. Ambas son continuas y ello implica que I',, = v~ *(I'y) Nv~4(T,)
es abierto en G x Z. La continuidad de Iy, — Z, (t,z,y) — vi(x,y) = (ou(x), 7(y)) se

deduce directamente de que o y T son acciones parciales continuas. O

Observemos que el homeomorfismo canénico h: X xY — Y x X, h(z,y) = (y,x), es un
isomorfismo de acciones parciales HLC entre 0 X 7 y 7 X ¢. De esto deducimos que el

rol de o y 7 es intercambiable en el siguiente resultado.

Lema 4.66. Si o tiene grifico cerrado (es decir que tiene una globalizacion) y T es

propia entonces v := o X T €S propia.

Demostracion. Con la notacién del lema anterior tomemos una red {(¢;, z;, y;) }; conteni-
da en I';, de manera que {(x;, yi, v, (zi, yi)) }i estd contenida en un compacto C' C Z x Z.

Basta encontrar una subred de la primer red que converja a un punto de I';, (Lema 4.11).

De las condiciones anteriores deducimos que {(y;, 7, (y;)) }; estd contenida en un conjunto
compacto. Luego, como 7 es propia, existe una subred {(y;;,, (¥i;))}; convergente a
J

un punto (t,y) € I's.

Pasando a una subred podemos asumir que {(t;,,;;, 0, (;;))}; converge a un punto
J

(t,z,2'). Ya que o tiene grafico cerrado tenemos que (t,z) € T',.
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Las conclusiones finales de los tltimos parrafos implican que {(;;,;;,¥:;)}; converge a

(t,z,y) y que (t,z,y) € T',. Esto es todo lo que queriamos mostrar. O

Ejemplo 4.9. Sean G, X y o como en el Ejemplo 4.8 y tomemos un espacio compacto
Hausdorff Y (cualquiera) y sea 7 la accién global trivial de G en Y. Luego o X T es propia

vy Z = X XY es compacto y Hausdorff.

Unién disjunta

Volvamos a considerar G, o, 7, X e Y de manera completamente general (o y 7 son
acciones parciales HLC) pero esta vez definamos Z := X LY (la unién disjunta) con la
topologia cuyos abiertos son de la forma U UV, siendo U abierto de X y V abierto de
Y. Definamos la unién disjunta de ¢ y 7, o L7, como la accién parcial tal que para cada
t € G la funcién (o U7)s: Xy—1 UY;—1 — X UY; coincide con oy en X;—1 y con 7 en
Y,-1.

Lema 4.67. La union disjunta de o y 7, v := o UT, es una accion parcial HLC.

Demostracion. Sean ©(c) y ©(7) las acciones parciales definidas por o y 7 en Cy(X) y
Co(Y'), respectivamente. Identificando Co(X UY) = Co(X) B Cy(Y') la Proposicién 1.54
y los comentarios de la Seccién 1.3.1 nos dan una accién parcial o de G en X LY de
forma que O(p) = O(v) H O(4). Es facil mostrar que oy = (o L 7)¢, lo cual implica que

o U T es una accién parcial HLC. 0

Dependiendo de cémo definamos (formalmente) la unién disjunta tendremos que oLIT =

TlLo o que olIT es isomorfa como accién parcial a TUo. Nosotros optamos por la igualdad.

Lema 4.68. La union disjunta de o y T es propia si y solamente si o y T son propias.

Demostracion. El Teorema 4.50 junto con la demostracién del Lema anterior nos dice que
©(oLUT) es cuadrado integrable si y solamente si O(0) y O(7) son cuadrado integrables.

Luego los resultados de la secciéon 4.3.1 implican la tesis de este Lema. O

Tomando uniones disjuntas de acciones parciales como la construida en el Ejemplo 4.9
obtenemos nuevas acciones parciales propias en espacios compactos. Para ciertos grupos

estas son todas (a menos de isomorfismos).

En términos de la teoria de categorias las construcciones previas son el producto y el

coproducto.
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Descomposicién de (algunas) acciones parciales propias en compactos

Para enunciar con precisiéon nuestro préximo resultado supongamos que G es un grupo

discreto y o una accién parcial HLC de G en X.

Definiciéon 4.69. Diremos que o es un bloque fundamental si ¢ = 7 X v siendo: 7 una
accion global trivial de G en un espacio Hausdorff compacto, y v la restriccién a un

conjunto finito F' C G de la traslaciéon a izquierda de G.

Definicion 4.70. Diremos que o es un ejemplo bdsico si es una unién disjunta de una

cantidad finita de bloques fundamentales.

Sabemos que todo ejemplo bésico es una accién parcial propia en un espacio compacto.

Nos interesa mostrar lo siguiente:

Teorema 4.71. Si G es un grupo discreto libre de torsion entonces toda accion parcial

propia de G en un espacio compacto y Hausdorff es isomorfa a un ejemplo bdsico.

Recordemos que el orden del elemento g € G\{e} es el minimo de {n € Z*: g" = e}
en caso que ese conjunto sea no vacio, y es infinito en otro caso. El grupo G es libre
de torsion si todo elemento g € G\{e} tiene orden infinito. También en este punto es
conveniente recordar la definicion de estabilizador y de accion parcial libre asi como sus

consecuencias inmediatas (Definicién 1.12 y discusién siguiente a ella).

La definicién de accién parcial implica, directamente, que todo estabilizador es un sub-
grupo. Ademas el estabilizador no cambia si lo calculamos con respecto a la globalizacién
envolvente (en tanto accién parcial en conjuntos). En caso de que o sea una accién par-
cial HLC propia cada estabilizador es compacto porque, con la notaciéon de la Seccién
4.1, el estabilizador de z es (({z},{z})).

Lema 4.72. Dado un grupo discreto G las siguientes afirmaciones son equivalentes:

(1) Toda accién parcial HLC y propia de G es libre.
(2) Toda accion global HLC y propia de G es libre.
(8) G no tiene subgrupos finitos no triviales.

(4) G es libre de torsion.

Demostracion. Si G tiene un elemento ¢ # e de orden finito entonces {t": n € Z} es un

subgrupo finito no trivial. Reciprocamente, si H es un subgrupo finito y no nulo entonces
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todo t € H\{e} tiene orden finito. Hemos mostrado que (3) es equivalente a (4). Por

otra parte es evidente que (1) implica (2).

Supongamos que G tiene un subgrupo finito y no trivial H. Sea o la acciéon de G en
las coclases X = {tH:t € G}, es decir o4(tH) = stH, considerando en X la topologia
discreta. Esta accién es propia y el estabilizador de la coclase H es H, de modo que la

accion es propia pero no libre. Hemos mostrado que (2) implica (3).

Si G admite una accién parcial propia pero no libre, o de G en X, entonces existe un
elemento x € X tal que G, # {e}. Como o es propia G, es compacto y por lo tanto

finito. Esto muestra que (3) implica (1). O

Lema 4.73. Supongamos que G es un grupo discreto libre de torsion y que X es un un

conjunto finito con la topologia discreta. Luego se cumple que

(1) Sio es una accion parcial de G en X entonces o es libre < o es propia.

(II) Sio es una accion parcial libre (o propia) de G en X entonces existe un conjunto
finito F C G de manera que o es isomorfa a la restriccion a F de la traslacion a

izquierda de G.

Demostracion. El reciproco de (I) se deduce del Lema anterior. Para mostrar el directo
de (I) observamos que la topologia de G x X es la discreta, por lo que para mostrar
que o es propia basta con mostrar que su dominio, I'y, es finito. Si I'; no es finito
entonces existe una sucesion {(t,,xn)}n C I's sin elementos repetidos. Dado que X es
finito algiin © € X aparece infinitas veces en la segunda coordenada de la sucesién, por
lo que podemos asumir que {z,}, es constante y que t,, # t,, si n # m. Por otro lado
{0, (xn)}n es una sucesion de X, por lo que tiene una subsucesién constante. Pasando a
esa subsucesiéon podemos asumir que: x,, = x y oy, () = y, para todo n, y que t,, # ty,
si n # m. Dado que ¢ es una accién parcial tenemos que {t,, 't,: n,m > 0} estd

contenida en el estabilizador de x, lo cual es absurdo porque o es libre.

Para demostrar (II) llamemos v a la traslacién a izquierda de G y tomemos una envol-
vente de o, 7, que es libre y propia porque o lo es. Llamemos Y al espacio envolvente,

pensamos X como abierto de Y y 7|x = o. Esto implica que Y tiene la topologia discreta.

Observemos que la 0—o6rbita de cada x € X es la interseccién de su 7—orbita con X :
ox = XN71a. Entonces si X es unién disjunta de o—érbitas disjuntas, X = oz1U- - -Uox,,
tendremos que Y = 7z U- - U7z, (estas 6rbitas también son disjuntas). La prueba serd

por induccién en n.

Supongamos que n = 1, es decir que X = oz1. Luego Y = 7x1. Veamos que T es la

traslacién a izquierda en G. Definamos f: G — Y como f(t) = 7i(z1). Es evidente que
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f es sobreyectiva y un morfismo de acciones. También es inyectiva pues si f(t) = f(r)
entonces t~'r € G, = {e}, lo que implica que ¢t = r. Luego ¢ = 7|x es isomorfa a

U‘ffl(X)-

Asumamos que la tesis es valida cuando X tiene como maximo n — 1 6rbitas. Definamos
Xo:=o0x1U---Uox,_1 y X1 = ox,. Luego existen conjuntos finitos P,QQ C G e

isomorfismos de acciones parciales g: o|x, = v|p y h: o|x, = v|gQ.

Afirmamos que existe t € G tal que Qt N P = (. En caso contrario G = Q 'P es
un conjunto finito y por lo tanto tiene elementos de orden finito, lo que es absurdo.
Tomemos entonces ¢ tal que Qt N P = () y con él definamos u: Q — Qt, u(s) = st.
Es facil mostrar que u es un isomorfismo entre v|g y v|g¢, por lo que podemos asumir
(cambiando @ por Qt) que Q N P = ().

Definamos f: X — F := @ U P de manera que coincide con g en X y con h en X;. Es

facil verificar que f es un isomorfismo de acciones parciales entre o y v|p. O

La accién parcial que describimos a continuacién juega un papel fundamental en nuestra

descomposicién. Esta accién se describe en la Seccién 3.3 de [Aba03].

Sea 2¢ = {0, 1} el conjunto de partes'’ de G equipado con la topologia producto.
La accién de G en 2¢ se define como ¢t - U = tU. No estamos tan interesados en esta
accién como en su restriccién al abierto compacto 25 := {U € 2¢: ¢ € U}. Llamemos

a esa restriccion.

Lema 4.74. Sean x1,...,x, subconjuntos finitos de G que contienen a e, y sea X la
o—orbita de {x1,...,x,} equipado con la topologia relativa a 2¢. Luego X es finito, la

topologia de X es la discreta y la restriccion de o a X es una accion parcial propia.

Demostracion. Veamos que X es finito. Si y € X entonces existen ¢ € G y x; tales
que zj € 25, e y = g(x;). Pero 29, =26 N7 20 = {U € 2%: ¢,t7! € U}, lo que
implica que t~! € xj. Luego X = {tz;: t € ar:j_l, j=1,...,n} es un conjunto finito. La

topologia de X es la discreta ya que 2€G es de Hausdorff.

Del Lema 4.11 y del hecho de que X x X es finito y tiene la topologia discreta, deducimos
que para mostrar que p|y es propia basta con ver que (({z;},{z;})) es finito (i,j =

1,...,n). Lo cual es inmediato pues (({z;}, {z;})) C x; % O

Demostracion del enunciado 4.71. Recordemos que G es un grupo discreto y libre de

torsién y tomemos una accién parcial propia, o, de G en un compacto y Hausdorff X.

10F] subconjunto U de G se representa, por la funcién indicador de U.
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La prueba consiste en encontrar una particién de X en abiertos y cerrados o —invariantes,

X = XjU---UX,, de manera que las restricciones o|x, son isomorfos a bloques basicos.

Ya que o tiene una globalizacién propia podemos asumir lo siguiente: existen un espacio
HLC Y y una accién global y propia ¢¢ de G en Y de manera que (i) X es abierto en
Y, (ii) 60X =Y y (ili) 0 = 0°x. Esto implica que X; = of(X) N X y por lo tanto
(X, X)={teG:00(X)NX #0} ={t € G: Xy # 0} =: Gy es un conjunto compacto,
es decir finito. Por otro lado X es cerrado en Y pues es compacto y eso implica que
Xt =07(X)NX es cerrado en X.

Definamos F: X — 2§ como F(z) = {t € G: 2 € X;} C Go. En otras palabras
F(z) = {t € G: 0{_1(x) € X}. La imagen de F' consta de (algunos) subconjuntos
de Go y por lo tanto ImF es finita. Mostrar que F es continua equivale a mostrar

que es localmente constante, lo cual es verdad pues dado x € X, F' es constante en

(Mter@)Xt) N (Nicao\ Fz) X \Xt)-

Recordemos que llamabamos ¢ a la accién parcial de G en 2€G dada por o/(U) = tU.
Afirmamos que F es un morfismo de acciones parciales. En efecto, si x € X,-1 es evidente
que e,t~' € F(z), lo que nos dice que F(X;-1) C 2tG_1. Por otra parte, si x € X,-1, se
tiene s € F(z) sii x € X;—1 N X sii oy(z) € Xy N Xy sii ts € F(oy(x)); v esto nos dice
que F(oy(x)) = o1(F(x)).

Llamemos P a la imagen de F' (que es finita). Del parrafo anterior deducimos que
f+ X — o|p es un morfismo de acciones parciales. Veamos que P es p invariante. En
efecto, sip € PN 2?_1 entonces existe * € X tal que p = F(x) y t ',e € F(z) = p.
Esto significa que z € X;—1 y por lo tanto g:(p) = F(o(z)) = tF(x) € P. Ya que P
es o invariante, la restriccion g|p es una accién parcial de las construidas en el Lema
4.74. Luego el Lema 4.73 implica que existen un conjunto finito @ C G y una funcién
f: P — @ de manera que si 7 es la restriccién a @) de la traslaciéon a izquierda de G,

entonces f: o|p — T es un isomorfismo de acciones parciales.

Tomemos la particién de Q en T—érbitas: QQ = ¢ - - -UTqy,, y definamos g := foF': 0 —
7. Puesto que g es continua y su codominio es finito, si definimos X; := ¢~ '(7¢;),
entonces {X1,...,X,} es una particiéon de X en abiertos compactos no vacios. Veamos
que cada X; es o—invariante. Primero conviene observar que si p; = f~'(¢;) entonces
X, =F *1(Qpi). Luego cada X; es o—invariante porque F' es un morfismo de acciones

parciales y cada X; es la preimagen de un conjunto invariante.

Para terminar nos basta mostrar que cada o|x, es isomorfo a un bloque fundamental;

luego podemos asumir que X = X7, es decir que ) tiene una unica orbita: Q = 7q¢.
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Sean Z := g~ !(q), v la accién global trivial de G en Z y p = f~!(q), de manera que
Z = F~(p). Afirmamos que o es isomorfa a v x 7 (que es un bloque fundamental).
Puesto que 7 es isomorfa a g|p basta mostrar que o es isomorfa a v X g|p. De ahora en
més llamaremos 7 a g|p, o sea que mediante el isomorfismo f pensamos Q = Py p = q.

En ese caso g = fo F =F.

Puesto que @ es discreto y F' continua, Z es abierto y cerrado y por lo tanto compacto.
La o—o6rbita de cada x € X corta a Z en un tnico punto pues: (a) existe t € G tal
que p € Py tp = (p) = F(x), luego t = te € F(x) y F(op1(x)) = t 7' F(z) = p
por lo que o,-1(z) € cxNZ y (b) si y,z € ox N Z entonces existen s,t € G tales que
v € Xg1 N Xy, 05(2) =y y ou(x) = 2 luego sF(x) = F(y) = p = F(z) = tF(z) y

t71ls e GF(y) lo que implicat =s ey = z.

Sea h: X — Z la tnica funcién tal que {h(z)} = oz N Z. Esta funcién es continua pues
si para cada x € X tomamos t € G tal que z € X;-1 y oy(z) € Z, entonces h coincide

con o, en 04-1(X¢ N Z), que es un entorno abierto de x pues Z es abierto.

Para terminar mostraremos que u: X — Z x P, u(z) = (h(x), F(z)), es un isomorfismo
de acciones parciales continuas entre o y v X 7. Ya sabemos que las coordenadas de u
son continuas y por lo tanto h es continua. Ademds, dado t € G, sabemos que u(X;-1) C
Z X (Pi=1) = (Z x P)y—1. Si x € X;-1, como h es constante en las érbitas y F': 0 — 7

es un morfismo de acciones parciales, se tiene que u(oi(x)) = (h(o¢(x)), F(ow(x))) =

(h(z), 7(F(2))) = (v x 7)i(u(x)).

Para terminar la prueba basta con mostrar que u(X;) O Z x Yy, para todo t € G, y
que h es inyectivall. Comencemos por lo primero. Dado (y,z) € Z x P, sabemos que

L= F(y)~! tal que rp = 2. Luego u(o,(y)) =

t €z (ie. z € Py) y que existe € p~
(h(or (1)), Fox(®)) = (@, rF(y)) = (4); ademds rp = = € Py, lo que implica que
r~ € p = F(y). Luego 0,(y) € 0n-(X,-1 N X,—1,) = X, N Xy y 0,(y) € Xy, de lo que

deducimos que (y, 2) = u(o,(y)) =€ u(Xy).

Por tltimo mostraremos que u es inyectiva. Si u(x) = u(y) entonces h(z) = h(y), lo que
nos dice que ox = oy y que existe ¢ € G de manera que x € X;—1 y oy(z) = y. Luego
F(z) € P-1 y (F(x)) = F(oy(x)) = F(y) = F(x), lo que implica que ¢ es un elemento

del estabilizador de F'(z), el cual es trivial. Entonces t = e y x = oy(x) = y. O

1Con lo anterior tenemos que u es biyectiva entre espacios Hausdorff compactos y por lo tanto un
homeomorfismo.
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4.7.0.1. Descomposicion en algebras no conmutativas con unidad

En una versién “no conmutativa” del Teorema 4.71 las uniones disjuntas son reemplaza-
das por sumas directas y el producto de acciones por producto tensorial. Para describir
estas construcciones fijemos dos acciones parciales en C*-dlgebras, a y 3, de un grupo

G en C*-dlgebras A y B, respectivamente.

La suma directa externa « H S es una accién parcial que sera cuadrado integrable si y

solamente si o y 5 lo son (Teorema 4.50).

Por otro lado consideremos el producto tensorial algebraico C' = A® B. Para cadat € G
podemos pensar Cy := A; ® B; como un ideal de C. En los casos que nos interesa B
serd una C*-dlgebra nuclear, asi que suponemos que C' tiene una tnica C*-norma. Como
ideales de C*-algebras nucleares son nucleares, también podemos suponer que cada C}
tiene una unica C*-norma, que es la restriccion de la C*-norma de C. Sea D := A® B la
C*-completacion de C' con respecto a su C*-norma y sea D; la clausura de C; en D. Los
comentarios anteriores implican que para cada t € G existe un tnico *—homomorfismo
0;: D;—1 — Dy tal que 6(a ® b) = ay(a) @ Be(b).

Lema 4.75. El par 0 := ({0:}icc, {Di}tec) es una C*-accion parcial.
Demostracion. Utilizaremos el Teorema 1.33. Probemos primero que € es una accién

parcial en conjuntos. Dados s,t € G se tiene que (A;A4;) ® (BsBy) = DsDy pues A;A; ©
Bs:B; = C;C} es denso en DgD;. Luego

0,(D;-1Dy) = 0,(A,—1 A, ® By1By) = A Ay © ByByy = Dy Dys.

Por otro lado es facil verificar que 05(6;(x)) = 05 (x) para todo x € A;—1A;-1,0By-1B;-1
y dado que cada 6, es continua y A;~1A4;-1, © Bi-1B;-14 es denso en D,-1D,-1, la
igualdad es valida para todo x € D;—1D;-1,. Con esto terminamos de mostrar que si G

es considerado con la topologia discreta entonces 6 es una accién parcial en C*-algebras.

Sean S4 y Sp las familias de secciones continuas de {A;}iec y {Bi}ieq. Dadas f € Sy y
g € Sp definimos f©g: G — D como (f ©®g)(s) = f(s) @g(s). La continuidad del mapa
Ax B — D, (a,b) —» a® b, implica que S :={f ®g: f € Sa, g € Sp} es una familia
de secciones continuas de {D;}ic. Puesto que Sa(t) = A y Sp(t) = B; tenemos que
span S(t) = Cy es denso en D;. Por otra parte para cada f € Sy y g € Sp la funcién
G— D, t—0,(fOg(t) =a(f(t) @ Bi(g(t)), es continua. O

El producto tensorial a ® 5 es la accién parcial 6 del Lema anterior.
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Para construir los bloques fundamentales no conmutativos tomemos un conjunto finito
X C G con n elementos (G discreto). Llamemos § a la accién parcial en C" = C(X)
definida por la restriccién a X de la traslacién a izquierda de G. Recordemos que C" es

nuclear. Sea A una C*-algebra unital cualquiera y « la accién global trivial de G en A.

Definiciéon 4.76. Un bloque fundamental no conmutativo es una acciéon parcial de la
forma a ® 3, siendo a y 8 como arriba. Un ejemplo basico no conmutativo es una suma

directa externa de una cantidad finita de bloques fundamentales no conmutativos.

La versién no conmutativa del Teorema 4.71 seria la siguiente:

Teorema 4.77. Supongamos que G es un grupo discreto libre de torsion y que n es
una C*-accion parcial cuadrado integrable de G en una C*-dlgebra unital A. Luego n es

isomorfa a un ejemplo bdsico no conmutativo.

Demostracion. El Teorema 4.62 nos dice que 7 tiene una globalizacién. Luego el Teorema

3.14 implica que cada A; tiene unidad, que llamaremos 1;.

La C*-élgebra generada por {1;}eq, B, es conmutativa y unital. Por lo tanto existe un
espacio compacto y Hausdorff X tal que B = C(X). Tenemos que B es n—invariante
pues BN A; = Bl =span{l¢ls, -+ 1s,: S1,...,8, € G, n € N} y ni(14-115, -+ 15,) =
Ne(L—11gy) - me(L-11s,) = Lelys, -+ - 141ys, . De eso deducimos que ny(BNA;—1) = BNA;

y por lo tanto B es invariante.

La restriccién de n a B, 6, es una C*-accién parcial porque es una accién parcial en
conjuntos, cada By = Bl; es un ideal de B y cada 6; es un *—homomorfismo porque es
la restriccién de 7. Sea o la tnica accién parcial HLC de G en X tal que O(o) = 6 (ver

la Seccién 1.3.1).

Probemos que ¢ es propia mostrando que 6 es cuadrado integrable. Pensemos Cf (G,B) C
C"(G,A) y a L3(G, B) como la clausura de C?(G, B) en C"(G, A). Dado un conjunto
finito F' C G sea [ la funcién indicador de F, y definamos 1p € C?(G, B) como 1p(t) =
Ip(t)14. Si A es el conjunto de partes finitas de G ordenado con F' < F' & F C F/,
entonces {1} pcp es una unidad aproximada de Cfj(G, A) contenida en CY(G, B), por lo
que también es una unidad aproximada de Cg(G, B). Dado b € B sabemos que b € Ag
porque A = Ag (Observacién 4.64). Por otro lado para cada F' € Ay ¢ € B se tiene que
<<b|?F(C) = ((bl{,.(c). Luego la red {<<b|§F(c)}peA es convergente en L3(G, B) porque
{((bl7.(c)} pea es convergente en L7 (G, A).

Habiendo mostrado que o es propia usamos el Teorema 4.71 para concluir que o es
isomorfa a un ejemplo bésico. Sea X = X U - .- X, una particién en abiertos compac-

tos disjuntos de manera que olx, es isomorfa a un bloque fundamental (conmutativo).
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Llamemos p; a la proyeccién correspondiente a Xj;, es decir p; = Ix,. Por construccién
pi € B C Z(A) (el centro de A). Luego A; := Ap; es un ideal de A, que afirmamos es
n—invariante. En efecto, puesto que X; es o invariante se cumple que 6;(1;,-1p;) = Lip; y
por lo tanto n.(1;,-1p;) = 1yp;. Luego n(AiNA-1) = ni(Al—11-1p;) = Al lip; = A;NA;.

Esto nos permite afirmar que n =n|4, B---Hn|a,.

Habremos terminado la prueba si mostramos que 7|4, es isomorfa a un bloque funda-
mental no conmutativo. Asumamos que X = X7, es decir que o es isomorfa a un bloque
fundamental (conmutativo). Luego existen un espacio compacto y Hausdorff Y y un
conjunto finito Z C GG de manera que X =Y X Z y o es el producto de la acciéon global

trivial en Y y la restriccion a Z de la traslacién a izquierda, que llamaremos 7.

Supongamos que Z = {z1,...,zn} yseaq = 1,, € C(Z) la proyeccién correspondiente a
z1. Definamos C := A(ly ®¢), que es un ideal de A pues 1y ® ¢ € B C Z(A). Llamemos
a a la accién global trivial de G en C. Afirmamos que 7 es isomorfa a o ® O(7), donde

©(7) representa la accién parcial de G en C(Z) = C™ definida por 7.

Para construir un isomorfismo 7: A — C ® C(Z) observemos, por un lado, que para
cada a € A se tiene que a = a(ly ® 1;,) +--- +a(ly ®1.,,). Por otro lado la definicién
s

y nz1z;1(1y ® 1;,) = 1y ® 1;,. Definamos m(a) := 3272 m, ., -1 (a[ly ® 1;;]) ® 1,;. La
inversa de 7 es p: C® C(Z) = A, p(3o7L1 b @ 1)) = 37701 12,2, -1(b)).

T implica que z; € Z,,, -1 ¥ T,,,,-1(2) = z1; por lo tanto 1y ® 1, € B

Para verificar que 7m(A4;) = C ® C(Z); basta ver que m(1;) es la unidad de C ® C(Z);.
Fijado t € G se tiene que 1; = 1;(1y ® 1) + -+ + 1;(1y ® 1,,,). Recordemos que
1, €eC(Y x2Z)y=C(Y x Zt) y que Zy = ZNtZ. De esto deducimos que

L=1ly®lz=1y® Y L= Y Ily®L.
z€ZNtZ z€ZNtZ

Luego 7(1¢) = (ly ® 1) ® dzezniz 1z = 1lo @ 1g,.

Finalmente, si a € A;-1 entonces

w(m(a) = m(n(a)le) = Y, a(m(a)ly @ 1)) = Y w(nelally ®1-1.])

zeEZNtZ zEZNtLZ
= Z nzlz—lt(a[ly ® 1t—1z]) ®1, = Z Nz (t=12)-1 (a[]-Y ® 1t_1z]) ®1;
zeZNtZ zeZNtZ
= Y Nei(ally ®10) ® Ly
weZNt=1Z
=Y won (e ally 8 L) 1)
weZNt—1Z

= @7 (m(a)).
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Con esto concluimos que 7 es un isomorfismo de C*-acciones parciales y por tanto 7 (es

decir cada n]4,) es isomorfa a un bloque fundamental no conmutativo. O

La descripcion dada por el Teorema anterior es explicita y puede usarse para calcular los
productos cruzados. Supongamos que « es una accion parcial cuadrado integrable del
grupo discreto libre de torsién G en la C*-algebra unital A. Luego A es isomorfa a un
ejemplo basico no conmutativo, y el isomorfismo se da explicitamente en la demostracién
del Teorema anterior. Por lo tanto para calcular A X, G descomponemos « en una

suma directa de bloques fundamentales no conmutativos: A = A H---BHA, vy a =

ala, B---Bala,. Entonces A o G = (A; X G)B---B (A, x G).

O“Al O‘lAn

Hemos reducido el problema a calcular el producto cruzado de un ejemplo basico no
conmutativo asi que asumimos que A = A; = B ® C(F) donde: B es una C*-algebra
unital, /' C G es un conjunto finito y « es el producto tensorial de la accién global trivial

de G en B, 3, con la accién que define la restriccion a F' de la traslacién a izquierda de
G, O(0); es decir a = f ® O(0).

Llamemos 7 a la traslacion a izquierda de G, con lo cual 7|p = o y 7 es una envolvente
de o. Si pensamos a C*¥ = C(F) (aqui #F es el cardinal de F) como ideal de cy(G)
entonces B® C(F) es un ideal de B® ¢o(G) y S ® O(7) es una globalizacién envolvente
de a ® ©(0). Esto nos permite calcular (B ® C(F)) x4 G como una C*-subdlgebra de

(B & (@) xgz0(r) G = BOK(LG)).

El producto C(F) xg(y) G es, visto dentro de K(L*(G)), K(L*(F)) = Myr(C). Luego
(B®C(F)) xq G =B ®Myp(C).

Corolario 4.78. Si G es un grupo discreto libre de torsion, A es una AF dlgebra'?

unital y o una accion parcial cuadrado integrable de G en A entonces A X, G es AF.

Demostracion. Por el Teorema anterior « es un ejemplo basico no conmutativo, asi que
existen ideales Ay,..., A, C A tales que o = a4, B---Ha|a,. Cada A; es AF por ser
un ideal de una AF éalgebra. Como toda suma directa externa de AF algebras es AF
basta mostrar que el producto cruzado de |4, es AF, asi que asumimos directamente

que A = Aq, o sea que « es un bloque fundamental.

Si A = B®C™ antes mostramos que AX,G = B®M,,(C), y nos bastard con mostrar que

B es AF. Observando la demostracién del Teorema anterior notamos que B tiene unidad,

12 Algebra aproximadamente finita. Son aquellas que son limite inductivo de una sucesién de C*-
algebras de dimension finita.
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que llamamos 1. Con p € C™ una proyeccién no nula minimal tenemos 1p @ p € Z(A)

y B es isomorfa a A(1p ® p), que es un ideal de A y por lo tanto es AF. O

El mismo razonamiento puede emplearse para calcular los productos cruzados reducidos
y de hecho probar que « es promediable, lo cual es una consecuencia de resultados mas

generales del préximo capitulo.

Como adelanto de los Teoremas de Imprimitividad que vendrédn tenemos que (B ®
C(F)) x4 G es Morita equivalente a B. El algebra B cumple el papel de algebra de

puntos fijos de B ® C(F') ya que la accién en B es la trivial y en F es la traslacién.

Ahora recuperamos algunas ideas de la demostracién anterior que pueden ser tutiles en

general.

Teorema 4.79. Supongamos que G es un grupo HLC, « es una accién parcial en C*-

dlgebras de G en A. Luego valen las siguientes afirmaciones:

(I) El centro de A, Z, es a—invariante. Si G es discreto entonces la restriccion |z
es una accion parcial en C*-dlgebras y si, adicionalmente, A tiene unidad y o es
cuadrado integrable (tiene una globalizacion) entonces |z es cuadrado integrable

(tiene una globalizacion).
(II) Para cada proyeccion p € Z Ap es un ideal de A.

(I11) Si{pj}jes es una unidad aprozimada (creciente) de A contenida en Z entonces
{Apj xo G}jeg es una familia creciente de C*-subdlgebras de A xo G y su union
es densa en A xo G. Si, adicionalmente, o es cuadrado integrable y G discreto

entonces o es promediable.

Demostracion. (I) Tomemos t € Gy a € ZN Ay-1. Dado b € A tomemos una unidad

aproximada de Ay, {e;};, para deducir que
a(a)b = lim ay(aay-1(e;b)) = lim oy (-1 (e;b)a) = lim e;bay(a) = bay(a).

Esto implica que Z es invariante.

En general, sin importar la topologia de G, 5 := «a|z es una accién parcial continua y
cada f(; es un *—homomorfismo. En caso que G sea discreto es evidente que {ZN A }ieq

es una familia continua, por lo que 3 es una accién parcial en C*-4lgebras.

Supongamos que A tiene unidad, que G es discreto y que « es cuadrado integrable. Luego
a es globalizable (Teorema 4.62). El Teorema 3.14 implica que cada A; tiene unidad,

digamos 1;. Dado que 1; es la unidad de un ideal de A tenemos 1; € Z, por lo que ZN A,
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tiene unidad y el Teorema antes citado implica que &z tiene una globalizacién. Imitando
la demostracién del Teorema 4.77 podemos mostrar que 1. es cuadrado integrable con

respecto a a|z, por lo que Z5 D Z1, = Z y a|z es cuadrado integrable.
(IT) Es directo.

(III) Si p,q € Z son proyecciones tales que p < q entonces Ap C Aq porque pg = p.

Luego la primera parte de la afirmaciéon se deduce del Corolario 2.11.

Supongamos que « es cuadrado integrable y GG discreto. Si p es una proyeccion central,

la restriccion a4, es cuadrado integrable porque ASp es denso en Ap y esta contenido

a‘Ap
si

en Ap (Teorema 4.42). Luego a4, proviene de una accién parcial propia en el es-
pectro de Ap (Seccién 4.3.1). La inclusién canénica Z(Ap) — Ap es un homomorfismo
fuertemente no degenerado (porque Ap N A; tiene unidad) y equivariante con respecto
a af Z(Ap) Y a|4p. En el lenguaje de la Seccion 5.5 a4, es una accion parcial Kasparov-
propia. El Teorema 5.43 establece que tales accionas parciales son promediables, con una
prueba que el lector puede consultar desde este punto sin necesidad de leer el resto del

Capitulo 5 (més que la definicién de accién parcial Kasparov-propia).

Ahora pasamos a mostrar que « es promediable. Dada f € L'(Ba) y € > 0 tomemos
j€Jyge L (Balay,) tales que || f —gllu < &/2 (el subindice indica la norma universal,
r es para reducida). Luego (|| fllu = [[fll-] < [lfllu = llgllul + [lfllr = llgll-| < e. Como f

y € son arbitrarios deducimos que || f|lo = || f]]»- O

Observe el lector que si en la situacién (IV) agregamos la hipétesis de que G sea libre
de torsién, todos los productos cruzados Ap; x, G son productos cruzados de ejemplos

béasicos.

Corolario 4.80. Supongamos que A es una AF dlgbra, G un grupo discreto y libre de
torsiom y a es una accién parcial cuadrado integrable de G en A. Si para todo a € A y
e > 0 existe una proyeccion p € Z(A) tal que ||a — pal| < & entonces A xo G es una AF

dlgebra.

Demostracion. La prueba del Teorema 3.1.1 de [Mur90] implica que si A es el conjunto
de proyecciones de Z(A) entonces {p},ca es una unidad aproximada de A. Como A es
separable, de esa unidad aproximada puede extraerse una unidad aproximada numerable
{Pn }nen. El Teorema anterior implica que Ax,G es el limite inductivo de { Ap, X0 G }nen-
Por otra parte Ap, es AF y unital (para todo n € N) por lo que el Corolario 4.78 nos
dice que Ap,, X, G es AF. La tesis se deduce del hecho de que todo limite inductivo de
AF algebras es AF. O



Capitulo 5

Teoremas de Imprimitividad

El estudio de las diferentes generalizaciones (a las dlgebras no conmutativas) de la defini-
cién de accion propia ha estado estrechamente relacionado con la obtencion de Teoremas

de Imprimitividad como los de Green y Raeburn (ver, por ejemplo, [Rie82, Rae88]).

Tratando de avanzar en ese sentido dentro de la teoria de las acciones parciales, en
mi tesis de maestria [Ferll] demostré un Teorema de Imprimitividad para cierto tipo
de acciones parciales propias. En este tltimo capitulo demostraremos un Teorema de
Imprimitividad para acciones parciales que, a la vez, generaliza el resultado principal
de la tesis de maestria, simplifica la prueba del mismo y tiene en cuenta los tltimos

desarrollos de la teoria de acciones parciales propias.

5.1. Acciones parciales débilmente propias

En [BE13, BE14] Buss y Echterhoff demuestran Teoremas de Imprimitividad a partir de
acciones débilmente propias (“weakly proper”). Dichas acciones son casos particulares
de acciones cuadrado integrables pero més generales que las propias en el sentido de
Kasparov. Por mencionar un aspecto en el que se diferencian diremos que existen acciones
débilmente propias no promediables pero toda accién propia en el sentido de Kasparov

es promediable.

Recordemos la definicién de acciones débilmente propias. Supongamos que 7y es una
accién global en moédulos de Hilbert de G en X y que o es una accién parcial HLC de

G en X. También llamaremos o a la C*-accién que define o en Cp(X).

Definicién 5.1. Diremos que ~ es una o—accién si existe un *-homomorfismo no dege-
nerado y equivariante ¢: Co(X) — B(X). Se dice que ~ es débilmente propia si es una

o—accion para alguna accién HLC y propia o.

183
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Los resultados de la Seccion 4.3.1 y el Corolario 4.48 implican que toda acciéon débilmente
propia es cuadrado integrable. Esta propiedad deberia mantenerse al intentar dar una

definicién de accién parcial débilmente propia, lo cual es nuestro préximo objetivo.

En el capitulo anterior estudiamos las posibles definiciones de acciones parciales HLC
propias y llegamos a reconocer a una de las posibles definiciones como la mas adecuada
(Definicién 4.10). La pregunta que debemos responder es ;jqué propiedades requerimos
al homomorfismo ¢ de la definicién de arriba cuando las acciones son parciales? Para
responder a la pregunta analicemos algunos ejemplos sencillos teniendo en cuenta los

comentarios del parrafo anterior.

Evidentemente el Corolario 4.48 nos dice que una posible opcién (si queremos que todas
las acciones parciales débilmente propias sean cuadrado integrables) es considerar ho-
momorfismos fuertemente no degenerados y equivariantes. Otra opcién seria considerar
homomorfismos de construccién de productos tensoriales. Veamos con un ejemplo que
en caso de optar por estos ultimos no todas las acciones parciales débilmente propias

serian cuadrado integrables.

Ejemplo 5.1. Sean X =Y = [0,1], o la accién global trivial de Zy en X y 7 la accién
parcial de Zy en Y’ de manera que 71 = id[g 1 /) . Evidentemente ¢ := id: C(X) — C(Y)
es no degenerado y es facil mostrar que es de construccién de productos tensoriales. Por
otra parte o es propia pero 7 no, puesto que el grafico de 7 no es cerrado. Luego la

accién de Zy en C(Y') no es cuadrado integrable.

Esperamos que con la discusién anterior el lector esté convencido de aceptar la siguiente

definicion.

Definiciéon 5.2. Supongamos que G es un grupo HLC, o una accién parcial HLC de
G en X y «v una accién parcial en modulos de Hilbert de G en X. Diremos que 7 es
una o—accién parcial (con respecto a ¢) si existe un *—homomorfismo fuertemente no
degenerado y equivariante ¢: Co(X) — B(X). Asimismo, diremos que v es débilmente

propia si es una o—accién parcial para alguna accién parcial HLC y propia o.

De la discusion de arriba deducimos que toda accién parcial débilmente propia es cua-

drado integrable.

Notacién 5.3. Si queremos explicitar la accién o (y el homomorfismo ¢) diremos que

v es o—débilmente propia (con estructura ¢).

Ejemplo 5.2. Toda accién parcial cuadrado integrable de un grupo discreto en una C*-
algebra unital es débilmente propia. En efecto si v es una accién parcial propia de GG en la

C*-4lgebra unital A, razonando como en la demostracién del Teorema 4.77 construimos
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una C*-dlgebra conmutativa B = Cy(X) C Z(A) de manera que § := y|p es una accién
parcial cuadrado integrable, por lo que proviene de una accién parcial propia ¢ de G en

X. La estructura de o—accién parcial de 7y estd dada por la inclusién canénica ¢: B — A.

Es momento de utilizar algunos resultados del Capitulo II.

Proposicién 5.4. 7 es una o—accion con respecto a ¢: Co(X) — B(X) = M(K(X)) si

y solamente +' es una o—accion con respecto a .

Demostracion. El directo es, exactamente, la prueba del Corolario 3.11. En cuanto al

reciproco notemos que para todo t € G se cumple que
d(Co(X))X = o(Co(X)pK(X)X = K(X) X = K(A)X = A,

lo que nos dice que ¢ es fuertemente no degenerado con respecto a .

Para ver que ¢ es equivariante con respecto a o y v tomemos a € Cy(X);-1 y ¢ € Xp-1.
Como K(X;-1)&;-1 = X;-1 podemos encontrar 7' € K(&;) e y € X;-1 de manera que
x = Ty. Luego

d(or(a))n(x) = ¢(or(a)VH(T)n(y) = (@) T)n(y) = 7(d(a)Ty) = n(d(a)z).
0

Teorema 5.5. Supongamos que v es una o—accion parcial con respecto a ¢: Co(X) —
B(X) y que o tiene una globalizacién. Luego ~' es globalizable. Si T y [ son las en-
volventes de o y ~' respectivamente y pensamos a o y v' como restricciones de T y B;
entonces existe un unico *—homomorfismo ¢°¢ de manera que B es una T—accion global
con respecto a ¢¢ y ¢°(a)T = ¢(a)T, para todo a € Cy(X) y T € K(X).

Demostracion. El Corolario 3.11 implica que 4 es globalizable. La Proposicién anterior
nos dice que 7' es una o—accién parcial con respecto a ¢. El resto se deduce del Teorema
3.12. ]

Corolario 5.6. Si v es una o—accion parcial débilmente propia con estructura ¢ en-
tonces o y 4* son globalizables y la envolvente de o es propia. Ademds, tomando T, B y
¢¢ como en el enunciado del Teorema anterior, se cumple que B es una T—accion global

débilmente propia con estructura ¢°.

Demostracion. El Lema 4.8 nos dice que o es globalizable y que su envolvente es propia.

El resto se deduce del Teorema anterior. O
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Para obtener Teoremas de Imprimitividad es necesario tener bimédulos de equivalencia,
que construiremos a continuacién. Los resultados de esta seccidén pueden demostrarse
directamente, a expensas de célculos largos y una notacién dificil de manejar. Por esto

preferimos dar argumentos que refieren a Teoremas demostrados en otros trabajos.

Fijemos una accién parcial en médulos de Hilbert v de G en X4. A 4" la llamaremos a.
Asumiremos que v es una o—accién parcial con estructura ¢: Cp(X) — B(X), siendo o
una accién parcial HLC y propia G en X. Utilizaremos, también, la letra o para nombrar

a la acciéon que define o en X.

Sea o¢ la globalizacién envolvente de o (existe porque o es propia en X ). Asumiremos,
como es licito, que X es un abierto de X€¢, que 0¢|x = oy que 0¢X = X°. Sabemos que

0 es propia.

Lema 5.7. Ezxiste un dnico *-homomorfismo no degenerado ¢¢: Co(X€¢) — B(X) que

extiende a ¢ y es 0¢ — y—equivariante.

Demostracién. Evidentemente ¢ es no degenerado!. Sea ¢¢: Co(X¢) — B(X) la tinica

extension de ¢. Obviamente la extension es no degenerada.

Para mostrar que ¢° es equivariante fijemos t € G, a € C.(X€) y £ € X;. Luego existen
be Co(X)—1ynée€ X1 tales que £ = ¢(b)n. Por lo tanto

¢°(of(a))1(§) = ¢°(of(a))n(d(b)n) = ¢(of(a)or(b))y(n) = ¢(oe(ab))y(n)
= 1(¢(ab)n) = (¢ (a)§).

5.2. Un prebimdédulo de equivalencia

Para establecer equivalencias de Morita entre productos cruzados necesitamos un bimé-
dulo. En general un producto cruzado se obtiene como la completacion de una *-algebra
con respecto a ciertas C*-normas distinguidas. Al estudiar productos cruzados redu-
cidos y plenos nos interesa poder cambiar la norma que utilizamos para completar el
algebra, por este motivo utilizaremos pre-bimédulos de equivalencia en lugar de bimo-
dulos de Hilbert. Las definiciones necesarias asi como el resultado principal referente a

la completacion con diferentes normas se encuentra en el Apéndice B.

En todos los Teoremas de Imprimitividad de acciones globales que conmutan se necesita

definir un dlgebra de puntos fijos. La definicién de dlgebra de puntos fijos de una acciéon

!Fuertemente no degenerado implica no degenerado
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parcial débilmente propia que exponemos ha sido construida persiguiendo dos objetivos:
(a) que coincida con la definicién de Buss y Echterhoff cuando las acciones en cuestién
son globales y (b) que permita enunciar y mostrar los Teoremas de Imprimitividad. Otro
objetivo que hemos perseguido es que los enunciados no tengan hipétesis adicionales a

las requeridas para las acciones globales.

Para construir un algebra de puntos fijos tomemos una o—accién parcial de G, ~, con
estructura ¢: Cy(X) — B(X4). Tomemos una globalizacién envolvente de o, E :=
(1,1,Co(Z),Co(Y)). El *—homomorfismo ¢ o 1=1: Co(Y) — B(X) es fuertemente no
degenerado, por lo que existe una tinica extensién ¢= a Co(Z), la cual es equivariante

(ver el Teorema 3.12 y su demostracién). Provisionalmente definimos el E—submddulo
de X como X= := ¢=(C.(Z))X.

Proposicién 5.8. Si Z y Q son globalizaciones envolventes de o entonces X= = X%,

Demostracion. Tomemos = como arriba y Q = (v, k,Co(V'),Co(U)). Por la propiedad
universal de las acciones envolventes existe un tinico isomorfismo de acciones parciales en
C*-4lgebras p: T — v que extiende a kot 1 T|co(v) = V]cy()- La unicidad implica que
6% = 6% 0 p. Entonces X% = 6%(Co(2))X = 62(p(Co( Z)))X = 6%(Co(V)X = X2 T

De hecho el E—submddulo depende sélo de la clase de isomorfismo de o. En efecto, si
k: o' — o es un isomorfismo de acciones parciales HLC entonces v es una o' —accién
parcial débilmente propia con estructura ¢ ok~ . Con = como arriba tenemos que =’ :=
(0,10k,Co(Z),Co(Y)) es una globalizacién envolvente de o’. Ademas [¢ok]Z = ¢=, con
lo cual XY= = XE.

Definicién 5.9. Dada una o—accién parcial, v, de G en X' con estructura ¢: Cp(X) —
B(X), definimos el o—submédulo de X, F.(X), como el Z—submédulo de X, donde =

es una globalizacién cualquiera de o.

Notaciéon 5.10. En caso que sea necesario hacer referencia a v, ¢ 0 ¢ (como en la
Seccién 5.7) escribiremos F.(X,7), Fe(X,v,0) 0 Fe(X,7,0,¢) segin sea necesario ser

menos 0 mas explicito en cuanto a las estructuras consideradas.

De acuerdo a los argumentos expuestos anteriormente, para estudiar el o —submoddulo
siempre podemos asumir que o tiene una globalizacién cuadrado integrable, esto es:
pensando a ¢ como una accién parcial HLC propia podemos asumir que existe una
accion global propia o€ en un espacio X¢ de forma que X es abierto en X¢, 0¢|x =0y
X¢ es la 0°—6rbita de X. La extension de la estructura ¢ a Cp(X€¢) serd denotada ¢°.
El lector podra apreciar que las operaciones que definimos a lo largo de este capitulo en

F(X) dependen tnicamente de «y y de la clase de isomorfismo de o.
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En lo que sigue equiparemos a F.(X') con la operacién ternaria
(u7v7w) = |u>> o <<u‘w7

con lo cual obtenemos un *—anillo ternario (ver el Apéndice B). Haremos esto a la vez
que mostramos que esta operacién proviene de una estructura de C — D—prebimddulo

de equivalencia.

Buscamos establecer equivalencias de Morita entre productos cruzados, lo que nos lleva
a buscar D dentro de C.(Ba). El algebra C serd una x—subdlgebra de B(y), de ahi
el nombre de puntos fijos. Especificamente C' serd el espacio generado en B(+y) por los

operadores de la forma |u))((v| y la accién de C' en F.(X) serd la acciéon de B(X) en X.

Vale la pena observar que F.(X) = ¢°(Ce(X¢))p(Co(X))X = ¢p(Ce(X)Co(X))X y que
F.(X) puede coincidir, o no, con ¢(C.(X))X pues no podemos asegurar que la inclusiéon
Co(X) C C.(X®)Cy(X) sea una igualdad?.

Observacion 5.11. F.(X) C Xg. En efecto, el Teorema 4.35 nos dice que C.(X€) C

C.(X€)si y el Teorema 4.43, junto con el Corolario 4.27, implica que C.(X¢)Cy(X) C
Co(X) N Cy(X®)si = Co(X)si- Finalmente el Corolario 4.48 implica que

Fe(X) = o(Ce(X)Co (X)X C (Co(X)si)X C X

Lema 5.12. Dados &,n € F.(X) existe una unica funcion [&,n] € CX (G, A) tal que,
para todo t € G y a € Ag, al§,n)(t) = (vi(E-1(a”)), m).

Si la accion en X es global entonces [£,n](t) = (v(€),n).

Demostracion. Fijado t € G, como [€,n](t) € A, la ecuacién de la tesis determina el
producto de [, 7](t) con todos los elementos de A;. De existir [¢, 7] los valores [, n](¢)
quedan determinados por la condicién de la tesis, pues A; tiene unidades aproximadas.

Esto demuestra la unicidad.

Para mostrar la existencia supongamos que £ = ¢(f)&' yn = ¢(g)n' con f,g € C.(X¢)N
Co(X). Para cada t € G se tiene o7, (g%)f € Co(X)s-1 y por lo tanto ¢(o5_1(g*) f)E €
X Definamos [€,7](t) == (y(¢(oy-1(97))E), 7).

Dado que o€ es propia y f,g € Cc(X¢), la funcién t — of_,(g*)f es continua y tiene
soporte compacto. Luego la continuidad de v implica que [£, 7] es continua y tiene soporte

compacto. Notemos, ademads, que [£,7n](t) € (X, X) C A;.

2Por ejemplo con X°* =G =R, of(z) =t +2z, X = (0,1) y 0 = 0°|x la inclusién es estricta.
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Dado a € A; tenemos que

alg,n)(t) = a{ye(d(of-1(g") )E),n') = (ve(plof-1(g%) [)E ap-1(a™)), ')
= (0 (g)n(D(f)E ap-1(a”)), ') = (o) ap-1(a®)), 6°(g™)n')
= (ve(Eay-1(a”)),m).

Esto concluye la primera parte de la prueba, la segunda es inmediata. O

Proposicién 5.13. Dadas &,n € F.(X) se tiene que (({|n = [£, ).

Demostracion. Sea {e;}; C C&(G, A) una unidad aproximada de C§(G, A). Recordemos
que 7: C§(G, A) — C§(G, A), m(u)(t) = ay(u(t™1)), es un automorfismo. Por definicién

ej(t)[fvn]( ) <7t(£at 1(6J(t)> > <<§’7r (e))" ( ); luego 6]‘[5777] = <<§’7r(ej)77

Sabemos que {((&|x(,)n}; converge en LZ(G, A) a ((£|n. Como sop(e;[€,7]) C sop([€, 1))
y {e;[€,n]}; converge uniformemente a [£,n]; la red converge en la topologia del limite
inductivo y en L2(G, A). Luego [£,1] = ((¢|n. O

Teorema 5.14. Si dadas §,n € F.(X) definimos ((§,1))a € Cc(Ba) como

(& m)alt) = AW au([€, m](E))0,

y ®: Ba — B(L2(G, A)) es la representacion regular (descrita en la seccion 4.2), en-

tonces <<§| o |77>> = EIv)(<<€777>>04) Y <<§>7t(77a)>>a = A(t)71/2(<£,17>>aa5t71, para toda
§&ne fc(X) yac At—l-

Demostracién. Recordemos que M: C§(G, A) — B(L2(G, A)) es la representacién por
operadores de multiplicacién, que es no degenerada. Utilizaremos el automorfismo w

descrito al inicio de la prueba anterior.

Basta con mostrar que My ) o {(€] o [1))(5) = May(ry o B((€, 1)) (g), para toda f, g €
CY(G, A). Fijemos f,g € C¥G,A) yteq.

Por un lado

> elollta) = (el )0 = et ). 1) o)
- / (ulnf (7)), nary 2 (9(5))) d:
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y por otro

G
= ar(f(t7) [ D) s (a1 ({6 a5 101 (9(69))) d
= [ ous " aws ([€ (5™ asre-1(g(t5)) ) ds
= [ a(F(E)as (& nl(s  as(g(5)) ds
G

Luego, para demostrar la tesis basta con ver que

(e (1), 150001 (9(5))) = a (£ e ([E7)(5 a1 (g(s)) . (5:2.1)

Fijemos entonces s,t € G. Observemos que ambos miembros de la ecuaciéon de arriba

pertenecen a As N A;. Tomemos una unidad aproximada de As N Ay, {e;}. Luego

ar(F(E)as (1€ n](s a1 (g(s)))
= limejoq(f(t~) s ([6n](s™ D=1 (a(s))
= lima, (a1 (egan(F(t7)) 6 ml(s a1 (g(s)
= HJII] Qg <<78*1t(§at*1(at(f(til))ej)% n)as’l (g(S)))
= lima, ((1-10(EF(on1(e), ma-1(9(s)))
- 11’§.n<%(€f(t*1)afl(ej)), Vs(nes-1(9(s))))
= lime; (n(€F (7). 7a(ms-1 (9(5)))

= (n(&ftN) vs(nas-1(g(s))))-

Con esto probamos la Ecuacién 5.2.1 y la primera parte de la prueba estd completa.

Para la segunda tomemos &, € F.(X) y a € A;-1. Recordemos que la expresion
((€,m))aad,—1 hace referencia a la accién de ad;—1 como un multiplicador de C.(Ba).

Lo que acabamos de mostrar junto con el Teorema 4.25 implica que

S({(€,n(na))a) = (€] o [re(na))) = A) V2] o |y)) 0 Pas,_,
B(A) (& y)
S(A()T2{(€y)

a) a6 1

)
)ad-1).
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Como ® es inyectiva en C.(Ba) tenemos ((€,v;(na)))a = A#)2((€, y))aads-1. O

Con el Teorema anterior podemos demostrar, sin calculos engorrosos, que F.(X) puede
hacerse un C.(Ba)—mddulo. La accién a derecha serd la definida en el Corolario 4.26.

Definimos, para £ € X5 y fé € Ce(Ba) :

€5 (f6) = £ 4 f = /G A2y (Ef() db;

donde C&(G,A) — C.(Ba), f — [0, estd determinada por fo(t) = f(t)o; y es un

isomorfismo cuya inversa escribimos como g — gd~!.

Observacion 5.15. Fo(X) * Ce(Ba) C Fo(X).

Para demostrar la inclusién tomemos a € C.(X¢)NCy(X),{ € Xy f € CX(G, A). Como
o¢ es propia existe un compacto C C X¢ de manera que U{sop(c¢(a)): t € sop(f)~'} C
C. Tomemos b € C.(X€) constante igual a 1 en C, de manera que boy(a) = of(a), para

todo t € sop(f)~!. Luego

P (b)(p(a)€ = (f9)) = /G A()"1 2% (bof (@) v (EF (1)) dt = p(a)E * (£9),
lo que implica que ¢(a)é * (f6) € F.(X).
Corolario 5.16. Para todo &£,m,( € F.(X) se cumple que

1€)) o {{nl e 1€)) = 11€)) o (I (€))) = 1€ * ({1, C})a))

y que |€)) o {(nl(¢) = &x{(n, ))a- En particular | Fe(X))) o ((Fe(X)[o]Fe(X))) C |Fe(X)))-

Demostracion. Del Teorema 4.24 y del Lema 1.68 concluimos que [€)) o ((n| € B(v).
Luego el Corolario 4.28 implica que [&)) o (7] o [C)) = [1€)) o (1] ().

El Teorema anterior junto con el Corolario 4.26 implican que

1€)) o ({nl 2 10)) = 1€)) 0 D(((1. ())a) = 1€ * ((m,))a))-

Luego |Fe(X))) o (Fe(X)] o |Fe(X))) C |Fe(X) * Ce(Ba))) C [Fe(X)))-

Finalmente, el Lema 4.58 implica que para &,n € F.(X) se tiene £ = 7 si y solamente si

1£)) = |m)). Luego [€)) o ((nl(C) = & ((n,())a pues

1€)) o ((nl(€))) = 1€)) o {(nl o |C)) = € % ((1,C))a))-
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Corolario 5.17. Con la accion a derecha F.(X) x Ce(Ba) — Fo(X), (&, f) — & * f,
Fe(X) es un C.(Ba)-mddulo.

Ademds ((, ))a: Fe(X) X Fe(X) = Ce(Ba) es Co(Ba)—lineal en la sequnda variable y

cumple que ((§,n))a” = ((1,€))a para todo &, € Fe(X).

Demostracion. Probemos que & * (f * g) = (£ * f) % g, para lo cual basta mostrar que
|€x (f*xg))) = |(§*f)*g)) (ver la demostraciéon del corolario anterior). El Corolario

4.26 implica que

5 (f*9))) =€) o ®(fxg) =€) o D(f) 0 B(g) = |(£ * £) * g)).

La identidad ((¢]o|n)) = ®(((£,7))a) y €l hecho de que ® es lineal e inyectiva en C,(Ba)

implican que la operacién * es bilineal.

Con los argumentos del parrafo anterior deducimos que ({ , )), es lineal en la segunda
variable. La igualdad ((§,1))a * f = ((§,1 % f))a se deduce de

Q(((&m)a* f) = (&l o In)) 0 ®(f) = (€] o In =+ f)) = (& n * £))).
Ademés ((€,n))a" = ({1, ) pues

S(((€,m)a") = (R(UE M) = (€l o )" = ((nl 0 |€)) = &(((n,€))a).

O]

Con respecto a la continuidad de ((, )), el siguiente resultado nos serd extremadamente

util y es més que suficiente para nuestros propositos.

Lema 5.18. Supongamos que I es un conjunto dirigido, a,b € C.(X¢) N Co(X), y
tenemos redes {u;ticr, {vitier C Co(X) y {&}ier, {ni}icr € X de manera que u; — u,
vi = v, & = & yn; — 0. Luego {{{p(uia)&i, p(vib)ni))ati converge a ((¢p(ua)é, p(vb)n))a

en la topologia del limite inductivo.

Por otro lado, si {u;}ier,{vi}ticr C Co(X) son unidades aproximadas y §,mn € Fe(X)
entonces {{{Pp(u;)&, p(vi)n))ati converge a ((£,1))q en la topologia del limite inductivo.

Demostracion. Observemos que

(((uia)&i, p(vib)m))a(t) = A(H) ™2 (P(ui)éi, 1(([a, 0)( ) (vici)),
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lo que implica que sop({{¢(u;a)&;, d(vib)n;))a) C sop([a,b]) L. Si borramos las i-es de la
formula de arriba concluimos que sop({({¢(ua)&, d(vb)n))a) C sop([a, b]) ™! y por lo tanto

basta con mostrar la convergencia uniforme de las redes de la tesis.

—1/2

Llamemos M al supremo de ¢ — A(t) en sop([a, b])~!. Usando la féormula de arriba

deducimos que para todo t € G

[{(p(ua)§,p(vb)n))a(t) — ({(¢(uia)s, p(vib)ni))a(t)]]
< M{B(w)€ — d(us)&i, e (d([a, bt )b (v)m))]+
+ (i) v (d((a, b (1)) (D (0)n — d(vi)mi) )]
< M|[a, b]lloc (l9(w)€ = d(us)&ill ()l + llp(wi)&alll|¢(v)n — d(vi)nill)-
Como ¢(u;)& — d(w)é y o(vi)n; — ¢(v)n las desigualdades implican la convergencia

uniforme que queriamos.

Veamos ahora la parte final del enunciado. Como &,7 € F.(X) existen &',/ € X'y
a,b,c,d € Co(X€)Co(X) tales que £ = ¢p(ab)¢’ y n = ¢(cd)n’. Tomemos las redes cons-
tantes £, = & y ni = 1’ y las redes {u;a}; y {vib};, que convergen a &',n',a y b, res-
pectivamente. Luego la primera parte del Lema implica que {((¢(u;)€, d(vi)n))ati =
{{p(uia)p(b)&, d(vic)p(d)ni))a }i converge en el limite inductivo a ((¢p(ab)&’, p(cd)n'))q,
que es igual a ((§,17))q- O

Lo tinico que necesitamos para hacer de F.(X) un (pre)médulo de Hilbert es saber que

el producto ((, ))a es definido positivo; la positividad depende de la norma considerada.

Corolario 5.19. Considerando a C.(Ba) como subdlgebra de Axq G la funcion ({, ))a

es un producto interno en Fe(X).

Demostracion. Recordemos que la forma integrada ® define la C*-norma reducida de

Ce(Ba). Luego ((, ))a = 0 en A xa, G pues ®(((€,€))a) = (€] 2 [€)) = (€] o ((€]* > 0.

Ademds ((¢,€))ale) = [£,€](e) = (&, €); por lo tanto ((§,£))a = 0 implica £ = 0. O

Con un poco més de trabajo podemos mostrar que (( , )), es definido positivo con
respecto a la C*-norma universal (lo cual implica el corolario anterior). La idea, como
en todo lo hecho hasta ahora, es imitar los argumentos para acciones globales de [BE13]

pero eso sera postergado a una seccién posterior (Teorema 5.31).
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Teorema 5.20. Sea v una oc—accion parcial débilmente propia de G con estructura

¢: Co(X) — B(X4). Definamos a:= ",

FU(X) := span | F(X))) o ({(Fe(X)| € B(v),
FL(X) :=span{(F(X), Fe(X)))a C Ce(Ba)

y las operaciones

FUX) x Fo(X) = Fe(X), (T,€) = T(8),
XX FA(X) = Fo(X), (§,f) = Ex ]
(5 )1 FolX) x Fo(X) = FUX), (€)' =€) o (],
()7 Fe(X) X Fo(X) = FL(X), (&n)" = ((&:1))a

Luego FUX) y FL(X) son x-subdlgebras y Fo(X) es un FL(X) — FI(X)—prebimddulo
de equivalencia. Ademds: (a) la C*-norma reducida de C.(Ba), || ||r, es positiva con
respecto a Fo.(X) (b) la C*-norma que define || ||, en FL(X) es la norma de operadores
(Teorema B.4) y (c) F.(X) es un x-ideal de C.(Be).

Demostracion. La primera parte de la prueba consiste en verificar las condiciones de

la Definicién B.1. El Teorema 4.24 junto con el Lema 1.68 implican que FL(X) estd
contenido en B(v). El Corolario 5.16 implica que FL(X) es una *—subdlgebra de B(y).
Ese mismo Corolario y el subsiguiente implican que FL(X) es una *—subalgebra de

C.(Ba).

De lo mostrado en los resultados anteriores se deduce facilmente que con las operaciones
definidas en el enunciado F.(X) es un F'(X)—médulo a izquierda y un F7 (X)—mdédulo a
derecha. La compatibilidad de las operaciones de médulo esta asegurada pues | )): Xy —
B(X, L2(G, A)) es inyectivo, y si a € FL(X), b € FI(X) y & € Fo(X), entonces

|(a€) ¥ b)) = (a0 [€))) 0 D(b) = ao (1€)) 0 B(b)) = |a(€ b))

En cuanto a la condicién (1) (de la Definicién B.1) ya sabemos que (, )" es C.(Ba)—lineal
en la segunda variable, por lo que es F/(X)—lineal en la segunda variable. Ademas ( , )!

es F'(X)—lineal en la primera variable porque el mapa & + |€)) es lineal.

Las primera igualdad de la condicién (2) se deduce inmediatamente porque, por defi-
nicién, ((¢| = [€))*. La segunda igualdad estd implicita en el Corolario anterior, y la

tercera se probo en el Corolario 5.16.

Para mostrar la condicién (3) observamos que las condiciones (£,£)" = 0y (£,6)! =0

implican que |£)) = 0, por lo que & = 0. El reciproco es inmediato.
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La condicién (4) se verifica inmediatamente una vez que observamos que F(X) y Fr(X)
son subdlgebras de C*-algebras. Las afirmaciones (a) y (c) de la tesis se deducen direc-
tamente del Corolario anterior. En cuanto a (b) la norma que define || ||, en F.(X) es
€l = (€ €l = IB(UE E)a)IY2 = IED, que coineide con Ta norma de Fu(X)
que define la norma de operadores en F.(X). Entonces (Teorema B.4) la norma definida

por || || en FL(X) es la norma de operadores. O

Del Teorema anterior y del Teorema B.4 se deduce inmediatamente lo siguiente.

Corolario 5.21. Si C es la clausura de FL(X) en B(y) y D la de FL(X) en A x4 G,
entonces la completacion de F.(X) con respecto a ||€||si := |||£))]| es un C' — D—bimddulo

de equivalencia de Morita.

Otro prebimédulo

En principio las ideas de Meyer [Mey01] parecen apuntar a considerar todo el conjunto

de elementos cuadrado integrables como un prebimédulo.

Teorema 5.22. Para cada accion parcial cuadrado integrable, v de G en X, existe un
unico anillo ternario (Xs;, (, , )) donde (&,m,¢) =1£)) o ((n](C).

En esta situacion la x— dlgebra X! (del Teorema B.11) tiene una tinica C*-norma y ella
es positiva con respecto a Xg; (Definicion B.2). Ademds Xy tiene una inica C*-norma

de Cauchy-Schwarz (Definicion B.2) con respecto a Xs;, la cual es positiva.

Demostracion. Sea (M, ( , , )') el C*-anillo ternario tal que M = B(L3(G,A),X) y
(R,S,T) = Ro S*oT. Recordemos que | )): X5 — M, & — |£)), es un mapa lineal
inyectivo. Ademaés el Teorema 4.24, el Corolario 4.28 y el Lema 1.68 implican que para

todo &,1m,( € Xy se cumple que |[(§,7,C))) = (I€)), n)),[¢))). Luego el hecho de que

(M,(, ,)") es un anillo ternario implica que (X, (, , )) lo es.

Sean X! y Xsi' las x-4lgebras definidas en el enunciado. Para identificar X' con un
x—ideal algebraico de B(y) definimos ( , )': X342 — B(y) como (&, 1) := [€)) o ((n] y
B(y)x X — X, (T,€) — T'(€). Con estas operaciones Xy es un B(y)—moddulo a derecha
con producto interno definido positivo. Luego span(Xy, Xsi>l es un x—ideal algebraico
de B(7). El Teorema B.11 implica que ese *—ideal es isomorfo a X' y el Lema B.12 nos

dice que X! tiene una tnica C*-norma.

Identifiquemos X' con span(Xsi,XSi>l como indicamos antes. Luego la C*-norma de
X! es la restriccién de la C*-norma de B(v) y la completacién de X! con respecto

a ella es la clausura de X' en B(y). Evidentemente para todo & € Xy se tiene que
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(£, = 1€)) 0 |€))* es positivo en B(y), y por lo tanto en la completacién de Xy'. Las

ultimas dos afirmaciones del enunciado se deducen directamente del Teorema B.4. [

El problema del prebimédulo de equivalencia X es, como lo nota Meyer, que no siempre
se puede identificar a A" con una x—subdlgebra de C.(Ba). Para solucionar este proble-
ma Meyer introduce [Mey01] los continuously square integrable Hilbert modules. Con las
herramientas desarrolladas hasta aqui la teoria de Meyer puede traducirse directamente
a las acciones parciales copiando casi textualmente sus enunciados y demostraciones.

Los capitulos anteriores de este trabajo son una muestra de ello.

El prebimédulo Xy tiene otro problema: admite una tinica norma con la cual puede
completarse a un médulo de Hilbert (manteniendo la operacién ternaria). Este hecho
nos genera un inconveniente porque nos restringe a trabajar con la norma reducida
en los productos cruzados, lo que no permite atacar cuestiones referidas a acciones

promediables. Ninguna de estas dificultades se observan en el bimédulo F.(X).

5.3. Acciones parciales libres

Volvamos a trabajar con un o—accién parcial, v, de G con estructura ¢: Co(X) —

B(X4), como siempre a :=~".

Definicién 5.23. Diremos que 7 es universalmente saturada si F.(X) es densa en
C.(Ba) con respecto a la C*-norma universal de L'(Ba). En general, si || || es una C*-
norma de L!(Ba), diremos que v es || |[—saturada si F7(X) es denso en C.(Ba) en la

topologia definida por || |.

Observacion 5.24. Si FI(X) es denso en C.(Ba) con respecto a la topologia del limite

inductivo entonces es || ||—saturado con respecto a cualquier C*-norma || || de L!(Ba).

Para tratar la densidad de las acciones parciales débilmente propias necesitamos estudiar

primero las acciones parciales propias.

Lema 5.25. Supongamos que o es una accion parcial propia de G en Co(X), por lo
que o tiene una envolvente ¢ en Co(X¢). Pensemos, de acuerdo con [AMPO0Y], que
Co(X) xp G = C*(Bo) C C*(Bo®) = Cp(X€) xge G. Luego Fo(X) := Fo(Co(X)) C
Fe(X€), y para toda f,g € Fe(X) se cumple que ((f,9))s = ((f,9))oe-

Demostracion. La primera inclusion de la tesis se deduce de F.(X) = C.(X¢)Co(X) C
Ce(X€) = F(X€). En cambio la igualdad ((f,9))c = ((f,9))oc se obtiene a partir del
Corolario 4.44, de la Proposicién 5.13 y del Teorema 5.14, después de notar que: (a)
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L2(G,Cp(X)) es un submédulo de L2. (G, Co(X€)) y (b) que la restriccién de la represen-
tacion de Cp(X®) Xge G en B(L2. (G, Co(X€))) restringida a Co(X) x, G y comprimida®
a B(L2(G, Cy(X))), es la representacion de Co(X) x, G en B(L2(G, Co(X))). O

Motivados por lo que ocurre para las acciones globales probamos el siguiente

Lema 5.26. Si 0 es una accion parcial libre y propia de G en Co(X) y definimos
FI(X) = span((Fo(X), Fe(X)))o, entonces para toda f € Ce(Bo) existe un compacto
K C G de manera que f € Cg(Bo) ﬂ}"g(z\f’)“ I B particular F(X) es denso en

C.(Bo) en la topologia del limite inductivo.

Demostracién. Como o es propia tiene una globalizacién, o¢ de G en Cy(X€), también
propia. Podemos asumir que X es un abierto de X¢ con o®orbita igual a X°. Luego la

Observacion 1.13 implica que o€ es libre.

Usando las ideas de la demostraciéon del Teorema principal de [Rie82] para con o€ y
la accion del grupo trivial {e} en X¢ deducimos que Uy := span((F(Y), F(Y)))ge es
denso en C.(Bo€) en la topologia del limite inductivo. De hecho podemos deducir lo
siguiente: para toda f € C.(Bo®) existe un compacto K C G de manera que f €
Cx(Bo)NTo ™.

Tomemos ahora f € C.(Bo) C C.(Bo®). Lo mencionado antes implica que existen un
compacto K C G y una sucesion { f,} C Cg(Bo®)NUy tal que || f — fnllco — 0. Tomemos
una unidad aproximada {e;}; de Cy(X), de forma que {e;d.}; es una unidad aproximada
del fibrado de Fell Bo. Por lo tanto lim; ||g — (e;de)g(€ide)||co = 0, para toda g € C.(Bo).
Definamos f% := (e;0.)g(eide) y notemos que sop(f:) C sop(f,) C K, para todo n e i.
Por otro lado [1£i — fllse < [I(€i8)(fn — f)(€ide)lloe + [l (€362 F(€i6e) — flloe, 1o que nos
permite encontrar, para cada n, un i, tal que ||f, — fulloo < 2[/fn — flloo + 1/n. Luego

{fin},, C Ok (Bo®) converge uniformemente a f.

Para terminar nos bastard con mostrar que f: € F7(X) pues esto implica que f €

|
Ck(Bo) ﬂ]-"c"(X)'l I Por construccién sabemos que existen ¢i1,...,9m,h1,..., hm €

Fo(X€) tales que fr, = > 121 ((9k, hi))o- El Teorema 5.14 y el Lema anterior implican

m m
ez e gkahk oc e'L e Z gkahkez oe Z hkezagk 06(6156))*
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donde en la dltima igualdad hemos usado que gxe;, hre; € Co(X)Co(X) = Fo(X). O

3Si A es una C*-subalgebra de B()) y P € B()) conmuta con todos los elementos de A, la compresién
de A a P)Y es la representacién 7: A — B(PY), w(a) := A|py.
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Con el siguiente resultado mostramos que en el caso de las acciones libres los productos

internos ((, ))o forman un ideal denso del producto cruzado A x, G.

Teorema 5.27. Supongamos que o es una accion parcial propia y libre y que v es una
o-accién parcial de G con estructura ¢: Co(X) — B(X4); sea o :=~". Luego para todo

U C X que genera un subespacio denso en X se cumple que

Wy = span{((¢(f)€, (g)m)a: f, 9 € Fe(X), §,n e U}

es denso en Co(Ba) en la topologia del limite inductivo.

Demostracion. Comencemos por definir §: C7 (G, Co(X)) — C.(Bo) como 6(u)(t) =
A(t) 2y (u(t™1))d;. Para cada compacto K C G la restriccién de 6 a C% (G, Co(X)),
fx, es un homeomorfismo lineal de C% (G, Cy(X)) a Ck(Bo). Ademds para toda f,g €
Fe(X), 0([f,9]) = ({f,9))s (Teorema 5.14). Con V := span|[F.(X),F.(X)] el Lema
anterior implica que para cada u € CJ(G, Cy(X)) existe un compacto K C G de manera
que v € VNCO%(G, C'Q(X))H oo,

Probemos ahora que para todo {,n € X, t€ Gy f,g € Fo(X) se cumple

()& Slg)m)alt) = A) 2 % (o([f, g](t™"))n))3r- (5.3.1)

En efecto, recordando la construccion de ((¢(f)E€, ¢(g)n))s que aparece en la prueba del

Lema 5.12 y el Corolario 5.17, deducimos que

({o(N)S, 2(g)m)a(t) = {{(g)n, &()E))a” (1)
(

= A HA®) a1 ([8(g)n, S(£)EN(E))dp-1)"
= A() 7 [p(g)n, d()E](1)* 5

= AW (n(d(af () g)m), €)70;

= A TVHE (S(of1 (F7)g)m))0

= A2 w((f, gl ()6

Mantengamos la Ecuacién 5.3.1 en mente y llamemos Wy a la clausura de Wy en la
topologia del limite inductivo, la cual es un subespacio porque Wy es un subespacio. Para

mostrar que Wy = C.(Ba) apelaremos al Lema A.5; probemos que C.(G)Wy C Wy.

Fijemos a € C.(G) y v € Wy. Existe una red {v;}; € Wy tal que v; — v en el
limite inductivo y por lo tanto la convergencia es uniforme en compactos. Dado que
sop(av), sop(av;) C sop(a), tenemos que av; — av en el limite inductivo. Si logramos

mostrar que av; € Wy (para todo i) esto implicard que av € Wiy = Wy, En definitiva
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debemos mostrar que C.(G)Wy C Wy, por lo que asumimos v € Wy. Sin pérdida de
generalidad asumiremos que v = ((¢(f)E, ¢(g)N))a, con f,g € Fo(X) y &,n € U.

Recordando las conclusiones del primer parrafo de esta prueba podemos encontrar
ff,,fﬂnn € Fe(X) (j = 1,2 y n € N) de manera que la funcién G — Cy(X), t —
a(t™Y)[f, g](t), se aproxima uniformemente por {37 [fL, f2]}n C C%(G,Co(X)). Lue-

go, usando la Ecuacién 5.3.1, concluimos que la sucesién

Mmn

O Uo(f)E d(f2)n))atn C Cx—1(Ba)

k=1
converge en la topologia del limite inductivo a av. Eso muestra que av € Wy.

Una vez que sabemos que C.(G)Wy C Wy, para terminar basta con mostrar que para
cada t € G se cumple que {v(t): v € Wy} es denso en Boy. Fijemos t € G, ad; € Bay y
e > 0. Como U genera un espacio denso en X, ¢(Cy(X);-1)U genera un espacio denso
en X,-1, y por lo tanto span (U, y:(¢(Co(X)-1)U)) = A;. Luego existen 5{, L8 eU
(j=1,2)yai,...,a, € Co(X);1 de manera que ||a—3 11 (&}, v(d(ar)&P))| < e. Como
V' es denso en la topologia del limite inductivo en C?(G,Cy(X)), podemos encontrar
fE Sk € Fou(X) (k=1,...,n) de manera que A(t)~ 1/2 > 1[ fk](t 1) aproxima

lo suficiente a aj como para que

lade — > > STk, d(fF) RN alt H—Ha—ZZA TG (U REHEN
k=1j=1 k=1j=1

<e.

Esto tltimo implica que B(a,e) N{v(t): v € Wy} # 0 y por lo tanto {v(t): v € Wiy} es

denso en Bay. O]

5.4. Productos internos positivos

El resultado principal de esta seccién es que la restriccion de la C*-norma universal de
C.(Ba) a F(X) es positiva con respecto a F.(X'). Para mostrar esto adaptaremos la

prueba de [BE13] a las acciones parciales.

Proposicion 5.28. Toda accion parcial HLC propia o de G en X es promediable, es

decir que la representacion regular A°: Co(X) xy G — B(L?(Bo)) es inyectiva.

Demostracion. Sabemos (Lema 4.8) que o tiene una globalizacién o€ (con espacio en-
volvente X¢) que también es propia. Es un hecho conocido [Phi89, Teorema 6.1] [BE13,
Observacién 3.29] que o€ es promediable y por lo tanto [AMP09] ¢ también lo es. [
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Corolario 5.29. Si o es una accion parcial propia de G en Co(X) entonces ({ , ), es
definido positivo en C*(Bo) = Co(X) x5 G.

Demostracion. El Teorema anterior nos dice que C*(Bo) = C;(Bo) = Cy(X) X6 Gy
el Corolario 5.19 que (( , ))o es definido positivo en Cy(X) %, G. O

Supongamos que 7y es una o-accién parcial débilmente propia de G con estructura

¢: Cop(X) — B(X4); como siempre llamaremos o a y".

Llamemos F(X) a la completacién de F.(X) con respecto a la norma inducida por
la norma reducida (o la universal) a través del producto interno (( , )),. La clausura
de FJ(X) en Cp(X) x5 G, F(X)", es un ideal de Cy(X) X, G porque F/(X) es un
C.(Bo)—mobdulo con producto interno. Entonces la estructura de F(X)"—médulo de
Hilbert de F(X) se extiende a una estructura de Cp(X) %, G—mddulo de Hilbert. Este

nuevo moédulo serd pleno a derecha si o es libre (Lema 5.26).

Tomemos el fibrado de Fell Hilbert asociado a v, £y. El Corolario 2.65 nos da una
representaciéon T': Bo — B(C*(Ev)). Con la forma integrada de T, 7: Co(X) %, G —
B(C*(€7)), formamos el producto tensorial F(X) ®, C*(E7y).

Tal como lo hicimos para las acciones en algebras, definamos C) (G, X') — C.(X7), f +—

19, donde fo(t) = f(t)d;, mapa que es un isomorfismo lineal.

Lema 5.30. Si llamamos F.(X) ® C.(E7) al espacio generado en F(X) @, C*(Ev) por
los elementos de la forma a® f, con a € Fo(X) y f € C.(E7), entonces existe una inica
funcion lineal U: Fo(X) @ C(E7y) — Fe(X) de manera que

U f5) = [ O ().

Ademds U es inyectiva y transforma el producto interno de F(X) @, C*(E7) en ((, ))a-

Demostracion. Llamemos Ula, f6] al elemento [ A(t)~/2,(¢(a) f(t1)) dt. Antes que
nada debemos mostrar que Ula, f6] € F.(X). El Lema 5.7 implica que (¢ (a)f(t1)) =
#°(of(a))y(f(t™1)), donde o¢ es la envolvente de o, que también es propia. Eso tltimo
implica que sop(a) U Usegop(f)sop(of (a)) tiene clausura compacta, y por lo tanto existe

b € C.(X€) con valor constante 1 en esa unién. Eso implica, para todo t € G, que

¢ (0)e(¢(a) f(t71) = ¢°(bof (a))u(f(t7H)) = ¢ (o7 (@)1 (F (1) = n(d(a) f(ETH)).

Entonces ¢°(b)Ula, f0] = [ A(t)"Y2¢°(b)ve(p(a) f(t7)) dt = Ula, f6], lo que implica
Ula, fé] € Fe(X).
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Para mostrar que U estd definida apelamos a las propiedades del producto interno de
F(X)®:C*(Ey) y ({, ))a y a la identidad de polarizacién, con lo cual concluimos que
basta con mostrar que (a ® fd,a ® fo) = ((Ula, fd],Ula, fd]))a. Los célculos necesarios

son extensos, pero no dificiles.

Tomemos una unidad aproximada {e;}; de Co(X) contenida en C.(X). El Lema 5.18
implica que {((¢(e;)Ula, fo], p(e;)Ula, fd]))a}i converge a ((Ula, f6],Ula, fo]))a en el
limite inductivo. Veamos que también converge a (a ® fd,a ® fd). Definamos f; como

fi(t) = ¢°(of(e;)) f(t). Luego

((6(e0Ula, £3),6(e)Ula, F91))a(t) = A2 (Ula. £ 3u(lew (¢~ U La. £},
=AW [ AEs) (007 ) o (e (9la) (7)) drdse,

GxG

= [ A (@) ) (905 (€)oo (e)a) f(s ™)) drdsdy

GxG
= [ AW T2 (P s (60511 (05 (@)t (ei)a) f(s71) ) drdsdy
GxG
= | At Par (P07, vp0s ($o5 o (eiof(@)ofa () (s7))) ) drdsé
= GXGA(rts)_l/QaT_1 ((F ) mas (@05 1,1 (i1 (@) 051 (e)a) F(s7H))) ) drdso,
= | AE) o (0,7 (0051 (05 (e)a)osa,(e)a) f(57 1)) ) drdss,
= A (607 (e F(), 7 (9051 (@)a)9 (05, S (57Hr1) ))) drdsdy
= [ A ()3 (9051 (@)a) fils ™)) ) drdse
= | A6 TR0, % (6001 (005 (@) fils ™ rt)) G} drds

= /GXG<fi5(7“)v [@A(S)—l/Qaag(a)(ssfié](Tt)> drds

= <fz'5(7“)7[‘I’<<a,a>>g(s)fi5](7“t)>d?“ds=/G<fi5(7"),[7r((<av a))s)fi8](rt)) dr

GxXG

= (fi0, m({{a, a))o) fi0)(t)-

Hasta ahora mostramos que ((¢(e:)U[a, £6], ¢(e:)Ula, fo]))a = (fi6, (({a, a))o) fi6), pa-
ra todo 7. La igualdad ((Ula, fd],Ula, fd]))a = (fd,7({{a,a))s)fd) quedard demostrada
una vez que probemos que {f;}; converge en el limite inductivo a f. De hecho basta con

mostrar que la convergencia es uniforme, pues sop(f;) C sop(f), para todo i.

Supongamos, por absurdo, que {f;}; no converge uniformemente a f. Luego existen un
e > 0, una sub red {f;, }; y una red {t;}; tal que || f;,(t;) — f(t;)|| > €. La red {¢;}; debe

estar contenida en el soporte de f pues de otra manera f;,(t;) = f(t;) = 0. Por lo tanto,
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pasando a una subred, podemos asumir que {t;} converge a cierto t € G. Luego

I1fi; (£5) = FEDI < 20 f(85) = FON + [[0°(o, (eq)) £ (£) = F@D)]]-

Como 2| f(t;) — f(t)|| = 0, pasando a una subred podemos asumir que 2| f(¢;) — f(¢)|| <
€/2. Si logramos acotar, para algin j, el ultimo término por £/2 habremos llegado
a un absurdo. Dado que f(t) € X = ¢(Co(Xy))AX; existe b € Cu(X;) de forma que
[6(B)£(£) — F@) < /8. Luego [l¢°(a%, (e:)) F(B) = FOII < 60 (es,)a — a) F ()] + /4.
Todo lo que tenemos que hacer es mostrar que afj (€i;)a — a. Para eso observamos que
ij,l (a) = of-1(a) € Co(X);-1 y por lo tanto eijafj,l(a) — 07_1(a), lo que implica que
of (ei;)a = afj(eijafj,l(a)) — a. Hemos mostrado que {f;}; converge a f en el limite
inductivo y por lo tanto que U existe, es lineal, y transforma el producto interno de

F(X)®z C*(Ev) en ({, ))a- Este mismo hecho implica que U es inyectiva pues sabemos
que & € F.(X) es nulo sii ((£,€))s = 0. -

Teorema 5.31. Para todo & € F.(X) se cumple que (({,&))a > 0 en C*(Ba).

Demostracion. Fijemos € € F.(X) para mostrar que ((§,£))q > 0 en C*(Ba). Tomemos
una unidad aproximada de Cy(X) contenida en C.(X), {e;};. En la demostracién del
teorema anterior probamos que {((¢(e;)&, #(e;)€))a}i converge en el limite inductivo a
((€,€))a, por lo que basta con probar que ((p(a), p(a)f))o > 0 para toda a € C(X).
Llamemos 7 a ¢(a)€.

De acuerdo con la Observaciéon 1.8 el conjunto Uy := {s € G: sop(a) C X} es un
entorno de e. Fijemos un entorno compacto U de e de manera que UUU ™! C Uy. Sea V
la familia de entornos compactos de e contenidos en U, ordenada de acuerdo a V < V' sii
V' C V. Para cada V € V tomemos una funcién by € Cy(G)* tal que [ by (t71) dt = 1.
Por otro lado tomemos f € CY(G, X) de manera que f(e) = &. Es decir f6 € C.(E7) y
fo(e) = &be. Definamos fy := by f. Mostraremos que {{({U(a® fy9),U(a® fyd)))a}vey
converge en la topologia del limite inductivo a ((, 1)), lo que es suficiente para probar

la tesis ya que ((U(a ® fv0),U(a® fyd)))a = (a® fyd,a® frd) >0 en C*(Ba).

Para calcular U(a ® fi/6) debemos integrar A(t) =1/ (¢(a)by (t~1)f(t~1)). Tomemos
t €V, luego t,t=1 € Uy y por lo tanto a € Co(X)-1 y

e(@(@)by (1) f(E7)) = dloe(a))ne(bv (tH) F(EH)).

El soporte de o¢(a) es o¢(sop(a)) y afirmamos que Z := Uicpor(sop(a)) esta contenido
en un compacto de X. En efecto, U x sop(a) es un compacto de I', y por lo tanto su

imagen a través de la funcién I'y — X, (¢,2) — o¢(z), es un compacto. Esa imagen es
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exactamente Z. Tomemos ¢ € C.(X)" con valor constante 1 en Z. Luego, para todo
teGyVey:

S(e)n(d(@)by (1) f(t) = dlcar(a))n(by (1) F(ET)) = w(d(a)by (t™H) F(ET),

lo que implica que ¢(c)U(a ® fyd) =U(a ® fy o).

Llamemos ny a U(a ® fy). Afirmamos que basta con mostrar que {ny }y ey converge a
7. En efecto, si eso es verdad entonces ¢(c)n = limy ¢(c)ny = limy ny = 1. Tomemos
c1,c2 € Co(X) tales que ¢ = ¢pcy. Considerando la red indexada en V constante igual
a c¢; el Lema 5.18 implica que {((¢(c1ic2)nv, d(cic2)nv))atvey converge en el limite
inductivo a ((¢(c1c2)n, d(c1c2)n))o- Es decir que {{{(ny,nv))a}vey converge en el limite
inductivo a ((1,7))a. Como ((nv,nv))a = (U(a® fv),U(a® fv)) = (a® f,a® f) = 0 en
C*(Ba) también tendremos que ((n,71))a > 0 en C*(Ba). Resumiendo: la convergencia

de {nv}vey a n implica que ((§,&)), es positivo en C*(Ba).

Dado & > 0 tomemos un entorno Vo C U de e de manera que ||n—~:(¢(a)f(t71))] < &/2
para todo t € Vj, lo que puede hacerse pues v y f son continuas y ve(¢(a)f(e)) = n.
Luego, siV >V :

In=nvll =1l [ br(t=)n = n(@la) ) at]
< [ vl = (@) ) de < e/2 <
G

O]

Dada una C*-norma, «, de L'(Ba) denotaremos C(Ba) a la completacién de C.(Ba)
con respecto a esa norma, la cual es una C*-algebra. Reservamos las expresiones C*(Ba)
y C}(Ba) para las completaciones con respecto a la C*-norma universal y la reducida,

respectivamente.
Corolario 5.32. Para toda C*-norma k de L'(Ba) y para todo ¢ € Fo.(X) se cumple

que ((§,€))a 2 0 en CF(Ba).

Ahora podemos hacer de F.(X) un médulo sobre C.(Ba) con un producto interno defi-

nido positivo con respecto a cualquier C*-norma de L!(Ba).

Definicién 5.33. Dada una C*-norma « de L'(Ba) definimos F,(X) como la clausura
de F.(X) con respecto a la norma ||€]|, := &({(£,&))a)"/?.

Reservaremos la notacién F,.(X) y Fu(X) para las completaciones con respecto a la

norma reducida y universal, respectivamente.
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Naturalmente Fj(X) es un C}(Ba)-médulo de Hilbert. Observemos que la represen-
taciéon 7: Cy(X) ¥, G — B(C*(E7)) (previa al Lema 5.30) induce una representacion
7 Co(X) Xo G — B(C%(E7)) porque, si g,: C*(Ba) — Cf(Ba) es el mapa cociente,
entonces C:(Ev) = C*(E7) ®q,. Cr(Ba).

Tal como en el caso de las acciones globales [BE13] tenemos lo siguiente:

Teorema 5.34. Los moédulos F(X)®x,Cr(E7y) y Fiu(X) son unitariamente equivalentes.

Es mds, la funcion U del Lema 5.30 se extiende a un unitario.

Demostracion. Como Ck(Ey) = C*(E7) ®q, Cr(Ba) v Fu(X) = Fu(X) ®q, Cr(Ba);
basta mostrar la tesis para la norma universal. Por esta razén omitimos el subindice k,

ya que la norma serd la universal.

La funcién U del Lema 5.30 es una isometria pues preserva el producto interno, por
lo tanto tiene una extensién a F,(X) @ C*(Ev). Por comodidad llamaremos U a esa
extension. Observemos que el rango de U, Ran(U), es cerrado, pues U es una isometria.

Tan s6lo nos resta mostrar que Ran(U) = F,(X).

Fijemos ¢ € F.(X) y tomemos una unidad aproximada {e; }; C C.(X) de Cy(X). Usando
el Lema 5.18 y las ideas que aparecen en la segunda parte de su demostraciéon deduci-
mos que las redes {{(¢(€:); &))ati, {((€, P(€i)€))ati y {{{d(€i)S, d(ei)€))a}i convergen a
((€,€))a en la topologia del limite inductivo. Eso implica que ((§ — ¢(€;)&,& — @d(€i)€))a
converge a cero en el limite inductivo, es decir que ¢(e;)§ — £ en F,(X). Entonces basta
con mostrar que ¢(C.(X))X C Ran(U).

Fijemos ¢(a) € ¢(C.(X))X y tomemos la red {ny}yey que construimos en la de-
mostracién del Teorema 5.31 y la funcién ¢ € C.(X) también de aquella demostra-
cién, de manera que ny — ¢(a) y é(c)ny = ny, para todo V € V. Si escribimos
c = cico y usamos el Lema 5.18 con la red constante igual a ¢; deducimos que las redes
(s BN air {US@E ) adi ¥ {{my-7v)a}s convergen en el limite inductivo a
((p(a)é, p(a)€))q. Esto dltimo implica que ny — ¢(a)f en F.(X) porque implica que
{({(p(a)é —ny,P(a)é —ny))a — 0 en C*(Ba). Ademés sabemos que {ny }vey C Ran(U),
por lo que ¢(a)§ € Ran(U). O

De la demostraciéon extraemos la siguiente conclusion.

Corolario 5.35. ¢(C.(X))X es denso en Fr(X), para cualquier C*-norma x de L'(Ba).

Para obtener teoremas de equivalencia de Morita usando el médulo F,,(X) apelaremos

a los Teoremas 5.20 y B.4.
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El slgebra F!

c

(X) puede pensarse como una *—subalgebra densa de K(F(X)), para

cualquier C*-norma x de L'(Ba). La norma en FL(X) correspondiente a k es

SlIT | = sup{r(((TE, T€))a)"?: € € Fu(X), m({(£,€))a) < 1}

Llamemos F. (&) a la completacién de FL(X) con respecto a | || v FL(X) a la comple-

tacion de F!(X) con respecto a k.

Teorema 5.36. Para cada C*norma, r, de L'(Ba) el médulo Fy(X) es un FL(X) —
FL(X)—bimddulo de equivalencia de Morita. Si la accién de G en X es libre, o simple-
mente si span((Fe(X), Fe(X)))a es k—denso en C.(Ba), entonces F.(X) = Ck(Ba) y
Fio(X) es un FL(X) — C*(Ba)—bimddulo de equivalencia de Morita.

Demostracion. Ver la discusién anterior y los Teoremas 5.27 y B.4. O

5.5. Acciones parciales Kasparov propias

Este tipo de acciones son casos particulares de las acciones débilmente propias. Re-
cordemos que el centro de un algebra B es Z(B) := {b € B:bc = ¢b Vc € B}. Un
homomorfismo de algebras m: B — C se dice central si w(B) C Z(C).

Definicién 5.37. Supongamos que G es un grupo HLC, ¢ una accién parcial HLC de
G en X y ~ una accién parcial en mddulos de Hilbert de G en X. Diremos que 7 es
una o—accién central (con respecto a ¢) si existe un *—homomorfismo fuertemente no
degenerado, equivariante y central ¢: Co(X) — B(X). Asimismo diremos que 7 es una
o—accién parcial Kasparov propia con estructura ¢ si v es una o—accién central con
respecto a ¢ y o es propia. Una accién parcial Kasparov propia es una accién parcial en
un moédulo de Hilbert que es una o—accién parcial de Kasparov, con respecto a alguna

accion parcial o.

Observacion 5.38. Toda o—accién parcial central (con respecto a ¢) es una o—accién
parcial (con respecto a ¢) y toda o—accién parcial Kasparov propia con estructura ¢ es

una o—accién parcial débilmente propia con estructura ¢.

Como contraparte de la Proposicién 5.4, del Teorema 5.5 y el Corolario 5.6 tenemos los

siguientes resultados.

Corolario 5.39. v es una o—accion parcial central con respecto a ¢: Co(X) — B(X)

si y solamente v' es una o—accion parcial central con respecto a ¢.
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Demostracion. El hecho de que ¢ sea central no depende de v ni de o, y por lo tanto la

Proposiciéon 5.4 implica lo que queremos mostrar. ]

Corolario 5.40. Supongamos que v es una oc—accion parcial central con respecto a
¢: Co(X) — B(X) y que o tiene una globalizacién. Luego v es globalizable. Si T y 8 son
las envolventes de o y =y, respectivamente, y pensamos a o y y como restricciones de T
y B; entonces existe un unico x—homomorfismo ¢° de manera que 3 es una T—accion

global central con respecto a ¢¢ y ¢¢(a)T = ¢(a)T, para todo a € Co(X) y T € K(X).

Demostracion. Se deduce del Teorema 5.5 y del Corolario 3.13. O

Corolario 5.41. Si~ es una o—accion parcial Kasparov propia con estructura ¢ enton-
ces o y ' son globalizables y la envolvente de o es propia. Ademds, tomando T, 5 y ¢°
como en el enunciado del Corolario anterior, se cumple que 5 es una T—accion global

Kasparov propia con estructura ¢°.
Demostracion. Se deduce directamente del Corolario anterior y del Corolario 5.6. [

Para las acciones parciales Kasparov propias el algebra ]:i(X ) del Teorema 5.20 admite
una unica C*-norma por lo que todas las completaciones F(X) son iguales, como vemos

a continuacion:

Teorema 5.42. Si~y es una o—accién parcial de Kasparov entonces el dlgebra FL(X) del
Teorema 5.20 es un x-ideal algebraico de B(Y). Ademds FL(X) tiene una vnica C*-norma
y la restriccion a FL(X) de cualquier C*norma de L'(Bca) coincide con la restriccion

de la norma reducida.

Demostracion. Para mostrar que FL(X) es un #-ideal de B(y) basta con mostrar que
Tol&)olm)* C FUX) para toda T € B(7) y §,1 € Fe(X) = (Ce(X)Co(X))X. Para
demostrar esto tltimo escribimos £ = ¢(a)&’, con a € C.(X¢)Cy(X). Luego

Tolg))on)* =T o ¢(a)¢)) o ) =|é(a) o T(E))) o In))* C Fo(X).

El Lema B.12 nos dice que la tinica C*-norma de F'(X) es la restriccién de la norma de

B(7). Los Teoremas 5.31 y B.4 implican el resto de las afirmaciones. O

Del siguiente resultado veremos dos demostraciones, una corta basada en que lo que
mostraremos es conocido para acciones globales, y otra més larga basada en el Teorema
anterior. La primera nos interesa porque muestra la interaccion de las acciones globales
y parciales y la segunda porque como corolario de ella obtenemos algunas equivalencias

de Morita que son conocidas para las acciones globales.
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Teorema 5.43. Si v es una accion parcial de Kasparov propia entonces 4" y 4 son

promediables.

Demostracion. El Corolario 2.62 nos dice que basta con probar que 4' es promediable.
El Corolario 5.41 nos dice que ' es globalizable y que su globalizacién es Kasparov
propia. Luego [AMP09] basta con mostrar que esa globalizacién es propia. En definitiva
hemos reducido el problema a demostrar que toda accién global Kasparov propia (en

una C*-dlgebra) es promediable, y esto se deduce de la Observacion 3.29 de [BE13]. [

Demostracion alternativa del Teorema 5.43. Supongamos que y es una g-accién parcial

de Kasparov con estructura ¢: Cp(X) — B(X).

Usando el homomorfismo canénico C — B(X), z — z1, y la representaciéon regular a
izquierda \: G — B(L*(G)) formemos el producto tensorial L2GX := L*(G) ® X con

la accién parcial § ;== A ® .

Afirmamos que existe un tnico homomorfismo equivariante, fuertemente no degenerado
y central 1: Co(X) — B(L2GX) tal que ¥(a)(f ® £) = f @ ¢(a)é. En otras palabras 1)
es la composicién de ¢ con B(X) — B(L*(G) ® X), T +— 1® T (ver el Ejemplo 4.6).

Para ver que ¢ es fuertemente no degenerado observamos que para todo t € G :
P(Co(X)y) L?GX = 5pan L*(G) ® ¢(Co(X);)X = span L*(G) @ X; = L2°GAX,.

El hecho de que 9 es equivariante se deduce de que para todo f € L%(G), £ € X1,
a€Co(X)-1yteq:

0:(Y(a)(f ®€)) = Xi(f) @ d(oe(a)7e(€) = t(ot(a)) (M (f) @ 1(€)) = (ot(a))de(f @ ).

Para mostrar que v es central apelaremos a la demostracion del Corolario 3.13 que nos
dice que basta con mostrar que cada 1(a) conmuta con todos los elementos de K(L2GX).
En realidad basta mostrar que conmuta con todos los elementos de K(L2GX) de la forma

|f @ &) (g ®@mn|, y esto se cumple pues:

Pla)lf © (g @nl(h@ () = f @ dla)sn, (g,h)¢) = f @ ¢(a)|€)(nl({g, h)C)
= f @18 nl((g: Md(a)C) = f @&, (g9,h)¢(a)()
= |f®@&){g@nly(a)(h ().

Con esto mostramos que d es una o—accién parcial de Kasparov. Veamos ahora que
Up := span({L2GF.(X), L?*GF.(X)))a es denso en C.(Ba) con la topologia del limite
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inductivo. Para esto observemos que para a,b € C.(X¢)Cy(X) :

(W) (f ®€),8(b)(g @ m))alt) = A)™*(f @ & 8 (0F-1(a")b) (g © 1))
= A()7VE (. Ae(9)n(S(of-1 (a")b)m)
= (£, M(9)) ((D(a)€, p(0)n))a (1)

Llamemos O al subespacio de C.(G) generado por las funciones de la forma ¢ —
(f, M(g)). Para mostrar que © es denso con respecto a la topologia del limite inductivo
consideremos la accién por traslacion a izquierda de G en G, 75(t) = st, y la representa-
cién por operadores de multiplicacién p: Co(G) — B(L?*(G)). Mediante calculos sencillos
puede demostrarse que A es una 7—accién parcial. Como 7 es libre y propia las funciones
de la forma ((f,g))r (f,g9 € C.(G)) generan un subespacio denso de C.(G) en el limite
inductivo (Teorema 5.27). Ademés sabemos que ((f, g))+(t) = A(t)~Y2(f, A¢(g)). Multi-
plicando por ¢t — A(t)*/? deducimos que cualquier elemento de C..(G) puede aproximarse

en el limite inductivo por funciones de la forma t — (f, A\¢(g)), las cuales pertenecen a

.

Los céalculos hechos mas arriba implican que ©Uy C Up; luego el Lema A.5 nos dice que
para mostrar que Uy es denso en C.(Ba) con la topologia del limite inductivo basta con
mostrar que para cada t € G, {v(t): v € v € Up} es denso en Bay, lo que se deduce
directamente de la demostracién del Teorema 5.27 (notar que la hipdtesis de que la

accion sea libre no es necesaria en este punto).

En este punto sabemos que el dlgebra F7(L2GX) es densa en la topologia del limite
inductivo en C.(Ba) y por lo tanto separa las C*-normas dominadas por la norma
universal. El Teorema anterior nos dice que todas esas normas coinciden cuando las
restringimos a F7(L?GX) y por lo tanto la norma reducida de C.(Ba) coincide con la
norma universal. Esto muestra que a = 4" es promediable. El Corolario 2.62 implica

que ' es promediable. ]

En la demostracion anterior usamos que ¢ es central en dos oportunidades: para mostrar
que 9 es central y para deducir que F7(L?GX) tiene una tinica C*-norma dominada por
la universal. El resto de la construccion puede realizarse independientemente de si ¢ es
central. Luego podemos afirmar que, en general, F7(L?GX) es denso en A X, G en
la topologia del limite inductivo. Como consecuencia inmediata de la demostracién de

arriba obtenemos lo siguiente.

Corolario 5.44. Supongamos que 7y es una o—accion parcial débilmente (Kasparov)
propia con estructura ¢: Co(X) — B(X) y llamemos § a la accion parcial de G en L*GX

obtenida como el producto tensorial de la representacion regular a izquierda \: G —



IV Teoremas de Imprimitividad 209

B(L?*(G)) y 7. Definamos ¢: Co(X) — B(L*GX) como el tinico x—homomorfismo tal
que Y(a) = 1 ® ¢(a). Luego ¢ es fuertemente no degenerado y equivariante, por lo
que § es una o—accion parcial débilmente (resp. Kasparov) propia. Ademds 6" =" =:
a. También se cumple que FL(L?GX) es denso en C.(Ba) en la topologia del limite

inductivo.

El Corolario anterior puede combinarse con el Teorema 5.36 para obtener Teoremas de
equivalencia de Morita que involucran los productos cruzados C7(Ba) ya que la clausura
de FI(L?GX) en C*(Ba) es C(Ba).

5.6. La situacion del lado izquierdo

En las secciones anteriores hemos estudiado a F.(X) como médulo a derecha describiendo
su dlgebra F7(X). Ahora es momento de dar una descripcién més detallada de FL(X).

Haremos esto imitando el Lema 2.5 de [BE14].

Fijemos una o—accién parcial débilmente propia v con estructura ¢: Co(X) — B(X);

como siempre G sera el grupo que actiia parcialmente. Definamos
Fe(X) := span [Fe(X)) (Fe(X)| = span ¢(Ce(X ) N Co(X))|X) (X |p(Ce(X) N Co(X))

Ke(X) := ¢(Ce(X%) N Co(X))K(X)p(Ce(X) N Co(X)).

Observacion 5.45. Fo(X) = ¢°(Ce(X)|X)(X|p(Ce(X€)). Ademés F.(X) y K.(X) son
«—subdalgebras densas de K(X).

Lema 5.46. Considerando a ' como una o—accion parcial débilmente propia (Propo-
sicion 5.4) tenemos que B(y!) = B(7) y K.(X) = F.(K(X)) = K (K(X)).

Demostracion. Veamos que B(y) C B(y'). Debemos mostrar que para todo T € B(7y),
S € K(X),-1 y t € G se cumple que 7/ (T'S) = T{(S). Como span |X;-1)(X,-1] es denso
en K(X);-1 basta con mostrar la igualdad para S € |X;-1)(X;-1]. Por otra parte, si
S € K(X)q, entonces v(T'S), TyL(S) € K(X);, y esto implica que basta con mostrar que

para todo €7 € X1 y ¢ € & se cumple que AH(TIE)(])(C) = TAH(ENN])(C). Esto es

verdad, pues

Y(TIEY M)(C) = 2 (TE Q) = w(TE) (ve(n), ) = Tr(€) (v (m), €) = T (1) nN(C).

Reciprocamente, si T € B(y!) y € € X,-1, para mostrar que v,(T€¢) = T;(£) basta con
probar que (T€)(n, () = Ty (£)(n, ¢), para todos 1, ( € Ay, porque (7€), T (§) € Xi.
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Para todos 7, { € X; se cumple que

Y(TE (M, ¢) = 1 (TE)) (v (v—1 (M) = W(TE (-1 (M (C) = Y (TIE) (ve—1 () (€)
= T (1) (11 (M) = T(€)(n, C)-

Para mostrar las tltimas igualdades del enunciado recordemos que como K(X') es una
C*-algebra K(&) = K(X)*K(X) = |K(X))(K(X)[, lo que implica F(K(&X)) = K.(X).
Ademas K(K(&')) = K(X), lo que junto con lo mencionado al inicio del parrafo implica
que F.(K(X)) = K.(X). =

Teorema 5.47. Eziste una unica funcion lineal EY: K.(X) — B(v) de manera que para
todo T € K. (X), ¢ € Fe(X) y toda unidad aprozimada {e;}; de C§(G,A) contenida en
CHG, A) se cumple que

EV(T)(Q) =lim [ 31 (T (Ces(t)) . (5.6.1)

Demostracion. La unicidad se deduce de la férmula del enunciado. Para mostrar la exis-
tencia definamos primero E en F.(X). Veremos que podemos definir E como E(|£)(n|) =

1€)){((n|, para lo cual necesitamos mostrar que el limite de la Ecuacién 5.6.1 es |£)) ((n]({).

Fijemos &, 1, ¢ € F.(X) y tomemos una unidad aproximada {e;}; como en el enunciado.
Recordemos (Proposicién 5.13 y Lema 5.12) que ((n|(¢) = [n,¢] € C¥G, A). Como
la red {[n,(]e;}; converge uniformemente a [n,(] y todos sus elementos tiene soporte

contenido en el soporte de [, (] :

[€)(nl(€) = [E)([n, ¢]) = lm [£))([n, CJes) = lilm/G%s(fat—l([é,n](f)ei(f)))dt-

Si logramos mostrar que u(t) := oy ([€,71(0)ex()) = €)1l (s (Cex(8))) =: w(t) (para
todo t € G) entonces

[EN (I (€) = lign/G%(!5)(77|(%—1(Ce¢(t)))) dt, (5.6.2)

lo que nos permitird definir E en F.(X).

Para mostrar que u(t) = v(t) observemos que v(t) = £(n,v,-1(Ce;(t))) y por lo tanto
bastard con probar que u'(t) := a1 ([, n](t)ei(t)) = (n,v-1(Cei(t))) =: v'(t). Como
u'(t),v'(t) € Ag—1 y Ay-1 tiene unidades aproximadas, la igualdad «/(t) = v/'(t) se deduce

de que para todo ¢ € A;-1 se cumple que cu/(t) = cv/(t), lo que mostramos a continuaciéon
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(usando el Lema 5.12):

cu'(t) = ca1([n, {J(t)ei(t) = g1 (au(e)n, (J(B)ei(t)) = a1 ((ve(ne™), C)ei(t))
= a1 ((e(ne”), Cei(t))) = (ne”, o1 (Cei(t))) = ev' (1),

Hasta ahora tenemos una funcién lineal E: F, — B(7y) que cumple con la Ecuacién
5.6.1. Para extender E a K.(X) usaremos lo que acabamos de mostrar tomando 7' en
lugar de 7. Entonces tenemos una funcién EY': F.(K(X)) — B(7') tal que para todo
T € F.(K(X)), S € F(K(X)) y unidad aproximada {f;}; de Cgl(G,K(X)) contenida
en CQZ(G,K(X)) se cumple que

EY'(1)(8) = lim | 2} (T4 (SF0)) dt. (563)

El Lema anterior nos dice que F.(K(X)) = K.(X) y que B(y!) = B(v), asi que el dominio
de BV es K.(X) y el codominio es B(y). Tomemos T € Ko(X), ¢ € Fo(X) vy {ei}s
una unidad aproximada de C§ (G, A) contenida en C%(G, A). Por construccién existen
a € Fo(X)y ¢’ € X de manera que ¢ = ¢(a)(’. Ademds existen S € K(X)y (" € X
tales que ¢/ = S¢”. En definitiva ¢ = ¢(a)S¢”. Observemos que S” := ¢(a)S € F.(K(X))
y que BY(T)(¢) = B (T)(S")(¢")-

De los argumentos usados para definir E en F.(X) deducimos que existe una funcién
h € C’gl(G, K(&)) de manera que la red {t — ~/ (T(’yé_l(S’fj(t))))}j converge unifor-
memente a h y los soportes de todos sus elementos estan contenidos en el soporte de h.

Luego

EY(1)(¢) = B @) = [ hwyac’) = [ ne)

Para cada i el soporte de t — h(t)(¢"e;(t)) estd contenido en el soporte de h y, puesto que
t— h(t)(¢") e CUHG,X) y {t — h(t)(¢"e;(t))}i converge uniformemente a t — h(t)(¢"),

se tiene

E" = hm/ )(¢"ei(t)) dt = hmhm/ V(T (- (S (¢ )))) (¢"e;(t)) dt.

Por otro lado, para todo R € K(X),-1 y & € &; se cumple que v} (R)(€) = v¢(Ty,-1(€)).

Entonces
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l

E7(1)(¢) = timlim [ 3 (T(0f (8'F5(0) 1 (¢"eu(t)) o
= timtim [ 3 (T2 (S' £, (¢ eu(t)) dt
=t [ 30 (T2 (S'¢"eu(t))

=1t [ 50 (T (s (Ger(1)) .

donde la pentltima igualdad se deduce de que para todo i la red {t — f;(t)("e;i(t)};
converge uniformemente a t — (”e;(t), y los soportes de todos sus elementos estén

contenidos en el soporte de t — ("e;(t).
De lo expuesto anteriormente deducimos que EY es la funcién que buscamos. ]

Corolario 5.48. Considerando a 7' como una o accién parcial débilmente propia (Pro-
posicion 5.4) se cumple que EY = By, para todo £,1 € Fo(X), que EY(€)(n]) = 1€)){((n].
Ademds FL(X) = EV(F.(X)) C EY(K.(X)) = FLK(X)).

Demostracion. La igualdad EY = EY se deduce inmediatamente de la prueba del Teo-

rema anterior. Alli también mostramos que para todo &,n € F.(X) se cumple que
!

EY([€)(n]) = 1€))((n]. Luego FL(X) = EV(Fe(X)) y EV(K(X)) = B (F(K(X))) =

FLUK(X)). O

En el Teorema 5.34 mostramos que existe un unitario Uy : F(X) @ C*(Ey) — F(X),
donde 7: Cy(X) x5, G — B(C*(E7)) es el mapa descrito antes del Lema 5.30. Por otra
parte el Teorema 2.6 y Corolarios 2.53 y 2.35 nos dicen que K(C*(£v)) = C*(B~Y),
asi que también podemos formar el producto tensorial F(X) ®, C*(B7') y obtener un
unitario Ui : F(X) @ C*(BY) — FK(X)).

La «asociatividad del producto tensorial» nos da un tinico unitario
Vi F(X) ®r C*(€7) = (F(X) @x C*(BY)) © C*(£7)

tal que V(a® f€) = a® f ®¢, para toda a € F(X), f € C*(By") y £ € C*(E7) (donde f¢
representa la accién de C*(By!) como operadores compactos de C*(£7)). Luego existe

un tnico unitario W: F(X) — F(K(X)) ® C*(£y) de forma que el siguiente diagrama
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es conmutativo

F(X) @ C*(£7) (FOX) @7 C*(BY)) ® C*(€7)

Uy \LU,Y[®1

F(&) FK(X)) ® C*(€7)

Recordando que FL(X) C FLK(X)) nos preguntamos si p: FL(X) — B(F(K(X)) ®

C*(&7)), p(T) = WTW*, coincide con la restriccién a FL(X) de

¥: Fo(K(X)) = B(F(K(X)) © C*(£7)), (T) =T ® 1.

Puede sospechares que en general p no coincide con la restricciéon de ¢ porque la imagen
de p esta contenida en K(F(K(X)) ® C*(£7)), mientras que parece dificil que los opera-
dores de la forma T ® 1 sean compactos (generalizados). Tratar de probar la identidad
WTW* = ¢(T) parece extremadamente complicado pues W es la composicién de tres
unitarios, dos de los cuales son dificiles de calcular en vectores arbitrarios. Por estos mo-
tivos no exploraremos la relacién entre p y v y pasaremos a mostrar algunos Teoremas

de Imprimitividad, que son los resultados principales de este capitulo.

5.7. Los Teoremas de Imprimitividad

La forma de enunciar los Teoremas de Imprimitividad que enunciamos a continuacién

es la adoptada en [CMW84, Teorema 2|, [Kas88, 3.15] y [Rae88, Corolario 4.2].

Por un lado en [Kas88, 3.15] y [Rae88, Corolario 4.2], en términos de las definiciones
presentadas hasta aqui, se consideran dos acciones globales Kasparov propias en lugar
de sélo dos acciones globales propias en un espacio HLC (como se hace en [Rie82]).
Posteriormente Buss y Echterhoff [BE13, BE14] lograron generalizar esa idea empleando

acciones globales débilmente propias.

Por otro lado la idea de [CMW84] es obtener la equivalencia de Morita entre los productos
cruzados como una consecuencia de la equivalencia de Morita de ciertas acciones. Los
trabajos de F.Abadie y L. Marti [Aba03, AMP09] permiten extender esas construcciones

a acciones parciales.

Empezamos con algunos resultados técnicos para luego llegar al resultado més gene-
ral. Después vendrd una serie de corolarios cuyas demostraciones serdn cortas y poco

técnicas.
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Nuestro Teorema de imprimitividad involucrard una accién parcial en F,(X), para lo

cual necesitamos ideales en ese mdodulo.

Proposicion 5.49. Supongamos que v es una o—accion parcial débilmente propia con
estructura ¢: Co(X) — B(X4) y que Y es un abierto o—invariante de X para el cual
existe un ideal J C A tal que ¢(Y )X = X J. Definiendo Fo(X,Y) := ¢(Co(Y))Fe(X) se

cumplen las siguientes afirmaciones:

(1) Fe(X,Y) es un subespacio de Fe(X) y Fo(X,Y) x Co(By") C Fe(X,Y).

(2) Todos los conjuntos de la siguiente lista estdn contenidos en Fo(X,Y) :

I := ‘FC(X’Y)<‘FC(X)7]:C(X)>T IV = <IC(X’Y)7-FC(X)>Z~FC(X)
II := FC(X)<‘FC(X’Y)7]:C(X)>T V= <IC(X)afc(X’Y)>lfc(X)
I .= fc(X)<Fc(X)afc(XvY)>r VI = <IC(X)~FC(X>>ZFC(X7Y)

(8) FL(X,Y) :=span(F(X,Y), Fo(X,Y))" es un x—ideal de C.(By") y de F.(X).
(4) FLX,Y) :=span(F.(X,Y), Fo(X,Y)) es un x—ideal de FL(X).

(5) Para cada C*-norma r de L'(BY"), la clausura de FL(X,Y) en FL(X) es fuerte-
mente equivalente Morita a la clausura de F.(X,Y) en F.(X) a través del bimddulo
obtenido como la clausura de Fo(X,Y) en Fu(X).

Demostracion. Sean Cy(X€) la C*-algebra envolvente de o y ¢¢ la accién envolvente.
Debido a que pensamos a Cp(X) como un ideal de Cp(X€) existe una unica exten-
sién de ¢, ¢°: Cp(X¢) — B(X). Recordemos que F,(X) = ¢°(C.(X€))X. El Teorema
de Cohen-Hewitt implica que ) := ¢(Cp(Y))X es un subespacio cerrado de X. Ob-
servemos que ¢(Co(X*)Y = ¢*(Co(X)Co(Y)Y = &(Co(Y))Fu(X) C V. Tomemos
&,n € ¢°(Ce(X¢))Y y z € C. Sabemos que existen £, € YV y a,b € C.(X®) tales que
E=¢%a)f yn=¢°(b)n.Sice C.(X°) es constante igual a 1 en la unién de los soportes
de a y b entonces zE+n € V'y ¢°(c)(z§+n) = z£+n. Lo expuesto anteriormente implica
que Fo(X,Y) = ¢¢(C.(X€))Y es un subespacio de X. Adicionalmente (tomando z = 1
y n = 0) mostramos que ¢°(C.(X€))) coincide con el conjuto de elementos y € ) para

los que existe a € C.(X°) tal que ¢°(a)y = y.

Maés adelante en la prueba nos serd extremadamente 1til saber que F.(X,Y) es cerrado

en F.(X) con respecto a la norma de X', cosa que probamos a continuacién. Supongamos

4

que {yn }n es una sucesién® contenida en F.(X,Y") convergente a y € F.(X). Se cumple

que y € ¢(Co(Y))X porque ¢(Cp(Y))X es cerrado en X y la sucesién estd contenida

10 una red, es indiferente porque estamos en un espacio métrico.
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en ese conjunto. Luego existen z € X y a € Cy(Y) tales que y = ¢(a)z. Por otra parte
existe b € C.(X°¢) tal que ¢°(b)y = y, entonces y = ¢°(b)y = ¢°(b)p(a)z = ¢(a)p®(b)z €
P(Co(Y))Fe(X) = Fe(X,Y).

Para mostrar la segunda parte de (1) tomemos a € Cy(Y), b € Co(X¢), z € X'y
fo € Co(Ba), donde o := +". Debemos mostrar que

(¢(ab)a) + f = /G A2y (g(ab)a f (1)) € Fol X, ),

Tomemos una sucesién {an}n, C Cq(Y) que converge uniformemente a a. Luego todas
las funciones de la forma t — A(t)~'/2y:(¢(anb)zf(t~1)) tienen soporte contenido en
sop(f)~! y convergen uniformemente (con n) a t — A(t)"2y(¢p(ab)xf(t1)). Esto
implica que {(¢(anb)x) * f}, converge, segin la norma de X, a (¢(ab)x) * f. Si logramos
mostrar que (¢p(apb)z)* f € Fo(X,Y), entonces lo que vimos en el parrafo anterior junto
con el hecho de que (¢(ab)x) * f € F.(X) implicarda que (¢p(ab)zx) x f € F.(X,Y). Estos

argumentos nos permiten asumir que a € C.(Y') sin pérdida de generalidad.

Veremos que (¢(ab)z) * f € F(X,Y) (a € Ci(Y)) analizando cuidadosamente la de-
mostracién de la Observacién 5.15. Llamemos o¢Y a la 0¢—06rbita de Y, la cual es un
conjunto abierto de X¢. Como ab tiene soporte contenido en Y, para cada t € G la fun-
cién of(a) tiene soporte contenido en o°Y. Entonces C := U{sop(c§(a)): t € sop(f)~'}
es un compacto contenido en ¢°Y. Tomando ¢ € C.(c°Y) constante e igual a 1 en
C' y operando como lo hicimos a continuacién de la Observacién 5.15 deducimos que
o (A)[(p(ab)x) * f] = (p(ab)x) * f. Por otro lado existen z € X y d € Cp(X) tales
que (¢p(ab)z) * f = ¢(d)z. Luego (¢p(ab)z) * f = ¢(cd)z = ¢(cd)¢®(d)z. Sabemos que
¢¢(d)z € Fe(X). Ademas cd € Co(c°Y)NCo(X) C Co(c¢Y NX) = Cy(c°Y N X) porque
Y es o—invariante; de esto deducimos que (¢(ab)z) * f € F(X,Y).

La afirmacion (2) tiene una demostracién més corta de lo que parece. En primer lugar es
evidente que (1) implica que I C F.(X,Y). Por otro lado la igualdad (z,y)'z = x(y, 2)",
valida para todo z,y,z € F.(X), implica I =1V, [I =V y II] =VI.

Pasemos a mostrar que IV = V| lo cual implica que los conjuntos I a V son iguales
y estdn contenidos en F.(X,Y). Observemos que los comentarios del primer péarrafo

implican que
Fe(X,Y) = d(Ce(X)NCH(Y))X = ¢ (Ce(X))X T = Fe(X)J.
Por otro lado es inmediato que

[ Fe(X) TN (Fe(X)] = |Fe(X) TN Fe(X)] = |Fe(X) ) (FeX) | = | Fe(X)) (Fe(X) ]
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De lo anterior y del Corolario 5.48 se deduce

IV = E’Y(“FC(X)J><‘FC(X)’)('FC(X)) = EV("FC(X»<~Fc(X)J|)(~Fc(X)> =V

Tomemos z,y,z € X, a,b,c € Co(X)NCy(X) y u € Cy(Y). Con la notacion del

Teorema 5.14

§ = ¢%(a)x(¢°(b)y, p(cu)z)" = /G%e [0°(a)za-1 ([¢°(b)y, ¢cu)2|(1))] di. (5.7.1)

Analicemos la funcién [¢°(b)y, ¢(cu)z], la cual de acuerdo a la demostracién del Le-

ma 5.12 cumple

[0°(0)y, p(cu)z](t) = (ve(d(o-1(c))y), d(u)z) = (P(u”)(P(o-1(c")b)y), 2)-

Si {e;}; es una unidad aproximada de Cy(X); N Cp(Y') entonces

o1 ([9°(b)y, ¢leu)2)(1)) = lim ar({@(efu") e (d(0p-1 (c")D)y), 2)

= ({0, (equ” o)y, v (Ble)2)) € T

donde afirmamos que el limite pertenece a J porque o;-1(e;u*c*) € Co(Y) ya que Y es
o—invariante. Tomemos ahora una unidad aproximada de J, { fi }x. De lo que acabamos
de mostrar y de la Ecuacién 5.7.1 (usando la convergencia uniforme de las funciones que

integramos y la topologia de X') deducimos que
€= [ im0 @ fjen1 (19 O)y. dew)z)(0)] dt = lim & (@)af; (6 O)y. dlcw):)

Con esto caracterizamos a £ € F.(X) como el limite de una red en F.(X,Y). Como
Fe(X,Y) es cerrado en F.(X) deducimos que & € F.(X,Y).

Las afirmaciones (3) y (4) se prueban facilmente a partir de (1) y (2). En cuanto a (5)
llamemos Z a la clausura de F.(X,Y) en F, (&), C alade FL(X,Y) en FL(X)y Dala
de FL(X,Y) en F;(X). En esta situacién (2) implica que Z = CZ = ZD y que Z es un

C' — D—bimddulo de equivalencia de Morita con la estructura heredada de Fi(X). O

En el siguiente enunciado tenemos la dificultad de que el supraindice r se utiliza para
indicar el lado derecho y la norma reducida. Por este motivo notaremos “red” a la norma
reducida y usaremos el simbolo | para separar supraindices, asi por ejemplo v*|" equivale
a colocar el supraindice r a la expresién 4”. Si hay un solo supraindice omitiremos |. En
el Teorema 2.22 construimos un par de acciones parciales que conmutan, « y 5, y con

ellas construimos una accién parcial 5 en el producto cruzado universal de « y otra, 8",
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en el reducido. Para preservar la notaciéon y facilitar el enunciado B |“ representard B y
B |" significara B’". La expresion E |7, donde t es un elemento de un grupo, representa la
funcién correspondiente a ¢t de la accién parcial E |". Hacemos esta aclaracién porque ¢
deberia estar subordinado a la expresion B |” v no deberia aparecer exactamente debajo

de la 7.

Teorema 5.50. Supongamos que:

» 0 y T son acciones parciales de G y H en Cy(X), respectivamente.

= v y d son acciones parciales en modulos de Hilbert de G y H en X4, respectiva-

mente.
= 0 es propia y conmuta con T y, ademds, v conmuta con J.
» Eziste un x—homomorfismo ¢: Co(X) — B(X) de manera que vy es una o—accion
parcial con estructura ¢ y § es una T—accion parcial con estructura ¢.
Ademds llamemos o a v" y B a 0", las acciones parciales que definen v y § en A.

En esta situacion, si k es la C*norma universal (u) o la reducida (red) de L*(Ba),
entonces eziste una unica accion parcial en mddulos de Hilbert, 8%, de G en F,(X,~) de

forma que:

» Para todo t € H Fo(X,7); = ¢(Co( X)X = Fo(X,v, XH), donde las clausuras

son tomadas en F.(X,7).

» Para todo t € H, 8 coincide con &; en ¢(Ce(XH1))X.

Las acciones o y B conmutan, y st B[” es la accion parcial de H en C*(Ba) definida en

el Teorema 2.22 entonces para todo t € H se cumple que
span((FL (X, v, XI), FL( X, v, X))o € Ce(Ba) N (AT 1,0 G)

y 617 (2, 9))a) = ((6:(2), 6:(y)))a = Bl (((x,9))a), para todo z,y € FLX,~, X[1,).

En caso que o sea libre §%|" = B~

Demostracion. La Proposicién 2.21 implica que o conmuta con 5. Probemos ahora que
FLX,y)NXH = FLX,~v, XH), pues esto nos serd titil a través de la prueba. Observemos
que ¢(Co(X)N)X = XH = XA y por definicion X} es o—invariante, por lo que

tiene sentido considerar F (X ,W,Xff ) (como en la Proposicién anterior, excepto que

Cc

agregamos v a la notacién para recordar cudl es la accién débilmente propia).
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Llamemos ¢¢ a la envolvente de o, X¢ al espacio envolvente de X (con respecto a
o)y ¢°: Co(X®¢) — B(X) a la extensién de ¢. Si z € FLX,v) N XH entonces exis-
ten a € C.(X¢), b € Co(X}) e y € X tales que ¢¢(a)z = = = ¢(b)y. Luego = =
¢°(a)r = ¢°(a)d(b)y = ¢(b)g¢(b)y € FLX,v, X[T). Reciprocamente es evidente que
FLUX, 7, X)) = ¢(Co(XE)FLUX,y) € FLX,v) N XM, porque ¢ es fuertemente no

degenerado.

~

Probemos ahora que, para todo t € H, se tiene ¢(Co(X))X = Fo(X,7, X[T). Recorde-
mos que Fe(X,7) = ¢(Ce(X) NCy(X))X con lo cual

SCe(X{T)Fe(X,7) = d(Ce(X[)[Ce(X) N Co(X)])X = $(Ce(X[T)) X.

Entonces ¢(Co(X)X C Fo(X,v, X)) v ¢(Co(XH))X C Fo(X,v, XH). Para mos-
trar la otra inclusién basta con ver que Fo(X,v, XF) C ¢(C.(X/1))X. Dado = €
Fe(X, v, XH) tomemos una red {a;}; C C.(XH) de forma que {¢(a;)r}; converge a
x en X. Por otro lado tomemos b € C.(X*¢) tal que ¢°(b)z = z. El Lema 5.18 implica
que {((¢(a;b)x — x, p(a;b)x — x))q}i converge a 0 en la topologia del limite inductivo y
por lo tanto con respecto a k. Evidentemente esto implica que {¢(a;)x}; converge a x
en Fr(X,7), con lo cual z € ¢(Co(XH))X.

Para mostrar que cada F := {F.(X,7)t}ten es una familia de ideales de F.(X,7)
basta utilizar la afirmacién (2) de la Proposicién anterior junto con el hecho de que,
en general, ) es un ideal del médulo de Hilbert Z si y solamente si es un subespacio
cerradoy Z(),Z) C ).

Construyamos una familia de secciones S como en Corolario 1.27 para mostrar que F
es una familia continua. Dada f € C§(H,Cy(X)) y = € F.(X,~) definamos [f,z]: H —
Fi(X,7) como [f,z](t) = ¢(f(t))x. Sea S el conjunto formado por todas funciones de
la forma [f,z]. Es evidente que para todo t € G {u(t): t € H} C Fu(X,7):. Ademads,
dado que {g(t): g € CF(H,Cy(X))} = Co(X{1), es inmediato que {u(t): u € S} =
H(Co( X)) F.(X,7) es denso en F(X,7)s. Tomemos [f,z] € S. El Teorema de Cohen-
Hewitt implica que existen a € C.(X¢) N Cy(X) e y € X tales que = = ¢(a)y. Luego
el Lema 5.18 implica que para todo t € H y toda red {t;}; C H convergente a t € H,
la red {(([f,x](t:) — [f, z](t), [f, x](t:) — [f, z](t)))a}i converge a O en el limite inductivo.

Esto dltimo implica que [f, z] es continua como funcién de H en F, (X, 7).

Es momento de construir §*. Dado ¢ € H como ¢ es fuertemente no degenerada

O(Ce(X[NX = ¢(Ce(X[) N C(X))X = ¢(Ce(X[T))X = ¢(Ce(X[T)) X
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Luego 6;(¢(Ce(X 1)) Xi-1) = ¢(re(Ce(XH1)))61(X-1) = ¢(Ce(XH,))X. Para extender
8 a Fi(X,7) mostremos que &; es una isometria en ¢(Ce(X/2,))X con respecto a la
métrica de Fy(X,7). Tomemos z,y € X1 y a,b € ¢(Ce(X/[L))). Luego, para todo
seqG:

((6:(¢(a)2), (S (B)y)))als) = Als) ™ 2as([$(ru(a)de(z), $(re(b))8(y)](s~"))ds
= A(s) " Pas((rs-1 (905 (7 (6))7e(a))34(2)), 6 (y))) s

Factorizando a x como z = ¢(c)a’, con ¢ € Co(X[,) y 2’ € X;-1, y hacemos lo mismo

con y deducimos que si {e;}; es una unidad aproximada de Co(X, N X&) entonces
A(3)2((0(d(a)z), 6:(6(D)y)))al(s) es igual a
lima ((5-1(¢(05(7:(0) ) e (aei)) 31 (2)), 1 (d(e:)y))) s

= lim av (751 (9(05 (74 (0)") 7 (aei))34(2)), 6:(d(ei)y)))ds

= lim(@[os (7 (b)"os-1 (12(ae:))]0: (), 7 (31 (d(e:)y))) s

= 1im(6; (¢ [ri-1 {os(m4(b) 051 (ri(aei)) Y 2) , 64 (75 (8(e1)y))) s

= lim 3 ({ [ri-1 {05 (7¢(0)" 051 (Te(aes)) }] 2, 75 (H(e0)y)) ) I

= lim 34 ({6 [o5 (b0 -1 (aes))] =, 75 (4(€:)y)))Js

= lim 3, ({¢ [o5 (b")aei] 2, 75(6(e:)y))) s

= lim S (s (-1 (& [o5 (b")aei] x), $(e:)y)))ds

= Bilas((vs-1 (6 [05(b")a] ), 1)))ds

= Be(as([p(a)a, ¢(b)y](s1)))ds

A(s)2BIF(((dla)z, $(b)y))a) (5)-

El solo hecho de que aparezca f3; en las igualdades anteriores implica que
span((Fo(X, 7, X{1), Fo(X, 7, X{)))a C Ce(Ba) N (Af! %150 @),
luego podemos concluir que

((8e(d(a)x), 6:(6(D)y)))a = BIF (((a)a, (D)) ), (5.7.2)

lo cual implica que d; es una || ||, isometria en <Z>(CC(X£1))X, y por lo tanto tiene una

Unica extension a Fi (X, ), la cual llamamos d;.

Para mostrar que ¢; es un homomorfismo de médulos de Hilbert bastard con mostrar
que & (u) * ((0¢(v), 6:(v)))a, para todos u,v,w € ¢(Ce(X /1)) X. Después de los calculos
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que hicimos gran parte del trabajo se ve simplificado. A partir de esos calculos de que

y 0 conmutan deducimos

Bu(u) = (01(0),8e(w))e = [ ()25 (81(u)Bulargr (. w(5)) ds
- /G A() Y2, (Oy(uors ([v, w](s))) ds
- /G 00 (A()", (uary1 ([v,w)(s))) ) ds

= 0t (ux {{v,w))a) -

Adn no hemos probado que 6% := ({f brem, {Fu(X,7)t}tem) es una accién parcial en
conjuntos. Lo tinico no inmediato de este punto es mostrar que dados s,t € H y x €
F(X,7)i-1NFi(X,7)¢-15-1 se cumple que 67 () € Fu(X,7)s-1y que 05 (x) = 65(57 ().

Puesto que {Fi(X,7):}ten es una familia continua de ideales el conjunto
U= Fo(X, X[L)(Fo(X, X ) Fol(X )

genera un subespacio denso en F,, (X, 7y);—1 N Fe(X,7);—1,-1. La Proposicién implica que
UcC F(X,XHE)nF(x, X2, ). La misma Proposicién combinada con las técnicas

que hemos desarrollado hasta este punto en esta prueba implican que

Fe(X, XA nFoux, X2 ) = F(x,ynxfnxt
= Fe(X, 1) No(Co(XTn X[ o)X
= Fe(X, 7 XL n X )
=¢(Co(XE, nXE, ).

t—1s—1

En definitiva Fo(X, v, XT,NX2, _,) es denso en F (X, 7);-1NF(X,7)4-14-1. Apelando

al mismo tipo de razonamientos expuestos mas arriba obtenemos que

(Z)(CC(X,EI n thls—l))‘)( = fl@(‘){)’)/)t*l N ]:H(vay)tflsfl'

Luego existe una sucesién {x, }, contenida en ¢(C.(X t}fl NnX tffls_l)))c' que converge a
z segln || [|x. Ademds 7(Co(XH, N X2, 1)) = Co(XT n XH,), por lo que {6 (zn)}n
estd contenida en ¢(Co(X N XH )X C Fu(X,7)s-1 y converge a 07 (x). Entonces
Of(z) € Fu(X,7)s—1. Ademds, tomando los siguientes limites con respecto a || ||, se

cumple que 5?(5?(56)) = lim,, 58(515(‘7571)) = lim, 5st(xn) = 5;(%)

Mostremos que 0" es continua utilizando elementos del conjunto .S construido mas arriba,

junto con el Teorema 1.45. Tomemos t € H, a € Cc(XtIfl) yx € X.Sea D :={(s,p) €
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H x X:p e XH} el cual es un abierto de H x X. El conjunto C' := {t~'} x sop(a)
es compacto y estd contenido en D y C — C, (t7%,p) — a(p), es continua; luego el

Teorema de extensién de Tietze implica que existe f € C.(D) tal que f(t~1,p) = a(p).

Sea t: Co(D) — C§(H,Cy(X)) definida como ¢(g)(s)(p) = g(s,p), funcién que es una
isometrfa lineal. Es inmediato que ¢(f)(t71) = a y que [t(f),z](t7!) = ¢(a)z. Entonces
definiendo Sy = {[t(f),z]: f € Co(D),z € X} se tiene Sy C S, y para todo r € H
{u(r): u € Sp} es denso en F(X,v). En este punto el Teorema 1.45 nos dice que para
mostrar que 8" es una accién parcial continua nos bastara con mostrar que ¢ — d;(u(t~1))

es continua con respecto a || ||, para toda u € Sp.

Fijemos f € C.(D) y x € X. Tomemos f1, fa € C.(D) tales que f = f1f2. La funcién
p: D — D, p(s,p) = (571, 7,-1(p)) es un homeomorfismo, y para todo s € H se tiene que
7s(¢(f1)(s71)) = ¢(f1 o p)(s). Pensando a D como subconjunto de H x X¢, proyectando
el soporte de f; o p en X¢ y usando el Lema de Uryshon conseguimos una funcién

b e C.(X€) tal que be(frop)(s) = t(f1op)(s), para todo s € H. Luego para todo s € H :

¢ (0)3s([L(f), 2](s71)) = ¢°(0)3s (A (e(f1) (s e(fo) (7))
= o(brs(e(f1)(s7)))3s(S(e(f2) (s 1))
= o(bu(f1 0 p)(5))3s(6(e(f2) (s71)))
= 0(u(f1 0 p)(5))3s(e(u(f2) (s 1))
= 8s([u(f),2](s71)).

Dada una red {¢;}; C G el Lema 5.18 implica que la red

{00 ([e(f), 2] () = Sul[e(F), 2]t 1), 06, ([e(f), 2] (57)) = Su([e(F), 2] (E™))) )}

converge a 0 en el limite inductivo, pues es igual a la red de la forma

{{(u(ts) —u(t), ut;) — u(t)))ati con u(r) = d(be(f1 0 p)(r))o,(S(u(f2)(r™H))z).
Todo esto implica que t — 6 ([t(f),z](t™1)) es continua con respecto a || ||-

Ya en la fase final de la prueba supongamos que o es libre. Esto implica que F.(X,7) =

C(Ba) = A Xy o G. Mostremos que para cada t € H se cumple que

span ((Fi(X,7), Fu(X,7)a = Aff Xwa G. (5.7.3)

Pensemos al fibrado Ba| AH COMO un ideal de Ba. Por otro lado la restriccién | xH €S una

al x#—accion parcial débilmente propia con estructura Pley( XH) Co(X[) — B(XM).
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Ademaés o|y# es libre por ser la restriccién de una accién parcial libre. Como envolvente
t
de |y utilizaremos la restriccién de o a la 0¢—érbita de X/?. Usando esa envolvente
t

se deduce facilmente que ((z,y)) = {(2,9))a, para todo z,y € ¢(Ce(X[))X. Como

04|Aéq
O'|XtH es libre

span <<fn(Xa7)afn(Xa7)>>a|AH = A x,.. G,

lo que implica la igualdad 5.7.3. Finalmente la Ecuacion 5.7.2 termina de mostrar que
" = B, O

Naturalmente el teorema anterior nos da una equivalencia de Morita entre (5““ y E ",
si o es libre. Ese hecho puede combinarse con los resultados del Capitulo 2 referentes
a equivalencia de Morita de acciones parciales para tratar, por ejemplo, cuestiones de

acciones parciales promediables.

Corolario 5.51. 57 ademds de las hipotesis del teorema anterior se tiene que o es libre
y K es la norma universal o la reducida de L*(Ba)), entonces FL(X,) X, 55t H es Morita

equivalente a (A Xy o G) X _ B~ H.

Demostracion. Del Teorema anterior deducimos que 6%|' es equivalente Morita a J3|~.

Luego la equivalencia se deduce del Corolario 2.62. 0

El Teorema donde construimos 6% es asimétrico en el sentido de que las hipétesis sobre

las acciones de G no son las mismas que las de las acciones de H.

Teorema 5.52. Supongamos que:

» 0 y T son acciones parciales de G y H en Cy(X), respectivamente.

= v y d son acciones parciales en modulos de Hilbert de G y H en X4, respectiva-

mente.
= o y T son propias, libres y conmutan. Ademds ~y conmuta con 6.

» Eziste un x—homomorfismo ¢: Co(X) — B(X) de manera que vy es una o—accion

parcial con estructura ¢ y § es una T—accion parcial con estructura ¢.

Ademas llamemos o a ¥" y 8 a ", las acciones parciales que definen v y 6 en A. Si K
es la norma reducida o la universal entonces se tienen las siguientes equivalencias de

Morita, que simbolizamos con ~:

‘FIQ<X77) My 55|t XH ~ (A Ao G) NHEN H~A X ,ax (G X H)
FL(x,6) Mgt XG ~ (A X g H) X, 50 G~ A Xy gya (H X G)
AXyaxp (Gx H)~AXy,gxa (HXG)
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En caso que o y 3 sean promediables (por ejemplo si ¢ es central) entonces v"|' es
promediable si y solamente si §%|' lo es.

Demostracion. Las equivalencias de Morita se deducen del Teorema anterior y del Teore-
ma 2.23. Este ultimo Teorema implica que en caso que a 'y 3 sean promediables entonces
a es r—isomorfa a B . Luego & es promediable si y solamente si B lo es. Para terminar la
prueba basta usar el Teorema anterior recordando que la propiedad de ser promediable

se preserva por la equivalencia de Morita de acciones parciales. ]



Apéndice A

Fibrados de Banach

Nuestra principal referencia sobre teorfa de fibrados de Banach es [FD88], donde toma-
mos la definicién. Enunciamos aqui algunos resultados de los cuales, o bien no hemos
encontrado una referencia directa, o bien es conveniente que formen parte del texto pues

seran utilizados en varias ocasiones.

A.1. Continuidad

Sea B un fibrado de Banach sobre un espacio HLC X, la proyeccion de B en X serd
denotada 7 y B, := 7 (z) (z € X). Una seccién de B es una funcién f: X — B tal
que 7o f =idx . El soporte de f es la clausura de {z € X: f(x) # 0} y decimos que f
tiene soporte compacto si sop(f) es compacto en X. El conjunto formado por todas las

secciones continuas de B se denota C(B) y C.(B) := {f € C(B): sop(f) es compacto}.
En varias ocasiones nos serd 1til la siguiente consecuencia de [FD88, II 13.16].
Proposicion A.1. Supongamos que A y B son fibrados de Banach sobre los espacios
HLC X eY, respectivamente, y que ®: A — B es una funcion tal que:
1. Eziste una funcion continua f: X — Y de forma que para todo x € X se cumple
que ®(Ag) C By(zy y que |4, Ax — By es lineal.
2. Eziste una constante k > 0 tal que |®(a)|| < kl||al|, para todo a € A.

3. Existe un conjunto I' C C(A) tal que para todo x € X, {u(x): u € I'} es denso en

A, y para todo u € T se tiene ® ou: X — B es continua.

224
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Luego ® es continua. En particular, si f es un homeomorfismo y en lugar de la conti-
nuidad de ® o u se requiere que ® ou o f~1 € C(B) (para toda u € T') entonces ® es

continua.

Demostracion. Sea C la retraccién (retraction en [FD88]) de B por f: X — Y, el cual
es un fibrado de Banach sobre X. Especificamente C = {(z,b) € X x B: f(x) = ng(b)},
donde mz: B — Y es la proyeccién de B y la topologia de C es la relativa a X x B. La
proyeccion de C sobre X es (z,b) — z y la fibra C, se identifica isométricamente como

espacio de Banach con By ().

Definamos ¥: A — C como ¥(a) = (m4(a),®(a)). Observemos que ¥(A,) C C, y que
U4, es lineal, para todo z € X. Por otro lado, con k& como en (2), se cumple que
|¥(a)|]| = ||®(a)|| < k|la||. Adem&s para todo u € I' se tiene que ¥ o u coincide con
x> (x,®(u(z))), que es una seccién de C y es continua por (3). Luego [FD8S8, II 13.16]
implica que ¥ es continua. Para terminar observemos que k: C — B, (z,b) — b, es

continua y ko ¥ = ®, lo que implica la continuidad de . ]

A.2. Subfibrados

Un subfibrado del fibrado de Banach B sobre X es un subconjunto A C B de forma que:
(a) para todo x € X AN B, es un subespacio (no vacio) de B, y (b) A con la topologia
relativa a BB es un fibrado de Banach (sobre X).

La definicién dada en [FD88] de subfibrado es ligeramente diferente de la anterior. Se
requiere la condicién (a) y en lugar de (b) la existencia de una subespacio S C C(B)
de forma que C(X)S C S y que todo x € X {f(z): f € S} sea denso en A,. Ambas
definiciones son equivalentes por el Teorema de Douady y dal Soglio-Herault [FD88, C].

A.3. Topologia del limite inductivo

Volvamos a tomar un fibrado de Banach B con la notacién de arriba. Dada f € C(B)
se define ||f|loc := sup{||f(z)||: z € X} € [0,400] y se dice que f estd acotada si
| fllooc < co. El conjunto formado por todas las secciones continuas y acotadas se denota
Cy(B), el cual es un espacio de Banach con la suma y producto por escalares punto a

punto y || ||oo como norma, a la que llamamos norma del supremo.

Se dice que f € C(B) se anula en infinito si V € > 0 el conjunto {z € X: || f(z)| > ¢}

es compacto. El conjunto formado por todas las secciones continuas que se anulan en
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infinito se denota Cy(B). Se cumple que C.(B) C Co(B) C Cy(B) y tanto C.(B) como
Co(B) son subespacios de Cy(B). Ademés C.(B) es || ||co—denso en Cy(B).

Dado un compacto K C X definimos Ck(B) := {f € C.(B): sop(f) C K}, el cual
es un subespacio cerrado de Cy(B) y por lo tanto un espacio de Banach. La inclusién
canénica de Ck(B) en C.(B) se denota tx. A continuacién recordamos tres resultados

que se encuentran en [FD88, II 14].

Teorema A.2. FEziste una dnica topologia localmente convera de C.(B) que contiene a
cualquier otra topologia localmente convexa de C.(B) con la cual ti es continua, para

todo compacto K C X (considerando en Ck(B) la topologia de la norma del supremo).

La topologia antes mencionada, que llamaremos del limite inductivo y denotaremosi.l.t.,
tiene la siguiente propiedad universal: para todo espacio localmente convexo y toda fun-
cion lineal T: C.(B) — M se cumple que T es T—continua si y solamente si T o 1k es

continua, para todo compacto K C X.

Observacion A.3. Si f € Co(B) y {fi}i C C.(B) es una red para la cual existe un
compacto K C X de forma que lim; || f; — f|lcc = 0, entonces {f}; converge a f en la

topologia del limite inductivo.

Teorema A.4. Si S C C.(B) y para toda f € C.(B) existe un compacto K C X de

forma que f € SN C’K(B)” ”°°, entonces S es denso en la topologia del limite inductivo.

En [FD88, II 14] también se muestra que la restriccién de i.1.t. a Cx(B) es la topologia
definida por || ||oc ¥ que 7 contiene a las siguientes topologias: de convergencia uniforme,

de convergencia uniforme en compactos y de convergencia en un compacto dado.

Como caso particular de lo anterior tenemos los fibrados triviales, los cuales son de la
forma X xE — X, (z,a) — x, para algin espacio de Banach E y un espacio HLC X. Lla-
memos B(X, E) a ese fibrado trivial. En esta situacion se identifica C'(B(X, F)) con las
funciones continuas de X en E, C(X, E), a través del isomorfismo lineal 7: C'(X, E) —
C(B(X,E)), T(f)(x) = (f(z),z). La topologia del limite inductivo en C.(X,FE) :=
T~YC.(B(X,E))) es la tinica con la cual T es un homeomorfismo, considerando en
C(B(X, E)) la topologia del limite inductivo. En caso que E = C omitimos toda refe-
rencia a E. Por ejemplo C.(X) = C.(X,C) y C(X) = C(X,C).

Lema A.5 ([Aba03] Lema 5.1). Sea B un fibrado de Banach sobre un espacio HLC
X. Supongamos que © C C.(X) es denso en la topologia del limite inductivo y que
F C C.(B) es un subespacio vectorial de manera que OF C F. Luego, definiendo F(z) :=
{f(x): f € F} para todo x € X, se cumple que la clausura de F' en la topologia del limite

inductivo es {g € C.(B): g(x) € F(x) VY x € X}. En particular: si F(x) = By para todo
x € X, entonces F es denso en C.(B).
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A.4. Continuidad e integracion

Frecuentemente uno quiere definir funciones puntualmente a partir de integrales y luego
mostrar que la funcién obtenida es continua. Afortunadamente esta situacién estd re-
suelta de manera bastante general en [FD88, IT 15.19]. A continuacién exponemos una

leve modificacién de aquella situacién.

Fijemos un fibrado de Banach B sobre el espacio Hausdorff localmente compacto (HLC)
X y tomemos un espacio topolégico Y (no tiene por qué ser Hausdorff o localmente

compacto). Dada una funciéon f: X x Y — B diremos que

» f es una Y —seccion si para cada (z,y) € X x Y se cumple que f(z,y) € B;.

= f tiene soporte Y —globalmente acotado si existe un compacto K C X de manera
que f(z,y) =0siz ¢ K.

= f tiene soporte Y —localmente acotado si para cada y € Y existen un entorno U

de y y un compacto K C X de manera que f(z,y) =0si (z,y) € (X — K) x U.

Lema A.6. Supongamos que B, X eY son como arriba, Z es un espacio HLC y . una

medida regular de Borel en Z.

1. Sif: XXY — B esunaY —seccion continua y tiene soporte Y —localmente acotado
entonces la funcion F:' Y — C.(B), F(y)(z) = f(z,y), es continua en la topologia

del limite inductivo.

2. 851g: X XY xZ — B esunaY X Z—seccion continua que tiene soporte Y X

Z—localmente acotados y también cumple que

(a) dado yo € Y existen un entorno U de Y y un compacto K C X de forma que
g(xvyvz) =0 si (%y,z) S (X—K) x U x Z7

(b) dado (zg,y0) € X XY existe un entorno U de (xo,y0) y un compacto L C Z
de forma que g(z,y,2z) =0 si (z,y,2) € U x (Z — L).

entonces la funcion f: X xY — B, f(z,y) = [, 9(z,y, 2) du(z), es una Y —seccion
continua con soporte Y —localmente acotado. En consecuencia existe una unica

funcion continua en la topologia del limite inductivo G:' Y — C.(B) que satisface

que G(y)(z) = [, 9(x,y, 2) du(z).

Demostracion. Veamos que F' es continua en yg € Y. Tomemos un entorno U de yg y un

compacto K C X de manera que f(z,y) = 0si (z,y) € (X — K) x U. Eso implica que
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si y € U entonces F(y) € Ck(B). Luego basta mostrar que F' es continua con la norma

del supremo.

Tomemos una red {y;}; que converge a ¥, sin pérdida de generalidad posemos asumir
que la red estd contenida en U. Supongamos, por absurdo, que {||F(y;) — F(y0)||co }s 00
converge a 0. Luego existe un € > 0 de manera que para todo i es posible encontrar i’ > 4
de forma que || F(yi) — F(y0)|lcc > €. En esta situacion es posible encontrar una subred
{ij}; de forma que {y;,}; C U y [|F(yi;) — F'(y0)l|c > €, para todo j. Esto implica que
para cada j existe x; € X de forma que || f(xj,vi;) — f(zj,%0)|| > €/2; lo cual implica
que {z;}; C K. Pasando a una subred podemos asumir que {x;}; es convergente, a un

cierto z. Luego la continuidad de las operaciones de B implica que

lo que es absurdo.

Pasemos a probar 2. La funcién f de 2. cumple, por definicién, que f(z,y) € By, lo
que nos dice que es una Y —seccién. Para mostrar que tiene soporte Y —localmente
controlado fijemos yy € Y. La hipétesis implica que existen un entorno U de yo y un

compacto K C X de forma que g(x,y,2) = 0si (z,y,2) € (X — K) x U x Z. Luego, si
(x,y) € (X — K) x U entonces f(z,y) = [, 9(x,y,2)du(z) = [,0du(z) = 0.

Ahora tan s6lo nos resta mostrar que f es continua, lo que haremos localmente. Fijemos
(z0,90) € X XY y tomemos un entorno U de (xg,yo) y un compacto L C Z como
en (b). Sin pérdida de generalidad podemos asumir que U = V x W, siendo V un
entorno compacto de g y W un entorno de yg. Sea By = {B;}.ev la restriccién de
B a V o, equivalentemente, la retraccién por la inclusién canénica V- C X (ver [FDS8S,
IT 13.3]). Sea h: V x U x Z — By la restricciéon de g. Luego h es una U x Z—seccién
continua de soporte localmente acotados y por lo tanto H: U x Z — C.(By) = C(By),
H(y,z)(xz) = h(z,y, z), es continua en la topologia del limite inductivo; que coincide con

la topologia de la convergencia uniforme en C.(By) porque V es compacto.

Usando 1. para el fibrado trivial C(By) x Z deducimos que H': U — C.(Z,C(By)),
H'(y)(z) = H(y, z), es continua. Ademds, por construccién, sop(H'(y)) C L, para todo
y € U. Luego la imagen de H’ estd contenida en Cp(Z,C(By)). Por otra parte la
integracién Cr(Z,C(By)) — C(By) es continua (es lineal y Lipschitziana), por lo tanto
IH:U — C(Bv), IH(y) = [, H (y)(2) du(z), es continua.
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Fijado z € V la evaluacién ev,: C(By) — By, evy(w) = w(x), es lineal y contractiva; lo

que implica que

H()(@) = evaLH () = [ evo(H'(w.2) du() = [ b,y ) du(:)
= [ o(e..2) du() = Gla.v):
Z
si(x,y) eV xW.

Veamos que lo anterior implica que G es continua en (xg,yo). Asumamos que la red
{(z},y;)}; converge a (x0, yo). Sin pérdida de generalidad (para demostrar la continuidad
de G) podemos asumir que la red estd contenida en V' x W. Por un dado ||G(x;,y;) —
G(zjyo)ll < TH(y;) — IH(yo)ll — 0y G(zj,0) = IH(yo)(z;) — IH(yo)(x0) =
G(x0,y0) en By y por lo tanto en B. Luego [FD88, II 13.2] implica que G(z;,y;) —
G(x0,y0) en B. El resto se deduce de 1. O



Apéndice B

Equivalencia de Morita

En general en los Teoremas de Imprimitividad se construye un bimédulo de equivalencia
entre dos productos cruzados plenos. Estos productos cruzados se obtienen como C*-
completaciones de *-dlgebras que, en general, admiten més de una C*-norma. Aqui

queremos explicar cémo pensamos las completaciones con las diferentes normas.

Las ideas presentadas aqui se deben a F. Abadie, quien me ha autorizado a incluirlas en
este trabajo porque al momento de la redaccién del mismo los resultados no han sido

publicados.

Definicién B.1. Sean A y B x—algebras (complejas). Diremos que M es un A —
B—prebimédulo de equivalencia si M es un A — B—bimo6dulo y existen operaciones,
llamadas quasi-productos internos, 4(, ): M x M — Ay (, )p: M x M — B tales
que:

(1) a(, ) es A—lineal en la primer variable y ( , ) es B—lineal en la segunda.

(2) Para todo x,y,z € M se cumple que
A<x7y>* = A<y)‘r>a <$7y>B* = <?/733>B y A<$7y>z = JJ<y,Z>B.

(3) Para todo x € M se tiene: x =0 < y4(z,z) =0 < (z,x)p = 0.
(4) Paratodoa€ Aybe Bsetiene:a=0<a*a=0yb=0< bb=0.
(5) A=span 4(M, M)y B =span(M,M)p.

Definiciéon B.2. Supongamos que M es un A — B—prebimdédulo de equivalencia y que

|| || es una C*-norma en A. Diremos que || || es

230
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» de Cauchy-Schwarz (con respecto a M) si para todo z,y € M se cumple que

Ladz, p)I1? < llafz, 2) Ay, )]

» positiva (con respecto a M) si para todo z € M 4(z,x) es positivo en la C*-

completacién de A con respecto a || ||, que denotaremos All Il

Las normas de Cauchy-Schwarz y positivas de B con respecto a M se definen analoga-
mente. El conjunto formado por las C*-normas de Cauchy-Schwarz de A con respecto a
M seré denotado CSys(A) y el de las positivas Pyr(A).

Observacion B.3. Es un hecho conocido, ver por ejemplo [RW98], que Pps(A) C CSpr(A).

Teorema B.4. Dada || || € CSy(B) la funcion || |a: M — R, ||z|a == ||(z,2)5|"/?,
es una norma en M y 4| ||: A = R, alla|| := sup{||az||r: x € M,|z| < 1}, es una

C*-norma de Cauchy-Schwarz.

La funcion ¥: CSy(B) — CSp(A), || || = all ||, es una biyeccion que preserva el orden
y U(Pur(B)) = Par(A). Ademds para cada || || € CSar(B) se tiene que AU D es Morita

equivalente a BII'II.

Demostracion. Fijemos || || € CSy(B). Para cada z € M y A € C se tiene que || Az||y =
Az, Ax) g||/2 = ||[IN?(x, z) ||/ = |A|||z]|ar. Ademés, si y € M entonces

2 2 2
Iz +yllar™ <[z, @)l + 2[(z, v) Bl + 1y, v) Bl < l@llar™ + 202l allyllar + llyllar
= (lzllar + lyllar)?,

lo que implica la desigualdad triangular para || ||a7. Ademés 2 = 0 & (z,2)p = 0 &

|{(z,z)B|| = 0 < ||z||pm = 0; con lo que terminamos de mostrar que || || es una norma.

Mostremos ahora que ||z {y, 2)5||a < |z||allyllaz]|z||az- En efecto, eso se deduce de que

2y, 2)llae® = {2y, 2) B, 2(y, 2)B) Bl = (Y, 2) 5™ (&, 2) By, 2) B

2 2 2
< Ky, 2) Bl Iz llar < llwllarllyllarl2lla
Por otro lado ||z (z, z)g|| = ||z|[2s® porque, debido a que (z, )5 es autoadjunto:
6
lz(z, 2)B|° = {2, 2) ple, 2) plz, 2) Bl = {2, 2) I° = |z]lar”.

Para mostrar que 4] || es una norma comenzamos por mostrar que cada a € A actia en
M como un operador lineal acotado con respecto a || ||as. Puesto que A = span 4 (M, M)
basta mostrar que cada a = 4(x,y) actia como un operador acotado, lo cual es verdad

porque para cada z € M se cumple que || a(z,y)z|m = [l2(y, 2) Bllar < |2 s [[yllacll 2]l a3
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lo que también muestra que 4l|a{z,y)|| < ||z||arllyllar- De esto concluimos que 4| || es
una seminorma en A pues no sabemos que si a actia como el operador lineal nulo en M

entonces a = 0.

Supongamos que a = 2?21 A{zj,y;) actia como el operador lineal nulo en M. Luego
0=>7r_1alaxg,yx) = > r—q alazk, yx) = a*a, lo que implica a = 0. Entonces 4| || es

una norma, que es la norma de operadores.

Llamemos E a la completacién de Hausdorff de M con respecto a || ||, por lo que la
operacién ternaria ( , , ): M3 — M, (z,y,2) = x(y, z) B, se extiende por continuidad a
una operacién ternaria en E que llamaremos . Por otro lado también es posible extender
(, )B a E x E, extensién que denotaremos ( , )p. Se verifica inmediatamente que que
el par (BI'l (| )p) satisface las condiciones de [Zet83, Proposicién 3.2]. Definamos
A, (E) tal como en [Zet83, Definicién 3.3]. De [Zet83, Proposicién 3.4] y de lo mostrado
anteriormente deducimos que existe un unico *-homomorfismo ¢: A — A,(E) tal que
t(a{z,y))z = a{x,y)z. Lo que probamos antes implica que ¢ es una isometria, luego 4|| ||
es una C*-norma porque A,(F) es una C*-dlgebra. Es evidente que Aall'll es isomorfa a
la C*-algebra B de [Zet83, Proposicién 3.4].

En el lenguaje desarrollado en [Aba03] para los C*-anillos ternarios estamos diciendo
que E' = A4l I y que E" = BI'l. Esto implica, implicitamente, que 4| || € CSa(B). El
Teorema de Representacion de Zettl [Zet83, Teorema 3.1] nos dice que 4| || € Pu(A4)
siempre que || || € Pa(B).

Veamos la afirmacion correspondiente a la equivalencia de Morita. De acuerdo al Teo-

rema de Representacién de Zettl E = ET @ E~ con (E*, ulp+) vy (E~, p|p-) isomor-

fos a TRO. Sea —E~ el C*-anillo ternario que coincide con E~ como espacio de Ba-

nach pero cuya operacién ternaria es —u|p—. Por [Zet83, Proposicion 3.2] se tiene que

(—E7)" = (E7)"y (—E7)! = (E7)". Ademés |E| := ET @ (—E™) es isomorfo a un TRO

y |E|" = (EY)" @ (—E~)" = E" = Bl 'y, andlogamente, |E|' = E' = A¥(l ), Luego |E|
(

es un AYUND — BIN —bimédulo de equivalencia de Morita.

Utilizando la simetria de las operaciones de M con respecto a A y B y que todos
los argumentos expresados hasta aqui respetan esta simetria concluimos que para cada
v € CSy(A) la funcién vpr: M — R, ypr(x) = y(a(z,z))'/?, es una norma en M y
vB: B =R, v5(b) := Y {ym(zb): x € M,yp(z) <1}, es una C*-norma en B.

Veamos ahora que (4| ||) = || ||, para toda || || € CSp(B). La norma que define 4] ||
en M coincide con la definida por || || por [Zet83, Proposiciones 3.2 y 3.4] y por las
construcciones de ese articulo es la norma de M (més precisamente de E) es la que

determina la norma en A, por lo tanto debe ser (4] ||)5 = all ||
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Hasta ahora hemos mostrado que ¥ es una biyeccién y que ¥ (Pys(B)) = Pr(A). Para
mostrar que ¥ preserva el orden basta con observar quesi || [, || [|' € CSm(B) y || | < || ||

entonces || [|ar < |3, lo que implica inmediatamente que W(|| ||) < ¥(|| ||). O

Hay un criterio para determinar cudndo una C*-norma de un anillo ternario proviene

de una norma de Cauchy-Schwarz.

Proposicion B.5. Supongamos que M es un A— B—prebimddulo de equivalencia y que
I I es una norma en M tal que |2{y, ) all < |2llyllI2]l v ||, 2, 2)] = ]2, para todo

x,y,z € M. Luego las funciones

Allll: A =10,400), allall := sup{[|az||: z € M, ||z <1}
I'[B: B —0,+00), [|bll :=sup{[[zb]|: = € M, [lz]| <1}

son C*-normas de Cauchy-Schwarz y se cumple que V(|| ||B) = all || ¥ allalz,z)|| =

||5”H2 = ||(z,z)B||B, para todo = € M.

Demostracion. La completacion de M con respecto a || ||, E, es un espacio de Banach al
cual podemos extender la operacién ternaria de M pues aquella es acotada. Luego E es
un C*-anillo ternario y como vimos anteriormente podemos pensar A C E' y B C E".
Dado que M es denso en E las normas 4l || v || |5 son exactamente las restricciones de
las normas de E' y E", por lo que son C*-normas. Es resto se deduce directamente del

Teorema anterior. OJ

Los resultados anteriores sugieren definir las normas de Cauchy-Schwarz de M (o C*-
normas) como aquellas normas || || tales que ||z(y,z)gl < ||z|ll|y|llz|l ¥ llz{z,z)B| =
|lz||?, para todo x,y, z € M. Mientras que las normas positivas serfan las C*-normas || ||

tales que || ||p es positiva con respecto a M, lo que equivale a que 4| || sea positiva.

Ahora pasamos a considerar los *—homomorfismos entre prebimédulos de equivalencias.
Con ellos es posible deducir (inmediatamente) que las normas de Cauchy-Schwarz y las
normas positivas de M dependen Unicamente de M en cuanto espacio vectorial y de
la operacion (z,y,z) := x(y,2z)p y no de las algebras A y B (sino s6lo de su clase de

isomorfismo).

Definiciéon B.6. Supongamos que M y N son A— By C'— D bimédulos de equivalencia.
Una funcién ¢: M — N es un x—homomorfismo si es lineal y para todo x,y,z € M
se cumple que ¢(z(y,z)p) = é(z)(¢(y), ¢(2))p 0, lo que es lo mismo, ¢(a(z,y)z) =
c(d(@), d(y)) o (2)-
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Proposicion B.7. Si M y N son A — B y C — D prebimddulos de equivalencia en-
tonces para cada x—homomorfismo ¢: M — N existen unicos x—homomorfismos (de
dlgebras) ¢': A — C y ¢": B — D tales que ¢'(4(x,y)) = c{d(x),d(y)) y ¢"((z,y)5) =
(p(x), d(y))p. Ademds si ¢ es sobreyectiva entonces ¢' y ¢" lo son y, por otro lado, ¢

es inyectiva < ¢! es inyectiva < ¢ es inyectiva.

Demostracion. La unicidad es inmediata porque las algebras estdn generadas por la
imagen de los pseudo producto internos. Mostraremos la existencia de tan sélo ¢" pues
la de ¢' es andloga. Basta con mostrar que dados z1,...,Zn, Yi,...,Yn € M se cumple

que d := > (¢d(x;), ¢(y;)) p es nulo siempre que b := >, (x;, y;) g es nulo. Si b = 0 entonces

7

d*d = Z(Cb(yi), d(xi)o(d(x5), d(yi))e = Y (i), Z¢($i)<¢($j)a d(y;))c)e
1,7 J
= Z<¢(yz’)7 Oz Y (x5,y5)B))c =Y _(6w:), ¢(x:b))c =0,

j i
de donde deducimos que d = 0.

Habiendo mostrado la existencia de ¢" asumamos que ¢ es sobreyectiva, en ese caso ¢"
es sobreyectiva pues ¢"(B) = ¢" (span(M, M) p) = span({¢p(M),p(M))p = N.

En caso que ¢" sea inyectiva ¢ lo es porque si ¢(z) = 0 entonces ¢"((z,xz)p) = 0y ello
implica que (x,z)p = 0. Luego x = 0. Reciprocamente, si ¢ es inyectiva tomemos by d
como arriba. Debemos mostrar que d = 0 implica b = 0. Para todo = € M se tiene que
o(xb) = ¢, x(zi,yi)B) = ¢(x)d = 0, luego xb = 0. Entonces b*b = >, (y;, z;b)p = 0,
lo que implica b = 0. 0

Corolario B.8. Si¢: M — N y¢: N — O son x—homomorfismos de prebimddulos de
equivalencia entonces 1 o ¢ también es un x—homomorfismo y se cumple que (1o ¢)" =
Yo" y que (Yop) =plodl. En caso que ¢ sea biyectivo ¢~ es un x—homomorfismo,

@) =)y () = (7).

A continuacién veremos que las dlgebras A y B que hacen al espacio M un prebimédulo

de equivalencia estan determinadas, a menos de isomorfismos, por la operacion
. 3 -
(,,): M°>— M, (x,y,z):=x(y, 2)B.

Definicién B.9. Diremos que (M,( , , )) es un anillo ternario si M es un espacio
vectorial complejo y (, , ): M® — M es una funcién lineal en las variables impares,

conjugado lineal en la segunda variable y para todo u,v,w,z,y € M se cumple que

((u,v,w),:v,y) = (uv (l',’UJ,'U),y) = (U7U7 (w,x,y)) Y ademés? (SL',ZL‘,ZL‘) =0 < =0
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Ejemplo B.1. Si M es un A — B—prebimédulo de equivalencia y se define (z,y,2) =

x(y, z)p entonces (M, ( , , )) es un anillo ternario.

Excepto por la tdltima condicién las demés se verifican inmediatamente. Si x € M y
(z,z,2) = z(z,x)p = 0 entonces 0 = (x,z(z,z)g)p = ((x,x)B)*(z,x)p, lo que implica
(x,z)p = 0y por lo tanto z = 0.

Observacion B.10. Para todo anillo ternario (M, ( , , )) y todo x,y € M la igualdad

x =y es equivalente a cualquiera de las siguientes condiciones:

s (z,u,v) = (y,u,v) para todo u,v € M.
» (u,z,v) = (u,y,v) para todo u,v € M.

s (u,v,2) = (u,v,y) para todo u,v € M.

La linealidad de las operaciones implica que la igualdad x = y implica todas las demas
condiciones. En cambio si se cumple la primera entonces (x — y,u,v) = 0 para todo
u,v € M. En particular para u = v = x — y obtenemos (z —y,x — y,z —y) = 0, lo que

implica z —y = 0.

Teorema B.11. Para cada anillo ternario (M, ( , , )) existen x-dlgebras M' y M" de

forma que M es un M' — M"—prebimddulo de equivalencia y para todo x,y,z € M :

(l’,y, z) = M! <£L’,y>Z = Z<y7 Z>MT-

Si, ademds, A y B son x-dlgebras de forma que M es un A— B—bimddulo de equivalencia
y para todo x,y,z € M se cumple que (x,y,z) = z(y,z)B; entonces existen unicos
isomorfismos de x—dlgebras 1: M' — A y k: M™ — B tales que t(y(x,y)) = alz,y) ¥y
k((z,y) ) = (x,y)B, para todo x,y € M.

Demostracion. Sea L(M) el conjunto formado por las transformaciones lineales de M
en M, con su estructura natural de &lgebra, y L,(M) el conjunto formado por las T €
L(M) para las cuales existen S € L(M) de forma que (z,Ty, z) = (z,y,Sz), para todo
x,y,z € M. Es facil mostrar que L,(M) es una subdlgebra de L(M) y para equiparla
con una involucién mostremos que el operador S de arriba depende tinicamente de T' (la

involucién serda T := S).

Supongamos que dada T' € L,(M) tenemos R, S € L(M) tales que
(z,Ty,2) = (x,y, Rz) = (2,y,52), V x,y,2 € M.
Luego para todo z,y,z € M :

(.%',y,RZ - SZ) = (%,y,RZ) - (IIZ,y, SZ) = (vayvz) - (.’If,Ty, Z) =0.
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Lo que implica R = S. Para cada T' € L,(M) definimos T € L(M) como el tnico
elemento de L(M) que satisface (z, Ty, z) = (z,y,T*z), para todo z,y,z € M.

Probemos que T € L,(M). Dados u,v,w,z,y,z € M tenemos que

(u7 (:L',T*y, Z)7U) = (u7 (a:,T*y,z),v) = ((U7Z7T*(y))7x7v) = ((ua Tz,y),x,v)

= (u, (z,y,Tz),v).

Luego (z,T*y,z) = (x,y,Tz) y T** = T. El lector puede verificar que Ly(M) es una
*-algebra con calculos como (x,TSy, z) = (z, Sy, T*z) = (z,y,S*T*z), el cual muestra
que (T'S)* = S*T™*.

Mostremos que T*T = 0 implica que T' = 0, pues esto probara (4) de la Definicién B.1.
En efecto, si T*T = 0 entonces para todo x € M (Tz, Tz, Tx) = («Tx,z,T*Tz) = 0, lo

que implica Tz = 0.

Dados z,y € M definamos [z,y|: M — M como [z,y](z) = (z,y, z). Se tiene [z,y] €
La(M) pues (u, [z, y]v,w) = (u, (z,y,v),w) = (u,v,(y,z,w)) = (u,v,[y,z]w), lo que

también muestra que [z, y]* = [y, z]. Ademas [z,y][z,t] = [[z,y]z,t] porque

[xvy][zvt]u = (x,y, (Zat7u)) = (($7y72)7t>u) = [[$>y]z7t]u'

Esto implica que M := span{[z,y]: 2,y € M} es una *-subalgebra de L, (M). Definamos
wmi{x,y) == [z,y], por lo cual es evidente que ,.(x,y) = (z,y, z). Tenemos que M es un

A—mébdulo porque

[x,y]([z,t]u) - (a:,y, (Z7t7u)) = ((.%',y, Z),t, u) = Hx7y]z7t]u = ([x7y”z7t])u

y porque M esta generado por los elementos de la forma [,y]. Todas las propiedades
de la Definicién B.1 que hacen referencia a M se verifican inmediatamente a partir de

lo expuesto hasta aqui, por lo que pasamos a construir M".

Sea (N,(, , )) el anillo ternario tal que N = M (como espacio vectorial complejo)
v (2,9,2) = (z,9,2) y definamos M" como la *—algebra opuesta conjugada de N' y
(x,y)pr = ni{z,y). Laaccién de M" en M esté dada por zb := b*z (lo cual tiene sentido
porque N = M y b* € Lo(N) C L(M)). Luego z(y, z) yp = (mi(y,2))*x = (2,y,2) =

(z,y,2), vy esta igualdad implica que (, ), es lineal en la segunda variable. Ademas

<x7y>M’°<va>Mr = N <$’y>Nl<Z7w> = N <1:7 (Nl<sz>)*y> = <xvy<z’w>MT>M’"’

de lo que se deduce que { , ), es M'—lineal en la segunda variable. Por otro lado
(xb)c = c¢*(b*x) = (bc)*x = z(bc), para todo b,c € M" y x € M. La compatibilidad de
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las estructuras de M'y M" bimédulo queda demostrada porque: M' = span ;i (M, M),
M" = span(M, M)y y

(e (@, 9)2)(w, v)pr = (2,9, 2),u,0) = (2,9, (2,6,0)) = ap (2, y) (2(uw, 0) r).-

Habiendo mostrado la primer parte del enunciado pasamos a la segunda. Sea ¢: M — M
la identidad. Evidente que ¢(x(y,2)pr) = (x,y,2) = x(y, 2)p, para todo z,y,z € M.

Entonces ¢ := ¢! y k := ¢" son los isomorfismos buscados. O

Cerramos este apéndice con un resultado que permite, en ocasiones, determinar si una

x-algebra tiene una tnica C*-norma.

Lema B.12. Si A es una x—dlgebra, B una C*-dlgebra y ¢: A — B un x—homo-
morfismo inyectivo de manera que ¢(A) es un x—ideal algebraico (no necesariamente

cerrado) de B entonces || ||a: A — R, a— |¢(a)], es la inica C*-norma de A.

Demostracion. Es inmediato que || || 4 es una C*-norma en A. Para mostrar el reciproco
tomemos otra C*-norma en A, que llamaremos || ||". Completando A con respectoa || ||"y
usando el Teorema de Gelfand-Naimark obtenemos una *-representacién no degenerada

como operadores en un espacio de Hilbert 7: A — B(H) de manera que ||7(a)| = ||a]’.

Como mop~1: ¢(A) — B(H) es una *—representacion existe [FD88, VI 19.11] una tnica

extensién de mo ¢! a B, que llamamos p. Sabemos que p es inyectiva en ¢(A) porque

7 es inyectiva. Luego p es inyectiva en ¢(A) porque el hecho de que ¢(A) es un ideal de

B implica que para todo b € ¢(A) se cumple

p(b) =0 < p(b)p(é(a)) =0Va € A & bp(a) =0Va € A < bp(A) ={0} < b=0.

Los *—homomorfismos inyectivos entre C*-algebras son isometrias por lo que para todo
a € A se tiene que [lalla = [[¢(a)]| = p(¢(a)l] = [Im(a)l| = [lal’. O

Del Lema anterior se deduce que para cada espacio HLC X la inica C*-norma de C,.(X)
es la norma del supremo. También implica que para cada modulo de Hilbert X la *-
algebra F(X) := span{|z)(y|: z,y € X} C B(X) tiene una unica C*-norma, que es la
norma de operadores. El hecho de que span{X’, X') sea un ideal en una C*-algebra implica

lo siguiente.

Corolario B.13. Cada A—méddulo de Hilbert X (pleno o no) tiene una iunica norma K

tal que k(z(y, 2)a) < k(2)k(y)K(2) y k(x{z,2) 4) = K(2)3, para todo z,y, 2 € X. Ademds

esa norma es |z|| == ||(x, z) 4||/2.
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