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Resumen

En programacién funcional es comun escribir los programas como la composicion de funciones
relativamente mas sencillas. Esto tiene todas las ventajas asociadas a un estilo de programacion
modular. Sin embargo los programas obtenidos pueden ver afectada su eficiencia debido a la
generacién de las estructuras de datos intermedias que son utilizadas como comunicacion entre
las funciones involucradas en las composiciones.

Existe un conjunto de técnicas de transformacion de programas, conocidas como fusién o
deforestacion, que apuntan a la eliminacién de estas estructuras intermedias y permiten obtener
definiciones més eficientes, equivalentes a las originales. El objetivo es posibilitar que el progra-
mador pueda continuar escribiendo sus programas de forma composicional y generar un cédigo
equivalente, mas eficiente, que sea el que efectivamente se ejecute.

En este trabajo se considera el caso particular donde las funciones involucradas son tales que
construyen sus resultados utilizando un pardmetro adicional de acumulacion. Las técnicas de
fusion clasicas no suelen ser efectivas en el caso de estas funciones ya que no consiguen eliminar
las estructuras intermedias cuando las mismas son generadas en los parametros de acumulacién.

Como primera aproximacién a una solucién del problema se realiza una revisién del operador
afold propuesto por Pardo, el cual permite la definicion de funciones con acumuladores por
recursién estructural sobre tipos polinomiales. Se presenta una modificacién al operador que
permite ampliar el conjunto de funciones capaz de representar.

Posteriormente la tesis se concentra en la propuesta de un nuevo método de fusién basado
en el método de “Short-Cut Fusion” que contempla el caso en que la funcién productora genera
sus resultados utilizando pardmetros de acumulacién. Se muestra la aplicaciéon del nuevo método
a programas Haskell y se realiza una serie de pruebas que permiten comparar la performance
desde el punto de vista del tiempo de ejecucién y el espacio de memoria requerido entre las
versiones originales y transformadas de un conjunto de programas ejemplo.






Indice general

1. Introduccién

1.1.

1.2.
1.3.

Definicién del problema . . . . . .. ... ... ...
1.1.1. Fusién . . .. ... oo
1.1.2. Fusién con Acumulaciones . . . . . . . .. ..
Contribucién . . . .. ... L oo

Organizacién del documento . . . . . . . .. .. ...

2. Marco Formal

2.1.
2.2.
2.3.
2.4.
2.5.
2.6.

Functores . . . .. . ... oL
Algebras .........................
Tipos de datos inductivos . . . . . .. ... ... ..
El Operador Fold . . . . ... ... ... ... ....
Fusion . . . . . ... oo

“Short-Cut Fusion” . . . . . . . . . .. . ... ....

3. El Operador afold

3.1.
3.2.
3.3.

3.4.

Definicién . . . . . ... oo oo
Extensién del operador . . . . . ... ... ... ...
El operador foldl y su extensién . . . . . . ... ...
3.3.1. El operador foldl extendido . . . .. .. ...
3.3.2. Aplicacién: fisién de programas . . . . . . . .

Limitaciones del operador afold . . . . . . ... ...

4. “Short-Cut Fusion”
Acumulativa

4.1.

4.2.

Acumulaciones y “Short-Cut Fusion” . . . . . . . ..
4.1.1. Acumulaciones como funciones consumidoras
4.1.2. Acumulaciones como funciones productoras .

Definicién de la Ley “Short-Cut Fusion” Acumulativa

O = O W N o=

11
12
15
17
20
24
26

31
32
39
44
47
49
o6

63
64
64
66
71

iii



iv INDICE GENERAL

4.3. Pruebas realizadas . . . . . . . . . .. 77
4.3.1. Medidas de Tiempo de Ejecucién . . . . . . ... ... ... ... 79
4.3.2. Medidas del espacio de almacenamiento . . . . . . .. .. ... ... ... 89
4.3.3. Interaccion de optimizaciones . . . . . . . . .. ... L. 91

4.4, Resumen . . . . . . . . . Lo 94

5. Conclusiones 97

5.1. Trabajos relacionados . . . . . . . . .. .. L L 98
5.1.1. Lazy composition . . . . . . . . . ... 98
5.1.2. Fusion Algebraica . . . . . . .. . . L 99
5.1.3. Derivacién de acumulaciones . . . . . .. ... L oo 101
5.1.4. destroy [ unfold . . . . . . . .. 101
5.1.5. dmap . ... 103

5.2. Conclusiones . . . . . . . . . 104

5.3. Trabajo Futuro . . . . . . . . .. . L 105

Bibliografia 107
A. Cdédigos Fuentes 111

A.l. Tiposdedatos . . . . . . . . . . e 112
AL Lista . . .. o o 112
A2, Term . . . . oo 112
A.1.3. ShapeTree . . . . . . . . . e 113

A.2. Funciones productoras . . . . . . . . . ... 113
A2.1. asC . . o L 113
A2.2. flatten . . . . ... 113
A2.3. Teverse . . ... e 114
A2.4. reverseMod . . . ... 114
A25. TD . 115

A.3. Funciones consumidoras . . . . . . . . . ... 115
A.3.1. Altura Acumulativa . . . . . . . ... 115
A.3.2. Cantidad de Nodos . . . . . . . . . . . . 115
A33. Espejo . . . .. 116
A34 Largo . . . . . 116
A.3.5. Largo acumulativo . . . . . . ... 117
A3.6. Map . . . . o 117
A.3.7. Remplazar acumulativo . . . . .. ... ... .. ... ... .. ..., 117

Moénica Martinez Fusién en presencia de acumuladores



INDICE GENERAL v

A3.8. Reverse . . . . . . . 118
A.3.9. Reverse acumulativo . . . . . . ... Lo 118
A3.10.Suma ... 118
A.3.11.Suma acumulativa . . . . . ... Lo 119
A.3.12.Unp acumulativo . . . . . . . .. 119

A4 Ejemplos . . . . .. e 120
B. Datos de las Medidas 129
B.1. Medidas del Tiempo de ejecucién . . . . . . .. .. ... Lo 130
B.1.1. Valores Absolutos . . . . . . . . . .. .. ... 130
B.1.2. Porcentajes de Mejora . . . . . . .. ... o L 133

B.2. Medidas del espacio de memoria requerido . . . . . . . .. ..o 136
B.2.1. Valores Absolutos . . . . . . . . ... 136
B.2.2. Porcentaje de Mejora . . . . . . .. .. . L o 137

Fusién en presencia de acumuladores Mbonica Martinez






Indice de figuras

1.1.

3.1.
3.2.
3.3.

4.1.
4.2.
4.3.
4.4.
4.5.
4.6.
4.7.
4.8.
4.9.
4.10
4.11
4.12
4.13
4.14
4.15
4.16

Funcionamiento de la técnica de “Short-Cut Fusion” . . . . ... ... ... ... 5
Programa wc de Kernighan y Richie . . . . .. .. .. ... ... ... 50
Extraccion de contar palabras de we . . . . .. ..o o Lo 51
Segunda version de contar palabras . . . . . ... ... oL 54
Relacion Tarn/TOR - - - o v v v e e e e e e e e e e 80
Relacion TEN/TOR - - « o v o v e e e e e e e e e e e s 81
Tiempos versién final sobre original - Grupo I . . . . .. .. .. ... ... ... 82
Tiempos versién finales sobre original - Grupo IT . . . . . . . .. ... ... ... 82
Resena Biogréafica - MapReverse - versién final . . . . .. ... ... ... .... 83
Resena Biogréafica - MapReverse - versién original . . . . . . . .. ... ... ... 84
Resena histérica de clausuras - MapReverse - versién original . . . . . . . . . .. 85
Resena historica de clausuras - MapReverse - versién final . . . . . . .. ... .. 86
Resena Biografica - MapReverse Modificado - versién original . . . . . . . .. .. 88
. Resena Biografica - MapReverse Modificado - version final . . . . . . .. ... .. 89
. Relacién Espacio - Tiempo version manual sobre version original . . . . . . . .. 90
. Relacién Espacio - Tiempo version final sobre original . . . . . . . ... ... .. 91
.Relacion Tpnop/TOROp - -« « « « « « o v e e e 93
.Relacion Ernop/EOROp - « « + « v v v v e e 93
. % Mejora de las optimizaciones propias del compilador en el tiempo . . . . . .. 94

. % Mejora de las optimizaciones propias del compilador en el espacio . . . . . .. 95

vii






Indice de cuadros

B.1. Tiempos Absolutos - Versién Original - Consumidoras Acumulativas . . . . . . . 130
B.2. Tiempos Absolutos - Version Original- Consumidoras No Acumulativas . . . . . 130
B.3. Tiempos Absolutos - Versién Final - Consumidoras Acumulativas . . . . . . . . . 131
B.4. Tiempos Absolutos - Versién Final - Consumidoras No Acumulativas . . . . . . . 131
B.5. Tiempos Absolutos - Versién Manual - Consumidoras Acumulativas . . . . . . . 131
B.6. Tiempos Absolutos - Versién Manual - Consumidoras No Acumulativas . . . . . 132
B.7. Tiempos Absolutos - Versién SCA - Consumidoras Acumulativas . . . . . . . .. 132
B.8. Tiempos Absolutos - Versién SCA - Consumidoras No Acumulativas . . . . . . . 133
B.9. %Mejora Tiempo - Consumidoras Acumulativas . . . . . . . ... . ... .... 133
B.10. %Mejora Tiempo - Consumidoras No Acumulativas . . . . . ... ... .. ... 134
B.11. %Mejora Tiempo - Ej. Optimizadas - Consumidoras Acumulativas . . . . . . . . 134
B.12. %Mejora Tiempo - Ej. Optimizadas - Consumidoras No Acumulativas . . . . . . 135
B.13.Espacio Absolutos - Consumidoras Acumulativas . . . . . .. .. ... ... ... 136
B.14.Espacio Absolutos - Consumidoras No Acumulativas . . . . . ... ... .. ... 136
B.15. %Mejora Espacio - Consumidoras Acumulativas . . . . . . . ... ... .. ... 137

B.16. %Mejora Espacio - Consumidoras No Acumulativas . . . . . . ... ... .... 137






Introduccion

Contenido
1.1. Definicién del problema . . . . . . .. .. ... . 00 oo,
1.2. Contribucidn . . . . . . . . @ @ i e e e e e e e e e e e e e e e e

1.3. Organizacion del documento . . . . . . . . . . ... v v v v,




2 CAPITULO 1 Introduccién

1.1. Definicién del problema

En programacién funcional, la composicién de funciones es una herramienta fundamental al
momento de escribir los programas ya que mediante su utilizacién es posible combinar pequenos
programas para obtener la solucién a un problema mayor. Esto permite obtener beneficios como:
aumentar la legibilidad de los programas, facilitar su mantenimiento, ademas de incentivar el
uso de bibliotecas predefinidas [Hug89]. Sin embargo el uso sistematico de la composicién de
funciones muchas veces también provoca la obtencién de programas ineficientes.

Dada una composicién de funciones ¢ o p donde p es una funcién que produce una estruc-
tura de datos a ser consumida por la funcién ¢, dicha estructura cumple inicamente un rol de
comunicacién de datos entre estas dos funciones. El manejo de la estructura intermedia requiere
que sus nodos sean alojados en memoria, recorridos y finalmente descartados, requiriendo por
lo tanto tiempo adicional de procesamiento y espacio de memoria para alojar sus nodos y fre-
cuentes llamadas al “garbage collector” para recolectar los nodos liberados. Esto genera un costo
que muchas veces puede ser elevado tanto en tiempo de ejecucién como en espacio de memoria
requerido.

Por ejemplo, consideremos el siguiente programa que dada una lista de enteros y una condi-
cién p sobre los enteros, devuelve la suma de los elementos del mayor prefijo tal que se cumple
que todos sus elementos satisfacen la condicién p. En particular, dada la lista [7,21,49,6,14] y
la condicién ser multiplo de 7 (denotada por 7), el prefijo que cumple la condicién es [7,21,49],
por lo que el resultado que se obtiene de aplicar la funcién es 77.

Una primera solucién en la cual se pone énfasis en la claridad podria ser:

sumTaokeW p = sum o take While p

takeWhile p [] =]
takeWhile p (a : as) = if p a then a: takeWhile p as else []

sum [] =0
sum (a:as) = a+ sum as

donde el problema original se descompone en dos subproblemas cada uno de ellos resuelto por una
funcién diferente: take While p y sum respectivamente. En primer lugar la funcién take While p
construye una lista que corresponde al mayor prefijo de la lista de entrada tal que sus elementos
cumplen la condicién p. A continuacion la funcién sum toma dicho prefijo y calcula la suma de
los elementos que lo componen. El ejemplo se puede representar graficamente como:

take While T sum
[7,21,49,6,14] - [7,21,49] — 77

donde la flecha representa la aplicacién de la funcién que tiene por nombre. Notar que la lista
intermedia se usa simplemente como comunicacién de datos entre las dos funciones y que luego
es descartada.

Si la prioridad es la eficiencia, es posible pensar otras soluciones para este problema donde
no se genere la lista intermedia. Como primer ejemplo es posible considerar la siguiente solucion:

Moénica Martinez Fusién en presencia de acumuladores



1.1. Definicién del problema, 3

sumTakeW p [] =0
sumTakeW p (a: as) =if p a then a + sumTakeW p as else 0

donde se define sumTake W directamente en una Unica funcién que a medida que recorre la lista
de entrada determina si el elemento cumple la condicién especificada y en caso afirmativo lo
considera para la suma final; en caso contrario finaliza la recorrida de la lista.

Otra posible solucion es:

sumTakeW p xs = sumTakeW' p 0 zs
where
sumTake W' p ac [] = ac
sumTakeW' p ac (a: as) = if p a then sumTakeW' p (a + ac) as
else ac

En este caso la funcién sumTakeW se define en términos de otra, sumTake W', que utiliza un
parametro adicional, un acumulador, donde se va generando el resultado final de la funcién.

Los dos casos anteriores se corresponden con distintas soluciones donde efectivamente se evita
la construccién de la estructura intermedia. Esto queda claro si se observa que en las nuevas
soluciones no se utiliza ninguna aplicacion de los constructores de lista. En general, las distintas
versiones que se pueden definir para una funcién presentan diferentes caracteristicas desde el
punto de vista de las mejoras que permite obtener cada una, tanto en lo que respecta a tiempo
de ejecucién o espacio consumido, asi como las posibilidades de obtener dichas versiones en
forma automaética. Si bien estas soluciones cumplen con el objetivo de no construir la estructura
intermedia presentan otros inconvenientes. Por ejemplo, reutilizan menos cédigo (no se basan
en otras funciones preexistentes ya testeadas que puedan estar en bibliotecas), es més dificil
comprender qué hacen, y no siempre son tan naturales de escribir.

Lo deseable es que el programador escriba los programas de forma modular pero que los
programas que efectivamente se ejecuten sean una version transformada de los mismos de mayor
eficiencia. Para esto es necesario que los compiladores sean capaces de realizar esta transforma-
ciéon de manera automatica. De esta forma el programador obtendria “lo mejor de dos mundos”:
claridad en el cédigo y mejor eficiencia en la ejecucion.

1.1.1. Fusién

Existe una linea de investigacion que se dedica al estudio de cémo transformar la composicion
de programas funcionales de forma de obtener un programa equivalente pero sin la creacién de
estructuras intermedias. Debido a que en los lenguajes funcionales estas estructuras en general
son arborescentes, se dice que la técnica es de “deforestacion” [Wad90]. La eliminacién de la es-
tructura intermedia se logra reemplazando las funciones involucradas en la composicion por una
equivalente que combine sus cédigos. Es por esta razén que también se dice que las técnicas son
de “fusion”. La caracteristica ecuacional de los programas funcionales puros hace que estos sean
adecuados para ser transformados aplicando determinadas leyes que garantizan la correctitud
de la transformacion.

Considerando el ejemplo antes presentado (sum o take While p), la idea que se encuentra por

Fusién en presencia de acumuladores Mbonica Martinez



4 CAPITULO 1 Introduccién

detras de la fusiéon puede representarse graficamente como:

take While 7
[7,21,49,6,14] — L 17 91 49

sum

77

La composicion de las funciones take While p y sum se reemplaza por una nueva definicién
de sumTakeW p en la que se combinan los cédigos de dichas funciones y donde no se construye
la lista intermedia.

Una forma de derivar la definicién fusionada de sumTakeW es a través del método de “ple-
gado/desplegado ” [BD77] que consiste en hacer anélisis de casos:

Caso []: sumTakeW p []
= { Def. de sumTakeW }
sum (take While p [])
= { Def. de take While }
sum []
— { Def. de sum }

Caso (a:as): sumTakeW p (a: as)

= { Def. de sumTakeW }

sum (takeWhile p (a : as))
= { Def. de takeWhile }

sum (if p a then a : take While p as else [])
= { sum es estricta }

if p a then sum (a : takeWhile p as) else sum ||
= { Def. de sum }

if p a then a + sum (takeWhile p as) else 0
= { Def. de sumTakeW }

if p a then a + sumTakeW p as else 0

En resumen, se obtiene la siguiente expresién para la funcion sumTake W':

sumTakeW p ] =0
sumTakeW p (a: as) =if p a then a + sumTakeW p as
else 0

la cual corresponde a la solucion del problema presentada como primera alternativa que evita
la construccion de la estructura intermedia.

Moénica Martinez Fusién en presencia de acumuladores



1.1. Definicién del problema, 5

Existen hoy en dia varios métodos muy conocidos que permiten realizar con éxito este tipo
de transformaciones para un amplio conjunto de funciones. Estos métodos presentan enfoques
diferentes poniendo énfasis en distintos aspectos de las funciones involucradas y en consecuencia
pueden obtener resultados con diferentes caracteristicas.

Uno de los métodos de fusién més conocidos es “Short-Cut Fusion” [GLJ93]. La idea es-
encial de esta técnica es identificar los lugares de la funcién productora donde efectivamente
se construye la estructura intermedia y sustituir las ocurrencias de los constructores por las
operaciones que realiza la funciéon consumidora sobre cada uno de ellos.

Constructores de la
estructura intermedia

take While p [] =] :
: . v ;
takeWhile p (a : as) = if p a then a : take While p as
else ||
> Accion de la funcién consumidora
SUTn [ } =) sobre cada constructor de la

sum (a: as) = a +*Sum as

estructura intermedia

sumTakeW p [] =D
sumTakeW p (a : as) £ if p a then a + sumTakeW p as
v
else 0

[susTITUCION |+

Figura 1.1: Funcionamiento de la técnica de “Short-Cut Fusion”

En la Figura 1.1 se muestra el funcionamiento de esta técnica de fusién para el ejemplo,
donde un tipo de flecha diferente se asocia a cada constructor del tipo lista. Primero se identifican
los constructores de la lista intermedia en el cuerpo de la definicién de la funcién productora
take While. A continuacién se observa que la funcién consumidora sum para el caso de la lista
vacia devuelve el valor 0 y para el caso de una lista no vacia devuelve la suma del primer
elemento con la suma del resto de los elementos de la lista. Finalmente la funcién resultante
de la aplicacién de fusion se construye sustituyendo en el cuerpo de la funcién productora las
ocurrencias del constructor de lista vacia por el valor 0 y el constructor (:) por la funcién (+).

Esta técnica de fusién es genérica en el sentido de que puede ser utilizada de manera uniforme
para una amplia clase de funciones y tipos de datos.

A pesar de la existencia de diferentes métodos que permiten realizar con éxito la fusion de
muchos tipos de composiciones, todavia hay una clase de funciones para las que no ha sido posible
encontrar técnicas eficaces para la fusién en forma general. Entre estos casos se encuentran las
composiciones que son el objeto de estudio de esta tesis en las que la funcién productora es
una acumulacién, entendiendo por tal a una funcién que construye su resultado en parametros
adicionales llamados pardmetros de acumulacion.

Fusién en presencia de acumuladores Mbonica Martinez



6 CAPITULO 1 Introduccién

1.1.2. Fusién con Acumulaciones

El uso de acumulaciones es ampliamente conocido en el contexto de programacién funcional
y muchas veces son fuentes de mejora en la eficiencia de los programas [Bir84, Bir98]. El ejem-
plo tipico es la versién acumulativa de la funcién reverse. La funcién reverse, que invierte los
elementos de una lista, tiene la siguiente definicion:

reverse i [a] — [a]
reverse || =]
reverse (a : as) = reverse as H [a]

donde (4) corresponde a la funcién que concatena dos listas. El tiempo de ejecucién de esta
funcion es cuadratico en el largo de la lista debido a la presencia de la funciéon de concatenacion
(+). Sin embargo es posible obtener una funcién cuyo tiempo de ejecucién es lineal si se usa un
acumulador que vaya manteniendo el resultado intermedio.

reverse s = areverse s ||

areverse :[a] — [a] — [a]
areverse [| xs = zs
areverse (a : as) xs = areverse as (a: s)

La salida se va generando en el acumulador de la funcién para ser devuelto al llegar al final de
la lista de entrada.

Andlogamente, es posible definir una funcién acumulativa, similar a la funcién take While, en
la que se obtiene el mismo prefijo que con take While pero en el orden inverso:

take While p xs = atake While p xs []
atake While ::(a — Bool) — [a] — [a] — [a]
atakeWhile p [] ys =ys

atakeWhile p (a: as) ys = if p a then atake While p as (a : ys) else ys

Cuando la funciéon productora es una acumulacion las técnicas clasicas de deforestacion
[Wad90] no consiguen alcanzar los pardmetros de acumulacién de dicha funcién y en consecuencia
la generacién de la estructura intermedia no consigue ser totalmente eliminada. Esto se puede
visualizar, por ejemplo, mediante un andlisis de casos similar al realizado anteriormente para
sumTakeW | pero ahora considerando atake While en lugar de take While. Debido a que la funcién
suma (4) es asociativa y conmutativa, el resultado de sumar el prefijo obtenido con take While
es el mismo que se resulta al sumar su inverso (que es el obtenido con atake While).

Caso []: sumTakeW p [] ys
— { Def. de sumTakeW }
sum (atakeWhile p [] ys)
= { Def. de atake While }

sum ys

Moénica Martinez Fusién en presencia de acumuladores



1.2. Contribucion 7

Caso (a:as): sumTakeW p (a: as) ys
= { Def. de sumTakeW }
sum (atakeWhile p (a : as) ys)
= { Def. de atakeWhile }
sum (if p a then atake While p as (a: ys) else ys)

if p a then sum (atakeWhile p as (a: ys)) else sum ys
= { Def de sumTakeW }
if p a then sumTakeW p as (a: ys) else sum ys

La definicién obtenida no es satisfactoria en el sentido de que se continta construyendo una
lista intermedia en el acumulador de las llamadas recursivas, la cual debe ser evaluada por la
funcion sum al alcanzar la lista vacia o el primer elemento que no cumpla la condicién p.

La aplicacion de la técnica de “Short-Cut Fusion” en el caso de que la funcién productora
sea una acumulacién requiere de ciertas consideraciones particulares debido a la existencia del
parametro de acumulacion y el hecho de que el mismo puede contener parte de la estructura
intermedia. Por ejemplo, en la version acumulativa de take While el pardmetro de acumulacién
(ys) directamente aloja parte de la estructura intermedia que luego debe ser alcanzada por
la funcién consumidora. La construcciéon de toda o parte de la estructura intermedia en el
acumulador es en muchos casos ignorada por los métodos de fusién (como ocurrié en la derivacién
anterior) y requiere de consideraciones particulares por parte de los métodos para alcanzar sus
constructores.

Una posible solucién para sumTake W que considera en forma explicita el acumulador de la

funcién productora es:

sumTakeW p as = sumTakeW' p as 0

sumTakeW' p [] n =n
sumTakeW' p (a: as) n = if p a then sumTakeW' p as (a + n) else n

Este trabajo se propone avanzar en la solucion al problema de la fusién cuando la funcién
productora es una acumulacién poniendo énfasis en una técnica basada en “Short-Cut Fusion”.
Aplicando esta nueva técnica se obtendré esta definicién acumulativa para sumTake W .

1.2. Contribucion

La principal contribuciéon de este trabajo consiste en la propuesta de una nueva regla de
fusién basada en el método de “Short-Cut Fusion” [GLJ93] que contempla el caso en que la
funcién productora genera sus resultados utilizando parametros de acumulacién, situacién que
no es considerada en la propuesta original del método.

Junto con esta propuesta se llevan a cabo una serie de pruebas con un conjunto de programas
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tomados como ejemplos. Se realizan comparaciones entre los programas originales y los trans-
formados tanto en términos de tiempo de ejecucién como de consumo de memoria. Esto permite
observar el impacto real del uso de la regla de fusién propuesta en ejemplos concretos ya que en
muchos casos la eliminacion de la estructura intermedia no es una garantia en si misma de que
se logren mejores resultados. Las programas utilizados fueron escritos en Haskell y compilados
con GHC (Glasgow Haskell Compiler) versién 6.8.2 [GHC].

En forma adicional se realiza un estudio del operador afold, propuesto en [Par03], el cual
permite la definicién de acumulaciones por recursiéon estructural. Se realiza una pequenia mod-
ificaciéon al mismo, eliminando ciertas restricciones en su definicion, lo que permite ampliar el
conjunto de las acumulaciones representables en forma directa. La mayoria de las leyes de fusion
asociadas a este operador contintian siendo validas en la version modificada y como consecuencia
es posible resolver la fusién de un conjunto mayor de composiciones en forma efectiva. Tomando
como inspiracién el trabajo realizado en [Gib06] se usan estas leyes de fusién para mostrar un
uso no tradicional de las mismas en el contexto de fision de programas, esto es, el proceso inverso
a la fusién donde se descompone una funcién en la composicién de funciones mas sencillas.

Parte de los resultados de esta tesis fueron publicados en [MP09].

1.3. Organizacion del documento

Este documento estd organizado en cinco capitulos (incluido éste) y dos anexos cuyos con-
tenidos se describen a continuacion.

El Capitulo 2 presenta los conceptos y herramientas formales necesarias como base para el
desarrollo del trabajo. Se formalizan conceptos tales como tipos de datos inductivos, operadores
recursivos y leyes de fusién, entre otros.

En el Capitulo 3 se hace una revision del operador afold y sus leyes de fusién. Se define
una extension al mismo, afoldE, que permite capturar el comportamiento de un nuevo grupo de
acumulaciones. Se muestra que el operador foldl, de amplio uso en programacién funcional, es
un caso particular del operador afold. Finalmente, usando las leyes asociadas al operador afold
se desarrolla un ejemplo de fisién (lo inverso a fusién) para un ejemplo basado en lo presentado
por Gibbons [Gib06].

En el Capitulo 4 se presenta la propuesta de la ley de “Short-Cut Fusion” acumulativa
siguiendo el enfoque de la ley de “Short-Cut Fusion” estandar. Se realiza la definiciéon de la
nueva ley, se da su justificacién formal y se muestra una serie de ejemplos que permiten visualizar
su uso para distintos tipos de datos. Finalmente, se presentan los resultados obtenidos en las
pruebas comparativas entre las versiones originales y transformadas (resultantes de aplicar la
ley propuesta) para un conjunto de programas desde el punto de vista del tiempo y el espacio
de memoria requerido para la ejecucion de los mismos.

En el Capitulo 5 se presenta un breve resumen del trabajo realizado, el vinculo con otros tra-
bajos relacionados que se consideran representativos y finalmente se mencionan posibles trabajos
futuros.

En el Anexo A se presentan los cédigos fuentes de las funciones utilizadas como funciones

Moénica Martinez Fusién en presencia de acumuladores



1.3. Organizacién del documento 9

consumidoras y productoras en los ejemplos de las pruebas realizadas, asi como la instancia de la
ley de fusion para cada uno de los tipos de datos utilizados. Finalmente, se presenta la definicién
recursiva de cada una las funciones obtenidas como resultado de aplicar la ley de fusién a los
distintos ejemplos considerados.

En el Anexo B se presentan los valores de tiempo de ejecucion y espacio de memoria requeri-
dos por los distintos programas considerados en las pruebas realizadas. Estos valores son los que
justifican los datos de los gréficos presentados en el Capitulo 4.
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T \V este capitulo se presentan los conceptos y herramientas formales que sirven
—{ de base para el desarrollo del trabajo. Interesa poder representar los progra-
J mas recursivos en forma genérica con respecto al tipo de dato que manipulan
asi como poder razonar acerca de los mismos. Para ello se toma un modelado alge-
braico para la descripcién de los tipos de datos y los programas, lo que permite una
representacion suficientemente abstracta (independiente de aspectos sintécticos) y
adecuada para una manipulacion formal de los programas.

En especial se introduce el operador recursivo fold, el cual captura definiciones de
funciones por recursién estructural y puede ser definido para cualquier tipo de dato
inductivo. Se presentan leyes de fusion asociadas al operador fold poniendo especial
énfasis en la ley conocida como fold /build.

En las siguientes secciones se presentan tinicamente las nociones que son necesarias
para este trabajo. Se trabaja unicamente con funciones totales por lo que se usa
una semantica basada en conjuntos donde los tipos de datos son interpretados como
conjuntos y las funciones son funciones entre los mismos. Por mas detalles ver, por
ejemplo, [BAM97, TM95] .

Contenido
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2.2. Algebras .................................... 15
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2.5. Fusion . . . . . 0 i i i i i e e e e e e e e e e e e e e e e e e e e e 24
2.6. “Short-Cut Fusion” . . . . . . . . . . i it i ittt vt v 26
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12 CAPITULO 2 Marco Formal

2.1. Functores

El modelado de los tipos de datos estd fuertemente relacionado con el concepto de functor
por lo que se comienza por la presentacién de este ultimo.

Definicién 2.1.1 (Functor). Un functor F' es un operador formado por dos componentes:

= un constructor de tipos F' ::x — x;
» una funcién F :: (a — b) — (F a — F b) tal que se cumplen las propiedades:

Fid =id
F(fog)=FfoFy

La primera propiedad dice que las identidades son preservadas por un functor, mientras que
la segunda establece la preservacién de composiciones.

Un ejemplo clasico de functor es el que estd dado por el constructor de tipos lista y la funcién
map:

map (e —b) — [a] — [b]
map f [] =]
map f (x:xs)=f z:map [ zs

Al comenzar a trabajar con functores surge casi inmediatamente la necesidad de ampliar
este concepto para llegar a hablar de functores sobre mas de un argumento.

Definicién 2.1.2 (Bifunctor). Un bifunctor es un functor en dos variables dado por las com-
ponentes:

= un constructor de tipos binario F :: % — % — x;

» una funcién F :: (a — b) — (¢ — d) — (F a ¢ — F b d) tal que se cumplen las siguientes
propiedades:

Fid, id, = id Fap
F(fog)(hok)=FfhoF gk

A continuacién se presentan, a modo de ejemplo, aquellos functores que resultan mas rele-
vantes para el resto del trabajo.

Functor Producto El constructor de tipos de este functor corresponde al constructor de
pares. La otra componente es una funcién que toma dos funciones como argumento las cuales
son aplicadas a cada componente del par de entrada. Este functor se suele escribir en forma
infija.
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typea x b = (a,b)
(X) ::(a—>c)—>(b—>d)—>a><b—>c><d

(f x g)(a,;0)=(f a,gb)

Asociado a este functor es posible definir las funciones de proyeccién y la llamada split

(=5 =)

™ T a X b—a

7 (a,b) = a

T a X b—b
Up) ((Z, b) =b
o) ow
(fr9)a = (fa,ga)

c—a)— (c—b)—c—(a,b)

Estas funciones tienen las siguientes propiedades:

fom = mo(f x g)
gomy = mao(f x g)
(fsg)oh = (foh,goh)

Maés atin, es posible definir la accion del functor sobre funciones a partir de la funcién split:
[ x g = (fom,gom). El functor producto puede ser generalizado en forma inmediata
para n componentes.

Functor Suma El constructor de tipos de este functor corresponde al constructor de la unién
disjunta. La otra componente es una funcién que toma dos funciones como argumento y aplica
la que corresponde segun el origen de la entrada.

dataa+ b = Left a | Right b

(—|—) ::(a—>c)—>(b—>d)—>(a—|—b)—>(c—|—d)
(f +9) (Left a) = Left (f a)

(f + g) (Right b) = Right (g b)

Asociada a este functor es posible definir la funcién que realiza un analisis de casos:

(V) t(a—c¢)—=(b—c)—(a+b)—c
(fvy) (Lefta) =fa
(f v g) (Right b) = g b

Adicionalmente las siguientes propiedades se satisfacen:

ho(fvyg)  =(hof)V(hog)
(f + g) o Right = Right o g
(F+g)oLeft = Leftof
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14 CAPITULO 2 Marco Formal

Al igual que con el producto, este functor también puede ser generalizado para n compo-
nentes.

Estrechamente ligado al concepto de functor estd el de transformacion natural.

Definicién 2.1.3 (Transformacién Natural). Dados dos functores F' y G, una transforma-
cion natural 7: F = G es una familia de funciones 7, :: F' « — G a tal que para toda f::a — b
se cumple la condicién:

Gfote = Mol f (2.1)

que es equivalente a decir que el siguiente diagrama conmuta:

Fa Ta G a

Ff Gf

Fb Gb
Th

Una transformacién natural es una funcién que recibe una estructura de datos y devuelve otra
conteniendo elementos del mismo tipo. A la condicién (2.1) se le llama condicién de naturalidad.

En el contexto de los lenguajes de programacion el concepto de naturalidad es sinénimo al de
polimorfismo paramétrico. Una relacién entre transformaciones naturales y funciones polimérfi-
cas se describe en [Wad89], donde se establece que cada funcién polimérfica satisface un conjunto
de propiedades, conocidas como “free theorems”, que se deducen directamente de su tipo. Por
ejemplo, la condicién de naturalidad de la funcion concat:

concat = [[a]] — [a]
concat |] =]
concat (a: as) = a H concat as

establece por ejemplo que, para toda funcién f :: a — b,

concat

[le]] ————— 4]

map (map f){ Jmapf

[[b)] ——— [}]

concat
map f o concat = concat o map (map f)

Esto es, el resultado es independiente del orden en que se apliquen las funciones involucradas;
se obtiene lo mismo si primero se concatenan las listas y luego se aplica la funciéon f a los
elementos de la lista resultado que si se aplica la funcion f a los elementos de cada una de las
listas originales y luego se concatenan éstas. Asi, la funcién concat no depende de la estructura
de los elementos de las listas que se estan concatenando.
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2.2. Algebras

El modelado de tipos de datos a ser presentado se basa en el concepto de algebra para un
determinado functor, el cual se introduce a continuacién. En particular, resulta relevante la
definicién del concepto de algebra inicial.

Definicién 2.2.1 (F-algebra). Dado un functor F', una F-algebra es una funcién h:: F a — a.
Al tipo a se le llama conjunto soporte del algebra. .

Un algebra es un conjunto de operaciones donde el functor representa la signatura de las
mismas.

Ejemplo 2.2.2.

1. Dado el functor F' definido como:
Fa=a X a

Ffr=1Ffxf
Las siguientes funciones son F-dlgebras:

4+ :: Nat x Nat — Nat

@ : Nat, x Nat, — Nat,
donde + se corresponde con la suma de naturales, Nat, = {0,1,2,--- ,p—1}y
n @& m=(n-+m)modp

2. Sea el functor G definido como:
Ga =a+a X a

Gf =f+fx/f
La siguiente funcién es una G-algebra:
(not v &&) :: Bool + Bool x Bool — Bool

3. Sea el functor H definido como:
Ha =14a X a

Hf =idid+f x f
La siguiente funcién es una H-algebra:
(const [|V ++) =1+ [a] X [a] — [a]
donde +- es la funcién que concatena dos listas.

a

Nota 2.2.3. En las algebras las constantes de tipo ¢ son representadas como funciones de tipo
1 — ¢, esto es, una funcién que tomando () devuelve ¢, por ejemplo const []:1 — [a].

Definicién 2.2.4 (F-homomorfismo). Dadas dos F-dlgebras: h:: F a —ay h':: F b — b,
un homomorfismo entre ellas es una funcién f :: a — b tal que el siguiente diagrama conmuta

Ff

Fa Fb
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16 CAPITULO 2 Marco Formal

.
Ejemplo 2.2.5. Sean las F-algebras presentadas en el Ejemplo 2.2.2 (1). Es sencillo ver que
h  :: Nat — Nat,
hn=mnmodp
es un F-homomorfismo entre ellas dado que el siguiente diagrama conmuta:
h x h
Nat x Nat —— Nat, x Nat,
+ S
Nat ; » Nat,,
O

Definicién 2.2.6 (Algebra inicial). Una F-lgebra es inicial si y sélo si existe un tinico
F-homomorfismo entre ella y cualquier otra F-dlgebra. .

El algebra inicial es también conocida como el dlgebra de términos.

Definicién 2.2.7 (Transformador). Un transformador de algebras es una funcién T,

T:Va.(Fa—a)— (Ga— a),polimérfica en a, que transforma F-dlgebras en G-élgebras.s

A partir del tipo de un transformador T es posible derivar la siguiente propiedad usando la
técnica de los “free theorems” [Wad89] :

F
Fa / Fb Ga ¢f b
h K = Th Th
a ——— b a b
/ f

Esta propiedad dice que todo homomorfismo entre F-algebras lo es también entre las algebras
transformadas.

Ejemplo 2.2.8.
Sea una funcién f :: b — a y la funcién T definida como:
T:((14a x¢c)—c)—((14+b x ¢)—>c)

T (h) = Az . case = of
Left () — hl
Right (n,1) — he (f n,l)

h = (h1 \Y h2)

Es posible demostrar que T es efectivamente un transformador. (En el Ejemplo 2.5.3 se
mostrard un uso del mismo). O
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2.3. Tipos de datos inductivos

En esta seccion se muestra como es posible modelar el concepto de tipo de datos a partir
del concepto de functor antes presentado. Para esta tesis se considera sélo el caso de los tipos
inductivos, los que corresponden a declaraciones de tipos de datos de la forma:

datar=Ci7i1 - 7oy | o0 | CoTug o0 Tk,

donde los 7; ; estdn restringidos a:

tipos constantes (por €j. Int, Char);

variables de tipo;

= el propio tipo T;

constructores de tipos D (ej. List) aplicados a expresiones 7/ ; con las mismas restricciones.
%

A partir de una declaracion de tipo de esta forma es posible derivar un functor F' que tiene
como funcién capturar la signatura del tipo. Dicha derivacion procede de la siguiente forma:

Se sustituyen las alternativas por sumas (esto es, se reemplazan los | por +).

cada lista de parametros 7;1 --- 7; 1, se visualiza como un producto 7;1 X --+ X T;p,

Las ocurrencias del tipo 7 se sustituyen por la variable del functor.

Los constructores de tipos nularios se sustituyen por el tipo unit (denotado por 1).

Aplicando este procedimiento se obtiene el constructor de tipo del functor:
F a=011 X - X 01} +"'+Un,1 X 0 X Onky,

donde 0, j = 7;; [a / T], o sea, el resultado de sustituir las ocurrencias de 7 por la variable a en
todos los 7; ;.

La accién sobre funciones del functor se obtiene en forma similar a lo realizado para la
obtencién del constructor de tipos F' con la diferencia de que las ocurrencias de la variable de
tipo @ ahora son reemplazadas por una funcion f y el resto de las posiciones se reemplazan por
la correspondiente funcién identidad. Esto es,

Ff=giaX - Xgig+ - +gn1 X X gnk,
f st oi;=a
donde g; j = id si o;; =1t para algun tipo t
D g’i’j st 0, =D O';J-
donde D en D g¢';; corresponde a la funcién mapp :: (¢ — b) — (D a — D b) asociada al
constructor de tipo D.

A continuacién se presentan los functores que capturan la estructura de algunos tipos de
datos, obtenidos por la aplicaciéon del procedimiento expuesto anteriormente.
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Ejemplo 2.3.1.

1. Ntmeros naturales:

Dada la definicion del tipo:

data Nat = Zero | Succ Nat

se puede derivar el functor N

Na=1+a
N = (a—b)—(Na—Nhb)
Nf = id+f

2. Expresiones aritméticas:

Dada la definicion del tipo:

data Fzp = Num Int | Add Ezp Exp

se puede derivar el functor F
Fa=Int+a X a

E @ (a—b)—-(FEa—EDb)
Ef =idid+f x f

En el caso de los tipos paramétricos se hace necesario modificar la expresién del functor
asociado al tipo de datos de forma de explicitar las posiciones correspondientes al pardmetro del
tipo. La signatura de un tipo paramétrico debe cargar con el nombre del pardametro por lo que
es necesario trabajar con un bifunctor F. El primer argumento del bifunctor va a representar el
parametro y el segundo la variable que indica las posiciones recursivas del tipo de dato. Fijando
el primer argumento en un objeto a, se obtiene el functor F' a _, que usualmente se representa
por F,, tal que:

F,b = Fab
Fof = Fid,f

Ejemplo 2.3.2.

A continuacion se presentan los functores que capturan la estructura de algunos tipos de
datos paramétricos.

1. Listas
Dada la definicién del tipo:
data List a = Nil | Cons a (List a)

se obtiene el functor L,:
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Lob =14a x b
L, (b—c¢)— (Lygb— Ly c)
Lof = id+id x f

2. Arboles binarios con informacion en las hojas

Dada la definicion del tipo:
data Btree a = Leaf a | Join (Btree a) (Btree a)

se obtiene el functor By:

B,c = a+c X ¢
B, (¢ —d)— (By c— B, d)
By f =id+f x f

3. Arboles binarios con informacion en los nodos

Dada la definicién del tipo:
data Tree a = Empty | Node (Tree a) a (Tree a)
se obtiene el functor T,:
Toc=1+c¢c X a X ¢

T, (¢c—=d)— (Tgc— Ty d)
Tof = Wd+f xid x f

Q

IS}

Finalmente, la derivacién del functor F' que captura la signatura de un tipo recursivo 7, lleva
a que cada tipo 7 pueda ser interpretado como una solucién (un punto fijo) a la ecuacién:

r ¥ Fuz (2.2)

donde por solucién se entiende a un par dado por un objeto z y un isomorfismo. De todas las
posibles soluciones consideraremos la minima que es la que se corresponde al tipo inductivo.
Dicha solucién estd dada por el tipo denotado por uF' y por dos funciones inp :: F uF — pF'y
su inversa.

inF

FuF

1
ing

El tipo puF' corresponde al conjunto de términos finitos del tipo. Y el dlgebra ing, que
empaqueta a los constructores del tipo, satisface la propiedad de ser inicial.

A continuacién se presentan las funciones inp para algunos de los tipos de datos presentados
en los ejemplos anteriores.
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Ejemplo 2.3.3.

1. Naturales

uN = Nat

InN :: N Nat — Nat
iny (Left ()) = Zero

iny (Right n) = Succn

2. Expresiones Aritméticas

uE = FExp

ng 2 FE FEzxp — FExp
ing (Left n) = Numn

ing (Right (e,e’)) = Adde ¢

d

En el caso un tipo paramétrico D ocurre que D a = uky,, siendo F, el functor que captura
su signatura. Los constructores son entonces dados por el algebra inicial ing, :: Fy (D a) — D a.

Ejemplo 2.3.4.

1. Listas
wlg = Lista
nr, ©: Ly List a — List a
ing, (Left ()) = Nil
ing, (Right (z,zs)) = Consx xs

2. Arboles binarios con informacién en las hojas

wBq = Dtree a

ing, :: B, Btree a — Btree a
ing, (Left a) = Leaf a

ing, (Right (i,d)) = Joinid

2.4. El Operador Fold

A partir de la propiedad que define el dlgebra inicial es posible asociar a cada tipo de dato
inductivo 7 un operador recursivo que captura el comportamiento de las funciones definidas por
recursién estructural sobre 7.

Definicién 2.4.1 (Fold). Dada una F-dlgebra: h:: F' a — a, se define fold [Bir98](o catamor-
fismo [MFP91]), denotado por foldy h, al tinico homomorfismo entre ing y h. .
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Por ser fold zh un homomorfismo se cumple la ecuacién:

foldp hoing = hoF foldy h (2.3)

Diagraméticamente,

F (foldp h
FMFMFCL

i’l?,F h

j
M, n

A continuacién se presenta una serie de ejemplos donde se deja en evidencia las caracteristi-
cas del operador fold para distintos tipos de datos. Al presentar las instancias del operador fold
para tipos de datos concretos, vamos a escribir las operaciones de un dlgebra hy V hy V ... V hy,
como una tupla (hT7 ho, ,E) donde cada h; :: 0y — Oiy — -+ — 0, — a es la versién currifi-
cada de h; ;104 X 04, X --- X 04 — a. Operaciones de tipo 1 — a serdn representadas por el
correspondiente valor de tipo a.

Ejemplo 2.4.2.

1. Naturales

Considerando la definicién del functor para los naturales (N) y su algebra inicial (iny),
fold 5 es la funcién tal que:

fold 2 (a,a — a) = Nat — a
Joldy (hy,he) = fn
where
v Zero =h

fn (Suce n) = ha (fv n)

En particular, la funcién add m : Nat — Nat,

add m Zero =m

add m (Succ n) = Succ (add m n)

se puede expresar en términos del operador fold:
add m = fold  (m, Succ)

2. Expresiones aritméticas

Considerando la definicién del functor para las expresiones aritméticas (E) y su élgebra
inicial (ing), foldg es la funcién tal que:

fold g 2 (Int — a,a— a—a) — Exp — a
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fOldE (hl, hQ) = fE
where

fE (Num i) = h1 1
fe (Add e €') = ha (fg e) (fg ¢')

En particular, la funciéon que evalia una expresion aritmética:

eval = Fxp — Int
eval (Num i) =1

eval (Add e €') = add (eval €) (eval €’)

se puede expresar en términos del operador fold:

eval = foldy (id, add)

3. Listas

Considerando la definicién del functor para las listas (L,) y su algebra inicial (iny, ), fold,
es la funcion tal que:

foldy, - (bya — b —b) — Lista — b
foldy, (h1,h2) = fL
where
fr Nil =h

fr (Cons z zs) = ha z (ff, xs)

Por ejemplo, la funcién que calcula la cantidad de elementos de una lista:

length :: List a — Nat
length Nil = Zero
length (Cons x xs) = Succ (length xs)

se puede expresar en términos del operador fold:
length = fold;, (Zero,Aa b . Succ b)

Otro ejemplo es la funcién que suma los elementos de una lista:

suma 2 Num a = List a — a
suma Nil =0
suma (Cons x zs) = © + suma s

la cual se puede expresar en términos del operador fold como:

suma = foldy (0, (+))
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4. Arbol binario con informacién en las hojas

Considerando la definicién del functor para los arboles binarios con informacion en las
hojas (B,) y su algebra inicial (inp,), foldg, es la funcién tal que:

fold g, 2(a—b,b—b—b)— Btree a — b
foldg, (hi,h2) = fp
where

fs (Leaf a) =hia
fe (Join i d) = hy (fp i) (fp d)

Por ejemplo, la funcién leaves :: Btree a — List a:

leaves (Leaf a) = wrap a
leaves (Join i d) = leaves i H leaves d

wrap ::a — List a

wrap a = Cons a Nil

siendo () :: List a — List a — List a la funcién que concatena dos listas, se puede
expresar en términos del operador fold:

leaves = fold g (wrap, (+))
La funciéon que obtiene el maximo valor de un arbol:

maxtree :: Ord a = (Btree a) — a
mazxtree (Leaf a) = a
maaxtree (Join | r) = maz (maztree 1) (maztree 1)

también se puede expresar en términos del operador fold:

maztree = foldp (id, max)

Ejemplo 2.4.3.

La funcién map presentada al comienzo de este capitulo puede ser expresada en términos del
operador fold:

map :: (a — b) — List a — List b
map f = foldy, (Nil, a bs — Cons (f a) bs)

Es posible extender la definicién de una funcién map a otros tipos de datos. En el caso de
los arboles binarios con informacién en las hojas la correspondiente funcién map es:

mapBt f (Leaf a) = Leaf (f a)
mapBt f (Join i d) = Join (mapBt f i) (mapBt f d)
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Aligual que la funcién map para listas, esta funcién puede ser expresada en términos del operador
fold asociado a este tipo de datos:

mapBt 1 (a — b) — (Btree a — Btree b)
mapBt f = foldg, (Leaf o f, Join)

Esta situacién se puede generalizar a cualquier tipo de datos polimorfico D con functor base
F:
mapD = (a—b) — (D a— Db)

mapD f < fold p, (ing, o F f id)

Es simple probar que el constructor de tipos D junto con la funcion mapD forman un functor
usualmente llamado functor de tipo [BAM97]. O

2.5. Fusion

En la seccién anterior se presenté la definicion genérica del operador fold. Dicho operador
estd dado por el dnico homomorfismo que existe entre el dlgebra inicial y cualquier otra. Esta
propiedad permite derivar propiedades algebraicas para fold, conocidas como leyes de fusién,
las cuales resultan de utilidad practica para la transformacién de programas. Las leyes que se
enuncian a continuacién son de particular interés ya que han servido de inspiracién para la
formulacién de algunas leyes sobre acumulaciones que se presentan en este trabajo.

Ley 2.5.1 (Fusién de fold ).

foh=koFf = fofoldyh=foldyk

Esta ley establece que la composiciéon de un fold con un homomorfismo resulta en un fold.

Ley 2.5.2 (Fusién fold/fold - Acid Rain ).

T:Va.(Fa—a)— (Ga—a) = foldp hofoldg (T ing) = foldg (T h)

Esta ley permite fusionar la composicién de dos folds obteniendo como resultado un nuevo
fold. Para esto el algebra del primer fold debe ser el resultado de la aplicacién de un transfor-
mador a los constructores del tipo intermedio entre los dos folds.

Ejemplo 2.5.3.

Sea la siguiente composicién de funciones sobre listas:

parlist o map f
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donde la funcién parlist se define como:

parlist o List a — List (a, a)
parlist Nil = Nil
parlist (Cons z xs) = Cons (x, ) (parlist xs)

Como fue presentado en el Ejemplo 2.4.3, la funcién map f puede expresarse como un fold:

map f = foldy (Nil,\a bs . Cons (f a) bs)

Dado que map f genera la lista intermedia usando esencialmente los constructores de listas,
es simple expresar el algebra del fold en términos de un transformador haciendo abstraccién de
dicho constructores. El transformador corresponde al presentado en el Ejemplo 2.2.8 :

map f = foldy (T (Nil, Cons))

donde T (hi,he) = (h1,Aa b . ha (f a) b)
Por otro lado, es posible expresar la funcién parlist en términos del operador fold:
parlist = fold;, (Nil,\c d . Cons (c,c) d)
Es posible entonces simplificar la composicién original haciendo uso de la Ley 2.5.2:
parlist o map f
= { Definicién de las funciones }
foldy (Nil,\c d . Cons (c,c) d)o fold;, (T (Nil, Cons))
= { Ley 25.2 }
fold;, (T (Nil,Ac d . Cons (c,c) d))
= { Definicién de T' }
foldy, (Nil,Aa b . Cons (f a,f a)b)

que se corresponde con la definicién recursiva:

fus f Nil = Nil
fus f (Cons a as) = Cons (f a,f a) (fus f as)

El ejemplo anterior permite visualizar claramente el efecto obtenido por la aplicacion de la
ley de fusion al evitar la construccién de la estructura de datos intermedia. En la composicién
original la funcién map f crea una nueva lista resultado de aplicar la funcién f a cada uno de los
elementos de la lista argumento. Luego esta lista es consumida, por la funcién parlist para crear
una nueva lista donde cada elemento se obtiene de duplicar los elementos de la lista generada
por map f. Por el contrario, en la funcién resultante de la aplicacién de la ley de fusién se toma
la lista argumento y directamente se construye una nueva lista donde cada elemento se forma
como un par donde cada una de sus componentes es el resultado de aplicar la funcion f a cada
uno de los elementos de la lista argumento.
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map f

[f ag, - .- af an]
parlist

<y

[(f a’lvf al)a”' 7(f anvf an)]

De esta forma se evita la construccién de la lista intermedia cuyo tnico sentido es la comu-
nicacién entre las funciones involucradas en la composicién original. Resultados de este tipo son
los que se buscan por la aplicacién de las leyes de fusion.

2.6. “Short-Cut Fusion”

Otro ejemplo conocido de ley algebraica para la transformacion de programas es la llamada
“Short-Cut Fusion” [Gil96, GLJ93, TM95], o regla fold/build. Es una técnica que permite
la eliminacion de la estructura de datos intermedia generada en composiciones ¢ o p entre una
funcién consumidora ¢ y una funcién productora p. A diferencia de las Leyes 2.5.1 y 2.5.2, esta
ley es consecuencia de propiedades de parametricidad (“free theorems” [Wad89]) asociadas a
una funcién polimérfica. Al mismo tiempo, la ley de Short-Cut Fusion puede ser explicada desde
un punto de vista categérico [GUV04].

Para su aplicacién “Short-Cut Fusion” requiere que tanto la funciéon consumidora como la
productora cumplan ciertas condiciones. La funciéon consumidora debe ser expresable en términos
del operador fold, mientras que la funcién productora debe ser tal que la generacién de la
estructura intermedia sea realizada utilizando inicamente los constructores del tipo. Por ejemplo,
si p produce una lista como resultado, debe garantizar que su construccion se realiza en términos
de los constructores Nil y Cons. Para lograr el cumplimiento de esta condicién se requiere que
la funcién productora sea expresable en términos de una funcién llamada build [GLJ93], la cual
utiliza un “template” la cual deja en evidencia las ocurrencias de los constructores de tipo de la
estructura intermedia.

La idea de esta transformacién consiste en reemplazar las ocurrencias de los constructores
de la estructura intermedia en el cuerpo de la funcién productora, por las funciones del algebra
del fold correspondiente a la funcién consumidora.

Se define la funcién build p como:
buildp  :: (Va.(Fa—a)—b—a)—b— puF

buildp g = g inp

Comtnmente la funcién build se presenta de tipo (V a . (F a — a) — a) — pF. En esta
tesis se opta por trabajar con esta definicion alternativa ya que permite la manipulacion de las
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propiedades a nivel funcional. En [GUV04] esta definicién es usada para dar una justificacion
alternativa de build.

Con esta definicién se llega a la expresion habitual de la regla:

Ley 2.6.1 (Regla Fold/Build ). Para ¢ estricta,

gu:Va.(Fa—a)—b—a

foldp wobuildp g =g ¢

Prueba: Al considerar la funcién g :V a . (F a — a) — b — a, un “free theorem” asociado
con el tipo de g es:

foyp=poFf = fogih=gep

confra—c,vuFa—ayp:Fc—c

Tomando f como foldp ¢ y 1 como ing la regla anterior se instancia como:

foldp poingp = po F foldp ¢ = foldp pogingp =g

Se observa que el antecedente de esta expresion resulta ser la propiedad de la definicién
del operador fold (Ecuacién 2.3), por lo que siempre se cumple, por lo que se obtiene como
expresion final:

foldp poging =g ¢

A continuacién se presenta una serie de ejemplos donde se da la instancia de esta ley para
distintos tipos de datos.

Ejemplo 2.6.2.

1. Listas
foldy (hi,hg)o buildy, g =g (hi,ho)
donde
buildy,, = (Vb.(b,a—b—b)—c—b)—c— Lista
buildr, g = g (Nil, Cons)

Reconsiderando la composicién parlist o map f presentada en el Ejemplo 2.5.3, ahora
se muestra como es posible fusionarla usando la regla fold/build. Primero es necesario
expresar la funciéon map f en términos de build

map f = buildy, gmap
where
gmap (fnil, fcons) Nil = fnil
gmap (fnil, fcons) (Cons a as) = feons (f a) (gmap (fnil, fcons) as)

La expresion de parlist en términos de fold es la dada en el Ejemplo 2.5.3:
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parlist = fold;, (Nil,\c d . Cons (c,c) d)

Por lo tanto, al aplicar la Ley 2.6.1 se obtiene como resultado:
parlist o map f = gmap (Nil,Ac d . Cons (¢, ¢) b)

que corresponde a la definicién recursivas:
fus Nil = Nil
fus (Cons a as) = Cons (a, a) (fus as)

la cual coincide con la funcion antes calculada por aplicacién de las otras leyes de fusién.

2. Arboles binarios con informacién en las hojas

fOldBu (hl, hg) o buz’ldBa g=9g (hl, hg)
donde

buildg, = (Vb.(a—b,b—b—0b)—c—b)— c— Blreea
buildp, g = g (Leaf, Join)

Es posible usar esta ley para fusionar la siguiente composicién:

fus :: Btree a — List a
fus = leaves o espejo
espejo :: Btree a — Btree a

espejo (Leaf a) = Leaf a
espejo (Join @ d) = Join (espejo d) (espejo i)

leaves :: Btree a — List a
leaves (Leaf a) = wrap a
leaves (Join i d) = leaves i + leaves d

wrap > a — List a
wrap a = Cons a Nil
Para esto, primero es necesario expresar la funcién espejo en términos de build:

espejo = buildp, gespejo
where
gespejo (fleaf , fjoin) (Leaf a) = fleaf a
gespejo (fleaf , fioin) (Join i d) = fjoin (gespejo (fleaf, fjoin) d)
(gespejo (fleaf , fjoin) i)

La funcién leqves en términos de fold fue presentada en el Ejemplo 2.4.2:

leaves = foldp (wrap, (+))

Aplicando la Ley 2.6.1 se obtiene como resultado:
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leaves o espejo = gespejo (wrap, +-)

que corresponde a la definicién recursiva:

fus (Leaf a) = wrap a
fus (Join i d) = fus d 4 fus i

a

Al observar el enunciado de las leyes 2.5.2 y 2.6.1 es posible reconocer que la primera es
un caso particular de la segunda. Esto se debe a que las funciones productoras de estructuras
de tipo pF de la forma fold, (T inp) pueden expresarse en términos de buildp. Para esto es
necesario determinar la funcién g del build. Recordando que buildrp g = ¢ ing, es sencillo ver
que la funcién g requerida en este caso no es otra que g ¢ = fold, (T ¢).

Propiedad 2.6.3.
foldg (T inp) = buildr g para g @ = foldg (T )

Prueba:
buildp g

= { Definicién de buildp }
ging

- { Definicién de g }
foldg (T ing)

Usando esta propiedad se puede probar, por ejemplo, la propia Ley 2.5.2:

foldp hofoldg (T ing)

- { Definicién de g }
foldp hoging

= { Definicién de buildp }
foldr h o buildp g

= { Ley26.1 }
gh

= { Definicién de g }
foldg (T h)
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El Operador afold

T | NFRENTADOS al problema de trabajar con acumulaciones, se presenta como
—{ primera aproximacién la revisién de un operador, llamado afold [Par03],
J que captura el comportamiento de acumulaciones definidas por recursién

estructural.

Se propone luego una extension al operador afold que serd presentado para el caso
de listas y arboles binarios. Junto a la definiciéon de la extension se presenta un
conjunto seleccionado de leyes de fusién para la misma.

Dentro del contexto de programacién funcional uno de los operadores mas conocidos
es foldl, el cual permite capturar el comportamiento de un tipo de acumulaciones
sobre listas. En este capitulo se muestra que foldl es un caso particular de afold
y que leyes conocidas de foldl se obtienen a partir de las de afold. Se realiza una
extension de foldl similar a la presentada para el operador afold.

Analizar el caso particular de foldl resulta de utilidad para mostrar una aplicacion
de las leyes de fusion en forma inversa (fisién de programas) en la que se reconstruye
el estudio presentado en [Gib06].

Durante el capitulo se marcan las fortalezas del operador afold y sobre el final
del mismo se presentan algunas limitaciones que dan lugar a los desarrollos que se
consideran en los posteriores capitulos.
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3.1. Definicion

Sean las siguientes funciones sobre listas:

areverse o (List a, List a) — List a
areverse (Nil, ys) = ys
areverse (Cons x xs,ys) = areverse (xs, Cons x ys)

sumaAc 2 Num a = (List a,a) — a
sumaAc (Nil,n) =n
sumaAc (Cons x xs,n) = sumaAc (zs,x + n)

sumAnt :: Num a = (List a,a) — List a
sumAnt (Nil,n) = Nil
sumAnt (Cons x xzs,n) = Cons (z + n) (sumAnt (zs,x + n))

Es posible observar que estas definiciones poseen un conjunto de caracteristicas similares:

= Estan definidas por recursién estructural en el primer argumento
= Pasan informacién a las llamadas recursivas a través de un acumulador

= En el paso recursivo es posible utilizar el valor del acumulador y el contenido
en la cabeza de la lista.

Dichas caracteristicas se pueden generalizar en el siguiente esquema para ciertas funciones
hlv h2 y @b:

f i (List a,x) — ¢
f (Nil, x) =hx
f (Cons a as,x) = he a (f (as,¥ a x)) x

La funcién areverse se obtiene instanciando en f, hy = id,ho n r z = r,yp = Cons; en el
caso de sumadc, hy = id,hg n r z = r,¢p = (+); y para sumAnt, hy © = Nil,ha n 7 z =
Cons (n+z) r,¢ = (+).

Con el objetivo de capturar el comportamiento de este tipo de funciones se ha propuesto la
definicién de un operador recursivo llamado afold [Par03]. Dicho operador es presentado como
alternativa para capturar el comportamiento de funciones con acumulaciones frente al uso de
un fold de alto orden. La idea es extender el comportamiento del operador fold de forma de
permitir el manejo explicito del acumulador. La fortaleza de este operador se concentra en el
agregado de una funciéon de acumulacién que es la encargada de modificar el acumulador al ser
pasado en las sucesivas llamadas recursivas.

Por ejemplo, para el tipo de las listas el operador tiene la siguiente definicion:

afoldy ::(z — c,a—c—x—c)—(a—2—2)— (List a,z) — ¢
afoldy,, (hi,h2) ¢ = f
where f (Nil, z) =hx
f (Cons a as,z) = ha a (f (as, a x))z
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A continuacién se enumera una serie de definiciones que permiten concluir con la definicion
genérica del operador afold. Estas definiciones son las dadas en [Par01, Par03].

Debido a la variedad de posibles formas de acumulacién (es decir, de manipular el acumu-
lador) no es posible dar una expresién general, inica para la funcién de acumulacién pero si es
posible establecer un conjunto de condiciones que debe cumplir, determinando de esta forma lo
que se llama una funcion de acumulaciéon apropiada. En esta funcién se representan las
modificaciones que se realizan sobre el pardmetro de acumulacion.

Definicién 3.1.1 (Funcién de acumulacién apropiada). Sea F un functor, una funcién
TuFa x z— F (a x ) esuna funcién de acumulacién apropiada si cumple las siguientes
condiciones:

Naturalidad 7 debe ser natural en a, esto es, para toda f : a — b se satisface el siguiente
diagrama:

Faxxl»F(axm)
Ff x idg F(f x idy)

-
Fbxz—'vF(bx )
Preservacion de datos y estructura

F(a x x)

%

Faxzx Fm

T

Fa
.

La condicién de naturalidad establece una restriccién sobre la informacién que puede ser
utilizada al momento de modificar el acumulador: ademas del acumulador en si mismo, los tinicos
valores disponibles para la acumulacién son aquellos contenidos en los nodos de la estructura
de datos que se estd manipulando. La condicién de preservacién de datos y estructura establece
que la funcién 7 no puede modificar ni la estructura del tipo de datos ni los valores de los datos
originales contenidos en la misma.

Definicién 3.1.2 (Extensién de un functor). Dado un functor F' y una funcién de acumu-
lacién apropiada 7,4, se define su extension F' de la siguiente forma: F' a = F a, y para cada
funcién f:a x = — b,

F
be

Ff=Faxzx Ta F(a x x)
.

Esta extension del functor, que también involucra a la funciéon de acumulacién, es la respon-
sable de distribuir los valores modificados del acumulador en las sucesivas llamadas recursivas.

El siguiente paso consiste en extender el concepto de algebra inicial al de algebra inicial
con acumulaciones para dar origen al nuevo operador afold.
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Definicién 3.1.3 (Algebra inicial con acumulaciones). Un &lgebra inicial iny se dice
inicial con acumulaciones si para cada objeto z, paracada7: F a X  — F (a X z) apropiada
para acumulaciones y h: F' a X x — a existe una unica funcién f: uF X z — a que hace que
el siguiente diagrama conmute:

F
F,qumeaxx
inFXidI h
uF X z a
f

La existencia de este tipo de dlgebras esta garantizada en los contextos de alto orden. (ver
por ejemplo [Par03]) .

Definicién 3.1.4 (afold). Se llama afold a la tnica funcién que resulta del dlgebra inicial con
acumulaciones y se denota por afoldp (h,7): pF X z — a. .

Ejemplo 3.1.5. Para el caso del tipo de las listas, a partir de su functor L,, la funcién de
acumulacién 7, puede expresarse de la siguiente forma:

Tb=<7T1+(I))Od

donde
® : (axb) xz—ax (bxx)

® ((a,b),z) = (a,(b,% (a,2)))

para alguna funcién ¢¥::a X ¢ —wxyd:(l4+a x b) x 2 — (1 x 24+ (a x b) x z) funcién
distributiva.

Para una Ls-algebra h = (hy V hg)od::(14+a x ¢) x z — ¢, la funcién f = afold; (h,T)
es tal que:

Fo(Nil x idy,) = M
(@]

fo(Cons x idy) hoo{(idg X f)o ®,ms)

g

A continuacion se presenta la instancia de este operador para algunos tipos de datos mas
frecuentemente usados. Con el objetivo de simplificar la notacién se opta por una representacion
funcional de los mismos (tipo Haskell). De la misma forma que lo realizado para el operador fold
para tipos de datos concretos, vamos a escribir las operaciones de la funcién h del operador afold
como una tupla (hi, he, ..., h,) donde cada h; :: 0y — 04y — -++ — 0y — T — a es la versién
currificada de h; :: 0y, X 05 X -+ X 05 X x — a. Operaciones de tipo 1 — z — a seran
representadas por operaciones de tipo £ — a. En las funciones involucradas en la acumulacion
también se utiliza una versién currificada de las mismas. Por més detalles ver [Par03].
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Ejemplo 3.1.6.

1. Listas

A partir de este cambio de notacién y lo presentado en el Ejemplo 3.1.5 se obtiene la
expresion vista al comienzo de esta Seccién para el afold sobre listas:

afold; ::(z — c,a—c—z—c)— (a—2—2)— (List a,z) — c

afoldy (hi,ho) ¢ = f

where
f (Nil, x) =hx
f (Cons a as,z) =ha a (f (as, azx))x

= Sea la funcién que calcula el largo de una lista:

largo  :: List a — Int
largo xs = aLargo (xs,0)
aLargo :: (List a,Int) — Int
aLargo (Nil,n) =n
aLargo (Cons z xs,n) = aLargo (zs,n + 1)
Es posible expresar alargo como un afold de la siguiente forma:
aLargo = afoldy, (id,mdl) v
where
Yvab=0b+1

donde mdl a b ¢ = b.

= Las funciones consideradas al comienzo de esta Seccién se pueden expresar en términos
del operador afold de la siguiente forma:

areverse = afold, (id, mdl) Cons
sumadAc = afoldy (id,mdl) (+)

sumAnt = afoldy,_ (const Nil, ha) (+)
where
ho abc= Cons (a+c)b

2. Arboles binarios con informacién en las hojas

data Btree a = Leaf a | Join (Btree a) (Btree a)

afoldg ::(a -z — c,c - c—z—c)— (z—1z)— (v — ) — (Blree a,z) — ¢

afoldg, (hi,ha) Y ' = f

where
f (Leaf a,z) =hyaz
f (Join t u,z) = ha (f (t,% 2)) (f (u, ¥ 2)) 2

Observar que las funciones de acumulacién (1,v’) usadas en ambas llamadas recursivas
pueden ser distintas entre si.
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a) Sea down la funcién que sustituye el valor de cada hoja por su profundidad en el
arbol.

down :: (Btree a, Int) — Btree Int
down (Leaf a,z) = Leaf z
down (Join t u, z) = Join (down (t,z + 1)) (down (u,z + 1))

Es posible expresar down como un afold donde:

down = afoldg (hi,h2) ¥ ¥
where
hiaz = Leaf z
hoidz=Joinid
Pz =z+1

b) Sea cConst la funcién que calcula la cantidad de constructores de un arbol.

cConst :: (Btree a, Int) — Int
cConst (Leaf a,z) =z+1
cConst (Join t u,z) = cConst (t,0) + cConst (u,z + 1)

Es posible expresar cConst como un afold donde:

cConst = afoldg_ (hy, ho) ¥ ¢/

where
hiaz =z+1
hoidz=1i+d
Yz =0
Pz =z+1

3. Arboles binarios con informacién en los nodos

data Tree a = Empty | Node (Tree a) a (Tree a)
afoldy, :(z —c,a wc—c—2z—c)—(a—2z—12)—(a—2z— 1)

— (Tree a,z) — ¢
afoldy, (hi,hg) o) =f
where
[ (Empty,z)  =hy 2
f (Node t eu,z) =hge(f (t,0ez2)) (f (v, €2))z

Sea la funcién que calcula la suma de los elementos de un drbol.

sumElemTree i Num a= Tree a — a
sumFElemTree a = aSumElemTree (a,0)
aSumElem Tree 2 Num a = (Tree a,a) — a
aSumElemTree (Empty, n) =n

aSumElemTree (Node i r d,n) = aSumFElemTree (i,0) + aSumElemTree (d,r + n)

Es posible expresar aSumFElemTree como un afold donde:
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aSumElemTree = afoldy, (id,ha) ¢ (+)

where
hoeida=1i1+d
Yvab=0

a

Los anteriores ejemplos muestran una serie de funciones que pueden ser representadas en
forma sencilla y directa en término de afold. Sin embargo es posible encontrar otras funciones
que no son representables como afold, en forma directa, debido a la estructura de su definicién.
Este punto sera tratado en la Seccién 3.2.

A continuacién se enumeran algunas leyes de fusion del operador afold, las cuales son rele-
vantes en conexion con lo que va a ser presentado en el Capitulo 4; una lista completa de las
leyes de afold se encuentra en [Par01, Par03].

Ley 3.1.7 (Afold Pure Fusion).
foh=ho(Ff x id) = foafoldy (h,T)= afoldp (h',7)
Ley 3.1.8 (Acid Rain: Afold-Fold Fusion).
TVa.(Fa—a)—(Ga x z—a) = foldphoafoldg (T inp,7) = afoldg (T h,T)
Ley 3.1.9 (Morph-Afold Fusion). Para f:z — 1’

F (id x fyora=71h0(id x f) = afoldp (h,7")o(id x f)= afoldp (ho(id x f),T)

En la Ley 3.1.8, T representa un transformador entre F-algebras y funciones de la forma
G a X z — a. Su caracteristica de naturalidad se refleja en la siguiente condicion:

F id
Fa be GaxfoXZGbxa:
h Ko = T h Th
a —— b a - b

f f

La Ley 3.1.9 relaciona dos acumulaciones cuyos acumuladores tienen diferentes tipos; su
precondicién establece una condiciéon de coherencia entre los acumuladores. La prueba de estas
leyes se encuentran en [Par01]

A partir de la posibilidad de representar acumulaciones en términos del operador afold es
posible fusionar la composicién de funciones que tienen acumulaciones como funciones produc-
toras usando las leyes antes presentadas como se muestra en el siguiente ejemplo.

Ejemplo 3.1.10.
1. Sea la funcién aheight que calcula la altura de un arbol binario en dos pasos: primero

reemplaza el valor de cada hoja por su profundidad en el arbol (down) y en un segundo
paso se calcula el maximo del drbol (maxtree).
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aheight t = maztree (down (t,0)).

Las funciones maztree y down son las definidas en los Ejemplos 2.4.2 y 3.1.6 respectiva-
mente. La funcién aheight produce un arbol binario como estructura de datos intermedia
que puede ser eliminado por la aplicaciéon de fusion.

Para ello como primer paso es conveniente visualizar que la funcién down genera la es-
tructura intermedia a partir de los constructores del tipo arbol, lo que permite expresar el
algebra del afold en términos de un transformador:

down = afoldg (T inp,) succ succ
where succn =n+1

donde T (hi,h2) = (ki, k), tal que:

khaz =hz
kzidzzhgid

Recordando la definicién de maxtree en términos de fold dada en el Ejemplo 2.4.2, la fun-
cién aheight se puede simplificar de la siguiente forma:

aheight
= { Definicién de aheight }
mazxtree o down
= { Definicién de maztree y down }
foldg,, . (id, mazx) o afoldg, (T inp,) succ succ
= { Ley3.18 }
afoldg, . (T (id, max)) succ succ
= { Definicién de T }
afold g, . (j1,72) succ succ
{ donde jl az=12,j2idz=mazrid }
El afold que resulta corresponde a la siguiente definicién recursiva:

f (Leaf a,z) ==z
f (Joinid,z) =maz (f (i,2z+1)) (f (d,z+1))

2. Sea la funcion Id = leaves o down, siendo leaves y down las funciones definidas en los
Ejemplos 2.4.2 y 3.1.6 respectivamente.

leaves = foldg (wrap, (+))

down = afoldg (T inp,) succ succ
where succ n =n +1

donde T (hi,h2) = (ki1, k), tal que:

klaz :hlz
kgidZ:hgid
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Aplicando fusién se obtiene que:
foldg,, , (wrap, (4)) o afoldg, (T inp,) succ succ
= { Ley 3.1.8 }
afoldg, . (T (wrap,(4))) succ succ
= { Definicién de T' }
afoldp, . (j1,j2) succ succ
{ donde jI a z=wrap z,j2 i dz=1i+#d }

que corresponde a la siguiente definicién recursiva:

ld (Leaf a,z) = wrap z
ld (Joinid,z)=1d (i,z+ 1) H Ild (d,z+ 1)

3.2. Extension del operador

Si bien la definicién original del operador afold permite capturar el comportamiento de una
amplia gama de funciones con acumulaciones, existen casos que no son cubiertos.

Por ejemplo, dada la siguiente definicién de la funcién que cuenta la cantidad de elementos
de una lista sin considerar los repetidos:

contar 2 Fq a = List a — Int
contar xs = acontar (zs,0)

acontar :: Bq a = (List a, Int) — Int
acontar (Nil, n) =n

acontar (Cons x zs,n) = acontar (xs, gcon T n xs)
where gcon 2 FEqa= a— Int — List a — Int
geon z n xs | elem x xs =n
| otherwise = n + 1

Con esta definicién la funcién acontar no puede representarse directamente en términos de
afold debido a que es necesario considerar la cola de la lista para la modificacién del acumulador.
Es posible hacerlo para el caso de una definicién similar en la que se incorpora la cola de la lista
como parte del acumulador:

acontar’ : Bq a = (List a,(Int, List a)) — Int
acontar’ (Nil, (n,_)) =n
acontar’ (Cons z xs,(n,ys)) = acontar’ (zs, gcon’ z (n,ys))
where gcon’ x (n,ys) | elem z ys = (n, tl ys)
| otherwise = (n + 1, tl ys)
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tl : List a — List a
tl Nil = Nil
tl (Cons x zs) = xs

la expresién en términos del operador afold de esta definicion es:

acontar’ :: Eq a = (List a, (Int, List a)) — Int
acontar’ = afoldy, (fst,mdl) gcon'
where
geon’ z (n,ys) | elem z ys = (n, tl ys)
| otherwise = (n + 1, tl ys)

En consecuencia, la definicion de la funcién contar original puede expresarse como:

contar xs = acontar’ (zs, (0, tl zs))

d

Otra forma de lograr representar funciones con definiciones de este estilo en términos de
afold es modificando la definicién del operador de forma tal que al momento de manipular el
acumulador sea posible considerar tanto el valor contenido en el nodo de la estructura como sus
subestructuras. La definicién del operador en si misma no cambia siendo la tinica modificacién la
eliminacién de la restriccién de naturalidad sobre la funcién de acumulacién 7. O sea, el cambio
queda encapsulado en las funciones consideradas apropiadas para la acumulacion.

Se nombrara al nuevo operador como afold extendido (se lo denotard afoldE) en el sentido
de que extiende el conjunto de funciones para las cuales puede capturar su comportamiento con
respecto a las capturadas por el operador afold. A continuacién se presenta la definicién del
operador extendido para listas y drboles binarios de forma tal de visualizar explicitamente el
cambio en el dominio de las funciones de acumulacién.

Ejemplo 3.2.1.

1. Listas

afoldEy, : (x — c,a — ¢ —x — ¢) = (a — x — List a — z) — (List a,7) — ¢

afoldEy (hi,ha) ¥ = f
where
f (Nil, z) =hy 2
f (Cons a as,z) = hy a (f (as,¥ a z as)) z

En la definiciéon anterior queda en evidencia la modificacion realizada con respecto a la
definicion original. La funciéon de acumulacién 1 manipula el elemento de la lista, el acu-
mulador y como novedad también manipula la cola de la lista.

a) En particular,

acontar = afoldE (id,mdl) gcon, donde mdl a b ¢ =b
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2. Arboles binarios con informacién en las hojas

afoldEp ::(a —x — ¢,c — ¢ — 1z — c¢) — (z — Btree a — Btree a — x)
— (x — Btree a — Btree a — x) — (Btree a,z) — ¢

afoldE g, (hi,ho) ' = f

where
f (Leaf a,z) =hyaz
f (Join tu,z)="ho (f (t, 2zt w) (f (u, ¢ 2 tuw))z

En este caso la modificacion realizada sobre el operador afold queda en evidencia en las
funciones 1) y 9’ que manipulan tanto el valor del acumulador como los subérboles en cada
paso de la recursion.

3. Arboles binarios con informacion en los nodos

afoldEy, :(x — c,a —c—c—z—c)— (a—x— Tree a — Tree a — ) —
(a =z — Tree a — Tree a — z) — (Tree a,x) — ¢

afoldErq, (hi,ho) ¥ 4" = f
where
f(Empty, z)  =hi 2
f (Nodeteu,z)=hoe(f(t,peztu)(f(u,y eztu))z

Nuevamente es posible visualizar la modificacién realizada en los argumentos de las fun-
ciones 1 y /.
Sea la siguiente definicién de la funcién sumDif que dado un arbol binario, suma los

valores contenidos en el mismo que no coinciden con el valor de ninguna de las raices de
sus subéarboles inmediatos:

sumDif :: Num a = (Tree a,a) — a
sumDif (Empty,n) =n
sumDif (Node i a d,n) = sumDif (i,0) + sumDif (d,acSD a n i d)

acSD :: Num a = a — a — Tree a — Tree a — a

acSD a n Empty Empty =a+n
acSD a n Empty (Node i z d) | x == a =n

| otherwise =a+n
acSD a n (Node i © d) Empty | x == a =n

| otherwise =a+n

acSD a n (Node i x d) (Node i' 2" d)
|(a==2z)V(a==1')=n
| otherwise =a+n
Esta funcién puede expresarse en términos de afoldE de la siguiente forma:
sumDif = afoldE, (id,hs) ¢ acSD

donde ho a ri rd ac=ri+rd y Y aztu=0. O
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Como consecuencia de la eliminacién de la restriccién de naturalidad sobre la funcién de
acumulacién (7),las leyes de fusién de afold que se mantienen vigentes para afoldE son aquellas
que no requieren de la propiedad de naturalidad para su validez. Por ejemplo, las tres leyes de
fusién de afold mostradas en la Secciéon 3.1 mantienen su vigencia. El resto de las leyes que
aparecen en [Par03] se comportan en forma variada.

A modo de ilustracién se enuncian a continuacion las leyes de fusiéon de afoldE para el caso
particular de listas y arboles binarios con informacién en las hojas debido a que seran utilizadas
en secciones posteriores.

Ley 3.2.2 (AfoldE Pure Fusion).

1. Listas

f(haabe)=hha(fb)cAf(hiz)=hz

foafoldEy, (hi,h2) v as = afoldE}, ( 1 hh) Y as

2. Arboles binarios

fhaidp)=hy(fi)(fd)pAf(hiaz)=hiax

foafoldEp, (h1,h2) ¢’ = afoldEp, (K, hy) ¢ o

Ley 3.2.3 (Acid Rain: AfoldE-Fold Fusion).

1. Listas

T:NVb.(Fb—b)— ((Lgb,x)—b)

foldp (h) o afoldEy (T ing) = afoldEy, (T h)

2. Arboles binarios

T:Vb.(Fb—b)— ((Byb,z)— D)

foldp (h) o afoldEg, (T inp) ¢ ' = afoldEg, (T h) o'

Ley 3.2.4 (Morph-AfoldE Fusion). Para f:z — 2’

1. Listas

f@Wabe)=v"a(fb)c

afoldE;, (h1,he) ¥’ (as,f z) = afoldE, (B}, hy) ¢ (as, z)
where
hyz=hy (f x)
hy abc=nhyab(fc)
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2. Arboles binarios

frztu) =i (fz)tunf(yztu)=1y(fz)tu

afoldE g, (h, ha) Y2 ¥ (b.f 2) = afoldE 5, (Ky,hb) ¥y ¥} (b, 2)

where
Yaz="hia(f2)
bidz=hyid(f 2)

Nuevamente estas leyes pueden ser utilizadas para fusionar composiciones de funciones donde
la funcién productora es expresable en términos del operador afoldE, como se muestra en el
siguiente ejemplo.

Ejemplo 3.2.5.

Sean las siguientes funciones:

biggers 2 (Num a, Ord a) = List a — List a
biggers xs = abiggers (zs, Nil)
abiggers 2 (Num a, Ord a) = (List a, List a) — List a
abiggers (Nil, ys) = ys
abiggers (Cons a as,ys) = abiggers (as, phi a ys as)
where

phi a ys as = if a > sum as then a: ys else ys

sum 2 Num a = List a — a
sum Nil =0
sum (Cons a as) = a+ sum as

donde la funcién biggers retorna una lista con aquellos elementos de la lista de entrada que
son mayores que la suma de los elementos que los que siguen en la lista. Este calculo se realiza
mediante una funcién acumulativa abiggers. Por ejemplo:

abiggers [1,107,22,15,3,11,9,0] [] = [9, 11, 107].

La funcién abiggers se puede expresar en términos del operador afoldE de la siguiente forma:

abiggers = afoldE,  (id, mdl) phi, donde mdl a b c = b.

A partir de esta representacion de la funcién abiggers es posible utilizar las leyes de fusion
para simplificar, por ejemplo, la composicién sum o abiggers:
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sum o abiggers

= { Definicién de abiggers }
sum o afoldE}, (id, mdl) phi

= { pure fusion }
afoldEy (sum,mdl) phi

= { morph-afoldE fusion }
afoldEp, (id,mdl) ¢ o (id x sum)

where ¢/ a b ¢ = if a > sum c then a + b else b

Por lo tanto sum o abiggers = f o (id x sum) donde f tiene la siguiente definicién recursiva:

f = (Num a, Ord a) = (List a,a) — a
f (Nil,y) = x5
f (Cons x xs,y) = f (zs,¢' z y xs)
where ¢’ a b ¢ = if a > sum c then a + b else b

3.3. El operador foldl y su extensiéon

Muchos casos practicos de acumulaciones sobre listas son instancias del operador foldl [Bir98].
Este operador, de amplio uso en programacién funcional, tiene la caracteristica de manipular
un acumulador y de estar definido por una recursién de cola (“tail recursion”). En esta seccién
se analiza el operador foldl desde la éptica de afold y se ve la formulacién de su correspondiente
extension. Por tltimo, se presenta una aplicacion.

La definicién del operador foldl es la siguiente:

foldl 2(a—b—b)— (List a,b) — b
foldl (&) =
where f (Nil, z) =z
f (Cons a as,z) = f (as,a @ 2)

Si bien esta definicién es levemente diferente a la tradicional, en el orden de sus parametros
y el hecho de que no se encuentra currificada, se va a considerar por compatibilidad con el
operador afold.

Analizando la definicién de foldl es posible identificar rapidamente que es un caso particular
del operador afold y que varias de sus conocidas propiedades surgen directamente de las leyes
de fusion de afold. La definicién en términos de afold es:

foldl (&) & afold, (id, mdl) (®)

where mdl a bc=10
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El hecho de que foldl es una definicidn recursiva de cola se refleja en que la funcién mdl es
simplemente la proyeccién de la llamada recursiva.

Ejemplo 3.3.1.

1. Las funciones sumaAc y aLargo presentadas en el Ejemplo 3.1.6 pueden expresarse en
término del operador foldl como sigue:

sumaAc = foldl (+)
aLargo = foldl (®) where a @ b=0b+1

2. Dada la siguiente definicién:
pack (Nil, z) =z
pack (Cons a as, z) = pack (as,z x 10 + a)

que dada una lista de digitos obtiene el niimero que representa en notacion decimal, la
misma puede expresarse en términos del operador foldl como:

pack = foldl (®) where a ® z=a+ z 10

a

Es posible instanciar las leyes de fusion presentadas en la Seccién 3.1 para este caso particular
del operador afold, obteniendo expresiones en términos del operador foldl en la medida de lo
posible.

Ley 3.3.2 (Foldl Pure Fusion).

fofoldl (®) = afoldy, (f,mdl) (@)

Ley 3.3.3 (Morph-Foldl Fusion). Para f:z — 2’

fla®b)=ad& fb

foldl (&') (as, f z) = afold,, (f,mdl) (®) (as, z)

Las expresién particular del algebra del afold que define al operador foldl tiene como resul-
tado que la Ley 3.3.2 no requiera de hipétesis. Por otro lado, dicha expresién del algebra hace
que no tenga sentido el planteo de una ley del tipo Acid-Rain para foldl ya que el dlgebra no es
expresable en términos de un transformador.

Ejemplo 3.3.4. Sea la siguiente definicién:

aconcat :: (List (List a), List a) — List a
aconcat (Nil, zs) = zs
aconcat (Cons a as,xs) = aconcat (as, a H xs)
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que corresponde a una variante acumulativa de la funcién concat. Esta funcién es posible expre-
sarla en término del operador foldl de la siguiente forma: aconcat = foldl (+-).

A partir de esta definicién interesa calcular la siguiente composicién: f = length o aconcat.

length o aconcat
= { Definicién de aconcat }
length o foldl (+)
- { Ley332 }
afoldy, (length, mdl) (4)
= { Ley 3.3.3 con as @ n = length as+n }
foldl (&") o (id x length)

Para la correcta aplicacién de la ley 3.3.3 se debe cumplir que:
length (as H xs) = as &' length xs = add (length as, length s)
lo cual es sencillo de probar. O

En el ejemplo anterior la aplicaciéon sucesiva de las leyes Foldl Pure Fusion y Morph Foldl
Fusion permitié mover la funcién posterior al foldl en la composicién a la posicién del acumulador
realizando tinicamente un pequeno cambio en la funcién de acumulacion. Si miramos la expresion
inicial y final de la derivacién anterior vemos que es posible expresar la composicion de una
funcién con un foldl en términos de otro foldl sin necesidad de mencionar el operador afold. A
partir de esta situacién se propone explicitar una ley que combina las leyes Foldl Pure Fusion y
Morph Foldl Fusion.

Ley 3.3.5 (Foldl - Regla Combinada). Para f:2z — z’

fla@b)=ad@ fb

f o foldl (®) (as, z) = foldl (&) (as, f z)

Prueba:
f o foldl ()
- { Ley33.2 }
afoldy, (f,mdl) (&)
= { Ley 333 }
foldl (@) as (f z)
O

Como consecuencia de la combinacion realizada se obtuvo una regla expresada totalmente
en términos del operador foldl sin tener que recurrir al caso mas general del operador afold

Moénica Martinez Fusién en presencia de acumuladores



3.3. El operador foldl y su extensién 47

sobre las listas como si sucede en las leyes anteriores. Esta ley se corresponde con el Teorema de
Fusién sobre foldl presentado en [Bir98] y una derivacién de esta ley en términos del operador
afold se encuentra en [Jas04].

La fusién presentada en el ejemplo 3.3.4 puede reescribirse en una forma mas concisa uti-
lizando esta nueva ley:

length o aconcat

= { Definicién de aconcat }
length o foldl (+4t)

= { Ley 3.3.5, as &' n =length as+n }
foldl (&") o (id x length)

3.3.1. El operador foldl extendido

Con la misma idea de extension realizada al operador afold es posible obtener una extensién
del operador foldl que permite utilizar las subestructuras en la actualizacion del acumulador.
Su definicién es la siguiente:

foldlE :: (a — b — List a — b) — (List a,b) — b

foldlE + = f
where
[ (Nil, 2) =z

f (Cons a as,z) = f (as,v a z as)

Como consecuencia de haber realizado la extension del operador foldl con la misma idea que
la utilizada en la extension del operador afold y siendo foldl un caso particular de este, el nuevo
operador se puede expresar en términos de la extension de afold:

foldiE v Y afoldE; (id, mdl) v
wheremdl a bc=1»

Ejemplo 3.3.6.

1. La funcién contar presentada en la Seccién 3.2 corresponde a un caso de foldlE:

contar = foldlE acSD

2. La funcién abiggers presentada en el Ejemplo 3.2.5 corresponde también a un caso de
foldlE:

abiggers = foldlE
where ¢ a ys as = if a > sum as then a : ys else ys
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3. Sea la siguiente definicion:

menResto 2 Ord a = (List a, List Bool) — List Bool
menResto (Nil, ys) =ys
menResto (Cons a as,ys) = menResto (as, ys H (Cons (all (>a) as) Nil))

donde all p as indica si todos los elementos de la lista as cumplen con la condicién P.
Dada una lista de elementos, menResto devuelve una lista de booleanos donde el elemento
en la posicion ¢ indica si el elemento en esa posicion en la lista de entrada es menor que el
resto de los elementos que le siguen en la lista. Por ejemplo,

menResto [1,5,2,3,4,7] [] = [ True, False, True, True, True, True]

Es posible expresar la funciéon menResto en términos del operador foldlE:

menResto = foldlF 1
where ¢ a ys as = ys # (Cons (all (>a) as) Nil)

d

A continuacidn se presentan algunas de las leyes de fusién para el caso particular del operador
foldlE.

Ley 3.3.7 (FoldE Pure Fusion).

fofoldlE = afoldEy, (f,mdl)

Ley 3.3.8 (Morph-FoldE Fusion). Para f:z — 2’

f@Wabe)=v"a(fb)c

JoldlE ' (as, f z) = afoldEy (f,mdl) ¢ (as, z)

Al igual que para el operador foldl es de utilidad en este caso establecer una regla combi-
nada entre las leyes anteriores. La prueba de esta regla es andloga a la realizada para la regla
combinada para el operador foldl.

Ley 3.3.9 (FoldE - Regla combinada). Para f:z — '

fWabe)=v'a(fb)c

foldlE o' (as,f z) = f o foldIE 1) (as, 2)
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Ejemplo 3.3.10.

1. Sea la siguiente definicion de la funcién cantTrue que cuenta la cantidad de elementos True
en una lista de booleanos:

cantTrue it List Bool — Int
cantTrue Nil =0
cantTrue (Cons a as) = if a then 1+ cantTrue as else cantTrue as

La composicion de funciones cantTrue o menResto, siendo menResto la funcién definida en
el Ejemplo 3.3.6, es posible fusionarla aplicando la Ley 3.3.9:

cantTrue o menResto

= { Definicién de menResto }
cantTrue o foldlE

= { Ley 3.3.9 }
foldlE )" o (id x cantTrue)

donde se debe cumplir la siguiente condicién cantTrue (¢ a b ¢) = ¢’ a (cantTrue b) c.
Recordando que ¢ a b ¢ = b+ (Cons (all (>a) c¢) Nil) es posible determinar una expresién
para la funcién 1)’:

Y abc=if (all (>a) c¢) then 1+ belse b

2. Es posible reproducir la fusién realizada en el Ejemplo 3.2.5 tomando como punto de
partida la definicién de la funcién de abiggers en términos del operador foldlE (Ejemplo
3.3.6) y aplicando la Ley 3.3.9.

sum o abiggers
= { Definicién de abiggers }
sum o foldlE phi
= { Ley 339 }
foldlE ¢’ o (id x sum)
' a b c=if a > sum cthen a + b else b

3.3.2. Aplicacion: fisién de programas

En la mayoria de los casos las leyes de fusion son utilizadas en la direcciéon en que dos
componentes son fusionadas para obtener una nueva funciéon con igual comportamiento a la
composicion de las funciones originales. Sin embargo también es posible utilizarlas en la direccién
contraria permitiendo descomponer una funcién en la composicion de dos funciones; a este
proceso se le llama fision.
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#include <stdio.h>
#define 1IN 1 /* inside a word */
#define OUT O /* outside a word */

/* count lines, words, and characteres in input */

main ()
{
int ¢, nl, nw, nc, state;
state = 0OUT;
nl = nw = nc = 0;
while ( ( ¢ = getchar() ) !'= EOF) {

++nc;
if (c == ’\n’)
++ nl;
if (c == " || ¢ =="\n’ || c == \t?)
state = 0UT;
else if (state == 0UT) {
state = IN;
++nw;
}

}
printf("%d %d %d\n", nl, nw, nc);

Figura 3.1: Programa wc de Kernighan y Richie

Al realizar fusion se busca ganar en eficiencia, pero en muchos casos se pierde en claridad.
En cambio al realizar fisién se busca ganar en comprension de la funcién original obteniendo
componentes que muestren mas claramente el comportamiento. Es un proceso tipico de reinge-
nieria que en general presenta mayores dificultades que el proceso de fusién, ya que implica la
introducciéon de componentes y la seleccién de éstas no es sencilla.

En esta seccién se presenta una aplicacion en este sentido que se basa en el ejemplo usado
por Gibbons [Gib06]. Se muestra cémo se puede llevar adelante el proceso de fisién con las he-
rramientas formales descriptas en este capitulo realizando una manipulacién totalmente analoga
a la efectuada por Gibbons.

Gibbons considera la funciéon we de Unix que permite contar la cantidad de lineas, palabras
y caracteres contenidos en un texto. Su definicién en C dada por Kernighan y Richie [KR8§]
se encuentra en la Figura 3.1. Del programa descripto en la Figura 3.1 se considera unicamente
la parte que permite contar las palabras, por lo que se realiza una primera descomposicion del
mismo mostrada en la Figura 3.2.

Como punto de partida para el proceso de fisién se considera un programa funcional equi-
valente al programa C de la Figura 3.2 donde el loop se convierte en una funcién que realiza
recursion de cola y utiliza el operador foldl para su definicién:

wey 2 List Char — Int
wey xS = fst (foldl step, (ws, (0, False)))
stepy :: Char — (Int, Bool) — (Int, Bool)

stepy ¢ (n,b) | blank ¢ = (n, False)
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#include <stdio.h>
#define 1IN 1 /* inside a word */
#define OUT O /* outside a word */

int blank(int c) {

return (c ==’ ? || ¢ == ’\n’ || c == ’\t’);
}
/* count words in input */
main ()
{
int c, nw, state;
state = 0UT;
nw = 0;
while ( ( ¢ = getchar() ) != EOF) {
if (blank(c))
state = 0OUT;
else if (state == 0UT) {
state = IN;
++nw;
}
}
printf ("%d\n", nw);
}

Figura 3.2: Extraccién de contar palabras de wc

step; ¢ (n, True) = (n, True)
stepy ¢ (n, False) = (n+1, True)
blank ¢ =(c==" ")V (c=="\n’)V (c=="\t)

La funcién foldl step, opera sobre un acumulador formado por un par tal que en la primera
componente se calcula la cantidad de palabras (lo que serd devuelto por wc a través de la funcién
fst ) y en la segunda componente se modela una nocién de estado que indica si se esta en el medio
de una palabra (True), o en un intervalo entre palabras (False). El acumulador se inicializa con
el par (0, False) indicando que ain no se ha contado ninguna palabra y no se estd en el medio
de una palabra.

A partir de esta definicién Gibbons construye diferentes implementaciones de wcy, todas con
el mismo comportamiento pero trabajando sobre diferentes estructuras, obteniendo en todas ellas
una descomposicién de wcy que involucra la funcién length. Dichas implementaciones permiten
diferentes niveles de comprension del comportamiento de we. Para realizar este proceso Gibbons
trabaja sobre la estructura de datos snoc (lista invertida) y el operador folds que permite realizar
recursiéon de cola sobre este tipo de datos:

data (a) = SNil | Snoc (a) a

folds 2(b—a—b)— ({(a),b) = b
folds (®) = f
where f (SNil, e) =e

[ (Snoc xs a,e) = f (zs,e) & a
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Para manipular funciones definidas en términos de folds se puede utilizar su ley de fusion:

h(b® a)=hb & a = hofolds (®) (zs,e) = folds (&) (zs,h e)

Nuestro desarrollo va a ser andlogo al de Gibbons, pero con la diferencia de que nos vamos
a basar en el operador foldl en lugar de folds. Como en [Gib06] vamos a conseguir descomponer
wey en términos de otras funciones mas sencillas solo que ahora usando leyes de foldl.

Dado que la definiciéon de we; involucra el cdlculo del largo de una estructura, como primer
paso en el proceso de fisién se extrae de dicha definicién un factor que involucra la funcién
length. En este sentido se reescribe wc; como:

wey s = fst (wc'y (ws, ([], False)))
wc'y (xs, (as, bl)) = foldl step, (s, f (as,bl))
f (zs,bl) = (length zs, bl)

Si se observa la expresién de wc’y es posible reconocer una expresién como la presentada en
la ley combinada asociada al operador foldl (Ley 3.3.5). Por lo tanto se utiliza esta ley de forma
de factorizar la expresién de wc’y en dos funciones:

wc'y (xs, (as, bl))
= { Definicién de we'y }
foldl step, (zs, f (as,bl))
= { Foldl - Regla combinada }

f o foldl g (s, (as, bl))

La aplicacién de la ley lleva a la introduccion de una nueva funcién:
g :: Char — (List (List Char), Bool) — (List (List Char), Bool)

En este punto es necesario recurrir a un proceso creativo, pero ahora mucho mas limitado, dado
que hay mayor informacién aportada por las condiciones que debe cumplir la nueva funcién para
que la ley sea aplicable. La condicion que resulta de la ley es:

f (g ab)=stepy a(fb)

Esta condicién caracteriza una relacién de refinamiento entre las funciones g y step,, donde
g es la funcién abstracta, step; la funcién concreta y f representa la funcién de abstraccion.
La funcién ¢ manipula secuencias mientras que la funcién step, sus largos. En la mayoria de
los casos se realiza el proceso de refinamiento de forma tal de obtener funciones concretas a
partir de funciones abstractas pero en este caso se debe realizar en sentido contrario. Como
step; manipula niimeros es necesario construir una funcién g que manipule secuencias de esos
largos, en cierto sentido una funcién “unlength”. El problema radica en que unlength no es una
funcién: dado un nimero no existe una unica secuencia de ese largo. Por lo tanto, si bien la
condicion planteada sirve de guia para construir la funcién g, no la determina, siendo necesario
recurrir a la creatividad. Para esto se analizan las ecuaciones que definen la funcién step,:
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= En la primera ecuacion de la definicién de la funcién step; se establece:

stepy ¢ (n,b) | blank ¢ = (n, False)

O sea, en el caso en que el cardcter considerado, ¢, sea un blanco la funcién g ¢ (ws, b)
debe devolver un par (ws’, False) tal que ws y ws’ tienen el mismo largo. La forma més
sencilla de resolver este punto es considerar ws’ = ws.

Por lo tanto se tiene una primera ecuacién que permite definir la funcién g:

g c (ws,b) | blank ¢ = (ws, False)

= Al considerar la segunda ecuaciéon que define stepy:

step, ¢ (n, True) = (n, True)

se observa que en el caso en que el caricter ¢ no sea blanco es necesario que g ¢ (ws, True)
devuelva un par (ws’, True) donde nuevamente ws’ tiene el mismo largo que ws. En este
caso es posible proceder de la misma forma que en la primera ecuacién, tomando ws’ = ws
pero en cambio se busca una forma de usar ¢, combinandola con ws de forma de obtener
una secuencia con el mismo largo que la secuencia original.

Si ws es una secuencia no vacia de secuencias de caracteres es posible agregar el caracter ¢
a la primera secuencia de ws y de esta forma obtener una nueva secuencia del mismo largo
que la original. En este caso es posible asegurar que ws es una secuencia no vacia ya que
por la definicién de step; si la componente booleana del par es True entonces el natural
del par es mayor que cero; por lo tanto la secuencia correspondiente tiene largo mayor que
cero.

La segunda ecuacién correspondiente a la definicién de la funcién g es entonces:

g c(w:ws, True) = ((c: w): ws, True)

= Por ultimo al considerar la tercera ecuacion de la definicién de stepq:

step, ¢ (n, False) = (n + 1, True)

se observa que es necesario que la funcién g ¢ (ws, False) devuelva un par (ws’, True)
donde el largo de ws’ es uno més que el largo de ws. La forma mads directa de construir
esta nueva secuencia es agregando una secuencia a ws formada por el caracter c.

g c (ws, False) = ([c] : ws, True)

De esta forma se completa la definicién de la funcién g y es posible llegar a la descomposicién
de weq:

wey TS = fst (wc'y (zs, ([], False)))
wc'y (xs, (as, bl)) = (length ws, b)
where (ws, b) = foldl g (zs, (as, bl))
g c (ws,b) | blank ¢ = (ws, False)
gc(w:ws,True) = ((c:w):ws, True)
g ¢ (ws, False) = ([c] : ws, True)
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#include <stdio.h>
/* count words in input */

int blank(int c) {

return (c ==’ ? || ¢ == ’\n’ || c == ’\t’);
}
main ()
{
int c, d, nw;
nw = 0;
d = 7;
c = getchar();
while (c !'= EOF) {
if (!blank(c) && blank(d)) {
++nw;
}
d = c; ¢ = getchar();
}
printf ("%d\n", nw);
}

Figura 3.3: Segunda version de contar palabras

A continuacién, al igual que en [Gib06], se vuelve a realizar el proceso de fisién tomando en
este caso como punto de partida una funcién diferente que también permite calcular la cantidad
de palabras en un texto. En lugar de considerar una funcion que manipula un estado que indica
si es necesario contar una palabra o no, se opta por manipular la estructura directamente y
observar el caracter siguiente en el texto para determinar si es el comienzo de una nueva palabra
y decidir entonces si corresponde contar una nueva palabra. El programa C correspondiente se
muestra en la Figura 3.3.

En [Gib06] se escribe un programa funcional equivalente a dicho programa C en términos
del operador paramorfismo [Mee92| para las listas invertidas ((a)):

paras i (a—b— (a) — b) — ((a),b) — b
paras Y = f
where
f (SNil, z) =z
f (Snoc as a,z) =1 a (f (as,z)) as

El operador paramorfismo permite capturar el comportamiento de funciones definidas por
recursion primitiva con la caracteristica de que en cada paso recursivo de la definicion ademas
del resultado de la llamada recursiva se cuenta con las subestructuras sobre la que se realizan
estas llamadas. Usando la siguiente ley de fusién para paras:

f@aesa)=1" a(fe)sa = foparas) (sx,e)= paras )’ (sz,f e)

Gibbons obtiene una descomposicién de la funcién original. Nosotros, en cambio, vamos a rep-
resentar el programa C por una funcién sobre listas que utiliza el operador foldlE:
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weg i List Char — Int
wey x5 = foldlE stepy (s, 0)

stepy :: Char — Int — List Char — Int

stepy cm x | blank ¢ = n
stepy ¢ (d:xs) | blank d =n +1
stepy ¢ n (d: xs) =n
stepy ¢ n (] =n+1

blank ¢ = (¢ ==’ ’)V (c=="\n’) V (c == ’\t’)

El proceso a seguir es totalmente andlogo al realizado en el primer caso. Por lo tanto como
primer paso se extrae un factor de la definiciéon de wce que involucra la funcién length:

weg zs = wc'y (3s,[])

wc'y (s, as) = foldlE step, (zs, length as)

En la expresién de wc’s es posible reconocer una estructura como la presentada en la ley combi-
nada asociada al operador foldlE. (Ley 3.3.9). Utilizando esta ley es posible entonces factorizar
la expresiéon de wc’s en dos funciones:

wc'y (xs, as)

= { Definicién de wc'y }
foldlE step, (xs, length as)

= { FoldlE - Regla combinada }
length o foldlE go (xs, as)

siendo la condicion para la aplicacién de esta ley la que permite guiar la definicién de la funcién
g2 a introducir:

length (g2 a b ¢) = stepy a (length b) ¢
Tomando en cuenta esta condicién, la definicién de la funcién step,, y realizando manipula-

ciones del mismo tipo a las realizadas en el primer caso, se llega a una definiciéon de g y con
ello a la definicién de wc’s:

wc'y = length o foldlE go

where
g2 C WS T | blank ¢ = ws
g2 cws (d:z) | blank d = [c]: ws
g2 cws (d:x) = ws
g2 ¢ ws [] =[c]:ws

En resumen, es posible llegar a la siguiente descomposicion de wcs:

weg s = wc'y (xs,[])
wc'y = length o foldlE go
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where
g2 C WS T | blank ¢ = ws
g cws (d:z) | blank d =[c]: ws
g2 cws (d:x) = ws
g2 ¢ ws [] =lc]:ws

De esta forma mostramos cémo utilizando las reglas combinadas de foldl y foldlE fue posible

realizar el proceso de fisién. En ambos casos los resultados que se obtienen coinciden con los
obtenidos en [Gib06].

3.4. Limitaciones del operador afold

En las secciones anteriores se mostré qué tanto el operador afold como su extensién son
apropiados para capturar el comportamiento de un amplio conjunto de acumulaciones. De todas
formas, existen acumulaciones que no pueden ser representadas mediante estos operadores.

Un ejemplo es la funcion flatten:

flatten :: (Btree a, List a) — List a
flatten (Leaf a,xs) = Cons a xs
flatten (Join t u,xs) = flatten (i, flatten (u, xs))

En efecto, recordando las definiciones de los operadores afold y afoldE para arboles binarios
con informacion en las hojas:

afoldp, (h1,he) ¥ 4" = f
where
f (Leaf a,z) =hyaz
[ (Join t u,2) = ha (F (1,9 2)) (f (w0 2)) »

afoldE g, (h1,ha) ¢ )" = f
where

f (Leaf a,z) =hyaz
f(Join tu,z) = hy (f (£, 2 tw)) (f (u,9)" 2 L)) 2

se puede ver que el operador afold g, no puede capturar el comportamiento de la funcién flatten
ya que, es necesario manipular la subestructura en el acumulador y esto no estd contemplado
en el operador. Esto si puede lograrse con el operador afoldEp_:

flatten = afoldE g (Cons, ffst) ¥ 9
where
Y ac t u = flatten (u, ac)
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donde ffst a b ¢ = a, y ¢’ es una funcién arbitraria dado que nunca se utiliza. Sin embargo se
presenta el incoveniente de que la propia funcién flatten ocurre dentro de 1, o sea, es un caso
donde la manipulacién del acumulador es realizada por la propia funcién que se estd definiendo.
Es posible identificar varias funciones sobre arboles que tienen un esquema de definicién similar
al de flatten por lo que serfa deseable capturar el comportamiento de estas funciones y contar
con leyes de fusién que las manipulen.

Como posible forma de eliminar la ocurrencia de la llamada recursiva del acumulador se
analiza la posibilidad de representar este tipo de funciones por un par de funciones mutuamente
recursivas que no posean llamadas recursivas en el acumulador las que luego vamos a representar
en términos del operador afold.

Para separarnos del caso particular de flatten se considera la siguiente funcién f, que gene-
raliza el esquema de esta funcién para un h; arbitrario:

f (Leaf a,z) =hiaz
f(Join t u,z) = f (£,f (u,2))

Como primer paso se busca encontrar un par de funciones mutuamente recursivas con las
caracteristicas antes mencionadas. Con el objetivo de eliminar la llamada recursiva en el acu-
mulador se recurre a la utilizacién de una funcién auxiliar g, definida como g (u, z) = f (u, 2):

f (Leaf a,z) =hiaz
f(Join t u,z) = f (t,9 (u,2))

Es trivial derivar una definicién recursiva para g:

g (Leaf a,z)

= { Definicién de g }
f (Leaf a, z)

= { Definicién de f }

hiaz

g (Join t u, z)

= { Definicién de g }
f (Join t u, z)

= { Definicién de f }
[t f (u,2))

= { Definicién de g }
g (&, f (u,2))

Por lo tanto, es posible expresar la funcién original como un par de funciones mutuamente
recursivas:

f (Leaf a,z) =hiaz
f(Join t u,z) = f (t,9 (u,2))
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g (Leaf a,z) =hiaz
g (Joint u,z) =g (t,f (u,z2))

Ahora cada una de estas funciones puede ser expresada en términos del operador afoldE g :

f = afoldE g (hy, ffst) i1 ¢

where
bz tu=g (u2)

g = afoldE g (hy, ffst) Yo
where

ozt u=f(u,z)

donde 7" es una funcién arbitraria.

Una vez que se cuenta con la definicién de estas funciones en términos del operador afoldE 5,
es posible pensar en fusionar composiciones que las involucren utilizando las leyes de fusion
presentadas en la Seccién 3.2.

Ejemplo 3.4.1. Se considera la composicién p o f siendo f la funcién definida anteriormente y
p una funcién adecuada para la composicion:

pof
= { Definicién de f }

poafoldEg (hi, ffst) i1 ¢
= { pure fusion afoldE }

afoldE g, (p o hu, [fst) i1 o'

Llegado a este punto no se puede considerar completa la fusién ya que la funcion ¢ se
define en términos de la funcién ¢ que tiene en su definicién a la funcién f, por lo que no es
posible afirmar que la funcién p haya alcanzado todos los componentes deseados. Es necesario
entonces buscar una forma que permita avanzar en este sentido. Tomando como referencia lo
realizado al obtener las reglas combinadas para el operador foldl y su extension seria deseable
poder aplicar algo similar de forma de que la funcién p o alguna funcién derivada de esta alcance
al acumulador de la funcion f. Para que esto sea posible es necesario encontrar funciones mq,ms
y 1 de forma tal que se cumplan las siguientes condiciones que involucran a las funciones del
afold:

p(hiad) =mia(pb)=m1abd
ffstabe =moab(pc)
pWrztu)=p1(pz)tu

La funciéon mo no es otra que la misma funcién ffst pero la existencia y definicion de las
funciones my y 1 dependen de cada caso en particular. En los casos que existan estas funciones
es posible continuar con la fusién utilizando la Ley Morph fusion de afoldE.
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afoldE g, (p o hy, ffst) Y1 ¢/

= { reescritura de las funciones }
afoldE g, (m'y, ffst) i1 ¢

= { Ley Morph afoldE }
(afoldE g, (ma, ffst) g1 ¢) o (id x p)

Es importante observar que para obtener la definiciéon de ¢ es necesario considerar la com-
posicién p o). La funcién v se encuentra expresada en términos del operador afoldE g por lo
que entonces es necesario recurrir nuevamente a las leyes de fusién de este operador para derivar
P1- O

Ejemplo 3.4.2. A continuacién se considera un caso particular que permite visualizar lo pre-
sentado en el ejemplo anterior para el caso general. Se considera la composicién sum o flatten,
siendo sum la funcién definida en el Ejemplo 3.2.5.

La expresion de flatten como dos funciones mutuamente recursivas es:

[flaten (Leaf a,z) = Cons a z
flaten (Join t u, z) = fflatten (t, gflatten (u, z))
gflatten (Leaf a,z) = Cons a z
gflatten (Join t u,z) = gflatten (t, fflatten (u, z))

Sus respectivas expresiones en términos del operador afoldE _ son:
para 1)/ arbitrario,

fflatten = afoldEg_ (Cons, ffst) ¢ '
where

U1 2z t u = gflatten (u, 2)

gflatten = afoldE g (Cons, [fst) 1o 1)
where

o z t u = fflatten (u, z)

A partir de estas expresiones es posible plantear la composicién sum o fflatten y aplicar las
leyes de fusion del afold:

sum o fflatten
= { Definicién de fflatten }
sum o afoldE g (Cons, ffst) 1 '
= { Ley pure fusion afoldE }
afoldE g, (sum o Cons, ffst) ¥ ¢’

Para continuar con la fusién es necesario encontrar my tal que:

sum (Cons a xzs) = my a (sum xs) = m’y a zs. En este caso se puede afirmar que m; = (+) y
permite continuar la fusién de la siguiente forma:
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afoldE g, (sum o Cons, [fst) 11 ¢/

= { reescritura de las funciones }
afoldE g, (m'y, ffst) i1 ¢

= { Ley Morph afoldE }
(afoldE g, ((+),ffst) o1 ¢") o (id x sum)
1 (sum z) t u = sum (gflatten (u, z))

En este es posible encontrar ¢; que cumpla la condicién establecida:
w1 a b c= a+ sum (gflatten (c, Nil)). En este definicién se observa que esta involucrada la
composicién de sum o gflatten, y como gflatten se encuentra expresada en términos del operador
afold es necesario recurrir a las leyes de fusién de este operador para derivar .

La forma de proceder para resolver sum o gflatten es totalmente analoga a la realizada para
la composicién sum o fflaten, obteniendo como resultado:

sum o gflatten

= (afoldEp, ((+),ffst) @2 1)") o (id x sum)
w2 (sum z) t u = sum (fflatten (u, 2))
w2 a b c=a+ sum (fflatten (c, Nil))

Por lo tanto, si tomamos ffus = sum o fflatten y gfus = sum o gflatten se obtienen las
siguientes funciones mutuamente recursivas:

ffus :: Num a = (Btree a,a) — a
fus = afoldE ((+), fist) @1 ¥
where
w1 abc=a+ gfus (¢, sum Nil)

gfus :: Num a = (Btree a,a) — a
ofus = afoldB ((+), ffst) o2 v/
where
w2 a b c=a+ ffus (¢, sum Nil)

sumflatten (term, ac) = ffus (term, sum ac)

Este es un ejemplo donde la alternativa de descomponer la definicién de la funcién original
flatten en dos funciones mutuamente recursivas resulté vélida en el sentido que permitié la
definicién de la funcion en términos del operador afold y su fusién con la funcién sum aplicando
las leyes de fusion del operador. Al mismo tiempo muestra la complejidad de optar por este
camino y las fuertes condiciones para su aplicacion.

d

De los precedentes ejemplos se puede observar que si bien se busca ampliar el conjunto de
acumulaciones de las que se pretende capturar el comportamiento, se estd tomando un camino
que lleva a imponer mayores condiciones en la estructura de las funciones a considerar. Esto fue
uno de los motivos que llevé a modificar la linea de trabajo, descartando posibles extensiones
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del operador afold y pasando a buscar otras alternativas que sean mds libres en cuanto a la
estructura de las funciones que consideran. En este sentido en el capitulo siguiente se presenta
una nueva forma de enfrentar el problema de fusiéon con acumulaciones.
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No de los problemas del abordaje de acumulaciones basado en afold es su
alta dependencia respecto a la estructura de las funciones involucradas. En
este capitulo se presenta un enfoque diferente al problema de fusion de

acumulaciones en el cual se hace énfasis en la identificacion del proceso de produccion
de la estructura intermedia a eliminar, pero no asi en la estructura interna de dicho
proceso. Esto se logra a través de un abordaje basado en “Short-Cut Fusion”. Se
muestra la aplicacién de este abordaje a programas Haskell y se realizan corridas de
prueba que permiten comparar la performance de los programas originales con las
respectivas versiones transformadas.

Este capitulo es una versién extendida de [MP09].
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4.1. Acumulaciones y “Short-Cut Fusion”

El enfoque presentado en el Capitulo 3 requiere que, en caso que la funcién productora de
la estructura intermedia sea una acumulacién, la misma debe ser expresable en términos del
operador afold para poder realizar la fusién. Sin embargo, como fue presentado en la Seccion
3.4, esto no siempre es posible ya que existen acumulaciones que no son expresables en términos
del operador afold. Se busca entonces un esquema que permita capturar el comportamiento
de acumulaciones que jueguen el rol de productoras, que se concentre solamente en la forma
de construccién de la estructura intermedia, y al que se le pueda determinar alguna ley de
fusién. Esto implica, buscar una alternativa que permita representar las acumulaciones en forma
independiente de la estructura de su definicién y enfocada al proceso de construccion de la
estructura de datos intermedia. Para esto se opta por un enfoque del tipo “Short-Cut Fusion”
(presentado en el Capitulo 2) ya que cumple con estas condiciones.

A continuacién se analiza la posibilidad de aplicar “Short-Cut Fusion” en el caso de que
alguna de las funciones involucradas en la composicién sea una acumulacién. Se consideran por
separado los casos en que las acumulaciones se comportan como consumidoras o productoras en
la composicién a resolver.

4.1.1. Acumulaciones como funciones consumidoras

El enfoque de “Short-Cut Fusion” requiere que la funcién consumidora se exprese en términos
del operador fold. Como este operador no maneja en forma explicita un pardmetro adicional es
necesario entonces expresar las acumulaciones como un fold de alto orden.

A modo de ejemplo se considera la composicién reverseomap f para el caso en que la funcién
reverse es dada por su versién acumulativa:

reverse as = areverse as Nil
areverse i List a — List a — List a
areverse Nil zs = 25

areverse (Cons a as) zs = areverse as (Cons a zs)
La funcién areverse puede escribirse como un fold de alto orden:

areverse = fold, (id, hrev)
where
hrev ra — (List a — b) — (List a — b)
hrev a rec = rec o (Cons a)

mientras que la funcién map f puede expresarse en términos de la funcion build:

map f = buildr, (gmap f)
where

gmap f (fnil, fcons) Nil = fnil
gmap f (fnil, fcons) (Cons a as) = feons (f a) (gmap f (fnil, fcons) as)
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Por lo tanto se estd en condiciones de aplicar la Ley 2.6.1, obteniendo como resultado
gmap f (id, hrev) lo que se corresponde con la siguiente definicién recursiva:

fus f Nil =1d
fus f (Cons a as) = fus f as o (Cons (f a))

Si bien la aplicacion de la ley de fusién en estos casos no presenta dificultades es necesario
detenerse en la representacién de la funcién consumidora como un fold de alto orden. El problema
con este tipo de definiciones es que se genera como salida una lista de llamadas pendientes a
funciones la cual es isomorfa a la lista de entrada a la funcién. Esto es, en el ejemplo, para calcular
el reverse de la lista de entrada el fold primero construye una lista de llamadas pendientes, la cual
finalmente es aplicada al valor inicial del acumulador. Para observar esta situacién se considera
la evaluacién de la funcién areverse para el caso de la lista de entrada [1, 2, 3]:

areverse (Cons 1 (Cons 2 (Cons 3 Nil)))

= { Definicién de areverse en términos del operador fold }
areverse (Cons 2 (Cons 3 Nil)) o (Cons 1)

= { Definicién de areverse en términos del operador fold }
areverse (Cons 3 Nil) o (Cons 2) o (Cons 1)

= { Definicién de areverse en términos del operador fold }
areverse Nil o (Cons 3) o (Cons 2) o (Cons 1)

= { Definicién de areverse en términos del operador fold }
id o (Cons 3) o (Cons 2) o (Cons 1)

= { Abplicacién de la funcién id }

(Cons 3) o (Cons 2) o (Cons 1)

Esta computacion suele ser menos eficiente que la versién original de la funcién areverse y esta
pérdida de eficiencia en la representacién de la funciéon consumidora impacta en forma negativa
en la eficiencia de la funcién resultante de la fusién. En efecto, la lista de llamadas pendientes
generada por el fold de alto orden se traslada directamente al cuerpo de las funciéon productora
(en el lugar de los constructores) como resultado de la aplicacién de la ley de fusién. Como
consecuencia el programa resultante produce valores funcionales isomorfos con la estructura
intermedia.
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fus f (Cons 1 (Cons 2 (Cons 3 Nil)))

= { Definicién de fus en términos del operador fold }
fus f (Cons 2 (Cons 3 Nil)) o (Cons (f 1))

= { Definicién de fus }
fus f (Cons 3 Nil) o (Cons (f 2)) o (Cons (f 1))

= { Definicién de fus }
fus f Nil o (Cons (f 3)) o (Cons (f 2)) o (Cons (f 1))

= { Definicién de fus }
id o (Cons (f 3)) o (Cons (f 2)) o (Cons (f 1))

= { Aplicacién de la funcién id }
(Cons (f 3)) o (Cons (f 2)) o (Cons (f 1))

En la evaluacién anterior es posible observar la traslacion del efecto originado por la repre-

sentacion de la funcién consumidora como una funcién de alto orden a la funcién resultado de
aplicar la ley de fusién: fus f para la lista de entrada [1,2,3].

Este tipo de incoveniente se presenta en forma insalvable cuando la funcién productora es
una acumulacion, de hecho, una acumulacién de determinado tipo. Este punto sera considerado
nuevamente en la Seccién 4.3.1 al realizar la comparacién de los tiempos de ejecucién entre los
resultados de aplicar la ley de fusién y los programas originales. Si no se esté frente a este caso el
incoveniente puede ser subsanado realizando la saturacion en la definicién de la funcién obtenida
como resultado. En el ejemplo considerado se obtiene:

fus f Nil zs =28
fus f (Cons a as) zs = fus f as (f a: 2s)

4.1.2. Acumulaciones como funciones productoras

La eficacia de la aplicacién de fusién en el caso en que la funcién productora es una acumu-
lacién depende del tipo de acumulacién. Es posible distinguir dos casos segtin el comportamiento
del parametro de acumulacion:

= cuando el parametro adicional mantiene un valor auxiliar que se puede usar en la con-
struccion del resultado final pero que no forma parte del resultado final explicitamente
(acumulador de contexto).

= cuando el resultado de la funcién, o parte del mismo, es construido directamente en el
parametro adicional. Como consecuencia se tiene la restriccion de que el pardmetro de
acumulacién sea del mismo tipo que el resultado final de la funcién (acumulador como
parte de la estructura).

A continuacién se analiza cada uno de estos casos. Las acumulaciones que poseen parametros
de acumulaciéon de ambos tipos requieren de un tratamiento combinado.
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Acumulador como contexto En este caso la existencia del parametro adicional en la funcién
productora no es relevante para la funcion consumidora, en el sentido de que su valor no forma
parte de la estructura intermedia y por lo tanto no se presentan dificultades en la aplicacién de
la ley de fusién estandar. Podria decirse que desde el punto de vista de la ley de fusién no es
necesario distinguir a la funcién productora como una acumulacion.

Para ilustrar esta situacion se considera el siguiente ejemplo donde se calcula la altura de un
arbol binario (aheight) en dos pasos: primero se reemplaza el valor de cada hoja por su altura en
el &rbol (down) y en un segundo paso se calcula el maximo valor contenido en el arbol (maztree).

aheight :: (Btree a, Int) — Int
aheight = maxtree o down
down :: (Btree a, Int) — Btree Int

down (Leaf a,n) = Leaf n
down (Join i d,n) = Join (down (i,n + 1)) (down (d,n+ 1))

maxtree 2 Ord a = Btree a — a
maxtree (Leaf a) = a
maztree (Join i d) = maz (maztree i) (maxtree d)

Las funciones maztree y down pueden expresarse en términos del operador fold y la funcién
build, respectivamente, de la siguiente forma:

down = buildp, gdown
where
gdown (leaf,join) (Leaf a,n) = leaf n
gdown (leaf, join) (Join i d,n) = join (gdown (leaf,join) (i,n + 1))
(gdown (leaf, join) (d,n + 1))

maztree = foldp (id, mazx)

Al aplicar la regla fold/build (Ley 2.6.1) se obtiene la siguiente expresion:

aheight = gdown (id, maz)

que da origen a la siguiente definicién recursiva:

aheight (Leaf a,n) =n
aheight (Join i d,n) = mazx (aheight (i,n + 1)) (aheight (d,n + 1))

El hecho de que down es una acumulacién no impacta en la forma en que se realiza la fusién.
El acumulador mantiene simplemente un entero que es usado para colocar en las hojas del arbol
con su correspondiente altura y la computacién de este valor debe ser mantenido por la fusién.

Acumulador como parte de la estructura Se analiza ahora el caso en que el acumulador
de la funcién productora forma parte del resultado de dicha funcién. Este es el caso en que
los métodos tradicionales de fusion suelen fallar por no conseguir alcanzar el parametro de
acumulacién. En particular, ésta es la situaciéon presentada en la Seccion 1.1.2. Ejemplos de
acumulaciones de este tipo son la funcién atake While (Seccién 1.1.2), la versién acumulativa de
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la funcidn reverse, areverse, vista anteriormente en este capitulo y la definicién de la funcion
flatten presentada en la Seccién 3.4:

flatten :: (Btree a, List a) — List a
flatten (Leaf a,xs) = Cons a zs
flatten (Join i d,xs) = flatten (i, flatten (d, zs))

La funcion flatten resulta particularmente interesante ya que realiza una llamada recursiva en
el propio acumulador de la funcién; esta caracteristica se repite frecuentemente en acumulaciones
que manipulan estructuras arborescentes.

Para visualizar las dificultades que se presentan en este caso se considera la funcién sumArd
que dado un arbol binario con informacién en las hojas devuelve la suma de los elementos que
lo componen.

sumArb :: Num a = Btree a — a
sumArb t = asumArb (t, Nil)

asumArb = suma o flatten

donde se considera la funciéon suma con la siguiente definicion:

suma 2 Num a = List a — a
suma Nil =0
suma (Cons a as) = a + suma as

Al intentar derivar una definicién recursiva de asumArb por andlisis de casos se obtiene:

asumArb (Leaf a,zs) = suma (flatten (Leaf a,xs))
= suma (Cons a xs)
= a + suma s

asumArb (Join i d,zs) = suma (flatten (Join i d, xs))
suma (flatten (i, flatten (d, xs)))
= asumArb (i, flatten (d, xs))

De igual forma que en el ejemplo presentado en la Seccién 1.1.2 la definicién obtenida no es
satisfactoria ya que se continiia construyendo una lista intermedia ahora en el acumulador de la
llamada recursiva. Dicha lista acumula el valor de las hojas de los subarboles derechos y debe
ser evaluada por la funcién suma al alcanzar el paso base de la funcién.

Por el tipo de acumulacién que se estd considerando el valor contenido en el acumulador
forma parte de la estructura generada por la funcién productora. Por lo tanto al momento de
realizar la fusion ésta parte de la estructura debe ser necesariamente transformada por la funcion
consumidora.

La versién que uno deberia obtener por aplicaciéon de fusién es la siguiente:
asumArb’ (Leaf a,n) =a+n

asumArb' (Join i d,n) = asumArb’ (i, asumArbd’ (d,n))
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junto con la siguiente relacién:
asumArb (t,zs) = asumArb’ (t, suma xs)

que establece que el valor inicial del acumulador original debe ser convertido al nuevo formato
por la aplicacién de la funcién consumidora. De hecho esta relaciéon se cumple siempre que
se considera una acumulacién de este tipo como funcién productora. O sea, dada una funcién
consumidora cons y una acumulacion de este tipo como funcién productora prod el resultado de
la fusién de las mismas fus cumple la siguiente relacién:

consoprod = fuso (id X cons) (4.1)

La funcién asumArb’ puede obtenerse por la aplicacién de la regla fold/build (Ley 2.6.1).
Para ello se requiere que: (i) la funcién consumidora (en el ejemplo, suma) sea expresable en
términos del operador fold, y (ii) la funcién productora (en el ejemplo, flatten) sea expresable
en términos de la funcién build.

El punto (i) no presenta inconvenientes ya que es posible expresar la funcién suma como un
fold de la siguiente forma:

suma = foldy (0, (+))

Al considerar el punto (ii), recordamos que para obtener la expresién de una funcién en
términos de la funcién build es necesario poder abstraer de su definicién los constructores de la
estructura de salida. Observando la definicién de flatten, se ve que en el caso de una hoja se
construye el valor de salida por la aplicacién del constructor Cons, por lo que debe ser abstraido.
En la ecuacién correspondiente a un Join no hay constructor a abstraer dado que se realiza una
llamada recursiva de cola (“tail-recursion”) y una llamada anidada. Por lo tanto, la definicién
de flatten en términos de build serfa en principio la siguiente:

flatten = buildy, gflat
where
gflat (fnil, fcons) (btree, acum) = gflat’ (fnil, fcons) (btree, acum)
gflat’ (fnil, feons) (Leaf a,ac) = fecons a ac
aflat’ (fnil, feons) (Join i d, ac) = gflat’ (fnil, fcons) (i, gflat’ (fnil, feons) (d, ac))

Si bien en esta definicidn se observa que las funciones gflat y gflat’ coinciden se opta, por
considerar esta definicién ya que permite visualizar con mayor claridad los pasos siguientes del
proceso que se estd realizando. Sin embargo, esta definiciéon no es correcta, ya que gflat, la
funcion del build, no estd bien tipada. En efecto, segin la definiciéon de build, dicha funcién
deberia tener el siguiente tipo:

Vb.(ba — b— b)— (Btree a, List a) — b

y esto no se cumple debido a que, por un lado, la lamada gflat’ (fnil, fcons) (d, ac) no es de tipo
List a sino de tipo polimérfico b y, por otra parte, fcons a ac espera que ac sea de tipo b, y no
de tipo Lista como lo es. Este error es causado por el hecho de que, a pesar de haber intentado
abstraer todos los constructores de la estructura intermedia en la definiciéon de flatten, esto no
se realizé en su totalidad ya que en el valor inicial del acumulador persisten constructores que
no han sido considerados.
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Con el objetivo de lograr abstraer estos constructores, se introduce primeramente la funcién
identidad reemplazando acum por id acum.

flatten = buildy,, gflat
where
gflat (fnil, fcons) (btree, acum) = gflat’ (fnil, fcons) (btree, id acum)
gflat’ (fnil, feons) (Leaf a,ac) = feons a ac
gflat’ (fnil, feons) (Join i d, ac) = gflat’ (fnil, fcons) (i, gflat’ (fnil, fcons) (d, ac))

El siguiente paso consiste en representar la funcién identidad como fold; (Nil, Cons).

flatten = buildy, gflat
where
gflat (fnil, fcons) (btree, acum) = gflat’ (fnil, fcons) (btree, foldy, (Nil, Cons) acum)
gflat’ (fnil, fcons) (Leaf a,ac) = feons a ac
gflat’ (fnil, feons) (Join i d, ac) = gflat’ (fnil, fcons) (i, gflat’ (fnil, fcons) (d, ac))

De esta forma se logra la visibilidad requerida de los constructores del acumulador pudiendo
realizar ahora la abstraccién completa:

flatten = buildy,, gflat
where
gflat (fnil, fcons) (btree, acum) = gflat’ (fnil, fcons) (btree, foldy,, (fnil, fcons) acum)
gflat’ (fnil, feons) (Leaf a,ac) = feons a ac
gflat’ (fnil, feons) (Join i d, ac) = gflat’ (fnil, fcons) (i, gflat’ (fnil, feons) (d, ac))

Mientras gflat ::V bo (b,a — b — b) — (Btree a, List a) — b observar que
gflat’ ::¥ bo (b,a — b — b) — (Btree a,b) — b pues foldy_ (fnil, fcons) :: List a — b.

A partir de esta formulacién, es posible aplicar la Ley 2.6.1 a asumArb = suma o flatten
obteniendo una funcién equivalente que no genera la estructura intermedia:

asumArb (btree, acum) = asumArb' (btree, foldy, (0, (+)) acum)
where
asumArb’ (Leaf a,ac) = a+ ac
asumArb' (Join i d, ac) = asumArb’ (i, asumArb’ (d, ac))

lo que a su vez es equivalente a :

asumArb (btree, acum) = asumArb’ (btree, suma acum)
where
asumArb’ (Leaf a,ac) = a+ ac
asumArb’ (Join i d, ac) = asumArd’ (i, asumArb’ (d, ac))

De esta forma se obtiene la definicién deseada de la funcién asumArb’ que satisface la relacién
antes mencionada con la funcién asumArb .
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4.2. Definicion de la Ley “Short-Cut Fusion” Acumulativa

Si bien el uso de la Ley 2.6.1 resulté efectiva, en el caso anterior, la misma no resalta
la existencia de un acumulador tanto en la preparacién para su uso como en su aplicacion.
Por otra parte, a pesar de que el acumulador requiere de una manipulacién adicional que es
uniforme en todos los casos, la misma debe ser considerada cada vez que se define la funcién
productora en términos de la funcién build. Este tipo de consideraciones nos lleva al planteo de
intentar incorporar esta manipulacién uniforme como parte de la ley de fusion. En este sentido,
nuestro objetivo es la formulacién de una ley de fusién del estilo de la Ley 2.6.1 que contemple
explicitamente la manipulacion requerida para el acumulador de la funciéon productora. Para
lograrlo se propone modificar la definicion de la funcién build, introduciendo una nueva funcién
buildA que tiene modificado el tipo de su funcién g de forma de hacer explicita la existencia
de un pardmetro adicional que representa al acumulador. Al igual que en la funcién build, se
mantiene la restriccion de que la construccion de la estructura de salida sea realizada tinicamente
en términos de los constructores del tipo, pero ahora también incluyendo al acumulador.

Para el caso de listas la funcién buildA propuesta es la siguiente:

buildAp, = (Vb.(b,a—b—0b)— (c,b) — b)— (c,List a) — List a
buildAr, g = g (Nil, Cons)

donde el primer argumento de la funcién g corresponde como antes a una L,-algebra, mientras
que el segundo argumento es un par formado por el eventual valor de entrada junto con el
acumulador.

Como se muestra a continuacion, la manipulaciéon esperada del acumulador surge en forma
automadtica como parte de la ley de fusién por aplicacién de un “free theorem” [Wad89] asociado
con el nuevo tipo de la funcion g.

Al igual que build, la funcién buildA se generaliza para cualquier tipo de dato (con functor
asociado F') de la siguiente forma:

buildAp = (Va.(Fa—a)—(ba)—a)— (b,uF) — pF
buildAp g = g inp

A partir de esta nueva definicion para la funcién build se propone la siguiente regla de fusion
la cual satisface — como era deseable — la Ecuacién (4.1):

Ley 4.2.1 (Regla Fold/Build Acumulativa).

gu=Va.(Fa—a)—(bja)—a
foldp pobuildAp g =g po (id x foldp ¢)
Prueba: Un “free theorem” asociado con el tipo de la funcién g establece que:

fov=9poF f = fogy=gepol(id x f)
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lo que se puede expresar en términos de los siguientes diagramas:

Ff id X f

Fa Fd (b,a) —— (b, a")
(0 ® = 91/1\ g
a (l/ Q@ —— a’

f f

Tomando f como foldp ¢ y 1 como tnr la ley anterior se instancia como:

foldp poingp = po F foldp ¢ = foldp woging =g po (id x foldp ¢)

Se observa que el antecedente de esta implicacion es verdadero por la definicién del ope-
rador fold (Ecuacién (2.3)), por lo que siempre se cumple. Por lo tanto,

foldp poging = gyo(id x foldp p)
|

A continuacién se presenta una serie de ejemplos donde se aplica esta ley para distintos tipos
de datos.

Ejemplo 4.2.2. Listas

La instancia correspondiente de la Ley 4.2.1 es la siguiente:

foldy, (fnil, fcons) o buildAy, g = g (fnil, fcons) o (id x foldy, (fnil, fcons))

Es posible usar esta ley para completar la fusién de la composiciéon de funciones presentada
en la seccién anterior: asumArb = suma o flatten. Como se vio anteriormente la expresién de
la funcién suma en términos del operador fold es: suma = fold; (0, (+)). El siguiente paso es
expresar la funcién flatten en términos de buildA:

flatten = buildAr, gflat
where
gflat (fnil, fcons) (Leaf a,ac) = fecons a ac
gflat (fnil, fcons) (Join i d, ac) = gflat (fnil, feons) (i, gflat (fnil, feons) (d, ac))

Por lo tanto es posible escribir la composicién original como: fold; (0, (+)) o buildAr, gflat

Aplicando la Ley 4.2.1 se obtiene como resultado:

gflat (0, (+)) o (id x foldy, (0,(+)))

En resumen, si se define fus = gflat (0,(4)), es posible expresar el resultado de la siguiente
forma:
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asumArb (btree, acum) = fus (btree, suma acum)
where
fus (Leaf a,ac) = a+ ac
fus (Join i d, ac) = fus (i, fus (d, ac))

a

Ejemplo 4.2.3. En este caso se considera una composicién de funciones donde tanto la pro-
ductora como la consumidora son acumulaciones:

sumarev s ys ac = sumaAc (areverse (zs,ys)) ac
sumaAc 2*Num a = Lista — a— a
sumaAc Nil n =n

sumaAc (Cons al) n = sumaAcl (a+n)

areverse :: (List a, List a) — List a
areverse (Nil, ys) = ys

areverse (Cons x xs,ys) = areverse (zs, Cons x ys)

Primero es necesario expresar la funcién sumaAc en términos del operador fold. Como se
trata de una acumulacién serd expresada como un fold de alto orden.

sumaAc = fold, (id, hsum)
where
hsum 2 Numa=a— (a—a)— (a— a)
hsum a rec = Az — rec (a + x)

El siguiente paso consiste en expresar la funcién areverse en términos de buildA:

areverse = buildAy,, grev
where
grev (fnil, feons) (Nil, ys) =ys
grev (fnil, fecons) (Cons x xs,ys) = grev (fnil, fcons) (zs, fcons z ys)

Aplicando la Ley 4.2.1 se obtiene como resultado:

sumarev s ys ac
grev (id, hsum) (s, fold (id, hsum) ys) ac
= grev (id, hsum) (zs, sumaAc ys) ac

Si se define fus = grev (id, hsum) se obtiene que :

sumarev s ys ac = fus (zs, sumaAc ys) ac
where
fus (Nil, s) =5
fus (Cons z xs,s) = fus (xs, hsum z s)

Haciendo el inlining de la llamada a hsum queda en evidencia que el acumulador de la funcién
fus es efectivamente una funcién.
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fus (Nil, s) =5
fus (Cons z zs,s) = fus (zs,\a — s (z + a))

Ejemplo 4.2.4. Arboles binarios con informacién en las hojas

La instancia de la Ley 4.2.1 para este tipo de datos es la siguiente:

foldg, (fleaf, fjoin) o buildAp, g = g (fleaf, fjoin) o (id x foldpg, (fleaf, fjoin))
donde

buildAp, = (Vb.(a—bb—b—b)— (¢,b)—b)— (c, Btree a) — Btree a
buildAp, g = g (Leaf, Join)

Consideremos una funcién que permite construir un arbol en forma acumulativa de la si-
guiente forma:

constB :: (Int, Btree a) — Btree a
constB (0, t) =t
constB (n+1,t) = constB (n, Join t t)

Se pretende componer esta funcién con otra que cuenta la cantidad de constructores de un
arbol definida como:

cantConst 22 Num a = Btree b — a
cantConst (Leaf a) =1
cantConst (Join i d) =1+ cantConst i + cantConst d

Es posible aplicar la instancia correspondiente de la Ley 4.2.1 para fusionar la composicion
de estas funciones ya que la funcién constB se puede expresar en términos de la funcién buildAp,
y la funcién cantConst en términos del operador fold de la siguiente forma:

constB = buildAp, gconst
where
gconst (fleaf, fjoin) (0, t) =t
gconst (fleaf, fioin) (n + 1,t) = gconst (fleaf, fioin) (n, fjoin t t)

cantConst = foldg_ (const 1, contar)
where contar i d =1+14¢+d

La aplicacién de la ley da como resultado:cantConst (constB (n,t)) = gconst (const 1, contar) (n, cantConst t)
cuya expresion recursiva es:

cantConst (constB (n,t)) = fus (n, cantConst t)
where fus (0, ¢) =c
fus (n+1,¢) = fus (n,1 4+ c+c)
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Ejemplo 4.2.5. Arboles de estructura

Consideremos la siguiente definicion de arboles binarios que no contienen informacién ni en
los nodos ni en las hojas.

data ShapeTree = SLeaf | SJoin ShapeTree ShapeTree

El functor base correspondiente a este tipo es:
Sa=14a x a
S = (a—=b)—(Sa—5h)
Sf=id+f xf

El operador fold tiene la siguiente definiciéon:

foldg :: (a,a — a — a) — ShapeTree — a

foldg (fsleaf , fsjoin) = f
where fg SLeaf = fsleaf

fs (SJoin i d) = fsjoin (fs i) (fs d)
En este caso la regla fold/buildA es dada por:

foldg (fsleaf, fsjoin) o buildAgs g = g (fsleaf, fsjoin) o (id x foldg (fsleaf, fsjoin))
donde

buildAs (Y a.(a,a — a— a)— (b,a) — a) — (b, ShapeTree) — ShapeTree
buildAs g = g (SLeaf, SJoin)

Dadas las siguientes definiciones:

P :: (ShapeTree, ShapeTree) — ShapeTree
rp (SLeaf, w) =w

rp (SJoin i d, w) = SJoin (rp (i, SLeaf)) (rp (d, w))
cantNodos :: ShapeTree — Int

cantNodos SLeaf =0

cantNodos (SJoin i d) = 1 + cantNodos i + cantNodos d

es posible usar la regla fold/buildA (Ley 4.2.1) para fusionar la siguiente composicién:

cantRp = cantNodos o rp

Para ello, primero es necesario expresar la funcién rp en términos de buildA:

rp = buildAshapeTree 9P
where
grp (fsleaf , fsjoin) (SLeaf , w) =w
grp (fsleaf , fsjoin) (SJoin i d,w) = fsjoin (grp (fsleaf, fsjoin) (i, fsleaf))
(grp (fsleaf, fsjoin) (d, w))
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y cantNodos en término del operador fold:

cantNodos = fold g (0, hcant)
where hcant 1 d =1+ 14+ d

Aplicando la Ley 4.2.1 se obtiene como resultado:

cantRp
grp (0, heant) o (id x foldg (0, hcant))

grp (0, heant) (id x cantNodos)

Este resultado se puede expresar en términos de una funcién recursiva de la siguiente forma:

cantRp (st, ac) = fus (st, cantNodos ac)
where
fus (SLeaf , w) =w
fus ((SJoin i d),w) =1+ fus (i,0) + fus (d, w)

Por lo expuesto anteriormente es simple ver que se cumple la siguiente relacién entre buildA

y build:
Propiedad 4.2.6.

guVa.(Fa—a)—(bja)—a

buildAr g = buildr ¢’
donde ¢' 2V a . (F a — a) — (b, uF) — a es dado por ¢’ p = g po (id x foldp ).
Prueba:

buildAr g

= { Definicién de buildA }
ging

= { foldp inp =1id }
ginpo (id x foldp ing)

— { Definicién de ¢’ }
build g ¢’
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4.3. Pruebas realizadas

Con la aplicacién de la regla fold/build acumulativa (Ley 4.2.1) efectivamente se previene
la creacién de la estructura intermedia. Sin embargo, esta eliminacién por si sola no garantiza
una mejora en la eficiencia de los programas. Con el objetivo de observar el impacto préactico
de la aplicacion de esta ley, se realizaron pruebas para un conjunto de programas en las cuales
se tomaron medidas de tiempo y espacio requerido en la ejecucién de los mismos. Se usé un
conjunto de programas simples pero que consideramos representativos, los cuales corresponden
a la composicién de una funcién productora con acumulador y una funcién consumidora (en
algunos casos también una acumulacién). No se han considerado ejemplos donde la funcién
productora sea una acumulacién de contexto ya que, como se mencioné en la Seccién 4.1.2, desde
el punto de vista de la fusién para este caso no es necesario distinguir a la funcién productora
como una acumulacién. En el Apéndice A se presentan los cdigos de los ejemplos considerados.

Los programas fueron escritos en Haskell y se compilaron con GHC (Glasgow Haskell Com-
piler) versién 6.8.2, siendo ejecutados en un Laptop Dell Inspiron 1420 Intel Core2 Duo CPU
T5750 2.00GHz, 2GB RAM, ejecutando Linux Ubuntu 8.04

La aplicacién de la regla fold/build acumulativa a los programas fue a través del uso de
reglas de reescritura (RULES pragma) de GHC. Para ello es necesario especificar una regla de
reescritura para cada una de las instancias de la ley a ser utilizada. Queda fuera del alcance de
este trabajo la incorporacién de dichas reglas en forma automatica.

Para la aplicacion de la ley de fusion es necesario que las funciones a componer estén ex-
presadas en términos de fold y buildA. Aplicando las ideas presentadas en [Chi99, Chi00, LS95]
podria implementarse un procedimiento que permita inferir la representacién de las funciones
involucradas en la composicién en términos de fold y buildA. Este desarrollo se considera fuera
del alcance de este trabajo. Esto tiene como consecuencia que sea necesario definir para cada
tipo de dato involucrado el operador fold y la funcién buildA asociados al mismo y expresar las
funciones a fusionar en términos de los mismos.

Como primer paso se compard, para cada programa, la performance en tiempo y espacio
entre la composicién de las funciones originales y la funciéon obtenida por aplicar la ley de
fusién. Esto lleva a considerar las siguientes versiones, las cudles se muestran tomando como
base la composicion suma o flatten presentada en el Ejemplo 4.2.2:

Original(OR) Las funciones involucradas en la composicién tienen una definicién recursiva y
el programa consiste en la composicion directa de las funciones definidas de esta forma.

main = suma (flatten (term, ac))

suma ::Num a = List a — a
suma Nil =0

suma (Cons a s) = a+ suma s

flatten :: (Btree a, List a) — List a

flatten (Leaf a,w) = Cons a w
flatten (Join i d, w) = flatten (i, flatten (d, w))
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Regla (SCA) Las funciones involucradas en la composicién estén definidas en términos del
operador fold y la funcién buildA. El programa consiste en la composicién de las funciones
definidas de esta forma junto con la definicién de la regla. El programa que finalmente se
ejecuta es el resultante de aplicar la regla de fusién.

{—# RULES "fold/buildac"
forallk z t ac (g:: forall b.(b,a — b — b)) — (¢,b) — b) .
fOldLa (Z, k) (bUZldALa g (ta ac)) =9 (Z, k) (tthZdLa (Z7k) CLC)
# -}
main = suma (flatten (term, ac))

suma = foldy_ (0, (+))

flatten = buildAr, gflat
where
gflat (fnil, fcons) (Leaf a,ac) = fcons a ac
gflat (fnil, fcons) (Join i d, ac) = gflat (fnil, fcons) (i, gflat (fnil, fcons) (d, ac))

Manual (MN) Para disparar las reglas de reescritura en GHC es necesario compilar los pro-
gramas con la opcién de optimizacién. Esto provoca que no se visualice en forma clara el
efecto de aplicar fusion ya que se involucran otras optimizaciones propias del compilador.
Como alternativa a esta situacion se considerd una versién donde el programa que efecti-
vamente se ejecuta es el resultado de aplicar la ley de fusién en forma manual (sin uso de
las reglas de reescritura) permitiendo de esta forma realizar una ejecucién del programa
sin optimizaciones propias del compilador. En el ejemplo corresponde a:

main = gflat (0, (+)) (term, foldy, (0,(+)) ac)

En esta version las funciones resultantes de la aplicacion de la ley de fusién se expresan en
términos de los componentes que forman parte de la codificacién de las funciones originales
en términos de los operadores fold y build (funciones del dlgebra del fold y la funcién del
build). Como se constaté en las medidas de tiempo de ejecucién, esto puede implicar un
deterioro en la eficiencia de dichas funciones.

Final (FN) Por ultimo se considera una nueva versién donde se realizan los inlining, simpli-
ficaciones y las aplicaciones parciales son eliminadas en la medida de lo posible. Estas
transformaciones fueron realizadas manualmente. En el ejemplo esta version corresponde
a:

main = fus (term, suma ac)

fus :: Num a = (Btree a,a) — a
fus (Leaf a,ac) = a+ ac
fus (Join i d, ac) = fus (i, fus (d, ac))

Los ejemplos considerados para las pruebas de performance fueron divididos en dos grupos,
a saber:

Grupo I La funcién consumidora tiene un argumento adicional que corresponde a un acumu-
lador o a un parametro de contexto.

Moénica Martinez Fusién en presencia de acumuladores



4.3. Pruebas realizadas 79

Grupo IT La funcién consumidora no es una acumulacion.

En la Seccién 4.3.1 se presentan los resultados obtenidos al realizar las comparaciones entre
estas diferentes versiones desde el punto de vista del tiempo de ejecuciéon. Como complemento a
este trabajo en la Seccién 4.3.2 se presentan los resultados obtenidos en dichas comparaciones
desde el punto de vista del espacio de almacenamiento requerido.

4.3.1. Medidas de Tiempo de Ejecucion

Con el objetivo de aislar el efecto de aplicar la fusién los tiempos de ejecucién se obtienen
de las estadisticas generadas utilizando la opcién -sstderr en la ejecucién del programa y
sin optimizaciones del compilador(esto es, compiladas sin activar las opciones de optimizacién
propias del compilador). Los tiempos incluyen el proceso de generacion de la entrada al programa
pero se considera un factor constante que se agrega en todos los casos y que no afecta los
resultados obtenidos. En el Apéndice B se presentan los datos obtenidos en las corridas los
cuales son usados para generar los valores presentados en todos los graficos de este capitulo.

Primeramente se comparan los resultados obtenidos para las versiones manual y original
mediante la formula:

%Mejora = (Tor —Tun)/Tor

donde Tpr representa el tiempo de ejecucion de la versién original y Ty representa el tiempo
de ejecucion de la versién manual. La Figura 4.1 presenta graficamente los resultados obtenidos
para cada uno de los grupos considerados. La primera parte del grafico corresponde a las fun-
ciones del grupo I y la segunda parte al grupo II. Los nombres de las funciones se forman por la
concatenacion de los nombres de la funcién consumidora y la funcién productora, por ejemplo
LargoReverse. FEn el caso de consumidoras acumulativas se agrega el sufijo “Ac” a su nombre,
por ejemplo, LargoAcReverse. En el caso de los nombres con sufijo “Rp” corresponden a com-
posiciones donde la funcién productora es la funcién presentada en el Ejemplo 4.2.5. Para cada
programa se consideran 3 valores: MUT (tiempo empleado efectivamente en la ejecucién del
programa ), GC (tiempo empleado en garbage collector) y TOTAL (MUT+GC).

En la Figura 4.1 es posible observar que, salvo para RempAcAsc, todos los casos donde la
funcién consumidora es un acumulacién (parte izquierda del gréfico) el porcentaje de mejora es
negativo, lo que indica que los tiempos de las versiones manuales son mayores que los tiempos de
las versiones originales. Como se mencioné en la Seccién 4.1.1, cuando la funcién consumidora
es una acumulacion, la misma se expresa como un fold de alto orden y la aplicacién de la ley
de fusién provoca la insercién de las operaciones del algebra del fold en el cuerpo de la funcién
productora. Como consecuencia de esto, cuando la funcién productora es una acumulacién de
segundo tipo (de acuerdo a la clasificacién de la Seccién 4.1.2), la funcién resultante de la fusién
genera una lista de llamadas pendientes de funciones, en general inevitable. A pesar de esto se
puede observar que el tiempo destinado al garbage collector (GC) disminuye en la mayoria de
los casos.

Un caso de estos se presenta en el Ejemplo 4.2.3 donde se considera la composicién sumarev =
sumaAc o areverse y cuyo resultado de aplicar la ley de fusién se corresponde con la siguiente
funcion:
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Figura 4.1: Relacion Ty n/Tor

sumarev as = fus (as, suma Nil) 0
where
fus (Nil,s) = s
fus (Cons z zs,s) = fus (zs,s o (z+))

Es posible entonces observar que en este caso la evaluacion de la funcién fus genera una lista de
llamadas pendientes isomorfa con la lista de entrada:

fus (Cons z; (--- (Cons z, Nil) ---),zs) ac
= { Aplicacién de fus }
fus (Cons z (--- (Cons z, Nil)), zs o (r1+)) ac
= { Aplicacién sucesiva de fus }
(28 0 (z1+) 00 (zy+)) ac
Este tipo de situaciones se da siempre cuando la funcién productora es una acumulacién

definida por “tail recursion” o por “recursién anidada”. Sin duda la generacién de esta lista de
llamadas pendientes causa un deterioro en el tiempo de ejecucién.

Con el objetivo de comparar los programas originales con las mejores soluciones que se
pueden obtener por aplicacién de la ley de fusion, se compara la versién final con la version
original. En la Figura 4.2 se presentan los resultados obtenidos, donde nuevamente la primera
parte del grafico corresponde a composiciones del grupo I y la segunda parte al grupo II.
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Figura 4.2: Relacién Trn/Tor

En este caso se calcula:

%Mejora = (Tor—Trn)/Tor

donde Tppg representa el tiempo de ejecucion de la version original y Try representa el tiempo
de ejecucién de la versién final.

En las Figuras 4.3 y 4.4 se presenta la comparacion de los tiempos de ejecucion en segundos
para cada uno de los programas en su version final y original para los grupos I y II respec-
tivamente. El subfijo “O” representa la versién original y el sufijo “F” a la versién final. En
los casos del grupo I donde los resultados son negativos, LargoAcReverse y SumaAcReverse, el
porcentaje de mejora si bien es negativo los valores son pequenos (-1 % y -2 % respectivamente).
Esta situacién se puede considerar como un caso en que no hay cambios entre las versiones ya
que al considerar la diferencia absoluta entre los tiempos de ejecucién de estas versiones (0,4s
y 0,95s) es menor que la diferencia en el tiempo que se da entre dos ejecuciones de un mismo
programa en una misma versién.

Al considerar los programas del grupo II se observa que practicamente la totalidad de los
resultados son positivos tanto en la comparacion de la version manual como en la versién final,
lo que indica que la aplicacién de la regla es beneficiosa, incluso existen mejoras mayores al 50 %
por ejemplo los programas LargoReverse y SumaReverse.

La excepcién estd dada por la funcién MapReverse (map f o reverse) donde se tiene un
deterioro del orden del 100 % en el tiempo total (Ver Figura 4.2). Este comportamiento no puede
explicarse por caracteristicas propias de alguna de las funciones involucradas en la composicion
ya que hay otros ejemplos que involucran a estas funciones cuyo comportamiento es distinto
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(por ejemplo las funciones MapFlatten y LargoReverse). Por lo tanto es necesario buscar una
explicacién directamente relacionada con la interaccion de estas funciones y no en cada una de
ellas.

El porcentaje negativo obtenido en la comparacién indica que el tiempo total de ejecucién
requerido por la versién final es el doble del tiempo total requerido por la versién original pero si
se analiza los tiempos totales discriminados se observa que el mayor aumento se da en el tiempo
correspondiente al manejo de garbage collector (ver Figura 4.2). El tiempo de ejecucién ocupado
por el garbage collector se vincula directamente con el uso de heap por parte de los programas,
por lo que resulta de interés analizar el uso del mismo para cada una de las versiones. Para esto
se consideré la resena biografica (biographical profile) de cada versiéon de MapReverse, ya que
esta permite observar los distintos tipos de celdas ocupadas en el heap en distintos momentos de
la ejecucién del programa. Por otro lado se analiza la resena histérica de las clausuras (closure
profile) con el objetivo de analizar qué funciones son las responsables de las celdas que se
encuentran en el heap [RR96].

MapReverseT +RTS -K640M -hb 6,794,947,845 bytes x seconds Fri Mar 19 10:10 2010

@
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Figura 4.5: Resena Biografica - MapReverse - versién final

Para la obtencién de estas resenias se realiza la compilacién de los programas con la opcién
-prof -auto-all y se ejecutan con la opcién -hb para la obtencién de la resena biografica y la
opcién -hd para la obtencién de la resena histérica de las clausuras.

En la resenia biogréfica correspondiente a la version final (Figura 4.5) se observa una impor-
tante cantidad de celdas de tipo lag, o sea celdas que han sido creadas y esperan para ser usadas
por primera vez. Existen dos fases bien marcadas en el uso del heap durante la ejecucién del
programa: una primera fase de crecimiento, en cuanto al espacio requerido y una segunda fase
de decrecimiento. Esto indica que existen muchas celdas que se crean, quedan pendientes de uso
por un tiempo importante de la ejecucién del programa y finalmente son usadas y eliminadas
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del heap.

Sin embargo en la resefia biografica de la versién original (Figura 4.6) practicamente no se
observa la existencia de este tipo de celdas; su niimero es constante y minimo durante todo el
tiempo de ejecucion, ademads de tener un tamano menor que el correspondiente al de la version
final. Todo esto marca una diferencia importante en el uso del heap por parte de estas versiones.
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Figura 4.6: Resena Biografica - MapReverse - versién original

En la resena histérica de clausuras correspondiente a la versién original (Figura 4.7) se
observa que las celdas que ocupan el heap son generadas por la funcién (:). Sin embargo en la
resena correspondiente a la versién final (Figura 4.8) se observa que ademés de las celdas que
corresponden a la funcién (:) (iguales a la version original) se agregan celdas generadas por una
nueva funcion.

Los cédigos correspondientes a ambas versiones son:

Version original:
mapReverse f term ac = map f (areverse (term, ac))

areverse :: List a — List a — List a
areverse Nil zs = 28
areverse (Cons a as) zs = areverse as (Cons a zs)

map  (a — b) — List a — List b
map [ Nil = Nil
map f (Cons  xs) = Cons (f =) (map f xs)
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Figura 4.7: Resena histérica de clausuras - MapReverse - version original

Version final

mapReverse f term ac = fus f (term, map f ac)
where
fus f (Nil, ac) = ac
fus f (Cons a z,ac) = fus f (z, Cons (f a) ac)

La diferencia entre estas dos versiones radica en que en el acumulador de la version original
se encuentra simplemente la aplicacion de la funciéon Cons a los elementos de la lista de entrada
mientras que en el acumulador de la versién final se agregan aplicaciones de la funcién f del
map a dichos elementos.

Una forma de visualizar el efecto que esta diferencia genera en la ejecucién del programa
es observar el desarrollo de la ejecucion de cada una de las versiones sobre una cierta lista de
entrada hasta generar el primer elemento de la lista de salida. Para una mejor visualizacion se
utiliza la notacion de Haskell para las listas.

En el caso de la versién original se realiza la siguiente reduccion:
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mapReverse f [x1, 12+, x,] ac
= map f (areverse ([x1, 2, , Zn], ac))
= map f (areverse ([z2, - ,x,], 21 : ac))
= map f (areverse ([], @, : -+ :a22: 21 : ac))
map f (xp 112021 1 ac)
= fax,:map faxp_1:-- 1211 ac

Para el caso de la version final la reduccion es la siguiente:

mapReverse f [x1, 1, -+ , T, ac
= fus f ([z1,22, - ,2zn], map f ac)

= fusf ([z2, - ,@,],f z1:map f ac)

= fusf ([J,f xn:--:f x1:map f ac)

= fap:---:fx:mapf ac
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Figura 4.8: Resena histérica de clausuras - MapReverse - versién final

En las reducciones anteriores se observa como en la version final se generan aplicaciones
pendientes de la funcién f (tantas como el largo de la lista de entrada) antes de poder generar
el primer valor del resultado. Sin embargo esto no sucede en la evaluacion de la version original,
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donde no quedan evaluaciones pendientes de la funcién f, sino que se van generando a medida
que se genera el resultado.

Las celdas lags que se visualizan en la resena biografica de la version final se corresponden
por lo tanto con estas evaluaciones pendientes. La diferencia entre la versién original y la version
final en cuanto al uso del heap, y en consecuencia el tiempo necesario para su manipulacion,
serfa la causante del deterioro en el tiempo de ejecucion de la versién final.

Esta situacién se origina en la fusion al insertar la evaluacion de la funcién f en el cuerpo de
la funcion productora areverse, generando de esta forma aplicaciones pendientes de f que afectan
drasticamente el comportamiento de la version final. Esto no sucede si en la funcién productora
ya existe una funcién adicional a aplicar. Para ilustrar esto se considera una modificacién a la
funcién areverse, areverseMod, que agrega la aplicacién de una funcién (por ejemplo (+1)) a los
elementos de la lista de entrada al invertirlos.

areverseMod :: Num a = (List a, List a) — List a
areverseMod (Nil, w) =w
areverseMod (Cons a z,w) = areverseMod (z, Cons (a + 1) w)

A partir de esta modificacién se espera que tanto en la versién original como en la final de la
composicion map f o areverseMod se generen evaluaciones pendientes de funciones provocando
un comportamiento similar en ambas versiones. La versién original en este caso es:

mapReverseM f term ac = map [ (areverseMod (term, ac))

mientras que la version final es:

mapReverseMod f term ac = fus f (term, map f ac)
where
fus f (Nil, ac) = ac
fus f (Cons a z,ac) = fus f (z, Cons (f a+1) ac)

Si se analiza la ejecucién de la composiciéon para las dos versiones se obtiene en el caso de la
version original:

mapReverseMod f [z1, 22 -+ , 2] ac
= map f (areverseMod ([x1, 22, - , x,], ac))

= map f (areverseMod ([x2,- - , 2], (z1 + 1) : ac))

= map f (areverseMod ([], (zp, +1):---: (22 +1): (21 + 1) : ac))
map f ((zn +1) (2 +1): (21 4+ 1): ac)
= f(zp+1):map f (21 + 1) (24 1): (21 +1):ac)

y para la versién final:
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mapReverseMod f [x1,x2,- -+ , @] ac
= fus f ([z1,22, - ,2zn], map f ac)
= fusf ([z2, -+ ,@,],(f z1+ 1) : map f ac)

= fusf([l,(fan+1):-:(fzr+1):map f ac
= (fap+1):-:(fo+1):map f ac

donde se evidencia entonces la existencia de llamadas pendientes a funciones en ambas versiones,
provocando asi la aparicién de celdas lags en el heap en ambas versiones. Como esta situacién se
repite en las dos versiones se espera que la comparacién entre las mismas mejore sustancialmente.

MapRevModOg +RTS -K640M -hb 4,575,802,726 bytes x seconds Wed Dec 23 21:01 2009
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Figura 4.9: Resena Biografica - MapReverse Modificado - versién original

En las Figuras 4.9 y 4.10 se presentan los graficos correspondientes a las resenas biograficas
de la versién original y final respectivamente. En estas figuras es posible observar la similitud
de uso del heap en ambas versiones, como se esperaba.

Al realizar la comparacién de los tiempos de ejecucién entre estas versiones se obtiene un por-
centaje de mejora de 21 %, lo que marca una diferencia importante con el caso de la composicion
original con la funcién areverse.

A partir de lo analizado para la composicién MapReverse llama la atencién el comportamien-
to de la composicion MapFlatten que coincide en la funcién consumidora con MapReverse pero
sin embargo su versién final presenta una mejora del 6% con respecto a la versién original.
Considerando los cédigos correspondientes a la versién original y final de MapFlatten:
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Figura 4.10: Resena Biografica - MapReverse Modificado - version final

Version original

mapFlatten f term ac = map f (flatten (term, ac))

Version final

mapFlatten f term ac = fus f (term, map f ac)
where
fus f (Leaf a, ac) Cons (f a) ac
fus f (Join i d, ac) = fus f (1, fus f (d, ac))

las evaluaciones necesarias para la obtencién del primer elemento del resultado en cada caso, se
observa que en esta composicion el comportamiento de ambas versiones es igual.

En resumen, a partir de los resultados obtenidos en las pruebas realizadas, se puede afirmar
que con la excepcién de la composiciéon MapReverse la aplicacién de la ley de fusién es efectiva
ya que en la mayoria de los casos se obtiene una mejora en el tiempo de ejecucion y en solo unos
pocos casos no se aprecian cambios.

4.3.2. Medidas del espacio de almacenamiento

Junto a las comparaciones realizadas entre los tiempos de ejecucion de las distintas versiones
y como complemento a las mismas se realizaron también comparaciones del espacio requerido
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para la ejecucion. Al igual que los tiempos de ejecucién, el espacio requerido se obtuvo de las
estadisticas generadas utilizando la opcion -sstderr en la ejecucion de los programas. Los datos
obtenidos se presentan en el Apéndice B.

En primer lugar se compard el consumo de espacio entre la versién manual y la version
original mediante el siguiente céalculo:

%Mejora = (For— Evmn)/FEor

donde Epp representa el espacio utilizado en la ejecucion de la versién original y Fjys v representa
el espacio utilizado en la ejecucién de la versiéon manual.
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Figura 4.11: Relacién Espacio - Tiempo version manual sobre versién original

La siguiente comparacion realizada fue entre las versiones finales y originales. En este caso
se calcula:

%oMejora = (Eor— Ern)/Eor

donde Ery representa el espacio utilizado en la ejecucién de la version final.

Considerando que la ley de fusion aplicada provoca la eliminacién de la estructura de datos
intermedia, se espera que las posibles mejoras en el tiempo de ejecucion sean un reflejo de las
mejoras obtenidas en cuanto al espacio de memoria requerido para la ejecucién. Por lo tanto
resulta de interés considerar estos valores en forma conjunta. En la Figura 4.11 se presenta la
comparacién entre la version manual y la original y en la Figura 4.12 se presenta la comparacion
entre la versién final y la original.
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Figura 4.12: Relacién Espacio - Tiempo version final sobre original

En la comparacién de la versién manual con la original, salvo unas pocas excepciones las
mejoras en el espacio siguen el sentido de la mejora del tiempo. Del total de los programas
considerados solo se obtienen mejoras en tres de los casos y son muy pequenas.

Por otro lado en la comparacion de la version final con la versién original las mejoras desde
el punto de vista del espacio son acompanadas por mejoras desde el punto de vista del tiempo
de ejecucién. En la amplia mayoria de los casos las mejoras del tiempo siguen el sentido de
la mejora del espacio. Las excepciones estdan dadas por LargoReverse y SumaReverse donde se
logra una mejora en el tiempo sin lograr una mejora en el espacio de memoria. De todas formas
el deterioro en el espacio es minimo (apenas un 3 %, podria considerarse dentro de los mérgenes
de error). Esta situacién es andloga a la presentada en la Seccién 4.3.1 (pdgina 81) con respecto
a la mejora en el tiempo.

En resumen, en las pruebas realizadas se verifica la relacién esperada entre las mejoras en el
espacio de memoria requerido y el tiempo de ejecucién de los programas.

4.3.3. Interaccién de optimizaciones

Las comparaciones realizadas en las secciones anteriores corresponden a ejecuciones no op-
timizadas (esto es, compiladas sin activar las opciones de optimizacién propias del compilador)
de forma de poder evaluar el efecto de la aplicacién de las leyes de fusién en forma aislada
sin mezclar con otras optimizaciones. Como ultima etapa de las pruebas se repiten las com-
paraciones antes realizadas activando dichas opciones de forma de observar el comportamiento
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al hacer interactuar la ley de fusién con otras optimizaciones. Como en los casos anteriores se
realizaron las comparaciones tanto del punto de vista del tiempo de ejecucién como del espacio
de almacenamiento requerido.

En primera instancia se comparé la versién SCA con la version original. En este caso no es
necesario considerar la version manual ya que la misma se obtiene por la aplicacién de la regla
en forma automatica. Para esto se realizaron los siguientes cédlculos:

%oMejora = (Torop—Tsca)/Torop
%Mejora = (Eorop— Esca)/Eorop

donde Torop ¥y Eorop representan el tiempo de ejecucién y el espacio de memoria requerido por
la version original optimizada y Tsca v Esca representan el tiempo de ejecucion y el espacio
de memoria de la version obtenida por aplicacién de la regla, version SCA.

Nuevamente con el objetivo de considerar la mejor expresién para el resultado de aplicar la
ley de fusién se considero la version final y se realizaron las comparaciones entre esta versién y
la versiéon original, ahora con optimizaciones. En este caso se realizaron los siguientes calculos:

%Mejora = (Torop —Trnop)/Torop
%Mejora = (Eorop— Ernop)/Eorop

donde Torop y Forop representan el tiempo de ejecucion y el espacio de memoria requerido
por la versién original optimizada y Tryop ¥ Ernop representan el tiempo de ejecucion y el
espacio de memoria requerido por la version final optimizada.

Los datos obtenidos en todas las comparaciones realizadas se encuentran en el Apéndice B. A
modo de ejemplo se presentan las graficas correspondientes a las comparaciones entre la version
final y original en las Figuras 4.13 y 4.14.

Los resultados obtenidos en estos casos muestran que el agregado de las optimizaciones
propias del compilador afectan en forma heterogénea a los distintos programas.

En primer lugar si se busca en qué porcentaje afectan las optimizaciones propias del compi-
lador en el tiempo de ejecucion de cada una de las versiones,original y final, se observa que en
la mayoria de los casos el porcentaje de mejora es mayor en la version original. Estos resultados
se verifican tanto para el tiempo de ejecucién como para el espacio de memoria requerido. Las
Figuras 4.15 y 4.16 corresponden a la representacion grafica de los mismos. Cabe destacar que,
en los casos donde los porcentajes de mejora son negativos, si se observan los valores absolutos se
verifica que la diferencia que existe entre ellos es pequena, se encuentran dentro de los margenes
de error de las pruebas.

Por otro parte el estudio del porcentaje de mejora de la version final sobre la original entre las
ejecuciones no optimizadas u optimizadas también se encuentran resultados heterogéneos. Por
ejemplo en el caso de las composiciones ReverseAcFlatten y LargoReverse se obtienen mejores
resultados en las ejecuciones optimizadas: 71 % contra 26 % en el primer caso y 100 % contra
55 % en el segundo caso. Sin embargo en las composiciones ReverseReverse y UnpAsc son més
convenientes las ejecuciones no optimizadas: 1% contra -2 % en el primer caso y 23 % contra 9 %
en el segundo. Nuevamente este comportamiento se repite en forma homogénea desde el punto
de vista del tiempo de ejecucién y el espacio de memoria requerido.

Las situaciones antes planteadas no guardan relacion con el tipo de funcién consumidora,
con ninguna funcién productora en particular, ni con el tipo de la estructura intermedia elimi-
nada; en todos estos grupos se obtienen resultados distintos. Por lo tanto a partir de los datos
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Figura 4.13: Relacion Trnop/Torop
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Figura 4.15: % Mejora de las optimizaciones propias del compilador en el tiempo

obtenidos en los ejemplos considerados no es posible obtener una conclusién sobre el efecto com-
binado de la aplicacién de las optimizaciones propias del compilador y la aplicacion de la ley
de fusién. Determinar las formas de interaccién entre las distintas optimizaciones es un punto
importante que debe ser considerado para obtener conclusiones definitivas sobre la efectividad
de la aplicacién de la ley de fusién pero que se encuentra fuera del alcance de esta tesis.

4.4. Resumen

En este capitulo se present6 una ley de fusiéon que sigue el enfoque de Short-Cut Fusion y al
mismo tiempo contempla en forma explicita el uso de acumulaciones como funciones productoras.
Junto a la definicién de la ley se realizaron pruebas para un conjunto de programas ejemplos,
desde el punto de vista del tiempo de ejecucion y del espacio de memoria requerido para la
misma. Los programas fueron divididos en dos grupos: un primer grupo donde las funciones
consumidoras son acumulaciones y el segundo grupo donde no lo son.

Para las pruebas se consideraron ejecuciones de los programas donde no se activaron las
optimizaciones propias del compilador. En las pruebas se consideraron distintas versiones de
cada uno de los programas, encontrando que los resultados mas relevantes corresponden a las
comparaciones realizadas entre la version original y la version final.
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Figura 4.16: % Mejora de las optimizaciones propias del compilador en el espacio

Con respecto al tiempo de ejecucién, se observd que en los programas del primer grupo
los tiempos de ejecucién de las versiones finales se mantienen similares a los de las versiones
originales. Estos resultados eran esperados por ser las funciones consumidoras acumulaciones y
en consecuencia la codificacién de éstas en términos de un fold de alto orden provoca un costo
adicional en la versién que resulta de la fusién debido a la manipulacién de valores de alto orden
los cuales no siempre son posibles de eliminar. Los programas correspondientes al segundo grupo
presentan mejoras de hasta un 50 % en los tiempos de ejecucién. En este grupo se identifica un
programa que se comporta en forma excepcional, MapReverse, donde el resultado de aplicar la
fusion es una funcién que empeora el tiempo de ejecuciéon en un 100 %. A partir de observaciones
realizadas sobre el uso del heap por parte de este programa en ambas versiones concluimos que
su comportamiento se debe a la combinacién especifica de las funciones consideradas y no a cada
una de ellas en particular.

Con respecto al espacio de memoria requerido para las ejecuciones se observo que las difer-
encias entre las distintas versiones siguen la misma linea de comportamiento que las observadas
en los tiempos de ejecucién.

Por ltimo se observé que al incluir las optimizaciones propias del compilador en las eje-
cuciones de los programas los comportamientos que se obtienen son dispares, no siguiendo una
tendencia clara, lo que pone en evidencia la necesidad de un estudio méas profundo de este punto
que debe ser considerado en los trabajos futuros si se pretende aplicar la ley de fusion en general.
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Conclusiones

T\ N este capitulo se presenta una descripcion de otros trabajos en temas afines
—{ a esta tesis y que se consideran representativos. Asimismo se da un breve
J resumen del trabajo realizado y se mencionan posibles trabajos futuros.

Contenido
5.1. Trabajos relacionados . . . . . . . . . . v v v v vttt e 98
5.2. Conclusiones . . . . . . . . i i i i i i i ittt e e e e e e e e e 104
5.3. Trabajo Futuro . . . . . . . . . . . 0 0 i i i i i i ittt e e 105

97



98 CAPITULO 5 Conclusiones

5.1. Trabajos relacionados

En esta seccién se presentan brevemente otros trabajos que también se ocupan del tema de
la fusién de funciones y que de una forma u otra consideran a las acumulaciones como posibles
funciones involucradas en la composicién original.

5.1.1. Lazy composition

Voigtlander [Voi04] desarrolla un algoritmo llamado “lazy composition” que permite transfor-
mar composiciones de funciones, entre las cuales pueden figurar acumulaciones, con el objetivo
de eliminar las estructuras intermedias. La aplicacién de este algoritmo requiere que las funciones
involucradas cumplan un conjunto de restricciones sintécticas sobre la forma de su definicion
(condiciones de linealidad).

El proceso de derivacién de la funcién resultado pasa por diferentes pasos donde se realiza
“plegado/desplegado” de definiciones, agregado de pardmetros adicionales que representan el
alcance de la funcién consumidora a los parametros adicionales de la funcién productora, creacién
de una tupla resultado y la introduccién de definiciones circulares. Este proceso se realiza a partir
de un conjunto de reglas de transformacion que se basan en las siguientes ideas:

Dada una composicién fo (fi 0 ®1 -+ ®,) ¥y --- ¥, donde f; tiene r pardmetros de
contexto y fo tiene s, la transformacion deriva una funcién f; fo que evita la construccién de la
estructura intermedia. Para cada ecuacion de fi, fi (C 21 ....x) 41 .... y» = Thsy, ¢, se define una
ecuacién para fi fo:

fifo (Caycoap) Y1 oo Y 21 oo 26 = fo Thsp ¢ 21 oonn 26

que se puede simplificar usando las ecuaciones que definen a la funcién f;. De acuerdo a las
condiciones requeridas para las funciones involucradas en la composicién en la definicién de fi fo
sélo es posible encontrar los siguientes tipos de llamadas a fs:

3. foyp Wy ..... W, siendo gy una variable de contexto de fi

4. fo (fi 2 @1 ..... D) Uy ... U, siendo z; una variable recursiva

En los dos primeros casos no se presentan dificultades. En el primero simplemente se aplica
la ecuacién que define a fo para el constructor D, eliminando de esta forma la construccion de
la estructura intermedia. En el segundo caso se mantiene la llamada de f sobre z; ya que en
este caso no hay estructura intermedia para eliminar. Lo distintivo del método se encuentra en
la forma en que se resuelven los ultimos casos.

En el tercer caso la llamada a la funcién f> debe eliminarse ya que es posible que el pardmetro
de contexto contenga parte de la estructura intermedia que no se estaria eliminando. En este caso
se continuara con el proceso de “plegado/desplegado” pero agregando a fi fo nuevos parametros

Moénica Martinez Fusién en presencia de acumuladores



5.1. Trabajos relacionados 99

que se corresponden con la traduccion de los pardmetros de contexto de f; segin fo. Suponiendo
que los resultados de estas traducciones se almacenan en variables y'; .... ¢/, entonces el lado
izquierdo de las ecuaciones que definen a fi fo pasan a ser:

/

ffo(Cmpoap) yt oo Yr 21 e 25 Yy o Y
y en consecuencia, el resultado del caso 3 es el pardmetro y',.

En el dltimo caso, manteniendo las ideas anteriores esta llamada debe remplazarse por una
llamada a fi fo sobre z; con los pardmetros de contexto de f;, los pardmetros de contexto de fo y
al igual que en el caso anterior la traduccién de los pardmetros de contexto de f; segin fo. Esto es
la aplicacién de la funcién f, a los parametros de contexto de f;. Los parametros necesarios para
estas aplicaciones son a su vez parte del resultado de la funcién f; fo, introduciendo de esta forma
una definicién circular. En resumen, la funcién fi fo devuelve una tupla cuya primera componente
es el resultado de la composicién y las restantes componentes de la tupla corresponden a los
parametros de contexto necesarios para la aplicacion de fo a los parametros de contexto de fi,
tal como se muestra en la siguiente definicion:

(U, Ul,h ...’Uns) = f1f2 ZT; q)l cee q)r \Ifl R \I/s (f2 ‘I)1 ’1)1’1 Ul,s) cee (fg q)r ’U,n,l Ur,s)

Este agregado requiere de una adaptacién de los casos anteriores y en particular en los casos
de tipo 3 es donde se resuelven los valores para estos parametros.

Por ejemplo, el resultado de aplicar “lazy composition” a la composicién sumaAc o areverse
(Ejemplo 4.2.3) es el siguiente:

sumrev zs y z  =let (¢, ') = ars zs y z (sumadc y ') in ¢

ars [] yzy =(y,2)
ars (a:as)y zy =let (c,v) =arsas (a:y) zy in (¢, a + v)

Notar el pardmetro adicional en la funcién ars y la circularidad en ¢’.

Bajo determinadas condiciones sintdcticas relativas a la definiciéon de las funciones involu-
cradas al resultado de la transformacién se le puede aplicar un postprocesamiento que permite
obtener programas més eficientes ya que con la transformacién inicial no siempre se logra la
eficiencia buscada. Las restricciones de linealidad sobre las funciones productoras excluyen fun-
ciones que si son expresables en términos del operador buildA, y por lo tanto validas como pro-
ductoras para la aplicacién de “Short-Cut Fusion” acumulativa. Una comparacién entre “lazy
composition” y “Short-Cut Fusion” esténdar puede encontrarse en [Voi04]. Las consideraciones
en dicha comparacién son igualmente validas para el uso de “Short-Cut Fusion” acumulativa.

En las medidas presentadas en [Voi04] se observa que los resultados obtenidos por la apli-
cacion de “Short-Cut Fusion” son mas eficientes que los obtenidos por la aplicacion de “lazy
composition” pero esto se invierte en el caso de realizar postprocesamiento.

5.1.2. Fusién Algebraica

En [KNO8] se presenta una solucién uniforme al problema de fusién de funciones en donde
tanto la funcién productora como la consumidora pueden ser acumulaciones. Dada una funcién
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productora prod :: A — B — B y una funcién consumidora cons :: B — D, la idea es definir una
funcién fuse :: A — D — D que satisface la ecuacion:

fuse t (cons u) = cons (prod t u)

y que calcula directamente valores en D a partir de los valores de A sin crear los valores inter-
medios que son pasados entre prod y cons.

El método de fusion propuesto, llamado fusion algebraica, se basa en la teoria de los monoides.
La funcién productora es fusionada con un homomorfismo de monoides el cual es derivado de la
funcién consumidora. Como resultado se obtiene una funcién de alto orden que computa sobre
el monoide del espacio de las funciones (D — D, id, o).

Los monoides considerados durante el desarrollo del método son: i) el monoide de los con-
textos sobre B, (Cp,[—],®), donde Cp se obtiene agregando un elemento distinguido [—] a B,
un hueco, el cual se utiliza para representar la informacién del acumulador y e, operacién de
sustitucién (dados dos contextos sustituye los huecos del primer contexto por el segundo), que
cumple el rol de la composicién en el monoide; ii) el monoide del espacio de las funciones sobre
D.

Para su aplicacion, el método requiere que las funciones involucradas en la composicion
cumplan con ciertas condiciones: la funcién consumidora debe ser expresable como un fold,
cons = fold §, y la funcién productora se debe poder expresar en términos de un fold sobre el
monoide de los contextos, prod = fill o fold $ donde ( es un &dlgebra polinomial y fill :: Cp —
B — B es un homomorfismo entre el monoide de los contextos y el espacio de las funciones que
permite la factorizacién de la funcién productora.

Se define una funcién cons que se obtiene extendiendo el dominio y codominio de la funcién
consumidora de forma tal que es posible manipular contextos. Para esto se agrega un parametro
adicional a las funciones del dlgebra § y se agrega una nueva funcién al dlgebra para el caso del
simbolo especial de los contextos.

La funcién cons resulta ser un homomorfismo entre el monoide de los contextos y el de
las funciones. Dado que la funcién § es un polinomio es posible calcular la imagen de este
polinomio segin el homomorfismo: cons 5. Como resultado de estas construcciones se tiene que
fold (coms 3) corresponde a la funcién fuse buscada.

Existe una gran similitud entre este método de fusiéon y el método de “Short-Cut Fusion”.
De hecho en muchos casos se obtienen los mismos resultados. Las diferencias entre los métodos
se originan en el enfoque utilizado para la resolucion de la fusién, y se refleja en las condiciones
exigidas para las funciones productoras. En el caso de “Short-Cut Fusion” las condiciones son
menos restrictivas por lo que acepta un conjunto mas amplio de funciones como productoras.
Por ejemplo la funcién rp que cumple el rol de funcién productora en el Ejemplo 4.2.5 no es una
productora valida para el método de fusién algebraica.

A continuacion se presenta el resultado de aplicar este método a la composicién sumadc o
areverse presentada en el Ejemplo 4.2.3, donde se evidencia la igualdad en los resultados
obtenidos por el método de fusién algebraica y “Short-Cut Fusion”:

fuse IS acrev acsum = sumarev rs (sumaAc acrev) acsum

sumarev 2 Numa=[a] = (a—b)—>a—b
sumarev ] w =w
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sumarev (a:1) w = sumarev | (Az — (w (a + 2)))

Por otro lado existe un valor agregado al considerar un conjunto de productoras restringido.
El método de Fusién algebraica preserva la estructura de la funcién productora en forma ex-
plicita permitiendo de esta forma conocer la estructura de la funcién resultado. Esto permite la
realizacién de postprocesamiento luego de la fusion, situaciéon que usualmente no es realizable a
partir del resultado de aplicar “Short-Cut Fusion” por no tener por lo general informacién sobre
la estructura del resultado. En esta direccién, bajo determinadas condiciones en la forma de la
definicién de la funcién consumidora, en el contexto de fusién algebraica se propone postproce-
samiento. Este consiste en factorizar la funcién resultante de la aplicacién del método fuse en
dos funciones f y h tales que fuse = f o h de forma tal de reducir el costo de computar sobre
el monoide del espacio de funciones, que involucra la manipulaciéon de clausuras de funciones,
pasando a computar en un monoide donde las operaciones sean menos costosas. Si bien existen
casos donde este mecanismo permite obtener mejoras con respecto a la funcién resultante de
la aplicacién de la fusién algebraica no existe un método que permita realizarla de forma de
garantizar su eficacia para todas las funciones resultantes de la aplicacion.

5.1.3. Derivacién de acumulaciones

A diferencia de nuestro trabajo, en [HIT99] el foco principal es la derivacién y manipulacién
de definiciones acumulativas para funciones dadas en términos de fold. En particular, se con-
sideran acumulaciones dadas en términos de folds de alto orden. Por ejemplo, la derivacién de
una acumulacién a partir de una funcién expresada en términos del operador fold es la dada
por la siguiente regla: Dado un fold de primer orden fold » ¢, un operador binario & con neutro
izquierdo e y ¢ = (@) o g,

p=goF (&) = foldp ¢ xs = foldp ¢ xs e

Relacionado con la manipulacién de acumulaciones se presentan dos reglas: una que permite
la fusién de la composicién de una funcién y una acumulacién en una nueva acumulacion, y la
otra que permite realizar transformaciones sobre los parametros de acumulacién. Sean foldp ¢
y foldp 1 dos acumulaciones.

(ho)op =1 o F (ho) = hofoldp ¢ xs = foldp ¢ xs
(og)op=1oF (og) = foldp pxsog= foldp ¢ xs

Estas reglas presentan similitudes con las reglas de fusion para el operador afold definidas
en la Seccién 3.1.

5.1.4. destroy / unfold

Existe una formulacién dual de la regla de “Short-Cut Fusion” llamada destroy / unfold en
la cual se hace abstraccién de los destructores de la estructura intermedia. En [Sve02] se hace
un analisis de esta regla para el caso en que la estructura intermedia es una lista. Se muestra
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también como es posible resolver fusiones con funciones productoras que realizan recursién si-
multinea sobre multiples listas, del estilo de la clasica funcién zip, y eventualmente con funciones
consumidoras que son acumulaciones del tipo foldl.

Al igual que en el caso de la regla fold / build la regla destroy / unfold requiere que tanto
la funcién productora como la consumidora cumplan ciertas condiciones. La funcién productora
debe ser expresable en términos del operador unfold, dual del operador fold significando que
construye una estructura en forma uniforme. Su definicién para listas es:

unfoldr — :: (b — Maybe (a,b)) — b — List a
unfoldr f b = case f b of

Nothing — Nil

Just (a,b') — a: unfoldr f b’

Por su parte, la funciéon consumidora debe ser expresable en términos de la funcién destroy,
que para el caso de las listas esta dada por la siguiente definicién:

destroy = (Vb.(b— Maybe (a,b)) — b — ¢) — List a — ¢
destroy g xs = g out xs
where
out :: List a — Maybe (a, List a)
out Nil = Nothing

out (Cons x zs) = Just (z,s)

En forma dual a build, la funcion destroy especifica como se consume una lista usando para ello
el destructor out. A partir de estas definiciones se plantea la siguiente ley:

destroy g (unfoldr i e) =g e

Es posible utilizar esta ley para fusionar casos donde, por ejemplo, la funcién consumidora es
una acumulacion expresable en términos del operador foldl. La definiciéon de foldl en términos
del operador destroy es la siguiente:

foldl f (zs, ac) = destroy (g ac) zs
where
g acc phi s = case phi xs of
Nothing — acc
Just (a,ys) — g (f a acc) phi ys

Sea por ejemplo la siguiente definicién:

bar f b nm = foldl f (enumFromTo n m,b)

enumFromTo n m = unfoldr (A\i — if i >m
then Nothing
else Just (i,i+ 1)) n

Considerando la definicién anterior de foldl en términos de destroy es posible aplicar la ley
destroy /| unfold obteniendo:
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bar fobnm=gbn
where g acc p =if p>m
then acc
else g (f accp) (p+1)

5.1.5. dmap

En [KGFO01] se ataca el problema de la fusién de acumulaciones para un subconjunto de
funciones capturadas por un esquema de recursion, llamado dmap, que es una extensién a la
clasica funcién map obtenida agregando dos nuevos pardmetros: una funcién g que construye los
elementos del acumulador y una lista que corresponde con la tltima parte de la lista a construir.
Intuitivamente la definiciéon de dmap es:

dmapfg[a:l,---,xn] [ylv'"aym]:[fxlv"'7fxn]"|+[gxna"'>gx1]_H_[y17"'7ym]

Concretamente su definicion es:

dmap f g [] ys = ys
dmap # #(x : xs) ys = ys
dmap # g (z: xs) ys = dmap # g zs (g = : ys)

(
dmap f # (z:xs) ys = f x: dmap f # s ys
dmap f g (z:xs) ys=f x:dmap f g zs (g = : ys)

donde se utiliza el simbolo # como una marca especial, llamada funcién nula. Frente a la
ocurrencia de la funciéon nula dmap evita la construccién de ciertas listas en la expresion final.
Por ejemplo la funcién reverse puede expresarse como: reverse xs = dmap # id xs [].

Funciones definidas en términos de dmap se pueden fusionar mediante una ley que sigue la
linea de la composicién de funciones definidas en términos de map.

dmap f g (dmap h k [z, 2] Y1, Ym]) [21,- -, 21]
=dmap (foh) (fok) [x, -, ]
(dmap f g [y1,-- - ym]
(dmap (gOk) (goh) [.1‘1,“- aIn] [Zla"' ’ZID)

La aplicacién de esta ley evita efectivamente la construccion de la lista intermedia. Se observa
que las funciones h y k se aplican dos veces a la lista zs lo que puede ser contraproducente si
el costo de estas aplicaciones es relativamente alto y su composicién no puede optimizarse. A
partir de esta regla general se define un conjunto de simplificaciones para los casos donde alguno
de los pardmetros de dmap corresponde a un valor constante o la funcién nula. Por ejemplo se
plantea la siguiente regla de composicién para el caso en que las funciones involucradas tengan
a la funcién nula como primer parametro :

dmap # [ (dmap # g vs []) 2s = (dmap (f o g) # s 2s)

Utilizando esta simplificacion es muy sencillo resolver la composicion reverse o reverse:

reverse (reverse xs) = dmap # id (dmap # id zs []) []
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= dmap (id o id) # xs |]
= dmap id # xs []

Al igual que “Short-Cut Fusion”, este método permite fusionar composiciones donde la fun-
cién productora es una acumulacién. Sin embargo tiene la desventaja de ser muy restrictivo
en su poder expresivo ya que hay funciones sobre listas que no son expresables en términos de
dmap.

5.2. Conclusiones

En esta tesis se estudié el problema de fusién de funciones que involucran acumulaciones.
Se analizaron dos abordajes con el objetivo de encontrar soluciones que permitan realizar la
fusion en forma sencilla, directa y en la medida de lo posible con caracteristicas que favorezcan
su automatizacion.

En primera instancia se hizo una revisién del operador afold propuesto en [Par03], consideran-
do las posibles acumulaciones que se pueden definir en términos de este operador asi como las
leyes de fusién asociadas al mismo. Se observé que el conocido operador foldl, que permite rep-
resentar funciones con recursién de cola sobre listas, es un caso particular del operador afold. Se
propuso una modificaciéon en la definicién del operador afold que permite extender el conjunto
de acumulaciones que se pueden representar directamente con el operador. Finalmente se uti-
lizaron las leyes asociadas al operador afold para mostrar un ejemplo de fisién, proceso inverso
a la fusién, en el estilo de lo realizado en [Gib06].

El énfasis de esta tesis se encuentra en la propuesta de una nueva ley de fusiéon basada
en la técnica de “Short-Cut Fusion” [GLJ93]. En este sentido se definié una modificacién a
la ley de “Short-Cut Fusion” estandar llamada “Short-Cut Fusion” acumulativa, que maneja
explicitamente el acumulador de las funciones productoras. Con el objetivo de analizar la eficacia
de la ley propuesta se realizaron una serie de pruebas comparativas relativas al tiempo de
ejecucién y espacio de memoria requerido entre las versiones originales y transformadas por la
aplicacién de la ley a un conjunto de programas ejemplo. Dichas pruebas permiten concluir que
la aplicacion de la ley de fusién es efectiva en la eliminacion de las estructuras intermedias,
pero este hecho no siempre se refleja en una mejora del tiempo o espacio requerido para la
ejecucion de los programas. Las mayores dificultades se presentan en el caso en que las funciones
consumidoras son acumulaciones ya que las condiciones de aplicacién de la ley de fusién hacen
que estas se representen mediante un fold de alto orden provocando que el resultado de la
transformacion deba manipular clausuras de funciones. De todas formas se comprobd que al
considerar la mejor versién de los programas transformados (versiones recursivas, saturadas en
la medida de lo posible) en una amplia mayoria de los casos se obtienen mejoras o por lo menos
no se empeoran los resultados al compararlos con la versiéon original.

Las mejoras encontradas en el espacio de memoria requerido por los programas transformados
siguen la direccién de las mejoras en el tiempo de ejecuciéon. Dadas la caracteristica de la ley que
apunta a la eliminacién de la estructura intermedia la mejora que se obtiene se encuentra muy
relacionada con el espacio de memoria requerido por los programas, ya que se estaria realizando
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un menor uso del heap y por lo tanto reduciendo el trabajo del garbage collector.

Esta tesis fue desarrollada considerando una seméantica de conjuntos siendo posible extenderla
a una semdntica en términos de 6rdenes parciales (cpos) con el consecuente agregado de ciertas
precondiciones a las leyes referentes a la manipulacion de valores no definidos.

5.3. Trabajo Futuro

A partir del trabajo realizado se identifican distintos puntos que se consideran interesantes
como para avanzar en su estudio.

Automatizacién Para la aplicacién de la ley de fusion es necesario expresar las funciones
involucradas en términos de los operadores fold y build. Por el momento la traduccion de las
definiciones recursivas dadas inicialmente a sus respectivas expresiones en términos de estos
operadores se realiza en forma manual y serfa interesante avanzar en una traduccién automatica
en un estilo similar al presentado en [LS95, Chi99].

Programas de mayor complejidad Es necesario estudiar la eficacia de la ley de fusion al
considerar programas de mayor dimensién. Los programas considerados en las pruebas realizadas
son sencillos ya que se pretendio realizar inicamente una primera evaluacién de la ley.

Optimizaciones al programa transformado Otro punto a considerar es la posibilidad de
realizar un postprocesamiento al resultado obtenido por la aplicacion de la ley de fusiéon con
el objetivo de continuar el proceso de optimizacion. Como consecuencia de la libertad en la
forma de la definiciéon de las funciones productoras que permite la funcién build, al fusionar
usando “Short-Cut Fusion” no se tiene informacién suficiente sobre la estructura de la funcién
resultante. Esto dificulta la posibilidad de definir algin tipo de postprocesamiento del estilo
realizado en fusién algebraica [KNO8| sobre el programa resultante de la transformacién que
permita continuar con el proceso de optimizacién. En este sentido se realizé un intento en la
bisqueda de una posible optimizacion posterior pero sin obtener un avance significativo ya que
por el momento no se encontraron propuestas generales.

Se consideraron los casos especiales donde la funcién productora es o bien la funcién areverse
o la funcién flatten y una funcién consumidora de la forma: cons = foldl (@) de acuerdo a la
definicién de foldl vista en la Seccién 3.3. Una posible funcién consumidora en este caso es la
funcién que calcula la suma de los elementos de una lista en forma acumulativa: sumaAc.

El resultado de la fusién de este tipo de funcién consumidora con algunas de estas productoras
es de la forma:

cons (prod (t,ac),w) = cons (ac, improv t w)
Para el caso de la funcién areverse la funcion improv corresponde a la siguiente funcién:

improv [] w =w
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improv (a: as) w=a @ (improv as w)

Considerando el caso de la funcién consumidora sumadAc el resultado de la fusién es:

fus (zs, ac) w = sumaAc (ac, improvRev zs w)
where
improvRev [| w =w
improvRev (a : as) w = a + improvRev as w

En el Ejemplo 4.2.3 se present6 el resultado de la fusién para esta composicién aplicando la ley
de “Short-Cut Fusion” acumulativa. En este ejemplo se observo que el acumulador de la funcion
fus es efectivamente una funcién situacién que no se repite considerando esta funcién improv.

En el caso de la funcion flatten, si la funcién @ es asociativa y conmutativa la funcién improv
es la siguiente:

a O w

improv (Leaf a) w
improv (Join i d) w = improv i (improv d w)

Interaccién de optimizaciones Un punto pendiente es el andlisis de la interaccién de dis-
tintas optimizaciones. Al analizar el efecto del uso de optimizaciones propias del compilador se
observé que estas no se realizan en un porcentaje similar en los programas transformados por
la ley “Short-Cut Fusion” acumulativa a lo que se obtiene para las versiones originales. Esta
situacién marca que el resultado de la aplicacién de la ley de fusién es tal que se inhibe la
aplicacion de las optimizaciones propias del compilador.
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Cédigos Fuentes

—

-

N este anexo se presentan los codigos correspondientes a los ejemplos usados
en las pruebas realizadas. Se presentan los distintos tipos de datos usados
con sus respectivas definiciones de los operadores fold y build, a continuacién

se enuncian las instancias de las reglas de reescritura que permiten definir la regla de
fusién para cada tipo de datos utilizados. A continuacién se presentan las funciones
usadas como productoras dando el cédigo correspondiente a la versién original y su
expresion en términos de la funcién build asi como las funciones utilizadas como
consumidoras dando el codigo de la version original y su expresion en términos del
operador fold. Por ultimo se presentan las composiciones utilizadas como ejemplo,
dando la expresién recursiva correspondiente al resultado de aplicar la regla de

fusién.
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A.1. Tipos de datos

A continuacién se presentan los tipos de datos involucrados en los programas usados como
ejemplos para las pruebas. Para cada uno de ellos se da su definicién, operador fold y funcion
build asociada, asi como la regla de reescritura que permite expresar la instancia de la ley de
“Short Cut Fusion” acumulativa para este tipo.

A.1.1. Lista

» foldList :: (b,a -=> b -> b) -> [a] > b
foldList (fnil,fcons) foldr fcons fnil

s buildalist :: (forall b.(b,a -> b -> b) -> (c,b) -> b)
-> (c,[a]) -> [al
buildalist g = g ([1,(:))

= {-# RULES "fold/buildac"
forall k z t ac
(g :: forall c. (c,(a -> ¢ -> c)) -> (b,c) -> ¢).
foldlList (z,k) (buildalist g (t,ac)) =
g (z,k) (t, (foldList (z,k) ac)) #-}

A.1.2. Term

data Term = Num Int | Add Term Term deriving (Show)

s foldTerm :: (Int -=> b, b ->b ->Db) -> Term -> b
foldTerm (fnum, fadd) = fT
where fT (Num x) = fnum x
fT (Add x y) = fadd (£T x) (T y)

s buildaTerm :: (forall b.(Int -> b,b => b -> b) -> (c,b) -> b)
-> (c,Term) -> Term

buildaTerm g = g (Num,Add)

= {-# RULES "foldTerm/buildacTree"
forall k z t ac
(g ::forall c.(Int -> c,c => ¢ -> ¢) -> (b,c) -> ¢)
foldTerm (k,z) (buildaTerm g (t,ac)) =
g (k,z) (t,foldTerm (k,z) ac) #-}
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A.1.3. ShapeTree

data ShapeTree = SLeaf | SJoin ShapeTree ShapeTree deriving (Show)

= foldShapeTree :: (b,b -> b -> b) -> ShapeTree -> b
foldShapeTree (fSLeaf,fSJoin) = fT
where fT SLeaf = fSLeaf
fT (SJoin x y) = fSJoin (£fT x) (£T y)

» buildAShapeTree :: (forall b.(b,b -> b -> b) -> (c, b) -> b)
-> (c,ShapeTree) -> ShapeTree

buildAShapeTree g = g (SLeaf,SJoin)

= {-# RULES "fold/buildAShapeTree"
forall k z t ac
(g :: forall b. (b,b => b -> b) -> (c,b) -> b).
foldShapeTree (k,z) (buildAShapeTree g (t,ac)) =
g (k,z) (t,foldShapeTree (k,z) ac) #-}

A.2. Funciones productoras

A.2.1. asc

Original

asc :: (Term,Term) —-> Term
Add z (Num x)
asc (x, asc (y,z))

asc (Num x,z)
asc (Add x y,z)

Funcion en términos de build

asc :: (Term,Term) -> Term
asc = buildaTerm gasc
where

gasc (fnum,fadd) (Num x,z) fadd z (fnum x)

gasc (fnum,fadd) (Add x y,z)
gasc (fnum,fadd) (x,gasc (fnum,fadd) (y,z))

A.2.2. flatten

Original
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flatten
flatten (Leaf a,w)
flatten (Join i d, w)

(Btree a,[a]) -> [a]
a:w

En términos de la funcién build

flatten :: (Btree a, [a]) -> [a]
flatten = buildalist gflat
where

gflat (fnil,fcons) (Leaf a, ac)
gflat (fnil,fcons) (Join i d, ac)

A.2.3. reverse

Original

reversel
reverseA ([],w)
reverseA (a:x,w)

([al, [a]) -> [a]

w

reverseA (x,a:w)
En términos de la funcién build

reverseA :: ([a],[a]l) -> [a]
reverseA = buildalist grev
where
grev (fnil,fcons) ([],ac)
grev (fnil,fcons) (a:x,ac)

A.2.4. reverseMod

Original

([a]

w

areverseMod ,[al) —> [a]
areverseMod ([]1,w)

areverseMod (a:x,w)

En términos de la funcién build

([al, [a]) -> [a]
= buildList grevM
where

areverseMod
areverseMod

grevM (fnil,fcons) ([],ac)

grevM (fnil,fcons) (a:xs,

CAPITULO A Cédigos Fuentes

flatten (i, flatten (d, w))

fcons a ac
gflat (fnil,fcons)
(i,gflat (fnil,fcons) (d,ac))

ac
grev (fnil,fcons) (x,fcons a ac)

areverseMod (x, (a+1):w)

= ac

ac)
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A.2.5. rp

Original

rp :: (ShapeTree,ShapeTree) -> ShapeTree
rp (SLeaf,w) =w
rp (SJoin 1 r,w) = SJoin (rp (1,SLeaf)) (rp (r,w))

En términos de la funcién build

rp :: (ShapeTree,ShapeTree) -> ShapeTree
rp = buildAShapeTree grp
where
grp (fSLeaf,fSJoin) (SLeaf,w) =W
grp (fSLeaf,fSJoin) (SJoin i d,w) = fSJoin (grp (fSLeaf,fSJoin) (i,fSLeaf))
(grp (fSLeaf,fSJoin) (d,w))

A.3. Funciones consumidoras

A.3.1. Altura Acumulativa

Original
alturaAc :: (Num a, Ord a) => Term -> a -> a
alturaAc (Num x) ac = ac

alturaAc (Add x y) ac 1 + max (alturaAc x ac) (alturaAc y ac)
En términos del operador fold

alturaAc :: (Num a, Ord a) => Term -> a -> a
alturaAc = foldTerm (galt,halt)

halt :: (Num a, Ord a) => (b > a) -> (b -> a) -=> b -> a
halt fx fy z = 1 + max (fx z) (fy z)

galt :ra—>b->b

galt x ac = ac

A.3.2. Cantidad de Nodos

Original
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cantNodos :: Num a => Term -> a
cantNodos (Num x) 1
cantNodos (Add 1 r)

En términos del operador fold

cantNodos :: Term -> Integer
cantNodos = foldTerm (hnum,contar)

contar :: Num a => a -> a -> a
contar id=1+ i+ d

hnum :: Num a => b -> a
hnum a =1

A.3.3. Espejo

Original

espejo :: Term -> Term

Num x
Add (espejo r) (espejo 1)

espejo (Num x)
espejo (Add 1 1)

En términos del operador fold

espejo :: Term -> Term

espejo = foldTerm (Num,hespejo)
hespejo :: Term -> Term -> Term
hespejo i d = Add d i
A.3.4. Largo

Original

largo :: Num a => [b] -> a
largo [] =0

largo (a:s) =1 + largo s

En términos del operador fold

largo :: Num a => [b] -> a
largo = foldList (0,suc2)

suc2 :: Num a => b -> a -> a
suc2 xy =y + 1

CAPITULO A Cédigos Fuentes

1 + (cantNodos 1) + (cantNodos r)
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A.3.5. Largo acumulativo

Original

largoAc :: Num a => [b] -> a -> a
largoAc [] w
largoAc (a:s) w

W
largoAc s (1+w)

En términos del operador fold

largoAc :: Num a => [b] -> a -> a
largoAc = foldList (id,hlargo)

hlargo :: Numa=>b->(a->c) —>a->c
hlargo a rec x = rec (1+x)

A.3.6. Map

Original

map :: (a > b) —> [a] -> [b]
map f [] =[]

map f (a:as) = f a : mapMo f as
En términos del operador fold
map :: (@ > b) > [a] —> [b]
map f = foldList ([],hmap f)
where hmap g a rec = g a : rec

A.3.7. Remplazar acumulativo

Original

rempAc :: Term -> Term -> Term
rempAc (Num x) ac ac
rempAc (Add x y) ac

Add (rempAc x ac) (rempAc y ac)
En términos del operador fold

rempAc :: Term -> Term -> Term
rempAc = foldTerm (gremp,hremp)

gremp :ta->b->b
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gremp a b = b
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hremp :: (a > Term) -> (a -> Term) -> a -> Term

hremp fx fy z = Add (fx z) (fy z)

A.3.8. Reverse

Original

reverse :: [al > [al
reverse [] []
reverse (a:x) rev x ++ [a]

En términos del operador fold

reverse :: [a] -> [a]
reverse = foldList ([],hrev)

hrev i a -> [a] -> [a]
hrev a rec = rec ++ [a]

A.3.9. Reverse acumulativo

Original

reverselc :: [a] -> [a] -> [a]
reverseAc [] w =w
reverseAc (a:x) w = reverselAc x (a:w)

En términos del operador fold

reverseAc :: [a] -> [a] -> [a]
reverseAc = foldList (id,hrev)

hrev :ra > ([a] -=>b) -=> [a] > b
hrev a rec x = rec (a:x)

A.3.10. Suma

Original
suma :: Num a => [a] -> a
suma [] =0

suma (a:s) a + suma s

Monica Martinez
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En términos del operador fold

suma :: Num a => [a] -> a
suma = foldList (0, (+))

A.3.11. Suma acumulativa

Original

sumaAc :: Num a => [a] > a -> a
sumaAc [] n =n
sumaAc (a:1) n sumalAc 1 (a+n)

En términos del operador fold

sumalAc :: Num a => [a] -> a -> a
sumaAc = foldList (id,hsum)

hsum :: Num a => a -> (a -> b) > (a —> b)
hsum a rec x = rec (a+x)

A.3.12. Unp acumulativo

Original
unp :: Term -> String -> String
unp (Num x) z = shows x z

unp (Add x y) z unp x (’+’:unp y z)

En términos del operador fold

unp :: Term -> String -> String
unp = foldTerm (gunp,hunp)

gunp :: Int -> (String -> String)
gunp n = shows n

hunp :: (String -> String) -> (String -> String) -> (String -> String)
hunp fx fy s = fx (C+’: (fy s))
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A.4. Ejemplos

A continuacién se presentan cada una de las composiciones tomadas como ejemplo para
las pruebas. Para cada una de ellas se presenta la composicién original y como se resuelve
la composicién usando la funcién recursiva correspondiente al resultado de aplicar la regla de
fusién.

AlturaAcAsc
Composicién de altura acumulativa con asc definidas en A.3.1 y A.2.1 respectivamente.
comp terml acl ac2 = alturaAc (asc (terml,acl)) ac2

Version final recursiva:

comp term acl ac2 fus (term, alturaAc acl) ac2

fus :: (Num a, Ord a) => (Term,a -> a) -> a -> a
1 + max (z ac) ac

fus (x,fus (y,z)) ac

fus (Num x,z) ac
fus (Add x y, 2z) ac

AlturaAcRp
Composicion de altura acumulativa con Rp definidas en A.3.1 y A.2.5 respectivamente.
comp term acl ac2 = alturaAc (rp (term,acl)) ac2

Version final recursiva:

comp term acl ac2 fus (term,alturalAc acl) ac2

fus :: (Num a, Ord a) => (ShapeTree,a -> a) -> a -> a
fus (SLeaf,w) ac =W ac

fus (SJoin i d,w) ac 1 + max (fus (i,id) ac) (fus (d,w) ac)

CantNodosAsc

Composicion de la funcién cantidad de nodos y asc definidas en A.3.2 y A.2.1 respectiva-
mente.

comp term ac = cantNodos (asc (term,ac))

Version final recursiva:
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comp term ac fus (term, cantNodos ac)

fus :: Num a => (Term,a) -> a
fus (Num x,z) =1+z+1

fus (Add x y,z) = fus (x,fus (y,z))

CantNodosRp

Composicién de la funcién cantidad de nodos y rp definidas en A.3.2 y A.2.5 respectiva-
mente.

comp term ac = cantNodos (rp (term,ac))

Version final recursiva:

comp term ac fus (term, cantNodos ac)

fus :: Num a => (ShapeTree,a) -> a
fus (SLeaf,w) =y

fus (SJoin i d,w) 1 + (fus (1,0)) + (fus (d,w))

EspejoAsc

Composicién de la funcién espejo y asc definidas en A.3.3 y A.2.1 respectivamente.
comp term ac = espejo (asc (term,ac))

Version final recursiva:

comp term ac fus (term, espejo ac)
fus :: (Term,Term) -> Term
fus (Num x,z) Add (Num x) z

fus (Add x y,2) fus (x,fus (y,2z))

EspejoRp

Composicién de la funcién espejo y rp definidas en A.3.3 y A.2.5 respectivamente.
comp term ac = espejo (rp (term,ac))

Version final recursiva:

comp term ac fus (term, espejo ac)

fus :: (ShapeTree,ShapeTree) —> ShapeTree
fus (SLeaf,w)

fus (SJoin i d,w)

W
SJoin (fus (d,w)) (fus (i,SLeaf))
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LargoAcFlatten

Composicién de la funcién largo acumulativo y flatten definidas en A.3.5 y A.2.2 respec-
tivamente.

comp term acl ac2 = largoA (flatten (term,acl)) ac2

Version final recursiva:

comp term acl ac2 fus (term, largoA acl) ac2

fus :: Num a => (Btree b,a -> ¢c) -> a -> ¢
ac (1 + ac2)

fus (i,fus (d,ac)) ac2

fus (Leaf a, ac) ac2
fus (Join i d, ac) ac2

LargoAcReverse

Composicion de la funcién largo acumulativo y reverse definidas en A.3.5 y A.2.3 respec-
tivamente.

comp term acl ac2 = largoA (reverseA (term,acl)) ac2

Version final recursiva:

comp term acl ac2 = fus (term, largoA acl) ac2

fus :: Num a => ([bl,a > ¢c) -=> a -> ¢
fus ([],ac) ac2 ac ac?2
fus (a:x,ac) ac2 fus (x,hlargo a ac) ac2

hlargo :: Numa=>b->(a->c¢c) >a->c
hlargo a rec x = rec (1+x)
LargoFlatten

Composicion de la funcion largo y flatten definidas en A.3.4 y A.2.2 respectivamente.
comp term ac = largo (flatten (termino,ac))

Version final recursiva:

comp term ac = fus (term, (largo ac))
fus :: Num a => (Btree b,a) -> a
fus (Leaf a, ac) = ac + 1

fus (Join i d, ac) = fus (i, fus(d,ac))
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LargoReverse

Composicién de la funcién largo y reverse definidas en A.3.4 y A.2.3 respectivamente.
comp term ac = largo (reverseA (term,ac))

Version final recursiva:

comp term ac = fus (term, (largo ac))

fus :: Num a => ([b],a) -> a
fus ([],ac) ac
fus (a:x,ac) fus (x, ac + 1)

MapPFlatten

Composicién de la funcién map y flatten definidas en A.3.6 y A.2.2 respectivamente.
comp f term ac = mapMo f (flatten (term,ac))

Version final recursiva:

comp f term ac fus f (term, mapMo f ac)

fus :: (a => b) -> (Btree a,[b]) -> [b]
fus £ (Leaf a, ac) =f a: ac

fus £ (Join i d, ac) fus f (i,fus f (d,ac))

MapReverse

Composicién de la funcién map y reverse definidas en A.3.6 y A.2.3 respectivamente.
comp f term ac = mapMo f (reverseA (term,ac))
Versién final recursiva:

comp f term ac = fus f (term, mapMo f ac)

fus :: (a -> b) > ([al,[b]) -> [b]
fus £ ([1,ac) ac
fus £ (a:x,ac) fus £ (x,f a: ac)

MapReverseMod

Composicion de la funcién map y aeverseMod definidas en A.3.6 y A.2.4 respectivamente.
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comp f term ac = mapMo f (areverseMod (term,ac))
Version final recursiva:

comp f term ac = fus f (term, mapMo f ac)

fus :: Num a => (a -> b) -> ([al, [b]) —> [b]
fus f ([],ac) = ac
fus f (a:x,ac) = fus f (x, (f a)+1 : ac)

RempAcAsc
Composicion de la funcién reemplazar y asc definidas en A.3.7 y A.2.1 respectivamente.
comp term acl ac2 = rempAc (asc (term,acl)) ac2

Version final recursiva:

comp term acl ac2 fus (term, rempAc acl) ac2

fus :: (Term,Term -> Term) —-> Term -> Term
Add (z ac) ac
fus (x,fus (y,z)) ac

fus (Num x, z) ac
fus (Add x y,z) ac

RempAcRp

Composicion de la funciéon reemplazar y rp definidas en A.3.7 y A.2.5 respectivamente.

comp term acl ac2 = rempAc (rp (term,acl)) ac2

Version final recursiva:

comp term acl ac2 fus (term, rempAc acl) ac2

fus :: (ShapeTree,ShapeTree -> ShapeTree) -> ShapeTree -> ShapeTree
fus (SLeaf,w) ac =y ac
fus (SJoin i d,w) ac = SJoin ((fus (i,id)) ac) ((fus (d,w)) ac)

ReverseAcFlatten

Composicion de la funcién reverse acumulativa y flatten definidas en A.3.9 y A.2.2 respec-
tivamente.

comp term acl ac2 = reverseAc (flatten (term,acl)) ac2
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Version final recursiva:

comp term acl ac2 = fus (term, reverseAc acl) ac2

fus :: (Btree a,[a] -=> b) > [a] -=> b
fus (Leaf a, ac) ac2 ac (a:ac2)
fus (Join i d, ac) ac2 fus (i,fus (d,ac)) ac2

ReverseAcReverse

Composicién de la funcién reverse acumulativo con si mismo definida en A.3.9 y A.2.3.
comp term acl ac2 = reverseAc (reverseA (term, acl)) ac2
Versién final recursiva:

comp term acl ac2 = fus (term, reverseAc acl) ac2

fus :: ([al,[a]l -=> b) -=> [a] > b
fus ([l,ac) ac2 = ac ac2
fus (a:x,ac) ac2

fus (x,hrev a ac) ac2

hrev ::a > ([al] > Db) > [a]l] > b
hrev a rec x rec (a:x)

ReverseFlatten
Composicién de la funcién reverse y flatten definidas en A.3.8 y A.2.2 respectivamente.
comp term ac = rev (flatten (term,ac))

Version final recursiva:

comp term ac fus (term, rev ac)
fus :: (Btree a,[a]) -> [a]
fus (Leaf a, ac) ac ++ [a]

fus (Join i d, ac) = fus (i,fus(d,ac))

ReverseReverse

Composicién de la funcién reverse y reverse acumulativo definidas en A.3.8 y A.2.3 respec-
tivamente.

comp term ac = rev (reverseA (term, ac))
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Version final recursiva:

comp term ac = fus (term, rev ac)

fus 11 ([al,[a]) -> [al]
fus ([],ac) ac
fus (a:x,ac) fus (x,ac ++ [a])

SumaAcFlatten

Composicién de la funcién suma acumulativa y flatten definidas en A.3.11 y A.2.2 respec-
tivamente.

comp term acl ac2 = sumaA (flatten (term,acl)) ac2

Version final recursiva:

comp term acl ac2 fus (term, sumald acl) ac2

fus :: Num a => (Btree a,a > b) -> a > b
fus (Leaf a, ac) ac2 = ac (a + ac2)
fus (Join i d, ac) ac2 = fus (i, fus (d,ac)) ac2

SumaAcReverse

Composicion de la funcién suma acumulativa y reverse definidas en A.3.11 y A.2.3 respec-
tivamente.

comp term acl ac2 = sumaA (reverseA (term,acl)) ac2

Version final recursiva:

comp term acl ac2 = fus (term, sumaA acl) ac2

fus :: Num a => ([a]l,a -> b) -> a > b
fus ([],ac) ac2 = ac ac?2
fus (a:x,ac) ac2 fus (x,hsum a ac) ac2

hsum :: Numa=>a->(a->b) > (a ->Db)
hsum a rec x rec (a+x)

SumaFlatten

Composicion de la funcién suma y flatten definidas en A.3.10 y A.2.2 respectivamente.

comp term ac = suma (flatten (term,ac))
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Version final recursiva:

comp term ac = fus (term, suma ac)
fus :: Num a => (Btree a,a) -> a
fus (Leaf a, ac) = a + ac

fus (Join i d, ac) = fus (i,fus (d,ac))
SumaReverse
Composicién de la funciéon suma y reverse definidas en A.3.10 y A.2.3 respectivamente.
comp term ac = suma (reverseA (term,ac))

Version final recursiva:

comp term ac = fus (term, suma ac)
fus :: Num a => ([a]l,a) —> a
fus ([],ac) ac

fus (a:x,ac) fus (x, a + ac)

UnpAcAsc

Composicién de la funcién cantidad de nodos y rp definidas en A.3.2 y A.2.5 respectiva-
mente.

comp term acl ac2 = unp (asc (term,acl)) ac2

Version final recursiva:

comp term acl ac2 fus (term, unp acl) ac2

fus :: (Term,String -> String) -> String -> String
z (’+’:((shows x) ac))
fus (x,fus (y,z)) ac

fus (Num x,z) ac
fus (Add x y,z) ac

Fusién en presencia de acumuladores Moénica Martinez






Datos de las Medidas
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B.1. Medidas del Tiempo de ejecucion

B.1.1. Valores Absolutos

Los valores que se presentan a continuacién estan dados en segundos.

Composicion Tiempos No Optimizados || Tiempos Optimizados

Nombre MUT | GC | TOTAL || MUT | GC | TOTAL
AlturaAcAsc 0,03 5,9 5,93 0,16 | 0,32 0,48
AlturaAcRp 10,99 | 1,11 12,1 7,97 | 2,06 | 10,03
LargoAcFlatten 0,6 13,83 14,42 0,06 | 0,04 0,11
LargoAcReverse 1,03 | 44,24 45,27 0,09 | 0,51 0,6
RempAcAsc 2,25 | 15,98 18,23 0,85 | 6,16 7,01
RempAcRp 8,01 | 23,99 32 4,14 6,3 10,44
ReverseAcFlatten || 0,45 3,9 4,34 0,56 | 4,55 5,11
ReverseAcReverse || 0,77 3,9 4,67 0,49 | 4,12 4,61
SumaAcFlatten 0,63 | 14,2 14,83 0,12 | 0,05 0,17
SumaAcReverse 1,05 | 43,77 44,82 0,07 | 0,55 0,62
UnpAcAsc 0,18 | 1,62 1,8 0,17 | 1,12 1,29

Cuadro B.1: Tiempos Absolutos - Versién Original - Consumidoras Acumulativas

Composicion Tiempos No Optimizados Tiempos Optimizados
Nombre MUT GC TOTAL | MUT | GC TOTAL
CantNodosAsc || 0,15 | 72,03 72,18 4 4,85 8,85
CantNodosRp || 39,57 | 4,37 43,94 26,74 | 6,25 32,99
EspejoAsc 3,57 1,62 5,19 1,07 1,53 2,6
EspejoRp 4,82 | 12,11 16,94 2,06 3,28 5,34

LargoFlatten 0,3 | 121,86 | 122,16 29,84 | 16,36 46,2
LargoReverse 0,13 14,06 14,18 2,62 1,64 4,26
MapFlatten 12,58 | 1,39 13,97 9,2 1,36 10,56
MapReverse 0,35 1,41 1,76 0,3 1,51 1,81
ReverseFlatten || 23,71 | 165,48 | 189,19 23,34 | 167,66 191
ReverseReverse || 9,98 77,75 87,73 10,01 | 77,98 87,99
SumaFlatten 0,27 | 121,52 | 121,79 30,85 | 37,31 68,16
SumaReverse 0,24 14,2 14,44 2,58 3 5,58

Cuadro B.2: Tiempos Absolutos - Versiéon Original- Consumidoras No Acumulativas
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Composicion Tiempos No Optimizados || Tiempos Optimizados

Nombre MUT | GC | TOTAL || MUT | GC | TOTAL
AlturaAcAsc 0,03 | 4,91 4,94 0,02 0,69 0,71
AlturaAcRp 10,29 | 0,05 10,34 12,5 | 0,01 12,51
LargoAcFlatten 0,57 | 13,49 14,06 0,47 | 13,19 13,66
LargoAcReverse 0,92 | 44,74 45,67 0,5 | 42,43 42,93
RempAcAsc 2,26 | 15,55 17,81 0,95 | 5,44 6,38
RempAcRp 8,84 | 22,61 31,45 3,82 | 5,86 9,67
ReverseAcFlatten 0,68 2,52 3,2 0,52 0,97 1,5
ReverseAcReverse || 0,82 3,65 4,47 0,58 | 3,16 3,74
SumaAcFlatten 0,7 13,8 14,5 0,42 | 13,73 14,15
SumaAcReverse 1 44,78 45,77 0,64 | 42,86 43,5
UnpAcAsc 0,17 | 1,21 1,38 0,15 | 1,02 1,17

Cuadro B.3: Tiempos Absolutos - Versién Final - Consumidoras Acumulativas

Composicion Tiempos No Optimizados Tiempos Optimizados
Nombre MUT | GC | TOTAL | MUT | GC [ TOTAL
CantNodosAsc 0,12 | 51,92 52,04 0,06 0 0,06
CantNodosRp || 35,14 | 0,08 35,23 30,2 0,01 30,21
EspejoAsc 3,1 1,54 4,64 1,21 1,54 2,75
EspejoRp 4,25 | 10,61 14,86 1,84 3,19 5,03
LargoFlatten 0,26 | 98,65 98,91 0,07 0 0,07
LargoReverse 0,33 6,04 6,37 0,02 0 0,02
MapFlatten 10,66 | 2,45 13,11 9,05 2,64 11,69
MapReverse 0,56 3,07 3,63 0,36 3,78 4,14
ReverseFlatten || 23,67 | 165,8 189,47 24,19 | 163,99 | 188,18
ReverseReverse || 9,32 | 77,97 87,29 10,04 | 79,82 89,87
SumaFlatten 0,28 | 83,25 83,52 0,06 0 0,06
SumaReverse 0,34 | 5,09 5,43 0 0 0

Composicion Ejecucion No Optimizados
Nombre MUT | GC | TOTAL
AlturaAcAsc 0,05 | 9,47 9,52
AlturaAcRp 15,1 | 3,39 18,49
LargoAcFlatten 0,62 | 14,18 14,79
LargoAcReverse 1,2 | 46,35 47,55
RempAcAsc 1,56 | 13,06 14,62
RempAcRp 9,41 | 25,08 34,49
ReverseAcFlatten 0,66 5,22 5,88
ReverseAcReverse 1,64 | 6,14 7,78
SumaAcFlatten 0,66 | 144 15,06
SumaAcReverse 1,15 | 45,58 46,73
UnpAcAsc 0,29 | 2,29 2,58

Cuadro B.4: Tiempos Absolutos - Versiéon Final - Consumidoras No Acumulativas

Cuadro B.5: Tiempos Absolutos - Versién Manual - Consumidoras Acumulativas
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Composicion Ejecucion No Optimizados
Nombre MUT | GC | TOTAL

CantNodosAsc 0,18 68,46 68,64

CantNodosRp 38 0,15 38,15

EspejoAsc 3,78 1,6 5,38
EspejoRp 4,76 11,32 16,07
LargoFlatten 0,27 | 151,77 152,04

LargoReverse 0,37 6,02 6,39
MapFlatten 12,02 2.8 14,81

MapReverse 0,4 2,92 3,32

ReverseFlatten || 24,25 | 166,86 191,1

ReverseReverse || 9,62 78,72 88,34
SumaFlatten 0,19 | 128,16 128,35
SumaReverse 0,3 5,05 5,36

Cuadro B.6: Tiempos Absolutos - Versién Manual - Consumidoras No Acumulativas

Composicion Tiempos Optimizados
Nombre MUT | GC | TOTAL

AlturaAcAsc 0,75 1,44 2,19

AlturaAcRp 1298 | 5,3 18,29

LargoAcFlatten 0,62 | 13,45 14,07
LargoAcReverse 1,02 | 45,29 46,31
RempAcAsc 0,63 | 5,96 6,6
RempAcRp 4,2 6,62 10,82
ReverseAcFlatten || 0,91 | 5,68 6,59
ReverseAcReverse 1,04 | 6,45 7,49
SumaAcFlatten 0,58 | 14,29 14,87
SumaAcReverse 0,97 | 45,03 46
UnpAcAsc 0,2 2,28 2,48

Cuadro B.7: Tiempos Absolutos - Versién SCA - Consumidoras Acumulativas
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Composicion Tiempos Optimizados
Nombre MUT | GC | TOTAL
CantNodosAsc 0,06 15,06 15,11
CantNodosRp || 28,12 | 0,04 28,17
EspejoAsc 0,99 1,8 2,79
EspejoRp 2,21 3,08 5,29
LargoFlatten 0,25 61,17 61,42
LargoReverse 0,3 5,88 6,18
MapFlatten 10,57 | 2,62 13,19
MapReverse 0,32 2,46 2,78
ReverseFlatten || 24,97 | 165,62 | 190,59
ReverseReverse || 9,58 80,01 89,59
SumaFlatten 0,26 | 51,76 52,02
SumaReverse 0,31 4,96 5,27

Cuadro B.8: Tiempos Absolutos - Versién SCA - Consumidoras No Acumulativas

B.1.2. Porcentajes de Mejora

Ejecucién No Optimizada

Composicion Manual/Original Final /Original
Nombre MUT | GC | TOTAL || MUT | GC | TOTAL
AlturaAcAsc 67% | -61% -61% 0% | 17% 17%
AlturaAcRp B37% | -206% | -53% 6% | 95% 15%
LargoAcFlatten 3% -3% 3% 5% | 2% 2%
LargoAcReverse -17% | 5% -5% 11% | -1% 1%
RempAcAsc 31% 18 % 20 % 0% | 3% 2%
RempAcRp 17% | 5% -8% -10% | 6% 2%

ReverseAcFlatten || -47% | -34% -35% 51% | 35% 26 %
ReverseAcReverse || -113% | -57% -67% 6% | 6% 4%

SumaAcFlatten 5% -1% 2% A11% | 3% 2%
SumaAcReverse -10% -4% -4 % 5% | 2% 2%
UnpAcAsc 61% | -41% -43 % 6% | 25% 23%

Cuadro B.9: %Mejora Tiempo - Consumidoras Acumulativas
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Ejecucién No Optimizada
Composicion Manual/Original Final/Original
Nombre MUT | GC | TOTAL || MUT | GC | TOTAL
CantNodosAsc || -20% 5% 5% 20 % 28 % 28 %
CantNodosRp 4% 97 % 13% 11% 98 % 20 %
EspejoAsc -6 % 1% -4% 13% 5% 11%
EspejoRp 1% 7% 5% 12% 12% 12%
LargoFlatten 10% | -25% -24 % 13% 19% 19%
LargoReverse || -185% | 57% 55 % -154% | 57% 55 %
MapFlatten 4% -101 % -6 % 15 % =76 % 6 %
MapReverse -14% | -107% | -89% -60% | -118% | -106%
ReverseFlatten || -2% 1% -1% 0% 0% 0%
ReverseReverse 4% -1% -1% 7% 0% 1%
SumaFlatten 30 % -5% -5% -4% 31% 31%
SumaReverse 25% | 64% 63 % -42% | 64% 62 %

Cuadro B.10: %Mejora Tiempo - Consumidoras No Acumulativas

Ejecuciéon Optimizada
Composicion SCA/Original Final/Original
Nombre MUT [ GC [ TOTAL || MUT | GC | TOTAL
AlturaAcAsc -369 % -350 % -356 % 88 % -116 % -48 %
AlturaAcRp -63% -157% -82% 57 % 100 % -25 %
LargoAcFlatten -933% | -33525% | -12691% || -683% | -32875% | -12318%
LargoAcReverse || -1033% | -8780% | -7618% || -456% | -8220% | -7055%
RempAcAsc 26 % 3% 6 % -12% 12% 9%
RempAcRp 1% 5% -4% 8% 7% 7%
ReverseAcFlatten || -63% -25% -29% 7% 79 % 71 %
ReverseAcReverse || -112% -57% -62 % -18% 23 % 19%
SumaAcFlatten -383% | -28480% | -8647 % -250% | -27360% | -8224 %
SumaAcReverse || -1286% | -8087% | -7319% || -814% | -7693% | -6916 %
UnpAcAsc -18% -104 % -92 % 12% 9% 9%

Cuadro B.11: %Mejora Tiempo - Ej. Optimizadas - Consumidoras Acumulativas
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Ejecucién Optimizada
Composicion SCA /Original Final/Original
Nombre MUT [ GC | TOTAL || MUT [ GC | TOTAL
CantNodosAsc || 9% | -211% | -71% 99% | 100% 99 %
CantNodosRp 5% | 9% 15 % -13% | 100 % 8%
EspejoAsc ™% | -18% -T% -13% | -1% -6 %
EspejoRp -T% 6 % 1% 11% 3% 6 %
LargoFlatten 99% | -274% -33% 100% | 100% 100 %
LargoReverse 89% | -259% | -45% 99% | 100% 100 %
MapFlatten -15% | -93% -25% 2% -94 % -11%
MapReverse T% | -63% -54 % 20% | -150% | -129%
ReverseFlatten || -7 % 1% 0% -4% 2% 1%
ReverseReverse | 4% -3% 2% 0% 2% 2%
SumaFlatten 9% | -39% 24 % 100% | 100% 100 %
SumaReverse 88% | -65% 6 % 100% | 100 % 100 %

Cuadro B.12: %Mejora Tiempo - Ej. Optimizadas - Consumidoras No Acumulativas
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B.2. Medidas del espacio de memoria requerido

B.2.1. Valores Absolutos

Los valores que se presentan a continuacién estdn dados en Mega bytes.

Composicién Ejecucion No Optimizados || Ejecuciéon Optimizados
Nombre Original | Manual | Final || Original ‘ SCA ‘ Final
AlturaAcAsc 84 93 65 17 36 33
AlturaAcRp 2 2 2 2 2 1
LargoAcFlatten 723 725 682 2 670 | 616
LargoAcReverse 922 1125 983 194 954 787
RempAcAsc 778 873 487 680 873 | 487
RempAcRp 2 2 2 2 2 2
ReverseAcFlatten 921 967 920 915 968 807
ReverseAcReverse 798 1101 798 759 1213 | 759
SumaAcFlatten 723 725 682 2 678 706
SumaAcReverse 922 1125 983 194 1047 | 964
UnpAcAsc 420 488 316 277 522 278

Cuadro B.13: Espacio Absolutos - Consumidoras Acumulativas

Composicién Ejecuciéon No Optimizados || Ejecucion Optimizados
Nombre Original | Manual | Final || Original ‘ SCA ‘ Final
CantNodosAsc 366 322 258 65 162 1
CantNodosRp 2 2 2 2 2 1
EspejoAsc 361 358 362 402 401 407
EspejoRp 2 2 2 2 2 2
LargoFlatten 560 513 513 130 513 1
LargoReverse 358 392 369 129 356 1
MapFlatten 2 2 2 2 2 2
MapReverse 483 859 982 539 728 | 1001
ReverseFlatten 10 10 10 10 10 10
ReverseReverse 7 7 7 7 7 7
SumaFlatten 560 513 513 257 513 1
SumaReverse 358 392 369 193 356 1

Cuadro B.14: Espacio Absolutos - Consumidoras No Acumulativas
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B.2.2. Porcentaje de Mejora
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Composicion Ejecucion No Optimizados Ejecucion Optimizados
Nombre Manual/Original ‘ Final/Original || SCA/Original ‘ Final /Original
AlturaAcAsc -11% 23 % -112% -94 %
AlturaAcRp 0% 0% 0% 50 %
LargoAcFlatten 0% 6 % -33400 % -30700 %
LargoAcReverse -22% -T% -392 % -306 %
RempAcAsc -12% 37 % -28% 28 %
RempAcRp 0% 0% 0% 0%
ReverseAcFlatten -5% 0% -6 % 12%
ReverseAcReverse -38% 0% -60 % 0%
SumaAcFlatten 0% 6 % -33800 % -35200 %
SumaAcReverse -22% -T% -440 % -397 %
UnpAcAsc -16 % 25 % -88% 0%

Cuadro B.15: %Mejora Espacio - Consumidoras Acumulativas

Composicion Ejecucién No Optimizados Ejecucién Optimizados
Nombre Manual/Original ‘ Final/Original || SCA/Original ‘ Final/Original

CantNodosAsc 12% 30 % -149 % 98 %
CantNodosRp 0% 0% 0% 50 %
EspejoAsc 1% 0% 0% 1%
EspejoRp 0% 0% 0% 0%
LargoFlatten 8% 8% -295 % 99 %
LargoReverse 9% -3% -176 % 99 %
MapFlatten 0% 0% 0% 0%

MapReverse -718 % -103 % -35% -86 %
ReverseFlatten 0% 0% 0% 0%
ReverseReverse 0% 0% 0% 0%

SumaFlatten 8% 8% -100 % 100 %
SumaReverse 9% -3% -84 % 99 %

Cuadro B.16: %Mejora Espacio - Consumidoras No Acumulativas

Fusién en presencia de acumuladores

Monica Martinez



