Tesis de Doctorado en Fisica

UNIVERSIDAD CB@ )
DE LA REPUBLICA
U PEDECIBA

Gravedad axisimétrica en variables de
Ashtekar

Esteban Mato
Orientador: Dr. Rodolfo Gambini

Instituto de Fisica

Facultad de Ciencias
Universidad de la Reptblica






Gravedad axisimétrica en variables de Ashtekar

Estudiante: Esteban Mato

Orientador: Dr. Rodolfo Gambini

Tribunal:
Dr. Miguel Campiglia
Dr. Raul Donangelo
Dr. Miguel Paternain
Dr. Jorge Pullin

Instituto de Fisica
Facultad de Ciencias

Universidad de la Republica
Abril 2021






Resumen

En este trabajo formulamos la Relatividad General axisimétrica en términos de
las variables de Ashtekar-Barbero, obteniendo los vinculos de la teoria y dis-
cutiendo sus condicinoes de borde. Calculamos las ecuaciones de movimiento y
mostramos que las geometrias de Kerr, Schwarzschild y Minkowski son solucién
de estas. Realizamos una cuantizacién canodnica de la teoria reducida por
simetria, definiendo el espacio cinematico, operadores geométricos sobre este,
y construyendo el Hamiltoniano de Thiemann. Calculamos explicitamente la
accién del Hamiltoniano actuando sobre un vértice cuatrivalente y concluimos
el trabajo estudiando el Kernel del mismo. Presentamos a modo introducto-
rio la reformulacién de la Relatividad General en términos de las variables de
Ashtekar, seguida de una introduccién a la gravedad cuantica de lazos. Al-
gunos temas bésicos como teoria de grupos, fibrados, conexiones y dindmica de
sistemas vinculados son cubiertos en los apéndices.

Abstract

We formulate axisymmetric General Relativity in terms of real Ashtekar-Barbero
variables, obtaining the constraints of the theory and analyzing their boundary
conditions. We calculate the equations of motion and show, by choosing an
appropiate Ansatz, that the Minkowski, Schwarzschild and Kerr geometries are
admitted solutions. We perform a canonical quantization of the symmetry re-
duced theory, defining the kinematical space, geometric operators acting on it,
and lastly implementing Thiemann’s version of the Hamiltonian constraint. We
calculate the action of the Hamiltonian operador on a four-valent vertex and
then we conclude our work by studying its Kernel. We give an introduction to
General Relativity in terms of Ashtekar-Barbero variables, followed by a short
introduction fo Loop Quantum Gravity. Some topics like group theory, bundle
theory and dynamics of constrained systems are covered in the appendices.
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Capitulo 1

Introduccion

1.1 Gravedad cuantica

La Mecanica Cuéntica (QM por sus siglas en inglés) y la Relatividad General
(GR) son los dos pilares de la fisica moderna. QM describe los fenémenos
microscépicos que involucran a las particulas fundamentales, dando origen a
disciplinas como la fisica nuclear y la fisica de particulas. GR por su lado de-
scribe la dindmica del espacio tiempo y de los cuerpos sujetos al mismo. GR
describe de forma exitosa fenémenos macroscépicos (en los cuales los efectos
cuénticos pueden ser ignorados), dando lugar por ejemplo a la tecnologia de
GPS y a ramas de la fisica como la astrofisica relativista, la cosmologia, y mas
recientemente, a la astronomia de ondas gravitacionales.

Unificando QM con la Relatividad Especial se lograron describir las interac-
ciones electromagnéticas, débiles y fuertes en el lenguaje de la Teorfa Cuantica
de Campos (QFT), sin embargo, hasta el dia de hoy no se han logrado unificar
QM y GR.

Estas dos teorias fueron formuladas bajo hipétesis incompatibles entre si: En
QM se usa una variable temporal externa y se asume un espaciotiempo de fondo
fijo, no dindmico. En GR por otro lado, el campo gravitatorio es la variable
dindmica de la teoria y es suave y deterministico.

Atn no hay evidencias experimentales de fenémenos en los cuales tanto los efec-
tos de la gravedad como los de la mecanica cuantica sean relevantes. Se espera
que los efectos cuanticos de la gravedad comiencen a ser relevantes en la escala
de la energia de Planck (= 10'°GeV), mientras que la energia maxima obtenida
hasta la fecha en el LHC es aproximadamente quince 6rdenes de magnitud menor
(1,3x10*GeV). Esto tltimo no es en ninguna manera suficiente para considerar
irrelevante la busqueda de una teoria cudntica de la gravedad. Los efectos de la
gravedad cuéntica en el universo temprano podrian ser detectados en principio
en satélites dedicados al estudio del fondo césmico de microondas. Por otro
lado, se han observado en la superficie de la tierra particulas astrofisicas con
energias de hasta 10'2GeV; esto motiva la colocacién de futuros detectores de
particulas en la érbita de la tierra. Existe ademads la posibilidad de que algunos
fenémenos astrofisicos sirvan como “amplificadores ”, pudiendo hacer los efectos
cudnticos de la gravedad visibles en un futuro cercano (ver por ejemplo [53] y

[2])-
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Desde el punto de vista tedrico también existen razones para buscar una teoria
cuantica de la gravedad. Tanto GR como QFT son teorias incompletas. Una
serie de teoremas principalmente debidos a Hawking y Penrose (ver por ejemplo
[58]) predicen la existencia de singularidades en GR: geodésicas inextensibles,
esto es, que tienen un rango finito de pardmetro afin (pardmetro utilizado para
describir el largo de una curva). Si un observador viaja sobre una de estas
geodésicas, se encontrard en un tiempo propio finito con alguna patologia tal
que las leyes de GR fallan; GR no puede describir estas singularidades ni da las
condiciones de borde para los campos fisicos en las mismas.

Por otro lado, en QFT se cuenta con un espaciotiempo de Minkowski de fondo
sobre el cual los campos se propagan. El campo electromagnético fue cuan-
tizado exitosamente usando dos enfoques: El candnico y el covariante. En el
enfoque candnico, se realiza una foliaciéon 3 + 1 del espaciotiempo para poder
definir un Hamiltoniano; el vector potencial y su momento conjugado, el campo
eléctrico, son las variables basicas de la teoria; los estados fisicos son funcionales
invariantes de gauge del potencial vector. En el enfoque covariante, en cambio,
se cuantizan los diferentes modos de Fourier del campo electromagnético sin re-
currir a esta foliacion del espaciotiempo, y los estados cuanticos son elementos
del espacio de Fock de los fotones.

Mientras que para el campo electromagnético estos dos enfoques son equiva-
lentes, para el campo gravitatorio la diferencia es profunda. Tener un espacio-
tiempo de fondo provee conos de luz, la nocién de causalidad y sus isometrias
permiten definir cantidades fisicas como energia y momento. En GR, en cam-
bio, no hay un espaciotiempo de fondo, sino que éste es la variable dindmica
de la teoria. En este caso, para definir nociones tan basicas como conos de luz,
causalidad, energia y momento, uno debe resolver primero la dindmica y luego
construir el espaciotiempo. Esta ultima cuestion es ain méas grave cuando ten-
emos en cuenta que en la teoria cudntica, incluso en mecanica no relativista, las
particulas no tienen una trayectoria determinada sino una amplitud de proba-
bilidad codificada en una funcién de onda. En gravedad cudntica entonces uno
no tendria un espaciotiempo determinado sino una superposicion de diferentes
espaciotiempos con diferentes probabilidades.

El primer paso para intentar cuantizar la gravedad siguiendo un enfoque co-
variante consiste en separar a la métrica espaciotemporal g, en dos partes:
v = Nuv + Puw, Nue es una métrica que sirve como fondo fijo en el cual se
propagan los campos fisicos (usualmente elegida como plana), mientras que hy,,
es el campo dindmico a cuantizar que mide la desviacién de la métrica del fondo
elegido. Mientras que esta separacion soluciona en principio el problema antes
mencionado de no tener una métrica de fondo, se encuentran otros problemas,
entre ellos, que la teoria resultante es no renormalizable (ver por ejemplo [6]
y las referencias 6, 8 y 10 dentro del mismo articulo). El enfoque candnico,
en el cual se basa la gravedad cudntica de lazos (LQG) tuvo su origen en los
anos sesenta con los trabajos de Dirac, Arnowitt, Deser y Misner entre otros se
describira en la préxima seccién.
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1.2 Formulacion ADM de la Relatividad Gen-
eral

En el formalismo ADM (llamado as{ por sus autores Arnowitt, Deser y Misner)
es una formulacion Hamiltoniana de la Relatividad General. Dado un espacio-
tiempo descrito por una variedad Lorentziana M (equipada con una métrica g)
esta es foliada en superficies espaciales ¥;, parametrizadas por una coordenada
temporal ¢. La métrica g induce en cada superficie ¥; una métrica espacial
qav(t, x") (donde {z'} son coordenadas espaciales definidas en ¥;). La métrica
espacial y sus momentos conjugados 7 (¢, %) son las variables canénicas de
la teoria, por lo que en esta formulacion Hamiltoniana, GR se puede interpre-
tar como una teoria dinamica de geometrias tridimensionales. Realizando una
transformada de Legendre al Lagrangeano de GR, se obtiene un Hamiltoniano
que resulta ser una combinacién lineal de vinculos, como es de esperar en una
teorfa generalmente covariante [43]. Estos vinculos son de primera clase en la
terminologia de Dirac; uno de ellos, llamado vinculo Hamiltoniano o vinculo
escalar, genera evolucién en la direccién perpendicular a ¥; mientras que los
demaés generan difeomorfismos espaciales en las direcciones de las coordenadas
o' tangentes a ;. Al intentar realizar una cuantizacién canénica (apéndice E)
de la Relatividad General , uno se encuentra con serios problemas que impi-
den completar el programa; uno de ellos es el hecho de que el algebra de los
vinculos no es un algebra de Lie genuina sino un algebra abierta; esto impide
usar métodos de promediado en el grupo para encontrar soluciones al vinculo
Hamiltoniano. No tener un &algebra de Lie genuina ademds dificulta enorme-
mente encontrar un orden de operadores tal que se cumpla la correspondencia
entre los corchetes de Poisson de los vinculos y los conmutadores de los oper-
adores asociados a los mismos. Otra de las dificultades se encuentra al seguir el
procedimiento de cuantizacién de Dirac para sistemas vinculados (apéndice E);
la ecuacion resultante de exigir la invariancia de los estados fisicos ante la accién
del vinculo Hamiltoniano (conocida como ecuacién de Wheeler-De Witt) es no
lineal en las variables dindmicas y sumamente complicada de resolver incluso a
nivel formal. Estos problemas entre otros hicieron que la cuantizaciéon canénica
de GR estuviera estancada durante un tiempo. La situacién cambio con la sigu-
iente observacién: La formulacién Hamiltoniana de la Relatividad General se
simplificaba significativamente si se escribia en términos de una conexién espa-
cial en vez de la métrica espacial (De hecho, Einstein y Schrodinger ya habian
reformulado GR en términos de conexiones en los anos cincuenta, ver por ejem-

plo [5]).

1.3 Variables de Ashtekar-Barbero

A mediados de los anos ochenta, Ashtekar reformulé GR en términos de una
conexién de spin compleja autodual A% | una 1-forma que toma valores en el
algebra de Lie su(2). El uso de estas variables simplifica enormemente la teorfa
y en particular hace que los vinculos tomen una forma polinémica en funcién
de las variables candnicas. Sin embargo, dado que la conexién es compleja, a la
hora de cuantizar uno deberia imponer “condiciones de realidad” (que resultan
ser no polinomiales en las variables candénicas) para asegurar que el limite clésico

sea GR. Otro dificultad que resulta de usar estas variables complejas es que el
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grupo de Lie asociado a las mismas no es compacto, mientras que las técnicas de
teoria de representacién para grupos de gauge se han desarrollado inicamente
para grupos compactos. Para resolver este problema, Barbero propuso el uso de
una conexién real (llamada conexién de Ashtekar-Barbero), introduciendo un
parametro 3 que reemplazaba a los valores +i presentes en la expresion para la
conexiéon autodual. Si bien esto trae como consecuencia que los vinculos vuelvan
a ser no polinomiales en las variables candnicas, Thiemann introdujo ideas que
permitieron abordar la cuantizacién de estos términos no polinomiales ([64]).
La estructura y el espacio de fases de la Relatividad General reformulada en
términos de la conexién son andlogos a los de una teoria de Yang-Mills, esto
permitié incorporar técnicas de cuantizacién exitosas a GR. Gambini y Trias
introdujeron la llamada representacién de lazos en teorias de Yang-Mills, en
la cual los estados cudnticos son una funcién de los llamados loops de Wilson:
trazas de holonomias de la conexién a lo largo de curvas cerradas en las var-
iedades espaciales 3;. Mas adelante, Rovelli y Smolin aplicaron estas ideas al
caso gravitacional. Una caracteristica importante de las variables de lazos es
que (al menos para grupos de Lie compactos) capturan toda la informacién in-
variante de gauge de la conexion. La introduccién de estas variables permitié
avanzar con el programa de cuantizacién y obtener diversos resultados, como
por ejemplo la obtencién de soluciones formales al vinculo Hamiltoniano [40].
Muchos de estos resultados sin embargo eran meramente formales; el pasaje a
la representacion de lazos requiere una integracién en un espacio de dimension
infinita y los procesos de integracién eran insensibles a posibles divergencias;
ademads, no se disponia de un espacio de Hilbert ni de una medida adecuada
invariante por difeomorfismos. En un trabajo de Ashtekar e Isham [7] se logrd
definir un espacio cuantico de conexiones distribucionales si al que posterior-
mente Ashtekar y Lewandowski [8] dotaron de una medida g invariante por
difeomorfismos y transformaciones de gauge, lo que permitié obtener el espacio
de Hilbert #, = L?(d, duo) [12]. Usando ideas introducidas por Penrose, Rov-
elli y Smolin lograron obtener un espacio de Hilbert unitariamente equivalente
a partir de la representacién de lazos [57] , obteniendo funcionales linealmente
independientes de loops de Wilson a los que llamaron Spin-networks y en prin-
cipio simplemente los definieron como ortogonales. Baez probd en un trabajo
posterior que estos estados son efectivamente ortogonales con respecto a # si
estdn basados en grafos diferentes [15] . Sobre #; se pueden definir operadores
que miden drea y volumen cuyos espectros resultan ser discretos. En este es-
pacio estd basada la gravedad cudntica de lazos (LQG por sus siglas en inglés),
una de las teorias candidatas a teoria cuantica de la Relatividad General.

1.4 Reduccion por simetria

Las ecuaciones de Einstein son altamente no lineales, lo que dificulta enorme-
mente el encontrar soluciones exactas. Esta complejidad hace que la bisqueda
de soluciones en espacios con simetrias que simplifiquen las ecuaciones de movimiento
sea fundamental para poder obtener resultados transparentes que permitan en-
tender la fisica de la teoria. La cosmologia, por ejemplo, es la rama de la
Relatividad General que tiene por objeto de estudio el Universo entero. Obser-
vaciones tales como el alto grado de isotropia del fondo césmico de microondas
(CMB) indican que el Universo se puede describir de forma aproximada por
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una métrica homogénea e isétropica, estas son las soluciones de Friedmann-
Roberson-Walker de las ecuaciones de Einstein. La cosmologia permitié estu-
diar fenémenos como el Big-Bang, el corrimiento hacia el rojo o expansién del
Universo y la Inflacién del mismo.

Poco tiempo después de que Einstein formulara la Relatividad General en 1915,
Karl Schwarzschild encontré una solucién estatica y esféricamente simétrica a
las ecuaciones de movimiento en ausencia de materia. Mas tarde, gracias al
teorema de unicidad de Birkhoff se comprob6 que la geometria de una regién
vacia afuera de cualquier fuente esféricamente simétrica no rotante (por ejem-
plo un planeta o una estrella) estd descrita por la métrica de Schwarzschild.
Después de un tiempo se comprendié que la métrica de Schwarzschild describe
un agujero negro no rotante: Uno de los estados posibles del colapso de una
estrella. La solucién de Reissner-Nordstrom (descubierta entre los afios 1916 y
1921) extiende el resultado de Schwarzschild para el caso de un agujero negro
no rotante con carga eléctrica. Pero los objetos astrofisicos reales como planetas
y estrellas rotan, por lo que es esperable que el agujero negro resultante de un
colapso gravitatorio conserve aunque sea una porcién de su momento angular
inicial. Thirring y Lense obtuvieron en 1918 una métrica que describia, en la
aproximacién de campo débil, el exterior de un cuerpo estacionario con un cierto
momento angular; sin embargo, ya se conocian en ese entonces situaciones en las
cuales la aproximacién de campo débil no era valida (por ejemplo, estrellas de
neutrones); este problema no fue resuelto sino hasta el ano 1963, en el que Roy
Kerr descubrié la métrica que hoy lleva su nombre. Esta métrica es ademas la
primera solucién exacta de las ecuaciones de Einstein con simetria axial. En un
trabajo posterior de Ernst [31] se obtuvo una familia de soluciones axisimétricas
de las cuales la soluciéon de Kerr es un caso particular.

El estudio de modelos reducidos por simetria en LQG comenzé con espacios ho-
mogéneos e isotrépicos, dando origen a la Cosmologia Cudntica de Lazos (LQC)
[13] . Posteriormente se estudiaron modelos esféricamente simétricos [35] , obte-
niendo el espaciotiempo cudntico de un agujero negro de Schwarzschild. Este
ultimo estudio se extendié al caso de un agujero negro cargado eléctricamente
[34] . En ambos casos el proceso de cuantizacién dio resultados fisicos intere-
santes, como por ejemplo la eliminacién de la singularidad presente en el es-
paciotiempo clasico. Es natural intentar extender este estudio a espacios con
menos simetrias, como por ejemplo espacios con simetria axial. La literatura
sobre el tema es escasa (existen algunos trabajos sobre horizontes aislados, en-
tropia y momento angular, ver por ejemplo [19], [52], [18], [32], [1]. En [44]
se estudié la cuantizacion de espacios con un solo vector de Killing espacial
en términos de las variables de Ashtekar autoduales, encontrando soluciones al
vinculo Hamiltoniano, considerando tanto la representacion de conexién como la
representacién de lazos. En este trabajo vamos a estudiar espacios axisimétricos
en términos de las variables de Ashtekar reales, su cuantizacién en términos de
spin-networks y la dindmica Hamiltoniana resultante.

1.5 Esquema del trabajo
Con el objetivo de que esta tesis sea lo més autocontenida posible, incluimos

un capitulo introductorio cuya principal fuente es mi tesis de maestria. En
dicho capitulo damos un repaso de Relatividad General clasica, comenzando
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con conceptos y definiciones bésicos de geometria diferencial. Introducimos la
formulacion Lagrangeana de GR utilizando las variables métricas tradicionales,
siguiendo con la formulacién de Palatini, en la cual la métrica y la conexién
se trata como variables independientes. La formulaciéon de Palatini sirve como
introduccién a las variables de Ashtekar Barbero, las cuales son descritas pos-
teriormente luego de haber dado un repaso de la formulacién Hamiltoniana de
GR. En el capitulo 3 realizamos la reduccién por simetria [16] correspondiente
a espacios con un vector de Killing espacial, obteniendo las variables canénicas
reducidas, los nuevos vinculos, términos de borde asociados a los mismos y las
ecuaciones de movimiento de la teoria, verificando ademas que el espaciotiempo
de Kerr (utilizando un Ansatz apropiado) es solucién de las mismas.

En la primer parte del capitulo 4 (cuya principal fuente es el libro de Rovelli)
se construye el espacio cinemético de LQG. Las variables béasicas de la teoria
son holonomias de la conexién de Ashtekar-Barbero y los estados cudnticos son
funciones de estas holonomias y se denominan funciones cilindricas. Una base
del espacio de Hilbert de las funciones cilindricas esta dada por los elementos
de matriz de las representaciones irreducibles de las holonomias de la conexion
(Teorema de Peter-Weyl). Recurriendo al concepto de intertwiners, se con-
struyen estados invariantes bajo transformaciones de gauge llamados estados de
Redes de Spines, a partir de los cuales se construyen estados que son ademads
invariantes por difeomorfismos espaciales, llamados estados de Spin-Nudos. Se
introducen luego los operadores geométricos correspondientes al area de una
superficie y al volumen de una regién espacial, cuyos espectros resultan estar
discretizados, siendo este un resultado destacado de LQG: El espacio de LQG
es discreto (lo cual era esperado en QG, ver por ejemplo [51]) y esto resulta ser
una consecuencia de la teoria, no algo que se deba imponer externamente. El
resto de este capitulo estd dedicado a la especializacién de los resultados ante-
riores al caso axisimétrico, observando las similitudes y diferencias con la teoria
completa.

El capitulo 5 estéd dedicado al estudio del vinculo Hamiltoniano, el cual gobierna
la dinamica de la teorfa. En la primer parte del capitulo se construye la version
cuéntica del operador Hamiltoniano introducida en [64] por Thiemann, quien in-
trodujo una idea novedosa que permitié el tratamiento cuantico de los términos
no polinomiales del vinculo. Luego se procede a realizar la construcciéon de un
operador andlogo correspondiente al modelo axisimétrico basandonos en el es-
pacio cinemético obtenido en el capitulo anterior.

La primer parte del capitulo 6 estd basada en un trabajo de Rovelli y De Pietri
[24] , en el cual se calcularon explicitamente los elementos de matriz del operador
Hamiltoniano actuando en el estado no trivial mas simple posible. Se realiza
este cdlculo en el caso axisimétrico, notando que su complejidad es mayor debido
a la estructura del espacio cinematico. El capitulo concluye con un estudio del
Kernel del operador Hamiltoniano, basdndonos en [65].

Concluimos el trabajo en el capitulo 7, presentando las conclusiones del mismo
y posibles trabajos a futuro.

El apéndice A contiene los resultados obtenidos de resolver las ecuaciones de
movimiento de la Relatividad General clésica axisimétricas usando un Ansatz
adecuado para la solucién de Kerr. El apéndice B contiene el cédlculo de los
elementos de matriz del operador Volumen definido en el capitulo 4 para el
caso axisimétrico, resultados utilizados en el capitulo 6. Los apéndices C'y D
contienen un resumen de herramientas matematicas utilizadas en la tesis, como
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teoria de grupos y conexiones en fibrados. En el apéndice E se puede encontrar
un resumen sobre sistemas Hamiltonianos vinculados asi como el método de
Dirac para la cuantizacién de los mismos. Estos tres tultimos apéndices, al igual
que el capitulo 2, estdn basados principalmente en mi tesis de maestria y sus
contenidos se presuponen conocidos en la tesis.



CAPITULO 1. INTRODUCCION



Capitulo 2

Relatividad General clasica

En este capitulo se asumira que el lector posee conocimientos basicos de geo-
metria diferencial y de Relatividad General. En la primera seccion haremos
una revisién de conceptos béasicos de geometria semi-Riemanniana a partir de
los cuales introduciremos las formulaciones Lagrangeana y Hamiltoniana de la
Relatividad General usando las variables métricas tradicionales. En la ultima
seccién reformularemos la teoria en término de las llamadas variables Ashtekar-
Barbero, las cuales seran usadas en el resto de este trabajo.

2.1 Geometria semi Riemanniana

2.1.1 Tensores

Sea M una variedad de dimensién n. Definimos el fibrado de tensores (r,s)
como el producto tensorial:

TM@ - @TM@T*M®---@T*M (2.1)

Siendo TM y T* M los espacios tangente y co-tangente de M respectivamente.
Llamamos tensor de orden (r,s) a una seccién de este fibrado. Asi, un tensor
de orden (1,0) corresponde a un campo vectorial en M (una seccién del fibrado
tangente), mientras que un tensor de orden (0, 1) corresponde a una 1-forma en
M. Definimos los tensores de orden (0, 0) como funciones en M. En coordenadas
locales, una base de un fibrado de tensores (r, s) estd dada por:

0oy @+ ® O, ®dz™ @ -+ @ dal (2.2)

donde los indices oy, 3; toman valores desde 1 hasta n. Si tenemos entonces un
tensor de orden (r,s), podemos escribirlo como combinacién lineal de la base:

XG5 00, ® -+ © Do, @2 @ - @ da (2.3)
donde las funciones
Q1.0
Xﬁll...ﬁs (2.4)
se denominan componentes del tensor. Un tensor actia sobre r 1-formas wy . .. w,
y s campos vectoriales vy ...vs; dando un nimero real como resultado:

X(wiyeeoyWpy Ve, Ug) = Xgll_"'.'gjwlal .. .wmrvlﬁl .. .vfs (2.5)
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Siendo vi% la componente j del vector v; en la base {J,,} mientras que Wia,;
es la componente «; de la 1-forma w;. Una métrica semi-Riemanniana g sobre
una variedad M en particular puede ser vista como un tensor de orden (0,2) ya
que actia sobre dos campos vectoriales dando como resultado un nimero real
y es C*°(M)—lineal en cada argumento:

g(v+v/,w) :g(vaw) +g U/aw) (26)
gv,w+w') = gv,w) + g(v,w) (2.7)
g(f’l),’ll)) :g(vvfw) = fg(v,w) (28)

para v, v, w,w’ € Vect(M) y f € C°°(M). En coordenadas locales, tenemos:
9= gapdz® @ dz” (2.9)

donde gog = g(0a,d3). En coordenadas esféricas (¢,0) en la 2-esfera S2, las
componentes de la métrica estdndar toman la siguiente forma:

9(06,05) =1, (e, 0p) = sin*(¢), (9, 05) =0 (2.10)
Por lo que podemos expresar la métrica como:
dp @ do + sin¢ df @ db (2.11)
O de forma abreviada:
d¢* + sin¢ do* (2.12)

Asi como podemos tomar el producto tensorial de una seccién de un fibrado

E y una seccién de otro fibrado E’ para obtener una seccién de E ® E’, también

podemos tomar el producto tensorial de campos tensoriales. En particular, el

producto tensorial de un tensor X de orden (r, s) y otro tensor Y de orden (', s)

da como resultado un tensor de orden (r +1',s+s’') X ® Y. Las componentes
estan dadas por:

(X @Y, g = Xgrgry i (2.13)

1Baysr Bagst

Luego, si tenemos el tensor (r, s)
X=11®...0, Qw1 @ Q w, (2.14)

podemos acoplar una 1-forma con un campo vectorial para obtener un tensor
de orden (r —1,s —1):

wj(vi)vl®...U}~-®UT®w1...cﬁj~--®ws (215)

donde el simbolo " indica que estos factores no estan presentes. En términos
de componentes, se puede obtener el nuevo tensor contrayendo un supraindice
con un subindice.

Q1O O Qe Ol
Y5 s = Xp Bl (2.16)
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Por ejemplo, el tensor de Riemann es un tensor de orden (1,3) de componentes
Rgvé' Este tensor es la curvatura de la conexién de Levi-Civita, la cual intro-
duciremos en la préxima seccién. Contrayendo indices se obtiene un tensor de
orden (0, 2) llamado tensor de Ricci.

Rog = RZ#B (2.17)

Podemos subir y bajar indices de tensores utilizando la métrica y su inversa, de
componentes gng, P respectivamente, que satisfacen:

§°Pgs, = b2 (2.18)
Por ejemplo, a partir del tensor de Ricch podemos obtener un tensor (1,1):

R§ = g""Rp, (2.19)
Luego, se pueden contraer ambos indices para obtener el escalar de Ricci:

R=R® (2.20)

2.1.2 Conexién de Levi-Civita

Una conexion en un fibrado vectorial define el concepto de transporte paralelo.
Al estar el fibrado equipado con una conexién, esta permite transportar vectores
desde una fibra hasta otra de forma paralela con respecto a dicha conexién
(§ D.1). La conexién es especificada de forma equivalente por una derivada
covariante, un endomorfismo en el espacio de las secciones del fibrado con el
cual se puede diferenciar una secciéon en la direcciéon de algiin campo vectorial
en la variedad.

La métrica induce una conexién llamada conexion de Levi-Civita. FEsta
conexién tiene dos particularidades:

e Es compatible con la métrica: Un vector tangente no cambia su longitud
al transportarlo paralelamente.

e Es libre de torsion: El vector tangente no rota al transportarlo paralela-
mente (ver [14] para una discusién més detallada sobre esta nocién).

Sea M una variedad con una métrica semi-Riemanniana g. Sea D una
conexién en el fibrado tangente T'M. La conexién D permite tomar la derivada
de un campo vectorial v (el cual es una seccién del fibrado tangente) en la
direccién de otro campo vectorial u, obteniendo un nuevo campo vectorial D, v.
Decimos que D es compatible con la métrica si para todo u,v,w € Vect(M) se
cumple

ug(v,w) = g(Dyv,w) + g(v, Dyw) (2.21)
Luego, decimos que D es libre de torsién si para todo v, w € Vect(M) tenemos:
[v,w] = Dyw — Dy (2.22)

Se puede verificar que para cada métrica g existe sélo una conexién que verifica
estas dos condiciones. Esta es la conexién de Levi-Civita y es denotada por V.
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Supongamos que la conexién V es compatible con la métrica y libre de torsién.
Dadas las coordenadas locales {x“}, consideremos la base {9, } y denotemos la
derivada covariante en la direccién de uno de estos vectores por:

V.=V, (2.23)
Dado que g es compatible con la métrica, tenemos:

Oagsy = 9(Va0p,05) + 9(93, Vad)

a b

aﬁg'ya :g(vﬁaWaaa)+g(aW7vﬁaa) (2 24)
c d

0v9ap = 9(V40a;0y) + 9(Oa, V,05)
e f

Los campos vectoriales de la base de coordenadas conmutan entre si y la conexion
es libre de torsién, por lo tanto:

Vaaﬁ — Vgaa = [85, 8a] =0 (2.25)

Entonces: V.03 = Vg0,. Utilizando esto ultimo y la simetria de la métrica
tenemos que los términos b y e son iguales entre si, asi como los términos ¢
y f. Entonces, sumando las dos primeras ecuaciones y restando la tercera,
obtenemos:

009py + 9pgva — Oygap = 9(Va0s, 04) + g(0y, V0a) = 29(Vas, 0y) (2.26)

Dos campos vectoriales sélo pueden tener el mismo producto interno con todos
los vectores de la base si son iguales, por lo que V es tnico. La accién de una
conexion D en un elemento e; de una base de secciones de un fibrado vectorial
E se puede expresar en términos del potencial vector A (§ D.1):

Dgej = Al je; (2.27)

De igual manera, definimos los simbolos de Christoffel como las componentes
del potencial vector de la conexién de Levi-Civita.

Vads =T7,0, (2.28)

Entonces, la derivada covariante de un campo vectorial w en la direccién de v
esta dada por:

V,w = v® (&lwﬁ + ngw"’) Os (2.29)
Reescribiendo la expresién (2.26):
Bagpr + Op9ra — 0y9ap = 29(To 505, 05) = 2U039(5,0,) = 295,105 (2.30)

Contrayendo con la métrica inversa se obtiene la expresion para los simbolos de
Christoffel:

1
Tap = 59" (9agps + Opgsa — Dsgas) (2.31)
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Al tener la conexién de Levi-Civita en el fibrado tangente T'M, podemos
obtener una conexién andloga en los fibrados tensoriales de orden (r,s). A esta
conexién también la denominaremos V. A modo ilustrativo, dado un tensor X
de orden (2,2), su derivada covariante estd dada por:

indices vectoriales

(VX)) = 0, X5 + T X207 + T X9 —Th X5 — T X0y (2.32)

indices covectoriales

La generalizacién a tensores de orden (r, s) es inmediata.

2.1.3 Tensor de Riemann

En Relatividad General, el espacio-tiempo es una variedad semi-Riemanniana,
en particular, una variedad Lorentziana. Una variedad semi-Riemanniana tiene
en su fibrado tangente una conexién compatible con la métrica y libre de
torsién, la conexién de Levi-Civita que denotamos por V. Definimos el ten-
sor de curvatura de Riemann como la curvatura de esta conexién. Dados
u,v,w € Vect(M), tenemos:

R(u,v)w = (Vi Vy = Vo,V = Vi o))w (2.33)

En una base local de campos vectoriales {e, }, las componentes del tensor estan
dadas por:

R(ep, ey)es = Ry, 5eq (2.34)
Si elegimos una base de coordenadas, tenemos:
R(0p,04)0s = (VgVy —V,V3)0s (2.35)
Utilizando la definicién V,05 = Fg 50y
R(0p,05)0s = V(I'7505) — V4 (I'3505)

= (9515)00 + T35V 500 — (0,755)00 — T, V-0,
= (95T55)00 + T35T5,0r — (9,T55)0, — T5517,0,  (2.36)

Renombrando indices mudos, obtenemos las componentes del tensor de Riemann
en la base de coordenadas:

Rg,ﬂ; - 8/3F,?5 - ayfgtg + F%FO‘U - Fgér?;o (237)

En la seccién anterior se introdujeron ya dos tensores obtenidos a partir del
tensor de Riemann, el tensor de Ricci:

Ruog = RZNB (2.38)
Y el escalar de Ricci:
R =R}, (2.39)

El tensor de Riemann tiene tres simetrias bésicas:
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A _ A
L. R = —Rps
2. Ragys = —Rspya
A —
3. Rig5 =0

La primer relacion es equivalente a

R(es,ey)es = —R(ey, ep)es (2.40)
siendo esto una consecuencia de R(v.w) = —R(w,v) VYv,w € Vect(M). La
segunda relacién es equivalente a

g(ea; Rleg; ey)es) = —gles, Rep, e)eq) (2.41)

lo cual a su vez se puede expresar sin recurrir al uso de una base local
g(u, R(v,w)z) = —g(z, R(v,w)u) Vu,v,w,z € Vect(M) (2.42)

Por linealidad, basta probar la igualdad anterior para campos vectoriales aso-
ciados a una base de coordenadas. La conexién es compatible con la métrica,
por lo tanto:

Uw(g(ua Z)) = U(g(kuv Z) + g(”» vwz))
= g(VoVuu, 2) + g(Vyu, Viz) + g(Vou, Vi 2) + g(u, Vi Vi 2) (2.43)

Intercambiando v por w se obtiene wv(g(u, z)). Restando ambas expresiones:
(vw — wv)(g(u, 2)) = g([Vu, Vulu, 2) + g(u, [V, Vi]2) (2.44)

Utilizando la definicién del tensor de Riemann y el hecho de que los campos
vectoriales de la base de coordenadas conmutan entre si:

0=g(R(v,w)u,z) + g(u, R(v,w)z) (2.45)
Por lo tanto:
g(ea; R(es, ey)es) = —gles, R(ep, €4)ea) (2.46)
Utilizando las simetrias anteriores, la tercer propiedad se puede reescribir como
Rj s+ R)sp + Ryp, =0 (2.47)
O equivalentemente:
R(eg,ey)es + R(ey, es5)es + R(es, eg)ey =0 (2.48)

Trabajando con una base de vectores coordenadas y utilizando la definicién del
tensor de Riemann, el miembro izquiero de la igualdad anterior se puede escribir:

VBV,Yeg — V,YV565 + V,yv(seg — Vavyelg + V(;Vﬁe,y - nggey (2.49)
Utilizando el hecho de que la métrica es libre de torsién, lo anterior es igual a:
Vi [6’77 es] + v’y[e57 eﬁ} + V(;[eﬁ’ e’Y] =0 (2.50)

Es igual a cero ya que el bracket de Lie de dos vectores coordenadas se anula.
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2.2 Formulacion Lagrangeana de la Relatividad
General

2.2.1 Accién de Einstein-Hilbert

Sea M una variedad orientable de dimensiéon cuatro con una métrica semi-
Riemanniana g. La densidad lagrangeana que da lugar a las ecuaciones de
FEinstein estd dada por

R vol (2.51)

donde R es el escalar de Ricci y vol es la 4-forma de volumen asociada a g. La
accién es entonces:

S(g) = /M R vol (2.52)

En coordenadas locales:
S(g) = / Ry/ldetg] d'z (2.53)
M

Variando la accién con respecto a la métrica se obtienen las ecuaciones de Eins-
tein en el vacio:

1
Rap — 5 Rdas =0 (2.54)

2.2.2 Accién de Palatini

En la formulaciéon de la Relatividad General de la seccién anterior la variable
dindamica es la métrica. Una formulacién alternativa fue introducida por Pala-
tini; en ella, la métrica y la conexién son tratadas como variables independientes.
Al variar la accién con respecto a la métrica se obtienen las ecuaciones de Eins-
tein usuales, mientras que al variarla con respecto a la conexién se llega a que la
conexién debe ser la de Levi-Civita. Existe otra formulacion llamada Accion de
Palatini tetrddica en la cual las variables dindmicas son la conexidn espinorial
v la tétrada, las cuales introduciremos a continuacién.

Tétradas

Sea M una variedad difeomorfa a R*. M puede ser vista como un subconjunto
abierto del espacio tiempo. EI fibrado tangente T'M es obviamente trivial.
Llamamos e a la trivializacién de T M, esto es, al isomorfismo entre fibrados
vectoriales

e: M xR - TM (2.55)

que envia cada fibra {p} x R* al correspondiente espacio tangente T, M. A dicha
trivializaciéon la llamaremos tétrada. Podemos movernos entre un fibrado y otro
utilizando la tétrada y su inversa, llamada co-tétrada:

e 1:TM — M xR* (2.56)
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Una seccién de M x R* es simplemente una funcién en M que toma valores en
R%. La base canénica se estas secciones es:

&o(p) = (1,0,0,0)
=(0,1,0,0
&i(p) = ( ) (2.57)
&2(p) = (0,0,1,0)
53(]7) = (07 07 07 1)
Una seccion cualquiera puede ser escrita como
s=sl¢; (2.58)

donde s’ € C(M). A R* se lo denomina espacio interno. Aplicando e a la
base de secciones del M x R* obtenemos una base de campos vectoriales en
M, asi como al aplicar la co-tétrada a una base de campos vectoriales en M
podemos obtener una base de secciones en M x R*:

elér) =efda € M (a) = €iés (2.59)

siendo las componentes e funciones en M. Es habitual llamar tétradas a estas
componentes ya que son suficientes para determinar el mapa. La tétrada nos
permite trabajar en el fibrado trivial M x R* en vez de en el fibrado tangente
TM. En este fibrado trivial tenemos un producto interno canénico: Dadas dos
secciones s y s’ en M x R* definimos su producto interno como

n(s,s") =nrss's'” (2.60)

donde 77y es la métrica interna:

-1 0 0 0
0 1.0 0
0 0 01

Con la métrica interna y su inversa podemos subir y bajar indices internos, asi
como podemos subir y bajar indices espacio-temporales con la métrica g.
Decimos que las tétradas son ortonormales si los campos vectoriales e; = e({r)
lo son:

gler,es) =y (2.62)

Entonces, si las tétradas son ortonormales, podemos encontrar una relacion
entra la métrica y las tétradas:

(e} 0a, 6585) = 6?‘6?9&5 =nrJ (2.63)
Por otro lado, si s y s’ son secciones de M x R*:
gle(s),e(s) = gle(s'€r), e(s7€r)) = s"s7 g(er, e)
=nrss's” =n(s'¢r,57¢5) = n(s,s) (2.64)

Entonces, si e(s) = 9, (= s=€e"1(0,)) y e(s') = 8o (— s =€ 1(dp)) tene-
mos:

9(0a,0p) = n(e™"0a, e~ 03) = eaepn(&r. €1) = eqegnrs (2.65)
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Por lo tanto, la relacién entre las componentes de la tétrada y la co-tétrada con
la métrica:

N7 = Gapeie)  gap =nrsele} (2.66)
De las cuales se puede deducir:

§h =eles 50 =elel (2.67)

[e3%

Conexion de Lorentz

La otra variable dindmica en la formulacion tetradica de Palatini es una conexién
en el fibrado trivial M x R*. Decimos que una conexién en este fibrado es una
conexién de Lorentz si es compatible con la métrica de Minkowski:

vn(s,s') =n(Dys,s') +1(s, Dys’) (2.68)
Un caso particular es la conexién plana estandar, que denotamos por DY:
DY = wv(s")¢; (2.69)

Toda conexién D puede ser escrita como D = D° + A, donde A, el potencial
vector es una 1-forma que toma valores en End(R*) (§ D.1):

Dys = (v(s”) + Ailv“sl) 3 (2.70)
Las componentes de la curvatura de D estan dadas por:
Fl} = 0, AF — 0sAY + AL AR — AL ALY (2.71)
Observacion: Si D es una conexién de Lorentz, entonces
on(s,s') =v (s's""nrs) = v(s")s" nrs + sTo(s")nr, (2.72)

Por otro lado:

n(Dys, s') =n (v(s")r + Al jots”€r, ' Ek)
v

= v(s")s" B + UILSJS/KAiJn]K (2.73)
n(s,Dys') =n (51&, v(s"E) e + Afva“legK)
= s"u(s" )k +ots's Al ik (2.74)

Sumando ambos términos y renombrando indices mudos:

N(Dys, s") +1(s, Dys’) = (v(s)s" + sTu(s""))nrs +vts 57 (A7 + AL

(2.75)
Vemos entonces que D es una conexién de Lorentz si Aﬁ'] = —AI{I . Esto es
equivalente a decir que A,, vive en el dlgebra de Lie s0(3,1) [14]. De la expresién
para la curvatura también se puede observar que se verifica: F(ﬁ‘] = —FBI i .

Utilizando la tétrada, podemos obtener, a partir de la conexién de Lorentz,
una conexién en el fibrado tangente, definida por:

Vads = ey Do (&) (2.76)
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Usando la nomenclatura de [14], llamamos a V conezidn imitacion de Levi-
Civita. Definimos ahora los simbolos imitacion de Christoffel:

Vadp =17 40, (2.77)

Se puede hallar una expresiéon para los mismos en funcién del potencial vector
y las tétradas:

VaOs =T70,0, = efDo(&r) = ef AL 6y = ef Al e]0, (2.78)
Entonces, tenemos:
[0, = Al ehe (2.79)

Definimos el tensor imitacion de Riemann como la curvatura de la conexién
imitacién de Levi-Civita [14].

5
R § =Flleje] (2.80)
Definimos también el tensor imitacién de Ricei:

Rap =R, 5 (2.81)

Y el escalar imitacién de Ricci:

(2.82)

Accién

La accién de Palatini estd dada por:
S(A,e) = / R vol. (2.83)
M

donde el escalar imitacién de Ricci corresponde a la conexién de Levi-Civita
imitacién, mientras que el escalar de Ricci que aparece en la accién de Einstein-
Hilbert es el asociado a la conexion de Levi-Civita del fibrado tangente.
Utilizando la definicién (2.80) y las igualdades (2.66) y (2.67):
5 = 5y 68 ’
Rvaﬁ = FIBeIe} — R’Yaﬁé = R'Yaﬁ gsrs = Flge‘; e}nKLe§e§

[0

—FIBeJe(;mL (2.84)
Entonces, el tensor imitacién de Ricci:
Rup = R”a,y =F!7 eJeﬁmL (2.85)
Luego, de (2.66):
R=R% = R,p9*" = FUeJeﬂnILeMeNnMN (2.86)

Utilizando (2.67) obtenemos:

R="F!Jese] (2.87)
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La accién de Palatini entonces se puede expresar:
S(A,e) = /M efe FLT vol. (2.88)

Variando con respecto a la tétrada, tenemos, en primer lugar, la variacién del
elemento de volumen [14, 28:

dvol = —%ga[g(égaﬂ)vol. (2.89)
donde
59°° = s(n"egel)) = 0" ((5ef)el + ef (5e)) = 2n' e 5et (2.90)
Entonces
dvol = —n! gageJ((SeI)vol ”eKeﬁnKLeJ(éeI)vol

= el 5Ln i (6eF)vol = —el (6e5)vol (2.91)

Variando la accién con respecto a la tétrada:

08 = / (0ef)e B + €7 (56?)FC% - 65(56 Ye§ eBF”) vol.

1
= 2/ (eﬁ]FO% . ieaeLeLF ) (deF)vol. (2.92)
M
Utilizando (2.85) y (2.87):

. 1 -
08 = 2/ (Rap — iRgag)nUeg(ée?)vol. (2.93)
M

Entonces, 65 = 0 cuando se cumple
- 1 -
(Raﬁ _ 2Rga5) —0 (2.94)

Cuando V = V, esta es la ecuacién de Einstein. Luego, si variamos con respecto
a la conexion, tenemos

(552/ (6R) vol :/ 9°P(6Rp) vol (2.95)
M M
La variacién del tensor de Ricci imitacién [14]:

Rap = 2V[a017), (2.96)
Si escribimos

Ios =Tap+Cag (2.97)
Tenemos

Vads =T 50, =170, + C2 40, (2.98)
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Ademids, al ser 6I") 5 = 0, la variacion:
6T, =0C7, (2.99)
Entonces

6Rap = 2V100C), = [VadCTy = V4,607, | = [VadCl, - ¥,0C7, |
+C)\0C5 — €, 0C3 5 — Ch50CT, — C1L6C 5 + C2,6C3 5 + C46C7
(2.100)

Por lo tanto, la variacién del tensor imitacion de Ricci:
P 5 , A A A A
6R = "R = g°7 (=C3, — CAs0CT, — CLICNs + C,8C7, + C30CT, )

= (07,000 @ + C2,8C™,Y — C",26C7, + C",*5C7,)
= 205 60", — 207, 6C1 (2.101)

Para que la variacién sea nula, debe ser
Cp, =0 (2.102)

Lo que es equivalente a decir que vV = V, esto es, la conexién debe ser la
conexién de Levi-Civita, y por lo tanto (2.94) es la ecuacién de Einstein en el
vacio. La formulacién tetradica es por lo tanto completamente equivalente a la
formulacion de Einstein-Hilbert.

2.3 Formulacion Hamiltoniana

2.3.1 Formulacién ADM

Mientras que la formulacién Lagrangeana es manifiestamente covariante, en la
formulaciéon Hamiltoniana es necesario tener una coordenada temporal y separar
el espacio-tiempo en espacio y tiempo. El primer paso, entonces, consiste en
especificar la coordenada temporal. Consideraremos el caso de una variedad
Lorentziana M difeomorfa a R x S, donde S representa el espacio y t € R
representa el tiempo. Con esto, estamos eligiendo una forma particular de
dividir el espacio-tiempo en “instantes de tiempo ”. Esta eleccién es arbitraria
ya que el espacio-tiempo no viene pre-equipado con una coordenada tiempo y
una familia de superficies espaciales en las cuales el mismo esta foliado; hay
muchas maneras de elegir un difeomorfismo

¢:M—RxS (2.103)

cada una de las cuales define una coordenada tiempo 7 distinta. Esta coordenada
esta dada por el pull-back de la coordenada tiempo en R x S:

T =t (2.104)

Decimos que una subvariedad ¥ € M es un instante de M si corresponde a una
superficie de 7 constante para la coordenada temporal elegida. En esta formu-
lacién, las variables dindmicas son las componentes de la métrica restringida a las
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superficies espaciales ¥ (la cual denotaremos por ¢) y sus momentos conjugados.
Si n es un campo vectorial unitario tipo tiempo normal a X, las componentes
de la métrica espacial estan dadas por:

doB = Jap + Nang (2.105)

Observacién 1: El proyector sobre la superficie ¥ tiene componentes qg. Si se
lo aplicamos a un vector v € Vect(M), sus nuevas componentes serdn

g (2.106)
Si tomamos el producto escalar de este vector con n:
n*qlvg = n® (62 + nan’)vg = (n —nP)vg =0 (2.107)

Observacién 2: Dos elecciones de n son posibles ya que se puede invertir su
signo. Estas dos signos corresponden a las direcciones “futuro”y “pasado”,
pudiéndose asignar a cada direccién cualquiera de los dos signos de manera
arbitraria. Elegimos entonces un sentido, y decimos que nuestro campo vectorial
n apunta hacia el futuro.

Curvatura extrinseca

La curvatura extrinseca K dice cémo se curva la superficie 3 con respecto a M;
mas adelante se vera que la curvatura extrinseca esta relacionada con la derivada
temporal de la métrica espacial, por lo que el par (¢, K) sirve como condicién
inicial para la métrica. Sea Y una subvariedad tipo espacio representando un
instante de tiempo. La métrica restringida a esta subvariedad es Riemanniana:

q(v,v) >0 (2.108)
para todo vector v € T, M no nulo. Ademds, tenemos:
g(n,n) =—1 gn,v) =0 Yo e T,M (2.109)

A un vector v € T,M lo podemos descomponer en sus componentes normal y
tangencial a X:

v=—g(v,n)n+ (v+ g(v,n)n) (2.110)

En particular, dados dos campos vectoriales u,v en ¥, podemos descomponer
Vv

Vv = —g(Vyv,n)n + (Vv + g(Vyv,n)n) (2.111)

y definimos:
—g(Vyv,n)n = K(u,v)n (2.112)
donde K se denomina curvatura extrinseca. Esta mide la componente normal

de un vector tangente a ¥ al transportarlo utilizando la conexién de Levi-Civita
de M, en la direccién de otro vector tangente u. En otras palabras, mide cuanto
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se curva X con respecto a M. Se puede comprobar que K es un tensor (depende
C*°(¥)—linealmente en sus dos argumentos):

K(fua U) =g (Vfu’l), TL) = *g(fvuv» TL)
=—f9(Vuo,n) = fK(u,v)  VfeCF(X) (2.113)

Por otro lado, para toda funcién f € C*°(X):

K(u, fv) = =g(Vufv,n) = —g(u(f)v + fVuv,n)
= —f9(Vuv,n) = = fK(u,v) (2.114)
La curvatura extrinseca es ademaés simétrica. Usando la linealidad, podemos
ver que para que K(u,v) = u'v?K(9;,0;) sea igual a K(v,u), basta probar
K(0;,0;) = K(0j,0;), lo cual puede probarse utilizando que la conexién V es
libre de torsién:
K(0;,0;) — K(0;,0:) = —g(Vi0j,n) + g(V;0;,n)
= —g(Viaj - Vﬂ%n)
=—9(0;,05],n) =0 (2.115)

Luego, definimos:
Dyv = Vv + g(Vyv,n)n (2.116)

Se puede verificar que D es la conexién de Levi-Civita en X asociada a la métrica
q.
Primero, para u,v € Vect(X) y f € C*°(X), tenemos:

Dy(fv) = Vu(fv) + g (n, Vu(fv)) n
(Fv+ Vv + g (n,u(f)v+ fVu0)
(F)v+ fVuv +u(f)g(n,v) + fg(n, Vyv)
(Nv+ f (Vuv +g(n, Vo)) = u(f)v + fDyv (2.117)

u
U
=u
Luego, dados u, v, w € Vect(M), usando que V es compatible con la métrica:

ug(v,w) = g(V,v,w) + g(v, V,w)
= (K (u,v)n + Dyv,w) + g(v, K (u, w)n, D,w)
= g(Dyv,w) + g(v, Dyw) (2.118)

Ademads:

Dyv — Dyu = Vv — K(u,v)n — Vyu+ K(v,u)n
=V, —Vyu=[u,v (2.119)

También se puede verificar que D es lineal. Por lo tanto D es una conexién, es
compatible con la métrica y es libre de torsion.

Ecuaciones de Gauss-Codazzi

En las ecuaciones de Einstein

1
(Rag — 2Rga5> =0 (2.120)
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hay en realidad sélo 10 ecuaciones independientes; éstas nos dicen cémo evolu-
ciona la métrica en el tiempo. En términos de las variables ADM, cémo varia
la métrica espacial (y la curvatura extrinseca) al moverse entre las distintas su-
perficies X de la foliacién, las cuales representan cada una un instante distinto
de tiempo. La manera de separar el espacio-tiempo no es tnica, por lo tanto
no sabremos cémo evolucionaran las variables hasta que hayamos elegido una
foliacion. Tal eleccién se expresa en las funciones lapso y shift que se definirdn
a continuacion. Al elegir un difeomorfismo

¢:M—-RxS (2.121)

esto nos da una coordenada tiempo 7 = ¢*t en M y por lo tanto una forma
particular de foliar el espacio con superficies espaciales. Ademds, si tomamos
el pushforward por ¢! del vector 0, en R x S, tendremos un vector 9, en
M, el cual apunta hacia el “futuro”, pero no es necesariamente ortogonal a las
superficies {7 = s}. Podemos descomponer este vector en sus partes normal y
tangencial a X:

0r = —g(0r,n)n + (0- + g(07,n)n) (2.122)

Definimos:
N = —g(0;,n) (2.123)
N =0, +g(8;,n)n (2.124)

A N se le denomina lapso y a N shift. Veremos ahora que cuatro de las diez
ecuaciones de Einstein son en realidad vinculos, siendo las restantes seis las
ecuaciones de movimiento que describen como cambia la métrica espacial en el
tiempo. Elegimos coordenadas locales x°, z', 22, 23 en un entorno de un punto
p € X tal que 2° = 7, Jy = O, y los vectores J,dz, O3 son tangentes a X en p.

Las componentes del tensor de Riemann:

R(0;,0;)0 = ViV;0r — V;V,;0k (2.125)
Esto es igual a:
R{1.0a (2.126)

donde los indices en letras griegas van desde 0 hasta 3, mientras que las letras
romanas son indices espaciales y van desde 1 hasta 3.

Para calcular el primer término, se usard que V;0; = K(4,j)n + 3I‘§”’;8m para
campos vectoriales u,v en X, donde 3F;3? son las componentes de la conexién
asociada a la derivada covariante espacial. Ademds, contrayendo la expresién

Ki;j =g ((Vin),0;) = qmn(vin)m@i = g (Vin)™ (2.127)

o
con q"J:

(VK = (Vin)" — (Vin)) =K/ = (Vin)=KJ9, (2.128)
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Entonces, utilizando estos tltimos resultados, el primer sumando en (2.125)
toma la forma:

ViV;0k = Vi(Kjin+ Ty Om)
= 0;(Kji)n + K;,Vin + 0; ( )am+ BT Vi
= (Kju)n + K K0 + 05 ((°T3) O + *T5y (Kimn + T3, )
= (0:850) + T Ko ) 0+ p B0 + (01 (°T)
+ 3T, 3r§7) O (2.129)
Para obtener el segundo sumando en (2.125) intercambiamos i <+ j:
RSO0 = (&-K]k 0K + Ty Kig — T ij) n

m m m m m l m
HGRE" = KooK )0 + (95 T =05 *Tip+ *T5, *T = Ty, T 0,
(2.130)

Utilizando las definiciones de la derivada covariante y el tensor de Riemann,
llegamos a las ecuaciones de Gauss-Codazzi:

R0 = (DK — DjKp)n+ (PR, + Kj K" — Ky KJ") 0 (2.131)
De donde obtenemos la expresién en componentes:
ox = (DiKji — DiKy) (n)* + (PRI, + K K" — K KJ*) (0m)"  (2.132)

Aplicando el proyector en ¥ a todos los indices, y notando que el tnico efecto
en el lado derecho de (2.132) es eliminar el primer sumando, obtenemos:

SR, = alaldbql Ry — KacK§ + Kp K¢ (2.133)
Ademi4s, tenemos:

Rapeaq®cq’d = Rapea (g% + nn®) (gbd + nbnc)

= R+ 2R,.nn® = 2G4.n*n° (2.134)
Entonces, utilizando (2.133):
Gupn®n® = = {‘3R + (K2)? — KoK} (2.135)
De manera similar, se obtiene:
Reanqf = D K — DyK? (2.136)
De donde
Gredin® = @8 Ryen® = DyKb — D, K? (2.137)

Se puede verificar que tanto (2.135) como (2.137) no tienen derivadas segundas
temporales y son por lo tanto vinculos de condiciones iniciales.
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Hamiltoniano

En la formulacién Lagrangeana, la variable dindmica es la métrica inversa, cuyas
componentes son:

g® = ¢ —nn® (2.138)

Utilizando (2.123) y (2.124) tenemos que:

a __ 1 a a
n® = = ((9,)" = N°) (2.139)
Entonces:
gab — qab o % ((aT)a o Na) ((aT)b o Nb) (2140)

La informacién contenida en ¢g?° es equivalente a la contenida en (qap, Na, V).
Para pasar a la fomulacién Hamiltoniana es conveniente tomar como variables
a la métrica espacial inversa, al lapso y al shift.

El escalar de Ricci puede ser escrito como:

R=2 (Gabnanb — Rabnanb) (2.141)

Utilizando (2.135) se obtiene el primero de los términos. Por otro lado, el
segundo sumando resulta ser:

Rapn®n® = —n® (V,V,. — V.V4) n¢
= (K2)? = Kb K — Vo (n®Vn®) 4+ Vo(n*V,n°) (2.142)
Donde se usé
Kap = q;Veny (2.143)

igualdad que puede verificarse a partir de (2.127).
Entonces, el escalar de Ricci en términos de las nuevas variables:

R=[PR+ KuK* — (K2)?] (2.144)
Por otro lado:
V—9=N/q (2.145)
La densidad Lagrangeaena entonces toma la forma:
L=vVhN PR+ K, K™ — (K%)?] (2.146)

Para obtener el hamiltoniano es necesario tener los momentos conjugados a las
variables dindmicas definidos por:

0L
ab
T = — 2.147
aqab ( )
La dependencia en ¢, esta en la curvatura extrinseca [69]:

. 1 1

Kab = qaVer = 5Lndab = 581 (5 §)ab
1 1 .
= - (£0,9ab — £59ab) = 575 (Gab — DaNy — DyN,) (2.148)

2N 2N
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Volviendo a (2.146), obtenemos el momento conjugado de la métrica espacial:

ﬂ'ab o 62
8qab

=q (K* - Kq™) (2.149)

Mientras que los momentos conjugados del lapso y del shift se anulan:

0L
N _ _
= IN 0 (2.150)
a 0L
N _ _
=N = 0 (2.151)

Reconocemos a (2.150) y a (2.151) como vinculos primarios.
El Hamiltoniano entonces resulta ser [14, 69]:

H = Wab(jab - £
1
=Vq {N {—3R + g gy, — 2q 17r2}
— 2Ny [Da(g~/27)] + 2Da(q_1/2Nb7r“b)} (2.152)

El dltimo sumando en (2.152) es una divergencia y puede ser descartado. Halla-
mos los vinculos secundarios (a los cuales denotaremos por C'y C,) calculando
el corchete de Poisson de los vinculos primarios con el Hamiltoniano:

1
C = {ﬂ'N,H} =4 {—BR + ¢ %, — 2q_1ﬂ'2] (2.153)

Co = {nN“,H} = —2[D*(qg" )] (2.154)

Se puede verificar que no hay vinculos terciarios. Utilizando (2.149) se puede
ver que los vinculos secundarios son iguales a (2.135) y (2.137) y son por lo
tanto los vinculos de condiciones iniciales. Las ecuaciones de movimiento estan
dadas por:

O0H 1
QG,b = a—ab = 2‘1_1/2]\] Tab — 7(]abﬂ—§ + DaNb + DbNa
one 2
(2.155)
. OH 1 1
ab — ab - —1/2 _ab ed .2
T 0w > PRI (W“d7r 2" >

1/2 ( Rab
—9Ng~/? <7r Teh — m‘”’> +¢"/* (D*D°N — ¢"*D°D.N)

+q1/2Dc (qfl/ZNc,/Tab) o ﬂcaDch + ’/TCbDCNa
(2.156)
Estas ecuaciones junto con los vinculos son completamente equivalentes a las
ecuaciones de Einstein.
Accién de los vinculos

La accién de los vinculos en las variables dindmicas puede ser hallada calculando
los correspondientes corchetes de Poisson. Para ello introducimos los vinculos
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suavizados:
:/Ncq1/2d3x (2.157)
p
C(N) = / NC,q'?d% (2.158)
b))

Tenemos entonces:
{acat. 0} = facato. [ 3o (-2 2m]) 2%
- {ch@), [ ¥ (o) e}

=2 / DyN,(z) (626 + 6562) 6°(x — y) d%
= 2(DcNa(y) + DaNc(y))
= 2L54ca(y) (2.159)

Siendo £ N3ca la derivada de Lie de geq en la direccion de N. Luego, la accién
sobre los momentos conjugados:

{ﬁCd(y),C’(]\?)} _ {WCd(y)’LNQ (_Q[Db(qq/ 1/2d3 }

= {wcd(y), /E N (=2Dmy) d%} :{ / N, (=2Dym? d%}
= {wcd(y), /E Gaar N (—2Dym"") d%} = {wcd( ), / 2Gaa (Dy N )% }

_ / —2 (5552 + 8962,) 6% (x — y)(DyN® )P d3a
b

=2 (—(DpyNH7® + —(DpN)7™) = 287 (y)
(2.160)

Reescalando el vinculo por un factor de 1/2, vemos que C(N) genera un difeo-
morfismo espacial en las variables dinamicas, por lo que se le denomina vinculo
de difeomorfismos. De manera similar se pueden probar que cuando se cumplen
las ecuaciones de movimiento, se tienen las siguientes igualdades:

{ch() ( )} = Lniided(y) (2.161)
{7 (y),C(N)} = Enam(y) (2.162)

Por lo que, en la superficie de vinculos, C(N) genera un difeomorfismo en una
direccién normal a Y. La accién de este vinculo entonces es la de una evolucién
temporal que corresponde a mover ¥ en la direccién normal. Recordando que el
Hamiltoniano es el que genera la evolucién temporal, si calculamos el corchete
de Poisson de una funcién de las variables dindamicas con el mismo:

{f.H} = {f,C(N)+C(J\7)}:gNﬁf+£Nf=2;f (2.163)
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Podemos observar que la evoluciéon temporal completa consta de dos partes, una
evolucién temporal normal a X y otra “evolucion temporal”tangencial que es
en realidad un difeomorfismo espacial en . Esta ultima se debe a que en la
foliacion elegida, el vector temporal no es puramente normal a las superficies
3. Si elegimos una foliacién tal que el vector shift es nulo, en ese caso C'(N) es
igual al Hamiltoniano y genera la evolucién temporal. A C'(N) se lo denomina
entonces vinculo Hamiltoniano.

Algebra de los vinculos

Calculando el corchete de Poisson entre los vinculos, se obtiene:

{0(1\7), 0(1\7’)} — C(IN,N") (2.164)
{C(N), C(N)} = C(N(N)) (2.165)
{C(N),C(N")} =C ((NO'N" — N'0"N)9;) (2.166)

Lo primero que notamos es que los vinculos son de primera clase: El corchete
de Poisson entre los vinculos da como resultado otro vinculo. Luego, se puede
ver en (2.166) que el corchete de Poisson entre dos vinculos Hamiltonianos da
como resultado un vinculo de difeomorfismos con un vector shift que depende
de las variables dindmicas (pues 0" = ¢*/9;). El algebra que forman no es un
algebra de Lie.

2.3.2 Formulacion de Ashtekar-Barbero
Introduccién

La formulacién Hamiltoniana ADM de la relatividad general presenta serias
dificultades a la hora de intentar cuantizar la teoria, las cuales hasta el dia de
hoy no han sido resueltas. Existe una formulacién Hamiltoniana alternativa, la
cual consiste en elegir otras variables distintas a las variables ADM, llamadas
variables de Ashtekar. Esta eleccién simplifica notablemente la estructura de la
teoria, permitiendo a uno llegar mas lejos en el proceso de cuantizacién. Para
introducir estas variables usaremos conceptos introducidos en el apéndice B y
en § 2.2.2.

Llamaremos M a la variedad de dimension 4 equipada con una métrica Loren-
tziana g que representa el espacio-tiempo. Sobre esta variedad hay un G-fibrado,
y un mapa inyectivo e : M x R* — T,M que envia campos tensoriales en M
a campos tensoriales en el espacio tangente T,M (al cual llamaremos espacio
interno) para todo punto p € M. Si {,} es una base de secciones de M, al
aplicarle el mapa e obtenemos una seccién de T, M, la cual podemos expresar
como combinacién lineal de una base de secciones de este espacio a la cual
denotaremos por {J,}:

e(a) = €0y (2.167)

Tanto a e como a sus componentes e se les denomina tétradas. Al mapa inverso
el TyM — M x R* 0 a sus componentes

e (0,) = eléa (2.168)
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se les denomina equivalentemente co-tétradas. Las tétradas y co-tétradas satis-
facen las siguientes relaciones con la métrica:

Guv = Nab€ley  Nab = Guvelier (2.169)
eney = 0p epen =0, (2.170)

donde 74 son las componentes de la métrica de Minkowski. Los indices lati-
nos corresponden al espacio interno y las letras griegas son indices espacio-
temporales.

Observacién: Toda la informacién de la métrica esta contenida en las tétradas,
pero el reciproco no es cierto. En g,, hay 10 grados de libertad mientras que
en e), hay 16. Estos 6 grados de libertad extra en las tétradas corresponden
al nimero de grados de libertad del grupo SO(3,1), esto es, al ntmero de
parametros independientes de una transformacién de Lorentz en el espacio in-
terno. Se pude ver que una transformacién de Lorentz en el espaccio interno
deja invariante la expresién (2.169). El grupo SO(3,1) tiene una representa-
cién en el espacio interno dada simplemente por la representacién fundamental.
SO(3,1) es entonces un grupo de gauge y una transformacién de Lorentz es a
su vez una transformacién de gauge.

En el apéndice B definimos el concepto de derivada covariante; un operador
que permite derivar campos tensoriales en la direcciéon de algtin vector del es-
pacio tangente de una variedad. La derivada covariante puede ser especificada
de forma equivalente por su correspondiente potencial vector, como se vio en
el apéndice B. Luego, en § 2.1.2 introdujimos un tipo especial de conexién, la
conexién de Levi-Civita, la cual actiia sobre los campos tensoriales en el espacio-
tiempo. Un campo como e¥ tiene por un lado un indice espacio-temporal y un
indice interno, por lo que si le aplicamos el operador V definido en la seccién
2.1.2, obtendremos:

V,eq = Oueg, + szeg (2.171)
Definimos ahora una derivada covariante D que actia también sobre el indice
interno mediante una conexién espinorial w. Si T es un tensor que toma valores
en el grupo de Lorentz, entonces tenemos
DHT;;‘....VH _ aMTCLull...;::L 4 Fyl Tp""/" e wb Tul...un -

am pmpTai...am aip~b...am

=V, T —wh T (2.172)

a1p=b...am

donde I'f, son las componentes de la conexién de Levi-Civita y wg“ las com-

ponentes de la conexién espinorial. Ambas conexiones actiian sobre los indices
duales cambiando de signo el correspondiente sumando. Imponiendo la com-
patibilidad de la derivada covariante con la tétrada:

Dye;, =0 (2.173)
obtenemos, desarrollando
De;, = Ve, + wl‘}#ef’, =0
—ep x (Vyer) = —wl‘fueﬁez,

—wp, = —ep Ve, (2.174)
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Por otro lado,
0 =Vu(dy) = Viu(eger)
—ey Ve, = —e, Ve (2.175)
Entonces, (2.174) se puede reescribir de la siguiente manera:
Why = €,V ey (2.176)

Las tétradas junto con la conexién de Ashtekar-Barbero (que serd intro-
ducida més adelante) son las variables fundamentales en esta formulacién Hamil-
toniana de la relatividad general.

Para construir la teoria candnica, separaremos el espacio-tiempo en espacio
y tiempo de la misma manera que lo hicimos en 2.3.1. Suponemos que el espacio
tiempo es una variedad globalmente hiperbdlica. Podemos entonces encontrar
un difeomorfismo

¢:M—>E xR (2.177)

Donde X es una variedad tipo espacio y R representa el tiempo. Llamamos g,
a las componentes de la métrica inducida por g,, en X, dadas por:

Quv = Guv +1pny (2178)

Llamamos ademds K, a las componentes de la curvatura extrinseca:

1
K/,u/ = §£nquy (2179)

Donde n es el vector unitario normal saliente a .
Utilizando (2.169), escribimos:

Qv = nabeﬁei’, +nun, = —ege?, + (Sijelef; +nun, (2.180)

donde los indices i y j van desde 1 hasta 3. La forma de la métrica en (2.180)
sugiere una fijacién de gauge simple para eliminar algunos grados de libertad.
En el llamado gauge temporal, la componente 62 coincide con el vector normal,
eliminando la componente del boost del grupo de Lorentz haciéndola coincidir
con el vector normal. El grupo de simetrias de gauge queda reducido al grupo
de las rotaciones espaciales. La métrica espacial adquiere la formas:

Quv = Sijel el (2.181)
Tomando el pull-back en 3:
Gas = dijehel (2.182)

donde los indices o y S van desde 1 hasta 3 y los indices 4, j estdn relacionados
con la simetria SO(3) (o equivalentemente, SU(2)). Considerando el elemento
de linea

ds? = —N2dt? + qop(Ndt + dz®)(NPdt 4 da?) (2.183)

es posible identificar las componentes de las tétradas con las variables ADM:

o (N Nec , (% O
€M == (O ei > €b = (_I\/'[f e@ (2.184)
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Nuevas variables, simetria de gauge

En (2.182) se puede observar que la métrica espacial es invariante bajo transfor-
maciones de gauge en el espacio interno, esto es, rotaciones SO(3). La tétrada
proyectada en X entonces tiene tres grados de libertad mas que la métrica es-
pacial. En consecuencia, deben haber tres vinculos de primera clase mas que
en la formulaciéon ADM; a estos vinculos relacionados con la simetria de las
transformaciones de gauge del grupo SO(3) se les denomina vinculo de Gauss.
Para hallar este vinculo, primero definimos la siguiente 1-forma K’ en X:

K! = X! XFw? (2.185)

a*u

donde X* son las componentes del proyector de M a Y. De manera similar,
X! son las componentes del mapa inverso al que va desde el espacio interno
cuadridimensional al tridimensional. Utilizando (2.176):

Kl = X\ XFe" (V,ed) = X.XFe’™ (V,n,)
= e, X\ (V) = XEX[ el (V,n") (2.186)
Asf como las tétradas proyectadas en X (también llamadas triadas) estdn
relacionadas con la métrica espacial por (2.169), la 1-forma K, est4 relacionada

con la curvatura extrinseca de la siguiente manera. Sea K una 2-forma en X
definida por:

Hap = 0K, € (2.187)

Esto es, la contracciéon de los indices internos de K y e utilizando la métrica
euclideana. La curvatura extrinseca se encuentra dentro de esta 2-forma, més
especificamente, la curvatura extrinseca es la parte simétrica de F. Para ver
esto, primero calculamos la componente g utilizando (2.186):

Kap = 0, X4X) (Vun”) el el (2.188)
Por otro lado, la curvatura extrinseca:

1 i j 1 ia i i j
§£n ((51-]-6&@?3) = 55”- (eéi‘,nea + eaﬂneé)

= 50 (ehel(Van”) + elet(Von®))

1
Kaﬁ = ganQB =

1 ) ) ) :
= 55 (egxgegxgvun" + egxgegxgvun”) (2.189)

Comparando este resultado con (2.188), vemos que
Kop = Hap) (2.190)

Entonces, la curvatura extrinseca estd contenida en la parte simétrica de la 2-
forma F. Las tétradas a su vez contienen la informacion de la métrica espacial,
como puede observarse en (2.169). M&s adelante se reemplazard el par de varia-
bles ADM (qup, Kap) y se verd que la dindmica obtenida utilizando la 1-forma
K! y las tétradas es equivalente a la obtenida con las variables ADM. Vamos
a exigir ahora que X, sea igual a la curvatura extrinseca, la cual es simétrica.
Entonces, la parte antisimétrica de K debe satisfacer el siguiente vinculo:

Hiap ~ 0 (2.191)
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Dicho de otra manera, definimos la 1-forma K tal que satisface tanto (2.190)
como el vinculo (2.191). En (2.191) se tienen tres vinculos ya que la matriz
HK(ap) es antisimétrica. Estos tres vinculos son los que absorben los tres grados
de libertad extras introducidos al elegir las tétradas como variables.

Definimos ahora las triadas densitizadas:

Ef = eef (2.192)

(2

Donde e = det[e!] = (det[e?])_1

variables (B2, K%):

. La relacién entre las variables ADM vy las

qap = 5”'6516% = 5¢j62E,§Eé = (s”EEéE[]? (2193)

Donde E = det[E?] = detleed] = e3det[e?] = e*e™! = €. Luego, utilizando
(2.190) y que ¢ = det[E?]3det[E]? = det[E?] = E:

ﬂ_ag _ \/a (Ka,B o anB) _ \/a (Ki(aeb’)i o qaﬁKwem>

| (Kem s Km) |
=VE|—= ~ —09EXE]VEKYE,,
JE 2 E j

(ko +K¥E7)
— 5 — §9EEP KT E,, (2.194)

Por otro lado, tenemos:

a B B mai 5 s
(%E + 05 E )Ej (E] K¢ — EK])
2 i 2

_ - Bi Y o Bi o 1Y
=3 (E E%EZ K{ —FE E%El Kj

i i Y 1B ai g B Y
+EVEJE] K] - E*EJEK] )

26" BV EIENK = 2

(kB + K EY) .
= 5 ~ EXEPIKIE, (2.195)

Comparando este resultado con (2.194) se puede observar que son iguales, en-
tonces:

1% = 25" BV EI BV K (2.196)

En términos de estas nuevas variables, el vinculo (2.191):

1
Rij = ee?e?%[am = eef‘e?K{;eB]k = eef‘e?i (Kftegk. — Klgeak)

—e (iE?) (iEf) % (Kak(eE§) — Kpi(eEy))

1 1
= SEPE) (BfKar — ESKpr) = 5 (B Kaj — B Kin) = Ko B ~ 0
(2.197)
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Sus indices espacio-temporales fueron transformados en indices internos uti-
lizando las tétradas. Luego, el vinculo de difeomorfismos (2.154):

Co = —2Dgnl} = —2Dg(KLE] — 6K E) (2.198)

donde se usé que 58 = 55626]@ = 55E}1E]B = E&Efg y también la igualdad débil
K[iaeﬁ]i ~0— K[iaEﬂ]i ~0— KéEf ~ KfE}l De forma similar se puede
probar que el vinculo Hamiltoniano en términos de estas nuevas variables toma
la forma:

C = VEE}E’ (K@K;; - KgKg) - % (*R(E)) (2.199)

Donde el escalar de Ricci tridimensional se considera una funcién de las triadas
densitizadas. Si equipamos el nuevo espacio de fases con la siguiente estructura:

{Eit,2), K7 (t,9)} = a1656(z — ) (2.200)

{Eg(t,x),Eg(t,y)} = {K?(t,x),Kf(t,y)} =0 (2.201)

entonces se puede probar que la dindmica descrita por las variables (EY,, K f ) es
equivalente a la descrita por las variables ADM. Primero, La version suavizada
del vinculo (2.197) se obtiene integrdndolo contra una funcién suave. La deno-
minaremos vinculo rotacional:

R(a) = / o Ko B d% (2.202)

Donde o es una matriz antisimétrica arbitraria. Calculando el dlgebra gene-
rada por estos vinculos:

{F(a), (o)} = { j a"”KﬁkEfdi”y}

= [ @ed¥y Ko {ES, Ko} Bl o™ Sd¥ya § Ko, B Y B Kgra'™

- Y az{ o ﬁk} 1 & + dl‘dya aiy &) 5 B pEQ

- / d*rdyai K2 {Eg,K,f}ElBa’f+ / d*rd¥yai (KO, EL) BIKP o/}

= /d3xd3ya§Kf‘5i555(x—y)Elﬂa’f —/d3xd3ya§5§6g‘ (x—y)EzyKlfo/gC
= /de(ozo/)meEal f/d‘gx(o/a)fKakEm = /d3:17[oz,o/]inmij{l

=R ([a, a]) (2.203)

Esta es el élgebra de las rotaciones espaciales SO(3). El corchete de Poisson
del vinculo rotacional con las variables ADM es cero pues estas tltimas son
manifiestamente invariantes bajo rotaciones. La métrica espacial, al ser funcién
unicamente de las triadas, satisface:

{gas(t,2), ¢45(t,y)} =0 (2.204)
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Por otro lado, los momentos conjugados de la métrica espacial satisfacen [51]:

{mP(t,2), 7 (t,y)} = —g (¢ R 4+ g™ R+ g R
+q679{a7} (t,x)d(x —y) (2.205)

Los corchetes anteriores se anulan cuando se satisface el vinculo rotacional.
Luego, se puede ver que

{7, ¢15} = 68,65 8(x — ) (2.206)

Las nuevas variables E y K& son entonces equivalentes a las variables ADM
cuando se satisface el vinculo rotacional.

Variables de Ashtekar

Las transformaciones E§* — % y KJ — BKJ son canénicas ya que no alteran la
estructura (2.200),(2.201). Al pardmetro § se le llama pardmetro de Barbero-
Immirzi (BI) y es en general un ntimero complejo, aunque nosotros lo consi-
deraremos real. El vinculo rotacional también permanece invariante bajo este
reescalado:

Ri = eriyRY = eny; (PKL) (PEY) =~ 0 (2.207)

Donde PK}, = BK. y PE¢ = % Para obtener (2.207) se definié el vector Ry,
el cual contiene la misma informacién que %R;; pues esta dltima es una matriz
3 x 3 antisimétrica; luego se utiliz6 la propiedad de antisimetria del stmbolo €45,
y posteriormente se utilizé (2.197).

Introducimos ahora la conexién asociada a la simetria SO(3), cuyas compo-
nentes seran denotadas por I'Y/. La derivada covariante de un tensor con indices
tanto espaciotemporales como internos se obtiene:

Dg T“ zm _a T“ Jin ZF T im

Bog T Q1 Q1Y Q41 O
+ZFH Tll Zz 1J’LL+1 dm Th Zn +ZF” Th u 1Ju+1 (2.208)
De manera completamente andloga al caso cuadridimensional en (2.173), exigi-
mos que esta derivada covariante sea compatible con las tétradas:
Dgel,=0 — T =e"V,e] (2.209)

La curvatura es una 2-forma que se obtiene considerando el conmutador de
dos derivadas covariantes actuando sobre un vector valuado en SO(3):

iﬁj = [DOM Dﬁ} v — Rgﬂ = 25[argj + F;[arkﬂ;] (2.210)

Utilizando (2.209) y que e = \/qg = Ve = 0, tenemos:

DaE]@ = V(ee ) rk. eek =eD, e =0 (2.211)
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Entonces:
Do B =0 (2.212)
Ademds, utilizando el hecho de que 0, Ef = Ja(e€f) = Vo £ [28] , se obtiene:
a a k @B _ o I pkpo _
DoES = 8, B — Tk EP = 9, B¢ + &, TEEP =0 (2.213)
Donde se definié: I'* := —1/ 25%1"}5. En funcién de las triadas:

1. _ . ,
T = 36w B [05F) — u B} + BV Eaids B
- Op(det[EX]) ; Oa(det[E2])

2F7 , :
¢ det[E!] P det[Ei]

1 7
+ZsjkE5’“ (2.214)

Podemos ver en (2.186) que T'}, no cambia al realizar la transformacién E§* —

PE] = E%/B. Utilizando la igualdad fuerte (2.213) podemos modificar el
vinculo rotacional:

G = 0u (PBf) + <1, (PE7 ) + ¢, (KL (PE)

ki~ o
= 0a ("E) + ¢, (Pstl) (PEF) =0 (2.215)
Donde se definié la conexion de Ashtekar-Barbero como ﬂ&ﬂ; =TI + BK!.

A Gy, se le denomina vinculo de Gauss. Se puede probar que las variables

7 , . . . . .
BB By, forman un par canénico conjugado pues tienen la siguiente estructura
de corchetes de Poisson:

{’BE;(t»x)7ﬂsdf(t7y)} = 01656(x,y) (2.216)

BB (t.2), PEL () b = {Ba (¢, 2), Pt (8, )L = 0 (2.217)
{ st} ={ ;

Las componentes de la curvatura de la conexién de Ashtekar-Barbero estéan
dadas por:

Fry = 20, Pslly) +eb; Pot, ot (2.218)
Las cuales satisfacen la siguiente relacién
Eo_ k k i J
_ k k k(i | Bret j J
= 201, Tl + 200" Ky + 1 (Fa + Ka) (F]B + 5Kﬁ)
= Rl + ek P, PG el T PR +eb PR, T + 20, 7Ky (2:219)

donde Rﬁﬁ = 8[QI‘[’§} + Efjf‘gfé, y estd relacionado con la curvatura (2.210) de
la siguiente manera:

RY,=e!Rl, (2.220)

Esta relacién puede verificarse ficilmente expresando I'® en funcién de I'¥ y
utilizando la identidad
€ijkElmn = 5il6jm6kn + 62m6]n6k:l + 6in6jl6km - 6il6jn5km - 6zn6jm5kl
—0imd;10kn (2.221)



36 CAPITULO 2. RELATIVIDAD GENERAL CLASICA

Por otro lado, tenemos que
k k k k k gl k ol
Dio "Kjy = 0p0 PG+ (—T0KE + T, KY) + (Th S — T kL) (2:222)

El segundo sumando en (2.222) es cero ya que los simbolos de Christoffel son
simétricos. Luego, tenemos:

1, 1,
rk = -3 efl = -3¢ IR ja (2.223)

Contrayendo con €gmp:

1 g o

gkmﬂrﬁ = _igkmnakwrija == (5%5] 6%62) Fijoz =I'ma (2224)
Entonces:

EminlE = Dppa — I, = e TF =17 (2.225)

Renombrando indices mudos y contrayendo indices internos con K [73

e TLK) =Th K (2.226)

ijT

Usando esta tltima igualdad, podemos reescribir (2.219) como:
k ko kBt Bt
Fis = R+ 2D "Kp +ei; 'K, K (2.227)
De (2.218), (2.219) y la identidad ciclica de Bianchi tridimensional [67]:
R LEV =0 (2.228)

se pueden hallar expresiones para los vinculos en funcién de las nuevas variables.
Primero, contrayendo (2.227) con ﬁEﬁ:

ok B _ pk B k 8 k i J BB
FisPE), = R PE; +2D), "Ky By + €}, K, PKj; "By (2.229)

El primer sumando es cero por (2.228). Luego, el tercer sumando se puede
reescribir utilizando (2.207) y la igualdad fuerte (2.213):

ek OK,, PKL OB = K, % = K, G (2.230)

Luego, comparando el segundo sumando al vinculo de difeomorfismos (2.198)
(re-escalado por un factor de -2):

2Dy, Ky Ef = D, "Ky B} — D; PK, Ef = C,, (2.231)
Entonces, tenemos que:
Fho B = Co + K, G, — Co = FE4E] - °K,, G, (2.232)

De manera similar, se puede probar que el vinculo Hamiltoniano toma la si-
guiente forma en funcién de las nuevas variables [67]:

2
_(det[f?é])l/zﬁE B [, - 200+ DKL
52

A = W
B E] DG (2.233)
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Los vinculos (2.215), (2.232) y (2.233) son completamente equivalentes a:

Gi = Do EY = 0B + £ st B ~ 0 (2.234)

Co=E'Fl,~ (2.235)
1 o ij i 7d

C= e BYE] e Fh, = 2(8° + VK[, K| = 0 (2.236)

(det[EZ])H/2

Accion de los vinculos

En la seccién (2.3.1) vimos que los vinculos (2.154) y (2.153) generan difeo-
morfismos espaciales y en la direcciéon normal a la foliacién 3 respectivamente.
Lo mismo ocurre con los vinculos (2.235) y (2.236): estos generan el mismo
tipo de difeomorfismos en las nuevas variables E® y s1?. El vinculo de Gauss
(2.234) por su parte genera rotaciones en el espacio interno, esto es, rotaciones
correspondientes al grupo SO(3) (o equivalentemente SU(2)).

Para calcular los corchetes de Poisson de los vinculos con las variables
dindmicas, introducimos las versiones suavizadas de los vinculos. Primero, el
vinculo de Gauss suavizado estd dado por:

Ca(A) = / d*A'G; (2.237)
b
donde A es un campo suave en X valuado en s0(3). El vinculo de difeomorfismos:

3

Cpi (V) = / a% (NaEﬁggﬁ_(NaAg)Gi) (2.238)
b

Con N un campo suave en Y. En esta definicién se sumé un término propor-
cional vinculo de Gauss para obtener el resultado deseado de forma explicita,
eliminando una parte del vinculo proporcional al vinculo de Gauss, el cual ge-
nera rotaciones internas. Por tltimo, el vinculo Hamiltoniano toma la siguiente
forma:

1 iy o
o 3 aph | gk 2 i 7
C(N) = /deN(det[ e ESE [gk Fry —2(8° + 1)K[QKm} (2.239)

Calculando los corchetes de Poisson de los vinculos con las variables dinamicas,
obtenemos:

{AL,Cc(N)} = =D A" {EX, Ca(M)} =l M ER (2.240)

El vinculo de Gauss genera entonces rotaciones en el espacio interno. Por otro
lado, el vinculo (2.238):

(AL Coups(N)} =2 Al {B2, Cypp(N)} =22 (2.241)

genera difeomorfismos espaciales en las variables dindmicas en la direccion del
vector N. El vinculo Hamiltoniano, como es de esperar, genera la evolucion
temporal, esto es, un difeomorfismo en la direccién perpendicular a 3:

{AL,C(N)} = ZnnAl, {EY,C(N)} = Ly, EY (2.242)

Los simbolos de igualdad débil se deben a que los corchetes tienen otros suman-
dos que se anulan en la superficie de vinculos.
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Algebra de los vinculos

Calculando el corchete de Poisson entre los vinculos, obtenemos [11]:

{Ca(A), Ca(A)} = {Ca((A N} (2.243)
{Ca(8), Cpigp (M)} = ~Ca(@gh) (2.244)
{Ciss(R), Coigs (V') } = Coig (N, V) (2.245)
{Ca(A),C(N)} =0 (2.246)
{CDW M)} — —C(ZNM) (2.247)
[C(N), C(M)} = =4 (Cpigs(5) + Co(5°AL))

—4
1 [EL0%N, E40° M]
—4 (1 + 62> Ca , (2.248)

Donde se defini6 el vector S

E'B ECM’L

S% = (NIgM — MOgN) (2.249)
En conclusidn, la relatividad general se puede reformular como una teoria dindmica
de conexiones con grupos de estructura compactos. El precio a pagar es intro-
ducir méas grados de libertad, més vinculos y trabajar con una estructura de
corchetes de Poisson mas complicada.



Capitulo 3

Simetria Axial

3.1 Espacios estacionarios y axisimétricos

3.1.1 Reduccién por simetria en variables métricas

Un espaciotiempo es estacionario si tiene un vector de Killing T el cual es
asintéticamente tipo tiempo. Por otro lado, si tiene un vector de Killing K
tipo espacio cuyas érbitas son tangentes al circulo S!' entonces decimos que
el espacio es también axisimétrico. Los espacios que queremos estudiar en este
trabajo cumplen ambas condiciones, son estacionarios y axisimétricos. Recordar
que si K y T son vectores de Killing, entonces se cumple

Lrcguw =0 (3.1)
iPTguu =0

Siendo g,,, las componentes de la métrica. Para simplificar, vamos a considerar
coordenadas adaptadas a los vectores de Killing, es decir, coordenadas t y ¢
tales que T'= 0y y K = A0y, con vy A constantes. Al ser 0, asintéticamente
tipo tiempo, podemos foliar el espacio en hipersuperficies ¥ caracterizadas por
un valor de t constante (ver formulacién ADM de la Relatividad General en
el capitulo anterior). En cada una de estas hipersuperficies tridimensionales
podemos considerar una superficie bidimensional ortogonal a las érbitas de K,
sobre la cual definimos las coordenadas (x,y). Estas coordenadas se pueden
trasladar al resto de ¥ a lo largo de las curvas integrales de J, (ver por ejemplo
el apéndice B de [69] ) . El espaciotiempo queda entonces descrito por las
coordenadas (x,y, ¢,t). En términos de estas coordenadas, las condiciones (3.1)
toman una forma simple:

uv,p = 0, Guv,t = 0 (32)

Entonces, en un espacio estacionario y axisimétrico, usando estas coordenadas
adaptadas, las componentes de la métrica no dependen de ¢ ni de ¢. Vamos
ahora a centrarnos en aquellos espacios que son invariantes bajo la inversiéon
simultdnea de t y ¢: t — —t, ¢ — —¢. Si expresamos la métrica en términos
del lapso N, del shift N* y de la métrica espacial g, (con a,b = x,y, ¢) definidos
en el capitulo anterior:

dS? = (—=N? + N,N%) dt* + N, (dtda + dadt) + gupdadb (3.3)

39
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se puede ver que la condicién anterior implica
No =0,04a =0 (3.4)

donde o = z,y. Estas condiciones pueden parecer a simple vista una fijacion de
gauge estandar: Fijamos dos componentes de la métrica igual a cero y luego a
partir de la conservacion de la condicién de gauge obtenemos los multiplicadores
N, y N, (ver por ejemplo [43] o el apéndice E). Una fijacién de gauge no deberia
tener ninguna consecuencia fisica, sin embargo, las condiciones (3.4) seleccionan,
de entre todas las métricas que verifican (3.1), aquellas en las cuales la fuente
de campo gravitatorio rota en torno al eje de simetria:

dS? = (—N? + NyN?) dt? + Ny(dtde + dédt) + gapdadb (3.5)

Para comprender por qué (3.5) representa un espacio en el cual la fuente rota
en torno al eje de simetria y ademdas como una aparente fijacion de gauge puede
imponer restricciones fisicas es necesario entender la diferencia entre transfor-
maciones de gauge propias e impropias. Vamos a presentar aqui un resumen del
tema basdndonos en [16] .

Supongamos que tenemos un sistema con grados de libertad locales ¢(x), p(x).
Un vinculo de primera clase C[\] = [ dzA(z)C(z) genera transformaciones de
gauge en las variables candnicas y en las funciones de estas:

dq(x) = {q(z),C[\]} = (;g([:;\)}
o (3.6)
op(z) = {p(x), C[A]} = — 5q(z)

Para que estas derivadas funcionales estén bien definidas, debemos poder escribir
la variaciéon de C[)] de la siguiente manera:

IC[A] = /dx (A(z)dq(z) + B(x)op(z)) (3.7

con A(z) = 0C/dq(x), B(x) = 6C/op(x). En general para llegar a esta forma
es necesario realizar integraciones por partes, lo que puede dar como resultado
términos de borde que no se anulen débilmente. En ese caso, para que (3.7) se
cumpla es necesario agregar integrales de superficie (que denotaremos por o[\])
a los vinculos que anulen estos términos de borde:

CIN = O\ + o[ (3.8)

Entonces, el vinculo C[\] no se anula débilmente: C[\] ~ o[)]. Las transforma-
ciones de gauge generadas por este término de borde se denominan impropias
y cambian el estado fisico de un sistema; por el contrario, las transformaciones
de gauge generadas por C[A] & 0 se denominan propias y no alteran el estado
fisico del sistema. Dado que el vinculo Hamiltoniano es invariante bajo trans-
formaciones de gauge (incluso las impropias):

{H[N],o[\} =0 (3.9)

tenemos que o[)] es una constante de movimiento correspondiente a la conser-
vacion no trivial de una cantidad fisica. Una transformacién de gauge generada
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por o[A] afecta el valor de esta cantidad, llevando el sistema a un estado no
equivalente. En particular, en Relatividad General, los términos de borde de
la accién estan asociados a las transformaciones de Poincaré asintdticas. Si
estos términos de borde son cero, entonces las transformaciones de Poincaré
estan congeladas en el infinito, las transformaciones de gauge generadas por los
vinculos son propias y no alteran el estado fisico del sistema; en caso contrario,
estas son impropias y generan un cambio en las cantidades fisicas conservadas.
Por ejemplo, el término de borde del vinculo de difeomorfismos (que daremos
explicitamente més adelante en este capitulo) estd asociado al momento angular
total del sistema; una transformacién de gauge impropia generada por este lleva
el mismo a un estado con un momento angular diferente. Después de fijar el
gauge completamente no quedan vinculos en la teorfa, no se pueden realizar ya
transformaciones de gauge propias y los multiplicadores de Lagrange quedan
determinados en funcién de las variables candnicas; sin embargo, las transfor-
maciones de gauge impropias que preservan las condiciones de gauge aun son
permisibles pues estas dependen tnicamente de los valores asintéticos de los
multiplicadores y las variables candnicas. Si no se realiza ninguna fijaciéon de
gauge, los valores asintéticos de los multiplicadores no fijan su valor en todo el
espacio pues aun se tiene la libertad de las transformaciones de gauge propias,
la cual no afecta el valor de los multiplicadores en el infinito; si, en cambio,
el gauge esta fijado, esta libertad no estd presente por lo que la fijacién de la
parte asintotica de los multiplicadores determina completamente el valor de los
mismos en todo el espacio. En particular si estos se anulan, entonces las trans-
formaciones que generan son la identidad en todo el espacio. Teniendo en cuenta
esto y volviendo a las condiciones (3.4):

Ny = 0,040 =0 (3.10)

Se puede observar que ademds de imponer las condiciones g4 = 0, fijan com-
pletamente el valor de los multiplicadores N, = 0 en todo el espacio, por lo
que las tranformaciones de Poincaré asociadas a los vinculos de difeomorfismos
en las direcciones de las coordenadas = y y son la identidad en todo el espacio.
Las condiciones N, = 0 ademds implican que los términos de borde de estos
vinculos se anulan, o sea, el momento angular total del sistema estd determi-
nado unicamente por Ny: La fuente de campo gravitatorio rota en torno al eje
de simetria.

Siguiendo adelante, vamos a reescribir la métrica (3.5) haciendo un cambio de
variable siguiendo [31] , y definiendo funciones f(p, 2), ¥(p, z) y w(p, z) (siendo
p v z las coordenadas cilindricas usuales) tales que:

ds? = [~ [0 (dp? + d2?) + p2de?] — f(dt — wdg)? (3.11)

esta se conoce como la forma de Papapetrou y su ventaja es que las ecuaciones
de movimiento quedan particularmente simples. Las ecuaciones de movimiento
para f y w toman la siguiente forma:

fV2f=Vf-Vf—p2fiVw.  Vw

V- (p72f*Vw) =0 (3.12)

Donde V y V. son los operadores gradiente y divergencia tridimensionales. Por
otro lado, si 7 es un versor en la direccién de la coordenada ¢ y ¢ es una funcién



42 CAPITULO 3. SIMETRIA AXIAL

independiente de esta coordenada, entonces
V.(p~'a x Vo) =0 (3.13)

La segunda de las ecuaciones en (3.12) se puede interpretar como la condicién
de integrabilidad para la existencia de un potencial ¢ tal que

p L f?Vw = x Vy (3.14)
Tomando producto vectorial con 72 en ambos lados:
f2Vp=—pthx Vw (3.15)

Entonces, la segunda ecuacién en (3.12) se puede escribir de la siguiente manera
en términos del potencial :

V- (f?Vye)=0 (3.16)
Mientras que la primera toma la siguiente forma:

INVPf=Vf-Vf—p?f'Vw-Vu=V[ -Vf—(2x V) (AVy)
=Vf-Vf—-Ve- Vo (3.17)

Desarrollando la divergencia en (3.16) podemos obtener:
Vip=2f"'VfVp (3.18)

Si definimos la cantidad compleja € := f + iy, utilizando este ultimo resultado
tenemos:

Re8V%€ = f(V2f 4+ iV2p) = fV2f +i2Vf - Vp (3.19)
Por otro lado,
V& -VE=Vf -Vf—-Vp - Vp+22Vf- -V (3.20)
Usando estos resultados obtenemos la siguiente ecuacion diferencial para 6:
(Re €)V?*€ =VE-VE (3.21)
Si ahora definimos £ tal que

&E—-1

= —
£+1

(3.22)

la ecuacién (3.21) toma la siguiente forma:
(€6 — 1) V¢ = 26"VE - VE (3:23)
Luego, si introducimos un nuevo potencial ¢ tal que
£ = —ecothe) (3.24)
la ecuaciéon de movimiento se transforma en la ecuaciéon de Laplace,

V2 =0 (3.25)
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Si deseamos expresar, como en [31] , la solucién en coordenadas prolatas esfe-
roidales o, 7:

(02 =1)(1—72) (3.26)
z=IJor (3.27)

(siendo [ es una unidad de longitud), la solucién se puede expresar de la siguiente
forma:

Y= aQi(o)P(r) (3.28)
l

En el caso de [ = 0, se tiene

w:%m (U_1> (3.29)

0 equivalentemente
E=o0 (3.30)

Esta solucién corresponde, de hecho, al espaciotiempo de Schwarzschild. Para
visualizarlo mejor vamos a observar la forma de la componente de la métrica
9os = f~'p?. Primero, tenemos que

o—1
= .1
& oc+1 (3:31)

es puramente real por lo que ¢ = 0 y ademas

=% (3.32)
Luego, recordando que
P =130 -1)(1-7% (3.33)
Entonces:
gos = §7 7 = TP - )1 - ) =P+ )1 (334)

-1

Sabiendo que, en coordenadas esféricas tenemos

9o =1?sin’ ¢ (3.35)

y que el potencial depende tinicamente de o, podemos asociar esta a la coorde-
nada radial por unidad de masa: o = r/m — 1, mientras que 7 se puede asociar
a la coordenada angular: 7 = cos ¢. Teniendo f, las funciones w y -y se pueden
determinar a partir de simples integraciones (la ecuacién de movimiento para
~ se puede encontrar por ejemplo en [17] ), obteniendo finalmente la métrica
de Schwarzschild. Luego, es posible probar que la ecuacién diferencial (3.25) es
simétrica ante el intercambio x < ¥y, por lo que £ = y corresponde, nuevamente,
a la solucién de Schwarzschild (aunque esta vez y estéd asociada a la coordenada
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radial mientras que z estd asociada a la angular). Al ser la ecuacién lineal, la
suma de soluciones sigue siendo solucién, por ejemplo:

E=cosAz+isinhy (3.36)

Esto no corresponde a un espacio con simetria esférica pues el potencial depende
de ambas variables (y por lo tanto depende tanto de r como de ). Resulta que
esta solucion es el espaciotiempo de Kerr, como puede comprobarse identificando
tan A = a, sec A\ = m y midiendo la distancia en unidades de (m? — a?)'/?, en
ese caso tenemos

r=x(m?—a®)"? 4+ m, cosh=y (3.37)

y la métrica:

r2 + a2 — 2mr

2
ds® = [(r2 + a2 cos? 9) <d92 + dr)}

o (3.38)

.2 2
m (dt + a sin 0d¢)

+ [(r* + @®) sin® 0d¢® — dt* +
Cabe destacar que la métrica de Kerr es tan solo una de las soluciones de (3.25),
ecuacion que corresponde a espacios estacionarios, axisimétricos y cuyas fuentes
de campo gravitatorio giran en torno al eje de simetria. Mientras que en simetria
esférica tenemos el teorema de Birkoff que nos asegura que la tinica solucién en el
vacio es la de Schwarzschild, en simetria axial tenemos el teorema de Robinson,
el cual asegura la unicidad de Kerr en el vacio bajo las siguientes hipotesis: El
espacio es estacionario y axisimétrico, asintéticamente plano, posee un horizonte
de eventos y es no singular fuera del mismo.

3.1.2 Reduccién por simetria en variables de Ashtekar

Queremos ahora describir un espacio estacionario y axisimétrico en términos de
las variables de Ashtekar. Recordemos que en la teoria clasica foliamos el espacio
en superficies tridimensionales y definimos una coordenada ¢ tal que cada una
de estas superficies corresponde a un valor de ¢ constante. Si el espacio tiene
un vector de Killing T' (asintéticamente) tipo tiempo, vamos a elegir ¢ tal que
T = 04, por lo que las variables canénicas son independientes de esta coordenada
(esto impone ademds una relacién entre la conexién y la triada a través de la
curvatura extrinseca, ver por ejemplo (3.185)). Luego, para imponer la simetria
axial, al igual que en la subseccién anterior, vamos a elegir una coordenada ¢
tal que K = Ad, (con A constante), en ese caso tenemos:

Lro, AL =0 (3.39)
Lro, B =0 (3.40)

En nuestro sistema de coordenadas adaptadas estas condiciones toman una
forma muy simple:

Lo, Al = AAL , =0 (3.41)
Lro, BY = (AEY) o = AE{, =0 (3.42)
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O sea, la reduccién por simetria bajo el vector A9y nos dice simplemente que las
componentes de la triada y de la conexién no dependen de la coordenada ¢. Esta
fue la reduccién utilizada en [44] para estudiar la cuantizacién de espaciotiempos
axisimétricos y estacionarios en términos de variables de Ashtekar.
Hay una forma alternativa, menos restrictiva [16] de imponer la simetria axial.
Recordar que por definicién un vector K es de Killing si se cumple

LK gap =0 (3.43)

Expresando a la métrica en términos de la triada:
Licdiy Bl = by (£ L) EY + 0, Bl () (3.44)

La condicién LxE¢ = 0 nos asegura la invariancia deseada. Sin embargo, al
usar variables de Ashtekar, podemos realizar una transformacién de gauge en las
variables candnicas sin afectar a la métrica (ni a ninguna otra cantidad invariante
de gauge en general). Podemos permitirle entonces a £Lx E’ ser proporcional a
una transformacién de gauge de parametro A:

gK(Si]’EéEZ = 51’]’ (gKE;) Eg + (51']'E2 (gKElj))
= 6,;6 "\ ELE] + 6;; ELe’M AF B
= cURNEYE! + RN ELES
=0 (3.45)
Vamos a imponer entonces, de acuerdo a lo sugerido en [16] , que las derivadas
de Lie a lo largo del vector de Killing de la conexién y de la triada sean pro-
porcionales a una transformacién de gauge constante. El vector de Killing tiene

la forma K = A\'9;, con A\* = §i\, por lo que las ecuaciones (3.39) y (3.40) se
pueden escribir de la siguiente manera:

gKAZ = — )\fa +€ijk/\jA§
~—~

0

— Al Xa +AAL 4, = ez AAL (3.46)
~—
0
LB} = eijpN B}
— (AE}) 0 *Ef(;; Ay = EipAL (3.47)
~— ~~
AEZ

Dado que A es constante, ambas ecuaciones toman la misma forma:

Al =eisp AL E}, = eisu B} (3.48)
— A}y =—A2 — B}y =—E3
A?w = Aflz E§,¢ = Ef
A, =0 E$4,=0
Estas ecuaciones tienen por solucion:
Al =cos¢ al —sing a2, Ef =cos¢ e —sing e (3.49)
A% =sing al +cosg aZ, ES =sing ef + cos ¢ e} (3.50)

A3 =ad FE$=el (3.51)
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Donde las variables a’,, e¢ dependen tinicamente de las coordenadas (z,y). Es-
tas variables son canénicamente conjugadas, como puede verificarse facilmente
escribiendo la forma simpléctica en términos de las mismas. Primero, vamos a
calcular A% E? en términos de a’, y e%:
ALE} = ALEY + AZES + ASES

= (cos? palel + sin? paZel — sin ¢ cos p(a’el +aleh))

+ (sin? galel 4 cos? paZel + sin ¢ cos p(a2eb + alel))

+ ageg

—alel (3.52)

La forma simpléctica reescrita en términos de estas nuevas variables toma la
siguiente forma:

1 ) 1 ,
= —— [ dedydp SE} NOA, = —— [ dxdyde} A dal .
gy [ dedudoSE: oA, = (oo [ dndyder noal (3.9
Entonces, tenemos que
{al(2), e} (&)} = 4GB5:656P) (& — ) (3.54)

Donde se usé la notacién & = (:c, Y).

Antes de continuar, vamos a comparar de forma cualitativa las dos formas de
imponer la simetria axial, centrando nuestra atencién en la conexién (para la
triada la discusién es exactamente igual). La primer forma, denominada simetria
manifiesta, se basa en exigir que la derivada de Lie de las variables candnicas a
lo largo de la direccién de Killing sea cero:

Lro, AL =0 — A, =0 (3.55)

Esta condiciéon implica simplemente que las variables candénicas no dependen
de la variable ¢. La segunda forma se basa en explotar la nueva simetria que
tenemos en Relatividad General al usar variables de Ashtekar: La invariancia
de gauge. Si la derivada de Lie de las variables candnicas en la direccién del
vector de Killing es proporcional a una transformacién de gauge constante, en-
tonces todas las cantidades fisicas (que son invariantes de gauge) permaneceran
también invariantes. Esta forma menos restrictiva de imponer la simetria:

Lro, Al = iz AAE (3.56)

Nos da como resultado una teoria en la cual las variables canoénicas si dependen
de la coordenada ¢, pero lo hacen de una forma muy sencilla:

Ag(@,y, ) = cos ¢ ag(z,y) —sing az(z,y)
A2(z,y,8) = sind al(z,y) + cos 6 a2(z, ) (3.57)
Ay, 4) = aj(z,y)
Para poder interpretar mejor esto, vamos a representar graficamente la depen-
dencia de las variables A! (para un ¢ arbitrario pero fijo) con respecto a las

nuevas variables a’,, representando el espacio interno como un espacio vectorial
tridimensional:
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3 A3
\ e A@

Q

A2 2

a aa

Figura 3.1: Variables candnicas originales representadas graficamente en
términos de las nuevas variables reducidas. En la figura se puede ver que el
angulo ¢ es puro gauge.

Vemos entonces que para las variables candénicas que satisfacen la simetria
impuesta, un difeomorfismo (finito) en la direccién de ¢ no es otra cosa que
una rotacién (también finita) en el espacio interno con respecto a la direccién 3
del mismo; esto tltimo es en realidad arbitrario ya que a la derivada de Lie le
podriamos haber exigido que sea proporcional a una transformaciéon de gauge
infinitesimal con un parametro X constante en cualquier direccién, sin embargo,
por simplicidad y sin pérdida de generalidad, es mejor redefinir las direcciones
internas de forma tal que el parametro de la transformacién de gauge tiene una
Unica componente no nula. En resumen: Al tener una invariancia adicional us-
ando variables de Ashtekar, podemos imponer una reduccién por simetria menos
restrictiva a las variables candnicas. ;Qué ventajas tiene esto con respecto a la
reduccién por simetria manifiesta, usada por ejemplo en [44] 7, la respuesta es
simple: Ninguna. Toda la teoria se puede reescribir de manera tal que tome
una forma completamente anédloga al caso de simetria manifiesta por lo que es-
tas reducciones son equivalentes y nos permiten recuperar todas las soluciones
estacionarias y axisimétricas. Observando la figura 3.1, podemos ver que en la
reduccién a menos de una transformaciéon de gauge, el angulo ¢ es puro gauge,
mientras que si exigimos invariancia manifiesta, esto equivale a fijar ese gauge
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en ¢ = 0. Si bien la eleccion ¢ = 0 da como resultado una teoria mas sencilla
con vinculos méas simples y completamente andlogos a los de la teoria completa,
durante el resto de este trabajo dejaremos el angulo ¢ libre, obteniendo términos
extra en los vinculos que reflejan esta libertad de gauge. Esto serd visto en mas
detalle mas adelante en este capitulo, donde se estudiara el significado de estos
términos extra y la relacion entre los vinculos de difeomorfismos en la direccion
¢ y de gauss en la direcciéon 3.

Cerramos esta subseccién con un comentario sobre por qué el parametro A del
vector de Killing espacial K = A9y debe ser constante. Uno podria suponer
en principio que permitir a A ser una funcién arbitraria A(x,y) es menos re-
strictivo y més general, esta suposicién sin embargo es incorrecta. En ese caso
tendriamos:

Ef)\(x,y)aqbgab =0 (358)
para todo A(z,y). Desarrollando la derivada de Lie:
)‘gab,(b + )\,agqﬁb + )\,bgtwﬁ =0 V)\(.T, y) (359)

Esta dlima condicién es, de hecho, demasiado restrictiva. Si (3.59) vale para
todo A(z,y), entonces en particular vale para A constante, por lo que primero
obtenemos que las componentes de la métrica son independientes de ¢: gap,.¢ =
0, entonces

X ageb + Apgag =0 VA(z,y) (3.60)

Tomando a = t,b # ¢ obtenemos g4+ = 0, pues A; = 0; de hecho, podemos si
ni siquiera suponer que A = A(z,y) y permitirle ser completamente arbitrario,
la condicién (3.59) debe ser cierta en particular para A tal que A, = 0, vamos
entonces a restringirnos entonces sin pérdida de generalidad al caso A = A(z,y).
Luego,sia=ay b=1t,¢, como A\; = A 4 = 0, tenemos gos = 0. Finalmente,
sia =ayb= ¢, (3.59) nos dice que gyp = 0. Teniendo en cuenta estas
condiciones, la métrica toma la siguiente forma:

git Gtz Gty O
Jab 9yt  Gyz YGyy 0 ( ' )
0 0 0 O

Entonces, en vez de exigir simetria en la direccién ¢, exigimos algo més fuerte:
Esta direccién ni siquiera existe. Se puede llegar a la misma conclusién para la
parte espacial de la métrica y la conexién trabajando en variables de Ashtekar:

AN +AAL, =0 VA(z,y) (3.62)

Nuevamente, si esto vale para todo A(z,y), vale en particular para A constante,
entonces: Aiw = 0 por lo que la ecuacién (3.62) implica Afzb = 0. De manera
anéloga, si llamamos € a la trfada inversa no densitizada, la condicién Lxeél = 0
toma la misma forma que (3.62):

Esha +AE, 4 =0 VA(z,y) (3.63)
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Utilizando el mismo argumento se llega a éi, o =70, éfb = 0 de donde se deduce
facilmente que efw5 =0, =€, =0y efzb = 0 (lo cual ademds implica el =
0). Esta ultima condicién implica geq = 0, @ = x,y,¢. Este resultado no
cambia incluso si permitimos que la derivada de Lie sea proporcional a una
transformacién de gauge de pardmetro A(x,y):

Lrel = eizpAél
y " T (3.64)
= EpAa t AE 4 = EizkAe, VA(2,Y)

Repitiendo el mismo argumento, si vale para todo A, entonces vale en particular
para A constante, entonces tenemos:

& o = Eiznen (3.65)
por lo que
ey =0 (3.66)

El caso de a!, es diferente, pues al transformar como una conexién, hay un
término extra en la transformacién de gauge debido que ahora A es arbitrario:

AN o + AAL = 85X o + eiseAAE YA (z,y) (3.67)
si consideramos un A constante tenemos Afl’ 6= iz Ak entonces:
Al = -84 (3.68)

Mas adelante veremos que al redefinir un multiplicador del vinculo de Gauss
en funcién del shift en la direcciéon de ¢ y al expresar los vinculos en funcién
de la conexién &% = a’ + §26 (siendo a’ la conexién reducida introducida
anteriormente) los vinculos toman exactamente la misma forma que en la teorfa
completa, reemplazando A% — &%, entonces, si Ai = ag; = —1, esto significa que
53) = 0, por lo que la restriccién sobre la conexién: ég) = 0 es completamente
analoga a A; =0.

3.2 Reduccion por simetria de otras cantidades
basicas
En esta seccién vamos a expresar algunas cantidades basicas en términos de las

nuevas variables adaptadas a la simetria. La primera de ellas es el determinante
de la triada densitizada:

1 y .
E:=detE = gsabcs”kEfEng (3.69)

Es fécil verificar que es igual al determinante de la triada e, para esto simple-
mente hay que notar que

ESES — ESEY = (cos ¢el — sin ¢el)(sin gpel + cos ¢eb)
— (sin ped 4 cos pes)(cos peb — sin pel) (3.70)

_ _a, b a b
=€1€e; —ey€e;
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Entonces:

1 iy 1 -
E = §€abcs”kEfE?E}§ = gsabcswke 2e =dete=:e (3.71)

Luego, las componentes de la trfada inversa estdn dadas por B} = 5-eqp06% FEVE.
Usando (3.70), tenemos:

1 C (& C C
E3 = ﬁaabc(EleQ — ESES) = 2E5abc(e?e2 —ebel) = 2E5ab053]kebek
(3.72)
Luego
1 1 b e b e
Ea = ﬁ&:abc (E2E3 - E3E2)
1
= 5gCabe ((sin peb + cos pel)es — e (sin pe$ + cos Pes))
1
= 5gCabe (cos p(eles — ehes) — sin p(ehel — el{eg))
1
=cos¢ (Qsabpsljkebek> —sing (5(11,052]}“ b i) (3.73)
e
Anélogamente,
2 1 1jk b et 1 2k b PR
E; =sin¢g 2—6(11,06 1j + cos ¢ Q—sabps Thele) (3.74)

Entonces, si definimos

. 1
e = %gabcg”kebek (3.75)

Podemos escribir a EY de una forma andloga a (3.49),(3.50) y (3.51):

E} = cos pe! — sin ped (3.76)
E? = sin ¢e! + cos pe? (3.77)
E3=¢} (3.78)

Dado que €', tiene una forma completamente andaloga a la triada inversa, es facil
verificar que cumple ele? = 67, w€] = 5;, o sea, es la inversa de la triada ef
adaptada a la simetria. Tamblen es sencillo verificar que la métrica se puede
escribir de la siguiente manera:

gy = EE'E} = eel e} (3.79)

La segunda igualdad se puede obtener notando que en (3.52) podemos sustituir
al y e? por cualquier vector X¢ o 1-forma Y, valuada en su(2) que tenga la
forma (3.49),(3.50),(3.51), es decir, dados X2 y Y tales que

X{ = cos ¢x; — sin ¢x2 Y.} = cos gyl — sin py?
X$ = sin ¢x. + cos px? Y2 = sin ¢y’ + cos py? (3.80)
X = x4 Y§ = v
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Donde las variables x¢,y no dependen de ¢, se cumple que

XY, + X5V =x{y;, + X3y
XV + X5V = xiy} + x3yh (3.81)
XoV) + X2Y7 =xly, + xby;

Ademas, observando (3.70), (3.73) y (3.74) se puede verificar facilmente que se
cumple la siguiente igualdad:

k ko k

€15 X Y}, = cos ¢ €1k X]yy — Sin @ €25, X]yy
k . k k

€2k XY}, = sing e1pX]yy + cos @ €25, X]yy (3.82)
k k

Egij;-l% = sgjkx‘;yb

Estas ultimas igualdades son ttiles para reescribir las componentes de la conexién
de spin en términos de ef:

) 1
I, = §€ijkE]l? (EY, — Ef,+ E{E,E., + EXE.E},) (3.83)

El primer sumando:
1 b ok
§6ijkEan’b (384)

Se puede separar en b = z,y y b = ¢. Cuando b = z,y, Eflﬁ sigue teniendo
la forma (3.80) pues la derivada no afecta la dependencia en ¢. Entonces, si

definimos 3 := z,y, podemos usar (3.82) para X = E¢ y V! = E! FE

1 1 1

§€1jkEfE(lf, =cos ¢ ( 51Jkefea ﬁ) —sing < 52]kefea 5) (3.85)
1

§€2jkEfE§, =sin¢ ( eljkefea B) + cos ¢ < sgjkefea 5) (3.86)
1 Bk _ L Bk

Skl Ba g = 5e3i1€j€q (3.87)

Al caso b = ¢ lo dejamos para mas adelante. El segundo sumando:
1 b ok
_ieijkEij,a (388)

Cuando a = « (siendo « = z,y) esto es simplemente

1 1
—§€1jkE§Ellf,a = cos ¢ <—261jkegef7a) sin ¢ < €2jke e, a) (3.89)

1 1
_562]-,6E§?El’f)a smqb( eljke ey a) —l—cosqb( egjke e, a) (3.90)

1 1
—§€3jkE;?Ellf’a = —563jke?e§,a (391)
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Luego, cuando a = ¢:

—%sljkE]’?El’;d, = —%5132E§E§7¢ = %Eg’Eg =0 (3.92)
—%EME;?E& = —%EQ?JE;;E;’Q5 = —%EQ(—E,?) =0 (3.93)
—%sgjkE]’?E;(ﬁ = —%sglgEfE,i(b - %»3321E§E,}7¢

= —%E{’E,} — %ESE? =-1 (3.94)

El tercer sumando también se puede separar en los casos b = 3, b = ¢. Cuando

b=g:

1 1 1
eljkE EkEl E! 5= Cos ( Eljke’gekeflef: B) —sin¢ ( ggjkeﬂekeflelc B)

(3.95)
1 1 1
§€2JkE EkEl El B= =sin ¢ ( sljkeﬂekeéec 5) + cos ¢ ( sgjkeﬁekeflec B)
(3.96)
Lk FPESELEL ; = Legnelegel
o3kl Bk B = 5E3ik€; ekeaecg (3.97)

Vamos a dejar el caso b = ¢ para el final al igual que con el término correspon-
diente a b = ¢ en el primer sumando. El cuarto sumando:

1
isijkE;?EfEiEf,b (3.98)
para b = ( toma la siguiente formas:

1 1 1
51]kE E*ELEf b = COS O ( eljkeﬂ keles ﬁ> —sin¢ < egjkege];elcel b)

2 2
(3.99)
Eg_EbEkElE 1 Bkl 1 bkl
2k by Eg Bk ) = =sin ¢ 51]ke ae.ef 8T cos ¢ €ije e.ef b
(3.100)
1 bk 7l e 1 bkl ac
§€3jkEan E.E[, = 5E31k€;€aCcCLp (3.101)
Mientras que para b = ¢ se anula, pues
E.Ef, = E.(Ef ) + EX(E35 ) = E;(~E5) + EZ(Ef) = 0 (3.102)

Finalmente, los términos correspondientes a b = ¢ en el primer y tercer sumando
se anulan entre si. Por un lado, el primer sumando:

%gljkEij;dJ = %glnggﬁEg@ = —%E??E; (3.103)
%EME;?E% = %ggglEzﬁ?E;d, = —%E?‘?Eg (3.104)
%emEij;@ = %emE?E;(Za + %5321E§E;}¢

- % (EfE; v Eng) (3.105)
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Por otro lado, el tercer sumando:

1 1
SEunEy BRELE, o = SevnB] B (Ey(-E7) + ELEy)
1

= §€1jkEf (EL(=07) + EZ6,)

- % ESE! (3.106)
SeunELBYELEL , = SooBYEY (BM(~E2) + E2E))

= Sennl (BA(-00) + B26})

- % E{E? (3.107)
1 ¢ el l 1 ¢ 1c 1 2 2 11
553jkEj E{E.E. , = §g?,j,cEj Ef (Ey(—E2) + EZE.)

= %e3jkE;> (Bx(—0%) + E253)

_ % (-B{EL - B E2) (3.108)

Entonces, juntando todos estos resultados, podemos escribir:

I'l = cosp ! —sing ~2 (3.109)

T2 =cos¢ ! +sine 12 (3.110)

=43 (3.111)
donde se definié
, 1

AL = §€ijke? (ef , — e}, +erelel, +ekelef,) — 0507 (3.112)

Con estas definiciones, podemos reescribir a la curvatura extrinseca K de la
siguiente manera:

K}! =cos¢ k! —sing k? (3.113)
K% =cos¢ k. +sing k? (3.114)
K=k} (3.115)

Donde Bk! = a’ —~., siendo 3 el pardmetro de Immirzi.
Otra identidad que sera ttil mas adelante es el corchete de la conexién con el
determinante de la triada:

) ~ 1 .
{aZ(l’ ') }7 { A, §5bcd€]klebekefl( )}

jkl
= 4GB (7 — f’)g”“gf (Sh5iefef + elscotel + elesdls))

5acd5ikl

c.d
3 ere;

=4GR (z - )
= 4GBSD (& - T) e €] (3.116)
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Luego, el corchete de la conexién con la triada inversa se puede calcular facilmente
usando
bk k
eje, =0, (3.117)

Primero, tomamos corchete con la conexién en ambos lados, obteniendo:
—ej (@) {2, (7). e} (&)} = {a,(@), (@) } e} (&)
— —el {al, (%), e5 (&)} = 4GBIL6L6(5 — &' )ey (3.118)
Contrayendo ambos lados con e?:
{al(%),eF(7")} = —4Gpelels(z — ) (3.119)

Finalmente, dado un tensor del espacio de fases de la forma T de densidad 1,
podemos definir la siguiente integral:

~(T) == /dccdy TeyE (3.120)

Este tipo de término aparece por ejemplo en la porcién Lorentziana del vinculo
Hamiltoniano como veremos mds adelante. El corchete de v(T') con la conexién
se puede obtener después de un calculo extenso pero directo:

{al(¥),7(T)} = 4GP DTy | + / da'dy’ {a}, (%), T} (&)} ~; (¥') (3.121)
Siendo
Péib = % [eijkei (eflez + e;’e’;) + eljkez (eiefl — egelc)] (3.122)

y Dy es la derivada covariante compatible con ef, es decir, *Dyef = 0.

3.3 Vinculos

Vamos ahora a reescribir los vinculos en funcién de las variables reducidas por
simetria.

3.3.1 Vinculo de Gauss
En la teoria completa, el vinculo de Gauss tiene la siguiente forma:

1
8rG S

Usando (3.81) y (3.82) podemos escribir:

G(A) = / BrA" (0, Ef + i, ALE}) (3.123)

N (0,E! + eijp ALEY) = A (cos ¢(0nef + c1jpalel) — sing (0ne5 + eojnalel))
+ A% (sin p(0nef + 1 1ale}) + cos (0ae5 + eajpalel)) + A3 (0qef + e3nalel)
Al (—sin ge? — cos ¢ed) + A2(cos pel — sin pef) + A3 (D e5 + ezjralel)

= (A cos ¢ + A% sin ¢)(Daes + 1512l ef — e2)

+ (A% cos ¢ — A'sin @) (0neS + eojralef + e?) + A3(0ned + e3jralel)
(3.124)
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Sabemos que a}, y e no dependen de ¢ pero no realizamos ninguna suposicién
sobre los multiplicadores, entonces, podemos definir

1 [%

A= dé (A cos ¢ + A? sin ¢) (3.125)
271' 0
1 27

A= — dé(A? cos ¢ — Al sin @) (3.126)
271' 0
1 27

A= — dpA® (3.127)
27T 0

Con esto, el vinculo de Gauss toma la siguiente forma:

< 1 , . .
g(A) = 1G5 /d:cdyAz <8ae? + i 0ale) + sijkégéer) (3.128)

4 o __ a
Donde se usé que dy€ef = 0q€f.

3.3.2 Vinculo de difeomorfismos
En la teoria completa tenemos

1 : a 7 7
57 CB /d%N (B0, A} — 0, (EPAL)) (3.129)

D(N) =

El primer sumando se puede separar en los casos a = o, a = ¢. Cuando a = «,
usando (3.81) tenemos

EP9, Al = ebo,al (3.130)
mientras que cuando a = ¢, usando (3.70):

B0y 4, = E10s Ay + B304 Af = BY(— A7) + E3(4})

= —ela? + eba) (3.131)
El segundo sumando es mas simple:
Op(EPAL) = Oy(elal) (3.132)

No estamos suponiendo nada sobre la dependencia de los multiplicadores por lo
que vamos a redefinir N¢ — i 027r dpN®, entonces:

= 1 ) ) ) .
IN) = 105 / dadyN® (efaaag — 0 (ebal) + §f5§5ijkaie2) (3.133)
En el primer sumando se usé que N®9,a; = N9, aj.

3.3.3 Vinculo Hamiltoniano

El vinculo Hamiltoniano en la teoria completa se puede escribir de la siguiente
manera:

C(N) = Hg(N) + HL(N) (3.134)
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Siendo
Hg(N) = — Pl (A} , — ALy + €umALAY) €41 ESEY, (3.135)
/E s s J
N
_ 3 2 a b 1l m
Hp(N) = /d zﬁ (14 6°) eijreamE EL K K} (3.136)

El primer sumando en (3.135) se puede separar en varios casos. Primero, cuando
a=a,b=f, usando (3.81) y (3.82):

( iﬂa - Afx,ﬂ) 5ijkE§1Ell; = (a%,a - af;,g) €ijke?ef (3.137)
Luego, si a = a, b = ¢, tenemos por un lado:
Ay ciji By E}, = ay , ciji, efe] (3.138)
y por otro:

J
= —Al(ESEY — ESEY) = —67 53al, (ef'e? — eSel)  (3.139)

J J

— AL yein ECE] =~ AL ey ES B = — AL (836} — 0304 ) ES B
b

El caso a = ¢,b = § es andlogo:
— A 5 e BYEy = —al, 5 eijp el (3.140)
Y por otro lado:
AwaijkEfEf = _Aa,a&gijkEJqE;f (3.141)

para pasar del miembro izquierdo de la igualdad al miembro derecho simple-
mente se renombraron indices. Este término es entonces igual a (3.139). Los
restantes sumandos en (3.135) y (3.136) se pueden reescribir trivialmente usando
(3.81) v (3.82):

1 b 1 b
CitmAg Ay €ijk B By = eumagay cijre]ey (3.142)

l b l b
5ilmKaK1§n€ijkE;‘lEk = EIilmkaanEijke?ek (3143)

Entonces, el vinculo Hamiltoniano en términos de las variables adaptadas a la
simetria se puede escribir de la siguiente manera:

¢(N) = hg(N) + hy(N) (3.144)

Siendo

hg(N) = el / dxdy NG [(a},’a —ag,, + imala)’) Eijkegei + 26%6? (aflege;’. —ale

(3.145)
N
\/E

Donde el lapso fue redefinido de la siguiente manera: N — % 027'r doN.

1
hp(N) = 3 /dxdy (1 + 62) silmeijkkflk{]”ejez (3.146)

b

)

a
€

)

)
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3.4 Ecuaciones de movimiento

3.4.1 Vinculo de Gauss

En esta secciéon mostraremos los resultados de los corchetes de las variables
canodnicas adaptadas a la simetria con los vinculos. Los términos de borde serdn
discutidos méas adelante en el contexto de espacios asintéticamente planos. De
momento vamos a asumir que tenemos condiciones de borde tales que todas las
integrales de superficie que vienen de realizar las integrales por partes necesarias
para llegar al resultado, se cancelan. Comenzamos por el vinculo de Gauss:

< 1 , . .
g(A) = el /d:cdyAz ((’)ae? + i 0ale); + sijkégéer) (3.147)

Los primeros dos sumandos tienen la misma forma que en la teoria completa
por lo que su corchete con las variables canénicas serd completamente andlogo.
Luego, para el tercer sumando tenemos:

. 1 . .
{a;, 1G5 / dxdywsjklagafe?} = Nigjpi0ho? (3.148)
1 :

{ef, 1Gh /dxdy/\JejklcSé“él‘fe?} =0 (3.149)

Entonces:
{a;(f),g(X)} = (*)\fa + eijk)\jaﬁ =+ €¢jk)\j5§5g>) |i‘ (3150)
{et(@, 90} = (espNef), (3.151)
En (3.150), se puede observar que a’ no transforma como una conexién bajo
una transformacién de gauge. Sin embargo, si definimos &% := a’ + 3§62, el

vinculo de Gauss y su corchete con la conexién toman la siguiente forma:
- 1 , i
g(A) = G /dxdy/\Z (Da€f + cijrale) (3.152)

-

{85,900} = (~N, +eunNah) (3.153)

Entonces, la cantidad a’ si transforma como una conexién.

3.4.2 Vinculo de difeomorfismos

El vinculo de difeomorfismos:
i 1 a i i i j
d(N) = 1GB /dxdyN (ef@aab — Oy (ebal) + (52’53eijka{)e2) (3.154)

también se puede separar en una parte andloga a la teoria completa y el ultimo
sumando, cuyo corchete con las variables candnicas es:

i (= 1 c j c ) —
{a;(z),w/dxdyN 5f5§5jkla’b“e?} = &,k N°605%ak (1) (3.155)

1 .
{eg(f), 1B / dxdyN%Z’ag%a’ge?} =~ N2 kel (2) (3.156)
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Por lo que
{eg(f), d(ﬁ)} - ((Nbeg) , —elNG - sijkNdégzsge?) ) (3.157)
3 x
{ag(f), d(ﬁ)} = (af)N’Z + Nbafl’b + EijkNdéf(Sgag) B (3.158)

A partir de estas estas dos tltimas igualdades se puede ver que ocurre algo si-
milar a lo que observado en la accién del vinculo de Gauss: Esta vez parece que
bajo la accién de un difeomorfismo ni e{ ni transforma como un campo vectorial
de densidad 1 ni a’, transforma como una conexién. En la subseccién anterior vi-
mos que a’, tampoco transformaba como una conexién bajo una transformacién
de gauge pero a’ si lo hacfa. Podemos empezar por reescribir el vinculo de
difeomorfismos en términos de esta conexién:

d(N) = e / dzdyN*® (egaaag — 3y (ebal) + 5f5§eijkaiei)
! a Y i i i ~j
- @ / dxdyN (egaaab o ab (ei) (aa - 6352)) + 5f§3€ijka{)e2)

1 a =1 ~1 a i i
= m/dxdy [N (eb0,a) — Oy (e?aa)) + N°§¢ (Bbeg + 535ijkai92)}
(3.159)

En la primer igualdad, se sustituyé a’ — &’ en el primer sumando pues
8a(6g’5§) = 0 mientras que en el tercero la sustitucién es posible gracias al factor
e3;%. El primer sumando en el dltimo miembro de (3.159) es andlogo al vinculo
de difeomorfismos de la teoria completa, mientras que el segundo sumando se
puede reconocer facilmente como el vinculo de Gauss con parametro (0,0, N%).
Si redefinimos el multiplicador A*> — A% + N, este tiltimo sumando en (3.159)
queda “absorbido”en el vinculo de Gauss, por lo que el vinculo de difeomorfis-
mos es ahora analogo al de la teoria completa. Ademads, tenemos que

{az(f)’ d(ﬁ)} - (aéN}; +NPag, + EijkNdéféga’;) )
x

((a;; - 5;;,5;?) Nb, + NYai, + EijkNd(Sfégé’;) )

(@M% + N'&L ) + (—0a (5N) + e (N70]) ak)] |
(3.160)

El término dentro del primer paréntesis es la derivada de Lie de &’ en la direccién
de N. Luego, recordando que

{52(:?),9@)} = (=X, +epNal)| (3.161)
Es facil notar que el término dentro del segundo paréntesis es
{a,g((0,0,N%))} (3.162)

Andlogamente,

{er@).d)} = ((W'ef) , — el — N "a]0kes )|

= ((WPef) , — elNG +eas (N?3h)et)

)

((w'er), —elNg) L + {e2(7),g((0,0,N?))}  (3.163)
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Entonces, con la redefinicién A3 — X3 + N?, la accién del vinculo de difeomor-
fismos sobre la conexién &’ y la triada densitizada, e, es una derivada de Lie,
como en el caso de la teoria completa. La necesidad de realizar esta redefinicion
para llegar a este resultado es en realidad esperable dado cémo impusimos la
simetria axial en las variables candnicas. Vamos a analizar inicamente el caso
de la conexidn (el caso de la triada es andlogo). Recordar que la condicién de
simetria fue impuesta exigiendo

Lrao, Al = eijpN Al (3.164)
Con A" = dgA, siendo A constante. Esto implica:
O Al = eizn Al (3.165)

Por otro lado, la accién de D((0,0, N?)) sobre A% es la derivada de Lie de esta
a lo largo de la direccién del vector N9,:

{AL,D((0,0,N?)} = Lyog, Al = AL N? + N9, A}, (3.166)

El segundo sumando en la derivada de Lie, la derivada direccional en dy, por
(3.165) es igual a una rotacién de gauge. Aqui se puede observar que la condicién
(3.165) relaciona la derivada direccional de las variables canénicas en la direccién
del vector de Killing a una rotacién de gauge. Luego, al reescribir el vinculo
en términos de a’, aparece un término proveniente de las derivadas en ¢ de la
conexién mientras que el resto del vinculo tiene la forma estandar:

D(N) = L /d3xN“ (Eb9,A} — 0y, (EPAL))
461;5 : . - (3.167)
= 15 [ o (ctonal 0 (eal) + stoicunaiel)

Reescribiendo esto en términos de la conexién a’:
. 1 , , . . .
IAN) = 1c5 / dadyN® (e’;aaa;, — 0 (e? (a — 655%)) + 5;f’5ggijkagez)

1 =i ~i a i o
T 1GB /dxdy [Na (€} 0a — 0y (e7a;)) + N*67 (abeg + 6351'3']93%92)]
(3.168)

El primer sumando tiene la forma estdndar mientras que el segundo se puede
reconocer como g¢((0,0, N?)). En resumen: El vinculo de difeomorfismos tiene
una parte proporcional al vinculo de Gauss. Su accién sobre &) no es una
derivada de Lie debido a este nuevo término originado a partir de las derivadas
direccionales de la conexion en la direccién de 0y, las cuales son proporcionales
a una transformacion de gauge. Esto se soluciona expresando los vinculos en
términos de al = a’ + 0362 y redefiniendo A3 — A3 + N,

3.4.3 Vinculo Hamiltoniano
El vinculo Hamiltoniano es analogo al de la teoria completa excepto por el

término:

J a~t =]

%/%dxdy%gd{f (alelel —alele?) (3.169)
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Tomando corchete con las variables canodnicas:

{ 3G / fdxdy2535¢ (abe el — abe ek>}

B W#%+%%#%—%ﬁ%%—%@%§ﬂ

(=

{ el / \fdxdy2535¢ (abe ‘ef, — aje’ ek>}

_B [—QN(SSW(e e; — e ek)}

M\Q

z

NIy

) 20569 (abebek - abeceZ)] ‘q (3.170)

ARG (3.171)

Después de un calculo extenso pero directo, se pueden obtener los corchetes de
las variables canénicas con el resto del vinculo Hamiltoniano:

x

a(= N a N a N a
{e}(Z),hg(N)} = -3 [2 (\/Efi]‘ke?ek)’b — ZEEilmEmljkaéejeZ — 2%@%65 (ei
(3.172)
- 2 N u
{el(&),hr(N)} = g (B (1+5%) \/Egilmsjkmkée?ek) ) (3.173)
B} B[ N, , N
{a.(@),hp(N)} = —5 |75 Creat Q%Giijabe
2N
+— (5;,5,? teb + 0i0%alel — 5io%ayel — 6107 al g)} )
(3.174)
e N i N m
{al (%), hr(N)} = —g ~5 Cre, —2(1+57) %eijkezmkkflkb e
1 1 ; o Nk B
+B (1 + 62) (Eijke? — 25mj;€efl) egez [ D, (\/E> —°D, (
(3.175)
donde para acortar notacion se definié
Fli,=a,,—a,,+ €imal al (3.176)
1 A ,
Cg = 7 {F;beijke?ek + 25%55’ (afle?e? - azefe?)} (3.177)
1
CL = — (1+ 8) eijreame]efk k" (3.178)

Ve
Estos calculos (especialmente (3.175)) fueron realizados con la ayuda del soft-
ware Mathematica. Juntando todos estos resultados, podemos llegar a las ecua-
ciones de movimiento de la Relatividad General en términos de las variables de
Ashtekar:

- iaz’hT} (3.179)

Nk
Je

b a

)}

x

8
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Donde se definié el Hamiltoniano total como:
hr = g(X) + d(N) + h(N) + hr(N) (3.180)

Como se mencioné anteriormente, redefiniendo A* — A3 + N¢ y expresando los
vinculos en términos de &’ = a’, + 6283, estas ecuaciones tienen la misma forma
que en la teoria completa, mientras que si deseamos obtener las ecuaciones que
describen geometrias estacionarias y axisimétricas, tenemos que a = 0, &% =0
y afl’ s = 0,efy = 0. Como se vio anteriormente en la seccion de reduccion
por simetria en variables métricas, un ejemplo importante de solucion es la que
corresponde al agujero negro de Kerr. Recordar también de la misma seccion,
que mientras que en simetria esférica tenemos el teorema de Birkoff, el cual nos
asegura que en el vacio la nica solucién no trivial a las ecuaciones de Einstein es
la del agujero negro de Schwarzschild, en simetria axial el agujero negro de Kerr
es tan solo una soluciéon dentro de todas las posibles. Encontrar condiciones
en términos de las variables de Ashtekar que permitan distinguir a la solucién
de Kerr de las demads sera el tema de un futuro trabajo. De momento nos
hemos limitado a verificar, usando un Ansatz adecuado, que la geometria de
Kerr es efectivamente solucién de (3.179). El Ansatz utilizado fue el siguiente
(en coordenadas esféricas r, 0, ¢):

e} = sin 0\/(r2 +a2) (r2 4 a2 cos? ) + a2rr, sin® 0

sin 9\/ 2 + a?) (r2 4 a2 cos? 0) + a®rry sin® 6
el = ( )( ) i (3.181)
Vva? 412 —rrg

® r2 + a?cos? 6
€ = 5 2
a® 4+ re—1rrg

N = \/2(a2 +7(r—rs)) (a+ 2r2 4+ a2 cos(20))

2 1 22) (12 4 a2 cos2 2 in®
((l +r )(r + a? cos? 0 + 2a’rrg sin 9) (3.182)

rrsasin® 0

Npy=-—522 "
¢ r2 + a2 cos? 0

N,.=0, Nyg=0

Antes de continuar, vale la pena observar que en el Ansatz elegido, la triada
tiene una forma diagonal. La motivacién para elegir esta forma fue (ademds
de la simplicidad) que con esta forma diagonal la triada inversa también lo es
(como puede verificarse ficilmente), entonces:

ejel, =epel =0 — grs=gpp =0 (3.183)

Recordar de 3.1.1 que estas condiciones junto con N, =0 y Ny = 0 no son una
simple fijacién de gauge sino que tienen una consecuencia fisica: Seleccionan
aquellas soluciones en las cuales el momento angular total estd alineado con el eje
de simetria, de las cuales la geometria de Kerr forma parte. Si uno deseara seguir
restringiendo las soluciones hasta que la geometria de Kerr sera la tinica posible,
deberfa imponer condiciones similares a (3.4) (que fijen los valores asintéticos
de los multiplicadores de Lagrange) cuyas consecuencias fisicas sean tales que el
espacio cumpla con todas las hipétesis del teorema de Robinson (esencialmente
existencia de un horizonte de eventos y asintoticidad plana es lo que nos falta
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a esta altura). Con nuestro Ansatz estas condiciones se cumplen trivialmente
pues es facil verificar que la métrica correspondiente no es otra que la de Kerr
en coordenadas de Boyer-Lindquist. Las componentes de la conexién de spin 7%
se obtienen a partir de la triada mientras que las componentes a’, las podemos
obtener facilmente a partir de la curvatura extrinseca en su forma triddica:

]

NG

Por otro lado, la curvatura extrinseca se obtiene de

ki =69 LKy (3.184)

1

Kop = —
ab N

(7qab + Vo Ny + vija) (3185)

(siendo gqp la métrica espcial) y recordando que en nuestro espaciotiempo esta-
cionario ¢, = 0. Las expresiones para la conexién y para los multiplicadores
del vinculo de Gauss son extensas y se pueden encontrar en el apéndice A.
Partiendo de la solucién anterior, es facil verificar que en el limite a — 0 se
recupera la solucién de Schwarzschild:

el = r’sind

of rsinf
! VI-T (3.186)
¢ r

&= =

El lapso toma la forma usual

N:,/1—7;i (3.187)

mientras que el shift se anula N = 0. En este caso ademés se tiene que K, = 0,
por lo que la conexién estd completamente determinada por la conexién de spin.
Luego, los multiplicadores de Gauss toman una forma muy simple:

M =0

=0 ) (3.188)
3_ S

AT=EG

Finalmente, la solucién de Minkowski se recupera tomando el limite ry — 0:

e =r?sind
el =rsind (3.189)
el =r

En este limite el lapso es igual a uno mientras que el resto de los multiplicadores
se anulan.
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3.5 Términos de borde

Hasta ahora hemos estado ignorando los términos de borde, haciendo un analisis
puramente local de la teoria. Sin embargo, recordemos de 3.1.1, que para que
la accién de los vinculos sobre las variables canénicas esté bien definida, es
necesario realizar integraciones por partes, lo que da como resultado términos
de borde. Estos términos de borde (que conmutan con el hamiltoniano) estdn
asociados a cantidades fisicas conservadas (ver por ejemplo el comentario en
3.1.1 0 [16] . En esta seccién vamos a partir del resultado de los términos de
borde generales asociados a cada vinculo en la teoria completa, y veremos que
en el caso axisimétrico estos toman una forma completamente analoga. Vamos
a analizar cada vinculo y sus términos de borde por separado, calculando estos
explicitamente para el caso del agujero negro de Kerr, usando el Ansatz de
la seccién anterior. Un andlisis mas detallado sobre los términos de borde en
la accién de Relatividad General en términos de variables tanto ADM como
variables de Ashtekar puede ser encontrado por ejemplo en [63] o en [25].

3.5.1 Vinculo de difeomorfismos

En variables ADM, el vinculo toma la siguiente forma:

—

D[N] = -2 / 3z NV, P (3.190)
b))

siendo V la derivada covariante compatible con la métrica g,, y P*® el momento
conjugado de esta:

1
P = — Ve (K* — ¢"K) (3.191)

donde ¢4 es la métrica espacial y la curvatura extrinseca estd dada por (3.185).
Tomando variaciones en el vinculo con respecto a las variables candénicas e in-
tegrando por partes nos da una contribucién

2 / d*zVy, (N,6P) (3.192)
b
la cual debe ser cancelada por la siguiente integral de superficie:
P =2 7{ dS* NP, (3.193)
5%

Este término de borde depende no sélo de las variables candnicas sino que
también depende de los multiplicadores de Lagrange. Nosotros vamos a limi-
tarnos a calcular este término para una solucién particular e interpretar su
significado fisico, por lo que N? ya esta determinado; sin embargo, en un caso
mds general, uno podria tomar variaciones con respecto al mismo y fijar su valor
en el infinito, si esto se hace después de realizar una fijacién de gauge tal que N
queda determinado en funcién de las variables canénicas en el interior, entonces
al fijarlo en el infinito, este queda completamente determinado (ver por ejemplo
[16] y [45]). Asintdticamente, la métrica de Kerr tiene la siguiente forma:

Qm] a2 2.J sin” 6
T

ds? = — {1 - (dtd¢ + dedt) + {1 + Qm] dr?
T T

(3.194)
+ 77 (d6” + sin® 6d¢?)
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siendo J = ma. Ademas,
dS’ = dSn® = dSét (3.195)

Calculando el término de borde (3.193) para esta métrica obtenemos:

P=-2 7{ dSN?P,, = -2 7{ dfd¢r? sin fN? A (Kpr — o K)
) ) 167TG
(3.196)
Siendo
qor = 0
Va= TS/zmsin 0
2.J sin* 0 2
Ny = _2Jsin"0 e ;37
r T (3.197)
3.J sin® @
Ky =
\/7“3 (r —7rs) +4J2sin*0
K=0
Calculando la integral y conservando el orden dominante:
I J?
= lim —— = Nl
?="Mae, =" (3:195)

Entonces, el shift N? est4 asociado al momento angular total del agujero negro.
El mismo célculo se puede repetir en términos de las variables de Ashtekar, en
funcién de las cuales el vinculo se escribe:

1
81Gp

D(N) = /E N (Eb9, A} — 0y (EPAL)) (3.199)

El término de borde para espacios asintéticamente planos:

1
&= 87Gp

f NeE?ALdS, (3.200)
D3]

Luego, en términos de las nuevas variables canénicas reducidas por simetria:

= 1 . . ) .
d(N) = porer: / N (ef@aaz — 0y (ebal) + 6f5§€ijkaiez) (3.201)

siendo o la variedad bidimensional con topologia R? descrita por las coordenadas
(r,0). El término de borde es anélogo al de la teoria completa:

1

=—_ ¢ N%ba'd 3.202
4G/6 60- ezaa Sb ( )

p

Usando ds® = dsn® = dsé® y que la tinica componente del shift que no se anula
es N, la expresién anterior se puede escribir:

1

=i L. N%ejalq,,r” sin 6df (3.203)

p
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Recordar que con el Ansatz que adoptamos, tenemos en concreto

2J
¢ _ _ v
N? = 3
e =r?sind
1
t = (3.204)
3Jrsin® 0
aizcos@—i—’y rem

\/r (r+7s) (r3 (r —ry) +4J2sin”0)

El término correspondiente al primer sumando de ag’) en (3.203) se cancela al in-

tegrarlo pues es proporcional a fOTr sin @ cos #df = 0. El término correspondiente
al segundo sumando da el mismo resultado que (3.198).

3.5.2 Vinculo Hamiltoniano

En variables ADM, el vinculo Hamiltoniano se escribe:

_ 1 —1/2 N 0 N
C[N] = 167TG/EN<q <PabP SP) — 2R (3.205)

El término de borde que hay que adicionar al vinculo para que su accién sobre
las variables candnicas esté bien definida es

1
787TG £y

dSaN /44" 4"V (cqya (3.206)

Siendo V la derivada covariante compatible con el orden cero de la expansién en
1/r de la métrica en el infinito. (De hecho, hay otro término de borde asociado
a los boosts en el infinito [63] , pero en nuestro caso, debido a que nuestro espa-
cio es estacionario y a nuestra elecciéon de coordenadas adaptadas ese término
no estard presente). Consideremos un sistema de coordenadas asintdticamente
cartesiano {x®} y escribamos la métrica en el infinito como qup = Nap + hap,
siendo 7, la métrica de Minkowski y hg,p una perturbacion alrededor de la
misma, expresando también el lapso como N =14 6(1/r), en el limite r — oo,
la contribucién dominante es

1 oht  onb r
E=— @ —b)qger =~ 3.207
167G jgz <8xb 63:“) 2G ( )
En variables de Ashtekar, se puede probar que el término de borde toma la
siguiente forma:

1 N
T 8nGB fgzds‘lﬁ(

Siendo D la derivada covariante compatible con el orden cero de la triada en el
infinito. En la teoria reducida, el término de borde es analogo:
1

——— ¢ ds,
MNTET N

EfDyE? + E'DyEY) (3.208)

N _ _
7 (efDyel + e Dyef) (3.209)
Utilizando el Ansatz (3.181),(3.182), se puede verificar facilmente que el resul-
tado es ry/2G al igual que en la teorfa completa.
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3.5.3 Vinculo de Gauss

El vinculo de Gauss en la teoria completa:
1 1
167G 8tGB

requiere del siguiente término de borde para que su accién sobre las variables
canonicas esté bien definida:

G(X) =

/ N (0.E! + eijiuALER) (3.210)
b))

1 o
= dS.(E} — EX)N 3.211
Q= G5 . dSu(E2 — B (3211)
En la teoria axisimétrica y en términos de las variables reducidas:
1 - 1 ) . )
@g()\) = @ / Al (aae;l + Eijkafle% + Eijkaééfez) . (3212)
El término de borde tiene la misma forma,
1 .
=— dS,(ef — e )\ 3.213
q 4Gﬁ 5o a(ez ez ) I ( )

donde € es la triada reducida en el infinito. Este tltimo término es necesario
pues de no introducirlo en la expresién anterior, el resultado de la integral es
divergente. Al evaluar esta integral, obtenemos como resultado:

_ 5W2£
1= 4G 1,

Este resultado depende tinicamente del momento angular y de la masa del agu-
jero negro, por lo que no aparecen nuevos observables.

(3.214)

3.6 Algebra de los vinculos

Para ver cémo se modifica el dlgebra de los vinculos al reescribir estos en
términos de las variables reducidas por simetria es conveniente, para evitar

calculos engorrosos innecesarios, volver a reescribirlos en términos de la conexion
i

al = a’ +62% en vez de al y realizar ademds la redefinicién A\* — A% + N?.
De las subsecciones anteriores tenemos:
- 1 ) :
g(\) = er /dxdyz\l (0a€f + eijnalef) (3.215)
- 1 . .
d(N) = ITe / dzdyN*® (e?0.a) — 0, (ela})) (3.216)

Luego, teniendo en cuenta las siguientes igualdades:

ijkxl zm_a_ b ijk 1 oma b ijk I .m a.b
ciume” a ay efe; = cume”’ a ay"ele; + cime"” s¢skay ejey

ijk s em L a b
+ ime”" 0, 05" a, ejey
ijk ol
= cume " ay,

_ ijk 1 b J sk ksi 59 l b
= cume " a,ay"ejey + 2(5/0,, — 6;°67,)0, 65" a el ey

= gilms”kafla’gle?ez + 25f6§(aze;‘e? — afle?eli’) (3.217)

opal = 9pa’, (3.218)

b ijk & sm ol qanb
ay'efe; + 2e,,c7" 0, 05 aeje;
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Tenemos que

1 N ; . . . .
hg(N) = ~3G /dmdyT [(aﬁw —ag, + ciumala)’) eijkegez + 25%525 (a;efez’. - aflefe;»’)}
1 =i = ~lzam a
= dxdyf [(a},, —ah, + €itmal,ay ) €ijxe€] ez] (3.219)

El Hamiltoniano Lorentziano por su parte ya es analogo al de la teoria completa,
pues

Bkl = al, — (v, — 656%) = al, — (3.220)

Con estas definiciones se pueden reescribir los vinculos de forma tal que ten-
gan exactamente la misma forma que en la teoria completa. El algebra de los
vinculos se obtiene entonces inmediatamente:

s (V) } =9 ([ 1)

9N, d(N)} = —g (£3)
(e, (3} =a([¥.5)
{g(X% C(N)} =0 (3.221)
{d@V),c(an)} = —C (23 M)
{e(N), e(M)} = 4 (d(8) + g (5741
~1(1+ %) ([ezaw;ezaw] )

Donde se definid el vector

bnai
ele

S% = (NO,M — M3,N) (3.222)
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Capitulo 4

Gravedad cuantica de lazos

En este capitulo presentaremos una introduccion a LQG, introduciendo concep-
tos y definiciones clave que nos permitiran dar el primer paso hacia la cuan-
tizacién de la teoria reducida por simetria analizada en el capitulo anterior:
obtener el espacio de estados cinemaéticos.

Recordemos de mecénica cudntica elemental, cuando uno tiene un sistema con
un nimero finito de grados de libertad (¢%,p;) descrito por un hamiltoniano
Ho(q¢%,p;) i=1,...,n. la teorfa se cuantiza promoviendo cantidades ¢* y p;
a operadores y reemplazando su corchete de Poisson cldsico por —i/k veces el
conmutador de los operadores correspondientes:

¢ —q
Di — Pi (4'1)

1

{7 }%_ﬁ[v]

Los estados del sistema estdn representados por vectores |¢) en el espacio de
Hilbert L?(R™) y sus funciones de onda estdan dadas por v¥(q) = (q|¢)). El
producto escalar entre dos estados 1 y ¢ se define como

(o) = / dg™6* (4)0(a) (4.2)

Los operadores ¢ y p; actiian de forma multiplicativa y derivativa respectiva-
mente en la representacion |g):

(dlq'lv) = q'v(q) (4.3)
R )
(qlpily) = —zaqiw(@ (4.4)

LQG es un una propuesta de cuantizacién candnica de la Relatividad General
reformulada en términos de las variables de Ashtekar. Recordar del capitulo
2, que en este caso las variables bésicas de la teorfa son la conexién A% y sus
momentos conjugados son las triadas Ef. Como la teoria cldsica es invariante
bajo transformaciones de gauge y bajo difeomorfismos espaciales, es evidente
que la prescripciéon dada anteriormente no es viable y debe ser mofificada: Un
estado ¥(A?) no es invariante bajo ninguna de estas dos transformaciones. Este

69
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problema no es exclusivo para Relatividad General sino que esta presente en
cualquier teoria de campos invariante por difeomorfismos y que esté definida en
un fibrado principal con un grupo de gauge. La formulaciéon Hamiltoniana de
teorias de campos invariantes por difeomorfismos y su cuantizaciéon canénica en
general pueden ser encontrados por ejemplo en el libro de Rovelli [55] . Vamos
a centrarnos ahora en el resultado para la teoria de campos que nos interesa:
Relatividad General reformulada en términos de las variables de Ashtekar. Nues-
tros estados son funcionales de la conexién ¢[A]. Las variables bédsicas de la
teorfa clasica son holonomias de la conexién: Un camino orientado v en la
variedad espacial ¥ y la conexién A determinan un elemento del grupo SU(2),
la holonomia de A a lo largo de ~:

H[A,~] = 9°exp/ A (4.5)
¥
Comenzaremos este capitulo introduciendo conceptos de teorias de gauge en
redes y luego veremos como en Relatividad General, usando las holonomias de
la conexién como variables bésicas de la teoria y usando las herramientas antes
introducidas podemos obtener un espacio cinematico bien definido: Invariante
bajo transformaciones de gauge, difeomorfismos espaciales, y con un producto
escalar bien definido entre estados.

4.1 Herramientas de teorias de gauge en redes

4.1.1 Producto escalar

A continuacién introduciremos la definicién de producto escalar en el contexto
de una teoria de gauge en una red ya que este es el producto escalar que usaremos
mas adelante para proceder con la cuantizacién de la formulacién canénica de la
relatividad general. Consideremos una red I" en tres dimensiones con L aristas [
y N nodos n. Para definir una teoria de Yang-Mills para un grupo compacto G
en esta red, asociamos a cada arista [ un elemento U; del grupo. Consideremos
el espacio de Hilbert Kp = L?[G*, dU;], donde G es el producto tensorial de L
copias del grupo G, y dU; = dU; . ..dU; es la medida de Haar en G. Los estados
cudnticos en Kr son funciones U (U;) de L elementos del grupo. El producto
escalar entre dos estados se define como:

(U|®) = /dU1...dUL\II(Ul,...,UL)<I>(U1,...,UL) (4.6)

Para encontrar una base del espacio Kr, podemos recurrir al teorema de
Peter-Weyl, éste dice que una base ortonormal de Ls[G,dU] estd dada por los
estados |7, 3, ) definidos por (U|j, 8, a) = (Rj(U))g, esto es, los elementos de
matriz de la representacién unitaria irreducible de spin j del grupo G. Entonces,
una base de f(p estd dada por los estados:

70, Biscu) = |31, -5 Jr, Bi,y .-, Br,ag, ... o) (4.7)
definidos por

(Ulji, Biy o) = H (Rj‘(Ul))gl (4.8)

i
l
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Bajo una transformacién de gauge, los elementos U; transforman:
U — )\l:]-Ul)\lf (4.9)

donde A es el elemento del grupo de gauge, y [;,l; son los nodos en donde la
arista [ empieza y termina respectivamente. Entonces, los estados invariantes
de gauge son los que satisfacen

U(U) = U(N 'UN,) (4.10)

Estos estados forman un subespacio K2 de K. Para obtener una base de K2
definiremos a continuacién el concepto de intertwiner.

4.1.2 Intertwiners

Consideremos N representaciones irreducibles j; ... jy del grupo G. Conside-
remos ahora el producto tensorial de sus espacios de Hilbert
#; =% ... ¥y (4.11)

1IN

Sea %’]Ql.__ jn €l subespacio formado por vectores invariantes ante la accién del
grupo. Sea k la dimensién de este espacio, esto es, la cantidad de veces que
la representacién trivial aparece en la descomposicion. Llamamos intertwiners
entre las representaciones j;...jn a los elementos de la base de este espacio.
Los intertwiners son entonces tensores con indices en cada una de las repre-
sentaciones, los cuales son invariantes ante la accién del grupo G en todos sus

indices:
RV (U) .. RGN (U)o = (4.12)

Ademas son ortogonales en el producto escalar de ‘76’]()1.“ in’

PETRET R ) (4.13)

Si un espacio 7; tiene una representacion j, decimos que su espacio dual 7
tiene la representacion dual j*. Un intertwiner entre n representaciones duales
Jji...jr vy m representaciones ji...j, es un tensor invariante en el espacio
(®i:1’n%;;) ® (Rk=1,m%)). Asociamos a cada arista [ una representacién ji, y
a cada nodo n un intertwiner 4,, en el producto tensorial de las representaciones
asociadas a las aristas adyacentes al mismo. Al conjunto s = (T, ji,i,) se le
denomina red de espines. Una red de espines define un estado |s):

(Uils) = wo(Uy) = [[R (W) - [ [in (4.14)
l n

donde el punto indica contraccién en todos los indices. Debido a las propiedades
de los intertwiners, estos estados son invariantes de gauge, es decir, verifican
(4.10). Estos estados forman una base en general sobrecompleta de KQ. Mas
adelante veremos que al imponer invariancia por difeomorfismos, los estados de
spin-networks (que llamaremos estados de spin-nudos) pasan a formar una base
discreta del espacio de Hilbert invariante por difeomorfismos .
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4.2 El grupo SU(2)

4.2.1 Espinores e intertwiners

De particular interés para nosotros es el caso en el cual el grupo de gauge es
SU(2). Recordemos que SU(2) es el grupo de las matrices complejas unitarias
de dimensiéon 2 con determinante 1. Denotamos los elementos de matriz de
estas matrices por U‘}B, donde A y B toman los valores 0, 1. La representacion
fundamental de SU(2) estd definida por su accién en C2, el espacio de los
vectores complejos con dos componentes al que llamamos espinores y denotamos

por
0
y = (jﬁ) (4.15)

Consideremos el espacio formado por espinores completamente simétricos con n
indices. Este espacio transforma en s{ mismo bajo la accién de SU(2) en todos
sus indices, definiendo la siguiente representacién :

phA S U Uy e (4.16)

A esta representacién (la cual es irreducible y de dimensién n + 1) se le llama
representacion de spin j (siendo j = n/2). Todas las representaciones unitarias
irreducibles tienen esta forma. Consideremos ahora el producto tensorial de dos
representaciones irreducibles de spin 1/2:

AP = (e )P =¢Ae” A, B=0,1 (4.17)
Este producto se puede descomponer en sus partes simétrica y anti simétrica:
AP = et + P (4.18)
Con
P = {0 Wihs (4.19)
y siendo ¥y = %eABwAB y {8 simétrico en AB. Como el tensor e4p es

invariante, esta descomposicion es unica. El subespacio tridimensional formado
por los espinores simétricos ¥{*# define una representacién de spin 1 mientras
que el subespacio unidimensional invariante bajo la accién del grupo define la
representacién de spin 0. Entonces, el producto tensorial de dos representaciones
de spin 1/2 se puede escribir como la suma directa de una representacién de spin
0 y una de spin 1:

1/201/2=061 (4.20)

En general, si tomamos el producto tensorial de una representacién de spin
j1 con otra de spin ja, obtenemos una representacién con 2(j; + jo) indices,
simétrica en los primeros 2j; y en los ultimos 2j5. Para separar este producto
en sus partes simétrica y antisimétrica, podemos empezar realizando esta sepa-
raciéon en un par de indices arbitrarios :

Aqi...Az; Bq...Bo; 1 AlAIAQ BlB/BQ A: B
® 91 Jjo ® i J1 J J2 e 1Bl E 127
(Y ® o) 5 (W ©9) A (4.21)

+(® ¢)A1--»(Ai|~~142j1Bl~-~\Bj)~~32j2
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Donde lanotacién A; ... (A4;|... Agj, Bi...|Bj) ... Baj, implica simetrizacién de
los indices A; y B; tnicamente. Podemos seguir separando pares de indices en
sus partes simétricas y antisimétricas hasta que ya no sea posible contraer indices
del primer grupo con los del segundo, esto es, cuando ya hayamos contraido
k = 27 indices, siendo j = min {41, j2}. El sumando en el cual todos los indices
estan simetrizados define una representacién de spin j; + jo, mientras que el
sumando en el cual k pares de indices estdn contraidos (el nimero maximo
posible) y antisimetrizados con el tensor ¢? define una representacién de spin
|71 — j2| ya que el resto de los indices estan simetrizados (por pertenecer a uno de
los dos grupos originales). Aquellos términos en los cuales n < k pares de indices
estan contrafdos y antisimetrizados con el tensor eA? mientras que el resto de los
indices estan simetrizados corresponden a una representacién de spin j1 + jo —n,
siendo |j1 — j2| < j1+Jj2 —n < (j1 +Jj2). Entonces, el producto tensorial de dos
representaciones de spines j; y jo se puede escribir como la suma directa de las
representaciones |j1 — jol, [j1 — jo| + 1, ... ,(j1 + j2). Una representacién js
aparece en el producto tensorial de j; y jo si y sélo si j1 + jo + js = N, siendo
N un entero y ademds |j; — ja| < js < (j1 + j2). Estas condiciones se conocen
como las condiciones de Clebsh-Gordon. Si tenemos tres representaciones ji, ja
v Jjs, el producto tensorial de las tres contiene la representacién trivial de spin 0
unicamente si una representacién estd en el producto tensorial de las otras dos,
es decir, si ji1, j2 v j3 satisfacen las condiciones de Clebsh-Gordon. Para llegar a
la representacién trivial de spin 0 a partir de este producto tensorial, debemos
contraer indices de las dos primeras representaciones usando el tensor invariante
eap (como en (4.21)) hasta que la cantidad de indices libres coincida con la
cantidad de indices de la tercer representacién, de esta manera, contraemos los
indices restantes, obteniendo un subespacio completamente invariante ante la
accién de SU(2), es decir, la representacion trivial de spin 0. Gréficamente, esto
se puede expresar exigiendo que existan tres enteros a, b y ¢ tales que

2j1=a+c, 2jo=a+b, 2j3=b+c (4.22)

Si representamos los indices de cada representacion como una linea, y la con-
traccién de indices de diferentes representaciones como la unién de dichas lineas,
entonces las condiciones anteriores se pueden interpretar facilmente mediante la
siguiente figura, en la cual tomamos como ejemplo j1 = 5/2, jo = 2,43 = 3/2:
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271=5
AN

\ '

2 j2 =4 273 =3
Figura 4.1: Condicién de Clebsh-Gordon

Entonces, las condiciones (4.22) junto con la figura anterior nos permiten

interpretar al nimero a como el niimero de indices contraidos entre las repre-
sentaciones j; y j2, a b como el niimero de indices contraidos entre jo v j3, y a c
como los indices contraidos entre j; v js3. En el caso particular mostrado en la
figura, a = 3,b =2y ¢ = 1. Las condiciones de Clebsh-Gordon se pueden inter-
pretar graficamente como el requerimiento de que todas las lineas de diferentes
representaciones se contraigan entre si y no quede ninguna sin contraer.
Si tenemos entonces el producto tensorial de tres representaciones de spines ji,
jo v j3 los cuales verifican las condiciones de Clebsh-Gordon, esta se podré es-
cribir como la suma directa de las representaciones 0,1,...,751 + j2 + j3. La
representacién trivial de spin 0 es la Unica invariante bajo transformaciones de
gauge; dado que se obtiene a partir de la antisimetrizacién total de los indices,
la misma tendra la siguiente forma:

pA1-+Asjy Bi... By, O1...Ca,

4.23
_ EAIBI o EAaBaeBa+1C1 o EBa+be€Aa+lcb+l o EAa+ch+c ( )

Esta cantidad es lo que se denomina un intertwiner entre las representaciones
1,72 v j3. Es facil ver que si contraemos el producto tensorial de estas tres re-
presentaciones con un tensor de la forma (4.23), inicamente sobrevivird la com-
ponente de spin 0 (las representaciones de distintos spines son ortogonales entre
si) y por lo tanto el resultado serd invariante bajo transformaciones de gauge.
Entonces, sean 1)1, 42,y €43 espinores en las representaciones ji, jo v js res-
pectivamente, donde los indices 4; (i = 1,2,3) toman los valores 1,...,2j; + 1.
Denotamos como 74, 4,4, al intertwiner entre las representaciones anteriores.
Entonces, tenemos que la cantidad

A oA2E%50 4, 0, 4, (4.24)

es invariante bajo la accién del grupo. Contraer este producto con el intertwiner
puede ser visto como proyectar el mismo al subespacio de spin 0. Luego, si tene-
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mos el producto tensorial de cuatro representaciones j;,7 = 1,...,4 tales que la
representacién trivial estd incluida en su producto, podemos definir facilmente
el intertwiner entre estas cuatro representaciones a partir de intertwiners triva-
lentes:

. . A
VA1 A2 AzAy = 1A AA U A A, (425)

Donde la suma en A se hace en todos los valores de spin que satisfacen la
condiciéon de Clebsh-Gordon entre j; y jo y simultdneamente entre js v jg,
graficamente:

I 73 J1 J3

=3 i

. : 1
J2 J4 72 J4
(4.26)
De manera andloga, intertwiners de valencia superior se pueden construir con-

trayendo intertwiners trivalentes. Entonces, en general, dado el producto ten-
sorial de n representaciones con spines j;, ¢t =1,...,n:

(W1 ® - @) A (4.27)

se puede escribir (siguiendo el procedimiento descrito en el parrafo antes de
(4.21)) como la suma directa de diferentes representaciones de spin J; (siendo
max{J;} = j1+ -+ jn ), si J; = 0 para algtin ¢, se puede proyectar este
resultado al subespacio correspondiente mediante la contraccién:

(1/11 R ® wn)Al.”An Z‘Zl___An (428)

Siendo 7™ el intertwiner entre las representaciones ji,..., J,. La dimensién del
espacio de este intertwiner depende, como se menciond en la subsecciéon ante-
rior, de cudntas veces aparece la representacion trivial en la descomposicion del
producto tensorial. Por ejemplo, sin =4, j1 =1, jo =1/2, j3=5/2y js = 2,
el producto tensorial entre j; y jo estd formado por la suma directa de las repre-
sentaciones 1/2 y 3/2 mientras que el producto de js y j4 se puede descomponer
en las representaciones 1/2,3/2,5/2,7/2 y 9/2. Las representaciones 1/2 y 3/2
estan contenidas en ambas sumas, por lo que la representacién trivial de spin 0
aparece dos veces en la descomposicion del producto tensorial entre ji, j2,j3 ¥
ja. El intertwiner entre estas cuatro representaciones tendra la siguiente forma:

. . LA . LAY
iA) Ay A Ay = 1A Ay AT TA A, T 1A, 4,471 44, (4.29)

Siendo i 4, A2 A el intertwiner entre las representaciones de spin j; = 1,5, = 1/2 e
1=1/2,y zA A, €l intertwiner entre j3 = 5/2y js = 2 e i = 1/2. Andlogamente,
los intertwiners ¢4, 4,47 ¥ zﬁ 4, corresponden al caso i = 3/2. En este caso, el
espacio de los intertwiners tiene dimensién 2. Un cambio de base en este espacio
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se puede conseguir, por ejemplo, acoplando las representaciones j; con j3 y jo
con jy4. El producto tensorial de j; y j3 contiene las representaciones 3/2,5/2 y
7/2, mientras que el de j, y j4 contiene inicamente a las representaciones 3/2
y 5/2. El intertwiner toma la siguiente forma:

) i A . LAY
iA3 AsAs Ay = 1A AgA T ay 4, T 1A A5 AT Ay A, (4.30)

donde ahora los intertwiners trivalentes del lado derecho de la igualdad corres-
ponden a los casos i = 3/2 e i = 5/2. Larelacién entre las diferentes bases puede
ser expresada usando el teorema de recoupling (ver por ejemplo el apéndice A
de [55] . Definiendo

o A!
V12 = VA1 A At A Ay
. 'A//
T AT A A (4.31)

Wg/2 = iAlAaA’ifoA4
W52 = iAlAgA“i£2A4
Se tiene que
vi= Y. (2j+1) (3.1 /2 3.) w; (4.32)
) J3 Ja
j=3/2,5/2

donde i toma los valores 1/2 y 3/2. La generalizacién a espacios de espinores
de dimensiones superiores es inmediata.

4.3 Espacio cinematico X

Construimos ahora el espacio cinemético de LQG, utilizando los resultados de
la seccién anterior.

4.3.1 Funciones cilindricas

Sea € el espacio de las conexiones A definidas en la superficie 3. Recordar que
una conexién su(2) se escribe como

A= Al 1ydz” (4.33)
donde 7; son los generadores del dlgebra de Lie de su(2): 7, = —%O’i siendo o;
las matrices de Pauli. Dado un camino v en 3, la conexién A determina un
elemento del grupo SU(2), la holonom{a de A a lo largo del camino ~:

H(A,~) = Qﬁexp/ A (4.34)

Una holonomia es a la vez un funcional de €. Si consideramos una coleccién
ordenada de caminos T en ¥ formada por L caminos 7 ...7vr (a la cual lla-

maremos grafo de ahora en adelante) y una funcién suave f(Ui,...,Ur) de L
elementos del grupo, entonces podemos definir un funcional de A
\I/nf[A] :f(H(A7’Yl)aaH(A7PYL)) (435)

Definimos el espacio S como el espacio de todos los funcionales Ur ;[A] para
todo I' y para toda funcién suave f. Llamamos a estos funcionales funciones
cilindricas.
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4.3.2 Producto escalar

Una funcién cilindrica es una funcién de un cierto nimero de elementos del
grupo. Para definir un producto escalar entre dos funciones cilindricas podemos
entonces utilizar (4.6). Si dos funcionales de A, Ur s[A] y ¥r 4 estdn definidos
en el mismo grafo I', definimos su producto escalar:

(Ur ¢

\I/F,g> :/dU1...dULf(Ul,...,UL)g(Ul,...,UL) (436)

Donde se utilizé la notacién U; := H(A,~;) y dU; es la medida de Haar. Si los
funcionales estdn definidos en grafos diferentes IV y I'”, entonces la definicién
anterior se puede extender ficilmente si consideramos la uniéon I' de ambos grafos
y definimos la funcién f en I':

fUL,...,U, Uprsa,... . Upgpr) = f'(Ur,...,ULr)

4.37
g(U17"'7UL”7UL”+17'"7UL’+L”):g"(Ula"'vUL”) ( )

para toda funcién f’ definida en I y toda funcién ¢” definida en I'”’. Usando
esto, el producto escalar (4.36) es valido para dos funcionales cualesquiera en

S:
(Vs g | W o) = (Wr f|¥r,g) (4.38)

Finalmente, si los grafos IV y T son diferentes y la condicién (4.37) no se cumple,
entonces (¥ ¢|¥rr g) = 0. Definimos el espacio cinemético de gravedad cudn-
tica K como la completacién de S en la norma definida por el producto escalar
(4.36). Hay que notar que si bien el producto escalar (4.36) es similar al definido
en (4.6), en este caso estamos trabajando con una teoria continua en la cual los
estados no viven en una sola red I, sino en todas las posibles redes en . Mas
adelante veremos que este producto escalar es invariante bajo difeomorfismos y
transformaciones locales de Gauge, y es tal que los observables cldsicos reales
se transforman en operadores autoadjuntos al cuantizar. Estas condiciones son
las que debe satisfacer el producto escalar para tener una teoria consistente que
resulte de la cuantizacién canoénica de la Relatividad General.

4.3.3 Base ortonormal de &

Por el teorema de Peter-Weyl, tenemos que una base del espacio L?(SU(2))
esta dada por los elementos de matriz de las representaciones irreducibles del
grupo. Escribimos los elementos de matriz de la representacién de spin j de
SU(2) como:

H(A)g = (Alj, aB) (4.39)

Sea Kt = L?[SU(2)"], el espacio de las funciones cilindricas integrables con
soporte en el grafo I', denotamos a los elementos de su base ortonormal como:

|F,jl,0él,ﬁl> = |F,j1, e ,jL,Oél, e ,OzL,ﬂl, e 7BL> (440)

Estos se obtienen tomando el producto tensorial de elementos del tipo (4.39):

(AT, i, cu, i) = H (A, )Gt . HPH (A L) 3E (4.41)
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Si el grafo I estd contenido en el grafo IV, entonces los elementos (4.41) aparecen
en ambos espacios Kr y Krs. Para deshacernos de esta redundancia, notemos
que los elementos de Kr pertenecen a la representacién trivial de los caminos
que estdn en IV pero no en I'. Por lo tanto, una base ortonormal de ¥ est4 dada
por los elementos |T', j;, ay, 8;) donde los espines j nunca toman el valor cero.
Para cada grafo I' definimos el subespacio propio Xr como el subconjunto de
Kr generado por los estados (4.40) con j; > 0. Los subespacios propios Hr son
ortogonales entre si y generan X:

H ~ DHr (442)
r

El grafo I' = () est4 incluido en la suma, su espacio de Hilbert correspondiente
es unidimensional y estd generado por el elemento identidad |@): (A|0) =1

4.3.4 Invariancias del producto escalar

Como fue mencionado anteriormente, el producto escalar (4.36) cumple propie-
dades necesarias para tener una teoria cudntica consistente. En este apartado
estudiaremos dos de ellas: La invariancia bajo transformaciones de gauge, y la
invariancia bajo difeomorfismos espaciales.

Transformaciones de gauge locales. La conexién A transforma de la siguiente
manera bajo transformaciones SU(2) locales A : ¥ — SU(2) (Apéndice B):

A= Ay =2A Fad? (4.43)

Esta transformacién induce una representacién de las transformaciones de gauge
locales ¥(A) — U(Ay-1) en K. La holonomia por otro lado transforma de forma
homogénea (Apéndice B):

H(A,y) = H(Ax,7) = Mz} H(A,v)A" (z]) (4.44)

3

Donde z],z} € X son los puntos inicial y final del camino 4. Dado un par

(T, f), definimos
AU UL) = FAEP)TAT @), M@ )ULA (2]7) (4.45)

Entonces, la accién de una transformacién de gauge local Uy sobre los estados
cuanticos es:

Ur,r(A) = [UaUrs](A) = ¥ry, _, (4) (4.46)

La medida de Haar es invariante bajo la accién derecha e izquierda del grupo,
por lo que el producto escalar (4.36) también lo es.

Difeomorfismos espaciales. Bajo un difeomorfismo, la conexién transforma como
una 1-forma

A— 9" A (4.47)
S tiene una representacion Uy del grupo de difeomorfismos definida por

Up®(A) = U((¢")7"4) (4.48)
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La holonomia transforma entonces de la siguiente manera:
H(A,y) = H(¢"A,y) = H(A, ¢~ ') (4.49)

donde (¢7)(s) = (¢(v(s))). Entonces, una funcién cilindrica Wr ;[A] bajo un
difeomorfismo se transforma en otra funcién cilindrica Wyr f[A]. El producto
escalar (4.36) no depende explicitamente del grafo por lo que es invariante bajo
difeomorfismos espaciales.

4.4 Estados invariantes gauge e invariantes bajo
difeomorfismos

En la seccién anterior introdujimos el espacio cinematico & el cual es la com-
pletacién en la norma definida por (4.36) de S, el espacio de funcionales de onda
arbitrarios de la conexién W[A]. Los estados fisicos deben ser invariantes ante
la accién de todos los vinculos, esto es, deben ser invariantes gauge, invariantes
bajo difeomorfismos, y deben ser solucién al vinculo Hamiltoniano. Llamemos
Ko al espacio de estados invariantes gauge, Kpig al espacio de estados invarian-
tes gauge y ademads invariantes por difeomorfismos, y # al espacio de soluciones
del vinculo Hamiltoniano. En las proximas secciones construiremos los espacios
Ho v Hpir-

4.4.1 Estados invariantes gauge. Espacio X,

Para obtener una base del espacio ¥y podemos recurrir al concepto de redes de
espines, introducido al comienzo del capitulo en el contexto de teorias de gauge
en redes.

Redes de espines. Sea I' un grafo en ¥ formado por curvas v a las que
llamaremos aristas y denotamos por /. Llamamos nodos a las intersecciones de
dichas curvas y las denotamos por n. Le llamamos m (multiplicidad) al nimero
de aristas que empiezan y terminan en un nodo: m = My, + Moy, siendo my,
el niimero de aristas que terminan en el nodo, y m,,: el nimero de aristas que
empiezan en él. Una vez elegido un orden y una orientacion, asignamos a cada
arista [ una representacion irreducible j; del grupo. A cada nodo n le asignamos
un intertwiner ¢,, entre las representaciones asociadas a las aristas adyacentes
al nodo. A la terna (T, ji,4n) se la llama red de espines en X. A la eleccién j; y
in, se le llama color de las aristas y de los intertwiners respectivamente.

Estados de redes de espines. Sea S = (T, j;,4,) una red de espines con L
aristas y N nodos. El estado |T, ji, oy, 5;) definido en (4.41) tiene L indices o
y L indices §;. Los intertwiners tienen un conjunto de indices duales a estos, su
contraccién:

Wl = (415) = (w7 () ) - (i)
= (A[L, ji, o, Br) - (gin> (4.50)

El indice «; de la arista [ se contrae con el indice correspondiente del intertwiner
en donde la arista empieza, mientras que el indice (§; se contrae con el del
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intertwiner en donde termina. De (4.46) tenemos que bajo una transformacién
de gauge U, los estados |I', j;, oy, ;) transforman:

UN D i B = RS A (@ DR (@) -
RIEE (W g, )R (N(w,)) T i ol Br) (4.51)

Teniendo en cuenta esto y la invariancia de los intertwiners bajo la accién del
grupo (4.12), tenemos que los estados (4.50) son invariantes gauge. Dado que
los estados |T', j;, aq, B;) forman una base de F y que su contraccién con los
intertwiners es invariante de gauge, los estados de redes de espines forman una
base del espacio K. El espacio Sy es el espacio de combinaciones lineales finitas
de estados de redes de espines, el cual es denso en Hy, mientras que S)) es su
dual.

4.4.2 Invariancia bajo difeomorfismos. Espacio Hpg

Un estado de red de espines no es invariante bajo difeomorfismos; la accién
de un difeomorfismo modifica el grafo en el cual estda basado el estado, ya sea
moviendo el grafo o cambiando el orden o la orientacién de sus aristas.
Teniendo esto en cuenta, es facil notar que los estados invariantes por difeo-
morfismos no estan en Fy sino en Sj), esto es, el espacio de los funcionales ® de
los estados ¥ € Sj.
Dado un difeomorfismo ¢, su accién sobre un elemento de S estd dada por

(UsD) (¥) = B(Uy-1 ) (4.52)

Siendo U, la representacién de ¢ en Sj. Entonces, un funcional ® invariante
bajo difeomorfismos es aquel que cumple

d(U,T) = B(T) (4.53)

Definimos ahora un mapa Ppig que actia en los funcionales U[A] y da como
resultado un funcional ®[¥], su accién estd definida por

(Poig®) (W)= > (9", %) (4.54)
U"'=UysW

donde la suma es sobre todos los estados ¥ para los cuales existe un difeo-
morfismo ¢ tal que U = Uy V. Esta suma es siempre finita, ya que los estados
¥, ¥’ se pueden escribir como una combinacién lineal finita de estados de re-
des de espines. Si un difeomorfismo sobre ¥ cambia el grafo, entonces lleva el
estado a otro ortogonal a si mismo, mientras que si cambia sélo su orientacion
y/o su orden, al ser estas operaciones discretas no hacen més que anadir una
multiplicidad discreta a la suma. Los estados (4.54) forman el espacio de Hp;g
de estados invariantes gauge e invariantes bajo difeomorfismos. El producto
escalar en Fp;g estd definido por

(Ppig¥s, PoigVs) = (Poig¥s) (V) (4.55)

Kpife
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4.4.3 Nudos y estados de spin-nudos

Llamamos nudo a una clase de equivalencia K bajo difeomorfismos de grafos
" no orientados. Sean |S) y |S’) dos estados de redes de espines; su producto
escalar en Hpig es cero al menos que sus grafos estén relacionados por un difeo-
morfismo:

0siT # I"
(S| Poir [9") = 9> (S| g |S") si T = ¢T" (4.56)
k

donde denotamos por gi a las operaciones discretas que no cambian el grafo.
Entonces, dos estados son ortogonales a menos que estén “anudados”de la misma
manera. Se puede entonces agrupar los elementos de una base de Hpig en
distintas clases K. Llamamos Xy al subespacio de Hpig generado por los
estados de la base pertenecientes a la clase del nudo K:

Kk = PpigKr (4.57)

para cualquier I € K.

Los estados en K se distinguen entre si sélo por el color de sus aristas
y de sus nodos y no son necesariamente ortonormales. Para obtener una base
ortornormal entonces se debe realizar un proceso de ortonormalizacién a la forma
cuadrética en (4.56). Denotamos por |s) = |K,c) a los estados resultantes
de esa ortonormalizacién. Al indice discreto ¢ se le llama color del nudo. A
estos estados se les denomina estados de spin-nudos. Los nudos forman un
conjunto discreto, por lo que el espacio p;r admite una base ortornormal y
es entonces separable. El “tamano excesivo” del espacio de Hilbert cinematico
K en realidad no era méas que gauge. Con esto concluimos la construccién del
espacio cinemaético cudntico.

4.4.4 Simetria axial

Si el espaciotiempo (M, g) es axisimétrico, las superficies espaciales ¥ en las
cuales foliamos la variedad M pueden ser a su vez foliadas en superficies bidi-
mensionales o (sobre las cuales definimos las coordenadas z,y) perpendiculares
al vector de Killing espacial. Recordar del capitulo anterior que en este caso, la
conexion reducida por simetria toma la siguiente forma:

a, =a,(z,y) (4.58)
Para construir el espacio cinemético de la teoria reducida basta con conside-
rar el espacio de las redes de spines basadas en holonomias de la conexién a’,
pues (4.58) no es mds que un caso particular de la teoria completa. Dado
que la conexién depende tunicamente de las variables x,y y tiene tres compo-
nentes espaciales (x,y y ¢), para recuperar toda la informacién basta con tomar
holonomias a lo largo de curvas contenidas en ¢ o perpendiculares a esta, sin
necesidad de considerar caminos mds generales [68] . Los estados de redes de
spines toman la siguiente forma:

Ug[A] = (A[S) = (@?(Hj" (4, ’Yl))) : <§’Z”> ' (?(ij(A’V(ﬁ"))) (4.59)

= <A|Fajlaalaﬁl7jk7akaﬁk> . <(§Zn>
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Los caminos v, estan contenidos en la superficie o mientras que los caminos vy,
son perpendiculares a la misma. Las holonomias a lo largo de 4, toman una
forma més simple por no depender la conexién de la variable ¢:

(H*(a, Yor)) = P (ef d¢a35(7i)j’“) — p2mnag(ri)’k (4.60)

donde la conexién al estd evaluada en un punto (z,y) de la superficie o y n
es un numero natural correspondiente al nimero de vueltas que la curva v4 da
alrededor del eje de simetria. Las holonomias (4.60) se denominan puntuales,
pues bajo una transformacién de gauge g transforman de la siguiente manera:

(ij (a’7 ’7¢k>) - U(Q('rv y))(ij (av 7¢k))U_1(g($> y)) (461)

Siendo U la representacion del elemento del grupo g. La invariancia de gauge
de estos estados esta, al igual que en la teoria completa, garantizada por la
contraccién con los intertwiners. La imposicién del vinculo de difeomorfismos,
si bien es también andloga a la de la teoria completa, es un poco més sutil y
requiere algo de discusion. Recordemos del capitulo anterior que el vinculo de
difeomorfismos en términos de las variables reducidas a’,e? toma la siguiente

forma: v
d(N) = %/dmdyN“ (e?@aai — O (e?afl) + 636§5ijkaiez> (4.62)
Y su accién en a’:
{ab@),d)} = (V% + Ny, + e N0]odal) | (4.63)
Si el shift tiene la forma N = N%0,, la accién anterior se reduce a

{al(),d(N“0a)} = (al,N% + N*a )| (4.64)

Escrito en términos de la conexién a‘ = a’ + §25%:
{a,(7),d(N*0,)} = (2, NG + N°a, )| (4.65)

El lado derecho de la expresion anterior se puede identificar como la derivada
de Lie de a! en la direccién de N®9,. Entonces, la accién del vinculo de
difeomorfismos en una direccién perpendicular al vector de Killing sobre las
variables reducidas es andloga a la accion sobre las variables originales. Al
imponer estos vinculos sobre los estados de redes de espines, obtenemos que
aquellos grafos que estdn anudados de la misma manera en la 2-superficie o,
(esto es, que pertenezcan a la misma clase de equivalencia bajo un difeomorfismo
en o) son equivalentes entre si. Considerando ahora un shift en la direccién
perpendicular al plano N = N?3,, tenemos la siguiente accién del vinculo
sobre a’:

{al(2),d (N?0y)} = (al,N% + N?al, , +eijp N6 55ak) (4.66)
~—~
0 z

Esto no tiene la forma de una derivada de Lie; en principio pareceria que la
accién del vinculo d(0,0, N?) no es un difeomorfismo por lo que su imposicién
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sobre los estados de redes de spines no seria andloga al caso anterior. En el
capitulo anterior se verificé que esto se debe a la forma en la cual se impuso la
simetria axial sobre las variables canénicas. La condicion

Lrao, Al = cijpN Al (4.67)

implica que el vinculo de difeomorfismos en la direcciéon transversal al plano
tenga una parte proporcional al vinculo de Gauss en la direccién interna 3.
Reescribiendo d(N?d,) en términos de la conexién a! y redefiniendo A3 —
A3+ N¢ (siendo A* el multiplicador del vinculo g(0,0, A%)) se obtiene:

{al(%),d (N?0y)} = (@, N9 + N? &} ;) (4.68)
-~
o Iz
El lado derecho de la igualdad anterior es la derivada de Lie de la conexién &’ a
lo largo de N?94. Entonces la accién del vinculo d(N?3,) es andloga al caso de
la teoria completa: un difeomorfismo en la direccién del vector de Killing. Al

imponer el vinculo, obtenemos que dos superficies bidimensionales conectadas
por una deformacion en esta direccién son equivalentes entre si.

4.5 Operadores basicos

4.5.1 Holonomias y Flujos

Las dos variables bésicas de la teorfa son la conexién A% y su momento conju-
gado, la triada Ef*. Los estados cudnticos son funcionales de la conexién ¥[A].
Siguiendo el procedimiento descrito en al apéndice E. definimos los operadores

AL W[A] = AL W[A] (4.69)

ESU[A] = —ih8myG 0

s VAl (4.70)

Estos operadores no estan bien definidos en el espacio & pues el resultado de
aplicar cualquiera de ellos al estado W[A] no es invariante bajo transformaciones
de gauge ni bajo difeomorfismos espaciales. Por esto, es necesario definir ope-
radores que sean funcién de los operadores bésicos (4.69)-(4.70) y que si estén
bien definidos en el espacio XK.

Una holonomia H7 (A, ) (donde j es el spin de su representacién) es un funcional
de la conexioén por lo que pertenece a K, si la promovemos a un operador con
accién multiplicativa sobre los estados W[A]:

F9 (3)W[A] = H(4,7)[A)0[A] (4.71)

Esto si estd bien definido en K. De hecho, cualquier funcién cilindrica esta bien
definida como operador multiplicativo por ser estas funcionales de la conexién
A.

Luego, definimos la cantidad E;(S) como el flujo de la triada a través de la
2-superficie S:

Ei(S) = /S dotdo®n,Ef (4.72)
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siendo ¢! y 02 las coordenadas con las cuales parametrizamos la superficie S y
n, €l vector normal a la misma:

0z°(5) 02°(3)

n4(F) = €abe 9ol o2 (4.73)
Si promovemos (4.72) a un operador, toma la siguiente forma
0
Ei(S) = —ih8nG / do'do?ng () ————— (4.74)
s 0A4(x(3))

La accién de la derivada funcional sobre una holonomia H7(A,~) esta dada por
[55, 67]

(;jé(x)Hj(Aﬁ) =/dSﬁ(8)53(7(8)7x)[Hj(A,vl)rfj)Hj(A,72)] (4.75)

donde ~(s) es una parametrizacién arbitraria de la curva v, y el punto s la divide

@) indica en qué representacion se encuentran

en y1 y 72, mientras que el j en 7;
las matrices de Pauli.

Entonces, la accién de F;(S) sobre la holonomia H(A,~) estd dada por:

| s o
EA(S)HI (A, y) = —iHSWG/Sdalda eamaa @ )aao(z) ? -
)

A
0x8(3) 07 (&) 0x”
— 17 2 = =
= zh87rG/ /da do“dseqpy 50T 807 Os —5*(#(5), 7(s))

x HO (A7) rP HI (A, 72) (4.76)

HU (A7)

donde se supuso que la curva - intersecta a la superficie S en un solo punto P,

el cual separa a 7y en 71 y 2. Si consideramos el siguiente cambio de variable

de (01,02, s) a (1, 22, 23):

(o, 0% s) = 2o, 0?) + 2%(s) (4.77)

cuyo jacobiano es precisamente

O(xt, 2%, 23) 0z® Oz’ Ox°
_ _ . or" or Ot 4.
J d(ol,02,5) ‘b 9ol 902 s (4.78)
se puede verificar que (4.76) da como resultado:
Ei(8)HY (A, ) = £ih87GHY (A, )7 HI (A, 72) (4.79)

La accién del operador (4.74) es introducir la matriz +iA87G7; en el punto
de interseccién de la curva v y la superficie S. Si hay varios puntos P de
interseccion, el resultado anterior se extiende a

Ei(S)HI(Ay) = Y. +ih8rGHI(A,~)r? HI (A,]) (4.80)
Pe(8ny)

A partir de este resultado se puede calcuar facilmente la accién de F;(S) sobre
estados de redes de spines. Este operador no sélo no es invariante gauge sino
que ademads su transformacion es complicada debido a la integral de superficie.
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4.5.2 Operador area

El drea de una 2-superficie S (descrita por las coordenadas o' y 02) se puede
expresar en términos de la triada de la siguiente manera:

A(S) = /Sd%—E (4.81)

Con E = \/naE?ngEgg . Se puede construir el siguiente operador discreto aso-
ciado a esta cantidad cldsica:

B(S) = 3" Eu(S)Eu(S) (482)

Siendo E;(S) el operador cuya accién estd dada por (4.80). Dado un estado
de red de espines |S) con un grafo I', supongamos que este intersecta con S
tinicamente en un punto P, contenido en una tnica arista v la cual tiene spin
jp en I'. El operador E;(S) actuard unicamente en la holonomia a lo largo de
esta arista de acuerdo a (4.80):

Ei(S)HI" (A,7") = £ih8nGHI™ (A, 7] )riHI™ (A,77) (4.83)

Al actuar con el segundo operador E;(S), este introduce otra matriz 7; entre
HIP (A7) y HIP(AA7):

> EAS)EAS)HI? (A7) = (in87G)? Y (7 (A D)rl e 00 v (4,48))

= ($7Gh) l

T bp(jp + 1)ij (A77f)HjP (A77§)
= (87Gh)

2j
%ip(jp + 1) HIP (A,47)
(4.84)

Donde se usé que — Zri(j £ )Ti(j ?) = jp (jp + 1) 1Id, siendo jp la representacién
de la holonomia H7? (A,~v¥) e Id la matriz identidad. Entonces:

E*(8)[S) = (87Gh)*j(jp + 1) |S) (4.85)

Si T intersecta con S en mas de un punto, al aplicar £2(S) sobre |S) tendremos
matrices 7; contraidas en diferentes puntos, por lo que el resultado no seréd ni
siquiera invariante gauge. Para obtener un operador invariante de gauge, vamos
a particionar la superficie S en N superficies S,,, n = 1,..., N tales que I'
intersecta con cada una de ellas a lo sumo una vez. Con esto, definimos el
operador

A(S) = lim Y \/E2(S,) (4.86)

N—o0

Aplicando este operador a un estado |.S) de red de espines con grafo I':

AS)[S) =8xGh Y ir(ir+1)|5) (4.87)

Pe(Sur)
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Vemos entonces que el area de la superficie S se obtiene como la suma de las
contribuciones de las aristas que intersectan con ella.

Una arista cuyo spin sea j y que intersecte con la superficie contribuye una
cantidad de 87Gh+/j(j + 1) al drea total de la misma. Notar que el valor més
pequeno posible en (4.87) se da cuando una sola arista intersecta la superficie
Sy su valencia es 1/2, en ese caso, el drea de la superficie serd

Ag = 4V3hnGe™3 ~ 107 %6cm? (4.88)

La cantidad Ag es una especie de cuanto de drea. Ningun drea puede ser medida
que sea mas pequena que esta: El area estd discretizada. Esto no fue impuesto
a priori sino que es una consecuencia directa de la cuantizacién de la teoria.

Simetria axial

Las superficies compatibles con la simetria axial son aquellas paralelas a la 2-
superficie o sobre la cual estdan definidas las variables candnicas, o aquellas que
tienen la forma ~y, x @, siendo v, una curva contenida en ¢ y ® un intervalo en
la recta real. Consideremos primero el caso en el cual la superficie S es de la
forma 7, x ®. Dada una holonomia en una representaciéon jp a lo largo de una
curva v contenida en la 2-superficie o tal que esta intersecta con S inicamente
en un punto P, usando (4.84) tenemos:

> EAS)EAS)HI? (AAF) = (87 G)2 Y (HI7 (A )70 700 107 (AL

— (87Gh)

7Gh)?jp(Jp + 1) HIT (A, 70, ) HIT (A, 7,)
= (87Gh)

%
2Gp(p + DHIP (A77)

(4.89)
Por otro lado, si la superficie S es paralela a o, sea HI7 (A, 75 ) una holonomia
puntual a lo largo de una érbita (no necesariamente cerrada) en la direccién del
vector de Killing tal que intersecta con S un punto P, entonces:

) 028 (&) 027 (&) ]
. Py _ _ 1792 4 P
Ei(S)H(A,vy) zh87rG/Sda do“espy S0l Ba2 (5Afz)(f(&’))H(A77¢)

) 028 (&) 027 (&) 0z?
- _ 19 2 o0z 3 o
= zh87rG/S[{do do“dsegsy 9oL 902 B 0°(Z(8), Z(s))

X H(A, v ) mH (A, 7,) (4.90)

Tanto la coordenada z® como el pardmetro s se pueden identificar con la coor-
denada ¢ adaptada al vector de Killing. La integral en s entonces tinicamente
selecciona el valor de ¢ en el cual 'yg intersecta con S. El resto de las cantidades
no dependen de ¢. La integral en la 2-superficie o se puede realizar de forma
completamente andloga al caso de la teoria completa. Entonces, el resultado de
aplicar E2(S) a U(A,fy(f):

E*(S)H(A,7f) = (87Gh)%j,(jp + 1) H (A, %) (4.91)

Para ambos tipos de superficie, si un estado estd basado en un grafo I' que
intersecta en mas de un punto con S, el operador A(S) se construye de forma
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idéntica al caso general: Entonces, dada una superficie S (ya sea esta paralela a
o o de la forma vy, x ®) y dado un estado |S) basado en un grafo I' que intersecta
a S en mas de un punto se tiene, andlogamente a la teoria completa:

A(S)|S) = 8nGh Z Jp(Jp +1)19) (4.92)
Pe(SUr)

Siendo j, el spin de la representaciéon de la holonomia correspondiente a cada
interseccién de la superficie S con el grafo T

Y

Figura 4.2: Tipos de superficies compatibles con la simetria axial. La superficie
en rojo es transversal a las 6rbitas del vector de Killing mientras que la azul es
del tipo 7y, X ® descrito al comienzo de la subseccion.

4.5.3 Operador Volumen

Clasicamente, el volumen de una region espacial R se puede escribir en términos
de la triada densitizada:

1 y
Vr[E] = /ﬁ d3x\/3! |eabec* EX BV EY| (4.93)

Vamos a construir ahora, siguiendo [10] , un operador Vz[E] sobre el espa-
cio de los estados de las redes de spines correspondiente a la cantidad clasica
(4.93). El primer paso a seguir es introducir una regularizacién de este opera-
dor, considerando primero una expresién clasica aproximada para el volumen
de R. Podemos suponer, sin pérdida de generalidad, que R se puede cubrir con
un solo sistema de coordenadas {z®}. Consideremos ahora una regién de ¥ que
contiene a R la cual puede ser cubierta por una familia de celdas cibicas €
cuyas caras son paralelas a los planos de coordenadas. Dentro de cada celda
consideremos una terna ordenada de 2-superficies orientadas S*, a = 1,2,3
definidas por z* = cte.. Vamos ahora a particionar R con estas celdas cibicas,



88 CAPITULO 4. GRAVEDAD CUANTICA DE LAZOS

considerando, si alguno de los cubos no estd contenido en R, solamente su in-
terseccion con esta. Dada una de estas particiones, definimos para cada cubo
C € €6 la siguiente cantidad clésica:

qo|E) = %etijkeabcEi(Sa)Ej(Sb)Ek(SC) (4.94)

Si la arista de estos cubos es L¢, cuando Lo — 0, el flujo E;(S,) tiende a
LZE?. Entonces, en el limite Lc — 0 la cantidad g¢[E] tiende a LE, veces el
determinante de E{ evaluado en cualquier punto interno de la celda C'. Dada en-
tonces una particién de R, podemos construir, a partir de (4.94), una expresién
aproximada para el volumen de R:

VEIE] =" V]aclE]] (4.95)

Cee

Dado ¢ > 0 tal que Lo < ¢ para todo C' € 6, tenemos

lim V£ [F] = Vg[E| (4.96)
e—0
Dado que la cantidad g¢ se escribe unicamente en términos del flujo de la
triada densitizada a través de superficies bidimensionales, podemos promover
esta cantidad a un operador en el espacio de las funciones cilindricas:

GelE] = e eaeBi(S) B (S)) Bi(S.) (4.97)

. . v .
Entonces, se puede construir un operador asociado al volumen de la regién R
particionando la misma con una familia € de regiones ciibicas C:

VEIE] = > VliclE] (4.98)

€cC

Los operadores E’i(Sa) se pueden escribir en términos de operadores de momento
angular Jgae asociados a un punto z € ¥ y una arista e que tiene por uno de sus
extremos a x; ¢ es un {ndice en su(2). Dada una funcién cilindrica de la forma
U f[A] = f(H(A,Yey )5 H(A e)s - o H(A, 7e,,)), 1a accién de J , sobre la
misma estd dada por

JL Up p[A] = iXWp f[A] (4.99)

La accién de X’ estd definida por

(H(A,v)n)}é% si e es saliente a =
i _ B(H(A A
XB\IIF’f[A] - {(ﬁH(A”Y))ga(H(if A si e es entrante a x (4100)
e

Luego, con una regularizacién adecuada, se puede probar que [9]
A 1 .
EY(S) =5 zg:s [z]: ks ([e]) Iy e (4.101)

La suma se hace en todos los puntos x de la superficie S, mientras que [e] denota
las clases de equivalencia de las aristas que tienen por uno de sus extremos al
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punto x y coinciden con e a menos de la orientacién en un intervalo finito. El
ntimero xg([e]) toma los siguientes valores:

0, si e es tangencial a S o no intersecta con la misma ,
ks(le]) =< +1, sie tiene una unica interseccién con S y estd encima de la misma
—1, si e tiene una unica interseccién S y estd debajo de la misma

(4.102)

Vamos a verificar esta igualdad en un caso simple. Dada una 2-superficie .S, un
punto P € S y una arista 7 tal que SN~y = P. Sean 7; y 72 aristas tales que
P es uno de sus extremos y ademds 71 o y5 = y. Elegimos una orientaciéon de
S tal que 5 estd encima de la misma y ~; estda por debajo; por otro lado, la
orientacién de v es tal que P es el extremo final de 7; y el extremo inicial de
72. Consideremos la funcién f = (H(A,'y))g, esto es, una componente de la
holonomia a lo largo de . La funcién f se puede escribir de la siguiente manera:

f=(H(A72))6 (H(A )5 (4.103)
La accién de (4.101) sobre f estd dada por:

BU(S)f = 5 S S ws(DTif = 5 (Thoy — Tho) £ (4.104)

xES [e]

Dado que v es la unica arista que intersecta con S, en la segunda igualdad se
us6 que P es el inico punto de S que contribuye a la suma en x. Luego, como
la suma en e se hace en todas las aristas que tengan a P como un extremo,
tendremos las contibuciones de v; y 2. La diferencia de signo entre ambos
sumandos en el tltimo paréntesis se debe a que dada las orientaciones de Sy
elegidas, el factor kg vale 1 para 2 y —1 para ;. Usando (4.99) y (4.100):

i . ’ 0
Jpyf =1 ((H(A’%)Ti)é/) m [(H(Aﬁz))é (H(Aﬁl))g}

= (H(A,v2)m) e (H(Am))G
(4.105)

0 N .
) 9 (H(A2)C, {(H(Amz))c (H(A,%))B}

= — (H(A,72))5 (H(A,m)5

’

b d =i (=7 (H(A,3)5,

(4.106)
Introduciendo estos resultados en (4.104):
E'(S) (H(A,9)p = (H(4,%2))& (1) (H(A, )y (4.107)
Entonces:
EY(S)H(A,y) = H(A, v2)mi H(A,71) (4.108)

resultado que coincide con (4.80). Reescribiendo (4.97) en términos de los ope-
radores de momento angular:

~ 1 ~ .. .
qc = ?Q’jk‘sabcE (Sa)Ej (Sb)Ek(Sc)

1 a c ) j
= @Eijkgabc Z Z Z Z K ([61]) K’b ([62]) K ([63]) JZEl,elJZ‘Z)Q,EQ J:fg,(ig
21€8q T2€Sy T3ESC [e1],[e2],[es]
(4.109)
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donde se definié x*([e]) := kga([e]). Usando las relaciones de conmutacién

Jhes Tl | = 10000y e T (4.110)
y el hecho de que los operadores de momento angular son auto adjuntos, se
puede probar que o es también un operador auto adjunto: Esencialmente, si
[ei] = [ej], entonces el sumando correspondiente en (4.109) es cero debido al
factor e.p.k?k’kS; entonces, (4.109) estd formado por suma de productos de
operadores de momento angular correspondientes a aristas diferentes los cuales
conmutan entre s [10] . Podemos entonces tomar el valor absoluto y la raiz
cuadrada de ¢¢ para construir un operador asociado al volumen aproximado de
la regién R:

V=" lgcl"? (4.111)
cee

Vamos a pedir ahora que la particion de R cumpla las siguientes condiciones
adaptadas al grafo I' de la funcién cilindrica sobre la cual actia:

e Cada vértice v estd contenido en el interior de una celda C' y es ademas
la interseccién de las tres superficies S1, 52 y S? correspondientes a dicha
celda. Ademads, cada celda C' contiene a lo sumo un vértice de T,

e Si una celda C no contiene ningin vértice, entonces la terna de superficies
correspondientes a esta intersectan a I' en a lo sumo dos puntos.

Si la particién cumple estas condiciones, entonces se puede ver facilmente que
si una celda C' no contiene ningun vértice, su contribucién en (4.109) es nula
debido al factor e45.. Luego, si la celda contiene un vértice v, es facil ver en
(4.109) que la tnica contribucién a las sumas en x1, z9, 3 viene de v pues este
es el tnico punto dentro de C el cual tiene al menos tres aristas adyacentes
diferentes. Entonces, dada una funcién cilindrica Wr ; se tiene que

A 1 a c % j
Gc¥r.f = [g€ijkCabe o w (e 8 (lea)) 8 (lex)) Th ey Th e, Ther Ve, g
(1],17],[K]
(4.112)

donde I, J y K denotan a las aristas que pasan por el vértice v. La accion de este
operador depende de las superficies S* tinicamente a través de sus propiedades
en el vértice v; entonces, se mantiene invariante al refinar la particion y hacer
tender la celda C a v. Ademas, si consideramos el espacio de funciones cilindricas
Cylp basadas en un grafo IV tal que este difiere de I en a lo sumo vértices
bivalentes, la accién de (4.109) sobre tales vértices es nula, por lo que el operador
volumen definido sobre Cylp, coincide con aquel definido para Cyly.

Operador volumen promediado

El operador (4.111) depende del sistema de coordenadas que elegimos a traves
del factor

H([ef]a [61]], [ekD = Eabcﬁa([el])/ib([eﬂ)KJC([QS]) (4113)
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Para eliminar esta dependencia, se puede realizar un promediado como se descri-
be en [10] . Lo primero que hay que notar, es que si bien en principio uno tiene
libertad infinita en los sistemas de coordenadas que puede elegir, la dependencia
de (4.111) del sistema de coordenadas se da unicamente a través del factor
k([er], [es], [ex]), por lo que esta libertad resulta ser en realidad finita. Para
simplificar vamos a centrarnos una dnica celda C' de una particién de la region
R adaptada a un grafo I', considerando dos sistemas de coordenadas dentro de la
misma como equivalentes si dan como resultado el mismo «([er], [es], [ex]) para
todas las ternas de aristas del grafo I" que pasan por el vértice v € I'. Dadas dos
clases de equivalencia y un sistema de coordenadas en una de ellas, se puede
obtener a partir de este otro sistema de coordenadas perteneciente a la otra
clase de equivalencia mediante la accién de un elemento del grupo GL(3)" de
transformaciones lineales que preservan la orientacion. La componente diagonal
de este grupo diag GL(3)™ tinicamente reescala las coordenadas, por lo que para
deshacerse de la dependencia de las coordenadas basta con promediar en el
grupo GL(3)"/diag GL(3)*. Los sistemas de coordenadas relevantes entonces
se pueden identificar con un conjunto abierto 8 del espacio S? x 5% x S2, descrito
por seis coordenadas a las que llamaremos #4, A =1,...,6. Dada una particién
adaptada de R formada por una familia de celdas ciubicas €, dada C' € € y
un sistema de coordenadas {z®} centrado en v € T', se puede obtener a partir
de este otro sistema {z%(6*)} mediante la accién de un elemento 84 € 8. Con
este nuevo sistema podemos construir otra particién adaptada a I'. Sea C'(0) la
celda en esta nueva particién que contiene al vértice v, para cada 64 € S obte-
nemos un operador ¢% reemplazando C' — C(6) en (4.109). Dada una funcién
de probabilidad normalizada ;(6) tal que |, s df®u(6) = 1, el promedio de ¢& de
(j% estd dado por

G Wr :/dﬁeu(e)qgwp’f (4.114)
N

1 av 7 j

=5 £ (ler] s es) s [ex)) €iju Ty e, The, Th e Wy (4.115)
1,0,K
siendo
Y (ler] [eg] s [ex]) = /d69u(9)f€ (les][es], [ex], 0) (4.116)
N

En [10] se prueba la existencia de una medida p(6) tal que el operador Volumen
es invariante bajo difeomorfismos. Ademads, el requerimiento de invariancia bajo
difeomorfismos determina k*¥ (y por lo tanto el operador Volumen) a menos de
una constante multiplicativa:

k(ler]. [es],[ex],0) = K(u(o))€ (er,e7,¢eK) (4.117)

para una constante ,(6) dependiente de la medida. € (e, e, ex) es la funcién
orientacién la cual vale cero si las direcciones tangentes a las aristas er,ey y
ex son linealmente dependientes y vale +1 si son linealmente independientes y
estan orientados positiva o negativamente. Entonces:

/Sd69u(9)fi (ler][es] s [ex], 0) = roe ([ea], [ea] ; [e3]) (4.118)
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Siendo kg una constante arbitraria. Con esto, podemos construir el operador
Volumen promediado. Dada una region R € X, definimos Vg, el operador
asociado al volumen de R, cuya accién en una funcién cilindrica ¥ ; estd dada
por

VRUr s =ro > /1@ r s (4.119)
donde se definié

GoVr = 486”,6 > elee €) I} T I T g (4.120)

e, e/ e’

Finalmente, el operador volumen se puede escribir de forma “intrinseca”, sin
hacer referencia a ningin grafo. Dada una region espacial R € ¥, definimos

Ve =ro > V]Gl (4.121)

TER

Con

qu = -5 Z Eijke(eh €2, 63)Jw e1 Jajc €2 Jalj es (4'122)

[e],[e2],[es]

La suma en [es], I = 1,2,3 se hace en todas las clases de equivalencia de curvas
que tienen a x como uno de sus extremos. Este operador es invariante de gauge
y covariante bajo difeomorfismos, por lo que se puede restringir ficilmente al
espacio Kqif-

Accién del operador Volumen

Es posible probar que Vz tiene (al igual que el operador drea) un espectro
discreto sin importar la eleccién de la regién R. Ademds es fécil verificar que
dada una funciéon f cilindrica con respecto a un grafo T, Vi f sigue siendo
una funcién cilindrica on respecto al mismo grafo. Vamos a considerar por
simplicidad un grafo I' y un vértice v € T" tal que v es trivalente y es ademaés el
tnico vértice no coplanar en I'. Consideremos ahora un estado de spin network
S; sean e1,es y e3 las aristas adyacentes a v y sean ji,jo v j3 los spines de las
holonomias a lo largo de los mismos, podemos escribir a S de la siguiente forma:

§ = SP PP (H(A,e1))p (H(A, e2))a2 (H(A ea)) Bt - iagapa,  (4123)

Siendo i4, 4,4, €l intertwiner entre las representaciones ji, j2 y j3 mientras que
B1B,B . .

§P1B2Bs denota al resto de la spin-network. Aplicando el operador i;x.J}, ., J7 ., * es

a este estado obtenemos

cijpdi o Ji TR, S

v,e1” vV,€e2 7 V,€3

= §P1BBs e (H(Ave) (r)) gt (H(A e2)(9)2) 50 (H(A,e3)(T8V2) 3 - iayaaag

= SBBB L (H(A, 1)) gt (H(A,2)) 5 (H(A,€5)) 5 - il asag
(4.124)
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Donde se definié

. i Al N AL AL
Z£41A2A3 = €ijk ((7-1)]1)141 ((7-3 >J2)Az ((Tk)n)Az LAL AL AL (4.125)

Esto se extiende fcilmente al caso general: Dada una spin network Ug[A] de
la forma (4.59):

Ug[A] = (@l@RJ’l (H[A,m])) : (Qgin> . (Q?Rjk (H[A,%k])) (4.126)

Al aplicar el operador volumen, tenemos
Vetslal = (r (A ) - (o0 ) (eR"(HlARD)  (a12)

Entonces, Vi actda tUnicamente en los intertwiners de una spin network sin
alterar el grafo I

Casos particulares

En esta seccién vamos a estudiar la accién del operador Volumen sobre algunos
vértices simples ya que utilizaremos estos calculos en lo que sigue. Debido al
factor €([e1], [e2], [es]), aquellos vértices cuyas aristas adyacentes sean coplanares
son aniquilados por el operador volumen. Por otro lado, si v es un vértice
invariante gauge, el vinculo de Gauss implica [10]:

N
G=> Ji., =0 (4.128)
I=1

Siendo ej las aristas adyacentes al vértice. Si en particular el vértice es triva-
lente:

Jv,eg = 7J’U782 - Jv,el (4129)
Por lo tanto
gijk‘]jﬁael J£762 ‘];f,es = _6iij;,el JQJ;,CQ(JJ)C,CQ + Jtlf,el) =0 (4-130)

Entonces, los vértices trivalentes invariantes gauge son también aniquilados por
el operador volumen. Luego, si el vértice es cuatrivalente:

Jv,e4 = 7‘]1)763 - Jv,eg - Jv,el (4131)

En ese caso:

€ijk€([el]7 [6.]], [eK])Jz,el J’g,EJJ’LIiSK

= ciji (e(er e e3) I o Jh o, I8 o+ € (easeares) Jh o Th o % (4.132)

xr,e1 " IT,e2 " T,e3 Tr,eq  T,e2 7 T,E3

+€(617€4,€3)Ji Jj Jk +6(€1,€27€4)Ji Jj Jk )

Tr,eq1  X,eq4  IT,€3 xr,e1 ~IT,e2 7 X,E4

Usando (4.131), se puede verificar que

) j k
sijke(617 €7, eK)Jv,eI J1J),eJJ1),eK

(4.133)

_ ) j k
- Eijkn(el’ €2, €3, 64)Jz,el J:g,ez Jx,eg
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Donde se definié

Ii(€1,€2,€3,€4) = 6(61,62,63) - 6(61762,64) - 6(61,64763) —€ (64762,63)
(4.134)

Entonces, la accién de Vg sobre un vértice cuatrivalente es, a menos del fac-
tor geométrico k(ey,es,e3,e4q), igual a la accidén sobre un vértice trivalente no
invariante de gauge con aristas adyacentes ej,es y es. El factor (4.134) de-
pende tinicamente de la orientacién relativa de las direcciones tangentes de las
aristas é;, I = 1,2,3,4 en el vértice. Si las aristas son coplanares, entonces
k([e1], [e2], [e3], [e4]) = 0. En caso contrario, siempre se pueden encontrar coor-
denadas tales que ¢; = (1,0,0),é2 = (0,1,0),é5 = (0,0,1) por lo que (4.134)
queda determinado por el valor de é4. Se puede probar que todos los casos son
difeomorfos a los siguientes valores:

€4 = (17 ]-a 1)7 (717 *17 71)7 (13 170)7 (ila 7170)36537 7é3 (4135)
Los valores de (4.134) son en cada caso:

k(led], [e2]es], [ea]) = —2,4,-1,3,0,2 (4.136)

Vértice trivalente no invariante gauge

En [24] se calculd explicitamente la accién del operador volmen en un vértice
trivalente no invariante de gauge basdndose en los resultados de [30] . Dado un
estado de spin network ¥r basado en el grafo I', denotaremos por |v) al estado
asociado vértice v € I' trivalente no invariante gauge:

(Alv) = H7* (A, e1) 5 H? (A, e2) 52 H* (A, €3) 5 - ia, 4,4, H/1 (A, e3) 55" (4.137)

Los indices By, By y Bs estan contraidos con el resto de la spin network en el
estado U, mientras que los indices A4 y By son libres. Por simplicidad vamos
a suponer que j4 = 1/2. La accién del operador Volumen sobre |v) estd dada
por

. 1 R
V}% lv) = 9% Z eler,eq,ex )Wy rir)| |v)

€1,€J,€K

(4.138)

W['u,123]

]

16

Para usar una notacién similar a la utilizada en [24] se definié

WU,IJK = 2eik 0 o JI Jk (4.139)

verYv,eyYv,ex

La accién de W(j23 sobre un vértice trivalente no invariante de gauge genérico
se calculé en [30] :

W23 [vs) = > Wi(p,q,7,s) |vr) (4.140)
I
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P, q, 7 son las valencias de las representaciones de las aristas adyacentes al vértice
y s la valencia del vértice. El supraindice J denota la valencia del intertwiner
en el vértice. Graficamente esto se puede representar de la siguiente manera:

p r

q S (4.141)

Las lineas externas p, ¢ y r representan holonomias de spines p/2,q/2 y r/2
respectivamente, mientras que la linea externa s indica que bajo una transfor-
macién de gauge, v transforma bajo la representacién de spin s/2. El nodo entre
las lineas de valencias p, ¢ y J representa un intertwiner entre las mismas. Para
un vértice de la forma (4.137), es claro que si identificamos p = 2j; y ¢ = 2Js,
entonces J = 2j3,7 = 2j3 £ 1, mientras que s = 1:

(Afo) = H” (4, e1) 2 H (A, e2) 32 (H (A, ea) 5 HY2 (A, e0) 2 ) iasanag
J
(4.142)

p q r£l

El producto (Hj3 (A, eg)ngj“ (A, 63)22) se puede descomponer en holonomias
a lo largo de ez de spines j3 £+ 1/2 (o sea, valencias r £ 1); luego, i4, 4,4, €S un

intertwiner entre las representaciones ji, jo ¥ J3:

NP4

Hit(A, el)g;

Hj2 (A, eg)gz

SV
IS

(H74(A, e3) 5 HI1(A, e5)

4)=/~i1

p

ﬁ

1AL A, Az —
q (4.143)

Luego, al aplicar una transformacién de gauge, el vértice transforma bajo la
representacién de spin 1/2; pues H“(A,e;g)gz no tiene sus indices contraidos
con el intertwiner. Entonces, usando la definicién (4.141), tenemos que J = r y

s =1 para el vértice (4.137).
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Para obtener los valores posibles de I en el lado derecho de (4.140), basta con
analizar la accién del operador J% . sobre |v):

JE . (A) = Jk Hjl(A,el)giH”(A,eg)gz

v,e3 v,e3

) ) (4.144)
(HJS (A> 63)22 =2 (Av 63)21) "lA1 Az A3

El operador J¥_ actia sobre el producto <Hj3(A,€3)ngi1/2(A763)22) =

v,€e3

HjSil/z(A,eg)gggi de acuerdo a las definiciones (4.99),(4.100):

- . . A3Ay
TE G HIE2 (A, e) ot = (HIH12(4, ) (Tk)JBﬂ/Q)B . (4.145)
304
Entonces:

W[U7123] H (A7 el)gi H7 (A7 62);2 H (Av 63)g2Hj4 (Av 63)%1 1Ay Ay Ag

(4.146)

) ) ) A3C
— HJl(A7el)giHJ2(A7e2)gz (Hjsil/z(AeS)) 3Ca

A
o Be : (ZI)ATA2A3C4

Donde se definié

A i AL VAL e ALAL
()4t apagen = 260k ((T)7) 0 ((F7)Y2) 2 ((T2) 42 o - iagagay,  (4.147)

Los indices Az y C4 (los cuales por separado toman valores 1,...,2j3 y 1,2
respectivamente) vienen del acoplamiento de H73(A,e3) y H'/?(A, e3), por lo
que podemos sustituirlos por un solo {ndice (al que llamaremos simplemente As)
que toma los valores 1,...,2j3 + 1:

(i’)ﬁjA2A3C4 - (z”)ﬁjAzAs As=1,...,2j5+1 (4.148)

La cantidad (i’)‘:‘l‘AQAS acopla representaciones de spines ji, jo,j3 £ 1/2 y una
representacion de spin 1/2. De forma andloga a (4.25), esto se puede representar
graficamente de la siguiente manera:

P r+1 D r+1
— 3 N\
q 1 d q 1 (4.149)

Los tinicos valores posibles de I resultantes del acoplamiento de las lineas ex-
ternas r + 1 y 1 son r,r + 2. La matriz W1 es antisimétrica en I y J mientras
que como vimos anteriormente, r = .J, por lo que los inicos valores de I que
contribuyen a la suma son entonces I = r + 2. Entonces, podemos reescribir
(4.140) como

W[U,123] "U> = W:i2(p,(b7ﬂ +1, 1) ‘vr:t2> (4150)
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El valor absoluto de la matriz W/*2 es proporcional a la identidad (es una
matriz antisimétrica de dos dimensiones); entonces, el operador volumen actia
de forma diagonal sobre el vértice v de acuerdo a (4.138):

. 1. 1
Fielo) = /|35 Wiosza 10) = 1ol £ o (4.151)
Siendo
w(p,q,r+£1,1) = \/\W:ﬂ(p,q,ri1,1)] (4.152)

Vértice cuatrivalente en espacio axisimétrico

Supongamos ahora que el espacio R tiene simetria axial. Sea |S) un estado de
spin network definido sobre un grafo I' de la forma (4.59). De manera andloga a
(4.137) definimos |v), un estado asociado a un vértice v € I' cuatrivalente. Sean
e1 y es, aristas adyacentes al mismo contenidas en la superficie o, perpendicular
al vector de Killing espacial 0y, y sea e3 una curva cerrada tangente a una orbita
de 0y. Si el vértice es invariante gauge, el estado |v) tiene la siguiente forma:

(Alv) = H7 (A, 1) H? (A, e2) 52 H* (A, €3)4° i 4, 0, (4.153)

Este vértice tiene volumen nulo pues corresponde al caso é4 = é3 en (4.135): Al
ser eg una curva cerrada, la cuarta arista adyacente al vértice es la misma e3.
Supongamos ahora que actuamos en |v) con una holonomia en la representacién
fundamental a lo largo de pes, siendo |u| < 27. La accién de §, sobre |[v) =
H'/2(A, pes) |v) tiene dos contribuciones:

R Ko i i i i
Qv |’Ul> = 5 Sijk (6([61]7 [62]7 [63])‘]11,@1 Jij},eg szc,eg =+ 6([61]7 [62]5 [64])‘]1),61 ‘]1{,62 Jiljc,&;)

8
(4.154)

Aligual que el caso invariante de gauge, tenemos que €([e1], [e2], [e3]) = €([e1], [e2], [e4]),
pero al ser el vértice no invariante gauge, la relacién (4.131) no se cumple por

lo que el operador ¢, tiene una accién no trivial sobre [v'). En términos del
operador W, definido en (4.139), tenemos

1

% Z eler.eq, ex)Wi1sx)

€1,€J,EK

1 ~ ~
= ‘16 (W[v,123] + W[v,124]>

Vi ') = [v")

(4.155)
V)

La accion de los operadores W[v’lgg] v W[U7124] sobre |v’) fue calculada explici-
tamente en el apéndice B, utilizando técnicas de recoupling introducidas en el
capitulo 6. Los resultados son los siguientes:

W24 [v) = (Wi(p, g, m,7)) [0'7) (4.156)
Wieazs) [V = (Z3x(p, v, r £ 1)) [0 ) (4.157)
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Siendo |v’ 1 > el vértice cuatrivalente no invariante gauge con una arista virtual
de valencia I:

p r r=+1
”U/I>:\ I r

q 1

(4.158)

mientras que |v’ JK > tiene dos aristas virtuales de valencias J y K:

r+1

p\ "
\U’JK>—/ S
q I

(4.159)

Luego, los coeficientes de las combinaciones lineales estdn dados por las siguien-
tes expresiones:

Wi = > {5ar} (M) (5 15r OF) {L 2 4} Tetla, b, 0,2, 2,2

k=q,q%2
Ziearr1)= 3 {Tonh (W) {4 2 03)
k=q,q%+2
FRL D8} Tetlg k,q,2,2,2]
(4.160)
Donde A% = (—1)(@+b=)/2(_1)(@"+'=c)/2 "con o/ = zp(x+2) y
J (—=1)%(S +1)!
Tet[A, B,C,D,E,F] = = (4.161)
é mS;SM Hz (S - al)' Hj (bj — S)'
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Siendo
A+D+E B+D+E+F
“u=—0 blif
B+C+E A+C+E+F
G = —— bng
A+B+F A+B+C+D
a3 = ————, by = —————
2 2 (4.162)
C+D+F
ay = —————
2
m = max {a;}, M = min {b;}

€=ABICIDIE'F!, .5 =] - a)
j

Caso general: Vértice de valencia n

Sea |v) un vértice invariante de gauge de valencia n y sean ey, ..., e, las aristas
adyacentes al mismo las cuales tienen valencias Py, ..., P, respectivamente. De
manera andloga a (4.26), este vértice se puede representar graficamente de la
siguiente manera:

P3 Pn72

i2 Zlnfl

Usando una notacién similar a la de (4.158) y (4.159):

o)y = > i) (4.164)

i15eeeyn

La accion del operador Wy gk sobre |vi1"'i"> se puede expresar de la siguiente
manera:

11.0.ln

pfrny (4.165)

Wy = 3 (W)

k1,..skn

ki...kn

Los elementos de matriz (WI(SL)K> 1: fueron calculados en [30] , donde ademés

se probd que esta matriz es antisimétrica y diagonalizable con valores propios
reales. El valor absoluto de estas matrices es también diagonalizable con valores
propios reales positivos y su raiz cuadrada estd bien definida. FEl operador
volumen es entonces diagonalizable en la base de las spin networks.
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Capitulo 5

Hamiltoniano de Thiemann

Los primeros intentos de construir un operador correspondiente al vinculo Hamil-
toniano comenzaron en el marco del formalismo ADM. El vinculo tiene una de-
pendencia complicada y no polinomial en las variables canoénicas, lo que hacia
parecer que completar el programa de cuantizacion fuera practicamente imposi-
ble. El uso de las variables de Ashtekar reales permitié reformular la Relatividad
General como una teoria de gauge de grupo SU(2) en la cual los vinculos toman
una forma mucho mas simple con respecto a las variables canénicas. Usando este
formalismo, en el capitulo anterior definimos el espacio cineméatico de estados
y operadores asociados a los vinculos de Gauss y de difeomorfismos, hallando
también el espacio de estados de soluciones a estos. El vinculo Hamiltoniano
por su parte presenta una dificultad a la hora de intentar cuantizarlo, es una
densidad escalar de peso 2 (para obtener una densidad escalar de peso 1 es
necesario absorber un factor 1/,/q en el lapso). En general, un operador corres-
pondiente a una densidad escalar de peso diferente de 1 debe ser renormalizado,
esto a su vez introduce una escala de longitud lo cual no tiene sentido en una
teoria invariante por difeomorfismos. En este capitulo construiremos el oper-
ador correspondiente al vinculo Hamiltoniano siguiendo [64] , donde se logréd
solucionar este problema reescribiendo el factor 1/,/q en términos del operador
volumen, obteniendo un operador Hamiltoniano bien definido libre de anomalias.
Mostraremos esta construccion primero en el caso de la teoria completa y luego
construiremos el operador correspondiente al vinculo Hamiltoniano de la teoria
reducida por simetria.

5.1 Teoria completa

5.1.1 Hamiltoniano euclideo

En la teoria completa, la parte euclidea del vinculo Hamiltoniano estd dada por

N . ,
_ 3 1 [ I rm a b
Hg(N) = . d x—\/ﬁ (Ah o — ALy + €umALAY) € ES EY
— / Py i i ESEY (5.1)
. /*E ab=1] 7k

Para promover esta cantidad clasica a un operador es necesario escribir to-
das las cantidades en términos de operadores bien definidos en el espacio de

101
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Hilbert (procedimiento usualmente denominado holonomizacién). La curvatura
se puede obtener facilmente a partir de una holonomia en un bucle infinitesimal,
mientras que las componentes de la triada se pueden obtener a partir de flujos
en superficies infinitesimales. El factor 1/v/E sin embargo es no polinomial en
las variables candnicas lo que complica enormemente esta tarea. Una forma de
obtener un vinculo polinomial es absorber este factor en el lapso (esto es, re-
definir el mismo). Sin embargo, como se mencioné anteriormente, el vinculo re-
sultante es una densidad escalar de peso 2, por lo que habria que renormalizarlo,
introduciendo asi una escala y perdiendo la invariancia por difeomorfismos. En
realidad, el factor 1/ V'E es precisamente lo que permite que el vinculo se pueda
holonomizar. Para ver esto, observemos la siguiente igualdad:

, . 1 1 ,
2ee L ALV :25‘“’0{141,/&‘:5 E} :25“07/(133;7 AL E
{aLvy [ aavVE 5 | dr—= {4l F)
abc 1 i 1 ] e
= gab NG / d*z {Ac,msdefsﬂklEfEkEf } (5.2)

jkl
a CEdefé‘j i e i e e i
=l [ @ ({A% B} BLBf + Bf (AL Bi} Bf + B{E; {41, E] })
jkl
abcgdefgj
=&

B 3WE

Es fécil ver que los tres sumandos dentro del paréntesis en el ultimo miembro de
la ecuacién anterior dan la misma contribucién debido a los factores €gpe, €%,
entonces:

(siodEg B + Efocoi Bl + BLELGLS))

7%c Y

2c°% ALV} = cobeCles & sisapge pf (5208 — 6907 = !
() - 2\/chkl_ec er\/Ekl
giik
Usando este resultado podemos reescribir (5.1) como:
Hg(N) =2 / A3 Ne™e tr (Fop { A, V). (5.4)
by

Esta cantidad si se puede escribir en términos de operadores bien definidos en
el espacio de Hilbert. A modo de motivacién, consideremos una holonomia
infinitesimal en la direccién de un vector u partiendo de un punto xz. A primer
orden tenemos:

ho(z) = el AuutTi ] 4 e Al (z)ur; (5.5)

Por otro lado,
{efAi(x)ucﬂ,V} _ eng(x)ucn {/Agnu“,V} (5.6)

A primer orden en €:

e{AL,Vimi~h {h, V} (5.7)
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Luego, si tomamos una holonomia en un loop formado por los vectores e;u,
EU — E1U Yy —&QU:

huhv,uh;1 ~ (1 + Afl (x + %u) Eluaﬂ) (1 + Ag (x + %lu + %21)) (EQ'Ub — elub) Tj)

(1 — Ak (ﬂc + %27)) EQ’UCTk> (5.8)
Sustituyendo
Al (x + eu) = Al (x) 4+ euld, Al (x)
Al (x +ev) = AL (z) + evP, Al ()
Y conservando hasta orden & es:

hyhy_uhyt =146 x 0463 x 04 ¢ &2 (AZAgUan(TiTj —751) + (uPv (O AL — D, A})) 7-,-)
=1+ E1€2 (A;A% [Ti7 Tj] + (87LAZ — 8UAL) Ti) (59)

Multiplicando la matriz anterior por hy! {h,,V} en el limite € — 0:

R g {huws VI = {1+ 160 (AL AL (1, 75] + (0, AL — 0,AL) i) } e { ARV} e

Tomando la traza y usando:

[0i,0] = 2i eiji o — [Ti, Tj] = €ijuTh
tr(o;) =tr(m) =0

1
tr (O'iO'j) = 25,‘j — tr (TiTj) = —551‘]‘

se obtiene:
tr (R, oy {hw, V}) ~ee1e ((04AL — 9,AL) + e AT AF) {AL V)
Contrayendo con la densidad tensorial totalmente antisimétrica de Levi-Civita:
e tr (hay ho  {he, V}) = ee1e0e™Fly { ALV} (5.10)

Entonces, tenemos que
e tr (hay, by ' {he,V}) %/s“bCFéb{Ai,V} (5.11)
S

en el limite €,e1,69 — 0. La integral se realiza en una regién infinitesimal
S =10,e] x [0,e1] x [0, &3]

Debido a que el producto escalar definido en el espacio de las spin-networks
es discreto (dos estados basados en grafos diferentes son ortogonales entre si)
debemos discretizar el vinculo lo que a su vez requeire una discretizacién de la
varedad en donde estd definido este. Vamos entonces a particionar la variedad
3} en tetraedros elementales A, elegimos en cada uno de estos tetraedros uno
de sus vértices y lo llamamos v(A). Sean s;(A),i = 1,2, 3 las tres aristas cuyos

extremos finales son v, y sea a;; = s;(A) oa;; 0 s}l(A) el loop basado en v(A),
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siendo «;; la arista que une los extremos de s; y s; que no coinciden con v(A).
Definimos ahora la siguiente cantidad:

HEIN] = ~2 N b1 (e oyhay ) {in) V) (5.12)

Observando (5.11), es fécil ver que si las aristas tienen largos €, 1, €2 y hacemos
estos tender a cero, esto tiende a 2 [ [N tr (F'A{A,V})] al hacer tender el
tetraedro A a su base v(A). Si denotamos por T a la triangulacién, entonces

= > HE[N] (5.13)

AET

tiene el limite correcto (5.4) al hacer tender los tetraedros a sus bases. Esta
es la cantidad que vamos a promover a un operador que actiia en el espacio de
spin-networks. Sustituyendo cada cantidad por su operador correspondiente y
el corchete de Poisson por ih veces el conmutador:

e N@(A)) Lo
= S LN, BEIN] = 2= 0 D b (e ayhay ) 1) 7])
AET P
=: N, HY (5.14)

La triangulacién 7' que vamos a elegir en este trabajo es una adaptada al grafo
~ de la spin-network sobre el cual actia HPE: Las aristas i, 8 y Sj estan con-
tenidas en aristas pertenecientes a . En consecuencia, al aplicarle este operador
a una funcién f cilindrica con respecto a un grafo v, tendremos contribuciones
tUnicamente de los vértices de v cuya valencia sea al menos tres y tal que las
aristas adyacentes a los mismos no sean colineales. Para ver esto, es suficiente

analizar el término {hsk(A),V} f. Consideremos primero el caso en el cual

sp(A) N~y = 0. Sila interseccién es vacia, entonces la unién no tiene vértices
extra: V (yUsg(A)) =V (y) UV (sx(A)). En ese caso:

[hsk(A)7V:| [= Z hapay Vo f — Z Vil (a)f

veV(y) vEV (YUsk(A))

=—f Z Vvhsk(A) =0 (5.15)

veV (sk(A))

pues el grafo de s; es simplemente una arista sin ninguin vértice.

Luego, si sg(A) N~ # @ pero no contiene ningtin vértice de ~y, entonces las
tangentes de todas las aristas adyacentes a esta interseccién son coplanares (es
la interseccién de dos aristas, por lo que sélo hay dos direcciones independientes).
En este caso tendremos

{ sk(A)s }f* Z a2y Vo f — Z Vohsoa)f (5.16)

veV(v) veV(yUsk(A))

=- 3 Vohsa)f =0 (5.17)
veEV (yUsk(A))=V(v)

pues los vértices de V (v U si(A)) — V(7) tienen volumen nulo como vimos en
el capitulo anterior.



5.1. TEORIA COMPLETA 105

La accién del Hamiltoniano sobre una funcién cilindrica f con respecto a un
grafo v estd entonces restringida a los vértices de v que intersectan con los
tetraedros de la particién T'(A) [64]:

FINIf= > HRINIf= > N, > HEf= > NHIf (518

ANV (v) veV(y) vEA veV (y)

Esta accion es ademés finita siempre y cuando el niimero de tetraedros que in-
tersectan los vértices de v se mantenga finito al tomar particiones cada vez més
finas. Hay infinitas posibles particiones para elegir. Una prescripcién posible
es la siguiente: Dada una arista e; € « con origen en v y saliente al mismo,
elegimos como una arista de A a un segmento s; con un extremo en v, que esta
contenido en ey, el otro de sus extremos no coincide con el extremo de e; que
no es v. Luego, dado un par no ordenado de aristas sy y sy de A, sea ay; una
curva que une los extremos de estas aristas distintos de v; ayy no intersecta a
~ en ningin otro punto. Esto se puede conseguir de manera invariante bajo
difeomorfismos [64]; la prueba es extensa y bastante técnica por lo que el lector
interesado en la misma deberfa consultar [64] . La idea principal de la prueba
es la siguiente: Dadas las aristas s; y sy, al definir el arco que los une ajy,
es posible que haya otra arista sx de la particion que intersecte con el mismo,
generandose otro vértice adicional tras la accién del Hamiltoniano. Este vértice
extra no supondria ninguna complicacién ya que tiene volumen nulo pues es la
interseccién de dos aristas y el Hamiltoniano no actia sobre el mismo por la
misma razén, sin embargo, es mejor evitarlo pues complicarfa mucho el estudio
de los elementos de matriz y del kernel del operador (como veremos més ade-
lante), ademds de que es preferible que al actuar con el Hamiltoniano, todos los
tetraedros de la particién sean tratados de igual forma (cosa que no ocurre si
algunos arcos intersectan con una arista de la particién y otras no). La forma
de evitar esto es usar la invariancia por difeomorfismos: Eligiendo un sistema
de coordenadas (x,y, z) tales que s; y s; estdn en un plano (x,y,0), podemos
tomar un difeomorfismo en la direccién de z tal que sk sea “curvado”fuera del
plano (z,y,0) mientras que s; y s; se mantienen invariantes y por lo tanto el
arco que los une también.

Para cualquier terna no ordenada de aristas ey, e; y ex que intersectan en
v y definen un tetraedro A se pueden definir, también de forma invariante por
difeomorfismos, siete tetraedros més (llamados imdgenes espejo) que junto con A
saturan al vértice v. Sean sy(A), s;(A) v six(A) segmentos de estas aristas con
origen en v y ays(A) los arcos que los unen, estas cantidades forman un tetraedro
obvio, para definir sus imédgenes espejo definimos primero las parametrizaciones
[0,1] = s;(A)(¢) ¥ [0,1] = a;;(A)(t) y a partir de las mismas sus “imégenes
espejo”:

si(A)2(t) == 20% — 5;(A)°(t) (5.19)
aii (D) () = 20" — ag;(A)*(t) (5.20)
az; (A)(t) = az(A)* () — 2t [v — 5;(A)(1)]" (5.21)
a(A)(t) = ay(A)*(t) + 2t [v — s;(A)(1)]" (5.22)

Siendo v* las coordenadas del vértice v. Podemos asumir que todos los objetos
se encuentran en una regién cubierta por una sola carta que contiene a v, lo
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que se puede lograr facilmente eligiendo las cantidades bésicas s;(A), ars(A)
lo suficientemente pequenas. Como por definicién s;(A)(0) = v, s;(A)(1) =
a;;(A)(0),5;(A)(1) = a;;(A)(1), entonces tenemos:

57(A)*(0) = 20 — 5;,(A)*(0) = 20" — v = v (5.23)
s7(A)*(1) = 20" — 5;,(A)*(1) = 20 — a;;(A)(0) (5.24)

Por otro lado
az5(A)*(0) = 2v* — a;;(A)*(0) = s3(A)*(1) (5.25)
az;(A)*(1) = 2v* —a;;(A)*(1) = 20" — 5;(A)(1) = s55(A)(1) (5.26)

mientras que s7(A)(0) = v. Vemos entonces que podemos formar un loop con
s7(A), az3(A) v s7(A) (al que llamamos az7) y por lo tanto un tetraedro con sy

o0 s3.. De manera similar se pueden verificar ficilmente las siguientes relaciones:

s:(A)(1) = a3;(A)(0), a5;(A)(1) = s;(A)(1) (5.27)

% i

s5(8)(1) = a;5(A)(1), a;(A)(0) = si(A)(1) (5.28)

J tj
Por lo que de manera andloga al caso anterior podemos formar los loops ag; v

o3 En resumen, teniendo los loops O, O, Q7 podemos formar seis tetrae-

dros combinandolos con si y sz; estos seis tetraedros junto con el A orignal y
el formado por ay; y s saturan al vértice v. En esta construccién no hicimos
referencia a ninguna métrica de fondo.

Figura 5.1: Las cantidades s;,s; y a;j, junto con sus imégenes espejo forman
junto a sj y s3 (no mostrados en la figura, perpendiculares al plano que definen
s; y s;) ocho tetraedros que saturan al vértice v.

Con esto podemos completar la regularizacion del operador.
Dada una terna no ordenada de aristas ey, ey, ex que llegan a un vértice v,
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definimos D(A) como la regién cerrada de ¥ cubierta por los ocho tetraedros
obtenidos a partir de estos que saturan v (A y sus siete imdgenes espejo). Esta
region sera diferente para las distintas ternas no ordenadas de aristas que definen
distintos tetraedros A; a la unién de todas esas regiones la denotamos por D(v),
o sea D(v) = Uya)=vD(A), esto es, la suma en todos los tetraedros formados
a partir de ternas de aristas tales que uno de sus vértices es v y sus imagenes
espejo. Finalmente, sean D(A) = D(v) — D(A) y D :== ¥ — Uye,D(v). Usando
estas definiciones, separamos la variedad ¥ en (5.4) de la siguiente manera:

/ = / + / (5.29)
z E_Uvev(—y)D(U) D(v)

El dominio de integracién del primer término no es otra cosa que D. Al segundo
dominio de integracién lo podemos separar en D(A) y D(A), sumando para
todos los A posibles (es decir, para todas las ternas de aristas no ordenadas
posibles) y dividiendo por la correspondiente multiplicidad. Ahora, tanto D
como D(A) no contienen ningtin vértice por lo que en el caso cudntico no van
a contribuir al resultado final. Teniendo en cuenta esto ultimo y ademés que
si un vértice tiene valencia n la cantidad de ternas no ordenadas posibles es
E(v) = n(n—1)(n — 2)/6, la contribucién relevante para el caso cudntico de la
integral en ¥ sera:

veV (y)

ZE > Z/ (5.30)

'U(A =v A’eD(A)

La primera suma se hace en todos los vértices. La segunda en los tetraedros
formados por todas las posibles ternas de aristas que llegan al vértice; la presen-
cia del factor F(v) se debe a que al tomar el liimite de los tetraedros tendiendo
a su base v(A), todos los tetraedros A formados por diferentes ternas daran
la misma contribucién (si bien se podria considerar la contribucién de una sola
terna y omitir el factor F(v), queremos que nuestra eleccién de particién trate
a todas las aristas por igual). La tercer suma se hace en el tetraedro A y todas
sus imégenes espejo. Esta tltima suma se puede sustituir por ocho veces la
integral en el primer tetraedro en el limite en el que todos los tetraedros tienden
a su punto base v(A). Entonces, usando la triangulacién adaptada al grafo v ya
mencionada (a la que llamaremos T'(y)) y recordando el limite cldsico de (5.12)
cuantizamos la expresién (5.13):

HE(y)[N]= Y N Z HY = > NH (5.31)
veV(y) v(A veV(y)
5.1.2 Teoria reducida

Uno podria en principio usar el resultado de la teoria completa para una conexién
y una triada axisimétricas:

Al(z,y,¢) = al(z,y) cos ¢ — a2(z,y)sin ¢
A%(z,y,¢) = al(z,y)sin ¢ + aZ(z,y) cos ¢ (5.32)
Ao (z,y) = aj(z,y)
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Y andlogamente

Eil(xa Y, Qb) = etll(x7 y) COS(b - eg(x, y) Sin(b
E3(z,y,¢) = ef(z,y)sin¢ + e5(z,y) cos ¢ (5.33)
E3(z,y) = e3(z,y)

donde (z,y) denotan coordenadas en la 2-superficie perpendicular al vector de
Killing. La holonomizacién y construccién del hamitoniano se pueden hacer de
la misma forma que en la seccién anterior pues esto no es mas que un caso
particular; sin embargo, queremos construir el hamiltoniano en términos de
holonomfas de la conexién reducida a’ (mds adelante veremos que en realidad
debemos realizar la construccién en términos de &%, = a’, +5¢6%). En términos de
las variables reducidas, el hamiltoniano en el caso axisimétrico toma la siguiente
forma:

hp = 1 d:cdy\f [(ai,a - afm, + eilmalaag")eijke;‘ei + 25%52) (afle?e? - aflefe?)}
=sC /dxdyN2 [E“bc {al,V}+ 26§§fa25ijk5“bc {aff, V}} (5.34)
Donde en la segunda igualdad se usaron identidades andlogas a (5.3):
gabe {al,V} = i—jke ez (5.35)

Ve’

Recordar que V = [d*zVE = [ d%z+/e, por lo que es inmediato ver que (5.35)
se cumple. El paralelismo con la teoria completa es evidente al comparar el
primer sumando de cada lado, mientras que el segundo sumando se obtiene de
forma similar:

1 . , 1 .
%6?),6? (aleje) — alelel) = ﬁéééfageijkeklme?efn
= 6§5Z)aflsijk25“bc {aF,V} (5.36)
Para mayor simplicidad y para mantener la mayor similitud posible con
la teorl’a completa se usaron unidades tales que 4GB = 1 y por lo tanto
{ai(D),el()} = 51’626( 7). Queremos ahora holonomizar esto usando holo-
nomias de la conexién reducida a’ en vez de AL. Al término
abc % {ac’v}

Lo podemos dividir en dos sumas:
ca=ab=pc=¢
ca=ab=¢,c=p4 (ya=¢b=a,c=p)

Donde « y 8 denotan indices correspondientes a coordenadas en la 2-superficie.
La primera parte se puede holonomizar exactamente igual que en la teoria com-
pleta. La unica diferencia es que el término que tiene el corchete de Poisson con
el volumen tendré una holonomia puntual (cuyo largo de integracién denotamos

por f)
he" 41 (hav,, by {hyw, V) & e160uP9 fl 5 {al, V'} (5.37)
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Siendo w = 0y ¥ o €l loop formado por los vectores €10, €203 (ambos
contenidos en la 2-superficie perpendicular al vector de Killing) y el arco a,
que los une. Entonces, andlogamente a (5.11):

e tr (R, hgy {Pys, V3 — /gaﬂqﬁ fhs{ak, vV} (5.38)
Sx[0,u]

x[0,p

La integral se hace en una regién infinitesimal del tipo S X [0, u], siendo S =
[0,1] % [0, 2] una regién infinitesimal bidimensional contenida en la 2-superficie
perpendicular al vector de Killng sobre la cual estdn defindas las variables
canonicas.

Figura 5.2: El limite de la expresién holonomizada del hamiltoniano da como
resultado una integral en una regién infinitesimal ciibica en la teoria completa
(izquierda) mientras que en la teorfa axisimétrica la regién es un fragmento de
un toro

Luego, el segundo sumando:
e fop {25V}
Se puede obtener tomando el limite €1, u — 0 en la siguiente expresién:

he,, = h;v1 (2)hZ L (x + e1w) by (@ + e10) he,y o (@) (5.39)
Siendo u = 0, y v = O0g. Sin embargo, en el limite continuo no recupera-
mos el término extra que aparece en (5.34) y no tiene un andlogo en la teoria
completa. Podriamos en principio intentar buscar otro término construido a
partir de holonomias que en el limite continuo nos de el término que buscamos;
sin embargo, recordemos de la seccién anterior que a’, no transforma como una
conexién bajo rotaciones internas ni bajo difeomorfismos, pero a% = a’ +§¢4% sf
lo hace. Si queremos tener holonomias genuinas, debemos usar esta conexién en
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vez de a’. Sustituyendo a’ — a’ en (5.39) y tomando el limite e; — 0, p — 0:

My (@) 2 (2 + )by (2 + ) heu (2) =

o 1 — pa,(z)v*) (1 — ea,(z + eu)u®)

)
( (
(14 pag(z + euw)v®) (1 4+ eaq(x)u®)
=(1— pa,(z)) (1 — cay(z +cu))
(1+ pay(z + eu)) (1 + cau(z))

Donde para abreviar definimos a, = éfln. Conservando hasta orden &1 u:
hythy thyhy =1+ ep (9,80 + adale ) 7
1+ep (8uaf} + (aj + 53) a aj;m) T
Luego, tomando el limite e5 — 0 en la siguiente expresién:
ha_zlw {hew, V} = e {afu, Vin

Siendo w = 9. Procediendo andlogamente a los casos anteriores (y sustituyendo
v—= P, u,w— a, f):

9P tr (h 1h€1ahu¢h€1ah;ﬁ {he,s, V}} ~ 1694 £9P (fis{ah V} +es5al, {af,V}),

O sea:
Eo@ﬁ tr (h 1h51uhl4¢h€1ah€_21ﬂ {hazﬁ’ V}} - /Sg?oﬁbﬁ] (ftlxaﬁ {a%’ V} + 83jia£ {a,iB’ V}) '
x[0,u
(5.40)
Es fécil ver que si intercambiamos a <> ¢:
[ (e V) el V)
Sx[0,u]
:/ 5¢°‘Bféa {af,V} + ERGENEY {ah,V}. (5.41)
Sx[0,u]
Sumando esto a (5.40):
e tr (B b hyshe,ah )y {hess, VI + (0 )
- 2P fl @l V4 (o> ¢) + 26°Pegzal, {a, V). (5.42)

Sx[0,p]

Al tomar las holonom{as con respecto a &%, (que sf transforma como una conexién),
obtenemos el resultado completo sin necesidad de introducir términos extra.
Ademsés, en (5.38) se puede sustituir a’, — a y el resultado no cambia por lo
que podemos realizar toda nuestra construccién a partir de la conexién a.
Siguiendo los pasos del procedimiento usado en la teoria completa, recordemos
que el préximo paso a seguir es particionar la variedad ¥ en tetraedros A. En
cada uno de estos tetraedros elegimos uno de sus vértices v y definimos a sy, s; y
sk como las aristas de A que convergen al mismo. Luego, definimos como Ha a
la cantidad clésica correspondiente a la holonomizacién del hamiltoniano tal que
las holonomias son tomadas a lo largo de las aristas er,e; y ex que coinciden
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con Sy,Sy y Sk en un entorno de v. En el caso axisimétrico vamos a triangular
la 2-superficie £2 perpendicular al vector de Killing en tridngulos A, los cuales
podemos trasladar al resto del espacio a lo largo de las curvas integrales del
vector de Killing 0y, particionando el espacio tridimensional en regiones de la
forma A x [0, ], siendo A tridngulos en los cuales particionamos ¥? y p un
numero real. El espacio queda entonces particionado en toros triangulares.

A A
e A0, p]
@

Figura 5.3: En la teoria completa, particionamos el espacio en tetraedros elemen-
tales (izquierda), mientras que en la teorfa axisimétrica lo podemos particionar
en toros triangulares elementales (derecha).
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Sea A uno de los tridngulos en los cuales particionamos 2, sean s, y 53
dos lados de A de largos €1 y €2 respectivamente y sea s, una arista de largo
it que intersecta con s, y sg en un punto al que llamaremos v y es ademas
perpendicular a estos. Definimos ahora

1
HE = —(HS + H? 5.43
A SG( A+ HY) (5.43)
Siendo
o 1 N(’U) €& — 9
HA(N) = 271-2 5 Be ¢ (haaB(A)h5¢(A) {hs;(A)’ V}) , (544)
1 _N() 4. _ -
¢ . - a¢B 1 1 1
HY 1= 2= 2t (W b b, b [, V]) + (a0 9). (5.45)

Teniendo en cuenta los limites (5.38) y (5.42), tenemos que en el limite en el
cual A tiende a v:

]. ]. ]. abc r1 K2 aobc
i %MQ/N? [ GV 2t (o)

8G2 /NQ abefi Lal VY +26]07al ;e {alg,V}} (5.46)

Si llamamos T a la triangulacién y definimos

Hf =Y HX (5.47)
AeT

Haciendo tender los tridngulos a sus correspondientes vértices y teniendo en
cuenta los limites (5.38) y (5.40), es facil ver que en el limite continuo esta
cantidad es el hamiltoniano integrado en X2 x [0, u]. Recordemos ahora que
para obtener el hamiltoniano axisimétrico, hicimos una integral en la direcciéon
del vector de Killing en la cual hay homogeneidad y por lo tanto esto da como
resultado un factor de 27, esta es la razon por la cual introdujimos los factores
1/27 en las definiciones (5.44) y (5.45). El equivalente a realizar la integral en la
direccién de Killing en este caso es realizar una suma en A x [0, p;], manteniendo
el A fijo y sumando para p; tales que Y u; = 2m, si hacemos esto en (5.47),
K3

obtenemos:
hp =Y hR (5.48)
AET

Donde la A mintscula simboliza el hecho de que ya realizamos la integral en la
direcciéon del vector de Killing. Esta es la cantidad que promovemos a operador
en el espacio de Hilbert de las funciones cilindricas:

WEIN) = Y0 REIN = o= 3 (AAIV) + R4 [N)) (5.49)
AET AET

Donde separamos la accién del hamiltoniano en dos sumandos:

. N(v(A .
hA[N] = —2%&5% (hawstarhosia) [0 a0 V) (5.50)

W[N] == —QWGWBH (h hi g, b, by [hsB,VD (@ ¢) (5.51)
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Es importante notar que realizar la suma . u; = 27 en (5.47) es equivalente a

?
reemplazar las holonomias infinitesimales en la direccién del vector de Killing
por el producto de holonomias [ hy,. Donde cada ¢; es un vector en la direccién

(2
del vector de Killing de largo p; cuyo origen se encuentra en el punto final del
vector ¢;_1. Esto se puede verificar facilmente tomando el limite pu; — 0 Vi.
Dado que [] hg, = hara, esto tltimo implica que las holonomias en la direccién

1
del vector de Killing en el vinculo Hamiltoniano se toman a lo largo de érbitas
completas.
Es facil ver que estos operadores actiian inicamente en los vértices del grafo de
la funcién cilindrica en la cual actian. La prueba es idéntica al caso de la teoria
completa en ambos casos: el andlisis de los conmutadores de las holonomias con
el volumen es suficiente para probarlo. Entonces:

hPINIf = ) = > N, Y hRf= Y NhIf (552

AﬁV('y)#@ veV (y) v(A)=v veV(y)

Dado un grafo v, al igual que en la teoria completa, adaptamos la particién T'
al mismo (y la renombramos a T'(y)). Ahora las aristas de v adyacentes a sus
vértices coinciden con las de los tridngulos de T'(7).

La regularizacion es similar al caso anterior. Dado un tridngulo A de T' llamemos
D(A) a la regién de X2 cubierta por A y sus imdgenes espejo. Las imagenes
espejo de un tridngulo A se definen exactamente igual que en la teoria com-
pleta, la diferencia es que ahora no formaremos tetraedros con esos triangulos
y la arista perpendicular a la 2-superficie sino que esos cuatro tridngulos ya
son suficientes para saturar al vértice v (recordar que las integrales ahora son
bidimensionales).

Consideremos ahora la unién D(v) = U,a)=,D(A), esto es, la unién de las re-
giones cubiertas por cada tridngulo basado en v correspondiente a cada par no
ordenado er, e de aristas de la triangulacién. Luego, sea D(A) == D(v) — D(A)
yD =%~ Upev(y)D(v). Para cada regién D(A) consideramos la triangulacién
T(~) adaptada al grafo, mientras que las otras regiones son trianguladas de man-
era arbitraria. A la integral sobre X2 en la teorfa cldsica la podemos escribir de

la siguiente manera:
/ = / + / (5.53)
32 EZ*UWEV(A{) D(’U)

El dominio de integracién del primer sumando es D. Luego, a la integral en
D(v) la podemos separar en D(A) y D(A), sumado en todos los pares no or-
denados posibles y dividido por la multiplicidad correspondiente, en este caso:
E(v) = n(v)(n(v) — 1)/2. Por otro lado, la integral en D(A) se puede escribir
como cuatro veces la integral en el tridngulo de la particion, perdiendo asi la
dependencia en las imagenes espejo del mismo. Nuevamente, las integrales en
D y D(A) no contribuyen al resultado final después de cuantizar la expresién
anterior. Teniendo todo esto en cuenta, podemos definir la acciéon del operador
hamiltoniano sobre una funcién f cilindrica con respecto a un grafo -:

hEINIfF = > Nv% > (“gw&ﬁ)f:: S ONAEF (5.54)

veV () v(A)=v veV(y)

veV (y)
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5.2 Hamiltoniano Lorentziano

5.2.1 Teoria completa

En la teoria completa, el hamiltoniano Lorentziano clasico estd dado por

1
Hp(N)=2 / d*xN(1+ 52)ﬁqjkeﬂmE;E,‘;K;Kgn.

La curvatura extrinseca se puede expresar como

0K
Ki =
@~ 5E7

= {4, K}
Siendo
K= [ do /el Kug® = [ dokiE: (5.55)
> >

Usando este resultado y la identidad

1 ,
ﬁe”kEjEZ =2 {ALV} (5.56)

Podemos reescribir el hamiltoniano lorentziano como:
Hy(N) =4 / PeN(1+ )™, { AL KMHAE, KHAL VY

Ademis, tenemos que K se puede escribir en términos del volumen y del Hamil-
toniano euclideo [64] :

BK = — {;,/EdngE(x)} = - {;,HE(l)}, (5.57)

Siendo Hg la densidad Hamiltoniana euclidea. Sean u, v y w vectores arbitrarios
en Y, consideremos la siguiente cantidad:

e tr (hzy{heyu, KRSy {heyo, KYZ  {hegw, V) (5.58)

E3W

Es fécil ver que cuando €1, 9,3 — 0 se cumple
e tr (hhy {heyu, KYRZ A {heyo, KYhZ {hegw, V)

N / e (AL KV AL KYAR, VY (5.59)
S

Donde el dominio de integracién es la regién infinitesimal S = [0,£1] x [0,e2] x
[0,e3]. Al igual que en la seccién anterior, antes de cuantizar el vinculo, vamos
a considerar una particion T de ¥ que consiste en tetraedros A. Por cada
tetraedro, seleccionamos uno de sus vértices v(A) y llamamos ey, ez, ex a las
aristas adyacentes al mismo. Definimos ahora la siguiente cantidad:

4 _ _ -
HX(N) = 3 Y N+ b (he ey KR Hhe K Yhe b, V3)
AeT
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Observando el resultado (5.59) es fécil ver que cada sumando en cada tetraedro
tiende a 2 [, Ntr ({4, K} A{A, K} A{A,V}) cuando hacemos tender A a su
vértice v, es decir, obtenemos el limite continuo correcto. Para cuantizar esta
expresion adaptamos la particiéon a un grafo -, regularizamos de forma anéloga
al caso del Hamiltoniano euclideo y reemplazamos los corchetes de Poisson por
1 veces el conmutador. El operador resultante, al actuar sobre una funcién f
cilindrica con respecto a un grafo ~:

HL[N]f:— 2 7 > N, () > R

3(i63)" wéviy) o(A)=v

xtr (hepay [0y B ey [k ays Ko Beseia >{he;<A>>VDf

= > EJ\([Z) S OHRf= > Ly (5.60)

veV (y) v(A)=v veV ()

E(v)

Para probar que este operador actiia Unicamente en vértices de v con aristas
no colineales del grafo podemos repetir el argumento de la seccién anterior.
Se puede probar ademaés que los conmutadores de las holonomias con K y 14
son no nulos Unicamente en el vértice correspondiente a cada sumando: Sea

s un segmento de v incidente en un vértice v. Sean g = {/Azé,f(} vy h =

{hs, V] Tanto K como V se pueden escribir como la suma de operadores que
actian en un vértice de v: K = > Ky, V.= > V.. Sin embargo, si
v'eV(y) v eV (y)
/ ] 7 -1 . o ,
v' # v, es facil ver que el conmutador con hy " es cero pues este ultimo actia
tnicamente en v por lo que su accién conmuta con la de otro operador que actia

en un vértice diferente. Luego, la funcién h' := hs [ﬁ;l, V} f es cilindrica con
respecto a v U A(y). Como parav € yy v' € V(yUA(y)) — V(y) tenemos que
Vls_l,ﬁ'v/} = 0, entonces h [ﬁ;l, [A(} B = hg st_l, IA(U} k', obteniendo la accién
(5.60).

5.2.2 Teoria reducida

Clasicamente, el Hamiltoniano lorentziano esta dado por:

l
fljk»fllme ek,k kb

L 3
BE(N) = /dmN(lJrﬁ)\[

_4 / PeN(1 + B2)e e, {al, kHak, k}{al, V)

Donde en la segunda igualdad se usé la identidad (5.3) (la cual es también vélida
para las variables reducidas). En la expresién anterior podemos sustituir a’, por
la conexién &’ sin cambiar el resultado. La cantidad k se define andlogamente
a la teoria completa:

k=k.e! (5.61)
Luego, recordemos que (k¢ = a’ —~i. Con
1

S€iihe] (€n, — el + efeqer, +egee,) — 9307 =5, — 0307 (5.62)

7&22
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Reescribiendo k:
Bk, = al, — v} = al, — 74 + 6557 == Bk, + 5300 (5.63)

Es facil probar que una identidad andloga a (5.57) se cumple en el caso axisi-

métrico:
_ 14 3 1 E
{ﬁ,/zd zh (x)} (5.64)

Primero, con la definicién (5.63), tenemos:
Bk = Bkle? = pkied +ef. (5.65)

Luego, recordar que al Hamiltoniano euclideo axisimétrico lo podemos escribir
como h¥ = hF« + hF-¢. Entonces:

s Lot --{3 e} o)

— —, [ dzh”(x) p = — < —, | d°zh™%(x) p — 4 —, | d°zh™?(x) ;.

Vg e g ), W [, )
(5.66)

Es inmediato ver que el primer sumando corresponde a ﬂfc = ﬁ/:;fle;‘ pues es

analogo a la teoria completa. Para analizar el segundo sumando recordemos
primero la expresién para h¥?

hE2 [N =3 /d2 —25J5¢ (alefe? — alele?) (5.67)
Contrayendo la versién reducida de (5.56):

le Trete; = 2e {al, V}, (5.68)

con g4p¢ v renombrando el indice libre tenemos:

. 1 .
{V, aZ} = —iﬁeg, (5.69)
Entonces:
4 L icicd (nanh _ abua 1 6 bsi L oo ¢
{ﬂ’hd)[l]} el el 5307 (efel —ebel) = 8Gp (363 —e] 53) =g
(5.70)

La regularizacion se hace de forma idéntica al caso del Hamiltoniano euclideo.
Particionamos la superficie £2 en tridngulos A y definimos:

RK(N) = SN(o(A)) (14 %) <% tr (! (o K B! (e, K} 0 (R, V)

(5.71)

Siendo dos de las aristas s;, 55, s lados de A que intersectan en v(A) y la tercera
perpendicular a 2. Cada uno de estos sumandos tiende a

4(1+52)/AX[0 ]Ntr({a, k}{a,k}{a,V}) (5.72)
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cuando los tridngulos tienden a sus bases (el largo de s;, s;, s, tiende a cero) por
lo que esta expresién tiene el limite continuo correcto. La discretizacion para el
Hamiltoniano Lorentziano estd dada por

hH(N) =" hX(N). (5.73)
AeT

Nuevamente, para cuantizar esta expresiéon adaptamos la particién T" al grafo v
y reemplazamos corchetes de Poisson por conmutadores. El operador obtenido
tiene la siguiente accién sobre una funcién f cilindrica con respecto a un grafo

BN = ST Nvﬁ 3 ek

. 3
2 (26127) vEV (v) v(A)=v

X tr (hsi(A) [hj A),kv} ha, (a) {lfl( A)J{:v} hs, (A) [h;kl( A),VUD f

. % S hkf= Y Eff;)agf, (5.74)

veV(y) v(A)=v veV(y)

La multiplicidad del vértice tiene en cuenta los diferentes pares no ordenados de
aristas en el plano adyacentes al mismo: E(v) = n(v)(n(v) —1)/2. La notacién
k, y V, indica que los operadores estan evaluados en el vértice v .La prueba de
que los operadores k y V acttian en el mismo vértice en todos los términos es
idéntica al caso de la teoria completa, pues esto no es mas que un caso particular.

5.3 Requerimientos para una triangulacion adap-
tada a un grafo

Como en todo proceso de cuantizacién, existen posibles ambigiiedades en el
resultado. El Hamiltoniano depende de la triangulacién y la invariancia por
difeomorfismos no es suficiente para tener un resultado unico. La eleccion de
triangulacién en [64] que fue adoptada también en este trabajo se realizé sigu-
iendo los siguientes criterios:

e No trivialidad: Podriamos en principio elegir T'() tal que no intersecte
con vy en absoluto, esto sin embargo daria un resultado trivial y el operador
Hamiltoniano debe reducir los grados de libertad.

e FEficiencia: La triangulaciéon deberia introducir la menor cantidad de es-
tructuras extra posibles. Podriamos haber elegido que el Hamiltoniano
agregue un tetraedro al grafo original tal que ninguno de sus lados coinci-
de con el mismo, haciendo entonces mas grande la estructura extra intro-
ducida.

e Naturaldad: La triangulacion deberia tratar a todas las aristas del grafo de
igual forma. Es por esto que, al obtener la discretizacion del Hamiltoniano,
realizamos una suma en todas las ternas posibles de aristas que llegan a
cada vértice y dividimos por la correspondiente multiplicidad. Considerar
solamente un tetraedro/tridngulo sin dividir por F(v) es suficiente para
recuperar el limite continuo, pero no trata a todas las aristas por igual.
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e Kernel no vacio: Las soluciones a las ecuaciones de Einstein clasicas tienen
una estructura muy rica por lo que un kernel vacio no corresponderia a un
espacio de fases cldsico reducido. El kernel del Hamiltoniano se estudiard
en el proximo capitulo.

Finalmente, hay tres requerimientos mas los cuales vamos a estudiar en mas
detalle en las préximas secciones.

5.3.1 Consistencia cilindrica
Hamiltoniano Euclideo

Los operadores que definimos dependen de la particion 7. En la prescripcion
elegida dicha particién estd adaptada a un grafo por lo que si 4’ es un grafo que
contiene a otro 7, entonces las triangulaciones T'() y T(7') serdn en general
diferentes entre si. Vamos a analizar primero el caso de la teoria completa y
luego veremos que en la teoria reducida el procedimiento es analogo. Si f es
una funcién cilindrica con respecto a -y, entonces vamos a exigir que fflTW) fy

ﬁT(,Y) f sean difeomorfos entre si (no hace falta que sean iguales ya que sélo nos
va a interesar evaluar estados invariantes por difeomorfismos ). Esto se logra
facilmente introduciendo un operador de proyeccién p. asociado a una arista
cuya accion sobre una funcién f cilindrica con respecto a v es dejarla invariante
suyNe# 0y aniquilarla si vy Ne = 0.

Sea A, = 7'(he)7;(he) €l operador de Casimir asociado a una arista del grafo
~ incidente en el vértice v. Definimos ahora un proyector en una arista e como
pe = 0(jo) siendo jo == 1/1/4+ A, — 1/2. Dado que el operador de Casimir
toma los valores j(j+ 1), entonces el espectro de j, es 0,1/2,1,3/2, ..., mientras
que 0 es una funcién suave en R que vale cero para (—o0,1/8] y uno para
[3/8,00). El efecto de este operador sobre una funcién cilindrica con respecto a
un grafo 7y es aniquilar la funcién si v y la arista e no intersectan en un segmento
finito incidente en el extremo final de e (pues en ese caso A, = 0 — j. = 0)
y dejarla invariante de otra manera. Si A es un tetraedro de la triangulacién,
podemos definir un proyector asociado al mismo: p := ps, Ps,Ps, ¥ U proyector
de vértice E (v) = ¥y (a)=vha. Utilizamos ahora estos operadores de proyeccién
para redefinir el operador hamiltoniano:

TE — 'rE Pa
HY[N]:= > 8N, Y HAE(U)
veV(y)  u(d)=v

Siendo E(v) el nimero de aristas que llegan al vértice. Un grafo v C 7/ se
puede obtener de la siguiente manera: Quitar una arista e de 4/, y si uno de
sus extremos (o ambos) pasa a ser divalente, formar una nueva arista con las
aristas e; y e5 1 que llegan a ¢l (esto es, quitar un vértice). Todos los términos
de ﬁf actuando sobre una funcién f cilindrica con respecto a vy que involucren
a la arista removida serdn cero. Si v es un vértice de 4’ pero no de -y, entonces
H f, no actua sobre el mismo: Debido al operador p,, la accién del Hamiltoniano
serd sobre un vértice divalente y por lo tanto su contribucién nula. Si el vértice
v es al menos trivalente en 7/, entonces FI5 tendra contribuciones sé6lo de las
aristas de v y por lo tanto E(v) toma el valor correcto en . Finalmente, dada la
prescripcién invariante por difeomorfismos usada para definir la triangulacion,
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se tiene que H, 3 fy Hf f estén relacionados por un difeomorfismo.
El caso axisimétrico no es més que un caso particular de la teoria completa: El
proyector de vértice se puede escribir como

DA = DaPpPop (5.75)

Siendo p, y Pg proyectores sobre aristas en 2y Pe un proyector en la direccién
perpendicular al mismo. El operador redefinido toma la siguiente forma:

= 3 4N, Z hE pA (5.76)

veV(y) v(A

Hamiltoniano Lorentziano

El hamiltoniano lorentziano se forma a partir de los operadores volumen, Hamil-
toniano euclideo y holonomias a lo largo de aristas del grafo. Si el operador K
actia después de un operador del tipo h, (siendo s un segmento del grafo) en-
tonces uno tendria que adaptar la triangulacién asociada con K (la cual es la
misma asociada a H g) al grafo v U s. Pero por un lado K estd definido consis-
tentemente y ademéas vUs = ~, por lo que para que el hamiltoniano lorentziano
esté definido consistentemente basta introducir nuevamente los proyectores pa
correspondientes al grafo original ~:

Al =Y 8N, Z HL pA (5.77)
veV(y) )

We= 3 4N, Z hL pA (5.78)

veV(y) v(

5.3.2 Covariancia por difeomorfismos
Hamiltoniano Euclideo

Cuando busquemos soluciones del Hamiltoniano, vamos a considerar distribu-
ciones U en el espacio de las funciones cilindricas tales que [12]:

WAE(N)f] =0 VN Vf € Cyl™(sd /). (5.79)

Queremos que esta cantidad dependa unicamente de las propiedades invarian-
tes por difeomorfismos de la triangulacién, lo cual se puede conseguir si lo-
gramos que el operador Hamiltoniano sea covariante por difeomorfismos. Si f
es cilindrica con respecto al grafo v, entonces hE f serd una combinacién lineal de
funciones cilindricas con respecto al grafo T'(7), si f’ es cilindrica con respecto a
4/, estando 4/ relacionado a v por un difeomorfismo 7/ = ¢(7), la cantidad hZ f’
serd una combinacién de funciones cilindricas con respecto a T'(¢()). Vamos
a exigir que T'(y) v T(¢(7y)) sean difeomorfos entre si. Primero, notemos que
(5.79) se puede escribir como:

WY A= WAl =0Vy Ve Cyl®(d/%) (5.80)

por lo que el requerimiento de covariancia por difeomorfismos puede formularse
en términos del Hamiltoniano evaluado en cada vértice v. Es fécil ver que para
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cada vértice v, cada tridngulo A (con v(A) = v) de la particién correspondiente
E,«

se puede tratar por separado. Ademaés, cada término flg es la suma de h ATy
ﬁi’qﬁ que también pueden ser tratados por separado. Los proyectores ya estan
definidos de forma covariante por lo que nos vamos a centrar en el resto del
operador.

Empecemos por hE-*, este caso es andlogo al de la teorfa completa [67]. Si dos
grafos v y 7/ estdn relacionados por un difeomorfismo ¢, entonces los tridngulos
A(D(7)), d(A(7y)) seran en general diferentes entre si. Mds especificamente, si 1
y so son segmentos de las aristas e; € v y ea € v ambos salientes a v, entonces
el grafo T(v) se forma agregiandole a v un arco a que une los extremos de s;
y S2 que no coinciden con v. Al actuar con ¢ en T'(v), las aristas s;,e; (i =
1,2) y a1z serdan mapeados a s),e; (i = 1,2) y a), respectivamente. Ahora
consideremos el grafo ¢(v), para obtener T'(¢()) agregamos un arco ais que
una dos segmentos §; € e}, i = 1,2, los cuales no son necesariamente iguales
a s, ¢ = 1,2. Entonces, los arcos a), y a5 serdn en general diferentes. Sin
embargo, recordemos que los arcos dependen unicamente de la topologia del
vértice, y los grafos v y 4/ son difeomorfos. Lo que necesitamos es simplemente
un difeomorfismo ¢’ que deje 4’ invariante mientras que ¢'(A(y)) = ¢(A(Y)).
Ese ¢’ claramente existe y es el difeomorfismo que mueve los puntos del grafo
dentro del mismo dejando su imagen invariante, pudiendo asi mover los arcos a
cualquier forma difeomorfa. Usando el ¢’ correspondiente a cada A en (5.80),
podemos hacer que hE- sea covariante por difeomorfismos. Todo esto se puede
resumir en la siguiente figura:

NS A
o
AN [TA

Figura 5.4: Explicacién grafica simple del parrafo anterior. La arista perpen-
dicular se omitié por simplicidad. El difeomorfismo ¢’ no cambia el grafo origi-
nal sino que mueve sus puntos dentro del mismo, pudiendo entonces poner los
triangulos en cualquier forma difeomorfa.
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El procedimiento que vamos a seguir para el término hE9 es muy similar.
Primero notemos que éste involucra holonomias de las cuales solamente una se
toma con respecto a una arista que no estd en el grafo original «. Aplicando
ili’¢ a la misma funcién de la parte anterior f, obtenemos una combinacién
lineal de funciones cilindricas con respecto al grafo T'(), el cual difiere del grafo
original por un segmento s, perpendicular a la 2-superficie. Este nuevo segmento
intersecta con v en un cierto punto, el cual es el extremo final de un segmento
Sq C e, donde e C v es una arista contenida en la 2-superficie y saliente a v(A).
Actuando con un difeomorfismo ¢ en el grafo T'(+y) obtenemos ¢(7'(y)), mientras
que s, Sy y e son mapeados a s, s; y €’ respectivamente. Ahora consideremos

la funcién fy(yy, al actuar sobre la misma con hf(’z) obtendremos funciones

cilindricas con respecto a A(¢(7)), que difiere de ¢(A(y)) por una arista sj la
cual es transversa a la 2-superficie e intersecta con ¢(y) en el extremo final de
s" C €’ que no coincide con el vértice. Ni s” ni s’/ son necesariamente iguales a s’
y s, respectivamente, por lo que T'(¢(7)) y #(T(7)) serdn en general diferentes.
De manera similar al caso anterior, queremos encontrar un difeomorfismo ¢’ tal
que ¢'(¢(7)) = d(7) v &' (A(p(7))) = ¢(A(7)). Este difeomorfismo claramente
existe y su accién ¢(v) consiste en dejar la imagen del grafo invariante y mover
sus puntos dentro del mismo de forma tal que la interseccién s” N sg se desplace
dentro de €’ hasta que coincida con s’ N s:ﬁ Esto es todo lo que necesitamos

para que h¥? sea covariante bajo difeomorfismos.

A ¢
o -

Figura 5.5: Explicacién grafica simple del parrafo anterior. La arista perpendi-

cular se omitié por simplicidad. El difeomorfismo ¢’ no cambia el grafo original
sino que mueve sus puntos dentro del mismo
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Hamiltoniano Lorentziano

El Hamiltoniano Lorentziano estd definido en términos de k (el cual a su vez se
define a partir del volumen y del Hamiltoniano Euclideo) y holonomfas a lo largo
de aristas del grafo original, por lo que éste estaréd definido covariantemente si y
sélo si el Hamiltoniano Euclideo lo esta. Entonces, logrando que hE esté definido
covariantemente, la covariancia de hL se obtiene como una consecuencia trivial.

5.3.3 Inexistencia de anomalias

El trabajo que hemos hecho hasta ahora nos permitié redefinir el operador
Hamiltoniano de una forma cilindricamente consistente y covariante bajo difeo-
morfismos. Sin embargo, ain hay una libertad asociada a nuestra eleccion de
particién: El Hamiltoniano depende de una clase de equivalencia bajo difeo-
morfismos de la triangulacion elegida. Debemos verificar ahora que nuestro
operador esta libre de anomalias, esto es, que el dlgebra de los vinculos cierre, o
de otra menera estariamos reduciendo demasiado el niimero de grados de liber-
tad: Si el algebra no cierra, entonces tendremos mas vinculos secundarios los
cuales ademas de reducir ain mas los grados de libertad, podrian dar lugar a
vinculos terciarios, cuaternarios, etc. (ver apéndice E). Esto no corresponderia
a una cuantizacién de la teorfa clasica. Entonces, siguiendo [67] y [66] vamos a
exigir

v Hh(N),fL(M)} f] —0. (5.81)

Para cualquier distribuciéon ¥ invariante bajo difeomorfismos y para cualquier
funcién cilindrica f. Por simplicidad vamos a tratar los términos Euclideo y
Lorentziano de forma separada y luego discutimos que esto es suficiente para
verificar que el Hamiltoniano completo estd libre de anomalias.

Hamiltoniano Euclideo

Verifiquemos primero que el Hamiltoniano Euclideo de la teoria completa esta
libre de anomalfas, es decir, que ¥ ([ﬁE(M), HE (N)} f) = 0 para toda funcién
cilindrica f y para toda distribucién ¢ invariante por difeomorfismos (més ade-
lante veremos que la prueba para el caso axisimétrico es andloga). La idea es
explotar el hecho de que el Hamiltoniano actiia trivialmente sobre vértices cuyas
aristas sean coplanares. Para simplificar el argumento podemos realizar la si-
guiente observacién: Consideramos de momento un grafo - con un solo vértice v
que supondremos bivalente por simplicidad (ignoramos el hecho de que el Hamil-
toniano actia trivialmente en dicho vértice, el mismo argumento es valido para
valencias arbitrarias). Al actuar con H E(N) sobre este vértice, obtenemos una
funcién que depende de un grafo 4’ que contiene a 7 y una arista e adicional
cuyos extremos son dos nuevos vértices vy y v no presentes en . Al actuar
nuevamente con el Hamiltoniano HZ (M), esta vez tendremos la contribucién
de tres vértices, esquematicamente:
HE(M)HE(N)f = HE(M)N,HE f = (MHE + M, HE + MHE) N HEf
(5.82)
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Intercambiando M con N y restando:
HE (M), BP(N)| = (MBE 4+ My, HE + M, HE ) NE S
— (N HIE + No, HE + N, JIE ) M, ITE |
= ((leNv - Nlev) Hq)El‘]:IUE + (MQ)QN'U - NUQM'U) HUEQI:I@E) f
(5.83)

Esto no es cero incluso si {I:If, ﬁﬁ] = 0 para v # v'. Sin embargo, dado que

las aristas adyacentes a los vértices v y vy son coplanares, el Hamiltoniano no
actia sobre los mismos. Teniendo en cuenta esto, pasamos a estudiar el caso
general. Sea f una funcién cilindrica con respecto a un grafo v y sean A(vy) los
tetraedros que se anaden al mismo al actuar con HF(N). La funcién HZ(N)f
dependerd del grafo yUA(7). Asumimos que todos los proyectores de tetraedro
pa son no nulos para f. Entonces E, f = E(v,7)f = n(n—1)(n—2)/6f, donde
usamos en la primer igualdad que todas las aristas de « contribuyen al conteo.
Si actuamos a continuacién con el Hamiltoniano evaluado en un vértice v’ # v,
tenemos primeramente que ﬁA/fI E f= H E f, pues H f puede quitar segmentos
de aristas de v adyacentes a v inicamente, sin afectar a los otros vértices. Luego,
tenemos Evfflff = B, 'y)flff, es decir, el nimero de aristas que llegan a v’
(y por lo tanto el nlimero de combinaciones en ternas de los mismos) se mantiene
invariante al actuar con el Hamiltoniano en un vértice diferente. Si en cambio
v = v/, entonces es posible que alguna arista haya sido removida del grafo y
por lo tanto su valencia cambie. Sea g uno de los términos que aparecen en la
descomposicién de H K f en los cuales esto ocurre. En ese caso debemos escribir

E(v')g = E(v,7,g)g. Teniendo esto en cuenta, escribimos

AEMEPIN = S = S AEMAE f

FE
vev i B0 (S50
Ny ag 1 TE
SIS D D D D A
veV(y) T w(A()=v v’ eV (YUA()) v(A(YUA(7)))=v
(5.84)
Intercambiando M por N y restando tenemos:
e, AP (N £
1 -k 1
= > (MyN,—M,N,) o) Hxquam=v g Hamf
v,v’ €V (y) T w(AW)=v,w(A(UA(Y))) =0’ N
_ Z MU'N’U - MUNU/

!
ag ag ag ag
x > [HA'WuA(w))HA(w) - HA(WUA’(W))HA'(“/)} f
V(AGUA! (1)) =0,0(A/ (7)) =0(A (YUA (7)) =v"
(5.85)

Donde en el primer paso se tuvo en cuenta la observacién del parrafo anterior:
el Hamiltoniano no actia en los vértices agregados al grafo por la accién de otro
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vinculo Hamiltoniano. En el segundo paso, ademés de reordenar los vértices y
tomar una suma ordenada en los mismos, se usé que el producto antisimetrizado
de dos lapsos en el mismo vértice da cero, restringiendo la suma a vértices
v # v’, pudiendo entonces reemplazar E{} por E(v',7) (denotado por E(v')).
Basta ahora observar que

'TE 'TE ag ag _
U [(B& s &) = Bl sy iy ) £] =0 (5.86)

Se cumple para cada eleccién de v(A(y)) = v (A (YU A (7)) = v,v (A'(y)) =

v (A’(yUA(y))) = ¢'. Laprueba se basa que los pares de tetraedros (A(v), A (v U A'(v)))
asf como (A’(), A’(v U A(%))) son difeomorfos entre si. Esto se deduce del he-

cho de que v # v’ y por lo tanto existen entornos U de v y U’ de v’ tales que am-

bos contienen miembros del primer y segundo par de tetraedros. Sea ¢ € Diff &

tal que y N U’ es invariante pero A (yUA'(y)) = ¢(A(y)). Asi mismo, sea

¢’ € Diff ¥ tal que yNU es invariante pero A'(YyUA(y)) = ¢’ (A’(%)), entonces,

usando invariancia por difeomorfismos:

L [(ﬁ (‘pl)ﬁg’(v)ﬁg(v) - ﬁ(@)gg(w)ﬁg(vo f}
=Y Hﬁf'wwﬁf(v)} f} =0 (5.87)

El dltimo conmutador en la ecuaciéon anterior se anula dado que cada Hamil-
toniano estd actuando en un vértice distinto y por lo tanto no actia en las
holonomias a lo largo de las aristas incidentes en el otro vértice.

En el caso axisimétrico el Hamiltoniano Euclideo se puede escribir como

hE = pFo 4 pfo (5.88)
Realizar el mismo anélisis para hE es aparentemente mucho més engorroso:

v HBE(N),hE(M)} f} _ HiLE’a(N) + RES(N), hEe (M) + /%E#’(M)} f} .
(5.89)

w [ [pBe(N), P ()] ] (5.90)
Este término es el mas facil de analizar pues es completamente andlogo a
w [ [HEWN), BE ()] 1], (5.91)

siendo HE el Hamiltoniano Euclideo de la teorfa completa, que acabamos de
probar que esta libre de anomalias. Se puede repetir exactamente el mismo
procedimiento de la parte anterior, reemplazando HE — P« y tetraedros en
el espacio por tridngulos en la 2-superficie. Usando la misma notacién que en
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la parte anterior, al tomar el conmutador entre dos operadores h® tenemos:

(AP (N) B ()| f

1 1 E,« 1 1 E,a
= Z (My Ny — MyNy) E(v,7) hA(’YUA('Y)):”/ E(’u’) hA(’Y)f
v,v' €V (7) v(AM))=v,v(A(YUA(7)))=v’
_ Z My Ny — MyN,
E(@)E (v')

v, €V (y),v<v’

2B, E,« 7 E,« 7 E,a
x > [hA’(WUA(v))hA(v) - hA(vUA’(v))hA’(v)] f
D(AGYUA! (1)) =0,0(A7 (7)) =0(A! (YUA (7)) ="
(5.92)

Un momento de reflexién es suficiente para darse cuenta de que el argumento
usado para probar la ausencia de anomalias en este caso es valido para todos
los términos que aparecen al desarrollar (5.90). Al tomar el conmutador, obten-
dremos una cantidad andloga a (5.92), con un conmutador del tipo

AN () B(A®R)) = BAG" )AL (7)) (5.93)

Donde A y B pueden ser tanto AZ® como h¥¢. Los grafos 7' y 7" son el
resultado de haber actuado con B y A respectivamente sobre el grafo origi-
nal. En el primer sumando por ejemplo, A actia sobre un tetraedro A’ adya-
cente a un vértice v’, mientras que las diferencias de v’ con el grafo original ~y
son Unicamente tetraedros adyacentes a v # v’ (el vértice en el cual actud B
primero), por lo que el operador fl, al estar actuando en otro vértice, serd indi-
ferente a estos tetraedros extra. Podemos entonces escribir 4/ = ¢/(7) (siendo ¢’
un difeomorfismo) y por lo tanto A(A/(y')) = U(¢')A(A’(7)). Usando el mismo
argumento, tenemos que B(A(y")) = U(¢)B(A(v)), entonces, el término (5.93)
se puede reescribir como

U(¢) AN (1) B(A()) = U(¢)B(A(7))A(A (7)) (5.94)

Al actuar con este operador en f y evaluar el resultado en una distribucién ¥
invariante por difeomorfismos:

v [ (DAL ()BAR)) - T(6)BAM)AQR () /]
—0 | (A () BAM) = BAM)AQD () 1] =0 (5.95)

Los operadores actian en vértices diferentes por lo que conmutan. Este mismo
argumento se puede usar para todos los términos de (5.89). Hemos entonces
verificado que el Hamiltoniano Euclideo estd libre de anomalias.

Hamiltoniano Lorentziano

El argumento que dimos al final de la seccién anterior para probar que el Hamil-
toniano Euclideo estd libre de anomalias se puede aplicar de forma completa-
mente analoga para el Hamiltoniano Lorentziano y por lo tanto para el Hamil-
toniano total. Veamos el caso de la teoria completa como ejemplo, para la
teoria axisimétrica el mismo argumento es valido. Ni HE ni HL actdan en los
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vértices adicionales introducidos por actuar con ellos mismos sobre una funcién
f cilindrica con respecto a un grafo . El conmutador de dos Hamiltonianos
sobre esta funciéon toma la siguiente forma:

A AN =S e [ Az + (748} - [agag] s

E(v)E (v') 2

v#v' €V ()
(5.96)

La suma se hace tnicamente en los vértices del grafo original v pues ninguno
de los operadores acttia sobre los vértices nuevos introducidos. Para v = v/, el
producto antisimetrizado de los lapsos se cancela (razén por la cual los factores
E(v) y E(v') se pueden evaluar en el grafo original). Luego, para v # v', el
conmutador se anula al evaluarlo en un estado invariante por difeomorfismos. La
idea para probar esto es esencialmente la misma que en el caso del Hamiltoniano
euclideo: Al actuar con el primero de los operadores HL o HE (evaluados
en el vértice v) sobre la funcién f el resultado es otra funcién cilindrica que
depende de un grafo mas grande. En el caso del Hamiltoniano Euclideo, este
agrega unicamente dos vértices extraordinarios. El Hamiltoniano Lorentziano
tiene una accién bastante mas complicada por lo que el nuevo grafo serd més
grande auin y tendrd mas vértices extras. En otro término del conmutador
el operador evaluado en v’ acttia primero sobre f, dando como resultado una
funcién cilindrica que depende de otro grafo méas complicado pero diferente al
del término anterior. Por esta razén, no es obvio a priori que el conmutador se
anule. Sin embargo, todos estos nuevos vértices son extraordinarios, el segundo
operador no actuard sobre ellos por lo que al grafo de la funcién HL f (o equi-
valentemente HZ f) lo podemos escribir como el grafo original v a menos de un
difeomorfismo. Al final, obtendremos términos de esta forma:

(O LAY 0@ A HEF) f oo eviy)  (5.97)

Nos podemos deshacer de U(¢) y U(¢') evaluando este iiltimo término en una
distribucién invariante bajo difeomorfismos:

frL/E frL/E _ frL/E §yL/E _
v [(H /EFL/E _ L/ L ) f] =0 v, €V(y) (5.98)
Debido a que los operadores actian en diferentes vértices, no importa cudl actia

primero y por lo tanto conmutan. El mismo argumento se puede repetir para
la teorfa axisimétrica reemplazando H¥ — h¥ y HY — hL.



Capitulo 6

Elementos de matriz del
Hamiltoniano Euclideo

6.1 Elementos de matriz del Hamiltoniano Euclideo

En gravedad cuantica no perturbativa la dinamica estda gobernada por el ope-
rador asociado al vinculo Hamiltoniano. Durante un tiempo sélo se conocieron
versiones formales o mal definidas del mismo, haciendo que los calculos concre-
tos fueran posibles inicamente bajo aproximaciones. Un trabajo comenzado por
Jacobson y Smolin y continuado por varios autores (ver [24] y sus referencias)
culminé en la definicién de un operador bien definido matematicamente. Este
operador fue introducido por Thiemann en [64] y fue estudiado en el capitulo an-
terior, obteniendo también una forma adaptada a la teoria reducida por simetria.
Esta construccion fue usada por ejemplo para buscar soluciones exactas a los
vinculos de LQG [37] o en una formulacién espaciotemporal de la Relatividad
General cudntica en la cual los elementos de matriz del Hamiltoniano tienen un
papel andlogo al de los coeficientes de los vértices en los diagramas de Feynman.
En un trabajo de De Pietri y Rovelli [24] se consiguid, trabajando en la base de
spin-networks estudiada en el capitulo anterior, estudiar la accién de este ope-
rador sobre un vértice trivalente, calculando sus elementos de matriz de forma
explicita y sencilla usando técnicas de recoupling de calculo grafico.

En este capitulo aplicaremos el método usado en [24] para estudiar la accién del
Hamiltoniano de la teoria reducida por simetria sobre el vértice no trivial més
simple posible, obteniendo explicitamente los elementos de matriz del operador.

6.1.1 Calculo grafico de recoupling en SU(2)

Introduccién

El célculo grafico de recoupling en SU(2) (también llamado célculo binorial de
Penrose) consiste en representar cualquier expresién tensorial en la cual hay

contraccién de indices de forma grafica. Un tensor se representa como una
“caja”’de la cual sale una linea por cada indice, por ejemplo:

127
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Aq

c __
A ab_X

|
B*=p Yb!=ly

Figura 6.1: Representacion gréafica de tensores con diferentes niimeros de indices

2]

e

Luego, los tensores § y € se representan como una linea recta y un arco
respectivamente:

55 = deaw =1 ) ic® =]

a

b

Figura 6.2: Representacién gréafica de las cantidades 6 y ¢

Las operaciones de contraccion de indices entre tensores se pueden repre-
sentar graficamente de forma sencilla con estas definiciones, uniendo las lineas
correspondientes a los indices contraidos usando lineas rectas y arcos. Algunos
ejemplos:

A
B

AaAbé‘ab = —1

B
AYAPB.X¢, =
AA

A9B, = At B, =

tr (V) = Y250 = Ybetce,y = —y

Figura 6.3: Algunas contracciones entre tensores representadas graficamente
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En este capitulo vamos a trabajar exclusivamente con productos de repre-
sentaciones irreducibles del grupo SU(2). La representacién de color n se puede
obtener como la simetrizacién del producto tensorial de n representaciones fun-
damentales U(g)®, graficamente:

Ugb:bé

al

Figura 6.4: Representacién fundamental de SU(2) expresada graficamente, g es
el elemento del grupo.

Para obtener una expresiéon grafica sencilla para la representaciéon de color
n, vamos a introducir el simetrizador:

n

I,P, = & Y (-1)lPI PP =——
b

Figura 6.5: Simetrizador aplicado a n lineas paralelas.

En el primer miembro, P, representan m lineas paralelas a las cuales les
aplicamos el operador simetrizador II,, normalizado. En el segundo miembro,
Py(Lp ) es una representaciéon grafica de una permutacion p de las n lineas mien-
tras que |p| es el orden de la permutacién. Finalmente, el tercer término es la
representacién grafica del simetrizador: la linea recta etiquetada por n repre-
senta n lineas paralelas que no intersectan, mientras que la “caja”’representa el
simetrizador. La presencia del factor (—1)!Pl se debe a que en el célculo binorial
de Penrose, a cada cruce de lineas se le asigna un signo negativo:

A B 4 |B

§A6E = — =
pl lc

Figura 6.6: Al cruce de lineas se le asigna un signo negativo

De esta manera, en cada permutacion el factor (—1)‘1" cancela el posible
signo debido al cruce de lineas. Utilizando esta definicién, podemos simetrizar
todos los indices del producto tensorial de n representaciones fundamentales del
grupo SU(2), obteniendo asi la representacién de color n:
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T n

€

n

Figura 6.7: Expresion grafica para la representacién de color n, el miembro
derecho de la igualdad es una definicién usada para abreviar notacion.

El simetrizador también se puede usar para expresar graficamente la matriz
de acoplamiento de tres representaciones irreducibles de SU(2) como se muestra
a continuacion:

a b an m Nb

PN/ T

C C

Figura 6.8: Expresién grafica de la matriz de acoplamiento entre tres repre-
sentaciones irreducibles de colores a, b y ¢. Los niimeros m, n y p son enteros
positivos y deben cumplir las condiciones de admisibilidad.

En la figura anterior, los enteros positivos m, n y p deben verificar las si-
guientes igualdades: m = (a+b—c¢)/2, n = (b+c¢—a)/2, p = (c+a—>b)/2, estas
son las condiciones de admisibilidad que vimos en el capitulo 4. Las matrices
que representan el acoplamiento de n representaciones irreducibles de SU(2) se
pueden expresar como el producto de coeficientes de Clebsch-Gordan, esto es,
se puede realizar una descomposicién trivalente [70]. El ejemplo més simple (y
de hecho el dnico que vamos a necesitar en este trabajo) es el de un vértice de
valencia cuatro.
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a b

|
o
”
»

¢ N
¢ d

Figura 6.9: Descomposicién trivalente de un vértice de valencia cuatro.

En la figura anterior, la suma se realiza en todos los s que verifican las
condiciénes de admisibilidad en ambos vértices trivalentes.
Finalmente, este método grafico tiene una caracteristica importante asociada a
la existencia de la “métrica’e,; (con la cual podemos subir y bajar {indices a los
elementos de SU(2)): Es independiente de la orientacién elegida de las aristas,
como puede comprobarse facilmente de la relacién U(g~1)E = e40ePPU(9)$,
la cual graficamente se representa:

A B
g = 9

B | A

Figura 6.10: El calculo binorial grafico es independiente de la orientacién de las
aristas.

Teoria de recoupling gréfica para los tensores 05 y cap

En la subseccion anterior vimos que los tensores 5§ V €4B Se representan como
lineas rectas y curvas respectivamente (ver figura 6.2). La teoria de recoupling
grafica de estos tensores se puede obtener inicamente de las siguientes identi-
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v+ X =0

(OUK =d K o

La primer figura corresponde a la igualdad e4Becp = 0405 — 6405, mientras
que en la segunda K es cualquier diagrama que no intersecta con el loop anadido.
En SU(2), el caso que nos interesa a nosotros, tenemos que d = —2. Una de
las consecuencias de esta identidad es que todos los diagramas cerrados que se
puedan contraer a un punto se pueden expresar como un numero. Al calculo
de este nimero se le suele denominar “evaluacién croméatica”. Las evaluaciones
cromaticas mas utiles son las siguientes:

- El simertizador

Ay :< H = (=1)"(n+1)

- Lared 0

dades:

a

Dlab o) — (b N (D™ (mtntpt1)iminip!
(CL, ,C) - W_ alblc! (6.3)

dondem=(a+b—1¢)/2, n=(b+c—a)/2, p=(c+a—10)/2.
- La red tetraédrica

a b e =1 (=15 (S+1)!
Tet l d f ] - - ng%:SM E[(S—ai)!l;l(bj_s)! o
siendo
a; = M%—i_E b = w
as = w by = W
ag = M%M by = AH%L#
o= CFPHE L ax{a} M = min {b,}

2
e = AIBICID!E!F! I=TI(b; - a,)!

ij
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Finalmente, vamos a listar los resultados de la teoria de recoupling relevantes
para nuestro trabajo. El primero y el mas importante es el teorema de recou-

pling:
b C
b . C

a d

(6.5)

Los simbolos 6 — j se pueden expresar en términos de evaluaciones cromaticas
de la siguiente manera:

a b 1

A Tet ¢ d j

a b 1
c d j 0(a,d,i)0(b,c,i)

Luego, si intercambiamos dos lineas en un vértice trivalente:

Y

siendo A% = (—1)(@tb=c)/2(_1)(@'+'=¢)/2 " ¢on g/ = z(z + 2). Por otro lado
tenemos las identidades

k — k
C

a d = a
C k

i A '
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_ (3+a+b+t)(1+a+t—b)(1+b+t—a)
4t(t+1)(1+a+b—1t)

(6.11)
t+e 2
t+e
t—¢ 2
— t+1
(t+e). 5 =—1—¢ ]
(6.12)
donde € = 0, +1. Finalmente, tenemos
P Py R P
Pl A= 2 ac@)p+e=|p+1 =21 p—1
= —1 1 P
p p
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Estos resultados son suficientes para los cdlculos que realizaremos en este tra-
bajo.

Teoria de recoupling gréafica para SU(2)

Como se mencioné al comienzo de la subseccién anterior, toda la teoria de re-
coupling grifica de los tensores 05 y 45 se puede obtener a partir de las iden-
tidades (6. 1) Usando las identidades H[A,e]% = H[A, €]%,62 6% v H[A, €]} =

H[A, e 1%e%ey, es fécil ver que la contraccién de indices entre holonomias
involucra contracciones entre los tensores 02 y €45, por lo que podemos aplicar
los resultados de la subseccion anterior entre medio de las cajas, a las [ineas y
arcos que los unen:

H[A, €] = H[A, €]?,6% Y,

(& &
H[A, e]® = H[A, e 1],e%be,,
—- = T

e e~ 1

(6.14)

Para aclarar esto vamos a empezar por verificar que existe una versiéon de las
identidades (6.1) para holonomias representadas como en la figura 6.7. Conside-
remos primero cuatro caminos orientados eq, es,e3 v e4. El extremo final de ey
y e3 coinciden entre si y con el extremo inicial de ey y e4. Ahora consideremos
holonomias en la representacién fundamental (que denotaremos por U) a lo
largo de e o es y e3 0 e4. El producto de estas se puede escribir como:

U[A, €1 0 e2)22U[A, e5 0 e4]% = U[A, e1]% U[A, e2]2U[A, e3]5, U[A, e2)2*

(6.15)
UlA, el]® U[A ea]y? (65,05) U[A, es]S U[A eg]“4
UlA, e1]% U[A, ea]3? (epyre® + 8565) UA, e3]S,
(v

(+UlA el 55U 1A ealit) (V1A eali?obU LA, eal, )

[A 64]a4

ULA, ety v ULA, €)% ) (U1A, exlge Ul A, eq]2)
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Gréficamente, la igualdad anterior se puede expresar de la siguiente manera:

€9 €4 €9 €4 €2 €4
€1 €3 €1 €3 €1 €3
(6.16)

Los extremos finales de e; y eg e iniciales de e y e4 fueron separados para mayor
claridad pero son en realidad el mismo punto. Las lineas azules corresponden a
los tensores ¢ y €. Esta es la primera de las identidades (6.1). Verificar la se-
gunda identidad es suficiente para probar que todos los resultados de la teoria de
recoupling son aplicables a las holonomias, sin embargo, observar este resultado
parcial nos puede dar una primera idea intuitiva de por qué esto es cierto: Como
se mencioné anteriormente y como se puede observar més claramente en (6.16),
la contraccién de indides entre holonomias es basicamente la contraccién entre
tensores ¢ y . Siempre que tengamos holonomias contraidas entre si podemos
utilizar las identidades de recoupling para ¢ y € en los puntos de unién (esto
es, reorganizar las lineas azules en (6.16)) obteniendo identidades graficamente
equivalentes para estas. Analizar la segunda identidad es un poco maés sutil.
Recordemos que esta identidad decia que un loop cerrado que no intersecte con
ningun diagrama se puede reemplazar por simplemente por —2, en efecto, un
loop cerrado:

= (—i«‘f“b)5§53(—ic€cd) = —g 5% = -2

(6.17)

Sin embargo, una holonomia a lo largo de un loop cerrado no es en general igual

a —2, si por ejemplo tenemos dos caminos e; y ey tales que a == e o (e2) ! es

un loop cerrado, tenemos

= U[A, e1]CU[A, ea]d(—ie®)(—igeq)
U4 UTA, e = — (VLA o)

(6.18)



6.1. ELEMENTOS DE MATRIZ DEL HAMILTONIANO EUCLIDEO 137

Sin embargo, si e; = eg, entonces

= —UlA,elfUA, e '] = =68 = =2

(6.19)

Lo que podemos hacer entonces es definir una teoria de recoupling en el llamado
grafo extendido. La idea de usar el grafo extendido es tener en cuenta la pre-
sencia de diferentes caminos en el espacio y poder diferenciarlos. Dado un grafo
plano v compuesto por diferentes caminos y holonomias a lo largo de los mismos
(expresadas como productos de representaciones fundamentales), definimos el
grafo extendido como 7 x [0,1]. El intervalo [0,1] usualmente se representa
delimitado por lineas punteadas, por lo que el grafo entero estard “encerrado” por
las mismas. La funcién de este intervalo es delimitar cada camino perteneciente
al grafo, por lo que si por ejemplo agregamos una linea externa al grafo, paralela
a uno de los caminos del mismo y dentro de estos limitadores, se trata del mismo
camino:

HMI[A e]H™)[A €]

“GEEEEEEEEnm

eiEEEEEEEER

H®) [4, e]H("Z) [4,€]

(6.20)
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Entonces, si a un cierto grafo le agregamos un loop cerrado, este se puede
sustituir por —2 unicamente si el loop esta dentro del grafo extendido:

p p

EEEEEEEEE

EEEEEEEERN
L IR TR ERREDN]

““EEEEEEEEn

JEEEEEEEER

SssssmamEnm

L ET RN RN R ]

m .‘ ".n X K2 00‘n
(6.21)

Podemos entonces usar el cédlculo gréafico de recoupling para holonomias siempre
y cuando este esté en el grafo extendido. Vamos a concluir esta subseccién con
un ejemplo de “holonomizacién”de una de las identidades obtenidas hasta ahora,
en concreto, vamos a verificar que la identidad (6.13) también se cumple para
holonomias. Por simplicidad, vamos a considerar el producto de dos holonomias
en la representacion fundamental, la primera de ellas a lo largo de un camino
e10ey0e3, y la otra a lo largo de es:
U[A, el]5t (6ZfU[A, 62]a36a4> U[A, es]3:

az-as

x (5§fU[A,ez]§§5’g§) (6.22)

Al producto de las cantidades entre paréntesis lo podemos escribir como la suma
de su parte simétrica y antisimétrica:

(522022 ) U4, ealzU A, ol (32002
- (5;3553) U[A, e2](22UTA, ea],) (533552)

+ (d22002) ULA, e2] 22014, ealy?] (o200 (6.23)
El producto simetrizado de dos holonomias en la representacién fundamen-
tal es una representacién irreducible de spin 1, mientras que el producto an-
tizimetrizado (que tiene una sola componente independiente) corresponde a la
representacién de spin 0. Luego, el producto de las deltas de Kronecker en el
primer sumando se puede reconocer facilmente como el intertwiner entre dos
representaciones entrantes de spin 1/2 y una saliente de spin 1 (ver capitulo
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4). En el segundo sumando, dado que los indices de las holonomias estdn anti-
simetrizados, los productos de las deltas se pueden escribir como

251[;112 5512] = Z':011715(121)2

26[46y"] = 4,4p,c740 (6.24)

Donde €,4,5, (y €%4%4) es el intertwiner entre dos representaciones de spin 1/2
entrantes (salientes) y una de spin 0 saliente (entrante). Luego,

U (A, ]2 U4, )% e 0t (6.25)

[az

es simplemente la representacién de spin 0 dividida por —2: Tenemos primero
el factor 1/2 que viene de la antisimetrizacién y luego el signo se debe a que
as # ag 'y ba # by por lo que 5“2b2£a353 = —1. Gréficamente, esto se puede
representar de la siguiente manera:

€3

D
2

€3

-

€2

o
N
-

o
|
S
p———
|
D[ —

r-

Q!
|

QN
o

€1

(6.26)

Nuevamente las lineas negras representan caminos mientras que las azules re-
presentan tensores § y €. Teniendo en cuenta que Ag/A; = —1/2, se puede
observar que este resultado es andlogo a (6.13).

6.2 Calculo de los elementos de matriz del Hamil-
toniano Euclideo

6.2.1 Teoria completa

Comenzaremos calculando los elementos de matriz del Hamiltoniano Euclideo
de la teoria completa. El vértice mas simple posible sobre el cual el Hamil-
toniano Euclideo tiene una accién no trivial es uno trivalente, pues si bien el
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operador volumen aniquila dicho vértice, el operador holonomia que actiia antes
anade un segmento abierto al mismo, haciéndolo no invariante de gauge.

Sea v un vértice trivalente de una spin network cuyas aristas adyacentes (que
consideraremos entrantes) denotaremos por ey, ey, ex. Consideremos holonomias
a lo largo de cada uno de estos caminos en las representaciones de spin ¢/2, p/2
y /2 respectivamente. :

r

P q

A partir de ahora consideraremos las siguientes simplificaciones para los grafos:

(6.27)

e Las aristas ya fueron identificadas por lo que se omitiran de ahora en mas
las etiquetas eg, e , ex.

e Las cajas que indican la presencia de holonomias serdan omitidas también,
la etiqueta que indica el color de las mismas es suficiente para reconocerlas.

e Vamos también a omitir por una cuestién de espacio las lineas punteadas
usadas para delimitar aristas en el grafo extendido. En las figuras quedara
claro cuando dos lineas corresponden al mismo camino.

Sobre este vértice, la accién del Hamiltoniano Euclideo se reduce a:
HE = (= 22) N@)e® tr (ho b, [0,V 6.2
v _ﬁ (U)E T\ Naj sy, Sk ) ( . )

Siendo s; C e; segmentos cuyos origenes coinciden con el vértice v y ay; el
loop cerrado definido como en el capitulo anterior. Antes de comenzar con el
célculo es necesario hacer una aclaracién. Al promover una cantidad cldsica a
un operador, es necesario elegir un orden de los distintos factores que la for-
man. En nuestro caso deberfamos considerar todas las permutaciones posibles

de los operadores V, (haij — ha].i) e, ¥ h;kl. Sin embargo, son sélo dos per-
mutaciones las que tienen una contribucién no nula, aquellas en las cuales el
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operador volumen estd entre medio de ﬁsk y iL;kli
(hasy = Py, ) oo V! (6.29)
ﬁ%vmjﬁgw—ﬁwg (6.30)

La razoén es que en el operador Hamiltoniano tenemos una traza. La cantidad

hskhs_k1 es un operador en la representacion de spin 0 asociado al vértice v

mientras que (hmj - ha,-i) es un operador de spin 1 asociado al mismo vértice.

El operador V no cambia el spin, por lo que al tomar la traza tendremos que
hacerlo entre una representacion de spin 0 y otra de orden 1, cuyo resultado
es cero. Vamos a calcular ahora la acciéon del Hamiltoniano Euclideo sobre el
vértice (6.27) considerando el orden (6.29). En el Hamiltoniano (6.28) tenemos
una suma en todas las permutaciones posibles de las aristas, sin pérdida de gene-
ralidad fijamos & = K (los célculos para las demds permutaciones son idénticos).

Primero debemos actuar con el operador fz;}}, usando (6.13) tenemos:

T T
1
7 —1 r+e
hSK = Z ae(r) 1
e==41 T
p q p q

(6.31)

T
r+1°
accion del operador volumen. . Recordemos que al aplicar hs_; al vértice v, el

resultado es no invariante de gauge: sk tiene su origen en el vértice, la linea
de color € se dibuja separada del mismo para indicar que la holonomia no se
contrae en el intertwiner del vértice sino que tiene un indice libre. La accion
de V sobre la expresién anterior se puede calcular usando el resultado de [24],
notando que para este vértice el operador volumen actia de forma diagonal:

Siendo a1(r) =1y a_1(r) = — Sobre este resultado debemos calcular la

r
1

r

V it - Y a)Vabarten ||,

SK e==1 T

P q p q
(6.32)

El operador iALm].iALS « agregara el segmento sk, unido a la linea de color 1 libre
mas alejada del vértice en uno de sus extremos, y en el otro extremo unido al
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loop a;, cuyo otro extremo queda unido a la linea de color 1 libre més cercana
al vértice al tomar la traza:

A T r
1
o - r+e . r+e|\l r+e|)l
argltsg = agr'lsi 1 — -
T T 'S
1

1 1

p q p q p

(

1
6.33)

Usando la definicién del simetrizador de la subseccién anterior, se puede ver
facilmente que:

1 1 1 1 1 1
1 1 1 1 1 1

(6.34)

Entonces, el resultado (6.33) se puede reescribir como:
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Donde usamos (6.13) en las lineas de color p y ¢. Recordemos ahora de la
subseccién anterior la identidad (6.8); en particular tenemos

r—+e&
r— r
1
22— o T+8: 2
1 r
r
r

(6.36)

Usando esta identidad en (6.35):

r+e
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En cada uno de los sumandos del miembro derecho de la ultima igualdad se
puede usar nuevamente la identidad (6.8):

(6.40)

Juntando todos estos resultados obtenemos:
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Donde

€3
A(r,e;p,&;q,€) = fx/w(p, ¢, 7 +¢e,1)Ri(r,e)Ra(p, 55 ¢, &) (6.42)

Siendo las cantidades Ry (r,¢) v Ra2(p,E; ¢, ;) (se usé una notacién similar a la
de [24] para facilitar la comparacién):

T 1
r+e
r 1
Ry (r,e) = ac(r) . =&

==
P q 1 P q
A p+E q+é r
p ' q 1 p+E q+é

Ry(p,&;q,8:7) = az(p)az(q) |2 —4
1 1 r
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Es fécil ver que al realizar la suma en (6.28) en los indices i, j, k, cada sumando
se obtiene intercambiando p,q y r en (6.41). Entonces:

E
H _ 21

T 303 =1

(6.44)

El célculo considerando el orden de los operadores (6.30) es muy similar y puede
ser encontrado en [24]. El resultado tiene la misma forma de (6.44) con coe-
ficientes distintos en cada sumando. En [24] también se realiza la siguiente
observacién: Si llamamos fffl al operador hamiltoniano con el orden (6.29) y

N N . T
HZE2 al operador con el orden (6.30), resulta que HF? = (Hfl) . Entonces, se

puede definir un operador Hamiltoniano simétrico dado por:
N 1/~ N
Him =5 (Hfl + HUEZ) (6.45)

6.2.2 Teoria axisimétrica

Vamos ahora a calcular la accién del Hamiltoniano Euclideo axisimértico sobre
el vértice mas simple posible. Lo primero a tener en cuenta es que el vértice mas
simple sobre el cual el Hamiltoniano Euclideo axisimétrico tendra una accién no
trivial no es igual al del caso de la teoria completa. Lo que estamos buscando
es un vértice v al menos trivalente cuyas aristas adyacentes sean linealmente
independientes. En el caso axisimétrico, deberiamos tener dos aristas contenidas
en la 2-superficie ortogonal a las érbitas del vector de Killing y necesariamente
una arista en la direccién del mismo. Pero esta arista debe a su vez completar
una vuelta por lo que el vértice tiene valencia cuatro. Sean e, y eg aristas
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contenidas en la 2-superficie y e una arista perpendicular a esta; representamos
graficamente a v de la siguiente manera:

r

P q

(6.46)

El 6valo representa la trayectoria cerrada perpendicular a la 2-superficie ¥ mien-
tras que p, ¢ y r son los colores de las representaciones de las holonomias aso-
ciadas a cada arista.

Recordemos del capitulo anterior que el operador Hamiltoniano toma la siguien-
te forma:

hE = hPe 4 pPoe (6.47)

La accién de cada uno de estos sumandos sobre el vértice (6.46) estd dada por:

hE(N) i _QJQV;;;M tr (o o, [ 7]) (6.48)

, N aon (51517 3 i1 Th ¢
hES(N) = 25 " (h%lhsalh%hsahsbl [hsh,VD t(aer o) (6.49)

Los indices a,b toman los valores o y 3, ademds usamos la misma notacién
donde s; C e; es un segmento con base en v y saliente al mismo (ey tiene un
segmento entrante y otro saliente a v, elegimos s4 contenido en el segmento
saliente) .

Calculo de hE

Vamos a empezar por calcular la accién de (6.48) sobre v. Al igual que en el
caso de la teoria completa, deberiamos considerar distintas permutaciones de
los operadores. Sin embargo, es facil ver que este término, al ser analogo al
Hamiltoniano de la teoria completa, también tendra sélo dos permutaciones de
operadores relevantes: aquellas en las cuales el operador volumen estd entre
medio de h, s Y fzs’kl. En las demds permutaciones, tendremos nuevamente la
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traza de un operador en la representacién de spin 1 (hq,,) con otro en la repre-

sentacién de spin 0 (hs ¢hs_k1), mientras que V no cambia la representacion. Las

permutaciones relevantes son entonces:

(E%b - ﬁaba) ha, Vi) (6.50)
o Vi) (et = ) (6.51)

Como en el caso anterior elegimos el orden (6.50). Primeramente tenemos la
accion de hs_d} sobre el vértice:

r

r
1
hs_; R = D emz 0e(7) r+e
1
b a P q (6.52)

La accién del volumen sobre este tipo de vértice fue estudiada en el capitulo de
cinemaética. A diferencia de la teoria completa, el operador volumen no actia
de forma diagonal sobre el vértice de la expresién anterior sino que modifica el
intertwiner del mismo. La accién del volumen serd denotada con los coeficientes
vf’kz definidos a continuacién:

(6.53)

Donde k toma los valores r,r +2 y j verifica las condiciones de Clebsch Gordon
entre p y q y entre r y k. Luego,

Tl T r
(s — ) h% o)
N AN, N
)

(6.54
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Por simplicidad se omitié en la figura la linea de color j. Con la ayuda de (6.34),
este ultimo resultado se escribe como dos veces el siguiente grafo:

r
o
2

p \q (6.55)

Y esto a su vez, usando (6.8), se puede escribir como:

r—+e

(6.56)



150CAPITULO 6. ELEMENTOS DE MATRIZ DEL HAMILTONIANO EUCLIDEO

Restaurando la linea de color j y usando (6.13), el grafo anterior toma la si-
guiente forma:

(6.57)

Usando el teorema de recoupling podemos mover la linea de color 2 hasta la
linea de color j:

Usando nuevamente recoupling:
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Obtenemos el siguiente grafo:

T
ko
q+é
1 q
r
(6.60)

En ambas igualdades se usé la identidad (6.8). Juntando todos estos resultados
obtenemos finalmente

N (v _ ~
z'e(%,) >oaq, (r,e,p,&,q,€)
k
6::!:1,2€=:|:1
q p q
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donde se definid

CL%Q (T7 &P, g7 q, 5) = Zk 2vg’kas (T)ag(p)afé(Q)
2,7,

S {ash) {75k
3

q+5a P
1
pa
q+éE
G
N

(6.62)

Se omitieron nuevamente las lineas virtuales, indicando el color de estas sobre
el nodo. El cédlculo de (6.51) teniendo en cuenta el otro orden relevante de
los operadores se puede realizar de manera similar y el resultado es andlogo al
anterior.

Calculo de hP¢

El segundo sumando del Hamiltoniano Euclideo:

o N(v N I N
hE(N) = —Z%ewb tr (hsd}hsalhsd)hsahsbl [th Y(atr¢)  (6.63)
P
tiene una forma diferente a la del término anterior, el cual es claramente analogo
al Hamiltoniano Euclideo de la teoria completa. Vamos ahora a calcular su
accion sobre el vértice v. A diferencia del término anterior, el orden en el cual
el operador volumen estd ubicado a la izquierda:

Vg, s, — (a ¢ ¢)) (6.64)

son:

(hs hshsyh, — (o <> ¢))hg Vi, 6.65)
h ' Vhs, (h ) hith hs, — (a < ¢)) (6.66)
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Por simplicidad consideraremos tinicamente el orden (6.65). Primero tenemos

la accién de hg,:

>
|
)
m
/N
KK
N—"

Sb
1

D q D q+¢€ 1q

(6.67)

El operador volumen, al actuar sobre el grafo anterior afecta los intertwiners del
mismo de forma andloga al caso anterior:

r

r
k
+e
1 q
r r
q 1
q+e
k 1
2 2
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En la primer igualdad se usé:

1 1 1 1 1 1
_ _ 2 5

1 1 1 1 1 1

(6.70)

mientras que en la segunda igualdad se us6 (6.8). Usando el teorema de recou-
pling en el grafo del tltimo miembro de (6.69) obtenemos:

r r

Donde se usé

P 2 (6.72)
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Luego, al grafo del lado derecho de (6.71) se lo puede reescribir usando (6.8):

r

p+E 1
P
kg 2
= az(p I = >_az(p) L
/ S 7 IS5 pre
e Y=l @ o
p qg P q p/ q

(6.73)

Juntando todos estos resultados y teniendo en cuenta que al intercambiar a <> b
el calculo es andlogo y se obtiene intercambiando p « ¢, llegamos a la accién
de hE:¢ sobre el vértice v:

r

hE,p N,
23> A
K3

p q

Donde se definio:

a;b,k;,]@ (¢,€,p,6,7):= QCLg(Q)CLg(p) 2 'Ug,k(q) rT,D, 1))\%1

(6.75)

El primer grafo en el miembro derecho de (6.74) se puede simplificar usando
(6.13) y el teorema de recoupling; primero:

T T
r+ &
= az(r)
=+1
D+ E p+e
p q p q

(6.76)
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Luego,

j rr
r+€ 2 j2

ko q j qgk2 \Jj2q
Jj2 2 k3} )\j )\k?,

(6.78)

Por otro lado, tenemos la siguiente identidad (la cual se puede obtener como un
caso particular de (6.8) en el caso a = 0):

a 4 a
o
b c — N 54
A,
d (6.79)
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Con este resultado, el grafo de (6.78):

r
p+ée
r+¢
J2
Ap+5 D+ E
p q
(6.80)

Realizando un proceso similar, este tiltimo grafo se puede escribir de la siguiente
manera;

r+¢

L LY a9 {15

pté+e
p+eé+eg
5§i€+a’
Apteter b q

(6.81)

Juntando todos estos resutados tenemos finalmente:

T+

a;k.kQ (g,€,p,€,7) a‘ﬁk’,w(q7 g,p,&,r)

B¢ __N o rE 4 E ¢ g
g XZ: il2, jv]'%;js b5 ja ks s (4575 E: P+ E) = 0% kaks (G E D HE) o
Kk, K3k grete
e=+1,6=%+1 | . (rr+&p+é&q.c 4 z £.q,¢
P q g=+1,e'==+1 ]2"73',“( er 0€) Cj2~j3~’<‘4(r"7‘+€7p+67 &€ >q P

(6.82)
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Donde se definieron los coeficientes

biankQ,kg (Q7 r) g719 + é):

az(r){i=5 o} {528 A area

p+éE
p+E
5k3
Apie
= ~ ~\fq p+E J2 rojo T
0?2,j3,k4<r,7”—|—€,p—|—€,q,8/): asl(p_'_g 1 J3 kg }{1 r4+¢€ j3}

p+é+e

[ Trre
N

pté+e’

Ap+€+s’
(6.83)

El cdlculo de los términos correspondientes a los érdenes (6.64) y (6.66) se realiza
de forma similar y el resultado es andlogo a (6.82).
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6.3 Kernel del Vinculo Hamiltoniano

6.3.1 Teoria completa

Finalizamos este capitulo hallando el Kernel de vinculo Hamiltoniano. En el
capitulo de cinemdtica construimos el espacio Hy (soluciones del vinculo de
Gauss) recurriendo al uso de intertwiners e introduciendo los estados de spin-
networks que denotaremos en esta seccién por Tn,,j‘,a siendo +y el grafo en el cual

estd basado el estado y los vectores jy C los colores de sus aristas y vértices. El
espacio de las soluciones simultdneas al vinculo de Gauss y de difeomorfismos
Hairs se obtiene tomando el promediado de los estados de spin-networks en el
grupo de difeomorfismos:

Toie= > Tysa (6.84)
7' €]

donde [v] denota la érbita de v bajo difeomorfismos espaciales. El promediado
en el grupo de una funcién cilindrica [f] se obtiene descomponiendo esta en
estados de spin-network y promediando cada uno de ellos por separado. Quer-
emos encontrar ahora K,nys, el espacio de estados de soluciones del vinculo
Hamiltoniano. En primera instancia deberiamos buscar los estados ¥ tales que

HU =0 (6.85)

es decir, estados que son aniquilados por la accién del vinculo Hamiltoniano.
Los tnicos estados que verifican esta condicién son aquellos basados en un grafo
tal que todas las tangentes de las aristas adyacentes a sus vértices son coplanares
(en el caso de la teoria axisimétrica, esto corresponde a grafos carentes de aristas
perpendiculares al vector de Killing). Estos estados no estdn en el rango del
operador Hamiltoniano: Es imposible obtener un estado basado en uno de estos
grafos a partir de la aplicacion del Hamiltoniano a un estado de spin-network.
Es por esta razén que el valor propio cero estd en el espectro residual de H
y no en el espectro puntual. Como para un operador acotado O, su espectro
residual coincide con el espectro puntual de OAT, vamos a buscar soluciones en
el dual del espacio de Hilbert de las funciones cilindricas #’, es decir, vamos
a buscar distribuciones ¥ € #’ tales que ¥ (ﬁf) = 0 para todo f € #. El
procedimiento a seguir se basa en la siguiente observacién: Dado un estado v
basado en un grafo -, el resultado de la accién del vinculo Hamiltoniano Euclideo
sobre el mismo se puede escribir como una combinacién lineal de estados de spin-
network basados en grafos vy tales que 77 — v es un arco de spin j = 1/2 (el
cual fue denotado como «;; anteriormente). Basdndonos en esta observacién,
introducimos las siguientes definiciones:

Definiciéon 1: Dado un grafo «, un vértice v € v es extraordinario si:
e Es trivalente.

e Es la interseccién de dos curvas analiticas, v = ¢ N ¢, siendo el extremo
de una sola de ellas.

Definicién 2: Una arista e € v es extraordinaria si:
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e Sus extremos v, y v son vértices extraordinarios.

e Hay un vértice v € v al menos trivalente del grafo con al menos tres aristas
no colineales adyacentes. Entre esas aristas hay dos, s; y so linealmente
independientes que conectan v con v1 y v2. A v se lo llama vértice tipico
asociado a e.

Este 1ltimo requerimiento implica que el vértice tipico debe ser tal que el Hamil-
toniano euclideo tiene una accién no nula sobre el mismo. Recordemos que
cuando HE actiia sobre un vértice v perteneciente a un grafo v, el resultado de
esta accion estd basado en grafos que difieren de v, de acuerdo a estas defini-
ciones, en dos vértices extraordinarios y una arista extraordinaria e tal que v es
el vértice tipico del mismo. Esta segunda condicién se puede intepretar entonces
como exigir que el grafo v al cual pertenece la arista extraordinaria pueda ser
obtenido a partir de la accién del Hamiltoniano Euclideo sobre un estado basado
en v — e, dado que si las tangentes de las aristas adyacentes a v son linealmente
dependientes, la accién de HE ser4 nula.

Definicién 3: Una spin-net es un par w = (7, j) que consiste en un grafo
v y una asignacién de colores j; > 0 a las aristas del mismo tales que el espacio
de intertwiners compatibles con el mismo es no vacio, esto es, que los colores
de las aristas verifiquen las condiciones de Clebsch-Gordon. Un estado de spin-
network basado en este grafo se dice compatible con la spin-net w.

Definicién 4: El espacio W™ es el de las spin-nets que tienen precisamente
n edges extraordinarios de valencia 1 (spin 1/2). W9 en particular es el espacio
de las spin-nets cuyas aristas extraordinarias tienen todas un spin j > 1/2.
Teniendo en cuenta las definiciones anteriores, se puede interpretar al niimero n
como el nimero de veces que tiene que actuar el Hamiltoniano Euclideo sobre
un grafo 9 € W para obtener v, € W".

Definiciéon 5: Dada una spin net w, = (Wn,jn) € W™, existe un tnico
wy = (70,50) € WY al que se denomina fuente de w, y se puede obtener a
partir de este de la siguiente forma: Partiendo de 7, eliminar todas las aristas
extraordinarias de spin 1/2. A los segmentos del grafo que conectaban la arista
extraordinaria con su vértice tipico, cambiar su spin para que coincida con el
del resto de la arista a la que pertenecen:
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/ n
) 1/2 % v
\ J2

J2
Repitiendo este procedimiento hasta que no queden aristas extraordinarias se
obtiene ~yg. Por otro lado, una spin-net w, 1 € W"*! se puede obtener a partir
de w, € W™ realizando los siguientes pasos: Anadir un edge extraordinario de

spin 1/2. A los segmentos que unen sus extremos con el vértice tipico v (cuyos
espines denotaremos por j; y jo) cambiarles el spin en +1/2.

. J1
Ul j1£1/2 e
v —> U 1/2
y ja £1/2
2 ™

Si alguna de estas cantidades j; £1/2, jo +1/2 es cero, remover entonces el seg-
mento correspondiente del grafo nuevo. Se conservan tnicamente los resultados
que respeten las reglas de recoupling: Si por ejemplo v es trivalente, y tanto
j1—1/2 como jo — 1/2 son cero, entonces v en el nuevo grafo tendria una tnica
arista adyacente. Casos como este son descartados.

Kernel del vinculo Hamiltoniano: Vamos ahora a buscar las soluciones del
vinculo Hamiltoniano. Sea ¥ € #’ , para que esta sea una solucién del vinculo

del vinculo hamiltoniano debe verificar ¥ (lfI (N) f) = 0 para todo lapso N y

para toda funcién cilindrica f. Esto es equivalente a pedir ¥ (f[ (N)T, 1.7, 6) =0
para todo lapso N y para todo estado de spin-network T[ 1.7 . En [65] se probd
que las soluciones son combinaciones lineales de estados ¥ de 1a siguiente forma:

e U = [®], donde P es una combinacién lineal de estados de spin-networks
basados en spin-nets wg € Wy.

e U = [D], donde ¥ es una combinacién lineal de estados de spin-networks
construidos de spin-nets en Wy que construiremos a continuacion.
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Es trivial verificar que los estados del primer tipo son solucién: El Hamiltonia-
no agrega aristas extraordinarias, por lo que incluso si ¥ y H TM je tienen el
mismo grafo, el color de las aristas diferira y el producto escalar por lo tanto es
cero.

Consideremos ahora las soluciones del tipo 2. Sea ¥ = ZaE;])([wo])T. La
T

suma se hace en todas las spin-nets w € W™ (wg) con fuente wy y luego en
todos los estados de spin-networks T' compatibles con estos w, a este espacio lo
denotaremos por S™(wp). Los coeficientes a dependen de la clase de equivalencia
de los grafos de las spin-networks, del niimero n y de la fuente de las spin-nets.
Al aplicar H”(N) a un estado T € S™ !(wyp), obtenemos una combinacién
lineal de estados pertenecientes a S™(wy), pues el Hamiltoniano euclideo agrega
precisamente una arista extraordinaria al grafo. Luego, para estudiar cémo
modifica el vinculo Hamiltoniano Lorentziano al grafo « de la funcién cilindrica
sobre la cual actiia, se puede observar que en su expresién aparece dos veces el
operador K, (el cual a su vez se define en términos del Hamiltoniano Euclideo,
ver ecuacién (5.57)), mientras que el resto de los operadores presentes en la
expresién no modifican . Por esta razén, al aplicar HX(N) a un estado T €
S™"=2(wp), el resultado es una combinacién lineal de estados T” € S™(wg) ya que
este operador agrega dos aristas extraordinarias. Entonces, tenemos matrices
m tales que:

HE(N)T = Z Nvmf;])’[T,] ([wo] , [v]) T" para T € STV (wg)
veV (70),T" €S ([wo))
(6.86)
HE(N)T = > Num(7) oy ([wo] , []) T' para T € ST ()
VEV (7). T €S0 (wo) 7
(6.87)

Entonces, f sera solucién si

S alh (o) mG g (ol [o]) = 09T € ST (wg) U S™2) (wg) v € V (30)
T7€8™) (wg)
(6.88)

Los miembros de todos los S™(wp) para todo wg son todos los estados de spin
networks compatibles con cualquier w € Wy.

6.3.2 Teoria axisimétrica

En la teoria axisimétrica, el hamiltoniano euclideo tiene la siguiente forma.
iE_iE | I E
h™ =hy + hg (6.89)

Donde hZ y hE:¢ estén dados por (6.48) y (6.49). Como se vio en este capitulo,
la accién del término A2 es analoga a la del vinculo HE de la teorfa completa:
al actuar con A% sobre un estado de spin-network basado en un grafo v, el
resultado es una combinacién lineal de estados cuyos grafos difieren en v por
una arista extraordinaria. Por otro lado, el resultado de actuar con hE¢ sobre
un estado basado en 7 es una combinacion lineal cuyos grafos correspondientes
difieren de este en una arista cerrada a lo largo de la direccién del vector de
Killing;:
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r r
fLE —
8%
p+E q+e
Y q 1
T r—+¢c
D
Y q

%

q+e+e
Esta arista no cumple la definicién de arista extraordinaria dada al comienzo de
la seccion, por lo que para poder encontrar el kernel del vinculo Hamiltoniano
empleando un método similar al caso de la teoria completa es necesario intro-
ducir nuevas definiciones.

Definicién 5: Dado un grafo v, decimos que un vértice v € 7y es extraordinario
de tipo 2 si:

e Es cuatrivalente

e Es la interseccién de una arista e, perpendicular al vector de Killing y
otra arista ey en la direccién del mismo.

Definicién 6: Una arista e € 7y es extraordinaria de tipo 2 si:
e Esta en la direccién del vector de Killing.
e Intersecta con el resto de v en un vértice extraordinario de tipo 2.

e Existe un vértice v € v al menos cuatrivalente tal que las aristas adya-
centes al mismo no son colineales. Una de estas aristas conecta v €
con el vértice extraordinario de tipo 2. A v se lo denomina vértice tipico
asociado a e.

De forma andloga a la teoria completa, esta ultima condicién implica que el
grafo v se pueda obtener a partir de la accién de fzg sobre un estado basado en
v —e.

Definicién 7: El espacio W™™ es el de las spin-nets que tienen precisamente n
aristas extraordinarias de spin 1/2 y m aristas extraordinarias de tipo 2 también
de spin 1/2. W90 es el espacio de spin-nets basados en grafos cuyas aristas
extraordinarias (de ambos tipos) tienen spin j > 1/2.
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Dado wy, , € W™™, se pueden obtener a partir de este un elementos de Wn+1:m
y Wn=1m realizando el mismo procedimiento descrito para el caso de la teoria
completa. Un elemento de W™™+! se puede obtener mediante un procedimiento
similar:

e Agregar al grafo una arista de valencia 1/2 perpendicular a la 2-superficie
Y cuyos extremos coinciden con un punto vg € e, siendo e € v una arista
(a cuya valencia llamaremos ¢q) tal que uno de sus extremos es un vértice
v al menos cuatrivalente y tal que las aristas adyacentes al mismo no
son coplanares, esto es, deben haber por lo menos dos aristas adyacentes
contenidas en la superficie ¥ y una perpendicular a esta, cuya valencia
denotaremos por r.

e Al segmento de e cuyos extremos son v y vg, cambiar su valencia de g a
g+1/2+1/2.

e A la arista perpendicular a la 2-superficie cuyos extremos coinciden con v
(debe haber una necesariamente) cambiarle la valencia de r a r + 1/2.

e Si alguno de estos nuevos valores es cero, sacar la arista correspondiente
del grafo.

e Quedarse Unicamente con los casos que respeten las reglas de recoupling.
Si por ejemplo el vértice original v tiene dos aristas adyacentes contenidas
en X y una perpendicular a esta, al remover por ejemplo esta tltima arista
y una contenida en X, v tendria s6lo una arista adyacente en el nuevo grafo.

De manera similar, a partir de wy,,, € W™™ se puede obtener un elemento de
Wmm=1 de la siguiente manera:

e Eliminar una arista extraordinaria e de tipo 2 del grafo.

e Modificar la velencia del segmento de arista que tiene por extremos al
vértice tipico v de la arista e y al vértice extraordinario vy de tipo 2
asociado con esta, hacer que coincida con la valencia del resto de la arista.

Dada una spin net w,, ,, € W™, aplicando el procedimiento anterior hasta que
no queden aristas extraordinarias se puede obtener una spin net wgo € W0,
Reciprocamente, partiendo de una spin net wg o € W%, se puede obtener otra
Wnm € W™™ actuando con los operadores hf® y hF:®. A diferencia de la
teorfa completa, la spin net wg o a partir de la cual se puede obtener wy, p,
actuando con estos operadores no es unica. Para ilustrar esto de forma simple,
consideremos el siguiente caso: Dada una spin net wg,g € W00 basada en un
grafo v, sea v € vy e € v una arista adyacente al mismo. Dado un estado de
spin-network compatible con wg,, se puede obtener otro compatible con una
spin net wp1 € WOl mediante la accién de hE¢ sobre v, la cual da como
resultado una combinacion lineal de estados que cuyos grafos correspondientes
difieren del original en una arista e y un vértice v extraordinarios de tipo 2. La
valencia del segmento que une el vértice extraordinario con el vértice tipico v es
modificada en £1 £ 1; por otro lado, sea e4 la arista en la direccién del vector
de Killing adyacente a v cuya valencia denotaremos por r; la valencia de ey en
el nuevo grafo es 7 4+ 1. Sea wy ; una spin net que difiere tinicamente de wo o
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en la valencia de ey, siendo esta r £ 2. Al aplicar el operador hE:¢ a un estado
de spin-network compatible con wy , el resultado serd una combinacién lineal
de estados en cuyos grafos la nueva valencia de eg serd r £+ 2 £ 1; dentro de los
valores posibles se encuentran r+ 1, mientras que el resto del grafo en cada uno
de esos términos es igual a los que se obtienen en el caso anterior.

hEa X\ r+1
D q
g+1+1
Y

I 1
q

hE g
N\ r—=1
Y q
gt1+1
1
Y q

r— 2

A
EE,¢X
2 q

Figura 6.11: En la teoria axisimétrica no se puede definir de forma tnica la
fuente de una spin net.

De forma mas general, dada w™™ € W™™  existen estados de spin nets
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" 0 e WO tales que mediante la aplicaciéon de hE+¢ sobre un estado P €

S5m0 compatible con w?’o podemos obtener estados ¢’ € S™™ compatibles con

w,

w™™. Los grafos en los cuales estan basados las spin nets w?’o difieren entre si
Unicamente en las valencias de las aristas en la direccién del vector de Killing
adyacentes a sus vértices. Por esta razén, no es posible definir una tnica fuente
para una spin net w™™ € W™™_ sino que para caracterizarla completamente
hay que dar también las valencias de las aristas perpendiculares a ¥ adyacentes
a cada uno de los vértices tipicos.

Definiciéon 8: Dada una spin-net w™™ € W™™_ definimos una clase de equi-
valencia @%%(w™™) asociada a la misma bajo la cual dos spin-nets w?’o y wg’o
pertenecientes a W90 se consideran equivalentes si es posible obtener un estado
de spin-network compatible con w™™ a partir de la aplicaciéon de hE sobre un
estado compatible con w?"” y ademas sobre otro compatible con w3,

Al igual que en la teoria completa, la accién del Hamiltoniano Lorentziano
sobre el grafo de la funcién cilindrica sobre la cual actiia es equivalente a la
aplicacién consecutiva de dos vinculos hamiltonianos euclideos (el resto de los
operadores en su expresién no modifican el grafo). Si un estado de spin-network
pertenece a S™™ (los estados de spin-networks compatibles con las spin-nets de

W™™m) entonces tenemos, esqueméticamente:
RET ~ WERET = ]AlE(Tl + Tg) =T+ Tio+ T + Too (690)

Donde Tl c Sn—i—l,m’ T2 c Sn,m-{-l y Tll c Sn—i—Q,m7 T127T21 c Sn-{—l,m-&-l, T22 c
Sn,m+2.

Kernel del Vinculo Hamiltoniano: Sea # el espacio de Hilbert de las
funciones cilindricas. Una distribucién ¥ € #’ estd en el Kernel del vinculo
Hamiltoniano si \P(E[N](f)) para todo lapso N y para toda funcién cilindrica f,
o equivalentemente, para todo estado de spin-network TMJ} =+ siendo [7] la clase

de equivalencia de v bajo difeomorfismos. Distinguimos dos tipos de soluciones:
o U =[¢], con yp € S*Y estados basados en spin nets w’°? € W00

e U = [¢)], con ¢ € §™™ estados basados en spin nets w™™ € W™™ que
construiremos a continuacion.

Sea ¥ = [¢] la clase de equivalencia bajo difeomorfismos de v, siendo ¢ =

> aE;]’m)([wo’O])T. La suma se hace en todas las spin-nets w € W™™, en todos
T

los estados de spin-networks T" € S™™ compatibles con uno de estos spin-nets.
Al actuar hZ = hZ + izf sobre un estado 7' € S"~ 1™y S™™~1 se obtiene una
combinacién lineal de estados de S™™ (resultado de la accién de hZ sobre la
componente S~ 1™ y la de hE- sobre la componente S™™~1) y otros estados
perpendiculares (por ejemplo la accién de hE- sobre la componente en S™™ 1
da como resultado un estado perteneciente al espacio S"t1™~1). De manera
similar, teniendo en cuenta (6.90), tenemos que hZ actuando sobre un estado
T ¢ Sn—2my gn-tm=1y §nm=2 (a como resultado una combinacién lineal

de estados en S™™ junto con otros estados en espacios perpendiculares a este.
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Entonces, tenemos matrices m tales que:

WENT =Y S N (00 BT 4 (L) (69
’UEV(’yO) w°>0eﬁ)0>0(wn,m)
T/ES("'m)(wO,O)

para T € g(n—1,m) (wo’o) u gmm=1) (wo’o)

2L _ (n,m) 0,0
h(N)T = E E Nomyr 174 ([w”], ) T+ (L)  (6.92)
veV (v0) w0 €@ (w™™)
T/ eg(nm) (wo,o)

para T € S(n—Z,m) (w0,0) U S(n—l,m—l) (’LUO’O) U S(n,m—Q) (w0,0)
Donde se usé la notacién abreviada (L) para denotar a todos estados perpendi-

culares a aquellos pertenecientes a S™™(wp). Finalmente, ¥ serd solucién sélo
si:

S () mi (w0, 0) =0

veV (v0)
T e §lnm) (wo,o)

VYT € S(nfl,m) (UJO’O) U S(n,mfl) (U/O’O) U S(n72,m) (’(UO’O)
U S(n—l,m—l) (’LUO’O) U S(n,m—2) (w0,0) v E 174 (,70)

(6.93)
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Capitulo 7

Conclusiones

Realizamos una reducciéon por simetria de la Relatividad General clésica re-
formulada en las variables de Ashtekar-Barbero reales, encontrando las cone-
xiones y las triadas adaptadas a la simetria. La teoria reducida resulta tener
el mismo nimero de grados de libertad locales. Los vinculos y las ecuaciones
de movimiento toman una forma andloga a los de la teoria completa. Verifi-
camos, usando un Ansatz adecuado, que las soluciones de Kerr, Schwarzschild
y Minkowski satisfacen dichas ecuaciones. Para cuantizar esta teoria conside-
ramos primero funciones cilindricas basadas en grafos resultantes de la unién
de un grafo contenido en una 2-superficie o perpendicular al vector de Killing
espacial y trayectorias cerradas en la direcciéon del mismo. Para imponer la in-
variancia bajo transformaciones de gauge construimos estados de spin-networks
recurriendo al uso de intertwiners. Los difeomorfismos espaciales en o se im-
ponen de forma andloga a la teoria completa realizando un promediado en el
grupo, mientras que para imponer los difeomorfismos en la direcciéon del vec-
tor de Killing, basta con considerar dos 2-superficies perpendiculares al mismo
como equivalentes si estas estan relacionadas por una de estas transformaciones.
Definimos la accién de operadores cineméticos correspondientes al adrea de una
superficie y al volumen de una regién espacial. Con estos resultados procedimos
a cuantizar el vinculo Hamiltoniano siguiendo la construccién de Thiemann,
verificando la consistencia cilindrica del operador resultante, su covariancia por
difeomorfismos y la ausencia de anomalias. El operador Hamiltoniano en el
caso axisimétrico se puede separar en dos partes: una de ellas actia de forma
analoga al operador obtenido por Thiemann, mientras que la otra no tiene un
analogo en la teoria completa, lo cual estd basado en el hecho de que las trayec-
torias permitidas en la teoria axisimétrica estdn contenidas en una 2-superficie
perpendicular al vector de Killing o en la direccién del mismo. Los elementos
de matriz del Hamiltoniano fueron calculados explicitamente usando técnicas
de célculo de recoupling graficas, se considerd en particular la accién del opera-
dor sobre el vértice no trivial mas simple posible, un vértice cuatrivalente. El
calculo es més complejo que en el caso de la teoria completa, en donde el vértice
no trivial mas simple posible es trivalente. Concluimos el trabajo estudiando
el Kernel del vinculo Hamiltoniano, buscando soluciones al mismo en el dual
del espacio de Hilbert. La teoria axisimétrica presenta un paralelismo notable
con la teoria completa. La reduccién por simetria no reduce la complejidad de
la misma, de hecho la accién del vinculo Hamiltoniano es mas compleja. Este
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paralelismo parece sugerir que la inclusién de materia se puede implementar
al igual que en la teoria completa sin introducir anomalias, mientras que en el
caso esféricamente simétrico no hay atn una forma conocida de incluir materia
sin alterar el dlgebra de los vinculos [22] , as{ como tampoco hay una forma
conocida de implementar el Hamiltoniano de Thiemann. Un posible trabajo a
futuro entonces es estudiar la inclusiéon de materia en Gravedad Cudantica en
2+ 1 dimensiones utilizando lo aprendido al trabajar en el caso de 3+ 1 dimen-
siones reducido por simetria.

Finalmente, durante el desarrollo de este trabajo surgio el interés en poder des-
cribir el agujero negro de Kerr en términos de las variables de Ashtekar. Se
desean estudiar en particular dos posibilidades: Expresar las condiciones del
teorema de Robinson en términos de condiciones para las variables canénicas.
Por otro lado, segin el teorema de Mars-Simon (ver por ejemplo [49] y [50]),
dado un espaciotiempo, este corresponde al agujero negro de Kerr si y sélo si
una cantidad geométrica llamada tensor de Mars-Simon se anula idénticamente.
Tgualar a cero el tensor de Mars-Simon correspondiente a un espacio axisimétrico
genérico podria dar lugar a condiciones sobre las variables candnicas que per-
mitan caracterizar el agujero negro de Kerr dentro del espacio de las métricas
axisimétricas.

Es importante notar que mientras que la Relatividad General reducida por
simetria axial tiene dos grados de libertad locales (al igual que la teorfa com-
pleta), el aguero negro de Kerr tiene dos grados de libertad globales (masa y
momento angular), por lo que para obtener el mismo a partir de un espacio a-
xisimétrico genérico es posible que haya que recurrir a la descomposicion modal
de los vinculos de la teoria.



Apéndice A

Soluciones particulares a las
ecuaciones de movimiento

Las ecuaciones Einstein en términos de las variables de Ashtekar reducidas por
simetria se obtienen tomando el corchete de Poisson de las variables canénicas
con el Hamiltoniano total:
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Los corchetes de Poisson de las variables candnicas con los vinculos estan dados
por:

{e0(7), g(N)} = (eijuMef) |, (A.2)
{2l (@), gV} = (=N, +eijpNal + e\ 6562) | . (A.3)
{ef (@), d(N)} = ((N”ea) — eING — e N6]8het )| (A4)
{ak (@), d(N)} = (ajVl, + N'al, + i V6700t )| (A5)
. B N b N N ico (qagh _ b
9(@), hp(N)} = —2 |2 [ =cijmelel ) — 2 —cimem A ~ ebet
{ez(x)a E( )} 2 [ <\/é€]kegek B \[El € Jkabe ek \[56 ( ej eze]) )
(A.6)
2 N
(6@ nu)} = 5 (5048 cumenmkiclet )| (A7)
N
{2l (@) hEuv)}——g{ el + 2 enFel
2N , -
2 (407 il + dhogajel — ofogajel — siofale g)} .
(A.8)
i B[ N i oy NV Lym.b
{a (%), hr(N)} = -3 —ECLea —2(1+p )ﬁsijkalmkkakb e (A.9)
1 1 } NK™ NKJ
et ) (S
(A.10)
Siendo
Fiy, = aj, —ag; + cumagay. (A.11)
1 i a j i_a
Cg = NG Fabeijkejez + 28457 (alef ? — aaefej)} , (A.12)
1
CL = %(1 + B%)eijreameel kL k", (A.13)

Utilizando el software Mathematica se verific6 que este sistema de ecuaciones
admite a la solucién de Kerr. En las coordenadas esféricas usuales (r, 0, ¢), el
siguiente Ansatz para la triada da como resultado la métrica de Kerr en las
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coordenadas de Boyer-Lindquist:
e] =0

ro__
e; =0

el = sin 9\/(r2 +a2)(r2 + a2 cos26) + a2 r rysin? 0,

sin 9\/(r2 +a2)(r2 + a2 cos26) + a2 r rysin® @

ef: 2 2 ’
vac+re—rrg
0 _
e, =0
0 _
e; =0
¢ _
e =
P r2 + a2 cos? 6
€y = 2 2 )
a®+re—rrg
¢ _
e; =0

Siendo a = J/rs, con J el momento angular total del agujero negro y r; el radio
de Schwarzschild. Las componentes de la conexién se puede obtener a partir de
la conexién de spin y de la curvatura extrinseca:

al — —2arsf(r? + a? cos?(0))(a* — 3a®r? — 6r* + a?(a — r)(a + ) cos(26)) sin(6)
" (a2 4 r(r —rs))V/2(a2 + 2r2 + a? cos(20))2(a* + 2r* + a?r(3r + 1) + a2(a? + r(r — rs)) cos(26))
N a? sin(26)
(@® +r(r —rs))/2(a2? + 2r2 + a2 cos(26))’
aZ =0,
a} =0,
al — T(GQ +r(r — 7’5))1/2
O 12 4 a2cos2(0)
B 8a’r(a® + r(r — 1)) /?r,Bcos(0)(r? + a? cos?(6)) sin?(0)
(a® + 272 + a2 cos(20))2(a* + 2r* + a?r(3r + rs) + a?(a® + r(r — rs)) cos(26))’
aj =0,
aj =0,
aé} =0,
a2 — (167° + 4ar2(4r — rg) + a*(6r + 74) + 4ar(2a® + r(4r + 7)) cos(20) + a*(2r — ;) cos(46)) sin(0)
’ 8V2(r? + a2 cos?(0)) 2R + a2 cos(26))1/2
8a’rrs B cos(f) sin®(0)((a + r(r —rs))((a® 4+ r2)(r? + a? cos?(0)) + a’rr, sin?(9)))!/?
(@ + 272 + a2 cos(20))2(a* + 2r* + a?r(3r + rs) + a?(a® + r(r — rs)) cos(26)) ’
ai _ 2(a?(a® +r(r —rs))((5a® + 8r2) cos(30) + a? cos(56))

2v/2(a2 4 2r2 + a2 cos(20))2(a + 2r4 + a2r(3r + r,) 4+ a2(a® + r(r — r,)) cos(26))1/2
n 2(5a8 + 8% + 4a?r3(5r + rs) + a*r(17r + 3r,)) cos(0)
2v/2(a2 + 2r2 + a2 cos(20))2(at + 2rt + a2r(3r + r,) + a2(a® + r(r — r,)) cos(26))1/2
V2ar,B(—a* + 3a%r? 4+ 6r* + a?(—a® + r2) cos(20)) sin(0)
(a2 + 272 + a2 cos(20))2(a* + 2r* + a2r(3r + 1) + a(a? + r(r — ry)) cos(26))1/2"




174APENDICE A. SOLUCIONES PARTICULARES A LAS ECUACIONES DE MOVIMIENTO

Resolviendo para los multiplicadores de Lagrange, obtenemos los siguientes re-
sultados para el lapso y el shift:

N o o)) (@ 422 ateos0) gy
2(a2 + 12)(r2 4 a2 cos? 0 + 242 r rysin’ 6)
)
N, o mesil N o N, —o, (A.15)

12+ a2cos? b’
Los multiplicadores de Lagrange del vinculo de Gauss:
Al =0,

\2 V2ay/a? +r(r —rg)rs(a* — 3a?r? — 6r* + dar(a® 4 r?)B cos(h) + a?(a® — r?) cos(26)) sin(6)
N ((a% + 2r2 + a2 cos(20))(a* + 2r* + a2r(3r +15) + a2(a? + r(r — ry)) cos(26))3/2)

)

3 a?+r(r—rs) 1/2 (2r — rs) sin(6)
A= ((a2 +72)(r2 + a? cos?(0)) + a?rrs sin2(9)) { (a? +r(r —ry))4/?
n 8a’r(a® +r(r —75))1?rs(1 + B2) cos(6) sin®(0)
B (a? + 2r2 + a? cos(20))(a* + 2r* + a?r(3r + r5) + a?(a? +r(r — rs)) cos(26))
3 [4(7“2 + a2 cos?(0))((a® + r2)(r? + a? cos?()) + arr4(sin(6))?)1/2
a* +2r* + a?r(3r + 1) + a?(a? + r(r — ry)) cos(26)

(167° + 4a?r2(4r — rg) + a*(6r + r4) + 4ar(2a® + r(4r + 1)) cos(20) + a*(2r — ;) cos(46)) sin(8)
1/2
8v/2(12 + a2 cos?(0))? (“4+2T4+GQT(ST+T5) + a? cos(20))

a?+r(r—rs)
8a®rr, 3 cos(0) sin®(0) ((a® + r(r — r,))((a® 4+ r2)(r? + a® cos?(0)) + a’rr, sin®(0)))*/? )} }
(a2 + 2r2 + a? cos(20))?(a* + 2r* + a?r(3r + 1) + a2(a® 4+ r(r — rs)) cos(20)) ’




Apéndice B

ElementosAde matriz del
operador W

En el capitulo de Cinematica obtuvimos la siguiente expresién para el operador
Volumen de LQG asociado a una region espacial R:

Vi = Ko Z \/@ (B.1)

TER

Siendo ¢,

tjx = — Z 87;jk6(el762763)J;761J£7€JJ§7€K (B2)

ler],[es]lex]

Al aplicar este operador a una funcién cilindrica f basada en un grafo -y, con-
tribuirdn a esta suma tnicamente los vértices v € v al menos trivalentes y tales
que sus aristas adyacentes no son coplanares:

Vif = Ko Z Vgl f (B.3)

vey

Recordar del capitulo de Cinematica que la accién del operador J;,e sobre una
holonomia H(A,e) tal que z es el origen de e estd dada por:

Ji H(Ae)=iX H(Ae) =iH(A e)r" (B.4)
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Graficamente, esto se puede expresar de la siguiente manera:

& (&
) _
X} —
7.’&
(B.5)

Luego, usando la identidad:

% 7_2'
3
- 1
D Eijk —G =3 9
1,7, k=1
_Gi

Se obtiene el siguiente resultado

€1 €J €K c1 €J €K
o Xt XTI Xk
EijkXe, X Xo = nungng
(B.7)
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Al operador Wik = siijéI Xg]XfK se lo denomina de “grasp” o de agarre.
En términos de este operador, tenemos

~ 1 ~
V]%fzz @ Z eel,eJ,eKW[IJK} f (BS)
vey erUejUeg=v

En este apéndice vamos a calcular la accién del operador de grasp sobre algunos
vértices particulares siguiendo [30] y usando las técnicas de cédlculo grafico in-
troducidas en el capitulo 6 basdndonos en la identidad (B.7).

B.1 Vértice trivalente invariante gauge

Comenzamos con el caso de un vértice trivalente invariante gauge. La accién
del operador de grasp sobre este vértice, la cual denotaremos por W[EJ )1 2]
puede hallar ficilmente a partir de la siguiente identidad:

p q r p q

Cerrando las lineas de valencias p, ¢ y r entre si:

P q r
par ) N
S Wiz N,/

En el lado izquierdo de la igualdad anterior, la figura corresponde al simbolo 9j
de Wigner, mientras que la figura del lado derecho fue definida en el capitulo 6.

pqgr
pqr P 4 T

(3) _ 292 2
Wiy = —gwam ..

Dado que el simbolo 95 de Wigner es antisimétrico ante el intercambio de dos

(B.10)

columnas o dos filas, tenemos que W[(01)2] = 0, recuperando el resultado obtenido
anteriormente: Los vértices trivalentes invariantes de gauge tienen volumen
nulo.
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B.2 Vértice cuatrivalente

Si el vértice es cuatrivalente, se puede descomponer en términos de vértices
trivalentes:

q T

(B.13)

Los elementos de matriz (W[(p4q)r1

la identidad (B.7), primero, tenemos que:

J
) ~ se pueden calcular de forma grafica usando
7

Donde se usé que

) (B.15)
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Luego, usando nuevamente el teorema de recoupling:

=272
13 2

. i_qu' 2j\132
- Z{J 2 i3}>\i )\1'2
i3

_Z{J 2i3})\i >\i2
i3

Tet[ig, ig,p, 2, 2, 2]

Juntando estos resultados, obtenemos:

) \J o .
WD) =B S pa e
AINE? Tet[is, ia, D, 2, 2, 2]

(B.18)

J
Los coeficientes (W[(;q)s]) se pueden hallar de forma completamente andloga

(basta con intercambiar r <+ s en el resultado anterior).
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B.3 Vértice cuatrivalente no invariante gauge en
teoria axisimétrica

Dado un vértice cuatrivalente invariante gauge de la siguiente forma:

r

p q (B.19)

Al actuar sobre este con una holonomia en la direccién del vector de Killing
(la cual denotaremos por hg, podemos representar el resultado (no invariante
gauge) graficamente usando la identidad (6.9) :

r r
1
iL T+ e
¢ = £
p q p q

(B.20)

Al actuar con el operador Volumen sobre (B.20), tendremos tinicamente la con-

tribucién de W(4)

(par—e)- Liaaccion de este operador sobre (B.20) modifica valencias
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de aristas virtuales adyacentes al vértice:

q

Los coeficientes (W(4)

ik
[par +5]), se obtienen de forma andloga al caso anterior.
3

Primero, tenemos

— piQ} 219
PORFREA P
12

(B.22)
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Luego, procediendo de forma similar:

1 r rte 2k !
{2 r+e k )‘r '

— 1 + 2k
_2{2:—:&:2})‘7“ r+e

S A{kegaY
j .
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Finalmente

(B.24)

Juntando estos resultados, tenemos:

(W[glqr—l—s ) . ZPQ(T‘F&?) {(IJ) ; ’ng} {]Zf 5 Z

22,1,3
ERRARERSS  PRPV AP

Tet[i?n i2ap7 27 27 2]

(B.25)
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Apéndice C

Elementos de teoria de
grupos

En este apéndice se recopilan algunas definiciones y resultados basicos de teoria
de grupos. La principal fuente del mismo es el libro de Baez y Muniain [14].

Definimos un grupo G como un conjunto equipado con una operacién binaria
-1 G x G — G (llamada usualmente producto), una operacién ~! : G — G,
llamada inversa, y un elemento 1 € GG llamando identidad, tal que Vg,h,k € G
se cumple:

L (g-h)-k=g-(h-k)

2.g:-1=1-g=g

1 1

Un subgrupo de G es un subconjunto que contiene la identidad y es cerrado
bajo producto e inversa.

Algunos ejemplos de grupos son los siguientes:

1. GL(n,R) : Matrices reales n x n invertibles.
GL(n,C) : Matrices complejas n x n invertibles.
SL(n,R) : Matrices reales n x n invertibles de determinante 1.
SL(

R
n,C) : Matrices complejas n x n invertibles de determinante 1.

AT el

O(p, q): Matrices reales n X n que preservan el producto interno entre dos
vectores en un espacio real equipado con una métrica g con signatura (p, q),
con p y g enteros no negativos tales que p+¢q = n. Es decir, si T € O(p, q),
entonces g(Tv, Tw) = g(v,w) Yv,w € R™. Sip = n, llamamos al grupo
simplemente O(n)

6. SO(p, q): Matrices de O(p, q) con determinante 1. Si p = n, andlogamente
al caso anterior llamamos al grupo SO(n). Obs: SO(3,1) es el grupo de
matrices de determinante 1 que preservan el producto interno en el espacio
de Minkowski (Grupo de Lorentz).

185
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7. U(n): Matrices complejas unitarias de nxn. Preservan el producto interno
usual en C" : (v,w) = > 1 v'w'.

8. SU(n): Matrices de U(n) con determinante 1.

Homeomorfismos. Dados dos grupos G y H, decimos que una funcién p :
G — H es un homeomorfismo si

p(9192) = p(91) p(g2) Vg1,92 € G (C.1)

Esta definicién implica

p(1) =1
plg™) =plg)~" (C2)

Lo cual puede verificarse facilmente. Primero, en todo grupo el elemento iden-
tidad es tnico. Si suponemos que hay dos elementos e y k en el grupo con la
propiedad del elemento identidad, tenemos:

e=ek=k (C.3)
Entonces, usando la definicién de homeomorfismo entre grupos:

p(g) p(1) = p(g1) = p(g) (C.4)

Verificando la primer igualdad. Luego, para cada elemento del grupo hay sélo
un elemento del grupo con la propiedad de la inversa. Si suponemos que g € G
tiene dos inversos ¢~' , §~' en G, entonces:

_ o xg ! _ o
g9t =95 L g l=g" (C.5)

Entonces:

1=plgg™") =p(g)p(g™") (C.6)

Con lo que se verifica la segunda de las igualdades.

Isomorfismo. Un isomorfismo entre grupos es un homeomorfismo inyectivo y
sobreyectivo.

Ejemplo: El grupo U(1) = {ew 10 € R} actia sobre las matrices 1x 1 complejas,
esto es, sobre los niimeros complejos. Un elemento e?? actiia sobre un ntimero
complejo rotdndolo un dngulo 6 en sentido antihorario. La accién consecutiva de
dos elementos de este grupo verifica: e??e® = ¢i(?+%) Por otro lado, un elemento
del grupo SO(2):

_( cos(0) sin(0)
M(a)_<—sin(9) cos(@)) (C.7)

Actta en un vector de R? rotandolo un dngulo 6 en sentido antihorario. La
accién consecutiva de dos elementos de este grupo: M(0)M(¢) = M (0 + ¢). Se
puede verificar facilmente que:

ple) = (o) o) s
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Es un isomorfismo entre U(1) y SO(2).

Representaciones. Decimos que un grupo G actia en un espacio vectorial V'
si hay un mapa p de G a las transformaciones lineales GL(V) de V tal que:

p(9192)v = p(g1)p(g2)v Yv € V,Vg1,90 € G (C.9)

Decimos en este caso que p es una representacion de G en V.

Subespacio invariante. Un subespacio V'’ de un espacio vectorial V es in-
variante si v € V' entonces p(g)v € V' Vg € G

Representacion irreducible. Si una representacién p tiene como espacios
invariantes unicamente al vector nulo y al espacio vectorial, entonces decimos
que p es irreducible.

Representaciones equivalentes. Si tenemos dos representaciones de un
grupo en dos espacios vectoriales:

p:G—GL(V) p:G— GL(V) (C.10)

Decimos que las representaciones son equivalentes si hay un mapa lineal T :
V — V’ tal que:

p'(9)T = Tp(g) (C.11)

Suma directa de representaciones. Si tenemos dos representaciones de

un grupo G : p: G — GL(V), p' : G — GL(V’) Definimos p & p’ como la
representacion en G en el espacio V & V' dada por:

(@) (9)(v,v") = (p(g)v,p'(9)v) YoeV ' eV (C.12)

Producto tensorial de representaciones. Sean p y p’ representaciones en

V y V' respectivamente. Definimos el producto tensorial de dichas representa-
ciones p ® p’ como la representacién de G en el espacio V ® V' dada por:

(p@p) (g)(ve@d) = plg)vep (g (C.13)

Grupo de Lie. Decimos que un grupo G es un grupo de Lie si es una variedad,

y las operaciones producto e inversa son mapas suaves. Obsservacién: Los
grupos matriciales definidos anteriormente son subvariedades del espacio de las
matrices n X n (reales o complejas segin corresponda). Usando las férmulas
explicitas se puede ver ademas que las operaciones producto e inversa son suaves.
Los grupos matriciales anteriormente mencionados son entonces grupos de Lie.
Ya vimos el caso particular del grupo U(1) :

U(l) ={e?:0eR}

Este grupo es equivalente al circulo unidad en el plano complejo. Veamos ahora
en detalle el caso del grupo SU(2). Este grupo estd formado por las matrices
complejas unitarias 2 x 2 con determinante 1:

SU@2) = {(_‘Z* b) ca,beC, |af + b = 1} (C.14)

a*x
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Los elementos de SU(2) se pueden escribir como combinacién lineal de las si-
guientes matrices:

W () () () () e

O equivalentemente:

H, I = —iUl, J = —i0'2, K= —7:0'3 (016)

Al algebra:
H={a+bl+cJ+dK :a,bc,deR} (C.17)

Se la denomina cuaterniones. La relacion entre los cuaterniones y SU(2) es la
siguiente:

SU@2)={a+bl+cJ+dK :a,b,c,d€R, a®+b°+*+d> =1} (C.18)

En otras palabras, el grupo SU(2) corresponde a la esfera S en los cuater-
niones.

Representacién de SU(2). Para cada nimero semientero j, el grupo SU(2)
tiene una representacion de dimensién 25 4+ 1 a la cual se la denomina repre-
sentacién de spin j. Definimos la representacién de spin j de SU(2) a la cual
llamaremos U; de la siguiente manera: Sea #; el espacio de los polinomios de
C? homogéneos de grado 23, es decir, una combinacién lineal de polinomios del
tipo:

flz,y) =2Py? z,yeC, p+q=2j

Observacién: %; tiene dimensién 2j + 1. Dado un elemento g € SU(2), sea
U,(g) la transformacién lineal de #; dada por:

Uj(9)f) (w) = £ (97")

Puede verificarse que esta se trata de una representacién: U;(1) es la identidad,
y ademds, para g, h € SU(2) tenemos

U;(@U;(h)f) (v) = (U;(h) f) (g7 ) = £ (k™ g7 ) = f ((gh) ")
= (Uj(gh)f) (v) (C.19)

Algebras de Lie. Sea GG un grupo de Lie. Definimos el dlgebra de Lie g como

el espacio tangente de G en el elemento identidad. Ejemplo: Sea 7 un camino en
SO(3) tal que () corresponde a una rotacién antihoraria de dngulo t alrededor
del eje z:

cos(t) —sin(t) 0
~(t) = | sin(t) cos(t) O (C.20)
0 0 1

(C.21)

\e\
—
o
=2
I
—
oo
coo



189

Podemos recuperar el elemento del grupo a partir de este elemento del algebra
de Lie de la siguiente manera:

cos(t) —sin(t) 0
exp (t7'(0)) = | sin(¢)  cos(t) 0 (C.22)
0 0 1

De forma maés general, se puede probar que para todo grupo de Lie G hay un
mapa suave llamado mapa exponencial:

exp:g— G (C.23)
Univocamente determinado por las siguientes propiedades:
e exp(0) is el elemento identidad de G

o exp(sz)exp(tr) =exp((s+t)z) Vreg, s,t R

. % exp(tz) =z

Podemos definir un dlgebra de Lie de manera mas abstracta como un espacio
vectorial g equipado con un mapa [-,-] : g x g — g llamado bracket de Lie que
verifica las siguientes propiedades:

o v,w] =—[w,v] Yo,weg
o [u,av + fw] = afu,v] + flu,w] Yu,v,w € gy escalares «, S.
e Identidad de Jacobi: [u, [v,w]] + [v, [w,u]] + [w, [u,v]] =0 Vu,v,w € g .

Homeomorfismos entre dlgebras de Lie. Decimos que f es un homeomor-
fismo entre dos dlgebras de Lie g, b si es un mapa lineal que verifica:

f([v,w]) = [f(v), f(w)] Yv,weg (C.24)

Si f es biyectiva decimos que es un isomorfismo entre g y b.
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Apéndice D
Conexiones y fibrados

En este apéndice se rednen definiciones y resultados basicos sobre fibrados,
conexiones y curvatura. La principal fuente de este apartado es el libro de
Baez y Muniain [14].

D.1 Fibrados y conexiones

Fibrados. Un fibrado es una estructura que consiste en una variedad F, una
variedad M y un mapa sobreyectivo 7 : E — M. A la variedad E se la denomina
espacio total, a la variedad M espacio base, y al mapa 7 proyeccion.

Para cada punto p € M, el espacio

E,={qe€ E:n(q) = p}

se lo denomina fibra de q sobre p.
El espacio total se puede escribir como la unién de todas las fibras:

E = E
pEUM p

Por ejemplo, el espacio tangente de una variedad M, denotado por T'M se puede

escribir como:
™ = U T,M
peEM

La proyeccién @ : TM — M envia cada vector tangente v € T, M al punto
p € M. La fibra sobre el punto p € M es entonces el espacio tangente T, M. Se
puede verificar que T'M es efectivamente una variedad. Tanto M como T, M son
una variedad de dimensién n, por lo que localmente, TM “se parece”a R™ x R™.

Se pueden definir mapas para TM de la siguiente manera. Si {U,} es una
cobertura para M y ¢, : U, — R™ un atlas, definimos:

Vo={veTM:n(v) €Uy}
Definimos entonces los mapas: ¥ : V, — R™ x R™ de la siguiente manera:

P(v) = (Pa(m(v), (Pa),v) (D.1)

Con esta definicién se verifican todas las propiedades que debe cumplir un atlas.
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Fibrados triviales. Dadas dos variedades M y F', definimos un fibrado trivial
sobre M con fibra estandar F' al fibrado sobre M con espacio total £ = M x F.
El mapa de proyeccién esta dado por

m(p, f)=p V(p,f) e M x F (D.2)

La fibra sobre un punto p € M es
E,={p}xF (D.3)

Morfismos entre fibrados. Supongamos que tenemos dos fibrados 7 : £ —
M, 7" : E' — M’, definimos un morfismo entre estos fibrados como un par
de mapas ¢ : E — E’, ¢ : M — M’ tal que ¢ mapea cada fibra E, en
E;)( ) Si tanto 1 como ¢ son difeomorfismos, decimos que este morfismo es un
isomorfismo.

Restricciéon de un fibrado. Dado un fibrado 7 : E — M y una subvariedad
S C M, definimos la restriccién de 7 a S:

E‘S —{qge E:n(q) €S} (D.4)

Fibrados localmente triviales. Decimos que el fibrado 7 : B — M es
localmente trivial con fibra estiandar F si para cada punto p € M exite un
entorno U de p y un isomorfismo

qS:E’U%UxF (D.5)

enviando cada fibra E, a {p} x F. A ¢ se lo denomina una trivializacidn local.

Fibrados vectoriales. Un fibrado vectorial real de dimensién n es un fibrado
localmente trivial = : E — M tal que cada fibra E, es un espacio vectorial de
dimensién n. Ademads, para cada punto p € M hay un entorno U y de p y una
trivializaciéon local

¢:B| —UxER" (D.6)

que mapea cada fibra E, a {¢} xR™ linealmente; por ejemplo, el fibrado tangente
TM es el fibrado vectorial cuyo espacio total es la unién de todos los espacios
tangentes de una variedad M: TM = UpepT, M. Se define el fibrado cotangente
de manera andloga: T*M = Upen Ty M.

Un morfismo entre dos fibrados vectoriales m : E — M, ' : B/ — M’ se define
de forma analoga a como se define un morfismo entre fibrados en general, con
la condicién adicional de que la restriccién del morfismo ¢ : E — E’ a la fibra
E, sea lineal.

Secciones. Decimos que s es una secciéon de un fibrado 7 : E — M si es una
funcién s : M — FE tal que para cada punto p € M se tiene que

s(p) € Ep (D.7)

Al conjunto de las secciones de E se le llama I'(E); por ejemplo: Un campo
vectorial en una variedad es una seccién de su fibrado tangente.
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Observaciéon: Si E' = M x F es un fibrado trivial con fibra estandar F' y tenemos
una seccion s : M — E | entonces existe una funcién f: M — F tal que

s(p) = (p, f(p)) € Ep

Si por otro lado tenemos una funcién f : M — F, la expresiéon anterior define
una seccion.

Dado un fibrado E sobre M y dadas s,s’ secciones en FE, definimos las
secciones:

(s+5)p)=sp)+5(p) peM (D.8)
(fs)p) = f(p)stp)  peM feC™(M) (D.9)
Decimos que las secciones ey, . . . , ¢, son una base de I'( E) si cualquier seccién

s € T'(E) se puede escribir como combinacién lineal de las mismas.
s=s'e; s'€C®(M) (D.10)

Una base de secciones determina un isomorfismo entre fibrados vectoriales v :
M xR" — E:

Y(p,v) =v'e;(p) pEM, vER (D.11)

De manera reciproca, si tenemos un isomorfismo v : M x R" — E podemos
usarlo para obtener una base de I'(E) a partir de una base de I" (M x R™).

G-Fibrados. Sea M una variedad de dimensién n y {Uy} un conjunto de
abiertos que cubren M. Sea V un espacio vectorial y p una representacién de
un grupo G en V. Formaremos un fibrado a partir de la unién de los fibrados
triviales U, x V:

UUy xV (D.12)

Sea gop : Uy NUs — G una funcion de transicion. Identificamos dos puntos
(p,v) €Uy x V' y (p,v') €Usg x V si

v =p(gap(p)) v’ (D.13)

O de forma abreviada:

0= gap(p)?/ (D.14)

Observaciéon: Las funciones de transicion deben verificar ciertas condiciones de
consistencia. Al punto (p,v) € U, xV debemos identificarlo con (p, gaa¥) € ta X
V', por lo que la funcién de transformaciéon debe cumplir: g, = 1 en U,. Si un
punto de la variedad pertenece a la interseccién de tres cartas: p € U,NUgNU,,
entonces se puede ver que debe cumplirse gaggsygya =1 Us NUgNU,. Se
puede ademas obtener una generalizacion analoga de esta condicién para cuando
el punto pertenece a la interseccién de un nimero arbitrario de cartas.

Podemos ahora formar el fibrado = : E — M. Denotaremos como [p,v],
al punto del espacio total E correspondiente a (p,v) € U, x V. Definimos la
proyeccién 7 : E — M como

7[p,v]a =p (D.15)
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La fibra E, es el conjunto de todos los puntos de la forma [p,v],. Definiendo
la funcién ¢, : E — Uy x V tal que pq([p,v]a) = (p,v) y utilizando las condi-
ciones de consistencia, se puede verificar que este es un fibrado vectorial. A este
tipo de fibrados los denominamos G-fibrados (también conocidos como fibrados
principales). Al grupo G se lo denomina grupo de gauge.

Transformaciones de gauge. Las fibras de un G-fibrado son un espacio vec-
torial de dimensién n. Decimos que una transformacién lineal T': E, — E,, vive
en G si es de la forma p(g), es decir:

[p,v]a = [P, gV]a (D.16)

Para algin g € G. Esta definiciéon no depende de la carta elegida. Recordemos
que identificamos:

[P, vla = [P, 98av]s (D.17)
Entonces, podemos identificar también:
[P, 9vla = [P, 98agv]s (D.18)
Por lo que T tiene la siguiente accién en U, N Ug:
[P, 9avls = [P, 98agvls (D.19)
En otras palabras:
[, 0] = [p.g'v'] (D.20)

Donde llamamos v/ = ggav y ¢’ = gﬁagggi.
A una transformacién lineal 17" : £, — F, que vive en G y varia suavemente con
el punto p € M se le llama transformacion de gauge.

Endomorfismos. Dado un espacio vectorial V', llamamos endomorfismos (
denotados por End(V) ) al conjunto de las transformaciones lineales de V' en
s{ mismo. Se puede verificar que End(V') es un espacio vectorial y ademds un
algebra si definimos:

(aT) (v) = aT'(v) (D.21)
(S+T) () =Sw)+T(v) (D.22)
(S4+T)(w)=S(T()) (D.23)

Para un escalar oy S,T € End(V), v € V. Ejemplo: End(R") es el espacio de
las matrices reales n x n.

Se puede verificar que End(V') es isomorfo a V' ® V*. Tomando el elemento
v® f eV ®V* le asignamos la funcién dada por:

r— flx)v VYeeV (D.24)
En términos de bases, el isomorfismo estd dado por:

e ®e; — eé- (D.25)
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Entonces, dado un fibrado E sobre una variedad M podemos definir el fibrado de
endomorfismos como el fibrado correspondiente a End(F), o equivalentemente
E ® E*. Una seccién T de este fibrado define un mapa de F en si mismo,
enviando v € E, a T(p)v € E,. Una seccién T de End(FE) actia en una seccién
s de F de la siguiente manera:

(T's)(p) =T(p)s(p) VpeM

También se puede verificar que T : T'(F) — I'(E) es C*°(M) — lineal:
T(fs) = fT(s)

Si T(p) vive en G Vp € M decimos que T es una transformacién de gauge. El
conjunto de las transformaciones de gauge es un grupo, con el producto y la
inversa definidos por:

(gh) (p) = g9(p)h(p) (D.26)
-t (! (D.27)

En teoria de campos gauge, los campos son secciones de G-fibrados, y las leyes
de la fisica son ecuaciones diferenciales tales que si una seccién s es solucion,
también lo es gs para cualquier g € G.

Conexiones. Sea F un fibrado sobre una variedad M. Una conexién D asigna
a cada campo vectorial v en M una funcién D, : I'(E) — I'(E) que satisface las
siguientes propiedades:

D,(as) = aDys (D.28)
D,(s+1t) = Dys+ Dyt (D.29)
Dy(fs) = o(f)s + [ Dys (D.30)
Dyiws = Dys+ Dys (D.31)
Divs = fD,s (D.32)

para todo v,w € Vect(M), s,t € T(E), f € C®(M), « escalar. Llamamos a
D, s derivada covariante de s en la direccion de v

Si tenemos una base {0, } de Vect(M) y una base de secciones {e;}, podemos
expresar D, e; como una combinacién lineal de secciones:

T
Dye; = Amez

Las funciones A,,; se denominan componentes del vector potencial. La derivada
covariante de una seccién s de un fibrado E sobre una variedad U en la direccion
de un campo vectorial v se puede expresar en funcién del potencial vector:

Dys = Dyug,s =v"Dys = v“Du(siei) (D.33)
=t ((@Lsi)ei + A/j”-siej) = o (Dus' + Al;87) e (D.34)
El vector potencial es una 1-forma en U que toma valores en End(F), esto es,

una seccion del fibrado

End (E‘U) ®T*U (D.35)
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En términos de coordenadas:

A=A e; ®e ®dat (D.36)

i

A cualquier conexién D se la puede escribir como D = Dy + A, siendo Dy la
conexién:
0o — Ne .
Dys =v(s’)e;

Entonces:

Dys =" (08" + Afw-sj) e = (v(s') + Aijv“sj) € (D.37)
= DVs+ A(v)s (D.38)

Decimos que D es una G-conexion si en coordenadas locales, las componentes
A, € End(F) viven en el algebra de Lie g del grupo G del G-fibrado.

Asi como se le puede aplicar una transformacién de Gauge a una seccién
de un G-fibrado, también se le puede aplicar a una G-conexién. Sea D una
G-conexién en E y g una transformaciéon de Gauge. La conexién transformada
estd dada por:

Dy (s) = gDy(g™"s) (D.39)

Utilizando esta expresién se pueden obtener las componentes transformadas
del potencial vector. Recordemos que ¢ es una forma abreviada de referirse a la
representacién del elemento g del grupo G en el espacio vectorial correspondiente
a la fibra de E sobre el cual actua:

9 plofle; @ € End(E) (D.40)
Entonces:
Di(s)=g (Dﬁ (p(g 1){;3’%])) +94u(97"s)
=Dp(s)+g [(&m(g’l)i) skej] +9Au(97 ")
= Dj(s) + 9 [ (Ourlg ™) F @ ] (s'er) +94,(97"s)
= Dy(s) +9(9ug™") (s) + (94,97") ()
=D} (s) + A, (s) (D.41)
Con:
Al =g (0.9 ") +9Aug7" (D.42)

D.2 Holonomias

Transporte paralelo. Sea F un fibrado vectorial sobre M equipado con una
conexién D y sean p,q € M. Sea v : [0,7] — M un camino diferenciable que
va desde p hasta ¢q. Sea wu(t), un vector en la fibra de E sobre v(¢). En una

trivializacion local E| = U ® V, podemos pensar en las secciones s de E como
U
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funciones valuadas en V. Decimos que u(t) es transportado paralelamente en la
direccién de v(t) si:

Dypyu(t) =0 WVt (D.43)
Entonces:
d
ﬁu(t) + A (t)u(t) =0 (D.44)
d
2140 = = A0 (@)ul?) (D.45)
La solucién entonces satisface:
t
u(t) = u— / A (0)) ulty)dts (D.46)
0
Sustituyendo esta expresion en si misma, podemos obtener de forma recursiva:
u(t) =Y ((_1)"/ A (1)) ... A (tn))dty . ..dtn> u (D.47)
n=0 t>t12>->t, 20

Se puede probar que esta suma converge a la solucién.
La integral:

/ AG(0)) - A ()t .. dby (D.48)
1>ty 2> >ty >0
se puede reescribir si definimos el producto ordenado:
PAY(t1)) ... A( (tn)) (D.49)

Entonces, la integral anterior es igual a:

1

= PA(# (t1)) ... A( (tp)) dty ... d¢t, (D.50)

v Jtel0.4]

O de forma abreviada:

(] CAG/(5) ds)n (D.51)

Si definimos la exponencial ordenada:

A @)ds _ 5 (D" i)
’ 2 P(/O A0/ >>d) (D.52)

Tenemos:
u(t) = Pe Jo AL (9)dsy, (D.53)
Holonomia. Sea 7 : [0,7] — M un camino diferenciable entre p y ¢ en la

variedad M, sobre la cual hay un fibrado E con conexién D. Dado u € Ep,
denotamos por H (v, D)u al resultado de transportar el vector u paralelamente
hasta ¢ a través del camino . Al mapa lineal

H(y,D): E, — E, (D.54)

se le llama holonomia a lo largo del camino .
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Propiedades:

e Sea a: [0,7] — M un camino diferenciable, y sea f : [0,S] — [0,7] una
funcién suave con f(0),f(S) =T. Sea 8 el camino reparametrizado dado
por 3(t) = a(f(t)). Se puede probar que para cualquier conexién D en el
fibrado 7 : E — M se cumple H(«, D) = H(8, D).

e Sean « y 5 dos caminos componibles en la variedad M, entonces se tiene
que

H(Ba, D) = H(B,D)H(a, D) (D.55)

e Dado un camino v : [0,7] — M de p a ¢, el camino inverso v~ ! de g a p
estd dado por:

YTHE) =T — ) (D.56)
Entonces, se puede probar que:

H(y™',D)=H(y,D)™" (D.57)

e Para cualquier punto p, se puede definir el camino 1, : [0,1] - M dado
por

1,@&)=p (D.58)

que cumple las siguientes propiedades:

H(lqy,D) = H(v, D) (D.59)
H(y1p, D) = H(v,D) (D.60)
H(1,,D) =1 (D.61)

Transformaciones de gauge. Sea E un G-fibrado sobre M y v un camino
diferenciable en M. Supongamos que u(t) € E,q) satisface la ecuacién de
transporte paralelo

D.ypyu(t) =0 (D.62)
Si A es el potencial vector de D, entonces se cumple:

%U(t) = =7 u() A, (v (1) () (D.63)

donde se utilizaron coordenadas de una trivializacién local. Aplicando una
transformacién de gauge a u(t), obtenemos otro vector w(t) = g (v(¢t)) u(t), el
cual podemos diferenciar para obtener:

G0 = (5900 u) +9 () Fu) (D.64)

En funcién de coordenadas locales:

Y () (Bug)u(t) = gy (1) Ault) = 7 (8)(Dug)g~ " w(t) =

’

“(t)gAug M w(t)
(D.65)
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Sustituyendo:
(0u9)9~" = —90ug™" (D.66)
se obtiene:
Don(t) = (1) A1) (D.67)
con:
Al =949 + 909! (D.68)

El vector w(t) satisface entonces la ecuacién de transporte paralelo
DL, yw(t) =0 (D.69)

donde D’ es el resultado de aplicarle la transformacién de gauge g a D.

La holonomia H(v, D) es el mapa lineal que envia «(0) a u(T'), mientras que
H(vy,D’) envia w(0) = ¢g(v(0))u(0) a w(T) = g (y(T))w(T), por lo tanto,
tenemos que bajo una transformacién de gauge:

H(y,D') = g(4(T)) H(v,D)g (+(0)) " (D.70)

D.3 Curvatura

Sea E un fibrado vectorial sobre M con una conexién D. Dados dos campos
vectoriales v, w en M, definimos la curvatura F'(v, w) de D como el operador en
I'E dado por:

F(v,w)s = DyDys — DyyDys — Dpy, 18 (D.71)
Propiedades:

o Antisimetria

Flv,w) = —F(w,v) (D.72)
o Linealidad

F(fo,w) = fF(v,w) (D.73)
F(v, fw) = fF(v,w) Yf e C®(M) (D.74)
F(v,w)(fs) = fF(v,w)(s) (D.75)

Si {z"} son coordenadas locales en un conjunto abierto U C M, definimos
F,,, como la seccién de End(E) dada por:

Fo = F(0,,0,) (D.76)
Aplicdndolo a un elemento de una base de secciones:
Fue;=D,Dye; —D,D,e;
I (Aiiej) -D, (Ajiej)

— ((auAii) +AkaAk _ (8 Al ) — AllfjAﬁi) e; (D.77)

i
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Dado que las secciones e; ® e’ forman una base local de las secciones de End(E),
podemos escribir:

F,=F  e®¢ (D.78)

Nz

Las componentes F' fwi estan dadas entonces por:

Fl = 0uAL, — 0,A7, + A AL, — AL AY, (D.79)



Apéndice E
Sistemas vinculados

En una teoria de gauge, el sistema fisico en cuestién (llamado sistema gauge)
es descrito por mas variables que el nimero de grados de libertad fisicos in-
dependientes. Estas teorias estan ademds caracterizadas por la existencia de
transformaciones que no afectan a las cantidades con significado fisico real,
tales transformaciones se denominan transformaciones de gauge. Un ejemplo
de teoria de gauge es el electromagnetismo; éste estd descrito por el poten-

cial vector electromagnético A(t, ) = (qﬁ, ff) el cual tiene cuatro componentes,

siendo cada una de ellas una funcién del tiempo ¢ y la posicién Z. Sin embargo,
no todos los grados de libertad son fisicos. Recordemos que los campos eléctrico
y magnético se obtienen a partir de A mediante las siguientes igualdades

. 0A
E=-V¢——- (B.1)
B=VxA (E.2)

Podemos observar que las siguientes transformaciones

¢ — o+ f(1) (E.3)
A — A+ VA7) (E.4)

dejan tanto el campo eléctrico como el campo magnético invariantes. Las trans-
formaciones (E.3)-(E.4) dejan las cantidades fisicas observables invariantes por
lo que son transformaciones de gauge. Otro ejemplo de una teoria de gauge es la
relatividad general, en la cual hay grados de libertad no fisicos correspondientes
a la libertad gauge presente en los difeomorfismos espaciales y transformaciones
de gauge internas.

Un sistema de gauge puede ser pensado como uno en el que las variables estan es-
pecificadas con respecto a un cierto marco de referencia, el cual puede ser elegido
arbitrariamente a cualquier tiempo. Un cambio en este marco de referencia es
una transformacién que no afecta a las variables fisicas, una transformacién de
gauge. Ya que este marco de referencia puede ser cambiado en todo tiempo,
es esperable que dadas condiciones iniciales, las ecuaciones de movimiento no
determinen completamente la evolucion del sistema, sino que la solucién general
contendré funciones arbitrarias del tiempo, consecuencia de la libertad de gauge.
Mas adelante veremos que la presencia de funciones arbitrarias en la solucién

201
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general de las ecuaciones de movimiento implica que las variables candnicas
no son independientes sino que existen vinculos entre ellas. Comenzamos el
apéndice analizando la accién de un sistema de gauge y definiendo el conjunto
de vinculos primarios del mismo.

E.1 Vinculos lagrangeanos

Dado un sistema con N grados de libertad, las ecuaciones de movimiento clésicas
son aquellas que hacen que la accién

to
SL:/ L(q",¢™)dt (E.5)
t1

sea estacionaria ante variaciones arbitrarias d¢™(t) de las variables ¢™ tales que
dq"(t1) = 0¢™(t2) = 0. Para que (E.5) sea estacionaria, deben cumplirse las
ecuaciones de Euler-Lagrange:

d (0L oL
dt(aqn>_aqn_0 n=1,...,N. (E.6)

Desarrollando la derivada temporal utilizando regla de la cadena:

. 2L oL + OL
"n.i.,zi—.n.i,. E.7
1 aqnq™  Oq" 1 aq™ gn (B7)

De (E.T), podemos en principio despejar las aceleraciones:

8L )‘1 ( oL oL >

Para esto es necesario que la matriz

%L
E.9
Aqnoq™ (E-9)
sea invertible. Por otro lado, si
0°L
det | ———— ) =0 E.10

las aceleraciones no estan univocamente determinadas por las coordenadas y las
velocidades. Una misma condicién inicial puede entonces dar lugar a distintas
. . 2
evoluciones temporales. Sea R, el rango de la matriz % (por lo tanto R <
N), entonces existen M = N — R vectores propios nulos Y,* m=1,... M i=
1,..., N tales que:
+ O%L

YV —— =0 E.11
9q™q" (E.11)

Definimos

Oom(q",q") = Y"T =0 (E.12)
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A las k funciones independientes ¢ (con k < M) se las denomina vinculos
lagrangeanos. Vemos entonces que al no estar las soluciones de las ecuaciones
de movimiento completamente determinadas por las condiciones iniciales, los
grados de libertad no son independientes sino que existen relaciones entre ellos:
las igualdades ¢ = 0. Si bien es posible continuar el andlisis de los sistemas de
gauge desde el punto de vista lagrangeano, en este trabajo estamos interesados
en la formulacién hamiltoniana, la cual presentaremos a continuacion.

E.2 Formulacion hamiltoniana

E.2.1 Vinculos primarios

Recordemos que para realizar la transformacion de Legendre que nos lleva del
lagrangeano al hamiltoniano, definimos el momento candnico conjugado de la
variable ¢" como

_ oL
= oo

Se puede ver entonces que la condicién de no invertibilidad de la matriz hessiana
(E.10), se traduce en la formulacién hamiltoniana como la no invertibilidad de
los momentos conjugados en funcién de las velocidades, el mapa (¢",¢™) —
(¢™, pm) no es inyectivo. Para obtener un mapa inyectivo entre estos espacios
es necesario incluir pardmetros adicionales, como se verd mas adelante en esta
seccién. Los momentos conjugados entonces no son independientes sino que
cumplen ciertas relaciones (vinculos)

Pn (E.13)

¢m(q"pn) =0 m=1,..., M. (E.14)

Cuando los momentos conjugados son expresados en funcién de las posiciones
y las velocidades mediante (E.13), las relaciones (E.14) se transforman en iden-
tidades. A las relaciones (E.14) se las denomina vinculos primarios. Las ecua-
ciones de movimiento no son utilizadas para obtener los vinculos primarios y
estos no imponen ninguna restriccién en las coordenadas (g™, ¢"™). A la superfi-
cie del espacio de fases en la que se cumplen las relaciones (E.14) se la denomina
superficie de vinculos primarios, la misma, tiene una dimensién 2N — M’, siendo
M’ el nimero de vinculos independientes. Dadas ciertas condiciones de regular-
idad ([43] pég. 7) , se puede probar que se cumplen las siguientes propiedades

e Si F es una funcién en el espacio de fases que se anula en la superficie de
vinculos (F = 0), entonces

F=f"¢, (E.15)
para algunas funciones f™.

e Si A\,0q™ + p"op, = 0 para variaciones arbitrarias §¢", 0p,, se cumple

An =u g (E.16)
ur=u o, (E.17)

para algunas funciones u™.
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E.2.2 Hamiltoniano candnico

El hamiltoniano canoénico se obtiene a partir del lagrangeano L mediante una
transformacion de Legendre:

H=pu"—L (E.18)

H es una funcién de las posiciones y las velocidades si usamos las definiciones
(E.13), pero gracias a la propiedad de la transformada de Legendre, depende
de las velocidades tinicamente a través de los momentos conjugados p(q, ¢), por
lo que el hamiltoniano es una funcién de las coordenadas y de sus momentos
conjugados. Para ver esto, tomamos variaciones en (E.18):

O0H = dpng" + pndq" — L
oL . 0L

=0 n.n n(sn_ani_d A
Pod" + padd" = 00" 50 = 0" 5

. oL

=q"0pn — afqnéq" (E.19)
Donde se usé la definicién (E.13).
Sin embargo, el hamiltoniano no estd univocamente determinado como funcién
de las coordenadas y sus momentos, pues estos ultimos no son independientes
entre s sino que verifican ciertas igualdades llamadas vinculos (ver seccién an-
terior). Por lo tanto, las variaciones dp, no son todas independientes sino que
deben verificar los vinculos ¢, =~ 0. El hamiltoniano canénico estd entonces
bien definido sé6lo en la superficie de vinculos primarios, y puede ser extendido
arbitrariamente fuera de la misma. El formalismo no deberia cambiar bajo
transformaciones del tipo H — H + ¢™¢,,. Utilizando la ecuacién (E.19), tene-
mos:

oL  OH OH
6H = §"0p, — 6q" — = —0¢" + —0pn,
q"0pn = 04" 5 5 = 500" + 5, -0p
OH 0L OH
— =) 6¢" + ( —— — ") Opn = E.2
H<5q"+5q”)Q+<3pn q>p' ! (E.20)

Utilizando la segunda de las propiedades vistas en la pagina 203, tenemos que

= O 9%m
=g T (E.21)
OL _ O\ mO0m (E.22)

agm ~ ogn " g

Si los vinculos son independientes, la primera de estas relaciones permite ex-
presar, en principio, los pardmetros u como funciones de las coordenadas y los
momentos conjugados, resolviendo las ecuaciones

n

0H Opm .
0" = G 0.) + 0" 0D G 0l ) (5.23)

Si los vinculos son independientes (lo cual se asumira por el resto del apéndice),
los vectores %‘*% también lo son, por lo que dos conjuntos distintos de pardmetros

n

u™ no pueden dar las mismas velocidades en (E.21). Estos pardmetros son
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precisamente los que necesitamos para hacer que el mapa entre el espacio (¢, ¢™)
y la superficie de vinculos primarios sea invertible. Si definimos la transformada
de Legendre desde el espacio (¢™, ¢™) al espacio (¢", pn,u") de la superficie de
vinculos de la siguiente manera

q"=q" (E.24)
OL .

Pn = afqn(q, q) (E.25)

u™ =u"(q,q) (E.26)

entonces vemos que la transformacién es invertible, pues tenemos también

q"=q" (E.27)

O 06

=gy T (E.28)
bm(q,p) =0 (E.29)

E.2.3 Ecuaciones de Hamilton y vinculos

Las relaciones (E.24)-(E.29) permiten reescribir las ecuaciones de movimiento
(E.6) en su forma hamiltoniana equivalente

.. OH 0P
n— 20 gm E.
1 Opn o Opn (E-30)
. oH Obm
__oa _m 31
Dn 9q U g (E.31)
Gm(q,p) =0 (E.32)

Estas ecuaciones pueden ser obtenidas a partir de tomar variaciones en la accion
del sistema:

to
5/ (@"pn — H —u"¢p) =0 (E.33)
t1

para variaciones arbitrarias dq™,dp,,du™. Las variables extras que tuvimos
que introducir para que la transformada de Legendre sea invertible son multi-
plicadores de Lagrange, mientras que sus variaciones dan lugar a los vinculos
primarios. La derivada temporal de una funcién F(q,p) se escribe como

F=[F,Hl+u™ [F, ] (E.34)

E.2.4 Vinculos secundarios

Ademds de imponer los vinculos primarios ¢, a las variables candnicas, uno
debe tambien exigir que estos vinculos se conserven en el tiempo. Utilizando
(E.34), esto 1ltimo se escribe como

Sm A0 = = [P, H) +u™ [$rns ] = 0 (E.35)

Las condiciones de consistencia (E.35) pueden imponer alguna restriccién en los
u, o bien ser no involucrarlos y ser una relaciéon tnicamente entre coordenadas
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y momentos; si estas relaciones son independientes de los vinculos primarios se
tratan de nuevos vinculos, denominados vinculos secundarios. Uno debe ademés
imponer la conservacién de estos vinculos secundarios utilizando el mismo algo-
ritmo de consistencia que se utilizé para imponer la conservacién de los vinculos
primarios, obteniendo posiblemente vinculos terciarios. Imponiendo la conser-
vacion de los vinculos terciarios se pueden obtener vinculos cuaternarios, y asi
sucesivamente. A los vinculos secundarios, terciaros, cuaternarios, etc. usual-
mente se los llama simplemente vinculos secundarios. Al terminar de imponer
las condiciones de consistencia uno terminara con M + K vinculos, siendo K el
nimero de vinculos secundarios.

E.2.5 Hamiltoniano total

Al imponer la conservaciéon de los vinculos se obtienen, ademds de vinculos
nuevos, restricciones en los multiplicadores de Lagrange:

[¢j7 H] + um [¢ja QSWJ ~ 0 (E36)
La solucién més general a (E.36) se puede escribir como
ut ="+ V" (E.37)

siendo U™ una solucién particular a (E.36), y V™ la solucién general a la
ecuacion homogénea

V™ ), om] = 0 (E.38)
la cual se puede escribir como suma de soluciones linealmente independientes

Vm=0'V" a=1,..., A (E.39)

a

donde los coeficientes v® son totalmente arbitrarios (se asumird que el rango
de la matriz es constante en la superficie de vinculos). Definimos ahora el
Hamiltoniano total como

Hr =H+u"¢n (E.40)
Utilizando (E.37) y (E.39), el Hamiltoniano total se puede reescribir como
Hy = H+U"¢n + 0"V "6 = H + 0%, (E.41)

donde se definieron H' = H + U™ ¢, ¢q = V" ¢p,. En términos del Hamilto-
niano total, la evolucién temporal (E.34) toma la forma

F = [F, Hy) (E.42)

E.2.6 Vinculos de primera y segunda clase

La distincién entre vinculos primarios y secundarios resulta ser de poca impor-
tancia. Una distincién mucho més importante es la de vinculos de primera y
segunda clase. Decimos que un vinculo es de primera clase, y lo denotamos por
v, si su corchete de Poisson con el resto de los vinculos se anula débilmente.

[v: 5] = 0 Vj (E.43)
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Por otro lado, un vinculo de segunda clase (que serd denotado por ) es aquel
cuyo corchete de Poisson con al menos uno de los otros vinculos no se anula
débilmente. Se pueden definir funciones en general de primera y segunda clase
utilizando la misma definicién. Observando (E.36) y (E.38), se puede notar que
H' y los vinculos ¢, definidos como ¢, = V. ¢y, son de primera clase. Ademas,
cualquier vinculo de primera clase se puede escribir como combinacién lineal de
los ¢, pues estos son la solucién més general a (E.38). Entonces, el hamiltoniano
total Hr se puede escribir como la suma del hamiltoniano de primera clase H’
y una combinacién lineal de los vinculos de primera clase primarios ¢,

E.2.7 Transformaciones de gauge

La presencia de las funciones arbitrarias del tiempo v® en el hamiltoniano total
introduce una ambigiliedad en la evolucién de las variables canénicas. Dos elec-
ciones diferentes de las funciones v® daran como resultado una evolucién tempo-
ral distinta. Dadas las condiciones iniciales, las ecuaciones de movimiento deben
determinar completamente la evolucién de los estados fisicos. La ambigiiedad
introducida por las funciones v® entonces no puede ser fisicamente relevante.
Supongamos que conocemos el estado de una variable dindmica F' en el tiempo
t, y queremos evaluarla en un tiempo t + dt, con dt infinitesimal. El estado de
F en t 4+ 6t dependera de la eleccion de las funciones v® que hayamos hecho.
La diferencia de los valores de F' en t + §t correspondientes a dos elecciones
diferentes v* y v* estd dada por:

§F = ([F, H'] +v" [F, ¢a] — [F, H') — 0 [F, $a)) 6t
= 50° [F, ] (E.44)

con 6v* = (v* — 9*)dt. Los vinculos primarios de primera clase generan trans-
formaciones que no afectan el estado fisico, a las cuales llamamos transforma-
ciones de gauge. Se puede probar que tanto el corchete de Poisson de dos de
estos vinculos asi como entre uno de ellos y el hamiltoniano de primera clase
también generan una transformacién de gauge ([43] pdg. 17). No existe ninguna
razén para pensar que al tomar los corchetes de Poisson anteriores, el resultado
contenga unicamente vinculos primarios, por lo que es esperable que vinculos
secundarios de primera clase también generen transformaciones de gauge. Este
es precisamente lo que dice la conjetura de Dirac, que todos los vinculos de
primera clase (primarios y secundarios) generan transformaciones de gauge. Si
bien no puede ser probada, existen buenas razones para pensar que todos los
vinculos de primera clase generan transformaciones de gauge, siendo la obser-
vacion anterior una de ellas. La conjetura es valida en practicamente todas las
aplicaciones fisicas conocidas por lo que se suele considerar valida. Para més
detalles, ver [43].
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E.2.8 Hamiltoniano extendido

Definimos el hamiltoniano extendido anadiendo al hamiltoniano total los vincu-
los de primera clase secundarios:

Hp = H 4+ uy, (E.45)

Donde ahora 7, incluye a todos los vinculos de primera clase. La evolucion
temporal generada por el hamiltoniano extendido tiene en cuenta toda la liber-
tad gauge, ya que incluye todos los vinculos de primera clase mientras que el
hamiltoniano total tiene en cuenta sélo los primarios.

E.2.9 Vinculos de segunda clase

A diferencia de los vinculos de primera clase, los de segunda clase no generan
ninguna transformacién de gauge. ;Coémo deberian ser tratados? El siguiente
ejemplo simple es bastante ilustrativo del caso general. Supongamos que tene-
mos un sistema con N grados de libertad descrito por las coordenadas ¢, ..., q"
y los siguientes vinculos

¢' ~0 (E.46)
p1~0 (E.A4T)

los cuales son de segunda clase pues [ql, pl] = 1. En este caso es bastante claro
cémo tratar los vinculos; éstos nos dicen que el grado de libertad ¢ es totalmente
irrelevante y puede ser descartado junto con su momento, modificando asi el
corchete de Poisson:

N
. OF G  OF 0G
[F,G]" = ;2 < 5 O Do aqn> (E.48)

El corchete (E.48) de una funcién cualquiera con ambos vinculos es idéntica-
mente cero, por lo que estos se pueden imponer como igualdades fuertes.
Corchete de Dirac

La generalizacién de (E.48) para un conjunto cualquiera de vinculos de segunda
clase se denomina corchete de Dirac.

Sea C la matriz cuyas componentes Cyp estan dadas por [y, xs]. Se puede
verificar que el determinante de C' es distinto de cero [43] , y por lo tanto la
misma es invertible:

CoyCP = 68 (E.49)
El corchete de Dirac se define como
[F.G]" = [F.G] — [F,xa] C*" [x5,G] (E.50)
Se puede verificar que cumple las siguientes propiedades
o [F,.G]=-[G,F|"
e [F,GR|" =[F,G]" R+ G|[F,R]"
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® [Xa, F|" = 0 para cualquier funcién F.

e [F,G]" =~ [F,G] para G primera clase y F arbitraria.

e [R,[F,G]"] "~ [R,[F,G]] para F y G primera clase y R arbitraria.
o [[F,G]",R]" +[[R.F",G]" + [[G,R" ,F]" =0

De la tercera de estas propiedades tenemos que los vinculos de segunda clase se
pueden imponer como igualdades fuertes; por otro lado, de la cuarta propiedad
tenemos que el corchete de Dirac genera la evolucion temporal correcta, pues al
ser el hamiltoniano extendido de primera clase, se cumple

F ~|[F,Hg| ~ [F,Hg]" (E.51)

Ademss, el efecto de una transformacién de gauge puede ser evaluado con el
corchete de Dirac:

[F,va] = [F,74)" para cualquier F (E.52)

Entonces, el tratamiento de los vinculos de segunda clase consiste en reemplazar
el corchete de Poisson por el corchete de Dirac, e imponer estos vinculos como
igualdades fuertes.

E.2.10 Fijacién de gauge

La presencia de vinculos de primera clase implica que hay una cierta libertad
de gauge en el sistema, por lo que distintos valores de las variables candnicas
pueden corresponder al mismo estado fisico. Uno puede querer eliminar esa
ambigliedad para que haya una correspondencia uno a uno entre los valores
de las variables candnicas y los estados fisicos; esto se consigue imponiendo
relaciones (condiciones de gauge canénicas) entre las variables candnicas que
notaremos por Cy(g, p) = 0 las cuales deben cumplir las siguientes propiedades:

e Ser accesibles: Dado un conjunto cualquiera de variables canénicas, debe
existir una transformacién de gauge que mapee dicho conjunto en uno que
verifique las condiciones de gauge.

e Fijar el gauge completamente. Dado un conjunto de condiciones de gauge,
no debe existir ninguna otra transformacion ademaés de la identidad que
preserve estas condiciones. Entonces, las ecuaciones

ou® [Cy(q,p); va] = 0 (E.53)

deben implicar ju® = 0. Esto quiere decir que la matriz [Cy(q,p),Va] €s
invertible, por lo que las condiciones de gauge C% forman junto con los
vinculos 7, un conjunto de vinculos de segunda clase.

El nimero de condiciones necesarias para fijar gauge completamente es igual
al numero de vinculos de primera clase independientes. Una vez fijamos el
gauge, no quedan vinculos de primera clase y por lo tanto no queda ninguna
libertad gauge en el sistema. Uno puede también fijar el gauge parcialmente,
imponiendo un ntimero de condiciones menor al nimero de vinculos de primera
clase independientes, conservando aun cierta libertad en el sistema.
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E.3 Sistemas totalmente vinculados

Usualmente se describe la evolucién de un sistema dando las variables dindmicas
en funcién del tiempo. El tiempo tiene un significado fisico directo y no es una
variable dindmica. Existe una formulacién diferente en la cual el tiempo es
tratado como una variable candénica més. Las evolucién de todas las variables
es descrita en funcién de un pardmetro externo el cual no tiene ningun signifi-
cado fisico. La teoria es invariante bajo reparametrizaciones de este parametro;
el sistema se dice entonces que es generlamente covariante. En el caso de Rela-
tividad General, el sistema ya es generalmente covariante. En general, si en un
sistema el tiempo no es una variable canénica, este puede ser parametrizado,
obteniendo como resultado un sistema generalmente covariante. Esto ultimo
siempre puede ser hecho, aunque no se ha tenido mucho éxito intentando “de-
parametrizar ” teorias que inicialmente son generalmente covariantes.

E.3.1 Hamiltoniano cero
Consideremos un sistema con variables candnicas ¢*, p; descrito por la siguiente
accion:
) to dqi
SO0l = [ (w5 o) at (B.54)
ty

donde se asumié por simplicidad que no hay ningin vinculo. Si introducimos
ahora la variable canénica t = ¢ y su momento conjugado pg, reemplazamos la
accién (E.54) por

S (7). ().l = [ [podqo 0.3 0 o+ )|

dr dr
(E.55)

La evolucién obtenida por extremizar (E.55) es equivalente a la obtenida de
(E.54). Las ecuaciones obtenidas al variar (E.55) con respecto a u’ y pg son
respectivamente:

Yo=po+Ho=0 (E.56)
t—u’=0 (E.57)
Utilizando estas relaciones es posible reducir la accién, sustituyendo:

Py — —H, (E58)
wo — i (E.59)

obteniendo:

SI(r), ' (7), pi(r), u(7)] = / " (qu - Hot') ar

1

to dqi
= i—— — Hp | dt E.
/tl (p g 0) (.60)

La accién (E.55) contiene un par més de variables candnicas, pero también
tiene un vinculo més: vy =~ 0, el cual al ser el tnico, es de primera clase. El
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numero de grados de libertad es por lo tanto el mismo. Es importante notar que
en la accién (E.55) no hay hamiltoniano de primera clase H'; el hamiltoniano
extendido contiene tan sélo un vinculo. Si existen méas vinculos, el hamiltoniano
extendido es la suma de todos ellos:

Hg = u%y, + u%xa (E.61)

donde el vinculo 7y estd incluido en (E.61). Vemos entonces que la evolucién
del sistema es el desarrollo de una transformacién de gauge.

. Es el hamiltoniano de un sistema generalmente covariante necesariamente cero?
Esta discusién puede ser encontrada en [43] pdg. 105. En ella se llega a la
conclusién de que si las variables canénicas transforman como escalares bajo
una reparametrizacion, entonces el hamiltoniano de un sistema generalmente
covariante debe ser débilmente cero. Si observamos la accién (E.55), podemos
notar que si hubiera un hamiltoniano de primera clase H'(q¢’,p;), el mismo no
transformaria como una densidad escalar por lo que dicho término no puede estar
presente. El hamiltoniano extendido entonces es una suma de vinculos; por esta
razon, a estos sistemas se les llama también sistemas totalmente vinculados.
Una de las ventajas de incorporar al tiempo como variable candnica, ademés
de dar lugar a un tratamiento mas simétrico de las variables, es que en los
problemas en los que hay una dependencia explicita del tiempo, las ecuaciones
que expresan la conservacion en el tiempo de los vinculos involucran derivadas
explicitas con respecto al mismo, las cuales no son formuladas en términos de
los corchetes de Poisson. Esta dificultad es eliminada cuando uno incluye al
tiempo como variable canénica y trabaja en el espacio de fases extendido. Un
vinculo se dice que es de primera clase si se anula su corchete de Poisson con
todos los demds vinculos, incluyendo a 7.

La relatividad general es el ejemplo més importante de un sistema totalmente
vinculado. En el capitulo 2 vimos que el hamiltoniano en relatividad general es
una suma de vinculos. Esto es por supuesto esperable, ya que en relatividad
general no existe la nocién de tiempo absoluto, sino que el tiempo y el espacio
son tratados de forma totalmente simétrica.

E.4 Cuantizacion candnica

La cuantizaciéon candnica es un procedimiento para cuantizar una teoria clasica
en el que se intenta preservar lo mejor posible la estructura formal de la teoria,
como los corchetes de Poisson y las simetrias de la misma. Recordemos que
si tenemos un sistema clasico descrito por los pares de coordenadas candnicas
q", pn y €l hamiltoniano H, las ecuaciones de movimiento estan dadas por

oH
"= E.62
=5 (E.62)
oOH
hy = — —— E.63
P 9 (E.63)
En términos del corchete de Poisson:
" ={¢",H} (E.64)

Pn = {pn, H} (E.65)
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y en general, si f es un observable, su evolucién temporal estda dada por

fo Dy 00y S OTOH T OM_p iy mee)
q Pn q” Opn Pn 04

Para cuantizar la teoria, se reemplazan los observables que son funcién de las
variables candnicas por operadores autoadjuntos en el espacio de Hilbert cor-
respondiente; por ejemplo, si estamos cuantizando un particula libre que vive
en R", el espacio de Hilbert es el de las funciones 2-integrables en R", deno-
tado por L?(R"™). Dicho reemplazo debe ser tal que se cumpla la siguiente
correspondencia entre los corchetes de Poisson entre las cantidades cléscias y
los conmutadores de los operadores cuanticos:

{f.9} — % [f, Q] (E.67)

En general es imposible asignar un operador a todos los observables tal que
(E.67) se cumpla, por lo que esta condicién no debe considerarse una regla sino
un ideal a seguir. Una vez se asignaron operadores a los observables, la evoluciéon
de dichos operadores esta dada por

f(t)y=Ujfut (E.68)

Donde U es el operador evolucién temporal. (E.68) no es més que el operador
f en la representacién de Heisenberg. Cuando H es independiente del tiempo,
el operador evolucién:

U =eHt (E.69)
Por lo que (E.68) toma la forma:
f(t) = et fe—iHt (E.70)

Luego, si derivamos (E.70) con respecto al tiempo, obtenemos, en analogia con
el caso clasico:

df

dt
Un caso simple e ilustrativo es el de la ya mencionada particula libre que vive
en R™. Para simplificar aiin més supongamos que n = 1, o sea, que la particula
se mueve en una unica dimensién. Las variables fundamentales son la posicion
q v el momento p. El corchete de Poisson entre estas:

{a.p} =1 (E.72)

(t) = % [f, H] (E.71)

Y ademas:

{:a} =0 {p,p}=0 (E.73)

El espacio de Hilbert es L?(R), y los operadores posicién y momento estdn
definidos por:

(ql q1v) = q(alv) = ab(q) (E.74)
(g p|¥) = —ihdy (q|v) = —ihdy(q) (E.75)
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Las relaciones de conmutacién entre estos operadores:

(d.5] = —ih 1 (E.76)
Luego,
(G, 4] = [p,p] = (E.77)
El hamiltoniano clasico:
2
D
H=— E.78
o (E.78)

siendo m la masa de la particula. El operador hamiltoniano es entonces:

. 132
H=— E.
S (E.79)

Este operador es el que determina la dindmica de la teoria.

E.4.1 Cuantizaciéon de Dirac de los vinculos de primera
clase

La situacién es mdas complicada si hay vinculos en la teoria. Existen varias
maneras de tratar a los vinculos para incorporarlos en la cuantizaciéon. En esta
subseccién describimos la que es de interés para este trabajo, la cuantizaciéon
de Dirac. Este método es valido para vinculos de primera clase tinicamente,
por lo que de ahora en més asumiremos que no hay vinculos de segunda clase,
o que estos fueron eliminados, ya sea imponiéndolos como igualdades fuertes y
reemplazando el corchete de Poisson por el de Dirac, o agrandando el espacio
de fases de manera tal que todos los vinculos resultantes sean de primera clase
([43]). Mientras que en otros métodos de cuantizacién los vinculos de primera
clase son eliminados mediante la fijaciéon de gauge, en el método de Dirac se
conservan todos los vinculos a nivel clasico. Todas las variables dinamicas son
promovidas a operadores en el espacio de Hilbert correspondiente. Al no haber
realizado ninguna fijacién de gauge, se acarrea informacién no fisica al cuantizar.
Esta informacién no fisica es eliminada imponiendo condiciones que seleccionan
los “estados fisicos”. Estas condiciones deben seleccionar aquellos estados que
sean invariantes gauge. Se puede comprobar que el corchete de Poisson verifica
todas las propiedades de un corchete de Lie por lo que se puede definir un
algebra de Lie con las funciones del espacio de fases y el corchete de Poisson
como operacién de multiplicacién. Un elemento del grupo de Lie se obtiene
exponenciando los elementos del algebra de Lie, por lo que una transformacion
de gauge en los estados tiene la forma

) — €"Ga |gp) (E-80)

siendo ¢, parametros infinitesimales y G, los operadores correspondientes a los
vinculos de primera clase.

En (E.80) se puede observar que para que un estado sea invariante ante una
transformacién de gauge, debe cumplir

Galth) =0 (E.81)
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para todos los operadores G,. La condicién (E.81) es lineal, por lo que cualquier
combinacién lineal de estados fisicos seguira siendo fisica. Por ejemplo, si
nuestro espacio de fases consta de n pares de variables candnicas conjugadas
q',...,q";p1,-..,pn ¥ tenemos sélo un vinculo p; ~ 0, la condicién (E.81) para
este sistema en la representacion de Schrodinger es la siguiente:

;)
—ihg o 14) =0 (E.82)

Esto nos dice que el vinculo p; =~ 0 tiene como consecuencia que los estados
fisicos no dependen de la variable ¢'.
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