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ABSTRACT

We study Hawking radiation on the quantum space-time of a null
shell collapsing to form a black-hole of mass M. Following Hawking’s
original calculation we use the geometric optics approximation but we
extend the result beyond the late time approximation in order to de-
scribe the beginning of the radiation process. The quantum space-time
is constructed by superposing classical geometries associated with
collapsing shells with uncertainty in their position and momentum.
We find important departures from thermal radiation after a short time
scale of order M In(M), known as the scrambling time in the literature.
This points to a posible mechanism of retrieval of information as is
expected to solve the black hole information paradox.

The important role of the fluctuation of the horizon in this correction
to Hawking’s calculation is an example of a non-trivial quantum
gravity effect in a low curvature region.

RESUMEN

Estudiamos la radiacién de Hawking en el espacio-tiempo cudntico
de un cascarén angosto de particulas sin masa que colapsa formando
un agujero negro de masa M. Siguiendo el célculo original de Hawk-
ing usamos la aproximacién de 6ptica geométrica pero extendemos
el resultado més alld de la aproximacion de tiempos largos para
poder describir el inicio de la radiacion. El espacio-tiempo cuantico
se construye como una superposicion de geometrias cldsicas asoci-
adas al colapso de cascarones con incertidumbre en sus posiciones
y cantidades de movimiento. Encontramos desviaciones importantes
respecto de la radiacion térmica en una escala de tiempo corta del
orden M In(M), conocida en la literatura como tiempo de codificacion o
scrambling. Esto apunta hacia un posible mecanismo para recuperar
informacién como es esperado en la resolucién de la paradoja de la
pérdida de informacion.

El rol importante que juega la fluctuaciéon del horizonte en esta
correccion al cdlculo de Hawking es un ejemplo de un efecto no trivial
de gravedad cuantica en una regién de baja curvatura.
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INTRODUCCION

El estudio de los agujeros negros ha estado fuertemente ligado al
desarrollo de la teorfa general de la relatividad como descripcién de
la interaccién gravitatoria. De hecho, una de las primeras soluciones
exactas encontradas para las ecuaciones de Einstein (la solucién de
Schwarzschild) describe un agujero negro eterno. En el apéndice B
realizamos una descripcion de esta y otras soluciones que representan
el colapso de un sistema fisico para formar un agujero negro. Hoy
tenemos observaciones directas que confirman la aplicacion de estos
modelos a fenémenos que se presentan en la naturaleza, incluyendo
agujeros negros formados por el colapso de estrellas y los agujeros
negros supermasivos en el centro de muchas galaxias (incluida la
nuestra). Hasta el momento todas las observaciones concuerdan con
la relatividad general [67], incluyendo la existencia de un horizonte
que separa causalmente el interior del exterior. Estas observaciones
demuestran cuan robusta es la relatividad general en un amplio rango
de escalas energia y distancia. No obstante, la teoria también predice
la presencia de una singularidad (regiéon de intensidad infinita del
campo gravitatorio) encerrada dentro del horizonte. Mas alla del blin-
daje experimental (debido al horizonte) propuesto en 1969 por Penrose
y bautizado como hipdtesis de censura césmica [64], esta prediccién es
considerada como un indicador de un limite de la teoria. El consenso
es que deben aparecer efectos cudnticos por encima de ciertas escalas
de curvatura (o por debajo de ciertas escalas de tamafio) analogos a los
efectos cuanticos que corrigen la ley de Coulomb de interaccién entre
cargas a escalas menores a 10~ '3m [46], obligando a reemplazarla por
la electrodindmica cudntica. En el caso de los agujeros negros, dado
que el tamafio del horizonte es del orden R = ZE—ZM (M es la masa del
objeto, c la velocidad de la luz y G la constante de Newton), se espera
que la teorfa cldsica no funcione cuando este tamafio coincide con
la longitud de Compton A = i del objeto. Esta escala es conocida
como escala Planck y corresponde a una masa Mp =~ 2,2 x 10~8kg.
A diferencia del caso electromagnético, que cuenta con la electrod-
indmica cuantica como teoria microscopica, no existe una propuesta
plenamente satisfactoria como teoria de gravedad cudntica para susti-
tuir a la relatividad general en estas regiones extremas. Al intentar
aplicar los mismo métodos de teoria cudntica de campos que lle-
varon a la cuantizacién exitosa de la interaccién electromagnética
y las fuerzas nucleares, aparecen importantes dificultades técnicas
(no-renormalizabilidad) y conceptuales (invariancia bajo cambios de
coordenadas).
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En este trabajo nos enfocamos en otro fenémeno asociado a los agu-
jeros negros que muestra con claridad el conflicto entre la relatividad
general y la teoria cudntica de campos. En el capitulo 2 describimos
en detalle el contexto y el calculo que llevé a la propuesta de Hawking
sobre la emision de radiacién por parte un sistema astronémico que
colapsa formando un agujero negro. El calculo realizado por Hawking
considera campos de materia fuera de un agujero negro descritos por
la teoria cuantica de campos sobre un espacio-tiempo regido por rela-
tividad general. La conclusién es que el agujero negro emite radiacién
térmica con una temperatura proporcional a la gravedad superficial en
el horizonte. Como discutimos en la seccién 2.2 este resultado encaja
perfectamente en una interpretacion termodindmica de la dindmica
de los agujeros negros que se desarroll6 de forma contemporanea al
resultado de Hawking.

Desde el punto de vista experimental esta radiacion de Hawking
no parece ser relevante pues la temperatura predicha es muy baja
para agujeros negros de masas estelares (aproximadamente 10~8K)
y ain menor para los agujeros negros observados en la naturaleza.
Sin embargo, la existencia de un mecanismo de radiacién habilita a
cuestionarnos ;que pasaria si se diera el tiempo suficiente para la
radiaciéon de una porcién apreciable de su masa? Es més, la gravedad
superficial en el horizonte, y por tanto la temperatura de la radiacion,
aumenta tanto como disminuye la masa. Esto generaria una emisién
acelerada de la radiacién y hace pensar en la eventual evaporacion
del agujero negro en caso de que este fendmeno pudiera continuar
indefinidamente. Este proceso de evaporacion es el centro de una
contradicciéon conocida como paradoja de la informacién que también
discutimos en el capitulo 2. Las dos versiones de la paradoja que
discutimos en dicho capitulo tienen en comtn la tensién entre la de-
scripcion del sistema mediante la relatividad general (incluyendo la
descripcién termodindmica) y los postulados de la mecédnica cuantica
sobre la evolucion (unitaria) del sistema. Usualmente la contradicciéon
es presentada en términos de la incompatibilidad entre la nocién ter-
modindmica de entropia del agujero negro y la entropia microscépica
como sistema cudntico y por eso la referencia a la informacién. La
opinién mayoritaria en la comunidad es que la gravedad cudantica de-
beria resolver la contradiccion, pero al dia de hoy no existe un modelo
completo de gravedad cudntica que describa el proceso de colapso
y evaporacion de un agujero negro. A esto se suma la ausencia de
evidencia experimental que permita decernir entre las diversas prop-
uestas para su resolucién. A pesar de un intenso esfuerzo reciente,
esta paradoja promete seguir siendo objeto de debate y un escenario
natural para testear las propuestas de gravedad cuantica actuales y
futuras.

En este contexto nuestro trabajo apuesta a revisar el calculo de
Hawking asumiendo la existencia de una descripciéon cuantica de la
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gravedad. En el capitulo 3 (complementado por el apéndice A) discu-
timos cudles son los aspectos generales de una teorfa cudntica de la
gravedad que nos interesa introducir en nuestro modelo. En particular
nos interesa considerar el efecto de la fluctuacién del horizonte en
el cilculo de Hawking. Debe enfatizarse que no necesitamos elegir
ningltn esquema completo de cuantizacion pero si asumir la existencia
de alguno con la carateristica discutidas alli. Luego, en el capitulo 5
(acompafiado por el apéndice D) aplicamos estas ideas a un sistema
de colapso gravitatorio con simetria esférica y también lo comparamos
con un sistema andlogo en dos dimensiones en el capitulo 6.

Cabe mencionar que el cdlculo de Hawking sobre el que estamos
proponiendo modificaciones tiene un conjunto de aproximaciones.
Algunas de ellas son mantenidas en nuestro trabajo, pero otras son
necesariamente revisadas. En particular, en el capitulo 4 discutimos
cémo extender el calculo original para incluir el inicio de la radiacién
en un sistema colapsante dado por la métrica de Vaidya. Este régimen
transitorio ha sido estudiado en la literatura, pero no en la manera
explicita que presentamos aqui. En sus trabajos originales Hawking
argumento6 que este transitorio no es universal sino que depende de
los detalles del colapso. En cambio la radiacién de tiempos largos
tiene el perfil térmico (universal) comentado anteriormente. Como
contrapartida, las escalas naturales se pierden y este es un punto fun-
damental en nuestro trabajo pues una de las conclusiones principales
es el surgimiento de una nueva escala de tiempo que no esta presente
si no se considera la fluctuacién de la geometria. Esta escala de tiempo,
conocida en la literatura como tiempo de codificacién o scrambling, ha
aparecido en numerosos trabajos relacionada con la termodindamica
de agujeros negros. En la seccién 2.3.4 discutimos dicha escala y las
posibles conecciones con la paradoja de la informacién. En nuestro
trabajo esta escala marca un alejamiento importante de la radiacion
térmica muy anterior al tiempo tipico de evaporacién. El efecto parece
relevante para resolver la paradoja pero desafortunadamente, dado
que nuestro modelo es una extensiéon de un calculo semicldsico que
describe s6lamente la radiacién, no tenemos una imagen clara del
proceso dindmico detrds de este efecto. S6lo contamos con su huella
en la radiacién resultante. Por otro lado, dificultades en el célculo
numérico nos impiden, por ahora, describir la dindmica de tiempos
largos. Esperamos que la aplicacién de estas ideas a otros modelos
que presentan radiacion de Hawking puede ayudar a entender el
mecanismo. De especial interés son los trabajos comentados al final
de la seccién 2.3.3 donde se ha avanzado en la descripcién cualitativa
del efecto de la gravedad cudntica sobre el sistema gravitatorio, pero
sin describir en detalle la dindmica de la radiaciéon de Hawking.

Finalmente, en la seccién 2.3.5 discutimos otra camino que recien-
temente ha despertado interés como solucién a la paradoja de la
informacién. Seguin esta propuesta el cilculo de Hawking estarfa ig-
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norando particulas de muy baja energia, remanentes del proceso de
colapso gravitatorio y posterior evaporacion, las cuales darian cuenta
de la informacién en una infinidad de cargas asintéticas. La formal-
izacién de estas ideas para ser aplicadas a la formacién y evaporacién
de un agujero negro atin estd incompleta, pero sigue siendo interesante
explorarlo, al menos porque resalta la relevancia de las propiedades
asintéticas del campo gravitatorio a través de la simetria BMS y sus
extensiones.
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CIMIENTO DE LA TESIS






RADIACION DE HAWKING

2.1 RESULTADO SEMI-CLASICO DE HAWKING
2.1.1  Modelo de sistema colapsante (cascarén nulo)

Un modelo simple de espacio-tiempo que describe la formacién de
un agujero negro es el de una cascarén esférico fino compuesto por
particulas de masa nula que colapsa a la velocidad de la luz. La métrica
que lo describe es un caso particular de una solucién de las ecuaciones
de Einstein conocida como métrica de Vaidya (ver Apéndice B) cuya
expresion en coordenadas entrantes de Eddington-Finkelstein es

dsz:_<1_2’\49(v—vs)

" ) dv? + 2dvdr +r2dQ?, (2.1)

siendo O el escalén de Heaviside, r el radio de esferas concéntricas y v
una coordenada nula que caracteriza rayos de luz entrantes hacia el
origen (r = 0). Los pardmetros de este modelo son v, que representa
la posicién del cascarén, y M, que representa la masa (energia total)
del mismo. En la expresién anterior hemos usado unidades naturales
G=c=1.

Esta métrica es esféricamente simétrica pero no tiene un agujero
negro eterno sino que consiste en un cascarén esférico arbitrariamente
grande que reduce su radio a la velocidad de la luz hasta atravesar
su radio de Schwarzschild Rs = 2M. A partir de entonces el cascarén
sigue su colapso hacia una singularidad (r = 0) en una regién aislada
del exterior por un horizonte de eventos (H™).

Como discutimos en mayor detalle en el apandice B, la region
interior al cascarén (v < vs) es una esfera en el espacio-tiempo de
Minkowski que se reduce con el tiempo mientras que la regién exterior
(v > vs) es un trozo del espacio-tiempo de Schwarzschild y posee
una singularidad en r = 0. El diagrama de Penrose-Carter de este
espacio-tiempo se presenta en la figura 2.1, incluyendo las regiones
asintoticas I~ (infinito nulo pasado), I (infinito nulo futuro), i_
(infinito temporal pasado), i, (infinito temporal futuro) e ip (infinito
espacial). Estas regiones asintéticas junto con H* constituyen el borde
de la regién exterior del agujero negro. Es alli donde estudiaremos la
radiacion predicha por Hawking en 1974 [37].
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Figure 2.1: Diagrama de Penrose-Carter de un cascarén colapsante. vs es
la posicién en I~ del cascarén. Los rayos de luz anteriores a
vp alcanzan I, los posteriores quedan atrapados en el agujero
negro.

Antes de pasar al resultado de Hawking es importante identificar
en [~ el ultimo rayo de luz' cuya coordenada nula es

v=vy =vs —4M,

marcando una distinciéon entre dos regiones de I™. Todos los rayos de
luz que parten previamente de I~ (v < vg) logran llegar al centro de
la esfera (r = 0) antes de la formacion del horizonte HT y escapar a
I'". En cambio, los rayos posteriores (v > vo) no logran llegar al centro
antes de la formacion del horizonte y por tanto no logran escapar
del agujero negro. El ultimo rayo llega al centro de la esfera en el
momento exacto de la formacion del horizonte. En el caso de los rayos
que escapan (v < vp) se puede calcular de forma exacta el punto en I
al que llegan. En coordenadas salientes de Eddington-Finkelstein es

u(v) =v—4MiIn <v:]\10v) , (2.2)

donde M, es un pardmetro arbitrario que usualmente se elige igual a
M.

Usamos la expresion rayo de luz para describir frentes de luz esféricos: en el digrama
de Penrose-Carter las lineas a 45° representan una esfera que se comprime a la
velocidad de la luz (rayo de luz entrante) o se expande a la velocidad de la luz (rayo
de luz saliente).
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2.1.2  Cuantizacién del campo escalar

La radiacion de Hawking incluye contribuciones de todos los campos
cudnticos, pero la fisica de este fenémeno es capturada por el ejemplo
mads simple, el de un campo escalar sin masa. Este es el ejemplo elegido
por Hawking en su trabajo inicial y es el mismo que utilizaremos en
nuestro trabajo.

La cuantizacion canénica del campo escalar sobre espacio-tiempos
globalmente hiperbdlicos es un proceso estandar que se encuentra
en los libros de texto [15, 62, 82]. Brevemente, consiste en definir
un espacio de Hilbert () donde viven los estados del campo y un
conjunto de operadores bésicos de creaciéon (af) y aniquilacién (a)
sobre dicho espacio.

A partir de las soluciones complejas de la ecuacién de Klein-Gordon
(K-G), es decir de la ecuacion de onda relativista del campo escalar,

VHVLD =0 (2.3)
y del producto de K-G
((D],(Dz) :—iL:((D]VHq)E—(D;Vu(DﬂdZu (24)

siendo I una hipersuperficie de Cauchy?, se construye un espacio
de Hilbert }{ formado por soluciones de dicha ecuacién. Un punto
central en la construccién es que el producto K-G no es definido
positivo para cualquier par de soluciones de la ecuacién de K-G. La
eleccién de un conjunto de dichas soluciones es una libertad asociada
a la cuantizacién y coincide con la eleccion del estado de vacio de la
teoria cudntica. Partiendo de H (llamado espacio de Hilbert de una
particula) se contruye el espacio de Hilbert de la teoria (espacio de
Fock) como

F =600 (@"H), (2.5)

donde el primer sumando (n = 0) estd generado por el estado de vacio
que suele escribirse |0). De forma estandar se definen operadores de
creacién af y aniquilacién a que actuan sobre H y cumplen

al@1), at(@2)] = (1, 2)

l[a(d1), ald2)] =0
[GT((D] ), GT(¢2)} =0
a($1)0) =0. (2.6)

En el caso del espacio-tiempo plano hay una eleccién privilegiada
que consiste en considerar una coordenada de tiempo global t y un
conjunto {$w},,~ o de soluciones de la ecuacion

9
ot

2 Este producto no depende de I para soluciones de la ecuacién de K-G

(bw(%/ t) = _lwd)(,U(%I t) (27)
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como base de soluciones de frecuencia positiva por lo cual

(b o) = ijd%ww(%,tnz >0, (2.8)

En esta base, cualquier solucién real de la ecuacién de K-G se escribe
como un desarrollo de la forma

DX, t) = Ja(w)d)w()‘c’,t) +c.c.. (2.9)

Tipicamente se elige el conjunto de ondas planas
ei(féo’c’—wt)

LA — (2.10)

con w = le , el cual estd delta-normalizado por

((bfg, Cb];/) = §(k—K/). (2.11)

Asociados a estas ondas planas se definen operadores de creacién (a]Tz)
y aniquilacion (a;) que cumplen

|:a]z1, aT]ZJ =hd <E1 — kz)
[aET , a]zz} =0
az[0) =0. (2.12)

Finalmente, en base a estos operadores se construye el llamado oper-
ador de campo que reconstruye la ecuacién (2.9) a nivel de operadores,
es decir,

D(X,t) = Jdg’lza]zd)lz(%,t) + a;rzd)]z(ic’,t)* (2.13)
y representa las excitaciones posibles del campo escalar.

Espacio-tiempo asintéticamente plano

Cuando el espacio-tiempo no es plano pero tiene regiones asintéticas
planas entonces existen construcciones privilegiadas asociadas a cada
una de esas regiones. Cada construccién consiste en considerar como
base de funciones de frecuencia positiva aquellas que coinciden con
ondas planas de frecuencia positiva en esa region asintética. Cuando
dicha regién esté en el pasado lejano se le suele llamar in y cuando
estd en el futuro lejano se le suele llamar out, en analogia con la
construccion in-out de la teorfa cudntica de campos. Se habla entonces
de un vacio in y de un vacio out ya que cada construccién tiene un
estado de vacio diferente.
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Una consecuencia fundamental de la existencia de multiples vacios
es que observadores que se encuentran en diferentes regiones asin-
téticas pueden ver un contenido material diferente. Por ejemplo, si
un observador en la region in ve el campo en el estado de vacio [0);,,
entonces un observador en la regién out detectard que el sistema no
estd en el estado de vacio |0),,,, @ menos que ambos estados coincidan.
Dos ejemplos de este fendmeno son el efecto Unruh, que invitamos al
lector a explorar [15] y la radiacién de Hawking, que discutiremos en
este trabajo.

Coeficientes de Bogoliubov

En 1958 Nikolai Bogoliubov y John George Valatin desarrollaron
independietemente un método de estudio de teorias de superfluidez,
que llamamos tranformaciones de Bogoliubov, el cual demostré ser
uatil en otras dreas de teoria cudntica de campos y es una herramienta
fundamental en el tratamiento de Hawking sobre la radiacién de
Agujeros Negros.

Asumamos nuevamente que queremos describir al campo escalar
libre en un espacio-tiempo con dos regiones asintéticas planas in y out.
Asociadas a las construccién in hay un conjunto de soluciones de fre-
cuencia positiva3 ¢ que se completa con sus complejas conjugadas
(¢i)" y asociadas a la construccén out hay un conjunto de soluciones
de frecuencia positiva ¢t que también se completa con (pIHt)”.
Dado que ambos conjuntos son bases de soluciones de la ecuacién de
onda, pueden escribirse unas en funcién de otras mediante

6o = | 40wl + Bowr (013)° (@214)
con

tww = (PX, P (2.15)

Buww =— (65 6% ) - (2.16)

Cada una de estas construcciones tiene un vacio (|0);,, y |T0>0ut re-
spectivamente) y operadores de creacién y aniquilaciéon a'™,,/, a;li y
a"utl, ad*t respectivamente. Asumiendo que ambas construcciones
dan lugar a las mismas excitaciones del campo (mismo operador

campo) entonces la identidad anterior implica
adt :de’oc*ww/ag‘,—[s*ww/amw,. (2.17)

A esta relacion se le llamada transformacién de Bogoliubov y a los
coeficientes, coeficientes de Bogoliubov. Né6tese que el coeficiente 3
tiene un rol central en que los vacios sean diferentes pues

a%tto);, = —de/ﬁfuw,aml, 10):1 (2.18)

3 Estamos omitiendo otros indices ademds de w. Por ejemplo, en el caso de las ondas
planas se omitirfa la direccién de propagacion k/w.

11
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no se anula a menos que B4’ = 0. Por ejemplo, si queremos medir
el valor esperado del nimero de particulas de frecuencia w
Nout _ | outf out
w ﬂaw aw (2.19)
visto por un observador en la regién out para el campo en el vacio in,
entonces obtenemos que

in <O|N20ut |O>in :delf’ww’|2- (2-20)

Esto muestra explicitamente que se observaran particulas si y sélo si
el coeficiente 3 €s no nulo para algin rango de frecuencias w’.
Un observable mas general es la funcién de correlacion entre modos
de diferente frecuencia

out 7] outTaout
wy *

p(,U1(,U2 haw1 (2‘21)

Esta tiene un valor esperado en el vacio que también depende exclusi-
vamente de los coeficientes 3 mediante

i (01p84%, 10) =jdw’6wlwfﬁz)zw/. (2.22)

En el resto del trabajo nos enfocaremos es estudiar estos operadores y
por tanto s6lo presentaremos calculos de los coeficientes f3.

2.1.3 El cdlculo de Hawking

En el espacio-tiempo de Vaydia descrito previamente y discutido en
detalle en el apéndice B se pueden identificar regiones asintéticamente
planas y por tanto vacios asociados a dichas regiones. Se identifica
una region in al acercarnos a la superficie de Cauchy I Ui~ en el
pasado lejano y una region out al alejarnos al futuro lejano en IT Ui™.
Sin embargo esta tltima superficie no es una superficie de Cauchy y
por tanto debe ser completada. Para describir el campo en el exterior
del agujero negro es natural elegir I Ui™ UH™. Esto trae consigo el
problema de que no existe una parametrizacion privilegiada de H™, lo
cual impide una definicién no ambigua de un vacio out. Sin embargo,
la estructura causal del espacio-tiempo hace que ninguna informacién
que se registre en H' llegue a los observadores fuera del agujero
negro. En los hechos esto implica que cualquier eleccién de soluciones
de frecuencia positiva en H* sea irrelevante para los observadores en
el futuro lejano, en tanto permanezcan fuera del agujero negro.

Para comenzar la cuantizacion del campo escalar libre en el espacio-
tiempo del cascarén colapsante necesitamos bases de soluciones de
frecuencia positiva de la ecuacion de K-G en las regiones asintéticas.
Comenzamos por el estudio genérico de dichas soluciones.
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Asumiendo que el campo se propaga en la métrica de Vaidya (fija)
que es esféricamente simétrica es conveniente escribir las soluciones
como una descomposiciéon en armoénicos esféricos. En coordenadas de
Schwarzschild

o(r,0,d,t) aln by 6,¢) (2.23)

donde @1(r,t) es solucién de la ecuacion

2
[—4aiav Vi, M(vn] ou(r,t) = 0 (2.24)

siendo u y v las coordenadas nulas (Eddington-Finkelstein) introduci-
das en el apéndice B. En esta expresion

(2.25)

Vi(r,M) = (1_ZM> [WH) +21\/1]

T 2 3
con M(v) = 0 dentro del cascarén (v < vs) y M(v) = M fuera este
(v > vs). En estas coordenadas la ecuacion representa una propagacion
sometida a un potencial centrifugo en la zona cercana a r = 2M. Dicho
potencial cae a cero en las regiones asintéticas (r — o0o) y por tanto las
soluciones de K-G se aproximan a las soluciones de

aZ
—4
ouov P

=0, (2.26)
que pueden escribirse como

o1 = e (u) + it (v) (2.27)

siendo Pty (p{” (v) funciones genéricas. Para cada una de estas
familias de soluciones hay una eleccién natural de soluciones de
frecuencia positiva (por descomposicién en modos de Fourier). Eso da
lugar a las construccion del vacio in, asociado a las soluciones Yjm -
cuya forma asintética en I~ estd dada por

e—iw’ v
lim ll)lmw,(rlvl e/ Cb) T =
/
Tr00 47tv W
y al vacio out correspondiente a modos Xim con forma asintética en
I dada por

Yim (6, ¢), (2.28)

e—l(,UU.
lim Xlmw (TI u, 6, d)) : Ylm e d)) (2'29)
e A/
Como se sefial6 anteriormente, la forma asintética x no determina las
soluciones de K-G univocamente. Sin embargo, es posible separar el
espacio de soluciones en dos familias disjuntas. Una familia tiene la
forma asintética x en r — oo, u = cte. y se anula en H" (r = 2M),

13
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mientras que la otra es base de las soluciones que no se registran
en [T y tiene valor no cero en H*. Los observables relevantes son
independientes de la eleccién de modos de frecuencia positiva en H*
y por tanto sélo necesitamos asumir que tal eleccién fue hecha para
definir el vacio out.

Una vez elegidos los modos in y out se puede pasar al cdlculo de
los coeficientes de Bogoliubov

Kow! = (lewr ll)lmw’) ’

wa/ = - (lewrll)fmw/) .

donde el producto de K-G debe calcularse en una superficie de
Cauchy.# La estrategia propuesta por Hawking [38] es utilizar la
aproximacién de 6ptica geométrica (ver esquema en la figura 2.2), que
consiste en mapear los modos xim« hacia I™ como

efiwu(v)
4mr/w

donde u (v) estd determinado por el camino de los rayos de luz que
salen de I~ a tiempo retardado v y llegan a I a tiempo avanzado
u(v), segtin la ecuacién (B.12). Né6tese que esta aproximacién excluye
la region con v > v pues los rayos de luz que salen de esta region
no llegan a I*. Por ahora asumiremos la validez de la misma y la
discutiremos més adelante.

Ahora, los coeficientes de Bogoliubov pueden calcularse proyectando
los modos out a I y sustituyendo la expresion para u(v). Asi obten-
emos,

1wl e . Vg —V -
Bww = T wj_oodvexp <—1w [v—4M1n < aMo )] —1iw v) .

Dado que los modos considerados no son normalizables, en general
se obtiene divergencias en las integrales. Una opcién alternativa es
considerar paquetes de onda localizados en frecuencia y tiempo. Por
ejemplo,

Ylm(el Cb)/ (2'30)

1 G+t Unpwi
Xlmnw; = J dwe™ ™ Ximw, (2.32)
) \/E ]
son una base de completa y numerable de paquetes centrados en el
tiempo avanzado u, = 27;“, y en la frecuencia w; = (j + %) e. La

eleccién del parametro € dependera de la informacién que querramos

Noétese que hemos omitido la dependencia en 1y m de los coeficientes, adelantan-
donos a que en la aproximacién de 6ptica geométrica los coeficientes son independi-
entes de 1, m y diagonales en estos indices. Alternativamente, podemos pensar que
estamos estudiando exclusivamente los modos esféricamente simétricos (1, m = 0),
para los cuales la aproximacién es mejor.
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Figure 2.2: En el espacio-tiempo del cascarén colapsante, esquema de la
proyeccién -bajo la aproximacion de éptica geométrica- de los
modos out X, sobre la superficie I~ donde la base natural es de
modos in P ,.

obtener. En particular, si queremos obtener informacién detallada en
el tiempo, deberemos elegir un parametro ¢ adecuadamente grande.

Esta nueva base es una combinacién lineal de modos de ondas
planas y entonces podemos seguir trabajando con las ondas planas
e introducir los paquetes al final del calculo para obtener cantidades
finitas. Esta estrategia simplificara los calculos.

Ademas de la aproximacién de optica geométrica, el calculo original
de Hawking asume que los rayos parten de I~ justo antes de la
formacion del horizonte y llegan a I a tiempos largos.> En ese caso,
se considera la aproximacién adicional

Vo —V Vo —V
=v—4Ml ~vo —4MI . 2.
uly) =v-amin () mvo—amin (50Y). )
Definiendo la nueva variable de integracién x = ;- se obtiene
H - _4M0 wil lim Joodxe—iw[vo—4Mln(x)}—iw/(vo—4Mox)e—€x
e 2V w e—0Jo ’

(2.34)

donde el regulador € se agrega para que la integral sea absolutamente
convergente, lo cual es necesario al estar usando una base de ondas

5 La justificacién es que esta aproximacién de dptica geomeétrica es vélida en ese caso
para cualquier frecuencia.

15
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planas. El superindice H resalta que estamos en la aproximacién de
tiempos largos de Hawking. Usando la identidad

o0
J dxedn(X¥)e=bx — e=(1+a)In(®B)p (1 4 ¢} Re(b) >0  (2.35)
0
la prescripcién usual para el logaritmo de un nimero complejo,
ylap P P 24 piej
podemos tomar el limite € — 0 y obtener
H i e tlwtalv o0 AMwiln(4Mow’
M= e 2™ (1 L 4Mwi) e~ M@ iin(dMow?)
2m ww’
AM efi(w+w/)voeid)(4Mw)

—4Mwiln(4Myw')
e . 2.36
2nw’ | /exp(8Mnw) — 1 (2.36)

El dltimo paso se logra identificando médulo y fase de la funcién
gamma mediante las identidades

Mix) =/ — 1 i®®)  gx)=Imln(T(ix))]. (2.37)

x sinh(7tx)

A partir del coeficiente de Bogoliubov podemos calcular valores esper-
ados de observables como la matriz densidad

pE],Wz —in <O‘ p?U%E,UZ |O>1T1 4 (2‘38)

donde hemos agregado el superindice H para indicar que se trata del
caculo original de Hawking. Entonces

oo * —i(wi—w2)vopild(4Mwi)—d(4Mw;)]
931 w2 :J dw,[‘))g]w’ (Bgzw’) = ° c X
’ 0 VIexp(8Mrwy) — 1] [exp(8Mmw; ) — 1]
» @dewliefiéﬂ\/l(w]fwz)ln(4Mow/) _ | y=4MlIn (4M0W/)
21 Jo w’ dy =4M 4

w

e~ Hwi—wr)vopild(AMwi)—d(4Mwy)] 1 oo due—t(@i—w2)y
= - e
VIexp(8Mnwy) — 1] [exp(8Mmw; ) — 1] 27TJ &

1
= e8Mw1ﬂ_]6(w] —w3). (239)

—0o0

Esto significa que la radiacion no presenta correlaciones entre frecuen-
cias distintas y que el niimero de particulas (la diagonal de p) tiene
un perfil de radiacién térmica de temperatura

hcs

7= $nGMiy”

(2.40)
donde hemos reincorporado la dependencia en c y G. Al tratarse de
ondas planas, el valor esperado del ntimero de particulas total es
infinito
1
N& = in (01 Pt 0}, = W‘S(O) (2.41)

pues estamos sumando la radiacion emitida durante todo tiempo. En
el apéndice C.1.1 presentamos un calculo alternativo que no presenta
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divergencias en los pasos intermedios al trabajar directamente con una
base de paquetes de onda (2.32) centrados en el tiempo u, = "™ y en
frecuencia w; = (j + 3) €. De todos modos, podemos introducir los
paquetes en este punto del célculo, obteniendo las cantidades finitas

y 1 G+De plk+1)e , H
pwj,wk(un) = EL Jks dw; dwzel(w‘_wZ)u“pw]’w2 =0 j#k
(242)
y
H H 1[0 i( H
N, (Un) = P, (Un) = = ” dwidwyet(@1m @2 lingit
je
1 (0+De qu 1
= E‘L eSMwn_] = eSijTI_] +O(€) (243)

donde O(¢) es una correccién pequefa si 8mMe < 1y & < wj. Este
es el famoso resultado de Hawking, que conecta con la interpretacién
termodindmica de los agujeros negros como sistemas en equilibrio
térmico que discutiremos a continuacion. Nétese que la emision de
particulas resulta independiente del tiempo, pero esto es vélido sélo
para tiempos largos. En el capitulo 4 discutiremos el resultado cuando
se abandona esta aproximacion.

Si bien la frecuencia de referencia ¢ es arbitraria, a la luz del resul-
tado obtenido, tenemos un criterio para fijar una cota superior. La
radiacién térmica tiene su pico de emision en la frecuencia wmqx que
cumple

8TMWmax = X0 ~ 2,82144 (2.44)

de acuerdo a la ley de desplazamiento de Wien® y entonces ¢ deberfa
ser menor a Wmqx para tener una resoluciéon que nos permita distin-
guir el comportamiento de bajas y altas frecuencias. Consideremos
entonces

1
8nMe = X Sk > 1. (2.45)
En adelante fijaremos k de acuerdo a las necesidades del observable

que querramos estudiar.

2.2 TERMODINAMICA DE AGUJEROS NEGROS

Al inicio de la década de 1970 un conjunto de resultados sobre la
mecdanica de los agujeros negros en el contexto de la relatividad general
mostré una sorprendente analogia con las leyes de la termodindmica.

El resultado se obtiene maximizando la radiancia espectral, la cual es proporcional a
w3 [exp(8mMw) — 17!
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El resultado de Hawking sobre la radiacién térmica fue una pieza
clave de evidencia en este sentido como veremos a continuacién, pero
también es la raiz de una paradoja que nos persiste hasta el dia de
hoy y que discutiremos en la siguiente seccion.

A inicios de la década mencionada se avanzaba fuertemente en
la descripcién de los agujeros negros en el marco de la relatividad
general y al mismo tiempo surgian ejemplos de aparentes violaciones
de las leyes de la termodindmica debidas a la interaccién de materia
ordinaria con agujeros negros. Entonces aparecieron propuestas de
asignarle una nueva nocién de entropia a estos sistemas. Bekenstein
sugirié que el area (A) del horizonte de eventos [13] era un candidato
natural y aventurd, por argumentos dimensionales, que

S «x kg i, (2.46)

Ap

donde Ap es el area de Planck. El teorema del drea [36] era un re-
sultado concreto que inspiraba esta idea. Asumiendo la conjetura
de censura césmica (ver detalles en la seccion 12.1 de [81]) segtin la
cual las singularidades asociadas a los agujeros negros estdn siempre
ocultas del exterior por la presencia de un horizonte de eventos futuro
(H") y otras condiciones razonables sobre la energia (por ejemplo la
condicién débil) Hawking mostré que el drea del horizonte de eventos
nunca decrece

SA = 0. (2.47)

Este resultado incluso tiene validez cuando se produce la colisién
de dos agujeros negros. La enorme emisién de energia en forma
de radiacion gravitacional no impide que el area del agujero negro
remanente sea mayor que la suma de las 4reas de los agujeros negros
originales. La interpretacién de Bekenstein era que esto permitia una
analogfa con la segunda ley de la termodindmica si agregdbamos esta
nueva forma de entropia a la entropia usual de la materia circundante.
De forma aislada se podria decir que esta es evidencia débil, pero
trabajos posteriores [10, 14] extendieron la analogia al resto de las leyes
de la termodindmica. Asociando el equilibrio termodindmico con las
soluciones estacionarias de agujero negro se encuentra una analogia
con la ley cero, donde la gravedad superficial en el horizonte cumple
el rol de temperatura. Este tipo de soluciones de agujero negro poseen
un campo de Killing [81] k%, cuya norma es nula sobre la horizonte.
La cantidad

1
= —Evakbvakb (2.48)
es la gravedad superficial sobre H* y toma un valor constante para to-

dos los observadores inerciales que pasan por dicha superficie. Nueva-
mente, ésta parece una analogia forzada y de hecho entra en conflicto
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con la idea de que un agujero negro (como objeto termodindmico)
deberia tener una absorcion perfecta frente a la materia circundante
y por tanto su temperatura deberia ser cero. Sin embargo existe un
analogo para la primera ley que conecta las dos nociones anteriores.
Consideremos dos soluciones estacionarias de agujero negro con
momento angular rodeadas de vacio (agujero negro de Kerr) cuyas
masas son muy similares (M y M + 6M) al igual que sus momentos
angulares (] y J 4 0J). Estas soluciones se relacionan mediante

c2

2 —
c°OM = e KOA + QndJ (2.49)
siendo Qy la velocidad angular del horizonte. Dado que la energia
del agujero negro (medida por un observador lejano) es E = Mc?
entonces esta ecuaciéon diferencial es andloga a la forma diferencial de

la primera ley para un proceso reversible

SE =T8S+ ) xi8Y; (2.50)
i

donde Y; y x; son variables termodindmicas y sus conjugadas. El lado
izquierdo puede generalizarse para otras soluciones de agujero negro,
por ejemplo, agregando carga eléctrica y un entorno no-vacio [10]. El
término que siempre estd presente y permite la analogia es

CZ

TS = %KéA. (2.51)
Hasta este punto la relaciéon se mantiene en el terreno de la analogia.
De hecho la expresién anterior no sirve para definir una temperatura
a partir de k y una entropia a partir de A de forma independiente. Es
necesario incorporar mds fisica y en particular la mecanica cuédntica
como intuy6 Bekenstein. Es aqui donde entra el resultado de Hawking
sobre la radiacion térmica. En el caso del agujero negro con simetria
esférica, la gravedad superficial es

ct

K= MG (2.52)

y por tanto la temperatura de la radiaciéon térmica (de acuerdo a la
férmula 2.53) es

_ hk
~ 2mckp

(2.53)

. Asumiendo que esta es la temperatura de equilibrio del agujero
negro entonces la cantidad con unidades de entropia en la férmula

(2.51) es

kg A
SpH = ——, .
BH = 4 Ap (2.54)
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la cual es conocida como entropia de Bekenstein-Hawking. En defini-
tiva, el resultado de Hawking permite darle significado a la gravedad
superficial como temperatura y, a través de la analogfa, justifica la
expresion para la entropia de un agujero negro como una cantidad pro-
porcional al drea del horizonte (medida en unidades Planck). Desde
entonces, la teoria de la informacién (y en particular de informacion
cudntica) ha estado intimamente ligada al estudio de los agujeros ne-
gros, siendo la paradoja de la informacién un asunto no resuelto que
motiva intensos debates. Antes de discutir este punto es ttil comentar
en qué sentido S se interpreta como entropia de agujero negro.

2.2.1  Entropia de von Neumann vs entropia termodindmica

Anteriormente argumentamos que la entropia de Bekenstein-Hawking
se asigna a un agujero negro como sistema termodindamico. Sin em-
bargo, sabemos que en los sistemas cudnticos existe una entropia
asociada a los grados de libertad microscépicos y que se calcula en
base a la matriz densidad p que representa al sistema mediante

Sun(p) =—Trlpln(p)]. (2.55)

El subindice vN indica que se trata de la entropia de von Neumann.
En los sistemas cudnticos usuales la entropia termodindmica Stermo
es una version de grano grueso de la expresion anterior. Es decir que
se obtiene considerando el maximo de la entropia de von Neumann
Sun(pi) para un conjunto de matrices densidad p; correspondientes a
los mismos valores de los observables macroscépicos (como energia y
volumen). La definicién implica inmediatamente la desigualdad

STermo = SuN. (256)

Asumamos que un agujero negro es un sistema cuantico descrito por
una teoria de gravedad cudntica. Debido a que desconocemos dicha
teoria no contamos con una expresion para la entropia de von Neu-
mann. Sin embargo, sabemos que la entropia de Bekenstein-Hawking
SgH representa su entropia termodindmica y por tanto Sgn es una
cota superior para S,n. Como vemos, estos argumentos de teoria de
la informacién nos permiten sacar conclusiones sin conocer el sistema
cudntico subyacente y son muy comunes en la literatura. La paradoja
que discutimos a continuacién se apoya fuertemente en estas ideas.

2.3 EVAPORACION Y PARADOJA DE LA INFORMACION

La analogia termodindmica que acabamos de describir es uno de
los mejores ejemplos de un fenémeno que requiere la conjuncién
de la mecénica cudntica y la gravedad. La presencia de la constante
de Newton G y la constante de Planck h en la expresién para la
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temperatura es un claro indicativo de ello. El resultado semiclasico
de Hawking (ubicado en el marco de la teoria cudntica de campos
en espacio-tiempo curvo) logra una prediccién relevante sin entrar
en el terreno de las teorias cudnticas de la gravedad e introduce un
mecanismo de evaporacion de los agujeros negros (como el propio
Hawking discuti6 en su trabajo original) mediante radiacién térmica.
Tomados en conjunto dicho mecanismo y la expresién de Bekenstein
para la entropia llevan a la conclusién de que el proceso de evaporaciéon
implica pérdida de informacién cudntica, entrando en conflicto con los
postulados de la mecénica cuantica. Hay consenso en la comunidad
que una teoria cudntica de la gravedad deberia dar cuenta de estas
contradicciones de forma natural. Hasta entonces es probable que siga
siendo objeto de debate.

Vale la pena sefialar que esta contradiccion surge en un tiempo muy
anterior a la evaporacioén total del agujero negro (tiempo de Page).
La posibilidad de que desaparezca el agujero negro solo agudiza el
problema. Esta segunda forma de la paradoja es objeto de mayores
controversias dentro de la comunidad, con posturas que la catalogan
como un grave problema que amerita replantearse postulados basicos
de la mecénica cudntica o la relatividad general hasta posturas que
niegan la existencia de una paradoja.

En este marco nuestro trabajo se centrard en discutir una posible
consecuencia de la gravedad cudntica sobre el resultado de radiacién
térmica de Hawking que no ha sido considerado anteriormente en la
literatura.

En el resto de la seccién discutiremos las dos formas de la paradoja
planteada. Sin &nimo de ser exhaustivos, comentaremos algunas prop-
uestas de soluciones e introduciremos los tiempos caracteristicos, los
llamados tiempo de Page, de evaporacion y de codificacion o scrambling.

2.3.1 Resultado semicldsico de evaporacion

Cuando se quiere estudiar el efecto de la radiaciéon térmica en la
evolucion del agujero negro inmediatamente se entra en conflicto con
la hipétesis bédsica de Hawking que permite el uso de métodos de
teoria cudntica de campos en espacio-tiempo curvo, pues la métrica
no es fija. Sin embargo, considerando el caso de un agujero negro de
masa M mucho mayor que la masa de Planck Mp, cuya temperatura
de Hawking es muy baja, se puede asumir que la radiacién térmica
altera muy lentamente la masa y por tanto no cambia la geometria. La
evolucién es vista entonces como un proceso cuasi-estacionario.
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Como una primera aproximacién podemos considerar que la lumi-
nosidad de la radiacién emitida estd determinada por el perfil térmico
dado por (2.43). De esta manera, la potencia emitida es

E

- Joo dw ha = (ke T)” (2.57)
2o exp (B )~ 121

Ahora, asumiendo que la fuente de la radiacién es la energia contenida
en el agujero negro, la conservacién de la energia exige que E =
—Mc?. Combinando ambos resultados con la expresién (2.53) para la
temperatura de la rediacién, tenemos una ecuacién diferencial que da
cuenta de la back-reaction

VRS A.U 0 S I WG
12 \(2mc) 12 \2mc4MG )
En términos de la masa de Planck (Mp) y el tiempo de Planck (tp) se
simplifica a

1T (Mp)31

M2 t < (2.58)

M =

donde o es la constante adimensionada que vale & = 7687t. Versiones
mas refinadas [28] dan otros valores a esta constante pero no cambian
cualitativamente el resultado. Estos refinamientos incluyen considerar
que la radiacién no es de cuerpo negro sino de cuerpo gris o considerar
radiacion de campos maés realistas que el escalar sin masa. Por ejemplo
en [57] se considera la emisién por fotones, gravitones y neutrinos sin
masa.
En cualquier caso, la ecuacién diferencial tiene como solucién

t

M(t) = M(0)3/1 — (2.59)

tevap
siendo t el tiempo medido por un observador lejano, M(0) la masa

inicial y

M(0))°
tevap = %tP < ]VEP)> (2.60)

una escala de tiempo de evaporacién. Para un agujero negro de masa
solar este tiempo supera largamente la edad del universo, siendo del
orden de 107 afios. Corresponde aclarar que no hay motivos para
confiar en la férmula para la evaporacién cuando M(t) llega a la escala
Planck pero, como se ve en la figura 2.3, esto sucede en un tiempo
muy proximo a teyap, por lo cual el orden de magnitud sigue siendo
confiable.
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Figure 2.3: Evolucién de la masa del agujero negro segtin modelo simple
de evaporacién por radiaciéon de Hawking. Un agujero negro
de escala estelar permaneceré lejos de la escala Planck hasta un
tiempo muy cercano al tiempo de evaporacién. Se marca el tiempo
Page en que el 4rea del agujero negro se reduce a la mitad.

2.3.2 Paradoja de la pérdida de informacién debido a la evaporacion total

Si asumimos que el mecanismo de Hawking permite la evaporaciéon
total del agujero negro (mas alld de que la escala temporal sea gigante
para agujeros negros de masa estelar o mayores), entonces el diagrama
de Penrose-Carter del espacio-tiempo cambia respecto de 2.1 y se
sustituye por un esquema como el de la figura 2.4 donde el radio del
horizonte de eventos futuro H* crece hasta el radio de Schwarzschild
en la etapa de formacion, luego comienza a disminuir por efecto de la
radiacion térmica y finalmente desaparece junto con la singularidad en
un tiempo del orden teyqp (para observadores lejanos). Para tiempos
posteriores el diagrama se asemeja al del espacio-tiempo plano.

La paradoja se manifiesta cuando comparamos el estado cuédntico
del sistema previo a la formacién del agujero negro y posterior a su
evaporacion, como advirtié el propio Hawking poco tiempo después
de su resultado sobre radiacion térmica [39].

Consideremos las superficies espaciales 1 y £, de la figura 2.4 que
representan respectivamente dos tiempos t; y t; en la evolucion del
sistema. Por simplicidad supongamos que en el tiempo t; el sistema se
encuentra en un estado puro cuya matriz densidad es p1 = [V) (V|. Al
formarse el agujero negro se activa el mecanismo de radiacién térmica
que permite su evaporacién. A su vez este mecanismo genera entre-
lazamiento cudntico entre le interior y el exterior. Un observador lejano,
que no tiene acceso al interior del horizonte, vera un estado térmico
(no puro) dado por la matriz densidad ptermico = TTinterior(P1)
donde la traza se toma con respecto a los estados en la regién interior.
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Figure 2.4: Diagrama de Penrose-Carter de un cascarén colapsante y su
posterior evaporacién por radiacién térmica. La hiper-superficie
L1 registra la informacién del sistema previo a la formacién del
agujero negro y la superficie I, registra la informacién luego de
la evaporacién.

Este es el calculo de Hawking que discutimos en la primera seccién.
Luego de un (largo) periodo de radiaciéon térmica la evaporacion
reduciré el horizonte hasta desaparecer totalmente. Finalmente, un
observador en tiempo t, (sobre la superficie X,), seguird viendo el
estado térmico dado por piermico, Pero eso serd todo lo que exista.
En definitiva, el sistema (aislado) habra evolucionado en el tiempo
desde un estado puro a uno térmico y esto de acuerdo a la mecanica
cuantica es imposible si la evolucién es unitaria. La informacién se
habra perdido en la singularidad.

Existen un sin nimero de enfoques sobre este problema. Uno de
ellos, que destacamos por su simplicidad, es que la pérdida de infor-
macién en este sentido no genera ningtn tipo de paradoja pues el
espacio-tiempo no es globalmente hiperbélico [80]. Esto significa que
las hiper-superficies espaciales (como ) posteriores a la evaporacién
no son superficies de Cauchy de todo el espacio-tiempo y por tanto no
se puede reconstruir el pasado en base a datos de esas superficies. Este
enfoque es compatible con la afirmaciéon de que la teoria de gravedad
cudntica que describa satisfactoriamente este proceso reemplezara la
singularidad con alguna otra estructura que recibira esa informacién
perdida. Por ejemplo podria ser la formacién de un "universo bebé"

[40].
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Varias objeciones se han planteado a este enfoque. Por ejemplo
la posibilidad de la no consevacién de la energia [9], que a su vez
ha sido cuestionado [56, 80]. Otra objecién fuerte a esta posibilidad
viene de la correspondencia AdS-CFT que establece una correlacién
entre un sistema gravitatorio en el espacio de Anti-de Sitter, el cual
admite un proceso de creaciéon de un agujero negro y su evaporacion
similar al descrito en esta seccién, y una teoria de campos conforme
en el borde de AdS. De esta manera, dado que la teoria en el borde
es una teoria de campos que debe obedecer una evolucién unitaria,
la teorfa gravitatoria correspondiente deberia tener una evolucién
unitaria andloga [34, 51, 84].

Otro enfoque es la posibilidad de que la evaporacién deje un re-
manente (estable o inestable) de escala Planck [31]. Esta opcién se
apoya en la idea de que la fisica de escala Planck puede ser radical-
mente distinta, sin embargo entra en conflicto con la intepretacién
termodindmica de la entropia de Bekenstein-Hawking. Un agujero
negro de ese tamarfio no podria guardar la informacién completa del
estado inicial del sistema colapsante pues esta puede ser, en principio,
arbitrariamente grande.

En una linea similar existe la posibilidad de que la informacién
sea liberada luego de que el agujero negro llega a la escala Planck
en un ultimo estallido. Sin embargo, este ultimo estallido debe darse
con una escasa cantidad de energia y por tanto el mecanismo de
emision deberia ser un proceso radicalmente distinto a la radiaciéon
de Hawking, en un régimen dominado totalmente por la gravedad
cuantica.

Otros enfoques toman posturas mds radicales en cuanto a la modi-
ficacién de las leyes de la fisica a escala macroscépica. Una de ellas
es la posibilidad de que algtin mecanismo impida la formacién del
agujero negro en primer lugar (fuzzballs), resolviendo la paradoja en
su nacimiento [53]. Los efectos necesarios para frenar el colapso de
un sistema con baja curvatura, donde sabemos que funciona la rel-
atividad general, requieren efectos no locales muy importantes asi
como posibles violaciones a la conservacién de energia y cantidad de
movimiento.

Finalmente, una propuesta que ha despertado bastante interés,
aunque no por ello es menos radiacal, es la idea de que existe una
regién muy préxima al horizonte del agujero negro donde las even-
tuales correlaciones entre interior y exterior son destruidas. Esta es
la llamada hipétesis de firewall [4]. En este enfoque el exterior per-
maneceria en un estado puro, modificando el perfil de la radiacion
que se observa desde lejos. La naturaleza radical de esta idea reside en
que contradice el principio de equivalencia de la relatividad general.
Desde el punto de vista de la gravedad clésica, en un ambiente de
curvatura relativamente baja como el horizonte de un agujero negro
macroscopico, un observador en caida libre no deberia experimentar

25



26

RADIACION DE HAWKING

efectos notables. Las violaciones de la causalidad son también prob-
leméticas pues la formacién del firewall debe darse junto al horizonte,
que es una estructura global del espacio-tiempo.

La discusion anterior parte de asumir que el mecanismo de Hawk-
ing puede provocar la evaporacién total del agujero negro (o al menos
hasta llevarlo a la escala Planck). Esto habilita a desentenderse del
problema asignando la responsabilidad de resolverlo a la fisica de-
sconocida por debajo de la escala Planck. Sin embargo no es necesario
llegar hasta esta escala para que se manifieste una paradoja. En la
siguiente sub-seccién discutiremos una segunda version que se da en
un régimen donde esperamos que funcione tanto la mecénica cuantica
usual como la gravedad semiclésica.

Al final de la seccién presentaremos una alternativa de resolucion de
esta paradoja que ha desepertado interés reciente, donde las simetrids
asintéticas del campo gravitatorio (simetria BMS) y las cargas asintoti-
cas asociadas podrian dar cuenta de la informacion no registrada en
la entropia de Bekenstein-Hawking.

2.3.3 Tiempo de Page y la paradoja de la informacion

En [58, 59] Page observé que el mecanismo de Hawking no puede dar
cuenta del proceso de evaporacioén para tiempos muy largos ya que
esto es incompatible con la interpretacion de la férmula de Bekenstein-
Hawking como entropia termodindmica del agujero negro. De hecho
esta incompatibilidad se manifiesta mucho antes de llegar a la escala
Planck para un agujero negro macroscépico. Consideremos un sistema
colapsante que forma un agujero negro (por ejemplo el cascarén nulo),
con todos los campos materiales en un estado inicial puro (el vacio
por ejemplo). Luego del colapso, al inicio de la radiacién térmica,
todo la entropia corresponde al estado cudntico del agujero negro y
por tanto estd acotada por la expresion de Bekenstein-Hawking. En
paralelo surge el horizonte, que divide al sistema en dos (el interior
y el exterior). Como ya mencionamos, la radiacién de Hawking gen-
era entrelazamiento entre el interior y el exterior y esto implica una
entropia de entrelazamiento que crece a medida que se emite cada
cuanto de radiacién. También provoca que la masa del agujero negro
disminuya y con ella el drea del horizonte, que es proporcional a
la entropia de Bekenstein-Hawking. Entonces, dado que la tasa de
emision de la radiaciéon de Hawking es constante, llegara un tiempo
finito en el cual la entropia de entrelazamiento del interior superara a
su entropia de Bekenstein-Hawking. Esto constituye una contradiccion
pues la primera deberia dar cuenta de una fraccién de la entropia
de von Neumann del agujero negro que, a su vez, estd acotada por
la primera como discutimos en la subseccién 2.2.1. En [60] Page de-
terminé que el tiempo en el cual ambas entropias se igualan, al que
llamamos tiempo de Page, sucede cuando el agujero negro reduce su
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L) ~.

tPage tevap

Figure 2.5: La radiacién de Hawking comienza en ty y genera entropia hasta
la evaporacién total (curva sélida roja). Al mismo tiempo el agu-
jero negro comienza la evaporacion y la entropia S disminuye
(curva punteada negra). La produccién de entropia dentro del
agujero negro deberia seguir la curva verde de puntos y guiones
y no la roja. La inconsistencia se manifiesta a partir de tpqge-

entropia aproximadamente a la mitad. Esto se muestra en el esquema
2.5 que se conoce como curva de Page. Usando el modelo sencillo de
evaporacion que lleva a la férmula (2.59) se deduce que

tPage ~ 0,65 tevap- (2.61)

Como se ve en el esquema de la figura 2.5 y también en la figura 2.3, el
sistema gravitatorio cldsico se encuentra muy lejos de la escala Planck
y por tanto esta paradoja no puede ser resuelta por remanentes o estal-
lidos finales. También es importante notar que los grados de libertad
considerados incluyen posibles "universos bebé" u otros sustitutos
para la singularidad en tanto esos grados de libertad estén reflejados
en la entropia de Bekenstein-Hawking. No obstante, algunas prop-
uestas de resolucién de la paradoja de la evaporacién total también
son aplicables a esta segunda paradoja. Este es el caso de la hipétesis
de firewall porque esta elimina el entrelazamiento entre el interior y
exterior invalidando el argumento anterior, aunque recordemos que el
costo es una modificacién fuerte de la teoria de campos en la regién
cercana al horizonte.

Otras propuestas pueden encontrarse en el literatura, por ejemplo un
resumen de opciones se encuentra en [52]. Dejamos una de ellas para
ser discutida en la siguiente seccién. Esta no requiere modificaciones
a la fisica sobre el horizonte y es compatible con la termodindmica de
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agujeros negros, sin embargo cuestiona un firme resultado sobre la
evolucion (cldsica) de las soluciones de agujero negro.

Finalmente cabe mencionar que en una serie de trabajos recientes [1,
3, 63] que estan resumidos en [2] se logra reproducir la curva de Page
para un escenario de evaporacion de agujero negro. En dichos trabajos
se calcula la entropia de von Neumann del agujero negro mediante
una extensién de la férmula de Ryu-Takayanagi [70]. Asimismo se
calcula la entropia de la radiacién y se obtiene un resultado com-
patible con la curva de Page, libre de la paradoja de la informacién.
Estos resultados son prometedores pero dejan varias interrogantes
sin resolver. Principalmente no queda claro el mecanismo fisico que
cambia el perfil térmico de la radiacién luego del tiempo Page. El
hecho de que los célculos se realicen en ejemplos de espacio-tiempos
Euclideos tampoco ayudan a traducir estos resultados a los ejemplos
de agujeros negros realistas.

2.3.4 Tiempo de codificacion o scrambling

En el contexto de la discusién de diferentes escalas temporales asoci-
adas a la evaporacion y a la paradoja de la informacién es interesante
mencionar que existe una escala de tiempo corto asociado a la termal-
izacion de nueva informacién que cae a un agujero negro, es decir a la
distribucién de esta informacién entre sus grados de libertad internos.
La misma ha aparecido en la literatura [42, 73] expresada como

h
tsera ~ m In[Sgnl, (2.62)
donde T es la temperatura de Hawking y la entropia de Bekenstein-
Hawking es medida en unidades Planck. Para un agujero negro del
tipo considerado en nuestro trabajo

R R
tsera ~ TS In I:llf]

es del orden de Tms para uno de masa solar (Rs ~ 3km). Si bien
dista mucho del tiempo de Page, ha aparecido reiteradamente en
la literatura vinculada con la paradoja de la informacién. Original-
mente se introdujo en relacién a una de las propuestas para resolver
la paradoja conocida como complementaridad de agujeros negros [77],
anédlogo al principio de complementaridad de la mecanica cuantica
pero aplicado a la medicién de observables en el interior versus el
exterior de los agujeros negros. Asi mismo aparece en los trabajos
mencionados en la subseccién anterior que reproducen la curva de
Page. En dicho contexto juega un rol en el calculo de la entropia del
interior del agujero negro. En el modelo de agujero negro cudntico
de nuestro trabajo surge como una escala de tiempo importante en la
cual la radiacién de Hawking comienza a perder su caracter térmico.



2.3 EVAPORACION Y PARADOJA DE LA INFORMACION

La posible conexién entre estas instancias de aparicion de tscrq atin
no es clara.

2.3.5 Simetrias asintéticas vs calvicie de los agujeros negros.

En [41] se ha sugerido que una de las hipdtesis que sustentan esta
paradoja, el denominado no hair theorem puede estar errada. Este resul-
tado establecido por Israel [44] para el problema con simetria esférica
y luego extendido a soluciones més generales [22, 36, 45, 69] afirma
que un sistema gravitatorio (cldsico) que forma un agujero negro, llega
a una solucién estacionaria caracterizada s6lamente por su masa total
M, su carga Q y su momento angular |. Esta idea se sintetiza en la
frase atribuida a Wheeler los agujeros negros no tiene pelo y de alli las
referencia repetida a la calvicie en la literatura. Esto implica que la
entropia de Bekenstein-Hawking da cuenta de toda la entropia ter-
modindmica del agujero negro una vez que llega al estado estacionario.
En [41] se argumenta que el sistema gravitatorio admite una infinidad
de cantidades conservadas debido a la simetria BMS [16, 71] o sus
extensiones [11, 20], que légicamente denominamos pelo del agujero
negro. Desde un punto de vista de fisica de particulas estaria asociado
a la emision de particulas de muy baja energia que se denominan
particulas suaves. En principio este reservorio de informacion podria
dar cuenta de ambas versiones de la paradoja. Por un lado el sistema
completo debe incluir estos grados de libertad, lo cual elimina la re-
striccion de que la entropia de entrelazamiento esté limitada por la de
Bekenstein-Hawking y por otro podria proporcionar un mecanismo
para conservar la informacién completa del sistema original en caso de
que la evaporacioén total fuera posible. La existencia de estas particulas
suaves y la interpretacion de las cargas conservadas es motivo de de-
bate, especialmente en el contexto de espacio-tiempos con horizontes
de eventos. Sin embargo, el avance en estas ideas en espacio-tiempos
asint6ticamente planos [21, 47, 75] genera expectativas en cuanto a su
aplicacién para entender esta paradoja.

Un punto cuestionado sobre la existencia de estas cargas es la im-
posicién de condiciones de paridad [68], o de identificacion antipodal [76]
que a primera vista parece artificial. La necesidad de estas condi-
cioén aparece tanto en la descripciéon de campo gravitatorio como de
otros campos en espacio-tiempos asintéticamente planos. De hecho
el formalismo es muy similar y las dificultades técnicas también. En
[18] discutimos que estas condiciones pueden entenderse como la
forma natural de conectar la definiciéon de estas cargas asintéticas
desde la infinidad nula pasada (I7) con la infinidad nula futura, a
través del infinito espacial (ip). Esto fue hecho en espacio-tiempo plano
para el campo electromagnético, pero la misma construccion se ex-
tiende naturalmente [66, 79] al campo gravitatorio. Sin embargo, todo
esto es aplicable a un espacio-tiempo con la estructura asintética del
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espacio-tiempo de Minkowski. En el caso de un espacio-tiempo con
un horizonte de eventos la definicién de estas cargas sigue siendo un
problema abierto. Recientemente ha habido avances en esta direccién
[29], pero su relacién con la paradoja de la informacién sigue en el
terreno de lo especulativo.



CUANTIZACION DE UN CASCARON COLAPSANTE
CON SIMETRIA ESFERICA

Los sistemas gravitatorios con simetria esférica han sido ampliamente
estudiados en la literatura debido a que en ellos se reduce sensible-
mente la complejidad de las ecuaciones de Einstein. De hecho, la
solucién de Schwarzschild que repasamos en el apéndice B fue la
primera solucién exacta (no trivial) encontrada para dichas ecuaciones
y de su estudio surgieron importantes conceptos asociados con la
fisica de los agujeros negros como los horizontes y las singularidades.
El propio trabajo original de Hawking sobre la radiacién térmica con-
sidera un colapso con simetria esférica para simplificar los calculos,
siendo la métrica de Vaidya (2.1) un ejemplo de ese tipo de colapso.

Es esperable que la simetria esférica simplifique también la descrip-
cién del sistema gravitatorio a nivel cudntico. Mostrar esta afirmacién
serd el objeto de este capitulo, pero es importante plantear de ante-
mano una debilidad de este enfoque. Una cosa es imponer la simetria
esférica en las ecuaciones de Einstein para encontrar una solucién
(clasica) y otra es empezar con una teoria Lagrangiana (o Hamiltoni-
ana) reducida por la simetria esférica y estudiar las soluciones que
surjan de ella. Incluso si las soluciones cldsicas son las mismas, no es
evidente que las teorias cuanticas provenientes de ambos enfoques
deban coincidir. En otras palabras, no es evidente que la reduccién
por simetria y la cuantizaciéon sean procedimientos que conmuten.

La cuantizacion del problema con simetria esférica puede consid-
erarse como un paso intermedio en tanto carecemos de una teoria
completa de la gravedad cuéntica y es esperable que los resultados
del mismo capturen parcialmente la fisica del problema. En la primera
secciéon haremos una descripcion (a nivel cldsico) del enfoque Hamil-
toniano conocido como midi-superespacio y luego discutiremos los
aspectos cudnticos de estos modelos que tomaremos en consideracién.
Vale la pena aclarar que en nuestro trabajo s6lo se utilizan caracteristi-
cas que no dependen del esquema particular de cuantizacién, lo cual
nos da mayor confianza en que los resultados tienen validez por fuera
de esta aproximacion.

3.1 ESPACIO DE FASES CLASICO

En la década de 1960 Wheeler introdujo la idea de superespacio para
describir la gravedad en términos del espacio de geometrias como
datos iniciales sobre una superficie tridimensional. A su teoria se la
denomina aveces como geometrodindmica [83]. Sin embargo, el enfoque
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canénico [5] de Arnowitt, Deser y Misner (ADM) que repasamos en
el apéndice A.2 ha sido mads utilizado en la literatura, tanto por sus
ventajas para resolver las ecuaciones de Einstein de forma numérica
como por su aplicacién a la gravedad cudntica en el contexto de la
ecuaciéon de Wheeler-DeWitt [55]. Esta funciona como una ecuacién
de Schrodinger para la gravedad cudntica definida justamente sobre
un superespacio, pero su utilidad es limitada pues sélo ha sido resuelta
en casos excepcionales. DeWitt [23] encontrd soluciones para modelos
cosmologicos reduciendo el problema gravitatorio a un conjunto finito
de grados de libertad, en lo que se conoce como aproximacién de
mini-superespacio. La simetria esférica tiene un efecto similar y Kuchar
acufid el término midi-superespacio para distinguirlo del anterior pues
en este caso se describe la gravedad en término de un conjunto finito
de funciones libres. Kuchar [49] logré una descripcién satisfactoria de
las soluciones estacionarias con simetria esférica, lo cual también fue
logrado en término de variables de Ashtekar [48].

En esta seccién discutiremos como aplicar este enfoque a la simetria
esférica en el caso de una colapso de un cascarén nulo [19, 50]. De-
scribiremos el espacio de fases (cladsico) de un sistema gravitatorio
acoplado a un nube angosta de particulas sin masa identificando los
observables (de Dirac) relacionados con la dindmica del cascarén. Las
consecuencias de la cuantizacién de este sistema en el calculo de
Hawking seran discutidas en la siguiente seccion.

Para describir el espacio de fases de un cascarén colapsante tratamos
la geometria y el cascarén como variables dindmicas. Esto se puede
hacer mediante la accién

S = SgH + Sshetr + [término de borde] (3.1)

donde el primer término es la accién de Einstein-Hilbert

1] 4
SEH = 167rGJd xv/gR, (3-2)

con d*x g el elemento de volumen, R la curvatura escalar y el se-
gundo término es

Sanew = lim | dry/=4a (7140 6:)

con q*(7) la trayectoria del cascarén en el espacio-tiempo, asumiendo
que tiene una masa en reposo m y se considera el limite de masa nula
para obtener un cascarén que se mueve a velocidad c. Aplicando el
principio de minima accién (ver apéndice A.1), la métrica de Vaidya
(2.1) es una solucién esféricamente simétrica que se obtiene realizando
variaciones de la accion respecto de las variables geométricas y del
cascaron. Este camino nos llevaria a considerar un espacio de fases
infinito dimensional, dificultando el camino hasta la cuantizacién.
De forma alternativa consideremos s6lamente aquellas métricas que
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tiene la estructura asintética de la solucion de Vaidya, que incluye la
infinidad nula I*, la infinidad espacial iy y las infinidades temporales
i+. En esta region asintética se pueden definir condiciones asintéticas
para los campos de materia y para la métrica. En el caso de la métrica
asumiremos que se trata de soluciones asintéticamente planas (como
la de Vaidya). Estas consideraciones de aspecto formal son esenciales
para arribar a un espacio de fases con una estructura simpléctica bien
definida.

En este punto podemos imponer la simetria esférica, la cual no
afecta la estructura asintética. Al integrar las variables angulares el
problema se transforma, de manera efectiva, en uno bidimensional
como el que discutiremos en el capitulo 6.

En el apéndice A.2 repasamos la formulacién ADM en general. En
el caso de sistemas con simetria esférica dicha formulacién se reduce
a considerar las métricas de la forma

ds? = —N2dt? + A?(dr + N"dt)? + R?d?Q (3-4)

siendo d?Q el elemento de dngulo sélido, N el lapso, N™ el shift, A > 0
y R > 0 todas funciones de las coordenadas r y t de Schwarzschild.
La accién reducida por simetria esférica es

A " ~ 1/2
Sanew = tim, | @t [N = A2 (5(0) + K7)?] 6:5)

para el cascarén (shell), con Ny N™ el lapso y shift evaluados en la
trayectoria del cascarén r(t). Mientras que la accién de Einstein-Hilbert
es

1

Ser — éjdtdr [_N—‘ {R (A~ (AN)] (R R'N") 4 2A (R R’NT)Z}

1 1
+ N </\—2RR’/\' — ATTRR” — EA_1 (R")? + 2/\)] . (3.6)

donde se usa la notacion %—(t) =0 y %9 =)

Ahora podemos pasar a una descripcién Hamiltoniana sobre super-
ficies de tiempo constante, donde las variables canénicas son r, A, R
y sus momentos conjugados p, PA y Pr respectivamente. La misma
debe ser acompafiada de condiciones asintéticas adecuadas. Siguiendo
[50] se imponen

AleT) = T+Me( " +0% (b7 ) (3:7)
R(t,T) = [r/+0% (%) (:8)
Palt,r) = 0% () (3.9)
Pr(t,r) = 0% () (3.10)
(tr) = Nx(t)+0% (") (3.11)
N(t,7) = O% (), (3.12)
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donde 0 < ¢ < 1y O significa que la cantidad tiende a cero como
el argumento cuando r — +oo. Cabe sefialar que estas condiciones
habilitan la existencia de un agujero negro previo al colapso del
cascarén cuya masa es M_ = M_(—o0) y que la extensién de la
variable r a valores negativos permite representar la infinidad nula al
otro lado de la extensién maximal del agujero negro de Schwarzschild
(zona III de la figura B.1). El espacio-tiempo sin agujero negro previo
se puede recuperar posteriormente fijando la masa inicial a cero.

En vez de considerar las variables anteriores, siguiendo [19] utilizare-
mos variables de Ashtekar (ver apéndice A.3) adaptadas a simetria
esférica para representar los grados de libertad gravitatorios. Los pares
de variables candnicas pasan a ser E®, K, y E", K,, definidas por

E®
A= \/ﬁ (3.13)
Pr = —VIETK, (3.14)
R = ]ET| (3.15)
PR = —2\/@1@—“«‘P (3.16)

VIET

En términos de estas nuevas variables el Hamiltoniano total resulta

N2  /igr
—N’ (—\/IET (1+X2) + KEDT VIET] + F(r)pO(r—r) +2M_>

H:Jdr A(E9)2

_ N
+ N" [—(E")'Ky + E®K{, —pd(r—r1)] =N_M_ +

.
S (Fmp+ M)]

donde el lapso y el shift han sido re-escalados a

_ E®
N = N
(E")?
N = oy 2NKo VIET

(E7)’

y se ha introducido la funcién

YK
Flx) = VBT (s + o) o 617

Notese que el Hamiltoniano se escribe como una combinacién de
vinculos, donde las funciones lapso y shift juegan el papel de multipli-
cadores de Lagrange.

Habiendo llegado a la formulacién Hamiltoniana, puede fijarse la
masa inicial M_ = 0 para reducir el problema a un cascarén colapsante
sin agujero negro previo.

Utilizando F pueden definirse los observables

M = Fr)p/2 (3.18)

vV o= —Tdy {F_1(y)—1—2;vl]+T+{r+2Mln<2;A>}(3.19)

r
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donde T = [ dtN, es un tiempo propio para un observador en el
infinito. La primera funcién coincide con la masa ADM del agujero
negro formado por le colapso del cascarén (ver discusién al final de
A.2) y la segunda es una coordenada tipo Eddington-Finkelstein en
la infinidad nula. Calculando corchetes de Poisson se obtiene que
ambas funciones conmutan con los vinculos, los cual los identifica
como observables de Dirac y también que el corchete de Poisson entre
ellos es

M, Vi=1. (3.20)

Estudiando el espacio de fases en términos de variables ADM se
obtienen resultados equivalentes [35, 50]. En la siguiente seccién dis-
cutiremos consecuencias de este tltimo resultado asumiendo la exis-
tencia de una teoria cudntica consistente que describa este sistema.

3.2 TEORIA DE CAMPOS EN ESPACIO-TIEMPO CUANTICO

Es importante sefialar que este trabajo no propone un esquema com-
pleto de cuantizacién, sino que rescata aspectos generales que serfan
esperables en cualquier propuesta de cuantizacion.

Como sefialamos en la seccién anterior, el espacio-tiempo del cas-
carén colapsante se trata como midi-superespacio. Esto significa que
se considera el espacio de fases como una superposicién de espacio-
tiempos determinados por la posicion en I™ y la energia total del
cascarén como se muestra en la figura 3.1. Un punto clave es que las
regiones asintéticas (I e I7) pueden considerarse comunes a todos los
espacio-tiempos en la superposiciéon. Por este motivo, la posicién de
todos los detectores que miden observables en las regiones asintéticas
pueden ser etiquetados por la misma parametrizacién.

Desde el punto de vista mecdnico cuantico asumimos que la fun-
cion de onda del cascarén tiene fluctuaciones (en masa y posiciéon
en I7) y que estas inducen fluctuaciones en la geometia al interior
de espacio-tiempo. Estas fluctuaciones pueden ser observadas por
observadores inerciales en infinito. Esto nos permite considerar ob-
servables de interés para el estudio de la radiacién de Hawking. Por
ejemplo, podemos preguntarnos cudl es la probabilidad de detectar
una particula asociada a un campo de prueba en I dada que dicho
campo estaba en el vacio en I™. Para ello asumimos que hay una
funcién de onda [V) asociada al sector gravitatorio ademads del estado
|0);,, del campo de prueba, de manera que el sistema completo se
encuentra en el estado

W) [0).,, - (3.21)

Asi, los observables del campo de prueba como la cantidad N9}t de
particulas emitidas con frecuencia w, que dependen paramétricamente
de la posicién y energia total del cascarén [ver definiciéon en (2.19)],
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Figure 3.1: Esquema similar al diagrama de Penrose para la superposicién
de espacio-tiempos que representan al cascarén cuantico y las
fluctuaciones que su posicién Avy en I~ y su energia AMc?
inducen en la métrica. Se destaca que la regién astintética es la
misma para todos los espacio-tiempos en la superposicion.

pasan a ser operadores en ambos sectores del espacio de Hilbert al
promover la masa y la posicién del cascarén a operadores.

Este enfoque de cuantizacién del campo de prueba como primer
paso y de cuantizacion del espacio-tiempo como segundo paso puede
pensarse como una teoria cudntica de campos sobre espacio-tiempo
cudntico, haciendo referencia a que es un paso mads con respecto a
la teoria cuantica de campos sobre espacio-tiempo curvo usada por
Hawking para su célculo de radiacién. De hecho, al igual que en el
modelo usado por Hawking, nuestros calculos no toman en cuenta
que la radiacién genera un efecto (back-reaction) sobre la geometria.
Este debe introducirse de manera semi-cldsica mediante un balance
de energia. Remarcamos entonces que el objetivo de este modelo no
es describir el sistema cuantico completo sino extender el calculo de
Hawking para incluir fluctuaciones de la masa del agujero negro. En
el capitulo 5 llevamos adelante dicha extensién y la comparacién con
el resultado cldsico de Hawking.
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EXTENSION DEL CALCULO DE HAWKING PARA
TODO TIEMPO

Los resultados presentados en este capitulo se basan principalmente
en el trabajo [25]. Algunos cdlculos han sido modificados y extendidos.
La notacién ha sufrido modificaciones menores.

4.1 APROXIMACION DE OPTICA GEOMETRICA

En la seccién 2.1.3 se reprodujo el resultado de Hawking asumiendo
que las soluciones de la ecuacién de K-G para el campo escalar (2.24)
cuya forma asintética en el futuro lejano es

—iwu
e

lew(r,u,@,(l)) = 47’[T\/5Ylm(e/d))

y que se anulan en el horizonte, pueden rastrease hacia el pasado
como

efiwu(v)

Ximo (1,1, 0,0) = W“m(el ¢),

donde u(v) estd dado por (B.12). Esto nos permitié obtener coeficientes
de Bogoliubov no triviales comparando estos modos con las ondas
planas del pasado lejano. En esta seccién nos dedicaremos a estudiar
esta aproximacién, a la que nos referimos como aproximacién de
Optica geométrica. En ella se conjugan dos factores que nos permiten
entender cudles de nuestros resultados se pueden extender a modelos
de colapso mds general y también nos plantean limites para las validez
de ciertos resultado.

4.1.1  El potencial cetrifugo

A lo largo de todo el trabajo se estudian campos materiales que
cumplen la ecuaciéon de K-G. Aqui la estudiaremos como una ecuacion
de onda con barreras de potencial en la regién exterior al agujero negro
del espacio-tiempo del cascarén. Para mayor claridad de los argumen-
tos nos concentraremos en las soluciones esféricamente simétricas
@(r,t), aunque los mismos son validos de forma mads general. Estas
soluciones cumplen la ecuacién

[162 02

_czatz+ar2] ol =0
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v(r)

e

-20 =10 10 20

Figure 4.1: Gréfica del potencial V en funcién de la coordenada tortuga r*.

dentro del cascarén (cuando v = ct — 1 < vs) y la ecuacion

[ 192 32 V)

~ 3z T a1 (RS)Z] @(r,t) =0 (4.1)

con

3
o-(-2)()
T T

fuera del cascarén (cuando v = ct —1* > vg). Aqui v es la coordenada
tortuga definida en B.4. Vale la pena indicar que la forma de pegar las
soluciones dentro y fuera del cascarén es identificando la coordenada
radial r y la coordenada nula v, lo cual genera una diferencia en
la coordenada temporal t. Como se ve explicitamente gracias a las
coordenadas elegidas, dentro del cascarén las ondas se propagan
libremente en el espacio-tiempo plano y fuera se propagan como en
espacio-tiempo plano pero sometidas a una pared angosta de potencial
V(r) que se muestra en la gréfica 4.1. El pico de esa pared de potencial
se encuentra’ en 1 = 4% y por lo tanto una onda plana que ingrese a
esta region saldra con dos contribuciones, una onda transmitida y una
reflejada con coeficientes de transmision y reflexén dependientes de
la frecuencia y de Rs. Noétese que la region de potencial alto no existe
en el pasado lejano pues el cascarén no ha colapsado hasta ese radio.
Por este motivo el coeficiente de reflexiéon debe ser despreciable para
ondas que atraviesan el cascarén en tiempos tempranos.

En el caso de ondas que no son esfércamente simétricas el méximo del potencial se

ve desplazado pero permanece siempre por debajo de r = 3% y el fenémeno es

cualitativamente el mismo.
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4.1.2  Cuerpo negro vs. cuerpo gris

Consideremos ahora un paquete de modos esféricamente simétricos
Xow (T, 1) = Xoow (T, u) que llega a I alrededor de la coordenada u.
Si proyectamos esta paquete hacia el pasado como se muestra en el
esquema 4.2b, debido al potencial V(r) tendremos dos contribuciones.
Una de ellas corresponde a los modos que llegan desde el interior del
cascardn y tienen su origen en I~ con la forma asintética

B efiwu(v) 1
Xeolm W) = G TS Vim 2

Estos dan lugar a coeficientes de Bogoliubov no triviales que ya calcu-
lamos. La otra contribucién es de modos que provienen del exterior
del cascarén y se reflejan en la zona de alto potencial. En I~ toman la
forma asintética

X \W W = 3 6 Van 43

De esta manera los modos X (7, u) se pueden escribir de la forma
Xa (1, 1) = T(W)x (1, 1) + R(w)x g (r,1) (4-4)

con T(w) y R(w) coeficientes de transmision y reflexion respectiva-
mente. Al calcular el coeficiente de Bogoliubov con respecto a ondas
planas Vo’ en I~ se obtiene

wa/ = - (Xw,d)f;o(u/) = _T(w) (Xc_ullpSOw’) - R(w) (X_ct)llpSOw’) =
= —T(w) (Xar Woow) -

La contribucién de los modos x* es nula porque coinciden con los
modos 1. A partir de aqui se puede repetir todo el cdlculo de Hawking
y el nimero de particulas emitidas por unidad de tiempo resulta

IT(w)l?

N (W) = xer —7-

La correccién por efecto del potencial centrifugo es un coeficiente de
emision no trivial que tranforma el cuerpo negro en cuerpo gris. La
forma exacta de estos factores de emisién se puede aproximar [57] u
obtener numéricamente [8, 24] y sus consecuencias se exploran en la
literatura [28, 30]. Este efecto, que depende tanto de la frecuencia como
del tiempo en I, fue ignorado en nuestro trabajo. En la literatura
recién citada se habla de la aproximacién de cercania al horizonte porque
el potencial centrifugo no es detectable en esta regién. Considerando
un sistema de coordenadas adaptado a la misma, pero con su rango
extendido a las regiones lejanas, se logra el mismo efecto de omisién
del potencial centrifugo sin cambiar la geometria asintética (plana)
del espacio-tiempo. De hecho esta aproximacién se usa para vincular
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(b)

Figure 4.2: Esquema de la proyeccion hacia I~ de los modos de onda plana
x(u, 1) en I'". En (a) se distinguen paquetes previos a 1, con un
coeficiente de reflexién pequeiio dado que enfrentan un potencial
centrifugo menor. En (b) se distinguen paquetes posteriores a @i

que enfrentan el méximo del potencial centrifugo en v = 4%.



4.1 APROXIMACION DE OPTICA GEOMETRICA

modelos de colapso cuadridimensional con los bi-dimensionales que
discutiremos en el capitulo 6. Para tener una idea cualitativa sobre
la validez de esta omisién podemos volver a la ecuacién de K-G
(4.1). Considerando una solucién de frecuencia w dada por @(r,t) =
¢ (") exp(—iwt) entonces la misma se reduce a

d? 2 v
ot () - | e o 43

Es claro que las frecuencias altas no son afectadas por el potencial y
se desplazan de forma andloga a ondas libre en espacio-tiempo plano.
La ecuacion

wR?S = mrax\/V(T) (4.6)

marca el limite inferior para considerar adecuada la aproximacién
de cuerpo negro sin incluir el factor de cuerpo gris. Considerando el

maéximo del potencial en 4.6, que se da en V (%) ~ 0.1, se obtiene
una frecuencia minima

w ~1,44644wWmax,

siendo Wmax la de méxima emisién térmica dada por 2.44. No ob-
stante, este maximo del potencial no es experimentado por paquetes
de onda previos al momento en que el cascarén atraviesa este radio,
cuya coordenada nula en I es

. [ 4R
u=vg—2r (3S> (4.7)

como se muestra en el figura 4.2a. En ese caso el méximo del potencial
corresponde a su valor en la posiciéon del cascarén. De la identidad

u=vs—1%(r)

se puede despejar r y de alli calcular la frecuencia w(u) que representa
la menor frecuencia para la cual la omisién del factor de cuerpo gris
es vdlida. La grafica (4.3) muestra esta funcion.

La discusién anterior deja claro que el coeficiente de emisién puede
considerarse igual a la unidad para frecuencias mds grandes que la
frecuencia de méxima emision térmica o también para tiempos tempra-
nos. Sin embargo esto introduce errores para frecuencias perquenas en
tiempos largos y este es el régimen de interés en el cdlculo de Hawk-
ing. La consideracién de este régimen tiene otra ventaja que no es
aparente al elegir el colapso de un cascarén nulo, pero es importante
para generalizar el cdlculo de Hawking a otros escenarios de colapso,
como discutiremos a continuacion.
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Figure 4.3: Gréfica de la frecuencia minima w(u) para la cual es razonable
despreciar el potencial centrifugo V(r). La frecuencia se presenta
en unidades de la frecuencia de méxima emisién térmica y el

. . . R . _
tiempo es medido en unidades de 2=> con respecto al tiempo 1
en que el cascardn atraviesa el radio de maximo potencial.

4.1.3 Propagacion dentro del sistema colapsante

En el colapso del cascarén nulo el interior es una porcién de espacio-
tiempo plano y por tanto las ondas se mueven libremente (sin de-
formarse). Si en cambio se tratara de un sistema gravitatorio realista,
como una estrella colapsante, entoces las ondas podrian ser afectadas
significativamente en su pasaje por esa regioén. Este no es el caso para
tiempos largos pues hay un efecto de corrimiento al azul (al proyectar
hacia el pasado). Modos de frecuencia muy bajos que alcancen I* a
tiempos tardios corresponden a frecuencias muy altas al ser proyec-
tadas hacia el pasado y al interior del sistema colapsante. Podemos
extrapolar lo que sucede del resultado para el cascarén. Consideremos
un modo

- e—iwu(v) 1
Xow(mu) = Vo Vin

de frecuencia w. Al entrar al cascarén los observadores inerciales
miden una frecuencia

d
O =w ;LE:)). (4.8)

Para tiempos largos el corrimiento al azul de un paquete de frecuencia
w es entonces del orden

W X EXP 2R, 49
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y por tanto los detalles del potencial dentro del sistema se vuelven
mads y més insignificantes a medida que aumenta u pues los paquetes
se mueven como en el espacio-tiempo plano. La ventaja de nuestro
sistema es que esta aproximacion se cumple de forma exacta sin la
necesidad de recurrir a tiempos largos. En la siguiente seccién haremos
uso de esa ventaja para extender el cilculo de Hawking a todo tiempo,
pero seguiremos ignorando el coeficiente de emisién de cuerpo gris
para comparar nuestros resultados directamente con el calculo de la
seccion 2.1.3.

4.2 COEFICIENTES DE BOGOLIUBOV Y MATRIZ DENSIDAD

En esta seccion extenderemos el resultado de Hawking para incorpo-
rar el transitorio (desde la ausencia de radiacién en el pasado lejano
hacia la radiacién térmica a tiempos largos). Consideraremos la aprox-
imacién de 6ptica geométrica aplicada a todo tiempo, asumiendo el
error que esto implica para frecuencias bajas. Con dicha aproximacién
la forma de los coeficientes de Bogoliubov estd dada por la expresion

(2.31)

. 1 w’ Yo . Vo —V .
Bow = —h\/wjoodvexp (—w) [v—4Mln ( aMo )] —iw v) .

Vo—V :
AN,/ la integral se transforma en

—ilw+w’lv ’ +00

BCS _ 2Mge il ° Jw hmj dxel— €M (@' +w)lx g i4MwIn(x)

ww’ T 4
Tt w e—=0]J)o

Con el cambio de variable x =

(4.10)

donde el superidice CS indica que es el resultado clasico para el
cascarén (Classical Shell) sin la aproximacién de tiempos largos de
Hawking. Al igual que en el calculo de (2.36), el regulador € se
introduce para la convergencia de la integral debido al uso de una
base de ondas planas. Usando las férmulas (2.35) y (2.37) el coeficiente
de Bogoliubov resulta

AM e Hwtw Ivopip(dMw) )/

nw’ |\ /exp(8Mnw) —1 w'+w

—idMwIn(4Mylw’'+w])

CS
wa’ =

(4.11)

Esta expresion coincide con la aproximaciéon de Hawking cuando
w’ > w, pero se diferencia notablemente cuando w’ < w. Las conse-
cuencias de esa diferencia quedan claras al calcular la matriz densidad

8} *
CS _ 1nCS CS —
pw]rwz _JO dw Bunw’ (szw’) -

e~ Hwi—w2)voeild (4Mw;)—d(4Mw,)]

d
o (w1 +w’) (w7 + )

27

4MJ°° ,w’exp (—i4M [wq In (4Mg [w + w']) — w; In (4Mg [w, + w'])])

VIexp(8Mmwq) — 1] [exp(8Mmw; ) — 1] x
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(4.12)
Aplicando el cambio de variable
y(w') = 4szln (4Mo [w’ + wi]z):il In (4M, [w’ + w]])’ 413)
resulta
pcs _ eldwvopild(AMwi)—d(4Mw;)] Lr@ iy
“rez | /lexp(8Mnwy) — 1] lexp(8Mmw, ) — 1] 27t )y (0)

etAwvoelld(4Mwi)—b(4Mw1)lpiAwy (0) §(Aw) + p.v. (A=)
/IexpBMray ) — 1] lexp(8Mmiw,) — 1] 2

(4.14)

con Aw = wy — wj. A diferencia de la aproximacién de Hawking, esta
matriz densidad no es una distribucién diagonal y es menos intuitivo
interepretar el significado de la contribucién divergente. Nuevamente
la solucién es rehacer el célculo recurriendo a una base de paquetes de
onda (2.32) centrados en tiempo u, = ZTT[TL y frecuencia wj = (j + %) €.
En el apéndice C.1.1 realizamos dicho célculo, pero con un poco de
trabajo podemos realizar la introduccién de los paquetes en este punto
del calculo. A partir de (4.14) se puede obtener el nimero de particulas

emitidos ente 1, y U471 como

£

(G4+1)e .
NG (un) = PSS ) = ¢ [ dwrdaoge i8wmp
)

Tratando cada sumando por separado, la contribucién de la delta de
Dirac es simplemente

11 J(H”E dw 1 1

j exp(8Mwrm) — 1 - Eexp(Sijn) —1 +0(e). (4.15)

Mediante los cambios de variable t; = % yta= @ y expan-

diendo en ¢, la otra contribucién es

1 i 1/2 e—iocAt
5= dtidtyp.v. 0 )
exp(8Mnwj) — 127 JJUZ 1dtapyv.— +0(e) (4.16)

con
o= ¢ [n —vo —4M +4M’ (4Mw;) — 4M In(4Mow; )]

y siendo ¢’ la derivada de la fase de la funcién gamma, que trataremos
mas adelante. Notese que en el exponente de la exponencial compleja
hemos mantenido el primer orden en ¢ ya que el tiempo se mide
en unidades de 27t/¢. La integral anterior puede resolverse de forma
exacta resultando

0()
NcCU? = BMawyr 1 + O(e) (4.17)
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Figure 4.4: Escalén 0 en la emisién de radiacion. El tiempo (u) estd medido
en unidades de 27t/¢.

con

O(a) = % + :—TSi(oc) — %sinc2 (%) (4.18)
una funcién escalén suave como se muestra en la figura 4.4 y que
involucra a la integral senoidal (Si) y al seno cardinal (sinc).

Esta expresion representa un escalén entre el pasado lejano donde
no hay emisién y el futuro lejano (tiempos largos) donde la emision
coincide con la expresiéon de Hawking. El tiempo caracteristico de
inicio de la radiacién es

ui(wj) =vo +4M +4MIn(Mo/M) +4M [In(4Mw;) — $’ (4Mw;)]
(4.19)

y el transitorio se da en pocas unidades de tiempo ZT” La expresion
obtenida tiene una clara dependencia en la frecuencia, sin embargo
esta dependencia desaparece cuando consideramos la resolucién tem-
poral 27t/ y la existencia de una frecuencia minima ¢/2 para los
paquetes de onda. Dado que ¢'(4Mw;j) =R [1])(0) (i4Mw]—)], siendo
(%) 1a funcién digamma cuyo comportamiento asintético es conocido,
entonces para frecuencias grandes el inicio de la emision estd acotado

por

ui(o0) =vs +4Mln <MO> (4.20)
M
y para frecuencias pequefias se comporta como
ui(wj ~0) =ui(c0) —4M [—In (4Mwj) — ] (4.21)

siendo y ~ 0,577 la constante de Euler-Mascheroni. Tomando en
cuenta la frecuencia minima ¢/2 fijada por (2.45) y el paso de tiempo
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entre paquetes 27t/¢, entonces la diferencia entre ambos tiempos es
menor que una unidad de tiempo, pues

ui(oo) —ui(e/2)  2Me B
27/ T In{2Me) +v] = k(2m)2

[In(7k) —vy] < 1
(4.22)

para k > 1. Como ya ha sido mencionado esta condicién sobre k es
necesaria para tener suficiente resolucion en frecuencia. Vale la pena
recordar que la aproximacion de 6ptica geométrica no es buena para
frecuencias bajas y por lo tanto es razonable desconfiar del resultado
para ui(w; ~ 0); sin embargo, para frecuencia altas es una buena
aproximacion para todo tiempo y por tanto, el tiempo u;(oo) es una
cota confiable para el inicio de la radiacién térmica. Podemos asi
mismo compararlo con el tiempo 1t definido en (4.7) que marca el
tiempo para el cual la aproximacién deja de ser buena para frecuencias
bajas. Se obtiene que u;(co) es ligeramente anterior a @ aunque la
relacién se invierte si se consideran modos que no son esfericamente
simétricos. En definitiva, para tiempos anteriores a u;(co) también
podemos confiar en el resultado obtenido para frecuencias bajas, lo
cual reafirma nuestra conclusion.

De forma andloga al cdlculo del namero de particulas, podemos
determinar las correlaciones entre diferentes frecuencias wj # wy en
funcién del tiempo. En este caso debemos calcular

—1Awun pCS
wi,wy*

(G+T1)e J(k_ﬂ e

1
chv?,wk(un) = EJ

dw1 dwze

j ke

Evidentemente, el término proporcional a la delta de Dirac que pre-
senta (4.14) no contribuye en este caso y el término restante es

ﬁe—i[wk_wj](un—ajk) ffl/ﬁ/z dsi dSZGXP[*iz(Sink:‘;jk)AS] ot
Vexp(8Mnw;) — 14/exp(8Mmtwy) — 1
(4.23)
con
d(4Mwy) — d(4Mw;)  AMwy In(4Mwj) — 4Mw; In(4Mwj)
Qjk = Vo — +
Wi — Wj Wy — Wj
ui(w;y) +u(w
bj = (wj) . ( k)’ (4.2)
donde el cambio de variable es ahora s; = @ y s2 = S22k
Resolviendo la integral se obtiene finalmente
cs e~ temanllunmandf (u, — by, k—j)
P, wy (Un) +0(e) (4.25)

- exp(8Mmw; ) — 14 /exp(8Mmwy ) — 1
p j p
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Figure 4.5: Amplitud de las correlaciones entre frecuencias wj; y wy que
distan ¢. Para distancias mayores, el pico cae con (k—j)~'. El
tiempo (u) estd medido en unidades de 27/«.

con F una funcién centrada en el origen, dada por

xsinc? (¥) el
— +
2 2mn
ieixy

Flx,y) = [(y + 1)Si(xy +x) + (y — 1)Si(xy —x)) — 2ySi(xy)]

+

[((y+1DCi(xy +x) + (y — 1Ci(xy —x) — 2yCi(xy)], (4.26)

siendo Ci la rama principal de la integral cosenoidal. La amplitud de
F cae rdpidamente como se muestra en la figura 4.5, lo cual confirma
que las correlaciones aparecen durante el inicio de la radiaciéon y
desaparecen rdpidamente una vez que comienza el régimen térmico.
Asi mismo, la amplitud de dichas correlaciones cae con el inverso
de la distancia entre frecuencias wj — w; como se observa facilmente
acotando la integral (4.23).

Como dltimo punto es interesante vincular la radiacién observada
con el movimiento del cascarén y la formacion del agujero negro. Para
ello, podemos seguir los rayos de luz que llegan a I en tiempo u;
atrds en el tiempo y hasta el cascarén (ver figura 4.6). Dichos rayos
de luz salen del cascarén cuando vs —u; = 2r*(ry). Considerando
ui = ui(oo) dado por (4.20) como el tiempo que marca el inicio de
la radiacién térmica, se puede despejar el radio r; de la identidad
anterior obteniendo

i ~2,56M = 1,28Rs.

Cabe recordar que la nocién de particula es asintética, pero si pudiéramos
identificar una region de la que proviene esa radiacién, la misma de-
beria ubicarse fuera del cascarén pues los efectos dindmicos que dan
lugar a la radiacién suceden fuera del mismo.? Este resultado es

El interior del cascarén consiste en una regién de espacio-tiempo plano con el campo
escalar en el estado de vacio. Por lo tanto el tensor de energia-momento debe anularse.
Todas las contribuciones no nulas provienen del cascarén y el exterior.
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Figure 4.6: El régimen de radiacion térmica (zona gris) comienza en u;. El
rayo correspondiente debe originarse en un radio r mayor a 3,
definiendo asi una atmésfera en torno al agujero negro de donde
proviene la radiacion.

presentado en la literatura [32] como la existencia de una atmdsfera
alrededor del agujero negro, cuya profundidad es del orden del radio
Rs, desde donde se observa salir la radiacion.



ESPACIO-TIEMPO CUANTICO DE UN CASCARON

Los resultados presentados en este capitulo incorporan contribuciones
de los trabajos [25, 26]. Algunos errores menores en los célculos de
dichos trabajos fueron corregidos y la notacién fue unificada. Varios
célculos del capitulo se remiten al apéndice D para facilitar la lectura.

5.1 OPERADORES BASICOS PARA ESTUDIAR LA RADIACION

El analisis de espacio de fases reducido que resefiamos en el capitulo
3 muestra que los observables de Dirac v and M asociados a la cuan-
tizaciéon del espacio-tiempo del cascarén son canénicos conjugados.
Por lo tanto, los promoveremos a operadores cudnticos que satisfacen

[ﬂ,cs] — iR, (5.1)

siendo T el operador identidad. En adelante serd méas conveniente usar
el operador Vo = vs — 4M asociado al dltimo rayo saliente que también
es conjugado a M. Llamaremos M = (M) y Vo = (%) a los valores
esperados del operador de masa y posicién del dltimo rayo saliente,
respectivamente.

En términos de dichos operadores definimos el operador autoad-

junto
Rin (V) L (S (5.2)
4M, 4M, s

siendo v un pardmetro real y My una escala arbitraria.” Este operador
representa la variable u(v). Dado un valor del parametro v, el operador
1L estd bien definido en la base {vo}VO cr de autoestados de V¢ sélo
para autovalores vy > v, la cual es la region relevante para el calculo
de los coeficientes de Bogoliubov. Es conveniente, sin embargo, tener
una extension de 1t al rango completo de vy para poder trabajar con el
espacio de Hilbert completo del cascarén. Deberemos confirmar luego
que los observables relevantes sean independientes de dicha extensién.
Por ejemplo, definiendo la funcién

a <v,%,/l\/\l) —vI—2

fo(x) = In [max(x, 0)]

se puede construir el operador

R o ~ — Vo —vI Vo —vl ) —~
Us (v,vo, M) =vl-2 [Mf(I ( ZMO ) +fs ( ZMO ) M] , (5.3)

Notar que el rol de My es diferente que en la expresién clasica debido a que M es
promovido a un operador. A nivel cldsico simplemente cambia el origen de u, pero
aqui modifica t mediante un término proporcional al operador M
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que extiende 1t a todo el rango del espacio de Hilbert. Para entender
su significado fisico recordemos que, para valores de v menores que
Vo, los paquetes de onda escapan a I mientras que, para valores de v
mayores que Vv, caen en el agujero negro. Esta extension corresponde
a considerar detectores de particulas que, o bien viven en I'* 0 en una
trayectoria tipo tiempo a una distancia pequefia del horizonte. Como
veremos, los coeficientes de Bogoliubov tendrdn un limite o — 0 bien
definido.

Ahora buscamos los autoestados de {i,. Trabajando con las fun-
ciones de onda 1V (vo) = (vohp), el operador M (conjugado a V¢)
cumple la identidad

oy

(vol) = ih 0. (5.4)

Luego, los autoestados de i, estdn dados por la ecuacién

<V0|ﬁcll)u> = ull)u (VOJ ’

o sea,

.0 vo—V . vo—V) 0y
_2in 2 2 Y . (5.
Vibu = 20 {f“ ( 4M, >wu] ifo < AM, > vy~ W 55

vo—v . s
an, Y la funcién auxiliar

Mediante el cambio de variable x =

du(x) = VIfo(x)bu (4Mox + V)
pasamos a la ecuacién

,  iMou—v

d)LL - h chu/

cuya solucién general es

du(x) = poexp (mglo(u—v) JO 1:d(ss)> .

Sustituyendo f, y volviendo a las variables originales

B oxp (Bl (u—vlix), x>0,
bu(dMoxtv) = e (iMo
P

o (u—v)lnz‘c)), x < 0,

donde ¢o, h} y Wy son constantes complejas independientes y

dt

li(x) = L e (5.6)

es la integral logaritmica, que se grafica en la figura 5.1. La discon-
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Figure 5.1: La funcién integral logaritmica.

tinuidad de 1 en x = 1 introduce una degeneraciéon en los au-
toestados de 1. Por cada autovalor podemos elegir dos autoestados
independientes,

iMy X—0

N B
thlln(oneXp( ol ")m(c))’ x<o

Yl (4Mox +v) = m exp (U\T/Ilo (w—v) [l (x) —li(cr)]) , o<x<]1
0, x>1
2 0, x<I1
Yy, (4Mox +v) =

: .

Srnln(x) P ( n

(5:7)

que hemos elegido ortonormales. Adoptaremos la notacioén [u, J) ; con
J = 1,2 para estos estados.

5.2 REGIMEN SEMICLASICO Y FIJACION DEL PARAMETRO My.

En adelante usaremos los observables introducidos previamente para
construir otros observables asociados a la radiacién de Hawking y los
estudiaremos asumiendo que las fluctuaciones en la masa (energia
total del cascarén en unidades de c = 1) y posicién del cascarén son
pequefias. Para ello asumiremos que el espacio-tiempo se encuentra
en un estado [¥), cuya funcién de onda en la base de autoestados de
90 en un paquete centrado en una masa M y una posicién vy de la
forma

W) = ol ¥) = s Mo (Myexp (M) (s

con @(M) una funcién compleja centrada en M que satisface

decp (M) =1.
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Para fijar el cardcter semicasico del espacio-tiempo asumiremos ademés
que las fluctuaciones AM y Avg son pequefias (ambas de orden Planck)
mientras que M > Mp. Usaremos ejemplos concretos para ¢ s6lo
cuando el célculo lo requiera.

Cabe sefialar nuevamente que nuestro trabajo no incluye efectos de
back-reaction y por tanto ¥ no se verd afectada por la inclusién de la
radiacion. Sin embargo, la introduccién de un estado semi-clasico con
valor esperado M en la masa nos da un criterio de validez para la
aproximacion de despreciar la back-reaction. Nuestro célculo sélo sera
confiable mientras la energia total radiada sea mucho menor que M.

Adicionalmente, la inclusién de esta escala de masa clésica sirve
otro propésito. Al definir el operador 1t mediante (5.2) mencionamos
que hay una escala libre M. Clasicamente sdlo fija el cero de la
coordenada nula u, pero en nuestro modelo su rol es mas complejo y
se hace necesario hacer una fijaciéon de este parametro para avanzar
en los calculos. Haciendo uso de esta nueva escala de masa cldsica
fijaremos

Mo =M, (5.9)
pero mantendremos el nombre para ser trasparentes en cuanto al rol
de dicha escala es nuestro modelo.

5.3 OPERADOR ASOCIADO AL COEFICIENTE DE BOGOLIUBOV Y
SU VALOR ESPERADO

Como discutimos previamente los coeficientes de Bogoliubov entre
modos in y out se obtienen propagando hacia el pasado los modos
out y luego proyectandolos sobre los modos in mediante el producto
escalar de K-G. Esta propagacion hacia el pasado depende de la super-
posicién cudntica de espacio-tiempos y por tanto estos coeficientes se
vuelven operadores cuanticos depenientes de M y 9. En esta seccién
construiremos los coeficientes de Bogoliubov cuanticos y calculare-
mos sus valores esperados. Comenzamos con la expresién (2.31) y la
promovemos a un operador bien definido mediante,

A 1 w’ oo ~ PSRN N )
Buow = —5- wgﬂ ve (vo —vI) e twlo(v)—iwvg (vo —vI) .
(5.10)

La restriccion de la integral a valores positivos de vq se logra con la
funcién escalén ©, que esta bien definida en la base de autoestados
de ¥p. La doble presencia de esta funcién garantiza también buenas
propiedades para BL W/ ya que

Blwl = B—w,—w’- (5-11)

Intuitivamente, uno diria que el valor esperado de este operador debe
reproducir el coeficiente de Bogoliubov en el espacio-tiempo cldsico
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del cascarén (con correccion proveniente de las fluctuaciones de M
y Vo). Para comprobarlo consideremos que el espacio-tiempo esté
representado por un estado ¥. Podemos entonces calcular su valor
esperado como,

. . 1 / “+oo +oo = R
<[3>ww, = (Y Bwe V) = _EV % lim_ (Y| J—oo va dvo [vo) (vo|© (vo —vI)

o—0 —o0o
« efiwﬂg(v)fiw/v Z J
J=1,2""°

+o00 400 R
duhy, J) oo (u,]lj dvg [vg) (vo|© (% —VI) vy,

donde hemos introducido bases de autoestados de ¥ y 1. El célculo
detallado se realiza en el apéndice D.1 y arroja

A _ 2My [w! [* IIn(Xe (x))|
Baw =7V G L e

o0
% J dve HOTO VY UM ox + V)W (EMo X (x) + V),

donde hemos definido

Xo (x) =17 [li(x) — 8], (5.12)
_ hw
S = Mo (5.13)

y se entiende que li ' representa la inversa para la rama correspondi-
ente de li(x) (para x < 1 se usa una rama izquierda y para x > 1 la
rama derecha de la figura 5.1). Finalmente, considerando un estado
del tipo definido en (5.8) e introduciendo la masa modificada

My w’ EM—h(w—l—w’) (5.14)
se obtiene
<B>ww’ = JdM(P(M)*(P(mww/)BifL/ (mww’) (515)
con
eff (M) = 72M06_i(w+w )Vo ngdew(X)ei4M0(w+w,)Xei4Mw9w(x)
_ im0
fw(x) = ()|
—Xuw(x
Jw(x) = Xéi) (5.16)

Esta expresiéon muestra explicitamente parecidos y diferencias con
la expresion (4.10) para el cascardn clésico, las cuales discutiremos a
continuacion.

5.3.1  Comparacién con el coeficiente de Bogoliubov para el cascarén cldsico.

Comparando (5.15) con (4.10) vemos con claridad dos fuentes de
diferencias. Por un lado la integral en la masa M, que proviene de la
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fluctuacién de la masa del agujero negro. Por otro lado, dentro de la in-
tegral (5.16) que define 3¢f aparecen la masa modificada m,, y las
funciones f (x) y gw(x), que dependen de w a través del pardmetro
adimensionado d,. Para interpretar estas modificaciones respecto del
cascarén cldsico primero consideramos la fijacién (5.9) del pardmetro
M. Entonces 6, = hW“; = hﬁw mide el cociente entre la energia de los
cuantos y la masa total del agujero negro. Evidentemente, un modelo
con back-reaction deberia tener efectos muy fuertes sobre la geometria
ante la emisién de un cuanto de radiacion que cumpla 8, ~ 1, lo cual
implica la emisién de toda la energia disponible en un sélo cuanto.
Esto entra en contradiccién con la hipétesis de que la métrica no se ve
sustancialmente afectada por la emisién de radiacién. Para no caer en
esta inconsistencia impondremos que

S < 1 (5.17)

asumiendo que no tenemos poder predictivo por fuera de dicho régi-
men. Si evaluamos &, en la frecuencia de maxima emisién térmica, la
cual cumple (2.44), entonces

AWmax hxo Mp 2
5. — _ _ 0,11 (2P 18
@max T TN T 8aMoM ( M ) (5.18)

Por lo tanto la condicién (5.17) no impone restricciones para el estudio
de las frecuencias de interés para la radiacion térmica en el caso de
agujeros negros macroscopicos (M > Mp). Nétese que en la cadena de
igualdades anterior, ademds de la fijacion de My, hemos reintroducido
las contantes dimensionales G y c en el dltimo paso.

Establecida la condicién (5.17) podemos ver que fy, y g modifican
la integral (5.16) en una regién muy cercana a x = 0. Recordando
que usamos el cambio de variable x = ‘;",\2: = "2,\_-/[", vemos que la
modificién se da en la regién de I~ muy cercana al dltimo rayo (en
unidades de tiempo de 4M), indicando a su vez que estas modifica-
ciones provienen de la fluctuacién del horizonte. Especificamente,

IIn(Xq (0))]
ol 5o\ Tmer 0
—Xw (0)
Jw(x) )j) T

mientras que en la regién de x "grande" se recupera la expresion
clasica pues

El punto de transicién entre ambas expresiones asintéticas se da
alrededor de

Xx=Xo (0) =1i"" (—8e) (5.19)



5.3 OPERADOR ASOCIADO AL COEFICIENTE DE BOGOLIUBOV Y SU VALOR ESPERADO 57

parafy y

—Xw (0)
X = exp <5w> (5.20)

para g, aunque ambos puntos coinciden cuando 8., < 1. Para ver
esto con claridad conviene expandir la regién de x pequefio con-
siderando la variable y = In(x). En términos de esta variable los
puntos de interés son

Jw =In(Xw (0) =B ' (=8a), (5.21)
e
Jw = _expé(ljw)/ (5.22)

siendo Ei la funcién integral exponencial, que cumple
Ei(In(x)) = li(x).
La grafica 5.2 muestra las funciones f (exp(y)) vy gw(exp(y)) com-

paradas con sus expresiones asintoticas.

5.3.2 Consecuencias de las modificaciones al coeficiente de Bogoliubov

De las dos modificaciones con respecto al resultado cldsico (4.10) que
indicamos en la subseccién anterior, la méas dramaética sucede en la
integral en la masa en (5.15) dado que el integrando aparece la masa
modificada m,,’. Consideremos como ejemplo que ¢ es un escalén
angosto de ancho AM en torno a M de la forma (ver figura 5.3)

2 M—M - AM . AM
@(M)_VAMCOS< AM ”>@<MM+2)@(MM+2>~

(5-23)

con M > AM ~ Mp y siendo O la funcién de Heaviside. De esta
manera tanto la fluctuacién en la masa como en la posicién del atimo
rayo son de orden Planck. Entonces se obtiene que

PR BT (M), hiw+w’) <AM
0, h(w+w’) > AM

<B>ww’ ~ (5.24)

a menos de correcciones de orden % y siendo

Flx] = % sin (x7t) 4+ (1 —x) cos(xm).

En particular, <B>ww, = 0 para cualquier frecuencia w que cumpla
hw > AM. Esta conclusion es vélida cualitativamente para cualquier
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fuwoexplyl

(@)

gwoexplyl

-3.0-

-3.5-

-5.0-

6.0/ 7
(b)

Figure 5.2: Funciones f, [grafica (a)] y g [gréfica (b)] alrededor de los
puntos donde cambian respecto de su comportamiento asintético.
La gréfica se realiza con 5, = 1073 para resaltar el pasaje suave
entre ambos regimenes. Las asintotas de la derecha son las que
aparecen en el coeficiente de Bogoliubov para el cascarén clésico.
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Figure 5.3: Ejemplo de funcién de onda para el estado del del sistema gravi-
tatorio en la base de masa. Centrada en la masa clésica M y de
ancho AM que asumimos de orden Mp.

funcién ¢ siempre que la desviacion AM sea pequefia frente a M.
Notese que la condicién 6, < 1 se cumple automaticamente para las
frecuencias en las cuales ()  , no se anula ya que cumplen

La expresion (5.24) nos permite sacar conclusiones sobre la radiacién
si asumimos que la matriz densidad se debe calcular como

paos = | 40" (B) s [(Basr] (5.25)

Como conclusién general, y sin manejar un resultado analitico (o
numérico) para B¢7, se puede concluir que el ntimero total de particu-
las emitidad de una dada frecuencia es finito, a diferencia del resultado
para el cascarén cldsico. Usando la expresion anterior

No = puw = | 4/ [{B) |
e hlw+w)]\? 2
=], e (M) I <o

Para avanzar con mayor detalle sobre esta observacién necesitamos
una expresion para B¢, Por fortuna, exite un amplio rango de fre-
cuencias, que incluye a la de maxima emisioén térmica wmax, en el cual
eff (N CS )2 ; ;
es correcto reemplazar 3¢, (M) por B 57,/ (M)2. En trabajos previos
nos referimos a este régimen como [imite cldsico [25] o limite ingenuo

2 Nétese que hemos introducido explicitamente al dependencia de 3¢S en la masa pues
debemos distinguir entre diferentes parametros que ofician de masa en la integral

que lo define.
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[26] pues es el limite que se obtiene si se considera i — 0 dentro del

integrando de BEff , es decir que

el (Mawew) — BES (M). (5.26)

En el apéndice D.4.3 probamos que B¢f, (M) ~ BCS (M), si se

ww’ ww’
cumplen las condiciones (D.27). En este cdlculo esas condiciones se
reducen a

S < 1, (5.27a)

IMW Gw(Juw) —Jul < T, (5.27b)
£E=4Mp(w’ +w)eve « 1, (5.27¢)
8mMw < 1. (5.27d)

La ecuacién (5.27a) es una hipétesis del problema y (5.27d) es equiva-
lente a que la frecuencia w sea del orden o menor que la frecuencia de
maxima emision térmica wmqx. En conjunto (5.27a) y (5.27d) garanti-
zan (5.27b). Por tltimo, la restricciéon extra

h(w'+w) < AM ~ Mp,

que se debe cumplir para que <B>ww/ no se anule, asegura (5.27¢). La
figura 5.4 muestra estas restricciones como una regién en el espacio
de pardmetros w y w’. En definitiva, para frecuencias w < Wmax
podemos calcular

AM _

e
h(w+w’)]\? _ 2
N(,Uswm,ax ~ J dwl (F |: AM :|> ’B((;)EU’( )‘
0

AM _

LY 1 J dw’w’ (F [h(w—l—w’)])z
271 exp(8Mrw) — 1 (W’ + w)? AM
0

1M, (am
exp(8Mnw) — 1 2 hw /-

En el 4ltimo paso hemos asumido ademds que hw < AM pues

hwmaX_XO h Mp
M~ gnamm O <

La cantidad de particulas calculada equivale a la emisién de radiacién
térmica por un intervalo de tiempo

_ AM
AT =4MIn | — .
n<’hw> (5.28)

aunque el perfil predicho no es exactamente térmico debido al factor
F2 en la integral.

La afirmacién anterior se puede comprobar introduciendo paquetes
de onda definidos en tiempo y frecuencia como hicimos anteriormente.
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Usando el resultado (C.5) se puede calcular el nimero de particulas
emitidas entre u,, y un4+1 como

2 2
Noby s (1 J w (7" “Z:Aw)D [BSSa (M| (n) =
0
ARt ws
J dw’2Mew’ (F[h(w]-+w')Dzsmc [&(w’)/2]
exp(San (W’ + wj) AM s
0
con
&(w’):s[un—vo—4i\7lln(4Mo[w’+wj]) L‘Z\A_:U +4Md’ (4AMw; )]

Luego, con el cambio de variable t = 2Me (ln [4Mo(w’ + w;)] + ,wi]>

w +wj
se reduce a

1) . 2
1 J dtsinc? [t — t] . —z(,i))l

ijSwmax(un) = egmnwj —1 T W (— 4 Mo wj
t exp(t/2Me)

con to = € [un —vo +4Mé’(4Mw;)] /2, t1 = 2Me [In(4Mow;) + 1],
ty = 2Me [1n(4 M"AM) + hw]} y siendo W la funcién de Lambert

definida en el intervalo [—1/e, 0]. Esta integral se anula cuando el pico
de la funcién sinc se encuentra fuera del intervalo de integracién. Por
lo tanto la emisién ocurre en un intervalo de tiempo

A
A, =271 /2 ~4MIn (h::l>
)

como habiamos adelantado.

Todo el calculo presentado en esta seccion asume que el valor
esperado del coeficiente de Bogoliubov es la cantidad correcta para
el célculo de la emisién de radiacion. Sin embargo, en la préxima
seccién argumentaremos que este no es el caso. Es més, la escala de
tiempo que acabamos de introducir no representa aquella en la cual
la radiacién térmica deja de ser emitida, sino una escala de tiempo
més corta en la cual el valor esperado del producto de operadores f3
se separa del producto de los valores esperados

<B>w1w <BT> w/#<6w1w’glzw/>z

siendo la segunda la expresion correcta para el calculo de la matriz
densidad.
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5.4 OPERADOR ASOCIADO A LA MATRIZ DENSIDAD Y SU VALOR
ESPERADO

En la seccién anterior asumimos que la forma de incorporar la nat-
uraleza mecénico cudntica del espacio-tiempo en el célculo de la
radiacion era mediante la sustitucion

siendo [¥) una superposiciéon de espacio-tiempos como la discutida
en la seccién 5.2. Por lo tanto, para el estudio de la matriz densidad
calculamos

A\ K

Pwiw, _J dow' <B>w1w’ <B>wzw’ ’
0

En esta seccion argumentaremos que esta no es la forma adecuada
de proceder en este modelo y obtendremos una expresién alternativa
para la matriz densidad que también posee correcciones importantes a
la radiaciéon de Hawking, pero con consecuencias y escalas de tiempo
diferentes a la obtenida en la seccién anterior.

Para comenzar vayamos a la definicién de la matriz densidad en
términos de operadores de creacién y aniquilacién del campo escalar.
Como vimos en la seccién 2.1.2

Pwiw, = <Oin| dzw dwz |Oin> .

Si ahora consideramos la cuantizacién del espacio-tiempo promoviendo
My vo a operadores, entonces es razonable asumir que el observable
que representa a la matriz densidad es el valor esperado del producto
de operadores de creacién y aniquilacion sobre el estado completo
|0in) [¥). Entonces, a partir de ahora consideraremos el célculo de

9815(,02 = <ﬁw1wz> = <ly‘ <O1',T1| dTw1 (M/{)O)dwz(mlo()) |Oin> |llj>

(o0}
:L 4w’ (¥ By Bl o ), (5:29)

donde hemos incorporado en la notacién la dependencia explicita que
los operadores de creacién y aniquilacién tienen en M y vo (antes
como pardmetros y ahora como operadores). El superindice QS (por
Quantum Shell) se introduce para diferenciar este caso de los anteriores
CS (Classical Shell) y H (Hawking). De forma anéloga al cédlculo del
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valor esperado de coeficientes de Bogoliubov comenzamos con la
expresion

1 “+oo d ;o “+o00 +oo
w’w -~ .. o,
= Y| || dvdv’ | dvg lvo) (vol© (% —vI) e twitlv)—iwivy
2m)2 ,[ wiw { “’ J
(2m) ) Vwrwz o)) o
+oo “+o00 +o00
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X Z J duhy, J) (w, ]l J vy [vg) (vg|© (VO—V/I\) J vy’ (v’ (v’ © (@0 —vq) X

J=1,2 " —00 —00
+o00 +oo
y Z J du’ ‘u/,L> <u/,L’ el (V) +iw' v’ J dv) ’V(/)> <v6‘ C) (ﬁo —\/I\) [W).
=12 oo

(5-30)

En esta expresiéon hemos considerado bases de autoestados de ¥ y 1t
asi como hemos omitido la dependencia de los autoestados de 1t en
el pardmetro o pues aplican los mismos argumentos que se usaron
para tomar el limite 0 — 0 en el apéndice D.2. Considerando una
funcién de onda ¥ discutida en la seccién 5.2, luego de un célculo que
presentamos en el apéndice D.3, se obtiene

i} Awh Awh
oBes = [ ter (=55 )0 (2 557)

XJO dw,ﬁfvflfw/(mww’)[ ifsz’(m@w’)]* (5.31)

donde hemos usado la misma notacion de la seccion anterior y hemos
introducido @ = “*F*2 y Aw = w, — w;. La diferencia principal con
(5.15) es que la integral en M no incluye una dependencia de w’ en el
argumento de ¢. La correccioén principal a la radiaciéon de Hawking

vendra de los coeficientes f¢ff como veremos a continuacioén.

5.4.1 Comparacién con el cascarén cldsico

El célculo de la secciéon anterior muestra explicitamente diferencias
entre (4.12) y (5.31) correspondientes a las matrices densidad en los
casos del cascarén cldsico y cuantico respectivamente. Para comparar
consideraremos el ejemplo (5.23) para la funcién de onda ¢ del espacio-
tiempo en la base de masa. En ese caso (5.31) se convierte en

0QS  _f [hAw}

AM M

(5:32)

0

si [hAw| < AM y p&swz = 0 en otro caso. Como argumento de los
coeficientes efectivos introducimos

Mopw =M —h(w’ + ®)
y hemos asumido la fijacion de My = M y la condicién &, = hWU; <1,
al igual que en secciones anteriores.

© * AM
j 4w BET L (Mwar) [BE ' (Meww)] +o(-)
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La expresion anterior se puede simplificar atin mas recordando que
la unidad de medida de frecuencia (definida en 2.45) es

1
© T W8
y por lo tanto el argumento del prefactor resulta

hAw n h n /Mp)?
<1

k>1

AM ~ kK8TAMM k87 \ M

siendo n el numero de unidades de frecuencia que distan w; y w;
(un ntmero de orden unidad). Luego F [24%] ~ 1y entonces, para
pequetias fluctuaciones de la masa (con respecto a la masa total), se

obtiene que
PR3, :Jo dw'BET (Moww) [BE W (Maw)] (5.33)

Esta es una expresion idéntica a la del cascarén cldsico cambiando
BES (M) por Bef (Mg ew:). En las secciones anteriores discutimos que
las diferencias entre ambas funciones tiene su origen en la fluctuacién
del horizonte y ademéds presentan la sustitucién de la masa M por la
masa efectiva M, . A los efectos del célculo esto implica que existe
un rango de las frecuencias w y w’ en las cuales ambos resultados
son similares. Alli aparece radiacién térmica por un tiempo acotado.
Fuera de esta region los resultados se separan notablemente y no se
aplica el resultado de Hawking. Nétese que, a diferencia de la seccién
anterior, aqui mostramos que existe radiacion fuera del régimen tér-
mico pero desafortunadamente no tenemos una expresién analitica ni
control numérico para explorar todo el espectro de frecuencias. En las
siguiente subseccién estudiaremos el régimen de radiacién térmica y
luego iremos un poco mas alld con aproximaciones numéricas.

5.4.2 Régimen de radiacion térmica

En la integral (5.33) podemos identificar una regién acotada en w’ y un
rango de frecuencias w en la cual el coeficiente de Bogoliubov efectivo
se comporta como el de la radiacién térmica, es decir [Siffv, (Mow’) ~
Bgi’,(l\_/l). Llamaremos A a la cota en w’ y discutiremos su valor.
Segtn el resultado del apéndice D.4.3 las condiciones (D.27) dadas

por
dow K 1
4Mmgelw |Gw(gw) _gw| < 1
£E=4Mo(w’' + w)ede <« 1

SmMmgpww ST,

(5-34)

aseguran que BEMT  (Myw) ~ BSS, (Mew). Luego, para sustituir la

masa efectiva por M, se necesita la condicion adicional

hlw’ + @) < M. (5-35)



5.4 OPERADOR ASOCIADO A LA MATRIZ DENSIDAD Y SU VALOR ESPERADO

Agregando esta condicién, el conjunto de restricciones (5.34) se reduce
a

E=4Mo(w’ +w)ed* <« 1
w g Wmax (5-36)
h(w’ + @) < M.

Esto nos permite acotar la cantidad de particulas emitidas como
radiacion térmica mediante

A
3 . _ .2
N < [ aw’ S 537
donde A satura alguna de las desigualdades de (5.36), es decir,

— mi exp(_gw) . M .
A = min {47\40 w, " w} . (5.38)

Se entiende ademds que w = @ < Wmax. En la figura 5.4 se repre-
senta graficamente la region de radiacién térmica en el espacio de
pardmetros 8, y 8w+ w- El resultado del calculo es

o am 1 A w’
Ntermlco g - - d '
W< Wmax 27t exp(SMT[w) —1 Jo @ (w’+ w)z
1 s
exp(8Mnw) — 1 27 w

y representa radiacion térmica emitida durante un tiempo3

- A
AT—4Mln< +w> . (5.39)
Cualquiera de las dos opciones para A funciona como cota superior,
pero es especialmente interesante considerar A = % — W pues en ese
caso
. M
AT <4MIn | — ). .
ot (1) a0

Comparando con (5.28) vemos que aparece una escala de tiempo
independiente de la frecuencia

- M - hw - M
_ M ) = AMIn [ == .
T=4MIn <hw) 4M1In (AM) 4M n(AM) (5.41)
que representa una cota para el intervalo de tiempo entre la aparicién
de fluctuaciones importantes en el operador de ntiimero de particulas
emitidas y el fin de la emisién térmica. Si asumimos que AM ~ Mp,

como hemos hecho hasta ahora, esta escala de tiempo coincide con
el tiempo de scrambling al que nos referimos en la seccién 2.3.4. Atn

Esta afirmacién se prueba introduciendo paquetes de onda, de forma anéloga a la
seccién anterior, segtn los célculos del apéndice C.1.1

65



66 ESPACIO-TIEMPO CUANTICO DE UN CASCARON

0

E:

Masa efectiva
tiende al valor
clasico

.......... :1 e
Figure 5.4: En términos de los pardmetros adimensionales 6, = hﬁ“’ y
dotw’ = h(wT“L‘”I) se presenta la region de validez del mod-

elo en gris claro, la regién de validez de la aproximacién
B (M) ~ BES(M) en gris oscuro y dentro de esta la region
con h(w’ + w) < AM con un patrén ondulado. La curva & =1,
la ubicacién de 8, v la ubicacion de AM/M no se muestran
a escala.
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maés, si nos movemos en el espectro finito de los paquetes de onda
(2.32) entre una frecuencia minima ¢ y Wmax, entonces todos los
tiempos caracteristicos que han aparecido en este modelo consisten

en una pocas unidades de tiempo MIn (Mﬂp) Para tener una idea

de orden de magnitud, esto tiempo representa unos 63us para un
agujero negro de masa solar o 35min para Sagitario A* -el agujero
negro supermasivo en el centro de nuestra galaxia-.

5.4.3 Mds alld de la radiacion térmica

En la subseccién anterior estudiamos el régimen térmico de la ra-
diacién correspondiente a la expresion (5.33) asumiendo fuertes re-
stricciones en el rango de frecuencias w y w’ para los coeficientes de
Bogoliubov efectivos. En esta seccion estudiaremos el apartamiento del
régimen térmico al abandonar dichas restricciones. Para ello usaremos
una combinacién de resultados analiticos y numéricos.

Como discutimos brevemente en la seccién 5.3.1 y detallamos en
el apéndice D.4, el coeficiente de Bogoliubov efectivo B!, puede
escribirse como una integral con dos regiones de integracién clara-
mente diferentes. Una regioén (+) donde la integral se asemeja a la del
coeficiente de Bogoliubov del cascarén clasico [SLCUSw/ y otra (—) donde
difiere notablemente. Concretamente

ZMOefi(erw’)\’)o w’

— [1#F(M) + I£"T(M)] (5.42)

eff (M) —
7T w

ww’

con

Iiff(M) _ 111’1’}) Jyw dyeyFw(U)e[fe+i4Mo(w+w')]exp(y)ei4MwGw(y)’
e—0) o
00

I_e'_ff(M) _ ilir})J dyey]:w (y)e[—e—l—iéﬂ\/lo(w—i—w’)}exp(y)ei4MwGw(y)

Yw

y donde hemos definido

Yo (y)
y
Goly) = P —;Xp Voo (y)]

Yo (y) =Ei ' (Ei(y) — ).

7

Fw(y) = ’

No tenemos un manejo analitico ni numérico completo de la integral
(5.42) y por ello decidimos estudiarla en una region restringida del es-
pacio de parametros. En el apéndice D.4.2 mostramos que la condicién

AMw|Gw([Jw) —Jwl K1 (5-43)
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sumada a la hipétesis de que 6, = hﬁz < 1 es suficiente para que

valgan las aproximaciones
_ i+ i4Muw, _i4M0(w/ + w)egw} —i4dMwIn[dMy(w'+w)]—2tMw

Ieff M) = ,
+ (M) —4Mo(w’ + w) ¢

(5-44)

Yo Tl ; / i expy)—explywl—JwFi(y)
Iiff(M) %J dyey 1.|’JU|) et4Mo(w+w )exp(y)el4Mw e )
—o0 Y

(5-45)

La primera es una expresion explicita y la segunda es una integral que
podemos calcular numéricamente con un bajo costo computacional.
Estas expresiones nos permiten calcular los coeficientes de Bogoliubov
efectivos

ZMOe—i(w+w’)\‘)o w’

- [Iiff(mww’) + Iiff(mww/)]
s w

ww! (ﬁld)w/) =

en el rango de validez de (5.43), es decir cuando

1
4w‘Gw(gw) _gw‘.

|ﬁ1ww’| < (546)
Esto aumenta el rango de acceso de nuestro cdlculo como se ve com-
parando la figura 5.5 con la figura 5.4 que mostraba el rango de
frecuencias para el régimen térmico.

Luego, el cuadrado del médulo de estos coeficientes interviene en
el célculo del ntimero de particulas emitidas, como la diagonal de la
expresion formal (5.33)

2

(5-47)

(o0]
Nw = wi) :J dw’ ‘ fufcfu’(mww’)
0

Sin embargo esto requiere de sucesivas integraciones numéricas que
implican un aumento del costo computacional. Teniendo en cuenta
que estas aproximaciones no extienden notablemente el rango de w y
w’ alcanzado por el modelo, preferimos hacer un anélisis cualitativo
a partir del estudio de B¢f,. La gréfica 5.6 muestra como ambas
componentes (real e imaginaria) del coeficiente de Bogoliubov efectivo
se distancian de la radiacién térmica. Asi mismo se observa cémo el
modulo cuadratico (que representa la densidad de ntimero de particu-
las emitidas) aumenta considerablemente en la region de validez de
la aproximacién. Al acercarnos al limite de validez se observa un
oscilacién fuerte en ||B¢fT|| indicativa del error de la aproximacién.
Podemos entonces concluir que el régimen térmico es sucedido por
una forma de radiacién no térmica que, al menos inicialmente tiende
a aumentar la intensidad radiada en todo el espectro de w. Las limita-
ciones de la aproximacién no nos permiten extender estas conclusiones
mas alla de la region incluida los graficos. Evidencia circunstancial
proveniente de trabajos atin no concluidos indican que este aumento
en la intensidad es transitorio.
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Figure 5.5: En términos de los pardmetros adimensionales 6, y 8,1, s€
presenta la region de validez del cdlculo numérico del coeficiente
de Bogoliubov efectivo (ondulado blanco) sobre la zona gris de
validez de nuestro modelo. Para comparacion se mantiene en gris
oscuro el rango de validez del régimen térmico. Las fronteras de
estas regiones no estdn a escala.
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(c) Cociente de la densidad de ntimero de particulas emitidas (IB1%) segtin
la aproximacién del modelo QS versus el caso clasico.

Figure 5.6: Comparacion del coeficiente de Bogoliubov efectivo del modelo
QS con el caso clasico (CS). La absisa es el pardmetro que rep-
resenta el tiempo en el modelo CS. En los tres casos se marca
el tiempo en el cual M, = 0. Se grafica para la frecuencia de
méxima emisién térmica (wp) y una masa tal que 8y, = 1073,



COMPARACION CON EL MODELO CGHS

En los capitulos anteriores se describi6 el proceso de colapso y emisién
de radiacién de Hawking en un espacio-tiempo cuadridimensional.
Sin embargo toda la descripcién se apoy6 fuertemente en la reduccion
al caso de simetria esférica. Por lo tanto, el problema estudiado se
redujo efectivamente a dos dimensiones. Esto nos hace considerar la
posibilidad de estudiar directamente el problema gravitatorio en dos
dimensiones. Inmediatamente se encuentra que la relatividad general
no admite agujeros negros en el vacio en dos dimensiones, lo cual
lleva a considerar modelos de gravedad acoplada a campos de materia.
Uno de los modelos més estudiados de este tipo es el CGHS [17, 33,
72, 74, 78], que consiste en gravedad con constante cosmolégica y
acoplada a un campo escalar (dilatén). Es compatible con un colapso
gravitatorio debido a un cascarén nulo con radiacién de Hawking v,
a diferencia del modelo cuadridimensional, permite el cilculo de la
radiaciéon de Hawking de forma exacta sin necesidad de recurrir a la
aproximacion de 6ptica geométrica. Estos modelos bidimensionales
tienen otra gran ventaja que es la posibilidad de incluir la back-reaction
de forma consistente mediante la ecuacién de Einstein semicldsica’.
En este capitulo, basado en el trabajo [27], se reproducen los mismos
pasos de los capitulos anteriores para el modelo CGHS. La tultima
seccion, dedicada a la descripcion del colapso y radiacion del cascarén
cudntico, es la parte novedosa y la que nos permite comparar con los
resultados principales de los capitulos previos.

6.1 MODELO CGHS

El modelo CGHS puede describirse mediante la accién
1
ScGHs = ZGszx\ﬁ—geM (R+40400%p +42?) (6.1)

siendo d%x —g el elemento de volumen, R la curvatura escalar, ¢ el
campo dilatén y A la contante cosmolégica. Eligiendo coordenadas
nulas

ds? = —e 2PdxTdx~ (6.2)

La ecuacién semicldsica reemplaza el tensor de energia momento de la ecuacién
de Eistein clasica por el valor esperado del operador correspondiente en la teoria
cuantica de campos.
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y mediante la fijacién de gauge p = ¢ se pueden hacer variaciones de
la métrica y del campo para obtener las soluciones[27, 28]. Resulta

e 2% = % —AxtxT, (6.3)

dxTdx~

ds? = —

(6.4)

eligiendo el origen de ambas coordenadas de forma adecuada.

El caso My = 0 se conoce como vacio dilaténico y su diagrama de
Penrose-Carter es similar al del espacio-tiempo de Minkowski como
se muestra en la figura 6.1a. A diferencia del caso cuadridimensional,
en dos dimensiones las regiones asintéticas se duplican y debemos
distinguir la infinidad nula derecha (hacia la que viajan los rayos de
luz de coordenada x~ = cte.) y la izquierda (hacia la que viajan los
rayos de luz de coordenada x* = cte.). Se utiliza la notacién I} e I}
respectivamente. Lo mismo sucede con las infinidades nulas pasadas
I; e I{ y también con las infinidades espaciales i$ e i?.

El caso My # 0 es una solucién de agujero negro de masa My con
una singularidad en

AxtxT = GMo

y horizontes pasado (H™) y futuro (H") ubicados en x* = 0. El
diagrama de Penrose-Carter es similar a la extensién de Kruskal del
agujero negro de Schwarzschild como se muestra en la figura 6.1b.
Para acercarnos mds a la métrica de Vaidya, veamos como se puede
incorporar un cascarén nulo a la dindmica de este espacio-tiempo.

6.2 CASCARON NULO

De forma anéloga a la métrica de Vaidya, la solucién anterior admite

la sustitucién de la constante G;\\AO en (6.4) por

2Gp (x" —x0) © (x* —x0) (6.5)

siendo O el escalén de Heaviside. Esta solucion representa un cascarén
nulo de momento p < 0 y coordenada nula x™ = xo = cte en I. El
mismo divide al espacio-tiempo en dos regiones. En x™ < x¢ se tiene
una porcién de la solucion de vacio dilaténico y en x* > x¢ se forma
un agujero negro de masa M = —pAx( con un horizonte futuro en
XH = %E como se muestra en la figura 6.1c.

6.3 RADIACION DE HAWKING

En analogia con el caso cuadridimensinal, se puede estudiar la ra-
diacién de Hawking usando como ejemplo un campo escalar sin masa



6.3 RADIACION DE HAWKING

(c) Diagrama de Penrose-Carter de CGHS con My = 0 y un cas-
carén nulo.

Figure 6.1: Diagramas de Penrose-Carter de tres espacio-tiempos relaciona-
dos con el modelo CGHS. El tercero incluye un porcion del
primero (para x < x) y una porcién del segundo (para x* > x),
representando el colapso de un cascarén nulo y la formacién de
un agujero negro.
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1N que se propaga en el espacio-tiempo dindmico del cascarén. La
ecuacion de K-G en este caso es simplemente

0o 0
Pl 0, (6.6)
lo cual contrasta fuertemente con el caso cuadridimensional (2.24),
donde aparece un potencial centrifugo y como consecuencia de ello
la radiacién de cuerpo negro se vuelve radiacion de cuerpo gris.
Es maés, la simplicidad de la ecuacién hace que la aproximacién de
Optica geométrica sea innecesaria para el calculo de los coeficientes
de Bogoliubov, permitiendo la resoluciéon del problema para cualquier
distribucién de materia colapsante y para todo tiempo.

La solucién general de la ecuacién de K-G es

+

nx",x7) =ncx") +nr(x7) (6.7)

donde 1 y nr pueden ser elegidas libremente. En particular admiten
una descomposicion en ondas planas en las regiones asintéticas. Para
ello es importante notar que las coordenada nulas naturales en las
regiones asintéticas I¥ e IF no son x* sino aquellas coordenadas
Minkowskianas o que llevan la métrica a la forma asintética

ds? — —dotdo~ (6.8)

con rango (—oo, +00). La presencia del cascarén implica que las co-
ordenadas o deban definirse de manera distinta en las dos regiones
separada por éste, que llamaremos oin y Oout respectivamente. Se
define

taxE = etron (6.9)
en la regioén in y
AT = eMow
“A(xT —xp) = e Mow

en la region out donde las coordenadas o, s6lo cubren la regién
exterior al agujero negro, como se muestra en la figura 6.2.

Los modos de onda plana correspondientes a los vacios [0);,, y
0) o1t SON

TliJf(Gi_n) = fw(o—ln) en I
1]{)};1((;:'“) = fW(G?n) en IR
y
n&ut( gut) = fw(Gout) en I_{
ll)guut(o-:)rut) = fw(o—gut) en I]JQF
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respectivamente con f,(0) = \/ﬁe_i“’c. Noétese que, a diferencia

del caso cuadridimensional, no es necesario plantear la forma de los
modos como una condicién asintética pues los modos mantienen
su forma funcional en término de coordenadas nulas. Dado que las

+ + 3 in out F el
coordenadas o, y 07, son iguales, los modos P y Ppg** coinciden
por lo cual su contribucién a los coeficientes de Bogoliubov es trivial
y no hay radiacion de Hawking hacia la izquierda. En cambio,

—1
Oout = b In [exp(—Aoy,,) —exp(—Aoy)] (6.10)
donde
OH = _71 In(—Axp) (6.11)
y por tanto los modos 1, dan lugar a un coeficiente de Bogoliubov
Bawv =— (ni,“t, i )KfG (6.12)

donde el subindice K-G indica que se trata del producto de K-G para
este caso. En [27] se obtiene la expresion

1 .
Bwv = e Hwtv)oy EB <_ X /1)\ (6.13)

.w+v g
27A v

donde B(a,b) = % es la funcién beta. Asi mismo se puede

calcular la matriz densidad (2.22), obteniéndose

VW1 W2 ei(wz—w1 Jon r (1%) r (_l%) K(

Pwrws = (27A)2 T

con

w1, w2) (6.14)

©dv . v W1+ Vv W2+ Vv
K(wi, w ):J — sinh (71— F<1 >F<1 > 6.1
182 = 0 ()\) A A (615)

Vale la pena remarcar que esta es una expresion exacta en el marco
del célculo de Hawking, es decir, despreciando la back-reaction.

La expresion anterior es una distribucién divergente, lo cual es
esperable porque la base de ondas planas considera la radiacion
emitida durante un tiempo infinito, pero puede considerarse una base
discreta de paquetes de onda centrados en frecuencia wj = (j + %)s y
tiempo 0, = on = nzT” andlogo a (2.32). El célculo es andlogo al de
la seccién 4.2 y en [27] se realiza para frecuencias altas. La densidad
de particulas emitidas por unidad de tiempo resulta

O(on —oH)

2
er Wi —1

N, (0n) = +0(e) (6.16)
con la misma funcién escalon de (4.18). Este resultado es consistente
con el resultado conocido de radiacién térmica de temperatura
_2nh

T= Tkg (6.17)
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7

Radiacién
de Hawking

Figure 6.2: Diagrama de Penrose-Carter de CGHS-shell con emisién de ra-
diacién de Hawking, la cual se calcula usando coordenadas asin-
téticamente Minkowskianas oin, y 0out. El cascarén se ubica en
0o = %m(?\xo) y el horizonte en opy.

que inicia en o = 0. Esto es similar al caso del cascarén en cuatro
dimensiones y la diferencia principal es que la temperatura de Hawk-
ing no depende de la masa. A su vez, el escaléon que determina el
inicio de la radiacién es consistente con los cdlculos del valor esperado
del tensor de energia-momento usando la anomalia conforme [17, 28].

64 ESPACIO DE FASES Y OBSERVABLES DE DIRAC

En el capitulo 3 estudiamos el espacio de fases del sistema gravita-
cional cuadridimensional forzando la simetria esférica y vimos que la
posicién del cascarén y de la masa del agujero negro resultan ser ob-
servables de Dirac conjugados. En esta seccién veremos que el andlisis
para el sistema bidimensional es equivalente, sin necesidad de fijar
artificialmente ciertos grados de libertad.

La accién que representa el cascaréon colapsante en CGHS puede
escribirse como S = Scghs + Sshetr donde Scghs fue presentada
anteriormente y

Sshell = }}_%Jd’f\/ —(ga(T)q(T) (6.18)

considerando el limite de masa nula del cascarén cuya trayectoria
en el espacio-tiempo es q%(1). La formulacién Hamiltoniana con
parametrizacién (t,x) del espacio-tiempo se puede estudiar en térmi-
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nos de variables ADM, donde el elemento de linea se escribe como

ds? = —N2dt? + q(dx + N*dt)?, (6.19)

siendo N el lapso y N* el shift. De forma andloga al capitulo 3, el
cascarén se puede describir por su posicién r(t) y su momento p,
mientras que la acciéon de CGHS puede escribirse en término de vari-
ables de Ashtekar (polares) EX, E® y sus variables conjugadas Uy y
K¢ (ver [27]). En este caso EX = e 2% y E® se elige de manera que
ds? = (E?)2dx? es el elemento de linea espacial. Nétese que, a difer-
encia del caso cuadridimensional, la variable EX no es gravitacional
sino que describe al campo dilaténico. También se definen el lapso y
shift re-escalados

_ EXE®
N = N .
)7 (6.20)
N* = N*+ Ky (6.21)
EPEX ’
y se usa la notacion ()’ = 9«(). Pasando a la formulacién Hamiltoniana

sobre superficies de t constante se obtiene el Hamiltoniano total

H(N) =

deN’ [Hg(x) + G Ip| F(x0)O(x" —x0)] + NT"2AM (6.22)

siendo Hgy la densidad Hamiltoniana de la parte gravitacional

CTIENTE oo T(Ke)?
con la funcién F dada por
B K(p (EX)/
F(X) - E(pEX + (E(p)ZEX/ (624)

y siendo M es la masa ADM (observada en el infinito espacial) y dada
por

_IplF(xo)
M = w (6.25)
Al evaluarla en la solucién para el cascarén resulta M = —pAxo.

Justamente M es uno de los observables de Dirac asociados al cascarén
pues su corchete de Poisson con el Hamiltoniano es nulo. El otro
observable de Dirac asociado al cascarén es

+00 oA
V=-— — .
J,, wrr 66

el cual no s6lo conmuta con el Hamiltoniando sino que también es el
conjugado de M

(M, V}=1. (6.27)
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Esté ultimo observable estd asociado a la posicion del cascarén en
coordenadas de tipo Eddington-Finkelstein en Iy . De esta manera se
obtiene una situacién andloga a la del modelo cuadridimensional. Sin
embargo en este caso hemos descrito el espacio de fases completo, sin
reducciones de ningtn tipo.

65 RADIACION DE HAWKING EN EL ESPACIO-TIEMPO CUANTICO

De acuerdo al andlisis anterior y de forma andloga al caso cuadridimen-
sional proponemos que la cuantizacion del espacio-tiempo considere
My V como observables conjugados que cumplen

[M, V] = ih. (6.28)

Promoviendo los coeficientes de Bogoliubov a operadores a partir de
(6.13)

N —1 . . w LWtV w
Bwv = 770y P (—i{w +v)oH) ’/VB (—1)\,1?\> (6.29)

con 6 el operador asociado a

-1 1 2G
o1 = — In(~Axi) = —In (_7\p> . (6.30)

De esta manera el operador asociado al coeficiente de Bogoliubov de-
pende exclusivamente del operador p. Tomando en cuenta la relacién
de p con M y V dada por

p=—-Me V. (6.31)
podemos definir el operador autoadjunto

A AV

p? = (efg Me*T>2. (6.32)

Finalmente podemos comparar la expresion para el operador asociado
al coeficiente de Bogoliubov con (5.10), donde la modificaciéon sustan-
cial del resultado de radiaciéon térmica se debia a la dependencia no
trivial en los operadores M y 9. En cambio en el modelo CGHS dicha
dependencia se da exclusivamente a través del operador p. De esta
manera, eligiendo una base {|p)}, _, de autoestados de p vemos que

el valor esperado de B en un estado cualquiera [¥) es

0

0
VB )= [ (o) plBavlp) = [ apwbip)Bantp) (639)
donde la dependencia de 4+ en p se marca de forma explicita.
El razonamiento anterior funciona para cualquier observable a ser
construido en base a coeficientes de Bogoliubov. Por lo tanto, el efecto
de la naturaleza cuédntica de M y V se reduce a una superposiciéon de
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radiacién debida a agujeros negros de distinta masa. Recordemos que
ademds la temperatura de Hawking sélo depende del pardmetro A con
lo cual este resultado sugiere que el efecto considerado no ayuda a
recuperar informacién sobre el estado inicial del cascarén observando
la radiacién de Hawking en el infinito.

En [27] argumentamos que podrian considerarse mediciones com-
plementarias para extraer la informacién sobre el estado inicial. Estas
mediciones deberian realizarse sobre la radiacion pero maés cerca del
agujero negro. Formalmente este tipo de propuesta es objetable porque
los observables asociados a la radiacién s6lo estan bien definidos en la
region asintética. Sin embargo observamos que el cambio de variable

xgulk:x_—xH[ —z—i} x> %0

- - +
Xpulk = X LX< Xo

interpola entre las regiones in y out exterior al agujero negro, de
manera que las coordenadas o= definidas por

At o= er (6.34)
Mg = € ° (6.35)

determinan un marco de referencia inercial en torno a cualquier su-
perficie x* = cte.. Usando esta idea puede obtenerse una nocién
privilegiada de vacio en cada superficie de x* = cte. habilitando la
medicién no ambigua de radiaciéon en el bulk. Futuros trabajos daran
cuenta de los avances en esta linea y su vinculacién con el resultado
para gravedad en cuatro dimensiones.
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ANALISIS Y CONCLUSIONES

7.1 ANALISIS DE RESULTADOS

Hemos estudiado el colapso gravitatorio de un sistema con simetria
esférica que forma un agujero negro y emite radiacién. Lo hemos im-
plementado siguiendo el calculo de Hawking pero superando algunas
de sus aproximaciones. En primer lugar aprovechamos la simplicidad
de modelo de colapso (un cascarén esférico delgado de particulas sin
masa) para describir el inicio de la radiacion. Este resultado, que se
mantiene en el contexto de la teoria cudntica de campos en espacio-
tiempo curvo, es importante porque define una referencia para medir
otras escalas de tiempo que describen el proceso de evaporacién. Ya
sea el tiempo de evaporacion, el tiempo de Page o las nuevas escalas
que aparecen al incorporar las fluctuaciones de la geometria en el
modelo. En particular obtuvimos que el ntimero de particulas medido
por observadores en It entre el tiempo uy u+ 27” para frecuencias
entrew—Syw+S5es

O u—uql

donde © es un escalén suave y u; (el inicio de la radiacién) es del
orden

u; &~ vs +4Mln <MO> (7.2)

M
con v la coordenada nula del cascarén, M su masa y My una con-
stante arbitraria que suele fijarse igual a la masa M por ser la escala
natural con estas dimensiones.

Por otro lado sabemos que el cascarén, como objeto cudntico, no
tiene ni posiciéon vs ni masa M definidas, sino que estos son ob-
servables con fluctuaciones. En concordancia con esto, estudiamos
el espacio de fases (cldsico) de espacio-tiempos que describen un
colapso con simetria esférica como midi-superespacio, lo cual ha sido
discutido en la literatura desde diferentes enfoques. Al menos en este
caso altamente simétrico, es claro que ambos pardmetros (v y M)
son observables (de Dirac) conjugados. Por lo tanto, es esperable que
cualquier teoria cudntica de la gravedad que describa este sistema
incluya los observables M y Vs relacionados por

[M, 9] = ih.

Usando esto como premisa introdujimos una segunda modificacion
al calculo de Hawking. Promovimos los pardmetros M y v a oper-
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adores conjugados al nivel de los coeficientes de Bogoliubov que son
sustituidos por operadores

Bow (M,vs) — wa’(mros)- (7.3)

Esto implica la extensioén del espacio de Hilbert del sistema a uno que
incluye los grados de libertad del sector gravitatorio. Sin pretender
estudiar en detalle este nuevo espacio de Hilbert, nos preguntamos
como se ve impactada la radiacion de Hawking por el sélo hecho
de suceder en una superposicién de espacio-tiempos en vez de en
un espacio-tiempo "clasico". En particular nos enfocamos en N, el
flujo de particulas por unidad de frecuencia medido por observadores
lejanos, y encontramos que se ve fuertemente impactado por las fluc-
tuaciones. Dado que, en el caso de un espacio-tiempo clésico, se
relaciona con el coeficiente de Bogoliubov (3, mediante

Nw :JO wa’f’ivw’dwl (74)

entonces calculamos

?(wav <Blw,> dw’ (7.5)
y
::o<[§ww/[§fuw,>dw’. (7.6)

donde el valor esperado se considera en un estado cuédntico del sistema
centrado en la una masa clésica M y con una fluctuacion AM. Ambas
expresiones se estudian con una combinacién de resultados analiticos
y numéricos para frecuencias del orden (o menores) que la de méxima
emision térmica. Inicialmente coinciden entre si y con el resultados
de emisién térmica, pero en tiempos cortos comienzan a diverger.
La primera expresion, que no es la forma adecuada de calcular N,
define una escala de tiempo

_ AM
Tﬂuct =4MIn (> ’ (7'7)

hw
medida desde el inicio de la radiacién térmica. A partir de entonces
dicha integral se anula. Argumentamos que la segunda expresion
si representa el flujo de particulas y encontramos que presenta una
escala

- M
Ttermica =4MIn <hw> (78)

a partir de la cual el resultado se aleja de la radiacién térmica. En
conjunto, ambos resultados muestran que en una escala de tiempo
muy corta las fluctuaciones de los observables se vuelven relevantes.
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Si bien el célculo es vélido para un rango restringido de frecuencias,
aparece también la escala

- M
AT = Teermica — Tetuet = 4MIn [ —— :
termica fluct n <AM> (7 9)

que es independiente de la frecuencia y representa el tiempo entre que
aparecen las fluctuaciones y que la emisién de particulas comienza
a diferir de la radiacién térmica. Asumiendo que AM es de escala
Planck entonces se llega a identificar AT con el tiempo de scrambling
discutido en la seccién 2.3.4. Los cdlculos muestran que el alejamiento
de la radiacién térmica sucede con un aumento del flujo de radiaciéon
emitida. Sin embargo, las aproximaciones utilizadas impiden extender
el resultado mads alld de esta escala de tiempos cortos. Mejoras en
el calculo numérico que atin estdn en progreso sugieren que este
aumento es un proceso transitorio.

Algunas de las aproximaciones necesarias para el estudio del sis-
tema cuadridimensional son evitadas pasando a sistemas en dos di-
mensiones. En particular, no se necesita la aproximacién de 6ptica
geométrica (clave para obtener la expresion de los coeficientes de
Bogoliubov) y tampoco la reduccién del espacio de fases por simetria
esférica, cuya funcién es reducir el sistema a uno bidimensional de
manera efectiva. Comparando con el modelo CGHS de gravedad
bidimensional acoplada a un inflatén, se reproducen algunos de los
resultados anteriores. Se obtiene una expresién analoga para el inicio
de la radiacién y a nivel del espacio de fases del sistema gravitatorio
se encuentran observables de Dirac conjugados asociados a la masa y
la coordenada nula del cascarén en 1. Sin embargo, los coeficientes
de Bogoliubov dependen de una combinacién especifica de estos ob-
servables de manera que los efectos de las fluctuaciones se reducen a
una superposicion de radiacion de agujeros negros de diferente masa.

En el sentido opuesto, la restriccion a la simetria esférica relativiza
algunos de los resultados obtenidos para el sistema cuadridimen-
sional. Por un lado sélo observamos modos de radiacién que respetan
la simetria esférica y por tanto podriamos estar ignorando alejamien-
tos de la radiaciéon térmica que se observan en modos con momento
angular. Atn mds importante es el hecho de que los efectos cuan-
ticos observados sobre las radiacién de Hawking se corresponden
con fluctuaciones de la geometria que no son locales en un espacio-
tiempo cuadridimensional. Es razonable entonces que el efecto de estas
fluctuaciones sobre la radiacién térmica sea demasiado extremo. Segu-
ramente las fluctuaciones asociadas a las variables angulares puedan
dar cuenta de un alejamiento del régimen térmico mds gradual.

7.2 PERSPECTIVAS

Hemos incluido un efecto de gravedad cudntica que puede modificar
considerablemente el resultado de radiacién térmica. Dado que el
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origen del efecto es muy general es razonable esperar efectos similares
en teorfas bidimensionales y cuadridimensionales.

En cuanto a la teorfa cuadridimensional esperamos mejorar los re-
sultados numéricos para describir no sélo el apartamiento del régimen
térmico en tiempos cortos sino también el régimen de tiempos largos
que sustituye al resultado de Hawking. Esto podria generar una ima-
gen mds completa de los mecanismos que llevan a este apartamiento.
También seria de interés aplicar nuestro calculo a otros ejemplos de
espacio-tiempos tipo Vaidya donde la evaporacién del agujero negro
es parte de la dindmica gravitatoria y por tanto no es necesario intro-
ducirla a mano. Potencialmente nos permitiria describir el proceso final
de evaporacién y no soélo el proceso cuasi-estacionario inicial como
hasta ahora.

En referencia a teorfas bidimensionales, si bien no obtuvimos un
resultado analogo para el ntiimero de particulas emitido en CGHS,
es posible explorar otros observables que pudieran dar cuenta del
apartamiento del régimen térmico. Asi mismo, recientemente ha cre-
cido el interés por sistemas como la gravedad Jackiw-Teitelboim y la

modificacén de CGHS conocido como modelo RST (Russo-Susskind-Thorlacius).

En ambos casos se ha desarrollado un método para el calculo de la
entropia microscépica de un agujero negro que emite radiacién de
Hawking considerando efectos de gravedad cudantica. La forma de salir
del modelo del espacio-tiempo clasico, bautizado truco de las réplicas,
es considerar una geometria compuesta por un conjunto de copias de
la geometria clésica con la posibilidad de que una topologia no trivial
donde las diferentes copias estdn conectadas por agujeros de gusano.
Combinando esto con una expresion para la entropia microscépica
(formula de Ryu-Takayanagi) se obtiene una expresioén para la entropia
que no presenta la paradoja de la informacién. No obstante, el cdlculo
no es transparente en cuanto a la dindmica de la radiaciéon medida
por observadores lejanos. La aplicaciéon de nuestro modelo a estos
sistemas puede ser de interés, especialmente teniendo en cuenta que
la escala de tiempo de scrambling también aparece como un tiempo
caracteristico de formacién de las islas en el interior del agujero negro.
Esta es, a su vez, una dindmica central en el calculo de entropia.

Finalmente, mantenemos el interés en seguir explorando otras
avenidas relacionadas con la paradoja de la informacién. Trabajos
recientes sostienen la idea de que el estudio de las cargas asintéticas
puede extenderse a espacio-tiempos con horizontes de eventos. La for-
malizacién de estas ideas seria fundamental para evaluar su aplicacién
a la radiacion de Hawking.
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VARIABLES DE ASHTEKAR

En este apéndice repasaremos la formulacién Hamiltoniana de la
gravedad, la cual incluye la descripcién del espacio de fases presentado
en los capitulos 3 y 6. Comenzando por la formulacién Lagrangiana
discutiremos la formulacion ADM, que es el estandar para la descrip-
cion 3+1 (espacio y tiempo) de la gravedad. Finalmente pasaremos
a las variables de Ashtekar. Esta es una formulacién alternativa que
se utiliza en los capitulos mencionados y es usadas, por ejemplo, en
gravedad cudntica de lazos.

A.1 FORMULACION LAGRANGIANA. LA ACCION DE EINSTEIN-
HILBERT

La formulacién Hamiltoniana de la gravedad se construye a partir
de una formulacién Lagrangiana y es ilustrativo hacer una breve
descripcién de este punto de partida.

Consideremos un espacio-tiempo M con una métrica g y un con-
junto de campos de materia ¢. La accién es la funcional

1
Slg, @l = 7= JM Rng“x+JM£[¢,aa¢,gam\ﬁgd4x+LMu,

(A.1)

donde /—¢g d*x es el elemento de volumen, R es el escalar de curvatura
y la densidad Lagrangiana £ es una funcién de los campos, sus
derivadas y la métrica. Notese que se deja sin especificar un término
de borde que ignoraremos en un principio.

Las ecuaciones de los campos de materia y las ecuaciones de Einstein
se obtiene como extremos de la accién con respecto a variaciones d¢ de
los campos y 89, de la métrica respectivamente. Esqueméticamente

dS dS
58Sl gl = %543 + 5911\/ (A.2)
donde 22 ¢ y 2 g son derivadas funcionales y se cumple 5S[d, gl =0
cuando ¢, g son soluciones de las ecuaciones de campo. En el caso de
las variaciones de los campos de materia se obtiene que

8S :J [&p 0L zsaacp]\ﬁd“wj 0=

oy 00q¢
B 0L 0L .
SN EXES
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, donde se ha integrado por partes y eliminado el término de borde
usando condiciones adecuadas sobre las variaciones en el borde. In-
mediatamente se obtiene la ecuacién de Euler-Lagrange

0L 0L
2 O <aaa¢) =0

como condicién para que 8S = 0. La variacién con respecto a la métrica
es andloga y arroja

1

00 1
5= 16mG

wv a4 _ 0 wv 34
JMGMZSQ v—gd x—l—JM [89“*’ zﬁgw]ég v—gd’x,

dando lugar a la ecuacién de Einstein

Guv =8nGTy
siendo T,y = —2% + L9, el tensor de stress-energia para el campo

de materia. El primer término proviene de la accién de Einstein Hilbert

SEn = ﬁ Lv[ Ry/—gd*x (A.3)
y el segundo de la accién de los campos de materia, que depende de
la métrica a través del la densidad Lagriangiana £ y del elemento de
volumen. Al igual que antes, los términos de borde se cancelan con
condiciones adecuadas sobre las variaciones en el borde. Este punto
serd discutido al tratar la formulaciéon Hamiltoniana de la teoria.

A.1.1  La accién de Palatini

Uno de los aspectos incémodos de la accién de Einstein-Hilbert como
funcional de la métrica es que es de segundo orden en sus derivadas.
Palatini [61] hizo una formulacién alternativa del principio variacional
donde se asumen que la accién es una funcional de primer orden
respecto de nuevas variables. Estas son la tétrada y una conexién de
Lorentz. Presentamos brevemente esta formulacién alternativa porque
provee el marco mds natural para introducir luego las variables de
Ashtekar, en vez de hacerlo directamente en la formulacién Hamil-
toniana. La tétrada es una base ortogonal {eix}I:L..A de vectores
elegidos para que la métrica del espacio-tiempo se vea como la del
espacio-tiempo plano en dicha base, es decir,

niy = goqsef‘ef

donde nyj es la métrica de Minkowski. De manera mds abstracta se lo
puede pensar como objeto sobre M x R™ y, haciendo uso de ambas
métricas (g y 1), se puede definir la co-tétrada el, que cumple

I

| NN | v v
d =erey, o, =erey.

n
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Anteriormente, al presentar la accién de Einstein-Hilbert asumimos
que la curvatura (y en particular el escalar R) estd definida usando
la nocién de transporte paralelo dado por la conexiéon de Levi-Civita
V, siendo esta la tnica nocién de transporte paralelo compatible
con la métrica (Vg = 0) y sin torsién (VxY —VyX = 0 para X e Y
campos vectoriales). La accién de Palatini se define en un contexto
mas general, donde no se asume una nocién preferida de transporte
paralelo y la conexién de Levi-Civita se obtiene como consecuencia de
las ecuaciones de movimiento. La variable elegida es el potencial A}/,
antisimétrico en Iy J, que define una conexién de Lorentz con respecto
al espacio interno. Explicitamente puede introducirse mediante la
derivada covariante definida por

DV =0,V +ALV (A.4)

siendo VJ un campo vectorial en el espacio interno. A partir de la
conexion se define una curvatura en el espacio interno

Filo = 0aAY —0pAY + ALAR — ARAY.
. Luego, la relacion
Me=ALepe (A.5)

define una conexién en el espacio-tiempo, siendo I' andlogo a los
simbolos de Christoffel. Asi mismo

55 1J 6
Rap? = F“]Bele}/

es una curvatura en el espacio-tiempo, con el tensor Ryp andlogo al
de Ricci y el escalar

R= e‘f‘efFUB

definidos de forma andloga. La accién de Palatini es

Sple, Al = ﬁ JM Ry/—gd*x (A.6)
que depende de la tétrada a través de R y del elemento de volumen. La
dependencia en el potencial A se da por medio de R y s6lo aparecen
primeras derivadas en el espacio-tiempo.

Al realizar variaciones de esta accién respecto de la tétrada se
obtiene la ecuacién de Einstein para la curvatura Ryp y las variaciones
respecto del potencial A implican que la curvatura es compatible con
la tétrada, lo cual se traduce en que los elementos de (A.5) coinciden
con los simbolos de Christofel de la conexién de Levi-Civita. Asi
se recuperan las mismas ecuaciones de movimiento de la accién de
Einstein-Hilbert.
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A.2 FORMULACION ADM

La formulacién Hamiltoniana es una formulaciéon de datos iniciales,
donde las soluciones de las ecuaciones de campo son representadas
por sus condiciones sobre un superficie de tiempo inicial. Estos datos
iniciales (libres) se identifican con el espacio de fases. Esta descripcién
requiere una separacion del espacio-tiempo en espacio y tiempo (3+1)
lo cual no es natural en una teoria relativisita. En el caso de la gravedad
el problema se agrava pues no es evidente como identificar los datos
iniciales libres, debiendo recurrirse a una descripcién Hamiltoniana
con vinculos, como describiremos més adelante.

A.2.1  Lapso y Shift

En primer lugar consideremos una regién V de un espacio-tiempo
que acepta una foliacién en superficies espaciales (X¢) de tiempo
constante, cuyo borde estd compuesto por una regién temporal (B)
y las superficies espaciales L, y L, como se muestra en la figura
A.1. Supongamos que esta regién acepta un sistema de coordenadas
genérico x* y también el sistema (t,y“) donde y® son coordenadas
comunes a todas las superficies de tiempo constante L. Las curvas
de y“ = cte atraviesan las superficies de tiempo constante y el campo
vectorial

ox%
t* =
ot

y%=cte.

es tangente a dichas curvas. Introduciendo la base {eq},_;, 3 de
vectores tangentes a X dados por

ox*
T oy

t=cte.

y el versor n* normal (hacia el futuro) dado por
ngeq =0 a=1,23, (A7)

se pueden definir las funciones lapso N y shift N¢ que permiten escribir
el campo vectoral t* como

t* = Nn% 4+ N%g. (A.8)
Luego, el intervalo invariante en coordenadas (t,y“) toma la forma

ds? = —N2dt? + hap (dy® + Ndt)(dy® + NPdt), (A.9)

donde hqp = gup eg‘eg es la métrica inducida en la superficie de

tiempo constante. De esta manera la métrica queda expresada exclusi-
vamente en términos de hqp, Ny N¢.
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(torya\/ zto

Figure A.1: Espacio-tiempo que admite una foliacién espacial {Z¢}ic (¢ )
con coordenadas (t,y“) y con borde tipo tiempo B = Sy X (to, t¢)
con coordenadas (t,07). El shift (N¢) y el lapso (N) son las com-
ponentes del vector tangente a las curvas y = cte. en la base
de vectores tangentes (e&) y normal (n%) a las superficies X
respectivamente.

A.2.2  Descripcion del borde

Al presentar la formulacion ADM discutiremos los términos de borde
de la accién que hemos ignorado hasta ahora y por tanto es necesario
describir las cantidades geométricas asociadas al borde.

En primer lugar, dado que las superficies ; estdn incrustadas en V
se define una curvatura extrinseca

Kab = Ng;8 efl‘eg (A.10)

"o

donde la notacién "; " representa la derivada covariante. Notese que en
la superficie X, el campo normal saliente es el opuesto al n* definido
previamente.

El borde restante es B y podemos utilizar la foliacién del interior
para describirlo. Observando que las superficies L tienen su propio
borde S; en la interseccién con B podemos utilizar el conjunto de
superficies {St}i¢ (¢, 1,) cOmo una foliacién de B. Llamemos (t, 0*) a
un sistema de coordenadas en B siendo 6" coordenadas comunes a
las superficies S¢. El conjunto

oy«
€A = Cajgn
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es una base de vectores tangentes a X y S¢. Luego es posible comple-
tarla con un versor r* normal a S¢ que cumpla

Tan® =

reel = 0, A=12

Automaticamente, {e‘/’l‘\ } A_1 2 junto con ng forman una base de vec-
tores tangentes en B. De esta manera se obtienen las métricas induci-
das yY en By 6B en S, tales que

ds§, = oapd0™de®

2 N24342 2
dSnB = N-dt + d.SSt
, asi como las curvaturas extrinsecas
_ x B
kAB = Toc;ﬁeAeB

de S; como superficie incrustada en Z; y

B

o
Jcij =Tx;p€q e].

de B incrustado en 'V, siendo {ef‘}i:1 53 el conjunto formado por los

ox*

« oxx
vectores e y el vector normal <3¢ }e A—cte

A.2.3 El Hamiltoniano ADM

Para obtener la accién gravitatoria total se suma a la acciéon de Einstein-
Hilbert (A.3) el término de borde

f]g 2ekKvhd3y +So
ov

siendo K la curvatura extrinseca, e\/ﬁd3y el elemento de volumen ori-
entado en le borde y Sy un término constante que puede ser agregado
por conveniencia.

En términos de variables ADM la accién del sector gravitatorio se
puede escribir (ver detalle del calculo en [65]) como

t
1
- det J (*R+K*®Kqp — K?) NvVhdy +2§ [k — kol Nv/cd?0
t pa St

(A.11)

siendo 3R el escalar de Ricci para la métrica hqp en X, K la traza de
la curvatura extrinseca K.y, k la traza de la curvatura extrinseca kap
de S¢. El término k¢ representa la contante Sy y se agrega para que la
accién se mantenga finita si V se extiende a una region no acotada del
espacio-tiempo.
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La forma (A.11) de la accién permite pasar a una formulacién
Hamiltoniana para las coordenadas hgp, N, N¢ y sus momentos
conjugados. Para definir dichos momentos se utilizan, como paso
intermedio, las velocidades generalizadas hab, N y N¢ definidas
como las derivadas de Lie de estas cantidades a lo largo del campo t*.
Luego, el momento conjugado p*® asociado a la métrica hqyp es

P = (V=aLa) (A12)

siendo L la densidad Lagrangiana dada por
16nGy/—gLg = (PR+K*®Kqp —K?) Nvh.

Los momentos conjugados para N y N no se definen pues la accion
no depende de sus velocidades generalizadas, lo cual muestra que
ambos son multiplicadores de Lagrange. El calculo explicito de (A.12)
arroja

ab \/ﬁ

ST (K —Khe?) (A.13)

de donde se puede despejar

Kab — 16\/7%6 <pab 7% hab) (A14)

siendo p = happ?P. Luego se define la densidad Hamitoniana
He =p**hav —vV—9Lc

que, junto con el término de borde, da lugar al Hamiltoniano

Hg JNC+N“CQ+2§§ [N(k—ko) — Ng (K®® —Kh®r,)] Vo

Zt St

1
- 16nG
En esta expresion se introducen
C = 3R+K?>—K%®Kqp (A.15)

Ca = (KZ—K&3), (A.16)
donde ";" es la derivada covriante respecto de hab y r® son las com-
ponentes del vector normal a St en la base de vectores tangentes de
2t.

Considerando variaciones 8N y 6N que se anulen en el borde se
obtienen las ecuaciones de vinculo

C~0 y C*=~0 (A.17)

que se conocen como vinculo Hamiltoniano y vinculo de difeomorfismos re-
spectivamente. Por otro lado las ecuaciones de movimiento se obtiene
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considerando variaciones §h® (que se anulen en le borde) y 5p°®.
Mediante un célculo intrincado (ver [65]) se pueden escribir como

hab = 2NKgp +£Lnhab

Kab = N;ab - N(Rab + KKab _ZKEKbc) + LNKab

donde L representa la derivada de Lie respecto del shift N¢. Por
altimo vale la pena examinar el Hamiltoniano evaluado sobre las
soluciones. Debido a las ecuaciones de vinculo el Hamiltoniano se
anula en el interior de X y s6lo sobrevive el término de borde
HEshell — —SL 3@ [N(k—ko) = Ng (K** —Kh®®r,)] v/0d?6.
nG St
. Si 'V es una regién compacta este término no es relevante pues ko
puede ajustarse para que Hg se anule pero si representa un espacio-
tiempo no acotado entonces la integral es divergente y ko debe intro-
ducirse para regularizar esta integral. En el caso de un espacio-tiempo
asintéticamente plano ko se fija como el valor de k asumiendo que la
superficie S; esta incrustada en espacio-tiempo plano. Esto garantiza
un término de borde finito, pero no necesariamente cero. De hecho,
dado que el valor de lapso y shift se pueden elegir libremente en el
borde, diferentes elecciones dan lugar a distintos observables para
observadores lejanos. Por ejemplo, fijando N =1y N¢ = 0 en el borde
y considerando el limite S; — oo a tiempo constante, se obtiene que
HQM~shell representa la masa total vista por observadores inerciales
lejanos. En cambio N =0y N¢ = % representan el momento angular
total segtin el angulo ¢ visto por observadores inerciales lejanos.

A.3 VARIABLES DE ASHTEKAR

La cuantizacién de la gravedad siguiendo el esquema de Dirac de
cuantizacién de sistemas vinculados [43] encuentra grandes incon-
venientes en términos de variables ADM. Esto se debe tanto a la
dependencia no polinémica de los vinculos (A.15) y (A.16) con las
variables ADM asi como en su dlgebra con respecto a los corchetes de
Poisson.

Con el objetivo de mejorar estos aspectos Ashtekar [6] introdujo
una version alternativa de la formulacién Hamiltoniana que ha sido
el punto de partida para el enfoque de cuantizacién conocido como
gravedad cudntica de lazos. Como explicacion del lenguaje y la notacion
usada en los capitulos 3 y 6 presentamos brevemente esta formulacién.

Al discutir la accién de Palatini vimos que es posible sustituir la
dependencia funcional en la métrica por la tétrada y una conexion.
La formulacién de Ashtekar hace lo mismo con respecto a ADM
utilizando la proyeccion de la tétrada y la conexion sobre la superficie

2 de tiempo constante. La triada (o tétrada proyectada) {eia}i:m,z.
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es la base ortonormal de vectores en la cual la métrica inducida hgp
se expresa como la métrica euclidiana usual, es decir,

hab = 51)' eiae{) (AIS)

. La proyeccién Ki de la conexién se vincula con la curvatura ex-
trinseca K4, de £ mediante el tensor

Rab = 835K el (A.19)

, cuya parte simétrica es la curvatura extrinseca de modo que K1) =
Kab, debiéndose agregar como vinculo la exigencia de que la parte
antisimétrica se anule. Es ttil sustituir la triada por la triada densitizada

Bl = vhe), (A.20)

. Las variables de Ashtekar se constuyen con estos elementos. Para
llegar a ellas primero se introduce el pardmetro 3 de Barbero-Immirzi
observando que la transformacién
i, B j j

EL, — B EL — BKY (A.21)
es canodnica. Finalmente, se sustituye la proyeccién de la conexién
K por una nueva conexiéon (llamada de Ashtekar-Barbero) que es
dependiente del pardmetro 3 y se define como

Al =TL +BKE, (A.22)
k.. .. . .
donde T¥ = —%F}E y Td = e’'Vqe} son las componentes de la

conexion compatible con la triada.
En términos de estas variables (ver calculo en [54]) los vinculos
(A.15 y A.16) se reducen a

ESEP iy 5 .
= —L|eVTK, —2(BF+ KK [ =0 (A2
ot [SLT% 28+ DKLK, (A.23)
Co = EPFL =0 (A.24)

siendo JF la curvatura asociada a la conexion de Ashtekar-Barbero
Fry =20, A% + elSALAL (A.25)
. También se agrega el vinculo de Gauss
Gi = 0B + e[SALER ~ 0 (A.26)

que surge a raiz de la exigencia de la simetria de K4y Originalmente la
construccion de Ashtekar fue planteada para 3 = —i lo cual simplifica
el vinculo Hamiltoniano (que se vuelve polinémico en las variabeles
de Ashtekar) y también la estructura de dlgebra de vinculos (ver [7]).
Sin embargo no es imprescindible y la eleccién de un valor real es
importante para no lidiar con variables métricas complejas. En los
capitulos 3 y 6 se utiliza B = 1.
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B.1 AGUJERO NEGRO ETERNO: LA METRICA DE SCHWARZSCHILD

Como es bien conocido, el espacio-tiempo que rodea a un objeto de
masa M esféricamente simétrico puede representarse con la métrica
Schwarzschild

2GM 26M\
ds? = guvdxPdxy = —c* (11— M g2y (1226 dr? +12dQ?,
rc? rc?

(B.1)

con G la constante de Newton, c la velocidad de la luz, siendo t una
coordenada de tiempo y 12dQ? = r2d0? + 1% sin(0)?d¢ el elemento
de area de una esfera de radio r. Esta métrica es una solucién de vacio
(Tyv = 0) de las ecuaciones de Einstein

1 8ntG
Ruv — EQHVR = CTTLW (B.2)

donde R, el tensor de curvatura de Ricci, R la curvatura escalar y
Tuv el tensor de energia-momento. De hecho, para esta métrica tanto
R+ como R son cero. Nétese que la expresion (B.1) es adecuada para
describir el exterior de un objeto masivo si su radio es mayor que su
radio de Schwarzschild

2GM
Rs=—73— (B.3)

lo cual es cierto para casi cualquier objeto masivo en la naturaleza.
Sin embargo, si el radio del objeto es igual o menor a Rs entonces
las coordenadas (t, 1,6, $) son inadecuadas, pero la métrica puede
extenderse usando otras coordenadas. Por ejemplo se pueden utilizar
coordenadas de Eddington-Finkelstein entrantes (v, r, 0, $) donde v =
ct +1* es una coordenada nula con

r*:rJngln(r_RS), (B.3)
Ro

la llamada coordenada tortuga, que estd definida a menos de una
constante arbitraria Ry. En estas coordenadas se obtiene

R
ds2 — — <1 _ :) dv? 4 2dvdr + r2dQ?, (B.5)

lo cual permite extender la métrica de Schwarzschild hacia una region
T < Rs desconectada causalmente (hacia el futuro) del exterior (r > Rg)
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Figure B.1: Diagrama conforme (de Penrose-Carter) de la extensién maximal
del espacio de Schwarzschild. Las coordenadas de Schwarzschild
abarcan sélo la regién (I), denominada zona exterior; las de
Eddington-Finkelstein entrantes abarcan ademas la regién (1),
el interior del agujero negro; en cambio, las de Eddington-
Finkelstein salientes abarcan las zonas (I) y (IV), denominada
agujero blanco. Finalmente la zona (III) es una segunda zona exte-
rior y es necesario introducir otras coordenadas para incorporarla
a la descripcién. Las coordenadas de Kruskal son un ejemplo,
cuyo reescaleo a un rango finito da lugar a este diagrama.

y separada por un horizonte de eventos en r = Rs. Esta region interior
presenta ademads una singularidad en la curvatura en r = 0. De forma
andloga, las coordenadas de Eddington-Finkelstein salientes (u, 1,0, $)
con u = ct —1* arrojan

ds? = — (1 — Rj) du? —2dudr 4+ r?dQ? (B.6)

y permiten extender la métrica a una regiéon r < Rs desconectada
causalmente del exterior hacia el pasado, también con una singular-
idad en v = 0. La extensiéon maximal de esta métrica es conocida
como extensién de Kruskal y su diagrama conforme (o diagrama de
Penrose-Carter) se presenta en la figura (B.1). La regién exterior (I)
es la solucién de Schwarzschild y las regiones (II) y (IV) son las ex-
tensiones obtenidas mediante coordenadas de Eddington-Finkelstein
(entrantes y salientes respectivamente). Notese que la region exterior
(I) tiene como borde el horizonte r = Rs (que encierra al agujero ne-
gro) y las regiones asintéticas infinitas. El infinito temporal futuro (i)
se alcanza siguiendo las trayectorias de los objetos masivos que per-
manecen fuera del agujero negro, el infinito nulo futuro (I") se alcanza
continuando todas las trayectorias de rayos de luz que permanecen
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Figure B.2: Diagrama de Penrose-Carter del espacio-tiempo de Minkowski
compactificado. Cada punto es una esfera, las lineas a 45° son
direcciones tipo luz y las regiones asintéticas son las tipicas de
un espacio-tiempo asintéticamente plano. I': infinito nulo futuro.
[ infinito nulo pasado. i': infinito temporal futuro. i™: infinito
temporal pasado. i°: infinito espacial.

fuera del agujero negro, por ejemplo las trayectorias de u = cte., el
infinito espacial (ip) es donde estdn los objetos infinitamente lejos de
T =0 en el espacio a tiempo fijo y los infinitos pasados son analogos
pero siguiendo trayectorias hacia el pasado.

Las regiones asint6ticas anteriormente descritas son las mismas que
presenta el espacio-tiempo de Minkowski (ver figura B.2) y de hecho
este se obtiene como un caso particular en el cual M = 0, de manera
que Rs = 0 y desaparece tanto la singularidad como las regiones
(II),(II) y (IV). En este caso limite, las coordenadas se Schwarzschild
se reducen a las coordenadas esféricas y las coordenadas de Eddington-
Finkelstein a las coordenadas nulas v = ct —r y u = ct +r, de manera
que cualquera de los conjuntos mencionados cubren todo el espacio
de Minkowski. Finalemente es importante notar que la métrica que
hemos descrito es una solucién estatica de las ecuaciones de Einstein
y por lo tanto implica que el agujero negro que describe es eterno.
Esto lo convierte en un modelo poco adecuado para describir una
situacion dindmica en la cual un proceso de colapso gravitatorio (por
ejemplo el colapso de una estrella) puede dar lugar a una objeto denso
que se comprima por debajo de su radio de Schwarzschild, formando
un agujero negro. Hoy sabemos que este es un proceso habitual y el
origen de la mayoria de los agujeros que se observan en la naturaleza.
En la siguiente seccién discutiremos una extension muy simple de la
métrica B.1 que incorpera esta caracteristica dindmica.

99



100

METRICA DE VAIDYA

B.2 FORMACION DE UN AGUJERO NEGRO: MODELO DE CASCARON
DELGADO COLAPSANTE

En 1942 P.C.Vaidya estudi6 las métricas dadas por los elementos de
linea

R
ds? = — <1 — (r")> du? 4 2dvdr + r2dQ? (B.7)
y
R
ds? = — (1 — (ru)> du? — 2dudr 4 r2dQ? (B.8)

en coordenadas nulas entrantes y salientes repectivamente. Ambas son
soluciones de las ecuaciones de Einstein (B.2), pero con un contenido
de materia dado por

dM(v) c?
Tp.v = Liz p.vévv
dv 4nr
y
dM(v) c?
Ty == dv  4nr? pudvu

donde M = %R. Esto representa una nube de materia que colapsa
radialmente a la velocidad de la luz o que escapa radialmente hacia el
infinito en el segundo caso.

Como caso particular de esta familia de métricas se encuentra la
de un cascarén esférico delgado que colapsa para formar un agujero
negro dado por

M(v) = MO(v —vg) (B.9)

siendo Mc? un pardmetro constante y positivo que representa la
energia total del cascarén y que coincidira con la masa del agujero
negro. Por otro lado 8(v —vs) es un escalén ubicado en la posicion
vs en I~ de donde parte el cascarén. Este modelo requiere una inter-
pretacion distribucional de las ecuaciones de Einstein pues el tensor
de energia-momento es

2

T :6(\1—\15)%5W6W. (B.10)
Ademéds se requiere introducir condiciones de pegado [12] en la hiper-
superficie parametrizada por v = vs ya que la métrica es discontinua.
Alternativamente se puede pensar como un limite de un cascarén muy
delgado suavizando el escalén.

A diferencia del modelo de Schwarzschild, las coordenadas nulas
describen todo el espacio-tiempo. Tampoco hay un agujero negro
eterno sino que se inicia con un cascarén esféfico arbitrariamente
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grande que reduce su radio a la velocidad de la luz hasta atravesar
su radio de Schwarzschild. A partir de entonces el cascarén sigue
su colapso hacia una singularidad (r = 0) en una regién aislada del
exterior por un horizonte de eventos (H"). Dicho horizonte es una
esfera que crece desde r = 0 hasta llegar a un radio Rs en el momento
en que es atravesado por el cascarén entrante; a partir de entonces
mantiene dicho radio.

Podemos identificar una region interior al cascarén caracterizada
por v < vg y una region exterior con v > vs. La region interior es una
esfera en el espacio-tiempo de Minkowski que se reduce con el tiempo
y desaparece cuando se forma la singularidad. La regién exterior al
cascarén es un trozo de las regiones (I) y (II) del espacio-tiempo de
Schwarzschild y posee una singularidad en r = 0. El diagrama de
Penrose-Carter de este espacio-tiempo se presenta en la figura (2.1)
y consiste en el pegado de las regiones exterior e interior como se
muestra en la figura (B.3). De hecho en el exterior las coordenadas
coinciden con las de Eddington-Finkelstein y en el interior con las
coordenadas nulas habituales del espacio-tiempo plano. Nuevamente,
las regiones asintéticas son las mismas que las del espacio-tiempo
plano.

Ademas de la ubicacién del cascarén en I, que marca el punto de
pegado de ambas regiones, esta métrica introduce otra separaciéon natu-
ral en el infinito pasado relacionada con la formacién del horizonte. H™.
Dentro de los rayos de luz que viene del pasado lejano podemos iden-
tificar la familia de los rayos entrantes anteriores al cascarén, que
logran llegar al centro de la esfera (r = 0) antes de la formacién del
horizonte H* y por lo tanto pueden escapar al infinito. La otra familia
es la de los rayos que no logran llegar al centro antes de la formacién
del horizonte y por tanto no logran escapar de agujero negro. En el
medio existe el ultimo rayo (de coordinada vy en I7) que se mueve
radialmente hacia adentro y que llega al centro de la esfera en el
momento exacto de la formacién del horizonte. La posiciéon de este
atimo rayo en I~ depende de la posicién del cascarén y de la masa
del agujero negro de acuerdo a

vs =Vvo +4M (B.11)

Todos los rayos nulos radiales entrantes (v < vs) que logran es-
capar llegan al infinito nulo futuro en un punto identificado con la
coordenada nula saliente

u(v) = v—4MIn (ﬁ’&:) , (B.12)

donde M, es un pardmetro arbitrario que usualmente se elige igual
a M. La simplicidad de la relacién (B.12) es una de las razones por
las cuales se utiliza este modelo para estudiar procesos dindmicos de
formacién de agujeros negros, en particular en el trabajo de Hawking

[38].
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(b) ()

Figure B.3: Espacio de Vaidya (c) se obtiene como unién de un trozo del
espacio-tiempo de Kruskal y el de Minkowski. En (a) y (b) se
remueven las zonas grises. El cascarén es donde sucede el pegado
de las zonas restantes (blanco).



CALCULO ALTERNATIVO DE LA MATRIZ
DENSIDAD

C.1 COEFICIENTES DE BOGOLIUBOV DEPENDIENTES DEL TIEMPO

Durante todo el trabajo se definieron coeficientes de Bogoliubov asoci-
ados a una base de ondas planas (Ximw) en I para el campo escalar
con el que describimos la radiaciéon de Hawking. La desventaja de
esta base es que no presenta explicitamente una nocién de evolucién
en el tiempo, impidiendo ver directamenete la dindmica. Ademads
se obtienen divergencias en los cédlculo de observables tales como
el namero de particulas. En el caso de la aproximacién de tiempos
largos de Hawking este es s6lo un problema formal que se resuelve
interpretando debidamente las diveregencias. Sin embargo, para de-
scribir el transitorio en el caso de un cascarén cldsico o para estudiar
la radiacién que aparece en el modelo de cascarén cudntico se necesita
una descripcién de la dependencia en el tiempo. Para ello, se puede
utilizar una base discreta de combinaciones lineales de ondas planas
definida en (2.32) y dada por

1 e Unpwi
Ximnw; = J dwe™ ™ X imw- (Cl)
J \/E ]
Este conjunto de funciones son una base completa y numerable de
paquetes centrados en el tiempo avanzado un, = 22", y en la fre-

cuencia wj = (j + 7) €. Mediante la base anterior, se puede pasar del
coeficiente de Bogoliubov

Bww =~ (Ximw WPimw’) (C.2)

a uno dependiente del tiempo*

Bij’(un) = - (lenwjrll)ikmw’) =
EEIIOERIE . . (C3)

= \/EJ dweunwl (lewl ﬂ)lmw/) .
A partir de este coeficiente se pueden calcular los observables rela-
cionados con la radiacién como funcién del tiempo retardado u,. A

)

. . . 2 .
continuacién presentaremos el calculo de ‘Bwi w’ (un)‘ pues juegan
un rol central en la emisién de particulas.

En ambas expresiones hemos omitido la dependencia en 1 y m pues es trivial en el
caso de interés.

103



104

CALCULO ALTERNATIVO DE LA MATRIZ DENSIDAD

c.1.1 Cdlculo de HSI2

Comenzando con el coeficiente de Bogoliubov en el calculo de Hawk-
ing (2.36), dado por

4M e~ (w+w’ Woeid(4Mw)

e—i4Mwln(4Mow’)
Vexp(8Mnw) — 1 ’

wa’ -

con ¢ la fase de la funciéon gamma definida en (2.37), podemos calular

H
B

2
/| en una base discreta de paquetes de onda como

2 1 rG+D) #
‘ngw/‘ = EJJ d(.U]d(.Uze 1Awun[3w1w, [Bgzuﬂ} =
)

je

M wine e iAW —vo—4MIn(4Mow')] il (4Mawr ) —b (4Mw; )]
= 7 JJ dw1dw2
21w . ev/exp(8Mmw1) — T4/exp(8Mmw; ) — 1
@j—2
donde Aw = wy — w1. Con el cambio de variable s; = A—w y $2 =

witwymw;

y suponiendo que 8mMe < 1y & < wj se puede expandir
en ¢ y obtener

:
1 .
~ exp(8Mnw;) — 1 27r J 1(T—Is1]) exp (—is100) + O(e)

o

sinc? [(w’)/2] 4Me
-~ exp(8Mnw;) — 1 2w’ +0(e),

donde a(w’) = ¢ [un —vo —4MIn(4Mow’) +4Md’(4Mw;)] y sinc
es la funcién integral senoidal. N6tese que hemos mantenido el orden
¢ en la exponencial compleja pues el tiempo se mide en unidades
de 27r/e. Naturalmente la expresion anterior depende explicitamente
del tiempo, pero si la usamos para calcular el nimero de particulas
emitidas entre n,, y u,1 se obtiene que

N (1) :J do/ _ | t=afun)/2 /
0 dt = 2Mede-
1 +oo ginc?(t)
N exp(8Mmwj) — 1 J dt T +0(e)
1
= + O(e).

exp(8Mmw;j) — 1

Esta es una cantidad finita e independiente del tiempo, como se espera
para la radiacion térmica. El mismo calculo puede realizarse para el
caso en que se considera el inicio de la radiacién. Comezando con la
ecuacion (4.11), es decir,

cs AM e (w+w )Voel¢(4Mw) w’

Wl N 2w’ Vexp(Mnw) -1 w'+w

efi4Mwln(4Mo[w/+w})
7
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(C4)

podemos proceder de forma analoga al caso anterior, primero calcu-
lando

1 (G+1)e A *
’B Sw! ‘ EJ'J dwidwjye™ i wunﬁw]w [szw} =
wji+5 . X
4Mw dw1dw2 e~ HAwun—vol+ild (4AMw)—$ (4Mw,)]
,” (W’ +wi)(w'+ w2) ey/exp(8Mmwy) — 1,/exp(8Mnw, ) — 1

%
(4m

714Mw1ln olw/+wi)+idMw>r In(4Mglw’'+w3])

X e

El mismo cambio de variable y la expansién en ¢ arrojan el resultado

’2 B sinc? [&(w”) /2] 4Mew’

Cs
)Bij - exp(8Mmw;) — 1 2m(w’ + w;)? +0(e), (€5)

con

4ij

&(w')=c¢ [un —vo —4MIn(4Molw’ + wj]) — " +4Md’ (4Mwj)
j

w /
(C.6)
La expresion obtenida se reduce a la del resultado de Hawking cuando

w’ > w; y esto corresponde a tiempos largos, como podemos ver
calculando el nimero de particulas por unidad de tiempo

2 t=a&(w’)/2
Nw(un) :J dw’ Eusw = dw’w’
0 dt = 2M€%
= 1 l J+Oo dtsinc? (t) + O(e)
exp(8Mmw;) — 17 J5(0),2 ’

Este resultado coincide con el que obtivimos en la seccién 4.2 y muestra
con mayor claridad cémo aparece el escalon en la emision debido a las
diferencias de los coeficientes de Bogoliubov para w’ < w;. También
establecen una correspondencia entre tiempos largos y w’ grande.
Especificamente 4M In [4Mo(w’ + w;)] indica el avance del tiempo.






CALCULOS VINCULADOS A COEFICIENTES DE
BOGOLIUBOV DEL CASCARON CUANTICO

En las secciones D.1,D.2 yD.3 de este apéndice reproducimos, por
completitud, algunos cdlculos que fueron realizados originalmente en
el trabajo [25]. En el resto del apéndice presentaremos y profundizare-
mos célculos que parecieron en [26] .

D.1 VALOR ESPERADO DEL COEFICIENTE DE BOGOLIUBOV

En primer lugar calcularemos el valor esperado del operador asociado
al coeficiente de Bogoliubov B ww. Partiendo de la expresion (5.10)

+00
. 1 [w’ ) o
Bow' = 3 @ (lylir}) J dvO ( Vo —vI) “ilwle(v)—iwivg <v0 —vI)

(D.1)

y asumiendo que el espacio-tiempo estd en un estado ¥ como el
discutido en la seccién 5.2 obtenemos

+o00

A 1 -~ T —iwle(v)—iw’
B)ww = 27(\/ 11m (Y ” dvdvg [vo) (vo|© (Vo —vI) e twio(v)—iw'y
+oo
X Z J duhy, J) oo (u, ]l J v} }v0><vo|®< o—vI) v,
j=1,2_" oo
donde hemos introducido bases de autoestados de ¥ y 1. Operando,
+00
(B) _ ] —1/— w’ lim ””dvdv dvidu¥* (vo)¥(v})
ww’ 27‘C w o—0 0= 0 0
X 0 (vo —v) 8 (vh —v) e teuTiew’y Z 1 (vo)by, 5 (vo)

J=1,2

i
. . _ Vo—V _ Vof\)
y cambiando a las variables x1 = an, Y X2 = ang obtenemos

2 7 +o0 +00
<B>ww’ = —(4247([)) (i)v 11310 J dve t@’v “' dx1dx, W* (4Moxq +v) X
e 5
“+oo
X W(4Moxz +v) J due T 3 Pl (4Moxy +v) [B] (4AMox2 +v) "
oo J=1,2

(D.2)
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La definicion de los autoestados 1y, reduce la integral [ [5 dx;dx2
a

o o ol 1,0 1 r1 00 00
J J dx1dxz+J J dx1dxz—|—J J dx1dxz+J J dx1dxz—|—J. J dx1dx;.
0 Jo 0Jo oJO olJo 1 J1

(D.3)

En la siguiente seccién probaremos que las primeras tres integrales no
contribuyen en el limite o — 0. Por lo tanto, el clculo se reduce a

(4]\/[ ) ; +o00 1 +o0o

)" jw’ —iw’

, = 1 Tw'v

ww P 013}) J dve (”d)q dx, + ” dx1dx2) X
1

—00 o

~
o
~—

+oo e—itwu
x W*(4Mox1 +v)¥(4Mox2 +Vv) J du

—0o0

exp (U\éo (w—v) [li(x7) — li(Xz)])

In(x2)l In(x1)I

Calculando la integral en u obtenemos,

@M ol T 1 i
A 0 w _
B) e = pIr— (1310 J dve tw'v (”dx1 dx + ” dxq dxz) X

276 (w — Mo flixy) —li(xz)}) ,
x W*(4Moxq +v)¥(4Moxy + V) TCRIER e '@V,
2 1

Dado que li es invertible en (0, 1) y en (1,+00) podemos integrar en
X2 para obtener

A 2M (,U/ o 7i /v ] o0
<B>ww' - _TO\/ wJ_mdve ) (Jo s +J1 dX]> -

XW*(4Mox1 + VIV (4MoX o (x1) +V) Me_i“"’

lIn(x1)] '
donde hemos definido
Xo (x) =17 [U (%) — 8] (D.4)
hw
do = —— (D.5)
0
y hemos usado que 0li(t) = ln( . Renombrando la variable de

integracién x; como x y reordenando se obtiene

A B 2My Jw! [ IIn(Xe (x))I
<f5>wwf——n\/:L RV Yoo TR

(0.¢]

X J dve HOT VY (AM X +v)W(4MoX o (X) + V),
—00

donde se entiende que li~' se define de forma diferente para x < 1y

para x > 1. Resta probar que el resultado anterior es independiente

de la eleccién en la extensién del operador 1t a todo el rango de

autovalores de v, lo cual haremos en la siguiente seccion.
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D.2 INTEGRALES EN I” QUE NO CONTRIBUYEN A (f3)

En la seccién anterior quedé pendiente la prueba de que algunas
integrales en I~ no contribuyen al valor esperado del coeficiente de
Bogoliubov, en especial aquellas de dependen de la extesion de 1t a
todo el rango autovalores de vy. Partiendo de la expresién genérica

2 7 +oo +oo
(B s = —(4]\2473) \/ggb J dve T’V ” dx1 dxo W (4Mox1 +v)
o o
“+oo
x Y(4Moxs + V) J due tou Z WL (x) 0 (xz)
e 1=1,2

y de la expresién (5.7) para los autoestados de 1, (x), mostremos que
las integrales,

o o orl 1r0
J J dxq dxz—l—J J dxqdxy +J J dxqdxs (D.6)
0 Jo 0Jo oJO

no contribuyen en el limite o — 0.

1. La integral [ [§dxqdx; es

4Mo)? [w’ .
—( 273) %élir}) J dve ¢ J dxjdx WY (4Moxq +v)
— 0 0
T e e P L (45T
(4 due—teow o
(4Moyx2 +v) J ue 87'ch|1n( I
—+0o0 (¢}
4Mo)? [w’ ,
——(273) (:1)) (lylir}) J dve ¢ J dxjdx W (4Moxq +v)
—00 0
1 Mo X1 —X2 s
Y(4M 52 - Lwy
( OX2+V)4hln(0)|6( R In(o) “’>e
(4]\/[ )2 " +o0 o
- — 273 aclylir}) J dve““/"”dm dxo V" (4Mox1 +v)
— 0 0
1 whin (o) iy
x Y(4Moxy +v)4M 5 <x1 — X2 — Mo > e .

Esta se anula porque se puede elegir o suficientemente pequefio,
de manera que el argumento de la delta de Dirac se anule
siempre.
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2. La integral fgf;dm dx es

+o00

M) [ twn [
_ (4Mo) \/uTlim Jdve“" VJ J dxj dxo¥* (4Mox1 +v)
27 w 0‘—)0_ 0Jo
+00 iM x i
x W(4Mox, + V) J due—iwuexp <‘T°(u—v) [m_h (XZ)])
0 8rthy/|In(x2)| In(o)|
M) [l [
_ _( O) \/w»hm‘l' dve ¥ VJ J dx1dx2W*(4MoX1 +V)
27 W 0—-0) o 0Jo
5 (Moxizo Mo fjj(x,) ~li(0)] —w])
x W(4Mox2 +v) (et = )e_lwv
4hy/In(x2)] In(o)]
+00o
4Mo)* [w’ v [
— _(4Mo) \/Ulim J dve '? VJ J dxq dx2¥* (4Moxq + V)
21 w o—0 0Jo
—00
& (K= —1i(xz) +1i (0) — W
X W(AMox +v)— : e
0X2
4Mo+/IIn(x2)[In(o)|
+00
Mo [w’ iy [
= 20 Y im | dve—te™ dx1¥*(4Mox1 +V)
27 w 0—0 0
x Y(4Mox2 (x1) +V) Me_iwv
In(o)|
con
— h
Xz(X]) 1 (11’1(0‘) + 1(0) M,
En el integrando, W estd acotada por 1 y ¥ es un

paquete de onda que podemos considerar acotado en todo el
rango de su variable. Por lo tanto la integral [ dx; tiende a cero
cuando o — 0.

3. Laintegral [ [§dxdx; arroja el mismo resultado que [§ [ dxjdx,
pues la dnica diferencia entre ellas es el cambio de x; por x;.
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D.3 VALOR ESPERADO DE LA MATRIZ DENSIDAD

A partir de la ecuacion (5.10) para el operador asociado al coeficiente

de Bogoliubov y (5.29) para la matriz densidad se obtiene la expresion
general

+o0 +o0 +o00

1 w’
s _ ! /
PSrw: = (72 de Vo ” v Jdvo ol o
0 e %
+oo
% © (Go —VT) e*iw1ﬁ(v]*iw/v Z J du ‘U., ]> <u/]|
J=1,2"
+o0 e
o | w1 (50— [ e i)
—00 -
+oo
. (00 —vfI\) Z J du’ ‘u/,L> <u/’u eiwzu/(v/)Jriw/w
L=1,2_"
+00
< | avb ) (gl @ (P0 —vT) ).
—0Q

Introduciendo bases de Vi y 11, donde la dependencia en el pardmetro
o — 0 del operador i es eliminada por un cédlculo idéntico al de la
seccién anterior y que no repetiremos. Inmediatamente

1 +o00 , —+00
QS —___ dw’w”J”Jdvd\/dv dvjdvidvy’
pcmwz (27-[)2 J; \/m odvVo Vo Vo
—00
X O (vo—v)O (v§ —v) O (v’ —v') O (vg —v') 8 (vg —v{§”)
“+o00
% JJ dudu/e—iw1u—iw’v Z ll)u,](Vo)lb;](Vé’)eiwzu/+iw/vl
2 J=1,2
x> P, L (v W L (V)Y (vo) W (vg).
L=1,2
Los cambios de variable x; = ‘f]\;:, Xy = \;",\Z:, X vﬁ,\;: y X4 =
VA{’,\_A‘; conducen a
(4M )4+ood , /—0—00 +00
S - 0 w w / /
p81w2 = 202 J N ” dvdv J”Jdm dxadx3dxad (4Mg [x2 —x3] +v—v’)
0 —00 0
“+o00
% JJ' dudu/efiw1ufiw’v Z q)u,](’q )wzll(xz)eiwzu/+iw/v’
]=1,.2

—00
XY W () (xa)WH (4Moxt +v)W(4Moxg +V').
L=1,2
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Ahora, usando las expresiones (5.7) para las autoestados de 1,

(4M )4 +o0 dow’w’ +o0 400 +o0
S _ 0 /
P&wz = (16m2n)2 J o0 ” dvdv “’ dxqdxp JJ dx3zdxa
0 - 0 0
+o00
X O (4Mo [Xz — X3] +v —V,) J'J dudu/efiuﬁu*iwlveiwzu’+iw’v’
—00

exp (”ﬁ" (u—v) Mi(x) —1i(xzﬂ) exp (i“,ffo (W —v') li(x3) _11(,(4)})

VIIn(x1) [ In(x2)[In(x3)[ In(x4)]
x W*(4Mox1 +Vv)¥(4Mox4 +V').

X

Integrando en u y u’ pasamos a

(4M )4+oo dow’w’ +oo +oo +oo
S _ 0
0 —00 0 0

X & (4]\/[0 [x2 —x3] —|—V—\)I) e—i[w’+w1}vei[w’+wz]v’
5 (wr — Mo Hi(x1) —Ti(x2)]) & (w3 + M0 Hi(xs) — li(xa)])

VIIn(x1)In(x2) In(x3)[ In(x4)]
X W*(4Mox1 +v)¥(4Mox4 +V').

X

Dado que li es invertible en (0,1) y en (1, +00), podemos integrar en
X2 Y X3 para obtener

(ZM )2-0-00 doo’w’ +oo +oo
& - 0 wiw JJ /JJ
Porw, 2 J @, dvadv’ | | dxydx4

X 8 (4Mo [Xw, (x1) — Xeo, (x4)] +v —v') e e Fwrlveilw+walv!

. \/ In(Xeo, (1)1 In(Xoo, (x4))]

Y*(4Mox1 +Vv)¥Y(4Moxs +V'),
IIn(x1)|In(x4)]

donde hemos usado la misma notacién de secciones anteriores para

X y también que 0li (t) = ﬁ Redefiniendo x = x1, X' = x4 e

integrando en v’

(ZM )2+oo do’ /+oo

S _ 0 w w 1, —i4 Myl '+ ]Xw ( /)

chu1w2 - 7_[2 J ﬁl}]ﬂ)z JJ’ dXdX e v olw w2 2%

0 0

, —+o00

« ei4M0[w’—b—(.uz}Xw1 (x) |ln(xw1 (X))| |11’1(Xw2(X ))| J dvefi[unfwz]v
[In(x)|{In(x")|
—00

X W (4Mox +v)¥(4Mg [x + X, (x) = Xw, (x)] +v).
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Finalmente, utilizando una funcién de onda de la forma (5.8) se llega
a la expresion final

" Awh Awh
o (- (-2

o0
£ £f *
<] dwBE i (maw) (B (maw)]
0

con @ = w, Aw = wr — w7, Myw =M —h(w+w’) yla funcién

Beff definida en (5.16).

D.4 ESTUDIO DE LA INTEGRAL B¢ff

En la seccion anterior y en varios de los calculos del capitulo 5 aparece
la integral B¢fT (M) definida en (5.16) por

ww’
M i(lw+w’)v / oo
eff _ 2Mge™ 0 Jw’ . J' [—e+14Mo(w+w’)]x ,idMwge (x)
Boow (M) = = m ehg}) dxfy(x)e e
0
(D.7)
con
In(Xe (%))
f = ——
0= T in)
x — X (%)
gu(x) = 0,
w
que dependen de o, = hﬁg a través de la funcién

Xo(x) =17 (li(x) — 84) -

En la expresiéon anterior hemos incorporado el regulador € para la
convergencia absoluta de la integral (al igual que hicimos para el coefi-
ciente de Bogoliubov). La forma de B¢ es muy similar al coeficiente
de Bogoliubov 3¢5 escrito en la forma (4.10), es decir,

+o00

1 + Ny
BSS (M) :_ZMoe ilw+w ]vo\/vlim J dxel—e+i4Mo(w'+w)lx gi4MwIn(x)
T w e—0

0
(D.8)

y de hecho, de forma ingenua se observa que en el limite h — 0,
ambas expresiones coinciden pues

folx) — 1

wlx) h—0
x) — In(x).

g () —3 In(x)
Sin embargo, la dependencia de la integral en h no es analitica y
por lo tanto no es posible hacer una simple expansion en potencias
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de h para estudiar las diferencias entre ambas. Comparando dichas
integrales puede verse que las diferencias dependen de las frecuencias
w (a través de 8,) y también de la masa M que entra como parametro
de la integral. La razén para marcar esta segunda dependencia es que
el producto M x g, aparece en la fase del integrando de (5.16)y por
tanto un valor grande de M puede causar que la integral sea muy
sensible a la deferencia entre g, (x) y su valor clasico In(x). En esta
seccion desarrollaremos aproximaciones para B¢’ restringidas a al-
guna regioén de los pardmetros w y M. En todos los casos asumiremos
la fijacién de My = M y la condicién &y, = f,\‘/[—“g < 1.

D.4.1 Las dos regiones de integracion (cerca y lejos del horizonte)

Como se comenté en la seccién 5.3.1, el valor x = X, (0) de la variable
de integracién divide la integral de B¢’ en dos regiones segun el
comportamiento de fy ¥ gw. En una region el integrando es muy
similar al de 3% y la asociamos con la regién lejana al horizonte. En
la otra (la region cercana al horizonte) difiere notablemente. Dado
que la primera regién es muy pequefia conviene realizar el analisis
escribiendo la integral en términos de la nueva variable

y = In(x)

, de manera que el punto en cuestién es

Jo = In (X (0)) =In (1" (~80) ) = B (~80)

siendo Ei la funcién integral exponencial. En términos de esta nueva
variable podemos reescribir

ZMOefi(erw’)\‘)o w’

e, () = PV O e 4 gesiu)
ZMOe—i(w—l—w/)\‘zo w’
BSS, (M) = — ~ — [1E5(M) + 153 (M)]
(D.9)
con
Ieff(M) — lim Ve dyey]:w(y)e[—e+i4Mo(w+w’)]exp(y)ei4MwGw(y)
o e—0 ) _
r+oo
Ifrff(M) — lim dyeyFw(y)e[fe+i4l\/lo(w+w’)]exp(y]ei4MwGw(y)
e—0 Ji
ayw
IES(M) = lim [V dyeye[—e+i4l\/lo(w+w’)]exp(y)ei4Mwy
e—=0J)_o
r+oo . , .
ISS(M) _ gll)r}) dyeye[fe+l4Mo(w+w )]exp(y)el4Mwy (D.IO)
JYw

y donde hemos definido

Fo(y) =fw oexp(y)
Guw(y) = gw cexply). (D.11)
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Los comportamiento asintéticos (que se muestran graficamente en la
figura 5.2) son

Dol

F ~ Dwl
—exp(Jw)

Gwl(y) gl 5y

Ieff

para la zona donde la integrales e 1C% difieren notablemente y

Fo(y)

Gwl(y)

~ 1
y>>9w
Y>Yo Y

para la zona donde coinciden. Antes de pasar a calcular aproxima-
ciones para B¢ff vale la pena sefialar que contamos con expresiones
analiticas para las dos contribuciones a BCS. Haciendo los cambios de
variable t = F(y — J ) y usando las identidades

Ma,z) =z JJFOO exp (at—ze') dt, Re(z) >0 (D.12a)
0

v(a,z) =z% JJFOO exp (—at —ze_t) dt, Re(a)>0 (D.12b)
0

IMNa) =v(a,z)+T(a,z) =T(a,0) (D.120)

para las funciones gamma incompletas (superior e inferior) se obtiene

1€5(M
= (M) —4Mp(w’ + w)

(D.13)
1SS (M) = M [1+idMw, —i4Mo(w’ + w)eYe] e~ M Inf4Mo (@' +w)]—27Mw
+ —i4Mo(w’ + w)

(D.14)

Estas expresiones son ttiles para comparar con las respectivas con-
tribuciones a €T, lo cual haremos en breve. Por ahora, solo sefalare-
mos que el limite h — 0 corresponde a §j, — —oo lo cual anula el
segundo argumento de las funciones gamma. Esto a su vez implica
que 1€ — 0y IS5 — I¢5, lo cual constituye una pista importante
para identificar el régimen donde nuestro modelo coincide con el
cascarén clésico.

D.4.2 Aproximacién para el coeficiente de Bogoliubov efectivo

Habiendo identificado las dos regiones de integracién es posible con-
siderar aproximaciones para las funciones F(y) y G (y) en cada
una. Comencemos definiendo la funcién auxiliar

Yo (y) = In[Xe (exp(y))] = Ei ' (Ei(y) — 8w). (D.15)

_Y [1+4Mw, —idMo(w' + w)ele] e M@ In[AM, (@' +w)l-27Ma
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En la region y > { tenemos que [Ei(y)| > 84 y por lo tanto es posible

aproximar
exp Yo (U > Jw)l = explyl —ydw (D.16)
Vols >80l g D)

como primer orden de la expansién en §,. Esto nos lleva a considerar
las aproximaciones para F, y G

Foly) =1
Gw =Y.

, es decir que estamos aproximando
1¢ff(M) =~ 1S5 (M). (D.18)

Por otro lado, en la regién y < Gy se cumple que [Ei(y)| > du ¥
podemos aproximar

exp Yo (Y < Jw)l = expljw] +JuwEi(y) (D.19)

Yoy <o)l _ [Hol (D.20)
Iyl [yl

como primer orden de la expansion en Ei(y). En esta regién entonces

Fo =~ Bl

[yl

ex —explJo] —JwEi
Go(y) ~ SPW péy YwEily)

La aproximacién para F, coincide con la expresion asintética en cada
regién. Para G, es una nueva aproximacioén (ver figura D.1) que es
continua en y = 9. El resultado para la integral es

~ w

Yo ‘_ | : / : exp(y)—exp[fw |-y wEi(y)
Iiff(M) NJ dyey E‘JCT e1.47\/l0(w—|—w ]exp(y)el4Mw 5 )
—00

(D.21)

Si bien no conocemos una expresion analitica para esta integral, el
costo computacional de calcularla numéricamente es bajo.

Ambas aproximaciones (D.18) y (D.21) asumen que el error en
el calculo de la integral es pequefio. Una condicién suficiente para
que ello sea cierto es que los errores (absolutos y relativos) en el
modulo y la fase del integrando sean pequefios en todo el intervalo de
integracion. Debido a la forma de las funciones F, y G, esto se logra
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Gulyl

-6.0

Figure D.1: Funcién G (y) y su aproximacion en la dos regiones en torno
ay = Jw. La grafica se realiza con 8, = 1073 para resaltar la
diferencia entre la funcién y su aproximacion.

imponiendo que los errores sean pequerios en el borde de integracién
Y =Y, es decir,

1—Fo(fw) < 1 (D.22a)
Swliw) =0 4 (D.22b)

Yw
IMlw[Gw([Jw) — Tl < 1, (D.22¢)

Para que se cumplan (D.22a) y (D.22b) es suficiente que 6, < 1, que es
una de de las hipétesis iniciales de nuestro modelo. El cumplimiento
de (D.22c) depende de la escala de masa M que entra en la integral
como pardmetro.

D.4.3 Validez del limite cldsico p¢f% ~ p¢S

En la subseccién anterior obtuvimos condiciones para aproximar B¢

En esta subseccién obtendermos condiciones atin més fuertes que
permiten aproximar [Sfuffu,(M) por [SLCUSw/(M). Esta es la region de
validez del limite clasico h — 0.

Como comentamos al final de la subseccién D.4.1, la pista para
encontrar la region de interés se obtiene estudiando primero los pesos
relativos de las integrales I1$% en B¢°. Estudiando las expresiones

(D.13) y (D.14) se observa que
£ =4Mo(w’ + w)eYw (D.23)

controla sus pesos relativos. En particular, cuando & — 0 decrece €S
con relacion a IES . Asumiendo la condicién

£E=4Mo(w' + w)edr <« 1 (D.24)
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podemos obtener una expresién explicita para el peso relativo de
ambas integrales haciendo uso de la expansion

o k
r(a,Z) == r(a) (] —Zaeiz Z r(a—i—zl(—i—])> .

k=0

A primer orden en & se obtiene que

M) _ e explie + Maln(e) S 0(£2) (D29
ICs(v) — o TPRE TR M) 2
. Vale sefialar que este peso relativo depende ademas de Mw, pues
para Mw < 1
ICS(AA)
= VUL O(&2
IES(M)‘ E+0(&7)

y esto sigue siendo cierto en tanto
STMw < 1. (D.26)

En cambio, para Mw > 1

IES(AA) e4nAAw 2
~ @) .
IES(M)‘ a2 T O

Por lo tanto, las condiciones (D.24) y (D.26) indican cuando Igs es una
buena aproximacién de la integral completa 15 + 15, Ahora, dado
que las mayores modificaciones de B¢ respecto de 3¢5 correspon-
den a I¢7f, es razonable suponer que las condiciones (D.24) y (D.26)
son necesarias para delimitar el régimen de pequefias perturbaciones
respecto del cascarén clésico, en donde 3¢7f ~ BCS. En la seccién ante-
rior probamos que las condiciones (D.22a),(D.22b) y (D.22c) garantizan
que Iff R IS;S. Probaremos ahora que las condiciones (D.24) y (D.26)

1eff . .
aseguran que 7w < 1. Luego, ambas resultados juntos garantizan
que B¢ ~ BCS. Probemos entonces que

Ieff
— < 1

eff
g
A diferencia de 15 no tenemos una forma analitica para 1¢ff, sin
embargo contamos con una cota superior pues
Jw

Yw
1) < tim [ aye? Iyl <o) < [ aye? — explga).
€e—0J_s *©

Notese que esta cota es igualmente vélida para la integral original
como para la aproximacion presentada en la subseccién anterior.
Asumiendo las condiciones (D.26) y (D.24) podemos decir que

Ieff(AA) ‘Ieff(A4)| annhdu) aeznh4u
bl e < N )
17T (M) ’ ISS(M)] © 0 + Mo, i8] T+ 4Ma]]
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, la cual es una expresién muy similiar a (D.25) y aplican las mis-
mas consideraciones que en dicho caso. En resumen, el conjunto de
condiciones

dw < 1

4Mlw |Gy (Jw) —Juwl <1
AMp(w’ + w)eY» < 1
dtMw <1

(D.27)

aseguran que BEff (M)~ BCS (M).
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